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RESUMO

Ferramentas matemaéticas, como a modelagem, sao constantemente utilizadas no es-
tudo da demografia humana. Mesmo que os sistemas estruturados etariamente tenham
sido escritos primeiramente para esta area, as ideias e formas empregadas contribuem
bastante para o estudo e compreensao de outras populagoes bioldgicas, sendo simples ou
complexas. A idade é um parametro importantissimo na estrutura¢ao de uma populacao.
O presente estudo visa modelar sistemas populacionais com dependéncia etaria cuja popu-
lacao é dividida em fases ou estagios de vida. Nesta abordagem, a dindmica de uma faixa
etaria é acoplada a dinamica da fase etaria posterior gerando um sistema de equagoes
diferenciais parciais acopladas pelas condig¢oes iniciais. Conceitos muito trabalhados na
demografia humana, como taxas de fertilidade, mortalidade e natalidade, sao incorporados
aos sistemas e por método numérico trés dos modelos estudados sao representados e tém
seus cHdigos escritos no software MATLAB a fim de encontrar uma solucao aproximada
para cada modelo quando aplicados a dados de uma espécie de anfibio anuro: a Rana
temporaria. Os graficos de distribuicao etaria e temporal obtidos no programa, em cada
fase de vida da espécie, sao comparados com dados da literatura. Os modelos aplicados
a R. temporaria foram um modelo linear com taxas vitais constantes, um modelo linear
com taxa de fertilidade adulta periédica no tempo e um modelo nao-linear com um termo
logistico na fase adulta. Na parte tedrica do trabalho, foi obtida existéncia, unicidade,
positividade e regularidade das solugoes de cada modelo e, na aplicagao numérica, com-
parando os resultados obtidos com os dados de vida da R. temporaria, o modelo logistico

foi o mais condizente com a realidade da populagao.

Palavras-chaves: modelos populacionais; dependéncia etaria; equagoes acopladas; fases

de vida; Rana temporaria.



ABSTRACT

Mathematical tools like modeling are constantly used in the study of human demog-
raphy. Even though age-structured systems were first written for this area, the ideas and
forms used greatly contribute to the study and understanding of other biological popula-
tions, whether simple or complex. Age is a very important parameter in the structuring of
a population. This study aims to model population systems with age dependence whose
population is divided into life stages. In this approach, the dynamics of an age group is
coupled to the dynamics of the later age phase, generating a system of partial differential
equations coupled by the initial conditions. Concepts that have been worked on in human
demography, such as fertility, mortality and birth rates, are incorporated into the systems
and, by numerical method, three of the studied models are represented and have their
codes written in the MATLAB software in order to find an approximate solution for each
model when applicable to data from a species of anuran amphibian: the Rana temporaria.
The age and temporal distribution graphs obtained in the program, at each life stage of
the species, are compared with literature data. The models applied to R. temporaria were
a linear model with constant vital rates, a linear model with time-periodic adult fertility
rate and a nonlinear model with a logistic term in the adult phase. In the theoretical part
of the work, the existence, uniqueness, positivity and regularity of the solutions of each
model were obtained and, in the numerical application, the results were compared with
the life data of R. temporaria, the logistic model was the most consistent with the reality

of the population.

Keywords: population models; age dependence; coupled equations; life stages; Rana

temporaria.
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1 INTRODUCAO

Desde o inicio do século XX presenciamos um crescimento do desejo de se obter mais
informagoes a respeito da dindmica, comportamento, distribuicao e composicao das po-
pulacoes bioldgicas como as de animais, plantas, microrganismos e, a mais referenciada,
a humana. Nisto se baseia a Dinamica Populacional, uma area da ciéncia que explica a
evolucao dos organismos vivos de certa regiao conforme o tempo.

A introducao de métodos matematicos nos estudos populacionais se tornou bastante
efetiva nos ultimos anos, de forma implicita ou explicita. Em estudos assim, caracteristi-
cas das populagoes podem ser analisadas: o crescimento; a influéncia da estrutura etaria
nas taxas de mortalidade e natalidade; a propagacao de fendmenos contagiosos, doencas;
a dinamica de interagao entre muitas populagoes, o que se tornou bem f1til nos estu-
dos atuais de sistemas ecoldgicos; etc. Entao, as teorias e praticas matematicas acabam
fornecendo ferramentas sistémicas ou técnicas para analisarmos problemas populacionais
(HOPPENSTAEDT (1975).

Os modelos matematicos, sendo representacoes abstratas de sistemas reais, constituem
uma dessas ferramentas de analise. Para Burch (2003, p. 266), “um modelo é qualquer
representacao abstrata de alguma parte do mundo real, construido com o propdsito de
compreensao, explicacdo, previsao ou controle”. Podem ser de trés tipos: fisicos, visuais e
teodricos; onde “os modelos tedricos podem ser expressos em linguagem comum, sistemas
légicos formais, matematicos ou cédigo de computador” (BURCH, 2003, p. 266).

Um dos primeiros e principais modelos para dinamicas populacionais foi feito por
Thomas Malthus, no fim do século XVIII. Malthus sugeriu que a populacao humana ti-
nha um crescimento natural exponencial. Este modelo influenciou bastante os estudos
em diversos ramos das ciéncias, sendo fundamental no trabalho de Darwin sobre selecao
natural. Nos modelos que se seguiram, adaptacoes mais realistas ao trabalho de Malthus
foram feitas. Destaques para os trabalhos de Verhulst (1838) que considerou caracteristi-
cas autolimitantes nas populagoes e o trabalho de Lotka (1922) que incorporou a teoria
uma dependéncia etéria (ver (HOPPENSTAEDT, (1975)). O que todos esses modelos tém
em comum ¢ a linearidade de suas equagbes. Segundo Webb (1985)), os estudos tedricos
nao-lineares sdo mais recentes, principalmente os que envolvem dependéncia etaria, e a

importancia destes é que permitem inserir nas analises os efeitos de aglomeracao, competi-
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¢ao, limitacao de recursos, interacao da populacao etc. “A inclusao de nao-linearidades nas
equagoes de modelos populacionais com dependéncia etaria aumenta consideravelmente
sua dificuldade matematica, porém aumenta também sua confiabilidade para descri¢ao
fisica e predicao do comportamento” (WEBB, 1985, p. iii). Estudos com modelos nao-
lineares foram desenvolvidos por Gurtin e MacCamy (1974), Lee (1974), May (1975) e
outros (RORRES], 1976]).

A andlise destes fatores adicionais em uma populagdo, que a teoria nao-linear nos
fornece, contribui bastante nos estudos da ciéncia ecoldgica. Estudos ecologicos, segundo
Gotelli (2008), sao baseados em medir a distribui¢ao e abundancia de populagoes na natu-
reza, sendo assim, a matematica e estatistica acabam sendo responsaveis por fornecerem
ferramentas para esta medigdo, tornando-a mais clara e objetiva. Testar previsoes, dis-
tinguir os padroes que vemos na natureza, diferenciar os mecanismos que causam esses
padroes sao algumas das contribuicoes que os modelos inseridos a ecologia nos possibili-
tam, sempre se atentando ao fato de que é importante criar modelos ecolégicos simples
com variaveis que possam ser obtidas na natureza e que resultem em solugoes matemati-
cas também simples. Apesar dos modelos nos auxiliarem, eles ndo sdo uma representacao
concreta e a natureza nao necessariamente seguira as regras do modelo por mais coerentes
e légicas que sejam. E preciso sermos capazes de identificar os pontos onde os modelos
passam a se afastar da realidade ((GOTELLIL, 2008))).

Com base nesta aplicabilidade dos modelos matematicos no estudo de populacoes é
que este trabalho se desenvolveu. Os modelos, lineares e nao-lineares, sao baseados na
teoria de Sharpe-Lotka, ou seja, na Teoria das Fquagoes de Renovagdo de Volterra que

pertencem a uma classe de equacoOes integrais da forma

ult) = g(0)+ [ Flapult - o) dr,

onde f(t) e g(t) sao fungdes nao-negativas. Como afirma Feller (1941)), as equagoes de Vol-
terra aparecem sob diferentes formas na teoria da populacao e em diversos outros estudos
onde, em cada caso, é necessario criar condigoes precisas que validem os modelos trabalha-
dos. Neste estudo, além de considerarmos condicoes basicas para desenvolver cada modelo
trabalhado, vamos estruturar todos os termos e equagoes etariamente, pois a idade é um
dos parametros mais naturais e importantes na estruturacao de uma populagao; idades
diferentes correspondem a capacidades de reproducao, sobrevivéncia e comportamentos

diferentes. Em dreas como a ecologia, a idade tem um papel importantissimo (TANNELLL,
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1995)).

Neste trabalho, modelos lineares e nao-lineares com estrutura etaria sao desenvolvidos
na presenca de taxas totais de nascimento que se influenciam, ou seja, consideramos uma
populacao dividida em fases/estégios de vida; por exemplo: se a populacao for ovipara,
entao algumas fases de vida podem ser a embrionéria (quando os ovos postos pela espécie
estdo fecundados, interna ou externamente, na agua ou terra, e ali o embrido se desen-
volve), a larval ou juvenil (apds a eclosao dos ovos) e a adulta; e tomando uma equagao
para cada estagio de vida, estudamos como uma fase influencia a geracao e a distribuicao
da outra conforme dois pardmetros: a idade e o tempo. E com essa ideia de equacoes
acopladas que variagoes de modelos lineares e nao-lineares sao estudadas, seja fazendo
mudancas nas taxas de fertilidade e mortalidade, introduzindo periodicidade, inserindo
termos logisticos e outras. Por fim, uma aplicagdo numérica de alguns dos modelos estu-
dados é feita com dados da populagao anfibia de Rana tempordria, por meio do método
numérico IER (método Implicit Euler-Riemman) no software MATLAB.

Assim sendo, no Capitulo [2| temos um apanhado dos principais modelos matematicos
trabalhados e seus autores; um resumo dos elementos basicos necessarios para descrever-
mos uma populacao e como os modelos foram introduzidos no estudo da ciéncia ecologica.
No Capitulo [3| é desenvolvida toda a parte tedrica dos sistemas estruturados etariamente
com populagao dividida em fases e equacoes acopladas, onde nas duas secoes finais estao
presentes os casos ou variagoes feitas dos modelos. J& o Capitulo [d apresenta a aplicagio
numérica, citada no paragrafo acima, de alguns modelos desenvolvidos com enfoque em
um pequeno grupo populacional de R. temporaria. Foram trés modelos desenvolvidos para

esta populagao cujos codigos computacionais para a obtencao da solucao aproximada dos

sistemas, em cada caso, estdao expostos nos Apéndices [AT] [A.2 e [A.3] No Anexo [4] se

encontram alguns conceitos basicos utilizados na parte de teérica do primeiro capitulo.
Os objetivos deste estudo correspondem a desenvolver modelos lineares e nao-lineares
de equacgoes acopladas e dependéncia etaria, diversificando ou inserindo caracteristicas
naturais presentes nas populacoes a fim de chegar o mais proximo possivel da realidade,
representar numericamente esses modelos e verificar a aplicabilidade dos sistemas numé-

ricos obtidos.
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2 UMA INTRODUCAO AOS MODELOS POPULACIONAIS

E de fundamental importancia conhecer e quantificar o crescimento de uma popu-
lacao. No intuito de se descrever a dinamica de uma dada populacao, ou conjunto de
populacoes é que a dinamica populacional se relaciona com varios outros campos da ci-
éncia: matematica, fisica, demografia, ecologia, genética, epidemiologia e quimica entre
outros. E nessa interacdo que os modelos matemdticos surgem dando uma enorme contri-
buigao para a modelagem de fenémenos populacionais. Conforme Dilao (2006)), existiriam
basicamente duas estratégias principais de modelagem: 1) considerar o tempo como um
parametro continuo usando técnicas de equagoes diferenciais ordinérias e diferenciais par-
ciais; 2) considerar o tempo como um pardmetro discreto. Esta abordagem sendo mais
relacionada aos dados censitarios de uma populagao especifica.

Dentre as areas da dinamica populacional a mais desenvolvida é a Demografia: area
responsavel pelo estudo da populacao humana com base no seu crescimento, decaimento,
sua fertilidade e mortalidade, além do seu impacto nos componentes econémico e politico
da sociedade. Desde os anos antes de Cristo podemos encontrar dados que remetem a
medicao e mortalidade da populacao da época, e tempos depois, em 1570, o surgimento da
primeira férmula matematica em demografia atribuida a Girolamo Cardano que trabalhou
a expectativa de vida como sendo uma funcao linear decrescente da idade. O primeiro
trabalho importante em demografia foi escrito por John Graunt, em 1662, que coletou
um notavel niimero de mortes, na cidade de Londres, em diversos grupos etarios apos a
peste. Graunt reuniu a quantia de mortos com o niimero de sobrevivente para cada idade
exata e descreveu-os em uma tabela que ficou conhecida como a Tdbua de Mortalidade
de Graunt, se tornando assim um precursor na construcao de tibuas de mortalidade ou

tabuas de vida (IMPAGLIAZZO)| 1985; |SMITH; KEYFITZ, 2013).

2.1 OS MODELOS DE MALTHUS E VERHULST

O primeiro e mais simples modelo mateméatico de dindmica populacional foi apresen-
tado por T.R. Malthus em seu livro An Fssay on the Principle of Population, 1798. Nesse
modelo, Malthus afirmava que o crescimento continuo da populagao de forma exponen-

cial era incompativel com a disponibilidade de recursos que cresciam de forma linear, ou
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seja, a partir de determinado momento o tamanho da populacao superaria a quantidade
de recursos disponiveis levando assim a pobreza. Esse trabalho foi considerado um dos
mais influentes para a época e chegou a influenciar também o estudo de Charles Darwin
(HOPPENSTAEDT, |1975). Matematicamente, o modelo malthusiano propos que sendo P(t)
o numero total de individuos de uma populacao simples no tempo t, a seguinte equacao
diferencial é satisfeita:

P'(t) = aP(t), t>0,

isto é, o crescimento populacional é governado pela equacao acima, onde v = 3 — pu é
chamado de parametro malthusiano e corresponde a diferenga de duas taxas per capita

constantes:

[ = taxa per capita de fertilidade ou de producao de recém-nascidos,

| = taxa per capita de mortalidade,
as quais sao devidas a populacao estar sujeita a algumas suposicoes fenomenologicas:
« a populacao ¢é considerada homogénea: todos os individuos sao idénticos;
e a populacao ¢ isolada: nao existe imigragdo e emigracao;

« 0 habitat é invariante: a quantidade de recurso é ilimitada e a condigao de vida nao

¢ influenciada por fatores externos;

» a populacio é muito grande: efeitos estocésticos e flutuagoes podem ser desconside-

rados.

Embora essas suposigoes se apliquem a situacoes idealizadas, o modelo fornece uma boa
descri¢ado de dados para o caso de organismos simples como células e bactérias e mesmo
organismos mais complexos, quando a populacao invade ou coloniza um novo habitat. A

solucdo para a equacao diferencial acima é

O comportamento da solugao depende do valor de a: a > 0 (crescimento exponencial),
a = 0 (estado constante) e @ < 0 (decaimento exponencial) (ANTTA| 2000; TANNELLI;
PUGLIESE, [2014)).

As suposi¢oes que Malthus trabalhou tornaram seu modelo muito limitado. Notando

essas limitagoes e inspirado por ideias que surgiam na época a respeito do crescimento



20

exponencial da populagao, foi que P.F. Verhulst publicou seu trabalho Note on the law
of population growth (1838) cujo modelo apresentado estendia o de Malthus e defendia
a ideia de que a populagao nao poderia crescer geometricamente por um longo periodo
de tempo devido a crescente dificuldade de encontrar alimentos. Segundo seu modelo,
o aumento da populagao é limitado por sua fertilidade e pelo tamanho do pais, ficando
a populacao cada vez mais perto de um estado estacionario. Verhulst propos a seguinte
equagao diferencial para uma populagao P(t) no tempo t:

dr P
—=aP - (11— —= t>0
aP - (1-%), t>0,

onde o parametro K é a capacidade de suporte do ambiente. Comparando o tamanho de

P com K temos:
e« P<K=(1-P/K)>0logo dP/dt > 0 (crescimento exponencial),
e« P=K=(1-P/K)=0logo dP/dt =0 (crescimento nulo),
e« P>K=(1-P/K)<0logo dP/dt <0 (decaimento populacional).

A solugao para o modelo de Verhulst, conhecido depois como modelo logistico, é da forma:

B P(0) e
1+ P(0) (et — 1) /K’

P(t)

t >0,

que tende a constante K quando t — +oo (ANITA, [2000; BACAER), 2011]).

Uma variavel de grande importancia que nao foi considerada pelo modelo de Verhulst
¢ a idade. Desconsiderar uma estrutura etaria nos limita a uma abordagem simples dos
problemas, ao invés de uma abordagem mais adequada e realista. Uma das melhorias
mais importantes nos modelos continuos seguintes foi a introdugdo de uma distribuicao
etaria na populagdo. Muitas varidveis se relacionam e dependem da idade, pois diferentes
idades estao associadas a diferentes capacidades reprodutivas, de sobrevivéncia e dife-
rente influéncia social e econémica. Por exemplo, um grupo de criangas em idade escolar
desempenha um papel diferente de um grupo de idosos: o primeiro tem um impacto no
planejamento educacional, enquanto o outro na previdéncia social e ambos nos cuidados
de satude. A descricao da estrutura etaria de uma populacao teve inicio com a demografia
humana, mas, hoje, muitas areas sao influenciadas por essa descrigdo como a epidemiolo-

gia, a ecologia, o crescimento celular etc (IANNELLI; MILNER, [2017)).
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2.2 OS MODELOS DE SHARPE-LOTKA E M'KENDRICK

Dentre os parametros trabalhados em um modelo populacional com dependéncia eta-
ria, os mais importantes sado as taxas vitais: a mortalidade e a fertilidade. A taza de
mortalidade etdria especifica deriva dos dados presentes na tdbua de vida [] da populagio
que, de forma simplificada, para ser construida primeiro escolhemos um coorte, ou seja,
um grupo de individuos que nascem ao mesmo tempo, denotamos por [y (este termo é
chamado de raiz) e construimos as colunas da tabela registrando, a partir de [y, o nimero
de individuos que permanecem vivos na idade i (I;) (IANNELLI; MILNER, 2017). Assim, as

colunas da tabua de vida indicam os termos:

[
II; = li = probabilidade de sobrevivéncia na idade ¢ de um individuo aleatoriamente
0

escolhido no coorte tomado,
d; = l; — l;1 A, = niimero de mortes com idade entre i e i + Aa,

q; = é = probabilidade de morrer com idade entre i e i + Aa,
i

p; = 1 — ¢q; = probabilidade de sobreviver um intervalo etario apés a idade 1,
onde Aa é o comprimento do intervalo etario. Ja a fertilidade etdria especifica é um
parametro de grande atencao que depende de varios fatores. Estudos vém mostrando que
a fertilidade tem mudado continuamente ao longo do tempo, sendo influenciada por fatores
culturais e sociolégicos, no caso da fertilidade humana, pela poluicdo do habitat, pelas
mudancas climaticas e por sua dependéncia etéria, a qual se da por meio de uma funcgao
que representa o nimero médio de recém-nascidos que um individuo produz durante
um intervalo unitario de idade. Para a maioria das espécies animais, a fertilidade varia
sazonalmente por meio de combinacoes de fatores ambientais como clima, temperatura,
chuva, ciclos lunares/solares, exibindo um comportamento préximo ao periddico; entao,
para essas espécies trabalhamos com modelos cujos coeficientes sdo periédicos no tempo,

ou seja, nestes casos admitimos para um dado periodo 7" > 0 que

Bla,t) = B(a,t +T) efou pla,t)=pla,t+7T),

L Para conhecer, aprofundar ou ver exemplos de tabuas de vida, temos (KEYFITZ, 1977), (SMITH; KEY-
FITZ, 2013) e os préprios (IANNELLI; MILNER), 2017)) os quais também podemos estudar outros par-
metros para as modelagens populacionais como migracao, mudangas de habitat etc.
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(TANNELLI; MILNER),, 2017). O primeiro trabalho voltado ao problema de taxas vitais de-
pendente do tempo foi apresentado por H. Langhaar EL em 1972, o qual afirmou que a
teoria torna-se mais realistica se a mortalidade individual e a reproducgao sao representa-
das por fungoes de duas variaveis, idade e tempo.

Os primeiros modelos continuos com estrutura etaria a se tornarem mais evidentes
datam de 1911 quando F.R. Sharpe e A. Lotka publicaram o artigo A Problem in Age-
Distribution | em que consideraram a dependéncia etdria da fertilidade em um modelo
demografico. Anos depois, em 1926, A.G. M’Kendrick publicou o artigo Applications of
Mathematics to Medical Problems E] que continha varias ideias novas. Ele introduziu um
modelo continuo epidemiologico que levou em consideracao o aspecto estocastico da in-
feccao e recuperacgao; além disso, enfatizou a conexao entre o estudo das propriedades
basicas da solugao do modelo linear e as equacoes de renovagdao, pertencentes a teoria das

equagoes integrais de Volterra (ANITA, 2000; BACAER, 2011)).

2.3 ELEMENTOS BASICOS DE UMA DESCRICAO POPULACIONAL

Considerando um modelo populacional continuo no tempo com estrutura etaria, ve-
remos, seguindo Tannelli e Milner (2017)), os elementos bdsicos para a descrigdo de uma
populagao, para os modelos desenvolvidos neste trabalho.

A funcao

pla,t), a€(0,as], t>0,

conhecida como funcao densidade etdria no tempo t, descreve a evolucao de uma popu-
lacao, onde a+ denota a idade mdxima que os individuos da populacao podem atingir, a
qual assumimos aqui ser finita. Assim, a integral definida
a2
/ p(a,t)da
ay

fornece o nimero de individuos que tém idade no intervalo [aq, as] no tempo ¢. Entao,

P(t) = /OCLT pla,t)da

Em (LANGHAAR) (1972).
3 Em (SHARPE; LOTKA| 1911) ou (SHARPE; LOTKA) [2013).
4 Em (M’KENDRICK, 1926)).
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representa a populagdo total no tempo t. Da mesma forma, podemos representar o tamanho

de alguns grupos/estégios dessa populagio, por exemplo

*

J(t) = /Oa pla,t)da, A(t) = /;T p(a,t) da,

*

como sendo o tamanho de jovens e adultos, respectivamente; e a* denotando a idade de
maturacao.

A respeito da fertilidade e mortalidade considerando ambas dependentes do tempo t,
fato que pode ocorrer devido a mudangas externas nas condi¢oes de vida da populacgao

ou a outros fatores, temos
B(a,t) = fertilidade etaria especifica no tempo ¢,

definida como sendo o nimero de recém-nascidos gerados por individuos cuja idade esta

no intervalo etario [a,a + da] durante o intervalo de tempo [t,t + dt]. Entao,

/;2 B(a,t)p(a,t)da

1
corresponde ao nimero de recém-nascidos gerados por individuos cuja idade estd no in-

tervalo [ay, as] durante o intervalo de tempo [t,t + dt]. Assim, podemos considerar

B(t) = / " B(a, t)pla, t) da

a taza total de nascimentos que fornece o ntimero total de recém-nascidos durante o
intervalo [¢,t + dt].

De forma similar, temos
p(a,t) = mortalidade etdria especifica no tempo t,

onde a taza total de mortes

D(t) = [ pla,tp(a, ) da,

nos fornece o nimero total de mortes durante o intervalo [t, ¢ + dt].
Claramente, 3 e p sao funcgoes nao-negativas. Uma outra funcao significativa que
provém de S e p é

H(CL, t, :C) = e foz pla—o,t—0o) do

definida para = € [0,a A t], com a A t = min{a,t}, pode ser interpretada como a proba-
bilidade de que um individuo de idade a — x no tempo t — x sobrevivera até o momento

t com idade a.
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Para taxas vitais independentes do tempo, temos 5(a) e pu(a), dependendo somente
da idade e satisfazendo as defini¢bes anteriores, em que fazendo x = a na tltima equacao,
obtemos

[I(a) = e Jo #@) o ae|0,ai],
a funcao probabilidade de sobrevivéncia, ou seja, a probabilidade de um recém-nascido
sobreviver até a idade a. Para tal, temos II(a;) = 0.
Dois importantes resultados sdo obtidos relacionando a fertilidade e a probabilidade

de sobrevivéncia. O primeiro, a fun¢ao
K(a) = B(a)ll(a), a€[0,a4],

conhecida como fung¢do maternidade, resume a dinamica nascimento-morte da populacao.
O segundo, o parametro
ay
R= [ 3(@)i(a)da.
conhecido como o numero de reproducao, fornece o nimero médio de recém-nascidos que
se espera que um individuo da populacdo produza durante sua vida. Este parametro ¢é de
extrema importancia para o estudo do comportamento assintético da populacao.

Por ltimo, temos a expectativa de vida representada por

L= / TH(a) da,
0
que corresponde ao valor médio de duragao de vida de um individuo. Pode ser melhor

entendida ao notarmos que p(a)ll(a) da é a densidade de probabilidade de um individuo

sobreviver até a idade a e morrer em uma idade [a,a + da]. De fato, notando que
I (a) = [1(0) = p(a))e Jo % = —p(a) Ti(a)

e integrando a densidade no intervalo [0, a;] para uma idade a qualquer neste intervalo,

temos entao
G/T aT , (11- aT
/ ap(a)ll(a) da = —/ all'(a)da = —all(a)|y" + / II(a) da
0 0 . 0
= / Il(a)da = L,
0

onde II(at) = 0.

Com os elementos basicos apresentados acima, a descricado de uma dinamica populacio-
nal se torna completa quando formulamos equagoes que regulam a dinamica populacional

e aplicamos os conceitos vistos. Um sistema ja formalizado e conhecido é o modelo de

equacoes de Lotka-M’Kendrick que analisaremos a seguir.
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2.4 O MODELO LINEAR CLASSICO

Como expoe Tannelli e Milner (2017)), seja p(a, t) a densidade etaria de uma populacao
sob as suposi¢oes fenomenoldgicas apresentadas na Secao , com taxas vitais nao
dependentes do tempo: (a) e pu(a); e tendo B(t) como a taxa total de nascimentos. O
desenvolvimento seguinte surge como uma consequéncia do equilibrio de nascimentos e

mortes de p(a,t) ao longo do tempo. Considere a fungao

N(a,t) = /Oa p(o,t)do,

que representa o nimero de individuos que no tempo ¢ tem idade menor ou igual a a.

Assim, dado h > 0

N(a+h,t+h)= at+/

—/ / p(o,t+ s)dods, (2.1)

isto é, o nimero de individuos que no tempo t + h tem idade menor ou igual a a + h,
para qualquer A > 0, é igual ao nimero de individuos que no tempo ¢t tem idade menor
ou igual a a mais a quantidade de recém-nascidos no intervalo de tempo [t, ¢ + h], menos
o numero de individuos e de recém-nascidos que morreram no mesmo intervalo [t, ¢ + h].

Derivando a equagao ({2.1)) com respeito a h e fazendo h = 0 temos

pla+h,t+h) +/ (at+h)d B(t+h)—/Oﬁhu(o)p(a,t#—h)da

pla.t) + /0 “plo,t)do = Bt~ [ plo)p(o,) do.

Por um lado, derivando a equacao acima com respeito a a temos
pe(a,t) + pa(a,t) + p(a)p(a,t) = 0. (2.2)
Por outro, fazendo a = 0 na mesma equagao temos
p(0,1) = B(t) (2.3)
A distribuicao etaria inicial da populacao é representada por

p(a,0) = p°(a) (2.4)
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Chegamos ao seguinte sistema:

D) pia,t) + pala.t) + pla)pla,t) = 0

2) p(0,1) = / " B(a, t)pla, t) da = B(t) (2.5)

a

3) pl(a,0) =p°(a),

para a € [0,a¢] e t > 0.

As equagoes — que formam o sistema acima constituem o modelo linear
classico da dinamica populacional com dependéncia etéaria, ou seja, o modelo de Lotka-
M’Kendrick, em que a populagdo esta sob condigoes fenomenoldgicas especificas: indivi-
duos demograficamente idénticos, populagao isolada, com habitat invariante e recursos
ilimitados. Com o modelo estruturado, é de extrema importancia que algumas condi¢coes
basicas devam ser consideradas a respeito das taxas vitas § e u para que sejam biologi-
camente significativas, isto é, estejam coerentes com a realidade biologica da populagao e

permitam um tratamento matematico de ([2.5). Sao elas:

BeL>(0,a1), 0<B(a) <BT qtp. em [0,ai], (2.6)
i€ Li([0,a1)),  p(a) >0 gt.p. em [0,a4], (2.7)

/0 " (o) do = +o0, (2.8)

P’ € LY0,a;), p°(a) >0 qt.p. em [0,a. (2.9)

Onde q.t.p. (quase todo ponto) significa que a condic¢ao vale em todo o conjunto a menos
de um subconjunto de medida nula (Anexo[A)). A condigdo (2.8) ¢ suficiente e necessaria
para que a equacao probabilidade de sobrevivéncia
[I(a) =€ Jo 1) o ael0,ai]
se torne identicamente nula na idade maxima a; e assim evitar a imortalidade.
O desenvolvimento do sistema ([2.5]) para obtencao de sua solugao e propriedades deriva
da teoria das equagoes de renovacao, mais especificamente, das equagoes de convolugao

linear de Volterra de segundo tipo E|

® Ver (FELLER, 1941) e (SMITH; THIEME, 2011)
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A solugao para (2.5)) é dada pela férmula

II
p°(a — t)ﬂ sea>t,

pla,t) = [I(a —t)
B(t — a)ll(a) se a <t

A equacao de Volterra para a taxa total de nascimentos B é
t

B(t) = F(t) + [ K(t—s)B(s)ds,
0

com

p’(a—t)da = /OO Bla+ t)r[i_(ll(;t)pio(a) da,

0

Fio = [ s,

onde t > 0 e as fungdes 3, I e p” sdo zero fora do intervalo [0, a;].

O processo para obtengdo da solugdo e suas propriedades sao abordados em (ANITA|
2000), (ANITA; ARNAUTU; CAPASSO, 2011), (IANNELLL; MILNER, [2017)) e (IMPAGLIAZZO,
1985).

2.5 O MODELO DE GURTIN-MACCAMY E A ECOLOGIA

Para que os modelos populacionais correspondam a situagoes reais, algumas condigoes
de dependéncia devem ser atribuidas em seus parametros ou taxas vitais, como vimos
no modelo de Verhulst (Secdao (2.1))). Por exemplos, efeitos de superlotacao e limitagao
de recursos sdo suficientes para fazerem com que as taxas de fertilidade e mortalidade

dependam do nimero total da populagao

Pt = [ pla,t)da

em que a mortalidade aparece como uma fungao crescente de P(t) e a fertilidade como
uma funcao decrescente de P(t). A necessidade de um modelo mais realistico levou M.E.
Gurtin e R.C. MacCammy ﬂ em 1974, a apresentarem a teoria de modelos nao-lineares
continuos com dependéncia etaria. A equacao que rege a dindmica populacional para este

modelo é

pe(a,t) + pa(a,t) + pla, t, P(t))p(a,t) =0, a€[0,a4], t>0,

6 Em (GURTIN; MACCAMY, [1974).




28

onde o processo de nascimento é dado pela condi¢ao
ay
p(0.0) = [ Bla,t, P()pla,t) da, ¢ >0,
e a condicao inicial continua sendo

p(a,0) =p°(a), a>0.

As taxas vitais sao fungoes ndo-negativas de trés variaveis independentes. O método apli-
cado para obtencao de solugao é analogo ao do caso linear classico, que é aplicar a inte-
gracao por caracteristicas para converter o problema em um sistema de equacoes integrais
de Volterra e para este caso as equagoes seriam nao-lineares (ANITA| |2000; WEBB], [1985).

Com o desenvolvimento dos modelos populacionais nao-lineares foi possivel tornar
a modelagem no contexto ecoldgico mais adequada e necessaria. Apesar dos primeiros
modelos envolvendo estrutura etaria terem sido desenvolvidos para a demografia humana,
0s mesmos conceitos, métodos e ideias aplicados a eles podem ser usados para modelar
populagoes naturais, desde organismos simples até comunidades de mamiferos. De fato,
a demografia humana é apenas mais um dentre os modelos biol6gicos e a construcao de
ferramentas como a tabua de vida para andlise de mecanismos de reproducao, fertilidade
e mortalidade, em muitos estudos ecolégicos, é similar aos da demografia humana. Com
o uso de modelos nao-lineares, além da superlotacao e limitagao de recursos, podemos
também considerar dentre outros os efeitos negativos que a aglomeragao pode acarretar,
o efeito positivo da cooperacao entre individuos (efeito Allee), a interagao entre jovens-
adultos, o canibalismo etc (IANNELLI; MILNER, [2017)).

No préximo capitulo, descreveremos o modelo geral nao-linear descrito por lannelli
(1995) e Iannelli e Milner (2017), com suas propriedades e provas, a fim de servir como
base para o nosso modelo que serd desenvolvido na Secao [3.3.2] Também no capitulo
seguinte, desenvolveremos um modelo do tipo linear em que a populacao ¢ dividida em

estagios de vida e as taxas totais de nascimento de cada estagio dependem uma da outra.
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3 MODELOS POPULACIONAIS DE DEPENDENCIA ETARIA E EQUACOES
ACOPLADAS

Neste capitulo, desenvolvemos alguns modelos de dependéncia etaria baseados nos
modelos classicos descritos no capitulo anterior, porém a novidade é a introducao de
classes etarias separadas representando diferentes estagios de vida da espécie em questao.
Por exemplo, se a populacao biolégica trabalhada for da classe Amphibia, as fases em que
podemos dividir a populagao sdo: ovo, larval, juvenil e adulta. Vimos na Sec¢ao que
a importancia de dividirmos uma populagdo em estagios dessa forma é a possibilidade
de modelarmos diferentes comportamentos ecologicos para os diferentes estagios, visto os
variados comportamentos biologicos ao longo da evolucao de uma determinada espécie.
Baseado nisso, vamos representar cada estagio de vida por um indice e fazer as equagoes
em cada estagio depender uma da outra, de forma a acoplar o sistema de fases de vida.

Neste trabalho desenvolvemos e caracterizamos os seguintes modelos: um modelo linear
de N fases, um modelo nao-linear de fase tinica, um modelo com taxa de fertilidade adulta
periddica em ¢, um outro modelo combinando estagios de vida lineares e nao-lineares e um
ultimo modelo com um termo nao-linear logistico inserido também na fase adulta. Em
cada modelo estudado, verificamos a existéncia, unicidade, positividade e regularidade
de sua solugao, na ultima secao o exemplo de uma dindmica hospedeiro-parasita sera

apresentado.

3.1 MODELO LINEAR

A seguir desenvolvemos um sistema linear estruturado etariamente com taxas vitais
independentes do tempo. Temos (a) e p(a) com a € [0, a;] conforme os elementos basicos
na Secao . A teoria das equacgOes integrais de Volterra e o método de integragao
por caracteristicas sao bem utilizados para demonstrarmos a existéncia de solucao deste

sistema.

3.1.1 O Modelo

Considere uma determinada populacao dividida em fases de vida, com densidade etéria

para cada fase representada por p;, onde cada i corresponde a uma fase de vida dessa
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populagao: ovo, larval, juvenil, adulta etc. Suponhamos que sao N fases e assumimos a
seguinte dinamica para a populagao:
I) pit(a7t)+pia(avt)+#i(a)pi(a7t) =0 L= 17 7N7
an+
1) pi(0,t) = /0 Bu(0)pn(0,t) do = By(t),
1) 50,0 = [ Ba@pia(o,)do = Bialt) =2+, N,
0

V) pila,0) = p°(a) P= 1N,

onde os a;; sao as idades finais de cada fase e a;; < +o00, para todo i. Notemos que este
sistema ¢ similar ao [2.5] obtendo as trés equagoes para cada fase ¢, porém as equagoes
em (II) e (III), da forma como estao definidas, significam que a populagao da fase final
(1 = N) gera a populagao da fase inicial (i = 1), a da fase inicial (i = 1) gera a populagao
da fase dois (i = 2), a da fase dois gera a da fase trés e assim sucessivamente até a fase
(1t = N — 1) gerar a ultima fase (i = N). Ou seja, temos uma dindmica ciclica em uma
das condicgoes iniciais do problema.

Os termos em ([P1)), conhecidos como condigoes bdsicas para o problema, sao definidos

da seguinte forma, parat=1,--- , N:
B € L(0,a;3), 0<pfi(a)<B} qtp. em[0,a;], (3.1)
i € L ([0,a:4)),  pi(a) >0 gqtp. em [0,a:], (3.2)
/OaiT pi(o) do = +o0, (3.3)
pi’ € L'(0,a:4), p°(a) >0 qtp. em [0,a;]. (3.4)

Onde B € R,, para todo i, e sdo constantes que limitam as funcoes fertilidade f;.

Definindo também a funcao probabilidade de sobrevivéncia por:
M(a) = e o m@d g el0ay], i=1,---,N (3.5)

Vamos, por meio de integracao por caracteristicas, obter as equagoes de renovagdo

para o problema acima. Considere

gi(a,t) = eJo mi@)do pi(a,t) = (3.6)
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Reescrevendo o sistema (P1]) temos

I) qjt(a’ﬂ—}_%a(aat)zo 1=1,--- ,]V7
IT)  qi(0,t) = By(2),

I11) (0,1) = Bia(t) i=2.. N,

(3.7)

a

IV)  qi(a,0) = ¢°(a) := eo Hi@)dr 0(q) =1+, N.

Resolvendo o sistema acima, vemos que ¢; é da forma
qi(a7t):¢i(a’_t>7 i:17”'7N7
com ¢; dada pelas condigoes de contorno do sistema (3.7)), entao temos como solugao:

¢(a—1t) sea>t,
QI(a7t) =
Byn(t—a) sea<t,

0
g'(a—t) sea>t,
gi(a,t) = ' i=2--- N.

B 1(t—a) sea<t,

Por (3.6 obtemos as seguintes equagoes para p;(a,t):

II
pi°(a — t)ﬂ se a > t,
pi(a,t) = (e —1)
By (t — a)lli(a) se a <t,
(3.8)
I,
pi®(a — t)ﬂ se a > t,
pila,t) = IL;(a —t) i=2--,N.
Bi_1(t —a)ll;(a)  sea<t,

Assim, substituindo (3.8) em (PIII) e (PIIII) obtemos as seguintes equagdes de re-

novagao: para t < a;y,

Bi(t) = /0 " 81 (a)pa(a,t) da

= [ B@m@Bt - ada+ [* o0 M a1 da
B(t) = [ Balapalat)da
= [ @B - dot [ o) 2o - D,
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By(t) = /O " By (a)pn(a,t) da
HN<G)

t aNT
= [ B(@)Tx(@)Byalt = a)da+ [ (@) Cop(a — t) da.
0 t HN(CL — t)
Ja para t > a4,
alT
Bit) = [ Bi@i(@)By(t—a)da
az;
B(t) = [ Ba)a()Bi(t - a) da,
aNT
Ba(t) = /0 By (a)TIx(a)By_1(t — a) da.
Reescrevendo as equagoes acima, temos o sistema
t
By (t) = Fi(t) —I—/ Ki(t — s)Bn(s)ds
° (3.9)
Bilt) = F(t) + [ Kilt—)Bia(s)ds i=2,-- N,
0
com
Ki(t) = B:(t)1i(t) € (3.10)
ait IT;(a) o I;(a +t) '
0= [ Bl o pta—1da = [~ e+ 0= n0a) da
para todo i = 1,--- , N, onde t > 0 e as funcoes 3;, II; e p;° se anulam fora do intervalo
[0, azT]

A seguinte proposicao traz algumas propriedades das equagdes de renovagao conforme

propriedades de (3.10)).

Proposicao 3.1. Suponha que as condigées basicas (3.1)) — (3.4) sejam satisfeitas, entao:

e as fungoes K;, parai=1,--- N, pertencem a L*°(Ry) e
0< K;(t) <BF qtp., Kif(t)=0 parat> a;, (3.11)

e as funcoes F;, parat=1,--- | N, sao continuas em R e
0 < F(t) < BfIp°ll,, Fi(t) =0 parat > a;. (3.12)

Demonstragio. As afirmagoes (3.11) e (3.12)) seguem diretamente das condigoes (3.1]) —
(3.4) e de suas definigbes em ([3.10]). Resta-nos provar a continuidade das F;. Para tal,

considere ty > 0, temos entao:

RO = [~ 0 pta =) - pa—w)de + [0

I1;(a)

Y _p0a—ty)d
T(a_ph @ t)da,
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onde
[ 80 s b = 0 = p(a )] da

<s [

H'L’ a - [ i(0)do
quando t — tg, devido & condigao ap’e L' (Ry)e _Mie) ¢ daa kil <

(3.13)

D (a—t) —pio(a—to)‘ da — 0

Assim,
I;(a)
lim Fj(t /Ziio—td:Fit.
lim () = [ o) pila = to) da = it
Assim, para qualquer i = 1,--- | N, as fung¢des F; sao continuas, conforme o Teorema
da Convergéncia Dominada de Lebesgue, presente no Anexo [A] Defini¢ao [A.6] O

Com esse resultado, vamos determinar, na préxima secao, a existéncia e unicidade

para as equagoes de renovacao e alguns resultados consequentes para o problema (P1]).

3.1.2 Existéncia, unicidade e positividade

A partir da continuidade das fungoes F;, vamos estudar as equagoes (3.9)) baseando-se
nas propriedades dessas fungoes F; e também das K;. Primeiro, definimos o que é uma

solucao para (3.9)) e depois vamos ao teorema que caracteriza as equagoes de renovagao.

Defini¢ao 3.1. Uma solugio para o sistema (3.9) é um conjunto de fungoes B; em

CRL,R), parai=1,--- N, que satisfaz (3.9).

Teorema 3.2. Supondo validas as condigoes basicas (3.1) — (3.4]), o sistema de equagoes
de renovagao (3.9) tem solugdo inica no sentido da Definicao que satisfaz:

0 < By(t) < B ||Ips°|, et P 18w e,

(3.14)
0 < Bi(t) < B ||pl, et WBtlle, j=2,... | N.
Com || B;|| = maxcjo,r | Bi(t)|, para todoi=1,---,N.
Demonstracao. Considere as iteragoes de Picard definidas por
B (t) = +/K1t—s)BN()d,
(3.15)
B (1) +/K Ms)ds i=2,--- N,

iniciadas por B;"(t) =0,em R,,Vi=1,--- /N e para t > 0.
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A existéncia de solugao e as desigualdades em seguem a partir da convergéncia
das sequéncias de iteradas . Sendo assim, vamos primeiro provar que essas sequéncias
{Bi*}1>0, para i = 1,---, N, sdo ndo-negativas e continuas e depois provar que sio
convergentes.

De fato, por inducao, para k = 0, temos as { B;'} ndo-negativas e continuas, pois todas
as F; também o sdo, em R, para i = 1,--- , N. Agora, suponha que as {B;*}>0 sejam
nao-negativas e continuas, temos {Bikﬂ}kzg também sendo continuas e nao-negativas
pois, mesmo que as fungoes K; nao sejam continuas, pela Proposicao [3.1] e Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue

lim /Ot K. (s)BN*(t —s)ds = /to K, (s)Bn*(tg — s)ds

t—to 0
t to
lim Ki(S)Bi—lk(t - 5) ds = / Ki(S)Bi_1k(t0 — S) ds 1=2,---,N,
t—to Jo 0
as equacoes {B;"}r>0, para i =1,--- , N, sdo continuas.

Agora, para provar a convergéncia das sequéncias (3.15)) tomemos T° > 0 qualquer e
t € [0, T]. Temos que as sequéncias de funcdes { B;"(t)}xso, parai = 1,--- , N, pertencem

a C([0,T]) e, além disso, para i = 1
t
‘B1k+1(t> — Blk(t)‘ S /0 Kl(t — 81> ‘BNk(Sl) — BNkil(Sl)‘ dSl

t S1
< 5?/0 /O Ky(s1 — s2) ‘BN—lk_1<52) — BN—lk_Q(SQ)’ dsy dsy

t S1 S92
< sasa [
tat + Lo =1
< BBy 'BN—(k72)/O /0 /0

< (ﬁ*)kZHBN—w—nl = By’

BN72k_2(83) — BN,Qk_?’(Sg)‘ ng d$2 dSl

BN—(k—1)1(5k> - BN—(k—l)O(Sk)’ dsy, - - - dsadsy

G Br=max{BL A By
Parai1=2,--- N
t
B — BA(1)| < / Ki(t = 1) |Bioi"(s1) = Bioa* ™' (s1)| ds:
0

t S1
< 5;/0 /0 K 1(s1 — s2) ’Bz'—zk*l(Sz) - Bz’—2k72(82)‘ dsy dsy

S
i Mi—1Mi—2 o Jo 0
54‘54‘ B"’ /t/sl..‘/sk—l

— et == Jo Jo 0

(5+)kj/:HBi—k1 — Bz’—kzo‘ BT = max{ B ’5;(’“_1)}'

IN

Bi_3k72(83) — Bi_3k73(83)’ d83 dSQ d81

A

Bi_kl(sk) — Bi_ko(sk)‘ dSk cee dSQ d81

IN

o
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Essas estimativas nos dizem que a série > 72, (Bik(t) - Bik_l(t)), para qualquer i =
1,--+, N, é absolutamente e uniformemente convergente para ¢t € [0,7]. Assim, cada
sequéncia

Bi(t) = fj (B#(t) - B (1))

k=1
converge uniformemente em [0, 7] para fungoes B; nao-negativas e continuas. Fazendo

k — oo em (3.15) temos B* — B; Vk>0ei=1,---,N. Dessa forma, o conjunto de
fungdes B; satisfaz o sistema (3.9) no intervalo [0, 7.
Para a unicidade dessas B;, suponha que B; sdo funcoes continuas quaisquer também

satisfazendo (3.9) em [0, 7], parai=1,--- ,N. Assim, V ¢ € [0, 7]

B - Bio)] < B [ [Ba(s) - Bus)] ds e

|Bi(t) - Bi(t)| < B?/t\Bm(s)—Bm(s)\ ds i=2- N,
0

pelo Lema de Gronwall, presente no Anexo , temos B;(t) = B;(t) em [0,T] para todo
1=1,---,N. Como T > 0 ¢é arbitrario e devido a unicidade das solugoes ja estabelecida,
podemos estender as fungoes satisfazendo definidas em [0, 7] a fungdes satisfazendo
definidas agora em um intervalo [0, T] em que T < T. Assim, obtemos um conjunto
de fungoes continuas satisfazendo (3.9) em todo R, .

Por fim, resta-nos obter a estimativa (3.14). Observando esta estimativa, a partir de
(3.9) e da Proposicao (3.1}, temos

t
Bi(t) < Bfln’ll+ 57 | Bu(s)ds,
t
Bi(t) < BIpfll+ 8! [ Bials)ds i=2. N,
Pelo Lema de Gronwall, obtemos ((3.14)):

By ‘B (s)ds +
0< Bl(t) < ﬁf‘ leoﬂle ! (fo N ) — i"leouletﬁl ||BN||C’

+ ¢ i S S
0< B <t Ipol " BPen) Zgr oy catimaie, gy

Y )

onde || B;|| = maxycpo,r | Bi(t)], para todo i =1,--- | N. O

Conhecendo a caracterizacao das equagoes B; como solu¢ao tnica do sistema ,
para cada estagio ¢ de vida de determinada espécie, podemos consequentemente obter
resultados similares para as func¢oes densidade-etaria p; a partir das equagoes , e
também obter importantes condigoes para estabelecer a regularidade das solugoes de

(P1)). De fato, temos o seguinte teorema:
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Teorema 3.3. Suponha que as condigoes bdsicas (3.1)) — (3.4]) sejam satisfeitas e que as

fungoes p; sejam as definidas em (3.8]), onde as B; sao solugoes para (3.9) — (3.10). Entao
o conjunto de fungoes p;, para i = 1,--- N, é solugao unica para o problema no

sequinte sentido:

) 1
1) limy o E[pi(a + h,t+ h) — pi(a,t)] = —pi(a)p;(a,t)
q.t.p. em [0,a;;] x Ry,

2) pi(a,t) € continua para (a,t) € [0,a;:] x [0,T], com a < t, (3.16)

e satzsfaz I[ ou .[II ) para t > 0,

3) pi(a,0) =p;°(a) q.t.p. em [0, a;).

Além disso, para a € [0,a;4) et € [0,T], temos

pi € C([0,T),LY(0,a:1)), pi(a,t) >0 q.tp. em[0,a:] x Ry, (3.17)

para i =1,--- N,

sl +
Hp1< )Hl < HB 1||1 (etﬁNHBN_ﬂIC _ 1) + ||p10H17
—llic

(3.18)

0
Di— + ; .
lpi(-, D), < HB 12|"|1 (etﬁzﬂ IBialle _ 1) + Ip°l, i=2,---,N.
1=2lIC

Demonstragao. (3.16|(1)) é obtida calculando diretamente o limite das fungoes p;, isto é,

as equacoes pi(a,t) e p;(a,t) para 2 =1,--- , N, sabendo que

lim l[Hi(a + h) — Oi(a)] = —pi(a)IL;(a);

h—0 h

(3.16/(2)) e (3.16|(3)) seguem a partir das propriedades de B; afirmadas no Teorema [3.2| e
da verificagao direta nas equagoes (3.8));

(3.18) segue de ([3.14]) pois, pelas equagdes (3.8]), temos:

Il = [ B - @) da + [T RS

[ et emae ) da + [ p da

[l +
m (et/BN IBn-1lle _ 1) + ”plO”17

plo(a) da

IA
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0l = [ Bt a@da + [T D000 4,

/ B, o1 (t=a) | Bi—z2|lc |pi 0||1da + / pi’
M (etﬁi—l I1Bi—2llc _ 1) + ||p7j0||17 para 1 = 27 . ’N’
1Bi-2|lc

. segue a partir de (3. verificando diretamente; de fato, para um dado p;° €
(13.17)) ir de ((3.18|) ificando di de f. dad 0

IA

LY(0,a;4), seja (p;°), uma sequéncia tal que:

(p:°)n € L0, a;) e lim Il (pi®)n — pz~0||1 =0, paratodoi=1,---,N,

n——+0o0o
e seja (p;)n solucdo para (P1]) associada a condicdo inicial (p;°),. Entao (p;), € C([0,T],

L'(0,a;4)) e, por (3.18) e linearidade, temos:

0y _ .0
(1) = )l < PR (oioncile 1) 4 %), — i), — 0,
|Br-1ll¢

Vb)) < M@= = pid®ly st 1Bl 0 0 g
”(pl)n(’ ) pl(? )Hl — ||B 2” € + ||(pz )n Di ||1 )
—=zlIC

para i = 2,--- , N. Isto é, p; é o limite da sequéncia (p;), no espaco C([0,T], L'(0, a;;)),
¢é valido para qualquer i =1,--- , N.

Com respeito a unicidade, como as solugoes para devem ser da forma com
B; satisfazendo — , a unicidade de B; no Teorema garante a unicidade das

solugoes p; acima, para qualquer ¢ =1,--- | N. O

O teorema acima nos mostra que as solugoes p; possuem uma relacdo de continuidade
com as densidades iniciais p;° € L*(0, ait), fazendo com que as p; possuam certa regula-
ridade mesmo que essas densidades iniciais nao sejam regulares, ¢ o que vamos observar
nos proéximos resultados. A longo prazo o comportamento das solugoes p; é regido pelas
condigoes iniciais do problema, entao é essencial criar suposigoes adicionais que tornem
as taxas de natalidade B; e as densidades p,° mais regulares. Olhando para as solucoes p;
em a = a;t, para t > a;; em ([3.8)), o comportamento das solucoes ¢ dirigido pelos fatores
I1;(a) e isso implica que é preciso que as solugdes satisfacam p;(-,t)/IL(-) € L*(0, a;4)
para qualquer ¢ > a;; (IANNELLL; MILNER), 2017)). Agora, em todo ¢ € (0,400), o corolario

abaixo, derivado do Teorema |3.3| nos d4 condicoes para que essa afirmacao seja satisfeita.

Corolario 3.4. Suponha que as condigoes bdsicas (3.1) — (3.4) sejam satisfeitas e assuma

que as densidades p;° satisfacam

() € L>=(0,a;4), i=1,--- N. (3.19)
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Entao, as solucoes p; para o problema sao tais que

——> € L>0,a;), i=1,--- N, (3.20)
IL(-) f

vale para todot > 0. E, por consequéncia, as solucoes eventualmente satisfazem a condigdo

()il -, t) € L0, a5), Yt >0. (3.21)
pio(a)

Demonstracio. Suponha que () € L>*(0,a;;) para todo i = 1,--- ,N e a € [0, a].
\a

Pelas equagoes (3.8]), para ¢ < a temos

pi(a,t) pi’la—1t)

e para t > a temos

€ L>(0,a;1), paratodoi=1,--- N,

b1 (CL, t)
=DBn(t—a) < C
pi(a’u t) .
=B, 1(t—a)<C; i=2,---,N,
IL,(a) b= a) Z
i 7t , . .
para constantes C; > 0 a partir do Teorema . Assim pH(CE )) é essencialmente limitada
a
para qualquer i = 1,--- , N e a € [0, a;4], entao

€ L>(0,a;), i=1,---,N,
I, () f

¢ valida. Consequentemente, esta condigao implica (3.21]), pois para a € [0, a;;]

it Qi pi(a, t)
/0 plalple e = /0 pi(a)li(a) < IL;(a) > da
‘ pﬁ(l(’é) ” /Oau wi(a)ll;(a) da

pi('at) R
_| 00 HOO/O ITi(a) da

ja que consideramos II;(a;;) = 0 e, por sua equagao, II;(0) = 1, para todo . ]

IN

IT

(1L (as) — IL,(0)) = \

() pi(iE’?HOO’ vz

o0

Observagao 3.5. As densidades etdrias iniciais p°(a), para i = 1,--- | N, também sa-

tisfazem
i )p(+) € L0, aiy).

Isso nos diz que as densidades etéarias que nao satisfazem a condicao (3.20]) sao artifici-
ais, pois todo processo de nascimento e morte eventualmente molda a densidade etaria da

populacao de uma forma que satisfaga naturalmente essa condi¢ao (TANNELLI; MILNER,

2017).
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3.1.3 Regularidade

Vamos agora discutir as suposi¢oes adicionais que garantem a regularidade das taxas
de nascimento B; e, entdo, das solugoes p; do problema ([P1)), isto é, ao longo do tempo
quais condigoes e termos sao necessarios trabalharmos para que as B; mantenham certa

regularidade. Partimos para nosso primeiro resultado:

Proposicao 3.6. Suponha que as condigoes basicas (3.1)) — (3.4]) sejam satisfeitas, assim
como a condigao (3.19). Se as

B; sao absolutamente continuas, i=1,---,N, (3.22)
entao as fungoes F; sdao continuamente diferencidveis, parai =1,--- ,N. Se, em vez disso,
as

p% sdo absolutamente continuas, i=1,---,N, (3.23)

entio as F; sio absolutamente continuas e F/(-) + p,°(0)K(-) sdo continuas, para i =

1,---,N.

Demonstragao. Suponha que (3.19)) seja valida, entao as fungoes K;, com ¢ = 1,--- | N,
sdo absolutamente continuas (e, portanto, uniformemente continuas), por se tratarem de
um produto de duas fungoes absolutamente continuas definidas em um intervalo fechado

limitado, com
Ki(t) = Bi(I;(t) + Bi(OIL(t) = B (t) — Bi(t) i (ILi(t),  g-t.p. em Ry

Agora, a fim de provarmos que as F;, para ¢ = 1,---, N, sdo continuamente diferen-
ciaveis, devido as fungoes K; serem absolutamente continuas podemos tomar sequéncias

{(fi)n}n>1 de fungoes continuamente diferencidveis tais que

lim (fi), = K; uniformemente em Ry e lim (fi); = K; em L'(R,).

Parat>0,n>1et=1,---, N, seja

0

(Font) = [ onla+ 02 da

Temos que

Jim (F)a) = [ Jim (o + D5
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onde o limite também é uniforme em R, . Além disso, como

/ o * / pio(a) .
(F = [ (flala+1 o da 1=Loo N
e observando que
[T =Kt b Dol < [E [0 - K(@]da 0

segue que as sequéncias {(F;)! },>1 convergem uniformemente para

SRR SR
= [ Bl 0T+ ) = B+ O+ 0T+ 0] 5 D

isto é, as derivadas FJ(t) sdo continuas, j& que sdo limite uniforme de sequéncias de
fungoes continuas. Logo, as fungoes Fj, para qualquer ¢ = 1,---, N, sd@o continuamente
diferenciaveis.

Supondo agora que é valida, procedemos de forma similar considerando sequén-

cias {(fi)n}n>1 de fungdes continuamente diferencidveis tais que

0

lim (fi)n = fi = % uniformemente em Ry e lim (f;), = f; em LYR,).
E, entdo, parat > 0, n > 1 ei = 1,--- N, considerando as sequéncias {(F}),} como
sendo

(Falt) = [ Kila+D)(fi)aa) da.

temos |(F;),— F;| — 0 uniformemente quando n — oo e observando que as (F}),(t) podem

ser escritas como

obtemos
(F)(t) = =KD (£)al0) = [~ Kila)(f)ia = 1) da
convergindo uniformemente para
Fl(t) = —Ki(0)(0) — [ Ki(a)flla— 1) da.

= GO0 - [ Kia) [@" J(a = t)/lLi(a - t%i Ea@_ Do —OMLa —0)]

= —pP O8O0 - [ s 00 @ da— [ Nt~ 0o —1) da
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= F/(t)+p (0)K;(t) = — /too 6"(@11;([;@75)

com t > 0. Assim, as expressoes F/(-) + p;°(0)K;(-) sdo continuas e as Fj continuamente

(p:)(a) da— /t " By(@) (@) ps(a—t) fi(a—t) da,

diferenciaveis, logo, absolutamente continuas para qualquer ¢ =1,--- , N. O
Com esse resultado podemos entao obter a diferenciabilidade das fungoes B;.

Teorema 3.7. Suponha que as condigoes bdsicas sejam vdlidas, assim como as condigcoes

(3.19) e (3.22). Entdo, as solugées B; para (3.9) sdo continuamente diferencidveis.

Demonstragio. Como (3.22) é valida, as fungoes K;, para i = 1,---, N, sdo absoluta-
mente continuas e, entdo, a partir de (3.9) e da Proposicao vemos que as B; sao

continuamente diferenciaveis, pois sdo continuas, como ja vimos, e

t
Bi(t) = Fi(t) + Ki(0)Bx(t) + [ Ki(t = 5)Bu(s)ds
t
Bi(t) = F/(t) + Ki(0)Bia(t) + [ Ki(t=)Bia(s)ds i=2,+- N,
0
as derivadas existem e também sao continuas em R . O

A partir das equagoes ([3.8]) e do resultado anterior, podemos obter a diferenciabilidade

de p; pela derivada direcional simples na diregao caracteristica (1,1).

Corolario 3.8. Suponha que as condigoes basicas valem, assim como as condicoes (|3.19))
e (3.22). Entdao, as derivadas parciais p;, € p;, das solugoes para existem q.t.p. em

[0, ai4] x [0,00) para t > a.

Demonstragio. Seja t > a. Pelas equagoes (3.8) temos

pra(a,t) = [Bw — (@) — Bt - a>] 0)  prulat) = 2 Balt - a)lL),

eparai=2,--- , N

pulant) = |Bialt = ale) = Bt =0 @) pufent) = 1 Bioslt = o)

que, pela continuidade e diferenciabilidade de B; no Teorema[3.7], podemos afirmar que as

derivadas parciais de p; existem em [0, a;;] x [0, o0] para t > a e qualqueri =1,--- | N. [

Agora, para a condigao (3.23)) no lugar de (3.22)) temos o seguinte resultado.
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Teorema 3.9. Suponha que as condigoes basicas valem, assim como as condicoes (3.19)) e

(3.23). Se, além disso, a sequinte condi¢cao de compatibilidade entre as densidades iniciais

¥ e as funcoes fertilidade 3; vale:

p(0) = / Bi(a)pL(a)da, i=1,--- N, (3.24)
0
entao as solugoes B; para (3.9)) sdo continuamente diferencidveis.

Demonstragio. Consideremos as sequéncias de Picard em (3.15)). Pela Proposicao (3.6) (e
consequente Teorema (3.7)), as funcdes B;* sdo continuamente diferencidveis para todo

k>0ei=1,---,N. Fazendo V}* = (B;*) para k > 0, temos
t
ViEHL(t) = FI(t) + K1 (£)pn®(0) +/ Ky (s)Vik(t — s) ds
VAL(E) = FI(t) + Ki(t)pir( +/K F(t—s)ds i=2- N,
onde por (3.24) é valido que B;*(0) = F;(0) = p;°(0) parai = 1,--- , N, isto é, a taxa total
de nascimento no tempo t = 0 estdo de acordo com a densidade populacional inicial para
a =t = 0. Seguindo o procedimento da prova do Teorema ({3.2)), vemos que, em qualquer
intervalo [0, 7], a sequéncia {V;*} converge uniformemente para V; € C(R,), para cada
1=1,---, N, que é solugao do sistema
t
Vi(t) = FI(t) + K1 (H)pn°(0) +/ Ko(s)Vi(t — s) ds
Vi(t) = F/(t) + Ki(t)pio( +/K (t—s)ds =2, N,
provando que B; é continuamente diferencidvel com B, =V;, parai=1,---, N. O

Da mesma forma, usamos este resultado em ([3.8) para obtermos a diferenciabilidade

das equacoes p;.

Teorema 3.10. Suponha que as afirmacoes do Teorema sejam vdlidas. Entao, as
solugoes p; para o problema sao continuas e suas derivadas parciais p;, € p;, existem

q-t.p. em [0,a;4] x [0,00) parai=1,--- N.

Demonstracao. Com a condigao (3.23)) e a continuidade e diferenciabilidade de B; obtidas

no teorema anterior, obtemos a continuidade das solugoes p; observando suas férmulas
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em (3.8)) e, além disso,

[ d Iy (a
—p1%a—1t)+p°a—t)u(a) — p°(a — )i (a —t) #, se a >t
da I (a—t)
pla(avt) = i d
Bx(t - (o) ~ 1 Bvlt — 0| (el sea <t
[ d Iy (a
pi’(a—t)mla—1t) - %plo(a - t)] H((lz(—)t)’ se a>t,
plt(a’vt) = 'd !
—Bn(t —a)lli(a), sea<t,
dt
eparai=2,---,N
¥ n
—pi’(a—1) +p°(a — t)w(a) — p°(a — t)pi(a — t) ﬂ) sea >t,
da IT;(a —t)
pia(a>t) = i d
Bi_1(t —a)pi(a) — d—Bi_l(t — a)] IL;(a), sea<t,
a
) -
pi(a—t)ila —t) — ijio(a - t)} Hl(a)t; sea>t,
pit(CL?t) = 'd Z(a B )
%BFl(t —a)ll;(a), sea<t.
As derivadas parciais de p; existem ¢.t.p. em [0, a;;] x [0,00), para i =1,---, N. O

Finalizados os resultados e propriedades para nosso modelo linear, vamos agora de-

senvolver algo similar para um modelo nao-linear.

3.2 MODELO NAO-LINEAR

Como foi mencionado na Secao (2.5]), vamos descrever aqui o modelo nao-linear geral
presente no trabalho de Iannelli e Milner (2017), com alguns detalhes mostrados em
Tannelli (1995), para dar embasamento aos modelos nao-lineares descritos na Segao ,
mantendo a mesma ideia de uma populagao em que as leis de nascimento se comportam

de forma acoplada.

3.2.1 O Modelo

Consideremos uma populacao simples em que a fertilidade e mortalidade dependem,
além da idade, de um conjunto de n variaveis chamadas tamanho que corresponde a dife-

rentes modos de pesar a distribuicao etaria da populacao, isto é, tamanho pode representar
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a populagao total P(t), subpopulagoes de jovens J(t) e adultos A(t), ou também outros

grupos etarios da populacao. Assim, as varidveis tamanho sao dadas por:

(l-i— .
St = [ v@platyda, 1<j<n.

Assumamos que as taxas de fertilidade §(-) e mortalidade u(-) da populagao em de-

terminada idade sao fungoes de n + 1 variaveis:

Bl S1t) -+ Sult), (- S1(t), -+, Salt)),
definidas em [0, a3] x R7.
Denotemos por p(a,t) tal populagao, temos o seguinte problema nao-linear:
]) pt(a, t) +pa(a; t) + N(aa Sl<t>’ ) Sn(t))p(a7 t) = 07

1) p(0,6) = [ B, Si(0), -+ . Sult)plo ) do,

(P2)
I1I) p(a,0) = p°(a),
V) S;(t) = / yi(o)plot)do, 1< j<n.
0
Para este problema, as taxas vitais e outros termos tém como condicoes basicas:
g e CR:,L>®0,a+)), com
’ ' (3.25)
Ogﬁ(av‘rla”' 7'1771)§/6+ qtp €1 [07aT] XR:L-’
v € L>®(0,a;) e 0<~,(a) <" gtp. em]0,ai]. (3.26)

Com fg*, vt € R, constantes que limitam as funces § e 7;, respectivamente. Para

ula, xy, -+, x,), assumimos:
pla, zy, - ) = pola) + M(a, 21, -+ ), onde (3.27)
aj
Ho € Llloc([[)?aT))? ﬂo(a) >0 qtp €m [O7GT]7 /0 MO(U) do = +o00 e (328>

M e C(RY,LY0,a4)), com
Ma, 1, ,2,) 20 qtp. em[0,a;] xR} e (3.29)
M(a,0,---,0) =0 g.t.p. em [0,a;].

Segundo lannelli e Milner (2017)), observando as condigoes ([3.25)) — (3.29)), se tomarmos

valores fixos de z;, 1 < j < n, as taxas e u satisfazem as afirmacoes do caso linear.
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Além disso, (3.28) é a mesma condi¢do para po do caso linear quando todas as varidveis
tamanho se anulam, ou seja, quando nao ha um resposta por parte da populagao as taxas
vitais. Assim, pg age como uma mortalidade prépria e M modela as variagoes do efeito

das varidveis tamanho S;. Também referente a p temos

To(a) = e~ Jo (47

Y

a probabilidade de sobrevivéncia na auséncia de uma resposta (feedback) pela populagao.

Além das condic¢oes basicas, assumimos também que as taxas vitais sao fung¢oes Lips-
chitz continuas com respeito a z; em conjuntos limitados e uniformemente continuas em
a € [0,a;]: para todo M > 0 existe uma constante H (M) > 0 tal que, se |z;| < M e

|Z;| < M para 1 < j <n, entdo

1Ba, w1,y an) = Bla, @, @n)| < H(M) Y |y — 74, (3.30)
j=1

Mla,z1, - xn) — M(a,Z1, -+, T)| < HM) Y |z — 7. (3.31)
=1

Por fim, como no caso linear, temos
p’ € LY0,ay), p°(a) >0 qt.p.em [0,a;]. (3.32)

Para encontrarmos uma solucao para o problema , vamos, como na secao anterior,
transforma-lo em um sistema de equagoes integrais com n + 1 variaveis: B, Sy, -+ ,S,,
onde B(t) = p(0,t), para t > 0. Por meio da integracio de (P2I) ao longo de caracteris-
ticas, considerando as variaveis mencionadas, sejam p solucao de , (ap,ty) um ponto

qualquer em [0, a;] x Ry e p(h), f(h) fungdes definidas por

(h) = plao +h,to+h),  7(h) = plao + h, S(to + h)), (3.33)

3l

onde S = (51,---,5,) € C(R4,R?Y) é a funcdo vetor de tamanhos. De (P2|I) e (3.33)
temos a EDO
dp
— +u(h)p = 3.34
7, TERD (3.34)

cuja solucao é

h (o) d
plag + h,to + h) = plag, to)e ™ Jo @ (3.35)
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que fornece os valores de p em todos os pontos da caracteristica por meio de (ag,to)
em termos de valores de p(ag,tp). Em particular, pelas condi¢bes de contorno .H) e
(P211I) e fazendo em (3.35)) (ag,to) = (a —t,0) e h =t temos

pla,t) = p°(a—t)e” Jo wla=ttoS(@) do para a > t.
Da mesma forma, fazendo também (ag,ty) = (a —t,0) e h =t temos
pla,t) = B(t —a)e” Jo weS(t=a+a)) do para a < t.

Assim, obtemos a seguinte equagao para p(a,t):

0 .
p’(a —t)(a,t, t;S5), sea>t,

pla,t) = (3.36)
B(t — a)ll(a,t,a;S), sea<t.

onde (a,t) € [0,a:] x Ry e

(a,t,z;S) =e” Jo ma—o,S(i=0)) do (3.37)

b

¢ a fungao probabilidade de sobrevivéncia da populagao, para (a,t,x;S) € Dy = {a €
0,a4],t € R,z € [0,a At]}, em que a At = min{a, t}.
A equacao de renovagao B(t) para este modelo é obtida e verificada da mesma maneira

que no modelo linear, substituindo em .II) e .IV): para t < ay,
B(t) = [ Bl S)pla,t)da
= /Otﬁ(a; S)(a,t,a; S)B(t — a) da + /taT B(a; S)(a,t,t; S)p°(a — t) da,
S0 = [ @platda
_ /Ot ~i(@)(a, t, a; S)B(t — a) da + /taT vi(@)(a, t,t; S)p(a — t)da, 1<j<n.
Ja para t > a4,
B(t) = /OaT B(a; SY(a,t,a; S)B(t — a) da.
S;(t) = /OaT vi(a)l(a,t,a; S)B(t —a)da, 1<j<n.
Reescrevendo as equagoes acima, temos o sistema

B(t) = F(t;9) + /tK(t,t—a; S)B(o) do,
0 (3.38)
Si(t) = Gy(t; S) + /0 Hi(t,t —0:9)B(o)do 1<j<n,
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onde
K(t,o;S) = B(o,S(t))(o,t,0;5), (3.30)
H;(t,0;58) =v;(0)ll(o,t,0;5), 1<j<n,
F(t;8) = /OO Bla, S(t))(a,t,t; S)p’(a — t) da,
b (3.40)
G(t;S) = / vi(@)I(a,t,t; )p’(a — t)da 1< j<n,

para t > 0 e o > 0 onde as fungoes 3, IT e p° se anulam fora do intervalo [0, as]. Na

seguinte proposi¢ao, vemos as propriedades das fungoes-nicleo K e H e das fungoes F' e

G.

Proposicao 3.11. Suponha que as condigoes bdsicas (3.25) — (3.31) sejam satisfeitas.
Entao, para qualquer S € C([0,T],RY), temos

1) a fungao 11 definida em ¢ continua em Dry;

2) os nicleos K e H; (1 <1i <n) definidos em (3.39)) sdo nao-negativos

e pertencem a C(Ry; L®(R,)); (3.41)
3) as fungoes F e G; (1 < j < n) definidas em sao nao-negativas

e pertencem a C(Ry).

Demonstracio. A continuidade das func¢oes nas trés afirmagoes sdo obtidas a partir da

aplicagao do Teorema da Convergéncia Dominada. Entao, para (1), observemos que

(a,t,2;5) = H(HO(Q))e S M@ S(t—ata))do
a—xT

De fato, considerando a equagao do caso linear para II(a — z):
Ma—x)=e Jo @i

temos

IIy(a) o= S Mo, S(t—a+a)) do

T — +) = e faa,z po(o) do e faaimM(U,S(t*aJra))dg
[I(a — x)

6_ faa—x ’U'O(U) + M(Uv S(t—a—i—o’)) do
e faa,z w(o, S(t—a+0)) do
= e fox pla—o, S(t—a)) do

= (at,2;8) < e JoaMeStmatands
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Pelas propriedades de M em e ,Vael0,aeVteR,, como Teorema
da Convergéncia Dominada, H(a, t,x; S ) ¢é continua em todo seu dominio Dy.

Para (2), notemos que dado qualquer S € C([0,T],R") podemos tomar M tal que
Sj(t) < M paral<j<nete|07T], entao para t,t, € [0,

|8(a, S1(t), -+, Sn(t)) — Bla, S1(to), -+, Snlto))| < H(M ZIS (to)]

como , ou seja, J é Lipschitz continua com respeito a S;(t) e como Il(a,t,z;5)
também é continua por 1), temos

K(t,o;5) = pB(o,S{t)I(o,t,0;5) e

H;(t,0;8) = v(0)ll(o,t,0;5) 1<j<n
continuas e claramente nao-negativas, ja que 3,1 e v; sao.

Para (3), a continuidade das fungdes segue da mesma forma que o caso linear. De fato,

considerando ty > 0, temos
F(t:8) = [ Bla, SEOM(at,t: ) (a — 1) = p'(a — to)] da
+ /t  Bla, S(O)L(a, t,; S)p(a — to) da,

onde

| Bla. SE)at,t:5)p'a — 1) = p(a — to)] da

gﬁ*/_o; ’po(a—t)—po(a—to)‘ da — 0

quando t — ty, com [(-,-) limitada e Il(a,t,t;S) < 1. Assim,

lim F(t; 5) = / ~ Ba, S(to))TI(a, to, to: S)p(a — to) da = Flt; S) |

t—to to
F(t;S) é continua em R;. O mesmo é feito para G;. Logo, ambas as fungdes pertencem

a C(R;) e claramente sdo nao-negativas a partir das condigoes bésicas introduzidas. [

Antes de partimos para a existéncia da solucao do sistema (3.38)), vamos considerar
mais algumas estimativas: as suposigoes (3.28) — (3.31]) implicam que para todo T > 0
e 5,5 € C([0,T;R") tais que S;(t),S;(t) < M, paral < j <mnet€[0,T], temos as

seguintes estimativas

|B(a, S(t)) — Bla, S(t))|

IN

M) Z 155(t) — 5, (0), (3.42)

(a,t,z;S) —(a,t,x;S)| < H(M)zn:/ttij( — S;(0)| do. (3.43)
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Essas estimativas serdo tteis para provarmos a existéncia e unicidade da solugao do

problema no sentido da seguinte definicao.

Definigao 3.2. A solugdo para o problema (3.38)) é um conjunto de fungoes B € C(R., R, ),
S; € C(Ry,Ry), com 1 < j <n, satisfazendo (3.38).

3.2.2 Existéncia, unicidade e positividade

Consideremos que as condigoes basicas (3.25]) — (3.31) valem. A prova da existéncia de
solucdo para o sistema (3.38)) segue a mesma abordagem do caso linear, entao, escrevendo

0 seguinte processo iterativo:

t
SEL(E) = Gy (t; S*) + / Hi(t,t — 0; 8B (o) do, 1<j<n,
o (3.44)
BEHL(1) = F(t: S*1) + / K(t,t — o3 S B*(0) do.
0

iniciado por

B(t)=0, S)(t)=0 paral<j<n, (3.45)

vamos provar a continuidade e convergéncia dessas iteragoes.
Para a convergéncia, consideremos uma funcio £*(t), que representa a distancia entre

duas iteradas consecutivas, dada por
&h(t) = |BM) = B )|+ D0 |S) () — SE(t)], parat >0, (3.46)
j=1
Temos o seguinte lema:

Lema 3.12. Suponha que as condigoes bdsicas (3.25) — (3.32)) sejam wvdlidas e que B° e
SJQ, com 1 < j < n, satisfacam 1} Entdo, as iteradas {B*}1>0 e {Sjk}kzo, definidas
em (3.44), sdo continuas e satisfazem

0< BHt) < e Pl 0< ST <y 0]y, (3.47)

() < (M1 + 1) /0 "o do, (3.48)

onde M > e T||p°||, e C(M) depende somente de M.
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Demonstracao. Por inducao em k e pela Proposicao [3.11) vemos que as iteradas sao de

fato continuas. Também por indugao em k, provamos as desigualdades (3.47)): para k = 0,
(3.47) ¢ satisfeita; supondo que (3.47)) vale, para todo ¢ > 0 temos
t
0 < SHU) = / Hy(t,t — 03 S*)B*(0) do + G(t; S¥)
0
CL-I- +o-
L e do 4

5+/ Teﬂ+"da—|—1
0

VAN

+
YR, = e Y,

e, da mesma forma,

¢
0 < B*(t) = /K(t,t—a;SkH)Bk(a)da + F(t; SF)
0

IN

t
+0’
|87 8 do + 51

t sty +
g [ o | g, = 8

isto é, (3.47)) é valida para qualquer k£ > 0.
Quanto a (3.48)), a partir da primeira equagao em (3.44)) temos

[SEFL ) = S| < (G(5SY) - Gy(t; 47|

J

+ [ |H(t,t —o;S¥)B* (o) — Hj(t,t — ;"B (0)| do
0

< [ halat 0@+ 8,6 559p°(a) = 55+ Ol1(a + 8,6 S )p @) da -+
0

¢
/0 |vj(t — o)I(t — o,t,t — 03 S¥)B*(0) — ;(t — o)(t — 0,t,t — 0; S* 1) B*(0)| do

oo

<ot IMa+ 68,687 =Tl a+ 6,6, 65 p(a) da +

t
vt —o,tt —0;8%) —(t —o,t,t —0; S| B*o)do  +
0

7 [ 1B40) - B* ()] do

t
<RI HOD S [ 195(0) = S5 @)l do +

FH(M)F 3 /teaﬁ*/tysk(r)—s’?1<7~)\drda+ +/t]Bk(o)—Bk1(a)\da
7 = Jo o 7 J 7 0

t t
<Ml €7 iy ['1550) — 857 0)do + 4+ [[1B40) ~ BN o)l do
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<o (1 2HOD), ) [ (|Bk<a> - B0 + X193 0) - Sé“l(o—)\) o

t
<y A+2HONM) [ Ho)do,  para M > T,

M) /O "4 (o) do, (3.49)

onde C; (M) =~"(1+2H(M) M) é a constante escolhida na afirmacdo do lema, com ~*

sendo a constante da condigao (3.26)). Da mesma forma, a partir da segunda equagao em

(B44), temos
[BEL() — BR(t)| < [F(t; S*1) — F(t; SY))

¢
+ / |K(t,t — o; S*™)B*(0) — K(t,t — 0; S*)B*"(0)| do
0

< / a, S*T () (a, t,t; S )P (a — t) — Bla, S*(t))(a, t, t; S)p’(a — t)| da +

/0 |5(o, SkH( Nl(o,t,o; SET™B*(t — o) — B(o, S*(t)(0,t,0; S*)B*(t — 0)| do

< [ 18la+ 1,81 0) = Bla+ . S D)l (a) da +
B [ M+t 455Y) = Ta+ 4,4 S (a) da +
1860851 (0) = 8o, SO BHE — 0)do +
g+ /Ot (0,1, 03 S*1) — M0, £, 03 S*) | BH(t — o) dor + B+ /Ot B(0) — BY(0)| do

HODIR, S 1S51(8) — SED] + BT HODI, S [ 185(0) — Sl do +
FHHODI, [[ " do 32 15570) - SH) +
FEHON N, S [ e = [ 1851 0) = k) drdo +
5+/0 |B(0) — B*"Y(0)| do

< HO, 0+ 6) (|sk+1<>—55<t>|+ 155 0) - <>|da) +
HOOWPIL(+ 69 £, (18590 = s501+ [[187(0) = ko)l do) - +
s [ |B’f<o—>—B’f*1<a>rdo
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< 2B+ 9™ S (I8500) = S+ [[1857(0) = Skl do) +

5+ [ 1B*0) — B(0)|do

< 2H(M)(1+ M T, (\Sj’?“(t) _Sh(H)] + /Ot 1554 (0) — §4(0)] da) +

t
5 [1B50) = BN o)ldo,  para M > T
0

< 5 [ 1B*(0) ~ B*' (o) do
) t (3.50)
+ GO T, (IS5 - SHOl + [ 1857(0) - Sho)ldo)

com Co(M) = 2H(M)(1 4+ 8)M e ST sendo a constante da condicao (3.25). Entao,
substituindo ((3.49) no ultimo termo dessa desigualdade ([3.50|), obtemos (]3.48]). O

No préximo teorema vamos, entao, provar a existéncia e unicidade de solugdo para

(3-38) conforme Definigao [3.2]

Teorema 3.13. Sejam as condigoes basicas (3.25)) — (3.31)) vdlidas. Entdo, para qualquer
p° satisfazendo (3.32)), o sistema (3.38)) tem solugio tinica no sentido da Definigao .

Demonstragio. Dados p° satisfazendo (3.32), T > 0 qualquer ¢ M > ||p°||,e?"”, conside-
remos a iteragao (3.44) iniciada por (3.45)). Fazendo L = C(M)(1 + T'), a desigualdade

(3.48) nos diz que as sequéncias de fungdes continuas {B*(¢)}xso e {S;"(t)} x>0, como

estao em (3.46)), satisfazem
t
SO <L [ Gals)ds, tefoT)
0
para todo k > 0. Essa desigualdade implica que
t
i) < L/ £ (s1) dsy
0
t s
L2 / / " b2 (,) dsy dsy
0 Jo
t rs1 Sk—1 tk
L[ [T ) dsdsads < LI
0 Jo 0 k!

IA

IN

para qualquer inteiro £ > 0. Isto é, a série

i 20
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é uniformemente convergente em [0, T, j& que cada sequéncia &(t) = S4_, €¥(t) é unifor-

memente convergente em [0, 7]. Assim, temos que a sequéncia

B'(t) = zl:(Bk(t) - BMt), 1>1,

converge uniformemente em [0, 7] a uma fungao nao-negativa B. Similarmente, a sequén-
cia
!

Si(t)=>_(Sk(t) = SF'(@1), 1>1,

k=1
também converge uniformemente a uma funcao nao-negativa S;, para 1 < j < n.

Entao, fazendo | — oo, vemos por (3.44)) que
B:limBl, szlimSjl 1 <5 <n,
l—00 =0

satisfazem (3.38)).

Quanto & unicidade do conjunto de fungoes {B, S, - - - , S, }, suponhamos que existam
dois conjuntos de soluces {B, Sy, ,S,} e {B, Sy, --- , S, } satisfazendo o sistema ,
por definicao temos

£(0) = [B0) ~ Bo)| + X [5,0) - 5,00)

e seguindo a prova do Lema [3.12] chegamos a relagao

€0 <L [ &s)ds, tel0,T)

onde L = C(M)(1+T) e a constante M é tomada de forma que S;(t), S;(t) < M para
t€[0,T) e1<j <n. Pelo Lema de Gronwall, { =0 e entdio B=Be S; = 5;.

Por fim, ja que T' > 0 ¢é arbitrario, concluimos a prova usando a unicidade da solugao
ja estabelecida, pois as fungoes satisfazendo no intervalo [0, 7] podem ser vistas
como extensoes dessas mesmas fungoes satisfazendo em um intervalo [0,73] com

Ty < T. Obtemos, entao, uma solucao em todo o R,. O

Com o resultado do Teorema m podemos agora trabalhar o problema inicial (P2)) a
partir da formula (3.36)). De fato, temos

Teorema 3.14. Suponha que as condigoes basicas (3.25) — (3.32) sejam satisfeitas. Entao,
a fungao p definida em (3.36)), onde o conjunto {B, Sy, -+ ,S,} satisfaz (3.38) — (3.40), é
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solugao unica para o problema no sequinte sentido:

1) timgso lp(a+ h, £+ 5) = pla, 0] = —(a Si(6), -+ .5, (5)pla 1

q.t.p. em [0,a4] x R,

(3.51)
2) p(a,t) é continua para a < t e satisfaz .II) para t > 0,
3) p(,0) =p°(-) q.t.p. em (0,ay).
Além disso,
p(-,t) € C([0,T], L' (0, a4)), pla,t) >0 q.t.p. em[0,a¢] x Ry, (3.52)
IpC 0l < e 1%, ¢ >0, (3.53)

Demonstragio. A prova de (3.51)) e (3.52)) é obtida diretamente a partir das suposigoes
(3.25) — (3.32)) e dos resultados provados anteriormente, levando em conta a continuidade
de II. J4 para (3.53)) temos:

t [ee)
IpC.Dll, = [ Bt —a)lla.t.a:8) da+ [ p(@)l(a+1,1,:5) da

t
< (o7 [ dar 1) Il = 1ol
0
Quanto a unicidade, como a solugao para (P2)) deve ser da forma (3.36|) com B satisfazendo
3.38]) — (3.40]), a unicidade de B no Teorema [3.13| garante a unicidade da solucao
g Gdo p

acima. O

Para finalizar esta se¢do, vamos estudar a regularidade da solugao. Partimos do mesmo
principio do caso linear, fazendo suposi¢oes ou na taxa de natalidade S ou na densidade

inicial pY.
3.2.3 Regularidade

Vamos provar o seguinte resultado:

Proposicao 3.15. Suponha que as condigoes bdsicas (3.25) — (3.32)) sejam satisfeitas seja
{B, S, , 8.} solugio para (3.38) fornecida pelo Teorema[3.13. , além disso, que

1) ~;, 1 <j<mn, éabsolutamente continua em [0, as],

2) B € continuamente diferencidvel em [0, at] x R}, (3.54)

pO
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Entao, B e S; (1 <j <n) sao continuamente diferencidveis.

Demonstragio. Olhemos para (3.38). Notemos que a equacao de S; pode ser escrita da

seguinte forma:

Sj(t):/otf(t—a) (t,a da+/ (t+a)h ta)m a,

fa , M(0,S(t—a+0))do

para 1 < j < n, usando o fato de que Il(a,t,z;5) = , onde

fla) = v(a)lo(a),

g(t,a) = e—f;M(T_a,S(T))dT’

H(a ac)

h(t,a) — e fo (t7+a,S(T )dT‘

Pelas hipéteses do enunciado e resultados ja vistos, temos que f(a) é absolutamente
continua; g(t,a) e h(t,a) sdo continuas, absolutamente continuas com respeito a ¢ e suas

derivadas parciais
gt 0) = =Mt — 0 S())e” e MmN,
t
hi(t,a) = —M(t +a,S(t))e” Jo M(r+a,s(m)dr

sao uniformemente limitadas. Assim, usando os mesmos argumentos trabalhados na prova
da Proposicao[3.6] que, neste caso, consiste em tomar sequéncias de fungoes continuamente
diferencidveis convergindo uniformemente para g(t,a) e h(t,a) e a derivada das sequén-

. . ’ ! 7’ ’ /7
cias convergindo para g(t,a) e hy(t,a), concluimos que S é continua e portanto S; é
continuamente diferenciavel para todo 7 =1,--- ,n.

O mesmo pode ser feito para B: sua equagao em (|3.38)) é escrita da forma

B(t)—/otf(t—a) (t,a)B(a) da +/ ta)go((z)) da

onde

]E(a’) = Ho(CZ),
(t’a) = B(t - a, Sl(t)v T 7Sn<t>)g(t’a)7
(t,a) = B(t+a,S1(8), -, Su(t)h(t,a).

kNN
~

Vemos que f,§ e h tém as mesmas propriedades de f, g e h, respectivamente. Logo, B

também é continuamente diferencidvel. OJ

Assim como no caso linear, podemos assumir uma condicao sobre a densidade inicial
p° e obter um resultado similar ao anterior. Com isso, a regularidade da solugao de (3.38|)
fornece a regularidade da solugao p(a,t) para o problema (P2) através da equacao (3.36)).
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3.3 ANALISANDO CASOS

Com as propriedades de existéncia, unicidade, positividade e regularidade dos sistemas
e estudadas, vamos entao aplicar essas duas dindmicas em quatro casos obtidos
a partir da variagdo ou combinacgao desses sistemas. No primeiro caso, vamos supor que
apenas no tultimo estagio de vida da populacao, a taxa de fertilidade depende do tempo
e essa dependéncia ¢é periddica. No segundo caso, trabalhamos os primeiros estdgios com
uma dindmica linear e o tultimo recebendo uma nao-linear. O terceiro caso corresponde a
uma juncao do primeiro com o segundo. J& o quarto, também no tltimo estagio, inserimos

um termo nao-linear logistico na ultima fase do sistema.

3.3.1 Caso 1: A fertilidade [y é periédica em ¢

O caso 1 se desenvolve supondo que em (P1)) a taxa de fertilidade do ultimo estagio
de vida, [y, é uma funcao T-peridédica em t, isto é, a populagao se reproduz uma vez por
ano em um periodo especifico. Assim, além de depender de um fator etario a, temos [y
também dependente de ¢ periédico: fy(a,t) = By(a,t+T). Com isso, reescrevendo (P1)),

temos o seguinte problema:

1) pula,t) +pigla,t) + pi(a)pi(a,t) =0 i=1,---,N,
1) (01 = [ Bulotpalont) do = By(t),
1) pi(0,t) = /0 N B (0)pii(0t)do = Byi(t) i=2,--- N,

IV)  pi(a,0) = p°(a) i=1,---,N.

com [y agora periddica. Reescrevendo as condigbes basicas (3.5) — (3.4)) para este pro-

blema, temos:

B € L*(0,a;;), 0<pfi(a)<BF qtp.em|[0,a;], i=1,---,N—1, ( )
3.59

By € L*((0,an:) xRy), 0<Bn(a,t+T) < Y qt.p. em [0, any] x Ry,

pi € Li([0,a:)), pi(a) >0 q¢tp. eml[0,a;], i=1,--- N, (3.56)

/”,ui(a)da:%—oo i=1,---,N, (3.57)
0
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p’ € LY0,a;4), p°(a) >0 gq.tp. em|[0,a;], i=1,--- N. (3.58)
Cujas equagoes de probabilidade de sobrevivéncia sao
Hl(q) o foam(cr)dcr’ a € [O’a“]7 7 = 17 . 7N_ (359)

O sistema de equagoes para p;(a,t) é o mesmo que em (3.8)):

IT
p1°(a — t)il(a) se a > t,
pila,t) = M (a —1)
By (t — a)li(a) se a < t,
(3.60)
1I;
pi’(a— t)i(@ se a > t,
pi(avt) = Hl(a_t) i:27'”7N7
Bi_1(t —a)ll;(a) sea<t,
As equagobes de renovacao B; agora se tornam
t
Bi(t) = Fi(t) + /0 Ky(t — s)By(s) ds
t
Bi(t) = Fi(t) +/ Ki(t — 8)B;_1(s) ds i=2, N-1 (3.61)
0
t
By(t) = Fn() +/ Ky(t,t —s)By-1(s)ds t € Ry,
0
com
(t) = Bi(t)ILi(%) (3.62)
Kn(t,a) = Bn(a, O)IIn(t) (t,a) € Ry x[0,any], a <,
B0 = [0 o @da =1 N,
0 Hir([“) t (3.63)
Fn(t) = / Bn(a+ t,t)mpjvo(a) da teR,,
0 HN(CL)
onde II;, p;° e B;, para qualquer ¢ = 1, - - - , IV, se anulam fora dos seus respectivos intervalos

de dominio. As equagoes (3.62) e (3.63]) possuem as seguintes propriedades:

Proposicao 3.16. Suponha que as condig¢oes bdsicas (3.55)) — (3.58)) sejam satisfeitas,

entao:
1) as fungoes K;, parai=1,--- N — 1, pertencem a L*(R,) e

0 < K;(t) < B qtp., Ki(t)=0 parat> a;, (3.64)

2
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2) a fungio Ky pertence a LRy x [0,any)) e
0< Kn(t,a) <B% qtp., Kn(t,a)=0 para (t,a) ¢ Ry % [0,an:], (3.65)
3) as fungoes F;, para i =1,--- | N, sao continuas em R, e

0 < Fi(t) <BIpll,, F(t) =0 parat > a;. (3.66)

Demonstragio. A prova ¢ similar a da Proposicao [3.1} as afirmagdes nos itens (1), (2) e

as desigualdades (3.64]), (3.65)) e (3.66)) sao obtidos a partir das condigoes basicas ((3.55]) —

(3.58); quanto a continuidade de Fj, para os primeiros N — 1 estégios, onde as f3; ndo sao
periddicas, a prova é a mesma e para [, basta na prova substituirmos Sy (a) por By(a,t)

que obtemos o mesmo resultado para F;, em todoi=1,---,N. O

Com esse resultado, partimos para a existéncia de solugdo do problema (3.61)) que é

bastante similar ao modelo linear do inicio.

3.3.1.1 A Existéncia de solucao

Definig¢ao 3.3. Uma solugio para o sistema (3.61) é um conjunto de fungoes B; em
CR,Ry), parai=1,--- N, que satisfaz (3.61)).

Teorema 3.17. Supondo wvdlidas as condigoes bdsicas (3.55) — (3.58)), as equagoes de
renovagdo (3.61)) tém solugdo inica no sentido da Defini¢ao que satisfaz as sequintes

desigualdades:

0.< Bi(t) < 57 [Ip°ll, et 19vle,

(3.67)
0 < Bi(t) < B |||, e 1Bimrle i =2 ... N.
Demonstragao. Considerando as seguintes iteragoes de Picard
B) = Fi(e) + | Kot — 5)But(s) ds
BHI =0+ [ Kilt—s)BMs)ds  i=20 N1 (368)
Ba*(8) = Fa() + /Ot Kn(t,t— $)By 1*(s)ds € (0,T),
iniciadas por B;’(t) = 0, parai=1,--- , N et > 0. A prova segue conforme a do Teorema

[3.2] onde todas a iteradas sdo ndo-negativas, continuas e convergentes, em um intervalo
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(0, T ), para funcoes B; nao-negativas e continuas satisfazendo (3.61)). A prova da unicidade
e das desigualdades (3.67)) sdo obtidas da mesma maneira. Dessa forma, a soluc¢do {B;}
para (3.61]) existe, é tinica e satisfaz (3.67]) para todo t € R,. O

Com a existéncia das B; para (3.61]), garantimos a existéncia de p;(a, t) para o problema
(P3]) através de suas equagoes (3.60]) conforme o seguinte teorema similar ao Teorema

Teorema 3.18. Suponha que as condigoes basicas (3.55) — (3.58)) sejam satisfeitas e que
as fungoes p; sejam as definidas em (3.60)), onde as B; sdo solugdes para (3.61]) — (3.63)).

Entdo o conjunto de funcoes p;, parat=1,--- , N, é solu¢io unica para no sequinte
sentido:
. 1
1) limy_ E[pi(a + h,t+ h) — pi(a,t)] = —pi(a)p;(a,t)
q.t.p. em [0,a;;] x Ry,

2) pi(a,t) é continua para (a,t) € [0,a:] x [0,T], coma <t, (3.69)

e satisfaz (P HI[ ou .[II ) para t > 0,

3) pi(a,0) = p°(a) q.t.p. em |0, ait].

Além disso, para a € [0,a;4] et € [O,T], temos

pi € C([0,T],L'0,ai1)), pi(a,t) >0 qtp. em[0,a;] x Ry,

parai=1,--- N,

(3.70)
25l +
Ip1( ), < B ||1 (ePn B ale — 1) + |Ip,),,
—LlC
i ), < M (etﬁﬁllleHc_l) + |Ipl i=2 ... N
pl ) 1 — HBz_ ||C pZ 1 9 Y .

Partimos, agora, para a regularidade dessas fungoes.

3.3.1.2 Regularidade

Considerando as afirmagoes presentes no final da Segao [3.1.2] que dao condigoes para
obtermos a regularidade das soluc¢oes B;, e consequentemente das p;, vamos descrever um
resultado similar a Proposi¢ao para chegarmos a regularidade dessas solucoes agora

tendo em vista o problema (P3]).
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Proposicao 3.19. Suponha que as condigoes bdsicas (3.55) — (3.58) sejam satisfeitas,
assim como a condig¢do (3.19). Se as

B; sao absolutamente continuas, parai=1,---,N, (3.71)
em seus respectivos dominios, entdo as F; sao continuamente diferencidveis, para i =
1,---,N. Se, em vez disso, as

p0 sdo absolutamente continuas, parai=1,--- N, (3.72)

entdo as F; sdo absolutamente continuas e

F/()+p 0)Ki(-) parai=1,--- N -1,

Fr(-) +pn(0)Kn(t, -),
também sdo sdo continuas.

Demonstragio. Seguindo a prova da Proposicao (3.6)), temos:

Ki(t) = BiOIL(t) = Bi(t)m(ILi(t), parai=1,--- N—1, qtp.emRy e

7

Kn(t,a) = Bnya, )n(t) — Bn(a, )pn (O (t),  gt.p. em Ry.

Tomando sequéncias {(fi)n}n>1 € {(fN)n}n>1, parai=1,--- N —1, de fungbes continu-

amente diferenciaveis tais que

lim (fi)n = K; uniformemente em R, e Jgrglo(fz); =K/ em L'(R)), e

0
,}Eﬁ‘o(fN)n = Ky uniformemente em Ry e lim —(fy)n = Ky, em L' Ry x [0,any)).

ot

Parat >0 en > 1, considerando

pio (CL)
Hi a

(F)n(t) = /Ooo(fi)n(a+t) da parai=1,---,N—1 e

(
Y e pn’(a)
(BN)alt) = [ Undattat DS da
Temos que
: Y e pi’(a) _
lim (F)a(t) = /O Ko+ 0)p o da = Fi() e
. Y e pn°(a) _
lim (Fy ), () = /0 Kt a+ ) da = F(0),
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onde esse limite também é uniforme em R, . Observando que

ry = [y pi’(a)
(F(0) = [ Uhle+ 0

/ > 0 pn°(a)
(Bt = [ ggUnalt ot 0o da

temos as sequéncias {(F;)) }n>1 € {(Fn)l,tn>1, com i =1,--- /N — 1, convergindo unifor-

da parai=1,--- , N—1 e

memente para

Fl(t) = /Ooo[ﬁg(a%—t)ﬂi(a%—t)—5i(a+t),ui(a+t)l'[,-(a+t)]

pn(a)
HN(CL)

respectivamente. Desse modo, F!(t) é continua para todo ¢ = 1,--- , N, pois é o limite

Fy(t) = /OOO Bela+tH)T(a+ ) — Byl + (e + Oy (a+ 1] =" da,

uniforme de uma sequéncia de fungoes continuas. Assim, Fj, para todo i = 1,--- /N, é
continuamente diferenciavel.

Agora, para (3.72)), considerando a mesma sequéncia {(f;),},>1 da Proposigao (3.6

co1m

0
lim (fi)n = fi = % uniformemente em R, e nh—>nolo(fz)il = f/ em Ll(R+).

E, parat > 0en > 1, fazendo

(F)n(t) = /OOOKi(a%—t)(fi)n(a)da parai=1,--- ,N—1 e

(Fuhn(®) = [ Knlt.a+0)(fx)a(a) da,

temos |(F;), — F;| — 0 uniformemente quando n — oo, para cada i = 1,--- /N —1 e
escrevendo
(Fi)n(t) = tOOKl Jn(a—t)da parai=1,---,N—1 e
(Fx)a(t) = thN (t, @) (fx)n(a — t) da,
obtemos
(F)L(t) = —Ki(t /tooKl( Jo(a—t)da parai=1,--- N—1 e
(Fx)o(t) = —Kn(t8)(fn)n(0) — [ Kn(t,a)(fx)s(a —t)da

t

convergindo uniformemente para

F/(t) + p°(0)K;(t) = —/t Bi(a )M(pio)/(a) da — /too Bi(a);(a)pi(a — t) fila —t) da
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R0ttt = - [ oning e

— /too Bn(a, )y (a)un(a —1t) fn(a —t)da,

(pNO)/(a) da

respectivamente, para t > 0, chegando assim ao resultado da proposicao. O

Com o resultado acima para a diferenciabilidade das F; e observando a forma como
as equacoes destes foram escritas na prova acima, todos os outros resultados seguintes
a Proposicao [3.6] na Secdo [3.1.3] sdo satisfeitos para este caso, sem nenhuma alteragao
significativa. Com isso, garantimos a regularidade das B;, para todo i =1,--- N, e das

solugoes p;(a,t) para o problema (P3).

3.3.2 Caso 2: O dltimo estagio de vida tem uma dinamica nao-linear

Nesta se¢ao, vamos unir os dois modelos, linear e nao-linear, vistos anteriormente, da
seguinte forma: a populacao estudada possui N estagios de vida, consideramos os N — 1
primeiros estagios conforme o modelo , com uma dindmica linear, e apenas o ultimo
estagio N com uma dindmica nao-linear, similar a , porém algumas alteragoes sao
necessarias devido as equagoes de renovacao acopladas. Vamos reescrever os resultados de
existéncia, unicidade, positividade e regularidade para a solugdo do novo sistema.

Entao, consideremos o seguinte problema:
I) pit(a’at>+pia(a’7t)+:ui(a)pi(a7t) =0 1= ]-7 JN_ ]-7

]]) pNt(a7 t) +pNa(aa t) + ”N(a’a S(t))pN(a7t) =0,

[11) pi(0,¢) = /0 1 B (0, S())pa (o, t) do = Bu(t),

ai1 (P4)
W) w00 = [ Ba@palendo = Bty i=2 N,
V) pi<a7 0) = pio(a) i=1,---,N,
Vi) 5;(t) = /OaNT 75(0)pn (0, t) do, 1<j<n,

onde S(t) = (Si(t),---,5(t)) € C(RL,R}) e as taxas Oy e puy estao definidas em
[O,GT] X Ri
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Para este, as equacgoes de probabilidade de sobrevivéncia e as condi¢oes bésicas sao:

B € L°(0,a;4), 0<fBi(a) <B qtp. em|0,a;4], parai=1,--- ,N—1
BN S LOO((()’aNT) X Ri)? 0< ﬁN(aﬂxl? U 7xn) < BZJ\FI qtp

em [0, any] x R,
v; € L¥(0,ant) e 0<7(a) <" gtp. em [0,any], 1 <j<nm,

aiT
i € Li ([0, a:4)), pi(a) >0 qtp. em [0,a:], /0 pi(o) do = +oo
parai=1,--- , N —1

pun(a,xy, - x,) = un®(a) + My(a,zy,-- , 2,), onde

QNT
un” € Line([0,ant)), pn’(a) 20 g.t.p. em [0, an+], /0 pun’(0) do = +oo

(&

My € C(RY,LY0,ant)), Mn(a, 21, ,2,) >0 gtp. em [0,an;] x RY,

MN(CL; 07 a0> :O qtp e [07aNJ[]7
p? € Ll(O,aiT) e pa)>0 gqtp em [O,aiT} para i =1,---,N,
Hi(a) = e_foam(a)do’ a € [O,aiT], para 7 = 17 e ’N -1

Mx(a,t,z;5) = e Jo mvla=oSt=ode o0

(a,t,z;S) € Duy ={a € [0,any),t € [0,T],2 € [0,a At]}.

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

Além disso, supomos também, como em (3.30) e (3.31)), que Sy e My sdo Lipschitz

continuas com respeito a z; em conjuntos limitados e uniformemente continuas em a €

0, a4]: para todo M > 0 existe uma constante H (M) > 0 tal que, se |z;| < M e |[7;] < M,

para 1 < 7 < n, entao

|6N(a7x17." ,$n>—/8N(CL,f1,"' 7Tn)| S H(M)Z|xj x]|’
j=1
|MN(CL,ZL'1,"' axn)_MN(aaTh"' 7Tn)| < H<M)Z|IJ_TJ|
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com (1, ,x,) € R},

Com essas afirmagoes, procedemos da seguinte forma: separamos o sistema dos N — 1
primeiros estdgios de vida no problema e aplicamos nele toda teoria linear da Segao [3.1}
e para o sistema do estdgio N aplicamos a teoria ndo-linear conforme Secdo [3.2] Assim,

chegamos as solugdes de (P4) que sao:

IT
Pl s ezt
pi(a,t) = Mi(a—1)
By (t — a)lli(a) se a <t,
IL;
pi’(a — t)i(a) sea>t
pia,t) = [i(a —1) i=2.- N—1,  (3.80)
B4 (t —a)ll;(a) sea<t
pn’(a — )y (a,t, t;S)  sea >t
pN(a’t) =
Bn_1(t —a)lly(a,t,a;S) sea <t

para (a,t) € [0,a;] x Ry. Com essas equagoes obtemos o seguinte sistema de equagoes de

renovacao:
t
Bi(t) = Fi(t) + /0 Ky(t — s)Bu(s) ds
t
Bi(t) :E(t)+/ Ki(t —$)Bii(s)ds i=2,--- , N —1,
o (3.81)
By(t) = Fy(t; S)+/O Kn(t,t — 5;S)By_y(s) ds,
j
S](t):Gj(t7S)+/ H](t7t_S7S)BN—1(S>d87 1§]§7’L,
0
com
Ki(t) = 8;()IL(1) . N1 (3.82)
g pllatn) g ISl N -
Fi(t)= [ ila+ )= 5o p (@) da
KN(tJ 55 S) = BN(‘% S(t))HN(S7 t,s; S)7
N (3.83)
Fu(t:5) = [~ Bula+ 1. SE)My(a+ .48 )py"(a) da,
H;(t,s;S) =(s)n(s,t,s;9)
N 1<j<n. (3.84)
Gy(t: S) = /0 vila+ 1)y (a +t,t,t; S)px°(a) da
onde t >0, s > 0 e as funcoes 3;, II;, e p;°, para todo i = 1,--- , N, se anulam fora do

seu intervalo de definicdo. Com isso, as Proposicoes e sao satisfeitas, na versao

abaixo, pelo sistema ([3.81))
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Proposicao 3.20. Suponha que as condigoes bdsicas (3.73) — (3.79) sejam satisfeitas.
Entao, para qualquer S € C(Ry;R%), temos

1) as fungoes K;, parai=1,--- N — 1, pertencem a L*(R,) e

0 < K;(t) < B} qtp., Ki(t)=0parat> a;,

(]

2) os nicleos Ky e H; (1 < j <n) sdo ndo-negativos e pertencem a C(Ry; L*(R,)),
3) as fungoes F;, para i =1,--- N — 1, sdo continuas em R, e

0< F(t) < B p°ll,,  Fi(t) =0 parat > ay,

4) as fungoes Fy e G; (1 < j < n) sio nao-negativas e pertencem a C(R,),
) a fungio ly € continua em Dy, = {a € [0,ani],t € R,z € [0,a At]}.
Demonstragio. Similar & prova das Proposi¢oes [3.1] e B.11] O

Assim como na Segao [3.2) atribuimos mais algumas propriedades a Oy e Iy para
chegarmos & existéncia e unicidade de solugao para o sistema (3.81]). De fato, as condigoes
(3.73) — (3.79) implicam que para todo T > 0 e S, S € C(Ry,R?) tais que 9;(t), S;(t) <

M, paral<j<mnetel0T], temos as seguintes estimativas

1Bn(a, S(t) — Bn(a, S())| < H(M)iwj(t)—sj(t)h (3.85)
y(a,t,2;8) — y(at,2;8) < H(M)i/ttmwj(a)—sj(aﬂda. (3.86)

Definindo uma solugao para (3.81)) temos:

Definicao 3.4. A solucao para o problema ¢ um conjunto de fungoes B; € C(Ry,Ry),
parai=1,--- N eS; € C(Ry,Ry), para 1 < j <n, satisfazendo .

3.3.2.1 A Existéncia de solucao

Para chegarmos a existéncia da solugao definida acima, consideremos o seguinte pro-

cesso iterativo:
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B0 = B0+ [ Kalt ) B () ds,

t
BM(t) = Fy(t) +/ K;(t — $)Bi_1"(s) ds i=2,---,N—1,
0 (3.87)

t
40 = Gt + [ Hy(tt = 55 ByMs)ds =1
0

t
By U(t) = F(t: SH) +/ Kn(t,t — s S5 1) By_1*(s) ds.
0

iniciado por B°(t) =0e S;°(t) =0, para todoi=1,--- ,N; j=1,--- net>0.
Consideremos também a fungao distancia, & Nk(t), entre duas iteradas consecutivas no

ultimo estagio N:

, parat > 0. (3.88)

Envt(t) = [ByF(t) = BN + Z S (t) = S+ (@)

Teorema 3.21. Suponha que as condigoes (3.73) — (3.79) sejam satisfeitas. Entdo, o
problema (3.81)) tem solugao unica, satisfaz

0< Bi(t) < B [p0]], et 12xlc,

0< Bi(t) < B; ||pi0||1et/3i+ IBitlc. i=2-- N—1,

(3.89)

0
0< BN(t) < 6N+ (”pN—lHl (et/BN—l"" IBN—2llc _ 1) + ||pN0||1> :
|Bn-2l¢

0
0< Sj(t) < At (HpN—lHl (eaNqTﬁNfﬁ IBn-2llc _ 1) + ||pN0||1> :
[ By-2|lc

para todo j =1,--- ,n,

e, para o estigio N, temos

ENFTHE) < C(M) (1 + 1) /0 t En(0) do, (3.90)

oy . 0
em que M > Y H”é ||p|1|v_1 I TP TIBr2lo ¢ C(M) depende somente de M.
N=-2||C

Demonstragio. A prova segue a partir de uma juncdo das provas dos Teoremas [3.2] e
[3.13] isto ¢, dos casos linear e ndo-linear vistos nas segoes anteriores. Se atentando a ideia
em que se baseiam as provas, o mesmo pode ser feito para este caso e assim obtermos

o resultado desejado. De fato, considerando inicialmente os N — 1 primeiros estagios do



67

sistema , todos os resultados demonstrados em valem para as N — 1 equacoes:
as iteradas para ¢ = 1,--- ;N — 1 sdo continuas, nao-negativas e limitadas; a diferenca
entre duas iteradas em qualquer um dos N — 1 estagios é uniformemente convergente e,
assim, a sequéncia finita formada por essa diferenga converge uniformemente para uma
funcao nao-negativa B;, em todo ¢ = 1,--- | N — 1; e, por fim, a unicidade é garantida
pelo Lema de Gronwall. Com isso, basta adaptarmos os resultados nao-lineares para as
equacoes do ultimo estagio: By e 5.

Consideremos as iteradas {By"}r>0 e {S;"}r>0 em , por inducdo em k e pela
Proposigao [3.20] as iteradas sdo continuas, para todo t > 0; e também por indugao em K

temos

t
0 < S = /OHj(t,t—a;Sk)BN_lk(a)da + Gyt SY)

IN

ON-1p + 0 ,oBn_1"||By_al +1{p 0
: Y Bn-1” |lpv-1 ]l e cdo + v |lpn"ll4

AN—-14
— |:/6N—1+HpN—10||1/0 606N71+”BN72HC do’+ ||p]\[0||1

0
7 (HZN” by o rimncste 1y 4 szwul)
1By —2ll¢

,er

t
0 < ByM(1) = /0 Kn(t,t — o3 S By *(0) do + Fy(t; S5+

IA

t
/0 6N+ 6N—1+ ||pN_10H1eo’ﬁN—l-‘rHBN72”c do + 5N+||p1v0||1
t
= {5N—1+||PN—10||1/0 ¢ A1t IBx =zl 4o 4 ||pN0||1] Ay

0
e (W (et Pl — 1) 4 ||pN°||1) ,
—=lc

(3.47) ¢ valida para qualquer k& > 0.
Para provar |D também a partir das iteradas {BNk}kZO e {Sjk}kzo em (|3.87]),
seguindo a prova de (3.49)) substituindo B(t) por By_;(t) temos

S = S| < 1G(5:8%) - Gyt S|+

¢
/0 |H;(t,t — 05 S*)By_1"(0) — Hi(t,t — ;S ) By 1" (0)| do

< /0 i(a+ BTy (a+ .1, 5)pn"(a) = vi(a + Oly(a+ ¢, 8 pa(a) da - +

t
/0 |vj(0)In(o, t, 0; Sk)BN,lk(t —0) —v;(o)In(o,t,0; Skil)BN,lk_l(t —0)|do
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<~ / My(a+t,t,t;8%) —Ty(a+t,t, ;5" ) py’(a)da  +
7*/ Myn(t —o,t,t —0;S%) —TIx(t — o, t,t — ;S )| By_1"(0)do  +
0

7 [ 1By-1(0) = Byt (o) do

<ol HOD S [ 18740) = 84 (o) do +
t
7+H(M)5N—1+||pN—1O”1Zj:1 i eUﬁN71+HBN72”C/O |Sjk(7°) _ Sjk_l(rﬂdr do +

”y / 1By _1(0) — By_1""}(0)|do

0 t
<oyt (el ey "Iy ot 2||Cz/ 1S%(0) = S;* (o) | do +
[ Byn—2llc =170

7 [ 1Bxor(0) = Byr* (o)l do

,y (1 4 2H<M) ||pN0||1 ) ||pN—10||1 6T5N1+||BN2|C> .
1 Bn—2llc

( [ 1Bv-it0) = Baa o)l + 3 184(0) - 5/ (0) da)

<yt +2HO) M) [ 1By 40) = By o) + 3 [8140) — 847 (0) do,
j=1
<¢(M) [ 1By 40) = Bu o)+ 2 154(0) - 547 (0) o, (3.91)
j=1

0
para M > (123 eTAN-1" By -2llc e Cy(M)=~"(1+2M H(M)).
By -2l

Da mesma forma, seguindo a prova de (3.50)) substituindo B(t) por By(t), temos

BN = BaM(t)| < [Fw(t S = Fn(t5Y)]

¢
+ / |Ky(t,t —o; ¥ By _1"(0) — Kn(t,t — 0;S")By_1"(0)| do
0

S /too ‘BN(av Sk+1<t))HN(a7 t? t; SkJrl)pNo(a - t) - BN(GH Sk<t))HN(a7 t? t; Sk)
pn(a—1)|da + /Ot Bx (0, S (E) I (0,1, 0 SE 1) By 1K (¢ — o) —

B (o, SFN Ty (0, t,0;S*) By " (t — 0)| do
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§/OOOWN(ath,Sk“(t))—5N(a+t,5’k(t))\pNO(a)da +
BT /OOO|HN(a—|—t,t,t; SHY —TIy(a + t,t,t; S%)|pa’(a) da  +
[ 183(, 84 (0)) = Bl SHO) By 1Mt — o) do -+
Bt /Ot Ty (0, £, 05 S5 — Ty (o, £, 05 ) [ By 1" (t — o) do +

t
e /0 |By_1"(0) — By_1""Y(0)| do

H(M)pall, S 195 (6) = S5 0)] +
Sy HOD o0l Sy [ 187474 (0) - S0l do +

5N71+H( )HPN 10” / oBN-1T||BNn— QHCZ’S k+1 ) <k(0')’d0' +

7j=1

5N+5N71+H(M)HPN710H1Z?:l/0 60’5N71+HBN—2”C/0 ’Sjk+1(7’) —Sjk(T)|d7”dU +

t
v [ 1By-1*(0) = Byt (o)l do

< HOD o1, + 5x7) 3 (15470 = S50+ [ 1557 (0) — 540l do) +

j=1
H(M)M(1+5N+ o1 * 1By —allc .

3 (18410 - SHO1+ [190) 50 do ) +

t
" [ 1By1"(0) = Bya" ()| do

< 2H(M) ||pNO||1 . ||pN—10||1 (1 + 6 +)6TBN71+HBN72”C )
B 1 Bn-2ll¢ "

(|s S (1) = SAOL+ [ 1847 0) - Sito)]do ) +

=1

55t [ 1By (o)~ By 1’“— (0| do

n

< 2H(M)(1+ "M Y (1841(0) = 5,401+ [ 18541(0) = 84(0)ldo ) +

t 0
5N+/ |By_1"(0) — By_1""*(0)|do, para M > Ipx”lly - llpv - HleTfBN 17BN —2lle.
0 | Bn—2lle
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< By* [ By to) = B o)l do +
0D (1410 = S 01 + [ 18/+1(0) = 8(0) do )
< ov* [ 1Bt(o) = By o)l do

e 3 (15470 - 5401+ [[18+7(0) - 5 (0)] do )

J=1

(3.92)

com Co(M) = 2M H(M)(1 + By"). Entdo, substituindo (3.91)) na dltima integral dessa

desigualdade ([3.92]), obtemos ([3.90)):
t
(1) <N +1) [ &' (o) do.
0

para t > 0.

Agora, fazendo L = C(M)(1 + T'), a desigualdade acima nos diz que as sequéncias

{BN"(t) 0 € {S;"(t) }r>0 satisfazem
t
L[ (s)ds, tefo,T)
0
para todo k > 0. Essa desigualdade implica que

En (1)

IN

t
L/ éNk_1<Sl>d81
0
t S1
S L2// gNk_z(Sg) dSQdSl

tk
< Lk// / O(sk)dsi---dsads; < Lk ”51\70”0

para qualquer inteiro £ > 0. Isto é, a série
Yot
k=1

é uniformemente convergente em [0, 7], j4 que cada sequéncia & (t) = St _, £5(t) é unifor-

memente convergente em [0, 7]. Assim, temos que

i - By (1), 1>1,

converge uniformemente em [0, 7] a uma fungdo nao-negativa By. Da mesma forma,

Zl: -5, 1=,

também converge uniformemente a uma funcao nao-negativa S;, para 1 < j < n.
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Fazendo | — oo, vemos por (3.86) que
By = lim By', S;j=1limS 1<j<n
—00

satisfazem (3.81)).
Quanto a unicidade do conjunto de fungdes { By, S, - - , Sy}, suponhamos que existam
dois conjuntos de solucdes {By,S1, -+ ,Sn} € {Bn,S1,---,Sn} satisfazendo o sistema

(3.81)), por definigao temos

En(t) =

() = B(t)| + 3 [85(6) - 55(0)
e seguindo a prova do Lema chegamos a relagao

Dt [ es)ds, 10T

onde L = C(M)(1+ T) e a constante M é tomada de forma que S;(t),S;(t) < M para
t€]0,T] e 1 <j <n.Pelo Lema de Cronwall, £y = 0 e entdo By = By e S; = 5.
Por fim, estendendo o conjunto {By,Si, - ,S,} para um intervalo [0,7] em que

T < T, obtemos uma solucao geral para todo R.. O

Com o resultado acima, temos caracteristicas das solugoes p; para o problema (P4) no

resultado abaixo proveniente dos Teoremas [3.3 e [3.14}

Teorema 3.22. Suponha que as condigoes bdsicas (3.73) — (3.79)) sejam satisfeitas e
que as fungoes p; definidas em (3.80), onde o conjunto {By,---,By,S1, -+ ,S,} satisfaz
(3.81) —(3.84). Entdio p;, parai=1,--- N, € solugio unica para no sequinte sentido:

1) limpo — [pi(a + h,t + h) — pi(a,t)] = —pi(a)pi(a,t) q.t.p. em [0,a;4] x Ry

h
parat=1,--- N —1,

. 1
2) limy, o 5 [pn(a+ h,t+h) —pn(a,t)] = —pun(a, Si(t), -+, S.(t)) pn(a,t)
gt.p. em [0,an;] x Ry, (3.93)
3) pi(a,t) € continua, para (a,t) € [0,a;4] x [0,T] ei=1,--- N, com a < t,

satisfazendo (P ! I1]) ou ! IV) para t > 0,

4) pi(-,0) =p°(-) qtp. em (0,a;) parai=1,--- N.
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Além disso, para a € [0,a;4) et € [0,T], temos

pi(-,t) € C([0,T), L*(0,ai)) e pi(a,t) >0 qtp. em[0,a4] xRy, parai=1,--- N,

Ipa(e )l < B+ (Gt (™ 1Bsle = 1) tllpa®l ) +

Bn-1tIIBN-2llc

(3.94)

0 + ) .
||pl(7t)||1 S ”I];: 2””; < =i lBi-zllc ]-) + ||pi0||1’ L= 27 e aN'

Demonstracio. A prova para este teorema, mais uma vez, segue a prova do Teorema

sendo que para (3.94) temos:

le<'>t)H1 = / BN(t—a)Hl( da + / Hl a+t>p10(a)da

0 I (a)

< [l (et st e — 1) 4 ), ) da 4 )
B 1 By-2ll¢

0

PN_ +

. (5 — Hln (e “BN2"c+t—1>+tupN°||1) + 0l
N—-1 N=2|lc

G0l = [ Bl - da + [T D, 000) 4o
S +/ p° da
||pz_1 ||1 t8 ., || Bi_all 0 .
= (e i P2l — 1)+ p;||,, parai=2,--- /N —1,
1Bl ( )+ Il

lon (0], = /0 Bn_1(t — a)lly(a,t,a;S) da —|—/0 HN(a,t,t;S)pNO(a)da
t )
/0 B eHim BNl |y O] da + /0 o’ da

0
— +
”pB]jv 12|’|‘1 <etﬁN_1HBN_2”C 1) lpn°ll;-
—2llc

E para as fungoes p; pertencerem a C([0, 7], L'(0, a;1)), conforme (3.3)), para dado p°

IN

LY(0, a;4), sejam (p;°), sequéncia tal que:

(p:°)n € Ll(O,aiT) e lim |(p°)n —pZ-OH1 =0, paratodoi=1,---, N,

n—-+0o00

e (pi)n solugdo para associada & condicdo inicial (p;"),,. Entao (p;), € C([0,T7, L*(0, a;;))
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e temos:

[(P1)n(5t) = (50, <

Byt (H(pzv—lo)n — pn—1°ll;

+ 2 (etﬁNflJr”BN”HC +t—1)+t H(pNO)n _pN0||1 +
Bn-1"||By-2ll¢

||(p10)n - p10||1 — 0,

||(pz'—10)n —pi_10||1
| Bi—2ll ¢

+ )
[(Pi)n (1) = pi D]y < (eremalBizle — 1) 4 |(p2)n = p°ll, — 0,

para?1=2,---, N,
quando n — 400, isto ¢, p; é o limite da sequéncia (p;), no espago C([0,T7], L*(0, a;1))

para qualquer ¢ =1,---, N. O

A préxima segao aborda a regularidade da solugao para o sistema (3.81)) e consequen-
temente a regularidade das solugoes p; para (P4]).

3.3.2.2 Regularidade

Temos o seguinte resultado proveniente das Proposi¢oes e para a regularidade

das equacoes B;:

Proposicao 3.23. Suponha que as condigoes bdsicas (3.73) — (3.79) sejam satisfeitas
e seja o conjunto {By, -+ ,Bn,S1, -+, S} solugcio para (3.81)) fornecida pelo Teorema
(3.21). Considere, além disso, que

1) B, parai=1,--- N —1, € absolutamente continua em [0, a;],

2) By € continuamente diferencidvel em [0, any] x R},

3) v, para j=1,---,n, € absolutamente continua em [0, ayy], (3.95)
0
4) Ilj_} € L>~(0,a;4), parai=1,--- ,N—1,
pr’°
5) 0 S LOO(O,CLNT>
Hy
Entao, as equagoes B;, para todot =1,--- N, eS;, paraj =1,--- ,n, sdo continuamente
diferencidvets.

Demonstracio. A prova segue diretamente a partir da prova das Proposicoes e e

outros resultados de regularidade no modelo linear. O]
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Com isso, além de garantirmos a diferenciabilidade das solugoes das equagoes de reno-

vagao, para todo ¢ = 1,--- | N, garantimos a diferenciabilidade das solugoes p;(a,t) para

o problema (P4)).

3.3.3 Caso 3: Considerando os casos 1 e 2

Para este caso, vamos unir os problemas (P3)) e (P4) e obter um sistema formado

por N — 1 estigios lineares e um tultimo estdgio N nao-linear com taxa de fertilidade

T-periddica, como vemos abaixo:

D pilat) +pig(a,t) + pi(a)pi(a,t) =0,  i=1,---,N—1,
IT)  pni(a,t) + prnala, t) + pn(a, Si(t), - -+, Su(t))pn(a, t) =0,
1) pi(0.8) = [ Bt Su(8), - Su@)pa(ot) do = B,
V) pi(0,1) :/()“i‘l*@_l(a)p,-_l(a,t) do = Biy(t) i=2,--,N,
V) pia,0)=p°a) i=1,--- N,

aNT .
v st = [ y@psetds, 1<j<n,

do Caso 2, com excegao da condigao (3.73)) reescrita em ([3.96|) a seguir:

fi € L*(0,a;4), 0< fi(a) < B qt.p. em 0,a3), i=1,---,N—1

B (-, x) € L=((0,any) X (0,T)) Vaze R,

0<Byla,t,zy, - ,x,) < B% qt.p. em [0, any] x [O,T] xRY e

/BN(aut7x17"' 7xn> = BN(CL7t+T,CC1,"' 7xn) qtp em [O)G/NT] X [Oaf]

aiT
i € Li ([0,a:4)), pi(a) >0 gqtp. em [0,a:], /0 pi(o) do = +oo

parai=1,--- , N —1

H’N(aaxla T 7$n) = H’No(a) +MN(G’7$17 o 7'1771)7 onde

any
pn’ € L, ([0,any)), pn’(a) >0 g¢t.p. em [0, any], /0 pn’(0) do = +oo

e

My € C(R%, L0, apy)),

MN(CL,O, e 70) =0 qtp €1 [07aNT]7

x R"

My(a, 21, ,2,) 20 q.tp. em [0,an;] x RY,

(P5)

As equagoes de probabilidade de sobrevivéncia e as condi¢oes basicas sao as mesmas

(3.96)

(3.97)
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v € L®(0,an;) e 0<5(a) < Ya  q.t.p.em 0,any), 1 <5 <n, (3.98)
p’ € LY0,a;4) e p°(a)>0 g.tp. em|[0,a;4] para i=1,--- N, (3.99)

Hi(a) = effoam(o)da’ a € [O,CLH], para 1 = 1, e ’N -1
HN(a, t,x; S) =e foz “N(a_a’s(t_o))dJ, para (3100)
(a,t,7;8) € Dy = {a € [0,an;],t € [0,T],z € [0,a At]}

Bn e My sao localmente Lipschitz com respeito as varidveis x; :

VM >0, 3 H(M) >0 tal que

(3.101)
By (a, 21, 2n) — Bn(a, Ty, -+, Ty)| < H(M) Z?:l 25 — Tl
‘MN((I,QL’l, T 73371) _MN<G7T17” ' ’Tn)’ < H<M) Z?:l ‘xj _jj|‘
Para todo S e S € C(Ry;R™) tais que S;(t), S;(t) <M, com1<j<ne
t € [0, T], temos: (3.102)
_ 3 _
My(a.t,5:8) ~ (o t,s5) < HM S, [ 155(0) = 5(0)] do
A solugao para este sistema sao fungoes, iguais ao Caso 2, dadas por
I1
p°(a — t)il(@ se a > t,
mlat) = thia—1)
By (t — a)lly(a) se a < t,
II;
p(a — t)i sea>t
pia,t) = i(a —1) i=2-- ,N—1, (3.103)
B;_1(t — a)ll;(a) sea<t
pn’(a — )y(a,t,t;S)  sea >t,
pN(aat) =
Bn_1(t —a)lly(a,t,a;S) sea<t.
para (a,t) € [0,a;] x Ry, cujas equagdes de renovagao sao:
t
Bi(t) = Fi(t) + /0 Ki(t — 5)Bu(s) ds
t
Bi(t) = Fy(t) +/ Ki(t — $)Bi(s)ds i=2,--- , N —1,
0 (3.104)

Bu(t) = Fn(t:S) + /Ot Kn(t,t —s:.5)Bx_1(s) ds,

t
Si(t) = G;(t;9) —i—/o H;(t,t —s;5)Bn-1(s)ds, 1<j<n,
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com
Ki(t) = Bi()IL(1) - N1 (3.105)
oo HZCL—}-t) =1, - 4L .
(0= [ Ao+ 0 ) da
KN(tas; S) = 5N(37t75’(t))HN(SvtaS;S)a
~ (3.106)
FN(tv S) = / BN(a +1,1, S(t>>HN(a +1t,t,t; S)pl()(a) dCL,
0
H;(t,s;S) =(s)n(s,t,s;9)
Gy(t: S) = /0 vila + Oy (a+ 1t t; S)px°(a) da
comt>0,s>0ef;,I; e p;° se anulando, para todoi = 1,--- , N, fora de seus intervalos

de definigao.
No que segue, os proximos resultados mantém a mesma sequéncia das segoes anteriores,

com suas provas partindo dos Casos 1 e 2, sem notaveis diferencas. Entao, veremos apenas

o enunciado dos resultados. Primeiro, as propriedades de (3.105)) — (3.107)):

Proposicao 3.24. Suponha que as condigoes basicas (3.96) — (3.101)) sejam satisfeitas.

Entao, para qualquer S € C(R;R%), temos
1) as fungoes K;, parai=1,--- N — 1, pertencem a L>*(R,) e

0 < K;(t) <B7 qtp., Ki(t)=0parat> a;,

)

2) os micleos Ky e Hj (1 < j < n) sio nao-negativos e pertencem a L>([0,any)) xRy,
3) as fungoes F;, para i =1,--- N — 1, sao continuas em R, e

0 < Fi(t) < B p°lly,  Fi(t) =0 para t > ay,

4) as fungoes Fy e G, (1 < j < n) sdo ndo-negativas e pertencem a C(R,),
) a fungio ly € continua em Dy, = {a € [0,ani],t € Ry, x € [0,a At]}.
Como solugao para (3.104]) temos:

Definicdo 3.5. A solugao para o problema (3.104) é um conjunto de fungoes B; €
CRL,RY), parai=1,--- N eS; € C(Ry,R;), para 1 < j < n, satisfazendo (3.104}).
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3.3.3.1 A Existéncia de solucao

Considere o seguinte processo iterativo:

t
BM(t) = Fi(1) +/ Ki(t — s)Bx"(s) ds,

Bk+1 +/K 1k(8>d8 i:27"',N_1,
(3.108)
S k”( t) = G,(t; S¥) +/ Hi(t,t — 5:S5)By_y"(s)ds j=1,---.m,

BNk+1(t) = FN(t; Sk+1 +/ KN tat - S;Sk+1>BN_1k(S> ds.
0

iniciado por B;’(t) =0 e S;°(t) =0, paratodoi=1,--- ,N, j=1,--- ,n,t >0es > 0.

A funcao distancia entre duas iteradas consecutivas no ultimo estdgio IV é:

&vk(t) _ ’BNk(t)_BNk 1 ‘+Z‘Sk Sk 1 )

, parat > 0. (3.109)

Teorema 3.25. Suponha que as condigoes (3.96) — (3.101) sejam satisfeitas. Entdo, o

sistema (3.104)) tem solucao unica e satisfaz

0 < Bi(t) < B [|pa°ly e 1Bnlle,
0< Bl<t) < /Bj Hp’LOHI etﬁj IIBi?lHC? L= 27 e 7N - 17
0
0< BN(t) < 5N+ (H%V_lul (6t61v71+ IBN—2llc _ 1) + ||pN0||1> 7 (3.110>
Byl
0< Sj(t) <At (HgN_lnl (eaN71T5N71+ IBn—2llc _ 1)+ ||pNO||1> :
[By-2llc

para todo j =1,--- ' n,

e, para o estigio N, temos

EvIe) < cON( +1) [ "exk (o) do, (3.111)

0
HpN Hl HpN 1 H1 eTﬂN 1T |1By— 2lle 66( )
| Bn -2l

em que M > depende somente de M.

Teorema 3.26. Suponha que as condigoes basicas (3.96) — (3.101)) sejam satisfeitas e

que as fungoes p; definidas em (3.103), onde o conjunto {By,--- , By, S1, -+, Sy} satisfaz
(3.104) — (3.107). Entao p;, para i = 1,--- N, é solugdo unica para no sequinte




78

sentido:

. 1
1) limy, o — [pi(a+ h,t + h) — pi(a,t)] = —pi(a)pi(a,t) q.t.p. em [0, aiT] x Ry

h
parat=1,--- N —1,

) 1
2) 11rnh%O E [PN(G + hat + h) - pN(a7 t)] = —,MN(CL, Sl (t)a T Sn(t))pN<a7 t)
qt.p. em [0,ani] x Ry, (3.112)
3) pi(a,t) € continua, para (a,t) € [0,a;] x [0, Tlei=1,---,N, coma<t,

satzsfazenda H I11) ou H IV ) para t > 0,

4) pi(+,0) = Pz q.t.p. em (0, @ZT> parat=1,---,N.

Além disso, para a € [0,a;4] et € [0,T7], temos

pi(-,t) € C([O,T],Ll(o,a”)) e pi(a,t) >0 qtp. em|0,a¢] xRy, parai=1,--- N,

0

DN— +

Ip1(, D), < Byt (ﬁ H+||Bl HlH . (etﬁzv_1 I1By—2llc 4 ¢ — 1) ‘|‘thNO||1) + [Ip°ll,,
N—-1 N-2||c

0
Di— + . .
sz(,t)Hl S ”B 12||’|1 (etﬁz—l |Bi—2llc _ 1) + HpioH17 7 = 2’ ce 7N_
Uaraile)

3.3.3.2 Regularidade

Para a regularidade de (3.103)) e (3.104) temos:

Proposicao 3.27. Suponha que as condigoes basicas (3.96|) — (3.101)) sejam satisfeitas e
seja {By,--+ ,Bn,S1, - ,Sn} solugio para (3.104) fornecida pelo Teorema (3.25)). Con-

sidere, além disso, que

1) B, parai=1,--- N —1, € absolutamente continua em [0, a;],

2) Bu € continuamente diferencidvel em [0,an] x [0,T] x R,

3) 7, paraj=1,--- n, €absolutamente continua em [0, ayy], (3.113)
4) %ZGLOO(O ai), parai=1,--- N —1,
5) [ L0, ays).
IIy°
Entao, B; (i=1,--- ,N)eS; (j=1,---,n) sdo continuamente diferencidveis.
Assim, garantimos a diferenciabilidade das equacoes B;, para todoi=1,--- ,N, e a

diferenciabilidade da solucao p;(a,t) para o problema (P5]).
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3.3.4 Caso 4: Um termo logistico inserido na ultima fase

Neste caso vamos discutir um modelo geral que aborda o mecanismo de dindmica logis-
tica da populagao. Este mecanismo, segundo Webb (1985), pode ser introduzido quando
h& um aumento da mortalidade conforme a populagao aumenta e os efeitos da aglomeracao
e limitacao de recursos tomam conta.

Para isso, no problema consideramos as N — 1 primeiras fases de vida da forma
como estao escritas e na ultima fase, N, introduzimos um termo logistico com uma taxa

de mortalidade adicional M y:
M (t, (Sn(t)), t=>0,

onde Sy(t) = /0 o v(a)p(a,t)da descreve a ocupagao do nicho com v representando os
diferentes impactos ecoldgicos ocasionados por individuos de diferentes idades (IANNELLI;
MILNER, 2017)).
Entao, mantendo as mesmas taxas de fertilidades e assumindo como mortalidade para
a fase N
pn(a,z) = un®(a) + My(t,z), paraz € Ry,

temos o seguinte problema:

D pulat) +pigla,t) + p(a)pi(a,t) =0, i=1,--- N —1,
II)  pny(a,t) + pna(ast) + pn(a)pn(a, t) + My (t, Sn(t))pw(a,t) = 0,
1D pi(0.) = [ Bulo.Sw(t)px(o.t) do = Bylt),

V) pi(0,t) = /()ai_lTﬁi_l(a)pi_l(a,t) do = Biy(t), i=2,--- N,
V) pia,0)=pa), i=1,-- N,

VI) Sy(t)= /OQNJr ~v(a)pn(a,t)da,

(P6)

com a € [0,apn+], t € [0,T], para T > 0 e as seguintes condicoes basicas:
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1) Bi,-, BN, M1, pN—1, un®  satisfazem (3.73) e (3.75

respectivamente;
2) My :R, xR, - R, éuma fungdo continua, continuamente
diferenciavel com respeito a segunda variavel, a derivada com respeito
a esta mesma variavel ¢ positiva em R, x R, e, além disso, (3.114)
Mny(t,0) =0 teRy,

lim My(t,Sy) = +oo uniformemente com respeito a t;
SN—+o0

3) ~ satisfaz (3.74) para n = 1,

4) p® satisfaz (3.76), i =1,---, N.

As equacoes de probabilidade de sobrevivéncia como sendo:
[;(a) = e~ foa”i(”)d", a€l0,a;4], parai=1,--- N —1,

HN<CL, t,x; SN) _ e—fow pn(a—0,Sn(t—0))do _ e fOT pn®(a—0)+ My (t—0,Sn(t—0)) do

para (a,t,z;Sy) € Duy = {a € [0,any),t € [0,T],2 € [0,a At]}.

A solugao para o problema acima, conforme o Caso 2, é a seguinte:

11
p1°(a — t)il(@ se a >t
D1 (a7 t) = H1<CZ - t)
By (t — a)lli(a) se a <t,
1I;
pi¥(a — 75)ﬂ se a > t,
pia,t) = Ii(a —1) i=2--,N—1, (3.115)
Bi_1<t — a)Hl(a) se a < t,
pn’(a — )y(a,t,t; Sy) sea >t
pN((Z?t) =
Bn_1(t — a)ll(a,t,a; Sy) sea <t,

Com as equagoes acima, o sistema de equagoes de renovagao é:

By(t) = Fi(t) + [ Kalt = 5)By(s) s,

Bi(t) = Fy(t) + /Ot Ki(t— 8)Bia(s)ds  i=2-- N—1, -

t
Bx(t) = Fy(t; SN)+/0 Kn(t,t — 5 5x) By_1(s) ds,

Sw(t) = G(t: Sn) + /Ot H(t,t — 5 Sx) By1(s) ds,
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com

~ (a (3.117)
Fi(t) = /0 Bim)l'[,ilclz(—)t)pio(a —t)da, i=1,---,N—1,
KN(tys; SN) = 51\7(57 SN(t))HN(S’t7S;SN)7
N (3.118)
Fi(t:Sw) = [ Bula Sx () (a 1.8 Sy) pa°(a — 1) da,
H(t7 3 SN) = V(S)HNQS? ta S SN)7
(3.119)

G(t; Sy) = / y(@)Ly(a, t,; Sx) px°(a — t) da,

onde todas as fun¢oes se anulam fora dos seus respectivos intervalos de defini¢ao.
Observemos que este problema é bastante similar ao discutido na Segdo [3.3.2} consi-
derando n = 1 nas varidveis tamanho S;(t). Sendo assim, sob as afirmac¢oes constituidas
acima, todas as hipoteses basicas e resultados provados na secao citada valem para esta,
temos entao o problema logistico com existéncia de solugao unica apresentado de-

terminada regularidade.

3.4 UMA DINAMICA HOSPEDEIRO-PARASITA

Nesta segdo vamos trabalhar com uma extensao do modelo linear (P1]) caracterizada
pela presenca de uma taxa de mortalidade adicional. Para esta dinamica, sejam duas
populagoes, uma hospedeira e outra parasita cujas fases de vida sao respectivamente

denotadas por:

e« E,T,A como as fases de vida da populacao hospedeira: Eggs (ovos), Tadpoles (gi-

rinos), Adults (adultos), respectivamente;

e« ¢,l,d como as fases da populacao parasita: eggs (ovos), larvas e adultos, respectiva-

mente;
« o subindice p se refere as fases de vida da populacao hospedeira parasitadas.

Consideremos apenas a fase adulta A da populacao hospedeira, com A, sendo os

adultos parasitados. Temos os seguintes sistemas:
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1) Sistema de equagoes-parasita:
e =byd—o.e— e,
I'==-(A+A)l+o0.e—ul, (3.120)
d/ = 5[ (A+Ap)l - udd

com os parametros definidos na Tabela [I]

Tabela 1 — Parametros do sistema de equacoes do parasita.

Parametro Descricao

bg Taxa de oviposicao de adultos.

O Taxa de eclosao de ovos.

& Taxa de infeccao das larvas.

Lbe Taxa de mortalidade natural para a fase de ovo.
1 Taxa de mortalidade natural para a fase larval.
hd Taxa de mortalidade natural para a fase adulta.

Fonte: a autora.

2) Sistema de equagoes-hospedeiro:

DA DA

S o= —pla) A= & AL
0A,  0A,
2+ S = —(u(a) + pyl@) Ay + €4 AL (3.121)

Fazendo A = A+ A, e somando as duas equacoes do sistema acima obtemos a segunda

equagao abaixo:

0A 0A

aié + aiq = _ﬂ<a)A_£AAl>

0A 0A ~ ~

B + B + ua) A = —py(a) A+ pp(a) A. (3.122)

A primeira equagao pode ser trabalhada fazendo

A(a,t)

= €a [11(s)ds
q(a,t) = e*Jo Ml(a)

seguindo por integracao ao longo de retas caracteristicas, como vimos antes, onde

(a) =€ Jo 1) do com a € [0, az].

Para a segunda equagdo, assumimos j,(a) uma fungdo ndo-negativa, pertencente a

L>(0, at), representando a taxa de mortalidade de individuos parasitados e sendo propor-

cional ao tamanho da populacao.
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Considerando

Pa) =e Jo Hp (@) do com a € [0, az],

como sendo a probabilidade de sobrevivéncia dos individuos parasitados. Podemos tam-

bém trabalhar a segunda equacao por integracao ao longo de caracteristicas, conforme

fizemos no modelo nao-linear.

Dessa forma, olhemos o seguinte problema com apenas a fase adulta do hospedeiro,

caracterizada por individuos parasitados (A,) e ndo parasitados (A):

I) Ai(a,t) + Au(a, t) + pla) Ala,t) = =41 A(a, t),
IT) Ay(a,t) + Au(a,t) + pla) Ala, t) = —py(a) A(a, t) + py(a) A(a, t),
11) A(0,1) = /0 " Ba(0)A(o,t)do = Balt),

1V) A0.1) = [ Ba(0) Ao, 1) do = B(t),

para a € (0,a;) et € (0,T), para T > 0 e a; a idade méxima para a populagdo adulta A.

As hipdteses bésicas sobre 84, 84, tt, fip, A% € AY) que estdao de acordo com a analise

pratica biologica, sdo as mesmas trabalhadas no modelo linear, onde os parametros com

subindice p possuem as mesmas condi¢oes basicas daqueles sem subindice. De fato,

Ba € L®(0,a:), 0<Bala) <Ba™ qtp. em|0,ai,

Bi€ L®(0,as), 0<B4(a) <Pz qtp em|[0,a],

p € Lip([0,a1)),  p(a) >0 gqtp. em [0,ai],

ty € Li(10.0),  pp(a) >0 qtop. em [0,ay],

/aT p(o) do = +oo,
0

/0 TpJp(a) do = +o0,

A% e L'(0,a;), A%a)>0 gq.t.p. em [0,a4],

A" e LY0,a;), Aa)>0 q.t.p. em [0,ay.

(3.123)

(3.124)

(3.125)

(3.126)
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Temos que considerar ainda a equacao [(t) satisfazendo:

1€ L'0,T), I(t)>0 gq.tp.em][0,T]. (3.127)

Assim, aplicando integragdo ao longo de caracteristicas, como especificamos acima, o

problema (P7)) possui o seguinte conjunto solucdo {A4, A}:

(3.128)

Alat) = Ao(a—t)l_[(ri(a_)t)eg“‘f;l(s)ds se a > t,
| B(t — a)TI(a)e % DECL sea <t,
70 [(a)®(a)
A= —nea—pn *
t a—o 1l(a)&(a) a—o,t—o0)do sea
o Jy (@ = = A g(e —gy A~ = 0)dr seazt
B;(t — a)ll(a)®(a) +
/Oa fp(a — O’)H<a lj(gigz)_ U)A(a —o,t—0)do sea<t,

As taxas totais de nascimento By e Bj s@o, entdo, da forma: para ¢t < a,

Ba(t) = / Bala BA(t—a) s 1) gq
+/ Bala )A°< e I g,
Bi(t) = [ Sa@)(@(e)Bs(t - a)da
+/0/0 BA(U)up(a—U)H(GIE<Z§$EZ)_0>A(a—a,t—0)d0'da
+[ 5@ n(aH—(i;iE?— pAa—t)da
+ [ /Dtﬁg(a)ﬂ,,(a—U)H(aljf;igz)_ A0t —a)do da
para t > as,
Balt) = [ Bal@)l(@)Ba(t = aje 451" da
Bit) = [ Ba(@M@2(@)Bs(t — a)da

+ /OGT /Oa Bilo)uy(a— o) M(a ?(Ziigz)_ J)A(a —o,t —0o)doda.
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Reescrevendo-as, temos:

Ba(t) = Fa(t) + /Ot Ka(o) Ba(t — o) do, (3.129)

Bi(t) = Fa(t) + [ Kalo) Balt — o) do,

Ka(t) = Ba(t)TI(t)e 5 Jo ()8

K5(t) = Ba®)IL()D(1),

(3.130)

Fu(t) = /too BA(a)g(j)AO( t)e —€a [} Us) ds da.,
~ M(@)®(a)
/t BA((I)H(G _ t)q)(@ — If) (CL )da +

/t /GBA<O')MP(CL_O-) i H(@i@(a) Ala— ot —o)doda +

o0)®(a— o)
II(a)®(a)
/ /ﬁA o) pp(a ) M(a J)(I)(a_g)A(a—a,t—a)dada,
Fat) =9 parat<a, (3.131)

/Ooo /Oa Balo)pp(a — O)H(a ?(sggz)_ O’)A<a —0,t —0)do da,

para t > a; .

onde todas as funcoes definidas no intervalo [0, a4] se anulam fora dele.
Nossas hip6teses permitem-nos observar que as fungoes K4 e K ;4 pertencem a L>®(R, ),
as fungoes Fy e 5 para t < a4 sdo continuas em R, conforme a Proposicao[3.]trabalhada

anteriormente no modelo linear, e no infinito, para ¢t > a;, temos

FA(t):/Uoo/()aﬁA(U)Mp(a_U)H(alj(zgzile)— O)A(a—a,t—a)dada > 0.

Ou seja, K4, K3, F'y e F); possuem as mesmas propriedades de K; e F; em ((3.10) nas
equagoes de renovacao ([3.9). Assim, pelo Teorema da Existéncia 3.2} as equagoes (3.129))

tém solucao tnica no sentido da Definigao satisfazendo
0< Ba(t) < BatlIA°, e 0< Bsi(t) < Bi" A%,

Dessa forma, o conjunto A, A é solu¢do tinica para o problema (P7), com A e A em
C([0,T], L*(0,ay)), ndo-negativas e satisfazendo os itens de (P7). Além disso, conforme o
Corolério [3.4] essas densidades etédrias também satisfazem:

A(- 1)

e € L®0,a;) YVt >0 = pa(-)A(-,t) € L*(0,a;), ¥Vt >0;
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A( B t)
II(-)
O mesmo para as densidades iniciais A e A°,

Quanto a regularidade da solucdo de ([P7)), observando a Proposigao também re-
ferente a Secao e supondo condigoes similares as afirmagoes (3.123) — (3.126)), as

€ L®0,a:) YVt >0 = puz(-)A(-,t) € LY(0,ay), VYt >0.

densidades etdrias acima e a continuidade absoluta de 34, 85, A° e A°, obtemos necessa-

riamente a diferenciabilidade das funcoes F4 e F';, atentando-se ao fato de que agora
Ky (1) = [By(OTI(E) — Ba(®)p(O)TI(E) — EaBa(t)TI(E)1(2))e5 Jo 1)

K5(t) = [B3(0OIL() = Ba()u(OIL(E) — Ba(t)py () ()] D(2).
Assim, como consequéncia, as equagoes By e B; em (3.129)) sao continuamente dife-
rencidveis e, entdo, o conjunto solucio {A(a,t), A(a,t)} para obtém sua diferencia-

bilidade continua em quase todo ponto do seu dominio, como desejamos.
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4 METODO NUMERICO PARA AS MODELAGENS POPULACIONAIS E UMA
APLICACAO A POPULACAO DE Rana temporaria

Com toda a teoria vista no capitulo anterior, neste vamos trabalhar com a elaboracao
de um método numérico para a resolucao de alguns dos modelos apresentados. Sao trés
modelos: o primeiro e o segundo dizem respeito a uma dindmica linear, similar a Secao
, de uma populagdao anura de Rana temporaria escolhida, em que, primeiro, todas as
taxas vitais sao consideradas constantes e, depois, trabalhamos com a periodicidade da
taxa de fertilidade da ultima fase de vida desta populacgao, conforme . Ja para o
ultimo modelo, trabalhamos uma dindmica nao-linear logistica, também na ultima fase

de vida da mesma populagdo, como caracterizagao do problema presente na Secao ((3.3.4)).

4.1 METODO NUMERICO PARA AS MODELAGENS POPULACIONAIS

Olhemos para o modelo (P1)), existem alguns métodos numéricos naturais baseados

em discretizagoes de diferencas finitas da derivada direcional

0 0
D = En + %
acoplada com uma discretizacao da condi¢ao de contorno em , IT e I1T) para obtermos
uma solucao numérica do problema por meio de quadratura. Seguindo a mesma metodo-
logia de integracao por retas caracteristicas, vamos escrever um método para obtermos
solugoes aproximadas para problemas cujo modelo seja (P1)).

Com base em Anita, Arnautu e Capasso (2011) e Tannelli e Milner (2017)), vamos
introduzir algumas notagoes e observagoes: considere, para cada fase de vidai=1,--- | N
da populagao, T* > 0 o tempo final para a solugao aproximada, N > 0 o numero de
passos no tempo t e M; > 0 o nimero de passos na idade a. Vamos discretizar o tempo e

a idade com o mesmo parametro, entao consideremos h; este parametro de discretizacao,

para cada fase, e facamos

Para quaisquer inteiros m,n > 0 temos

am = (m—1).h; para m=12--- M; e t"=(n-—1).h; para n=1,2,--- N/.
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Quaisquer funcgoes de a e t vamos escrevé-las da forma:

fm = f(&m) € g;ib(amatn)'

Assim, a derivada direcional de p; tem a seguinte aproximacao:

Pi(am + hi 1" + Bi) — pilam, t") _ pinil — pil,

piam, ") = lim, B W (4.1)
M
onde p;(0,t™) = h; Z Wi BimDin, Obedece a formula de quadratura, com w,; sendo os

pesos que definem awflg;mula e determinam sua ordem de aproximacao. Como férmula de
quadratura, utilizaremos a regra dos trapézios composta para obtermos uma aproximacao
da integral de p;(0,t").

Com o intuito de limitar a taxa de mortalidade p;, devido a condigao , faremos a

seguinte consideracao a respeito da taxa de natalidade 3; em cada fase ¢ de vida:
assuma que existe um a;" < a;+ tal que Sj(a) =0 Va>a"etodoi=1,--- N.

Ou seja, somente o intervalo etario [0, a;*] é responsavel pelo processo de renovacao
da populacao, podendo desconsiderar os individuos mais velhos. Assim, em cada intervalo
etéario [0, a;*| podemos assumir y; limitado.

A partir da equagao I), temos
Dpi<am7 tn> = _,U/impi(ama tn)

Podemos encontrar uma aproximacao da equacao acima usando da forma
Dpj(ap, t") ~ Pim _h f)i?n_llj

obtida substituindo h; — 07 por h; — 0~ em (4.1]), para substituir as derivadas por um

quociente de diferenca finita regressivo (IER - método Implicit Euler-Riemman) e substi-

tuir a solugao p; por uma aproximagao u,. Para calcular a aproximacao dos nascimentos

pigTH0,¢"1) no tempo ", por exemplo, trocamos p;i ! por p; e entdo aproximamos

as integrais em , IT e III) pela soma de Riemann das quadraturas como foi escrito

antes.
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*

. . ~ . . a;
Assim, sendo wu; aproximacao de p;, para cada fase de vida i, e M;* =1 4+ ——, temos
i

o sistema:
n _ ., n—1
]) Ujoy, huzm—l — _Mlmul:z’ 1 S m < ]\4;"7 1<n S qu*;
i=1--,N,
Mpy*
IT) uag = hy Y- By unm,: 1<n < Ny, (PS)
m:]‘}i—l*
IIT) u; = hiy Z BicipUic1m, 1<n<Nf i=2--- N,
m=1
1V) Uign:pio(am), 1<m< M i=1,---,N,

onde podemos desconsiderar os valores de w;, para todo m > M,", com isso todos os
termos nas somas , IT e IIT) desaparecem para m > M;".
Resolvendo a equacgao , I) explicitamente para ;" temos:

1 1
—u, L, 1< m <M, 1<n< NS i=1,---,N. 4.9
(1+ hi.,uim)u m-l == == ! (4.2)

Esta equacao é a solucao numérica explicita aproximada a do sistema original, vamos
escrever programas para obter a solugao numérica dos modelos quando aplicados a dados
de fertilidade, mortalidade e ciclo reprodutivo da populagdao de R. temporaria obtidos na
literatura. Para isso, primeiro vamos ver uma sintese sobre as caracteristicas de vida desta

espécie e sobre duas doencas infecciosas que estao cada vez mais diminuindo o nimero de

populagoes anfibias no Brasil e no mundo.

4.2 A POPULACAO DE Rana temporaria

A Rana temporaria é uma espécie de anfibio anuro com classificagdo taxondmica,

segundo Linnaeus (1758)), como sendo

Reino: Animalia
Filo: Chordata
Classe: Amphibia
Ordem: Anura
Familia: Ranidae
Género: Rana

Espécie: Rana temporaria.
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Esta espécie é comum em quase toda Europa e noroeste da Asia, resistente a climas
frios, pode ser encontrada em qualquer habitat imido que esteja em sua area (lagos, la-
goas, rios e riachos) e, em biomas terrestres, encontrada em taigas, florestas e montanhas.
A R. temporaria ou Common frogs se distingue dos outros sapos de aparéncia semelhante
por sua pele lisa e imida, pernas traseiras ligeiramente mais longas, cabega e formato do
corpo mais angulares. As fémeas sdo geralmente mais amareladas e podem ter manchas
vermelhas nas laterais, os machos desenvolvem manchas azuis nas costas e garganta du-
rante a época de reproducao. Na maioria das vezes, as fémeas tendem a ser maiores do
que os machos. Os adultos tém aproximadamente 7,5 — 9cm de comprimento e pesam
em média 22,7 g (FHT, 2021} RAMOS, 2001).

A hibernagao ocorre de agosto/novembro a fevereiro/inicio de junho, dependendo da
latitude e altitude. A reprodugao ocorre de marco a final de junho, geralmente no inicio
da primavera, quando acontece a desova e a fertilizacao externa desses ovos na agua: o
macho sobe nas costas da fémea e agarra seu corpo com as patas dianteiras, ele libera
seu esperma enquanto ela poe seus ovos e permanecem assim até que a postura dos ovos
e sua fertilizacao estejam completas, iniciando assim uma fase embrionaria. Alguns dias
ap6s o periodo de reproducao, os ovos eclodem e formam girinos, que correspondem ao
estagio larval dos sapos, estes se alimentam principalmente de detritos, algas e plantas
superiores. Iniciada a metamorfose, esses girinos comecam a criar pernas - as traseiras sao
as primeiras a crescerem - sua cauda ¢ absorvida pelo corpo, perdem as guelras, desen-
volvem os pulmoes e a estrutura do sistema digestivo, do coragao e do esqueleto também
muda. Com o fim da metamorfose, os juvenis agora recém metamorfoseados, migram para
o bioma terrestres passam a se alimentar de microartréopodes, se desenvolvem, alcancam
a maturidade sexual no méaximo aos 3 anos, em ambos 0s sexos, retornam a agua onde
originalmente se metamorfosearam para se reproduzirem e dar inicio a mais um ciclo de
vida. Os sapos chegam a fase adulta vivendo em média de 6 a 8 anos (AMPHIBIAWEB,
2020; RAMOS, 2001]).

A R. temporaria no geral nao se encontra ameacada. No entanto, as populagoes po-
dem ser muito instaveis e vulneraveis as influéncias humanas e merecem atencao especial.
Algumas éareas altamente transformadas pelas pessoas, com a destruicdo dos viveiros de
reproducao e habitats terrestres, a urbanizacao, a poluicao da agua, ar e solo, fazem com
que o numero populacional da espécie diminua. Em alguns paises da Europa Ocidental

(Gra-Bretanha, partes da Alemanha, Suiga etc), o ntimero diminuiu drasticamente devido
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a destruicao industrial e polui¢ao dos habitats (especialmente lagos e pantanos). Economi-
camente a R. temporaria é de grande importancia para o ser humano, ajuda a controlar as
populagoes de mosquitos e insetos que prejudicam as plantagoes, sao importantes quando
se trata de ensino e pesquisa cientifica e os ecologistas monitoram essas populagoes a me-
dida que refletem a satide do ecossistema como um todo (AMPHIBIAWEB| 2020; RAMOS,
2001).

Em todo o mundo, espécies de anfibios estao sofrendo graves declinios populacionais.
Além dos fatores ambientais, as doencas infecciosas nos anfibios ja foram e sdao respon-
saveis por declinios e extingoes de populagoes naturais em todos os continentes. Dentre
as doencgas presentes, as duas mais notaveis que apresentam o maior impacto nesse grupo

sdo a quitridiomicose e a ranavirose (RUGGERI et al., 2021):

e A quitridiomicose é causada por duas espécies de fungos, o Batrachochytrium den-
drobatidis (Bd), descoberto em 1998, e o B. salamandrivorans (Bsal), descoberto em
2013. Ela ataca a pele dos anfibios e acaba interferindo em seu batimento cardiaco,
sua transmissao se da pela 4gua ou o contato direto entre os animais. E provavel que
ambas espécies tenham se originado na Asia e sua disseminacdo foi facilitada pelos
humanos com o comércio mundial da carne de ra. Foi relatado que a quitridiomicose
contribuiu para o declinio de pelo menos 501 espécies de anfibios ao redor do mundo,
sendo que 18% destas (90 espécies) estao extintas ou presumivelmente extintas, com
os maiores declinios acontecendo na Mesoamérica, América do Sul e Austrélia. Isso
representa a maior perda documentada de biodiversidade atribuivel a um patdgeno
(SCHEELE et al., 2019). No Brasil, hé fortes evidéncias de que a quitridiomicose cau-
sou a maioria dos declinios historicos de anfibios observados no pais. Durante o
periodo em que houve o pico de declinio aqui, de 1979 a 1987, foi detectado um
aumento nao proporc¢ao de girinos infectados com Bd, coincidindo amplamente com
o que foi observado em outras regioes tropicais da América Central e Australia
(CARVALHO; BECKER; TOLEDO, 2017). Até o momento, foi detectado Bd em mais
de 100 espécies de anuros no Brasil, principalmente na por¢ao sul da Mata Atlan-
tica, havendo relatos da presenga também em anfibios de algumas regioes pouco
exploradas como norte da Mata Atlantica, Amazonia (em um anuro capturado em
estado selvagem), Bahia, Pernambuco, Pard e Minas Gerais (VALENCIA-AGUILAR

et al, 2015). Além da linhagem do fungo Bd citado, os pesquisadores Schloegel et
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al. (2012) descobriram que a Mata Atlantica possui uma linhagem brasileira desse
fungo, denominada de Bd-Brazil, e outra linhagem hibrida entre a do préprio fungo
Bd-GPL e a Bd-Brazil, chamada Bd-Hybrid. Eles acreditam que a linhagem bra-
sileira se originou e permaneceu no Brasil e com a chegada ao pais da linhagem

Bd-GPL, as duas se hibridizaram.

e A ranavirose ¢ uma doenga infecciosa causada pelos virus do género Ranavirus
que estdo associados & morte de anfibios, peixes e répteis. E de réapida disseminacio
e alta letalidade, cujos sinais em anfibios consistem em lesGes na pele, hemorragia
interna, eritema e comportamento anormal do animal, como natagao erratica e perda
flutuabilidade (RUGGERI et al., [2021)). No Brasil, o ranavirus so foi relatado em girinos
de espécies nativas e da espécie ra-touro americana ou American bullfrog (Lithobates
catesbeianus), encontradas em fazendas de cativeiro. A disseminagao desse patogeno
por diferentes regioes do mundo pode ser devida ao comércio de anfibios vivos, tais
como a ra-touro americana que pode ser infectada com ranavirus, nao apresentar
sintomas da doenca e agir como um vetor para a disseminag¢ao do virus. Esta é uma
espécie muito cultivada para o consumo humano e o Brasil ¢ um grande produtor

desta (RUGGERI et al., [2019).

Quanto a R. temporaria, esta espécie tem um parasita préprio, um platelminto da
classe Trematoda (vermes) conhecido como Polystoma integerrimum. Este parasita ha-
bita a bexiga do anfibio adulto, seu hospedeiro, onde se alimentam de células descamadas,
sangue e muco. O intrigante deste parasita é que ele tem seu ciclo de vida devidamente
sincronizado com o do hospedeiro e em alguns momentos ele até acelera seu desenvolvi-
mento para conseguir contribuir com a manutengdo da espécie (DRAGO; NUNEZ, 2017).
O ciclo de vida do P. integerrimum inicia quando a estacao reprodutiva dos anfibios se
aproxima e os hormoénios que aparecem na bexiga desses anfibios induzem os parasitas, ali
presentes, a se reproduzirem. Entao os parasitas depositam seus ovos na bexiga urindria
dos anfibios que os eliminam para o exterior quando vao ao meio aquatico se reproduzi-
rem. Os ovos dos parasitas sao eliminados dias apos o inicio da desova dos anfibios, pois
assim estes ovos demoram um tempo a mais que os do hospedeiro para eclodir de modo
que os vermes larvais dos parasitas, também conhecido como oncomiracidios, quando sur-
gem, encontram os girinos ja em um estagio ativo de suas vidas (DRAGO; NUNEZ, 2017}

SAVAGE], [1962).
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Os oncomiracidios nadam rapidamente até os girinos e entram na camara branquial
destes. Uma vez 14, fixam-se as branquias e vao se desenvolver de duas maneiras, depen-
dendo do estagio em que se encontram os girinos. Se os girinos ja perderam suas branquias
externas e adquiriram as internas, o desenvolvimento dos oncomiracidios segue normal-
mente, quando os girinos avancam na metamorfose, perdendo as branquias internas e se
tornando um adulto jovem, os vermes passam para fora da camara branquial e migram
até a bexiga urinaria do hospedeiro, que a essa altura ja se desenvolveu. Estando 14, a
maturidade sexual do parasita é atingida dentro de trés anos, conforme a do hospedeiro
(DRAGO; NUNEZ, [2017; SAVAGE, 1962)). Caso os oncomiracidios entrem em contato com
um girino mais novo que ainda possui as branquias externas, ocorre um desenvolvimento
nao natural bem acelerado dessas larvas oncomiracidias, de forma que as mudancas sao
perceptiveis em poucas horas, e antes que os girinos finalizem sua metamorfose, essas
larvas se tornam jovens adultos menores e estruturalmente diferente dos normais, amadu-
recem sexualmente e produzem um tnico ovo viavel (segundo Drago e Nunes (2017)) ou
alguns ovos vidveis (segundo Savage (1962))) que sdo passados da cdmara branquial para
a agua e eclodem apoés algumas semanas em novas larvas oncomiracidias que entram no
girino, agora com branquias internas ja desenvolvidas, e continuam seu desenvolvimento
junto com as demais larvas, migrando para a bexiga, alcancando a maturidade sexual e
iniciando o ciclo novamente (DRAGO; NUNEZ, 2017; SAVAGE, 1962).

Esse desenvolvimento acelerado é considerado um desenvolvimento neoténico para Sa-
vage ((1962) e progenético para Drago e Nunes (2017, p. 77), pois segundo essas as autoras,
“Lefebvre e Poulin (2005]) e Bakke et al. (2007)) consideram que o termo mais adequado
¢ progénese, uma vez que esse processo implica uma aceleracao do ciclo de vida para
permitir que o individuo se reproduza como jovem ou larva. Ja a neotenia é a retengao de
caracteres larvais apds o estagio de desenvolvimento normal. Os individuos neoténicos/-
progenéticos morrem apos a desova e sao expelidos do girino (SAVAGE, [1962). O ciclo de
vida do P. integerrimum com as duas formas de desenvolvimento esta caracterizado na
Figura [1}

Por Tinsley (1993), ndo ha evidéncias de que os niveis de infec¢ao pelo parasita P. in-
tegerrimum induza mortalidade na R. temporaria. Mesmo assim, o estudo e a modelagem
dessa relagao hospedeiro-parasita serve como uma experiéncia inicial para a modelagem

de outras relagoes hospedeiro-parasitas que causem prejuizo a espécie hospedeira.
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Figura 1 — Ciclo de vida do Polystoma integerrimum. Setas azuis indicam o ciclo de vida de desenvolvi-
mento normal e setas vermelhas indicam o ciclo de desenvolvimento progenético/neoténico.
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integerrimum e 455
neoténicas/progenéticas)

Fonte: A autora (com base em Drago e Niiies (2017)).

4.3 MODELO 1: DINAMICA LINEAR COM TAXAS VITAIS CONSTANTES

Neste primeiro sistema, vamos trabalhar com uma dinamica populacional em que
simularemos um modelo da populacao de R. temporaria com quatro estagios de vida todos
lineares, conforme ([P1)). Assumamos um modelo com todas as taxas vitais constantes cujos

valores estao na Tabela [2 Temos o seguinte sistema-hospedeiro:

[> pit(avt) +pia(a7 t) + :U’Z(a)pl(avt) =0 1= 17 27 3747

IT)  p(0,t) = /Oa4f Ba(0)ps(o,t)do = By(t);

1) pi(0,4) = /0 Bir(o)pir(o,t)do = By_1(t) i=2,3,4

(P9)

‘[V) pz(avo) = pio(a’) i = 1727374;

Com as notagoes e consideragoes anteriores, sendo u;, aproximacao de p;; para i =
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1,2,3,4, temos o seguinte sistema aproximado:

Uin — Uinill
I) mh—m_:_ﬂimui;a 1<m<M*, 1<n< N7,
i—1,2,3,4:
My
IT)  wf = ha Y Bagtan, 1<n <N, (P10)
mﬁfl*
IIT) w§ = hiq Z BicipUiztm, 1<n <N 1=234;
m=1
V) uw?l =p°am), 1<m<M* i=1,234.

Agora, consideremos os seguintes dados retirados de alguns estudos sobre R. tempo-

raria;

Tabela 2 — Dados referentes a Rana temporaria com suas respectivas referéncias.

Dados Valor Fonte
Populacao inicial 10 fémeas e 10 machos -
Altitude da regiao 550-600 m -
Longevidade média 8 anos em ambos 2
Média de ovos depositados por fémea 621 ovos por desova 1
Tempo de oviposigao 4-8 dias 6
Duracao da fase de ovo 11-21 dias 4
Duracao da fase larval 63-112 dias 4
Maturacao sexual 3 anos 2
Mortalidade nas fases pré-metamorficas 99% a.a. 5
Taxa de sobrevivéncia na fase adulta 80% a.a. 3

Fonte: (-) A autora; (1) Beattie (1977, Tabela 20); (2) Miaud & Elmberg (1999, Tabela
& Elmberg (1999, p. 65); (4) Miaud & Elmberg (1999, p. 68); (5) Savage (1950, p. 33-34)
(1983, p. 167.)

; (3) Miaud
(6) Tinsley

[
D ~—

A ideia partindo dos dados na tabela acima é: consideremos um determinado grupo de
R. temporaria com 10 fémeas e 10 machos vivendo em uma regiao com altitude em torno de
550-600 m que iniciado o ciclo de reproducao, com o fim do periodo de desova, estimado
aqui em 8 dias, fazemos um coorte [y e estudamos a distribuicdo da nova populacgao
descendente ao longo da idade e tempo. A referéncia em (1) na Tabela [2| nos permite
considerarmos que cada fémea deposita em média 621 ovos por desova, sendo uma por
dia, assim a populagao gerada pelas 10 fémeas é 10-621 -8 = 49680 ovos (nimero de ovos
depositados pelas fémeas durante os 8 dias de desova), os quais permanecem nesta fase
em média 20 dias e na préxima fase, a larval, em média, vamos considerar, 90 dias. Essas

duas fases passam por uma mortalidade de 99% a.a.. A maior parte dessa populacio,
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em ambos os sexos, alcanca sua maturidade sexual aos 3 anos e a partir desta vivem
mais 5 anos, alcancando em sua fase final adulta uma taxa de sobrevivéncia de 80% a.a..

Como estamos inicialmente considerando as taxas vitais constantes, assumimos as taxas de

CIn(l—q)
Aai ’

em que, o parametro ¢; satisfaz 0 < ¢; < 1, corresponde a probabilidade de morte da

mortalidades de todas as fases de vida conforme lannelli e Milner (2017): u; =

populacao em cada fase de vida i e, entdo, temos 1 — ¢; como sendo a probabilidade de
sobrevivéncia da populagao também em cada i. As condigoes iniciais para os estagios de
vida foram adaptadas de Anita, Arnautu e Capasso (2011) os quais utilizaram a equagao
p°(a) = e=¢*/2) em seu problemas.

Com o total de 49680 ovos gerados, supondo algumas perdas desses ovos por condigoes
ambientais ou nao fecundidade, consideremos a populagao entao iniciando de [y = 40000

ovos. As fases em que essa populagao foi dividida, para nosso estudo, foram:
« Fase 1: ovo (a partir do fim da oviposigao até a eclosdao dos ovos);
« Fase 2: larva (a partir da eclosdao dos ovos até a metamorfose completa);
« Fase 3: jovens adultos (do fim da metamorfose até a maturagao sexual) e
» Fase 4: adultos (da maturagao sexual até o fim da vida).

Com isso, temos os dados abaixo utilizados na elaboragao do algoritimo correspondente

ao problema:

ary = 20 dias; as+ = 3 meses; az+ = 3 anos; a4y = O anos;
S =0; P = 0; Py = 0; By = 4968;
hy =0.2; he = 0.03; hs = 0.03; hys = 0.05.
w1 = —log(1 —0.99)/365; e = —log(1 —0.99)/365;
ps = —log(1 — 0.6)/365; g = —log(1 —0.2)/365;
plo(a) = lo 6(_0'005a2)3 pQO(a) = plo(alT) e(_0’05a2)3
p30(a) = p20(a21) 6(_0'5a2); p40(a) = p30(a3f) e(~0-50%),

Para 3, como nenhum dado especifico foi obtido a respeito da sobrevivéncia da populagao
durante a fase 3 de jovens adultos, consideramos a média das taxas de sobrevivéncia das
outras fases. No software MATLAB escrevemos o programa corresponde ao sistema
utilizando os dados da Tabela [2] acima. Ver codel.m em Apéndice [A.T]
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4.3.1 Resultado

Os graficos obtidos para a distribuicao da populagao considerada ao longo da idade e

do tempo conforme cada fase de vida estao a seguir:

Figura 2 — Distribuig¢do populacional da fase embriondria com respeito ao tempo e idade.
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Figura 3 — Distribui¢do populacional da fase larval com respeito ao tempo e idade.
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Figura 4 — Distribui¢do populacional da fase juvenil com respeito ao tempo e idade.
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Figura 5 — Distribuigdo populacional da fase adulta com respeito ao tempo e idade.

35

30

25

20

u ()

0 idade - anos

tempo - anos 0

(b) Rotagdo.

35

u (@)

30

3 ‘

30 —~ 25

25 —

HAIIKIOOOOCUOOOOC KXY XK IOOXKRKXI XA KKK KX XXX KX HRKHLKA KR
(OUOCCOUOOUOOUOCOOOOOOOGOOHRIIKIX KX HX XXX KX KKK 18
- (KOO KIOOOOOOOCOOOOOOOOGOUCK KX KX KKK KX RIS
v R U RO
O o o X o O
o L)

5 et ettt
Lttt st ittt ettt tato ittt otatatititetetatatotutetetetototototst
R U R 0

o=l SRR A=

05 = I ||"3332213:33312:3:!:3:2:2:2:3:3:233335:3:2:1:2:2:222:3:!:=:§:§:§:§:§:§:;:5:5:5:5:§:§:5:E:E:E:E:i:i:i:i:i:;:§§§:3‘|’||| ~, 45
ToasT I ||I 5
25 25
3
35 : 1.5
idade - anos 45 5 0 0% tempo - anos 0

Fonte: a autora.



101

u, (a,t)

u 1(a,t)

Figura 6 — Distribui¢do populacional da fase embrionaria com respeito ao tempo.
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Figura 7 — Distribui¢do populacional da fase embrionaria com respeito a idade.
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Figura 8 — Distribuigdo populacional da fase larval com respeito ao tempo.

Fonte: a autora.

Figura 9 — Distribuigdo populacional da fase larval com respeito a idade.
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Figura 10 — Distribuicao populacional da fase juvenil com respeito ao tempo.
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Figura 12 — Distribuicao populacional da fase adulta com respeito ao tempo.
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Figura 13 — Distribui¢do populacional da fase adulta com respeito a idade.
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4.3.2 Discussao

Para o primeiro modelo acima de dinamica linear e taxas vitais constantes, conforme
os graficos obtidos de cada fase vida da populagao, temos as seguintes analises:

Iniciando com 40 000 ovos, as Figuras 2] {5 nos informam quantos individuos a partir
destes 40 000 sobrevivem em cada fase ao decorrer do tempo e, paralelamente, o quanti-
tativo de individuos que alcangam a determinada idade. As figuras (a)’s presentes estao
exatamente conforme foram geradas no programa e as (b)’s correspondem a uma rotagao
das primeiras figuras para uma melhor visualizacao das curvas.

Nas 4 figuras de distribuicao populacional vemos que ao longo da reta de equacao
a = t ocorre uma descontinuidade que ¢ devida as condigdes iniciais p;" € C([0, a;;]) néo

satisfazerem a condic¢ao de compatibilidade

p°(0) = /OMT Bi(a)p:’(a)da

presente em . Como vimos, quando satisfeita, esta condi¢cao nos da possibilidade
de provar a continuidade da equacao de renovacao B; de um sistema e, consequente-
mente, obter a continuidade da solucao p; deste sistema. Caso nao seja satisfeita, temos
{(a,a);a € [0, a;;]} sendo uma linha de descontinuidade para a solugao p;, como observa-
mos nos graficos de u; (ANITA; ARNAUTU; CAPASSO, [2011)).

Vamos olhar para estes graficos conforme a divisao de valores que fazemos quando es-
tamos determinando a solugao p; por meio da integracao ao longo de retas caracteristicas,
ou seja, a regiao do grafico correspondente a a > t e a correspondente a t > a, conforme
a Figura [I4] abaixo:

Nos graficos de distribuicao populacional, os valores para a regiao a > t sao dados pela
condicdo inicial p;", enquanto que os valores para t > a sao gerados a partir da condicdo
de renovagao p(0,t) = B(t).

Em ambas regioes, para cada t, a fase 1 (de ovo) com distribuigao presente na Figura
apresentou um comportamento de decaimento quando avangamos a idade, como podemos
notar também na Figura[6l Da mesma forma, para cada idade a, ambas regioes obtiveram
um decaimento nos valores ao avangar do tempo, observamos isso na Figura [7] onde a
reta horizontal na parte inferior do grafico representa os dados da regiao t > a e as curvas
na parte superior, que iniciam em 40 000 ovos e vao diminuindo para cada a até 5 413

ovos, correspondem aos dados de a > t.
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Figura 14 — Integragdo da equacdo diferencial parcial de primeira ordem ao longo das retas caracteristicas
t — a = const.

t I>a

(a.t)

B(t-a) '
ax=t

(a.b)

-

qu{;_t] a+ .’E

Fonte: Tannelli e Milner (2017, p. 52).

As outras fases possuem um comportamento bastante similar ao descrito na fase 1,
alterando apenas o nivel de decaimento da populagao respectiva a cada fase, influenciado
por seus dados iniciais e sua mortalidade. No estagio 2 (larval) presente na Figura , por
exemplo, a regiao a > t se inicia com o ntmero final de ovos, ou seja, os 5 413 ovos que
sobreviveram aos 20 dias da primeira fase e se tornaram larvas, chegam ao fim desta nova
fase, apds 3 meses, com 3 451 larvas, conforme Figura [9] Para a regiao t > a, obtivemos
zero em todos os valores de idade e tempo, Figuras [§ e [0} pois esta regido é definida pela
equacao de renovacao B; e consideramos as taxas de fertilidade [3; para as fases antes da
maturacao iguais a zero.

Apds os 3 meses da fase larval, as 3 451 larvas sobreviventes finalizam sua metamorfose
e viram 3 451 sapos jovens que iniciam a fase 3 (juvenil) e permanecem nesta por 3 anos,
conforme distribuigdo na Figura[dl A populagdo juvenil, com sua respectiva mortalidade,
decai para 38 individuos ao fim dos 3 anos, alcancando sua maturacao sexual, Figuras
e [LI A partir da maturagdo eles se tornam adultos, isto é, 38 sapos chegam a sua
fase final (adulta), a distribui¢do desta estd presente na Figura [5 onde para cada (a,t)
toda a populacao morre ao fim de 2,8 anos, Figuras e [13 Conforme dados retirados
da literatura, a populacao tem longevidade média de 8 anos, vivendo em torno de 5 anos
apos sua maturacao sexual. Neste modelo, a populagao entao viveu aproximadamente 6,1

anos (20 dias + 3 meses + 3 anos + 2,8 anos).
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4.4 MODELO 2: DINAMICA LINEAR COM TAXA DE FERTILIDADE PERIODICA

Para este segundo modelo linear, temos uma dindmica com a taxa de fertilidade da
fase adulta da populagdo de R. temporaria sendo peridédica em relagao ao tempo t, ou
seja, vamos inserir e analisar todos os ciclos reprodutivos anuais dos 20 sapos adultos
iniciais que geraram a populagao descendente.

O sistema (P3| para i = 1,2, 3,4, tem como aproximacao o sistema de equagoes ;)

a seguir:
) n—1
]) UZm huzm 1 szulm’ 1<m< ]\474*7 1<n< NZ*,
i=1,2,3,4;
My*
IT)  wg = ha Y Baptan, 1<n <N, (P11)
ITI) w§=hisr Y, Bicipticin,, 1<n< N5 i=2,34;
m=1
V) w2 =p°am), 1<m<M* i=1,23,4.

Com os mesmos valores da Tabela [2| e adicionando um periodo T' = 2 na equagao de

fertilidade B4(a,t), utilizamos os seguintes dados para o programa:

apy =20 dias, azy = 3 meses, az+ = 3 anos, a4+ = 5 anos;

Bi(a) = Ba(a) = P3(a) =0, Ba(a,t) = 621a*(as; — a)|sin((2nt)/T)];

pr(a) = 0.99e-a)/(a1=a). p°(a) = —0.0054%). hy = 0.2;

pa(a) = 0.99e(~)/(e2=a); p2"(a) = p1 (Glf) e(_0'05a2); he = 0.03;
pia(a) = 0.6e(~)/ (s =), ps°(a) = p2°(azy) €05 hs = 0.03;
pa(a) = 0.2¢(~0)/(aai=a); p4°(a) = ps°(ast) e(~0-50%); hy = 0.05,

onde as equagoes das taxas de fertilidade e mortalidade foram adaptadas conforme (ANITA;
ARNAUTU; CAPASSO},2011)). Devido a condigao , de que a mortalidade é nao-limitada
em [0,a;;], tomamos um a;* < a;+ tal que em [0,a;*] a mortalidade se torna limitada
e consideramos apenas a populacdo neste intervalo etario responsavel pelo processo de
renovacao. Assim, embora os graficos sejam gerados até a idade final a;;, as fungoes estao

definidas até a;*, onde:
a* = 19,8 dias, as" = 2,97 meses, a3* = 2,97 anos, a4 = 4,95 anos.

Ver code2.m em Apéndice [A.2]
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4.4.1 Resultado

O comportamento da populacao ao longo da idade e do tempo em cada fase de vida

x10*
4
35
3
25
2
15
1
05

20,
15
10

idade - dias

aficos abaixo:

ao descritos nos gr

Figura 15 — Distribuicao populacional da fase embrionaria com respeito ao tempo e idade.
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Figura 16 — Distribui¢do populacional da fase larval com respeito ao tempo e idade.
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Figura 17 — Distribui¢do populacional da fase juvenil com respeito ao tempo e idade.
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Figura 18 — Distribui¢ao populacional da fase adulta com respeito ao tempo e idade.
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Figura 21 — Distribui¢ao populacional da fase larval com respeito ao tempo.

Fonte: a autora.

Figura 22 — Distribuicao populacional da fase larval com respeito a idade.

0.5 1 1.5 2 25

Fonte: a autora.



114

Figura 23 — Distribuicao populacional da fase juvenil com respeito ao tempo.

Fonte: a autora.

Figura 24 — Distribuicao populacional da fase juvenil com respeito a idade.
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Figura 25 — Distribui¢ao populacional da fase adulta com respeito ao tempo.

20
20
10

4.5

35

25

15

0.5

Fonte: a autora.

Figura 26 — Distribui¢do populacional da fase adulta com respeito a idade.
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Figura 28 — Taxa de mortalidade da fase larval com respeito a idade.
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Figura 29 — Taxa de mortalidade da fase juvenil com respeito a idade.
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Figura 30 — Taxa de mortalidade da fase adulta com respeito a idade.
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Figura 31 — Taxa de fertilidade da fase adulta com respeito ao tempo e idade, respectivamente, sendo
periddica em t.
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Figura 32 — Taxa de fertilidade da fase adulta com respeito ao tempo.
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4.4.2 Discussao

Com o c6digo elaborado para este modelo, presente no Apéndice [A.2] obtemos os
graficos da secao Resultados, os quais nos mostram que a distribuicao populacional em
cada fase tem o comportamento de decaimento bastante similar ao do modelo 1, para
ambas regides, com algumas pequenas diferencas na inclinagdo das curvas no decorrer da
idade e do tempo, como vemos nas Figuras[I5—26] Os valores numéricos, ou seja, o niimero
de individuos que sobreviveram em cada fase foi uma quantia maior em comparacao ao
do modelo 1, algo que pode ser devido a variacdo da taxa de mortalidade. De fato, a
populagao de 40 000 ovos que iniciam a fase 1, chegam ao fim dos 20 dias com 5 859
ovos; na fase larval, destes 5 859 ovos que viraram larvas, 3 803 sobrevivem os 3 meses;
finalizada a metamorfose, dos 3 803 sapos agora juvenis, 50 destes chegam ao fim dos 3
anos e entram na fase adulta vivendo por quase 3 anos mais até quando todos os individuos
morrem.

Dos graficos obtidos no resultado vemos também o comportamento da mortalidade
em cada fase e da fertilidade periédica na fase adulta, conforme equagoes dadas na Secao
4.4 em que, para este modelo, temos mortalidades variando em cada intervalo etario.
Nas fases pré-metamérficas, conforme Tabela [2] a mortalidade alcanca 99% ao ano, o
que, considerando-a uma taxa proporcional, corresponde a 0,27% ao dia e 8,25% ao més,
ou seja, a Figura [27] que representa a mortalidade na fase 1, tem como valor médio,
em relagdo ao nimero de passos (pardmetro de discretizagao), 0,0027, como 5 passos
equivalem a 1 dia nesta fase, temos 0,0028 x5 = 0, 0144 = 1, 44% ao dia; uma média didria
maior que a retirada na literatura; os valores de [27| se distribuem ao longo do intervalo
etario de forma que a taxa se inicia altissima em torno de 40% nas primeiras horas de
vida dos ovos, permanece acima da média por 1,4 dias até diminuir exponencialmente,
ficar abaixo da média e chegar ao fim da fase embrionaria com um valor suficientemente
proximo a zero: 7,61e”%. Na fase larval, Figura a taxa de mortalidade apresentou
como valor médio 0,20, ja que cada passo nesta fase corresponde a 1 dia, temos uma
média de 0,20 x 30 = 6,0% ao més, um valor abaixo daquele considerado na Tabela [2] de
8,25% ao més. A mortalidade em todo o estagio larval se manteve bastante alta, iniciando
com 33%, chegando ao seu menor valor de 1,339% aos 2 meses e a partir dai aumenta até
seu maior valor de 87% ao fim dos 3 meses.

As fases pés-metamorficas, em que os sapos se tornam jovens e depois adultos, sao
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caracterizadas na literatura por uma queda na mortalidade, esta sendo tomada fase juvenil
como 60% ao ano e na fase adulta como 20% ao ano. No entanto, os dados obtidos
pelo programa para estas fase e representados nas Figuras e nos dizem que a
mortalidade da populagao no estagio juvenil teve como valor médio, em relagdo ao niimero
de passos, 12,5%, como 1 passo equivale a aproximadamente 10 dias, esta mortalidade se
mostra extremamente alta ao longo dos anos, o que pode ser comprovado pelo niimero de
individuos que iniciam e terminam essa fase como foi descrito no segundo paragrafo acima.
Iniciando com 20%, a mortalidade vai decrescendo até 8,12% aos 2,04 anos e a partir dai
cresce rapidamente até os 52% ao fim dos 3 anos. J& no estdgio adulto, a mortalidade
nesta fase apresenta o valor médio de 1,16%, o qual corresponde a 23% ao ano, sendo que
nesta 1 passo equivalente a 18 dias, ou seja, uma quantia bem préxima & citada em [2]
A mortalidade se inicia aos 4% e disso vai decrescendo até 0,368% aos 3,95 anos e entao
aumenta até 1,49% no restante do intervalo etario de 5 anos. Toda a popula¢ao morre por
volta dos 3 anos desta fase, ou seja, com 6,3 anos de vida no total (20 dias + 3 meses +
3 anos + 3 anos).

As trés ultimas figuras na se¢ao de resultados dizem respeito a taxa de fertilidade da
fase adulta, considerada periddica no tempo, Figura[31] Mais especificadamente, na Figura
B2 temos o comportamento de perfodo T = 1 ano da taxa em relagao ao tempo. Cada
linha vertical nesta figura corresponde a variagdo de todos os valores de a para aquele
respectivo t, ou seja, para t = 0, todos os valores de a para este tempo sao representados
em uma reta vertical, como para t = 0, temos a = 0, Ya € [0, 5], o grafico inicia com um
ponto; para t = 0.05, a primeira reta presente no grafico sao todos os valores de a para
este t e assim sucessivamente. Em cada reta, os valores de a se comportam conforme a
Figura o valor inicia em zero, cresce até seu ponto maior, todos em a = 3,4 anos, e
a partir deste decrescem até o fim do intervalo. Ainda com relagao a Figura |32 os picos
em cada periodo ocorrem nos tempos 0,5; 1,5; 2,5; 3,5 e 4,5 anos, para a = 3,4 anos e o
valor de 3, em todos eles é o mesmo: 11 357,56. Isto é, a cada ano a populacao adulta
gerada neste modelo produz, em sua quantia mais alta, por volta de 11 357,56 ovos. Um
numero condizente com as quantias que estamos trabalhando, pois supondo que dos 50
individuos que chegam a fase adulta, metade sdao fémeas e que cada um produz em média
621 ovos por desova, temos entao que essas 25 produzem em média 15 525 ovos por desova.

Relativamente um nimero préximo ao obtido — 11 357,56 — a uma diferenca de 6 fémeas.
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4.5 MODELO 3: DINAMICA NAO-LINEAR COM TERMO LOGISTICO

Vamos inserir na fase adulta da populacao um termo logistico, enquanto as outras

fases permanecem regidas por uma dinamica linear, ou seja, um modelo da forma ,

para N = 4. Seu sistema numérico correspondente, conforme Segao (4.1f), é

My
]I]) S4n = Z ’}/mU4ZL,
m=1

May*
IV) U18:h4§ 54%“4%,
m=1
M;_1*

VI) ui(r)n = pio(am>:

Pl — (g, A M(S ) us™,,
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7 Uiy — Wip—1 n
) - - i Wiy
i
g, — Uyt
7 —/—/————""—
ha .

-1
V) Uig = hi_y Z 5i71muifl7nna
m=1

1 <n< N5
1<n<N* i=234;

1<m<M* i=1,2,34.
(P12)

Para simplificar o sistema na construcao do cédigo, consideramos

Muy(t, Sa(t)) = Su(t)

v(a) =1, Va € 0, a}],

com os mesmos dados do Modelo 2 anterior, alterando apenas as taxas de fertilidade e

mortalidade da fase adulta acrescentando um termo logistico em (II), da seguinte forma:

Ba(a,t) = 621a*(asr — a)|sin(nt)|;

pa(a,t) = pa(a) + Su(t) = 0.2e70/ (@170 4 Gy(¢).

Temos o programa code3.m no Apéndice para o respectivo modelo. O resultado

se encontra na seguinte secao. Como as trés fases iniciais apresentaram o mesmo compor-

tamento que as do Modelo 2 com alteragoes apenas na ultima e sua respectiva taxa de

mortalidade, os graficos dessas fases iniciais foram ocultados e apenas explicitados aqueles

que tiveram alteracoes.
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4.5.1 Resultado

Os graficos resultantes para a distribui¢do da populagao ao longo do tempo e idade

seguem abaixo.

Figura 34 — Distribuicao populacional da fase adulta com respeito ao tempo e idade.
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Figura 35 — Distribuicao populacional da fase adulta com respeito ao tempo.
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Figura 36 — Distribui¢do populacional da fase adulta com respeito

Fonte: a autora.
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Figura 38 — Taxa de mortalidade da fase adulta no decorrer do tempo.

Fonte: a autora.

Figura 39 — Taxa de mortalidade da fase adulta no decorrer da idade.
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4.5.2 Discussao

Como mencionado no inicio da se¢ao anterior, os resultados deste modelo que mescla
equacoes lineares e nao-lineares foram exatamente os mesmo para a parte linear do sistema
, com alteracOes apenas na parte nao-linear que leva o termo logistico. De fato, o
objetivo é ver onde este termo, que pode ser interpretado como um fator de aglomeracgao
ou de competicao, causa alteragdes na populacao.

Nos graficos apresentados acima, tendo as fases de ovo, larva e juvenil as mesmas
quantias das descritas no Modelo 2, o comportamento da distribuicao populacional da
fase adulta, na Figura [34] também é descrente, porém de forma bem mais rapido que
a mesma fase nos outros modelos. Na populacao inicial, para ¢ = 0, dos 50 individuos
que se tornam adultos, todos sobrevivem por quase 3 anos e no restante do tempo, para
t > 0, o nimero de individuos tende a zero em ambas as regides do grafico, Figuras [35| e
36}, levando 2,8 anos no tempo para toda populac¢ao de qualquer idade morrer. Apés este
tempo (t = 2,8) anos, temos um leve crescimento no nimero de individuos em todas as
idades mas que logo comeca a diminuir, o que pode ser caracteristico da periodicidade da
taxa de fertilidade que estd mantendo a renovacao da populagao. Por esta sofrer influéncia
de um componente logistico, a renovagao nao é tao expressiva em numeros.

Outro elemento com notavel alteragao neste modelo é a mortalidade da fase adulta, na
Figura 37 que agora dependente da idade e do tempo, e assim como nos outros modelos,
ela decresce ao logo de todo intervalo de defini¢do, porém mesmo decrescendo permanece
alta em todo intervalo de definicdo. Esta mortalidade para cada a e variando os valores
de t tem sempre o mesmo valor, para aquele respectivo tempo, Figura |38, e para cada ¢
variando os valores de a decresce de acordo com pi4(a) do modelo linear periddico anterior,
Figura [39] Como os valores de a se repetem para cada t, a taxa tem como valor médio
64,4% que é bastante alto comparado ao que conseguimos tanto nos modelos anteriores

quanto na Tabela , o que explica o decrescimento rapido da populacao u4(a,t).
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Como base no que foi objetivado e desenvolvido neste trabalho, modelos populacionais
estruturados etariamente com equagoes de nascimento acopladas foram bem definidos. Su-
pondo condigoes basicas simples condizentes com a realidade, em suas solugoes obtivemos
existéncia, unicidade, positividade e regularidade, para cada modelo, elementos necessa-
rios para o desenvolvimento tedrico de qualquer modelagem. Mesmo em cada variacao de
modelo analisado foram obtidos esses elementos.

A representacao numérica dos modelos com base no método de Euler-Riemman obteve
resultados, em partes, condizentes com a realidade, de acordo com as respectivas condig¢oes
de cada modelo. Fazendo uma comparacgao entre os trés resultados numéricos obtidos,
podemos constatar que o tltimo modelo, com uma dindmica nao-linear logistica, foi o
que se apresentou mais proximo da distribui¢do e comportamento real da populacao, o
que confirma a importancia da teoria nao-linear aplicada a ecologia, os fatores a mais
que podem ser analisados: aglomeracao, interacao, competicao, limitagao de recursos etc,
aumentam a confiabilidade da descrigao da populacao.

Mesmo com o estudo sobre modelagem em equagoes acopladas desenvolvido neste
trabalho, é importante e necessaria uma continuacao tanto para aprimorar a parte tedrica,
para obtencao, por exemplo, do comportamento assintotico e estabilidade da solucao;
quanto aprimorar a parte numérica, analisando a convergéncia do programa escrito, ou
seja, o quanto a solu¢do numeérica se aproxima da real, e também analisar, se possivel, com
esse mesmo programa, outras dindmicas de interacao hospedeiro-parasita ou patégeno-
hospedeiro que causem prejuizos, como mortalidade ou extingao a espécie hospedeira. Ou
ainda ser testado em outras situagdes como predacao, aglomeracao e competicao.

As modelagens em torno do ciclo de vida da R. temporaria, sao atrativas no sentido
de, se possivel, poderem ajudar a compreender o comportamento sincrono do parasita
em relagao ao hospedeiro; a determinar o melhor momento de contato do parasita com
o girino; a criar condigbes para que esse melhor momento seja sempre alcangado, sem
que haja a necessidade do surgimento de adultos neoténicos/progenéticos, entendendo a
influéncia da temperatura ou da altitude na eclosdo dos ovos tanto dos anfibios quanto

dos parasitas.
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APENDICE A - PROGRAMAS NUMERICOS

Nas secoes abaixo estao descritos os programas correspondentes a cada modelo numé-

rico trabalhado no capitulo anterior. Todos escritos no software MATLAB.

A.1 PROGRAMA codel.m PARA RESOLVER O PROBLEMA

11

13

15

17

19

21

23

25

27

29

31

33

35

TANTES

% arquivo codel.m

P10) DE TAXAS CONS-

% Programa para calcular a distribuicao populacional usando

% o metodo Implicit Euler-Riemman
clear variables

close all

clc

%

Al = 20, T1 = A1, %20 dias

A2 = 3; T2 = A2, %3 meses

A3 = 3; T3 = A3; %3 anos

A4 = 5; T4 = A4, %5 anos

%Definindo os parametros para cada fase

hlt = 0.4; %100 passos: 5 passos = 1 dia
h2 = 0.03; %100 passos: 1 passo ~ 1 dia
h3 = 0.03; %100 passos: 1 passo ~ 10 dias
h4 = 0.05; %100 passos: 1 passo ~ 18 dias
%

10 = 40000; %quantidade total de ovos ao fim da desova

%

%Definindo os eixos a partir dos parametros de discretizacao

M1 = 1 + round(A1/h1); N1 =1 + round(T1/h1);

M2 = 1 + round(A2/h2); N2 = 1 + round(T2/h2);

M3 = 1 + round(A3/h3); N3 =1 + round(T3/h3);

M4 = 1 + round(A4/h4); N4 = 1 + round(T4/h4);

%Definindo as matrizes

al = zeros(M1,1); t1 = zeros(1,N1); ul = zeros(M1,N1);

a2 = zeros(M2,1); t2 = zeros(1,N2); u2 = zeros(M2,N2);

a3 = zeros(M3,1); t3 = zeros(1,N3); u3 = zeros(M3,N3);

a4 = zeros(M4,1); t4 = zeros(1,N4); u4 = zeros(M4,N4);

agel = zeros(M1,N1); timel = zeros(M1,N1); wl = zeros(M1,1);
age2 = zeros(M2,N2); time2 = zeros(M2,N2); w2 = zeros(M2,1);
age3 = zeros(M3,N3); time3 = zeros(M3,N3); w3 = zeros(M3,1);
age4 = zeros(M4,N4); time4 = zeros(M4,N4); w4 = zeros(M4,1);
%

for p = 1:M1
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al(p) = (p-1)*xh1;

end

for i = 1:M2
a2(i) = (i-1)*h2;

end

for r = 1:M3
a3(r) = (r-1)xh3;

end

for m = 1:M4
a4(m) = (m-1)*h4;

end

for g = 1:N1

t1(a) = (q-1)*h1;

end

for j = 1:N2

t2(3) = (-1 *h2;

end

s = 1:N3

t3(s) =

for
(s-1)*h3;
end

n = 1:N4
t4(n) =

for
(n-1)*h4;
end

%

%Taxas de fertilidade e mortalidade para cada fase

betal = (al<=A1).%*0; mil = (al<=A1).*(-1og(1-0.99)/365);
beta2 = (a2<=A2).%0; mi2 = (a2<=A2).*x(-log(1-0.99)/365);
beta3 = (a3<=A3).%*0; mi3 = (a3<=A3).x(-log(1-0.6)/365);
beta4 = (a4<=A4).%621; mi4 = (ad4<=A4).x(-log(1-0.2)/365);

%
%Calculo da solucao no primeiro nivel (primeiro tempo) a partir da
%inicial

%

for p = 1:M1

ul(p,1) = 10xexp(-0.005.%(Cal(p))*2);
end
for i = 1:M2

u2(i,1) = ulT(M1,1).*exp(-0.05.x(a2(i))*2);
end
for r = 1:M3

ud3(r,1) = ul(M2,1).*xexp(-0.5.%(a3(r))*2);
end
for m = 1:M4

ud(m,1) = u2(M3,1).*xexp(-0.5.%xCad(m))*2);
end

%

%Calculo da solucao ascendente nos demais niveis de tempo

condicao
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83 %
for n = 2:N4
85 for m = 2:M4
ud(m,n) = ud(m-1,n-1)/(1+hd*xmid(m));
87 end
for m = 1:M4
89 w4 (m) = betad(m)*ud(m,n);
end
91 for s = 2:N3
for r = 2:M3
93 ud3(r,s) = u3(r-1,s-1)/(1+h3*mi3(r));
end
95 for r = 1:M3
w3(r) = beta3(r)xu3(r,s);
97 end
for j = 2:N2
99 for i = 2:M2
u2(i,j) = u2(i-1,j-1)/(1+h2xmi2(i));
101 end
for i = 1:M2
103 w2(i) = beta2(i)*u2(i,j);
end
105 for g = 2:N1
for p = 2: M1
107 ul(p,q) = ul(p-1,9-1)/(1+h1*mil1(p));
end
109 for p = 1:M1
wl(p) = betal(p)*ul(p,qa);
111 end
ul (1,q) = trapz(a4,wd);
113 end
u2(1,3j) = trapz(al,wl);
115 end
u3d(1,s) = trapz(a2,w2);
117 end
ud4(1,n) = trapz(a3,w3d);
119 end

%
121 %Reescrevendo a matriz de valores
%
123 for p = 1:M1
for g = 1:N1
125 agel(p,q) = al(p);
timel(p,q) = t1(a);
127 end
end

129 for i = 1:M2
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for j = 1:N2
age2(i,j)
time2 (i, j)
end
end
for r = 1:M3
for s = 1:N3

age3(r,s) = a3(r);
time3(r,s) t3(s);
end
end
for m = 1:M4
for n = 1:N4
age4d(m,n) = ad(m);
time4 (m,n) t4(n);
end
end
%
%Graficos
%
lw = 2; %largura da linha do grafico

%Distibuicao populacional na idade e no tempo em cada fase

figure (1)
K1 = max(max(ul))

meshz (agel, timel,ul)

’

a2(i);
t2(3);

;%

axis ([0 A1 @ T1 @ K11)

xlabel ('\bf idade
ylabel ('"\bf tempo

figure(2)
K2 = max(max(u2))

meshz (age2,time2,u2)

dias

or mesh

', 'FontSize',14)

- dias', 'FontSize',14)
zlabel ('\bf u_1(a,t)', 'FontSize',14)

’

N

axis([@ A2 © T2 @ K21)

xlabel ('\bf idade

ylabel ('\bf tempo - meses

or mesh

- meses','FontSize',14)

','"FontSize' ,14)

zlabel ('\bf u_2(a,t)','FontSize',14)

figure (3)
K3 = max(max(u3))

meshz (age3,time3,u3)

’

N

axis ([0 A3 @ T3 @ K31)

xlabel ('\bf idade

or mesh

- anos', 'FontSize',614)

ylabel ('\bf tempo - anos', 'FontSize',614)
zlabel ('\bf u_3(a,t)','FontSize',14)

figure (4)
K4 = max(max(u4))

meshz (age4,time4 ,u4)

’

;%

axis ([0 A4 0 T4 0 K41)

or mesh
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177 xlabel ('\bf idade - anos', 'FontSize',614)
ylabel ('\bf tempo - anos', 'FontSize',614)

179 zlabel ('\bf u_4(a,t)', 'FontSize',f14)
%

181 %Distribuicoes populacionais com respeito ao tempo
figure (5)

183 plot(timel, ul, 'LineWidth',1lw); grid
ylabel ('"\bf u_1(a,t)', 'FontSize', 6 14)

185 xlabel ('\bf t','FontSize',614)
figure (6)

187 plot(time2, u2,'LineWidth',1lw); grid
ylabel ('\bf u_2(a,t)', 'FontSize', 6 14)

189 xlabel('\bf t', 'FontSize',614)
figure (7)

191 plot(time3, u3,'LineWidth',1lw); grid
ylabel ('\bf u_3(a,t)', 'FontSize',614)

193 xlabel ('\bf t', 'FontSize',614)
figure (8)

195 plot(timed4, u4,'LineWidth',1lw); grid
ylabel ('\bf u_4(a,t)', 'FontSize', 6 14)

197 xlabel('\bf t', 'FontSize',614)
%

199 %Distribuicoes populacionais com respeito a idade
figure (9)

201 plot(agel, ul, 'LineWidth',1lw); grid
ylabel ('"\bf u_1(a,t)', 'FontSize' 6 14)

203 xlabel('\bf a', 'FontSize',614)
figure(10)

205 plot(age2, u2,'LineWidth',1lw); grid
ylabel ('\bf u_2(a,t)', 'FontSize',614)

207 xlabel ('\bf a', 'FontSize',614)
figure(11)

209 plot(age3, u3, 'LineWidth',1lw); grid
ylabel ('\bf u_3(a,t)', 'FontSize', 6 14)

211 xlabel ('\bf a', 'FontSize',16)
figure (12)

213 plot(age4, u4,'LineWidth',1lw); grid
ylabel ('\bf u_4(a,t)', 'FontSize', 6 14)

215 xlabel ('\bf a', 'FontSize',614)

A.2 PROGRAMA code2.m PARA RESOLVER O PROBLEMA
CONSTANTE

1 % arquivo code2.m
clear variables

3 close all

P11

COM FERTILIDADE
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clc

%

Al = 20; T1 A1; %20 dias

A2 = 3; T2 A2; %3 meses

A3 = 3; T3 A3; %3 anos

A4 = 5; T4 A4 %5 anos

%Definindo os parametros para cada fase

hlt = 0.2; %100 passos: 5 passos = 1 dia

h2 = 0.03; %100 passos: 1 passo ~ 1 dia

h3 = 0.03; %100 passos: 1 passo ~ 10 dias

h4 = 0.05; %100 passos: 1 passo ~ 18 dias

%

T=1; %periodo do tempo

10 = 40000; %quantidade total de ovos ao fim da desova
%

%Definindo os eixos a partir dos parametros de discretizacao

M1 =
M2 =
M3 =

round
round

round

M4 = round

(A1/h1) -1
(A2/h2)-1;
(A3/h3)-1;
(A4/h4)-1;

N1
N2
N3
N4

= round(T1/h1)-1;
= round(T2/h2)-1;
= round(T3/h3)-1;
= round(T4/h4)-1;

%Definindo as matrizes de valores

al = zeros

a2 =
a3
a4 =

zeros

zeros
zeros
agel = zer

age2 =

zer
age3 = zer
age4 =

%

Zell

for p =1

end

for i = 1

end

for

end

for

end

for q = 1

end

for j =1

(M1,1); t1
(M2,1);
(M3,1);
(M4,1);
os (M1,N1);
os(M2,N2);
os (M3,N3);
os (M4 ,N4);

: M1

= (p-1)*xh1;

1 M2

= (i-1)%h2;

1 M3

= (r-1)xh3;

: M4

= (m-1)*h4;

o N1

= (q-1)*h1;

N2

t2
t3
t4

zeros (
zeros (
zeros (
zeros (
timel
time2
time3

time4

1,N1);
1,N2);
1,N3);
1,N4);

ul =

u2 =
u3
u4 =

= zeros(M1,N1);
= zeros(M2,N2);
= zeros(M3,N3);
= zeros(M4,N4);

zeros (M1,N1);
zeros (M2,N2);
zeros (M3,N3);
zeros (M4 ,N4);

beta4 =

zeros (M1,1);
zeros (M2,1);
zeros(M3,1);
zeros(M4,1);

zeros (M4 ,N4);
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t2(3) = (j-1)*h2;
end
for s = 1:N3
t3(s) = (s-1)*h3;
end
for n = 1:N4
t4(n) = (n-1)*h4;
end
%
%Taxas de fertilidade e mortalidade para cada fase

betal = (al<=A1).%*0; beta2 = (a2<=A2).%*0; beta3 = (a3<=A3).%*0;

for m = 1:M4
for n = 1:N4
beta4d (m,n)= 621.%x(ad4(m)."2.%x(A4 - a4(m)).*abs(sin((pi*td(n))/T)));

end
end
mil = 0.99*(exp(-al)./(A1 - al)); mi2 = 0.99*(exp(-a2)./(A2 - a2));
mi3 = 0.6x(exp(-a3)./(A3 - a3)); mi4 = 0.2x(exp(-ad)./(A4 - a4d));

%
%Calculo da solucao no primeiro nivel (primeiro tempo) a partir da condicao
%inicial
%
for p = 1:M1

ul(p,1) = 10xexp(-0.005.*%x(al(p))"2);
end
for i = 1:M2

u2(i, 1) = ul(M1,1).xexp(-0.05.x(a2(i))*2);
end
for r = 1:M3

ud3(r,1) = ul(M2,1).*xexp(-0.5.%(a3(r))*2);
end
for m = 1:M4

ud(m,1) = u2(M3,1).xexp(-0.5.x(ad4(m))"2);
end
%
%Calculo da solucao ascendente nos demais niveis de tempo
%
for n = 2:N4

for m = 2:M4

ud(m,n) = ud(m-1,n-1)/(1+hd*xmid(m));
end
for m = 1:M4
w4 (m) = betad(m,n)*ud(m,n);
end

for s = 2:N3
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for r = 2:M3
99 ud3(r,s) = u3(r-1,s-1)/(1+h3*mi3(r));
end
101 for r = 1:M3
w3(r) = beta3(r)*xu3(r,s);

103 end
for j = 2:N2
105 for i = 2:M2
u2(i,j) = u2(i-1,3j-1)/(1+h2xmi2(i));
107 end
for i = 1:M2
109 w2(i) = beta2(i)*xu2(i,j);
end
111 for g = 2:N1
for p = 2:M1
113 ul(p,q) = ul(p-1,9-1)/(1+h1*mil(p));
end
115 for p = 1:M1
wl(p) = betal(p)*ul(p,q);
117 end
ul (1,q) = trapz(a4,wd);
119 end
u2(1,j) = trapz(al,wl);
121 end

u3d(1,s) = trapz(a2,w2);
123 end
u4(1,n) = trapz(a3,w3d);
125 end
%
127 %Reescrevendo a matriz de valores
%
129 for p = 1:M1
for g = 1:N1
131 agel(p,a) = al(p);
timel(p,q) = t1(a);
133 end
end
135 for i = 1:M2
for j = 1:N2
137 age2(i,j) = a2(i);
time2(i,j) = t2(j);
139 end
end
141 for r = 1:M3
for s = 1:N3
143 age3(r,s) = a3(r);
time3(r,s) = t3(s);
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end
end
for m = 1:M4
for n = 1:N4

aged(m,n) = a4(m);
timed4(m,n) = t4(n);
end
end
%
%Graficos
%
lw = 2; %largura da linha do grafico

%Distibuicao populacional na idade e no tempo em cada fase

figure (1)
K1 = max(max(ul))

’

meshz (agel,timel,ul) ; % or mesh

axis([@ AT @ T1 @
xlabel ('\bf idade
ylabel ('\bf tempo

zlabel ('\bf u_1(a,

figure (2)
K2 = max(max(u2))

K11)

- dias ','FontSize',14)
- dias', 'FontSize',614)
t)','FontSize',14)

’

meshz (age2,time2,u2) ; % or mesh

axis ([0 A2 0 T2 @
xlabel ('\bf idade
ylabel ('\bf tempo

zlabel ('\bf u_2(a,

figure (3)
K3 = max(max(u3))

K21)
- meses','FontSize',14)
- meses ', 'FontSize',614)

t)', 'FontSize',b14)

’

meshz (age3,time3,u3) ; % or mesh

axis ([0 A3 @ T3 0
xlabel ('\bf idade
ylabel ('\bf tempo

zlabel ('\bf u_3(a,

figure (4)
K4 = max(max(u4))

K31)
- anos', 'FontSize',14)
- anos', 'FontSize',14)

t)', 'FontSize',614)

’

meshz (age4 ,time4 ,u4) ; % or mesh

axis([0 A4 © T4 @
xlabel ('\bf idade
ylabel ('\bf tempo

zlabel ('\bf u_4(a,

%

%Distribuicao populacional de cada fase com respeito ao tempo

figure (5)

K41)
- anos', 'FontSize',614)
- anos', 'FontSize',14)

t)', 'FontSize',614)

plot(timel, ul, 'LineWidth',1lw); grid

ylabel ('\bf u_1(a,

t)','FontSize',14)

xlabel ('\bf t', 'FontSize',614)
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195
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199

201

203
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209

211

213

215

217

219

221

223

225

227

229

231

233

235

237

figure (6)
plot(time2,
ylabel ("\bf
xlabel ('\bf
figure(7)
plot(time3,
ylabel ('\bf
xlabel ('\bf
figure (8)
plot(time4,
ylabel ('\bf
xlabel ('\bf
%

%Distribuicao populacional de cada fase com respeito a idade

figure (9)
plot (agel,

u2, 'LineWidth ', 1lw);
u_2(a,t)', 'FontSize
t','FontSize',b14)

u3, 'LineWidth ', 1lw);
u_3(a,t)', 'FontSize
t','FontSize',b14)

u4, 'LineWidth',1lw);
u_4(a,t)', ' 'FontSize
t','FontSize',b14)

ul,'LineWidth',1lw);

grid
', 14)

grid
Y14

grid
Y14

grid

ylabel ('\bf u_1(a,t)', 'FontSize',614)

xlabel ('\bf
figure (10)
plot(age2,

a','FontSize',14)

u2,'LineWidth',1lw);

grid

ylabel ('\bf u_2(a,t)', 'FontSize',614)

xlabel ('\bf
figure(11)
plot (age3,

a','FontSize',14)

u3, 'LineWidth',1lw);

grid

ylabel ('\bf u_3(a,t)', 'FontSize',14)

xlabel ('\bf
figure(12)
plot (age4,

a','FontSize',16)

u4,'LineWidth',1lw);

grid

ylabel ('\bf u_4(a,t)', 'FontSize' 6 14)

xlabel ('\bf
%

% Taxas de mortalidade de cada fase e fertilidade da fase adulta

figure (13)

a','FontSize',14)

plot(al,mil,'r', " 'LineWidth',1w); grid
ylabel ('\bf \mu_1(a)', ' 'FontSize',614)

xlabel ('\bf
figure (14)

a','FontSize',14)

plot(a2,mi2,'r','LineWidth',1w); grid
ylabel ('\bf \mu_2(a)', ' 'FontSize',614)

xlabel ('\bf
figure (15)

a','FontSize',14)

plot(a3,mi3,'r','LineWidth',1lw);
ylabel ('\bf \mu_3(a)', 'FontSize',614)

xlabel ('\bf
figure (16)

a','FontSize',14)

plot(a4,mi4,'r','LineWidth',1w);
ylabel ('\bf \mu_4(a)', 'FontSize',614)
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239

241

243

245

247

249

251

253

A.3 PROGRAMA code3.m PARA RESOLVER O PROBLEMA (P12

10

12

14

16

18

20

22

24

26

xlabel ('\bf a', 'FontSize',614)

figure(17)

K5 = max(max(beta4));

meshz (age4,time4 ,betad) ;

axis ([0 A4 @0 T4 0 K51)

xlabel ('\bf idade - anos', 'FontSize',614)
ylabel ('\bf tempo - anos','FontSize',614)
zlabel ('\bf \beta_4(a,t)', 'FontSize',14)
figure (18)

plot(time4 ,betad4,'b’', 'LineWidth', 1lw);
ylabel ('\bf \beta_4(a,t)', 'FontSize',614)
xlabel ('\bf t','FontSize',614)

figure(19)

plot (age4 ,betad,'b', 'LineWidth',6 lw);
ylabel ('\bf \beta_4(a,t)', 'FontSize',b14)
xlabel ('\bf a', 'FontSize',614)

TICO

% arquivo code3.m
clear variables

close all

clc

%

Al = 20, T1 = A1, %20 dias
A2 = 3; T2 = A2, %3 meses
A3 = 3; T3 = A3; %3 anos
A4 = 5; T4 = A4, %5 anos

%Definindo os parametros para cada fase

hlt = 0.2; %100 passos: 5 passos = 1 dia

h2 = 0.03; %100 passos: 1 passo ~ 1 dia

h3 = 0.03; %100 passos: 1 passo ~ 10 dias

h4 = 0.05; %100 passos: 1 passo ~ 18 dias

%

10 = 40000; %quantidade total de ovos ao fim da

%

%Definindo os eixos a partir dos parametros de discretizacao

M1 = round(A1/h1)-1; N1 = round(T1/h1)-1;
M2 = round(A2/h2)-1; N2 = round(T2/h2)-1;
M3 = round(A3/h3)-1; N3 = round(T3/h3)-1;
M4 = round(A4/h4)-1; N4 = round(T4/h4)-1;

%Definindo as matrizes de valores

al = zeros(M1,1); t1 = zeros(1,N1); ul
a2 zeros(M2,1); t2 zeros(1,N2); u2
a3 = zeros(M3,1); t3 = zeros(1,N3); u3

zeros (M1,N1); wil
zeros(M2,N2); w2
zeros (M3,N3); w3

COM TERMO LOGIS-

desova

zeros(M1,1);
zeros(M2,1);
zeros(M3,1);
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a4 =
agel
age?2
age3
age4
beta
Mi4
%

for

end

for

end

for

end

for

end

for

end

for

end

for

end

for

end

%

%Taxas de fertilidade
(al<=A1).%0;

beta

for

end

miil
mi3

%

%Calculo da solucao no primeiro nivel (primeiro tempo) a partir da condicao

zeros(M4,1);
zeros (M1,N1);
zeros (M2,N2);
zeros (M3,N3);
zeros (M4 ,N4);
zeros (M4 ,N4);
= zeros(M4,N4);

4 =

=

m:
for n

beta4 (m,n)= 621.%xa4(m).*2.%¥(A4 - a4(m)).*abs(sin(pi*xt4(n)));

end

M1

= (p-1)*N1;

M2

= (i-1)*h2;

: M3

= (r-1)*h3;

: M4

= (m-1)*h4;

:N1

= (a-1)*h1;

:N2

= (J-1)*h2;

:N3

= (s-1)xh3;

: N4

= (n-1)%h4;

: M4

= 1:N4

t4

time2

time3

s2

0.99*%(exp(-al)./(A1 - al));
0.6x(exp(-a3)./(A3 - a3));

zeros (1,N4);
timel = zeros(M1,N1);
zeros (M2,N2);
zeros (M3,N3);
time4 = zeros(M4,N4);
s1 = zeros(M4,1);
zeros(M4,1);

u4

mi?2

mi4

zeros (M4 ,N4);

S

e mortalidade para cada fase

beta2 = (a2<=A2).%*0;

0.99*%(exp(-a2)./ (A2
0.2*x(exp(-ad)./(A4

zeros (1,N4);

(a3<=A3).%0;

- a2));
- ad));

zeros(M4,1);
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74 %inicial
%
76 for p = 1:M1
ul(p,1) = 10xexp(-0.005.*%x(al(p))*2);

78 end
for i = 1:M2

80 u2(i,1) = uT(M1,1).*exp(-0.05.x(a2(i))*2);
end

82 for r = 1:M3
ud3(r,1) = u2(M2,1).*xexp(-0.5.%(a3(r))*2);

84 end
for m = 1:M4

86 ud(m,1) = u3(M3,1).*xexp(-0.5.%(ad(m))*2);
end

88 %

%Calculo da solucao ascendente nos demais niveis de tempo

90 %
for m = 1:M4

92 s1(m) = ud(m,1);
end

94 S(1) = trapz(a4,s1)/100;

96 for n = 2:N4
for m = 2:M4

98 ud(m,n) = ud(m-1,n-1)./(1+h4d.*x(mid(m)+S(n-1)));
s2(m) = u4(m,n);
100 S(n) = trapz(a4,s2)/100;
end
102 for m = 1:M4

w4 (m) = betad(m,n).*ud4(m,n);

104 end
for s = 2:N3
106 for r = 2:M3
u3(r,s) = u3(r-1,s-1)/(1+h3*mi3(r));
108 end
for r = 1:M3
110 w3(r) = beta3(r).*xu3(r,s);
end
112 for j = 2:N2
for i = 2:M2
114 u2(i,j) = u2(i-1,j-1)/(1+h2xmi2(i));
end
116 for i = 1:M2
w2(i) = beta2(i).*xu2(i,j);
118 end

for g = 2:N1
120 for p = 2: M1
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end

%

end

ul(p,a) = ul(p-1,9-1)/(1+h1*mi1(p));
end
for p = 1:M1
wl(p) = betal(p).xul(p,q);
end
ul (1,q) = trapz(a4,wd);
end
u2(1,j) = trapz(al,wl);
end

u3d(1,s) = trapz(a2,w2);

u4(1,n) = trapz(a3,w3d);

%Definindo a mortalidade na ultima fase para o grafico

for

end

%

n =

for

end

1:N4
m = 1:M4
Mi4(m,n) = mi4(m) + S(n);

%Reescrevendo a matriz de valores

%

for

end

for

end

for

end

for

end

for

end

for

end

for

end

for

end

agel(p,q) = al(p);
timel(p,q) = t1(q);

age2(i,j) = az2(i);
time2(i,j) = t2(3);

1:M3

s = 1:N3

age3(r,s) = a3(r);
time3(r,s) = t3(s);

n = 1:N4
age4d(m,n) = ad(m);
time4(m,n) = t4(n);
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%

%Graficos

%

Iw = 2; %largura da linha do grafico

%Distibuicao populacional na idade e no tempo em cada fase

figure (1)

K1 = max(max(ul)) ;

meshz (agel,timel,ul) ; % or mesh

axis([@ AT @ T1 @ K11])

xlabel ('\bf idade - dias ', 'FontSize',614)

ylabel ('\bf tempo - dias', 'FontSize',614)
zlabel ('\bf u_1(a,t)','FontSize',14)
figure(2)

K2 = max(max(u2)) ;

meshz (age2,time2,u2) ; % or mesh

axis([@ A2 @ T2 @ K21])

xlabel ('\bf idade - meses',6 'FontSize',614)
ylabel ('\bf tempo - meses ', 'FontSize', 6 14)
zlabel ('\bf u_2(a,t)','FontSize',14)
figure(3)

K3 = max(max(u3)) ;

meshz (age3,time3,u3) ; % or mesh

axis([@ A3 @ T3 @ K31)

xlabel ('\bf idade - anos', 'FontSize',14)
ylabel ('\bf tempo - anos', 'FontSize',614)
zlabel ('\bf u_3(a,t)', ' 'FontSize',14)
figure (4)

K4 = max(max(ud)) ;

meshz (age4,time4 ,u4) ; % or mesh

axis ([0 A4 0 T4 0 K41)

xlabel ('\bf idade - anos', 'FontSize',14)
ylabel ('\bf tempo - anos',6 'FontSize',614)
zlabel ('\bf u_4(a,t)', 'FontSize',14)

%

%Distribuicao populacional de cada fase com respeito ao tempo
figure (5)

plot(timel, ul, 'LineWidth',1lw); grid
ylabel ('"\bf u_1(a,t)', 'FontSize' 6 14)
xlabel ('\bf t','FontSize',614)

figure (6)

plot(time2, u2, 'LineWidth',1w); grid
ylabel ('\bf u_2(a,t)', 'FontSize', 6 14)
xlabel ('\bf t','FontSize',614)

figure (7)

plot(time3, u3, 'LineWidth',1lw); grid
ylabel ('\bf u_3(a,t)', 'FontSize',614)
xlabel ('\bf t', 'FontSize',614)
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figure (8)

plot(time4, u4,'LineWidth',1lw); grid
ylabel ('\bf u_4(a,t)', 'FontSize' 6 14)
xlabel ('\bf t','FontSize',614)

%

%Distribuicao populacional de cada fase com respeito a idade
figure (9)

plot(agel, ul,'LineWidth',1lw); grid
ylabel ('\bf u_1(a,t)', 'FontSize',614)
xlabel ('\bf a','FontSize',14)

figure (10)

plot(age2, u2,'LineWidth',1lw); grid
ylabel ('\bf u_2(a,t)', 'FontSize',614)
xlabel ('\bf a', 'FontSize',14)
figure(11)

plot(age3, u3, 'LineWidth',1lw); grid
ylabel ('\bf u_3(a,t)', 'FontSize',614)
xlabel ('\bf a', 'FontSize',16)

figure (12)

plot(age4, u4,'LineWidth',1lw); grid
ylabel ('\bf u_4(a,t)', 'FontSize',614)
xlabel ('\bf a', 'FontSize',614)

%

% Taxas de mortalidade de cada fase e fertilidade da fase adulta
figure (13)

plot(al,mil, 'r',"'LineWidth',1w); grid
ylabel ('\bf \mu_1(a)', 'FontSize',614)
xlabel ('\bf a', 'FontSize',614)

figure (14)
plot(a2,mi2,'r',"'LineWidth',1w); grid
ylabel ('\bf \mu_2(a)', ' 'FontSize',614)
xlabel ('\bf a', 'FontSize',614)

figure (15)
plot(a3,mi3,'r','LineWidth"',1lw);
ylabel ('\bf \mu_3(a)', 'FontSize',614)
xlabel ('\bf a','FontSize',614)

figure (16)

K5 = max(max(Mi4)) ;

meshz (age4,timed4 ,Mi4) ;

axis ([0 A4 @ T4 0 K51)

xlabel ('\bf idade - anos', 'FontSize',14)
ylabel ('\bf tempo - anos', 'FontSize',614)
zlabel ('\bf \mu_4(a,t)', ' 'FontSize',614)
figure (17)

plot(time4 ,Mi4,'b"', 'LineWidth',1w);
ylabel ('\bf \mu_4(a,t)', 'FontSize',6 14)
xlabel ('\bf t', 'FontSize',614)
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262 figure(18)
plot(age4,Mi4,'b', 'LineWidth"',1lw);
264 ylabel ('\bf \mu_4(a,t)', 'FontSize',14)
xlabel ('\bf a', 'FontSize',614)
266 figure(19)
K6 = max(max(betad4)) ;
268 meshz (age4,timed4 ,6betad) ;
axis([@ A4 © T4 0 K61)
270 xlabel ('\bf idade - anos', 'FontSize',614)
ylabel ('\bf tempo - anos', 'FontSize',614)
272 zlabel ('\bf \beta_4(a,t)', 'FontSize',614)
figure (20)
274 plot(time4 ,betad4,'b','LineWidth',1lw);
ylabel ('\bf \beta_4(a,t)', 'FontSize',614)
276 xlabel ('\bf t','FontSize',614)
figure (21)
278 plot(aged4,betad,'b', 'LineWidth',1lw);
ylabel ('\bf \beta_4(a,t)', 'FontSize',614)
280 xlabel('\bf a','FontSize',614)
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ANEXO A - CONCEITOS BASICOS PARA A TEORIA

Como anexo, sao escritos alguns resultados importantes e definicdes que servem como
conceitos tedricos basicos para o desenvolvimento e entendimento do Capitulo 3. Exemplo:

o Lema de Gronwall e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.

Teorema A.l. (Lema de Gronwall). Sejam o > 0 e (), u(t) fungoes ndo-negativas de

t € [a,b], satisfazendo a inequagdo

t

u(t) < a +/ B(s)u(s)ds, paraa <t <b.

0

Entao, temos
t
/ B(s)ds
u(t) < aelo , para a <t <b.

Este é um resultado classico de Equagoes Diferenciais Ordinarias facilmente encontrado
e demonstrado. O enunciado acima estd presente em lannelli e Milner (2017). No que

segue, temos alguns conceitos iniciais sobre Teoria da Medida.

Definicao A.1. (U-Algebms). Seja X um conjunto nao-vazio. Uma dlgebra de conjun-
tos em X € uma colecio A de subconjuntos de X que é fechado para unides finitas e

complementos, em outras palavras,
(i) Ev,--- B, e A= Ul E; € A,
(ii) E € A= E°€ A.

Uma o-dlgebra é uma dlgebra que € fechada para unides contdveis, ou seja, trocamos (i)

por (i’) abaizo:
(Z’) Ej S A?UjEj e A.
Além disso, se A é uma dlgebra, entio ) € A e X € A.

Defini¢ao A.2. (Medida). Seja X um conjunto equipado com a o-dlgebra M. Uma me-
dida em M é uma fungio p: M — [0,00] tal que

(i) n(0) =0,

(i) Se {E;}3° € uma sequéncia de conjuntos disjuntos em M, entao p(UPE;) =

S u(E;).
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A propriedade (ii) é chamada aditividade contavel e implica a aditividade finita:
(it’) Se Ey,-- -, B, sao conjuntos disjuntos em M, entao p (U7 E;) = X7 n(Ej),

pois podemos fazer E; = () para j > n. Uma funcdo que satisfaz (i) e (ii’), mas ndo

necessariamente (ii) ¢ chamada de medida finitamente aditiva.

Definigao A.3. Se X € um conjunto e M C P(X) (conjunto das partes de X ), (X, M)
¢ chamado um espago mensurdvel e os conjuntos em M sao chamados de conjuntos
mensurdveis. Se i é uma medida em (X, M), entao (X, M, p) é chamado de espago

de medida.

Defini¢ao A.4. Seja (X, M, ) um espago de medida. Se u(X) < oo, u € chamada
finita. Se X = U E; onde E; € M e u(E;) < oo para todo j, p € chamada o-finita.

Teorema A.2. Seja (X, M, ) um espago de medida.
a. (Monotonicidade) Se E, F € M e E C F, entio u(E) < pu(F).
b. (Subaditividade) Se {E;};° C M, entao p (US° E;) < 320° 1(E;).

c. (Continuidade por bairo) Se {E;}° C M e E; C Ey C -+, entdo (U E;) =
lim; 0 p(Ej).
c. (Continuidade por cima) Se {E;}° C M, E; D Ey D -+, e u(Er) < 0o, entdo
(N5 Ej) = im0 p(E;).
Defini¢ao A.5. (Conjunto nulo). Se (X, M, ) é um espago de medida, um conjunto

E e M tal que u(E) =0 € chamado de conjunto nulo.

Defini¢ao A.6. (Quase todo ponto (q.t.p.)). Seja (X, M, u) um espaco de medida. Se
uma afirmacdo sobre pontos v € X € verdade exceto para x em algum conjunto nulo,

dizemos que € verdade em quase todo ponto (q.t.p.), ou para quase todo x.

Exemplo A.1. Seja (X, M, i) um espago de medida. Duas fungoes f e g sao iguais
em quase todo ponto, ou seja, iguais q.t.p., quando existe um conjunto N € M, com

w(N) =0, tal que f(z) = g(x) para todo x € X\N e escrevemos

f=9 qtp.
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Defini¢ao A.7. (Convergéncia q.t.p.). Seja (X, M, p) um espago de medida. Dizemos
que uma sequéncia (f,) fungoes em X converge q.t.p. para uma fungio f quando existe
um conjunto N € M, com u(N) = 0, tal que f,(x) — f(z) para todo v € X\N e

ESCTEVEMOS

f= lim f, qtp.

n—-+o0o
Defini¢ao A.8. (Fung¢io Mensuravel). Seja (X, M) um espago mensurdvel, uma fungio
f: X = [~00,+00] € M-mensurdvel se, para todo a € R, f~!((a,+o0]) é elemento de

M.

No caso em que a g-algebra M esta subentendida no contexto, dizemos simplesmente

que f é mensurdvel.
Observagao A.3. f ¢ mensurdvel < f~'(qualquer intervalo) € M.

Proposicao A.4. (Propriedades das fungoes mensuraveis). Seja (X, M) um espago men-
surdvel e sejam fr, f,g: X — [—00,+00] fung¢oes mensurdveis, e A € R. Entdo:

1) f4+g e f— g sio mensurdveis.

2) f-geX-f sao mensurqveis.

3) sup,ey fn € infpen fr, sG0 mensurdveis.

4) limsup f,, e iminf f,, sdo mensurdveis.

5) Se f. converge pontualmente a h, entio h é mensurdvel.

6) Se f, >0, entao Y02 | fn € mensurdvel.

Proposicao A.5. Se f: X — [0, +00] é mensurdvel, entao existem Ay, - Ay, - € M

(nao-disjuntos em geral) e oy, -+, Qy,- -+ > 0 nimeros reais tais que

f = Z An XA, -
n=1

Defini¢ao A.9. (Integral de fungio mensurdvel). Sejam f : X — [0,+00] uma fungdo

mensurdvel e (X, M, u) um espago de medida. Definimos a integral de f por

I(f) - i O‘n:u(An>7 onde f = i An X Ay -

Proposicao A.6. Sejam f,g: X — [0,400] fungoes mensurdveis. Entdo:

1) f>g=1(f)>Z(g);
2) IMf) = M(f), VA € R.
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Proposicao A.7. Se fi, fa, -+ : X — [0, +00] sdo fungdes mensurdveis, entdo

Lema A.8. (Fatou). Sejam h, : X — [0, +00] fungdes mensurdveis. Entao
a) I(liminf h,) < liminf I(h,).
b) Em particular, se hy, — h, I(h) <liminf I(h,).

Teorema A.9. (Teorema da Convergéncia Dominada - T.C.D.) Seja (X, M, u) um
espaco de medida. Sejam f, fi, fo, -+ X — [0, 4+00] fungoes mensurdveis tais que f, — f
em p-q.t.p. (isto é, p({z € X; fo(x) - f(x)}) = 0). Suponha que existe uma fungao
integravel g : X — [0,400] tal que |fn(x)| < g(x) em p-q.t.p. x € X. Entio

I(fn) = I(f).

Definigao A.10. (Espagos LP) Seja (X, M, ) um espago de medida. Se f é uma fungdo

mensurdvel em X e (0 < p < oo, definimos

i1, = [ 1P an] "

(permitindo a possibilidade de que || f[|, = o), e definimos
LP(X, M) ={f: X = C: f émensurdvel e ||f|, < oo}

Substituimos LP(X, M, u) por LP(u), LP(X) ou LP quando ndo causar confusio e

consideramos que duas fungoes definem o mesmo elemento em LP quando elas sdo iguais

q.t.p..

Defini¢ao A.11. (Espago L>®) Para p = oo, seja (X, M, ) um espago de medida. Se

f € uma fungao mensurdvel em X, definimos
[fllo =inf{a>0:p({z: [f(x)] > a}) =0},

com a convengdo de que inf () = co. Observamos que o infimo é de fato alcangado por
(o 1@ > a} = Ule < 1@ > a0

e se os conjuntos d direita sio nulos, os da esquerda também sdo. | fl||., € chamada o

supremo essencial de |f| e ds vezes € escrito como

[/l = ess sup [ f(x)].
zeX
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Definimos
L2 = L=¥(X,M,p) ={f: X = C: f émensurdvel e || f|, < oo},

com a convengao usual de que duas funcoes que sdo iguais q.t.p. definem o mesmo elemento

em L°°.
Teorema A.10. Seja (X, M, 1) um espago de medida e 1 < p < 0o, temos:
a. |||, € a norma em LP.

b. ||fo = fll, = 0 se, e somente se, existe E € M tal que u(E°) = 0 e f, — f

uniformemente em E.
c. L™ € um espaco de Banach.

Acima estao alguns poucos enunciados bésicos referentes a Teoria de Medidas, ha tan-
tos outros ainda importantes que podem ser vistos, como esses anteriores e suas respectivas

demonstragoes, em Castro Jr. (2015)) e Folland (1999).
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