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Whilst it is possible in some ways to appreciate fractals with little or no
knowledge of their mathematics, an understanding of the mathematics
that can be applied to such a diversity of objects certainly enhances
one’s appreciation. The phrase ‘the beauty of fractals’ is often heard—it
is the author’s belief that much of their beauty is to be found in their
mathematics. (FALCONER, [2003)).



RESUMO

Nesse trabalho expomos um método para calcular a dimensao de Hausdorff de frac-
tais auto-afins. Inicialmente, discutimos um exemplo mais simples, que sao os fractais
auto-semelhantes, e demonstramos a Férmula de Bowen-Manning. Em seguida, aborda-
mos o problema principal desta dissertacao: dadas k transformagoes afins contrativas no
R", existe um unico conjunto invariante F', que é um fractal auto-afim; o objetivo deste
trabalho é calcular a dimensao de Hausdorff de F'. Utilizamos a Fun¢ao Valor Singular
como ferramenta para encontrar um valor d(F') candidato a ser a dimensao de Hausdorff
de F. Por fim, provamos que a dimensao de Hausdorff de F' é, para quase todo ponto,

igual a min{d(F),n}, onde n é a dimensao do espago.

Palavras-chaves: fractal auto-afim; dimensao de Hausdorff; funcao valor singular.



ABSTRACT

The main goal of this dissertation is to present a method to calculate the Hausdorff
dimension of self-affine fractals. First, we discuss a simpler example, which are the self-
similar fractals, and demonstrate the Bowen-Manning Formula. After that, we discuss
the central problem: given k affine contractive transformations on R", there is a unique
invariant set F', which is a self-affine fractal; the objective of this dissertation is to calculate
the Hausdorff dimension of F'. The tool we use to find a candidate d(F’) for the dimension
is the Singular Value Function. We finally prove that the Hausdorff dimension of F' is

min{d(F'),n}, for almost every point, where n is the dimension of the space.

Keywords: self-affine fractal; Hausdorff dimension; singular value function.
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1 INTRODUCAO

Fractal geometry will make you see everything differently. There is dan-
ger in reading further. You risk the loss of your childhood vision of
clouds, forests, galaxies, leaves, feathers, flowers, rocks, mountains, tor-
rents of water, carpets, bricks, and much else besides. Never again will
your interpretation of these things be quite the same. (BARNSLEY}, (1993,

pg.1)

E com a frase acima que Michael Barnsley inicia a introducdo do seu livro sobre
fractais, sua geometria e a matematica envolvida nesse contexto. De fato, o estudo dos
fractais traz uma série de novos e intrigantes aprendizados e formas de ver o mundo. Neste
trabalho desenvolveremos uma parte da matematica necessaria para entender e explorar a
geometria fractal (especificamente com relac¢ao aos fractais auto-afins e auto-semelhantes).
Nos dedicamos a calcular a dimensdo de tais fractais, pois este fator desempenha um papel

chave no estudo de suas propriedades geométricas.

1.1 GEOMETRIA FRACTAL

A Geometria é pensada e estudada pela humanidade desde tempos antigos, mesmo
antes da grande obra de Euclides, Os Elementos, ser escrita, no século 3 a.C.. Esta obra
estabeleceu a base para o desenvolvimento da geometria classica ocidental. O aprofun-
damento dos estudos em geometria foi acompanhado pelo surgimento de desafios, que se
mostraram incompativeis com os métodos euclidianos, revelando a necessidade de novos
métodos, defini¢oes e resultados inéditos para estuda-los. A geometria classica se firmou
ao encarar esses novos obstaculos e desenvolver formas de supera-los, sem receio de buscar
auxilio em outras areas da matematica, principalmente a Analise.

Apesar dos diferentes ramos da geometria classica abordarem seu objeto de estudo
por perspectivas préprias, um elemento se manteve comum: a preferéncia por curvas e su-
perficies suaves, formas regulares e conjuntos bem "comportados". As fung¢oes e conjuntos
considerados "patoldgicos" foram ignorados pela grande maioria dos matematicos.

No ultimo século essa postura mudou. Porém, foi preciso percorrer um longo caminho
para enfim formalizar a construcao dos fractais e a descoberta de suas propriedades. Esta
trajetoria iniciou-se no século XVII com a nocao de recursividade, passou pelas desco-

bertas de Georg Cantor sobre teoria dos conjuntos e pelas fungoes patologicas estudadas
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por Karl Weierstrass (ambas no século XIX); avangou pelos conjuntos "monstruosos’ es-
tudados por Gaston Julia e Pierre Fatou; e pelo desenvolvimento da teoria envolvendo a
medida e a dimensao de Hausdorff, de Felix Hausdorff (estas tltimas no séc. XIX e XX).
Ainda houveram estudos decisivos feitos por Patrick Moran e Abram Besicovitch (séc.
XX).

S6 em 1977 Benoit Mandelbrot deu o nome "fractal" (do latim, fractus, que significa:
fragao, quebrado) as estruturas rugosas e intrincadas que ganhavam cada vez mais no-
toriedade na matematica. A geometria classica ndo abarcava o necessario para descrever
estruturas com infinitos detalhes, como sdo os fractais. E dessa necessidade que surge a
Geometria Fractal. Em seu livro "Fractals: Form, Chance and Dimension", deste mesmo
ano, Mandelbrot se dedicou a explorar as possibilidades desse novo campo.

Mandelbrot definiu fractal como sendo todo conjunto cuja dimensao de Hausdorff é
estritamente maior que sua dimensao topologica. A dimensao topologica de um conjunto
¢ sempre um numero inteiro: é 0, se o conjunto ¢ totalmente desconexo; 1, se cada ponto
possui vizinhancas arbitrariamente pequenas com fronteiras de dimensao 0, e assim por
diante. Ja a dimensao fractal pode ser fracionaria. Na verdade, podemos encontrar objetos
cuja dimensao ¢ qualquer niimero real positivo.

Porém, a definicao dada por Mandelbrot nao é satisfatoria, uma vez que exclui uma
série de conjuntos que claramente devem ser considerados fractais. Outras defini¢oes fo-
ram propostas com o passar dos anos, mas todas acabam deixando de fora conjuntos
importantes.

Definir fractal ndo é uma tarefa facil e até hoje nao conseguimos uma defini¢cao ampla
e formal o bastante. Entretanto, podemos identificar um fractal a partir da sua estrutura
(se possui detalhes em qualquer escala, por menor que seja), se é auto-semelhante em
algum nivel (possivelmente de forma aproximada ou estatistica), se o conjunto é definido

de maneira recursiva, entre outras propriedades.

A cerca desde assunto Kenneth Falnocer afirma que:

My personal feeling is that the definition of a ‘fractal’ should be regarded
in the same way as a biologist regards the definition of ‘life’. There is no
hard and fast definition, but just a list of properties characteristic of a
living thing, such as the ability to reproduce or to move or to exist to
some extent independently of the environment. Most living things have
most of the characteristics on the list, though there are living objects
that are exceptions to each of them. (FALCONER), 2003, pg.x)

Com base neste raciocinio do Falconer, consideraremos como sendo 'fractal' os con-
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juntos que apresentam todas, ou boa parte, das propriedades mencionadas anteriormente,
tais quais: algum grau de auto-semelhanca, construcao recursiva, possui dimensao de

Hausdorff maior que sua dimensao topologica, entre outras.

1.2 FRACTAIS AUTO-AFINS

Este trabalho é dedicado a um tipo especifico de fractal, denominado auto-afim, obtido
através de um sistema com k funcgoes afins contrativas S; = Ty + aq,..., Sy = T} + ay,
onde T} é transformacao linear pertencente a L(R",R") e a, é um vetor do R™. Existe um

unico conjunto compacto nao-vazio F' C R™ tal que
k

F= U Se(F).
=1

Este conjunto ¢ denominado conjunto invariante do sistema {Sy, ..., Sk }. De maneira
geral, F' é um fractal. Nosso objetivo é calcular a dimensdo de Hausdorff deste tipo de
fractal. Para isso, desenvolvemos algumas ferramentas de algebra linear e medida, em
especial medida de Hausdorff.

Existe um tipo particular de fractal auto-afim que sdao os auto-semelhantes (quando
as T;’s sao semelhangas de razao \;, |[A\;| < 1). A teoria desenvolvida no Capitulo 4 pode
ser aplicada ao caso auto-semelhante sem alardes. Todavia, podemos utilizar um outro
caminho para calcular a dimensao de F', quando este é auto-semelhante e satisfaz algumas
hipdteses adicionais: através da Férmula de Bowen-Manning, que utiliza o conceito de
pressdo topoldgica para encontrar um valor exato para a dimensao desse tipo de fractal. E
valido enfatizar que a Férmula de Bowen-Manning funciona para um grupo muito seleto
de conjuntos, por isso, torna-se mais vantajoso o estudo dos casos mais gerais.

No Capitulo 2 introduzimos a noc¢ao de pressao topoldgica, discutimos uma dinamica
simbélica denominada deslocamento e damos a defini¢ao para o repulsor A de um sistema
composto por uma funcao afim f, definida na uniao disjunta de intervalos fechados em R.

No Capitulo 3 iniciamos o estudo de medidas. Primeiramente, definimos e exploramos
a no¢ao de medida exterior. Logo em seguida, definimos a medida de Hausdorff e, conse-
quentemente, a dimensao de Hausdorff. Depois, iniciamos o topico envolvendo repulsores
conformes, de forma analoga ao que foi discutido no final do Capitulo 2. Além disso,
nos concentramos em demonstrar a Formula de Bowen-Manning, a qual é uma maneira

eficiente de encontrar a dimensao de Hausdorff de repulsores conformes.
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O Capitulo 4 é a parte central desta dissertacdo. E nele que apresentamos os fractais
auto-afins, com os quais iremos trabalhar. A fim de calcular a dimensao destes conjuntos,
desenvolvemos ferramentas baseadas nas propriedades dos valores singulares e da fungao
valor singular. O resultado obtido é bastante forte e geral, sendo valido para Lebesgue-
quase todo ponto do R™ e garantimos uma das desigualdades (a cota superior) para
Lebesgue-todo ponto do R™.

Neste trabalho o Apéndice desempenha um papel igualmente importante, pois nele
desenvolvemos a teoria necessaria para responder questdes que nos aparecem no decorrer
dos capitulos, mas que nao caberia serem respondidas no corpo do trabalho, sob o risco
de tirar o foco da discussao central.

Na maior parte do texto, utilizamos as notagoes encontradas no artigo do Falconer
(FALCONER, |1988)) e algumas foram importadas do livro do Viana-Oliveira (VIANA; OLI-
VEIRA| 2019), com ajustes feitos pensando na clareza da escrita e priorizando o uso de

uma mesma notacao em todo o trabalho.
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2 DINAMICA SIMBOLICA E PRESSAO TOPOLOGICA

Neste capitulo introduziremos algumas definicoes e resultados basicos que serdo neces-
sdrios ao longo deste e dos prorimos capitulos, o que nos dd a chance de entendermos
o contexto geral no qual esta teoria serd desenvolvida e de nos familiarizarmos com a

notacao utilizada.

2.1 NOCOES INICIAIS

Uma métrica em um conjunto M é uma funcao

d:MxM — R

(z,y) = d(z,y)

onde d(z,y) é dita a distdncia entre os pontos x e y e satisfazendo as seguintes proprie-

dades:
1. (Nao-negativa) d(z,y) >0 (com d(z,y)=0<z=y);
2. (Simétrica) d(z,y) = d(y,x);
3. (Desigualdade triangular) Dado z € M qualquer: d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).

Um espago métrico é representado pelo par (M, d), onde M é um conjunto e d é uma
métrica em M. Uma cobertura o de M é uma familia o = (Ay)xes de subconjuntos de M
que, quando unidos, cobre o conjunto M inteiro, i.e., M C | A,. Quando cada Ay € «
é um conjunto aberto, chamamos « de cobertura aberta. e

O diametro da cobertura « é definido por

diam « = sup (diam A) (2.1)
Aca

onde diam A = sup d(z,y).
z,y€A

Caso exista um subconjunto & de o que continue cobrindo M (isto ¢, & = (A)),. 7,

onde I C I e, além disso, M C U~A,\) dizemos que a é subcobertura de . Se o conjunto
rel

de indices I for finito, entao a diz-se uma subcobertura finita de . Quando toda cobertura

aberta de M possui uma subcobertura finita, M é denominado espaco métrico compacto.
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Agora, sejam « e 8 coberturas de M. Dizemos que « é menos fina que § (e escrevemos
a < f3) se todo elemento de 3 estd contido em um elemento de a. E denominamos por
a'V [ a sua soma, que é a cobertura cujos elementos sdo dados pelas intersecoes A N B
onde A € a e B € . Podemos estender a definicio de soma para n coberturas de
M: sejam aq, o, ..., o, coberturas de M, temos que a1 V as V ... V «, é a cobertura
cujos elementos sdo dados por A; N As N ...N A, onde 4; € o;, i = 1,..,n. E fato que
a; < (q VagV...Va,), Vie{l, .. n}

Afirmacgao 2.1.1. Seja f : M — M wuma transformagdo continua. Se o é cobertura

aberta de M, entio f~i(a) = {f7(A); A € a} também o é.

Prova. De fato, dado x € M, temos que f'(z) € M. Como a é cobertura de M,
JA € « tal que fi(z) € A. Entdo, por defini¢gio de imagem inversa, x € f~'(A). O
tltimo detalhe é perceber que f~%(a) é cobertura aberta, pois f* é uma fungao continua
e cada elemento da cobertura f~*(a) ¢ a imagem inversa (por f*) de conjuntos abertos,

portanto sdo também abertos.
|

Agora podemos definir a cobertura o”. Dada uma transformacao continua f : M — M

definimos:

a” = aVfa)V..V ().
Afirmacgao 2.1.2. o™ € cobertura aberta de M.

Prova. De fato, temos que «, f~!(a), ..., f7""(a) sdo todas coberturas de M, entdo,
dado z € M, 3 Ay, Ay, ..., A1 (com Ag € a, Ay € fH(a),...,Ap_1 € f7) tais que
r € A;, V0 <i<n-—1.Portanto, x € AgNA;N...NA,_1, que é um elemento da cobertura
™. Além disso, sabemos que a intersecao finita de conjuntos abertos é aberta, portanto

cada elemento da cobertura o™ é um aberto em M.
[ |

Sejam (Zp)nen € (Yn)nen sequéncias em R. Dizemos que (z,),en é subaditiva se
Timan < Ty + Tn, Ymyn € N. E denominamos (Y, ), e v uma sequéncia submultiplicativa

5€ Ym+n < Ym-Yn, ‘v’m, n e N.
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Lema 2.1.1. Se (2,)nen , € uma sequéncia subaditiva, entdo

lim = 5, = inf =
Jim o, = inf -y, € [—o0,00).

Demonstragio. Seja L = inf,, *. Dado e, fixe k tal que

L§%<L+e.

Pela subaditividade é valido que zi, < q x, logo xk—’“qq < % < L+ e Tome a =
max{ay, - ,ax}. Paran >k, escrevemos n = gk +r, onde 1 <r < ke q> 1. Logo

%SMS%+%<L+E+9'
n n gk n n

Portanto L < % < L + € para todo n suficientemente grande, e isso garante que

n

lim, %* = L = inf, °*.

2.2 PRESSAO TOPOLOGICA

A sequir, apresentaremos o conceito de pressao e entropia, ambas palavras empregadas
originalmente na fisica (na termodindmica, mecanica estatistica, etc) e que foram intro-
duzidas na matemdtica por pesquisadores da drea de Teoria Ergodica. Posteriormente, foi
proposta uma nocao de entropia mais ampla, conhecida como entropia topoldgica: essa
definicao nao depende de medidas invariantes e é possivel calcular a entropia de qual-
quer transformacao continua em um espago topologico compacto. A entropia topoldgica
¢ a taxa de crescimento exponencial do numero de orbitas que sdo distinguiveis dentro
de um certo grau de precisao, arbitrariamente pequeno. Ja a pressao topoldgica pode ser
encarada como uma versao ponderada da entropia, onde os pesos sio dados de acordo
com a escolha do potencial empregado. Optamos por desenvolver o conceito de pressao e
definir a entropia como sendo um caso particular desta, embora seja possivel defini-la de
forma completamente independente.

Seja f : M — M continua em um espaco métrico compacto M. Um potencial em
M é qualquer fungao continua ¢ : M — R. Definimos ¢,, : M — R como sendo ¢, =

"o fi note que se trata de uma funcdo continua. Agora, dado um subconjunto M

qualquer de M, definimos

¢n(M) = sup {p,(x); x € M}. (2.2)
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E, dada uma cobertura aberta o de M, temos:

Po(f,p,a) = inf{ > "™ : & 6 subcobertura finita de a}. (2.3)

Aea

Afirmacgao 2.2.1. A sequéncia P,(f,p,«) é submultiplicativa.

Prova. Note que

Do () = i o(fi(x)) = z o(fi(x)) + mz: S(F (" (2))

logo, Cbn—&-m = ¢n + ¢m © fn
Sejam 8 C o™ e v C o™ subcoberturas finitas tais que

f> ¢7 Z e(bn(U) € f> ¢7 Z 6¢n

veps Vey

Seja BV f7"(y) ={UN f™(V),U € 5 eV € v} uma subcobertura de o*™. Dali,

temos que:

Poim(frda) < 3 et < 5 oon(A)etm A

AeBVvf—n(y) A= Uﬁf_“((\;)
AEBVFTT(y

Z ePn(U Z V) — f b, ) m(f,¢,a)-

Uep Ver

Dessa forma, a sequéncia log P,(f, ¢, a) é subaditiva. Portanto, pelo Lema [2.1.1} o
limite
1
P(f,¢,a) = nh_)m@() - log P.(f,p, ) (2.4)
existe. Provaremos a seguir que o limite de P(f, ¢, @) quando o diam « tende a zero é o
mesmo independente da sequéncia de coberturas que se escolha para efetuar este limite.

Isto nos permite definir o P(f, ) como . lim OP( f,,a) e a este valor damos o nome
lam o—

de pressao (ou pressao topolégica) do potencial ¢ em relacao a f.

Lema 2.2.1. O limite

lim P(f, ¢, )

diam a— 0
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existe, i.e.,

lim P(f,¢,00) = P(f.¢) € [0,0x]

para toda sequéncia (ay); de coberturas abertas tais que diam « =% .

Demonstragio. Dadas duas sequénicas de coberturas («;); e (f;); com diam a; e diam f3;
tendendo a 0, vamos verificar que os limites de P(f, ¢, «;) e de P(f, ¢, 3;) existem e sdo
iguais.

Dado € > 0, pela continuidade uniforme de ¢ existe 6 > 0 tal que d(z,y) < 0 implica
|o(z) — ¢(y) < e. Temos que diam «; < § para todo i suficientemente grade e que para
cada ¢ existe um nimero de Lebesgue p; para a cobertura «;. Fixamos ¢ suficientemente
grande e p = p;. Também temos que diam 3; < p para todo ¢ suficientemente grande.

Dessa forma, todo B € [ estd contido em algum A € o' e para todo z € A existe

algum y € B que satisfaz d(f*(z), f*(y)) < 6 para k =0,1,--- ,n — 1, logo

Pn(r) = (TLE_: o(f*(x)) = cb(f'“(y))) + &n(y) < ne+ dn(y).

Daf segue que ¢,,(A) < ne + ¢,,(B), o que implica que F,(f, ¢, ;) < " Pu(f, ¢, 5;) e,
portanto, P(f, ¢, ;) < e+ P(f, 9, [;).

Quando j — 400, © — 400 e € — 0, temos que

limsup P(f, 6, a;) < lim inf P(f, 6, 3;).

Analogamente verificamos que lim sup; P(f, ¢, 3;) < liminf; P(f, ¢, a;), o que demons-

tra o que queriamos. O

Uma vez estabelecido o conceito de pressao topologica, podemos definir a entropia

topoldgica simplesmente por
h(f) = P(f,0), (2.5)

ou seja, a entropia de uma transformacao continua f é a pressao do potencial nulo re-
lativamente a f. E vélido pontuar que podemos definir entropia por meio de coberturas
abertas, ja que estamos em um espago métrico compacto, mas esta construgdo nao sera
abordada neste trabalho.

Sejam M, N espagos topoldgicos compactose f: M — M, g: N — N transformacgoes

continuas. Se existe uma aplicagdo continua sobrejetiva W : M — N tal que Vo f =
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go VW, entao g é dito um fator topoldgico de f. Caso exista homeomorfismo ¥ satisfazendo
Vo f=goW, dizemos que f e g sao transformacoes topologicamente conjugadas e W é
denominado conjugacdo topologica entre f e g.

A entropia é um invariante por conjugacao topoldgica. Note que este fato segue da

proposicao abaixo tomando o potencial nulo.

Proposicao 2.2.1. Sejam M, N espagos métricos compactos e f: M — M, g: N — N
transformacoes continuas. Se existe ¥ : M — N homeomorfismo tal que Vo f = go U,

entdao P(g,p) = P(f, o W) para todo potencial ¢ em N.
Demonstragio. Da relacio Wo f = go W segue que ¥(f7(A)) =g 7(V(A)), logo

U(a™) = {U(A, N FHT(A)) NN D(A,); Ao, A, € a)
= {W(A) Ng (T(A2) N Ng OTD(R(AL)); Ary-oo Ag € a)
= Y(a)".

Portanto

P.(f,poV, a) = inf{ Z ed’”(q’(U)), ~ subcobertura finita de a"}

Ue~

= inf { S e (MU) () subcobertura finita de \11(04”)}
v(U)ev(v)

= inf { > e?"V) 3 subcobertura finita de \I’(a)”}

Vey

= Pn(g, Cb, \Ij(a))

Considerando uma sequéncia de coberturas o com diametro convergindo para 0, pela

continuidade uniforme de ¥ o didmetro de W(«) também converge a 0, logo pelo Lema

221 P(f, ¢ 0 V) = P(g, d).

Algumas das propriedades da pressao topoldgica sao as seguintes:
Dada qualquer constante ¢ € R, temos P,(f,¢ + ¢,a) = e P,(f,¢,), VYn > 1.
Logo,
P(f,¢+c,a)=P(f, ¢, a) +c (2.6)

para toda cobertura aberta .
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Dados dois potenciais ¢ e ¢ tais que ¢ < 1, entdao temos P,(f, ¢, a) < P, (f, ¥, ),

para todo n > 1. Assim,

o<ty = P(f,¢,a) < P(f,9,a). (2.7)

Para calcularmos P(f, ) é suficiente considerarmos uma cobertura aberta « tal que

n—oo

diam " —= 0 e calcularmos P(f, ¢, a).

Proposicao 2.2.2. Seja M espaco métrico compacto e f : M — M transformacao
continua. Se o é cobertura aberta de M tal que diam o™ "=% 0, entdo P(f,¢) = P(f, ¢, )

para todo potencial p em M.

Demonstragdo. Vamos demonstrar que P(f, ¢, a) = P(f, ¢, a*) para todo inteiro k > 1.
Esse fato, junto com o Lema e com o didmetro convergir a 0, implica que P(f,¢) =
lﬁnkf%f,¢,ak)::f%f,¢,a)

Seja o uma cobertura aberta de M. Note que

n—1 ) k—1 ) n—1k—1 o n+k—1
(C(k)n _ U f*j( U fﬁZOé) _ U U ff(erj)Oé _ U fﬁlOé _ Ogn+k.
=0 i=0 =0 j=0 1=0
Se L = sup|¢|, entdao —kL + ¢p() < ¢pir(r) < ¢n(x) + kL para todo x € M. Dai
segue que
e P.(f,6,0"%) < Pu(f, 6,0) < € B,(f,6,0").
Portanto P(f,$,a*) = P(f, ¢, ). O

Proposigao 2.2.3. A fungdio pressao é Lipschitz, com constante de Lipschitz 1: |P(f, ¢)—

P(f,¥)] < |p — | para quaisquer potenciais ¢, .

Demonstragio. Temos que ¢ < 1) + |¢ — 1|. Logo, pelas propriedades ([2.6) e (2.7]), con-

cluimos que
F«f7¢)§fp(fﬂﬁ)+|¢“¢L

Fazendo a mesma conta com v no lugar de ¢ e vice-versa, obtemos a outra desigual-

dade. O

2.3 DINAMICA SIMBOLICA

Dado k € Z, k > 1, considere o conjunto > = {1,2,....,k}" das sequéncias = =

(i1(x),i2(x), i3(x), ...), onde i;(x) € {1,2, ..., k},Vj € N.
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Definimos ¢ : 3f — 3F como o(z) = (ia(),i3(),...), funcdo que chamaremos de
mapa deslocamento. Note que o é nao inversivel, pois nao é injetiva: o~ ((iz(x), i3(x), ...)) =
{(1,i2(x),i3(x), ...), (2,i2(z),i3(x), ...), oo\ (kyia(z),i3(z),...)}, Vo € 37

Definimos a seguinte distancia d : 37 x 37 — R em 3 : dado A > 1, para cada
T,y € 3}, temos

A sex
d(z,y) = 7Y ; (2.8)

0 , caso contrario

onde 0 = 6(z,y) € N é o menor inteiro tal que ip(z) # ig(y).
Vamos mostrar que d de fato é uma distancia em Y7 e que >} é um espago métrico
compacto. Além disso, provaremos que o mapa deslocamento o é uma transformagcao

continua.
Afirmacgao 2.3.1. d é uma distancia em 31 .
Prova. Dados ,y, z quaisquer em i, temos que:

-Sex # vy, dx,y) = X% onde A > 1ef > 1, temos que d(z,y) > 0. Por (2.8):
d(z,y) =0z =y.

- Trivialmente, temos d(z,y) = d(y, z).

- Sejam: d(x,y) = A% d(x,2) = X7 e d(z,y) = A%, onde 0y, 0 e O3 sdo os menores
nimeros naturais tais que: ig, () # ig, (v), 6, () # 1a,(2) € tg,(2) # ig,(y).
Perceba que se 05 > 60, ¢ 03 > 0y, entao ig,(z) = ig,(2) € ip,(2) = ip,(y), mas
isto implica que ig, () = ig,(y), 0 que contradiz a defini¢ao de #;. Portanto, temos
obrigatoriamente que: 6 < 6; ou 05 < 6. Logo, A= < A% oy A\700 < A%,

Concluimos que:

dlz,y) = X" < X2 4 X% =d(z,2) + d(z,y).

Afirmacgao 2.3.2. (3},d) é um espago métrico compacto.

Prova. Vamos verificar que toda sequéncia possui uma subsequéncia convergente. Seja

Tn = (i1(zn), i2(2y,), - - - ) uma sequéncia qualquer em .
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Fazemos um argumento diagonal: como 41(x,,) € {1,--- ,k}, existe iy € {1,--- , k} tal
que i1(x,) = i; para infinitos n’s, os quais formam uma subsequéncia (n});. Da mesma

maneira, existe io € {1,---,k} tal que iy(x,1) = iy para infinitos i’s, os quais formam
1

uma subsequéncia (n?); de (n;

;)i Repetindo esse procedimento, para todo j existe i, e

(n}): subsequencia de (n~U~); tal que i(z,;) = i;.

Considerando x = (71,2, --) e a subsequencia (n});, vamos provar que = lim, T i

Dado € > 0 existe um inteiro  tal que A~ < e. Para j suficientemente grande, ng pertence
as sequéncias (n});, (n?);, -+, (n?);, logo para tais j’s, iy(z) = i(z,,) para ¢ = 1,2,--- .0,
J
o que implica que as primeiras 6 coordenadas de z e de z_; sao iguais. Portanto d(z,z, ;) <
J

J

A7 < e

Afirmacgédo 2.3.3. 0 : 3} — 2} € uma transformagio continua.

Prova. Dados z,y € 31, temos que d(z,y) = A~?, onde @ é o menor niimero natural

tal que ip(z) # ig(y). Ao aplicarmos o mapa deslocamento em z e y, excluimos o primeiro

termo das sequéncias que compdem esses elementos. Assim, d(o(z),o(y)) < A~70-D =
Ad(z,y). Isto prova que o é Lipschitz com constante A e, portanto, continua.
]
Chamamos de cilindro de tamanho n o conjunto
+
[ts d2s <o Ju] = {z = (i1 (@), i2(2), i3(x), ...) € Y tal que ig(z) = jo, 1 <O <n}, (2.9)
k
com jg € {1,2,...,k},1 <0 <n.
Consideremos o = {[1], [2], ..., [k]} o conjunto dos cilindros de tamanho um. Note que:

-« € cobertura aberta de Y5 .
Dado z € 3} temos que i;(z) € {1,2, ..., k}, isto implica que = € [i;(z)], que é um
dos cilindros pertencentes a a. Para ver que « é cobertura aberta basta notar que o
cilindro [j;] (com j7; € {1,2,...,k}) é a bola aberta de centro x = (j1, j1, J1,...) € raio
r = A~ Note que o centro nao é necessariamente esse, podemos escolher qualquer

ponto z em Y_i com i;(z) = j; para ser o centro dessa bola).

- a?=aVol(a) éo conjunto dos cilindros de tamanho dois.
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Perceba que

o () = {ia(x) =}

e [i,j] = [Ina™'(5])

De modo mais geral, temos que " = {[j1, jo, ---, Jn, Onde j1, jo, ..., jn € {1, ..., k}}, ou
seja, ¢ o conjunto dos cilindros de tamanho n. Note que o™ é uma cobertura minimal para
S, i.e., se retirarmos um elemento qualquer da cobertura o™ o conjunto resultante nio
¢ mais cobertura de 3} . Dito ainda de outra maneira: o™ nao admite subcoberturas.

Vamos agora calcular a entropia topolégica de o. Pela equagao ([2.5)), temos que:
h(c) = P(o,0).

Logo, utilizando a cobertura o dada acima:

P,(0,0,0) = inf{) €’ : aé subcobertura finita de "}
Aed

= inf{) 1 : &é subcobertura finita de a"}
Aca

= inf{|a| : @ é subcobertura finita de o"}

= k"

onde |a| é a quantidade de conjuntos que compoem a subcobertura a. Como a™ é cobertura
minimal, temos |a"| = k" (exatamente a quantidade de cilindros de tamanho n). Dali,

concluimos que:

1
P(0,0,a) = lim —logk"

n— oo n

1
= nlgxgoﬁnlogk
= log k,

Por fim, note que:

diam[jlvj?)"'ajn] = sup d(l‘,y)

z,yc [jlvav"'vjn]

Como no cilindro acima todos os seus elementos possuem os primeiros n termos iguais,
a maior distancia que pode haver entre x e y € [j1, J2, .oy Jn) € A~(+D E isto vale para
qualquer cilindro de tamanho n. Entao, visto que

1 n . . . .
diam o" = sup diam [j1, 42, -, Jnl,
[j17j2:-'~7.jn]€ a™
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concluimos que diam o = A~V ¢, portanto, diam o — 0 quando n — oo. Finalmente,
pela Proposigao [2.2.2]
P(0,0) = P(0,0,q).

Logo,
h(c) = P(0,0) = log k.

De modo mais geral, podemos refazer o calculo acima para calcularmos P (o, a) no caso
em que o potencial ¢ é constante em cada cilindro de tamanho 1, i.e., ¢((i1,12,...)) = n;, .
Considerando o como acima, temos:

Py(o,p,0) = inf{)_ e?» . G subcobertura finita de o™}
Aca

— Z e‘Pn(A) .

Agan
Como o valor de ¢, em um cilindro de tamanho n é ¢([j1,j2,- ., jn]) = nj, + 0jy +
...+ nj,, temos que:

Puo,p,a)= Y elele, el =( Y )",

J1,925--0n je{l,....k}

logo: P(0, ¢, ) = log Zle el

Como diam o™ — 0, segue que
k
P(o,p) =log) €. (2.10)
j=1

Note que o valor log k da entropia topoldgica corresponde justamente ao caso em que
m=n=...=n =0.
Na continuacao vamos apresentar uma dinamica na reta que servirda de exemplo para

o calculo de dimensao que sera feito no préximo capitulo.

Exemplo 2.3.1. Sejam L, Ly, Lo, ..., L intervalos fechados em R com L; C L,Vi €
{1,.,k}, LinL; = &, para j # i, e L, = U L;. Dada f : L — R de classe C* tal

1<i<k

que f(L;) = L, suponhamos que f; = f|p, : Li = L seja uma fungdo afim com derivada

Definimos:

A = {xe€lL,; f"(x) € L,Vn >0}
= /(L)

n>0
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Chamamos A de repulsor.
Proposicao 2.3.1. Do contexto apresentado no Exemplo |2.5.1| acima, concluimos que:

a. A € um conjunto de Cantor.

b. A fungao (x) = (ig(x),11(x),...) definida por f*"(x) € L;, ) € uma conjugagao

topoldgica entre f|p e o deslocamento de k simbolos.

c. Self'(z)] =N >1,Vo e L;, entao P(f|p, slogf'(.)) = log((A1)° + ... + (M\p)?®), Vs €
R.

Demonstragio. Denotando K, = (= f~7(L.), temos que

A=) K.

n>0

Note que K, é a uniao disjunta de k™ intervalos fechados, os quais denotamos por
Kigeip oy 1= Lig N f_l(Lil) n---N f_n_1<Lin71)7

onde g, i1, ,in, € {1,--+ ,k}.

Como a restrigao de f a cada Kj,..;,_, ¢ uma bijecao afim entre K e K;

0rij—1 0 +ij—29

segue que a restricdo de f" ao intervalo Kj ., _, € uma bijecao afim entre K; e

0 in_1
L. Note ainda que Kj,..;, , ¢ a uniao disjunta K;,.;, ,1U- - U K;j ..., ,r Entao A é a
intersecao de uma sequéncia decrescente de intervalos fechados, portanto é um conjunto
compacto.

Se z,y € Kj,..., ,, entao pelo Teorema do Valor Médio:

(@) = f @) = X 1 @) = )
= N i |12 (@) = [ ()

== A A gl =yl

Em particular, temos que
|z —y| < A7 (x) — fM(y)| < (min{)\;}) " diam L, Vo, y € Kigoi, - (2.11)

A partir dai podemos provar o item a, pois diam Kj,..; , converge para 0 quando
n tende a infinito. Isso garante que A é um conjunto compacto totalmente desconexo,

portanto é um conjunto de Cantor.
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Para o item b, verificamos que 9 é: injetiva, sobrejetiva, continua, sua inversa é continua
eoop=1oflx

Se ¥(z) = ¢¥(y) = (io, i1, -+ ), entdo z,y € K;,..;,_, para todo n. Entdo mandamos n
para infinito em e provar que | —y| = 0, logo x = y, isso implica que 1 é injetiva.
Para provarmos que ¢ é sobrejetiva, considere (ig, iy, - - ) e note que N2 Kiyi,.i,_, ¢ uma
intersecao de compactos encaixados, em particular é nao-vazia. Tomando x um elemento
de N2 Kigiy.oi,_y» tem=se ¥(x) = (ig, i1, ).

Agora verificamos que v é continua: dado € > 0, seja 6 tal que A~ < e. Como os
conjuntos {Kg...i; ; big, ig_1e{1,- 4} 530 dois-a-dois disjuntos, existe 6 > 0 para o qual

|z — y| < § implica que = e y pertencem ao mesmo K; Portanto, se |[x —y| < 0

o--ig_1-
entdo ¢ (z) e ¥(y) tem as primeiras 6 coordenadas iguais, logo d(¢(x),¥(y)) < A% < e.
Portanto f é continua e, como seu dominio é compacto, f é uniformemente continua.
Isso implica que f~! também é continua, pois toda funcio invertivel e continua em um
dominio compacto tem inversa continua.

Por fim, se ¢(z) = (io,i1,---) entdo f/(z) € L;,, para todo j. Considerando o o
deslocamento de k simbolos, temos que o o ¢(x) = (i1,4s,---). Como fI(f(x)) € L
seguie que $(f(2)) = (i1, iz, ) = o (1(x).

Para demonstrarmos o item ¢, vamos utilizar o calculo ja visto na equacgao (2.10)) para a

ij419

pressdo de um potencial localmente constante. Se ¢(z) = slog f'(z), entdo ¢(z) = slog \;
para todo x € L;, logo ¢(h™*(u)) = \; para todo u € [i].

Por , temos que P(c,¢oh™!) = log Zé-:i es1oedi = Jog Zé-:i Aj. Pela Proposigao
, concluimos que P(f|a, ¢) = log Zé-:i AS. O

Generalizando o resultado acima para dimensoes superiores, temos o mesmo fato:

Proposicao 2.3.2. Considere D, Dy, D, ..., Dy conjuntos convexos fechados com D; C

D, para todo i € {1,..,k}, e D;ND; = &, para j # i. Seja f : D — R de classe C' tal

que f(D;) =D el Df(z)v|>1, Vo € D, = D;UDyU...U Dy e para todo v € R
Seja A = ngof_”(D*) ={x € D,; f"(z) € D,,¥Yn > 0}.

Entdo, concluimos que:
- A é um conjunto de Cantor.

- A fungio Y(x) = (io(x),11(x),...) definida por f*"(x) € D;, () € wma conjugagio

topoldgica entre f|n e o deslocamento de k simbolos.
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Demonstracao. A prova é analoga a da proposi¢ao anterior.
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3 MEDIDA E DIMENSAO DE HAUSDORFF

3.1 MEDIDA EXTERIOR

Seja M espaco métrico. Uma medida exterior em M é uma funcio p* : §2(M) — [0, o0]

que satisfaz:

ii. pu*(Bs) < p*(By), se By C By;
i (U2 Be) < 3202 17 (By).

Para obtermos uma medida exterior podemos iniciar com uma familia F de subcon-
juntos "elementares" de M, onde uma nocao de medida é definida, e se aproximar de
subconjuntos arbitrarios de M por meio da unido enumeravel de elementos da familia F.
Perceba que o item iii. acima nos d4 um norte: as aproximagoes de conjuntos arbitrarios
devem ser feitas "por fora" ou "por cima', ou seja, aproximaremos os conjuntos por meio

de coberturas.

Proposigio 3.1.1. Sejam F C §(M) e~ : F — [0,00] tais que & € F, M € F e
v(2) =0. Para B C M qualquer, definimos:
pH(B) =inf {> ~y(E):E,e F e BC|JE}.
£=1 £=1

Dai, p* € medida exterior.

Demonstracio. Dado B C M, existe uma familia enumeravel de subconjuntos de M
{E/}32, contida em F tal que B C UX,E, (basta tomar cada E, = M, por exemplo).
Isto nos garante que p* estd bem definida.

E facil perceber que © (@) = 0, basta tomar E, = &, para todo ¢. Note também que
w(By) < p(Bz) para By C By, pois o conjunto sob o qual o infimo é tomado em relacao a
Bs esta contido no conjunto correspondente a Bj.

A fim de provar a subaditividade enumerével de p*, suponha {B;}22, C P(M)es > 0.

Para cada j existe {FJ}%2, C F tal que

p(EY) < p*(B;) + 6277,

M]3

BjCUEg e

(=1 (=1
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pois " ¢ o infimo. Logo, se B = U2, B;, temos:

Bc JE e Y p(E)<> ui(B))+4,

>1 0>1 5>1
j>1 j>1 -

dai,
W' (B) < X1 (By) +6.
Jj=1
Como § ¢ arbitrério, u*(B) < 351 p*(B;). O
Se p* é medida exterior, um conjunto B C M ¢é dito p*—mensuravel se

p(E) = (ENB)+u* (ENB°), paratodo E C M.

A inequacio p*(E) < p*(EN B) + p*(E N BY) é vélida para qualquer B, E em M.
Entao, para B ser u*—mensuravel basta provar a desigualdade contraria. Note que esta

ultima ¢ trivial se p*(E) = oco. Dai, vemos que B é u*—mensurdvel se e somente se:
p(E) > p*(ENB) + p*(ENB°), paratodo E C M tal que u*(E) < .

Teorema 3.1.1 (Teorema de Carathéodory). Se u* é uma medida exterior em M, a
colecao M de conjuntos p*—mensurdaveis é uma o—adlgebra e a restricio de p* a M é uma

medida completd']

Demonstracdo. Vamos primeiro mostrar que M é o—algebra. Perceba que M é fechado
sob complementos, pois a definicdo de p*—mensurabilidade do conjunto A é simétrica
com relagdo ao complemento de A.

Dados A,Be M e E C M, temos:

pH(E) = p(ENA)+p (BN A

= (ENANB)+p (ENANB) + u*(ENA°NB) + (BN A° N B°).
Mas, AUB = (AN B) U (AN B°) U (A® N B). Entéo, pela subaditividade de y*,
p(EN(AUB)) < p*(ENANDB)+ p (ENANBY) + p*(ENA°N B),

logo,
W' (E) > 1" (BN (AU B)) + 1 (EN (AU B)S).

1 Dizemos que uma medida é completa se para todo conjunto E p*—mensuravel, com p*(E) = 0, temos

que cada subconjunto de F é também p*—mensuravel.
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Com isso concluimos que AU B pertence a M. Basta agora mostrar que M ¢é fechado
pela unido enumeravel de conjuntos disjuntos. Sejam {A;}32; C M, com 4; N A; = & se

i # j, Bn=UJL A; e B=Uy_,B;,. Dado £ C M, temos:

p(ENBy) = p(ENB,NAy,) +u(ENB,NnAS)
= p(ENA,)+p (ENBy,).
Utilizando o principio da indugao, temos que:
W(E N By) = f}lu*(E N 4))
j=
Logo,
p(E) = p(ENBy)+u*(ENBy)

m

> Z (ENAj)+ pu*(EN BS),

fazendo m — oo obtemos
W) = S p(ENA)+ (BB
j=1

> (U ENA)+p(EnBY)
j=1

> p(ENB)+p*(ENBY) > u*(E).

Portanto, B € M. Se tomarmos E = B, temos que p*(B) = >72, u*(4;), entdo estd
provada a aditividade.
Finalmente, se p*(A) = 0, para qualquer £ C X, temos:

pH(E) < pf(ENA) + i (BENAS) = p* (BN AS) < 5 (B),

entao A € M.
Portanto, p*|p é uma medida completa.

]

Seja d uma métrica em M. Uma medida exterior u* em M é dita uma medida exterior

métrica se
W (By U By) = i (By) + i (Ba),  sempre que d(By, By) > 0.

Proposicao 3.1.2. Se p* é uma medida exterior métrica em M, entdo todo subconjunto

boreliano de M é p*—mensurdvel.
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Demonstracao. A o—algebra de Borel de um espaco M pode ser gerada também pelos con-
juntos fechados de M. Dito isto, para mostrar que todo boreliano de M é p*—mensuravel,
basta mostrar que todo conjunto fechado F' de M é pu*—mensurdavel. Dado A C M, com

u*(A) < oo, queremos mostrar que:
pH(A) > (AN F) + p* (AN FE).

Seja B, = {x € A\ F : d(z,F) > m™'}. Temos que { B, }men ¢ uma sequéncia crescente

de conjuntos cuja unido é igual a A\ F (j4 que F é fechado) e d(B,,, F') > m™!. Portanto,
p(A) Z p (AN F)U By) = " (AN E) + 5 (Bu),

entdo serd suficiente mostrar que p*(A\ F) = lim i (Br).
Seja Cy, = Byy1 \ Bm, ou seja, Cpy, = {x € A\ F: (m+1)"! <d(z,y) < m™}. Se
r € Cpyr e d(z,y) < (m(m+ 1))~ entdo

1 1 1
dly.F) < d d(z. F _ 2
(y, F) < d(z,y)+d(z, )<m(m+1>+m+1 -

= y ¢ Bp,.

Logo, d(Cpy1, Bm) > (m(m + 1))~1. Por indugao, obtemos

M*(B%H)

v

W (Cop U Bag—1) = p* (Cox) + 1" (Bag—1)
1 (

Cor) + 1" (Cog—a + Bag—3)

v

v
M=

1 (Cay).

1

<.
Il

E de forma similar, chegamos que pu*(Bgx) > Z;‘f’:l p(Coj1). Ja que p*(By) <
p*(A) < oo, segue que as séries Y22, u*(Cy;) e 372, p*(Cyj-1) sdo convergentes. Por
outro lado, pela aditividade de p*, temos:

WAV < (Ba) + Y (G,
j=m+1

Quando m — oo, a ultima soma tende a zero e obtemos

pH(AN\ F) < liminf " (By,) < limsup p*(B,) < p*(A\ F),

m—o0

como queriamos. O
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3.2 MEDIDA E DIMENSAO DE HAUSDORFF

O termo "dimensdo fractal" assume significados diferentes a depender da defini¢do
escolhida. A definicao mais antiga foi desenvolvida por Hausdorff e ainda é uma das
mais importantes. Sua vantagem reside em estar definida para qualquer conjunto e, além
disso, no fato de se basear em medidas (instrumento de fdcil manipulagio e amplamente

conhecido). Por outro lado, é dificil estimar esta dimensdo por métodos computacionais.

Seja M um espago métrico. Dados s,6 € R, s >0, >0e F C M, deﬁnimosﬂ

ms(F,8) = inf { Y (diam U)* : U cobertura de F' com diam U < §}. (3.1)

Uelu

Nessa definicdo tomamos todas as coberturas abertas U de F' com didmetro menor
que ¢ e procuramos minimizar a soma dos didmetros dos subconjuntos U € U elevados a
s.

Os conjuntos U € U em sao abertos de M. Porém, podemos definir a medida
ms(+,0) exigindo que as coberturas U sejam compostas apenas por conjuntos fechados,
pois diam U = diam U, onde U ¢é o fecho do conjunto U.

Note que m4(F,d) varia monotonamente com relagdo a 0: quando ¢ diminui, diminui
a parcela de coberturas admissiveis e, portanto, o infimo aumenta ou continua o mesmo.
Dados 01 > 09 > 0 : mg(F,01) < mg(F,09). Dessa forma, m,(F,J) se aproxima de um
limite quando ¢ tende a zero.

Definimos

ms(F) = (lsimmS(F, J) (3.2)

—0

onde my(F') € [0,00] é denominada medida s-dimensional de Hausdorff de F. Este limite
existe para qualquer subconjunto F' de M, mas seu valor pode ser (e frequentemente ¢é) 0
ou 0.

A medida de Hausdorff generaliza a ideia de comprimento, area, volume, etc. Para
subconjuntos do R", a medida n-dimensional de Hausdorff coincide, a menos da multipli-
cagdo por uma constante, com a medida n-dimensional de Lebesgue (o volume usual no

R™). Mais precisamente, dado F' € Bgn

my,(F) = ,
wTL
As coberturas nesta definigao sao abertas, mas podemos tomar apenas coberturas fechadas e a definigao
seria equivalente (basta notar que diam U = diam U, para todo U C U, onde U é o fecho de U).

2
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onde w, é a medida de Lebesgue da bola n-dimensional de didmetro 1.

A seguir veremos uma propriedade importante de mg(+,d):

Afirmacao 3.2.1. Dados s; > s > 0, temos que:
mg, (F,0) < 07 *2my, (F,0)
para todo 6 > 0.
Prova. De fato, por (3.1)):

me, (F,6) = inf{Y  (diam U)** : U cobertura com diam i < 4}

Ueu
= inf { > (diam U)*="17) 1 i cobertura com diam ¢ < &}
Ueu
= inf { ) (diam U)**(diam U)* "2 : U cobertura com diam U < 6}
Ueu
< inf { ) diam U*?§**~** : U cobertura com diam U < 4}
veu
= 6272 inf { Y (diam U)* : U cobertura com diam U < 4}
veu

= 52 (F,0).

Como a Afirmacao [3.2.1] é valida para todo s; > s, > 0, entdao dado s > 0, temos:
(a) mg(F) >0 = my(F) = oo, Vt < s.
(b) ms(F) < oo = my(F) =0,Vt > s.
Os itens (a) e (b) acima implicam na igualdade:
sup{s : ms(F) = oo} = inf{s : m(F) = 0}.

Isto nos mostra que existe um tnico valor § = §(F) € [0, oo] tal que m,(F') = oo para
todo s < § e mg(F) = 0 para todo s > 8. O valor § é o que chamamos de dimensao de
Hausdorff de F' e denotamos por dimy F'. A medida dimy F-dimensional de Hausdorft
de F' pode assumir qualquer valor em [0, oc].

Os casos mais convenientes de serem estudados sao aqueles em que

0 < Mgim,, r(F) < 00,
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pois se provarmos que 0 < mg(F) < oo para algum § temos, obrigatoriamente, que § é
a dimensao de Hausdorff de F'. Ou seja, neste caso o empenho de achar a dimensao de
Hausdorff de um conjunto F' se restringe a prova de que sua medida de Hausdorff ¢ finita

e maior que zero em algum 8.

3.3 REPULSORES CONFORMES

Sejam D, Dy, D, ..., D;, conjuntos compactos e convexos em R" tais que D; C D para
todoi € {1,2,..,k} e D;ND; = & sei # j. Além disso, definimos D, = UF_; D; e supomos
que Z"( D\ Dx) # 0, onde Z" é a medida de Lebesgue n-dimensional.

Dada f : D, — D aplicagao tal que sua restricao a cada D; é um difeomorfismo em
D, temos que a sequéncia de pré-imagens f~(D) é ndo-crescente: i.e., f~™m*Y(D) C
(D).

Chamamos repulsor de f a sua intersecao:

A=) 5(D.) (3.3)

Em outras palavras, A é o conjunto dos pontos x cujos iterados f™(x) estao definidos
para todo m > 0. E claro que A é compacto e que f~'(A) = A (ver Exemplo m pois

¢ andlogo). No que segue, suporemos que a aplicacio f : D, — D é de classe C' (para

Figura 1 — Representacido do dominio e contradominio da aplicagao f.

Fonte: A autora (2020)
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pontos na fronteira do dominio isso quer dizer que f se estende a uma aplicacao C' numa

vizinhanga). Também faremos as seguintes hipdteses adicionais:

1. f € expansora, i.e., existe A > 1 tal que:

| Df(z)v [|> A || v, para todoz € D, e todov € R". (3.4)

2. O logaritmo do jacobiano de f é Hélder, ou seja, existem C' > 0 e 6 > 0 tais que:

|det Df ()]
gmeHx—yHGa (3.5)

para todo z,y € D,.

3. A aplicagio f € conforme, i.e.,

I Df() ||| Df ()" =1, (3.6)
para todo x € D,.

Teorema 3.3.1 (Férmula de Bowen-Manning). Suponha que f : D, — D satisfaz as

condigoes (3.4), (3.5)) e (3.6). Entao, a dimensdo de Hausdorff do repulsor A é dada por
onde dy € (0,1) é o dnico nimero tal que P(f,—dylog|det Df]) = 0.

Deixaremos a demonstragao deste Teorema para a proxima secao.
Vamos agora, por meio da Férmula de Bowen-Manning, calcular a dimensao de Haus-

dorff do repulsor A do Exemplo [2.3.1}

Exemplo 3.3.1. Considere o contexto do Exemplo de forma que a restricio de f

a cada componente conexa L; € afim (neste caso, o valor absoluto da derivada de f; é

constante e igual a \; = % > 1). Note que o potencial p(x) = —dlog|det Df(x)| é

localmente constante e, por (2.10)), temos:
k

P(f, ) =logy A*

=1

Portanto, a dimensdo de Hausdorff do repulsor A = No_q f~"(Ly) € o inico nimero

d tal que %, ('ﬁ.j")d =1

O conjunto de Cantor usual da reta, K, corresponde ao caso L = [0,1], L; = [0, %],

Ly =[2,1], fi(z) = 3z ¢ fo(x) = 3z —2. Em particular, \; = A; = 3. Logo, a sua dimensio

de Hausdorff é }Zgg, pois este é o iinico ntimero d que satisfaz

3794379 =1.
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3.4 FORMULA DE BOWEN-MANNING

Esta secao ¢ dedicada a demonstracao da Féormula de Bowen-Manning.

3.4.1 Distorcao e Conformidade

Seja f; = flp, : Di — D. Pela definigao de f, sabemos que f; é difeomorfismo em

D. Isto implica na existéncia de uma funcdo g; : D — D; diferencidvel tal que g; = f; .

Chamamos g¢; de ramo inverso de f. A fungdo f possui k ramos inversos: g1, go, - - ., G-

De maneira mais geral, definimos o ramo inverso de f™ como sendo

m— . . .« .. .
g - gzo o gu o o glmfn

com g, 1, ...,im—1 € {1,...,k}. Denotaremos por Z™ a familia dos ramos inversos de

f™. Note que as imagens ¢" (D), com g™ € I™, sao duas-a-duas disjuntas e que

Ac U ¢™(D).

Por (3.4), fi satisfaz:

| Dfi(x)v |> A v, VzeD;,VveR"

= || Dfix) = A, Vo e D

Das relagoes acima concluimos que D f;(x) : R™ — R™ é injetiva e, consequentemente,

um isomorfismo. A hipétese (3.6 de conformidade nos d4:
I Dfi(x) || Dfitx)™" =1, Va € D

Por (3.4)):
M| Dfi(x)"t||<1, Vz €D,

Mas, D fi(z)™" = D *(f(z)) = Dgi(f(z)), entéo:
MM Dgi(f(x) I <
| Dgi(f(z)) | < Vz € D;.

= | Dgi(y) | < —, VyeD.

>l > = =
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Entao, como D é um conjunto convexo, a Desigualdade do Valor Médio (Teorema

)A.0.8) nos garante que:
I9i(2) = gi(w) IS A" | 2 —w |, Vz,we D, (3.8)

ou seja, g ¢ uma contragao.

Para cada ramo inverso ¢"* de f™, consideremos

gt = Gip © Giniy © - O i1 p=0,1,....m—1.

Note que g™~ ?(D) C D;,, para cada p, pois g" ?(D) = g;,(gi,., © ---© Gi,_, (D)) C D;

ip-*

Por (3.8), segue que ¢ P é uma AP~™ contragdao. Dessa forma, temos que:
diam ¢™ (D) < M""diam D, (3.9)

para todo p =0,1,...,m — 1, pois

diam g™ *(D) = sup [z —yl= sup [ g™ P(2) —g" P(w) |
zy € gmP(D) zw € D
< sup N || z—w|
Zw €
< AT osup || z—w|
z,w € D
< N7 djam D.

Dado qualquer isomorfismo linear L : R® — R, temos que
|det L| <|| L || . (3.10)

De fato, pelos estudos realizados no Apéndice B e pelo Teorema Max-Min (A.0.2),

concluimos que |det L| = |ay]...|ay,|, onde oy > ... > v, > 0 sdo os valores singulares de

L e que a; =|| L ||. Logo, (3.10) é valida.

Obtemos uma desigualdade andloga para a inversa L~!. Dessa forma, obtemos
L=|det L| [det L~ < (| L || L7 [)™.
Entdo, || L ||| L7! ||= 1 implica |det L| =|| L ||" e |det L7!| =|| L™" ||". Logo, pela

hipdtese de conformidade [3.6] temos que

[det Df(y)l =Il Df () I, (3.11)

para todo y € D,.
O objetivo central desta secdo é provar a seguinte estimativa geométrica, que servira

de base para demonstrar o Teorema |3.3.1}
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Proposicao 3.4.1. Existe Cy > 1 tal que para todo m > 1 e todo ramo inverso g™ € I™,

todo E C ¢g™(D) e todo x € g™(D), tem-se as desigualdades:

1

& (diam f"(E))" < (diam B)"| det Df" (2)] < Co(diam f™(E))"  (3.12)

A fim de demonstrar este resultado necessitaremos do lema abaixo:

Lema 3.4.1. FExiste C; > 1 tal que, para todo m > 1 e todo ramo inverso g™ de f™, vale

+ | det Df(z)]
log || 777 <O,
WS rryivic
para quaisquer z,,w, na envolvente convexa de g™ P(D) para p=0,...,m — 1.

Demonstragio do Lema[3.4.1 A envolvente convexa de um subconjunto do R™ é a unido
de todos os segmentos de reta cujos extremos pertencem ao conjunto. Entao, claramente,
o diametro da envolvente convexa de um subconjunto qualquer do R™ coincide com o
diametro do proprio conjunto.ﬂ

Usando (3.5]), temos:

| det Df(z)]

og |d th( )| —C || ZP wp H —C(dlamg (D)) ’

parap=0,...,m — 1. Logo,

m— lldeth m— m—1

log H Tt Z (diam g™ *(D))? < C(diam D)? Y~ A@P=m?,
LT det D f (w a =
por (3.9). Portanto, basta tomar Cy = C/(diam D)? 322, A9 O

Demonstragio da Proposigio[3.4.1. Considere m, g™, E e x como no enunciado. Seja y €

D um ponto onde a norma de Dg¢g™ atinge seu maximo. Entao, pela Desigualdade do Valor

Médio (Teorema [A.0.8)),

|1 = 2| < |[Dg™ ()] [/ (21) = [ (22)], (3.13)

para todos x1,xy € E. Observe que:

Dg™(y)~" = D(g™) (g™ ()

= Df"(2),

Como D; ¢ convexo para todo i, a envolvente convexa de g™~ P(D) estd contida em D;,, para p =
0,...,m—1. Além disso, temos que a derivada D f estd definida em todo ponto da envolvente convexa.

3
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onde z = ¢g"(y). Somando isto a hipétese de conformidade (3.6)), temos:

IDFEIDf =1 = D@ IDf™(2) 7] =1
— D" [IDg™ (W)l] = 1, onde y = f™(z).

= [IDg" W)l = IDf™ (=)l (3.14)

A primeira implicacao se deve ao fato de que, pela Regra da Cadeia,

DﬁwaﬁDﬂﬂm>
e dai,
1 = [ 1d <] D@ ] D)

m—1
< L I DF@) I DFCFP ()"l
p=0
m—1
= J]1=1
p=0
Utilizando o Lema e a igualdade (3.11)), chegamos a
| det Df™(x)| < e[ det Df™(2)] = e || Df™(2) |- (3.15)
Das desigualdades (3.13)) e (3.15]) concluimos que
| w1 — @ "< €| det D™ ()71 | " (21) = f"(2) |-
Tomando o supremo para x1,xy € E, obtemos
(diam E)" < ¢“*|det D f™(x)| ™ (diam f™(E))™.

Agora basta tomar Cjy > €1 e provamos a segunda desigualdade em (3.12).
Seguiremos de maneira andloga para demonstrar a outra desigualdade. Seja z, um

ponto de méximo para || D f|| restrita & envolvente conexa de g™ ?(D). Dessa forma,

|75 @) — o @) | < 1 DF(zp) I fP(21) — fP () |
= |det Df(z,)[n || f7(w1) — fP(2) |,

para todo p e todos z1, x5 € E. Dali, fazendo p=10,1,...,m — 1,

m—1

17 (@) = f™ (@) "< T [det Df(z)] [ 21 — 2o ™.

p=0
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Pelo Lema [3.4.1] temos

nﬁl |det Df(z,)| < e“'|det Df™(z)).

p=0

Tomando Cjy > €1, concluimos que
[ /™ (1) = f™ (2) "< Col det Df™ ()| || 21 — a2 |-
Tomando o supremo para 1, xy € F, chegamos a
(diam f™(E))" < Cp| det D f™(x)|(diam E)".

E com isto concluimos a prova desta proposicao. O

3.4.2 Existéncia e Unicidade de d,

Nosso foco agora é provar a existéncia e a unicidade do nimero dy tal que P(f, —dylog|det Df|) =

Seja ¢ = —log|det Df| e ¥ : R — R dada por ¥(t) = P(f,t¢). Queremos mostrar
que existe um tnico dy tal que ¥(dy) = 0.

Segue da Proposicao que V¥ é continua. Entao, para mostrar a existéncia de dy
basta provar que V(1) < 0 < ¥(0).

Afirmacgao 3.4.1. ¥(0) > 0.

Prova. Seja 8 a cobertura aberta de D de modo que os elementos de 3 sdo as imagens

g(D) pelos ramos inversos de f. Lembre que

B =BV B V..V (),
onde cada elemento B de 8™ é obtido através das intersecoes By N By N ...N B,,_1, onde
Bee f(B) e fH(B) ={f(A): A€ B}, ie,
By = g, (D), para iy € {1,...,k},
By = [ '9i(D)) = gi,9i,(D) para iy, iy € {1, ..., k},

By = [7%(9i,(D)) = 9is9i,9i,(D) para is, is, i5 € {1, ..., k};

e assim por diante. Entao, para cada m > 1, a cobertura ™ é formada pelas imagens

g"(D) de D pelos ramos inversos de f™. Da desigualdade (3.9)) segue que diam " <
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A diam D, V m > 1, e daf diam ™ "= 0. Entéo, pela Proposicio [2.2.2, concluimos
que

P(f,v) = P(f,v,5), paratodo potencial ¢. (3.16)

Em particular, ¥(0) = P(f,0) = P(f,0, ). Por outro lado,

P(£,0,8) = lim_ - log Pulf,0,5),

onde

Po(f,0,8) = inf{>_ e® : f subcobertura de 5™}
BCpB

= inf{) 1: /3 subcobertura de 5™}
BCB

Note que Yp 51 = #/ (quantidade de elementos em ) e que 3™ é cobertura minimal
de D (i.e., nenhuma subfamilia prépria de 5™ cobre D). Logo,
Pu(f,0,8) = > 1=4#p"
Bcp™

Dai,

P(£,0.8) = lim —log Pu(f,0,5)

m—oo m,

— lim — log #(5™)

m—oo m,

— lim —log(#6)"

m—oo m,

= log#p =logk > 0.

Portanto,

v(0) = P(f,0) = P(£,0,58) > 0.

Afirmagéao 3.4.2. U(1) = lim Llog Z"(f~™(D)) < 0.

m—o0

Prova. Pela equacao (3.16)), temos que ¥ (1) = P(f, ¢, 3). Mas,
i 1
P(f7¢76) = rrlLl—I>nooE10ng(f’¢75)’

onde

P,(f,¢,5) = inf{ Z e®(B) . 3 subcobertura de g}
Bcp
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Como ™ é cobertura minimal de D, ¢,,(x) = Z;”:_Ol ¢o fP(z), para x € Dy, e ¢, (B) =

sup{¢n(z) : x € B}, temos

Pu(f.0,8) = > e

Bepm
Além disso,
Om(B) = ¢m(g™ (D)) = sup{¢m(z) : v € g™ (D)},

para algum ramo inverso ¢” de f™. Mas, dado y € D, temos ¢(y) = | det D f(y)|, entao:

m—1

Pm(z) = Z log |det Df(fP(x))| = Zlog<|d thl(fp( ))|>

p=0

Dai,

m — S !
Gm(g™(D)) = sup »_ 10g<|deth(fp(f€))|>.

z€g™(D) p=0
Isto quer dizer que

1 1
¥U(l) = lim —1 —_
=t s

melmg

(3.17)

Pela férmula de mudanca de varidveis em integrais multiplas,

(D)= T LGO) = Y e oo™

gme1m gmeIm
pois,
1
)= 1= [laenei=[ Lo
(g™(D)) ) | det Dg™| b Tdet D] °Y
O Lema nos diz que:

m—1 m—1

[ Idet Df(g" 7 (x1))] < e ] |det Df (g™ " (w2))],
p=0

p=0

x1,29 € D. Se Z,w € D, existem z,w € ¢g"(D) tais que:
fPlz) = fPg™(E) =9"" ()
e fflw) = flg"()) =g" " ().
Assim, escolhemos z e w € g™ (D) tais que
9" (1) = fP(z) e " P(x2) = fP(w).
Logo,

mf[ |det Df(f7(2))] < eclmf[ | det Df(f?(w))).

p=0 p=0
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Pela Regra da Cadeia,
|det Df™(2)] < | det Df™(w)).
Tomando o infimo em ¢™ (D), concluimos que:
inf |det Df™| < |det Df™| < et inf |det Df™|,
nf [det D] < |det DF7] < €t |det D"
z € g™(D). Dessa forma,

LM(fmD) < Y sup

1
e = €L TD)).
gme Im gnL | det Dfm|

Ao tomarmos o log e dividirmos por %, nesta ordem, obtemos:

1 1 1
—log L™ (f~™(D < —log sup ————
—— (D) m gm;pngm(p) | det D fm|
1 1
< —loge™ + —log Z"(f™(D))
m m
C 1
< Oy Diog (D),

Note que € ™=%° (0. Entéo, por (3.17)), concluimos que:
m

m—00 m

11msup—log.§f”(f ™(D)) <¥(1) < I%Igio%fllog.,%”(f_m(D))
— W(1) = Jim - log 2" (/" (D))

Para mostrar que V(1) < 0 vamos provar que .Z"(f~™(D)) decai exponencialmente

com relagdo a m, ou seja, existe v > 0 tal que

f"(f (m+)(D))

<e 7, Ym=>0.
Z(f~m(D))
Primeiramente, note que f~(*YV(D) = f~™(D,) é a unido disjunta das imagens
g™ (D,) com g™ € I™. Logo,
(g (D)) _ g L D) 27(g"(D.)

2O T % 2 D) M 2 D)

Pela férmula de mudanca de variavel,

ni . m . ]' m
2" 0N = [ e ppa 09"
De forma analoga,
m/ m _ 1 m
29 <D\D*>>—/D\D*|detpfm|og .
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Pelo Lema [3.4.1], existe C4, tal que
| det Df™(2)] < Ci|det D™ (w)],

para z,w € g™ (D). Logo,

oo
|det Df™(2)] — Cy | det Df™(w)]

Fixando w e integrando em D \ D, temos

Z"(g"(D\ Dy)) = amg (D\ D,). (3.19)

Por outro lado, fixando z e integrando em D, obtemos

L onigm(ny) !

G < Jae g P
1 1 - 1
= Z7(g"(D)) > a| det Df (Z)lo?”(D) (3.20)

Multiplicando as desigualdades (3.19) e (3.20)) (considerando o caso x = z = w), temos

L™ (g™(D\ D,)) EE 1 ) ” .
D)) 2 Gl D)L PAPIG et DI @)l
. 1 Z/(D\D))
R I

para todo g™ € Z™. Por hipétese, "s’ﬂ;ff)(\Dl;*) > (. Tomamos v > 0 suficientemente pequeno

que satisfaca 1 —e™7 < 0}12 zgf)(g*). Entao, temos
226" (D\D)
L (g™(D)
ZL" (g™ (D) \ g™ (Dy)) _
= > 1—e7,
Z(g™(D))

para todo g™ € Z™. Dali,

Z"(g"(D)\g"(D) _ Z"(g"(D)) =L (g"(D.) _, 2 (g"(D.))
2 (g™(D)) 2 (g™(D)) Z"(g™(D))’
logo,
LD
2 (g™(D))
Entao,
2Mg"(D.) _
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Combinando isto com a desigualdade (3.18]), obtemos

L D)
2oy =

para todom > 0.

Logo,
log(:Z"(f~™(D))) = log(:"(f~" (D)) < —v
log(L™(f~"=D(D))) —log(L"(f~" (D)) < —v
log(L"(f(D))) — log(:£™(D)) < —v
Realizando uma soma telescépica e dividindo por m, temos:
log(2"(f" " (D)) _ £™(D) _m — L)

m m m

Dai,
1
lim —log Z"(f™(D)) < —y <0.

m—oo m,

Isto finaliza a prova da existéncia de dy tal que ¥(dy) = 0. Agora vamos mostrar a

unicidade deste valor.

Por f ser aplicacao expansora conforme, temos que
¢ = log|det Df|™" = nlog|| Df || "' < nlogi\ < —nlog A.
Dai, dados quaisquer s < t,
(t—s)p < (t—s)(—nlog)) = to<s¢p—(t—s)nlogA.
Pelas propriedades e , segue que
P(f,t¢) < P(f,5¢) — (t — s)nlog A < P(f, s9).

Concluimos que ¥ é estritamente decrescente. Entdo, existe apenas um valor dj tal

que ¥(dy) = 0. A Figura [2| resume o que foi discutido ao longo desta sub-secao.
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Figura 2 — Grafico da func¢ao ¥(t).
{0

P(f, 0, B)

Fonte: A autora (2020)

3.4.3 Cota Superior

Seja d(A) a dimensao de Hausdorff do repulsor A.

O objetivo desta segao é provar que don é cota superior para d(A). Para isso, vamos
mostrar que d(A) < bn para todo b tal que ¥(b) = P(f,bp) < 0. Como ¥ é continua,
podemos estender a desigualdade para quando W(b) = 0, no caso, quando b = dj e concluir
que d(A) < dyn.

A ideia é mostrar a validade da implicagao
P(f,bp) <0 = mp(A) =0.

E, dai, concluir que d(A) < don.
Seja 3 cobertura de D cujos elementos sao as imagens g(D) pelos ramos inversos de f.

Como ja vimos antes, para cada m > 1, a cobertura 5™ é formada pelas imagens ¢™(D)

de D pelos ramos inversos de f™. Além disso, por temos que diam ™ < A= diam D,
entdao diam 8™ ™25 0. Logo, a Proposicio nos garante que P(f,¢) = P(f, v, ),

para qualquer potencial ). Em particular,

P(f7b¢):P(f7b¢76) < —K,

para algum x > 0, por hip6tese. Pela definicao de P(f,bo, §), temos

P(f,b6.6) = Jim_ - log Po(f,b6,5),
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onde

P,(f,bo, B) = inf{ Z eb?)m(B) . 3 subcobertura de g}
BCp
Mas, ™ é cobertura minimal de D, entao

Pm(f, b¢> ﬁ) = Z e(b(t))m(B)‘

Bcp™
Logo,
1
P(f,b¢,5) = lim log( S e(b¢>m(3>)
m—0o0 M, Bcﬁm
1
n nll_r}(l)olog( > e ) < —K
Bcpm™
Portanto,
Z ebOIm(B)  g=rm (3.21)
Bcp™

para m suficientemente grande. Dado x € D,, temos que

(b6)on() = mz (b6) o 7(z) = bmz b0 f7(z) = bfn(a).

Dado B € ™, temos que B é compacto na topologia induzida por A e que

Om(B) = sup{om(z) : © € B}.
Logo,

c0Om(B) _ bom(B) _  bsup{d ] dof?(x), z€B}
ebsup{z;n:_ol —log | det Df(fP(z))|, z€B}

= sup elnmo 8ldet DF(P@)I?

zeB

= sup|det Df™(z)|™"

zeEB

= |det Df™(y)|™",

para algum y € B, pela compacidade. Temos também que f™(B) = A para todo B € ™.
Logo, tomando E = B na Proposigao

(diam B)™| det Df™(z)|> < C§(diam f™(B))™
—  (diam B)"e (B < C(diam f™(B))™"
—  (diam B)"e7 B < Cb(diam D)™

= (diam B)™

IN

P (B (diam D).
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Combinando esta desigualdade com ([3.21]), concluimos que

3 (diam B) < 3 e BICE(diam D)™ < Cf(diam D)"e "™,
Bepm Bepm

para todo m suficientemente grande.

Vamos agora relembrar a definigdo de mp,(A).

mbn(A) = (151_1}(1) mbn(A7 6)7

onde
Mmpn (A, 0) = inf{ > (diam U)" : U cobertura de A, com diam < §}.
veu
Seja (0 )men sequéncia real positiva tal que 6,, = 2diam ™. Consequentemente,

6m —%° 0. Entdo, podemos afirmar que

Note que ™ é cobertura de A com diam 5™ < §,, , entao

My (A, 0) < > (diam B)™ < Cf(diam A)™ e,

Bepm

para m suficientemente grande. Tomando o limite quando m — oo,

M (A) < Ch(diam A)"™ lim e ™™ = 0.

m—0o0

O que implica mp,(A) = 0.

3.4.4 Cota Inferior

Nosso objetivo agora é provar que an < d(A), para todo a tal que P(f,a¢) > 0, pois
isto implica que d(A) > dgn, o que completa a demonstragdo do Teorema (3.3.1]

Em resumo, o que queremos provar ¢ a implicagao
P(f,ap) >0 = mg(A) >0,

e, assim, concluir que an < d(A).
De inicio, procederemos de forma andloga a secao anterior: tomamos a cobertura [
cujos elementos sao as imagens g(D) pelos ramos inversos de f. Como vimos anterior-

mente,
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- P(f,v) = P(f,, ), para todo potencial 1.

- /™ é cobertura minimal de D cujos elementos sdo as imagens g™ (D), g™ € ™.

Logo, pela escolha de a, existe k > 0, tal que
Pu(f,a0,8) = > e m®) > e,
Bepm
para m suficientemente grande. Fixe m que satisfaz a desigualdade acima. Seja ¢ > 0, tal
que

dist(B,B) > ¢, VB,Be g™,

ou seja, € € um minorante para a distancia entre dois elementos quaisquer de ™. Note

que existe tal e, pois os elementos de ™ sdo compactos e disjuntos entre si.

Afirmacgao 3.4.3. Fize p € (0,&""). Entao,
> (diam U)~*" > 2"p, (3.22)
Ueu

para toda cobertura U de A.

Suponha que esta afirmacao é verdadeira. Por defini¢do, a desigualdade implica
que Mg, (A) >27%p > 0 e, por conseguinte, d(A) > an, como queriamos.

Portanto, para finalizar a demonstracao do Teorema basta provar a afirmacao
acima.

Prova da Afirmagao [3.4.3

Vamos supor que existe uma cobertura de A que nao satisfaz . Sabemos que se
usarmos apenas coberturas abertas ou apenas coberturas fechadas na definicao da medida
de Hausdorff de um conjunto o resultado é o mesmo. Entao, existe uma cobertura aberta
U de A com

Y (diam U)™" < 27%"p < p < ™. (3.23)
veu

Como A é compacto, podemos supor que U ¢é finita. De (3.23)), temos:

(diamU)* < > (diamU)™ < ™
veu
— diamU <e, VU €U.

Isto implica, pela escolha de €, que cada U € U intersecta no méaximo um elemento

B e pg™. Como ™ cobre A e U é subconjunto nao-vazio de A, concluimos que U intersecta
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pelo menos um elemento B de (™. Portanto, cada U € U intersecta exatamente um
B € ™. Dessa forma,
Up={U €U :UNB # &}.

Os abertos U € U sao subconjuntos de A, entao:

UNB #a,
Ueldy — — U C B.

UNB =o,VYBep™ B+B.

Consideramos agora as familias f"(Up) = {f™(U) : U € Ug}. Note que f"(Up) é

cobertura de A, para todo m > 1. Entao, pela Proposicao|3.4.1

> (diamV)* = Y (diam f™(U))*"

Ve fm(Us) Ueu

< Coe B N (diam U)™".
Ueu

Logo,
S (diamU)™ =3B e p™ > (diamU)™ > Y Coe @B 3" (diam V)*".
UelU UeUp UelU Ve fm(Up)
Suponhamos que

> (diamV)*" > " (diam U)*",

Ve fm(Ug) Ueu

para todo B € ™. Dali, concluimos que:

S (diam )™ > Y Cplte®) 3T (diam U)*"
Ueu Bepm Ueu

> Cyle™™ > (diam U)*".

velu

O que é uma contradicao, pois €™ > ( para m suficientemente grande. Entao, existe
B € g™ tal que:

> (diam V)™ < > (diam U)™ < p. (3.24)
Ve fm(Ug) veu

Podemos repetir todo o procedimento anterior para f”(Ug) no lugar de U, onde B é

exatamente o subconjunto de 8™ que satisfaz ([3.24]). Porém,

#fm(L{B) = #UB < #L{

Este processo deveria parar apés um nimero finito de etapas. Mas, observamos que
sempre ha um elemento B em ™ que permite a realizagao deste procedimento, ou seja,

poderiamos repeti-lo infinitamente. O que é uma contradi¢ao. Assim, finalizamos a prova

do Teorema [3.3.1]
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4 DIMENSAO DE HAUSDORFF DE FRACTAIS AUTO-AFINS

4.1 INTRODUCAO AO PROBLEMA

Sejam S, ..., S contragoes em R”, ou seja, |Sy(z) — Si(y)| < ¢f|z — y| para x,y € R"
com 0 < ¢; < 1. Uma aplicacao elegante do teorema da aplicagdo contrativa do Hutchinson
(HUTCHINSON,, [1981)), mostra que existe um tnico conjunto compacto nao-vazio F' C R”

tal que
k
F= U Se(F).

(=1

O conjunto F' é chamado conjunto invariante de {Si, ..., Sk}. Se E for um conjunto
compacto nao vazio do R™ tal que Sy(F) C E para cada ¢, entdao é facil mostrar que
F =N, F,., onde

F.=US5;,5,,...5;, (F) (4.1)

onde a uniao é feita sobre todas as sequéncias de comprimento r {(iy, s, ...,%,) : 1 <14y <
k}. Em geral, F' é um fractal e nosso interesse é calcular a dimensdo de Hausdorff de F
(dimy F') em termos dos mapas S;.

Se S; sao semelhancas, ou seja, se:
|Si(x) — Si(y)| = ailz — y (1<i<k),

entao, dimy, F' é o inico nimero s satisfazendo f}lcf =1

Para obter este resultado a partir do Teorell;la seria necessario uma hipotese
adicional: assumir que existe um compacto convexo D tal que S;(D) C D e S;(D)N
S;(D) = @, se i # j. No caso que estamos estudando neste capitulo, é suficiente que
{S1, ..., S} satisfaca a chamada open set condition (em uma traducao literal: "condicao
do conjunto aberto"), que diz: existe um conjunto aberto U tal que U > U, S;(U) com
a uniao sendo disjunta. Porém, este valor de s frequentemente nos déa a dimensao de
Hausdorff de F' mesmo que a condi¢ao do conjunto aberto nao seja satisfeita.

E interessante estudar a situacio mais geral, quando S, ..., Sk sdo afins (ao invés de
considerarmos apenas semelhangas). As aplicagdes Sy podem ser escritas como Sy = Ty+ay,

onde Ty é transformacao linear em R” e a, é vetor do R".
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4.2 FUNCAO VALOR SINGULAR

Ao longo deste capitulo trabalharemos com transformagoes lineares 7' € L(R",R™) as
quais assumiremos ser contracoes nao-singulares. E claro que o produto de transforma-
¢oes deste tipo continua sendo uma contracao nao-singular. Os wvalores singulares de T,
denotados por «;(T)com1 < i < n, s30 os comprimentos dos semi-eixos principais (mutu-
amente perpendiculares) de T'(By), onde B; é a bola unitéria centrada na origem em R".
De forma equivalente, eles sao as raizes quadradas positivas dos autovalores de T*7T', onde
T é a adjunta de T'. N6s adotamos a convencao 1 > a1 > ap > ... > «, > 0 para ordenar
os n valores singulares da transformacao T'. Perceba que, quando o contexto permitir (i.e.,
quando nao houver ambiguidade), usaremos «a; ao invés de a;(T) para suavizar a notagao.

A fungdo wvalor singular ¢°(T), definida em termos dos valores singulares de T, é

fundamental neste trabalho. Para 0 < s < n, defina:
¢*(T) = ary...ap 105, ™ (4.2)

onde m é o inteiro tal que m — 1 < s < m, i.e., m = [s].
E tecnicamente interessante atribuir um valor para ¢°(T) para todo s > 0. Entao

escrevemos para s > n:

¢*(T) = (ng...o)w = (det(T))n. (4.3)

Veremos a seguir que ¢°(7T") é continua e estritamente decrescente em s.
Breve estudo da fungao valor singular: Iremos esbogar o grafico da fungao ¢*(7T)

em relagdo a s, analisar a continuidade e outras propriedades de ¢*(T).

Para 0 < s < 1: Neste intervalo, ¢*(T') = af = exp(sIna;). A derivada desta funcao
em um ponto § € (0, 1] é
d

So)E) = S(T)ay

= ajlno.

Como 0 < oy < 1, entdo: para 0 < § < 1, L¢*(T) (5) < 0. Concluimos que a fungao

é decrescente neste intervalo.

Em § = 1, podemos calcular as derivadas laterais (& direita e a esquerda), mas elas

nao sao necessariamente iguais. Até agora o que podemos afirmar é que ¢'(T) = a3

¢°(T)—¢'(T)

p— =aplnag.

e que lim,_ ;-
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Figura 3 — Grafico da funcdo ¢*(T) em (0, 1].

¢=(1)

3

—_

0 1 2 3 4 5

Fonte: A autora (2020)

Para 1 < s < 2: Inicialmente, note que ¢*(T) = aa ™" (para todo s € (1,2]) e que
lim, 41+ ¢*(T) = a1 (0 que demonstra a continuidade no ponto s = 1). De forma

analoga a anterior, chegamos a conclusao que:

SO E) = ¢T)may

= 04104;_1 In ary

Dai,
s 1
L (T = 6 (T)

s—1t s—1

=o1lnay < 0.

Isto implica que ¢*(T') ndo é necessariamente diferencidvel em s = 1, pois, depen-
dendo dos valores de a; e asg, suas derivadas laterais podem nao coincidir nesse

ponto.

Entao, o que podemos afirmar até agora é que: ¢*(T) é continua e decrescente em
(0,2).

Esta andlise que estamos desenvolvendo pode ser facilmente estendida para s €
(m — 1,m], com m < n. Basta prosseguir de forma anédloga a anterior. Por fim,

faremos a anélise detalhada da func¢do nos intervalos (n — 1,n] e (n, o).

s—n+1

Paran —1 < s: Temos que ¢*(T) = aqag ... 105" quando s € (n — 1,n]. E

s

que ¢*(T) = (g ... ap_105) 7, quando s > n. Entao:
- E valido que

o"(T) = ajas...au_qay

Sl

e lim ¢°(T) = lim [(qag...qp_100)7] = ajas ...y 100,

s—nt s—nT
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Portanto, ¢*(7T) é continua em s = n.
- Além disso,

d s Inoag ... ap_10,

&gbs(T) (8) = (g ... gty ™ - < 0.

O que nos garante que ¢*(T'), com s > n, é decrescente.
Para garantir a continuidade em s = 0 definimos ¢°(7") como sendo igual a 1, visto
que lim, ,o+ ¢*(T) = 1.

Desta forma, vemos que ¢*(T") é continua e decrescente em todo seu dominio.

Lema 4.2.1. Se s é um inteiro com 1 < s < n, entdao

Z*(T(E))
Z

¢*(T) =y ...a5 =sup “(E)

, (4.4)

Figura 4 — Grafico da funcao ¢*(T) em (0, 2].

(1)

25

1
05 \

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Fonte: A autora (2020)

Figura 5 — Grafico da funcao ¢*(T)

(D)

Fonte: A autora (2020)
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onde £L° € a medida s-dimensional de Lebesque e o supremo € tomado sobre o conjunto

dos elipsoides s-dimensionais E em R"™.
Demonstracio. O Apéndice B é dedicado a demonstracao deste resultado. O

Lema 4.2.2. Para cada s > 0, ¢° é submultiplicativa, isto é:
¢*(TU) < ¢*(T)¢*(U), (4.5)
para T, U € L(R™,R").

Demonstracao. Se 1 < s < n é um inteiro e ¥ é um elipsoide s-dimensional, nés temos,

usando (4.4):

N A CA(A15))
2(TU(E) = £ (TU(E) < =

Se E é elipsoide s-dimensional, entdo U(E) est4 contido em um elipsoide s-dimensional.

2°(U(E))

Da,
2EUB) < 2OE) s 2o
< ¢*(T) £*(U(E))
< (1) 2°(B) w
< oN(T) Z°(E) 5P, i;(](g))
< ¢ (T)¢*(U)ZL*(E).
Logo, “"SLUED < ¢*(T)¢*(U) e isto ¢ valido para todo elipsoide £ s-dimensional em

R™. Portanto, vale também para o supremo:
Z5(TU(E))
D T = TU) < 6T w)

s-dimensional
em R

Concluimos que (4.5)) é vélida para s inteiro, s < n.
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Sem—1<s<mondem € Z,m <n, temos:

P(TU) = ay...ap, o ™!

m

s—m+1(

m—s

= (oq...am_qy) ap .. Q)

— [(bm(TU)]sfmwl[¢m71(TU)]m75
No caso inteiro, com s < n, ja sabemos que (4.5)) funciona, entao:

e"(TU) < ¢™(T)¢™(U)
¢ HTU) < ¢mHT)e™ (V)

Desta forma:

¢ (TU) = [¢"(TU) e (TU)"
< [gm(@em )T e (D) (U)]
< @)@ [ U)F T e (O))
< ¢°(1)¢*(U)

O que prova a validade de (4.5]) neste caso.
Por fim, se s > n entdo a regra para o produto de determinantes implica que ¢° é
multiplicativa (em particular, submultiplicativa).

]

A estimativa a seguir, em termos da funcao valor singular, serd necessaria mais a

frente. No que segue, consideramos B, a bola do R" centrada na origem e com raio p.

Lema 4.2.3. Seja s € (0,n) um nidmero nao-inteiro. Entdo, existe um nimero A < oo,

dependente de n,s e p tal que:

dx A
I = <
L, T = 50

para toda T' € L(R™,R™) nao singular.

Demonstragio. B fato que, para toda transformacdo linear T' € L(R™, R"), |Tz| = \/(Tz, Tx)
e que (T, Tz) = (x,T*Tx), onde T* é a matriz adjunta de T'. Dai:
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O operador T*T é auto-adjunto, visto que (T*T)* = T*T* = T*T. E, portanto,
diagonalizavel. Além disso, T*T" é um operador nao-negativo. Isto implica que todos os
seus autovalores sao nao-negativos. Assim sendo, podemos representar cada um dos seus

n autovalores como o quadrado dos valores singulares de 7T'.

Escolhemos eixos coordenados T1y...,Ty Nas direcoes dos autovetores de T*T corres-
) 9
ondentes aos autovalores a2 a2 e Oé2. Tomando Ui, U2, ...,Uy COMO sendo a base
1) ~2» [t ) ) ) 3

ortonormal de autovetores de T*T', de forma que:
o u; estéd relacionad tovalor a?
u; esta relacionado ao autovalor a;.
e 0 eixo x; esta na direcao do autovetor u;.
Entao, dado = € R™:
n
r=2TiU1 + "+ Ty, = inui,
i=1
com z; € R. Dai,

T"T(x) = T*T(Z:piui):inT*T(ui)

- (afmla ,Oénl'n),
em coordenadas na base {uq, ..., u,}. Entao,
(x, T*Tx) = {(21,...,2,), (Px1,...,022,)) = a22? + - + o222,

Logo,

o / dx
I, (x,T*Tx)2

< / / dxy...dz,
iy B, (a%m%_i__}_@%x%)%

Substituindo y; = %% temos:
p
(6737} 92 92 2 9
Yi = P = o x; = py;

Dai,
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Logo,
dz,...dz, _ p" dy; ...dy,
(afaf + - +a2a)s arom (p2)2(yf 4+ y2)2
_ pre dy; ...dy,
a1 (et yR)E
Portanto,

_ dy; ...dy,
p° "(al...an)lg/.../ <,
P(yi 4+ +yp)?

onde P é o paralelepipedo retangular {y = (y1, .

B, = {zreR"; [z] < p}

= {zeR"; \Jai+ - +a2 <p}

= {zeR"; 27+ - +122 < p*}

Entao,

Assim,

Qg o
P 2
o A4y
aq an
& yek,

onde E é o elipsoide com eixos principais na direcao dos vetores uq,

-5 Un) * |Yi] < s} Note que:

..., Uy € com semieixos

de tamanho aq, ..., a,. Por fim, note que EcP. Entao, a desigualdade (4.6) é vélida.

Figura 6 — Elipoide E

Fonte: A autora (2020).
I. Representacao do elipsoide E em R3.
I1. Visualizacdo da inclusio £/ C P em R3.
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Seja m o numero inteiro tal que m — 1 < s < m. Escrevendo:

P = {yeP:yl+-+y, <4ay} (4.7)
e P, = {yeP:yp+ - +y2 [ >a} (4.8)
nos temos que P C P, U Ps.
De fato, digamos que ¥ = (Y1, -+, Ym—1,Yms---,Yn) € Peque y & PN Py, ie.,

Ybetyh > Al

it < o

m?

dai, terlfamos que:

ja que |yn| < a,, em P, o que é impossivel. Isto implica que:

PCcPUP.

Note que:

/ / +;n)%

VAN

VAN
4+ Y~
o,
=
[N
<
3
|
S
o,
=
o,
<
3

pois Y7 + -+ y2_ Syi4 -

Além disso, temos que:

AUm41 Qn
n 5 = e d m d n/ / m S
/ /Pl (yi + "‘?Jm)E /—am+1 —an Yoot G0 P(yf + +ym)§

20m pm=1ldy

;,aS

Y

= C10m+1 Oén/o

ao passarmos para coordenadas polares. De maneira analoga, obtemos que

/ / dy; ...dy, <
e (YRR T

Assim, nés obtemos de (4.6)):
/ / -+ ym)g

20tm, 1
< G Opq-.. an/ r—5r™ N dr
0

('51

o 9
s m—
m...an/ rSrmT=dr.

Qam

IN

P Mo oap) T

o0
+ Co Qg1 - - .ozn/ rSrm2dr., (4.9)

z _ z —_s—1
< ClOumat - Q™% A Coly . i 570 (4.10)
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com 61, 52, 51, EQ € R.
A desigualdade (4.10)) é provada calculando as integrais em ((4.9)).

Finalmente, concluimos que:

Py o) T < Gy - QT oty - T
S (51 + Eg)am+1 e CYnO[?n’L_S
Dai,
I < ! (¢, + G2) =
C1 + C2)Qny - -
S () 1+ C2)0mt
< C1 + Co 1
T g Qe
< 1
— ¢S (T) J
onde \ = ‘:;1:2‘% é, de fato, uma constante que depende apenas de n, s e p. O
4.3 PRODUTOS DE MATRIZES INDEXADAS POR SEQUENCIAS
Para r > 1 seja J, = {(wy,...,w,;) : 1 < wp < k} o conjunto das sequéncias de

tamanho r formadas pelos niimeros inteiros de 1 a k. Adotamos a convencao que Jy é o
conjunto formado pela sequéncia vazia (&). Denotamos o conjunto de todas as sequéncias
finitas por J = U2, J, e chamamos de Jo, = {(i1,42,13,...) : 1 < i, < k} o conjunto das
sequéncias infinitas. Abreviamos o membro (wy, ..., w,) de J por w e (i1, 19,13, ...) de J
por i.

Denotamos o nimero de termos em w € J por |w| (se w € J,., por exemplo, entao
|lw| = r). Podemos obter sequéncias a partir da justaposicao de duas outras: se w,u € J
denotamos por w - u a sequéncia obtida por justaposicao dos termos de w e u, neste
caso |w - u| = |w| + |u|. Note que nada nos impede de justapor um termo de J com uma
sequéncia infinita, em Jo.: dados w € J e i € J, esta bem definida a sequéncia w-i € J.

Se u € J é um encurtamento de w € J, ou seja, se existe w’ € J tal que w =u-w’,
entao escrevemos u < w. Perceba que podemos estender a defini¢ao acima para sequéncias
infinitas: u € J é dito um encurtamento de i € J, se existir i’ € J tal que i = u -/,
neste caso também dizemos que u < i. Para i, j distintos (podem ser elementos de J ou
de J), definimos i A j como sendo a maior sequéncia tal que (iAj) <ie (iA]) <j.

Denotando elementos genéricos:
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e weJ, w=(w,ws,...,w), com 1l <w, <k, ouseja, w € J,. .
e ucJ,u=(up,u...,Uy), coml <wu <k ouseauc.,.

o i,j€ Jy,i=(i1,02,...) )= (J1,J2,--.), com 1 < iy, j, < k.

temos que
weu = (Wi W Uy Uy,
u-w = (U, Uy, W, W),
lw-u = |u-w| = r+m,
w-i o= (wy,...,w,i,00,...) € Jy,
w<u <= w,=u, {€{l,...,r} (em particular, r < m).

Além disso, se i A j = (vq,...,v,) entdo:

n=v1=J , la="U2= ]2
» p = Up=p
¢ ipr1 F Jptl-

Perceba que, se i; # ji, entdo i A j é a sequéncia vazia (&), e que (&) < i, para toda

sequéncia i em J e em J.

Exemplo 4.3.1. Sejam

u=(1,1,2) ,ow=(1,1,2,4,8,7) ., u”=(22,22.2)
w=(9,5,6) . w’=(9,5,6,3,7,7) , i=(1,1,2,3,4,1,...)
P=(2,2,1,5,1,...) , j=1,1,1,1,1,1,...) , 7=1(2,2,2,2,2,2,...)

As sequintes relagoes sao verdadeiras:

u<u’, w<w, u’<j
iNTg=(2), iNnj=(1,1),
Phw=(2), AN =(2,2).

Nosso objetivo agora é realizar composi¢oes com as transformacoes lineares 717, ..., Ty
em L(R™ R™), utilizando as sequéncias finitas u € J para indexar tais produtos. Sempre

assumimos que k > 2.
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Desta forma, se u = (uy, ..., u,), definimos

com T{z) = Id, o mapa identidade em R".

Pelo Lema [4.2.2] concluimos que
O*(Tuw) < ¢°(Tu)9* (Tw), (4.11)

pois, Tyw = Ty o T.
Agora, assumindo que 7y (1 < ¢ < k) sdo contragoes injetivas com valores singulares
satisfazenddl]
1>a>o(Ty) > ax(Ty) > ... > an(Ty) > b> 0, (4.12)

para todo 1 < ¢ < k, entao para todo u € J:
bl < 93 (Ty,) < a®lY. (4.13)
Afirmacao 4.3.1. As desigualdades em sao validas.
Prova. Para 0 < s < n, temos que:
& (T) = ay(T)ao(T) ... 1 (T)s,™ T, onde m — 1 < s < m.
Entao,

&*(Ty) = ar(T))o(Ty) - . . 1 (Ty) 3™ (Ty) < a...aq a® ™ =af

m—1 vezes

Como Ty =Ty, 0...T,, ,onde 1 <u; <k, e ¢®ésubmultiplicativa:

0(T) < ¢*(T)6*(Thy) .. 0°(T) < @'’ .. a* = @M.

r =|u| vezes
Pelo Lema [A.0.1]

Tw=T,0Ty,0--0T, =T, 0o(T,0---0T,,)

— a,(Ty,))a,(Ty, 0 0T,) < ay(Ty).

L' Todas as T;’s sdo contracdes ndo-singulares, o que nos leva a afirmar que: 1 > ay(Ty) > az(Ty) >

... > a,(Ty) > 0 para toda Tp. Como hd um nimero finito de transformagoes, existem constantes a, b
tais que a equacao (4.12)) é verdadeira para todo Ty(1 < ¢ < k).
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Mas, Ty,0---0T, =Ty, 0(Ty,0---0T,, ), entdao: a,(Ty,) n(Tuy) y(Tys0---0T,,) <

a,(Ty). Repetindo este procedimento, temos que

n(Tu,) an(Toy) - -+ (T, ) (To,) < ().

E, como ([4.12)) ¢ satisfeita por todo Ty, 1 < £ < k, entdo bV < «,,(T},), Vv € {1,. ..,

Finalmente, concluimos que

m

*(Ty) = o1 (Tu)a(Ty) - . . 1 (Ty) s, ™ (Ty) > plol | plul plulls=m+1) > pluls

m—1 vezes

Para s > n segue de maneira analoga.

Se i = (i1,4,...) € Jow € a = (ay,...,a;) € R™ escrevemos:

xl(a) = rll}rgo(Th + ai1)(Ti2 + &i2) s (Tlr + alr)(o)
= ai1+T a;, + 13, Ti,a,, + ...

= a4 + TZ1 . au 1
+

(4.14)
(4.15)
(4.16)

O limite descrito em (4.14) converge para a série a; + >;2, T;, ... T;,a,,,,, basta ob-

servar a tendéncia abaixo:

i1 + iy 12 + Qiy) -+ \Lip_y + Qj,._ 2)(Tzr 1 + ai'rfl)(iz—%'r + air)((])

+ai1 +ai2 T +alr 2)(Tlr 1 +a’ir71>(Tir(0) +air>

(7 NT; ). (T,

(T; NT; ). (

= (T +a) (T, +a,) - (T oy + a3, ) (T, (a4,) + ai, )

(T + i ) (T, + asy) - - (T3, o (T3, (i) + @i, y) + ag, )
(7 NT; ). (T

i1 + iy 12 + Qiy) - - - \Lip_y Zr 1(air) + 771‘7‘72 (a’ir71> + air72)

= T,T,...T,.,

T

lr—1

(&iT) + E1E2 . 'Tir—2(air—1) -+ T T (a13) + Til (aiz) + Q-
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Afirmacgao 4.3.2. A definicao de x;(a) nao depende do ponto inicial, i.e., podemos definir

x,(a) = TILIEO(TM + ai1)<Ti2 + aiQ) s (Er + air)('z)’ (417>
para qualquer z € R™.

Prova. Seja y,. = 53,5, ... S, (y). Temos que:

[T A (1)]
= |S4Si, .- Si, (y) — Sy Siy - S;, (0)]
= 18,8, ... S _(Ti (y)+a;,)— Si,Si, ... Si (T (0) + az,)|
(Ti. (y) + ai,) + ai,_y) — S, Siy - S, (T, (ai,) + ai, )]

1 ( ) + Er 10'7'7" + a’ir—l) - S'Ll SZQ e Sir—Q (iz—‘i'r—l(a’i'r) + a’ir—l)|

r—

) —
(
= 84S, S, (T,
= 184S, ... Si_,(Ti,_

r—

= ‘(TMTW e 'Ev'flTT(y) + Ti1Ti2 - 'ﬂr‘fla’ir Tt Ti1Ti2a’i3 + T 1 @iy + all)

_<71i1T‘Z'2 s Er—lair +.oot 7—;’11—;’2&1'3 + Elalé + ai1)|

= |T,Ti, ... Ti, (y)]-
Sabemos que T (1 < ¢ < k) sao transformagoes lineares contrativas. Entao,
Te(y)] < celyl,
com ¢y < 1. Seja ¢ = max cy. Temos que:

lyr — S, Si, -5, (0)] = |T,,T5, ... T, (v)]

< yl.
Como y é um ponto fixado do R", sua norma é constante. Entao,
|Yr — Siy Siy -+ - S, (0)] =0
Pela unicidade do limite,

Jim g = lim 8,85, 5,(0) = as(a).

Provaremos agora que o conjunto invariante ¢ dado por

Fla)= |J i(a). (4.18)

ieJo
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Afirmacgao 4.3.3. A igualdade (4.18]) é vdlida.

Prova. Inicialmente vamos provar que F(a) C U zj(a).
i€ Jo
Dado um conjunto compacto nao-vazio E C R" tal que Sy(E) C E para todo 1 < /¢ <
k, temos que:

F(a) = ﬁ F,, ondeF, = ] Su(E).

UEJT
Assim, dado z € F(a), é fato que x € N2 | F,, i.e., x € F,., para todo r. Dessa forma,

T

) e para algum

dado r € N, z = Sy (y,), para alguma sequéncia u” = (uj,ul,...,u

Yy, € E. Entao, temos:

Cada um dos termos da sequéncia infinita (u}),cn pertence ao conjunto {1,...,k}.

Entéao, pelo Principio da Casa dos Pombos, existe wy € {1,...,k} tal que u] = w; para
1

infinitos valores de 7. Definimos ; = {r € N : u]} e tomamos a subsequéncia (u;’);en de

(u}),en, onde 1} € Qy, para todo £ € N. Ou seja, rj = wy, para todo ¢ € N. Agora temos:

r = S 7JS 1 S 701(yr1)
Ull ’lL21 u % 1
"1
r = S TIS 1 S T1(yr1)
u12 ’lL22 u % 2
"2
r = S TIS 1 S T1(yT1)
Ulg ’lL23 u ? 3
"3
A . . . 7'1 ~
Note que cada termo da sequéncia infinita (uy' )eey pertence a {1, ..., k}. Entao, como
anteriormente, o Principio da Casa dos Pombos nos garante a existéncia de wy € {1,...,k}

1
tal que uy’ = wy para infinitos £’s em N. De forma analoga definimos Q, = {rj € N :
1 2
uy' = wy} e tomamos a subsequéncia (uy’ )sen tal que 77 € Qy, para todo ¢ € N, ie.,
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2
uy = w,, para todo £ € N. Dessa forma, temos as igualdades:

T = SuySuy--- S 1(y2)
url
1

T = SuySuy---S 1(Y2)
url
2

r = Sw15w2 S rl (yrg)
url
3

Seguindo este argumento, seja 7 a subsequéncia de r,r}, 72,73, ... tal que u, = wy,

para todo ¢ € N.
Definimos zz = Sy, Su, - - - Sw;(0) e denotamos j = (wy,ws, ..., ws,...). Por (4.14)),

P xj(a). Vamos mostrar que zj(a) = .

Temos que:
|z — 27| = |SwySws - - - Sws_y Sws (Yi) — Swy Swy « - - Swr_1 9w (0)]
Mas,
Sy Sws -+ - Swr_1Sws (Yi) — Sy Sws « -+ Swr 1 Sws(0) = T, Ty -+ - Tom T (Yi)-

Portanto,

|£L’ - Zfl = |Tw1Tw2 e 'wa71Tf(wa)|'
Tomando ¢ = max ¢ < 1, satisfazendo |Ty(y)| < ¢¢|y|, para todo y € R™. Temos que:
|z — 25| = [T, Ty - - - Tws, T (y7)| < T Nys| < ¢ (diam E + dist(0, F)),
onde:

o dist(0, E) é a distancia entre conjunto E e a origem 0 do R". Como E esta fixado,

dist(0, E') é constante.
e FE ¢é um conjunto compacto no R", logo ¢é limitado: diam £ < oco.
e ¢ é constante menor que 1.

Logo:
z—z =80 = 22200
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Pela unicidade do limite, temos que x = xj(a). Entao, dado x € F(a),3j € J tal
que = = zj(a). Dessa forma, F(a) C U =i(a).

Agora vamos mostrar que U xiggjmc F(a).

Por defini¢ao, temos que: o

xi(a) = TlLI{.IO Si1 Sig PN SZT(O)
Podemos escrever z;(a) da seguinte maneira:

xi(a) = rlgrolo Sil S,‘Z e Sz'r (0)
= }LIEO Silsiz Ce S’ir(SirJrl Ce SirJrZ (0))
= ShSZ-Q e SiT (}l}rglo Sir+1 Ce Sir+2 (0))
= SilSZ-Q Ce Sir (fL’i(r) (a))

onde i = (i,41,%42,0r43,...) € Js, OU seja, i) é a sequéncia i subtraida dos seus r
primeiros termos.
Seja E C R™ um conjunto compacto nao-vazio tal que Sy(E) C F paratodo1 < /¢ <k

e suponha que 0 € F. Dai, dado j = (1,72, 73, ---) € Joo:

0e F
S;(0) e E
Sjlsjz(o) €FE

Sjl sz Sjr <O> S

Seja z,. = S;,S;, ... 5;,.(0). Temos que z, € E, para todo r € N. Como FE é compacto,
entdo lim z. € B — zj(a) € E. Portanto, se 0 € E, entdo zj(a) € E, para todo
j€ Jw.

Ja vimos que zj(a) = S;, S, ... S, (r;m(a)) e , como 0 € E, temos que z;(a) € E.
Dessa forma, fica claro que dado r € N, existe ;) (a) € F tal que z;(a) = 5;, 5, . .. Si,. (730 (a)).
Portanto, x;(a) € F,, para todo r € N. Isto implica que z;(a) € F(a).

Agora, caso 0 ¢ F, tomamos y € F qualquer e definimos y,, = elirgo Siri1Sivia - Si i, (Y).

E fato que y, € E, para todo r € N. Queremos provar que z, = ;) (a). Este resultado

segue da Afirmacao [4.3.2
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Por razdes técnicas é conveniente assumir que ||T;]] < 3 para todo ¢, onde || || é o

operador norma induzido pela norma Euclidiana usual.

Lema 4.3.1. Se s é um nimero ndo-inteiro com 0 < s <n e |[Tj|] <3 (1 <€ < k),

entdo existe um niumero A < oo tal que

da A
/ lzi(a) — z5(a)|® - 05 (Ting)’ (4.19)

a€B,CR"k

para todo © e j distintos em J.

Demonstracao. Sejam
i = (’il, ig, cee ,’ip+1, ip+2, .. )
j = (jhj?a s ajp+1ajp+2a .- )

de modo que iy = j, para 1 < ¢ < pe i,y # Jpt1. Dizemos que iNj = p € J, com
p=|p|,ouseja,i=p-Pej=p-j comi’, j € Jy. Portanto, i’ = (ipi1,pt2,ipts,-.-)
e j = (Jpt1:Jp+2, Jp+3s - - -). Vamos supor, sem perda de generalidade, que i, = 1 e

Jp+1 = 2. (Note que i,41 # j,41, obrigatoriamente, gracas a definicio de p =1 A j). Dad,
xi’(a) =a; + Tip+1aip+2 + Ep+1ﬂp+2aip+3 +..

xj’(a) = as + ij-s-1ajp+2 + ij+1ij+20“jp+3 T+

Entao,

%i’(a) - xj’(a> = al - a2 + (ﬂp+1aip+2 + ﬂp{»l 7—IL'IH»Qa”L';rFS + A )
_(ij+1ajp+2 + TJ’p+1ij+2ajp+3 +.. )

= a; —ag+ E(a)

Note que E é transformacao linear, com E : R" — R™. Mais precisamente, podemos
escrever E(a) = Fy(a1)+ Es(az) +. ..+ Ex(ax), onde cada E; é uma soma de composigoes

de operadores lineares em R".

Afirmagao 4.3.4. A norma de E é no mdzximo igual a 2 § n' = 12%7” onde n = max [|Te||-
i=1 <<
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Prova. De fato,

E(a) = (Tip+1aip+2 F Ty Tip g Qi g + - ) - (ij+1ajp+2 + 15,1 L@y + - )5

entao
” E(a) || - || <,I;p+1a'ip+2 + Ep+l,‘z—;p+2aip+3 +.. ) - (T‘jp+1ajp+2 + j—}p+17}p+2ajp+3 + .. ) ||
< || Ep+1aip+2 || + ” Tip+1Tip+2aip+3 || +oeet || ij+1ajp+2 H + || ij+1ij+2ajp+3 H +e
< A0t okttt ) [lal
< 2) 7 llalf= ——1lall,
x =
como 7 < 3, entdo 12_—”77 < 1. Além disso, || i, Tiy .- T3 | < || Ty W Tis I -+ ) 1o IS
.
|
Na integral abaixo fazemos a seguinte substituicao linear:
Yy = ax —a2+E(a), ag = a9, ey Qp = Ag. (420)

Podemos representar a substituicdo acima como uma transformacao linear
S((Il,ag, c. ,(Zk) = (al — a9 + E(a),ag, N ,ak).

A matriz jacobiana de S é dada por:

Id+ B, —Id+E, By ... E
0 Id 0 ... 0
DS(a) = 0 0 Id ... 0
0 0 0 Id

Logo,
|det DS(a)| = |det(Id + E4)|.

A mudanca de varidveis S é invertivel, pois det DS(a) ¢ diferente de zero. Isto se deve
ao fato de det(Id+ FE1) # 0, uma vez que || F; ||<|| E ||< 1 e, dessa forma, podemos fazer
uso do Lema[A.0.2] conhecido como Perturbagao da Identidade.
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Portanto,

|det DS(a)| = |det(Id + E1)| > 0.

Sao validas as seguintes desigualdades:

da / da
= (4.21)
/ L lzi(@) — z5(a)l° acB, |Tinj (zr(a) — xj’(a))\s
a€ B,CR"
dyd
< / / yTa2 Qi (4.22)
RS B(2+k) CR™ ’ 1/\‘]
ap € Bp CR™
A
< . 423
¢*(Ting) 423)
A igualdade (4.21]) é verdadeira, pois:
ri(a) —z5(a) = (ay + Ty a, + T\ Tha, + -+ 1,1, ... T, ya, + T3, Ty Tipag,,, + -+

—(aj, + Tja5, + T;, Tjoa4, + -+ 13,15, ... T; ,a
Mas, i, = j, para todo ¢ € {1,2,...,p}. Entao,
ri(a) —x5(a) = T, 7T, ... Ta,,, + 1Ty, .. . T,T G, + - -
— T3 T - T = T T 15, T 10y —
= T, .. 'Tip <aip+1 + Tlp+1a2p+2 + TZpHTlpHalera +.. )
= 15T T (g0 + Ty s + T T @G £ )
= Tip (zp(a) — zp(a)).
Para provar a desigualdade vamos inicialmente observar os limites de integracao.
H& dois aspectos que valem a pena pontuar:
e a€B,CR" = |q*<p’V€l,2,...k = a€B,CR" VleL,2,..k

O que implica na desigualdade

/ da < /-~-/da1da2...da

a € B,CR"* ag € B,CR™

« Quando fazemos a mudanca y = a; — ap + E(a), temos que: a,a; € B, C R" e

E(a) = Ey(a1) + Es(az) + - - - + Ex(ag), com E, contracao. Dali,

[E(a)| < [Er(a)] + [Ex(ag)] + - - 4 [Erlar)| < aa] + lag| + - - + |ax| < kp.

Entao,

ly| <la1| + |ao| + |E(@)| < p+p+kp= (24 k)p.
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Na desigualdade (4.22)) ocorre também a mudanga de variaveis (4.20)). Logo, simboli-

camente:

|detDS(a)|da = dydasy...dag
1
da = ————dyday...da.
= T et DS(a) YA
= 51 dydag...dak.

Note que ¢ = m estd bem definido, pois | det DS(a)| > 0.

Finalmente, a desigualdade (4.23)) segue do Lema |4.2.3| O

O lema que acabamos de demonstrar tem um papel importante na demonstragao
do teorema principal deste trabalho, que serd apresentado posteriormente (ver Secao 5,
Capitulo 4). Por meio de estudos como os de Edgar(EDGAR, [1992)) e Solomyak (SOLOMYAK),
1998) foi possivel chegar em uma resultado mais geral, estendendo a restricdo das normas
das transformagoes. Hoje se sabe que o resultado apresentado no Lema[£.3.1] é valido para

|T3|| < % e falha para ||T}]| < 2 + ¢, € > 0.
Lema 4.3.2. O Lema é vdlido para ||To|| < 5 (1 < <k).

Demonstragio. Seguimos conforme o inicio da prova do Lema [£.3.1} Partiremos do fato:

xi’(a) - ZEy(&) = ay—ax+ (Tip+1aip+2 + 7—‘7;p+17—;;p+2aip+3 +.. )

_(ijﬂajpw + ﬂp+1j}p+2ajp+3 + .. )
Uma vez definida a transformacao E como anteriormente, temos que:
zp(a) —zp(a) = a; —ax + E(a).
A partir daqui podemos seguir dois caminhos:

o Podemos fazer a mudanca de varidveis descrita em (4.20)), i.e., y = a3 — as +
E(a),ay = ag,...,ax = ai. E, a fim de utilizar a Perturbacao da Identidade e

concluir que Id + E; é invertivel, precisamos de que || F; ||< 1.

o Por outro lado, podemos realizar uma outra mudanca de variaveis: a; = a1,y =
a; —ay + E(a),as = as,...,ar = a;. De forma analoga, o objetivo é utilizar a

Perturbacao da Identidade para concluir que Id — Fs é inversivel, pois: chamando
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de S(ay,ag,a;...,a) = (a1,a1+as+FE(a),as, .. .,a;), temos que a matriz jacobiana
de S é
Id 0 O ... 0
Ild+F, —Id+FEy Es3 ... Ej
DS(a) = 0 0 d ... 0
0 0 0 Id
Logo,

|det DS(a)| = |det —Id + E,| = | det Id — Fs|.
Entao, para que Id — Ey seja inversivel, é suficiente que || Ey ||< 1.

Portanto, fica claro que o resultado do Lema évalidose || By ||[<1ou || Ey ||< 1.
Sejam:

— 1.
-0 =max || T [[< 3;

-t =min{l : iy, = joye} (note que 2 <t < 00);

- v € {1,2} é tal que iy = jprt # v, OU s€ja,

S€ lpyt = Jp+t = 1, entaorv = 2.
S€ lpyt = Jptt = 2 , entaov = 1.
se iyt = Jprt € {1,2} , entdorv=1ouv =2.

Por meio de um exemplo réapido, é possivel entender melhor as defini¢bes acima.

Exemplo 4.3.2. Considerando k =9 e dados

i = (1,2,4,6,5,7,3,2,1,...)
i = (2,3,1,1,2,5,2,1,1,...)

i = (2,4,2,2,5,3,6,1,2,...)
temos que:
- Em relacao ai ej:t=9 cv=2.

- Em relacao a i’ ej’:t =15 e v pode ser 1 ou 2.
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A transformacao F, pode ser escrita da seguinte forma:

o0

B, =Y (6i ,Tpr--- T
=2

e = 00i T
V4

Ip+1

LT

VyJp+e Jp+e—1 ) )

onde

1, sex =y
Opy =

0, caso contrario.

Agora, note que:
1. ip-i—t = jp+t 7é vV — 5V,ip+z = 5V7jp+t = 0.
2. VU <t:ipsp € Jpre ndo sao ambos iguais a v, pois iy 7# Jpte-

3. Para ¢ >t ¢ possivel que iy = jp+¢ = v para uma quantidade indefinida, possivel-

mente infinita, de £’s.

Dessa forma, podemos reescrever E,:

T

1

E, = <5lf,ip+e Tip+1 .- ‘CZ—;:pﬁ»lfl - 5V1jp+f ij+1 .- 'ijuﬂ)
=2
+ <5V,ip+é Tip+1 - ‘E;H»Zfl - 5V7jp+f ij+1 e 'Tj‘puq)a
(=t+1
assim:
t—1 00
12 < >0+ 3 2
=2 t=t+1
1 — t—2 1— t—1
< % n )+% n nl-n %
1—n 1—mn 1—n
1— t—2 t
< # N7 g
1—n 1—n
¢
Ui Ui -1
< — 2 —
< 1_77+1_77( n)
< 1,
pois, n7! > 2.
Isto conclui a demonstracao. O]

A demonstracio de que o Lema falha no caso [|Ty|| < 5 +¢&, € > 0, envolve
conceitos de Teoria dos Numeros e, por isso, foge do escopo deste trabalho. Mas, pode ser

encontrado no trabalho do Solomyak (SOLOMYAK| 1998).
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4.4 MEDIDAS EM J

Uma vez introduzido o conjunto das sequéncias infinitas com termos em {1,2,...,k},

Jso, vamos agora definir uma métrica neste conjunto. Dados i, j € J., definimos:

. 0 , sei=]
d(i,j) =

2-IAI - caso contrario.
Afirmagao 4.4.1. d é uma métrica em Jy € (Js,d) € espago métrico compacto.
Prova. A demonstragao de que d é uma distancia em J,, é equivalente a encontrada

na Afirmacao [2.3.1] J& a compacidade de (J,d) se d& de forma completamente andloga
a feita na Afirmacao [2.3.2] por meio do argumento diagonal.

|

Seja u € J.,u = (uj,us,...,u.),r € N. Definimos o cilindro N, de tamanho r da

seguinte maneira:
Nu={j € Juiu <j},

que representa as sequéncias infinitas j que iniciam com a palavra u.

Por exemplo, dado u € J,, u = (1, 1), temos que:

j=(1,1,1,1,1,..) € Nuyy e j=(1,1,0,0,0,...) € Ny
E, é facil ver que, dado u’ = (1,1,2), N2 C N(i1). De maneira mais geral, se

u < u, entdo Ny C Ny.

Dizemos que um conjunto de sequéncias finitas A é uma cobertura para J, se Jo, C
U Nu. Em outras palavras, A C J é uma cobertura para J,, se para todo i € J, existe
;62 A com u < i.

Note que A=Je A={(1),(2),...,(k—1),(k)} = Ji sdo coberturas para J.

De maneira bastante natural a métrica d induz uma topologia em J.,, que denotaremos

por 7,4, definida a seguir:
Ta={S e (Jy):Vie S ,3r>0talque B(i,r) C S},

onde §(J) é o conjunto das partes de Jo, e B(i,r) é a bola aberta de centro i € J e

raio . A fim de visualizar melhor os elementos desta topologia vamos explorar um pouco
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a definicao de B(i,r):
B(i,7) = {j € Jo;d(i,j) <7} = {j € Jo, 27Nl < 1.

Mas,
—logr

27Nl < — finj] >
log 2

1
= JiAj] > [— s

1.

E importante considerar que: dados i,j € Ju, temos 0 < d(i,j) < 1, por definicio.

log 2

Entao, se r > 1: B(i,r) = Jy, para todo i € J. Sendo assim, tomaremos 0 < r < 1 e,
dessa forma, logr < 0. Agora, seja i = (i1, 12,13,...) € Joo €

log r

w = (wy,...,w,), comw, =14y (1 <l <k)ev=] 1,

a log 2
logo, temos que:

je B(,r) < jE€ Ny.

Portanto, B(i,r) = Ny. Disso concluimos que as bolas abertas em J., sao cilindros.

Dizemos que um subconjunto C de 7; é uma base para esta topologia se

Td:{U C,QCC},

CeQ
ou seja, se todo aberto da topologia pode ser escrito como a uniao de abertos da base.

Um critério para provar que um subconjunto C é base de 7; é o seguinte:

(

o J o= U C,e

cec
C é base para uma topologiaem Jos <= { ¢ Para todos O, Cy € C, sei € C; N Cy, entdo

existe C3 € Ctalquei e C3 C C7 N Ch.

Afirmagao 4.4.2. C = {Ny,u € J} € base para 74.
Prova. O resultado segue do critério acima e notando que:
o Claramente temos que J,, = |J Ny, pois J é cobertura de J.
ueJ

e Sejam Ny e Ny € C:

ieNgNNy = u<iew<i,
= (uAw) <,

=54 iGNu/\W.

Logo, i € Nyaw C (Ny N Ny).
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E possivel construir uma medida exterior em .J,, baseando-nos na defini¢cao de medida

de Hausdorff. Para isso, fixe s. Dado E € § (Jx), para cada inteiro positivo r, definimos:

M:(E) = inf { S 6T EC |J Na, Jul > 7"}. (4.24)

ucA

Note que essa definicao é de fato similar a da medida de Hausdorff, havendo uma
substitui¢do de (diam U,)* para ¢°(Ty). A familia "elementar' de subconjuntos de Jo
escolhida para construir a medida exterior M? foi C, = {Ny, |u| > r} U {Jw, @}, que

também é base da topologia 7.
Afirmacao 4.4.3. Para cada v, M} é uma medida exterior.
Prova. Fixe s e r. Seja v : C,. — [0, 00| definida da seguinte forma:

(@) = 0,

Y(Nu) = ¢°(Tu),Vu, |ul >,

V() = 1(Ng)) = ¢*(Tie)) = ¢*(1d) = 1.

Dali, pela proposicao |3.1.1} M é medida exterior.

[ |
Perceba que diam N, < al!l (onde a vem de (#.12)), u € J,, daf diam N, "= 0.
O limite
M*(E) = lim M:(FE) (4.25)

r—r00
também é uma medida exterior métrica (do tipo Hausdorff) que, como vimos na Propo-
si¢do [3.1.2] se restringe a uma medida nos subconjuntos de Borel de J,,. As relagoes a

seguir sao analogas as ja vistas no Capitulo 2 (com relagao a medida de Hausdorff): sejam



7

s1,82 € R com s1 > so, usando (4.12)) e o Lema temos:

o (Tw) = ar(Tu) ax(Ty) - - Q1] (Tw) Asy]+1 (TU)Sl_LSIJ

= 1 Q9 ... OCLSIJ O[El_JlfiJ

= 10y .. ‘aLSQJ aL52J+1 . ()zL51J af;iﬁj

sa—|s 1—(s2—|s s1—|s
= o apg ol M e Y a, L agg el By

s 1—(s2—|s s1—|s
= ¢*(Tw) a7 e agg a5

< ¢sz (T ) ar[l—(82—Ls2J)] a . a a"(sl—[slj)
B " N——

|s1]—([s2]+2)+1 vezes
< ¢sz (Tu) a'f‘(81—82).

Dai,

ME) = imf{ ¥ oM} <inf{ ¥ @ ¥gn(T,)

uc Jr uecJr
E CUNy E CUNy
[u|>r [u|>r

< @CDinf{ Y (T = a7 G M (B,

ucJpr
E CUNqy
ul>r
Concluimos que
MH(E) < a1 =) M32(E). (4.26)
Fazendo r — oo, temos:
o se M?% < oo, entao M* = 0.
o se M® = oo, entao M*? = oo.
e se M* >0, entdo M*? = o0.
o se M?% =0, entao M* = 0.
N6s podemos utilizar as medidas M?® para definir uma dimensao d(1y,75,...,T}) de

maneira completamente analoga a definicdo de dimensdo de Hausdorff usando medidas

de Hausdorff.
Proposicao 4.4.1. Os numeros a sequir existem e sao todos iguais.

(a) inf{s: M*(Js) = 0} = sup{s: M5(J,) = o0},
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(b) O dnico s > 0 tal que lim [ ¥ ¢'(Tw)]" =1,

UGJT

(c) inf{s: > ¢*(Ty) < oo} =sup{s: > ¢*°(T,) = co}.

ueJ ueJ

Denotamos este valor comum por d(Th, ..., Ty).

Demonstracao. Dividimos esta demonstragao em varias afirmacoes.
Afirmacgao 4.4.4. O infimo e o supremo do item (a) sdo iguais.

Prova. Digamos que 5 = sup{s : M*(Jy) = o0} e s = inf{s : M*(Jy) = 0}.

Suponha, inicialmente, que § < s. Seja t € R tal que 5 < t < 5. Como s é o infimo,
claramente M*(J,) > 0. Gragas a isso, temos que M*(Jy) = 0o, para todo s < t, por (
iii.). Mas, isto significa que existe um ntmero real f, 5 < t < t tal que M¥(J,) = o0, 0
que contradiz a defini¢ao de s.

Suponha agora que s > s. Seja t € R tal que s < t < 5. Pela propriedade do infimo e

do supremo existem t,t5 € R tais que:
s <ty <tcom M"(Jy)=0
t <ty <3com MP?(Jy) =00
Com isso temos uma contradicao, pois:
- Se M"(Jy) =0, entdo M?*(Jw) = 0, para todo s > t;.
- E se M"™(Jy) = 00, entdo M*(J,,) = oo para todo s < ta.

O que nao ocorre, ja que t; < t < ts.

Portanto, a igualdade do item (a) é verdadeira.

[
Afirmacgao 4.4.5. O infimo e o supremo do item (c) sdo iquais.
Prova. Sejam s = sup{s : Y. ¢*(Ty) = o0} es=inf{s: ¥ ¢*(Tu) < oo}.
Suponha que § > s: dadout,e;< 1 <3S, existem s <t < tuee;f] < ty < S tais que:
Y 0% (Ty) =00 e > ¢"(Ty) < oo (4.27)

ueJ ueJ
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Mas, sabemos que ¢°(T") é decrescente em relagao a s. Entao:

¢t2(T> ¢t1( w),VvueJ = det? Z¢t1(T

ueJ ucJ
= > 9"*(Ty,) < oo,
ucJ

que contradiz (4.27)).

Suponha agora que § < s: dado t,5 <t < s, temos que:

Z ¢'(Ty) < 0o, poist >3
ueJ

e > ¢(Tw) = oo, poist < s,
ueJ

0 que nos leva a uma contradicao.

Concluimos, entao, que 5 = s.

Quanto ao limite do item (b), note que:

> (T = > > (Tl

ucJgir ucJy weJ,
S Z Z ¢s s )
UEJq WGJT
— Z ¢s Z gbs
ucJy weJ,

por (4.11)).

Com isso, concluimos que Y- ,¢c ;. ¢*(Ty) é submultiplicativa. Consequentemente, log > ey ¢°(Ty)

T—}OO

é uma sequéncia subaditiva e, pelo Lema/|2.1.1] lim ( Z (bs( )) T = exp ( h_>m % log > <;§5(Tu))
o0 uEJ'r'

existe para cada s.

Note agora que se T' € L(R™ R™) possui valores singulares ay, entdo para h > 0:

¢*(T)ay < ¢*™(T) < ¢*(T)a) (4.28)
pois,
s s 1—(s—|s s+h)—|s+h
0" M(T) = (Mo § P (Taspa(T) - aem (Tag L5 (D).
Entao, dado u = (41,142, ...,i,) € J,., temos que:

¢s+h(TU) < m (Tu)(bs (Tu)

< a1(Tiyi,.in)0° (T)-
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Pelo Lema [A.0.1]
a1(Tipg,in) < oa(Tiy)on(Thy) - on(T5,)
< d,

onde a vem de (4.12)).

Portanto,

¢*(Ty) < a"¢*(T), (4.29)

para u € J,.

Consequentemente,

Z ¢s+h(Tu) S arh Z ¢S(Tu)

ueJr UEJT

Calculando a estimativa inferior de maneira analoga, obtemos:

> ¢S+h(Tu>
b’r’h S % S arh7 (430)

uGJr

onde a,b vém de (4.12]).

1
Perceba que, h_}m ( > (T, u)) " é estritamente decrescente em s gracas a (4.30)) e ao
r=o0 tueld,

fato de a™ ser menor que 1.

3=

€ continuo em s.

Afirmacao 4.4.6. rli_)r&( > ¢°(Tw))

ucJ,
Prova. Sabendo que ¢*(T) é continua em s, T' € L(R", R™), T contragao nao singular,
temos que Y.,c; ¢°(Ty) ¢ uma soma finita de fungdes continuas, portanto também é

continua em s.

Definindo ¢(s) := lim ( > ¢*(Ty))

T—00

S

e tomando o limite quando r — oo em (4.30)),

UEJT
temos que:
1
( Z ¢so+h<Tu))?
u r—0Q0 h
ph < B —<ad =2 bhgmgah, para todo sy > 0.
( 3 QgSO(Tu))? ¥(s0)
ucJr
Fazendo h — 0, vemos que
lim 4(s) = ¥(s0), (4.31)

S$—S0
o que significa que ¥ é continua.
Perceba que os resultados acima sao validos para h > 0, mas se quisermos calcular o

limite (4.31)) a esquerda de sy basta tomar s + h = sy em (4.30)).
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3=

Afirmacao 4.4.7. Existe um tunico s tal que Tli_}r&( > ng(Tu)) =1.

UEJT‘

Prova. Para s = 0, temos que ¢°(Ty,) = 1, Yu € J,,Vr € N. Logo,

lim (30 6°(T)" = Jim (35 1)7 = lim (k) = > 2

ucJ, ueJ,

Por outro lado, da desigualdade (4.13]), temos que:
&°(Ty) <a™, ué€J,.

Portanto,

1

Ji (3 6°(T)" < Ji (3 )’ = i (Ka")" = ko'
ueJ, ucJ,

S|

1
Concluimos que, para s suficientemente grande, Tli_{& ( > (T, u)) < 1.
UGJT‘
Como ja vimos, este limite é continuo e estritamente decrescente em s, portanto existe

apenas um valor positivo de s que satisfaca:

Denotemos por (a),(b) e (¢) o niimero real definido em cada item.
Afirmacgao 4.4.8. (b) = (c).

Prova. Note que

S ET) =Y Y (T

ueJ r=1ueJ,

1
converge (ou diverge) conforme o lim (X ¢%(Tu))" for menor (ou maior) que 1. Isto
=00 UEJT

vem do estudo de convergéncia da série Y02, > ¢°(1y), que pode ser desenvolvido da
UEJT

seguinte maneira:

Considerando
Dr = Z QZ)S(Tu)a
ucJ,
note que:

lim (p,n)% <l = (pg)% <vy<l,paral > N

r—00

— py <A’ <1,paral> N,



82

para algum N = N(v) natural suficientemente grande. Neste caso, Y 7* converge, pois
(>N

v < 1. Entdo, por comparacio, Y. p¢ (que é menor ou igual a Y ~*) também converge.
(>N (>N

Analogamente,
rlLIgo(pT)% >1 = (pg)% >~ > 1,paral > N
— py>~">1,paral > N
== Z pt & divergente.

>1

Isto implica que (b)=(c), pois

lim (3 ¢°(Tw))

7—00

1
T

<1l = > ¢*(Ty) <0

ucJy ueJ
inf{s: > ¢*(Ty) <o} < inf{s: Tli_)rg()( > ng(Tu))% < 1},
ueJ ueJ,

e, além disso,

S =

lim (> ¢*(Ty) >1 = > ¢ (Ty) =0

T—00

ueJ, ueJ
sup{s: Y_¢°(Ty) =00} > sup{s: 7]1)1210( > qﬁs(Tu))% > 1}.
ueJ ucJy

1

Resta-nos provar que inf{s: lim ( > QSS(TH))% < 1} e sup{s: 1Lm ( > ng(Tu)); >
ueJ o0 Yued,

r—00

1} coincidem. E isto segue da Afirmacao 4.4.6(e do fato do Tli_}rn ( > ¢$(Tu)); ser estri-

© tueld,

tamente decrescente em relacao a s.

|
Afirmacgao 4.4.9. (a)< (c).
Prova. Perceba que se 32 ¢*(Ty) < 00 entio M°(Jac) = 0, pois
M;(J) = inf{ D 6" (Tu) : Joo CUNy, [ul > 7}
M) € Y om) =Y ¥ ¢'(T) =55, (1.32)

[u|>r n=rueJ,

onde S = § > ¢(Tu) = X ¢°(Tu) (S < oo, por hipétese) e S, = zrj > ¢°(Ty) é a
ueJ

n=1ueJ, n=1u€eJ,
r-ésima soma parcial da série. Portanto, Tli_)rgo S—25,.=0.
Quando fazemos r — oo em (4.32)), temos que:
M?(Jy) = lim M?(Jy) < lim(S—S,)=0

r—00 r—00

= M*(Jx) =0.
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E dai, concluimos que (a)<(c):

Y P (Ty) <o = M*(Js) =0

ueJ

inf{s: M*(J) =0} < inf{s: > ¢*(Ty) < oo}.

ueJ

Afirmagao 4.4.10. (b)<(a)

Prova. Suponha que M*(J,) < 1 para algum s. Entao, existe uma cobertura A de
Joo tal que Y- ¢°(Ty) < 1.
ucA

Seja p = max{|u| : u € A}. Definimos outras coberturas A, (r > p) da seguinte forma:
A ={ug-uz-uqg:weA |ug-ug---ugl >refup-ug--ugor| <}

Note que A, é cobertura de J,. De fato, podemos descrever a construcao de A, a
partir de A,_; da seguinte forma:

ucA, , selul >
A cadau € A,_jassociamos

{u-w; we A} , sel|u| <r, emparticular ju| =r — 1.

(4.33)

Dessa forma, fica claro que A, cobre A,_q, para todo r € N. Além disso, temos que:
Ay ={u - uz--ug:weA Jup-uz---ug| >1lefug-ug---ugq| <1}

Para ocorrer |uy - uz---uq-1| = 0, temos que u; = uz = -+ = uq_1 = <. Logo,
concluimos que A; = A.

Como A é cobertura de J e A, cobre A, fica claro que A, é também cobertura de
oo

Segue da submultiplicidade de ¢* que

> (T - TugTw) ¢°(Tuy - Tug) > ¢°(T)

ucA ucA

(T -+ Tuy), (4.34)

IA

IN

pois Y. ¢*(Ty) < 1.

ucA
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Utilizando a relagao que existe entre A, e A,_1, presente em (|4.33)), temos que:

Z¢S(Tu) = Z Qbs + Z qus uw)

ucAi, ucA, 1 ucA,_1 weA
[u|>r [u|<r—1
s

< D P(Tw)+ Y (T
ucA, 1 ucA, 1
[u|>r lu|<r—1

_ S

= > ¢(Tw)
UEAr—l

por (4.34)).

Recorrendo a uma inducao, concluimos que:

YO (Ta) <. < ) 0 (Tw) = D) 0" (Tu) <

ucA, ucA; ucA

Se u € J,4,, entdo u = u’' - w para algum u’ € A, e |w| < p. Além disso, para cada u’

existe no maximo kP w’s.

Ja que ¢*(Tu) < ¢*(1y),
Yo Ty < Y ¢ (T w) <KDY o3 (Tw) < K.

ucJryp Fw|€é4pr u'cA,
Entao,
1 1 P
lim (Ty))? < lim (kP)™» = lim k v+
r—)oo( Z (b( u)) - r—)oo( ) 7—>00
u€J7-+p
; 2
< AT 0
Isto é,

3=

lim (> ¢°(Tw)" <

u€J7

Finalmente, concluimos que (b)<(a).

Agora enunciaremos um lema técnico que sera decisivo na demonstracao do Teorema

principal deste trabalho (o Teorema [4.5.1).

Lema 4.4.1. Suponha que M*(J) = oo para algum s. Entao, existe um conjunto com-

pacto E C Jy tal que 0 < M*(E) < oo e uma constante ¢, tal que
M (ENNy) < ¢ 0°(Tw) (weJ) (4.35)

Demonstracio. A demonstracdo deste resultado é feita no Apéndice C. n
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4.5 CALCULANDO A DIMENSAO

Agora mostraremos que o conjunto auto-afim F(a) que satisfaz F(a) = U}_, S¢(F(a)) =
Us_, (Ty +ap)(F(a)) tem dimensdo de Hausdorff igual a d(Ty, ..., T}) para Lebesgue quase
todo ponto a = (ay,...,ar) € R™, onde d(Ty,...,T}y) é o nimero definido na Proposi-
ciolf.4.1 A estimativa superior, obtida através de um simples argumento de cobertura, é

verdadeira para todo a.

Proposigdo 4.5.1. Se M?*(J,) < oo entdo ms(F(a)) < oo para todo a € R™. Em
particular, dimy, F(a) < d(Ty,...,T}).

Demonstragio. Fixe a e seja B uma bola de diametro pelo menos 1 e grande o suficiente

para garantir que Sy(B) C B para todo 1 < /¢ < k, onde S; = T + ay.

Afirmacao 4.5.1. FExiste uma bola B centrada na origem com raio p > % de forma que

Se(B) C B,Vle{l,...,k}.

Prova. Sejam S, = Ty+ a, transformagoes afins com T transformacao linear contrativa
e a, um vetor do R™ que realiza uma translacao. Digamos que a bola B que procuramos

tem raio p € R, p > 0. Definimos

n = max ||T|,

e
a = max [l a||.
Dai, dado x € B, temos:
1Se() (=) Te(x) +ae || < Ta(e) | + [] ae |
< nllell+a
< np+a
Queremos que || S¢(z) || seja menor ou igual que p, para isso forcamos a seguinte
desigualdade:

| Se(z) < np+a < p. (4.36)
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Para garantir a veracidade de (4.36]), fazemos:

= a<p(l—mn)
<~

p>

1—n
lembrando que 7 < 1, entao foi possivel dividir por 1 —n e o sinal da desigualdade nao se
inverteu.

Para finalizar, tomamos:
1 a
_ - ' 4.37
p=max(y. ) (4.37

Isto nos garante que Sy(B) C B, para = 1,...,k e que B tem didmetro no minimo

i 1
igual a 3.

Dado § > 0 existe um inteiro r tal que diam S, (B) < § se |u| > r, pois:

diam Su(B) = sup || Su(z) — Su(y) ||,

ry€B

i.e., é a maior distancia entre dois pontos de S, (B). Além disso,

H SU("E) - SU(CU) || = ” Suwz--up(x) - Su1U2--.up(y) H
< Ty 1 Suseiy () = Sz, () |

< N Ty N V- Ty (12 =y

< N T (M T (1 - VT,

N

Como cada || Ty, || é menor que %, para p suficientemente grande podemos garantir

que || Su(x) = Suly) [[< 0.

Afirmagao 4.5.2. Seja A cobertura qualquer de Jy tal que |u| > r para cada u € A.
Entao, F(a) C U Su(B).
ucA

Prova. Dado i € J,, vamos inicialmente mostrar que:

SiySiy = 50,8141 (B) C 83 Sy -+ S,

(B) (r € N).
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Seja y € S, Si, - -+ S;, i, (B), temos que

Jdz € B tal que : y = SiuSi, 8.8, (%)
= 85, Si - 55, (Si4, (7))

Mas, S;,,,(z) € S;,,,(B)C B = S; ., (x) € B = y€5,S;, 5, (B).

Agora, tome z € B:
zi(a) = lim S;, 55, -+~ 9, () = lim 2., onde z, = 5;,5;, - 5, (2) € R™

Como A é cobertura de J,, existe u € A tal que i € Ny, i.e., u < i. Denotaremos u

por u = (iy,12,...,14,). Dessa forma, temos que:
zr € 83y Si, -+ S, (B), para 1 > rq.

Além disso, note que 5, S, - -+ 5, (B) é compacto, pois B é compacto e cada Sy é
continua. Portanto,

lim z, = xi(a) € Silsig - S

r—00 irg <B) )
E isto é vélido para qualquer i em J, e, portanto, para qualquer z; em F(a). Desta
forma, concluimos que:

F(a) C | Su(B). (4.38)

ucA

A Proposicao nos garante que a transformacao afim S,, com u € A, leva a bola
B = B, em um elipsoide E),. Fica facil ver que os semi-eixos principais de Su(B,) tem
tamanhos ayp, asp, ..., a,p, onde a; > as > ... > «,, sao os valores singulares de Ty,. Por-

tanto, Su(B,) esta contido em um paralelepipedo retangular de lados 21 p, 20p, . . ., 20, p.

Figura 7 — Elipsoide Su(B)).

2p0g

2po

Fonte: A autora (2020).
I. Representagio de Su(B,) em R3.
II. Visualizagdo da inclus@o mencionada no paragrafo acima.
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Se m = [s] (i.e., m — 1 < s < m), nés podemos dividir o paralelepipedo acima em

[20 =11 [2p 21 - [2p =21 [(20)" 7] (4.39)

m m m

cubos de aresta «,, e, consequentemente, de didmetro /na,,. De fato,

2pa
2pa;  écoberto por (L} copias de vy,
. 2pan.
2pay  écoberto por [——| copias de a,,,
Qm

I' 2p05m71
Om
2000,

2pay, 1 € coberto por | copias de a,y,,

2pay, € coberto por | | = 2p copias de a,y,,

A

2pa,

2pay,  écoberto por | 1 < 2p copias de ayy,.

77
E como nao nos interessa o nimero minimo de cubos de tamanho «,, necessarios para
cobrir o paralelepipedo, tomamos o valor em , e assim fica garantido que é possivel
cobrir o paralelepipedo com uma quantidade de cubos menor ou igual ao valor em .

Por (3.1)), temos que

m (F(a),v/nd) =inf { Y (diamU)* : U cobertura de F(a) com diami < v/nd}.
veu

Além disso, dada uma cobertura U de F' (a) com diamf < \/nd, temos que
ms (F(a),v/nd) < > (diamU)®.
Ueld
Das discussoes anteriores, sabemos que F'(a) C LGJA Su(B,) e que cada Sy(B,) esta
u

contido na unido de cubos de aresta a,,(Ty). Perceba que escolhemos A de maneira
que diam S, (B,) < d,Vu € A. Consequentemente, o didmetro de cada pequeno cubo
Vnan(Ty) é menor que /nd. Entdo, podemos escolher a cobertura U como sendo o
conjunto dos cubos descritos anteriormente, os quais cobrem S, (B,), Vu € A. Dai, temos:

ms (F(a),vnd) < > > (Vian(Tw)’

u€A cuboscom
aresta am (Tu)

< 24(4;))”0410@ QM (VR ag)®
< WA Y i,
< (4p)"(Vn)* 32 6°(T).

ucA
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Isto é vélido para toda cobertura A com |u| > r se u € A. Entao,
ms (F(a),v/nd) < (4p)"(vVn)" M (Jw),
pois, por definicao,
M (o) =inf { > ¢°(Ta) : J C Ny € Ju] =7} (4.40)
Dai,

me (Fla), Vo) < inf {(40)"(v)* Y- ¢*(T) : Joo € (J Nu e [u] > 1)

ueAi ucA
< (4p)"(Vn)*inf { 3 ¢*(Tu) i Joo € |J Nu € [u] > 7}
ueA ucA

< (4p)"(Vn)* M;(J).
Para ¢ fixado, fazemos r — oo:
ms (F(a),v/nd) < (4p)"(vn)* M*(Je).
Fazendo 6 — 0, temos:
ms (F(a)) < (4p)"(vn)" M*(Jx).
Logo, para todo a € R":

M (Jy) <0 = m,(F(a)) <

- dlm’H F(a) < d(Tl,TQ,...,Tk).

O

A fim de encontrar uma estimativa inferior para a dimensao de Hausdorff de F'(a),

utilizaremos o seguinte lema:

Lema 4.5.1. Suponha que p é uma medida de Borel em J, com 0 < p(Js) < 00 tal que

/ / / ;‘j‘ d“_ x(jéf)? < 0. (4.41)

Jo Joo a€EB,

para algum s < n:

Entao, para quase todo a € B, C R"™  (relativamente a medida nk-dimensional de

Lebesgue), temos dimy F'(a) > s.
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Demonstragio. Seja f.(a,i,j) : R™ x J x Jo — R uma sequéncia de fungdes reais, com

r € N, onde f,(a,i,j) = min{r, |z;(a) — z;(a)|~°}. Note o seguinte:

« A funcdo p;(a) : R"™ — R", dada por g;(a) =

Sejam a e a’ € R,

pi(a) — ps(a’)

[z1(a) — z3(a’)]

00
= | ; 712'1-~iZ—1 (aii. o a’;j)|

o0
< Yonta-a
/=1

= cla—a’l,

zi(a), é continua em a.

onde n = max ||Ty|| < 1ece R Isto prova que pj(a) é Lipschitz em a e, portanto,

continua.

o A fungao @a(i) : J» — R", dada por @a(i) = zi(a), é continua em i.

Sejam a € B, e i,i’ € J tais que i, = 7 para todo £ € {1,...

|pa(i) — wali’)|

Para que 2p %

= |zi(a) -z (a)]

= ’ail—i_ﬂlaiz—i_'“
—ay — Tyag — -

= |Ti1~-Tz‘paz‘p+1+E‘1--

+T, ... T,
~ Ty ..

iy @iy

—,,Ti/l...ﬂgjaiéﬂ—Ea...ﬂ;+1ai;+2—""
(o] o0
< YT Tollai |+ DTy - Tyl ai, |
{=p t=p
¢
< 2p) 7
{=p
D
= 2p d .
L—n

seja menor que um £ € Rt dado, é necessario:

P

I—mn

2p <e

— 2o <e(l—n)

]_ —
— < e( n)
2p
1 —
<~ plogn < 10g(5( 5 77))
1—
log(a%)

<
logn

.T%;_lai; - Tz’l

Ty ap

P

ip—laip + T’il e Tipaip-H +-e

p+1

, 0}, p € N. Dali,
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log(f;‘(lin))
——2—~_ temos:

Tomando § := ]
ogn

P

I—mn

2p <e = p>b

— d@i,i) <27 =4

Entao,

d(i7i/) <o = ||90a(i> - @a(i/)H <e.

Dito isto, é facil ver que a funcdo p(a,i,j) : R™ x J x J, — R dada por ¢(a,i,j) =
|z1(a) —zj(a)| é continua em (a, i,j). J4 a fungdo ¥(a,i,j) : R™ x J, x J, — R, dada por
YP(a,i,j) = |zi(a) — zj(a)|™®, com 0 < s < n, vale +00 quando z;(a) = zj(a). Portanto,
sua continuidade é verdadeira em R™ x J, x Joo \R™ x {(i,]) € Joo X Joo, zi(a) = z5(a)}.
Perceba que as fungoes f, nao terdo este problema, pois f,(a,i,j) = r se zj(a) = xj(a).
Concluimos que f, é continua em (a,i,j) € R"™ x J x J, para todo r natural. Por
ser continua, temos que f, é também Borel-mensurédvel (ver Teorema . Além disso,
note que v¥(a,1i,j) é o limite da sequéncia nao-decrescente de fungoes Borel-mensuraveis
(f+)ren, O que nos mostra que 1 é uma funcio nao-negativa Borel-mensurével em R™* x
Joo X Joo.

Utilizando o Teorema de Fubini-Tonelli (Teorema , temos que, para quase todo

a € R
dp(i) dp(j)
/ J/ () —ay(a)f =

Joooo

Para cada um desses a’s nés podemos definir uma medida v em R"™ por
v(E)=u({i:zi(a) € E}), E € Bgn.

A principio, perceba que o conjunto {i: z;(a) € E}, com E € Bgn, é p—mensurével,
pois (i) é continua (e, portanto, Borel-mensurdvel), entdao ¢, (E) = {i: x;(a) € E} €

B;. . Agora vejamos que v é de fato uma medida em R™:

- v(2) = p{i: zi(a) € F}) = p(@) = 0.

- Dado E € Bgn, v(E) = p({i: zi(a) € E}) > 0, pois p é medida em J..
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- Dada uma colecao (Ay)72, de elementos de Bgn, dois-a-dois disjuntos, temos:

’/(UZ.;AK) = M

—~

{1 : xi(a) - U;ilAé})

= p(UX {i:zi(a) € A)
= ;M({i s xi(a) € Ag})
= Zi_o:l/(Ag)

Segue que v é medida de Borel em R™ (com v(R") = p(Jw) < 00). Além disso,
temos que pa(Js) = F(a), por (4.18). Dai, 0 < v(F(a)) = u(Jx) < 0o. Portanto, existe
uma medida v em F(a) tal que 0 < v(F(a)) < oo. Pelo Lema [A.0.3] concluimos que

dimy, F'(a) > s.

Agora demonstraremos o resultado principal deste trabalho.

Teorema 4.5.1. Assuma que || T, ||< 5 para 1 < ¢ < k. Para quase todo a € R™

(relativo a4 medida nk-dimensional de Lebesgue):
dimy F(a) = min{n,d(Ty, ..., )},

onde d(Ty,...,T) =inf{s: ¥ ¢°(Ty) < c0}.

ueJ
Demonstragdo. Inicialmente, note que dimy, F(a) < d(T7, ..., T}) para todo a € R?% pela
Proposicao [4.5.1] e dimy F(a) < n, pois F(a) C R". Logo, min{n,d(T,...,T})} é cota
superior para dimy F'(a). Basta verificarmos que tal valor é cota inferior para quase todo
a c R,
Fixe p > 0. Seja t um ntmero real nao-inteiro tal que 0 < ¢t < min{n,d(T},...,Tx)} e

escolha s tal que t < s < min{n, d(T1,...,T;)}. Entao, M?*(J) = 0o, pois

s <min{n,d(Ty,...,Tr)} = s<d(Ty,...,T) =sup{d: M (Jy) = oo}
= 35s<3<d(Ty,...,Ty), tal que M*(Jy) = oo,
= M(Jx) = 0.

Pelo Lema existe um compacto £ C J, tal que 0 < M*(E) < oo e M*(ENN,) <
¢19°(Ty), u € J. Definimos a medida de Borel p em J,, por

u(A) = M*(E N A).
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Dessa forma,

W(NY) < @e(Ta)  (ue ). (4.42)

Uma vez definida a medida u, chegamos as seguintes desigualdades:

/ / / |;1?d§t(_)zl(t£>|t < A / / ¢'(Ting) " dpa(i)dp(j) (4.43)

Joo Joo aCB CR™ nk Joo Joo
< A Z ¢ (Tp) " 1u(Np)? (4.44)
pEJ

< AG Z > (L) ¢ (To)n(Np)  (445)

r=1péeJ,
< A Y Y @ Iu(Ny) (4.46)

r=1ped,
< Neu(BE)d ath (4.47)

r=1
< o0. (4.48)

Vejamos que cada uma das desigualdades acima ¢ valida.

e O Lema nos diz que: dado ¢ nao-inteiro, 0 < t < n e [|T3|| < 3(1 < £ < k),
entao existe A < oo tal que

da A
lzi(a) — x5(a)t — ¢t( 1/\.])’

aCB,CR"k
para todos i,j € J., distintos. Portanto, a desigualdade (4.43)) é verdadeira.

o A fim de provar a validade de (4.44)), recorremos a:

Sejam (X, B, 1) espago de medida e f : X — R funcdo mensurdvel. Dizemos que f
é uma funcao simples se assume apenas um numero finito de valores. Se tais valores

sao mi, ma, ..., my € R, entao escrevemos:

f(x) =miXg () + ...+ mpXpg, (2),
onde Xg, ¢ a funcdo caracteristica de Ey, By = {z € X; f(x) = my} e os E,’s sdo
claramente disjuntos.

A integral de f com respeito a p é:

/X f(z)du(z me E). (4.49)

(=1

Note que f € M (X, B)(que é o conjunto das fun¢oes mensuraveis nao-negativas)

se e somente se my > 0, 1 </ < k.



94

Sejam f, : X — R mensurdveis ndo-negativas (f, € M (X, B),Vv € N), definidas

da seguinte forma:
v
= Z my XE@ (I )
=1
onde my, sdo nimeros reais maiores ou iguais a zero.

Note que se x ¢ U;_; Ey, entdo f,(x) = 0. Consequentemente, temos que f,(x) <
varl(x)v Vo

Além disso,

lim f,(z ngXEZ =: f(x).

V—00

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Monétona (Teorema [A.0.7)),

[ ran= lim [ [ 5] = i [ men(B)] =S men(E). (450)

V—00
/=1

Temos aqui uma generalizagao do caso simples (4.49)), pois (4.50)) é verdadeira para

fungoes que assumem uma quantidade enumeravel de valores nao-negativos.

Dessa forma, definimos

fidexJe — R
(17.]) = ¢t< 1/\_])_1-

Seja p =1iA j. Note que ¢( Ting) = ¢'(Tp), Vi, j € J tais que i A j = p.

Entao, podemos reescrever a funcao f:

Z ¢t 1X{ (i,§), iNj= p}(l j)-

peJ

Portanto, por (4.50)):

DG ) = X 6T (a0 x ) ({(d). A5 =)

peJ

Note que se (i,j) sdo tais que i A j = p, entao (i,j) € Np x Np. Dai,
(1 x ) ({(1,4), iA] =p}) < (X p)(Np x Np) = u(Np ).

Portanto,

[ FEDAG ) < X 6 (T) 7 (N

peJ
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o A desigualdade (|4.45)) segue pelo uso de (4.42]).
» Basta utilizar a desigualdade (4.29)) para ver que (4.46]) é valida.

« Sabemos que

> nNp) = (U Np) = M(EN U Np) < MY (E) = u(E).

pEJr pEJr p<Jr

Consequentemente, é verdadeira a desigualdade (4.47)).
« Por fim, (4.48) é valida, pois:

H(Ny) = MP(E A Ny) < MP(E) = p(E) < .

E, além disso, a < 1 e s > ¢, portanto >°°, a"*™" < oc.

Pelo Lema [4.5.1 dimy, F'(a) > t para quase todo a € B, em relacao a medida nk-
dimensional de Lebesgue. Como p é arbitrario, dimy F'(a) > t para quase todo a € R"*.

Isto é verdade para todo nao-inteiro ¢ < min{n, d(Ty,...,T%)}. Logo,

dimy F(a) > t, Vt <min{n,d(T1,....T})}

— dimy F(a) > min{n,d(T},...,T})},

para quase todo a em R"¥,

Portanto,

dimy F(a) = min{n,d(T},...,Tk)} qtp. a € R™. (4.51)

4.6 CONSIDERACOES FINAIS

O valor d(T7,...,Ty) nao é, em geral, facil de calcular. Em alguns casos particulares,
a forma apresentada na Proposicao , item (b), se mostrou a mais facil de manipular
computacionalmente. Porém, nao parece haver nenhum jeito facil de estimar a taxa de
convergéncia de z!/" onde {z,} é sequéncia subaditiva.

Em alguns casos especiais encontramos uma expressao simplificada para d(77, ..., T).

Isto acontece quando as transformagdes lineares 17, . . ., T} sdo semelhangas, por exemplo:
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se Ty = ¢;1Id, com ¢; < 1, temos que d(T1,...,T}) é o tinico s tal que 5, ¢; = 1. Agora,
seTy =--- =T, =T, onde T é auto-adjunta, temos que seus valores singulares coincidem
com seus autovalores, entao ( %:] ng(Tu))% = k¢*(T') e podemos encontrar o valor de s
que torna esta expressao igualua f facilmente.

A condicdo ||Ty|| < 1 é um inconveniente técnico requerido na prova do Lema m
Em certo sentido, esta condi¢do poderia ser contornada: uma vez que Ty sao contragoes,
temos ||T;|| < 1, entdo podemos substituir {771, ...,T}} por {Ty : u € J,.}, com r grande
L para todo u € J,. Claramente, d({T,, : u € J,}) =

o suficiente para que ||Ty|| < 3
d(Ty,...,T}y), mas o conjunto invariante F’ tem sua dimensdo igual ao minimo do Teorema
para Lebesgue-quase todo ponto de R™", ou seja, F' depende de uma familia com
k™ parametros, diferente do problema original com uma familia de apenas k parametros
(ay,...,ax).

Por fim, note que os resultados discutidos acima também podem ser aplicados para
repulsores de certos sistemas dindmicos. Suponha que, para certo a € R™ o conjunto
invariante F'(a) é tal que T;(F(a)) + a; sdo disjuntos. Definimos uma funcao linear por
partes f : F(a) — F(a) por f(z) =T, (v —ay) se x € (Ty(f(a)) +ay). Se f for a restricio
a F'(a) de uma fungao cujo dominio é mais extenso, entao F'(a) é um repulsor para f. Esta

situagao persiste para pequenas perturbagoes de a, entao a anélise feita nesta dissertacao

nos da a dimensao dos repulsores para quase todo a.
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APENDICE A - VALORES SINGULARES E MEDIDA

Esta parte do Apéndice consiste em um compilado de resultados que sdo importantes
no decorrer no trabalho, mas cujos enunciados e/ou demonstragoes nao encaizavam no

corpo principal desta dissertacao.

RESULTADOS DE ALGEBRA LINEAR

Teorema A.0.1 (Continuidade de Transformagoes lineares). Seja T : R" — F' transfor-

magao linear, sendo F um espaco vetorial normado qualquer. Entao, T' é continua.

Demonstragio. Seja C = {ejy,eq,...,e,} a base canonica do R™. Dado x € R" qualquer,

T =x161+ -+ xThe,, temos que:
T =T(z1e1+ -+ axpen) =x1Tey + - +x,Te,.
Logo,
|Tx| < |zq||Ter| + - + |zn||Ten].

Tome 7 := max |Te;|. Temos que:

Tz < ij(laa] + -+ [an]) < infz.
Entao, para z,y € R™ quaisquer, vale:

[Te =Tyl = |T(x —y)| <inle -yl
Disso concluimos que T' é Lipschitz e, consequentemente, continua. O

Teorema A.0.2 (Teorema Max-Min). Seja T : V. — W uma transformagdo linear auto-

adjunta com valores singulares oy > g > ... > «,, onde n = dim V. Entdo,

T
; = max min [ T(w)]

dmU=i yeU—{0} |ul

para i € {1,...,n}.

Teorema A.0.3 (Decomposicao em Valores Singulares). Seja T : V' — W uma transfor-
magao linear de posto r entre espagos de dimensao finita com produto interno. Existem

bases ortonormais {vy,...v,} CV e {ws,...,wy,} CW tais que
Tv, = aw; e Trw;=aov; , com a; >0 para i € {1,...,7}.

Tv, =0,Tw; =0 , Se i >T.
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Lema A.0.1 (Propriedade dos Valores Singulares). Dadas A, B € M,,(C), temos que
an(A)a,(B) < ay(AB) < a1(A)a,(B),v € {1,...,n}. (A.1)

Lema A.0.2 (Perturbagao da Identidade). Dada A : R* — R"™ com ||A|| < 1, temos que

Id — A € inversivel.

Demonstragdo. Seja B := Id+ A+ A*+ A3 +--- = 322, AY, onde Id é a matriz identidade
em R”. Como ||A]| < 1, a série converge e, assim, garantimos a existéncia de B.

Queremos mostrar que (Id — A)B = B(Id — A) = Id. Para isso, note que
(Id—A)(Id+ A+ A*+ -+ A" = Id — A", (A.2)

para f € N,/ > 1.
Dai, temos que
_ 1 rAS!
(Id — A)B élgr;o(ld AT,
Como ||A|| < 1 e ||AY| < ||A]|%, é fato que A® =% 0.

Entdo, (Id — A)B =Id = B = (Id— A)~. O

Proposigao A.0.1. Se T : R" — R" é um isomorfismo com valores singulares o, .. ., oy,
e By € a bola unitdria n-dimensional de centro na origem de R", entio T(By) é um
elipsoide de semi-eixos aq, . .., Q.

De modo mais geral, a imagem da bola B,, de raio p e centro na origem, pela trans-

formacao linear T, como acima, é um elipsoide de semi-eiros ayp, aop, ..., Qpp.

Demonstragio. Pelo Teorema da Decomposigao em Valores Singulares (Teorema [A.0.3)),
existem bases ortonormais {uy,...,u,} e {vy,...,v,} de R™ tais que Tu; = ov;, T*v; =
a;u;. Note que, sendo T invertivel, todos os «; sao diferentes de zero.

Seja x um ponto de B; com coordenadas (z1, ..., x,), isto é
T = 21U + ...+ TpUy,
entdo suas coordenadas satisfazem z? + ... 22 < 1. Por outro lado,
T =T(zuy + ...+ zou,) = 17w + ...+ x,Tu, = 10901 + . .. + Ty000,.

Denotando por y; := x;a;, temos que (yi, . ..,y,) sdo as coordenadas de T'z na base

{v1,...,v,}, e estas satisfazem:

2 2 2 2
(3/1) —l—...+(yn> :(mm) +...+<xnan> =234 ... +22 <1,
o (07 aq (07
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isto é, Tx € E, onde F é o elipsoide de semi-eixos ay, ..., a,, €, portanto, T'(B;) C E.
Reciprocamente, se y € F, sejam (y1,...,¥y,) suas coordenadas na base {vy,...,v,}.

Note que, sendo T um isomorfismo, temos:
Tu; = aw; = T v = (ag) M.
Por outro lado, existe um tnico z € R” tal que y = Tz, e vale:
v = T ly=T" v +...4 ynvn)
= T vy +...+y,T v,

aq (07

Entao as coordenadas (£,...,£*) de x na base {uy,...,u,} satisfazem:
n

2 2
<y1) +...+<y”) <1
a1 (679

Isto é, x € By. Assim y = T'x para certo z € By, e, portanto, £ C T'(By).

A prova do caso geral é andloga.

Note que a hipotese de que B, esta centrada na origem é conveniente para os calculos,
mas nao é necessaria para demonstrar a proposicao. Podemos considerar a bola B(x, p)
centrada em qualquer ponto x € R" e, ainda assim, sua imagem T'(B(z,p)) seria um

elipsoide com semi-eixos o p, asp, ..., Qup.

RESULTADOS DE MEDIDA E ANALISE

Teorema A.0.4 (Toda Funcao Continua é Borel-mensuréavel). Sejam X, Y espacos mé-

tricos (ou topoldgicos). Toda fungdo continua f: X — Y € Borel-mensurdvel.

Demonstracao. Segue da definicao:
f é continua <= f~!(U) é aberto para todo U C Y aberto.

E do fato da o-algebra de Borel ser gerada pelos conjuntos abertos. O]

Uma técnica para obter cotas inferiores para a dimensao de Hausdorff corresponde ao

seguinte lema.



101

Lema A.0.3. Seja F' C R". Se existe p tal que 0 < u(F) < oo e se

LG = [ = du(e)dn(y) < oo,

|z —yl*
entao:

ms(F) =400 = dimF > s.

n(B(z,r)

Demonstragio. Defina F) = {x € F;limsup ) > 0}. Temos que:
r—0

Afirmacao A.0.1. u(Fy) =0.

Afirmacao A.0.2. Dado ¢ € R, se limsup wB@r) ¢, para todo x € E C F', entao:

;rxS
r—0

ME)

ms(E) > .

Juntando as duas afirmagoes, considere £ = F'— Fj. Pela Afirmacao concluimos
que u(E) = u(F) € (0,00). Dai, temos:

my(F) > my(E) >

= my(F) = +o0.

Agora vamos provar que as Afirmacoes e sao verdadeiras.
Prova da Afirmacao |A.0.1; Para todo z € F}, existe e = e(z) > 0er; =r;(z) = 0

tais que:

w(B(x,r;)) >er:.

Isto se deve ao fato do lim sup M >0, x € Fy.
r—0

E como

I(p) = // ! dp(z)du(y)

[z —yl*

> [ [ rdu@au)

1
dp(z)d
/{x} /{x} PeTUACLAL)
= +oo, caso u(zx) #0,

concluimos que pu({z}) = 0, pois, por hipdtese, I;(1) < 4o00. Pela continuidade de g,

tomando ¢; pequeno em relacao a r;:

w(B(z,r;) — B(w,q:)) >
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Podemos supor que 7,41 < ¢; (mesmo que para isto seja preciso tomar uma subsequén-
cia de 1;), logo
A; .= B(z,r;) — Bz, q)

sao conjuntos dois-a-dois disjuntos. Note também que para z,y € A; vale |v — y| < r;,

1

entao T Ti Portanto,
du(y)
7l) |z —y*
>y / d(y)
g4 |x - y|8
du(y)
= ZZ:/A rs

€
> Z —rir;* = 4o00.
i
Isto nos mostra que: se € F}, entdo 75(x) = +o00. Por fim, temos como hip6tese que:

I(p) = /Ts(:c)du(x) <400 = Ts(x) < 4o0em pu—qtp.

|
Prova da Afirmacao [A.0.2} Dado ¢ € R, seja E C F tal que:
B
limsupw <c Vrek.
r—0 e
Em outras palavras: dada uma sequéncia (r;);ey com r; — 0, caso o limite lim wBla.ri))
1— 00 71— 00 i
exista, temos que:
B(z,r;

i #B@T) (A.3)

i—00 T
Agora, para todo < 0 defina

Es={x € E: u(B(z,r)) < cr®, paratodor com 0 < r < §}.
Note que , dado z € E e uma sequéncia r; = r;(x) — 0 tal que lim M exista,
71— 00 !

existe i € N tal que
p(B(z, 1))

S
T

<c, Vi>7i.

Portanto, para cada x € E fica claro que a desigualdade p(B(x,r)) < cr® é valida
para r suficientemente pequeno. Isto também deixa claro que F = UsFEy.

Além disso, dados 61 > 9y > 0, temos E5, C Es5, C E. Assim, Fs gy )
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Seja {U;} cobertura de E em bolas de raio menor ou igual a g. A cada U; que contém

algum x € Ej, seja B = B(z,diam U;), ou seja, U; C B. Entao, temos:
w(U;) < u(B) < e(diam U;)?,

pois x € Ejs. Dal,
w(Es) < > w(lU;) < ¢ (diam Uy)°.
U i

intersecta
Es

Tomando o infimo sobre todas as coberturas e fazendo 6 — 0, temos que:

u(Es) < cZ(diam U;)?
=  u(Es) <cms(E,9) < cmy(E)

=  u(F) < cmy(E).

O

Teorema A.0.5 (Teorema de Egoroff). Seja (X, Bx,u) um espago de medida. Suponha
que w(X) < oo e que fi, fo, f3,... e [ sao fungoes p-mensurdveis com contradominio
complexo e definidas em X tais que f; — f em p-quase todo ponto. Entdo, para cada

e > 0, existe um subconjunto E de X tal que u(E) < € e fi — [ uniformemente em

X\ E.

Teorema A.0.6 (Teorema de Fubini-Tonelli). Suponha que (X, X,u) e (Y,YV,v) sdo

espagos métricos o-finitos.

a. (Tonelli) Se f : X XY — [0, 00| € mensurdvel, considere as fungées f.(y) = f(z,y) e
fx) = f(x,y), dai g(z) = [ f.(y)dv e h(y) = [ f¥(z)dp sdo fungdes nao-negativas

e mensurdveis. Além disso,

[raxw) = [| [ 1) viy)]duta)
= [ [ 1) aut)|avy)

b. (Fubini) Se f: X XY — [0, 00] € integrdvel, entdo f, € integravel para u-quase todo
x € X, fY € integrdavel v-para quase todo y € Y. Além disso, as funcgoes, definidas

em quase todo ponto, g(x) = [ fudv e h(z) = [ f¥du sdo integrdveis.
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Teorema A.0.7 (Teorema da Convergéncia Mon6tona). Sejam (f,)v>1 fungoes em M* (X, B)

tais que:
- folz) < fori(z), Vo € X.
- hmv%oo fv(x) = f(:v),Vx c X.

Entao,

lim [ fo@)dn= [ f)dn.

V— 00

Teorema A.0.8 (Desigualdade do Valor Médio). Dado A C R™ aberto, seja f: A — R™
diferencidavel em cada ponto do segmento (a,a+v), onde a,a+v € A, e tal que sua restrigio
ao segmento fechado |a,a + v] C A seja continua. Seja Df(x) a derivada da fungao f no

ponto x € A. Se ||Df(z)|| < M para todo x € (a,a+v), entdo |f(a) — f(a+v)| < M|v|.
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APENDICE B - JACOBIANOS E O LEMA 4.2.1

Aqui estudaremos a definicio de Jacobiano e outros fatos importantes de Algebra Li-

near e de Medida. Aprofundaremos alguns resultados envolvendo medida de Hausdorff e

sua relagio com a medida de Lebesque. Utilizaremos esta teoria para definir um Jacobiano

para mapas lineares. As definicoes e resultados encontrados aqui servirdo para provar o

Lema ¢ verdadeira.

DEFINICOES E RESULTADOS BASICOS EM ALGEBRA LINEAR

Definicao B.0.1.

1. Uma transformagao linear O : R™ — R™ ¢é dita ortogonal se (O(x),O(y)) = (x,y),

para todo x,y € R"E]

. Dizemos que o mapa linear S : R™ — R™ ¢ simétrico se (z, S(y)) = (S(x),y) para

todo x,y € R™.

. Dada D : R" — R" linear, dizemos que D é diagonal se existem dy,...,d, € R tais

que D(x) = (dyz1, . ..,dyx,), para todo x € R™.

. A adjunta de uma transformacao linear T : R™ — R™ ¢é a transformacao linear

T* : R™ — R"™ que satisfaz (x,T*(y)) = (T(x),y) para todo x € R" e y € R™.

. Dizemos que uma transformacao linear T : R™ — R™ ¢ auto-adjunta quando T =

1.

Lema B.0.1. Algumas propriedades importantes das transformagoes definidas acima sdo:

(a) T** =T, para qualquer transformagao linear T : R™ — R™;
(b) (T'T3)* = T5TY, para quaisquer transformagoes lineares T, Ts.
() O* =071 se O : R" — R™ ¢ ortogonal.

(d) S* =S se e somente se S : R" — R™ é simétrica.

1

Ao longo desta segdo, consideramos que (-, ) é o produto interno canénico no R™.
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(e) Se S :R" — R" é simétrica, existe uma transformagao linear O : R" — R" e
uma transformacio diagonal D : R™ — R™ tais que: S = ODO™1.
(f) Se O : R™ — R™ ¢€ ortogonal, entao:

n<m, O0'O=I1d, e 00" =1Id,,

onde 1d,, é a transformacdao identidade no R™ e 1d,, é a transformagao identidade

no R™.

Teorema B.0.1 (Decomposigao Polar). Seja T' : R" — R™ transformagdo linear com
n < m. Existe uma transformagao simétrica S : R™ — R™ e um mapa ortogonal O : R" —
R™ tais que:

T = OS. (B.1)

Demonstracio. Primeiramente, definimos a transformacao linear L = T*T, onde L :

R" — R". Dessa forma, temos que:
(L(@).y) = (T*(T(@)).y) = {T().T(y) = (&, T (TW))) = (2. TT(y)) = (v, L)),
o que implica L* = L, portanto L é auto-adjunta. Além disso,
(L(2).2) = {T*(T(2)),2) = (T(2), T(2)) > 0.

Logo, L é nao-negativa definida. Portanto, existem Ay, ..., A, > 0 e uma base ortogonal
{z,}}-, de R™ tais que:
L(l’g):)\gl’g (ﬁ: 1,...,n).

Seja \y=a?, ay >0(0=1,...,n).
Afirmagao B.0.1. Eziste um conjunto ortogonal {z}}—_, em R™ tal que:
T(.CEg) = Qyzy (6 = 1, ce ,n). (BQ)

Prova. Se ay # 0, defina z, := Q%T(xg). Dai, se ay,, oy, > 0, temos:

i) = ——(T(ae), T(x)

Oy, Oeyy

1

= L
(g, g, < (Ih)v $g2>

2
_ &y,
- a, o, <$@17x52>

Oégl
= 541 L2 -
12
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Concluimos que o conjunto {z; : ay > 0} é ortogonal.

Se ay = 0, defina z, como sendo qualquer vetor unitario tal que {z,}}_; é ortonormal.
|
Definimos agora as transformacoes lineares

S:R" - R", dadapor S(xy) = apz, ({=1,...,n),

O:R" - R™, dadapor O(zy) =2, ({=1,...,n).

Dessa forma,

OS(.’L‘@) = Qy O(.’L’g) = Qyzy — T(xg)

Como as imagens de OS e T coincidem numa base do dominio (R"™), concluimos que:
L=065.

Pelas defini¢oes dadas de O e S fica claro que S é simétrica e O é ortogonal.

O

Definicao B.0.2. Seja T : R" — R™ linear. Se n < m, escrevemos T = OS como acima

e definimos o Jacobiano de T' como sendo
[T]=|detS|. (B.3)

No caso n = m, o Jacobiano de T' é | det T'| (pois, |det T'| = | det S||det O| e |det O] =

1), que é o Jacobiano usual.
Teorema B.0.2. Seja T' como na definicio anterior. Se n < m, entdo [T]* = det(T*T).

Demonstragio. Pelo Teorema [B.0.1], temos que existem transformagoes S : R* — R”

simétrica e O : R® — R™ ortogonal tais que T'= O.S. Logo,
T = (08)" = 50" = SO*. (B.4)

Dai,
T*T = SO*0S = 52,

pois O é ortogonal e O*O = Id,,. Portanto,

det(T*T) = det(S?) = (det )% = [ T ]2
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Segue deste Teorema que a definicdo do Jacobiano de T' nao depende da escolha de S

e O. Além disso, concluimos também que [T'] = [T*].

DEFINICOES E RESULTADOS BASICOS EM MEDIDA

Definicao B.0.3. Seja p* uma medida exterior em R™.

1. Dizemos que p* € medida regular se para cada conjunto A C R™ existe um conjunto

p*-mensurdvel B tal que A C B e pu*(B) = p*(A).

2. Dizemos que p* é Borel-regular se pu* é medida de Borel e para cada subconjunto A

do R™ existe um conjunto de Borel B tal que A C B e u*(B) = pu*(A).

3. Dizemos que p* é medida de Radon se u* é Borel-reqular e p*(K) < oo para todo

compacto K C R™.

Definicao B.0.4. Assuma que j e v sdo medidas de Borel no R". A medida v € abso-
lutamente continua com respeito a u se pu(A) = 0 implica v(A) = 0, para todo A C R™.

Escrevemos v < p.

Teorema B.0.3 (Aproximagao por Conjuntos Abertos). Seja p* uma medida de Radon

em R™. Entdo para todo A C R™ (nao necessariamente p*-mensurdvel), temos
p*(A) = inf{p*(U) : A C U,U aberto}.

Teorema B.0.4 (Medida de Hausdorff ¢ Medida Borel-regular). Seja m? a medida s-

dimensional de Hausdorff. Para todo 0 < s < 0o, mg € medida Borel-reqular em R".

Demonstragio. Escolha A C R™ tal que mg(A) < 0o, o que implica que m4(A, ) < oo,
para todo 0 > 0. Pela propriedade do infimo, dado k£ > 1, existe uma colegdao de conjuntos
abertos Uy, tal que diam U, < %, A CUpeyU e

Y (diam U)* < my(A,

Ue Uy,

E> i
Definimos:

AkZ: U U e B:kﬂAk
=1

Ue Uy,
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Temos que B é de Borel, pois cada Aj, é de Borel. E, como A C Ay, para todo k, entao

A C B. Além disso,

Quando fazemos k — 0o, temos que: my(B) < ms(A). E, como A C B, temos também

que mg(A) < my(B). Dai, ms(A) = ms(B). O

Definicao B.0.5. Sejam p e v medidas de Radon no R™. Para cada ponto x no R",
defina:

o lim sup “B@0) - ge 1y(B(x, 7)) > 0 para todo r > 0,
D L o KBr)
uV(T) = (e
| +o0 , se u(B(z,r)) < 0para algum r > 0.
)
lim inf 2B&0) ey (B(x, 7)) > 0 para todo r > 0,
Q“I/(CL’) - r—0 'U*(B(‘ZJ‘))
+o00 , seu(B(z,r)) < 0paraalgumr > 0.

Definigao B.0.6. Quando D,v(x) = D, ,v(x) < +o0, dizemos que v ¢ diferencidvel com
respeito a ji e escrevemos:

Dyv(z) = Dyv(x) = D,v(z).

D,v(z) é a derivada (ou densidade) de v com respeito a p.

Teorema B.0.5 (Diferenciagao das Medidas de Radon). Sejam p,v medidas de Radon
no R", com v < . Entao,

V(A) = / D,vdu, (B.5)
A
para todo conjunto p-mensurdvel A C R™.

Teorema B.0.6. Seja T : R — R" transformacao linear inversivel. Se E € Bgn, i.e.,E

pertence ao conjunto de Borel do R", entio T(FE) € Bgn ¢
ZLN(T(E)) = |detT| £"(E).

Teorema B.0.7 (Nos borelianos do R™ as medidas n-dimensionais de Hausdorff e de
Lebesgue sao equivalentes, a menos de um produto por constante). Existe uma constante

wy, > 0 tal que

mn(B) = , (B.6)

para todo B € Bgn.
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Demonstragio. Ver Se¢ao 2.2 de (EVANS; GARIEPY), 2015) ou Segdo 11.2 de (FOLLAND)
1999). O

LEMA4.2.1

A fim de demonstrar o Lema [4.2.1] vamos nos utilizar do Teorema a seguir.

Teorema B.0.8. Suponha que T : R™ — R™ € linear, n < m. Entdo:

ma(T(4)) = L1 gma,

Wn

para todo A C R".

Demonstracao. O Teorema garante que T pode ser escrito como T = OS, com
O : R" — R™ ortogonal e S : R" — R" simétrica.

Se [T'] =0, entdo dim S(R") < n—1 e, dessa forma, dim T'(R™) < n — 1. Consequen-
temente, m, (7T (R"™)) = 0.

Se [T] > 0, entao S é invertivel e:

mn(T(B(z,71))) _ mn(O"T(B(x,7)))

L (B(x,r)  L(B(x,r) o
- Ly B
_ f:ioo;onfég’x;ﬁ))) (B.9)
- o
- e o
_ |d¢euiS| _ [[3;]]. (B.12)

A seguir veremos porque cada uma das igualdades acima é verdadeira:
- Equagao (B.7)): Pois, O* é isometria.

- Equacao (B.8)): A relagdo entre medida de Hausdorff e medida de Lebesgue no R™
nos diz que m,,(O*T(B(z,r))) = w, ' L™ (O*T(B(z,1))).

- Equacao : T=0S.
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- Equagao (B.10)): O é ortogonal, entao O~! = O*. Dai, O*O = Id,,.

- Equagao (B.11]): Teorema |B.0.6|
Agora, definimos a medida v(A) = m,(T'(A)) para todo A C R".
Afirmacgao B.0.2. v é medida de Radon e

o u(Bl,r) [T]
Danv(@) =l B = o

Prova. O Teorema [B.0.4] nos diz que ms é medida de Borel regular em R”, para
0 < s < 00. Assim sendo, temos que: para cada A € R", existe um conjunto de Borel B
tal que A C B e ms(A) = my(B).

Dessa forma, dado C' C R", temos v(C) = m,(T(C)). Note que T'(C) C R™, en-
tdo existe D € Brm tal que T(C) C D e m,(T(C)) = m,(D). Como T pertencente
a L(R™, R™), entao T é continua e, consequentemente, Borel-mensuravel (ver Teoremas
e . Logo, como D C R™ ¢é de Borel, T~}(D) C R" pertence a Bgn. Mas,
CcTD)e

V(T1(D)) = m(T(T~1(D))) = ma(D) = v(C).

Concluimos que v é Borel regular.
Agora seja K C R", K compacto. Tomamos uma cobertura C de K por bolas aber-
tas C = {B(;, 77)}32,- Como K é compacto, C admite uma subcobertura finita C =

{B(x¢,1¢)},—;. Logo,

v(K) = mn(T(K))

A
(7=
3
Z
=
3
3
3

A
NE
=
N
=
3
S
3

< 0oQ.

Isto nos prova que v é medida de Radon.

A igualdade (B.12)) independente da escolha da bola B(x,r), portanto:

2B 7] 7]
r—0 X”(B(g;ﬂ")) =0 (), Wy
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Note que v < £". Entao, para todo conjunto de Borel B C R", o Teorema
implica:

ma(1(B)) = Lo gon (),

wn
Sabemos que v e £™ sdo medidas de Radon. Agora, utilizando o Teorema[B.0.3] temos

que: dado A C R™ qualquer,
v(A) =inf{v(B) : A C B, B aberto}.
Mas, B aberto implica B € Bg». Entéo,

v(B) = U gn (g

Wn

Logo,

v(A) =m,(T(A)) = inf{v(B): A C B, B aberto}
= inf{[[f]]g"(B) : A C B, B aberto}

n

— [[wT]] inf{-Z"(B) : A C B, B aberto}

= 1T gy,

Wn,

]

Tratando-se do Lema [£.2.7] temos que a transformacéo linear 7' : R” — R™ estd sendo
aplicada no conjunto &, dos elipsdides de dimensao s em R", com s inteiro. Seja F um
desses elipsoides, definimos o conjunto G como sendo o subespaco s-dimensional gerado
pelo elipsdide E, e

Lg:=Tlg, : G — T(Gg).

Note que Gg e T(Gg) sao isomorfos a R*, uma vez que dim Gg = s e T' é injetiva.
Comparando esta situagdo com o Teorema [B.0.8 percebemos que n = m = s, neste

caso. E, dessa forma, dado E € &;:

[Le]

Ws

my(Lp(A)) = Z°(A),

para todo A C Gg.

Mas, para B pertencente aos borelianos de Gg (i.e., Bg,), temos que my(Lg(B)) =
Z°(Le(B))

Ws

, pois Lg(B) esté contido em um espago isomorfo ao R®. Entdo,

Z°(Lp(B))

o = LLel (B.13)
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para todo B € Bg, e todo E € &.
Sejam oy > @y > ... > «, os valores singulares da transformacao 7. Sao validas as

seguintes afirmacoes:
Afirmagao B.0.3. [Lg] < ay...as, para todo E € &.

Prova. Dado E € &, seja tp : Gg — R™ a inclusao de Gg em R", i.e, tp(v) = v, para

todo v € Gg. Temos que Lg =T o 1g. Logo,
L*ELE = (TLE)*TLE = LET*TLE,

onde ¢}, é a projegao ortogonal sobre Gp.

Temos que, dado v € Gg, temos que:
[LpLe()| = [tpT™ Tup(v)| = [T T (v)| < |T7T(v)].

Portanto, | Ly Lg(v)| < |T*T(v)|, para todo v € Gg.

Sejam 7y, > 2 > ... > 7, os valores singulares de Ly. Como Ly Lg e T*T sao auto-
adjuntas seus valores singulares coincidem com os seus autovalores. Dessa forma, temos
que i >92>...>v2eal>as>...> a2 sao os valores singulares de L, Lg e T*T,
respectivamente.

Pelo Teorema [A.0.2] temos que:

7 = max min M
i ii;gn&;l veV—{0} |U|
_|T*T(v)]
S max min ———
c‘l/ucngE:Z UEV_{O} |U|
T
< max  min ﬂ =aj, (B-14)
dimV=i v € V—{0} v

para todo ¢ € {1,2,...,s}.
Pelo Teorema [B.0.2] temos que:

[Le] = V/Idet L Lp| = /7175 .. .72
Portanto, por (B.14]):

[Le] = \/’7%722---’Y§§ \/a%ag...agzalaz...as.

Note que isto vale para todo elipséide s-dimensional £ em R".
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Afirmacgao B.0.4. Existe Fy € &; tal que [ Lg, ]| > a1 ... as.

Prova. Pela Decomposigao do Valor Singular (Teorema [A.0.3), existem bases ortonor-

mais {u,...,u,} de R" e {vy,...,v,} de R" tais que:
Tupy = oy e T* v, = apuy.
Considere o elipsdide s-dimensional
Ey={zxeR":x=01u; +0oqus +---+0o5us e 0%%—03—1—---—1—0? <1},

que possui seus s eixos principais paralelos aos vetores uy, ..., us (correspondendo exata-

mente aos primeiros s valores singulares de T', a1 > ... > «y). Entao,
LEO (Ug) = T(UZ) = QWyly e L*Eo (Ug) = T*(U[) = QylUy,

para 1 </ <s.
Note que span{ui,...,u;} C Gg,, para todo ¢ € {1,...,s}. Além disso, dado v €

span{uy, ..., u;}, temos:
v o= fug+ -+ B
= LpLe(v) = BilgLe(u1)+ -+ Bily, Le(u)
= BranLp (v1) + -+ + B Lig, (vs)
= fofus + -+ Biaju;.
Portanto,
|L*EOLE0(U>|2 = 0/115% +oee Tt O‘?ﬁz‘gv

mas, oy > ... > o, entao:

Ly (0)* 2 i + -+ i 7 > i (67 + -+ + 57) = ailv]”. (B.15)
Sejam 72, ..., 7?2 os valores singulares de L%, LEg,- Logo, teremos:
Ly Lg (v
dmy= v e V—{0} ]
Ly L
s MaLsO)
v € span{ui,...,u; } |U|

a?

1

v



115

para todo ¢ € {1,...,s}, gragas a (B.15|) e ao fato de span{us,...,u;} C Gg,.

Por fim, temos que:

[Le] = /73 72> \aldb... a2 =ajas. .. a,.

Por (B.13]), temos:

2(I'(B)) _
.,E/ﬂS(B) - [[LE]]>
para todo B € Bg,, e todo E € &;. Em particular,
2(T(E)) _
gS(E) - HLE]]7

para todo E € &,.
Gracas as Afirmacoes e [B.0.4] concluimos que:

sp ZLE) _ L,

res, ZL°(E)
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APENDICE C - UM RESULTADO TECNICO SOBRE A MEDIDA M* EM J,,

Aqui demonstraremos um resultado técnico muito importante para a demonstracio do
Teorema[4.5.1, principal resultado deste trabalho.

0 Lema nos garante, caso M*(Jy) = 00, a existéncia de um conjunto compacto
E C Js, com 0 < M*(E) < co. Além disso, nos dd uma cota superior para a medida de
M (ENNy), ueJ.

A fim de demonstrar o Lema4.4.1] utilizaremos uma série de resultados intermediarios,

a saber:
Lema C.0.1. Se M*(Jy) = 00, entao eziste E C J compacto tal que 0 < M*(E) < o0.
A ideia que seguiremos na demonstragao deste resultado é a seguinte:

o Vamos definir uma sequéncia decrescente de compactos Jo D Eg D E1 D Ey D ...

e tomaremos E = Mp2, Fy.

o Tomaremos uma sequéncia monétona {e,}°,, com e, > 1, tal que o produto

eoeily ... —% e € (0,00).

Queremos que os F,’s satisfacam:

vk (Br N Ny)

Er

riho+1 (Brt N Nu) < M7 (BN Ny), (C.1)

Yu € J,1y, e para um dado kg € R.

As desigualdades (C.1]) tem como objetivo garantir que M7, (E,) decresca na medida
que r aumenta (pois, queremos limitar M?*(E)), mas devemos controlar este decaimento
para evitar que M;,, (E,) tenda a zero. Dessa forma, poderemos encontrar constantes

a,b (ambas independentes de r), tais que:
0<b< M, (BE)<a< oo

Assim, de forma recursiva, limitando a medida do conjunto E,.,; a partir do FE,,

criaremos a sequéncia {E£,}72,.

Demonstragio. Tome Ey = Jo e fixe kg tal que Mj (Jo) > 0 (este niimero existe, pois
M?(Js) = 00).
Para r > 0, vamos definir F, ; especificando quem é F,.; N Ny, para todo w, com

|w| =17+ ko. Seja u € J,1y,. Vamos dividir a construcao de E,,; em dois casos:
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Caso 1: M7, 1 (Er N Ny) < ¢°(T)-

Neste caso, tomamos E, 1 N Ny = E,. N Ny, o que implica M;,, . (E,1 N Ny) =
? 1o (Er N Ny). De fato, da propria definicao de M3, temos que M, 1 (Erp1 N
Ny) > M3 (BrpiNNy) = M (E,NNy). Agora basta provarmos a desigualdade

inversa.

Seja A cobertura de E,. N Ny, com |w| > r + ko, para todo w em A.

— u ¢ A: Se descartarmos os outros w’s, com |w| = r + kg, ainda teremos uma
cobertura A de E, N N,. Agora cada w que pertence A tem tamanho maior ou
igual a r 4+ ko + 1. Dali,

3 6°(T) = My (B 0 N,
wed
— u € A: Neste caso,
> ¢ (Tw) = ¢*(Ta) = M7y 1 (BN Nu).
weA
Logo, concluimos que dada qualquer cobertura A de E,. NN, com |w| > r+ ko, w €
A, temos:

> ¢ (Tw) 2 M i1 (B, N Ny).

weA
Tomando o infimo do lado esquerdo, temos que:

rikort (Brpn N NY) < ML (Brn N Ny) = M (BN Ny).

Note que M; 4 1 (Erp1 N Ny) = M;, . (B N Ny) implica na validade da desigual-

dade (C.1J).
Caso 2: M; . 1 (£, N Ny) > ¢ (Ty).

Neste caso, tomamos F,.1 N N, como sendo um subconjunto compacto de E,. N Ny

satisfazendo
¢°(Tu)

er

S Mi+k0+1 (ErJrl N Nu) S (bS(Tu) (C2)
Primeiramente, note que

ko1 (Br M NG) > ¢°(Tu) = M, (BN Ny) = ¢ (Th). (C.3)

De fato, dada uma cobertura A de E, N Ny, tal que |w| > r + ko, w € A. Temos

que:
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— seu ¢ A : Podemos descartar os w’s de A com |w| = r + kg e ainda teremos
uma cobertura A de E,. N Ny. Esta subcobertura é composta de w € J com

|w| > r + ko + 1. Dai,

> 0'(Tw) = My 1 (Er 0 Nu) > ¢°(T).

weA

—seucA: Y ¢°(Tw) > ¢°(Tw).

weA

Ao tomarmos o infimo, temos que: M;,, (E, N Ny) > ¢°(Ty). Mas, A = {u} ¢

cobertura de £, N Ny e |ul, entdo M, (E, N Ny) < ¢°(Ty).
Por (|C.3)), fica claro que ((C.2)) implica em (C.1J).
Agora vamos provar que existe compacto E,,; C E, satisfazendo (C.2):

Tome

Er_i_lﬂNu:ErmNum( U Nu-w)a

|w|=t
weA

com A C J. Pela desigualdade (4.13]), temos que:

¢S(Tu~W) < a|u-w\s — a(|u|+\w\)s _ a(r—l—ko)ts < ats‘

Como u, s, e kg permanecem constantes, temos que:

a** < ¢*(T) (1 - 1),

€r
para t suficientemente grande.

Nosso objetivo é escolher um conjunto A C J; adequado para que E,.,; satisfaca

(C.2)). Sabemos que:

—seA=9g,entao E,, 1N Ny=0 e
riho41 (Bt N Ny) = M7 0 (2) = 0.
—se A= J;, entao E,.;1 N Ny = E,. N Ny, dai
rikor1 (Bry1r N Nu) = M7 40 (BN Ny) > 6% (Th).

A ideia aqui é nos valer da continuidade discreta de M e ir adicionando elementos

de J; no conjunto A até que (C.2)) seja satisfeita. Mais formalmente, dado A C J; e
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wo € Ji, wo ¢ A, denotamos A=AU {wo} e temos que:

i—i—ko—‘rl (ET’ A Nu A ( U Nu-w))

|w|=t
wcA

iJFkOJFl (ET A Nu A ( U Nu'W)) + Mf“JrkoJrl (ET N Nll M Nu-wo)'

Mas, E. N Ny N Nywy, C Nu.w,- Portanto,

s s 1
T+ko+1(E7’ N Nu N Nu-wo < Qb (Tu-wo) < <1 — 7)

er

Dai,

kot (Er VNN (U Naw))

|w|=t
weA

= rko+1 (Br NN N ( U Nu-w)) + ¢°(Tu) (1 - 1)- (CA4)

|w|=t T
A fim de aliviar um pouco a notac¢ao, denotamos:

bo =M} 1 (B- NNy N (U Nuw)) quando A =@ = by =0,

|w|=t
weA

b = M gyir (B O N0 (U Naw)) quando A= J, = be > ¢*(T).

[w|=t
wEA

O indice p em b, indica a quantidade de elementos de .J; que pertencem a A.

Por (C.4)), temos que:
1
by < by + ¢S(Tu)(1 _ f).

Er

E, de maneira geral,

by < byr + 6 (L) (1 1),

e
para todo p € {0,1,2,... k' — 1,k'}.

Seja po := min{p : b, > %ﬁf“)} Note que o conjunto {p : b, > %?“)} é nao-vazio,

pois k! pertence a ele. Entao, pela definicao de py, temos que:

)
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Logo,
STu s 1
gbir )<bpo < bp0—1+¢(Tu)<1_€r>
o) | !
< T o)1)
< ¢ (Tw).

Isto prova que existe £, C E, tal que (C.2) seja verdadeira, basta garantir que

ET+1ﬂNu:ETﬂNum( U NU'W)J
|w|=t

wcA

onde A C J; possui exatamente pg elementos.

Dessa forma, construimos uma sequéncia decrescente de compactos { E,}72,, que satis-

fazem:
T+k0 (E N N )

er

< Mr-f—ko-i-l(ET’-i-l NN, ) < Mr+k0 (ET N Nu)7

para todo u € J,4,. Somando a desigualdade acima sobre todos os Ny, u € J,4,, temos:

A%W < M1 (Brir) < MG (E).
Mas,

el Br) g (B) S M (Br)
Entao,

Mi—i—ko—l(E )

€r—16r

< Mr+k +1( r+1) < MiJrko—l(Erfl)'
Iterando, temos, por um lado:

Zo(‘]oo) < Mzo(EO)

€0€1 -..Cr_1€p  €0€1...Cr_1Ep

0<

< Mg (Br). (C.5)
E, por outro lado,
rko (Br) < MG (Eo) = M5, (Jo) < 00

Note que M} (Js) > 0, pela escolha de ky e M; (J) < o0, pois dada A = Jy,
cobertura de Ju:

(Joo) < 3 ¢°(Tw) < KFa™ < .

weA

Com isso, fica claro que existem constantes reais a e b, independentes de r, tais que:

0<b< M, (E) <a< oo,
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para todo r € {0,1,2,3,...}.

Agora, seja E = N2, Ey. Temos que:
M?(E) = lim (}ggo Mr(Ee))

Note que a ordem dos limites nao pode ser alterada sem tomar alguns cuidados antes.

De fato, pela continuidade de M, temos que:
M3(E) = lim M;(Ey), (C.6)

para todo ry € {0,1,2,...}.

Mas, para afirmarmos que
MP(E) = lim M*(Ey),
{—00
precisariamos, além da continuidade de M?*, garantir que existe Fy, tal que M*(Ey,) < oo.

Afirmacao C.0.1. M*(E) < oc.

Prova. Dado rq > 0, temos que E,; D Ey, para todo £ > ry. Dai, M3 (E,,) > M; (Ep),

¢ > rq. Logo, por (C.6):

Concluimos que M; (E) < a < oo, para todo ry > 0. Portanto, M*(E) < a < oo.

Afirmagao C.0.2. M*(E) > 0.

Prova. Queremos provar que

f‘—i—k‘o (ET’)
€r

< M3 (Ernn), (1)
pois se esta desigualdade for valida, segue que:
vk (Br) < e M7 (Brgn) < ererpt My (Brg2) <
Logo,

s
r+ko (ET)
ErCri1 ... Cryj_1€6r4j

< Mg (Ergg)-

Assim sendo, temos:

s Er i
riko(B) = lim M7, (E,1;) > lim ko (Er) > ”

J—ro0 J=00 €,.6r41 - .. Cr4j—1€r4j B ez 1
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Tomando o limite quando r — oo:

s : s ‘ b -
MP(E) = lim M (B) > lim ——— =b>0.
e1€z...er—1

Para ver que (C.7)) é valida, basta analisar a construgao dos compactos Fy, por meio

dos dois casos descritos anteriormente:
Caso 1: Aqui tomamos F,..1 N N, = Er N Ny, entao (C.7)) vale, trivialmente.

Caso 2: Sabemos que M;, . . (E,) > ¢°(Ty e M; ., (E.) = ¢*(Ty). Dai, dada

uma cobertura A de E,;1 N Ny, com |w| > r + ko, w € A, temos que:

— u ¢ A: E possivel descartar os outros elementos w de J com |w| = 7 + kg e,

ainda assim, teremos uma cobertura de F,.; N Ny. Logo,

YT = Y ¢*(Tw)

wEA weA
|w|>r+kg+1

i-s—ko-s-l (ET—H)
Mi-‘rko (ET’)

- Y

€r
por (C.1).

— u € A: Entdao A também sobre E, N N,. Dai,

> (Tw) = My (Er)

weA
Mf“+k0 (ET)

€r

>

Tomando o infimo sobre todas as coberturas A com |w| > r+ kg, w € A, concluimos

que (C.7)) é vélida.

Os préximos dois resultados serdo importantes para provar a Proposicao

Lema C.0.2. Seja C cobertura de F C Jy formada por bolas B. Fxistem finitas bolas
By € C disjuntas tais que

U B C UB[,

BecC ¢

onde By € a bola fechada concéntrica a By e com raio 4 vezes maior.
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Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponha C finita. Escolhemos B; como sendo
a bola em C com maior raio. A construcao segue indutivamente: se By,..., B,_; foram
escolhidos, tome B, como sendo a bola (ou uma das bolas) de maior raio possivel e que
nao intersecta Bi,..., B._1.

Em algum momento nao vai mais haver escolha vidvel e o processo cessa.

Dali, temos que:

VBeC: ouB =B, paraalgum{ = B C By,
ou B # By, V{. Mas, neste caso, BN By # &, para algum ¢, onde o
raio de B é menor ou igual ao raio de By (caso contrario, deveriamos

ter escolhido B no lugar de By durante a constru¢ao) — B C B,.

Concluimos que U BcC U By. O
BeC ]

Lema C.0.3. Sejam p uma medida com 0 < pu(Jy) < 0o e ¢ uma constante real positiva
tais que:

. M(Nu(i 7")) ~ .
lim sup ———% > ¢, Vie F C Jg,
r—o00 ¢S (Tu(i,r))

onde u(i,r) é o ponto u € J tal que u <1i e |u| =r. Entao,

N(JOO)

~
a?s¢

ME(F) <

onde a constante a é a mesma que aparece em (4.12]).

Antes de iniciar a demonstracao deste lema, lembre que dados i € J,, e § > 0, a bola

de centro i e raio ¢ é dada por:

1

<5§W'

B(i,d) = Ny, onde u<i e STIESY

Demonstragio. Fixe ro € N e 8y > 0 tal que 2= 0t < 5, < 2770,
Seja C a colecdo de bolas C = {B(i,6) :i € Jo, 0 < < dg e u(B(i,6)) > ¢d*(Tuanm) },

onde r < _léog; <r+1. Entdo, FC U B.
& BeC

Pelo Lema [C.0.2] existem finitas bolas disjuntas B, € C tais que | B C U By, com
BecC ¢

B, sendo a bola concéntrica a B, com raio 4 vezes maior. Note que multiplicar o raio ¢

por 4 ¢é analogo a subtrair 2 no tamanho de u.
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Logo,

s o(F) < D> 0 (Tuge2)

14

S Z a725¢8 (Tu(i,r))

¢

< afZSéfl Z /JJ(BZ)
14

< a e u(Jy).

Fazendo 69 — 0 (rg — 00), temos:

O

Proposi¢ao C.0.1. Seja E C Jo, compacto tal que 0 < M*(E) < oo, entio existe E C E

compacto com M*(E) > 0, tal que
MENN,) < c¢*(Tw),
para todo u € J e para alguma constante ¢ > 0.

Demonstragio. Tome a medida u(B) = M*(E N B), para B C Jy. Seja F' C Jy o

/‘L(Nu(i,r) )
&* (Tu(,r))

conjunto dado por F' = {i € J, : limsup > 2a~%}, onde Ny, € o cilindro de
r—00

tamanho r que contém i.

Note que

i) = M(ENJy) = M*(E)

= 0 < p(Js) < 0.

Pelo Lema [C.0.3, M*(F) < Lu(Jx) < 3M*(E) = Lu(E). Logo,

ME\F) > ME)— M(F)

> M(E) — LM (B)
- ;MS(E)
= Li(E) >0

Entao, para By = E \ F, temos que M*(FE;) >0 e

N, ir —
lim sup M < 2a™%,
r—oo (bs (Tu(i,r))
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para todo i € Fj.
Pelo Teorema de Egoroff (Teorema [A.0.5), existe E C E; compacto com M*(E) > 0

tal que f, = gs(éVT“i((‘i)) converge uniformemente em E. Em particular, existe ro tal que

1(Nug,r) <20

¢S (Tu(i,r))
para todo i € E, para todo r > ry.

Dai,
MP(E N Nyigr) < MEN Nyg )
< 2a725¢8(Tu(i,r))
— M(ENN,) < 2a%¢T,), VYuel,

pois, MS(E N Nury) =0seid E.

Basta tomar ¢ > 2a72%.

O Lema e a Proposicao juntos implicam na validade do Lema
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