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RESUMO

Desde o inicio do século XX o erro vem sendo objeto de estudo no ensino de
Matematica, pois embora continue sendo tratado por muitos como obstaculo, sinal de
ndo-aprendizagem ou como algo negativo, diversas pesquisas sobre esse tema provam o
contrério. Com base nos estudos de pesquisadores como Pinto (2000), Cury (2003;
2008; 2010), Correia (2010), Rios e Vieira (2016), Torre (2007) e La Taille (1997),
resolvemos investigar as principais dificuldades dos estudantes do curso de Matematica-
Licenciatura da UFPE-CAA diante de questdes que envolvem integral. Como subsidio
para o alcance do objetivo supracitado resolvemos aplicar um questionario composto
por 4 questdes a um grupo de 20 alunos e, a partir do questionario, analisamos e
classificamos os erros cometidos pelos estudantes, suas potencialidades e possiveis
contribuicdes para os processos de ensino e aprendizagem do célculo integral. Ao final,
pudemos notar que 0s erros mais recorrentes se davam pelo ndo conhecimento de
técnicas de integracdo, falsas generalizacGes, equivocos algébricos e erros em

procedimentos.

Palavras-chave: Andlise de erros. Célculo Integral. Licenciandos em Matemaética.



ABSTRACT

Since the beginning of the twentieth century the error has been the object of study in the
math teaching, because although it continues to be treated by many as an obstacle, a
sign of non-learning or as something negative, several researches on this theme prove
otherwise. Based on the studies of researchers as Pinto (2000), Cury (2003; 2008;
2010), Correia (2010), Rios & Vieira (2016), Torre (2007) and La Taille (1997), we
decided to investigate the main difficulties of the Mathematics-graduation UFPE-CAA
students in the face of questions with integrals. As a subsidy for the execution
achievement of the aforementioned objective, we decided to apply a questionnaire
composed of 4 questions to a group of 20 students and, from the questionnaire, we
analyze and classify the errors committed by students, their potentialities and possible
contributions to the teaching and learning processes of integral calculus. In the end, we
could note that the most recurring errors were the lack of knowledge of integration

techniques, false generalizations, algebraic misunderstandings and procedural errors.

Key-words: Error analysis, Integral Calculus, Licensing in mathematics.
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13

1 INTRODUCAO

O primeiro contato dos estudantes de ensino superior com 0s conceitos do
calculo integral ocorre na disciplina de Calculo Diferencial e Integral 1 (CDI 1) — ou A
como é chamado em algumas instituicfes — e tal contato dar-se-a apds o contato com as

derivadas e estas, por sua vez, sdo vistas apos os limites.

Como qualquer outro assunto da Matematica, seja do ensino superior ou do
ensino basico, este também pode ser fonte de muitas dificuldades para a aprendizagem,
sobretudo quando ha problemas e/ou outras dificuldades advindas da educacédo basica e

até mesmo do ensino superior.

Apds o primeiro contato com as integrais de funcdes de uma variavel real, no
CDI I, os estudantes terdo contato com integrais duplas e triplas, na disciplina de CDI
I, e consequentemente terdo contato com as integrais de linha e de superficie, na
disciplina de CDI 1%,

Ao cursar CDI 111, pude notar que os alunos tinham muita dificuldade na parte
de integracdo e isso foi se tornando cada vez mais aparente a medida que a disciplina se
desenvolvia. Os alunos tinham dificuldade sobretudo no que diz respeito as técnicas a
serem utilizadas. Deixamos claro que o tdpico de técnicas de integracdo deve ser visto
na disciplina de CDI I, conforme rege o Projeto Pedagdgico do Curso (PPC), e a ementa

de tal disciplina pode ser vista na se¢do de anexos deste trabalho.

Diante de frases como “eu ndao conhego esta técnica”, “quando eu cursei a
disciplina de CDI I, ndo vi isso”, etc, surgiram alguns questionamentos. Como pode um
estudante chegar ao CDI Ill sem ter visto a técnica de integracdo por partes, por
exemplo, ao menos 1 vez (em CDI 1) e revisto, talvez, em CDI 11?, como pode que tanta
gente nessa turma tenha as mesmas dificuldades se ela é tdo heterogénea, isto &,

composta por estudantes de diversos semestres?

! Ressaltamos, pois, que esses topicos do Calculo sdo vistos em tais disciplinas do curso de
Matematica-Licenciatura da Universidade Federal de Pernambuco — Centro Académico do
Agreste (UFPE/CAA) e pode ser que em outra universidade as ementas das disciplinas de CDI
I, CDI Il e CDI 111 sejam diferentes havendo uma redistribuigdo dos topicos supracitados.



Além dessa experiéncia na turma em que cursei a disciplina de CDI IlI, tive a
experiéncia de ser monitor de CDI Il e CDI IlIl e pude, novamente, perceber as
dificuldades com relacdo a integracdo em outras turmas e, com isso, voltei a me

questionar sobre tal situacao.

Delimitamos, entdo, a seguinte pergunta como questdo de pesquisa: Quais as
principais dificuldades encontradas pelos estudantes do curso de Matematica-
Licenciatura da UFPE/CAA diante de questbes que envolvem as técnicas de
integragéo?

Nesse sentido, estabelecemos o seguinte objetivo geral para a pesquisa:
compreender as principais dificuldades de um grupo de licenciandos em Matematica da
UFPE-CAA diante de questBes que envolvem integracdo. Com o intuito de alcancar tal
objetivo, construimos os seguintes objetivos especificos: classificar os erros cometidos
pelos estudantes; analisar os erros cometidos pelos estudantes; estudar as respectivas
contribui¢bes do erro para os processos de ensino e aprendizagem das técnicas de

integracdo.

Tendo em vista o0 tema desse trabalho, consideramos importante trazermos um
material sobre o calculo integral o que é feito no primeiro capitulo, onde sdo

apresentadas algumas defini¢des, proposicOes e teoremas sobre as integrais.

No segundo capitulo consta a fundamentacdo tedrica para esta pesquisa.
Tratamos sobre o erro em duas perspectivas e fazemos algumas consideracdes sobre

suas potencialidades nos processos de ensino e aprendizagem.

O terceiro capitulo consiste de uma breve apresentacdo de alguns trabalhos sobre
analise de erros em célculo integral, tendo em vista a necessidade de uma compreenséo
de um pouco do cenario de tais pesquisas e um melhor entendimento sobre o campo de

estudo.

O capitulo quatro traz todo o percurso metodoldgico da pesquisa e a
categorizacdo desta. Apresentamos as etapas e o que foi realizado em cada uma delas,
assim como o instrumento de coleta de dados, seus respectivos objetivos e algumas

pretensées nossas.



O capitulo cinco é andlise dos dados obtidos com a pesquisa, isto é, a analise dos
erros cometidos pelos estudantes em comparagdo com a fundamentacgdo proposta para a
pesquisa. S&o apresentadas hipdteses para as causas dos erros e recortes que ilustram as

considerac0es feitas diante destes.

Por fim, apresentamos um breve resumo sobre a pesquisa e 0 que pudemos
concluir com ela, ndo esquecendo, é claro, de fornecer sugestdes para novas pesquisas,
para propostas de intervencdo diante dos resultados obtidos e as respectivas
contribuigdes para a formacéo do pesquisador.



2 O CALCULO INTEGRAL.

A Matematica evolui diante das necessidades. Fez-se necessario expressar
medidas ndo inteiras e “criou-se” as fragdes, assim como outros conceitos matematicos
surgiram a partir da necessidade, tais como 0s nimeros negativos, complexos, etc. Com
o0 célculo ndo foi diferente. Evidenciado por Bardi (2016), o0 embate entre Newton e
Leibniz, denominado “a guerra do calculo”, sobre quem foi o inventor de tal ferramenta

foi bastante acirrado, tendo em vista a importancia desse legado.

O célculo, ou célculo diferencial e integral, ¢ uma importante ferramenta da
Matematica e facilitou a solucdo de diversos problemas. O calculo integral, em
particular, esta intimamente ligado com a nogéo de area, volume e com a grandeza fisica
trabalho. Apresentaremos nesse capitulo algumas definigdes, teoremas e proposicoes

sobre esse assunto.

2.1 ANTIDIFERENCIACAO.

Assim como ¢é definida a operacdo inversa da adicdo como sendo a subtracéo, da
potenciacdo como sendo a radiciagcdo, da multiplicacdo como sendo a divisdo, faz
sentido definir uma operacdo inversa para a diferenciacdo (derivacdo). Para esse

trabalho utilizaremos as func@es continuas definidas em intervalos da reta real.

Definicdo: Uma funcdo F é chamada de antiderivada de uma fungdo f definida num

intervalo I € Rse F'(x) = f(x) paratodo x em I.

Exemplo: Considere a funcdo F:R — R definida por F(x) = 5x° —4x? + 6.
Observe que F'(x) =10-5x1071 —2.4x271 4+ 0 = 50x° — 8x,Vx € R. Se definir-
mos f: R — R de modo que f(x) = 50x° — 8x, temos que F(x) é uma antiderivada de

f(x), pois
F'(x) =f(x),Vx €R.
O

De modo geral, se F(x) é uma antiderivada de f(x) entdo qualquer fungdo G

definida — no mesmo intervalo de definicdo de F — como G(x) = F(x) + C, sendo



C uma constante real, também sera uma antiderivada de f(x), pois G'(x) = F'(x) +

0 = F'(x) = f(x), para todo x no intervalo.

Demonstraremos, agora, que se F(x) é uma antiderivada de f(x) num intervalo
I entdo toda antiderivada de f(x) em I é dada por F(x) + K, onde K é uma constante

real arbitraria. Faremos uso do lema a seguir para demonstrar tal resultado.

Lema 1: Sejam f, g: 1 — R funcgdes tais que f'(x) = g'(x) para todo x no intervalo I.

Existe K € R tal que f(x) = g(x) + K para todo x em 1.

Demonstracdo: Considere a funcdo h: I — R definida por h(x) = f(x) — g(x). Vale,
entdo, que h'(x) = f'(x) — g'(x) para todo x em I.Por hipétese, temos que f'(x) =
g'(x) para todo x em I, dai f'(x) — g'(x) = 0 para todo x em I. Portanto, temos que
h'(x) = f'(x) — g'(x) = 0, para todo x em I. Como h(x) tem derivada nula em todo
ponto do seu dominio, temos que h é uma funcao constante, isto é, existe K € R tal que

h(x) = K, paratodo x em I. Ou seja, h(x) = f(x) — g(x) = K, e seque que
fx)=gx)+K, Vxeml.
[ ]

Teorema 1: Se F é uma antiderivada de f em um intervalo I, entdo toda antiderivada de

f(x) nointervalo I sera dada por F(x) + K, onde K é uma constante real arbitraria.

Demonstracédo: Suponha que H seja uma antiderivada qualquer de f em I. Temos,
entdo, que H'(x) = f(x) para todo x em I. Por hipbtese, F também é uma antiderivada
de f no intervalo I e, portanto, F'(x) = f(x) para todo x em I. Assim, pelo lema
anterior, H(x) = F(x) + K e como H representa qualquer antiderivada de f em I, toda

antiderivada de f pode ser obtida somando uma constante arbitréaria a F(x).
|

Exemplo: H(x) = x? é uma antiderivada de f(x) = 2x para todo x € R. Segue que
Jx) =x2+1,P(x) =x2 —v/2,M(x) = x%? + 1”—3 também sfo antiderivadas de f(x)

paratodo x € R.



Definimos como antidiferenciacao/antiderivacdo o0 processo de encontrar

antiderivadas®. Utilizaremos a seguinte definicéo e notagéo a partir de agora:

Definicdo: Uma fungdo F(x) é uma antiderivada de f(x) se F'(x) = f(x) para todo x

€ escrevemos
ff(x)dx =F(x)+C

O simbolo [ indica a operacio de antidiferenciacio e, a partir de agora, utilizaremos a

nomenclatura integral indefinida para o processo de encontrar antiderivadas.

Apresentaremos, agora, algumas integrais indefinidas de algumas funcdes e as

enunciaremos como proposi¢des com o intuito de referencia-las mais a frente.

Proposi¢do 1: Sendo k uma constante real, temos que

fk-f(x)dxzk-ff(x)dx.

Demonstracgdo: Com efeito, se F € uma antiderivada de f, entdo

d d
—[k-F(x)] =k- a(F(")) =k f(x).

dx
|
Proposicdo 2: [ dx = x + C.
Demonstracéo: De fato,
j—x(x+C) =;—x(x)+0= 1.
|

Proposicdo 3: Se fi, f5, ..., f estdo definidas no mesmo intervalo, e c;,c5, ..., ¢, S80

constantes, entdo

j [e1fi(0) + C2fo () + -+ cnfu(D)]dx

2 Ha livros que utilizam a nomenclatura Primitivas para se referirem as antiderivadas.



= cl-ffl(x) dx+c2-ffz(x)dx+---+cn-an(x)dx

Demonstracédo: Sendo F;, F,,...,F, as primitivas de f;, f5, ..., [, respectivamente,

temos que:

d
Ix (c1Fi (%) + coFp(x) + - + ¢ By (%) = c1 f1 () +cp f2(x) + - + cpfn(X).
Logo,

f[clfl(x) + 2 f2(0) + o+ enfu()]dx = ¢ F1 (%) + c2Fp (%) + -+ 4 cnFy (%)

= cl-ffl(x)dx+c2-ffz(x)dx+---+cn-jfn(x)dx.

Proposicéo 4: Se f; e f, estdo definidas no mesmo intervalo, entéo

f[fl(x) + £, (x)]dx =jf1(x)dx +]f2(x)dx.

Demonstracédo: Estabelecemos esse caso como um caso particular da proposi¢ao

anterior. Para demonstrar, basta fazer c; = ¢, = 1 no teorema aplicado a duas funcdes.
[ |

Teorema 2: Se n for um nimero racional, entdo:

n+1
jx”dx= n+1+C’ sen + —1
In|x| + C, sen=—1

Demonstracéo: Sen = —1,
d 1
—(n|x|+C) ==—=x"1
dx X

Sen # —1, vale que

d xn+1 N C B (Tl-l- 1)xn+1—1
dx\n+1 N n+1



Proposic¢ado 5: Vale que

1
f 11 .2 dx = arctg(x) + C

Demonstracdo: Com efeito, y = arctg(x) < tg(y) = x. Derivando implicitamente a

segunda equacao, obtemos:

sec?(y) -y’ = 1.

. [ 1
"V T sec2(y)

Por outro lado, sabemos que sec?(y) = 1 + tg?(y). Portanto,

_ 1 _ 1
T 14tg?(y) 1447

!

y

ProposicAo 6:
a) [ sen(x)dx = — cos(x) + C

b) [ cos(x) dx = sen(x) + C

¢) [ sec?(x)dx = tg(x) + C

d) [ cossec2(x)dx = —cotg(x) + C

e) [ sec(x) tg(x)dx = sec(x) + C

f) [ cossec(x)cotg(x)dx = —cossec(x) + C

Demonstragzo:

a) %(— cos(x) + C) = —:—x (cos(x)) = —(—sen(x)) = sen(x)

b) ;—x (sen(x) + C) = cos(x)

= sec?(x)

da _ 4 (sen(x)\ _ cos(x)-cos(x)—sen(x)[-sen(x)] _
Q) = (tg(0) +0) = = (322 =

cos(x) cos?(x) " cos2(x)

0) L (~cotg(x) + €) =~ (cotg(x) = — (- === = == = cossec?(x)

- sen2(x)) ~ sen2(x)
da _a 1 __sen(x) 1 ) sen(x) )
E) dx (Sec(x) T C) T dx (cos(x)) " cos2(x)  cos(x) cos(x) sec(x) t'g(x)



d d -1 (x) 1 (%)
f)a(—cossec(x) +C) = H( )— o E = 22T

T sen?(x) _ sen(x) sen(x) cossec(x) - cotg(x)

sen(x)

2.2 INTEGRAL DEFINIDA E O PROBLEMA DA AREA.

Imagine o problema de calcular a area abaixo do gréfico da funcdo f na figura a

sequir:

Figura 1- Exemplo para céalculo de area.

f(x)

Fonte: O autor, 2017.

Isto &, calcular o valor de S que é a area da figura limitada acima pelo gréfico de f(x),

lateralmente pelas retas y = a e y = b e abaixo pelo eixo x.

Na Geometria Plana podemos calcular a area de diversas figuras com bases em
formulas ou algoritmos desde que a figura obedeca determinadas hipoteses, por

exemplo: se a figura for um triangulo de base medindo b e altura medindo h, podemos
, . b-h . .
calcular a sua area pela formula - sea figura por um quadrado de lado medindo [,

entdo sua area pode ser calculada pela formula 12, se a figura for um circulo de raio r,

entdo sua area sera dada pela formula m - 2, etc.

Se a figura ndo for tdo particular, como a figura abaixo, por exemplo, ainda
podemos utilizar dos casos particulares (figuras mais simples e que as areas podem ser
calculas por férmulas fechadas, por exemplo: triangulo, retangulo, trapézio, etc.) para o

calculo de tal area.



Figura 2- Figura que representa um caso nao particular de figura plana.

Fonte: O autor (2017)

Figura 3- Possivel maneira de transformar uma figura néo particular em figuras

particulares (triangulos) para o calculo de area.

Fonte: O autor (2017)

Todavia, 0 que pode ser feito para calcular a area de figuras planas que ndo sdo
limitadas por linhas poligonais, como a da figura 1, por exemplo? Existem varios
métodos para aproximarmos o valor de tal area. Para esse trabalho utilizaremos a
aproximacdo por retadngulos para tal area e generalizaremos um resultado com

motivacdo nesse método.

Primeiramente iremos fazer um exemplo que consiste em calcular a area abaixo
do gréfico da funcdo f(x) = x2 no intervalo [0, 2], ou seja, queremos descobrir o valor

de S na figura a seguir:

Figura 4- Area abaixo do grafico de f(x) = x? no intervalo [0, 2].

Fonte: O autor (2017)



Utilizaremos a subdivisdo de [0,2] em quatro e seis partes iguais para a
ilustracdo do exemplo e generalizaremos a seguir. Sabemos que para calcularmos a area
de um retangulo precisamos das suas dimensdes. Ao dividirmos o intervalo [0,2] em
quatro e seis partes iguais utilizaremos tais medidas para representar o comprimento das
bases dos retangulos. Para aproximarmos a area utilizaremos as alturas dos retangulos
como sendo os valores que a funcdo assume no extremo inferior dos intervalos em que
[0, 2] foi subdividido (e construiremos uma sequéncia s,) e os valores que a funcao

assume no extremo superior (e construiremos uma sequéncia S,,).

Ao subdividirmos o intervalo [0,2] em quatro subintervalos de mesmo comprimento,

podemos escrever:
[0,2] =[0; 0,5] U [0,5;1] U [1;1,5] U [1,5; 2]

Figura 5- Retangulos aproximantes (superiores e inferiores) para a area S com
[0, 2] dividido em 4 subintervalos.

4 ae e e o oo
378 375
as as
325 325
3 E
275 275
25 25
226 fm = == —— = - — - 2= == = ===
2 2
175 175
15 15
125 125

1{m = 1= = = o
075 075
08 05

025 ——-/‘ 025

05 0s 1 15 2 -
025 05 e 0s 1 15 2

Fonte: O autor, 2017.

Aproximando a area S pelos retangulos cuja altura é o valor que a fungdo assume

nos extremos inferiores, iremos obter:
05-f(0)+05-f(0,5)+05-f(1)+0,5-f(1,5)
=05-02405-05%4+05-1+0,5-1,5%=1,75.

Aproximando a area S pelos retangulos cuja altura é o valor que a funcéo assume

nos extremaos superiores, iremos obter:
05-f(0,5)+05-f(1)+0,5-f(1,5)+0,5-f(2)

=0,5-0,5+05-1*+0,5-1,5> + 0,5-2% = 3,75.



Para 0 caso em que subdividimos o intervalo [0, 2] em seis subintervalos, obtemos:

o21=[og]vf3lv ] [r3lv 3l v
3l 133 T I3 31713731 71377
Temos, entdo, que o valor da aproximacao da area S pelos retangulos inferiores seria de

2,037 e pelos retangulos superiores seria de 3,37. Observe a figura:

Figura 6- Retangulos aproximantes (superiores e inferiores) para a area S com

[0, 2] dividido em 6 subintervalos.

S —_—

3510
3400
1113

2

7ig 1749

1610 1= = = - 10101 = = = - A
5/3

Ao

Fonte: O autor (2017)

Construimos uma tabela, com dados obtidos com o0 Geogebra®, que apresenta o
valor das aproximacdes superiores e inferiores para algumas quantidades maiores do

namero de retangulos e podemos observar o comportamento de tais aproximacoes.

Tabela 1: Aproximagdes superiores e inferiores da area S.

Numero de retangulos | Aproximacao inferior | Aproximacao superior

10 2,28 3,0799
20 2,47 2,8699
50 2,5872 2,7471
300 2,6533 2,68

1000 2,6626 2,6706

4000 2,6656 2,6676

20000 2,6662 2,667

Fonte: O autor (2017).



Observe que, aparentemente, as aproximacdes superiores e inferiores tendem a
2,6 a medida que o nimero de retangulos aumenta. Isso, de fato, acontece e provaremos
adiante. Agora, traremos algumas defini¢des e resultados que nos dardo subsidios para

que possamos provar isso.

Defini¢do: Se m e n sdo inteiros de modo que m < n, definimos Y1, F(i) como

sendo
Fm)+ Fim+1)+F(m+2)+-+F(m—-—(m—n+1)) + F(m— (m—n)).

Isto é:

Z F(i) = F(m) + F(m+ 1) + F(m + 2) + -+ F(n — 1) + F(n).

I=m

Exemplo: Y7 _,i2=(-1)2402+12+22+32=1+0+1+4+9 =15,

O
Proposicado 7: Sendo k uma constante, vale que
n
Z k=k-n
i=1
Demonstracéo: Com efeito,
n
Dk=lktktotk =n-k=k-n
i=1 ntermos
[ ]

Proposicado 8: Sendo k uma constante,

zn:k-F(i)zk-zn:F(i)

Demonstracéo:

Zk-F(i)=k-F(1)+k-F(2)+---+k-F(n)



=k(F(D+F@)++Fm)=k- z F ().

Proposic¢do 9: Vale que

Z(F(i) +G(0) = Z F(i) + 2 (D).
Demonstracéo:
Z(F(i) +G6M))=(FD+6W)+(F)+6@2) + -+ (F(n) + G(n))
i=1

=(F)+F@)++Fm)+ (G +G2) + -+ G(n))

=Zn:F(i)+Zn:G(i).

Proposicao 10:

Y @ - FG-1) = F) = F(0)

Demonstracéo:

n

Z(F(i) _F(i—1)) =F(1)=F0)+F@2)—F1)+-+F() —F(n—1)

=(F()—F))+ (F(2)—F(2)) + -+ F(n) — F(0)
=0+0+--+F(n)—F(0)
= F(n) — F(0)

Teorema 3: Se n € um namero inteiro positivo, entao:



a)zizn-(nz+1)

b) z _n(n+ 1)(2n +1)

Demonstracéo: a)

n

Zi=1+2+---+(n—1)+n (*)

i=1

n

Zi=n+(n—1)+--~+2+1(**).

i=1
Somando as equacdes (*) e (**), temos:
n
Z-Ziz A+ +2+nm-D)++((r-1D+2)+(n+1)
i=1
=n+D)+Mn+1D)+--+(Mm+1), com n parcelas
=nn+1)

Dai,

n

Zizn-(r;+1).

i=1

b) Provaremos este item pelo principio de inducéo finita. O primeiro passo € verificar o
caso base, paran = 1.

Se n = 1, entdo o somatério se torna

-M»—k
e~
N
Il

n(n+1)(2n+1)

Por outro lado paran = 1 éigual a



1(1+1)(2-1+1)_1-2-3_6_1
6 6 6

Isto significa que a formula é valida para n = 1. Supondo tal formula valida paran = k,

ou seja,

k
Z 2 _ K+ D2k +1)
= 6 '

queremos provar que vale paran = k + 1, isto €,

k+1

L, e+ D((k+D+1D)QE+D +1D)
21 = - *)
Com efeito,
k+1 k(k K
Ziz =(1%24+224++kH)+k+1)?* = ( +1)6(2 +1)+(k+1)2

k(k+ 1)k + 1)+ 6(k+ 1)?

- 6
(k+1D[kQk+1)+6(k+1)]

N 6
(k + 1)(2k? + 7k + 6)

- 6
(k+ 1) (k+2)2k +3)

N 6
k+D((k+D)+DQRE+1)+1)

- 6

E a ultima igualdade acima nos da a equacdo (x). Utilizaremos esse resultado mais a

frente para provarmos a afirmacio feita anteriormente (S = 2, 6).

Considere uma regido do plano cartesiano limitada lateralmente pelas retas y =
a e y = b, abaixo pelo eixo x e acima pelo gréfico de uma funcéo continua f(x) >

0. Inicialmente iremos dividir o intervalo [a,b] em n subintervalos de mesmo
. . ~ b— . ~
tamanho(Ax), para simplificagdo, a saber: szTa. Utilizaremos a notagéo

Xo, X1, ---, X, Para denotar os extremos dos subintervalos, isto €:



b—a b—a ~b—a
X =a+2- Xi=a+i- " y ey Xp = b.

Xo=a,x;=a-+

Denotaremos por [x;_q,x;] 0 i-ésimo intervalo da subdivisdo de [a, b]. Como
f é continua em [a, b], temos que f € continua em cada [x;_q,x;]. Pelo Teorema do
Valor Extremo, existe c; € [x;_1,x;] para todo i € N de modo que f(c;) < f(x) para
todo x em cada intervalo [x;_;, x;]. Utilizaremos este ponto para aproximarmos a area

de tal regido e, como vimos anteriormente, podemos escrever
AR) = S, = f(c1)Ax + f(c)Ax + -+ + f(cp)Ax.

Utilizando a notagdo que introduzimos ainda ha pouco, temos:

Sp = Zn:f(ci)Ax-
i=1

Apresentaremos agora uma definicdo que utiliza o lim S, e este, quando existe, é

n—-oo

numericamente igual a area da regido R.

Defini¢do: Suponha que uma funcdo f seja continua e ndo negativa num intervalo

[a, b]. Seja R a regido do plano limitada pelo grafico de f, pelasretasy =aey =b e
pelo eixo x. Dividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos de comprimento Ax = %

Denotaremos por [x;_4, x;] 0 i-ésimo intervalo em que [a, b] foi dividido. Sendo f(c;)3
o0 valor minimo assumido por f em [x;_4,x;], @ medida da &rea da regido R sera dada

por
n
S = lim Zf(ci)Ax.
n—->oo
i=1
Isto significa que para todo € > 0 dado, existe n, € N tal que se n € Ne n > n,, entéo

< €.

Zn: flc)bx —S

3 Poderiamos ter considerado o valor méximo de f em cada subintervalo e a existéncia de tal
valor também é garantida pelo Teorema do Valor Extremo. Mais a frente perceberemos que
pode ser tomado qualquer ponto dos subintervalos, independente de ser de maximo, de minimo
ou nenhum dos dois.



Exemplo: A érea da regido limitada pelo grafico de f(x) = x2, pelo eixo x e pelas retas

y=0ey=2¢26= g. Note que, nesse caso, Ax = % = % Como f € crescente,

temos que esta assume o valor minimo em cada [x;_4,x;] no extremo inferior do

intervalo. Assim, temos que xo =cy =0,x; =¢; = %,xz =C, = %, vy X =Cp = 2.
Logo,
n n n n o2 noo. n
_ . - 2i _ 4ic 2 4 5
Zf(ci)Ax—ZciAx—Ax-Zci —sz<?) —AxZn—z—;-ﬁZL .
=1 =1 =1 =1 =1 =1
Segue que
. 8 n-(n+1)2n+1) 8(2n3+3n?+n)
> fleosr=—- - SERLEES
= n 6 6n
=

Logo,

n
G- Ay = i 8(2n° +3n°+n) 8
_nl—r}olto(Ci) x_nl—r>rolo 6n3 _5'
1=

O limite construido anteriormente € um caso particular dos limites que
definiremos agora. Seja fuma fungdo continua definida num intervalo
[a, b]. Dividiremos tal intervalo em subintervalos que ndo necessariamente tém a
mesma medida. Para isso, considerando x, = a € x,, = b escolheremos x;, x5, ..., Xp_1

em [a, b] de modo que
Aa=x) <X <X << Xp_1<Xp=Db

Definimos 0s comprimentos dos subintervalos como A;x = x; — x;_;. O conjunto A =
{x0, x4, ..., x,} € chamado particdo de [a, b]. A particdo possui n subintervalos e, com
relagdo ao comprimento destes intervalos, podemos definir o que chamamos de norma
da particdo, que é o maior dos comprimentos dos subintervalos de A e sera denotado

por [|A]].

Vamos escolher, em cada subintervalo da particdo, um ponto &;, ou seja,

Q
I
=
(=}
INA
AN
INA
=
[N
INA
N
INA
=
N
INA
o
IA
=
w
INA

S Xpo1 S & S Xy =D

AsSsim, construiremos a soma:;



FEBx + f(EDBox + o+ f(EAnx = ) f(EDA

A esta soma, damos o nome de Soma de Riemann®. Podemos, entdo, definir a nogéo de

integrabilidade de uma funcéo.

Definigdo: Seja f uma fungdo cujo dominio contém o intervalo [a, b]. Dizemos que f é
integravel em [a, b] se existe um numero L satisfazendo: para todo € > 0, existe § > 0
de modo que toda particdo A com ||A|| <& e & € [x;_1,x;] para todo i € {1, ...,n},

tivermos:

< &

zn: f@DAx —L
i=1

Equivalentemente, podemos escrever:

||1Ai||r§o;f(fi)Aix =L.

Observacdo: para o caso particular em que a funcdo é ndo negativa no intervalo, a
particdo do intervalo é composta por subintervalos de mesmo comprimento e em que
tomamos os pontos &; como sendo o0s pontos de maximo ou de minimo da funcéo no i-

ésimo intervalo, temos o limite citado anteriormente para o célculo de éreas, pois fazer

b-a , .
n - ooemAx = Ta é equivalente a fazer Ax = [|A]| = 0.

Definicéo: Se f for uma fungdo definida no intervalo [a, b] entdo a integral definida de

f de a até b, sera dada por:

llall—-o

b n
[ reoax = im Y roaw
a i=1
Para provarmos o proximo teorema, admitiremos o seguinte lema como
verdadeiro:

Lema 2:° Seja f:[a,b] » R uma funcdo limitada. A funcdo f é integravel se, e

somente se, para todo € > 0, existe uma particdo P = {x,, x4, ..., X, } de [a, b] tal que

4 Georg Friedrich Bernhard Riemann, matematico alemédo. (1826 — 1866)



n

Z a)iAl-x < &.

i=1
Teorema 4: Toda funcgdo f: [a, b] — R continua € integravel.

Demonstracdo: Como f é continua no intervalo limitado e fechado [a, b], temos que f
¢ uniformemente continua nesse intervalo, isto é, dado € > 0, existe § > 0 tal que

x,y € [a,b] e |x —y| < & implicam

&) = fI < —.

Seja A uma particdo de [a, b] de modo que ||A|| < &. Pelo Teorema do Valor Extremo,
em todo intervalo [x;_4, x;] da parti¢do, existem y;, y; de modo que m; = f(y;) e M; =

f(y}). Dessa forma,

. £
wi:Mi_mi:f(yi)_f(yi)<m-

Consequentemente,
n n n
£
Z wiAix = Z wi(x; —x;-1) < h—a Z(xi — Xi—1)
i=1 i=1 i=1
£
=y _a (xn — x0)
iyl Chal)
=¢

Pelo Lema 2, f ¢ integravel.
[

Teorema 5: Se f e g séo fungdes integraveis no intervalo [a, b] € kK um ndmero real,

entdo:

a) Afuncdo k - f é integravel em [a, b] e

5> A demonstracéo desse lema pode ser encontrada em LIMA, E. L. Anélise Real, vol.1. Funcdes de uma
variavel, 122 ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2016. 198p. (Colecdo Matematica Universitaria.)
Notagdo: w; = M; — m;, em que m; = inf{f (x); x € [x;_1,x;]} € M; = sup{f(x); x € [x;_1, x;]}.



fbk-f(x)dx = kfbf(x)dx.

b) A funcdo f + g também é integrével em [a, b] e

b b b
f [f(x)+g(x)]dx=f f(x)dx+f g(x)dx.

Demonstracéo:

a) Como a funcdo f é integravel em [a, b] entdo existe o limite abaixo:

IIIAillrEo ; f(EDAx.

Além disso, sabemos que

Zk F(E)Dx = k- lim Zf(fl)A x.

IIAII 0 llall-o0

Logo, existe o limite do lado esquerdo da equacdo acima e ele é igual a k vezes o limite
existente pela integrabilidade de f em [a, b]. Isto §,

llall-0

b n b
f e fGdx = lim > ke f€)80x = k- lim Zf(sﬂ)Ax— ' f F)dx.
a l=1 a

b) Se f e g séo fungdes integraveis entdo vale que f:f(x)dx =Le f:g(x)dx =M
Para provarmos que f(x) + g(x) é integravel no intervalo [a, b] com integral dada por
L + M temos que mostrar que para todo ¢ > 0 dado, existe § > 0 de modo que toda
particdo A de [a,b] com ||A]| < 6 e &; € [x;_1,x;] para todo i pertencente a {1, ...,n}

vale que

<&

D TFED + g1 — (L + M)
i=1
Da integrabilidade de f e g temos que

L= lim Zf(fl)A X e M= ”A” OZg(fl)A X

llAll—-0



Dai, segue que para todo & > 0 dado, existem &;,8, > 0 de modo que para toda
particdo A de [a,b] com ||A|| < 61,6, e & € [x;_q1,x;] para todo ipertencente a
{1, ...,n} tem-se:

<— <—

2

Zf(fl)AX— Zg(fl)Ax—

Considere § = min{d,, §,}, entdo para toda particdo A de [a,b] com ||Al| < S e & €

[x;_q,x;] paratodo i € {1, ..., n} tem-se:

D UG+l — L+ M)‘ =D FEonx+ ) gEhix— (L + M)|
) i=1 i=1
JAx — L+ Z g&)Ax —M| < JAx — L] + DAx — M‘
i=1
€ &
< > + 5= E.
Com isso, provamos que f + g é integravel e que
b b b
f [fx)+gX)]dx=L+M = f f(x)dx +f g(x)dx.
[ ]

Observacdo: O item b) do Teorema 5 pode ser generalizado para um namero finito de
funcdes, ou seja, se fi, fa, ..., fr, S80 todas integraveis em [a, b], entdo f; + f, + - % f,

também ¢é integravel em [a, b] e vale que

b b b b
[ 1@ tpm £t a0 = | fi@drs | fdrsz [ fiodr

Teorema 6: Seja f uma funcéo integravel nos intervalos [a, b], [a,c] e [b, c], com a <

¢ < b. Vale que

fbf(x)dx = fcf(x)dx + fbf(x)dx.



Demonstracdo: Consideremos, inicialmente, uma particdo A de [a, b]. Construiremos
uma nova particdo A* de [a, b] da seguinte maneira: se ¢ for um ponto da parti¢do A,
entdo A* = A. Caso contrario, A* = AU {c}. Note que, no primeiro caso, ¢ = x; para
algum i € {1, ...,n}. No segundo caso, ¢ € (x;_q,x;) para algum i € {1,...,n} e 0s
subintervalos de A* serdo todos iguais aos de A com excec¢do do que contém o ponto c,
que ficara dividido em dois intervalos [x;_1,c] e [c,x;]. Sendo ||A*|| e ||A]| as normas
das particbes A* e A, respectivamente, vale que [|A*|| < ||A]| pois se ¢ for adicionado ao
subintervalo de maior comprimento de A, entdo estaremos diminuindo sua norma e,
caso contrério, estaremos diminuindo o comprimento de um intervalo com medida
menor que a horma e, portanto, ela ndo sera afetada o que também ocorre se ¢ for um

dos pontos de A.

Se na particdo A* o intervalo [a, c] for dividido em p subintervalos e o intervalo
[c,b] for dividido em (n — p) subintervalos, entdo obteriamos para [a,c] e [c,b],

respectivamente, as seguintes somas de Riemann:
p n
Zf(fi)ﬂix e Z fEDAx.
i=1 i=p+1
Sabemos que, como f € integravel,
j Fydx = HlAlnrnOZf(a)A x= lim Zf(a)A or 3 reone )
i=p+1
Observe que como ||[A*|| < [|A]], se fizermos ||A]| = 0, temos que [|A*|| — 0. Dai,
[ reax= i, Zf(fl)A o+ S fena
i=p+1

Utilizando a definicédo de integrabilidade, temos que

Z FEAx = f Fx)d

IIA*II 0

m if(a)mw f Feodx e

li
14| -0 £
=

Temos, portanto, que



b p n
[ reoax = Jim ;f@i)mxﬂml;ﬁgo_z FEDAx.

la*]l-0
i=p+1

af?&ﬂxzf?@ﬂx+f?@ﬂx

Observacao: este teorema é valido independente da ordem dos numeros a, b e ¢ e para

demonstrar isso basta admitir a integrabilidade da fun¢do no intervalo maior assim

. . b
como nos dois menores, e isolar fa f(x)dx.

Teorema 7: (Teorema Fundamental do Calculo) Seja f um funcdo continua no

intervalo [a, b]. Vale que:

a) Sex €[a,bleg(x) = [ f(t)dt, entdo g'(x) = f(x).

b) f:f(x)dx = F(b) — F(a), onde F é qualquer antiderivada de f.

Demonstracéo: Considere x, e x, + h em [a, b]. Ent&o:

g@a=j7@m

x0+h

m%+m=f F(Odt

a
Dai,

x0+h X0

F(t)dt —f F()dt .

a

m%+m—gmg=f

Sabemos, pois, que
Xo+h Xo Xo+h
f f®)dt =f f(t)dt+f f(t)dt.

a X0

Logo,



x0+h x0+h

f()dt —f 0f(t)dt =f f(t)dt.

X0

g(xg + h) —g(xo) = f 0f(t)alt +

X0

Pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, existe 8 no compacto limitado por x, e

Xo + h, tal que

xo+h
[ rwde=r@-n

0

Podemos, entdo, concluir que
g(xo +h) —g(xe) = f(6) - h,
ou seja,

g(xo + h) — g(xo)
h

= f(0).
Fazendo h — 0 nessa Ultima expressdo, obtemos:

_gleg+h)—g(xe)
lim =
h—0 h

g’ (x0) = lim £(6)

Queremos, portanto, mostrar que }lirré f(@) = f(x,). Como 0 esta no intervalo limitado
[x0, x¢ + R, ;llrr(l) Xg = X © }lin?)(xo + h) = x,, segue, pelo Teorema do Confronto, que

}lirré 0 = x,, podemos escrever:
lim f(6) = lim f(x).
h—-0 X—Xg
Como f é continua em x,, vale que
lim £(8) = lim f(x) = f(xo).
- X—Xo

Se x = a e a funcdo ndo estiver definida para valores menores que a, faz-se
necessario fazer h tender a zero pela direita e substituimos a derivada em questéo pela
derivada a direita. Do mesmo modo, se a fungdo ndo esta definida para valores maiores
que b, € necessario que facamos h tender a zero pela esquerda e substituimos a derivada

em questdo pela derivada a esquerda.

A integral



| e

a

com limite superior na variavel x é uma antiderivada de f e podemos escrever:

d * gt ) =
H([rwa)=re.

Para demonstrar b) utilizaremos o fato demonstrado em a). Como f € continua
em [a, b], vale que g(x) = f;f(t)dt é uma antiderivada de f.Por hipdtese, F'(x) =

f (x) para todo x no intervalo [a, b] e, por (a), temos, sendo K uma constante, que:
X
F(x) = j f(t)dt + K.
a
Fazendo x = a e x = b na Ultima equacao, obtemos:
b a
F(b) =f f)dt+K e F(a) =f fdt+ K
a a
Dai,
b a
F(b) —F(a) = f f)dt + K — (f f(dt + K>
a a

Como [ f(t)dt = 0, temos que:

b
F(b) — F(a) = f F(t)dt.

2.3 UM POUCO SOBRE AS TECNICAS DE INTEGRACAO.

O ato de calcular integrais nem sempre € algo trivial a ser feito apenas com as
regras tidas como baésicas. Introduziremos agora algumas técnicas de integracdo que
podem facilitar tal processo desde que a funcdo cumpra determinadas condicdes.
Apresentaremos as técnicas de integracdo nessa secdo e traremos algumas

demonstragdes e exemplos de cada uma delas.



2.3.1 A REGRA/TECNICA DA SUBSTITUICAO.

Suponha que estejamos interessados em resolver a seguinte integral
f(Zx +1)%%x

E fato que seria extremamente exaustivo expandir (2x + 1)>° para s6 depois
resolver a integral. Com motivacbes em situacBes como essa e com base na Regra da
Cadeia, estabeleceremos o seguinte teorema para facilitar o calculo de integrais de
fungdes compostas.

Teorema 8: Se u = g(x) é uma fungdo derivavel cuja imagem é um intervalo I, f é

continua em I e F é uma antiderivada de f em I, entdo:

]f(g(x))g’(x)dx = ff(u)du =F(gx) +C

Demonstracédo: Como F é uma antiderivada de f, temos que

[ Fla@)gwrdx = [ Flg(0) - g'@dx = F(g) = F(g@) + K.
Fazendo a substituicio u = g (x), temos:
[ rlae)g'@ax
- jF'(g(x)) g(dx = F(g(0)) +K = Fw) + K = f F'(w)du.

Portanto,

[ rlee)g' @ax = [ s

Exemplos:

1) Calcule [ cos(4x)dx.

Solugdo: u = 4x = du = 4dx = dx = %‘_ Dai, [ cos(4x) dx = fcos(::)du _

1 1 1
Zf cos(u) du = Zsen(u) +C = Zsen(4x) + C.



2) Calcule [(2x + 1)>%dx

Solugdo: u =2x+1=>du=2dx =>dx = d;“. Assim,

du 1 1 udt (2x + 1)
50 = 50—:— 50 = —_ — e
f(2x+1) dx—fu z qu du=--—— +C 07— T C

2.3.2 A INTEGRACAO PELA REGRA DAS FRACOES PARCIAIS.

Essa regra/técnica é muito importante quando estamos interessados em integrar
funcbes racionais, isto €, funcbes definidas como o quociente de polinbmios.
Mostraremos como expressar uma fungdo racional como uma soma de fragdes mais

simples que chamaremos de fragOes parciais.
Observe:

3 1 3G+ +1(x—2) 4x+1
x—2 x+1 x2 —x —2 T x2—x-—2

Nesse sentido, se quiséssemos integrar o lado direito de tal expresséo,

poderiamos usar 0 processo reverso e teriamos:

f4x+1d_f<3 .\ 1)d_f 3 d+f 1
x2—x—2 X = x—2 x+1 = x—2 X x+1x

= 3In|lx—2|+In|x+1|+C

Apos essa ilustracdo, veremos que 0 método €, em geral, valido. Considere P (x)

e Q(x) polinbmios e f(x) = % uma func&o racional. E possivel expressar f(x) como

uma soma de frages mais simples desde que o grau de P(x)® seja menor que o grau de
Q(x) e dizemos que a funcdo racional, nesse caso, € propria. Caso contrério, isto e,
0P (x) = 0Q(x), dizemos que a funcdo é impropria. Nesse caso, sabemos que existem

polinémios S(x) e R(x), tais que:

P(x) =S(x)-Q(x)+ R(x), com dR(x) < dQ(x).

6 Sejan um namero natural. P(x) = a,x™ + a,_1x" 1+ -+ a;x + ay,onde a; ER Vi €
N. Se a,, # 0, dizemos que o grau de P(x) é n e escrevemos: dP(x) = n.



Esse passo pode ser muito importante ao integrarmos uma funcdo racional

imprépria, como pode ser visto a seguir:

Exemplo: Calcule: [ dx.

x3+x
x—1
Solucéo: Nesse exemplo, P(x) = x3 + xe Q(x) = x — 1. Note que 9P = 3 > 1 = 9Q.

Além disso, sabemos que x3+x=(x—1) - (x*+x+2)+ 2. Temos que S(x) =
x?+x+2eR(x) =2 Dai,

Jx3+xdx= (x—l)-(x2+x+2)+2dx=j(

2
2
p— — X +x+2+—1>dx

x—
x3  x?

=?+7+2x+21n|x—1|+6.

O

Uma etapa crucial desse método é a fatoracdo ao méaximo do denominador.
Sabemos que € sempre possivel escrever um polindmio Q(x) como um produto de
fatores lineares na forma ax + b ou quadréticos irredutiveis na forma px? + qx +r
com g? < 4pr. Por exemplo: se Q(x) = 2x* — x3 — 4x? — x — 6 pode ser fatorado

como:
Q(x) =(x—2)2x +3)(x? +1).

A terceira etapa para tal regra é expressar uma funcdo racional propria f(x) =

R(x) ~ .. 7.
m como uma soma de fragoes parciais na forma’:
A B

(ax + b)! ou (px% +qgx + 1)/

A partir de agora, dividiremos 0s casos possiveis para as quatro situaces que

podem ocorrer.
12 situacdo: o denominador Q(x) é um produto de fatores lineares distintos.

Nesse caso, podemos escrever

7 Ha um teorema da Algebra que garante que é sempre possivel fazer isso.



Q(x) = (a;x + by)(ayx + by) - ...- (a,x + by),

em que nenhum fator se repete ou é maltiplo de outro. Para esse caso, o teorema das

fracOes parciais garante a existéncia de nimeros reais 4y, ..., A, de modo que

R(x) Ay A, An
— + S L S—
Q(x) ayx+b; (a,x+by) (a,x + by)

e tais nimeros podem ser encontrados como no exemplo que segue.

1
x2-9

Exemplo: Calcule: [ dx.

Solugéo: Q(x) = x2 -9 = (x +3)(x —3) e R(x) = 1. Dai,

R) 1 1
0(x) x2-9 (x+3)(x-3)

Queremos que

1 __A B
(x+3)(x—3) x+3 x-3

Efetuando os célculos, obtemos:

A B A(x—3)+B(x+3)
x+3 x—3_ (x +3)(x —3)

E, para que tenhamos a igualdade, € necessario que
A(x—3)+B(x+3) =1.
A partir da igualdade de polinbmios chegamos ao sistema:

{ A+B=0
—-3A+3B=1

~ -1 1
que tem como solugdo: A = —e B = —.

Com isso, temos que

j 1 4 _f( -1 N 1 )d _—ln|x+3|+ln|x—3|+K
29 T 6tx+3) 6(x-23)) ¥~ 6 6 '




As proximas situacdes serdo tratadas com menos detalhes.

22 situacdo: o denominador Q(x) ¢ um produto de fatores lineares e alguns dos

fatores séo repetidos.

Considere, sem perda de generalidade, que o primeiro fator linear, ou seja,

(a;x + by) se repete r vezes. Entdo devemos escrever a seguinte expressao:

Aq A Ay
+ St ————
ax +by  (a;x + by) (a1x + by)"

Exemplo:

x*-x+1 A B C D E

L =—t—+ + + .
x2(x—1)° x x2 x-1 (x—1)2 (x-1)°3

32 situacdo: a fatoracdo do denominador Q(x) contém fatores quadraticos

irredutiveis, mas nenhum deles se repete.

Se Q(x) tiver um fator ax? + bx + c irredutivel, entdo além das fracGes parciais

. . ~_ R(x) ,
citadas anteriormente, a expressao @ terd um termo na forma

Ax + B
ax?+bx + ¢

onde A e B sdo constantes a serem determinadas.
Exemplo:

X _ A +Bx+C+Dx+E
(x=2(x2+D(x2+4) x—2 x2+1 x2+4

O

42 situacdo: o denominador Q(x) contém, em sua fatoracdo, fatores quadraticos

irredutiveis repetidos.



Esse caso é analogo aquele em que ha fatores lineares repetidos, mas nesse caso
(se o fator quadratico repetido for, sem perda de generalidade, o primeiro),

considerando que tal fator se repete r vezes, apareceria a expressdo da seguinte

maneira:
Aix + B4 A, x + B, A,x + B,
- +— s+t —— :
ax*+bix+cy (a1x% +byx+cy) (a1x® + bix +c)"
x3+x2+1 . . - ~ . .
Exemplo: tera a seguinte decomposicdo em fragdes parciais:

x(x—1)(x2+x+1)(x2+1)3

A B Cx+D Ex+F Gx+H Ix+]
—+ + + + + :
x x—1 x?+x+1 x2+1 x?+1)? (x?+1)3

Stewart (2013) afirma que “Seria extremamente entediante o calculo manual dos
valores numéricos dos coeficientes [...]. A maioria dos sistemas de computacao

algébrica, no entanto, conseguem encontrar os valores numéricos muito rapidamente.”

(p. 443) Para o exemplo acima, Stewart (2013) nos fornece “A = —1,B = % C=D=

Sl w

15 1 1 1,,
—1,E—?,F— —g,G—H— = _E e]—z. (p443)

2.3.3 A INTEGRACAO POR PARTES.

Em geral, ndo é tdo facil integrar o produto de fungbes. Entretanto, se a funcéo
tiver um certo formato podemos utilizar a técnica intitulada integracdo por partes.
Sabemos que se f e g sdo funcbes derivaveis, entdo a regra do produto para derivagdo

nos da:

[f(x) - g()] = f'(x) - g(x) + f(x) - g" ().

Utilizando a notacdo de integral indefinida/antiderivada, temos que
[1r/@- 9@+ 760 - g'Gdx = 1) - 9.
dai,
[ re-gax+ [ 1@ g eax = 1@ g,

e podemos escrever essa Ultima equacao da seguinte maneira:



[0 gt = 1900 - [ /00 gGrax

Com o intuito de facilitar a lembranca de tal férmula, h4 quem considere u =
f(x) e v=g(x). Dai, du = f'(x)dx e dv = g'(x)dx e, pela regra da substituic&o,

podemos escrever essa equagdo como:

fudv =uv—fvdu.

A partir do Teorema Fundamental do Calculo, podemos escrever a férmula da

integracdo por partes para integrais definidas como sendo:

b b b
f fG) - g'()dx = (f(x) - g(0)|, —f f'(x) - g(x)dx.

2.3.4 A TECNICA DA SUBSTITUICAO TRIGONOMETRICA.

Suponha que estamos interessados em calcular

jmdx

E facil ver que a fungéo acima ndo se encaixa nas condigdes necessérias para a
aplicacdo das técnicas de integracdo citadas anteriormente. Para casos como esses,

utilizaremos uma nova técnica denominada integracdo por substituicdo trigonomeétrica,

que é util quando a funcdo contém expressdes do tipo: Va? + x2,Vx2 — a2

ouva? —x2,coma > 0.

Abaixo podemos ver uma tabela que fornece a devida substituicdo para cada tipo

de radical supracitado.

Tabela 2: Tabela de substitui¢des trigonométricas.

Expresséo Substituicdo Identidade
Vva? —x? X = a-sen(H);—gSH Sg 1 —sen?(6) = cos*(6)
Vva? + x? X=a-tg(6);—%<6<§ 1+ tg?(8) = sec*(9)




x2 — @q? x=a-sec(ﬁ);OSH<§0un£9<377r sec?(0) — 1 = tg*(6)

Fonte: (STEWART, 2006, p. 486)
Agora mostraremos, com base em exemplos, como tal técnica é eficaz.

Exemplo: Calcule:

1
Solucdo: Note que a funcdo que estamos interessados em integrar possui um fator do
tipo Vx? — a?, com a = 1. Com base nisso, utilizaremos a substituicdo da terceira linha
. . ~ 3
da tabela acima para que possamos realizar a operagdo. Para 0 < 0 < gou T<O< 7"

temos que
x =1-sec(8) = dx = sec(0) tg(6)de,

€ escrevemos

sec(0)tg(8)dO = f %d@

[ S -
xc—1 \W

Como0 <0< gou T<0< 37" temos que tg(6) > 0. Entéo,

J sec(8)tg(0) 40 = J sec(8)tg(0)

tg (o) 90 0= J sec(6) df = In|sec(6) +tg(&)| + C.

Utilizaremos o triangulo retdngulo associado a substituicdo para expressar 0

resultado da integral em termos de x.

Figura 7- Triangulo retangulo associado a substituicdo x = sec(8).

Fonte: O autor (2017).

O triangulo foi construido com base na substituigcdo, ou seja, com base no fato de

que




sec(f) = x,

0 que implica que

1 —
cos(8) X
dai,
1
cos(@) = —.
x

O outro lado do tridngulo € escrito com base no Teorema de Pitdgoras. Assim,

sen(6)
0s(6)

dx = In|sec(8) + tg(6)|+ C =1n

=]n|x+m|+c.

sec(6) + +C

1
Vxz —1

16— x2

b) J

Solucdo: Na funcdo que iremos integrar ha um radical do tipo va? — x% com a = 4.
Utilizaremos, portanto, a primeira linha da tabela para que possamos integrar. Para
—— <0 <, temos que

x = 4sen(0) = dx = 4 cos(0) db.

Dai,

f\/16—x2d _ [/16(1 — sen?(6))

2 X = 16sen2(0) 4 cos(0) do
J‘\/16(cosz(9 4cos(6)d6 = f 16cos(9)|;:os(9)| 1
16sen?(0) 16 sen“(0)

No intervalo considerado, temos que cos(6) = 0. Segue que

J16cos(9)|cos(9)|d6 3 J cos?(6)

16 sen?(0) 5o’ (9) do = J cotg?(0)do = J(cossecz(e) —1)d6

= —cotg(8) —0+C



Observe a figura abaixo:

Figura 8- Tridngulo retangulo associado a substituicdo x = 4sen(8).

Fonte: O autor (2017)

Com base nela, obtemos que cotg(0) = 16x_x2 e, como sen(f) = ftemos que 6 =
arcsen G) Finalmente,
V16 — x? 16 — x? X
f—zdx = —cotg(0) —60 + C = ——  — arcsen (—) + C.
X X 4

2.4 AREA ENTRE CURVAS E UM POUCO SOBRE DIFERENCA DE AREAS.

2.4.1 AREA ENTRE CURVAS.

H&, nos mais diversos campos de estudo, inUmeras aplicacdes para as integrais.
Falaremos sobre uma delas: o calculo de area entre curvas. Para fins de simplificacéo,
falaremos apenas do caso em que as funcfes sdo ndo-negativas e ndo se interceptam em

pontos interiores ao intervalo em que estamos interessados.

Observe a figura abaixo:

Figura 9- Motivacdo para o célculo da area entre curvas.

/

Fonte: O autor (2017)



No esboco a esquerda podemos ver, em verde, a regido sob o grafico da funcéo
f,entre as retas x = a e x = b e acima do eixo x e, como ja sabemos, o valor da area
dessa regido é numericamente igual a integral definida de f de a até b, pois f(x) =0
em [a, b]. No esbogo a direita podemos ver, em azul, a regido limitada pelo grafico da
fungéo g, pelas retas x = a e x = b e pelo eixo x. Novamente, o valor da area de tal
regido é numericamente igual a integral da funcdo g de a até b. Na mesma figura, a area
entre os graficos das fungdes — que denotaremos por A(f, g) — somada a area da regido

azul é igual a area da regido destacada na cor verde. Isto é,

b b
j g(x)dx+A(f,g)=f f(x)dx
b b b
“ A(f, g) = f fF()dx - f 900 dx = f () — g(oldx

A demonstragdo, utilizando Somas de Riemann, pode ser feita tomando uma

particdo do intervalo [a, b] e utilizando f(x) — g(x) como altura do retdngulo, se
f(x) = g(x),eutilizando g(x) — f(x) se g(x) = f(x).

2.4.2 DIFERENCAS DE AREAS: GEOMETRICAS VS. ALGEBRICAS.

Até 0 momento, s6 falamos sobre a area sob o grafico de uma funcédo f, entre as
retas x =a e x = b e acima do eixo x, que era ndo-negativa no intervalo [a, b] e
interpretamos o resultado como sendo a integral definida da funcdo f de a até b, mas
agora mostraremos que essas hipdteses ndo sdo necessarias para que possamos ter o

resultado proveniente da equagéo:

b n
f F(x)dx = lim Zf(fi)ﬂix.
a lall~0 £

Suponha que o grafico da funcdo f esteja inteiramente abaixo do eixo x em
[a, b], ou seja, f(x) < 0 para todo x em [a, b]. Cada termo da soma de Riemann para
esta fungdo é negativo, pois f(&;) < 0 e, dessa forma, f(&;)4;x é o oposto da area do

retingulo que utilizamos para aproximar a area. Podemos afirmar que



b
Area da regido = — f f(x)dx.
a
De modo anélogo, se a fungdo esta parcialmente abaixo e parcialmente acima do
eixo x, como pode ser visto na figura a seguir:

Figura 10- Exemplo para servir de motivacédo para compreensdo da Integral como uma
diferenca de areas.

Fonte: O autor (2017)

A integral da funcdo f de a até e pode ser escrita como uma soma de termos
positivos e negativos que correspondem a cada intervalo em que a funcao esta s6 acima

ou s6 abaixo do eixo x, respectivamente. Para o caso da figura anterior, escrevemos:

e
j f(x>dx=51_52+53_54
a

De acordo com o que falamos anteriormente, podemos escrever:

[ roax= [ feodx + [ reas+ [ eod + [ reoa

SIMMONS (1987) nomeia o resultado obtido com a equacdo supracitada como
sendo a area algébrica da regido delimitada pela curva e chama de area geométrica o

resultado obtido a partir da equacéo:

b c d e
S1+S,+S3+8, = f f(x)dx — f f(x)dx +f f(x)dx —f f(x)dx.
a b c d

Ressaltamos que para o calculo da area geométrica é preciso que saibamos o(s)
intervalo(s) onde o gréfico da funcdo se encontra s6 acima ou s6 abaixo do eixo de x e

calcularmos a integral correspondente a cada um deles.






3 PRINCIPIOS TEORICOS SOBRE O ERRO.

Etimologicamente, o termo erro é definido como sendo “s.m. 1. Ato ou efeito de
errar. 2. Qualidade do que é incorreto; imprecisdo, inexatiddo.3. Ideia ou conceito que
ndo condiz com a realidade; engano; desacerto; equivoco. 4. Comportamento
censuravel; desvio.” (1) Por outro lado, Oliveira et. al. (2012), aponta que “Erro,
segundo Brousseau, € um conhecimento, que até certo ponto conduz ao acerto, porém, a

partir de determinado momento se torna falho, ou simplesmente inadaptavel.” (p. 2)

Historicamente, o erro vem sendo objeto de pesquisas e estas indicam que 0s
erros podem ser utilizados no ensino de Matematica. Embora muitos ainda o tratem
como obstaculo, sinal de ndo-aprendizagem ou apenas como algo ruim, 0s mais

diversos estudos sobre o erro provam que ndo é bem assim.

O erro fala muito além dele e ¢ mais que um mero “fracasso”. O erro pode
retratar situacGes que ndo dependem, necessariamente, da situacdo atual, pode indicar
um problema na metodologia do professor, e, é claro, pode, também, indicar a nédo-

aprendizagem.

Entretanto, € preciso entender que por mais simplista que possa ser a versao que
o professor tenha sobre o erro, o que ndo pode acontecer é ele apenas ser diagnosticado
e ndo ser feito nada que possa servir de subsidio para uma superacao de tal obstaculo.

No processo avaliativo o erro deve ser evidenciado como um fator que contribui
para 0 desenvolvimento cognitivo e, como consequéncia, da aprendizagem. Como

afirmam Rios e Vieira (2016)
O surgimento de questionamentos pedagodgicos sobre o papel do professor e
de suas praticas pedagogicas no processo avaliativo, evidencia o erro como
um fator contributivo no desenvolvimento cognitivo, além disso, é uma
excelente oportunidade de comparagdo sobre as diversas abordagens que

assim possam contribuir na construcdo de estratégias didaticas através dos
diversos exemplos praticados historicamente em todo o mundo. (p. 1)

E fato que o erro possui diversos papéis, entretanto faz-se necessario um
entendimento sobre isso para que seja definido qual o papel dele no processo da
aprendizagem. O erro pelo erro é Gtil apenas no ambito classificatorio da avaliagdo, mas
se queremos usa-lo com algo a mais devemos entender suas limitacdes e, sobretudo,

suas potencialidades. Pois, como afirma Pinto (1998)



O erro concebido como sinal do fracasso, parece estar inscrito na
“cultura avaliativa” da escola, quando esta tem como foco de
preocupagdo a “nota” para a aprovacdo e ndo a aprendizagem do
aluno, reforcando com isto a funcdo classificatoria e seletiva da
avaliacdo. (p. 8, grifos da autora)

E importante compreender o papel do erro dentro dos processos de ensino e
aprendizagem como sendo o ponto de partida e ndo a linha de chegada. Como ressaltam
Rios e Vieira (2016, p. 2), “O papel do erro no processo de aprendizagem depende de

como ele ocorre nas resolucdes de tarefas.”

Neste trabalho apresentaremos duas perspectivas para oS erros: a perspectiva

piagetiana e a perspectiva epistemoldgica.

3.1 PERSPECTIVA PIAGETIANA.

Psicogénese significa algo que tem origem e desenvolvimento em processos
mentais ou psicoldgicos. Nesse sentido, consideraremos que o erro pode ser entendido a

partir da compreenséo das capacidades cognitivas dos alunos. Pinto (2000) afirma que

O erro pode ser compreendido a partir do conhecimento das capacidades
cognitivas dos alunos. Para essa compreensao, a teoria piagetiana, apesar de
ndo ter realizado estudos em sala de aula, apresenta-se como um suporte
tedrico valioso para a pedagogia. (p. 37)

Torre (2007), por outro lado, argumenta que “Nos termos de Piaget, o sujeito
constréi subjetivamente o objeto de conhecimento com base na coordenacdo das
operagdes adaptativas exercidas sobre o mesmo.” (p. 43)

Embora o erro muitas vezes seja motivo de condenacéo e seja tratado da maneira
“erro pelo erro”, concordamos com Pinto (2000) quando esta afirma que “[...] na
perspectiva piagetiana, ao mesmo tempo em que € resposta a uma determinada questao,
0 erro ¢ também colocacdo de um problema que suscita novas produgdes.” (p. 41) e
ressaltamos, mais uma vez, a importancia do erro nos processos de ensino e
aprendizagem.

Ademais, Pinto (2000) aponta que “[...] o primeiro passo para saber que lugar o
erro ocupa no processo de aquisi¢cdo de conhecimento é reconhecer o conhecimento

como uma constru¢do, do mesmo modo como Piaget.” (p. 42)



Para este reconhecimento, apresentaremos agora, de modo breve, os conceitos-
chave que nutrem a teoria Piagetiana que sdo: a assimilagcdo, a acomodacgdo, a

equilibracéo e a regulacao.

Assimilacgdo: Pinto (2000) argumenta que o conceito da assimilagéo, para Piaget,
“significa dar sentido ao objeto de conhecimento” (p.42). La Taille (1997), por outro
lado, complementa essa definicdo afirmando que “conhecer significa assimilar o objeto
a organizacao de que a inteligéncia é dotada.” (p. 26) e, além disso, comenta que “[...]
conhecer € conferir [dar] sentido, e esse sentido ndo estd todo pronto e evidente nos

objetos do conhecimento: ele ¢ fruto de um trabalho ativo de assimilagdo.” (p. 26)

Acomodagdo: Piaget (1975) define acomodagdo com base em que “Todo
esquema de assimilacdo é obrigado a se acomodar aos elementos que ele assimila, isto
é, de modificar-se em funcdo de suas particularidades, mas sem perder sua continuidade
nem seus poderes anteriores de assimilacdo.” (p. 13, apud La TAILLE, 1997, p. 33)

Pinto (2000), por sua vez, afirma que

Mediante o conceito de acomodacéo, o construtivismo piagetiano deixa
evidente a flexibilidade das estruturas de assimilacdo: a construcdo do
conhecimento nunca se da de forma linear e mecénica. Essa dindmica entre
assimilag@o e a acomodagdo ¢ explicada pelo conceito de equilibragdo.” (p.
43, grifo do autor)

Equilibracdo: Como o proprio nome ja diz, este conceito-chave baseia-se na
acdo de ir em busca do equilibrio e, segundo La Taille (1975), “[...] ¢ a busca pelo
equilibrio e, portanto, a superacio de “conflitos cognitivos™® que explica, em parte, a

evolugdo da inteligéncia e dos conhecimentos.” (p. 34, grifo do autor)

Regulacdo: Pinto (2000) aponta que, para Piaget, as regulacGes surgem das
situacOes perturbadoras e constituem-se em fonte do desenvolvimento da inteligéncia.

Concordamos que

Pelo processo regulador, o erro pode ser fonte da tomada de consciéncia,
levando o sujeito a modificar seus esquemas. Para cumprir essa nova funcéo
o erro deve ser um “observavel” [...]. Este parece ser o grande desafio que a
teoria piagetiana coloca a pedagogia em relagdo a fungdo do erro no processo
de aprendizagem do aluno. (PINTO, 2000, p. 44)

Assim como Pinto (2000), partimos da ideia de que a psicogénese ocupa um
importante lugar para os estudos sobre os erros dos alunos, mas é um fato que pensar

que esta perspectiva, por si s@, abrange toda e qualquer variante do erro do aluno e,

8 La Taille (1995) justifica esse termo como sendo 0 nome que se da a um estado de desequilibrio. (p. 34)



assim, seria suficiente para a compreensao do erro que ele comete seria, no minimo,

ingenuidade.

Concordamaos, pois, com Joshua e Dupin (1993) quando estes afirmam que

Mesmo que o referencial piagetiano forneca um bom paradigma de
interpretagdo, sua falta de sensibilidade para as diferengas de conteudo, torna-
0 um instrumentos inadequado, a0 menos se 0 tormarmos ao pé da letra, para
pensar uma didatica das ciéncias. (p. 98, apud PINTO, 2000, p. 46, traducéo
deste ultimo.)

Nesse sentido, apresentaremos uma nova perspectiva para o estudo dos erros dos

estudantes e, assim como Pinto (2000), “acreditamos que isso permitira uma melhor

reflexd@o sobre ele [0 erro] no &mbito das complexas interagdes que ocorrem em situacao

de ensino, além de proporcionar uma melhor apreciacdo de sua ocorréncia no contexto

escolar.” (p. 51)

3.2 PERSPECTIVA EPISTEMOLOGICA.

Os estudos de Piaget, como afirma Pinto (2000), ndo foram realizados em sala

de aula, mas mesmo assim se apresentam como suportes tedricos valiosos para a

pedagogia. Entretanto, faz-se necessario uma apresentacdo de uma perspectiva diferente

para o erro e esta, por sua vez, esta intimamente ligada com o ensino de Matematica.

Bachelard (1996) afirma que

Quando se procuram as condicBes psicoldgicas do progresso da ciéncia, logo
se chega a convicgdo de que € em termos de obstaculos que o problema
cientifico deve ser colocado. E néo se trata de considerar obstaculos externos
como a complexidade e a fugacidade dos fendmenos nem de incriminar a
fragilidade dos sentidos e do espirito humano: é no &mago do prdprio ato de
conhecer que aparecem por uma espécie de imperativo funcional, lentiddes e
conflitos. E ai que mostraremos causas de estagnacio e até de regressio,
detectaremos causas da inércia as quais daremos o nome de obstaculos
epistemoldgicos. (p. 17, grifo do autor)

Brousseau (1976, apud ARTIGUE, 1990) afirma que ha 3 fontes fundamentais

para 0s obstaculos encontrados no ensino de matematica:

- Uma origem ontogenética, que corresponde aos obstaculos relacionados as
limitagBes cognitivas dos alunos envolvidos no processo de ensino.

- Uma origem didatica, para os obstaculos relacionados a escolha do sistema
educacional.



- E, por fim, uma origem epistemoldgica para os obstaculos ligados a
resisténcia de um conhecimento mal adaptado, isto é, os obstaculos no
sentido indicado por Bachelard. (p. 249, tradugéo nossa)

Com base nas ideias de Pinto (2000), o termo obstaculo epistemologico pode ser
compreendido “como o efeito limitativo de um sistema de conceitos sobre o

desenvolvimento do pensamento.”. (p. 51)

Ao pensarmos em obstaculos, segundo as ideias de Bachelard e Brousseau,
podemos compreender o porqué de diversos erros acontecerem. O que podemos inferir

sobre o erro presente no exemplo abaixo?

Ja?+b2=Ja> +b? =a+b
A principio podemos pensar em uma falsa generalizacao de ideias que permeiam

~ a Vva .
algumas operacdes como: J; = = para a e b maiores que zero. O aluno pode pensar -

a partir do que estudou na escola bésica — que se a raiz de um quociente é o0 quociente

entre as raizes, entdo a raiz de uma soma é a soma das raizes.

Nesse Vviés, Pinto (2000) aponta que

Os saberes que a escola oficializa ndo tém apenas uma génese histdrica,
inerente & propria constituicdo do conhecimento como ciéncia. Eles tém,
ainda, uma génese institucional: a constituicdo da disciplina escolar. Essas
constitui¢des interferem no processo de reconstrugdo do conhecimento pelo
aluno. (p. 55)

Entretanto faz-se necessario enfatizar — tendo em vista que a pesquisa foi
realizada com estudantes do ensino superior — que o recurso a aprendizagem do ensino
basico ndo significa, necessariamente, que isso acarretard em um erro, mas sim que o

estudante precisa de cautela ao fazer uso de tal recurso.

3.3 ANALISE DE ERROS EM MATEMATICA E AS CONTRIBUICOES PARA
O ENSINO.

Estudos recentes como o de Rios e Vieira (2016) levam a uma visdo um tanto
guanto construida e importante a se ter sobre o erro. O erro reflete em diversos aspectos

dos processos de ensino e aprendizagem. A visdo de erro apenas como fracasso ou



indicativo de ndo aprendizagem pode nos levar a diversos outros problemas diante de

tais processos. Nesse sentido,
A percepcdo do erro como algo ruim, a ser punido, coibido, castigado,
reprimido, vincula-se a concepcdo de avaliacdo da aprendizagem em sua
dimensao classificatdria, porque preocupada apenas em constatar, registrar e
sancionar. Por outro lado, a percepcdo do erro como um indicador
diagndstico, na promocdo de outras e novas situacBes de aprendizagem,
vincula-se a concepcdo de avaliacdo da aprendizagem em sua dimensdo
formativa, porque se preocupa em garantir avangos e superagdes pela

insercdo de variabilidade didatica, pertinente a regulacdo do ensino e a
autorregulagdo da aprendizagem. (RIOS e VIEIRA, 2016, p. 2)

Tal visdo é importante para este trabalho, tendo em vista um dos respectivos
objetivos dele. Estabelecer o erro como ponto de partida para uma aprendizagem mais
efetiva pode ser uma boa estratégia do ponto de vista pedagogico. Como afirmam
Correia (2010), “Os erros de alunos em Matematica podem ser importantes nas
metodologias de ensino e de pesquisa, além de permitir ao professor perceber como se
da a apropriacao do saber pelos estudantes.” (p. 171) e Cury e Cassol (2004) ... muitas
vezes a analise de erros esta posta somente como uma maneira de criticar os estudantes
ou o ensino no que lhes foi ministrado, sem qualquer preocupacao em buscar as causas

dos erros ou as possibilidades de aproveita-los para propor mudangas.” (p. 28)

Levando em conta o que pontua Correia (2010): “Esta andlise permite ao
professor explorar a dificuldade dos alunos e utilizar os erros como ferramentas para o
aprendizado, levando os estudantes a [elaborarem] questionamentos sobre suas
respostas.” (p. 171), podemos ja observar o qudo interligados estdo os erros cometidos

pelos alunos e as a¢bes do professor diante de tais erros.

“O erro é filho da mudanca.” (TORRE, 2007, p. 49, grifo do autor) Com essa
frase, Torre (2007) comeca a pontuar algumas consideracdes acerca do erro e afirma
que embora ndo seja uma meta a ser atingida, ndo é, todavia, algo digno de condenacgéo

sem que sejam observados 0s seus processos/precedentes.

Cury (2013), por outro lado, aponta que

Na analise das respostas dos alunos, o importante ndo é o acerto ou erro em
sim — que sdo pontuados em uma prova de avaliacdo da aprendizagem —, mas
as formas de se apropriar de um determinado conhecimento, que emergem na
producéo escrita e que podem evidenciar dificuldades de aprendizagem. (p.
65)



O erro tomado como ponto de partida para uma aprendizagem mais efetiva
quebra o paradigma que que é algo negativo e digno de condenacdo por parte do
professor, até mesmo quando pode se dar por culpa dele, e passa a enxerga-lo como
algo construtivo. Todo erro possui uma fonte e essa, por sua vez, pode ser 0 proprio

desejo de aprender. Concordamos com Luckesi (2011) quando este aponta que

O erro, especialmente no caso da aprendizagem, ndo deve ser fonte de
castigo, pois é um suporte para a autocompreensao, seja pela busca individual
(na medida em que me pergunto como e por que errei), seja pela busca
participativa (na medida em que um outro — no caso da escola, o professor —
discute com o aluno, apontando-lhe os desvios cometidos em relacdo ao
padrdo estabelecido). Assim sendo, o erro ndo é fonte para castigo, mas
suporte para o crescimento. Nessa reflexdo, o erro é visto e
compreendido de forma dindmica, na medida em que contradiz o
padrdo, para, subsequentemente, possibilitar uma conduta nova em
conformidade com o padrdo ou mais perfeita que este. O erro, aqui, é
visto como algo dinamico, como caminho para o avanco. (p. 198, grifos
N0SS0S)

Agora faremos uma apresentacdo de alguns trabalhos que falam sobre analise de
erros em CDI, pontuando os objetivos, percurso metodoldgico, analise dos dados e
principais resultados. Ressaltamos, sobretudo, a importancia desta parte do trabalho
para a compreensdo, a0 menos de uma pequena parte, do cenario das pesquisas nesta

area e suas contribuicdes.



4 ALGUNS TRABALHOS SOBRE A ANALISE DE ERROS EM PROBLEMAS DE
CALCULO INTEGRAL.

Essa secdo tem como objetivo a apresentacdo de uma parte do cenério das
pesquisas nacionais sobre Analise de Erros em problemas de Célculo Integral. Como
subsidio para isso, buscamos por artigos, dissertacoes, teses e livros que tratassem sobre
0S assuntos e observamos 0Ss seus respectivos objetivos, metodologia e resultados
obtidos.

Ao fazer um levantamento sobre tais trabalhos, foi possivel perceber uma grande

onda levando ao seguinte ponto: o erro se da por problemas advindos do ensino basico.

Cury e Cassol (2004) apresentam um relato de experiéncia sobre a analise de

erros em Calculo Diferencial e Integral e afirmam que

A analise dos erros cometidos pelos estudantes, em provas ou em trabalhos
de sala de aula, mostra que os estudantes ndo dominam contetidos de Algebra
e Geometria do ensino fundamental, bem como os relativos a Trigonometria
e Geometria Espacial, do ensino médio. (p. 29)

A pesquisa tinha como problema “quais sdo as possiveis causasS d0S erros
cometidos pelos alunos de Célculo Diferencial e Integral A e como podemos auxilia-los
a superar tais dificuldades?” (CURY e CASSOL, 2004, p. 29) e tinha como objetivos —
Analisar os erros em questdes de Calculo A, cometidos por alunos de um curso de
Engenharia Quimica, ao resolverem problemas e exercicios em trabalhos individuais ou
grupais; - Detectar possiveis causas para 0s erros; - A partir dos dados obtidos, propor
estratégias para envolver os alunos na busca de solucGes para suas proprias dificuldades,
atendendo-os em grupo ou individualmente. Para este trabalho, Cury e Cassol (2004)
destacaram apenas 0s erros encontrados nas questdes das trés provas que foram feitas
durante a disciplina. Como nosso foco sdo os erros em questdes de Calculo Integral,
omitiremos (em todo trabalho que ndo for especifico sobre o tema) as consideragdes
sobre os erros em outros topicos do calculo (limites, derivadas, etc) e apresentaremos

apenas as consideracdes acerca do topico de integrais.

Com relacdo aos erros encontrados em questfes sobre integral, Cury e Cassol
(2004) afirmam que “novamente surgiram erros em procedimentos algébricos, nas
questdes relativas a métodos de integracdo, acrescidos de dificuldades em empregar

procedimentos.” (p. 33). A prova 3, que contemplava o conteldo de Integral, foi



realizada — no primeiro semestre — por 37 alunos e foram escolhidas 2 questdes de tal

T 5
prova para a analise dos erros. A saber: 1- [ xe**dx e 2- [ —==dx.

Vinte e sete alunos erraram a primeira questdo e os erros encontrados foram
classificados em trés categorias. A primeira categoria consistia em erros no metodo
usado, isto é, o estudante tenta resolver a integral por métodos que ndo lhe permitem
encontrar a resposta. A segunda categoria € relativa ao erro na técnica de integracéo por
partes, ou seja, 0 aluno compreende que deve usar tal técnica para calcular a integral,
mas confunde-se na escolha de u e dv. A terceira categoria era composta pelos erros
que ocorriam por falsa generalizacéo, isto é, o aluno ndo reconhece a composicéo de

funges em e3* e generaliza um resultado ja conhecido, a saber: [ e*dx = e* + C.

Na segunda questdo, vinte pessoas erraram e 0s erros foram classificados em seis
categorias. Na primeira estavam 0s erros relativos ao método de integracdo. Nessa
categoria 0 aluno ndo reconhece o tipo de integral e escolhe um método que ndo se
revela adequado. Na segunda categoria estavam o0s erros gque se davam pela ndo
identificacdo da variavel de integracdo. Os estudantes que tiveram seus erros
classificados nessa categoria fazem a substituicdo corretamente, mas misturam 0s

diferenciais nas expressoes.

A terceira categoria contemplava os erros no processo de diferenciacdo. Os
estudantes, ao calcularem a diferencial de x, erram o procedimento, o que leva a
problemas mais adiante. A quarta categoria contempla os erros em procedimentos
algébricos que em geral se davam por cancelamentos provenientes da substitui¢do
utilizada e até mesmo a utilizacdo da seguinte consideracio do aluno: va — b = va —
Vb. A quinta e a sexta categoria se davam, respectivamente, por: falta de argumento no
cosseno e lapsos de escrita, ou seja, 0 aluno escreve a expressao correta, mas esquece de

algum elemento na expresséo seguinte.

No segundo semestre a terceira prova foi realizada por vinte e sete alunos e foi

escolhida uma questdo para anélise, que era a seguinte: Calcule [ dx com a

1
x2Vx2%2-4
substituicdo x = 2sect. Com relacdo a quantidade de erros, Cury e Cassol (2004)
afirmam que catorze estudantes erraram a questao analisada e, assim como a questdo 2

da 32 prova no 1° semestre, os erros foram classificados em seis categorias.



As quatro primeiras categorias sdo as mesmas da questdo 2 da 32 prova no 1°
semestre e a estas foram adicionadas duas categorias e os erros destas consistiam, na
quinta categoria, na falsa generalizacdo da regra da integral da soma, isto é, o estudante
compreende que a integral da soma de duas funcGes € a soma das integrais de cada
funcdo e generaliza, erroneamente, esse fato para o produto de fungdes. A sexta
categoria abrangia os erros que se deram pelo fato da ndo aplicagdo da tabela de

integracéo.

Apo6s a andlise dos erros, Cury e Cassol apresentam algumas conclusdes e
sugestdes para possiveis atitudes diante dos erros. As autoras, com relagcdo aos erros que
foram encontrados na terceira prova, reiteram o surgimento de erros em procedimentos
algébricos — assim como na primeira e na segunda provas — nas questdes que tratavam
dos métodos de integracdo e, além disso, acrescentam as dificuldades no emprego de

procedimentos.

Com relagdo as possiveis atitudes a serem tomadas, Cury e Cassol (2004)

orientam que

Para cada erro detectado e classificado em nossa pesquisa, poderiamos
planejar uma tarefa para ser investigada pelos alunos, modificando, aos
poucos, a metodologia tradicional, em que o professor apresenta conteldos e
o0 aluno copia, para uma outra, em que o aluno é sujeito de sua aprendizagem,
responsabilizando-se pelos acertos e erros dela decorrentes. (p. 35)

Baldino e Cabral (1999) apresentam um estudo de caso em que fazem uso da
pedagogia da assimilagdo solidaria, que consiste na analise da resolucdo de uma questao
de integral indefinida. Os autores afirmam que, de modo geral, 0s erros presentes em
tais resolucOes se revelavam dificuldades com manipulacbes algébricas em nivel de 72
série.

O estudo de caso realizado por Baldino e Cabral (1999) ocorreu em uma
disciplina de CDI | do curso de Fisica da UNESP (Rio Claro) no ano de 1997. A
organizacgio de tal disciplina era baseada na assimilagdo solidaria® e o episodio de
estudo foi uma aula de recuperacdo paralela que teve duracdo de uma hora e quarenta e
cinco minutos. Os quatro alunos que participaram de tal episddio foram estudantes que
estavam com média individual abaixo da média da turma.

A atividade proposta pelo professor € o calculo de uma primitiva, isto €, de uma

integral indefinida, a saber:

® MELO, 1997; SILVA, 1997; citados por BALDINO e CABRAL (1999).



f1’81x3 + 16
9x3
O primeiro erro cometido pelo primeiro estudante que foi chamado a resolver a

questdo no quadro foi a confusdo entre as técnicas de integracdo e derivagdo. O

u'v-v'u
2

estudante afirma que f%=f , ou seja, confunde a regra de derivacdo do

quociente com uma técnica para integracdo de um quociente. Outro erro cometido

decorre da aplicacdo de uma propriedade inexistente para as raizes que consiste, de

modo geral, em escrever va + b = +/a + b e o professor comentou sobre a grande
recorréncia desse equivoco em cursos de calculo.

Sem mais detalhes, os erros encontrados se deram pelo fato de escolhas
ineficazes para a funcdo a ser substituida — apds, com a ajuda do professor, 0s

estudantes perceberem que necessitariam usar a regra da substituicdo — e por,
. ~ . . . . b+
novamente, aplicacdes de propriedades inexistentes, tais como: Ta =1+a.

De modo geral, o que o professor fez foi pedir para que os alunos verifiqguem a

falsidade de suas afirmacBes com base em exemplos. Para o erro citado acima o
2+6 ar- . ~ . ey,
professor pede aos alunos que calculem —~ utilizando a afirmacéo feita e sem utiliza-la

e, dessa forma, os alunos conseguem perceber 0 erro cometido, pois observam que a
afirmacdo feita por eles fornece 7 como resultado, quando o verdadeiro é 4.

Os erros cometidos pelos alunos eram, de maneira geral, advindos da escola
basica. Ressaltamos, pois, 0s resultados da pesquisa de Cury e Cassol (2004), que
apontam para 0 mesmo lugar: os principais erros cometidos em questdes que tratam
sobre integral nem sempre € por ndo saber integrar, mas sim por dificuldades
provenientes de assuntos do ensino basico.

Bin Ali e Tall (1996) estudam os procedimentos empregados por trés grupos de
doze estudantes, classificados com os conceitos A, B e C em avalia¢fes da disciplina de
Célculo. Os autores apresentam em quadros e tabelas os dados obtidos com a resolucéo
de cada questdo. A primeira questdo sobre integracdo, que consistia em calcular
) V3x3dx ndo foi fonte de erros no grupo dos estudantes avaliados com conceito A. J&
no grupo dos estudantes com conceito B, ocorreram 7 erros e pudemos ver o motivo de
tais erros a partir de uma tabela construida pelos autores. Dois estudantes apresentaram

uma solucgéo baseada numa supergeneralizacdo (generalizagcdo em excesso) da integral,



trés estudantes apresentaram solucdo baseada na mistura entre a integracdo por
substituicdo e a integracdo direta, e dois estudantes cometeram erro algébrico.

Figura 11- Recorte dos erros cometidos pelos estudantes do grupo B.

Errors (7)

2 students 3 students 2 students
Jiarax J¥ala LY
- (e ax =[Gy ax = [3xax
- Let w=3x"
{3IE_J- du o =3I1‘ E
. wnit B oy
3 ax — 1% 24
. o E
_ 13x) Tt = 55 iae
3 J(ufrﬁ\' = j:."’;‘%
= —1_—J'u‘ du
9x
1 (2 5
=—Zu’ [+¢
9){13 ‘
267
27x° 7%
6 2
= =Zx
2Ix” 9
Overgeneralisation | Mixture of substitution | Algebraic
of infegration and direct integration | Misconception
Fonte: (BIN ALI; TALL, 1996, p. 4)

Quatro estudantes do grupo C acertaram a questdo e oito cometeram 0s mesmos
erros daqueles do grupo B, mas com diferentes passos, como pode ser visto na figura

abaixo:

Figura 12- Recorte dos erros cometidos pelos estudantes do grupo C.

Errors (8)
3 students 2 students 3 students
J. Vax'dy J'\fjxldx ] V3x'dx
= [a0% L (2. 34
= | 3x)dx -3 = [(3x")ax
ol E7
273(31' Yi+e w=13x? :_(;J'(xl)'zdx
= .{u): 3y
J = 9|:7[' *) ]+ e
3 ks
u 2
R )
5 %
2y = 9|: B ]+ c
=—u"+e 2
f ; =)+
2., 3%
= ?(3 x J +c
5%
=2x"+c
Over- Mixture of Algebraic
generalisation of | substitution and [ Misconception
direct integration | direct integration

Fonte: (BIN ALI; TALL, 1996, p. 5)

Concordamos com Bin Ali e Tall (1996) quando estes afirmam que “Quando a
manipulagdo envolvida na utilizacdo de um algoritmo torna-se mais complexa, pode ser
possivel fazer uso de métodos alternativos para simplificar a solucdo.” (p. 6, traducgdo

nossa)

Cury (2003) realizou uma pesquisa com cerca de 450 alunos de 13 turmas de

CDI A e tinha como objetivo a anélise e classificacdo dos erros cometidos pelos



estudantes em suas provas individuais com o intuito de descobrir quais as principais

dificuldades e as respectivas causas.

A autora realizou um levantamento com o objetivo de descobrir as questbes que
mais foram fonte de erros em cada uma das trés provas semestrais para s6 depois
analisar, classificar os erros e inferir causas para eles. Apds a andlise, Cury (2003)

afirma que

Na primeira prova, em que geralmente eram abordadas questbes sobre
funcgdes e graficos, verificamos que a maior dificuldade estava relacionada
com reconhecimento de graficos das diversas funcdes basicas. Na segunda
prova, 0s maiores problemas estavam ligados a aplicagdes de regras de
derivacao e na terceira, as questdes que solicitavam antidiferenciais. (p. 3)

Os erros evidenciados por Cury (2003) também se davam pela aplicacdo de
falsas generalizac@es, erros de manipulagdo algébrica, erros nas aplicacfes de técnicas,
lapsos de escrita, erros com relacdo ao conceito de funcdo trigonométrica (ndo

compreensdo do argumento da funcao), entre outros.

O estudo de Cury (2003) corrobora com 0s outros apresentados quando esta
conclui que “A analise dos erros cometidos pelos alunos nos varios tipos de questdes
aqui apresentadas mostra que as dificuldades mais sérias estdo relacionadas com

conteudos de ensino basico.” (p. 8)

Concordamaos, portanto, que ha um certo consenso entre os autores dos trabalhos
sobre analise de erros aqui expostos e isso é bastante interessante, tendo em vista as
diversas contribuic@es, propostas metodoldgicas e descobertas que ocorrem diante desse

tipo de analise em producgdes dos estudantes.



65

5 METODOLOGIA.

Apresentaremos neste capitulo a caracterizacdo da pesquisa e todo o caminho
percorrido na tentativa de responder a questdo de pesquisa e a delimitacdo dos sujeitos

para ela.

5.1 CARACTERIZACAO DA PESQUISA.

Podemos caracterizar a nossa pesquisa, quanto a abordagem, como qualitativa,
pois segundo Minayo (2002), esse tipo

[...] trabalha com o universo de significados, motivos, aspiracGes, crencas,
valores e atitudes, o que corresponde a um espaco mais profundo das
relagdes, dos processos e dos fendmenos que ndo podem ser reduzidos a
operacionalizacdo de variaveis. (p. 21-22)

Além disso, Silveira e Cérdova (2009) afirmam que “Os pesquisadores que
utilizam os métodos qualitativos buscam explicar o porqué das coisas, exprimindo o que
convém ser feito [...]” (p. 32). Ademais, eles apresentam algumas caracteristicas desse
tipo de abordagem e destacamos as que seguem: ‘“objetivacdo do fendmeno;
hierarquizacdo das acOes de descrever, compreender, explicar; precisdo das relacGes
entre o global e o local em determinado fendmeno; [...]” (p. 32, grifo do autor).

Para nossa pesquisa estabelecemos a objetivacdo do fendmeno ja na Introducao
e, com base no método de coleta de dados que sera comentado mais a frente,
estabelecemos a hierarquia entre as acdes de descrever, compreender e explicar e
podemos parafrased-las como sendo a descricdo/analise dos dados, compreensdo e
verificacdo das hipéteses a partir de tal construcéo e inferéncia de possiveis causas e
possiveis medidas interventivas diante dos resultados obtidos.

Quanto aos objetivos, podemos classificar a nossa pesquisa, com base nas ideias

de Gil(2002), como sendo descritiva, tendo em vista que esse tipo

[.] ttm como objetivo principal a descricdo das caracteristicas de
determinada populagdo ou fendmeno ou, entdo, o estabelecimento de relagbes
entre varidveis. [...] uma de suas caracteristicas mais significativas esta na
utilizacdo de técnicas padronizadas de coletas de dados, tais como o
questiondrio e a observacéo sistematica.(p. 42)



Com base nisso, nossa pesquisa esta de acordo com tais ideias tendo em vista
que estdvamos interessados em descrever as caracteristicas de um certo grupo — de
licenciandos em Matemética da UFPE/CAA — e fazer relagBes entre variaveis como
problemas em CDI Ill, mas que advém do CDI | e, ademais, falaremos, logo apos
definirmos os sujeitos da pesquisa, sobre 0 questionario: 0 nosso instrumento de coleta
de dados.

Este trabalho ocorreu em cinco etapas. A primeira constituiu a delimitacdo do
problema de pesquisa e 0s respectivos objetivos, embora estes tenham sofrido alteracbes
ao longo da pesquisa. A segunda foi a busca de pesquisas que tratassem sobre a analise
de erros em CDI e, mais especificamente, sobre analise de erros em problemas de
calculo integral.

A terceira foi a elaboracdo do instrumento de coleta de dados e a quarta foi a
coleta de dados. A quinta, e ultima, foi a analise dos dados obtidos para que

pudéssemos voltar ao problema de pesquisa e tentar respondé-lo.

5.2 SUJEITOS DA PESQUISA.

Como estdvamos interessados em analisar os erros para compreendermos as
principais dificuldades de um grupo de licenciandos em Matematica da UFPE/CAA em
questdes que envolvem as técnicas de integracdo, fez-se necessario que tais estudantes
ja tivessem tido o primeiro contato com tal assunto e isso implicou que os estudantes ja
tivessem cursado a disciplina CDI 1. Sendo assim, definimos o seguinte perfil para os

sujeitos da pesquisa:

e Ser estudante do curso de graduacdo em Matematica-Licenciatura da
UFPE/CAA

e Ter cursado ao menos a disciplina de CDI I.

5.3 COLETA DE DADOS: O QUESTIONARIO E SEUS OBJETIVOS.

Como foi visto em alguns trabalhos encontrados na segunda etapa de realizacao
dessa pesquisa, poderiamos ter optado por ter utilizado as provas das disciplinas de CDI

como instrumento de coleta de dados, mas preferimos, diante das ideias de outros



trabalhos, elaborar o nosso préoprio questionario. Este foi aplicado no dia 30 de outubro
de 2017 com um grupo de vinte estudantes que dispuseram de duas horas para
responderem. Agora apresentaremos 0 questionario, 0s seus objetivos, as possiveis

solucdes e algumas pretensdes para as respostas.

Questdo 1: No Célculo Integral existem diferentes regras e técnicas de integracdo e
cada uma delas se aplica melhor em determinadas situacdes. Explique em que situacéo a
aplicacdo de cada técnica torna mais facil o processo de integracdo. Se julgar
necessario, forneca exemplos, porém ao fornecer o exemplo nao é necessario que realize

a integracao.

a) Integracdo por partes.
b) Integracdo por fragdes parciais.
c) Integracgéo pela regra da substituicdo simples

d) Integracdo por substituicdo trigonométrica.

O principal objetivo dessa questéo era investigar se 0s estudantes conseguiam
explicar em quais situacdes era mais proveitoso, e facilitaria a realizagdo da operacéo, a
aplicacdo de cada técnica. Todavia, se 0 aluno ndo conseguisse explicar, ele poderia
fornecer exemplos que ilustrassem as situacGes em que usaria a técnica em questdo. Nao
queriamos, pois, que eles explicassem toda a técnica ou como ela é eficaz, apenas que
falassem “pontos-chave” para a utilizagdo. Exemplo: “Uso integracdo por fragdes
parciais quando estamos interessados em integrar fungdes racionais.” “Utilizamos a
integracdo por partes quando estamos interessados em integrar um produto de fungdes

onde a regra da substitui¢cao simples ndo nos ajuda tanto.”, etc.

Questdo 2: O grafico da funcdo f(x) esta esbogado na figura abaixo:

W

]




Com base nele, resolva os itens a seguir explicando a estratégia utilizada.

a) [, f(x)dx
b) J f(x)dx

c) follf(x)dx

Nessa questdo, queriamos — nos itens (a) e (b) — observar como os estudantes
lidariam com a resolucdo de questdes onde a lei de formacgédo da funcdo ndo estava
explicita, mas era dado seu grafico. Alem disso, investigariamos o calculo de integrais
definidas a partir do recurso da area. Para o item (c) tinhamos 0 mesmo objetivo dos
anteriores, mas queriamos investigar a compreensdo que 0s estudantes tinham do

Teorema 6.

Solucdo: a) A area abaixo do gréfico de f(x) no intervalo [0, 4] é a de um tridngulo de

base medindo 4 e altura também medindo 4. Logo,

4 4.4
j f(x)dx =——=18
0

b ) Observe que o grafico da fungdo f no intervalo [6,8], 0 eixo x, e asretas x = 6 e
x = 8 delimitam um tridngulo com base medindo 2 e altura 2 entdo podemos interpretar
a integral como sendo a area desse triangulo com o sinal negativo, tendo em vista que a

funcéo é menor ou igual a zero no intervalo [6, 8]. Assim,

JS 2-2
f(x)dx = ———= —-2.
6

¢ ) Utilizando o que foi provado no Teorema 6, podemos escrever:

11

11 4 8
f(x)dx =f f(x)dx +f f(x)dx + f(x)dx =8+ (—4)+4 =8.
0 0 4 8

Questdo 3: Como pode ser visto na figura abaixo, & esquerda, as fungbes n(x) =
—x2 + 5x e m(x) = x sdo ambas ndo negativas, ou seja, maiores ou iguais a zero no
intervalo [0, 4]. Calcule a area entre os graficos das funcbes n(x) e m(x) no intervalo

[0, 4]. Em outras palavras, calcule a area hachurada na figura abaixo, a direita.



m m

Na experiéncia que tivemos na disciplina de CDI IlI, pudemos notar que, as
vezes, a dificuldade em resolver a questdo ndo era, necessariamente, apenas pela
dificuldade na integracdo, mas também pelo fato de ndo compreender o enunciado e, a
partir dai, ndo conseguir ao menos montar a integral. Essa questdo tinha, juntamente

com o item (a) da préxima, o objetivo de investigar isto.

E dado um problema que consiste em calcular a area entre o grafico de duas
funcbes e queriamos investigar a atitude do estudante diante de tal questdo e seus

argumentos de resolucéo.

Solucdo: Como as funcdes sdo ambas ndo-negativas no intervalo [0,4] podemos
interpretar a integral com uma area e temos que a integral de 0 a 4 das funcbes n e m
representam as areas das figuras planas limitadas pelo seus graficos, o eixo x e as retas
x = 0e x = 4. Como estamos interessados em calcular a area entre os graficos de m e
n,en(x) = m(x),Vx € [0, 4], temos que:

4

Area(m,n) = J n(x)dx —j m(x)dx =f [n(x) — m(x)]dx,
0 0 0

sendo Area(m, n) a area compreendida entre os graficos das funcdes m e n e a Gltima

igualdade se da pelo fato de que as duas fungdes sao integraveis em [0,4]. Portanto,



4
Area(m,n) = f [n(x) — m(x)]dx

0
4

4 4 x3
= f (—x? +5x — x)dx = f (—x? + 4x)dx = (—? + 2x2>
0 0

0

=——42:42 - ——42.0%
3+ 3+

43 03 64 _ —64+96 32
3 3 37

Questao 4: Calcule as seguintes integrais justificando cada passo da resolugéo.

a) f:(—x2 + 4x)dx
b) [sen(4x)dx

0 J (355) dx

d) [edx

e) flex -In(x) dx

f) f(t‘*f:tii3) dt
o) [

x2—4

dx
U e

O objetivo dessa questdo era, em suma, investigar o calculo das integrais, ja
“montadas”, a partir das técnicas de integragdo. O item (@) visava investigar a
integracdo de fungdes polinomiais e complementar a questdo anterior, tendo em vista
que a integral que era encontrada a partir da resolu¢cdo do problema anterior é,
justamente, a integral proposta no item (a). Isto €, queriamos investigar se a dificuldade
dos estudantes em resolver problemas que envolviam as técnicas de integracdo era
apenas por ndo saberem a técnica a ser utilizada ou era por ndo compreensdo do

enunciado. Os itens (b) e (f) estavam relacionados com a técnica da substituicdo

at+b _a

simples. O item (c) estava relacionado com a percepcdo de que — = +§, a

c
investigacdo sobre o conhecimento de integrais tidas como “tabeladas” e com a técnica
da substituicdo simples. O item (d) surgiu como ideia apés a leitura do trabalho de Cury
e Cassol (2004). Em que os estudantes realizaram uma falsa generalizacdo para
[ e3*dx a partir da conhecida [ e*dx = e* + C, queriamos, portanto, investigar se o

mesmo acontece quando ndo ha o x no expoente e a fungdo é constante. O item (e)



visava investigar sobre a técnica de integracdo por partes, o item (g) sobre a técnica das

fracOes parciais e o item (h) sobre a técnica da substitui¢do trigonométrica.

Solucéo: a) Pode ser encontrada na solugdo da questdo anterior.

b) Sejau = 4x, entdo du = 4dx = dx = %, dai:

f sen(4x)dx = f sen(u)c%u

1 cos(u) cos(4x)
—Z-fsen(u)du—— 2 +C=- 2

¢) Utilizando o fato provado na proposicao 4, temos:

f(1+x>d _f( 1 4 x )d _j‘( 1 )d +f( x )d
1+22) T Use2 15227 U522 1+ 22/

Pela regra da substituicdo, se pusermos u = 1 + x2, entdo du = 2xdx = xdx = %.

Dali,

x ldu 1 (du Inju| In(1 + x?)
[y = [ 1l i )

1+ x2 2) u 2 2

Voltando a integral inicial, temos:

](1+x)d B t()+ln(1+x2)+c
T z) dx = arctg(x > .

d) Como f(x) = e é uma funcédo constante, temos que

fedxzefdx=e~x+C.

e) Utilizando a técnica da integracdo por partes, com u = In(x) e dv = xdx, obtemos

que
du=<dxev= ﬁ.
X 2
Dai,
e x2 € € 2
j x-In(x) dx = <ln(x) —) - | —-—dx.
1 2/, J1 2 x



f)Fazendo u = t* + 4t% + 3, obtemos:
du
du = (4t3 + 8t)dt & du = 4(t3 + 2t)dt & (t3 + 2t)dt = v

assim,

f il dt—fldu—1 du—11||+C—1l|t4+4t2+3|+C
142 +3) T U T T M 2"

1
= Zln(t“ +4t2+3)+C

g) Utilizando a mesma notac¢do apresentada no texto sobre a técnica das fracGes parciais,
Q(x) =x? —4 = (x + 2)(x — 2) e R(x) = 1. Ento,

R(x) 1 1
Q(x) x2—4 (x+2)(x—2)

Queremos que

1 _ M, A
(x+2)(x—=2) x+2 x-2

efetuando os célculos, obtemos:

x+2 x—2 (x+2)(x—2)

Segue que
Assim, chegamos ao sistema:

{ A1+A2=O
24, +24, =1



~ -1 1 .
que tem como solugdo 4; = —e A, = . Com isso, temos que

f 1 p _f( -1 N 1 )d _—ln|x+2|+ln|x—2|+C
-4 T )G+ Tax—2)) T 4 4

h) Observe que a fungdo que queremos integrar possui um fator do tipo vx? + a?, com

a = 4. Com base nisso, utilizaremos a segunda linha da tabela para substitui¢cOes

trigonométricas para que possamos realizar a operacdo. Assim, para —g <6< g vale:
x = 2tg(0), entdo, dx = 2sec?(0)d6.
Consequentemente,

2sec?(0) 0
tg?(0)2|sec(8)|

1 1
|
fxz x2+4 4tg*(0)/4tg2(0) + 4

. 2sec?(60)do = j

Como —g <0< g temos que sec(8) = 0, assim,

2sec?(0) B 2sec?(0) _ [ sec(8)
f 4tg2(6)2|sec(9)|d9 _f 4tg2(0)2sec(0) do f 4tg?(0)

lj 1 cos?(0) 1 JCOS(Q)
=, d6 =

T4 cos(6) “sen? O 4 | sen? 6)

Fazendo u = sen(@), temos que du = cos(8)d6. Substituindo na integral, obtemos:

4

— C =
4sen(6) + 4

1 cos(0) 1 (du 1 1 cossec(60)
: ] =—. | >=-—+ =————"+C
sen?(6) 4 ) u? 4u

Note que a substituicdo utilizada nos da que tg(0) =§, e construindo o seguinte

tridangulo retangulo

Figura 13- Tridngulo retangulo associado a substituicdo x = 2tg(0)

Fonte: O autor (2017)



podemos expressar a integral em termos de x, pois,

1 1 Vx2 + 4

cossec(0) = = =
6) X_
sen(0) = x
Portanto,
f 1 e = cossec(0)+c_ x2+4+C
ErE 4 T T

Para a analise dos dados, utilizaremos as etapas propostas por Bardin (1979) e
evidenciadas por Cury (2013). Um ponto interessante que é apresentado por Cury
(2013) é o fato de que

Um texto matematico produzido por um aluno — uma demonstracdo de um
teorema, uma solucdo de um problema ou uma dissertagdo sobre determinado
topico — pode ser analisado, com base em procedimentos sistematicos, para
inferir conhecimentos sobre as formas com que aquele estudante construiu
um determinado saber matematico. [As técnicas de integracdo, no nosso
caso.] (p. 64-65)

Bardin (1979, apud Cury 2013) apresenta trés etapas para a analise de conteido
e que sdo divididas segundo as necessidades: pré-analise, exploracdo do material e
tratamento dos resultados.

A primeira fase consistiu na organizacdo e na delimitacdo do “corpus” (Cury,
2013, p. 65) do trabalho, e este Gltimo pode ser entendido como sendo as producgdes
sobre as quais nos debrugcamos. Nessa etapa, inicialmente fizemos uma corregédo
superficial dos questionarios, isto &, estavamos interessados em classificar as respostas
apenas como certas ou erradas, mas sem nos preocuparmos com as fontes dos erros ou
sequer fazer qualquer consideracdo sobre eles. A partir da correcdo, delimitamos as

questdes sobre as quais nos debrugamos.

A segunda etapa — a exploragcdo do material — envolveu, assim como evidencia
Bardin (1979, apud Cury, 2013), “um estudo aprofundado do corpus” (p. 66), nela
aconteceram o0s procedimentos de unitarizacdo e categorizacdo que consistem,
respectivamente, na releitura do material para definicdo das unidades para anélise e em
“[...] fornecer, por condensacdo, uma representacdo simplificada dos dados brutos”

(Bardin, 1979, p. 119 apud Cury, 2013, p. 66).



A Ultima etapa — tratamento dos resultados — consistiu na

Descricdo das categorias, que pode ser feita por meio da apresentacdo de
tabelas ou quadros [...]. Além disso, é conveniente produzir um “texto-
sintese”, que permita ao leitor a compreensdo do significado da classe, em
geral com o apoio de exemplos retirados do proéprio corpus. (Cury, 2013, p.
67, grifos do autor)

Estabelecemos, entdo, todas as etapas metodoldgicas desse trabalho e podemos

passar para a analise dos dados, tema que sera tratado no capitulo a seguir.



6 ANALISE DOS DADOS.

Este capitulo serd dedicado a analise dos dados coletados e estd organizado em
quatro se¢des que comportam cada uma das quatro questdes propostas. A identificacdo
dos sujeitos da pesquisa sera feita com a letra E — de estudante — seguida de um nimero
de 1 a 20, tendo em vista que o questionario foi aplicado a 20 sujeitos. O estudante que
receber o numero 8 serd identificado por E8, assim como o que receber o nUmero 17

serd identificado por E17.

6.1 ANALISE DOS DADOS OBTIDOS COM A QUESTAO 1.

A questdo 1, como pode ser visto abaixo, possuia quatro itens.

Figura 14- Questéo 1.

No Caleculo Integral existem diferentes regras e técnicas de integracdo e cada uma
delas se aplica melhor em determinadas situagdes. Explique em que situagdo a
aplicagéo de cada técnica torna mais fécil o processo de integragdo. Se julgar
necessario, forneca exemplos, porém ao fornecer o exemplo ndo é necessério que
realize a integragfio.

a) Integracdo por partes
b) Integracdo por fragdes parciais.
¢) Integragdo pela regra da substituigdo simples.

d) Integragdo por substitui¢do trigonométrica.

Fonte: O autor (2017).

No grafico a seguir pode ser vista a quantidade de respostas erradas, corretas e

em branco encontradas.



Gréfico 1- Quantidade de respostas em branco, de erros e de acertos na questéo 1.
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Fonte: O Autor, 2017.

Ao observamos as respostas do item (a) apresentadas pelos estudantes pudemos
perceber que a maioria deles ndo fazia relacdo da técnica de integracdo por partes com a
formula da derivada do produto de duas funcdes e a que vem a ser utilizada em tal

técnica.

Muitos estudantes consideravam essa técnica util quando ndo € possivel usar a
integracdo pelo método da substituicdo simples e pudemos perceber em muitos

questionarios a frase presente nos recortes abaixo.

Figura 15- Resposta do E1 a questao 1(a)

a) Integracao por partes. g
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Fonte: O autor, 2017.

Figura 16-Resposta do E16 a questao 1(a)

a) Integracdo por partes.
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Fonte: O autor, 2017.



Figura 17-Resposta do E14 a questdo 1(a)

a) Integragdo por partes.

Fonte: O autor, 2017.

Figura 18-Resposta do E15 a questéo 1(a)

a) Integragéo por partes.
Frif

Fonte: O autor, 2017.

Figura 19-Resposta do E6 a questéo 1(a)

a) Integragd@o por partes.
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Fonte: O autor, 2017.

Figura 20-Resposta do E11 a questdo 1(a)

a) Integracdo por partes.
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Fonte: O autor, 2017.

O E6 confunde a técnica de integracdo por partes com o Teorema Fundamental
do Célculo e 0 E11 entende a integracdo por partes como sendo uma técnica utilizada
para integrar soma de fungdes. Nossa hipdtese, nesse Ultimo caso, é que o estudante esta
acostumado a realizar o procedimento [[f(x) + g(x)]dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx e
entende como “integrar por partes” o fato de dividir em duas ou mais partes (integrais) a

integral da soma de fungdes.

Com relagdo aos alunos que utilizaram a frase “quando ndo posso usar a
substituicdo simples” acreditamos que isso se deve a ela ser usada no discurso do
professor, seja este discurso voluntario ou nao.



O que pudemos perceber € que estas marcas podem prejudicar das mais diversas
maneiras 0 estudante. Em termos piagetianos notamos que a maioria assimilou a
integracdo por partes como sendo a saida para a “falha” na substitui¢do simples e
memorizou a formula. Embora ndo tenhamos um contato mais profundo eles e tendo
como base apenas as respostas fornecidas ao questionario, podemos questionarmo-nos
sobre a assimilacdo da técnica de integracdo por partes. Em nenhum momento algum
deles mencionou algo sobre a origem da formula que apresentaram, a saber, [udv =
uv — [ vdu, ou seja, nenhum deu sentido, no questionario, apenas apresentou a formula
como um ponto-chave para a técnica, mas ndao mencionou de onde ela surgiu e porqué é
util em tais situacBes. A técnica foi apresentada tdo somente como um recurso a ser

utilizado quando o anterior (a técnica da substitui¢do simples) falhar.

O item (b) foi o que teve mais respostas em branco e 15% (3 estudantes)
acertaram a resposta, pois consideramos o fornecimento de um exemplo correto como

sendo uma resposta correta.

O fato de a questdo ter tido 75% de respostas em branco pode ter sido pelo fato
de ndo conhecerem a técnica ou apenas pelo fato de ndo quererem explicar. Tendo em
vista que nos livros de célculo as Gltimas técnicas de integragdo vistas sdo: a técnica das

fracOes parciais e a técnica da substituicao trigonométrica.

Figura 21-Resposta do E17 a questao 1(b)

b) Integragdo por fragSes parciais.

Fonte: O autor, 2017.
Figura 22-Resposta do E4 a questéo 1(b)

b) Integragdo por fracOes parciais.

Fonte: O autor, 2017.



De modo geral, os estudantes que responderam a esse item compreendem que
essa técnica é util quando temos o quociente de fungdes, porém mais uma vez vem a
tona o ponto “quando ndo podemos usar substituicao”. Além disso, os exemplos
fornecidos pelos estudantes, mesmo que estes compreendam o que foi falado
anteriormente, ndo sdo exemplos eficazes para a aplicagdo da técnica. Um deles, o
apresentado pelo E4, seria resolvido com bem mais facilidade com a utilizagdo da
técnica de integragdo por substituicdo simples. O exemplo apresentado pelo E11, além
de ser um dos itens da questdo 4, também ndo é muito Util para a aplicacdo da técnica,

como pode ser visto na figura abaixo.

Figura 23-Resposta do E11 a questdo 1(b)

b) Integrac@o por fragdes parciais. \ \ L;l— AL
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Fonte: O autor, 2017.

O significado disso é que, embora os estudantes compreendam a principal
utilizacdo da técnica, eles ndo se importam com as caracteristicas da funcédo, ou seja, se
h& um quociente de fun¢des polinomiais, entdo a integracdo deve ser feita pela técnica
das fracdes parciais, fechando os olhos, todavia, para outras saidas que facilitam ainda
mais a integracdo, como pode ser visto no exemplo fornecido pelo E4 (Figura 23),
instigando-nos a perceber que embora a técnica tenha sido assimilada pelo estudante,
estes ndo a acomodaram, pois ndo sdo, com base nos exemplos, capazes de modificar
sua visdo da funcdo com o objetivo de atender suas particularidades sem perder “seus
poderes anteriores de assimila¢ao” isto €, compreendem a utilizagdo da técnica, mas ndo
conseguem perceber a facilidade presente em outro caminho que subentende-se que
estes ja conhecem.

O item (c) foi 0 que teve mais respostas corretas e menos respostas em branco. O
que pudemos notar nas respostas dos alunos é que poucos deles faziam relagdo com a
composicdo de fungdes. Entretanto, assim como no item (a), conseguiam fazer uma
apresentacdo escrita do algoritmo presente em tal regra, mas sem fazer relagéo, por
exemplo, com a regra da cadeia para derivadas. O que pudemos notar, também, é que
nenhum deles apresentou a formula que é costumeiramente apresentada pelos autores de
livros de CDI.



Figura 24-Resposta do E3 a questéo 1(c)
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Fonte: O autor, 2017.

Figura 25-Resposta do E5 a questéo 1(c)

¢) Integracdo pela regra da substituicdo simples.
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Fonte: O autor, 2017.

Figura 26-Resposta do E15 a questdo 1(c)

c) Integragdo pela regra da substituigdo simples.

da

Fonte: O autor, 2017.

Como pode ser visto na figura acima, o E5 confunde a técnica com o Teorema
Fundamental do Calculo e apresenta, erroneamente, o exemplo como sendo um que
contempla a técnica. Mais uma vez, pudemos inferir algo sobre o discurso presente na
integracdo definida que trata sobre a substituicdo dos limites de integracdo na primitiva
encontrada. O E15, por sua vez, responde que “é quando da para utilizar as regras de
integra¢do” e apresenta o exemplo que pode ser visto acima. A partir do exemplo,
entendemos “regra de integracao” como sendo o Teorema 2. Os estudantes que
apresentaram um algoritmo correto, mesmo que informalmente ndo fazem nenhuma
relagdo com as fungBes compostas e isto da a entender que apenas memorizaram 0

algoritmo, mas ndo conferiram sentido a ele.

O item (d), que tratava sobre a técnica da substituicdo trigonométrica, foi o Unico
que ndo teve nenhum acerto. Algumas das respostas dadas podem ser vistas no quadro

abaixo:



Quadro 1- Algumas respostas dos estudantes ao item (d) da questéo 1.

ESTUDANTE RESPOSTA
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O E1 apresenta uma resposta errada que mais se assemelha a técnica de
integracdo pelo método das fracdes parciais, dando a entender que ele ndo conhece
nenhuma das duas técnicas, pois respondeu “nunca vi essa técnica” no item (b). Os
demais estudantes falaram sobre substituicbes de funcdes do tipo sen(x),cos(x) ou
apenas “quando temos funcdes trigonométricas”, como afirma o E7 o que nos da

indicios de que este pode ndo ter tido contato com tais regras ou ndao houve assimilacdo

delas.

Fonte: O autor (2017).

6.2 ANALISE DOS DADOS OBTIDOS COM A QUESTAO 2.

A questdo 2 possuia trés itens a serem respondidos pelos estudantes, como podemos

ver abaixo:




Figura 27- Questao 2.
2) O grafico da funcdo f(x) esta esbogado na figura abaixo:

Com base nele, resolva os itens a seguir explicando a estratégia utilizada.

a) f: f(x)dx.
b) [ f(x)dx.
0) [y f0)dx.

Fonte: O autor (2017).

Conforme a tabela abaixo indica, oito estudantes erraram o item (a) e oito 0
acertaram. Ocorreram diversos tipos de erros: de integracdo, por consideragdes que ndo
tinham relacdo com o enunciado, e aqueles que consistiam em operacdes sem nenhum

sentido aparente.

Gréfico 2-Quantidade de respostas em branco, de erros e de acertos na questao 2.
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Fonte: O autor, 2017.



O que nos surpreendeu foi que alguns alunos resolveram a questdo pelo método
mais “dificil”, que consistia em encontrar a lei de formacao da fun¢@o no intervalo em
que estava interessado em integrar e, a partir dai, integrar esta funcdo e aplicar o
Teorema Fundamental do Calculo (TFC). O E4, por exemplo, compreendia que a
integral de uma funcdo ndo-negativa era numericamente igual a area da regido
delimitada, fez um dos itens por este caminho, mas preferiu, apos isso, encontrar a lei de
formacdo da funcéo e integré-la, confirmando, pois, o resultado ja apresentado por ele,
como pode ser visto nos recortes abaixo, assim como as respostas de outros estudantes
que seguiram 0 mesmo caminho.

Figura 28-Recorte da resposta do E4 as questdes 2(a, b).
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Fonte: O autor, 2017.

Figura 29-Recorte da resposta do E9 a questéo 2(a).
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Fonte: O autor, 2017.
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Alguns estudantes também procuraram encontrar a funcdo e integra-la, mas
consideraram que a lei de formag&o era a mesma em todos os intervalos e, além disso,
cometeram erros nas operacGes aritméticas basicas, como esta explicito nos recortes

abaixo.

Figura 30-Recorte da resposta do E15 as questbes 2(a, b).

a) [y fdx.

b) [ fx)dx.

Fonte: O autor, 2017.

Figura 31-Recorte da resposta do E7 as questdes 2(a, b).
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Fonte: O autor, 2017.



Figura 32-Recorte da resposta do E13 as questdes 2(a, b).
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Fonte: O autor, 2017.

Pudemos notar que grande parte dos estudantes fizeram a relacdo da integral
com a area sob (ou acima) o gréafico da funcdo e muitos preferiram descobrir a lei de
formacdo e integra-la sem fazer a menor relacdo com a area, seja algébrica ou
geométrica. Os erros presentes nessa questdo ocorreram, sobretudo, por equivoco nas
operacdes aritméticas basicas e por desconsiderarem os dados fornecidos pelo grafico
da funcéo.

6.3 ANALISE DAS RESPOSTAS DA QUESTAO 3.

A questdo 3, exposta na figura abaixo, contou com erros em 60% das respostas
apresentadas.

Figura 33- Questéo 3.

3) Como pode ser visto na figura abaixo, a esquerda, as fungdes n(x) = —x* +5x e
m(x) = x sdo ambas ndo negativas, ou seja, majores ou iguais a zero no intervalo
[0,4]. Calcule a area entre os graficos das fungdes n(x) e m(x) no intervalo [0,4].

Em outras palavras, calcule a area hachurada na figura abaixo, a direita.

Fonte: O autor (2017).

Para iniciarmos as consideracOes, apresentaremos a solucdo do E15 no seguinte
recorte:



Figura 34-Recorte da resposta do E15 a questao 3.
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Fonte: O autor (2017).

Observe que o estudante compreende a necessidade de usar integral, sabe
resolvé-la, mas comete um erro (que provavelmente foi esquecimento ou desatencao,
pois resolve corretamente ao lado) ao integrar a funcéo 5x e, no final, soma, em vez de
subtrair, os resultados encontrados e apresenta como resposta. Isto da a entender que o
E15 compreende erroneamente seus resultados e o uso das integrais no problema.
Afirmamos isto, pois se ele compreendesse o primeiro resultado encontrado, o segundo,
e 0 que é pedido na questdo, a operacdo realizada ndo seria a soma, mesmo
apresentando o erro por desatencdo na integracao, pois embora tenha assimilado que em
situacGes como esta deve fazer uso de integrais, o estudante ndo atribui significado para

0s respectivos resultados.

No grafico abaixo apresentamos 0s percentuais de erros, acertos e respostas em

branco para a questao:



Grafico 3-Quantidade de respostas em branco, de erros e de acertos na questéo 3.
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Fonte: O autor, 2017.

Os erros cometidos ocorreram, em sua maioria, nas operacdes basicas
subsequentes a aplicacdo do TFC e, em segundo lugar, por ndo compreenderem 0s
resultados expressos pelas integrais que calculam, isto é, calculam a integral, mas ndo

atribuem significado. Abaixo, podemos ver um recorte que ilustra tal situacéo.

Figura 35- Resolucdo apresentada pelo E9 para a questéo 3.
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Fonte: O autor, 2017.

O estudante E9 calcula a integral indefinida corretamente, mas erra ao aplicar o
TFC. Embora o estudante compreenda o calculo a ser feito, este fornece um valor
negativo para a area solicitada. Classificamos este erro como sendo epistemoldgico,
pois fornece um valor sem sentido para o problema porque a area de uma regido plana é

sempre um numero nao-negativo.



6.4 ANALISE DAS RESPOSTAS DA QUESTAO 4.

A questéo 4 era composta por oito itens que contemplavam integrais envolvendo
as mais diversas técnicas de integracdo e duas aplica¢fes do TFC, como pode ser visto

na imagem que segue:

Figura 36- Questao 4.

4) Calcule as seguintes integrais justificando cada passo da resolugéo.

a) _[;:(—x2+4x)dx
b) [sen(4x)dx
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Fonte: O autor (2017)

O gréfico a seguir apresenta os resultados provenientes do questionario
separados por item.

Graéfico 4-Quantidade de respostas em branco, de erros e de acertos na questéo 4.
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O primeiro item, como especificado na Metodologia deste trabalho, tinha como
objetivo comparar o desempenho dos estudantes diante de uma questdo onde é
necessario “montar a integral” para poder resolver e diante de uma onde ela ja é

apresentada e basta o estudante integrar.

Pudemos notar que embora 35% tenham acertado a resposta, nenhum desses
estudantes fez relacdo do resultado com a questdo anterior. Embora esse ndo fosse o
objetivo, ou fosse de extrema importancia que fizessem tal relagéo, o ato de fazé-la seria
interessante, e evitaria novos calculos. Além disso, o fato de o estudante estabelecer
essa relacdo seria bem interessante do ponto de vista das fases piagetianas. Isso indicaria
que o estudante ndo s6 assimilou o contedo em questdo, mas também o acomodou.
Tendo em vista que consegue percebé-lo em outras situagdes que ndo necessariamente

estdo explicitas, como na questdo 3.

Os erros nessa questdo ocorreram na aplicacdo do TFC e em situacgdes
subsequentes, ou seja, em operac¢des fundamentais. O segundo item — que tratava da
técnica de substituicdo simples — foi 0 que mais contemplou respostas erradas. Os erros

mais recorrentes podem ser vistos nos recortes abaixo:

Figura 37-Recorte da resposta do E2 a questdo 4(b).

Fonte: O autor, 2017.

Figura 38-Recorte da resposta do E5 a questéo 4(b).

N ] 8 - o ;
St Cux)dx  Chomonds x4, Birten

-
) Pt i di- @ P i Ax

~Cor st = - Carl(Yx)

Fonte: O autor, 2017.



Figura 39-Recorte da resposta do E8 a questéo 4(b).

Fonte: O autor, 2017.

Figura 40-Recorte da resposta do E10 a questéo 4(b).
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Fonte: O autor, 2017.

Mas o que isso nos diz? Embora os estudantes reconhecam que “f sen = —
cos”, eles utilizam um fato que infere no ndo conhecimento da fungdo sen(4x) como
uma fungdo, mas sim como duas: sen e 4x. O estudante ndo compreende 0 4x como

argumento da funcdo seno e escreve como resposta:

jsen(4x)dx = —cos (f 4xdx> + C.

Isso € um enorme problema e advém do ensino basico, pois o estudante
compreende a integral do seno como sendo —cosseno e sabe realizar a integral da funcéo
4x, mas ndo compreende a funcdo sen(4x) como uma fungdo composta e 0 4x como

argumento dessa funcéo.

Os outros erros se deram por complicacdes apos a substituicdo da funcédo u e
problemas — também evidenciados por Cury e Cassol (2004) — com os diferenciais du e

dx, como podemos observar nos recortes abaixo:



Figura 41-Recorte da resposta do E12 a questéo 4(b).
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Fonte: O autor, 2017.

Figura 42-Recorte da resposta do E13 a questéo 4(b).

Fonte: O autor, 2017.

Figura 43-Recorte da resposta do E17 a questao 4(b).

Fonte: O autor, 2017.

No item (c) da questdo 4 podiamos contemplar as quatro fases propostas por
Piaget e, além delas, pudemos perceber erros epistemoldgicos. Categorizada como um
dos itens em que ndo obtivemos solugdes corretas, 70% dos estudantes deixaram a

questdo em branco e, dessa forma, 30% apresentaram solugdes incorretas.

Iniciaremos a discussdo com base no erro cometido pelo E8. Observe o recorte a

sequir:



Figura 44-Recorte da resposta do E8 a questéo 4(c).

Fonte: O autor, 2017.

Consideramos que ndo ha duvidas sobre o procedimento realizado pelo

estudante: [ § = f_;;_ Mas qual o motivo que o levou a fazer isto?

J
Na educagdo basica, comumente ouvimos as seguintes falas: “tira a raiz do de

. .. . . a
cima e divide pela raiz do de baixo”, quando queremos calcular \/%; “Eleva ao

2 3 n
quadrado/cubo/n em cima e em baixo”, quando queremos calcular (%) ; (%) ; (%) .E

isso da a entender que realizar uma operacdo a um quociente o resultado é o “quociente
~ : . S . li

das operagdes”. NO ensino superior, todavia, ainda temos que lim (g) = %, desde que

os limites existam. Todavia, ao chegarmos ao estudo da derivada, hd a quebra desse

paradigma, pois temos que (5), * ;—:.

Consideramos, portanto, que o erro presente em tal resolucdo € um erro
epistemolégico que advém de procedimentos comumente utilizados no ensino basico.
Para a resolucdo correta de tal questdo, o estudante precisaria passar pelas quatro fases
propostas por Piaget, tendo em vista que mesmo que conheca todas as técnicas de
integracdo e tente aplica-las, nenhuma delas serd — em um primeiro momento — eficaz.
Sendo assim, o estudante estara de frente com uma situacdo perturbadora onde é
necessario que modifique seus esquemas de resolucdo, isto €, pense além das técnicas

de integracdo, passando, com isso, pela fase da regulacdo. O estudante precisa lembrar

a+b

b . .. . .
ue 2 =24 —, e isso deve ser assimilado no ensino fundamental. Passando, assim,
c c C

pela fase da acomodacao, onde precisa modificar os passos para a resolugdo em fungéo



de suas particularidades, entretanto, este ndo deve perder suas capacidades de

assimilacdo, tendo em vista que ele chega ao passo

f( ! )d
1+x2 14+x2 X

e precisa usar as propriedades ja assimiladas para continuar a resolucdo. Isso tudo

constitui uma situacdo de desequilibrio, tendo em vista que o estudante tende a querer
voltar a situacdo de equilibrio (considerando equilibrio as situacdes onde ele sabe

aplicar as técnicas ou integrais assimiladas).

A seguir, podemos ver um quadro contendo 0s erros encontrados nessa questéo.
Estes se deram por nao conhecimento de um resultado “tabelado” de integracdo, falsa

fatoracdo, aplicacdo frustrada da técnica de integracdo por partes e/ou substitui¢éo

simples.
Quadro 2- Alguns sobre os erros presentes no item (c) da questéo 4.
Estudante Solucéo
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Fonte: O autor (2017).

Com o item (d) pudemos verificar as hipoteses que foram criadas a partir do
trabalho de Cury e Cassol (2004). Notamos que o0s estudantes generalizaram
erroneamente a integral em questdo como sendo e* + C, isto €, ao ver 0 e, mesmo sem
estar elevado a x, o estudante esta condicionado a utilizar o resultado: [ e*dx = e* +

C. E podemos destacar os erros dos estudantes E2, E4 e E8.

Figura 45- Recorte da resposta do E2 a questéo 4(d).

Fonte: O autor, 2017.

O E2 considera o que ja falamos anteriormente e 0 E4 ndo interpreta 0 e como
constante. Por outro lado, o E8 apresenta um erro que caracteriza-se pela interpretagédo

do e como sendo a fungédo f(x) = x (como se estivesse calculando [ ede) e escreve:

Figura 46- Recorte da resposta do E8 a questéo 4(d).

|

¢ dX

Fonte: O autor, 2017.




Consideramos, pois, esses erros como sendo epistemologicos tendo em vista que
0 estudante, apenas em observar o e, interpreta como a funcdo f(x) = e*. Outro erro
recorrente foi apenas a resposta “e” e consideramos também como uma falsa
generalizacio, pelo fato de que se [ e*dx = e* + C, entdo se ndo tiver o x no expoente

a resposta sera 0 e sem 0 x no expoente, como pode ser visto no recorte abaixo.

Figura 47- Recorte da resposta do E14 a questdo 4(d).
H L AW < % T+

Fonte: O autor, 2017.

Com o item (e) identificamos problemas na aplicagdo do TFC, nas escolhas de u
e dv e apenas um estudante acertou tal item. Os erros na aplicacdo do TFC ocorreram
pela ndo compreensdo da formula de integracao por partes para integrais definidas, pois
0 estudante d& como resposta uma funcdo — como pode ser visto no recorte abaixo —

sendo que a resposta deveria ser um namero.

Figura 48-Recorte da resposta do E16 a questéo 4(e).
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Fonte: O autor, 2017.

Embora o estudante acerte na escolha de u e dv, ndo se atenta que ao calcular
uma integral definida por partes, o produto uv também esta sujeito ao teorema, tendo

em vista que a férmula é proveniente da integragdo de (uv)'.

Os outros erros parecem ter ocorrido por desatencdo: o estudante escolhe
corretamente as funcbes u e dv, aplica o TFC corretamente, mas erra ao efetuar as

contas subsequentes; por escolhas erradas para u e dv; e por ndo aplicar o TFC: o



estudante realiza a integracdo corretamente, mas nao aplica o TFC. A seguir podemos

ver as respostas de trés estudantes que cometeram tais erros: E14, E17 e E1l,

respectivamente.

Figura 49-Recorte da resposta do E14 a questao 4(e).
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Fonte: O autor, 2017.

Figura 50-Recorte da resposta do E17 a questéo 4(e).

Fonte: O autor, 2017.

Figura 51-Recorte da resposta do E1 a questdo 4(e).
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Fonte: O autor, 2017.



O item (f), por sua vez, teve apenas 10% de acertos. Somente dois estudantes
erraram este item. O estudante E8 cometeu 0 mesmo erro ja cometido no item (c), como
pode ser visto abaixo, e ndo nos deteremos a sua explicacdo, tendo em vista que esta ja

foi feita no item (c).

Figura 52-Recorte da resposta do E8 a questéo 4(f).

Fonte: O autor, 2017.

O estudante E17, por outro lado, compreendeu a necessidade do uso da técnica
da substituicdo simples, mas ndo a aplicou da maneira correta, pois substituiu apenas o
diferencial du e esqueceu a funcdo u, acarretando no erro que pode ser visto abaixo.
Ressaltamos o fato de que o estudante poderia ter verificado seu resultado derivando a
funcdo encontrada, ou pelo menos compreendendo que a derivada da funcéo polinomial

encontrada néo resultaria na funcdo racional que estava integrando.

Figura 53- Recorte da resposta do E17 a questao 4(f).

1
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Fonte: O autor, 2017.

O item (g) teve um total de seis respostas erradas. O estudante E8, mais uma

vez, realizou o procedimento ja citado (fg = f—f), mas dessa vez ignorou o fato de a

Jg
funcdo f(x) = x? — 4 estar no denominador e apresentou como resposta a funcdo



3
f(x) = x? —4x + C. Os outros erros ocorreram devido a aplicagcdo de uma técnica de

integracdo ineficaz para a situacdo e por nao conclusdao do procedimento correto, como

pode ser visto a sequir.

Figura 54- Recorte da resposta do E13 & questao 4(g).
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Fonte: O autor, 2017.

Figura 55- Recorte da resposta do E12 ao item 4(g).

Fonte: O autor, 2017.

Figura 56-Recorte da resposta do E14 ao item 4(g).

Fonte: O autor, 2017.

O item (h), ultimo item da questdo, ndo obteve nenhuma resposta correta e 0s
erros ocorreram pela aplicacdo de uma técnica de integracdo inadequada. Ressaltamos,
entretanto, os dados que obtivemos com o item (d) da Questdo 1. Isto €, os estudantes
ndo conheciam a técnica de integracdo por substituicdo trigonométrica e alguns a

definiam como uma substituicdo simples em que a funcdo (u) era trigonométrica, mas



em nenhum momento falaram sobre a integracdo de funcGes onde aparecem radicais
como os que foram apresentados na Tabela 1. Como pode ser visto abaixo, o E3 tentou
aplicar a técnica da substituicdo e se perdeu em meio as substituicdes das fungdes e o0s
diferenciais. A resposta do E14, por outro lado, da indicios de que ele aplicou a técnica
das fracOes parciais embora a fungdo nao seja uma funcao racional, todavia néo realizou

o célculo, apenas armou a conta.

Figura 57-Recorte da resposta do E3 ao item 4(h).

Fonte: O autor, 2017.
Figura 58-Recorte da resposta do E14 ao item 4(h).

Fonte: O autor, 2017.

Agora tentaremos apresentar algumas consideragcdes sobre os resultados do
trabalho, assim como tentaremos responder a questdo de pesquisa e forneceremos

sugestdes para novas. Faremos isso no capitulo a seguir.
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7 CONSIDERACOES FINAIS.

Acreditamos que o objetivo geral da pesquisa pode ser alcangado e damos inicio
a este capitulo relembrando-o: compreender as principais dificuldades de um grupo de
licenciandos em Matematica da UFPE-CAA diante de questdes que envolvem

integracéo.

O desenvolvimento do presente trabalho nos ajudou a compreender um pouco do
cenario pesquisado e inferir algumas causas para 0s erros encontrados na resolucdo do
questionario. Pudemos compreender que o cenario que justificou a realizacdo de tal

pesquisa foi observado também em outra turma, o que nos preocupou ainda mais.

A aplicacdo do questionario foi de extrema importancia para que pudéssemos
alcancar os dois primeiros objetivos especificos da pesquisa: classificar e analisar os
erros cometidos pelos estudantes. Esses dois objetivos foram indispensaveis para que

atingissemos o objetivo geral, tendo em vista que estdo intimamente ligados.

Com o primeiro objetivo especifico pudemos categorizar os erros cometidos e
perceber que estes ocorriam, em sua maioria, pelo ndo conhecimento de técnicas de
integracdo, falsas generalizagbes, equivocos algébricos e erros em procedimentos
(aplicacdo do Teorema Fundamental do Célculo, por exemplo).

O segundo objetivo nos possibilitou entender como tais erros ocorriam nas
solugdes. Com o resultado proveniente da Questdo 1 pudemos notar que os estudantes
tinham pouco conhecimento das técnicas de integracéo, sobretudo a técnica das fracdes
parciais e de substituicdo trigopnométrica, acarretando num grande nimero de erros ou
respostas em branco nos itens da Questao 4 que tratavam sobre tais técnicas.

Com relacdo a Questdo 2, tivemos uma surpresa simultaneamente positiva e
negativa. Positiva porque alguns estudantes tentaram achar a lei de formacédo da funcao
para depois realizar a integracdo em vez de interpretar a integral como uma éarea,
algébrica ou geométrica — indicando uma nova estratégia para a resolucdo da questdo —
mas negativa porque alguns dos estudantes utilizaram a mesma lei de formagéo em
todos os intervalos de integracdo com se a funcdo ndo fosse definida por diferentes
retas.

A Questdo 3 e o item (a) da 4 estavam intimamente relacionados tendo em vista

que o procedimento utilizado para a resolucdo da Questdo 3 daria como resultado a



integral presente no item (a) da questdo seguinte. Notamos que apenas um estudante
conseguiu relacionar tais questdes e perceber que ambas davam o mesmo resultado e
tinham o mesmo significado. Os demais ndo fizeram nenhuma relagéo entre as questfes
e grande parte dos que erraram a questdo 3 acertaram o item (a) ou cometeram erros na
aplicacdo do TFC nesse ultimo. Como ja foi dito, o fato de o estudante conseguir
estabelecer essa relagdo seria interessante do ponto de vista das fases piagetianas,
porque seria o indicativo de que ndo s assimilou o conteiido, mas também o acomodou,
pois consegue percebé-lo em outras situaces, como na Questéo 3.

O item (b) da Questdo 4 foi fonte de erros epistemologicos e de procedimento
(aplicacdo da técnica de integracdo por substituicdo simples). Os estudantes até
compreendiam a integral da fungdo seno, mas ndo viam o argumento desta como tal,
mas sim como uma funcdo que também deveria ser integrada, ou seja, compreende a
necessidade de aplicacdo da técnica de substituicdo, porém nao compreende a funcao
sen(4x) como uma fungdo composta, mas sim como duas fungdes que deveriam ser
integradas independentemente.

O item (c) dessa questdo foi um em que poderiamos observar a “passagem” do
estudante pelas quatro fases propostas por Piaget: assimilacdo, acomodacao,
equilibracdo e regulacdo. Os erros nele se deram por ndo conhecimento de um resultado
“tabelado” de integragdo, falsa fatoragdo, aplicagdo frustrada da técnica de integracao
por partes e/ou substituicdo simples.

A aplicacdo de falsas generalizagbes e a ndo compreensdo da integracdo por
partes para integrais definidas acarretaram em erros nos itens (d) e (e). Os que foram
encontrados no item (f) também eram erros de procedimento e indicavam que 0s
estudantes ndo tinham acomodado a técnica da substitui¢do simples, pois compreendiam
a necessidade do seu uso, mas faziam confuséo ao substituir a funcéo e o diferencial (u
e du).

O que pudemos notar, também, é que as respostas apresentam uma espécie de
ciclo no que diz respeito as técnicas de integragdo. Os estudantes afirmam que usam a
regra da substituigdo quando ndo d4 para integrar ‘“normalmente” e que usam a
integracdo por partes quando ndo da para usar a integracdo por substituicdo, mais
especificamente “quando temos um produto de fun¢des em que uma nédo é derivada da
outra”. Isso ¢ um problema, pois trata-se de um obstaculo epistemoldgico, tendo em
vista que o estudante ndo acomoda/assimila a técnica como completa por si s0, isto é,

como sendo um procedimento que tem uma origem dentro do conteudo como um todo e



ndo apenas como um artificio a ser usado quando ndo é possivel fazer uso de outra
técnica.

Pelo discurso presente nas respostas, notamos que muitos estudantes ndo fazem
relacdo da integral por substituicdo simples com as fun¢des compostas e a integral por
partes como uma consequéncia da derivada do produto de funcGes. Também néo
identificam a possibilidade de utilizagdo da técnica de integracdo por partes até mesmo
quando ha um produto de fungdes onde uma € derivada da outra.

Os erros nos itens (g) e (h) ocorreram por ndao conhecimento da técnica de
integracdo adequada. Tendo em vista as respostas da Questdo 1, relembramos que
nenhum estudante conseguiu explicar sobre a técnica de fracbes parciais e 0 Unico
estudante que acertou a solugdo da questdo (g) também conseguiu responder ao item da
Questdo 1 que tratava sobre a integracdo por fracGes parciais.

Ao final da pesquisa, embora tenhamos atingido 0s objetivos propostos
inicialmente, podemos dar sugestfes para outras pesquisas nesse tema. Com a aplicacao
de questionario, embora muitas vezes consigamos inferir os procedimentos realizados
pelos estudantes, nada se compara a ter o proprio estudante explicando sua estratégia.
Sendo assim, traremos como primeira sugestdo a realizacdo de uma pesquisa que faca
uso da pedagogia da assimilagdo solidaria, evidenciada no trabalho de Baldino e Cabral
(1999). Focar em apenas uma técnica ou topico dentre 0s propostos no questionario
também pode fornecer resultados mais especificos, ou um trabalho dividido em topicos
(das técnicas, por exemplo).

E com base no terceiro objetivo especifico: estudar as respectivas contribuigdes
do erro para os processos de ensino e aprendizagem da integral, que iremos fornecer
sugestdes de atividades de intervencdo. Cada erro encontrado nas respostas dos alunos
merece atencdo e uma intervencdo diante de uma visdo construtiva do erro e com o
intuito de que este ndo seja mais cometido.

De modo geral, os nossos resultados corroboram com as pesquisas apresentadas
na revisdo de literatura, e as dificuldades apresentadas pelos estudantes diante de
questdes que envolvem integral aconteciam por realizacbes de falsas generalizagdes,
erros na aplicacdo de procedimentos, erros algébricos e em operacOes aritméticas

bésicas, erros por ndo conhecimento de técnicas de integracao, entre outros.
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ANEXO A - EMENTA DA DISCIPLINA DE CDI |

Calculo Diferencial e Integral I

$44 Y
UNIVERSIDADE FEDERAL DE FERNAMBUCO
PRO-REITORIA PARA ASSUNTOS ACADEMICOS
e DIRETORIA DE DESEANVOLVIMENTO DO ENSINOG

PROGERAMA DE COMPONENTE CURBRICULAR

TIFO DE COMPONENTE (Marque um X na opgdo)

"X Tisciplina "~ Pritica de Ensino
: Atividade complemenitar :hriodl.llu
" Monografia "~ Trabalho deGraduagis

STATUS DO COMPONENTE (Margue um ¥ na opgio)

"X Obrigatério Eletiva Optativa

DADOS DO COMPONNENTE

Codigo MNome Carga Horana M= créditos | CH Global | Perodo
Teonca | Pratica
MATMODZ2S | Calculo Diferen- &0 1] 4 B0 3=
cial e Integral |
[ Pré-requisitos | MATMOD2D | Co-requisitos | - | Requisitos CH. |-
EMENTA

Integral de Riemarm. Témnicas de integracio.

Limite, continuidade e derivada. de fungdesreais. Teorsma dovalor médio e aplicagies. Primitiva.

Fonte: (Ementas-PPC-MAT, 2016, p. 44)
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ANEXO B - EMENTA DA DISCIPLINA DE CDlI Il

Caleulo Diferencial e IntegralIl

¢4 D
UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
PRO-REITORIA PARA ASSUNTOS ACADEMICOS
DIRETORIA DE DESENVOLVIMENTO DO ENSING

PROGERAMA DE COMPONENTE CURRICULAR

TIFO DE COMPONENTE (Marque um ¥ na up-cis:a:l

X Trisciplina "~ Prética de Ensino
: Atividade complementar :h{cdlﬂ.u
~_ Monografia "~ Tuabalho de Graduagia

STATUS DO COMPONENTE (Marque wm X na opgio)

"X Obrigatério 7 Eetivo T Optative

LATAOS DO COMPOINENNTE
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EMENNTA

Fungoes de wirias variiveis rezis. Limite e continuidade. Derivadaparcial e direcicnal. Driferencia-
bilidade. Regra da cadeia. Flano tangente & reta normal. Gradients & curvas de ndvel. Criferencial
Midmos eminimos. Multiplicadores de Lagrange. Derivadas de fungies definidasimplicitamente.
Integrais duplas. Mudanca de coordenadas. Aplicagdes accilculo de dreas, volumes.

Fonte: (Ementas-PPC-MAT, 2016, p. 62)
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ANEXO C - EMENTA DA DISCIPLINA DE CDl IlI

Calculo Diferencial e Integral IT1

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERMNAMBUCO
PRO-REITORIA PARA ASSUNTOS ACADEMICOS
DIRETORIA DE DESEAVOLVIMENTO DO ENSING

PROGERAMA DE COMPONENTE CURRICULAR

TIPS DE COMPONENTE (Marque um X na opgio)

"X Disciplina "~ Pritica de Ensing
: Abividade complementar :hrindl.l.'l.u
" Monogmafia " Trabalho de Graduagic

STATUS DO COMPONENTE (Marque um X na opgac)

"X Obrigatério " Hetivo " Optative

CADOS DO COMPONENTE

Codigo MHome Camga Horaria N® creditos | CH Global | Periodo
Tedrica | Pratica
MATMOM2 | Cdleulo Diferen- | &0 4 i e
cial e Imbegral 111
[ Pre-requisitos | MATMOD32 | Co-requisitos | - | Requisitos CH. |- |
EMENTA

Estudo de topicos do ciloulo diferencial « integral pama fungdes & campos vetoriais, abordando
o tecremas de Green, Gauss e Stokes, com enfase na compreensdo concritual e nas aplicagfes.
Eshado das sériss numéricas & nas sériss de ﬁ.l.nq'c'les salisntando a mnudh.uli”m_, as .lp]Ii’.ih =
suas relagbes com a matemdtica do ensine bisico.

Fonte: (Ementas-PPC-MAT, 2016, p. 81)



