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RESUMO

Neste trabalho estudamos o problema de um caminhante aleatério unidimensional
em um espago finito de extensdo L limitado por duas extremidades fixas (sitios alvos),
isto é, 0 < x < L. Consideramos que o caminhante parte de uma posicao ro < L nao
equidistante das bordas. Analisamos qual é a melhor estratégia de busca para encon-
trar um destes sitios nas bordas percorrendo a menor distancia possivel. Em particular,
quando o animal nao possui informacoes sobre o espaco de busca e inicia a procura nas
proximidades de um sitio alvo a distribuicao de Lévy com parametro a =~ 1 surge como
a que otimiza a eficiéncia da busca. No presente trabalho, comparamos as eficiéncias de
buscas unidimensionais com distribuicoes de tamanhos de passos do tipo exponencial sim-
ples, exponencial dupla e lei de poténcia (que representa o limite assintdtico para grandes
passos da distribuigdo de Lévy). Realizamos um estudo extensivo da eficiéncia méxima
de cada tipo de busca a medida que L aumenta, ou seja, a medida que o ambiente se
torna progressivamente mais escasso. Para isso, trabalhamos com resultados analiticos a
partir de expressoes para a eficiéncia da busca existentes na literatura e também via o
método do operador integral. Obtemos como a eficiencia maxima 7,,: escala com L para
as trés distribuigdes quando xy < L. Nossos resultados mostram que 7,y ~ 1/L para a
exponencial simples, 7,,; ~ 1/(v/Llog L) para a lei de poténcia, e 7,y ~ 1/vL para a
exponencial dupla com comprimentos caracteristicos 7, > L e 75 = xy, 0 primeiro asso-
ciado a exponencial com peso estatistico w; & 2xq/L. Estes resultados indicam que, em
uma dimensao, a distribuicao do tipo exponencial dupla possui uma eficiéncia maxima
superior a da distribuicao lei de poténcia quando zy < L. Isto se deve, contudo, a escolha
especifica dos comprimentos caracteristicos e pesos estatisticos associados as escalas rele-
vantes do problema, z¢ e L. Argumentamos que quando o animal nao possui conhecimento
a priori sobre o espaco de busca, tal escolha é extremamente improvavel, de modo que na
auseéncia de informacoes o resultado que aponta as buscas de Lévy como as mais eficientes

permanece valido.

Palavras-chave: Buscas aleatdrias. Caminhadas aleatoérias. Distribuicao de probabili-

dade. Eficiéncia. Distribuicao de Lévy.



ABSTRACT

In this work we study the problem of a one-dimensional random walker in a finite
space of extension L limited by two fixed boundaries (target sites), i.e., 0 < z < L.
We consider that the walker starts from a position zy < L not equidistant from the
edges. We analyze what is the best search strategy to find one of the boundary sites while
covering the shortest possible distance. In particular, when the animal does not have any
information about the search space and starts searching in the vicinity of a target site, the
Lévy distribution with parameter o = 1 emerges as the one that optimizes the efficiency
of the search. Due to recent studies that question the Lévy distribution as the most
efficient and that best models the movement of animals, this research field remains very
active. In the present work, we compare the efficiencies of one-dimensional searches with
step lengths distributions in the form of a simple exponential, double exponential, and
power law (which represents the asymptotic limit of large steps of the Lévy distribution).
We perform an extensive study of the maximum efficiency of each type of search as L
increases, i.e., as the environment becomes progressively scarcer. To do this, we work
with analytical results existing in the literature for the search efficiency and also via the
integral operator method. In particular, we obtain how that the maximum efficiency 7,
scales with L for the three distributions when xy < L. Our results show that 7y, ~ 1/L
for the simple exponential, 7,,; ~ 1/(v/L1n L) for the power law, and 1,y ~ 1/v/L for the
double exponential with characteristic lengths 7 > L and 7 = x(, the former associated
with the exponential with statistical weight wy =~ 2z,/L. These results indicate that,
in one dimension, the double exponential distribution has a maximum efficiency greater
than that of the power law distribution when xqg < L. This is, however, due to the
specific choice of characteristic lengths and statistical weights closely associated with the
relevant scales of the problem, xq and L. We argue that when the animal has no prior
knowledge of the search space, this choice is extremely unlikely, so that in the absence of
any information the result that points to the Lévy search as the most efficient remains

valid.

Keywords: Random searches. Random walks. Probability distribution. Efficiency. Lévy

distribution.
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1 INTRODUCAO

Qual é a distribuicao de tamanhos de passos que um caminhante aleatério deve
adotar para encontrar de modo mais eficiente sitios alvos aleatoriamente distribuidos?
Desde 1999 a distribuicao de Lévy é geralmente considerada [64, 62] a mais eficiente
quando estamos tratando de um regime assimétrico, em que a distancia inicial do camin-
hante aleatério a um dos sitios é bem menor que as distancias iniciais aos demais sitios,
a medida que o ambiente se torna mais escasso em sitios alvos.

O objetivo dessa dissertacao é fazer uma comparacao entre as eficiéncias de difer-
entes distribuicoes de tamanhos de passos em buscas aleatérias unidimensionais. Em par-
ticular, analisaremos a eficéncia maxima da busca realizada utilizando distribuicoes do
tipo exponencial simples, exponencial dupla e lei de poténcia, que representa o limite
assintotico de grandes passos da distribuicao de Lévy.

De maneira geral, como estamos lidando com o problema da busca aleatéria, ex-
istem véarias formas de contextualizar essa busca. Nessa dissertacao abordaremos esse
problema utilizando um contexto biolégico, mais especificamente a busca de alimento por
animais, mais conhecido como o problema de “animal foraging” [62, 58].

Entretanto, apesar desta contextualizacao na busca de alimentos por animais,
observamos que os resultados desta dissertacao sao vélidos para problemas de buscas
aleatorias em geral. Para uma melhor compreensao da nossa abordagem, serao intro-
duzidos neste capitulo conceitos relevantes para o nosso estudo. De fato, neste primeiro
capitulo serao apresentados alguns conceitos comumente utilizados no ambito da fisica
estatistica, tais como caminhadas aleatérias, teorema central do limite, teorema central
do limite generalizado e os diferentes tipos de distribuigoes utilizados. No final do capitulo
faremos uma breve discussao sobre o artigo seminal [62] que introduziu as distribuigoes de
Lévy no contexto das buscas aleatorias. No capitulo 2 serd introduzido o método do op-
erador integral, que utilizaremos para obter a eficiéncia de forma numérica, também sera
introduzido o modelo para o nosso problema. No capitulo 3 é demonstrada a metodologia
para se obter expressoes analiticas para as distribuigoes exponencial simples, exponen-
cial dupla e de Lévy. No capitulo 4 apresentamos as verificacoes entre método numérico e
analitico, e apresentaremos os resultados. No capitulo 5 ocorre o fechamento da dissertagao

com a conclusao e as perspectivas futuras
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1.1 Panorama historico

Quando lidamos com o problema da busca aleatéria, estamos tratando do prob-
lema de um caminhante aleatorio que se movimenta utilizando uma dada distribuicao
de tamanhos ou duragoes dos passos para tentar encontrar um ou mais alvos. Camin-
hadas aleatérias sao amplamente estudadas na estatistica e na fisica e possuem diversas
aplicacoes [64].

Um marco da pesquisa em caminhadas aleatorias ocorreu em 1827. Nos meses de
junho, julho e agosto daquele ano, o biélogo Robert Brown observou graos de pélen imersos
em uma solugao aquosa [61]. Seus experimentos identificaram que, mesmo estando a dgua
aparentemente em repouso, os graos realizavam movimentos curtos em dire¢oes aleatérias.
Esse padrao de movimento é conhecido como movimento browniano em homenagem a
Robert Brown.

As primeiras tentativas de explicar o movimento browniano se deveram ao préprio
Roberto Brown que, ao observar que particulas inorgancias imersas em liquido também
realizavam esse tipo de movimento, logo descartou a possibiidade de que este fosse dev-
ido a algum tipo de mecanismo associado a presenca de vida. Em 1900 Louis Bachelier
publicou sua tese de doutorado “The theory of speculation” [2], ao longo da qual de-
senvolveu um modelo mateméatico para descrever o movimento browniano, utilizando o
mesmo inclusive para analisar problemas de financas. Durante sua vida Bachelier fez di-
versas contribuicoes importantes na area de dinamica estocastica e é considerado o pai da
matematica financeira.

Em 1905 Albert Einstein deu uma explicacao para esse tipo de movimento que se
tornou classica. De fato, ele assumiu que nao eram os graos de pdlen que estavam ativos,
mas que era o choque com as moléculas de dgua que gerava o movimento do pélen [20].

Nesse periodo ainda nao era largamente reconhecida a existéncia de moléculas nem
de dtomos. Assim, além de afirmar a existéncia de moléculas Einstein conseguiu também
calcular qual deveria ser o tamanho destas a partir do estudo do movimento browniano.
Em 1908 Jean Baptiste Perrin constatou experimentalmente as previsoes de Einstein para
o movimento browniano, consequentemente atestanto também a existéncia de moléculas
e dando fim a discussao sobre se o modelo atomistico molecular seria real ou nao. Devido

a essa contribuicao, Perrin ganhou o Prémio Nobel de Fisica de 1926.
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No inicio dos anos 1960s um ramo da ecologia comportamental, ou “behavioral ecol-

ogy”, iniciou o estudo da dinamica da busca de alimentos por animais [53]. Nesse contexto,
surgiram também as primeiras teorias de otimizacao das buscas aleatérias, ou “optimal
foraging theory” [64, 37, 21], que possufam como objetivo identificar quais parametros
definem a estratégia mais eficiente a ser utilizada pelos animais para buscar alimentos.

Na “optimal foraging theory” o animal procura adotar uma dinamica de busca por
alimentos que otimiza o ganho liquido de calorias [67]. E assumido que esses processos de
busca véem sendo otimizados hé milhoes de anos. Desse modo, os animais que conseguem
otimizar esse ganho caldrico desenvolvendo as melhores estratégias de busca conseguem
perpetuar a espécie via um processo evolutivo de selegao natural [67].

Nos modelos iniciais [38], para se definir qual estratégia cada espécie de animal
deveria adotar foi utilizado um nimero muito grande de varidveis relacionadas com a
habilidade de predacao, tipos de predadores, aspectos fisiologicos do animal, entre out-
ras caracteristicas. Utilizando estas propriedades, tentou-se fazer uma modelagem para
observar qual ou quais caracteristicas importariam mais para a estratégia de cada espécie.

Foi desenvolvida uma grande quantidade de trabalhos nos anos seguintes para de-
terminar que variaveis seriam relevantes para a otimizacao da eficiéncia da busca por
alimentos. Contudo, essa abordagem comecou a ser deixada de lado devido, entre out-
ros aspectos, a dificuldade para a sua validagao através de estudos de laboratério e em
observagoes de campo [64] ocasionada pelo grande nimero de varidveis utilizadas na mod-
elagem.

Nos anos 1990 teve inicio uma abordagem multidisciplinar intensa entre a fisica e
a biologia para compreender melhor a “optimal foraging theory”. Nesse contexto foram
utilizados métodos e ideias provenientes da fisica estatistica [64]. De fato, ao invés de
estudar as caracteristicas especificas de cada espécie animal, como na abordagem classica
anterior, comecou-se a observar os padroes gerais de movimento dos animais. Com isso foi
possivel reduzir o nimero de variaveis, fixando o foco apenas no comportamento estatistico
global durante a busca e facilitando assim a aplicagao da teoria a anédlise dos dados
experimentais [64].

Uma fragao consideravel dos estudos de busca aleatéria no contexto de “animal
foraging” assume como hipétese que o animal nao possui conhecimento prévio sobre a

localizacao das suas presas ou sitios de comida. Nesse sentido, o problema de um animal
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procurando por alimentos torna-se analogo ao problema da busca aleatéria em fisica es-

tatistica. No mundo real, contudo, sabe-se que animais podem de fato ter algum nivel
de conhecimento sobre o ambiente da busca, o qual pode ser maior ou menos depen-
dendo da espécie. Uma teoria de buscas que incorpore esse nivel de conhecimento e os
mecanismos que levam a deteccao dos sitios alvos deve ser, em principio, um objetivo
a ser perseguido na “optimal foraging theory”. Entretando, no presente trabalho iremos
assumir que nenhuma informagao sobre o espaco de busca estd disponivel ao animal, o
qual portanto se comportard como uma particula executando uma caminhada aleatoria.
Ao longo dessa dissertacao, analisaremos qual deve ser a melhor estratégia de busca que
leva ao encontro dos sitios alvos percorrendo a menor distancia possivel em um espago de
busca unidimensional.

Desde o comego do estudo do movimento dos animais, diversos modelos foram
empregados na andlise da sua dinamica [64]. Nos primeiros modelos mateméticos era
assumido que os passos nao possuiam correlacoes entre si, ou seja, a direcao e o com-
primento do passo do caminhante aleatorio em um dado deslocamento nao dependem
da direcao e do comprimento que ele assumiu em nenhum dos outros passos anteriores.
Como consequéncia, a posicao do caminhante aleatério apds cada passo s6 depende da
sua localizagao anterior. Desse modo, como a posicao do caminhante apds o passo 7 + 1
s6 depende da sua posicao apds o passo ¢, entao o sistema possui a propriedade de ser
markoviano [65].

Quando o caminhante aleatério nao possui nenhuma tendéncia direcional, a cada
passo uma nova direcao ¢ escolhida aleatoriamente segundo uma distribuicao de angulos
uniforme no intervalo 27 rad. Por outro lado, se a distribuicao que rege o tamanho dos
passos ¢ bem comportada, ou seja, se ela possui primeiro e segundo momentos finitos, e
os tamanhos de passos sao descorrelacionados (ou guardam, no méaximo, correlagoes de
curto alcance entre si), entao no limite em que o caminhante realiza um nimero grande de
passos a soma dos tamanhos dos passos, que essencialmente esta associada a posicao do
caminhante, é governada pelo teorema central do limite (TCL) [23], o qual abordaremos
mais a frente. Nesse caso, o caminhante aleatério segue um processo de difusao usual (ou
normal) [65], segundo o qual ele se comporta estatisticamente da mesma forma como se
utilizasse uma distribuicao gaussiana de passos. No contexto da otimizacao da eficiéncia

de busca, o problema das distribuicoes de passos governadas pelo TCL é que nesse caso o
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caminhante revisita uma mesma posicao diversas vezes, sem conseguir, portanto, explorar

eficientemente regioes mais distantes do espago de busca, diminuindo assim a eficiéncia
do processo de procura.

Em alguns casos, apds se observar o movimento de animais em busca por alimentos
foi constatado que ha em algumas espécies uma tendéncia a seguir ao longo da mesma
direcao durante algum tempo [64]. As primeiras abordagens tedricas para explicar esse
tipo de comportamento se deram essencialmente a partir de uma adaptacao do movimento
browniano na forma das chamadas caminhadas aleatdrias correlacionadas, ou “correlated
random walks” [42]. Nesse caso, para adaptar a tendéncia dos animais de seguirem em uma
dada direcao por algum tempo foi introduzida uma nova variavel denominada persisténcia.
Esse tipo de caminhada foi muito utilizado na literatura para modelar a dinamica de
diversas espécies de animais [35, 16, 28].

Na presenca de persisténcia é gerada uma tendéncia, ou “bias”, direcional no movi-
mento do animal. Estatisticamente, a probabilidade de se manter ao longo da mesma
direcao diminui a medida que mais passos colineares sao realizados. E importante notar
que se a distribuicao dos tamanhos dos passos possui segundo momento finito entao as
caminhadas aleatérias correlacionadas sao governadas pelo TCL, caso as correlagoes en-
tre passos possuam duragao (ou extensao) muito menor que a duragdo ou tamanho total
da caminhada. Desse modo, como veremos a seguir, podemos afirmar que a soma dos
tamanhos dos passos nas caminhadas aleatérias correlacionadas também tende para uma
distribuicao normal.

Como dito antes, a abordagem multidisciplinar entre a fisica e a biologia no caso
do problema de “animal foraging” se intensificou a partir dos anos 1990, quando varios
conceitos da fisica estatistica passaram a ser aplicados nesse contexto. Alguns destes con-
ceitos estavam relacionados a superdifusao, geometria fractal, entre outros. Em razao da
semelhanca entre os padroes dos movimentos dos animais e aqueles gerados por um camin-
hante aleatério com uma distribuicao de tamanhos de passos de Lévy, que descreveremos a
seguir, deu-se inicio a partir do final dos anos 1990s a aplicagao mais sistematica dos voos
ou caminhadas de Lévy para estudar o problema da busca de alimentos por animais [62],
principalmente no caso de ambientes com baixas densidades de recursos.

A distribuicao normal consegue explicar bem o movimento de animais em ambi-

entes com abundancia de alimentos [64, 62, 32]. Contudo, no regime de escassez de recursos
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ela nao consegue justificar a existéncia de longos deslocamentos nos dados empiricos. Ao

se utilizar a distribuicao de Lévy para os tamanhos de passos foi observado que a dinamica
de uma grande quantidade de animais conseguia ser modelada adequadamente, explicando
inclusive a presenga dos longos passos [64, 62, 32].

A principal caracteristica da distribuicao de Lévy é o fato dela nao satisfazer o TCL,
uma vez que o seu segundo momento diverge. Por isso, para explicar a distribuicao de
uma soma de variaveis aleatorias com segundo momento divergente é necessario o uso do
teorema central do limite generalizado [64]. Esse tema serd explicado com mais detalhes
nas préximas secoes. Devido ao TCL nao ser valido para distribuicoes de Lévy, a sua
dinamica nao pode ser considerada normal, como, por exemplo, ocorre com a dinamica
observada com uma distribuicao gaussiana de tamanhos de passos. Ao invés disso, a
dinamica de um caminhante aleatério com distribuicao de passos de Lévy possui um
carater superdifusivo, com a distancia média quadratica do caminhante crescendo em
funcao do seu niimero de passos de uma forma mais rapida do que no caso de distribuigoes
de tamanhos de passos governadas pelo TCL.

Em 1999 foi descoberto [62] que a distribui¢ao de tamamhos de passos mais eficiente
para as buscas aleatérias é a distribuicao de Lévy, resultado este que foi corroborado pela
analise de dados empiricos de algumas espécies. Desde entao, deu-se inicio a ideia de que
a distribuicao de Lévy teria resultado do processo evolutivo dos animais em funcao das
vantagens obtidas na busca por alimentos, hipétese esta que ficou conhecida como “Lévy
flight foraging hypothesis”.

Apo6s alguns anos foram introduzidos outros modelos concorrentes para as buscas
aleatdrias [64], alguns dos quais incorporando ideias surgidas a partir do trabalho original
de 1999. Um destes modelos constitui as chamadas caminhadas aleatérias intermitentes,
cujo diferencial consiste em dividir o movimento realizado pelo animal em dois estados,
um de busca propriamente dita e o outro de deslocamento entre estados de busca. Durante
o estado de busca o caminhante executa um movimento browniano, realizando uma busca
detalhada nos arredores da sua posicao atual. Este é o tinico estado em que um sitio alvo
pode ser detectado. Por outro lado, durante o estado de deslocamento o animal se move
de forma balistica. Durante esse movimento nao é possivel realizar a detec¢ao de um sitio
alvo. O parametro utilizado para otimizar esse modelo é o tempo que se passa em cada

um dos estados.
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O modelo intermitente sofreu, entretanto, criticas por nao ser biologicamente realistico,

devido a adaptacgao responsavel por encontrar os alvos ser “desligada” durante uma das
fases de busca. Assim como outros modelos, as caminhadas aleatérias intermitentes obede-
cem ao TCL, isto é, apés um ntimero grande de passos temos uma dinamica de movimento
com difusao normal similar a observada com uma distribuicao gaussiana de tamanhos de
Passos.

Atualmente o debate sobre qual é a melhor estratégia dos animais para se buscar
alimentos ainda persiste. Entre as principais estratégias que competem por essa posicao
encontram-se as ja citadas caminhadas aleatérias correlacionadas, caminhadas aleatérias
intermitentes e os voos ou caminhadas de Lévy, com algumas variagoes ocorrendo entre
elas. Uma parte consideravel da comunidade cientifica concorda que a estratégia mais
eficiente e que melhor descreve o movimento dos animais ¢ a de Lévy [62], embora essa
afirmacao nao seja unanime entre os pesquisadores. De fato, alguns trabalhos recentes
vem questionando essa ideia e apontam as caminhadas correlacionadas compostas como
uma alternativa as distribuicoes de Lévy [45, 34, 5].

O trabalho realizado nessa dissertacao é focado em comparar algumas distribuigoes
de tamamhos de passos no que diz respeito a eficiéncia das buscas aleatérias unidimen-
sionais. Em principio, o problema de encontrar essa distribuicao, seja em buscas unidi-
mensionais ou em espagos de dimensoes superiores, ¢ importante nao somente no contexto
de “animal foraging”, mas também para muitos outros sistemas que lidam com a neces-
sidade de otimizagao de buscas, como na extragao de petréleo [18], telefones celulares
procurando por antenas [26], computadores procurando por informagoes aleatdrias em
um conjunto de dados [44], lasers aleatdrios [54], criptografia [44], entre diversos outros

problemas praticos e tedricos associados.

1.2 Teorema central do limite

O teorema central do limite (TCL) é um dos teoremas mais importantes da es-
tatistica. No contexto das amostragens aleatdrias de um dado evento estatistico, o TCL
garante que a distribuicao dos valores obtidos a partir da média de uma grande quanti-
dade de amostras é dada pela distribuicao normal ou gaussiana se a variancia e a média da
populacao forem finitas. Equivalentemente, no contexto de variaveis aleatérias obtemos

que a distribuicao gerada pela soma de uma grande quantidade de varidveis aleatérias com
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primeiro e segundo momentos finitos é dada pela distribui¢do normal, caso tais variaveis

sejam estatisticamente independentes ou apresentem correlagoes de alcance limitado. O
TCL é o motivo pelo qual as distribuigdes normais sdo tdo comuns na natureza [23].

O TCL é uma ferramenta tedrica muito util, que serve como uma das bases para a
inferéncia estatistica. Ele é utilizado, por exemplo, para explicar o tipo de difusao gerado
por um caminhante aleatério browniano, entre diversas outras aplicagoes [23].

Nesta secao sera feita uma rapida introducao a alguns conceitos basicos da es-

tatistica e uma demonstracao simples do TCL.

1.2.1 Motivagoes

Qual é a probabilidade de escolher um numero que esteja contido no intervalo
[0.4,0.5] sabendo que qualquer nimero pode ser escolhido em [0, 1]? Como existem infini-
tas possibilidades de se escolher um nimero no intervalo [0, 1], serd necessario o conceito
de funcao densidade de probabilidade para responder essa questao.

A funcao densidade de probabilidade d& informacao sobre a probabilidade relativa
de se obter um dado resultado de uma varidvel aleatéria. Se a densidade de probabilidade
de uma varidvel aleatéria x é denotada por f(z) entdo a probabilidade de se obter um
valor da varidvel no intervalo [z, z+dz] é f(z)dz. Com isso, a probabilidade de se escolher
um valor de = dentro da faixa [a, b] é dada por p(a,b) = fab f(x)dx.

Utilizando esse conceito, temos que a densidade de probabilidade para escolher

algum numero no intervalo [0, 1] é dada por

f(x) =1, 0<z<l;
(1.1)

f(z) =0, r<0 ou x>1

Na Fig. Figura 1 mostramos a densidade de probabilidade de escolher um nimero
entre [0, 1], a qual é uma distribui¢ao uniforme. Essa distribuigao é dita uniforme devido
ao fato da escolha de qualquer resultado ser equiprovavel. Quando é feito o histograma
de um grande nimero (N — 00) de sorteios dessa varidvel aleatéria, obtemos um grafico
que € igual ao da densidade de probabilidade correspondente. De fato, na Fig. Figura 2
ilustramos o histograma obtido a partir de 10000 amostras da distribuicao da Eq. (1.1),

onde observamos que a curva gerada é aproximadamente uma constante no intervalo.
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Figura 1: Densidade de probabilidade de se escolher um nimero no intervalo [0, 1]. Esse
¢ um exemplo de uma densidade de probabilidade uniforme.
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Figura 2: Histograma obtido a partir de 10000 amostras da distribui¢ao uniforme dada
pela densidade de probabilidade definida na Eq. (1.1).
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Se ao invés de a variavel aleatdria ser tratada como uma tunica amostra da dis-

tribui¢ao uniforme, considerarmos ela como uma composicao formada pela média de uma
amostra grande em que cada componente da amostra possui distribuicao uniforme, entao

esta nova variavel aleatoéria pode ser escrita como

Z?:l f(z:)

F(z) = "

, (1:2)
em que f; denota uma variavel aleatéria que possui distribui¢cao uniforme e n é o nimero
de variaveis somadas.

Quando tratamos dessa média ao invés de uma amostragem individual e plotamos o
seu histograma, como foi feito no caso anterior, se observa um comportamento totalmente
diferente. De fato, ao invés de termos algo proximo da densidade de probabilidade de
uma distribuicao uniforme, obtemos uma curva que mais se assemelha a um sino. Essa
distribuicao em formato de sino é chamada de curva de Gauss ou gaussiana, e é a mesma
curva gerada pela densidade de probabilidade de uma distribuicao normal.

Na Fig. Figura 3 podemos observar o histograma gerado por 10000 amostras que
sao obtidas a partir da distribui¢ao dada pela Eq. (1.2). Notamos que ela possui o mesmo

formato caso tivesse sido gerada por uma distribui¢ao normal.
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Figura 3: Histograma gerado pela variavel aleatéria definida pela Eq. (1.2) com n = 10000.

O formato dessa curva é obtido pelo TCL, isto é, esse teorema demonstra que a

densidade de probabilidades gerada pela soma de um nimero grande de eventos tende a
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forma gaussiana quando as condi¢oes mencionadas acima sao satisfeitas.
Esta caracteristica nao é algo particular da distribui¢ao uniforme. De fato, para

mostrar isso vamos considerar uma distribuicao exponencial que possui a forma

flz)=¢e". (1.3)

Quando sao realizados os mesmos passos feitos anteriormente, obtemos os mesmos resul-
tados, como pode ser observado na Fig. Figura 6. Na Fig. Figura 4 mostramos o grafico

da densidade de probabilidade para a distribuicao exponencial.
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Figura 4: Densidade de probabilidade da distribuigao exponencial definida na Eq. (1.3).

Na Fig. Figura 5 temos a frequéncia gerada por amostras individuais, assim como
foi feito na Fig. Figura 2. Agora, redefinindo uma nova varidvel aleatéria com uma dis-

tribuicao que é composta pela média de n distribui¢oes dadas pela Eq. (1.3), obtemos

. , (1.4)

que é essencialmente a mesma expressao da Eq. (1.2), porém com cada p(x;) seguindo a
distribuicao obtida a partir da Eq. (1.3).

Na Fig. Figura 6 mostramos o histograma gerado pela Eq. (1.4) com 10000 amostras.
Observamos a mesma forma de sino que obtivemos na Fig. Figura 3. Isso acontece devido

ao fato de ambas as distribuigoes seguirem o TCL. Na préxima segao desenvolveremos
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Figura 5: Histograma obtido a partir de 10000 amostras da distribuicao exponencial
definida pela densidade de probabilidade da Eq. (1.3).
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Figura 6: Histograma gerado pela densidade de probabilidade definida pela Eq.1.4 com
n = 10000.
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alguns conceitos matematicos necessarios para a demonstracao do TCL.

1.2.2 Conceitos Bésicos TCL

Antes de realizar a demonstragao do TCL, precisaremos de alguns conceitos bésicos
de estatistica. Como observamos na secao anterior, o TCL surge quando temos uma

variavel aleatéria na forma
n
i=1

Se o conjunto de variaveis aleatorias X; satisfaz as condigbes apresentadas na se¢ao ante-
rior, entao o TCL garante que a distribuicao de Y,, tende para uma distribuicao normal
no limite n — oc.

Como observamos acima, Y,, é uma variavel aleatoria formada pela composicao de
outras variaveis aleatérias X;. Usualmente se tem conhecimento da densidade de proba-
bilidade w(z) associada a X;, mas é importante saber como obter a densidade de proba-
bilidade conjunta relacionada com Y,,.

Vamos iniciar a analise com o caso particular em que n = 3. Podemos utilizar nesse
caso a analogia com a escolha de um ponto dentro de um intervalo em uma reta. Para
n = 3, no entanto, precisamos considerar a probabilidade de escolher um ponto dentro de
um cubo.

Como foi dito anteriormente, consideremos que a probabilidade de escolher um
ponto em um intervalo no eixo z seja w(z)dz. Supondo que a mesma distribuigao também
se aplique ao eixo y, a probabilidade correspondente serd w(y)dy. De forma similar, w(z)dz
é a respectiva probabilidade de escolha de um ponto em um intervalo no eixo z. Se as
variaveis x, y e z sao estatisticamente independentes, a probabilidade conjunta de escolher
um ponto dentro do cubo formado pela uniao destes trés intervalos serda dada pelo produto

das respectivas probabilidades individuais [22], isto é,
P(z,y,z) = w(z)w(y)w(z)dzdydz.

Teremos entao que a densidade de probabilidade associada a escolha de um ponto no cubo
serd w(x,y, z) = w(x)w(y)w(z).
Generalizando o resultado anterior para um sistema com n variavies aleatodrias z;

com distribuigoes associadas p(x;), temos que a densidade de probabilidade w(Y') associ-



27

ada a variavel aleatoria Y, é
n

w(y) =[] plan). (15)

i=1
Assim como observamos no exemplo anterior, para esse resultado ser valido as variaveis
aleatdrias individuais precisam ser estatisticamente independentes [22].

De posse da funcao densidade de probabilidade, podemos introduzir o conceito de
funcao caracteristica, a qual constitui uma forma alternativa de realizar uma descrigao
estatistica de uma varidvel aleatéria de modo a tornar mais simples a demonstragao do
TCL. De fato, utilizando a funcao caracteristica é possivel descrever a variavel aleatéria
a partir dos momentos da sua distribuicao.

A fungao caracteristica pode ser obtida a partir da transformada de Fourier da

funcao densidade de probabilidade, isto é,

G(k) = /OO w(X)e*dx, (1.6)

o0

em que G(k) é a fungdo caracteristica e w(z) a fungao densidade de probabilidade origi-
nal da varidvel aleatéria z. E possivel também obter a densidade de probabilidade rela-

cionada a essa varidavel aleatéria a partir da funcao caracteristica fazendo o processo de

[ e G (k)dk
w(x)—/ — (1.7)

transformacao inverso,

o0
Retornando para a Eq. (1.6), podemos realizar uma expansao em série de e’®

obtendo

G(k) = /_ h drw(r) Y (ike)’ (1.8)

n.

Utilizando a defini¢ao do n-ésimo momento de uma distribuicao [47], dado por

<z >= /_OO w(x)z"dx, (1.9)

[e.9]

e substituindo a Eq. (1.9) na Eq. (1.8), obtemos

G(k) = i (Z:Rj <l >. (1.10)

De posse desses poucos conceitos, ja é possivel desenvolver a demonstragao matematica
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do TCL.

1.2.3 Demonstracao

Para iniciar a demonstracao do TCL, primeiramente definiremos a variavel aleatéria

que iremos tratar, a qual é dada por

Como observado acima, Yy é uma variavel aleatéria definida a partir da média de um
conjunto de N varidveis aleatorias x; independentes e identicamente distribuidas com
média (z). Na demonstracao a seguir utilizaremos a transformacao de variaveis Z; =
x; — (x), que é 1til para facilitar os cédlculos. De fato, todas as contas podem ser feitas
em termos das varidveis Z; com média nula. E importante notar que a densidade de
probabilidade associada a variavel aleatéria Yy nao sofre alteracao devido a essa mudanca,
uma vez que w(x;) = w(Z;).

Utilizando a varidvel aleatéria Z; e a Eq. (1.8) temos que

GZ(K):/ dxw(x)eik(x;<x>)

[ oS 5

- /_dew@) <1+ik~’“—N<x> _%Q(x—N<x>)2+...> (1.12)
(e s L
(1ot x22>N2—<$>2 )

em que foi feita a expansdo da exponencial em torno do k(z—(x))/N = 0. Com isso temos
uma expressao que é valida para valores de k préoximos de zero. Utilizando a definicao de
variancia,

< (Az)? >=< 2*® > —(z)?, (1.13)

em conjunto com o limite N — oo, observamos que os termos acima de segunda ordem
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na Eq. (refeq:1.12) nao sao relevantes, de modo que

B k?* < (Ax)? >>.

G2(K) = (1 2N?

(1.14)

Como as varidveis aleatérias Z; = x; — () sdo estatisticamente independentes,

obtemos a fungao caracteristica de Yy como o produtério das funcgoes caracteristicas

Gz (K), de modo que

k* < (Az)? >\ N
G k:(l——) ) 1.15
(k) = (1.15)
Aplicando o log de ambos os lados da equacao acima,
k< (Az)? >
utilizando que log(1 — z) &~ —x para |z| < 1 e substituindo na Eq. (1.16) obtemos
k* < (Az)* >
log(Gy (k) = ———w—
. 2N (1.17)
k Az
Gy (k) = e 55—,

Utilizando agora a Eq. (1.7) para obter a funcao densidade de probabilidade a partir da

fungao caracteristica da Eq. (1.17), ficamos com

_kK2<(az)?>

o] eikxe —N
p(z) = /_ N o dk
(1.18)

N __ Na?
— - e 2<(Az)2> .
\/27T < (Ax)? >

Desse modo, obtemos a expressao da distribuigao normal, em que nao especificamos qual

distribuicao original foi utilizada. Observamos que nessa demonstracao foi necessario as-
sumir que os primeiros momentos da distribui¢ao original sao finitos, fazer N — oo e
considerar as variaveis aleatérias estatisticamente independentes. No nosso caso obtive-
mos uma gaussiana com média nula devido a escolha da varidvel aleatoria feita acima. O

seu desvio padrao é dado por

< (Az)? >1/2

VN

< (AYy)? >12= (1.19)
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O desvio padrao possui relagao com o deslocamento quadratico médio de um caminhante

aleatorio em funcao do nimero N de passos dados. De fato, se representarmos o deslo-
camento do caminhante no passo i pela varidvel Z; com distribuicao que segue o TCL,
entdo < (AYy)? >Y20c NY/2 Essa relacdo caracteriza o dito regime de difusdo normal
ou padrdo. Para regimes de difusdo anomala, observamos que < (AYy)? >'/20c N¥, com

v > 1/2 para o regime superdifusivo e v < 1/2 para o subdifusivo.

2 =@i—(z))

Como comentamos, na demonstracao acima foi utilizada a variavel Yy = ~

para obtermos uma gaussiana centrada em zero. Se nao considerarmos o termo de () na
definigao de Yy, simplesmente obtemos uma gaussiana centrada em (z), como dito ante-
riormente.

Na préxima secao sera discutido brevemente o TCL generalizado, que é vélido

quando os primeiros momentos da distribuiucao original nao sao finitos.

1.3 Teorema central do limite generalizado

Na secao anterior discutimos sobre o TCL, responsavel pelo fato da distribuicao
da soma de um numero grande de variaveis aleatorias independentes, com primeiro e
segundo momentos finitos, convergir para uma distribuicao normal. Devido ao fato de
diversos sistemas satisfazerem essas condicoes, é possivel encontrar distribuicoes normais
de forma tao frequente na natureza.

Entretanto, o que acontece se nao for necessario impor que o primeiro e o segundo
momentos sejam finitos? Para qual distribui¢ao essa soma converge, ou mesmo se ocorre a
convergeéncia para alguma classe de distribuiges [40]7 O responséavel por responder essas
perguntas foi o matematico francés Paul Pierre Lévy. Ele mostrou que a densidade de
probabilidade da soma de variaveis aleatorias independentes com distribuicao exibindo o
segundo momento infinito converge para a chamada familia de distribuicoes a-estaveis de
Lévy [40, 36], que estudaremos nessa e nas proximas se¢oes. Mas, primeiramente, o que é
uma distribuicao estavel?

Podemos dizer que uma distribuicao de probabilidades é estavel quando a soma

de diversas varidveis aleatorias que seguem essa distribuicao também segue a mesma
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distribuicao, a menos de um fator de escala, isto é,

N
Z a;x; i beL' + dN, (120)

i=1
em que a; sao constantes positivas e x; e x sao variaveis aleatorias que seguem a mesma
distribuicao. Se essa relacao é valida para dados by e dy positivos, entao a distribuicao
que rege z; e x é dita estavel. O simbolo 2 acima significa que os dois lados da equacao
sao regidos pela mesma distribuicao.

A distribuicao mais comum que satisfaz esse requisito é a distribuicao normal, ja
que, como vimos na secao anterior sobre o TCL, uma varidvel dada pela soma de varias
variaveis aleatdrias com distribuicao gaussiana também é distribuida gaussianamente.
O matematico francés Augustin-Louis Cauchy encontrou em 1853 outras distribuigoes
estaveis, além da distribuicdo normal, que podem ser obtidas a partir da funcao carac-
teristica

Gn(k) = e NH", (1.21)

Desta familia de fungoes caracteristicas, a que ficou mais famosa, com excecao da gaussiana

com « = 2, foi o caso em que o = 1, que possui densidade de probabilidade dada por

IR S
7N 1+ (z/N)?
1 T

= vy

pn(z) =
(1.22)

Essa expressao é conhecida como distribuicao de Cauchy, sendo famosa também por ser
um dos poucos casos de distribuicoes estaveis que possuem expressao analitica em termos
de fungoes elementares. Os outros dois casos sao a prépria distribuicao gaussiana e a
distribui¢ao de Lévy com o = 1/2 e f = 1 (ver a definicao do parametro [ a seguir). Na
expressao acima é possivel observar a relacao entre a adicao de N variaveis aleatérias e a
distribuigao correspondente gerada [36, 40].

Algo muito interessante sobre as distribuigoes obtidas por Cauchy é que apesar
de serem estaveis elas nao possuem o segundo momento definido, o que as faz nao serem
governadas pelo TCL. Essas distribuigoes estaveis que possuem o segundo momento di-
vergente obedecem o chamado TCL generalizado, discutido a seguir.

Em 1930 Lévy generalizou o resultado acima mostrando que tanto a distribuicao
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de Cauchy quando a distribuigao normal sao casos limites de uma familia mais ampla de

distribuicoes estaveis, chamadas de distribuicoes a-estaveis de Lévy, as quais podem ser

obtidas a partir da funcao caracteristica [40],

(k) = e WTiBtan(yemn®)

(1.23)
_ o WO+iBgsm ) os(K) o ]

em que 0 < a <2, —1 < < 1esgn(z)éa fungdo sinal, que possui valor +1 se x for
positivo e —1 se x for negativo. O parametro 3 é utilizado como medida da simetria da
distribuigao. Por exemplo, distribui¢oes simétricas em que p(x) = p(—=z) sdo obtidas com
B = 0. Com a expressao acima temos uma generalizacao das distribuicoes estaveis, sendo
a =1 e a =2 os casos particulares correspondentes, respectivamente, as distribui¢oes de
Cauchy e gaussiana.

Apesar de nao existirem resultados analiticos fechados em termos de fungoes ele-
mentares para as densidades de probabilidades p(x) de Lévy obtidas a partir da transfor-
mada de Fourier da funcao caracteristica acima, além dos trés casos mencionados acima

e os obtidos em [14, 15, 52], podemos obter uma expressao para o seu limite assintético,

p(r) < T'(a) sin(?)x’(o‘“), T — 00, (1.24)

como discutiremos na proxima secao, em que 0 < a < 2 e I' denota a funcao gama.
Observamos, portanto, que no regime assintético as distribuigoes de Lévy (com excegao
do caso limite gaussiano) decaem com x em termos de uma lei de poténcia com expoente
a + 1. Esse fato sera amplamente utilizado nas andlises desta dissertacao.

Nessa secao vimos a existéncia de distribuicoes estaveis com indice de Lévy 0 <
a < 2 que possuem segundo momento divergente e satisfazem o TCL generalizado. Vimos
também que a distribuicao gaussiana, governada pelo TCL, corresponde ao caso limite
em que a = 2. O fato da familia de distribuigoes a-estaveis de Lévy incluir tanto as dis-
tribuicoes estaveis que satisfazem o TCL quanto as que satisfazem o TCL generalizado é
de suma importancia, pois ao trabalhar com as distribuicoes de Lévy conseguimos encon-
trar diferentes regimes de difusao variando apenas o parametro «. De fato, enquanto para
a = 2 temos um regime difusivo normal, para 0 < a < 2 o regime superdifusivo emerge,

0 que sera essencial para a aplicacao da distribucao de Lévy em modelos de distribuigoes
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de tamanhos de passos em buscas aleatérias.
Na proxima secao serao discutidos mais aspectos da distribuicao de Lévy, princi-
palmente algumas caracteristicas relacionadas com a sua forma assintética do tipo lei de

potencia.

1.4 Distribuicao de Lévy

A distribuicao de Lévy tem sido utilizada na modelagem de problemas em diversas
areas, como, por exemplo, na andlise da estatistica dos intervalos de tempo necessarios
para recordar palavras de uma dada categoria [51]. Nesse trabalho foi encontrado que tais
intervalos seguem uma distribuicao de Lévy, e que a eficiéncia na recuperagao da memoria
das palavras é otimizada quando a ~ 2.

Em outro exemplo [43] foi encontrado que a distribuigdo de Lévy também rege a
distribuicao de intervalos de tempo entre duas batidas do coragao. Nesse caso, dependendo
do valor de « foi possivel determinar o quao saudavel encontra-se o coracao.

Além destas, existem também aplicacoes diversas em outras areas, tais como em
lasers aleatdrios [25], cintilagoes interestelares [6] e a inversao dos polos magnéticos da
Terra [13], além de inimeros outros sistemas.

Estes sistemas sao bem descritos pela distribuicao de Lévy gracas ao fato desta
ser mais adequada para lidar com eventos estatisticos raros, devido ao seu decaimento
assintotico mais devagar com uma lei de poténcia quando 0 < a < 2, ao invés de uma
exponencial, como vimos na secao anterior. Essa caracteristica no decaimento do tipo lei
de poténcia da distribuicao é comumente chamada na literatura de cauda pesada ou cauda
longa, “heavy tail” ou “long tail” [24].

Na Fig. Figura 7 mostramos uma comparagao entre a distribuigdo normal (o =
2) e de Cauchy (o = 1). Nela observamos que a distribuicdo normal decai muito mais
rapidamente que a de Cauchy, que possui uma cauda longa ou pesada.

Conforme discutido na secao anterior, devido ao comportamento superdifusivo de
um caminhante aleatério com distribuicao de tamanhos de passos dada pela distribuicao
de Lévy, esta tem sido largamente utilizada para modelar diversos problemas de buscas
aleatérias. Em particular, um contexto em que essa modelagem teve especial sucesso foi
o problema da busca de alimentos por animais em ambientes escassos [63].

Nesse contexto, o comportamento superdifusivo é responsavel pelo fato do animal
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Figura 7: Comparagao entre as distribuigoes normal (o = 2) e de Cauchy (o = 1). A linha
continua azul ilustra a distribuigdo normal, com fungao densidade de probabilidade (ou

x

e

“probability density function”, PDF) dada por p(x) = \/; , enquanto a linha continua

verde denota a distribui¢ao de Cauchy com PDF p(x) = m

retornar um nimero menor de vezes a um lugar que ja foi visitado anteriormente, quando
comparado com a dinamica difusiva, aumentando assim a eficiéncia da busca. De fato, ao
longo dos anos tem-se observado que diversas espécies de animais adotam a distribuicao
de Lévy de tamanhos ou duragoes de passos em processos de busca [64]. Esse resultado
motivou o desenvolvimento da chamada “Lévy flight foraging hypothesis” [64], que sera
mais discutida mais adiante.

Quando consideramos deslocamentos aleatorios realizados com uma distribugao de
tamanhos de passos de Lévy, temos essencialmente duas possibilidades: os voos de Lévy
(ou Lévy flights) e as caminhadas de Lévy (ou Lévy walks) [55, 56, 68]. Nos voos de Lévy
o caminhante da saltos instantaneos. Devido a esse fato, o caminhante se locomove por
varios pontos do espaco sem ter um intervalo de tempo definido para esses deslocamentos.
Como nao existe uma relagao definida entre tempo e distancia percorrida nao é possivel
obter o deslocamento médio quadratico em funcao do tempo, e por essa razao existem
dificuldades de aplicar rigorosamente os voos de Lévy a problemas realisticos.

Por outro lado, nas caminhadas de Lévy o caminhante realiza o seu percurso com
uma dada velocidade, que pode ser constante. Devido a isso é possivel estabelecer uma

relacao matematica entre o seu deslocamento médio quadratico e o tempo transcorrido
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ao longo da caminhanda. Em particular, se assumimos que a velocidade do caminhante é

v = 1 entao o tempo e a distancia percorrida em cada passo sao equivalentes.

Na secao anterior mostramos como tratar a distribuicao de uma variavel aleatéria
Yy dada por uma composicao de N outras variaveis aleatorias z;. O formalismo é exata-
mente o mesmo se consideramos a variavel Yy como a soma ¢ = Zf\il x; dos desloca-
mentos x; realizados em N passos de um caminhante aleatério. Nesse caso, assumimos
que o deslocamento de cada passo possui distribuicao segundo a funcgao caracteristica ¢;,
a qual é idéntica para todos os passos. Temos entao que a densidade de probabilidade
p(¢,N) é dada pela inversa da transformada de Fourier da composi¢ao das N fungoes

caracteristicas, como foi feito na Eq. (1.7), isto é,

pEN) = o [ S g Yar

2

1” . (1.25)
ikl N

— k)Y dk.

5= [ ot

No caso da distribuicao de Lévy, a funcao caracteristica é dada pela Eq. (1.23),

(k) = e M (=B ysion(k) o 4,

= o MOHBFsion( log(lk) o 1.

Assumindo agora que o caminhante nao tem uma preferéncia de direcao, o que faz com
que = 0, escrevemos

(k) = e 8", (1.26)

onde generalizamos a expressao anterior para incluir um fator de escala ¢, que terd um
papel importante no estudo realizado adiante das distribuicoes do tipo lei de poténcia
que constituem o limite assintético da Lévy, como vimos. Substituindo a Eq. (1.26) na
Eq. (1.25) obtemos

1

p({,N) = ﬁ/ ekl NEGIF® g1 (1.27)

A parte imaginaria da integral serda nula devido a paridade impar do seu integrando. Na

parte real temos uma fungao par no integrando, de modo que

™

p({,N) = l/ cos(ke)e NG dk. (1.28)
0
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Expandindo o integrando em série de Taylor com 0 < o < 2 e definindo

p=oa+1,

de modo que 1 < p < 3, obtemos que o termo principal da distribuicao de Lévy no limite

assintotico de grandes ¢ é dado por

o) = NS =012 (o)1 ey 129
em que [' é a fungdo gama. Portanto, podemos observar na Eq. (1.29) a presenca do
decaimento assintético da distribuicao de Lévy na forma de uma lei de poténcia.

Para efeito de calculo, é bem mais facil lidar com distribuicoes do tipo lei de
poténcia do que com as distribuigoes de Lévy, uma vez que, como comentado, estas pos-
suem forma fechada escrita em termos de funcoes elementares apenas nos casos a = 1
(Cauchy) e a = 2 (gaussiana) quando 5 = 0. Por esse motivo, adotaremos ao longo dessa
dissertagao a distribuicao de lei de poténcia para os tamanhos dos passos do caminhante
aleatorio, de modo que, quando aqui nos referirmos a distribuicao de Lévy, na verdade

estaremos utilizando a distribuicao

1
> 4,
€] (1.30)
p(f) =0 0] < Lo,

p(f) = A,

em que Ay é a constante de normalizacao. O truncamento observado acima para valores de
|¢| menores que ¢y é necessario para normalizar a distribuigdo. Além disso, como tratare-
mos de buscas unidimensionais, o sinal de ¢ é um indicador do sentido que o caminhante
ird seguir: se o sinal for negativo o caminhante segue para a esquerda e se for positivo
para a direita. A escolha do sentido esquerda ou direita é feita de modo equiprovavel, isto
é, p(¢) = p(—¥), de modo que justificamos a escolha 8 = 0 para o parametro de assimetria
da distribuicao de Lévy.

Ap6s o célculo da constante de normalizagao (ver também o préxima capitulo), a
PDF para um passo de tamanho ¢ é escrita como

(n—1)057"
2 |

p(0) = 1| > £, (1.31)
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yiyes

Observamos ainda que a expressao acima corresponde & escolha efetiva N=! =
na Eq. (1.29). Alguns casos particulares relevantes sao o regime balistico com p — 1, em
que a caminhada é praticamente formada por longos passos em linha reta, o regime de
Cauchy, com p = 2, em que alguns poucos longos passos se alternam com muitos pequenos
deslocamentos, e o limite ;4 = 3 formado por pequenos deslocamentos sem longos passos,
em que a distribuigao de lei de poténcia possui variancia finita, sendo portanto governada

pelo TCL.

1.5 Distribuicao hiperexponencial

Durante os anos 1980 foi descoberto [29] que as distribui¢oes de Lévy podem ser
obtidas por uma composi¢cao de infinitas distribuicoes que obedecem ao TCL, ou seja,
que possuem primeiro e segundo momentos finitos. Foi demonstrado também que ao se
escolher corretamente os parametros da composicao é possivel gerar caminhadas de Lévy
a partir de caminhadas de Weierstrass definidas através da composicao de infinitas PDFs
para o tamanho dos passos do caminhante governadas pelo TCL [29].

Uma das PDF's de tamanhos de passos que podem gerar uma caminhada de Weier-

strass é a distribui¢ao hiperexponencial,
N
pil)y=) —e n (1.32)

em que os comprimentos caracteristicos 7; estao associados a persisténcia, discutida an-
teriormente no contexto das caminhadas aleatorias correlacionadas, e que corresponde a
tendéncia do caminhante de seguir na mesma direcao. Os parametros w; sao 0s pesos
estatisticos relacionados a cada exponencial, de modo que Y°~  w; = 1 [12]. Para se obter
rigorosamente a distribuicao de Lévy é necessario fazer N — oo. Observamos, portanto,
que esta caminhada de Weierstrass é composta de N — oo escalas definidas pelos respec-
tivos comprimentos caracteristicos 7;. Esse resultado é consistente com o fato de que as
caminhadas de Lévy também possuem infinitas escalas de comprimento.

Em 2011 foi mostrado [32] que os dados dos movimentos de mexilhoes concordavam
bem com o padrao gerado por uma caminhada de Lévy. Para chegar a esse resultado, os
autores compararam a estatistica dos tamanhos dos passos empiricos com caminhadas

de Lévy e do tipo browniano simples. Entretanto, apds a publicacao este resultado foi
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questionado com o argumento de que, quando outros tipos de caminhadas eram compara-

das com os dados empiricos, a que melhor se adequava era uma caminhada aleatéria do
tipo hiperexponencial com 3 escalas [34]. Em 2014 a mesma conclusao foi obtida em [49],
trabalho este também explicou o movimento de mexilhoes da espécie Mytilus Edulis a
partir de distribuicoes hiperexponenciais com 3 escalas.

Os resultados das referéncias [34] e [49] estao em consonancia com alguns ques-
tionamentos existentes na literatura sobre se os animais realmente utilizam caminhadas
de Lévy para se locomoverem [48, 50, 45, 19].

Apesar destes questionamentos, uma parte consideravel dos pesquisadores que tra-
balham com a ecologia do movimento (“movement ecology”) acredita que diversas espécies
de animais de fato apresentam movimentos que possuem distribuicoes de tamanhos ou
duragoes de passos com comportamentos préximos ao da distribuicao de Lévy [49, 33, 5],
em concordancia, portanto, com a “Lévy flight foraging hypothesis” mencionada anterior-
mente. Observamos nesse sentido que muitas vezes o termo “Lévy-like” é empregado, uma
vez que, a rigor, distribuuicoes de Lévy para tamanhos de passos com variancia infinita
nao sao realisticamente vidveis. O que entao ocorre nessa situacao é que os tamanhos
dos passos dos animais sao bem descritos por uma distribuicao de Lévy ou por uma lei
de poténcia até uma certa escala maxima de comprimento, que corresponde ao limite
biolégico natural da espécie.

Nesta dissertagao utilizaremos as distribui¢oes hiperexponenciais (1.32) para os
tamanhos dos passos com uma (N = 1) e duas (N = 2) escalas, a que chamaremos,
respectivamente, de distribuicao exponencial simples e distribuicao exponencial dupla. A

distribuicao exponencial simples é dada por

I
p(l) = —e 7, 10| > £y,
7 (1.33)
p(f) =0, €] < Lo,
e a distribuicao exponencial dupla por
le| 14l
pO) =2+ Ben, > b,
m 2 (1.34)
p(f) = 07 |€| < 607

em que o tamanho minimo do passo £y se faz necessario no nosso estudo para poder
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comparar diretamente com as distribuicoes de Lévy (lei de poténcia) com passo minimo £.

Na proxima secao discutiremos com mais detalhes as ideias por tras da “Lévy flight

foraging hypothesis”.

1.6 Lévy flight foraging hypothesis

Durante os anos 1990, apds o sucesso da aplicacao das caminhadas de Lévy na
modelagem de diversos sistemas, surgiu a ideia de que processos evolucionarios adaptativos
fizeram com que animais tendam a se movimentar da forma mais eficiente possivel para
obter alimentos com base em distribuicoes de Lévy para os tamanhos ou duragoes dos
passos [64]. Essa ideia constitui o cerne da “Lévy flight foraging hypothesis”.

Definimos o regime nao-destrutivo da busca aleatéria em ambientes escassos quando
h& a possibilidade de obter alimento a partir da revisita a um sitio alvo previamente ja vis-
itado. Essas revisitas conferem uma vantagem em termos da eficiéncia da busca, definida
como o numero de sitios encontrados dividido pelo tamanho total da caminhada. Do
ponto de vista pratico, nas buscas nao-destrutivas o caminhante reinicia o processo de
procura a partir de uma pequena distancia ao ultimo sitio alvo visitado. Isto é, as buscas
nao-destrutivas constituem uma situacao em que as distancias iniciais do caminhante aos
sitios alvos sao bastante assimétricas, com uma das distancias sendo bem menor que as
demais. No artigo seminal [62] foi mostrado que nas buscas nao-destrutivas em ambientes
escassos em uma e duas dimensoes a distribuicao de tamanhos de passos que otimiza a
eficiéncia da busca quando o caminhante nao possui qualquer informacao sobre o espago
de busca é a distribuicao de Lévy com a = 1, ou equivalentemente uma lei de poténcia
comp=oa+1~2

Segundo a “Lévy flight foraging hypothesis”, essa estratégia 6tima com p ~ 2
surgiu através de sucessivas adaptacoes que os animais desenvolveram de modo a se movi-
mentar de acordo com a forma mais eficiente de buscar alimentos [64].

Por outro lado, nas buscas destrutivas em ambientes escassos assumimos que ini-
cialmente o animal esta aproximadamente equidistante dos sitios alvos, de modo que apds
um sitio alvo ser visitado ele é destruido e um outro sitio alvo é criado aleatoriamente em
outro local para manter a densidade de sitios constante. Com isso, nao ha a vantagem de
retornar a um sitio previamente visitado e, como resultado, a distribuicao de tamanhos

de passos que otimiza a busca destrutiva é a de Lévy com o« — 0 ou p — 1, ou seja, a
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melhor estratégia de busca no caso destrutivo é se movimentar de forma balistica.

Quando, por outro lado, ha abundancia de alimentos, o animal frequentemente
encontra sitios alvos nos seus arredores. Nesse caso, devido a facilidade de encontrar
alimentos as distribuigoes de Lévy nao apresentam vantagens significativas em relagao ao
movimento browniano com p = 3 [64].

Otimizacoes da busca aleatéria em ambientes escassos em que o caminhante nao
possui informacao sobre o espaco de busca também podem ocorrer com valores do ex-
poente p no intervalo 1 < u < 2 quando a revisita a um sitio previamente visitado for
permitida apds um certo intervalo de tempo finito [46].

Recentemente, um estudo [12] de buscas aleatérias em uma dimensdo mostrou
que a eficiéncia da busca realizada com uma distribuigao hiperexponencial de tamanhos
de passos com N = 2 (exponencial dupla) e uma dada escolha de parametros {7;, w;}
pode ser superior a eficiéncia de Lévy com p = 2. Em funcao desse resultado, o objetivo
do nosso trabalho nessa dissertacao é fazer um estudo comparativo entre as eficiéncias
maximas das buscas aleatorias realizadas com distribuigoes de tamanhos de passos do
tipo exponencial, exponencial dupla e Lévy (lei de poténcia) no regime progressivamente
mais escasso, a medida que aumentamos a distancia L entre os sitios alvos. Nos capitulos

seguintes apresentaremos o formalismo tedrico que permitira a realizacao desse estudo.
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2 FORMALISMO TEORICO E METODO DO OPERADOR INTEGRAL

2.1 Modelo de caminhada de busca aleatdria

Neste capitulo, discutiremos a metodologia para calcular a distancia média per-
corrida por um caminhante aleatério saindo de uma posicao inicial xg em um espaco
unidimensional de extensao L, até encontrar um dos sitios alvos localizados nas posigoes
x =0 e x = L nos extremos do intervalo.

O formalismo sera introduzido através de um modelo basico para lidar com o prob-
lema da busca aleatéria [8, 62, 4]. Em seguida, realizaremos alguns célculos no contexto
da abordagem via o método do operador integral. Consideraremos, nesse caso, trés dis-
tribuicoes de tamanhos de passos: exponencial simples, exponencial dupla e lei de poténcia
(Lévy).

Comentamos ainda que a metodologia desenvolvida neste trabalho pode ser apli-
cada de maneira geral a outros problemas de buscas aleatérias em diversos contextos,
embora aqui estejamos focados no problema da busca de alimentos por animais (“animal

foraging”).

2.1.1 Definigoes iniciais

Considere que um caminhante aleatério (um animal) estd a procura de sitios alvos
(alimentos) em um intervalo unidimensional limitado de extensao L, com os sitios alvos
localizados nas posicoes extremas, © = 0 e x = L. O caminhante inicia a busca a partir
da posi¢ao 0 < oy < L. Sem perda de generalidade, vamos considerar aqui que zq < L/2,
de modo que xy também representa efetivamente a distancia inicial ao sitio alvo mais
proximo. De acordo com a discussao do capitulo anterior, devido a escassez de informagoes
sobre a localizagao dos alimentos, o animal representado pelo caminhante aleatério nao
sabe qual dire¢ao seguir nem que tamanho de passo tomar [57, 30].

Durante essa dissertagao utilizaremos o modelo baseado em [3, 62, 4]. O fato da
busca aleatéria se dar em apenas uma dimensao faz com que o animal sé possa ir para a
direita ou para a esquerda. Vale comentar entretanto que a unidimensionalidade do sistema
nao diminui o carater geral do modelo, ja que muitas caracteristicas de um caminhante

aleatério em um processo de busca independem da dimensao do espaco [3].



42
Ao iniciar a caminhada, o animal move-se de maneira estocastica até chegar a

um dos sitios de alimentos, o qual é detectado pelo animal a uma distancia r, deste, o
chamado raio de visao. Quando o alimento é detectado, o animal sai do regime estocéstico

de movimento e se desloca diretamente (isto ¢, balisticamente) para o sitio alvo [62, 4].
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Figura 8: Esquema do espago de busca do animal em uma dimensao, mostrando o intervalo
em que o mesmo estd confinado [41].

Na Fig. Figura 8 observamos a regiao unidimensional em que o animal esta confi-
nado, de acordo com o modelo descrito acima. Quando o animal atinge a posi¢ao x = r, ou
xr = \—r,, ele se movimenta balisticamente até o sitio alvo mais préximo. Na Fig. Figura
9 ilustramos a situac¢ao em duas dimensoes: em (a) o animal segue diretamente para o sitio
alvo de maneira balistica, devido ao mesmo estar dentro do seu raio de visao, e em (b) ele
se movimenta de forma estocastica durante o processo de busca aleatéria propriamente
dito.

Apés o animal encontrar um sitio alvo, ele é reposicionado novamente a mesma
distancia inicial xy do sitio mais préximo e a busca ¢ reiniciada com as mesmas regras

descritas acima.

¢

2ry

Figura 9: Esquema dos dois tipos diferentes de movimentos em uma busca aleatoria
em duas dimensoes. (a) O sitio alvo (quadrado preto) esta dentro do raio de visdo r, do
animal, que entao se movimenta de forma balistica até ele. (b) O sitio alvo néo estd no raio
de visao do animal, que precisa portanto realizar o movimento de busca estocasticamente.
Imagem de [62].

No nosso modelo os passos do caminhante nao possuem correlacoes entre si e
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nem qualquer tendéncia direcional, ou seja, a probabilidade de seguir para direita ou

para a esquerda em cada passo é de 50%. Por outro lado, os tamanhos dos passos terao
distribui¢do dada por uma PDF p(¢). Estudos empiricos tém mostrado que a PDF mais
adequada a busca depende fortemente da abundancia de alimentos na regiao e da posigao
inicial do animal [57, 62, 4, 19]. Por exemplo, quando os alimentos sdo abundantes a escolha
de uma PDF regida pelo TCL ¢ suficiente para gerar uma boa estratégia de busca. Por
outro lado, no regime escasso, que é de fato o foco dessa dissertacao, distribuicoes de Lévy
que permitem a existéncia de longos passos com probabilidades nao despreziveis surgem
como alternativas relevantes.

Salientamos ainda que no presente modelo o animal possui probabilidade zero de se
manter parado em um ponto, o que leva a definicao de um tamanho minimo de passo, ;.
Para realizar uma comparacao justa entre as PDFs de tamanhos de passos dos tipos
exponencial simples, exponencial dupla e lei de poténcia, assumimos nessa dissertacao
que o valor de /; é 0 mesmo nos trés casos.

Na Fig. Figura 10 ilustramos as trajetérias de um caminhante aleatério utilizando
uma distribuicao de tamanhos de passos do tipo lei de poténcia com p = 3 (movimento
browniano, figura da esquerda) e u = 2 (tipo Cauchy, direita). No primeiro caso, pratica-
mente apenas pequenos passos sao realizados, varrendo uma pequena regiao do espago de
busca de modo bastante detalhado (observe a escala dos graficos). No segundo, um grande
nimero de pequenos passos se alterna com poucos, mas relevantes, grandes deslocamentos.
Nesse caso, regioes mais distantes pode ser acessadas durante a busca.

1

- 200 100 0 100 200 300 400

Figura 10: Caminhadas aleatdrias bidimensionais: a esquerda a distribuicao de tamanhos
de passos é do tipo lei de poténcia com p = 3, que segue o TCL (movimento browniano),
e a direita a distribui¢ao possui expoente p = 2 (tipo Cauchy).

A realizacao de multiplas caminhadas é necessaria para calcular as médias rela-
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cionadas ao nosso problema. A principal média em que estamos interessados é o distancia

média (L) percorrida entre dois encontros consecutivos de sitios alvos, uma vez que, como
mostrado a seguir, a partir dela se pode calcular a eficiéncia n da busca vian = 1/(L) [62].
O valor destas médias ird depender de fatores como a geometria do espaco de busca, a
PDF de tamanhos de passos e a posi¢ao inicial do caminhante.

Como mencionado, nessa dissertagao assumimos que o espaco de busca é unidimi-
mensional. Comentamos que, apesar dessa escolha parecer limitante, as buscas aleatorias
possuem algumas propriedades bem gerais que independem da dimensao espacial, e o
ganho dessa escolha é que ela facilita consideravelmente as andlises e calculos.

A distancia L entre os sitios alvos em um espaco unidimensional pode ser efeti-
vamente interpretada como uma medida da abundancia ou da densidade de alimentos.
De fato, quanto maior o valor de L maior a escassez de alimentos. Em geral, em uma
busca realizada em uma ou mais dimensoes espaciais, a densidade de sitios alvos de ali-
mentos estd relacionada com o livre caminho médio A da distribuicao de sitios. Em uma
dimensao, contudo, temos que L = A, ou seja, o livre caminho médio da distribuicao de
sitios coincide com o préprio intervalo do espaco de busca disponivel para o caminhante.
Isso ocorre porque em uma dimensao se o caminhante d4 um passo de tamanho maior
que A, ele necessariamente encontra um sitio alvo. Ja& em duas ou mais dimensoes, um
passo como este pode levar o caminhante a passar bastante perto de um sitio alvo mas
sem encontra-lo. Assim, em duas ou mais dimensoes A nao coincide o comprimento linear
do sistema, isto é, L # A. Como nessa dissertacao analisamos buscas unidimensionais,
entao a seguir consideraremos que L = \.

Por outro lado, a PDF dos tamanhos de passos determina a dinamica da caminhada
aleatdria de busca. Além disso, a posicao inicial do animal define os dois tipos de regimes de
busca discutidos acima: o destrutivo ou simétrico, em que xy = L/2, e o ndo-destrutivo ou
assimétrico, em que o < L/2. O primeiro se caracteriza pelos dois sitios alvos estarem
localizados de forma equidistante do animal, enquanto que no segundo o animal esta
bem mais préximo de um dos sitios do que do outro. Na Fig. Figura 11 observamos
esquematicamente os dois tipos de regimes de busca que o animal pode assumir: em (a)
o regime assimétrico e em (b) o regime simétrico.

A eficiéncia da busca é definida como a razao entre o numero total de alvos encon-
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Figura 11: Regimes de busca do caminhante unidimensional [4]. (a) Regime nao-destrutivo
ou assimétrico, em que xy < L/2. (b) Regime destrutivo ou simétrico, com xy = L/2.

trados, Nene, € a distancia total percorrida pelo caminhante, Ly, [62],

NETLC
= : 2.1
n=- (2.1)
Por outro lado, podemos expressar a distancia total percorrida como
Ltot = Nenc<L>7 (22)

onde (L) denota a distancia média percorrida pelo caminhante entre dois encontros con-
secutivos de sitios alvos, como definimos acima. Substituindo a Eq. (2.2) na Eq. (2.1),
encontramos entao que a eficiéncia da busca pode ser determinada diretamente a partir

do conhecimento da distancia média percorrida entre dois sitios alvos via

1
n= s (2.3)

A partir desse resultado, observamos que o problema de encontrar a eficiéncia da busca é

equivalente ao problema de determinar (L). A seguir apresentaremos o método do oper-

ador integral para calcular (L) em buscas unidimensionais.

2.1.2  Calculo de (L) via método do operador integral

Esta subse¢ao reproduz os resultados originalmente publicados em [7]. Mencionamos
na subsecao anterior que o caminhante sempre parte de uma posicao inicial localizada entre
os dois sitios alvos e que eventualmente, apds n passos, um dos sitios alvos é encontrado.

Considerando que o i-ésimo passo possui tamanho ¢;, entao a distancia percorrida pelo
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caminhante apds n passos é dada por

n
i=1
O uso acima do médulo nos tamanhos dos passos, |¢;|, deve-se ao fato de que passos com
valores negativos de ¢; sao realizados para a esquerda, enquanto que passos com ¢; positivo
levam a deslocamentos para a direita, como discutimos. Eventualmente, caso um valor de
/; sorteado a partir da PDF de tamanhos de passos faca o animal ultrapassar o sitio alvo,
consideramos que este passo sera truncado pelo encontro do sitio, finalizando assim a
caminhada de busca.
A posicao x; do caminhante apds ¢ passos depende da sua posicao anterior, x;_i.
Esta, por sua vez, depende de z; 5 e assim por diante, gerando uma sequéncia de de-
pendéncias até a posicao inicial 5. Como consequéncia, todas as quantidades médias da
caminhada de busca acabam dependendo da posi¢ao inicial, incluindo a distancia média
percorrida entre dois encontros sucessivos, isto é, (L) = (L)(xo).
Ao contabilizar todas as possiveis caminhadas que encontram um sitio alvo apds

n passos, devemos tomar a média dos valores obtidos, de modo que

n

<Ly > (z0) = Y _ < |ti] >, (2.5)
i=1
onde < L, > denota a distancia média percorrida entre dois encontros consecutivos de
sitios alvos considerando apenas as caminhadas aleatdrias com exatamente n passos.
Algo importante de se notar é que a probabilidade de encontrar um sitio alvo
apos exatamente n passos, P,, nao é uniforme e de fato possui uma dependéncia com n.
Ao considerarmos a média sobre todas as possiveis caminhadas iniciadas em zy e que

encontram um sitio apds qualquer ntimero n de passos, escrevemos que

(L) = iPH < Ly, >, (2.6)

onde a condicao de normalizacao,
> pPo=1, (2.7)
n=1

indica que um sitio alvo é sempre encontrado, mesmo que para isso sejam necessarios
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infinitos passos.

Para calcular P,, definimos a densidade de probabilidade p,(x,) do caminhante
estar entre x,, e x,, +dx, apds n passos. Utilizando esta funcao, a probabilidade do camin-
hante nao ter encontrado nenhum dos sitios alvos apds n passos, ou seja, a probabilidade

dele se encontrar no intervalo r, < z,, < A — r,, apds n passos, é dada por [7, 4]

A—Ty
prot _ / o). (2.8)

Observe que utilizamos acima que L = A em uma dimensao, como discutido. Além disso,
como assumimos que um sitio alvo deve necessariamente ser encontrado ao longo da
caminhada de busca, entao a probabilidade de encontro de um sitio alvo em algum passo

posterior, n’ > n + 1, é a probabilidade complementar a Eq. (2.8), ou seja,
Pn’ZnJrl = 1 - P;Lwt. (29)

Portanto, a probabilidade de encontro de um sitio alvo apds exatamente n passos é dada

por

Pn = |Pn’2n+1 - Pn’2n|
=1 =P — (1= P)l
' (2.10)
— (P — P

= |yt~ P

Substituindo a Eq. (2.8) na Eq. (2.9), obtemos

A—Ty
Po=l [ (0nla) = pucsl))dal. (2.11)

Observamos que como a probabilidade do caminhante permanecer no intervalo de busca
ry, < x < L —r, diminui com o nimero de passos n, entao p,_1(x) > p,(z), ou seja,

podemos retirar o médulo da expressao acima e escrever

r-/ (P () — pu(a))d. (2.12)
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Substituindo agora a Eq. (2.22) na Eq. (2.6), ficamos com

Z/ (pas (@) = pule)) < L > (@) (2.13)

Utilizando a propriedade de aditividade da integral, podemos separa-la em duas,

Z/Ampnl < L, > ( da:—Z/Am ) < L, > (z)dz. (2.14)

Com isso, temos uma versao preliminar para a expressao de (L). No entanto, ainda é
Y Y
possivel encontrar uma forma mais sintética para ela, como veremos a seguir.
Iniciamos fazendo m = n — 1 no primeiro termo da equacao acima. Ao segundo

termo adicionamos < Ly >, que por defini¢cao é nulo, de modo que ficamos com

A—Tw A—Ty
/ ) < Lypyr > (z dx—Z/ ) < L, > (z)dx

A-ry (2.15)
_Z/ ) (< Lng1 > (2)— < Lp > (z))dz.

A partir da Eq. (2.5) temos que < L, 41 > (z)— < L, > (z) = (|{]), que ao ser substituido
na Eq. (2.15) nos da

A—Ty
Z / 2){]6]) (2)dz (2.16)

Vamos agora trabalhar o termo p,,(x) no integrando da Eq. (2.16). A densidade de

probabilidade p;(x;) possui uma dependéncia com p;_1(z;_1) que é expressa na forma

A—Ty
Pz(l’z) = / Pz’—l(%—l)p(ﬁﬁi - $(¢—1))d$z‘—17 (2-17)

onde p;_1(x;_1) é a densidade de probabilidade de estar na posigao x;_; apds i — 1 passos
e p(z; —x;_1) é a probabilidade de que o i-ésimo passo tenha tamanho x; — z;_;. Portanto,
a integral na Eq. (2.16) leva em conta todas as possibilidades de atingir a posi¢ao z; a
partir de x;_1.

Da mesma forma que acima, p;_1(x;_1) tem uma relagdo similar com p; o(z;_»)
e assim por diante, de modo que podemos escrever a Eq. (2.17) como uma relagao de
recursividade expressando a dependéncia entre o n-ésimo passo e todos os passos anteri-

ores. O resultado é uma equacao com n integrais para n passos, em que 0O primeiro sai
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da posigao xy com densidade de probabilidade pg(xg) e o ultimo sai de z,_; até que a

posicao x, seja atingida:
n—1

(i) = /A /A [Tl ot = ] ot (2.18)

Considerando que a posigao inicial do caminhante possui uma localizacao espacial bem

definida xg = a, com r, < a < A — r,, entao temos que
po(xo) = d(xo — a). (2.19)

Para exemplificar essa relacao, observamos o caso mais simples com apenas um passo,

n =1, em que

A—Ty
pi(z1) = / po(zo)p(z1 — o )dxo

A (2.20)

5(350 - a)P(% - Sﬂo)dl'o

Ty

= p(xy — a).

Neste exemplo, a densidade de probabilidade de atingir a posicao z; a partir da posicao
xo = a é dada pela densidade de probabilidade de dar um passo de tamanho x; — a com
inicio em ¢y = a, como esperavamos.

Substituindo a Eq. (2.18) na Eq. (2.16) obtemos

n—1

o0 A—Ty A—Tw A—Ty
(L) = Z/ {/ / L eteis — 2] po(xo)}<|€|>(xn)dxn. (2.21)
— Ty Ty i=0
Definindo agora o operador integral £ [7, 3], tal que
A—Ty
LonlaNa) = [ plo = e’ (2.22)

observamos que

p1(z1) = [Lpo(zo)](z1)
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pa(z2) = [Lp1(z1)](72)
= [L[Lpo(0)]](22)
= [L%po(z0)] (2)].

Este resultado nos leva a uma relacao de recorréncia para o operador integral, de modo

que podemos reescrever a Eq. (2.21) como

W=y [ e po(wo)) @) 6] () da (2.23)

Notamos que ao utilizar esse operador conseguimos reduzir as n integrais, o produtoério e
as fungoes p(z;+1 — x;) no integrando da Eq. (2.18) a apenas uma integral com o operador
atuando n vezes em pg(zg). Observamos também que é possivel escrever formalmente a

seguinte expansao |7, 4],

(@ = £)7pola0) | () = D[ polo)] (@), (2:24)
n=0
onde Z representa o operador unidade e (Z — £)~! é o operador inverso de (Z — £)™!, de

modo que (Z — £)"Y(Z — L) = Z. Substituindo a Eq. (2.24) na Eq. (2.23), temos

w- | (T = £)7 poleo) | (@) (€]} (@n) (2:25)

que com o uso da Eq. 2.19 se torna

) = [ (T = £)70(wo — )] (@) () (w0,
=@ - &) (@),

(2.26)

O resultado da Eq. (2.26) é a forma mais compacta com que conseguimos expressar
a distancia média (L) percorrida pelo caminhante entre dois encontros consecutivos de
sitios alvos, a qual determina a eficiéncia da busca através da Eq. (2.3). Note, contudo,
que ainda precisamos expressar o operador (Z — £)~! de modo a efetivamente permitir o
célculo da eficiéncia, bem como também obter explicitamente o tamanho médio (|¢|)(a)

de um passo que se inicia em 7, < a < A — r,, 0 que serd feito a seguir. Comentamos
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ainda que, como o resultado acima para (L) é descrito em termos do operador (Z — £)7},

entao denominamos a presente abordagem ao problema das buscas aleatoérias de “método
do operador integral”.
O primeiro ponto a ser resolvido a seguir é o célculo de (|¢|)(a). Nessa grandeza

estamos lidando com uma média que, como mencionado no Capitulo 1, é dada por

<y >=/ yp(y)dy.

[e.e]
E necessario, contudo, tomar alguns cuidados em funcao do espago de busca ser finito.
De fato, se o caminhante der um passo que em principio ultrapassa a posi¢cao de um sitio
alvo, tal passo serd truncado pelo encontro do sitio e a caminhada é finalizada. Além disso,
como ja discutimos acima, adotaremos um tamanho minimo ¢, para o comprimento dos
passos, de modo que a densidade de probabilidade de tamanhos de passos é nula, p(¢) = 0,
se [4] < L.

Ao levar em conta todos esses cuidados, escrevemos entao que

a—Y{g A—Ty
(1D (a) :/ v — alp(z — a)dz + / 1 — alp(z — a)dz+
. fart (2.27)
/ |x—a|p(x—a)dx+/ |z — alp(z — a)dx.
—00 A—Ty

Como o passo é truncado ao encontrar os sitios alvos nos dois extremos do espaco de
busca, entdo na terceira integral substituimos |z — a| = a — r, e na quarta integral

|r —al = A —r, — a, de modo a obter

@)= [ (o —mple ~ada + [ @ aple — ayda+
(a — Tv)/ plr —a)dex + (A —r, —a) //\ p(zr — a)dx.

Podemos ainda deixar a expressao acima em fungao dos tamanhos dos passos ¢, ao invés
das posicoes x de chegada do passo, fazendo a mudanca de variavel ¢ = x — a, de modo

que

(1) (a) = / O p(ode+ / T (0t

(a—1v)

A -
(a—ry) / p(0)dl + (XN —1, —a) / p(0)de.

o A—Typ—a

(2.28)
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Com isso podemos dar uma interpretacao mais intuitiva a cada uma das quatro integrais

acima. De fato, a primeira e a segunda integrais representam, respectivamente, passos
para a esquerda e para a direita que nao encontram um sitio alvo. J& a terceira e quarta
integrais estao associadas, respectivamente, com passos para a esquerda e para a direita

que sao truncados pelo encontro dos sitios nos extremos do intervalo.

2.1.3 Discretizacao do espaco de busca

O operador integral (Z — £)~! na Eq. (2.26) nao possui expressao matemadtica
explicita [7, 4]. Entretanto, essa dificuldade pode ser contornada ao realizarmos uma
discretizacao do espaco de busca, como descrito a seguir. Nesse caso, o operador integral
poderd ser escrito na forma matricial, que permite calculos precisos utilizando softwares
simbdlicos como o Matlab, o Octave ou o Mathematica, entre outros.

A discretizacao do intervalo 0 < x << )\ é feita através do seu particionamento
em pedagos de tamanho Az menor que qualquer comprimento relevante do problema,
A, o, bo, Ty, etc. Com essa discretizacdo, parametros como r, (raio de visao), ¢y (tamanho
minimo do passo), A (distancia entre os sitios alvos) e x, (posi¢do do caminhante apds
n passos) serao multiplos inteiros de Ax. De fato, estes parametros passarao a ser respecti-
vamente representados pelos niimeros inteiros m,., mq, M e i,,, 0s quais se relacionam com
as respectivas grandezas originais via r, = m,Ax, o = moAx, A = MAx e x,, = i,,Ax.
Observamos que como M = A/Ax entdao M é o nimero total de intervalos que dividem
o intervalo 0 < x < \. Os extremos x = 0 e x = ) passarao a ser associados aos indices
i =0ei= M, respectivamente. Analogamente, as posicoes r = r, e x = A — r, nas quais
o caminhante detecta os sitios alvos passam a ser respectivamente expressas por ¢ = m,. €
1 = M — m,, enquanto que no espaco intermediario é permitido ao caminhante ocupar as
posicoes associadas aos indices inteiros m, < i < M —m,.. Ao todo, portanto, no intervalo
Ty < & < A —r, s@o permitidas (M —m, — 1) — (m, + 1) + 1 = M — 2m, — 1 posigoes
discretas. Esta serda também a ordem das matrizes e dos vetores no desenvolvimento a
seguir. Finalmente, podemos recuperar o limite continuo fazendo M — oo e Az — 0,
com A = M Az fixo.

Como saimos do regime continuo para o discreto, é necessario adaptar as equagoes
obtidas anteriormente. Iniciamos entao com a discretizagao da Eq. (2.18). Para isso, sub-

stituimos as variaveis continuas xg, x1,...,T,, que representam a posicao que o camin-
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hante assume apos 0, 1, . .., n passos, pelos respectivos indices discretos ig, 21, . . . , i,, sendo

a relacao entre eles dada por x,, = i,,Ar, como mencionado anteriormente. No regime
discreto as integrais sao substituidas por somatorios que vao de m, +1 a M —m, — 1,
correspondentes as posicoes discretas que o caminhante pode ocupar enquanto busca pe-
los sitios alvos. De fato, quando o caminhante chega a m, ou M — m, o sitio alvo mais
proximo ¢ detectado e a caminhada é finalizada.

A dltima etapa para poder escrever a Eq. (2.18) no regime discreto é lidar com
o termo p(Tp,41 — Ty )dx,,, que representa a probabilidade de dar um passo de tamanho
Tma1 — T Utilizando a relagdo com o andlogo discreto, escrevemos 11 — Ty = (iype1 —

im)Ax. Com isso, definimos a nova grandeza
Qi1 i, — p((im-i-l - Zm)AfE) Al', (229)

de modo que no espaco discreto a Eq. (2.18) se torna

M—m,—1 M—m,—1

[pn:| in = Z Z [aimin_lain_mn_Q . a¢27i1ai1’i0] [po] o

io=my+1 tn—1=mr+1

M—m,—1 M—my,—1 n—1

= > ) [Haz‘n+1,in][f00]io'

iog=mr+1 in—1=mr+1 =0

(2.30)

Sobre a grandeza a definida acima, é importante notar que a;, ;, = 0 gracas a existéncia
do tamanho minimo dos passos, £y. Na verdade, qualquer passo de tamamho |[¢| < ¢, tem
probabilidade nula de ocorrer, de modo que a;, ;,, = 0 se [n—m/| < my. Além disso, devido
ao fato da probabilidade depender unicamente do comprimento do passo dado, temos que
Qi in = Qi 4, UMa vez que p(|a, — x,|Az) = p(|z, — 2, |Ax).

Apés observar a grandeza a;,, ;, da Eq. (2.30) e suas propriedades, podemos de-
screve-la como as componentes de uma matriz [A} e COmo vimos acima que a;,, ;,,
a;,, i, € @, ; = 0, entdo essa matriz é simétrica com diagonal nula. Além disso, de-
pendendo do tamanho do passo minimo, outras diagonais vizinhas a diagonal principal
também podem ser nulas.

Os elementos da matriz [A] representam as probabilidades de transi¢ao entre dois
sitios no espago discreto. Esta matriz é quadrada com dimensao (M — 2m, — 1)x(M —

2m,. — 1), como discutido acima. Por outro lado, [pm] é a i,,-ésima componente do vetor
m

[
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coluna p,, de tamanho M — 2m, — 1. Podemos entao reescrever a Eq. (2.30) como

M—m,—1

[an": Z [An]

io=myr+1

ol - 2.31
in,\io [ LO ( )
Como mencionado anteriormente, o caminhante possui uma posi¢ao inicial bem definida,
fazendo com que no espago continuo py(x) seja uma delta de Dirac. O seu analogo discreto

¢ a delta de Kronecker. De fato, como f:;_r” d(x — a)dr = 1, ent@o no regime discreto

M—mr—l 6

i=mei1 04, = 1, onde i, = a/Ax. Assim, a relagao entre

escrevemos analogamente que »
a deltas de Dirac e Kronecker na passagem para o espaco discreto é dada por
5z —a) — Osio (2.32)
A .
Substituindo a Eq. (2.31) na Eq. (2.16) e realizando todas as discretizagoes como

descrito acima, obtemos

oo M-my—1

(D], =2 D [ea], KIED], Az (2.33)

n=0 tpn=m,+1
Observamos que [(L)], éum elemento do vetor coluna (L), que também possui tamanho
M — 2m, — 1. Ele representa a distancia média percorrida pelo caminhante até encontrar
um dos sitios alvos, tendo partido da posicao associada ao indice discreto 7,. Substituindo

agora a Eq. (2.31) na Eq. (2.32), ficamos com

oo M-mq—1 M—m,—1

(@, => > X (4] [, [1e0], A (2:34)

n=0 in,=m,+1 ig=m,+1

Utilizando a defini¢ao de [pL em conjunto com a Eq. (2.32), fazendo a soma sobre todos

os ig e aplicando a simetria da matriz, [A];; = [A];i, chegamos a expressao

oo M—my—1

(], => >[4 [, (2.35)

n=0 ip,=m,+1 basin
Fazendo agora a soma sobre n, chegamos a versao discreta da Eq. (2.26),

M—-—m,—1

(wl, = > [@-a7 [, (2:36)

. la
in=mpr+1 ’
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em que o vetor coluna (L) é escrito como

< L;>

< L; >

< L;>

< Ly >

a matriz [A] como,

e o vetor coluna (|
< |t4| >
< |4;] >

(1) =
< |¢;] >
< MN’ >

Obtemos, assim, a seguinte equagao matricial:

ay

anN;

‘),

an.,j
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<L > 1 cee o —ap; s —Q1; - —a1N < |t4| >

<L;> —Qi1 - 1 Cee =@t —aiN < ;| >

<L;> _ —ajy - —aj; - 1 oo— ajn < 14| >
< Ly > | |—ang ccc —ang e ang o 1 | < 155 >

Resta agora calcular na equacao acima os componentes da matriz [A} i Para isso
devemos lembrar que a matriz [A] nada mais é do que uma representagdo matricial da
probabilidade p(z’ — x)dx de dar um salto de tamanho entre |z — 2’| e |z — 2/| + Az, o

qual no formato discretizado se da entre |i — j|Az e (|i — j| + 1)Az. Podemos escrever

entao que ‘ A
z—x'|+Az
P — 2| < |f] < o — | + Az) = / (0, (2.37)
|z —a’|
que no formato discreto fica
(li—jl+1) Az
[A].. = / p(0)de. (2.38)
) .
li—jlAz

Como discutido anteriormente, temos que [A] = [AL'@" ja que a probabilidade do salto
¢ — 7 ¢ igual a probabilidade do salto j — i, e [A} ., = 0, uma vez que o caminhante
nao pode permanecer parado no mesmo sitio. Além disso, temos também que [A] = 0
se |i — j| < mg em consequéncia do tamanho minimo do passo.

Ap6s calcular [AL.’ , € feita a subtragao pela matriz identidade. Em seguida, calcula-
se a inversa da matriz resultante, como na Eq. (2.36). Finalmente, de posse dessa matriz
inversa nés a multiplicamos pelo vetor coluna (|¢|) para obter (L). A eficiéncia da busca
com inicio em g = a = i,Ax serda entao dada pelo inverso do elemento i, do vetor
coluna (L).

Na préxima secao nés aplicaremos o formalismo do método do operador integral
descrito acima para o célculo da matriz [A] e do vetor coluna (|¢]) com diferentes densi-

dades de probabilidade p(¢) de tamanhos de passos.
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2.2 Célculo da matriz [A] e do vetor coluna (|¢|) para diferentes PDFs de tamanhos de

passos

Na segao anterior analisamos como obter as expressoes gerais para [A]j R4
no contexto do método do operador integral. Agora mostraremos explicitamente como
calcular tais quantidades para as trés distribuigoes de tamanhos de passos utilizadas nessa

dissertacao: exponencial simples, exponencial dupla e lei de poténcia.

2.2.1 Exponencial simples

A primeira distribuicao de tamanhos de passos para a qual faremos os célculos

explicitos é a exponencial simples, escrita na forma
_l
p(f) = AB(|{| — Ly)e™ -, (2.39)

onde © denota a fungao degrau de Heavside, responsavel por impedir que existam pas-
sos menores do que ¢y. O parametro 7 é o comprimento caracteristico da exponencial,
equivalente ao inverso da sua taxa de decaimento, e A é a constante de normalizacao.

Inicialmente obtemos a constante de normalizacao:

JCE

/ A6(|0] — bo)eLdr = 1,

0o —{y ,
Aefdu/ Aerdl = 1.

Lo

Fazendo a mudanca ¢ — —/ na segunda integral acima, chegamos a

00 Lo p
Ae~rdl+ | Ae rd(—0) =1,

Yo 00

2 [ Aerdl =1,
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Temos entao que a PDF exponencial simples é dada por

—(¢l=40)

_ O] — bo)e™ -
27

p({) (2.40)

Substituimos agora a expressao acima na Eq. (2.27) e com isso calculamos o (|¢]):

) ; A—a—"Ty ,
(el :A[/ —eeru/ e do+

(a—ry) lo

—(a—ry) o) ,
(a— m)/ erdl+ (A —r, —a) / e?dz} . (2.41)

0o A—Ty—a

Temos entao de resolver essas quatro integrais. A primeira integral serd chamada I1, a
segunda 12 e assim por diante.
Segue a solugao de todas as quatro integrais. Nao substituimos abaixo a constante

de normalizagao para nao deixar a notacao muito pesada. Para I1:

—to ,
I1 = A/ —Lerdl
—(a—ry)

o
= —.ATeé(—T + 5)‘
o) (2.42)

—(a=rv)

= A[(e%éor(ﬁo +7)—e 7 (a—r1y+ T)Ti|

[(fo +7)— e_(a_:U_ZO) (a—ry+ T)i|
p— 2 .
Para 12:
A—a—ry L
I2=A le= dl
Lo
¢ A—a—Ty
=—Are7 (1+Y)
to Z (2.43)
—(A—a—ry _
= —AT[6¥(T FA—a—r,)—e7 (T+ lo)]

—(A—a—ry—~y)

[(74—50)—6%(74—)\—@—%)}.
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Para 13:
—(a—rv) .
13 =A(a—r1y) / erdl
—(a—ry)
= Ar(a — rv)eé
~o0 (2.44)
= Ar(a — rv)e_(af_m)

2
E, por ultimo, para I4:
I4=AN-r, —a)/ e= dl
A—Ty—a
=A(-1)(A—ry, — a)e%é -
AR (2.45)
=AA—r,—a)(-7)[0—e ]
O —@e Y
B 2
Somando as quatro contribui¢oes acima, obtemos
(e =114+ 12+ 13+ 14
—Oamr—tg) [(A =Ty —a) = (TH+A—a—r,)] —aro=to) [(a —71p) = (T +a—r,)
= T + e T
2 2
[67()\70,;%0740) 67<a7:_1}7e0)i|
= 60 + ’7'(1 — 2 )

(2.46)

Consideramos agora o calculo da matriz [A];; de probabilidades de transicao para

o caso exponencial simples. Utilizando a Eq. (2.38), escrevemos

z—z'+1

Al =45 = / Ac™

x—a|

\:L'f:c/H»Aa; \:L'fzcl\ ]

= —-Ar [e T —e (2.47)

Lo |z—a'| |lz—z'|+Az
er [e T — e T }

2

Aplicando a discretizagao dos parametros, ¢y = my,Ax, 7 = m,;Ax, x = iAz e 2’ = jAx,

+(£0+7’)
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ficamos com

li—=4l li=gl+1

(4], =[4],, =em e ‘26 ~ ] (2.48)

2.2.2 Exponencial dupla

Passamos agora aos calculos com a PDF de tamanhos de passos do tipo exponencial
dupla. Eles sao, na verdade, muito semelhantes aos calculos acima com a exponencial
simples, embora sejam mais extensos. A expressao que utilizamos para exponencial dupla
é

1 €]

p(l) = AO(|¢| — lo)(wie 1 + wae 72), (2.49)
onde agora observamos dois comprimentos caracteristicos, 7 e 7o, um para cada exponen-
cial. Os novos parametros w; e wy dao os pesos estatisticos de cada uma das exponenciais
da distribuicao, com a condi¢cao de normalizacao wl + w2 = 1.

Assim como foi feito para a exponencial simples, primeiro calculamos a constante

de normalizacao via
| wtoar=1.
e _l
/ AO(|4] — lo)(wie ™ +wae 72)dl =1,

/ A(wie o + wee Tz dﬁ—i—/ A( wleﬁ +w26T2)d€: 1,

Lo
w, £ Wo L —4o w; =t Wy =t |®
Al(—e™ + —¢m + e + —Zem =1,
[<T1 D) ) —o0 <—’7'1 T2 )Eo}
—0 —0
QA(ﬂeTO i %6770) -1
T1 T2
Obtemos entao
1
A= — —. (2.50)
20 =0
(e 4 L2e72)
T1 T2

Passando para o célculo de (|¢]), com a constante de normalizacao nao explicitada
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para as equagoes ficarem mais limpas visualmente, escrevemos

—4y v N A—a—"7y L .
(|¢]) = A[/ —l(wre™ + wae™ )d€+/ l(wie ™ 4 wee 72 )dl+

(a—ry) Lo

—(a—rv) [e'e)
(a— Tv)/ (w1€% + wge%)df +AN=1ry,— a)/ (wle_% + wQe_%)dﬁ . (2.51)
- A

00 —Ty—a

Neste momento, devemos calcular cada uma das quatro integrais, como foi feito anterior-

mente. Para I1:

—lo ¢ ¢
I1 = / —L(wiem + wae™)dl
—(a—ry)
£ —lo £ —lo
= —wWjiT1E™1 (—7'1 —+ f) ( ) — W9 To€™ (—T2 + f) ( )

—(a—ry) —to —(a=ry)

—2 —tg
= A[(wlﬁ(e?(fo +7n)—e 7 (a—r,+7))Fwen(e (lh+1)—e = (a—1,+ 7).

(2.52)
Para I2:
A—a—ry ) )
2=A l(wrem + woe™2 )dl
Lo
—0 ) A—a—Ty
= A(wimen (11 + £) + weme™ (1o + £)) . (2.53)
i —(A—a—ry)
= A(wim [e oy (i4+6)] —e = (m+A—a—r,)+
—4 —(A—a—ry)
waT € = (otb)—e = (n+tA—a—r1)]).
Para I3:
—(a—ry) B B
13=A(a—r1,) / wy (e + wqem2)dl
v 2 |—(a=r0)
= A(wim(a — rv)ele + wyme(a — rv)efz) (2.54)
—(a—ry) —(a—ry)
= A(wir(a—ry)e 7 +wem(a—ry)e ™
E, por tultimo, para 14:
& —¢ ¢
4= A\ — 7y — a) / (wieT + wne™ )dl
A—Ty—a
= A((—wim)(A — 1y — a)e%f + (—wame) (A — 1y — a)e%zz) /O\o (2.55)
—(A—=ry—a) —(A—ry—a)

=A(A=r,—a)(wim)[e” 7 |+ A—r—a)(wam)e = ).
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Fazendo a soma das quatro integrais, obtemos

(0)) =11+ 12+ 13+ 14

¢ —(a=r) —t ~(a=ry)
T2

= A(wim(e™ (lo+7) —e” 7 (a7t ) Fwem(eT (fo+7) —e 7 (a =7, + 7))

~(\—a=ry)

)
+ (w1 [eTTO(Tl + Zo)} —e 7 (m+A—a—ry)+

—ty —(A—a—ry) —(a—ry) —(a—ry)
Wo Ty [e 3 (o+4ly)—e = (+A—a-— rv)}) + (wim(a—ry)e T +wema(a—r,)e ™
—(A=ry—a) —(A=ry—a)
(A=ry—a)(wim)[fe” 7 [+ A=r,—a)(wen)[e” = ])
—f —(a—ry) —(A—a=ry)
= A(wim(2e a (lo+m)—me " +e = )+
—¢ —(a—ry) —(A—a—ry)

w272(2€"720(£0+7'2) —T2(6 T2 + e T2

(2.56)

Vamos calcular agora a matriz [A];; para a exponencial dupla. Utilizando a Eq. (2.38),

escrevemos da mesma forma que para a exponencial simples:

z—x'+1 » »
(], = [4],, - / Awse™ +wye™)
’ \

x—a|
_\zfz/H»Acc _|zle\ _|zfz/\+Az _\zfa:/| (2 57)
= —A(win [e T o —e m } + WyTy [e = —e ])
_|m—ac/\ _\x—x/H—Aac _\ac—:c/\ _|x—x/\+A:v
= A(wm [e To—e I } + WyTy [e 7 —e 72 ])

Discretizando os parametros, £y = moAx, 7 = m.Ax, x = iAx e ¥’ = jAx, chegamos a

expressao final:

(Al = A [ — e ] fupm e —e e )). (2.58)

2.2.3 Lei de poténcia (Lévy)

A 1ltima PDF de tamanhos de passos que consideraremos nesse trabalho é a lei
de poténcia com exponente u, que, como discutido, corresponde a forma assintdtica da
distribuicao a-estavel de Lévy, com p=a+1paral < pu<3el<a <2

A distribuigdo do tipo lei de poténcia também é conhecida na literatura como
distribuicao de Pareto. Ela é expressa por

_ A8(t )

p(l) = o (2.59)



63

Iniciamos novamente com o calculo da constante de normalizacao:

/OO p(0)dl =1,

= A(|f] — o),
o

Lo
/ 2l + / A =1
Lo —00 —

Fazendo ¢ — —/ na segunda integral, obtemos

/ Zae—1,
Lo

2A01

1—p le
2A(6)
p—1

PR O

=1,

)

Y

que nos leva e expressao para a PDF lei de poténcia,

ple) = = P (2.60)

A partir desse resultado, calculamos (|¢|):

(el = / (ZO iy () I B Ut CY 7

—(a—ry) 2(_£)“ /4 2(6)'”
) (= 1) ) SRV (Y
(a—1,) /OO o A0+ (A —ry — a) A 0D de]

— 1) (L)1 —to .y A—a=ry g —(a—7v)
_(p 1)2( ) [/_(a_m) (—f)“d€+/zo Wdﬁ—l— (a— rv)/_oo ﬁdﬁ

+(A=1y—a) /:O @dﬁ} . (2.61)

Fazendo ¢ — —/ na primeira e na terceira integral obtemos

BT (Vo TV LS SRR Y L
W=t ], e [

+(A=7y—a) /;O - ﬁdé}. (2.62)
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E necessério tomar um cuidado especial na primeira e na segunda integrais acima, pois

como o parametro p pode variar no intervalo 1 < p < 3 entao estas integrais possuem

solugoes diferentes dependendo se p # 2 ou se u = 2.

Inicialmente calculamos a solucao para u # 2:

(= D) (L) 2R e 2R Amary (oo
<|€|>_ 2 |:2—,u€0 +2—M€0 +(a_rv>1_:ua_7’v
61*N (]
* ()\ A a)l — M )\arv]
(u =D rla—r) =" A—a—r)* " =L " 0—(a—m)*
- 2 [ 24 * 24 Fla—n)—3—,
0—(AN—a—r,)*H
+()‘_7'v_&) ( 1—,LL ) ]
SR il (LR[S Yl O St
2 (2—=pd—p)
C2-pla—r) "+ (A—a- m)z‘“)}
(1—p)(2—p)
O (0 a2,
2(2 — ) (1 —p)
o (G G s IS L

Fazendo agora para p = 2, encontramos

60 (a—ry) 1 A—a—ry 1 00 1 0o 1
(e _5[/&) Zd£+/eo de(a—m)/(a_m g—Qdf—l—()\—rv—a)/)\ Ll

2
—Try—a ¢

_K_O[lna—rv ln)\—a—rv_a—rvoo CA—a—ry|® ]
N 2 EO 60 12 a—ry l A—a—ry
:@[111(“_&_;;)(“ r”))+2}, =2 (2.64)
0

Calculamos agora a matriz [A];; para a PDF lei de poténcia. Utilizando a Eq. (2.38)

da mesma forma que para as exponenciais simples e dupla, escrevemos

|lz—a'|+Ax B 1
[A],, =1[4],, = / (1 — 1) (£o)

- 20

(l-w |lz—z' |+ Az
— (-1 n—1 _ 2.65
e (265)

B (Imzow’l)l—u _ (Iz*xé(l)JrAz)l—u

- 2
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Utilizando as discretizagoes, £y = moAx, 7 = m,; Az, v = iAx e ¥’ = jAx, finalmente

obtemos

(%)17“ - (%)17# 2.66
[AL,J' = ) )- (2.66)

Neste capitulo apresentamos as definigoes e os elementos basicos do modelo de
busca aleatéria unidimensional estudado nessa dissertagao. Em particular, calculamos no
contexto do método do operador integral a distancia média (L) percorrida pelo caminhante
entre dois encontros consecutivos de sitios alvos, a qual esta diretamente relacionada com
a eficiéncia da busca, como vimos.

Vale mencionar que os resultados do método do operador integral sao exatos, em-
bora, como discutido, para viabilizar a sua implementacao seja necessario realizar uma
discretizacao do espaco de busca. Nesse sentido, eles se aproximam dos resultados no
limite continuo quando Ax — 0.

No proximo capitulo, continuaremos a abordagem analitica do problema, desta
vez, porém, com base em resultados para (L) existentes na literatura. Nosso objetivo sera
calcular analiticamente expressoes para a eficiéncia maxima da busca no regime escasso

realizada com os trés tipos de PDFs de tamanhos de passos considerados nesse capitulo.
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3 CALCULOS ANALITICOS DA EFICIENCIA DA BUSCA ALEATORIA

UNIDIMENSIONAL

Neste capitulo apresentaremos dois métodos para calcular expressoes analiticas
para a eficiéncia da busca aleatéria unidimensional. Essas metodologias sao gerais no
sentido de que podem ser aplicadas para diversas distribuicoes de tamanhos de passos,
embora a complexidade dos calculos seja um fator limitante.

Para todos os casos utilizaremos o modelo de buscas apresentado no Capitulo 2, ou
seja, com um caminhante aleatério limitado a um intervalo unidimensional [0, L], partindo
de uma posicao inicial zy. Estaremos interessados principalmente no regime escasso de
buscas nao-destrutivas assimétricas, em que xy < L.

Os principais desenvolvimentos analiticos para a distribui¢ao de tamanhos de pas-
sos do tipo lei de poténcia ou Lévy foram baseados em [7, 8], enquanto que para as expo-
nenciais simples e dupla seguiremos a abordagem da referéncia [12]. No primeiro caso, os
resultados para (L) sdo aproximados e tendem ao resultado exato no limite L — oo. No
segundo caso, os resultados sao exatos, embora para a exponencial dupla sejam de dificil
trato analitico, de modo que aproximagoes similares serao necessarias. No capitulo seguinte
faremos a comparacao entre os resultados destes métodos e aqueles obtidos através do

método do operador integral do Capitulo 2.

3.1 Lei de poténcia (Lévy)

A primeira distribuicao de tamanhos de passos que abordaremos neste capitulo é
a do tipo lei de poténcia com expoente 1 < u < 3, que constitui o regime assintético da
distribuicao a-estavel de Lévy, com = o+ 1. Nosso ponto de partida é a sua expressao
dada pela Eq. (2.60). A partir dela utilizamos a metodologia desenvolvida em [7] para
obter expressoes aproximadas para a distancia média (L) percorrida entre dois encontros
consecutivos de sitios alvos e a eficiéncia da busca, n = 1/(L). Como descrito a seguir,
esse método é baseado na solucao de uma equagao diferencial nao-homogeénea associada
a um operador fracionario de Riesz.

A distribuicao de passos do tipo lei de poténcia é expressa pela Eq. (2.60), que
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com a substituicao = a4+ 1 se torna

_ alge(l - L)

0) = 1
p(f) 2| ¢|o+1 (3.1)

No Capitulo 2 encontramos através do método do operador integral que
(L) (o) = =[(L = I)~ (|} (o), (3.2)

onde o tamanho médio (|¢|) de um passo simples partindo da posigao inicial g = a é

dado por
(1) = gy [+ (e 2], atl (33
<|g|>:%[1n(“_“_;§)(“_”))+2}, a=1. (3.4)

No capitulo anterior, realizamos a discretizacao do espaco de busca para tratar as quan-
tidades acima. No presente capitulo trabalharemos aproximagoes para (L) no limite
continuo em que o caminhante aleatério pode ocupar qualquer posicao no intervalo de

busca em uma dimensao.

3.1.1 Aproximagao continua

Para tratar a aproximagcao continua que permite obter (L), iniciamos definindo o
operador [7, §]
D, =lmd *[L(5) — Z]. (3.5)

0—0

A forma acima é baseada no operador que aparece na Eq. (3.2), o qual é fundamental para
o célculo de (L)(xg). O parametro § representa uma pequena escala de comprimento do
problema, que fazemos tender a zero no limite continuo. No caso especifico da distribuicao
de tamanhos de passos do tipo lei de poténcia, podemos identificar 6 = ¢y, onde o tamanho
minimo do passo tende a zero embora permaneca finito, de modo que no limite continuo
0 passo minimo pode levar o caminhante a ocupar uma posi¢ao arbitrariamente préxima
da posicao de partida.

Para poder compreender a aplicagdo do operador D, a uma dada funcao f(z),
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recordamos que a Eq. (2.22) nos d4

Lp,)(z) = / (e — ) pula ).

a36(|(y—)|—fo

Fazendo acima p, = f(x), r, =0e p(z —2') = STy—aftT ), obtemos

e R

|y _ x|a+1

Integrando agora a expressao acima por partes e aplicando o resultado na Eq. (3.5),

chegamos a [7, §]

[Daf)(y) = V.P. / sen —y) @), FO) - AE)

_ , 3.6
0 2y — x|« 2y 2(L —y)* (3.6)

em que a notagao V.P. se refere ao valor principal de Cauchy. Note que nas expressoes
acima utilizamos a extensao do intervalo L, ao invés do livre caminho médio A, para corre-
sponder de forma mais aproximada & notagao utilizada em [7]. De fato, como comentamos
no Capitulo 2, em uma dimensao temos que L = A. Além disso, sem perda de generalidade
consideraremos a seguir que r, = 0, uma vez que na busca unidimensional é indiferente
se a deteccao do sitio alvo ocorre na posigao x = r, ou x = 0. Comentamos também
que existem algumas limitagdes para as fungoes f(x) possiveis em que o operador D,
pode atuar. De fato, é necessario que a sua segunda derivada f”(z) seja finita dentro do
intervalo [0, L] e que f(0) e f(L) também sejam finitos [7].

De posse desse operador, temos uma nova expressao para (L) obtida pela substi-

tuicao da Eq. (3.5) na Eq. (3.2),
(L) = [Da™" (o)), (3.7)

em que

h(zo) = =5 {[£]) (o). (3.8)

Utilizando as Egs. (3.6) e (3.8) chegamos a

V.P. / " s — YUEN) 0 ey, (3.9)

2y — x|
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onde (L)(0) = (L)(L) = 0, ja4 que a distancia percorrida para encontrar um sitio alvo

quando partimos de um deles é nula.

Fazendo (L) (z) = ¢(z) e £, = h na Eq. (3.9) obtemos

“sgu(y — 2)p(z)
V.P./0 2y — 2] dy = h(x). (3.10)

A Eq. (3.10) é conhecida como equacao integral generalizada de Abel com nicleo fra-
ciondrio de Riesz [17]. Ela corresponde a uma equagao diferencial nao-homogénea [59]

com condigoes de contorno correspondentes a (L)(0) = (L)(L) = 0 e solugao geral

o(y) = Ado(y) + ¢1(y), (3.11)

em que A é uma constante dependente da condigao inicial, ¢ a solucao do caso homogéneo

e ¢1 a solugao do caso particular. A solu¢ao do caso homogéneo é dada por [60]
$o = (Lx — %271, (3.12)
e a solucao do caso particular por

4 sin (T o od [t . a
b = (2) - _/ (=) (t — )E/ y2 (t —y)2 th(y)dy, (3.13)
0

O[Oé
7raB2 2

onde B(a,b) é a fungao Beta,
B(a,b) = ((— (3.14)

e I'(t) é a fungdo gamma,
I'(t) = / v le " dx.
0

Voltando ao nosso caso de interesse, utilizamos h(y) = —€5(|¢|)(y) e apds resolver

todas as integrais, inclusive [" ¢(z)dz = (L)(z), obtemos

2-0) [} () vull = QLM sin(%2) (= — 22)%

L) = Lo~y '~ a2 | T ma—1)

. (3.15)
em que z = x9/L, M = L/{y,

balz) = F(2 — % % % +2,2)251, (3.16)



70

e F(a,b,c,d) é a fungao hipergeométrica definida por

T =Tm+al(n+bz"
Fla.b.e;v) = Fo3rm 2 T(n+ 1(n+0c)

n=0

(3.17)

Com isso, temos uma expressao aproximada no limite continuo para a distancia média (L)
percorrida entre dois encontros consecutivos de sitios alvos partindo da posicao xy no caso
da distribuicao de tamanhos de passos do tipo lei de poténcia. Utilizaremos essa expressao
no préximo capitulo para encontrar o minimo de (L) no caso da busca nao-destrutiva em
ambientes escassos, o qual corresponde ao méaximo da eficiéncia da busca, n = 1/(L).
Um caso particular importante nessa andlise ocorre para y = 2 ou a = 1 (dis-
tribuicao tipo Cauchy). A sua relevancia se d4 porque no limite L — oo em que o ambiente
se torna progressimente mais escasso em sitios alvos e o caminhante nao possui nenhuma
informagcao sobre o espaco de busca, a eficiéncia da busca é maximizada justamente para
a — 1. Nesse caso, a expressao acima para (L) se reduz a
2Lz — 2% log(M)
(L) = ) (3.18)

™

Na préxima segdo obteremos expressoes para (L) com as distribuigoes exponenciais
simples e dupla de tamanhos de passos utilizando um método distinto baseado no céalculo

estatistico do tempo médio de primeira passagem.

3.2 Exponenciais simples e dupla

Nesta secao serd introduzida a metodologia geral para se obter a distancia média (L)
percorrida entre dois encontros consecutivos de sitios alvos com uma distribuicao hiperex-
ponencial de tamanhos de passos. Em seguida, aplicaremos o método para as distribuigoes
exponenciais simples e dupla.

O método é baseado no calculo estatistico do tempo médio de primeira pas-
sagem (7T') (ou “mean first passage time”) por qualquer um dos dois sitios alvos no espago
unidimensional. Seguiremos aqui o formalismo apresentado em [12, 10]. Em particular,
nestas referéncias é considerado o tempo de duragao t de cada passo, ao invés do seu com-
primento |¢|. Contudo, admitindo uma velocidade v constante do caminhante ao longo

do passo, tem-se que |[¢{| = vt. Podemos ainda identificar que ¢ = t e (L) = (T) se
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convencionamos que a velocidade do caminhante é unitaria, v = 1.

A vantagem desse método é que ele permite a obtencao de expressoes analiticas
exatas para as quantidades médias de interesse, embora ao aumentar o nimero de ex-
ponenciais na distribuicao de tempos de duracao dos passos o céalculo se torna bastante
extenso, como veremos a seguir.

Inicialmente definimos a forma geral da distribuicao hiperexponencial de tempos
de duracao t dos passos, dada em analogia com a distribuicao de tamanhos dos passos

analisada no capitulo anterior por

n —t
e

o) = wi—, (3.19)
n=1 v

em que w; é o peso estatistico da i-ésima exponencial, com Z¢:1 w; = 1, e 7; a sua

respectiva duragao caracteristica, associada a persisténcia da caminhada. Seguindo o de-
senvolvimento exposto em [12, 10], quando o caminhante utiliza a distribuicao ¢;(t) para

se movimentar em um passo de duragao ¢, onde

¢i(t) = eTT, (3.20)

Ti

entao é dito que o caminhante esta no estado 7. A utilidade de associar as diversas expo-
nenciais da Eq. (3.19) a estados distintos é que desse modo é possivel [39] aplicar para
o problema do movimento descrito por uma distribuicao hiperexponencial o mesmo for-
malismo utilizado em um sistema com n estados markovianos, cada um deles descrito por

uma exponencial simples, que satisfazem a seguinte equacao de balango [12],
n t
+ Pk—
pilz,t, po) = w; » / (%)gbk(t')dt' + piod(z — 20)3(1), (3.21)
k=10

onde p;(x,t, po) é a densidade de probabilidade de que o caminhante inicie no instante ¢
a partir da posigdo x um passo com duragao caracterizada pela distribuicdo ¢;(t). A
densidade de probabilidade py = §(x — z¢)(p10, P20, - - -, Pro) descreve a condic¢ao inicial
a partir da posicao x = x¢, sendo o primeiro passo sorteado em ¢ = 0 no estado 7 com
probabilidade p;o, onde Y. | pio = 1. Por outro lado, p;x. = p;(x£vt’, t—t'; py) corresponde
a densidade de probabilidade de dar um passo no estado ¢ de duracao t’, iniciado no

instante t —t' e na posicao ' = x £+ vt’, que leva o caminhante a passar pela posicdo x no
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instante t. O sinal nesta expressao descreve um deslocamento para a direita (—) ou para

a esquerda (+4). Portanto a integral na Eq (3.21) indica que o caminhante pode assumir
a posicao x no instante ¢ tendo saido da posicao x & vt’ no instante t — t’ e realizado um
salto de duracao t’ através de qualquer um dos estados k possiveis, em que se soma sobre
todos os estados e se integra sobre todas as duragoes possiveis do passo até a duragao
maxima ¢ correspondente ao proprio instante ¢t. Ja o termo com as deltas de Dirac da
conta da condigao inicial da caminhada, a partir da posicao x = xg, no instante t = 0 e
no estado 1.

Para poder compreender o movimento desse caminhante aleatério, necessitamos
também da equacao que rege a densidade de probabilidade de que ele esteja na posicao =,

no instante ¢ e no estado 1,

P, t; po) = /0 (%)n@(ﬂ)dt’. (3.22)

A integral acima leva em conta todas as possibilidades de dar um passo para a direita ou
para a esquerda que satisfaca esse requisito. Observamos que o termo 7;¢;(t’) representa
a probabilidade de que o passo dure no minimo um tempo t’, tal que o caminhante pode
passar na posicao x, no instante ¢t e no estado ¢ durante um passo que eventualmente
ainda nao chegou ao seu final [10].

Algo importante a se notar é que as Eqs. (3.21) e (3.22) sao vdlidas para um
caminhante aleatorio no espaco livre. Se desejamos estudar o tempo médio de primeira
passagem por um dos sitios alvos nas posi¢oes © = 0 e z = L, precisamos entao adequar
a Eq. (3.22) para o intervalo unidimensional de interesse [0, L]. Primeiramente, aplicamos

a transformada de Laplace a Eq. (3.22). Utilizando a propriedade de convolug¢ao obtemos
Py(z, s; po) Z i (s)e P bl , (3.23)

em que os coeficientes «;; e f3; sdo obtidos a partir da solucao das Egs. (3.21) e (3.22). No
intervalo de interesse, 0 < x < L, escrevemos a densidade de probabilidade correspondente

como [9]

Qi(z,s,p0) = Z Pi(x +mL, s; po). (3.24)

m=—0Q0
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A forma da expressao acima é essencialmente similar a obtida pela aplicacdo do método

das imagens na eletrostatica com condigoes de contorno especificas [31]. Seja na elet-
rostatica ou no problema do caminhante aleatério, a solucao no espago 0 < x < L entre
as fronteiras pode ser obtida através da colocagao de “cargas imagens” nas regides x < 0
e x > L. No caso de condigoes periédicas de contorno um numero infinito de cargas é
necessario, as quais contribuem com os termos do somatério de modo a satisfazer ade-
quadamente as condigoes de contorno. De fato, é possivel aplicar o método das imagens
para diversos problemas envolvendo caminhadas aleatérias, como, por exemplo, no espaco
bidimensional em que o alvo é um disco localizado a uma determinada distancia do cam-
inhante [9].

Podemos agora substituir a Eq. (3.23) na Eq. (3.24), de modo que

(6—5j(5) L—\:Z]—xol 4 6_5j(5) \:c—vwol )

Bj(s)L

(3.25)

n
Qi(,5,p0) = Y _ ii(s)

j=1 1—e
De posse da Eq. (3.25), podemos escrever a taxa de probabilidade ¢; de encontro de
qualquer um dos sitios alvos (ndo necessariamente apenas pela primeira vez), com o cam-
inhante no estado 7, a partir da densidade de probabilidade (); de encontra-lo nesse estado
nas posicoes dos sitios alvos em qualquer instante ¢ na presenca de condi¢oes periddicas

de contorno [10], isto é,

QZ<t7p0) = UQi(07t7p0>7 0< Ty < L7

ot

) =0Q0.p0) ~ " = 0.00= 1 (3.26)
ot

alt i) =0Q0, 6.0~ 20 =0,z = L.

A diferenga entre as taxas ¢;(t, po) e qi(t, px) é que nesta tltima a caminhada tem inicio
no estado especifico k, isto é, com a duracao do passo inicial determinada a partir da
k-ésima exponencial na Eq. (3.19). As deltas de Dirac nas duas tltimas expressoes acima
dizem respeito as situagoes em que o caminhante parte da posicao de um dos sitios alvos
e portanto encontra um sitio alvo j& no instante inicial ¢ = 0 [10, 12]. Nessa dissertacao
estamos interessados na situagao descrita pela primeira linha da Eq. (3.26), em que a
posicao inicial do caminhante é tal que 0 < zg < L, com o regime de busca nao-destrutiva

assimétrica correspondendo a xy < L. Veremos a seguir como estas taxas de probabilidade
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de encontros serao tteis para o célculo do tempo médio de primeira passagem, (T').
Como mencionado acima, a taxa de probabilidade ¢; de encontro de um dos sitios
alvos no estado i considera nao apenas o primeiro encontro, mas também qualquer pas-
sagem pelos sitios alvos em um instante ¢ posterior ao do primeiro encontro. Como o
nosso interesse especifico estd no primeiro encontro, observamos que ¢; também pode ser
convenientemente expresso em termos de uma nova funcao associada f; que dé a taxa
de probabilidade do primeiro encontro de um dos sitios alvos com o caminhante no es-

tado i [11],
altop0) = £t o)+ 3 [ lt = pohalt ). (3.27)
k=1

em que o primeiro termo acima se refere ao primeiro encontro, enquanto o segundo termo
leva em conta as contribuicoes para ¢; a partir do segundo encontro em diante.

Na verdade, a Eq. (3.27) representa um sistema de n equagoes acopladas, associadas
aos estados ¢ = 1,2, ...,n. Vale lembrar que n é o nimero de exponenciais que compoem
a distribuigdo hiperexponencial (3.19). Assim, é possivel expressar cada f; em termos de
todas as taxas g, sendo que estas, por sua vez, sdo determinadas via a Eq. (3.26) a partir
das densidades de probabilidade @, calculadas em (3.25). E necessario, portanto, resolver
o sistema de equagoes para as taxas f;, o que pode ser feito com o auxilio da transformada
de Laplace e da propriedade de convolucao. Nas proximas subsecoes, este calculo sera feito
explicitamente para as distribuicoes de tempos de duracao de passos do tipo exponencial
simples (n = 1) e dupla (n = 2).

Apoés obter para cada estado i a respectiva taxa de probabilidade f; de primeira
passagem por qualquer um dos sitios alvos, somamos sobre todos os estados e obtemos
a taxa total f(t,po) = >_r, fi(t, po) [12]. Como o tempo médio de primeira passagem ¢é
obtido através de [39]

Y

s—0 dS

oo oo d
(T) = / t£(t, po)dt = lim/ e~ £ (2, po)dt = — lim L5 P0)
0 s—0 0
entao chegamos ao resultado chave dessa segao,

_ : - dfi(sap())
(T) = ~lim D (3.28)

Com isso, temos um método para calcular a expressao do tempo médio (T) transcorrido
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até o primeiro encontro de qualquer um dos sitios alvos, que, como observamos, também

corresponde quando v = 1 a distancia média (L) percorrida pelo caminhante entre dois
encontros consecutivos de sitios alvios. Finalmente, a eficiéncia da busca é determinada
vian=1/(L).

A seguir aplicaremos o método apresentado acima para as distribui¢oes exponencial

simples e exponencial dupla de tempos de duragao (ou tamanho) dos passos.

3.2.1 Exponencial simples

Nessa subsecao serd realizado o cdlculo da expressao analitica para (1) no caso de
uma distribuicao exponencial simples de tempos de duracao dos passos. Como veremos,
este calculo sera consideravelmente mais simples que o da exponencial dupla, a ser re-
alizado na proxima subsecao. Assim, o estudo da exponencial simples servird como uma
introducao a aplicacao explicita do método, além de permitir a checagem da expressao
obtida para (T') com o resultado ja conhecido na literatura obtido por outros métodos.

A distribuicao exponencial simples para a duragao ¢ dos passos é dada pela Eq. (3.19)

comn =1,

o(t) = , (3.29)

em que 7 ¢ a duragao caracteristica e w; = 1 devido ao fato de que com n =1 s hd um
estado possivel (i = 1) para o caminhante aleatério.

Nesse caso, a Eq. (3.21) é escrita como

Lrpla ot t =t po) + pla — ot t —t; —t
p(x,t; po) :/ (p< o) 5 ol pO))e —dt' + pod(x — 0)d(1).
0
(3.30)

Tomando a transformada de Fourier da Eq. (3.30) e utilizando a propriedade de translagao,

FLUf(t—to)] = e~ f(k), (3.31)

obtemos

+ proe **o5(t). (3.32)

t 4l t' (ikv—2) —t! (ikv+1)
k,t—t B B
p(k.t, po) ——/ plk,t =t po) e . +e )
0

Aplicando agora a transformada de Laplace a Eq. (3.32) em conjunto com a propriedade
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de convolugao,

c /0 F(P)g(t — 7)dr] = F(s)G(s), (3.33)

em que F(s) = L[f(t)] e G(s) = L[g(t)], ficamos com

p(ka‘S?pO)( 5+l > —ikx
k — T 0 3.34
p( 787p0) - (S I %)2 T (k’l})Q + P10€ ) ( )
de onde obtemos
, 1+ 2s7 + s272 + k*120?)
k — —ikxg ( )
)0( y S, 100) € ST + 827-2 + T2]€2U2 (3 35)
De posse de p(k, s; po), aplicamos a Eq. (3.35) na Eq. (3.22), de modo que
! tt—t'; — vt t —t'; v
P(l’,t, Po) _ / <p($ + vt, 7p0> ‘;‘P(CL’ v, 7p0))67'dt/. (336)
0

Novamente, aplicamos acima as transformadas de Fourier e Laplace com as propriedades

de translagao e convolucao, implicando em

P(k, s;po) = p(k, s; Po)<(8 n f;j (kv>2)' (3.37)

Substituindo a Eq. (3.35) na Eq. (3.37) encontramos

(s 4+ 2)(1 4 2s7 + s°7% + k*0?7?)

P(k, s; pg) = e o : 3.38
(k5 o) PO + D)2 + k202) (s7 + 5272 + k2u72) (3.38)
que apos a transformada inversa de Fourier é expressa como
_ \z—zg|
,010(87' + 1)\/ #ﬁ%e v 55"1')*5
P(z,s;p0) = : (3.39)

TV?

Como temos apenas um estado entao p;op = 1 acima. Em seguida, substituindo a Eq. (3.39)

na Eq. (3.25) obtemos

,/s(s+%)(L7\x7xO|) s(s+}_)xm0|>

(sT+1) S{:is (e‘ v +e” v

L 5(5+%) ’
2702 (1 — e~ v )

Q(z,s;p0) = (3.40)
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e utilizando a Eq. (3.26) encontramos a taxa de probabilidade de encontro de qualquer

um dos sitios alvos,

o [ C) el
(ST + 1) Zris e v + e v

q(s, po) = 1 (3.41)
L s(s+?)
2702 (ev — 1)
Fazemos ainda xg = 0 ou xy = L para calcular ¢;(¢, p),
L s(s«k%)
(57 + 1)y / 2 <ev -4 1)

1
= (3.42)

Q(S7p1): I s(s+l) _2
2702 (evT — 1)

Agora que possuimos a taxa ¢ de encontros (nao apenas o primeiro) de um dos
sitios alvos para a distribuicao exponencial simples, podemos encontrar a taxa f de prob-
abilidade do primeiro encontro. Tomando a trabsformada de Laplace da Eq. (3.27) com

n = 1, obtemos

q(s; po) = f(s;p0) + f(55p0)q(8; p1), (3.43)
que implica em
f(s;p0) = % : (3.44)

Finalmente, substituindo a Eq. (3.44) na Eq. (3.28), encontramos o tempo médio de
primeira passagem por um dos sitios alvos quando a distribuicao de tempos de duragao

de passos é dada por uma exponencial simples,

(T) = g + % (3.45)

E importante comentar que essa expressao coincide com o resultado classico obtido por

Weiss em 1983 através da equagao de Fokker-Planck que descreve o problema [66].

3.2.2 Exponencial dupla

Nessa subsegao serd realizado o célculo da expressao analitica para (T') com a

distribuicao de tempos de duragao dos passos do tipo exponencial dupla. Os passos basicos
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sao os mesmos da se¢ao anterior para o caso da exponencial simples. Entretanto, como

veremos, o fato de termos duas exponenciais (n = 2) na distribui¢ao, ao invés de apenas
uma (n = 1), torna os calculos bem mais extensos e as expressoes obtidas bem mais
longas.

A distribuigao dos tempos de duracao dos passos do tipo exponencial dupla é dada

Eq. (3.19) com n = 2,
°Coruwt, (3.46)

T1 T2

P(t) = w;

em que 7y e T sao as duracoes caracteristicas respectivamente associadas aos estados ¢ = 1
ei =2, ew; e wsy 08 seus respectivos pesos estatisticos, com wy + wy = 1.

Inicialmente substituimos a Eq. (3.46) na Eq. (3.21), de modo que

t / / / /
t,t—1, -t t =1 =t
p1(z,t; po) = w1[/ (pl(:v+v : ,Po)‘|2‘,01($ v ’p0)>6"'§ dt'+
0

3.47)
t vt —t; —ot' t =1 = |
/ (P2($+U ) ,Po)‘gm(x ) ’p0)>efz dt'} + p10d(x — x0)d (%)
0
(&
¢ vt —t; — ot t —t; =t
P2(x,t;;00):w2[/ <p1($+v | et ’pO))eﬁ dt'+
" (P ot -t ) + pa(z — vt t t?' A o
/ (p2 x + ot/ ; Po sz T —ut, > 0 )eﬁdt’] + p200(x — 20)0(t).
0

Aplicando acima as transformadas de Fourier e Laplace com a utilizagao das pro-

priedades das Egs. (3.31) e (3.33), encontramos

S+ —1 S+ - —ikx
Pl(Sak‘;Po):wl[ « pls £ ) + pas+ 7y ) ]+e k2o b1 (3.49)

ni((s+m0)2+ (kv)?) - (s +70) + (kv)?)

8_'_ -1 S+ ! —ikx
PQ(Sak‘;Po):wz[ q ps 7 ) pas+ 7y ) }+e k20 oo (3.50)

(s +7 )2+ (kv)?2)  m((s+751)2 + (kv)?)
Resolvendo esse sistema de n = 2 equagoes, obtemos as seguintes expressoes

para p1(k, s; po) e pa(k, s; po):

. exp~ k0 ((kT1v)2+(s7'1 +1)2) (plo’rg (k27'zv2+527'2+5)+s7'2w1+w1)
p1= T2 ((kT1v)24(s71+1)2) (k2 T2v2+82To+s)+wi (T2 —71) (—k2v2 (sTiTo+T1+72) —s(s71+1) (sT2+1))

(3.51)
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B efikzO((kTQv)2+(STQ+1)2)(Tl (k2(plo—l)T1U2+(p10—1)527-1+s(p10+w1—2))+w1—1) (3 52)
P2 = T ((kri0) 24 (s11+1)2) (k2202 + 821+ 8)+wy (1o —71 ) (— k202 (st +114+72)—8(sT1+1) (s72+1)) ° )

Apos aplicar as transformadas de Fourier e Laplace nas expressoes acima, encontramos

as densidades de probabilidade

S—i—i )

Pl(kv S;pO) = pl(k7 S;p0)<(8 + l)Q _7|—_1 (]{;U)Q

T1

(3.53)

s+ 712
Py (k,s;p0) = 02(1%3;00)( )

(s + ;12)2 + (kv)? (3:54)

Substituindo agora a Eq. (3.51) na Eq. (3.53), temos que

o ai(s) + ag(vk)?
Pl(ka Sap()) - bl + b2(vk>2 + (Uk)47 (355)

onde

a; = (s+ T1_1>(S + T2_1)(Sp10 + wsz_l),

az = pro(s + 1),
L (3.56)
b = s(s+ 1) (s + 75 ) (s + wary ! +wiry V),

by = (s + 7'1_1)(8 +w27—1_1) + (s +7'2_1)(s +w17'2_1).

Para P (k, s; pp) encontramos a mesma estrutura acima, porém com as substitui¢oes 7 <>
T, W1 <> W2 € P1g <7 P20-

Fazendo a transformada inversa de Fourier de Py(k, s; po), ficamos com

2 2
ai —(Izﬁ, —g_lz==0l ay —agﬁJr _Ber

B (-2 25 m—200)° , (3.57)

Pl(%&ﬂo) -

onde B+ = by £+ /b3 — 4b;. Um célculo andlogo leva & expressao para Py (k, s; po).
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Substituindo a Eq. (3.57) na Eq. (3.24), temos que

o _B(-femagh _p_la—wg|
a1 —asf3 e v +e v

25—(b2 - 253) 1— e_B;L
By (L—|z—=zql) By |lz—=zq]|
a — a7 e p e

28+ (by — 262) 1—e % ’

Q1(w, 8;p0) = +

(3.58)

e expressao andloga para Qs(z, s; po)-
Utilizando a Eq. (3.25) obtemos as taxas de probabilidade de encontro fazendo

z =0 na Eq. (3.58),

9 _ B_(L—=zp) _B_=zg
(5, po) = a; —asf3 e v +e v
q ) -
1 26-(b2—262) 1 _ 5"
9 _B+(L—zo) _ﬂ+1‘0 (359)
a) — a2ﬁ+ e v + e v

281 (by —263) 1 — 2"

Por outro lado, fazendo zo = 0 e p;p = 1 calculamos

H
@1—a252 ( +1
28_(by — 23%)

q(s,p1) =

2B-(b2 —26%) (1 _

=
. a25+ (e > (3.60)
(1-e™)

em que, colocando pip = 1 na Eq. (3.56),

a = (s+7 ") (s+ ") (s +wry ), (3.61)

az=(s+1"),

com as constantes J+ permanecendo as mesmas. Para ¢ (s, p2) obtemos essencialmente
a mesma expressao de qi(s, p1), mas com a; = 0 e a; = (s + 7 ')(s + 75 1) (wiTy ). Por
outro lado, para obter as expressoes para ¢s(s, po), q2(S, p1) € g2(s, p2) é necesséario fazer
as substituicoes mencionadas acima.

Com as taxas ¢; de encontros (ndo apenas o primeiro) dos sitios alvos para a

distribuigao exponencial dupla, podemos encontrar as taxas f;(t, po) de probabilidade do
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primeiro encontro. Fazendo a transformada de Laplace da Eq. (3.26) com n = 2,

q1(s3p0) = fi(s:po) + f1(s:p0)qi(s; p1) + f2(s5p0)q1(s; p2) (3.62)

@2(s5 p0) = f2(s:p0) + f1(55 p0)a2(s: p1) + fa(s5 po)ga(s: p2). (3.63)

Resolvendo o sistema de equacoes acima obtemos

£i(s: po) = q1(s; p0) (1 + g2(s5 p2)) — q1(5; p2)g2(s; po)

3.64
L+ qi(s; p1) + q2(55 p2) + q2(55 p2)q1 (55 p1) — q1(S; p2)q2(s; p1) (3:64)

Fals: po) = q2(s3 p0) (1 + q1(s; 1)) — q2(5; p1) (S5 po)

) 3.65
L4+ qi(s501) + q2(55 p2) + q2(s5 p2)q1 (55 p1) — q1(8; p2)q2(s; p1) (3.65)

Em seguida, substituindo as Eqs. (3.64) e (3.65) na Eq. (3.27), encontramos

(TY = —lim g2 p0) (1 + (3 p1) — 1(83 p2)) + q1(8; p0) (1 — ga(s3 p1) + G2(5; p2))
s=0ds 14 qi(s;p1) + qa(s; p2) + @2(8; p2) @1 (55 01) — q1(85 p2)q2(s; p1)

(3.66)

Observe que ao substituirmos acima os resultados para as trés taxas ¢; e as trés

taxas ¢o obtidos acima, a expressao final geral para o tempo médio (7)) de primeira
passagem por um dos sitios alvos ficard bastante longa. No entanto, nessa dissertacao nao
estamos interessados no caso geral das caminhadas descritas pela distribuicao exponencial
dupla de tempos de duragao dos passos, mas sim em um subespaco do espacgo total de
parametros da distribuigao {7, wy, T2, wa }, com w; +wy = 1, associado a uma eficiéncia da
busca nao-destrutiva em ambientes escassos comparavel a eficiencia maxima obtida com
a distribui¢do do tipo lei de poténcia (Lévy) com g — 2. Como discutido, nesse caso ha
um equilibrio entre um grande nimero de pequenos passos que tendem a encontrar o sitio
alvo mais préximo (a uma distancia inicial zy < L do caminhante) e um pequeno, mas
relevante, nimero de longos passos, que tendem a encontrar o sitio alvo mais distante. Para
que esse mesmo tipo de balanco também se dé com a exponencial dupla, é necessario fazer
com que uma das exponenciais favoreca os pequenos passos enquanto que a outra favorega
longos passos que, assim como no caso da lei de poténcia, permitam o acesso ao sitio alvo

distante. Isso de fato pode ser conseguido com as escolhas 71 > L/v e 75 < L/v. Nesse
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caso, a expressao para o tempo médio de primeira passagem se reduz consideravelmente,

sendo dada aproximadamente por [12]

L 1— 1+2%  om
iy = Ly 2= w) (1 __Twm ) (3.67)
2v Wy 14 /w,

O resultado acima serd fundamental para as analises do préximo capitulo. De fato,
a partir dele vamos estudar como o maximo da eficiéncia da busca aleatéria realizada
com uma distribuicao do tipo exponencial dupla escala com L em ambientes escassos.
Se considerarmos também os resultados obtidos no presente capitulo para a eficiéncia da
busca com distribuicoes do tipo lei de poténcia e exponencial simples, poderemos entao
fazer uma andlise comparativa das trés estratégias de busca, como veremos no proximo

capitulo.
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4 RESULTADOS

Nos capitulos anteriores mostramos como calcular a eficiéncia da busca aleatéria
de diferentes formas, utilizando os métodos do operador integral, do operador fracionario
de Riesz e do tempo médio de primeira passagem.

Neste capitulo, estes métodos serao aplicados para a analise comparativa da eficiéncia
maxima da busca quando a PDF de tamanhos dos passos ¢ do tipo exponencial simples, ex-
ponencial dupla e lei de poténcia (Lévy). Nosso foco serd o caso de buscas nao-destrutivas
assimétricas em que zo < L, no regime de escassez de recursos em que a extensao L do
intervalo de busca se torna progressivamente maior.

Inicialmente, aplicaremos o método do operador integral do Capitulo 2 as trés dis-
tribuicoes com o auxilio do software Octave. Para checar que o método e os programas
de fato funcionam bem, comparamos os nossos resultados com aqueles presentes na liter-
atura. Em seguida, faremos uma andlise comparativa das expressoes analiticas obtidas no

Capitulo 3 para a eficiéncia da busca realizada com as trés distribuigoes.

4.1 Checagem dos programas para o método do operador integral

Vamos comecar checando se os resultados obtidos com os programas para o método
do operador integral concordam com aqueles ja existentes na literatura. A verificagao

consiste no calculo da eficiéncia da busca via n = ﬁ com o auxilio do software Octave.

L
Apés a construcao do grafico da eficiéncia em funcdo de um determinado parametro
de cada uma das trés PDFs de tamanhos dos passos, é feita a comparacao entre os
resultados que, como veremos a seguir, concordam bastante bem. Apds essa checagem,
temos a seguranca de que os nossos programas estao funcionando bem e os aplicamos para
a analise comparativa da eficiéencia maxima das buscas nao-destrutivas no regime escasso.

Cada uma das trés PDFs de interesse possui particularidades quanto a escolha dos
parametros. Além dos parametros relacionados a PDF propriamente dita, temos também
aqueles relacionados a caminhada aleatéria, tais como Ax, L, xg, ¢y e 7,. A seguir, os
parametros foram escolhidos de modo a coincidir com aqueles utilizados em trabalhos ja
publicados, a fim de permitir uma comparacao adequada.

Como descrevemos no Capitulo 2, a auséncia de expressoes analiticas para o op-

erador integral £ faz com que seja necessdaria a discretizacao das posicoes do espago de
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busca na forma x = iAz, onde o indice discreto i é dado por numeros inteiros. Nesse

caso, o operador £ assume uma forma matricial adequada a obtencao de resultados. Além
disso, como discutido anteriormente na busca unidimensional o raio de visao r, nao possui
papel relevante, de modo que sem prejuizo a generalidade dos resultados iremos consid-
erar r, = 0 na maior parte dos resultados a seguir. No espago discreto, a posigao inicial

do caminhante aleatorio é escrita como

Logo, a distancia média percorrida entre dois encontros consecutivos de sitios alvos no
espago continuo, (L)(zg), se torna um vetor coluna com linhas iy, isto é, (L)(ig). Em
particular, se o caminhante sai de uma posicao especifica zo = a, escrevemos que a = i, Az,
de modo que iy = i,.

Utilizando os resultados desenvolvidos no Capitulo 2, temos que (L)(i,) é dada
pela i,-ésima linha do vetor coluna obtido pelo produto da matriz (I—A)~! pelo vetor (|]),

isto é,
M—m,—1

(], = > |u-a7

in=my+1

[{len];- (4.2)

ta,l

Empregaremos a seguir a matriz A e o vetor coluna < |¢| > calculados no capitulo anterior
para cada PDF de tamanhos de passos a fim de verificar se o programa estd funcionando

de forma acurada ou nao.

4.1.1 Exponencial simples

A primeira PDF de tamanhos de passos a ser checada é a exponencial simples,

dada por

—(el=¢40)

o — e
2T

p(l) , (Exzp Simples). (4.3)

Essa escolha se deve a existéncia de varios resultados bem estabelecidos na literatura
para essa distribui¢ao, em particular uma expressao analitica exata para (L)(zo) obtida
via equagao de Fokker-Planck [66, 27], a qual é dada pela Eq. (3.45) com v = 1 de modo
que (L) = (T):

xo(L — xp)

(LY(xg) = g + — (Exp Simples). (4.4)
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No capitulo anterior nés confirmamos esse resultado utilizando o método do tempo médio

de primeira passagem. Para nao haver confusao, procuraremos sempre explicitar a seguir se
os dados apresentados se referem ao método do operador integral ou a expressao analitica
acima.

No contexto do método do operador integral, obtivemos na Subsecao 2.2.1 os

seguintes resultados:

|:6—(L—a;m,—[0) e—(a—:U—ZO)}
(1) = (o +7(1 = 5 ), (4.5)
(§]
(4], = [A],=emr e —e mr . (4.6)

Para observar se o programa esta implementado corretamente, comparamos os resultados
obtidos utilizando as Eqgs. (4.5) e (4.6) na Eq. (4.2) com aqueles referentes a curva tedrica
da Eq. (4.4).

Nas Figs. Figura 12 e Figura 13 mostramos a eficiéncia da busca, n = 1/(L),
em fungdo do comprimento caracteristico 7, com L = 1000, ¢, = 0.2 e Az = 0.2, nos
respectivos casos de buscas nao-destrutivas (rg = 1) e destrutivas (zg = L/2 = 500).
Como é possivel observar nos dois graficos, os resultados obtidos com o programa do
método do operador integral (pontos azuis) concordam bastante bem com a curva analitica
exata (linhas sélidas) em ambos os regimes.

Passamos agora para a checagem com as outras distribui¢coes de tamanhos de

Passos.

4.1.2 Exponencial dupla

Na distribuicao do tipo exponencial dupla surgem novos parametros. De fato, as
exponenciais nessa PDF possuem a elas associados os comprimentos caracteristicos 7 e 7
e o0s pesos estatisticos w; e wq, com w; + wy = 1. Temos entao a seguinte expressao para

a PDF exponencial dupla:

€]

p(0) = AO(|¢| — 60)(11}167%‘ + wee 72), (Exp Dupla), (4.7)
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Figura 12: Eficiencia n da busca realizada com a distribuicao exponencial simples de
tamanhos de passos em fun¢ao do comprimento caracteristico 7, para o caso nao-destrutivo
com by = 0.2, zg = 1, L = 10 ¢ Az = 0.2. Nos pontos azuis utilizamos o método do
operador integral, enquanto a linha sélida representa a expressao analitica obtida em [66]
via equagao de Fokker-Planck e em [12] através do tempo médio de primeira passagem.
Uma boa concordancia de resultados é observada.

0.0004 T T T T T
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Figura 13: Eficiencia n da busca realizada com a distribuicao exponencial simples de
tamanhos de passos em fungao do comprimento caracteristico 7, para o caso destrutivo
com ly = 0.2, g = L/2 = 500, L = 10> ¢ Az = 0.2. Nos pontos azuis utilizamos
o método do operador integral, enquanto a linha sélida representa a expressao analitica
obtida em [66] via equagao de Fokker-Planck e em [12] através do tempo médio de primeira
passagem. Uma boa concordancia de resultados é observada.
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com a constante de normalizacao,

A= - (4.8)

—f0 —f0
w1 w2
2(7'1671 +72672>

Como discutido no Capitulo 3, a expressao geral exata para (L) com a exponencial
dupla, obtida pelo método do tempo médio de primeira passagem, ¢ bastante longa e, de
fato, nessa dissertagao nao estamos interessados no caso geral mas sim no subespaco do
espaco de parametros em que, no caso da busca nao-destrutiva no regime escasso, uma
das exponenciais favorece os pequenos passos (1o < L/v) que tendem ao encontro do sitio
alvo mais proximo, enquanto que a outra favorece longos passos (11 > L/v) que facilitam
0 acesso ao sitio alvo distante. Nesse caso, temos aproximadamente que [12]

L (1—w) 1+ 29 e

(L) (o) = 3 + 7 " (1-— T \;Z_le ), (Exp Dupla). (4.9)

Novamente, a fim de calcular (L)(xy) pelo método do operador integral utilizamos

os resultados calculados na Subsecao 2.2.2:

i} —(a—ry) —(L—a—ry)
(e =A(wim(2e™ (bg+7) —mi(e 7 +e A )+
—to —(a=7v) —(L—a—ry) (410)
w27_2(26 2 (£0+Tg) —7‘2(6 2 +e ™ )))
(§
_ il _limglet _ il _ limgl+1
[A} i = A(wlﬁ [6 m—e MM } + Wy Ty [e mry — g ™Mm }) (411)

Diferentemente de quando analisamos a PDF exponencial simples na subsecao an-
terior, utilizaremos desta vez o préprio (L), ao invés de n = 1/(L), para fazer a comparacao
direta entre os resultados dos dois métodos. Para tanto, escolhemos o mesmo conjunto de

parametros utilizados em [12] na abordagem via tempo médio de primeira passagem:

wlzl_w27
= 10°L,

To = Xop.
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A Fig. Figura 14 ilustra quatro conjuntos de dados em cada grafico: a linha sélida

preta representa o resultado exato do método do tempo médio de primeira passagem; a
linha pontilhada séo os resultados deste método de acordo com a aproximagao da Eq. (4.9)
usando 71 > L/v e 75 < L/v; os circulos azuis representam os resultados de simulagao
numérica de Monte Carlo mediadas sobre 10 caminhadas; e a linha vermelha ilustra os
dados obtidos pelo método do operador integral. De acordo com os valores da razao xq/L,
obervamos que os graficos se referem ao regime de busca nao-destrutiva, zo/L < 1, porém
ja se aproximando do caso destrutivo quando zo/L = 0.1. Com excegao da linha vermelha,
os demais resultados encontram-se em [12].

Observamos inicialmente que os resultados do método do operador integral con-
cordam muito bem para todos os valores de xy/L com os resultados exatos do método
do tempo médio de primeira passagem e também com aqueles obtidos via simulacao
numérica. £ importante observar ainda que os resultados com a aproximagao da Eq. (4.9)
sao bastante bons préximos do minimo de (L) (maximo da eficiéncia 1) no regime de bus-
cas nao-destrutivas. Isso faz com que possamos utilizar com seguranga a Eq. (4.9) para
calcular os valores minimo de (L) e maximo de 7, o que serd feito nas se¢oes seguintes.

Finalmente, notamos ainda a presenca na Fig. Figura 14 de duas linhas horizontais.
As linhas tracejada e trago-pontilhada referem-se, respectivamente, aos valores de (L)
obtidos com uma distribuicao de tamanhos dos passos do tipo lei de poténcia com p — 1
(regime balistico) e u = 2 (préximo ao méaximo da eficiéncia da busca nao-destrutiva
na auséncia de informagao sobre o espago de busca e no regime escasso). Observamos
que o minimo (L) da exponencial dupla nas buscas nao-destrutivas é inferior ao da lei de
poténcia com p = 2. Esse resultado sugere que, em uma dimensao, é possivel que as buscas
nao-destrutivas do tipo exponencial dupla tenham eficiéncia maxima superior as do tipo

lei de poténcia. Nas segoes seguintes analisaremos com mais detalhes este resultado.

4.1.3 Lei de poténcia (Lévy)

A 1ltima checagem do programa utilizado para os cédlculos do método do oper-
ador integral é realizada para a distribuicao do tipo lei de poténcia. Como discutido
nos capitulos anteriores, a PDF lei de poténcia com expoente p corresponde ao regime
assintético de distribuicao a-estavel de Lévy, com u = o+ 1. Assim, a seguir muitas vezes

utilizaremos o termo distribuicao de Lévy para nos referir a PDF lei do poténcia.
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Figura 14: Distancia média (L) = (T') percorrida entre dois encontros consecutivos de
sitios alvos em funcao do peso estatistico w; da primeira exponencial no caso da dis-
tribuicao do tipo exponencial dupla de tamanhos de passos. Os parametros utilizados
foram ¢y = 0.2, Az = 0.2, L = 10®, 7, = 10°L, 5 = 29 e v = 1. A posicao inicial x
estd indicada em cada gréfico e corresponde, para os menores valores de xg/L, ao regime
de buscas nao-destrutivas em um ambiente escasso. A linha sélida preta representa o re-
sultado exato do método do tempo médio de primeira passagem, a linha pontilhada sao
os resultados deste método de acordo com a aproximagao da Eq. (4.9), os circulos azuis
representam os resultados de simulacdo numérica de Monte Carlo mediadas sobre 10°
caminhadas e a linha vermelha ilustra os dados obtidos pelo método do operador integral.
Além disso, as linhas horizontais tracejada e traco-pontilhada referem-se, respectivamente,
aos resultados com uma distribui¢ao do tipo lei de poténcia com p — 1 (regime balistico)
e u = 2 (préximo ao maximo da eficiéncia da busca nao-destrutiva). Com excecao da linha
vermelha, os demais resultados encontram-se em [12]. Uma boa concordancia é observada
entre os resultados do método do operador integral, os resultados exatos do método do
tempo médio de primeira passagem e aqueles obtidos via simulacao numérica. Os resul-
tados com a aproximagao da Eq. (4.9) também concordam bastante bem na vizinhanga
do minimo de (L).
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Para a comparacao com os resultados do método do operador integral serao uti-

lizados inicialmente os dados apresentados em [3]. Vale ressaltar, contudo, que a PDF
considerada em [3] é do tipo lei de poténcia com um tamanho maximo de passos 7 (nao

confundir com o parametro da exponencial simples), isto é,

_ AS(|f = o)[1 — O(f¢] = 7)]

p(l) —( N )M_1|€|u g (4.12)
= 0 _toNp—17-1
A= 5 =
enquanto que no nosso caso utilizamos
(lef)x (4.13)
A =Dt
5 .

Naturalmente, a Eq. (4.13) se reduz a Eq. (4.12) quando 7 — oc.
Assim como feito anteriormente, para os calculos da eficiéncia da busca com a PDF

lei de poténcia utilizamos as equacoes desenvolvidas na Subsecao 2.2.3:

(1 = p)(fo) [(—L_ZO_“)Q‘“ + (A ) 4 2

20— 4) i) ’ i
) = I (F=2 == g

(1) = w2,

Na Fig. Figura 15 comparamos os nossos resultados obtidos pelo método do op-
erador integral com os da referéncia [3]. Nesse trabalho as linhas sélidas representam os
dados via método do operador integral, enquanto que os simbolos sao os resultados da
simulagdo numérica de Monte Carlo. Observamos que os nossos resultados (simbolos ver-
melhos) concordam bastante bem com os de [3] no limite 7 — oo, e inclusive também para
o maior valor possivel de 7 (7 = 10000). Com isso, podemos afirmar que o nosso programa
que calcula a eficiéncia pelo método do operador integral estd funcionando corretamente
também para o caso da PDF lei de poténcia.

Nao existe uma expressao exata para (L) no caso da PDF lei de poténcia para
poder comparar com os nossos resultados do método do operador integral. Contudo, ap-

resentamos no Capitulo 3 uma expressao aproximada para (L) obtida no espaco continuo
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Figura 15: Eficiéncia n da busca nao-destrutiva em fungao do expoente p da PDF lei
de poténcia (Lévy), com os parametros Az = 0.2, r, =1, 6y =1 ,L =103 e 7y = 2. O
parametro 7 representa o maximo tamanho possivel do passo considerado em [3]. Nesse
trabalho, as linhas foram obtidas pelo método do operador integral e os simbolos por sim-
ulacao numérica. Nossos resultados com o método do operador integral para a distribuicao
lei de poténcia nao truncada estao mostrados em simbolos vermelhos e concordam bem
com o limite 7 — oo da referéncia [3].
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com base no método do operador fracionério de Riesz [7, 8], veja a Eq. (3.15),

2 — 1-— 2LM*sin(%)(z — 2%)2
(L) _p 2o 1—4%<z>+w“(a az)] )Y (4.15)
2(1 —a) ala+2)B(5,5) m(a—1)
em que
a=pu—1,
L
M==
by’
Zz = @
=7
0.02 ; . ; | .
i — <8> 4
s <>
0.015 |~ =
= 001

0.005

Figura 16: Eficiéencia 1 da busca nao-destrutiva em fungao do expoente p da PDF lei de
poténcia (Lévy), com os parametros L = 103, o = 2, {5 = 0.2 e Az = 0.2. A linha sélida
representa o resultado da Eq. (4.15) [7, 8], enquando que os circulos vermehos sao obtidos
com o método do operador integral. A concordancia dos resultados é boa para valores
de p correspondentes ao maximo da eficiéncia e abaixo dele.

Na Fig. Figura 16 é feita uma comparagao entre a curva gerada pela Eq. (4.15)
(linha sélida) e os nossos resultados do método do operador integral (circulos vermelhos).
Podemos observar que para p2 a expressao analitica concorda bem com os nossos dados.

Como discutido em [7, 8], a aproximagao analitica se torna progressivamente pior & me-

dida que a dindmica da busca tende ao regime browniano (u = 3). E importante notar,
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entretanto, que a concordancia dos dois métodos é boa quando a eficiéncia é maxima, e

que esse serd o regime de interesse a ser estudado em detalhe nas proximas secoes.

4.2 Analise comparativa das eficiéncias maximas de buscas nao-destrutivas

Nesta secao iniciaremos a analise comparativa das eficiencias maximas das bus-
cas realizadas com as distribuicoes de tamanhos de passos do tipo exponencial simples,
exponencial dupla e lei de poténcia (Lévy). Nosso foco é nas buscas nao-destrutivas as-
simétricas, com zy < L, no regime escasso em que L aumenta progressivamente, embora
mantendo-se finito. Definimos a eficiéncia maxima ou 6tima de uma distribuicdo como
aquela associada ao maior valor de n possivel no espaco de parametros da PDF, para
dados xg e L fixos.

No trabalho seminal da referéncia [62], a eficiéncia das buscas do tipo lei de poténcia
foi estudada nos regimes destrutivo e nao-destrutivo em uma e duas dimensoes. No caso
especifico das buscas nao-destrutivas, observou-se que a eficiéncia maxima ocorria para
[t =~ 2 no regime escasso e na auséncia de informacoes sobre o espaco de busca. Como a
PDF com p = 3 possui segundo momento finito, entao a dinamica da busca associada é do
tipo normal ou difusiva, governada pelo TCL. Desse modo, concluiu-se que as buscas nao-
destrutivas com p =~ 2 devem ter eficiéncia superior aquelas realizadas com distribuicoes
de tamanhos de passos governadas pelo TCL. Vale comentar que as caminhadas com p ~ 2
representam um regime intermedidrio entre o balistico com longos passos para p — 1 e
o browniano com pequenos passos para u = 3. De fato, quando p ~ 2 muitos pequenos
passos, favorecendo o encontro do sitio alvo mais préximo, se alternam com poucos, mas
relevantes, longos passos, que facilitam o acesso a sitios alvos distantes. Nesse caso, a
dinamica da busca é do tipo superdifusiva. De fato, ela permanecera superdifusva ao
menos até escalas de tempo ou distancia total percorrida da ordem do livre caminho
médio A da distribuicao dos sitios alvos, uma vez que devido a truncagem dos longos
passos pelo encontro dos sitios alvos em algum momento se observard uma passagem, ou
“crossover”, para o regime difusivo.

Uma questao interessante que, dentro do nosso conhecimento, ainda nao foi explo-
rada ¢ a seguinte: o que acontece se a PDF de tamanhos de passos tiver mais de uma
escala de comprimento caracteristica, de modo que algumas escalas podem favorecer o

encontro do sitio alvo préximo e outras o encontro dos sitios distantes? E isso que ocorre,
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por exemplo, no caso da PDF exponencial dupla com a escolha 71 > L/v e 1o < L/v.

Serd que a sua eficiéncia maxima para a busca nao-destrutiva é comparavel a da lei de
poténcia com p ~ 27 E se for, qual é o papel da auséncia de informagoes sobre o espaco
de busca nessa questao? Sao essencialmente esses os pontos que pretendemos investigar a
seguir.

Nesse contexto, a Fig. Figura 17 apresenta um resultado esperado e outro ines-
perado no caso da busca nao-destrutiva unidimensional com zq = 2 e L = 103. De fato,
espera-se que a exponencial simples possua a menor eficiéncia 6tima das trés distribuicoes
consideradas nesse trabalho. Contudo, nota-se também que a eficiéncia méaxima com a
PDF exponencial dupla para 7, = 10%, 5 = 2 e w; ~ 10723 ~ 0,005 é superior & obtida
com a lei de poténcia para p ~ 1.9. Esse resultado confirma as primeiras evidéncias
observadas em [12], como também mostra a Fig. Figura 14.

Neste ponto, uma pergunta pertinente é a seguinte: sera que o resultado da Fig. Figura
17 para L = 10° ainda se mantém quando consideramos regimes de busca progressiva-
mente mais escassos com valores maiores porém finitos de L? Para responder essa per-
gunta, é necessario analisar em detalhe como a eficiéncia 6étima destas distribuicoes evolui
quando L — oc.

Para determinar a eficiéncia 6tima da busca nao-destrutiva para um dado valor
de L, precisamos varrer o espago de parametros de cada PDF. Por exemplo, a Fig. Figura
18 ilustra a dependéncia com L do valor étimo p., em que a eficiéencia da PDF lei de
poténcia ¢ maxima. Observamos que fi,,x — 2 quando L — 0o, em concordancia com
o resultado de [62] para buscas nao-destrutivas unidimensionais. Por outro lado, para
encontrar o valor 6timo w; da PDF exponencial dupla escolhemos 71 = 103L e 75 =z €
variamos o valor de w; através de Aw; = 2x¢/(10*L). Foi utilizada essa escolha de Aw;
devido & previsao tedrica [12] wi — 2z/L para L — o0, a ser obtida a seguir. Apds
encontrar os parametros que otimizam cada uma das distribui¢oes para um dado L, o valor
de L é aumentado e uma nova varredura do espaco de parametros da PDF ¢é realizada.

Na Fig. Figura 19 comparamos as curvas de eficiéncia 6tima da busca nao-destutiva
realizada com cada PDF em funcao de L. Para os valores de L considerados, a maior
eficiéncia 6tima foi aquela obtida com a distribuicao exponencial dupla. Para verificar se
essa tendéncia se mantém para espacos de busca mais escassos é necessario analisar o que

ocorre para valores ainda maiores de L.
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Figura 17: Eficiéncia n para as buscas nao-destrutivas realizadas com as distribuicoes de

tamanhos de passos exponencial simples em fungao de 7 (simbolos pretos), exponencial
dupla (azul) com 7, = 10° e 7, = 2 em funcdo de logw;, e lei de poténcia ou Lévy
(vermelho) em fungao de p. Resultados obtidos via método do operador integral com
parametros zo = 2, {p = 0.2, L = 103 e Az = 0.2. Observamos nesse caso que a maior
eficiéncia 6tima é a da PDF exponencial dupla.
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Figura 18: Expoente 6timo f,,; da busca nao-destrutiva realizada com a distribuicao de
tamanhos de passos lei de poténcia em funcao de L. Resultados obtidos via método do
operador integral com parametros xg = 2, {p = 0.2 e Az = 0.2. A medida que L — oo a
previsao tedrica indica que fir — 2 [62].
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Figura 19: Eficiéncia étima 7,,; da busca nao-destrutiva em funcao de L realizada com
a distribuicdo de tamanhos de passos exponencial simples (simbolos azuis), exponencial
dupla (preto) com 71 = 10°L e 75 = z, e lei de poténcia ou Lévy (vermelho). Resultados
obtidos via método do operador integral com parametros xqg = 2, fo = 0.2 e Az = 0.2.
Para cada valor de L considerado, a eficiéncia 6tima da PDF exponencial dupla foi a
maior.
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Figura 20: Gréafico em escala log-log da Fig. Figura 19. A eficiéncia étima da PDF
exponencial dupla cai mais lentamente com L do que a das demais distribuigoes.

Inicialmente, na Fig. Figura 20 mudamos os eixos da Fig. Figura 19 para a escala
log-log. Nesse caso, é possivel observar no regime de maiores valores de L que a eficiéncia
Otima cai com L mais rapidamente para a PDF exponencial simples, em seguida para
a lei de poténcia e finalmente, embora proxima desta ultima, para a exponencial dupla.
Com isso, a Fig. Figura 20 sugere que a PDF exponencial dupla continua a levar a uma
eficiéncia 6tima superior a medida que L cresce.

Quando tentamos aumentar ainda mais o valor de L utlizando o método do oper-
ador integral para checar explicitamente se a tendéncia das Figs. Figura 19 e Figura 20
se mantém para espacos de busca progressivamente mais escassos, acabamos esbarrando
em algumas limitagoes, como por exemplo a falta de meméria RAM.

De fato, para obter (L) pelo método do operador integral é necessario gerar ma-
trizes de tamanho L/Ax x L/Az. Assumindo que os elementos sao do tipo float, cada
um deles consome 16 bytes de memoria. Assim, quando trabalhamos com L = 1000
e Az = 0.2 é formada uma matriz 500025000 que ocupa 400 Mb de memoéria RAM. Ao
aumentarmos L em 10 vezes, ou seja L = 10000, 40 Gb de meméria RAM sao ocupados,

com um incremento de 100 vezes na quantidade de memoria utilizada, isto é, a quantidade
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de meméria RAM alocada no programa cresce com L2

Além do problema da memodria é necessario também lidar com a questao do tempo
de execucdo do programa, que cresce mais que quadraticamente com o valor de L [1].
Devido a esses motivos, para valores além de L = 10000 se torna inviavel realizar o
calculo da eficiéncia da busca através do método do operador integral.

Para contornar essas dificuldades, vamos considerar a seguir as expressoes analiticas
para (L) no espago continuo obtidas no Capitulo 3 via a técnica do operador fracionario
de Riesz para a PDF lei de poténcia e pelo método do tempo médio de primeira passagem
para as exponenciais simples e dupla. Com excecao da exponencial simples, cuja expressao
para (L) é exata, obtivemos expressoes aproximadas para os casos lei de poténcia e ex-
poncial dupla com 77 > L/v e 79 < L/v. Vale comentar que tais aproximagoes tornam-se
progressivamente melhores para maiores valores de L.

Iniciamos a nossa andlise pela PDF do tipo exponencial dupla. Na Eq. (3.67)
obtivemos para 71 > L/v e 5 < L/v que [12]

L (1—w) 1+ 29 e

L _ - . 279 7_2
e = £ +n - T E

De posse dessa expressao, podemos encontrar o minimo de (L) (maximo de 1) pelo método

tradicional dos maximos e minimos [59], o qual é obtido para os seguintes parametros:

1 ZL‘(2)(L + 8L[L’0)
g 4.1
E v\/ L — 8x (4.16)
(&
2x0(L + /8L
wi = 2oL+ V8Lao) (4.17)

L(L — 8xy)
Note que no regime escasso em que L — oo temos que 75 — xg, de modo que a condicao
Ty < L/v é satisfeita pelas buscas nao-destrutivas com xg < L. Além disso, nesse regime
0 peso estatistico da primeira exponencial deve ser bem pequeno, wi — 2x/L. Podemos
também utilizar um script para encontrar o minimo de (L) através da varredura dos
parametros na sua expressao analitica. Na Fig. Figura 21 comparamos a eficiéncia 6tima da
PDF exponencial dupla em funcdo de L a partir do calculo analitico de 7 e w} (simbolos
verdes), pela varredura da expressao acima para (L) (vermelho) e também pelo método

do operador integral (azul). Como é possivel observar, as trés curvas concordam muito
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bem entre si.

Nesse ponto é importante comentar que os parametros que maximizam a busca
no caso da exponencial dupla, 75 — xg e w] — 2x¢/L, estdo diretamente associados as
escalas relevantes do problema, xg e L. Imaginando uma situacao em que o caminhante
nao possua qualquer informacao sobre o espaco de busca, essa escolha especifica seria
extremamente improvavel. Assim, quando compararmos em seguida as eficiéncias étimas
das buscas nao-destrutivas realizadas com a exponencial dupla e com a Lévy, precisaremos
sempre ter em mente que a tiltima nao supoe qualquer conhecimento a priori sobre o espago

de busca.
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Figura 21: Eficiéncia 6tima 7,,; da busca nao-destrutiva realizada com a PDF exponencial

dupla em funcao de L. Os simbolos verdes representam os resultados obtidos a partir do
célculo analitico com 75 e w} [12], os simbolos vermelhos pela varredura da expressiao
para (L) e os simbolos azuis pelo método do operador integral. Utilizamos os parametros
7 = 103L, 7 = 29, 2o = 2, {p = 0.2 ¢ Az = 0.2. Observamos uma boa concordancia dos
resultados obtidos pelos trés métodos.

Passamos agora para a PDF do tipo de lei de poténcia. Na Eq. (3.15) obtivemos [7]

(2-q) Yal2) + a(l = 2)7  2LM°'sin(%2)(z — 2%)%

1
(Do) = Ly o 1~ ¥ s+ 2B 3 m(a—1) |

(4.18)

onde a« = pu—1, M = L/ly e z = xo/ L. Mostramos na Fig. Figura 22 a eficiéncia 6tima da
PDF lei de poténcia em fungao de L obtida pela Eq. (4.18) (linha sélida) e pelo método
do operador integral (simbolos vermelhos). Observamos que a eficiéncia 6tima dada pela

Eq. (4.18) é ligeiramente maior que a obtida pelo método do operador integral (diferenca
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relativa de cerca de 4%). Essa pequena diferenca deve-se principalmente ao fato de que

no método do operador integral o espaco de busca é discreto, isto é, espera-se que os

resultados se aproximem ainda mais no limite continuo em que Az — 0.

0.005 T T T
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= 0.003 —
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Figura 22: Eficiéncia 6tima 7),,; da busca nao-destrutiva em fungao de L realizada com a

PDF lei de poténcia. A linha sélida foi obtida a partir da Eq. (4.18) no espago de busca
continuo [7], enquanto os simbolos vermelhos representam os resultados do método do
operador integral no espago discreto. Utilizamos zo = 2, {y = 0.2 e Az = 0.2. No limite
continuo Ax — 0 espera-se que os pontos tendam a linha sélida.

4.3 Dependéncia analitica da eficiéncia 6tima com L

As expressoes analiticas para (L) permitem analisar como a eficiéncia n = 1/(L)
das buscas nao-destrutivas escalam com L a medida que o espago de busca vai se tornando
progressivamente mais escasso, ou seja, para L — o0.

Como primeiro exemplo, analisamos a PDF do tipo exponencial simples, cuja ex-

pressao exata para (L) é dada por [66, 12]
L
(L)(xg) = st—5 (4.19)

Nesse caso, o valor minimo de (L) (maximo de 1) é obtido para 7 — 00, ou seja, (L) =
L/2, de modo que no regime escasso a eficiéncia étima da PDF exponencial simples escala
com L na forma

1
Nopt ~ T (Exp Simples). (4.20)
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J& no caso da PDF exponencial dupla, partimos da Eq. (4.9) com 7 > L/v

ey K Ljv,

L (1 —wy) 1+ Lm e
L =—+4 11— = 7
< ><x0) 2 7-2 wl ( 1 /— 2 )7

onde substituimos os parametros 6timos,

2 /
ry = [ 2lL V8L (4.21)
L 8&30

e
2xo(L + /8L
wt = 22l Lt VBLZo) (4.22)
de modo a obter
x2(2\/§\/L:vo+L) 2:1:0(2\/5\/L10+L)
I Ly = L —8zo (L — 8zo) (1 - L(L—8z0)
L)opt(x0) = = +
Elonl(70) = 5 210 (2v2v/Lo + L)
e N W WG i (4.23)
1 (L8 )\/ 0(2{@% P \/z%(Qf:/SerL)
0 (2v2vILag+L)
\/§ L(L—8xp) +1
Como n = 1/(L), entao
2
lowt = 3(2v2/Tg 1) Vo [70(2v2 /Tt 1)
S R D B L(L—8z)
0 \/12(2\/§M+L)
20 (1_2zo<if@+w> . S Tomg
ZO x $
el
L Wg(mmm 1
L—8x(
(4.24)
Utilizando o Mathematica para expandir essa expressao em série em torno de L = oo,
obtemos
Lo} (1.29
ot = 2Lz, \L)’ ‘
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tal que no regime escasso das buscas nao-destrutivas a eficiéncia 6tima da PDF exponen-

cial dupla escala com L na forma

1
opt ~ ——, Exp Dupla). 4.26
ot ™ 7 (Exp Dupla) (4.26)

Finalmente, partindo da Eq. (4.15) para a PDF lei de poténcia,

2—a) Va(2) + 1a(l — z)] 2LM* ' sin(T2)(z — 22)%

1
L)) = Ly oy '~ el +2)B(2,2) w(a—1) |

e introduzindo acima que no limite L — 0o temos qopt = fiopr — 1 — 1 [62], encontramos
que a expressao para o minimo (L) é dada por
2Lz — 22 log(M
(L) opt (o) = (a1, (4.27)

™

Substituindo agora que z = x¢/L e M = L/{,, obtemos

(L) opt(0) = IVE -~ ghos (@ : (4.28)

™

o qual para as buscas nao-destrutivas com zy < L no limite . — oo se torna

(L)opt(x0) = 2Whlos <é> : (4.29)

A

Utilizando agora que n = 1/(L), entao

™

- 2¢/Lz, log (é)

Nopt (430)

de modo que a eficiéncia 6tima no regime escasso das buscas nao-destrutivas realizadas

com a PDF lei de poténcia ou Lévy escala com L na forma

1
P — Lévy). 4.31
ot ™ on L (Lévy) (4.31)

Em conjunto, as dependéncias com L das eficiéncias étimas das trés distribuicoes

acima no regime escasso de buscas nao-destrutivas confirmam o resultado das Figs. Figura
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19 e Figura 20. Ou seja, a eficiéncia 6tima 7,, cai com L mais rapidamente para a

exponencial simples, seguida pela lei de poténcia e pela exponencial dupla. Portanto, nesse
regime observamos que a eficiéncia 6tima da exponencial dupla se mantém superior a das
demais distribuicoes. Precisamos, contudo, colocar aqui a ressalva de que a otimizacao da
busca com a exponencial dupla pressupoe o ajuste dos seus parametros com as escalas
relevantes do problema, enquanto que o resultado pi,,: — 2 da distribuicao de Lévy
independe dos valores especificos de xy e L, desde que zo < L (busca nao-destrutiva) e

L — oo (regime escasso).

4.4 Fit das curvas de eficiéncia 6tima com L

Por fim, com o intuito de confirmar as escalas com L obtidas na secao anterior
para a eficiéncia 6tima das distribuigdes no regime escasso das buscas nao-destrutivas,
realizamos a seguir o fit dos resultados segundo as respectivas previsoes analiticas.

Iniciamos com a analise da PDF exponencial dupla. Na Fig. Figura 23 fitamos de
acordo com a forma Y = Az P os resultados da eficiéncia étima Nopt €m funcao de L obtida
pelo método do tempo médio de primeira passagem. Nos graficos (a) a (d) o valor minimo
de L é sempre o mesmo, L = 2500, mas o valor maximo vai diminuindo progressivamente
desde (a) L = 29000 até (d) L = 9000. Notamos em todos os casos que o expoente B tem
o seu valor de best fit B ~ 0.51 em boa concordancia com a previsao tedrica 1y, ~ 1/ VL
da secao anterior. Observamos ainda que o expoente B vai se aproximando lentamente
do resultado previsto a medida que valores maiores de L sao considerados. De fato, entre
os gréficos (a) e (d) obtemos que o coeficiente A possui uma varia¢do de 3.3% enquanto
o expoente B varia em 0.7%.

Passando agora para a PDF lei de poténcia, realizamos na Fig. Figura 24 fits da
eficiéncia 6tima obtida pelo método do operador fracionario de Riesz segundo as formas
Y = A;/(xP11logz) (linhas verdes), que corresponde & previsao tedrica, e Y = Az~ 52
(linhas vermelhas). No primeiro caso, o expoente de best fit B; &~ 0.50 concorda bastante
bem com a previsao 7y, ~ 1/ (vVLlog L). No segundo caso também foi conseguido um
bom ajuste dos resultados com o expoente By ~ 0.61. E importante observar que este
valor é certamente maior que o expoente B =~ 0.51 obtido para a PDF exponencial dupla,
indicando portanto que, mesmo nesse caso que foge a previsao tedrica, a eficiéncia 6tima

da PDF lei de poténcia ainda cairia mais rapidamente com L que a da PDF exponencial
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Figura 23: Eficiéncia 6tima 7,,; da busca nao-destrutiva realizada com a PDF exponencial
dupla em funcao de L mostrada em escala log-log. Os circulos representam os resultados
analiticos do método do tempo médio de primeira passagem com os parametros 7, = 103L,
Ty = Tg, Tg = 2 e o = 0.2. O valor maximo de L vai diminuindo progressivamente
desde (a) L = 29000 até (d) L = 9000. As linhas vermelhas sao o best fit destes resultados
usando a forma Y = Az~B. Observamos que o expoente B tem o seu valor de best
fit B ~ 0.51 em boa concordancia com a previsao teérica 7y, ~ 1/ VL.
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dupla.

Embora seja dificil descartar a forma Y = A,z~52 a partir do ajuste dos dados
na Fig. Figura 24, podemos estimar a estabilidade do fit com base nas variagoes dos
parametros a medida que maiores valores de L sao considerados. Por exemplo, nesse
caso observamos que A, e By variam, respectivamente, em 9.0% e 1.6%, quando L vai
de 9000 a 29000. Por outro lado, as variagbes dos parametros A; e By no fit via Y =

Ay /(2B log r) sdo de apenas 0.8% e 0.2% no mesmo intervalo de L.
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Figura 24: Eficiéncia 6tima 7,, da busca nao-destrutiva realizada com a PDF lei de
poténcia em funcao de L mostrada em escala log-log. Os circulos representam os resultados
analiticos do método do operador fracionario de Riesz com os parametros o = 0.2 e g = 2.
O valor maximo de L vai diminuindo progressivamente desde (a) L = 29000 até (d) L =
9000. As linhas verdes sao o best fit destes resultados usando a forma Y = A, /(2P log x),
correspondente & previsdao tedrica, e as linhas vermelhas utilizando Y = A,z=52. No
primeiro caso, o expoente de best fit B; ~ 0.50 concorda bastante bem com a previsao
Nopt ~ 1/(v/L1log L). No segundo caso o melhor ajuste foi conseguido com By = 0.61.

Finalmente, a Fig. Figura 25 resume em um tnico gréfico os resultados desta secao.
Quando os dados das trés distribui¢oes de tamanhos de passos sao mostrados em conjunto,
fica mais facil visualizar que a PDF do tipo exponencial dupla com comprimentos carac-
teristicos e pesos estatisticos ajustados de modo a refletir as escalas relevantes do problema

apresenta uma eficiéncia 6tima maior que a das demais distribuicoes no regime escasso de
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buscas aleatorias unidimensionais nao-destrutivas.

Argumentamos, portanto, que no contexto de “animal foraging”, quando o ani-
mal nao possui qualquer conhecimento a priori sobre o espago de busca, a escolha dos
parametros da PDF de tamanhos de passos associados as escalas xg e L ¢ extremamente
improvavel. Desse modo, concluimos que na auséncia completa de informagoes sobre o
espaco de busca o resultado que aponta as buscas de Lévy como as mais eficientes per-
manece valido.

Em principio, este raciocinio também se aplica a buscas mais realistas realizadas
em espacos de dimensoes maiores que um. De fato, estes espacos podem ser eventual-
mente caracterizados por vérias (mais de duas) escalas relevantes. Nesse sentido, uma
distribuicao hiperexponencial que refletisse tais escalas em principio levaria a eficiéncias
de busca superioes a de Lévy. Novamente, contudo, na situacao de auséncia completa de
informagoes, em que tal escolha especifica se torna bastante imporvavel, a distribuicao de
Lévy deve ser a que gera a maior eificiéncia 6tima.

No préximo capitulo apresentaremos a conclusao e as perspectivas futuras deste

trabalho.
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Figura 25: Eficiéncia 6tima 7,,; da busca nao-destrutiva em uma dimensao realizada com
as ditribui¢oes de tamanhos de passos exponencial simples (simbolos verdes), exponencial
dupla (vermelho) e lei de poténcia ou Lévy (azuis), em fungdo de L na escala log-log. Os
circulos representam os resultados obtidos pelo método do operador integral, equanto que
os quadrados dizem respeito as técnicas de tempo médio de primeira passagem (expo-
nenciais) e operador fraciondrio de Riesz (lei de poténcia). As linhas denotam os fits no
regime escasso, L > 2500, segundo as previsoes teéricas 1o, ~ 1/L (exponencial simples),
Nopt ~ 1/(v/Llog L) (lei de poténcia), e 0,y ~ 1/v/L (exponencial dupla). Os parametros
utilizados form xg = 2, f; = 0.2 e Az = 0.2. Para a exponencial dupla usamos ainda
71 = 103L e 75 = z9. Neste regime nao-destrutivo unidimensional, a PDF exponencial
dupla emerge como a que leva a maior eficiéncia 6tima entre as distribuicoes analisadas.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Nessa dissertacao estudamos como a eficiéncia das buscas aleatérias unidimension-
ais no regime nao-destrutivo escala com a distancia L entre os sitios alvos. O principal
objetivo foi comparar as eficiencias 6timas das distribuigoes de tamanhos de passos do
tipo lei de poténcia ou Lévy, exponencial simples e exponencial dupla no regime escasso
em que L — oc.

Para fazer essa andlise utilizamos alguns métodos ja conhecidos na literatura [12,
8, 3]. No método do operador integral [3] tivemos uma limitagao devido & grande quan-
tidade de meméria RAM necessdria para explorar espacos de extensao L > 10*. Para
contornar esse problema, utilizamos também o método do calculo do tempo médio de
primeira passagem [12]| para obter uma expressao analitica exata para a eficiéncia da ex-
ponencial simples e aproximada para a exponencial dupla com escalas caracteristicas de
comprimento 73 > L/v e 75 < L/v. Também determinamos a eficiéncia aproximada com
a distribuigao lei de poténcia pelo método do operador fracionario de Riesz [§].

Em particular, obtivemos como a eficiéncia maxima 7, escala com L para estas
trés distribuicoes quando g < L. De fato, de posse das expressoes analiticas para cada
distribuigdo encontramos nesse regime que 7,,; ~ 1/L para a exponencial simples, 7, ~
1/(v/Llog L) para alei de poténcia, e Nopt ~ 1/+/L para a exponencial dupla com 7y > L /v
e 7 < L/v. Desse modo, a maior eficiéncia étima foi a da distribuigao exponencial dupla
com parametros associados as escalas relevantes do problema.

Argumentamos, contudo, que no contexto de “animal foraging”, quando o ani-
mal nao possui qualquer conhecimento a priori sobre o espago de busca, a escolha dos
parametros da PDF de tamanhos de passos associados as escalas xg e L é extremamente
improvavel. Desse modo, concluimos que na auséncia completa de informagoes sobre o
espaco de busca o resultado que aponta as buscas de Lévy como as mais eficientes per-
manece valido. Em principio, este raciocinio também se aplica a buscas mais realistas
realizadas em espacos de dimensoes maiores que um. Esse resultado estd de acordo com
a “Lévy flight foraging hypothesis”.

Como perspectiva para trabalhos futuros, é nossa intengao aplicar as distribuicoes
hiperexponenciais a outros sistemas reais que tenham sido previamente analisados através

da distribuicao de Lévy, a fim de tentar comparar as suas eficiéncias 6timas. Gostariamos
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também de abordar o dificil problema do célculo analitico da eficiéncia da busca nao-

destrutiva em duas dimensoes para checar as previsoes acima a respeito da otimizagao da

eficiéncia pela distribuicao de lei de poténcia (Lévy) com p ~ 2.
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