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RESUMO

Neste trabalho estudaremos a existéncia de configuracoes centrais simétricas do pro-
blema de N corpos sob a 6tica da teoria de grupos através de a¢oes de subgrupos finitos do
grupo ortogonal O(d) em R? a partir do Teorema de James Montaldi e com o auxilio
do Principio da Criticalidade Simétrica de Richard Palais. Com objetivo de evitar
ordenacoes artificiais dos corpos estudados, construiremos ao longo do texto a estrutura
topologica e diferenciavel do espago de configuragoes ordenadas quocientado pelo grupo
de permutacoes para exibir a possibilidade de analisar configuragoes centrais a partir de
pontos criticos da funcao potencial restrita a algum conjunto de nivel da funcao momento
de inercia. Além disso, mostraremos algumas generaliza¢oes da forma geométrica das con-
figuracoes com simetria diedral e ciclica para corpos em R? e com o auxilio do software
SageMath, faremos o mesmo para configuragoes com simetria tetraedral e octaedral para

corpos em R3.

Palavras-Chave: Mecanica Celeste. Problema de N corpos. Configuragoes Centrais.

Configuragoes Simétricas.



ABSTRACT

In this work we study the existence of symmetric central configuration of the N—body
problem from the perspective of group theory through the action of finite subgroups of the
orthogonal group O(d) in R? using James Montaldi’s Theorem with assistance of the
Principle of Symmetric Criticality initially proposed and proved by Richard Palais.
With the objective of avoiding artificial orderings, we build in the text the topological and
differentiable structures for the quotient space of ordered configurations by the permuta-
tion group to show the possibility of analyzing central configurations as critical points of
the potential function restricted to some level set of the moment of inertia. Furthermore,
we show some generalizations of the geometric form of configurations with dihedral and
cyclic symmetry for bodies in R? and with the help of the software SageMath we do the
same for configurations with regular tetrahedral and octahedral symmetry for bodies in

R3.

Keywords: Celestial Mechanics. N—body Problem. Central Configurations. Symmetric

Configurations.
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1 INTRODUCAO

A Mecanica Celeste é uma area das ciéncias que tem por objetivo principal o estudo do
movimento dos corpos celestes, levando em consideragao suas massas e, em geral, apenas
a forga gravitacional mutua agindo sobre eles.

O problema mais importante deste ramo é conhecido na literatura como O Problema
de N corpos. Consiste em explicitar as curvas que descrevem o movimento de cada corpo
ao longo do tempo. Naturalmente surge o questionamento se solugoes tao gerais de fato
existem. Pouco se tem de informagcao sobre as solugoes dos casos gerais, entretanto exis-
tem casos particulares onde podemos obter tais resultados. Isaac Newton, por exemplo,
solucionou totalmente o problema para N = 2. Além disso, Euler exibiu solugoes de casos
particulares (sob certas condigoes) para N = 3. Este ultimo ponto sera discutido mais &
frente no Capitulo [6]

Nesta mesma perspectiva, podemos ramificar mais ainda nosso ambiente de trabalho
para encontrar solugbes do problema de N corpos. A subérea da Mecéanica Celeste que
terd um foco importante neste trabalho é aquela que estuda as Configuragoes Centrais. Ao
longo dos anos, diversos mateméticos demonstraram a existéncia de configuragoes centrais
com simetrias especificas, como: [CL89| para o caso de configuragoes simétricas espaciais;
[YZ12] para o caso de configuragoes dadas por dois poligonos regulares, um gerado pela
rotacao do outro; [LS06] para o caso de configuragoes degeneradas. O objetivo principal
deste trabalho é demonstrar o teorema de existéncia de configuragoes centrais de James
Montaldi [Monl5|. Entretanto, antes de abordar tal resultado, ¢ necessario definir alguns
objetos e enunciar resultados que serao utilizados ao longo do texto. Trabalharemos
especialmente com configuragoes que podem ser descritas como uniao de érbitas de pontos
através da acao de certos subgrupos do grupo ortogonal.

Durante o Capitulo |2, introduziremos algumas defini¢oes acerca da teoria de grupos,
especialmente no estudo das 6rbitas. O objetivo disso é, mais a frente, associar 6rbitas as
configuragoes de corpos com massas com determinada simetria.

Ja no Capitulo [3, o objetivo é apresentar ao leitor o objeto base do trabalho, que
sao as configuragoes centrais, além de separa-las em classes especiais. Abordaremos as

configuragoes centrais e as configuragoes G-simétricas. Definiremos também a nogao de
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tipo de 6rbita, onde associamos uma 6rbita ao estabilizador de seus pontos. Além disso,
para nao tornar o estudo deveras abstrato, as defini¢oes serao seguidas de exemplos.

Para o Capitulo [4] construiremos detalhadamente trés exemplos de configuragoes G-
simétricas dadas a partir da uniao de tipos de orbita. Além disso, a partir das figuras
serd possivel visualizar as formas geométricas dadas por cada tipo de érbita distinto.

No Capitulo [, demonstraremos que o conjunto das configuragoes quocientado pelo
grupo de permutagoes (formando as configuragdes ndo-ordenadas) é uma variedade suave.
A principal ferramenta para verificar tal fato ¢ o Teorema da Variedade Quociente.
Entretanto, devido & natureza dos objetos utilizados no teorema, sera necessario sintetizar
algumas defini¢oes e resultados sobre variedades e da teoria de grupos de Lie. A principal
referéncia utilizada é o livro Introduction to Topological Manifolds do autor John
Lee [Leel3|.

Um ponto importante durante o estudo que estéd sendo proposto sao os abertos no
espaco das configuragoes nao-ordenadas. Apesar do capitulo [0] apresentar a estrutura de
variedade, nenhuma informacao destaca a importancia da topologia deste espaco. Nesta
perspectiva, o Capitulo [0] visa estudar os abertos das configuracgoes, suas componentes
conexas e de como as massas influenciam a topologia do espago.

No Capitulo [7| demonstraremos o teorema que é o objetivo principal deste trabalho:

Teorema 1 (Teorema de James Montaldi). Sejam G < O(d) um subgrupo finito e I' um
tipo topologico de Burnside de G. FExiste ao menos uma configura¢ao central em cada
componente conexa do conjunto C(I'), onde C(I') € o conjunto de todas as configuragoes

com tipo topologico de Burnside T'.

Para auxiliar a demonstragao, utilizaremos o Principio da Criticalidade Simétrica
de [Pal79).

Para finalizar, introduziremos e exibiremos uma versao do Teorema [I| para configura-
¢oes balanceadas, além de um esbog¢o da demonstracao.

A fim de dar complementagao teédrica ao texto, teremos trés apéndices com resultados
importantes para construcao dos argumentos apresentados no desenvolvimento. O pri-
meiro apéndice consiste em alguns resultados auxiliares que serao enunciados mas cuja
demonstracao foge do objetivo do trabalho. Ja no segundo e terceiro apéndices faremos

uma anélise dos subgrupos relevante no estudo do tipo de Burnside para os grupos de
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simetrias do tetraedro e do octaedro. Para isso, usaremos o programa SageMath para

calcular todos os subgrupos a partir da representacao matricial.



12

2 UM PASSEIO NA TEORIA DE GRUPOS

Durante este trabalho, iremos abordar fortemente defini¢oes e resultados importantes
da Teoria de Grupos. Normalmente, algumas dessas defini¢oes sao vistas em disciplinas
introdutoérias de algebra, entretanto, para dar completude ao trabalho, iremos enuncia-las
e demonstra-las quando necessario. Para um estudo mais detalhado sobre o tema, ver a

referéncia [Ros94], em especial o Capitulo 4.

Definigao 2.1. Seja X um conjunto. Considere um ponto x € X e um grupo G tal que
G age sobre X via acdo ¢ : G x X — X dada por ¢(g,x) = g-x. A orbita de x em G,

denotada por G - x, é o conjunto de todos os pontos ¢ - x, onde g € G. Isto é,
G-x= U{g-x}:{g-xeX . g€ G}
geG

Para reduzir a notagao, em geral, utilizaremos apenas o ponto - para denotar a acao

quando nao houver necessidade de especifici-la.

Exemplo 2.2. Sejam X = {(1,0),(0,0),(0,1)} e G = {e, s}, onde s representa a permu-

tacao da primeira e segunda coordenadas do ponto. Definimos a acao ¢ : G x X — X tal

que ¢(e, (z,y)) = (z,y) e ¢(s, (z,y)) = (y,z). Logo,
G- (L O) = {¢(67 (17 O))a ¢($7 (17 O))} = {(17 0)7 (07 1)}

Além disso, X =G - (1,0) [] G-(0,0).
Proposigao 2.3. Se G age em um conjunto X = {x,...,z,}, entdo
no
XZHG-QZZ']., ng < n.
j=1
Em outras palavras, X € a uniao disjunta das orbitas da ag¢ao de G em X.

Demonstragao. Tome x € G -x; NG - X;, com X;,%; € X. Logo, x =g -X; e X = g1 - X;

para certos gg, g1 € GG. Portanto,

X; = (90~ 1) - ;.
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Considere y € G - x; fixo porém arbitrario. Logo, y = g¢» - x;, para certo g» € G.
Consequentemente, y = (gago '¢1) - X;. Como g¢ago g1 € G, entdo y € G - x;. Da
arbitrariedade de y, segue que G - x; C G - x;. Fazendo as substituigoes necessarias, um
argumento inteiramente analogo mostra que G'-x; C G - x;.

A construgao acima mostra que 6rbitas com ao menos um ponto de interse¢ao coin-
cidem, isto é, todas orbitas distintas sao disjuntas. Como todo ponto pertence a uma

orbita, o resultado segue. [ |

Definicao 2.4. O grupo de isotropia do ponto x € X ou estabilizador é o subgrupo
de G dado por
Gx={9€eG : g-x=x}.

Exemplo 2.5. Considere G = Zs e x = (1,0) € R% Assuma que a acao de G em R? seja
dada da mesma forma do exemplo [2.2] Logo,

¢(€7 (170)) = (170) € ¢<S, (170)) = (07 1)'

Portanto, G(1,0y = {e}.

Agora, iremos demonstrar um resultado que relaciona pontos numa mesma Orbita e

os seus respectivos estabilizadores.

Teorema 2.6. Sejam X um conjunto e G um grupo tal que G age sobre X. Considere
y,x € X. Sey = g-x, entio Gy = gGxg~'. Em outras palavras, pontos na mesma

orbita possuem estabilizadores conjugados.

Demonstragdo. Suponha que y = ¢ -x. Tome h € gGyg~! fixo porém arbitrario. Logo,

existe W/ € Gy tal que h = gh/g~!. Consequentemente,
g thg=h = g 'hg € Gy.

Pela defini¢ao do estabilizador, (g7 'hg) - x = x. Portanto, como x = g~ 1y, segue que

-1

(g 'hg)g™ ) y=9'y = (¢'h)-y=g "'y = h-y=y.

1

Segue que h € Gy. Da arbitrariedade de h, segue que gGxg~" C Gy. Por outro lado, se
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h € Gy, entao h -y =y. Logo,
(hg) - x=gx = (g7'hg) - x=x = g 'hg€ Gx = h € gGxg "

Concluimos assim que Gy = gGyg™'. [ |

Definicao 2.7. Dado um subgrupo H < G, a classe de conjugacao de H ¢é definida
por

(H)={gHg™" : g€ G}
Note que H € (H), pois eHe™! = H.

Definicao 2.8. Considere uma oOrbita G - x. A classe de conjugacao associada a orbita

G - x é o conjunto

{(Gy) :y € G-x}.

Como pontos na mesma 6Orbita possuem estabilizadores conjugados, podemos reescrever

o conjunto acima como

{(9Gxg™") 1 g€ G} = (Gx)

Agora, definiremos o tipo de uma orbita que serd de extrema importancia para

compreensao dos teoremas e resultados apresentados ao longo deste trabalho.

Definigao 2.9. Seja H < G. Uma orbita G - x é do tipo (H) se existe xo € G - x tal que
H = Gy,.

Proposicao 2.10. Seja H um subgrupo finito de G. O nimero de pontos em uma orbita

16l

do tipo (H) € igual a -

Antes de demonstrarmos propriamente a proposicao, é necessario enunciar um impor-

tante teorema para a teoria de grupos, e um lema.

Teorema da Orbita-Estabilizador 2.11. Sejam G um grupo finito agindo sobre X e

. ] Y ;- a
x € X. Entao, o numero de elementos na orbita G - x € igual a %

Lema 2.12. Seja G - x uma orbita. Se xg € G -x, entao G-x =G - Xg.

10 enunciado e demonstracdo deste teorema encontra-se no contetido virtual do livito A Course on
Finite Groups [Ros09].
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Demonstra¢ao. Suponha que xg = g-x, onde g € G. Logo, sey € G-x, entaoy = gy - X
para certo gy € G. Portanto, y = (gog™!) - xo. Como gog~! € G, segue que y € G - xq.
Da arbitrariedade de y, podemos concluir que G - = C G - Xq.

Por outro lado, se z € G - x, entao existe g; € G tal que z = g; - Xg. Como x¢ = ¢ - X,
temos que z = (¢g19) - x. Pelo mesmo argumento do paragrafo anterior, z € G - x.

Consequentemente, G - xo C G - X. [ |

Demonstragao da proposicao[2.10 Suponha que G -x seja uma orbita do tipo (H). Logo,
existe xg € G - X tal que Gy, = H.

Pelo teorema da orbita-estabilizador para o ponto xg, |G - Xo| = Gl — % Além disso,

%0
pelo lema 2.12} |G - x¢| = |G - x|. Portanto,

G x| =[G x| = =—— =57

Uma interpretacao para o tipo de érbita, a partir da proposicao [2.10| e do teorema
2.6 é que existe uma aplicagao

f:G-x— (H)

tal que para cada elemento g -x € G - x existe gy € G tal que f(g-z) = goHgy"'. Mais
ainda, se o representante x da orbita G - x é tal que G = H, (isto é, a isotropia do

representante ¢ igual ao subgrupo do tipo da 6rbita) entao f(g-x) = gHg .
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3 UMA BREVE INTRODUCAO A MECANICA CE-
LESTE

Neste Capitulo faremos um breve levantamento sobre as definiges cléssicas da Meca-
nica Celeste que estao relacionadas a este trabalho.

O problema principal da Mecanica Celeste consiste em predizer e analisar a movimen-
tacdo de N massas pontuais x; em R? ao longo do tempo considerando a forca gravitacional
mutua agindo sobre elas. Matematicamente, o problema reduz-se a resolver o seguinte

sistema de equacgoes diferenciais:

que decorre da Segunda Lei de Newton. Este é o célebre Problema de N corpos.

Para N arbitrario, é impossivel obter uma solugao geral para o problema. Mais ainda,
o tnico valor com solugao conhecida é o caso para N = 2. Para N = 3, a impossibilidade
ja ocorre como demonstrado em [GBGLOS|.

A Mecanica Celeste, apesar de ser estudada por séculos, é uma area ativa, com pu-
blicacoes recentes e diversos problemas em abertcﬂ Na atualidade, os pesquisadores da
area focam em encontrar solugoes gerais para casos restritos, como por exemplo supondo
simetria entre as particulas, que utilizaremos neste trabalho. Para construir nossos ar-
gumentos e dar completude tedrica ao texto, serd necessario introduzir a seguir algumas

definigoes cléssicas.

Considere as particulas x;,Xs, ..., Xy € R? duas a duas distintas. Defina a aplicacao
m:C — Ry
que associa cada particula a sua massa, onde C' = {xy,...,Xx}.

Definigao 3.1. Uma configuragao (C,m) é um par formado pelo conjunto de N parti-

culas C'= {xy,...,xy} em R? juntamente com a fungao m que determina suas massas.

'Um compilado de problemas em aberto da mecanica celeste, escrito por Alain Albouy, Hidelberto E.
Cabral e Alan A. Santos pode ser encontrado na referéncia [ACS12]
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Se atribuirmos uma ordenacgao aos pontos xi, ..., Xy, entao a N — upla cujo as entra-
das sdo cada um dos pontos pode ser interpretada como um ponto em (R4)Y — A(R?)N,
onde A(RHYYN = |J A, RYY = U{(x1,...,xn) € (R)Y : x; = x;} (conhecido na lite-

i#j i#j
ratura por conjunto de colisdes) e cada entrada do ponto possui uma massa associada.
Entretanto, a escolha de uma ordem dos pontos é totalmente arbitraria. Podemos consi-
derar, por exemplo, uma ordem crescente (ou decrescente) com relagao as massas ou ainda
ordenar com relacao a distancia da origem, dentre diversas outras maneiras. Para que os
resultados tornem-se mais gerais e evitemos uma ordenacao, consideraremos configuragao
de maneira nao-ordenada.

Nesta perspectiva, é natural definir o conjunto de todas as configuracoes de N parti-
culas no espaco euclidiano real d — dimensional, que denotaremos por C(R¢, N) ou apenas
por C quando as construcoes independerem da especificacao do espaco e da quantidade

de pontos.

A partir disto, definimos a fungao ¢ : O(d)EI x C — C dada por

?(g,(Cym)) = (g-C, g-m)

onde g-C = {g(x1),...,9(xn)}eg-m:g-C — R, é&tal que (g-m)(g(x)) = m(x). Para

facilitar a notagao, usaremos ¢(g, (C,m)) = g - (C,m).
Afirmacgao 3.2. ¢ é uma ac¢ao de grupo

Demonstragao. Seja e o elemento identidade do grupo O(d). Logo,
e-(C,m) = (e-C,e-m)=(C,m)
Além disso, dados g, h € O(d), temos que
g-(h-(C;m)) =g-(h-C.h-m)=(gh-C,gh-m)=gh-(C,m)

Defini¢ao 3.3. Uma configuragao (C,m) é dita configuragao central se existe A € R

20 grupo O(d) = {A € Mnxn(R) : AAT =1} é conhecido na literatura como Grupo Ortogonal.
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tal que
3 m(x)m(y)

X —y)+ Am(x)x =0, paratodox e C.
e ylp 7Y AN

yeC
Esta definigao pode ser traduzida (ver [LMS15]) como (C,m) é uma configuragao central

se C' é ponto critico de U em algum conjunto de nivel de I, onde

m(x)m(y)
ve)= > Tx—yll © 1(C) = m(x)[[x]]”
{x,y}CC y xeC
As fungoes U e [ sao conhecidas na literatura por funcao potencial e momento inércia

(com respeito & origem), respectivamenteﬂ

De maneira mais intuitiva, as configuragoes centrais formam uma ramificacao das con-
figuracoes que podem ser interpretada geometricamente da seguinte forma: a aceleracao
gravitacional de cada particula com relagao as demais aponta para o centro de massa e é
proporcional a distancia da posicao da particula ao centro de massa.

Em meados do século XVIII, Euler demonstrou a existéncia de configuragoes centrais
de trés pontos em uma reta. Em outras palavras, a configuracao (considerando de maneira
ordenada) seria um ponto em (]Rl)3 e pode ser interpretada como trés pontos no plano
que em qualquer instante de tempo estao contido na mesma reta. No Capitulo 5 faremos
um levantamento sobre a demonstracao desta existéncia.

Ainda no século XVII, Lagrange verificou a existéncia de configuragoes centrais dadas
por trés pontos no plano localizados nos vértices de um tridngulo equildtero. Um fato
interessante na construcao é que contra-intuitivamente nao ha necessidade do centro de
massa do sistema coincidir com o centro do triangulo equilétero.

Saindo do classico, no final do século XIX Ced6 e Llibre demonstraram a existén-
cia analiticamente e unicidade numericamente de certas configuragdes centrais espaciais.
Na demonstragao os autores assumiram que as massas dos particulas eram iguais. A
construcao detalhada e a lista das configuragoes encontra-se em [CL89].

Além de configuragoes centrais dadas por poliedros regulares, os autores também veri-

ficaram a existéncia de configuragoes centrais para certos solidos arquimedianos e outras

3Na definicao de configuracio central adotada neste trabalho assumiremos que o Centro de Massa
N
>0 m(xi)x;

=5
> m(xq)

i=1

esté fixado na origem
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Figura 1: Iustragao da solugao de Lagrange com centro de massa (em cor rosa) distinto
do centro do triangulo equilatero

Fonte: Autoria propria

figuras espaciais com certa regularidade. Na Figuras [3] e 2] abaixo seguem dois exemplos

de configuragoes centrais verificadas pelos autores. Agora, iremos verificar um resultado

Figura 2: Configuracao formada pelos vértices de um antiprisma

Fonte: Autoria propria

acerca de configuragoes centrais que seré 1til para a construgao dos argumentos.

Proposicao 3.4. Se (C,m) é uma configuracao central, entio (- C,~v-m) é uma confi-
guragao central, para todo v € R nao-nulo, ondey-C ={yx : €€ C}ey-m:v-C - R

é tal que (vy-m)(yz) = m(x).

Demonstra¢ao. Suponha que (C,m) € C seja uma configuracao central. Logo, existe

A € R tal que
3 m(x)m(y)

I (x—y)+Im(x)x=0

yeC
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Figura 3: Configuracao formada pelos vértices de um octaedro truncado

Fonte: Autoria propria

Considere X' € R nio-nulo tal que A = X|y|>. Logo,

3 (v-m)(vx)(y - m)(vy)

(7x —7y) + Nym(x)x

2 Thx - wlP

_ v mx)mly) (5

=R Tyl YA
()
= (Z LI 3y Nl )

Portanto, (- C,7 - m) é uma configuragao central. [

Agora, iremos definir uma classe particular de configuragoes que sera nosso objeto de

estudo ao longo deste trabalho.

Defini¢ao 3.5. Seja G < O(d) finito. Uma configuracao (C,m) é dita G-simétrica,
ou apenas simétrica quando nao houver necessidade de explicitar o subgrupo G, se

g-(C,m) = (C,m) para todo g € G.

Denotaremos por C¢ = Fix(G,C) o conjunto das configuracdes G —simétricas. Além
disso, fica implicito da definicao que g - x e x devem possuir a mesma massa, para todo
x € C' e para todo g € G, ou seja, a funcao é constante ao longo das massas. Devido a
isso, quando falarmos de configuracoes G—simétricas, podemos omitir a fungao massa e

manter o foco apenas no conjunto das particulas.
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Exemplo 3.6. Um exemplo de configuracao central é o tridngulo equildtero. Considere

o conjunto de todas as configuracoes de pontos em R? Ds;—simétricas dadas por

Y3y W3y
(o () (220} )

com y # 0, onde todos os pontos de cada configuragao possuem as massas iguais. Para

diminuir a notagao, utilizaremos m(0,y) = my, m (%g, —%) =mgem <—%§, —%) =
ms. Considere o conjunto de nivel I = 1. Isto é,
w3y
2 7 2

w3y
22

Consequentemente, y = im. Tome m = my; + ms + m3. Logo, para encontrar

2 2

ma|(0, )l + mo ms

uma configuragao central, basta encontrar um ponto critico do potencial U restrito ao
g (o LY (V3 v\ ([ V3 1
- ’\/E J 2@7 2\/% ) 2\/%7 2\/%

U{{0-e) () (3 )}

Como a restricao I = 1 possui apenas dois pontos, segue que o espaco tangente de S

conjunto

tem dimensao zero em ambos as configuragoes. Logo, a derivada é identicamente nula.

Portanto, ambas configuragoes sao centrais.

Exemplo 3.7. Considere a particula de massa m, localizada no ponto (1,0) € R? e o

grupo
( )
V3 1 1 V3 1 V3 V3 1
10}y [%5 —2 3 2| (01} (=2 %) [—%F —2
1 V3]l v 1 ’ V3 1|7 1 V3|
01 3 3 23 Lo 2 T3 3 T3
V3 1 1 V3 1 V3 V3 1
-1 0 - 2 —3 2 0 1 3 2 2 2
’ 1 Va3 V3 1] ’ vi o1 |’ 1 V3
0 -1 —3 % —r T3 -1 0/ \-% 2 —3 32/

\

A notagao comum na literatura para esse grupo C5. Tal grupo é ciclico de ordem 12 com

gerador

NI= N
= el

|
S el



22

Portanto, ({(1,0),7 - (1,0),...,r" - (1,0)},m) ¢ uma configuragio simétrica.
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4 CONFIGURACOES SIMETRICAS

4.1 D3, Dy <O(2) E D3, < O(3)

Para introduzir o tema, exibiremos alguns exemplos de configuragoes simétricas através
da acdo do grupo diedral em R? e de D3, em R3. Exibiremos também algumas figuras

nos exemplos para facilitar a intuicao geométrica dos problemas.

Exemplo 4.1. Consideremos uma configuragao Ds-simétrica, onde D3 < O(2) representa
o grupo diedral de ordem 6. Note que D3 pode ser descrito como as simetrias do triangulo

2

equilatero, que denotaremos por D3 = {e,r, 7%, s,7s,7%s}. A configuragdo em questao

consiste na uniao das seguintes orbitas:
e Uma 6rbita do tipo (Ds3);
e Duas orbitas do tipo (Z3), onde Zy = {e, s} < Ds;
e Uma orbita do tipo ({e}).

Suponha, sem perda de generalidade, que a reflexao representada por s corresponde
ao eixo horizontal. Em (Z,), assumiremos que as duas 6rbitas possuem pontos (z1,0) e
(x2,0), respectivamente, tal que 122 < 0. Geometricamente, a 6rbita que contém o ponto
(z1,0) representa os vértices de um triangulo equilatero ¥ e a orbita que contém o ponto
(x2,0) representa um triangulo homotético a ¥ m-rotacionado com relagao a origem.

Pela Proposicao [2.10] o nimero de elementos em cada o6rbita é:

o % = 1, para a orbita do tipo (D3);
° % = 3, para a orbita do tipo (Z,);

{Z?i'\ = 6, para a orbita do tipo ({e}).

Como ja vimos anteriormente, a érbita do tipo (Zy) possui um ponto x, tal que seu
estabilizador Gy, € igual a Z,. Ou seja, s - Xo = Xo. Isto nos diz que o ponto xq deve

pertencer ao eixo de reflexdao que corresponde a s. Logo, tal 6rbita é dada pelo conjunto

2 2 2 2 2
{Xo,T'Xo,T‘ *Xp, 8 Xp, TS Xp, T S'Xo} = {Xo,T'Xo,T ‘X0, X0, T Xg, T ’Xo} = {Xo,T"XQ,T’ 'Xo}.
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Figura 4: Orbita tipo (Zy) descrita pelos pontos {xg, 7 - Xo,7? - Xo} em vermelho

Fonte: Autoria propria

Um argumento analogo pode ser construido para a outra orbita do tipo (Zs), que estéa
representada pelos pontos vermelhos na Figura [4]

Por outro lado, para a érbita do tipo ({e}), existe um ponto x; na orbita que é
estabilizado apenas pelo elemento neutro e, isto é, x; nao pertence a nenhum dos eixos

de reflexao. Logo, a orbita pode ser descrita como
2 2
{X1,8 X1,7X1,7S - X1,7° - X1, 75 - X1 }

que corresponde aos pontos verdes na Figura 5]

Por fim, a orbita do tipo (D3) possui um ponto estabilizado por todas as simetrias
do triangulo equilatero, em particular s,rs e r%2s. Como a 6rbita é um conjunto unitario,
tal ponto deve pertencer a intersecao dos eixos, que é representado pela ponto laranja na
figura 5

Portanto, podemos escrever a configuracao descrita acima como a combinacao linear

inteira de tipos de orbitas. Isto é,

I' = 1(D3) + 2(Zs) + 1({e}).
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Figura 5: Orbita tipo ({e}) descrita pelos pontos {xy, s - X1, - Xo, 78 - X, 7% - Xg, 725 - X, }
em verde

T X1

L 4
|

|

|

|

|

|

|

|

|
I
3
1 ~
|

|

|

|

|

|

:

|
'Y

r°s - X1

Fonte: Autoria propria

Introduzida em [Monl15| por James Montaldi, chamaremos a decomposi¢ao linear inteira
de uma configuracao simétrica de Tipo de Burnside.

Uma observacao importante a ser feita, é sobre o motivo do subgrupo C's nao aparecer
na composicao. Isto ocorre pois o subgrupo C3 é formado apenas pelas rotacoes do

triangulo equilatero e o tnico ponto estabilizado pelas rotacoes é a origem.

Exemplo 4.2. Considere uma configuracao Ds-simétrica, onde Dy < O(2). Assim como
no exemplo anterior, podemos considerar tal grupo como as simetrias do quadrado. Neste

caso, a configuracao consiste na uniao das seguintes orbitas:

e Duas orbita do tipo (Z3), onde Z$ = {e,a} < D4 e a corresponde ao eixo horizontal

de reflexao do quadrado;

e Uma orbita do tipo (Z%), onde Z¢ = {e,w} < Dy e w corresponde a reflexdo uma

das diagonais do quadrado;

e Uma orbita do tipo ({e}).

Pela Proposigao [2.10] o ntiimero de elementos em cada orbita é:

° % = 4, para a orbita do tipo (Z$);
2
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o % = 4, para a orbita do tipo (Z%);
2
o ||{[;‘i|‘ = 8, para a orbita do tipo ({e}).

Figura 6: Configuracao D4-simétrica

N

4

Fonte: Autoria propria

Pela definigao de tipo de orbita, a orbita do tipo (Z$) possui um ponto zy tal que

G, = Z§. Logo, x( pertence ao eixo de reflexao horizontal. Consequentemente, podemos

escrever tal 6rbita como

{XOa - X, 7,2 + X0, T3 : XO}v

que esta descrito pelos pontos verdes na Figura [6]

Para a segunda orbita do tipo (Z$), a construcdo é inteiramente analoga a anterior,

basta perceber que nenhum dos pontos podem coincidir, caso contrario, as érbitas coin-

cidem. Tal 6rbita é descrita pelos pontos vermelhos na figura.

Por outro lado, para a érbita do tipo (Z%) o argumento também é anélogo, entretanto,

o ponto x; na 6rbita que é estabilizado por Z§, deve pertencer ao eixo de reflexao w. Tal

orbita esta descrita pelos pontos vermelhos na Figura [f] e corresponde graficamente a um

quadrado, assim como as duas anteriores.

Por fim, a orbita do tipo {e}, que descreve um octégono semirregular, possui um ponto

X3 que nao esta em nenhum dos eixos de reflexao (pois ¢ estabilizado apenas pelo elemento

trivial) e a orbita esta descrita como os pontos rosas na Figura [6]
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A configuragao descrita acima é a seguinte combinagao linear:
I =2(Z8) + 1(Z5) + 1({e}).

Estenderemos agora a ideia acima para o R®.

Exemplo 4.3. Considere Ds;, agindo sobre R?. Como nos exemplos acima ja trabalhamos
com D3 agindo sobre R? e Dsj, = D3 x Zg, definiremos a acao da seguinte forma: D3 agindo
sobre nas duas primeiras entradas como ja construido anteriormente; Zg agindo na terceira
entrada, que denotaremos a a¢ao nao-trivial por &, via reflexao, isto é, £ -z = —z. A agao
de um elemento (g, &) sera dada por (g,&) - (x,y,2) = (¢ (x,y),£ 2), com g € Dy. Assim
como anteriormente, podemos visualizar o grupo como as simetrias do prima triangular.

Suponha que a configuragao seja decomposta da seguinte forma:

Figura 7: T' = 1(Ds x {e}) + 1(Z§ x Z5) + 1(Z3 x {e}) + 1({e} x {e})

Fonte: Autoria propria

e Uma orbita do tipo (D3 x {e}) representada nos pontos azuis;

e Uma orbita do tipo (Z$ x Z5), onde Z$ = {e,a} < D3 x Z§ e a representa o plano

de reflexao horizontal e a érbita é descrita pelos pontos em rosa;
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e Uma orbita do tipo (Z$ x {e}) representada nos pontos vermelhos;
e Uma orbita do tipo ({e} x {e}) que correspondem aos pontos pretos.

A diferenca deste exemplo para os anteriores é que as reflexdes do tetraedro corres-
pondem geometricamente a planos e nao retas, entretanto as construgoes sao similares e

isto implica em pontos nao-triviais estabilizados por duas ou mais reflexdes. Por exem-

|D3><Z2‘

plo, a orbita do tipo (D3 x {e}) possui Dsx{e}]

2 elementos. Como existe um ponto
X9 = (%0, Yo, 20), com zg # 0, na érbita que é estabilizado por todo D3 x {e}, basta ana-
lisar a configuragao no nivel z = z; e teremos que tal ponto deve pertencer & intersecao
de z = 2y e os planos de reflexao do tetraedro. O outro ponto x; desta orbita é gerado a
partir da reflexdo com o plano z = 0, isto é, x; = (¢,&) - x0 = (9- (x,y), & 2) = (x,y,& - 2).
Além disso, é necessario z # 0 pois, caso contrario, xo também seria estabilizado por Zg.

As demais orbitas seguem utilizando um argumento analogo.
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5 SOBRE A ESTRUTURA DIFERENCIAVEL

5.1 VARIEDADES

Nesse Capitulo iremos introduzir o conceito de variedade e alguns resultados sobre
estas estruturas. O estudo de variedades nao é o foco principal do presente trabalho,
entretanto, como estamos trabalhando com pontos criticos, é necessario definir estas es-

truturas para verificar alguns argumentos.
Definicao 5.1. Um espago topolégico X é localmente euclidiano de dimensao N se
para todo ponto x € X existe uma vizinhanca Vy de x e um homeomorfismo

f:Via—=U,

onde U C RN é um aberto do RY.

Na literatura, o par (Vi, f) é conhecido como carta, Vi é uma vizinhanga coorde-

nada e f é um sistema de coordenadas em V.

Definicao 5.2. Uma variedade topoldgica X ¢ um espago Hausdorff localmente eu-
clidiano cuja topologia possui uma base enumeravel. Diremos que dim X = N se X ¢é

localmente euclidiano de dimensao N.

Exemplo 5.3. Seja f : R — R dada por f(z) = z3. O conjunto
Graf(f) = {(z, f()) : z € R} C R?

é uma variedade de dimensao 1. Basta considerar o homeomorfismo g(z, f(x)) = z e as

demais propriedades decorrem do fato de Graf(f) estar contido em R

Exemplo 5.4. A Lemniscata de Bernoulli, representada na Figura[§] ¢ um subconjunto
de R? que nao é uma variedade topolégica de dimensao 1.

Seja X = {(z,y) € R* : (z* + 4*)? = a(2* — y?),a € R} o conjunto de pontos da
Lemniscata. Suponha, por absurdo, que exista um homeomorfismo ¢ : Y — U, onde U

um aberto de R e Y = X N B.((0,0)) com ¢ suficientemente pequeno. O conjunto ¢(Y)
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é um conjunto conexo, pois Y é conexo e ¢ é continua. Por outro lado, se removermos
o ponto (0,0) de Y, o novo conjunto tera quatro componentes conexas. Por outro lado,
como os conexos de R sao os intervalos, entao ¢(Y —{(0,0)}) seré a uniao de dois intervalos

disjuntos e portanto possui duas componentes conexas.

Figura 8: Vizinhanca do ponto (0,0) da Lemniscata de Bernoulli

Fonte: Autoria propria

Definicao 5.5. Dizemos que X é uma variedade k—diferenciavel se para quaisquer

duas cartas (Uy, ¢ : Ux = ¢(Uyx)) e (Vi, ¥ = Vi = (Vy)), tem-se que ¢ o w_1| é
P(UxNVx)
uma aplicacao k vezes diferenciavel. Se ¢ o @Zfl} é suave, entao X é uma variedade
»(UxNVi)
suave.

Definicao 5.6. Sejam X e Y n, m-variedades suaves, respectivamente. Diremos que uma
aplica¢@o continua f : X — Y é uma mapa suave em x se existem duas cartas (Ux, ¢)

dex € X e (Vi,¢) de f(x) € Y tal que o mapa

o fog i p(f7 (Vi) NUx) = R™

é suave em ¢(x). O mapa f serd dito suave quando a propriedade for verificada para

todo ponto x € X.

5.2  GRUPOS DE LIE

Se o objetivo deste trabalho fosse estudar as configuracoes com alguma ordem, entao
as definicoes dadas anteriormente seriam suficientes para verificar que tal espago é uma
variedade suave. Entretanto, ao removermos a necessidade de ordem, passamos a tra-

balhar com um espago quociente, onde cada classe é dada pela permutacao dos corpos
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numa configuracao ordenada, que nao possui uma estrutura tao imediata de variedade.

Portanto, é necessario introduzir alguns conceitos antes de verificar tal fato.

Definicao 5.7. Um grupo de Lie G é uma variedade suave munida com uma estrutura
de grupo cujo a acao

x:GxG—=G

e 0 mapa inverso

G—>G

g—=g

Sao suaves.

O grupo que trabalhamos ao longo deste texto, O(d), é uma variedade suave. Além
disso, como O(d) possui estrutura de grupo, entdao é um Grupo de Lie. A construgao e

demonstragao deste fato encontra-se na referéncia [Leel3].

Exemplo 5.8. Um conjunto finito munido com a topologia discreta é uma 0-variedade
suave. Basta considerar o mapa f : {x} — R que ¢ uma aplicacao infinitamente
diferenciavel. Consequentemente, grupos topolégicos finitos munidos com a topologia

discreta sao variedades suaves e, portanto, grupos de Lie.

Definigao 5.9. Uma agao ¢ é dita livre se dado x € X tal que ¢(g,x) = ¢g-x = x, entao

=e€.

Definigao 5.10. Diremos que uma agao ¢ : G x X — X, dada por ¢(g,x) = g-x, é
suave se ¢ é um difeomorfismo infinitamente diferenciavel, onde G' é um grupo de Lie e

X uma variedade suave.

Definicao 5.11. Dizemos que uma agéo ¢ é propria se a aplicacdo ¢ : G x X — X x X,
dada por ¢(g,x) = (g - x,x), é propria. Isto &, para todo compacto K C X x X, a

pré-imagem 5_1([( ) ¢ um compacto, onde G é um grupo de Lie e X uma variedade suave.

De maneira geral, trabalhar com coberturas abertas para verificar compacidade nao
é facil. Para espacgos topologicos quaisquer, nao existe um bom nimero de defini¢oes
equivalentes para trabalharmos. Entretanto, no nosso contexto, podemos caracterizar as

agoes proprias em variedades via sequéncias.
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Na proposicao a seguir, iremos usar N’ para denotar um subconjunto infinito de N.

Proposicao 5.12. Seja X uma variedade topologica e G um grupo de Lie agindo conti-

nuamente em X. Os itens abaizo sao equivalentes.
e A acao é propria;

e Dadas sequéncias {x, }nen em X € {gn}tnen em G tais que lim x,, e lim g, -, existem,

existe uma subsequéncia {gx }reny convergente.

A definicao de acao continua é dada na defini¢ao trocando difeomorfismo infini-

tamente diferenciavel por continuo.

Corolario 5.13. Toda ac¢ao continua de um grupo de Lie compacto em uma variedade

topologica € propria.

Demonstragao. Sejam {X, tnen € {gn fnen tais que lim x,, e lim g,, - x,, existem. Logo, existe
uma subsequéncia {gx }renv C {gn }nen convergente, pois, como o grupo é compacto, toda

sequéncia admite subsequéncia convergente. [ |

As defini¢oes acima foram enunciadas para verificarmos que o espago das configuragoes,
que estamos denotando por C, é uma variedade topologica. Explicitamente, podemos

escrever C como
C::Cord/SN = {SN-(xl,...,xN) D (X1, ,XN) ERdN},
onde
Cora = {(%1,...,xy) ER™N i x; £ x;8ei #jVije{l,...,N}} c R¥

¢ o espago das configuragoes ordenadas e Sy ¢ o grupo de permutagoes de ordem N!. A
acdo de Sy em R4 consiste em permutar a posicao dos pontos x; em (X1, ...,Xy).
Induzimos em C; a topologia de subespaco topologico, em Sy a topologia discreta e
em C a topologia de espago quociente.
Para finalizar, enunciaremos um importante teorema da teoria de variedades, cuja
demonstragao omitiremos por conta do nimero excessivo de paginas para realiza-la. Caso

haja interesse do leitor, a demonstragao detalhada encontra-se em |[Leel3).
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Teorema 5.14. (Teorema da Variedade Quociente) Se G é um grupo de Lie agindo
suavemente, livremente e propriamente numa variedade suave X, entdo X /G € uma

variedade suave, onde X / = {G -x:x € X}.

Para que seja possivel utilizar o teorema, precisamos verificar que Sy age livremente,
suavemente e propriamente em C,.q, além de sua estrutura suave. Pelo Exemplo SN
é um grupo de Lie munido com a topologia discreta.

Sy age livremente em C,.q, isto é, g - X = x implica que g = e, pois como as entradas
dos pontos sao distintas, ao realizar qualquer permutacao nao-trivial, a localizagao de
uma entrada ird mudar, alterando o ponto. Um fato interessante é que esse resultado nao
pode ser estendido para um espago maior que Cy, afinal caso existisse um ponto com ao
menos duas entradas iguais, entao existiria uma permutacao que estabilizaria tal ponto.

Como Sy ¢ finito, pelo Corolario [5.13] a agao de Sy em C,q é propria, pois todo
conjunto finito munido com a topologia discreta é compacto. Além disso, como a ac¢ao
de cada elemento de Sy consiste em apenas permutar as entradas dos elementos de Cg.q,
entao a agao é suave.

Portanto, pelo Teorema da Variedade Quociente, Cord / Sy = C ¢ uma variedade suave,

finalizando assim o objetivo desse Capitulo.
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6 COMPONENTES CONEXAS

6.1 TIPO TOPOLOGICO DE BURNSIDE

No exemplo , as Orbitas do tipo (Zsy) representam a mesma figura geométrica mas
nao é possivel deformar uma delas continuamente para gerar a outra. Para explicar e
criar uma distingao desse acontecimento sera necessario definir as componentes conexas
da acao de D5 sobre R2. De maneira mais geral, falaremos sobre a conexidade no espaco
de configuragoes com certo tipo de Burnside I'.

Motivado pela patologia das 6rbitas de mesma forma geométrica em diferentes com-
ponentes conexas, chamaremos de tipo topolégico de Burnside a decomposicao linear
inteira distinguindo as orbitas que estiverem em componentes conexas distintas. A nota-
¢ao para tal separagao sera (H), (H)', (H)", ..., (H)*, onde a é um indice conveniente.

Seja G < O(d) um subgrupo finito. Considere

XH:{G-X,XERdG-xéumaOrbitadotipo H}.

Figura 9: Interpretagao geométrica de certos pontos do conjunto Xy,, representados nos
vértices de um triangulo na figura

Xz, =A{Ds- (2,0), z#0}

Fonte: Autoria propria

Defina também Yy = {x ERY: Gy = H} . A topologia de Yy é a topologia induzida
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de subespaco de R? e a topologia induzida de Xy da topologia quociente de R /G-

Figura 10: Pontos em R? que sao estabilizados exatamente por Zs

YZQ = {(.’E, 0)> 1'7&0}

Fonte: Autoria propria

Afirmagao 6.1. Para qualquer que seja H < G finito, tem-se que Xy € homeomorfo a

Y /./\/'G(H); onde Ng(H) ={g9 € G:gHg ' = H} é o normalizador de H em G.

Afirmacao 6.2. Seja G < O(d) finito e I' = > ay(H) um tipo de Burnside. Entao,
H<G
existe um difeomorfismo

cr) ~ ] c(Xnu,an).

H<G
onde C(Xy,ay) € o conjunto das configuragoes formadas por ay drbitas de tipo (H).
Mais geralmente, se I' = Y a%(H)* é um tipo topoldgico de Burnside, entao

H<G
a€el

cr) ~ ] e(xg, af).
H<G
a€EA

onde C(X$,a%;) € o conjunto das configuragoes formadas por a$y drbitas de tipo (H®).

Uma discussao sobre essas afirmagoes encontra-se na se¢ao Topology do artigo [Mon15])
de James Montaldi.
Com essas afirmagdes é possivel exibir o porqué das orbitas (Zs) e (Zs) serem repre-

sentadas distintamente na fatoracao segundo o tipo topoldgico de Burnside.

Exemplo 6.3. Considere D3 agindo em R? de maneira usual. Seja um tipo de Burnside

T = 1(Ds3) + 2(Zy) + 1({e}),
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onde uma das orbitas do tipo Zs possui um ponto (zy,0), com zo > 0 e a outra orbita
possui um ponto (z1,0), com x; < 0.

Pela definigdo de Yg, temos que Yz, = {x € R? : Gx = Zy} = {(z,0) :  # 0}, onde
Zs = {e, s} contém o elemento que representa a reflexao no eixo das abcissas.

Pela Afirmacao [6.1],

Xo, = Yoo [ Ny, () = {(@:0) 1 # 0} J7, = {(2,0) -2 0},

Como {(z,0) :  # 0} possui duas componentes conexas distintas, {(x,0)},~0 e {(z,0) }.<0,
segue que C(X7,, 1) possui duas componentes conexas. Isso nos diz que as orbitas de tipo
(Z2) que estamos considerando estao em diferentes componentes conexas de C(Xz,,1).
Esse ponto ja justifica o motivo de separar as érbitas do tipo (Zy) no tipo topologico de
Burnside. Por outro lado, como estamos trabalhando com duas 6rbitas simultaneamente,

0 espaco em questao é
C(Xz,,2) = (R—{0})* — AR —{0})* /g, ,

que possui trés componentes conexas. Para visualizar este fato, basta notar que tal espaco

¢ homeomorfo ao aberto

{(z,9) :y > 2} \ ({(z,2) :2 € RYU{(0,9) : y > 0} U {(,0) : = < 0}) C R%

Para Yj.,, os pontos nao pertencem a nenhum dos eixos de reflexao. Logo,

Vi =R - <{($> 0)}eer—i0) U {(#,2V3) }aer—(op U {(z, —2V/3) }oer 10y U { (0, 0)}>

que possui seis componentes conexas K, ..., Kg disjuntas. Como o mapa quociente cand-

nico ¢ : Y{e} — Y /NDS({Q}) é uma aplicacao continua e X{e} ~ Y /_/\[DB({Q}), temos
que (k) sao conexos em C(Xy.},1), para cada i € {1,...,6}. Em contrapartida,

K /Dy =K [ Ny (o)) = K5 [ Wy ({e}) = K5 /Dy Wi j € {1, 6},
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Figura 11: Representacio de (R — {0})? — AR - {0})* /52.

/
/

{{=z,y}:y <0,z >0} {{z,y}:y > 0,z > 0} //

I i ]
~

{{z,y}:y <0,z <0} p

pois dado xg € K;, as orbitas G - xg e G - (g%Xg) coincidem, para todo g € D3. Portanto,
como cada i / D, € uma componente conexa de Xy, segue que C(Xy},1) é conexo. No
caso das orbitas do tipo ({e}) ndo hé necessidade de utilizar um argumento analogo ao
de (Z3) pois os quocientes K; / D, sao precisamente as Orbitas.

Para Yp, o argumento ¢é relativamente mais simples, pois o inico ponto estabilizado
por D3 é a origem. Consequentemente, sua 6rbita é formada por apenas um ponto e
claramente é um conexo. Portanto, C(Xp,, 1) é conexo.

Como C(Xp,,1) e C(X{, 1) sao conexos e Xz, ¢ particionado em trés componentes
conexas, segue que C(Xp,, 1) x C(Xz,,2) x C(X{}, 1) munido com a topologia do produto
possui trés componentes conexas. Pela Afirmacao C(T) ~ C(Xp,,1) x C(Xz,,2) x
C(Xtey, 1). Por outro lado, ao refinarmos ao tipo topologico de Burnside, teremos apenas
uma componente conexa pois ja explicitamos que as o6rbitas de tipo (Zsy) estao em compo-
nentes conexas distintas de C(Xz,,1). Portanto, o tipo topolégico de Burnside associado
a configuracao sera

I'=1(Ds3) + 1(Zs) + 1(Zs)' + 1({e}),

e 0 espago de configuracoes com tipo topoldgico de Burnside I' associado seré
C(I') =C(Xp,, 1) x C(Xz,,1) x C(Xpg,,1) x C(X(, 1).

De maneira mais ampla, esse resultado pode ser generalizado para todos os grupos D,,
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agindo em R?, com n > 3. Para isso, dividimos os D,, por sua paridade.
Se n = 2¢q é par, entao existem duas reflexdes distintas, s e rs, e as demais sao
conjugadas (ver demonstracao na Segao [8.1)). Logo, existe a necessidade de distinguir

somente as orbitas de tipo ({e,s}) e ({e,7rs}). Além disso, se considerarmos as rotagoes

o CcoS (%) — sin (%) |

sin (%) cos (%)
entao,

T 1 (—2,0) = Cos (%) —sin <22—”;7> —x _ -1 0 —x

0 sin (é—’;") cos (22%(’) 0 0 O 0
Portanto, as orbitas Ds, - (x,0) e Dy, - (—x,0) coincidem, consequentemente, nao ha
necessidade de refinar o tipo de Burnside para um tipo topologico de Burnside para as
Orbitas de tipo (Zs).

Por outro lado, se n = 2¢ + 1 é impar, entao todas as reflexdes sao conjugadas nao
havendo necessidade de mais de um representante para as 6rbitas com 3 pontos. Entre-
tanto, as orbitas Dagiq - (2,0) € Dogiq - (—z,0) s@o disjuntas. Consequentemente, por um
argumento totalmente analogo ao feito no caso de Zy < D3 agindo em R? no Exemplo[6.3]
temos que C(Xz,,1) possui duas componentes conexas, com Zy < Dy, i1 agindo em R2.
Portanto, todo grupo diedral de indice impar requer refinamento para o tipo topoldgico

de Burnside nas orbitas do tipo (Z,).

6.2 ABERTOS E CONFIGURACOES

Nesta secao iremos verificar que o espago das configuragoes com certo tipo topologico
de Burnside é um aberto no espaco de configuragoes G—simétricas. A estrutura de vari-
edade suave do espaco de CY ¢ garantida pelo Teorema, , cujo a demonstracao foge de
nossos objetivos.

Para criar familiaridade com a estrutura, comecaremos com um exemplo em R2.

Exemplo 6.4. Seja I' = 1(D3) + 2(Z3) com Zy < D3 agindo em R? de maneira usual.
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Suponha, sem perda da generalidade, que
Z2 —

Os pontos estabilizados por Z, sao da forma (z,0) com z € R* mas assim como feito
anteriormente, consideraremos que as Orbitas estao na componente conexa tais que x > 0.

Além disso, o tnico ponto estabilizado por D3 é a origem (0,0). Logo,

<_%_%§>} = {Ds-(0,0), Ds - (,0), D3 - (,0)}.
z,y>0, y#zx

Verificaremos que tal conjunto ¢ um aberto em CP3. Isto é, todo ponto em C(T) é

ponto interior.

Para cada entrada em R? do vetor ((O, 0), (z,0), < - (x)\/§> e (‘“ —M) ) €

T2 2 2 2
(R%)7, considere a bola aberta centrada na respectiva entrada de modo que quando todas
bolas sao plotadas simultaneamente em R?, as intersecoes duas a duas é vazia. Seja B
o conjunto formado pelo produto cartesiano dessas bolas. O conjunto B é um aberto
em (R?)7 na topologia do produto. Pelo Teorema a aplicacao quociente candnica

¢ :Cy — Co /57 ¢ um mapa aberto, onde

Co = {((z1,22), ..., (w13, 214)) € (R*)" : (w5, wip1) # (2, 2551), Vi # j}.

Portanto, A := (B NCp) é um aberto em C.

Ao intersectamos com CP3, as configuragoes por terem 7 pontos devem conter o ponto
(0,0). Para os demais pontos existem duas possibilidades: ou teremos duas érbitas de
tipo (Zs) ou teremos uma orbita de tipo ({e}). O segundo caso nao ocorre pois cada bola
em R? contém o simétrico do ponto com relacao ao eixo de reflexdo e a intersecao duas a

duas das bolas é vazia. Portanto, ANCP* c C(T).

Para uma configuracao mais geral G—simétrica I' de N pontos em RY, o argumento é

semelhante.
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Considere I' = Y ay(H)* um tipo topologico de Burnside, com A um conjunto de
H<G

indices. Seja C' € Caﬁﬁna configuragao do tipo I'.

Em cada 6rbita do tipo (H), tome o ponto x% € R cujo estabilizador ¢ H. Defina
Qe C R? o conjunto formado pelos pontos obtidos movendo-se x% numa bola aberta
(com intersegbes duas a duas vazia como feito no exemplo anterior) que nao contenha
pontos estabilizados por (H)?, 3 # «. Para cada ponto g - X$ que estiver na mesma
orbita que xf;, consideramos o conjunto g - {lxe dado pela agao de g em cada ponto de

Qxe . A partir disso, definimos o aberto

B=11{ 1l 99

H<G \gyeNg(H)

Assumindo a topologia produto, segue que B ¢ um aberto em R, Removemos deste
aberto os pontos com entradas duas-a-duas iguais, formando o aberto BNCy em Cy. Pelo
Teorema ¢ € uma aplica¢do aberta. Consequentemente, (B NCy) é um aberto em
C. Logo, p(BNCy) NCE & um aberto em CY via topologia induzida de subespago. Como
(BN Cy) mantém o tipo de orbita, ¢(BNCy) C C(I') e, portanto, C' é um ponto interior
de C(T).

Da arbitrariedade de C, segue que C(I') ¢ um aberto em CC.

6.3 INFLUENCIA DAS MASSAS NAS COMPONENTES CONEXAS

Outro ponto importante a ser destacado na topologia das configuracoes, ¢ a influéncia

das massas no nimero de componentes conexas. Exemplificaremos tal fato abaixo.

Exemplo 6.5. Considere a configuracao ({z,y},m) onde x,y € R com x # y. Se

desconsiderarmos a ordenagao, entdo {x,y} pertence & mesma componente conexa que

{y.2}. ]
Por outro lado, se consideramos {(z,y) : = # y} C R? entdao teremos que {(z,y)

x>y} e{(r,y) : x <y} sdo duas componentes conexas distintas.

Se desconsideramos a ordem e incluirmos as massas das particulas z e y, entao nossa

LA Figura [12] representa a classe de equivaléncia dos pontos (x,y) e (y,), que representamos por
{x,y}, gerada pela acdo de Sy em R? — AR?
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Figura 12: Componente conexa de {{z,y} : © # y}.

(y,2) = (2,9) = {z,4}

Fonte: Autoria propria

Figura 13: Componentes conexas de R?* — AR? separadas pela diagonal AR?.

Fonte: Autoria propria

configuracao torna-se:

{(z,m(2)), (y,m(y))}

Neste caso, teremos duas possibilidades para as componentes conexas da configuracao.

Este resultado nao possui uma visualizacao geométrica pois a variedade que contém

tais configuracoes tem dimensao 4. Entretanto, é possivel apresentar uma intuicao geo-

métrica por tras dos argumentos.

Note que

{((z,m(x)), (y,m(y)))

. x # y} = Graf(m)
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Se supormos que para todo z,y € R as massas sao iguais, entao para certo kg,

{((z,m(z)), (y,m(y))) : =7y} ={((x,m(x)),(y,m(x))) : z#y}
= {((Ia k0)7 (ya kO)) S 7£ y} = RQ - AR2

Seja Cy e Cy as duas componentes conexas de R?—AR?. Pelo Teoremal[A.4] a aplicacio

quociente

p: (R~ AR?) — (R* — AR?) /g

¢ continua e portanto ¢(C) e p(Cy) sdo componentes conexas em (R? — AR?) /S,. Em
contrapartida, o(C7) = ¢(Cy). Portanto, (R* — AR?) / S, POssui apenas uma componente
conexa, %.e, € um conexo.

Por outro lado, se m(x) # m(y), logo, {((x,m(z)), (y,m(y)) : * # y,m(x) # m(y)}

possui quatro componentes conexas dadas por

Ky = {((z,m(2)), (y, m(y)) : x >y, m(z) > m(y)}
K> = {((z,m(2)), (y m(y)) : z > y,m(z) <m(y)}
Ky = {((z,m(z)), (y,m(y)) : x <y, m(z) > m(y)}
Ky = {((z,m(2)), (y m(y)) : z < y,m(z) <m(y)}

Como a aplicagao quociente ¢ é continua, entao ¢(K;) é uma componente conexa. Por

outro lado, p(K7) = ¢(K4) e p(K>) = ¢(K3) pois

{(x7 m(x))a (ya m<y>>} = {<ya m<y>)’ (x7 m(x))}

Portanto, o espago quociente possui duas componentes conexas.
As observagoes acima indicam que a topologia da configuragao depende diretamente

das massas da particulas.

Exemplo 6.6. As massas influenciam em um dos problemas cléssicos da Mecanica Ce-

leste: os equilibrios relativos colineares de Euler para um problema de trés corpos.
Considere trés particulas {x;, Xy, x3} C R?, com massas m;, ms, m3, respectivamente.

Suponha que os corpos se movem em torno do centro de massa, tém o mesmo periodo

orbital e s@o colineares. Além disso, suponha, sem perda de generalidade, que o ponto
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Figura 14: Representacao da deformagao continua de um ponto para outro nas compo-
nentes conexas de {{((x,m(x)), (y,m(y))} : z,y € R}

m(x) < m(y) m(x) > m(y)

(v, (y,m(y))

Fonte: Autoria propria

X9 estd entre x; e x3. Sejam s1, S9, S3 as posigoes relativas definidas por s; = x3 — Xa,

Sg = X1 — X3 € S3 =Xy —Xj.
Imediatamente da defini¢ao, s; + s +s3 = 0.

Como as particulas estao na mesma reta, entao existem escalares positivos A e a € R

tais que s; = As3 e s, = as3, mas pela igualdade acima,

0:)\53+a53+53:()\+a+1)33

Consequentemente, o = —(A + 1).

Para encontrar o valor de A, basta calcular as raizes do polinémio abaixo:
p(A) = (m1+m) N+ (3my+2ma) A+ (3my +mg) AP — (ma+3ms) A2 — (2ma+3ms) A\— (ma+ms)

Toda a construcao para chegar desse polindmio encontrasse no livro de Harry Pollard

[Pol66]).

Como ha apenas uma variagao de sinal no polinomio, pela Regra dos Sinais de

Descartes, p admite uma tnica solugao positiva.

e Se m; = my = mg, entdo o problema admite uma tnica solu¢ao sz, Ass, —(A + 1)s3.
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Figura 15: Solugao colinear do problema de trés corpos

Fonte: Autoria propria

Logo, a configuragao solugao deste problema é da forma
{(X07 m1)7 ()\XOJ ml)a _<<)\ + 1)X07 ml)} =~ {X()v >\X07 _<)\ + 1)X0}
Considere o espago de configuragoes

U {x, Ax, = (A + 1)x}.

x€R2—-{(0,0)}
Tal espaco ¢ homeomorfo a R? — {(0,0)} que é conexo.

e Se my # my # mg, entao teremos trés solugoes baseadas em qual ponto esté entre

os outros dois. A configuragao solugao é da forma

{(x0,m1), (Ax0, m2), (—(A + 1)x9,m3)}.

Considere o espago de configuragoes

c=|J {xm), (Ox,ma), (—(A+ 1)x,ms)}.

x€R2—{(0,0)}

Utilizando um argumento anélogo ao do exemplo anterior, mostra-se que C possui

seis componentes conexas baseadas na ordem das massas. Consequentemente, o
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problema tera seis solugoes, trés delas em reflexao das outras trés, cada uma em

uma componente conexa distinta.
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7 O TEOREMA DE SIMETRIA

7.1 PRINCIPIO DA CRITICALIDADE SIMETRICA

Antes de chegarmos no teorema principal deste trabalho, sera necessario enunciar um
teorema auxiliar, proposto e demonstrado inicialmente por [Pal79], que é conhecido na
literatura por Principio da Criticalidade Simétrica. Para isso, é necesséario definir

um objeto que esta presente no teorema.

Definicao 7.1. Sejam G um grupo finito agindo sobre uma variedade X e f : X — R

uma funcgao. Dizemos que f é G—invariante se f o g = f para todo g € G.

Teorema 7.2 (Principio da Criticalidade Simétrica). Suponha que G age suavemente na
variedade X e seja f : X — R uma funcio G—invariante suave. Considere v € X% =
Fir(G,X) ={x € X : G-x = x}. Logo, x € ponto critico de [ se, e somente se, x €

ponto critico da restrigao f|yc.
Para nos familiarizarmos com o teorema, seguem os exemplos abaixo:

Exemplo 7.3. Seja m um inteiro positivo impar. Considere a aplicacao f : R™ — R tal
m
que f(x) = > ;x., onde ¢ = ™. Considere o grupo

i#c
i=1

Note que f é uma aplicacao H —invariante, pois a a¢cao de qualquer elemento de H em
um ponto de R™ nao altera a entrada c. Além disso, (R™) = {x e R™:g-x=x, Vg€

H} = {X e R™: T; = xm—i—‘rl}-
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Calculando a jacobiana da aplicacao, temos que

2 f(x) e
2 /() "
= | 2rx | =25
e ||
2 f(x) .

m
Portanto, se a é ponto critico de f, entdao a, = 0 e > a; = 0. Logo, se b € (R™)# ¢ um
i#c
i=1
c—1
ponto critico de f, entdo b, =0 e > b; = 0. Pelo Principio da Criticalidade Simétrica, b
i=1
é ponto critico de f‘(Rm) - De fato, basta observar que

Le
Ze

f‘(Rm)H

m.
>
iF£c
i=1

Exemplo 7.4. Considere a aplicagao f : R® — R dada por f(z,y,2) = 2% +y> + 2. Seja

100 0 -1 0 -1 0 0 0 10
G = 010f,f1 0 Ofs{0O0 -1 0},{-1 00
0 01 0 0 1 0 0 1 0 01

Note que f é uma aplicacao G—invariante, pois a a¢ao via um elemento nao-trivial de
G em um ponto de R? apenas permuta as entradas ou muda o sinal e a aplicacao f é uma

forma quadratica.

Fazendo operagoes matriciais elementares, é possivel encontrar que

(R)Y = {(x,y,2) ER®: g - (x,y,2) = (z,y,2)} = {(0,0,2) : 2 € R}.
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Note que
i ((0,0,2)) = 2z.

’(RS)G
Portanto, (0,0,0) é um ponto critico de f” . Pelo principio da criticalidade simétrica,
(®3)G
(0,0,0) é ponto critico de f. De fato, basta ver que V f(z,y,2) = 2(z,y, 2).
Em decorréncia do teorema [7.2] podemos enunciar o proximo corolario que identifica

configuragoes centrais G—simétricas analisando sua intera¢ao com a fungao potencial.

Corolario 7.5. Uma configuragcio (C,m) € central e G—simétrica com momento de inér-

cia I =1 se, e somente se, (C,m) € ponto critico do potencial U restrito a
Firn(G,cn{l =1}) = (Cn{l =1})“.

Demonstragao. Suponha que (C,m) seja uma configuracao central, G—simétrica e com
momento de inércia I = 1. Logo, (C,m) é ponto critico de U restrito ao nivel I = 1.
Como U depende apenas das distancias entre os pontos, U ¢é invariante pela acao do grupo
ortogonal. Além disso, U é uma aplicagao suave. Pelo Teorema , (C,m) é ponto critico
da restrigao de U a Fix(G,C N {I = 1}).

A volta segue imediatamente do Teorema [7.2] n

Durante a demonstragao do Teorema [7.0] ficara explicito o porqué da escolha da

restrigdo C N {I = 1}) no corolario acima.

7.2 TEOREMA DE MONTALDI

A partir das defini¢coes dadas até o momento, podemos enfim enunciar o Teorema que

¢ o objetivo deste trabalho.

Teorema 7.6 (Teorema de Montaldi). Sejam G < O(d) um subgrupo finito e T' um
tipo topologico de Burnside de G. Fxiste ao menos uma configuracao central em cada
componente conexa do conjunto C(I'), onde C(I') € o conjunto de todas as configuragoes

com tipo topologico de Burnside I'.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, assuma que o centro de massa da configura-

¢ao é a origem. Logo, >  m(z)x = 0. Pela Proposicao [3.4, os miltiplos reais de uma
zeC
configuracao central também sao configuragoes centrais. Consequentemente, podemos
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restringir o conjunto das configuragoes ao nivel I = 1. Seja C; = CN{I = 1}. Como
U e I dependem apenas das distancias entre pontos e as distancias sao invariantes por
rotagoes e reflexdes, entdo U e I sdo invariantes sob a ag¢do do grupo ortogonal O(d).
Note que o conjunto de todas as configuragoes com tipo topologico de Burnside I', C(T'),
¢ um aberto em C¢ (Ver construgao feita na se¢ao 5.2), entdo um ponto critico C' € C(I)
de uma funcao G—invariante f : C° — R também é ponto critico da funcdo restrita ao
aberto C(I').

Como o momento total de inércia I : C — R é uma aplicacao suave, invariante sob o
grupo ortogonal e sem pontos criticos, segue que o nimero 1, que corresponde ao nivel
que estamos trabalhando, é um valor regular e, pelo teorema , I71(1) = C; ¢ uma
subvariedade G—invariante suave. Pelo teorema , CY ¢ uma subvariedade suave de C;
e, consequentemente, C;(I') é um aberto em C¢.

Considere uma sequéncia de pontos {&, }ney C @ H(C(D)N{I =1} C CN{I =1}
tal que &, — ¢ € A(R™), onde ¢ corresponde a aplicagdo quociente em Cy em Co / Sy -
Seja {Cy }neny uma sequéncia de configuragoes em Ci(I') tal que C,, = ¢(&,). Como (¢ ¢

um ponto na diagonal de R¥Y N {I = 1}, temos que
inf {|lx—yl| : x,y€Cu} =0,

Consequentemente,

m(x)m
lim U(C,) = lim | ) me)mly) ) _ |
n—»o0 n—»00 |x — y|
x,yECn
Como U > 0 e U — +00, segue que U admite um ponto de minimo em C; (I'). Como
U é diferenciavel, segue que tal minimo é um ponto critico. Pelas construgoes feitas

anteriormente, tal ponto é critico em C, concluindo assim o teorema. |



20

8 CONFIGURACOES C; E D,-SIMETRICAS

8.1 DIMENSAO 2

Antes de iniciarmos propriamente esta secao de exemplos, é necessario primeiro de-

monstrar um resultado de teoria de grupos.

Proposigao 8.1. Os unicos subgrupos finitos de O(2) sao os subgrupos ciclicos Cy e os

subgrupos diedrais Dy,.

Demonstragao. Dividiremos a demonstragao em dois casos. Primeiramente, suponha que
G seja um subgrupo finito de O(2) contido em SO(2). Logo, todo elemento pode ser

representado por uma #-rotagao em torno da origem no plano, com

2mn
HEQ:{—:TLE 0,...,G’—1}.
o im0 1al -1

Denote por 7y tais elementos.
Tome 74 € G de modo que ¢ seja o menor elemento nao-nulo possivel em €2. Portanto,
dado 1y € G, tem-se que 6 = m¢ + 1 para certo m € N com [ip| = 0 ou |[¢| < |¢|. Além

disso, para qualquer que seja o 7y € G, tem-se que
(19)™ = Timo-

Logo,

m
7o =Tmoty = Tmoly = (16)" Ty;

Ty = (1) " 1g.

Pela minimalidade de ¢, segue que ©» = 0 e # = m¢. Logo, pela arbitrariedade do 6, segue
que G = (ry). Por simplicidade, utilizaremos r, = 7.
Por outro lado, suponha que G ¢ SO(2). Logo, existe uma reflexdo s em G.
Considere H C G tal que H = GN SO(2). Como a intersegdo de subgrupos é um
subgrupo, entao H é um subgrupo de GG. Pela primeira parte da demonstracao, H um

subgrupo ciclico. Isto é, existe r € H tal que H = (r).
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Suponha que H = {e,r,...,r™}, para certo ng € N. Considere um elemento g € G
fixo, porém arbitrario. Se gs = s, entdo g = e. Por outro lado, se gs = r® para certo
i # ng, entao, g = (gs)s = r's.

Note que toda reflexao é da forma gs com g € G, pois dado a reflexao sy, entao

® se goso = gs, entao so = ((go) Lg)s;
e se goso = r', entao so = (go) 11
se go = r’s, entdo sg = risrt = (ri(r\)71)s;

se go = So, entao r’ = e.

Da arbitrariedade de s, segue que

G={err? . ..,r" srs,...,r"s}

Portanto, G é um grupo diedral. |

Exemplo 8.2. Seja G = C} (k > 1). Ao escrever uma configuragdo Cy—invariante de
tipo de Burnside, os tinicos subgrupos na decomposi¢ao com coeficiente diferente de 1 sao
(Ck) e ({e}). Isso ocorre pois todos os subgrupos proprios estabilizam apenas a origem,
afinal, C'; é formado por rotagoes. O tipo de Burnside associado a configuragoes G' = C}
simétricas é da forma

I' =e(Ck) + a({e}).

Geometricamente, tal configuragbes podem ser vistas como a k — gonos centrados na

origem e um ponto (ou nao, dependendo do valor de €) na origem.

Exemplo 8.3. Outro caso interessante a ser destacado é quando G = D;. Assuma, sem
perda de generalidade, que D; = {e, s} com s sendo a reflexdo sobre o eixo horizontal
(y = 0) no plano. O tunico subgrupo proprio é o trivial. Logo, as duas possibilidades de
tipos de orbitas para esta simetria sdo (D;), com apenas um ponto no eixo horizontal, e
({e}) quando algum dos pontos da orbita nao esté no eixo horizontal (consequentemente

o outro nao estara). Portanto, uma configuragdo D;—simétrica genérica é da forma

['=a(Dy) +b({e}).
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Figura 16: I' = 3(D;) + 2({e})

Fonte: Autoria propria

Para generalizar as configuracoes D), —simétricas em R?, precisamos verificar um im-

portante resultado acerca das reflexoes dos grupos diedrais. Denote
k—1 k—1
Dy =A{e,r,...,r" " s, rs,..., " s}

Veremos que dependendo da paridade de k, as reflexoes podem ou nao ser conjugadas.

Considere as reflexdes s,rs € Dy,. Dado uma rotacao r* € Dy, temos que:

risrt = rigrh =t = pipig = p2ig

rirgr—t = TZTST'k_Z — rlpprlg — TQH—IS

As igualdades acima mostram que independente do valor de k, reflexdes 17s tal que j é

0

par sao conjugadas a r’s = s e as reflexdes com j fmpar sao conjugadas a r's = rs.

k41

k¥l k4l
M) — 1 = k, consequentemente r 2 sr— 2 = rs. Portanto,

Se k é impar, entao 2( >

s é conjugado a rs. Logo pelos itens acima, segue que todas as reflexdes sao conjugadas.
Por outro lado, se k é par, entdo 1 # (2i) (mod k). Consequentemente, as reflexdes de
expoente impares nao sao conjugadas as reflexoes de expoente par.

Pelas construgoes feitas no Capitulo [0 sabemos que o espago das configuragoes Dj-
simétricas, com k impar, de um tipo de Burnside com coeficiente diferente de zero no
termo (Zsy), possui duas componentes conexas distintas. Como todas as reflexdes sao
conjugadas, s6 ha necessidade de um representante (que denotaremos por Zs) para estas

Orbitas.
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Logo, uma configuracao genérica D,—simétrica, com k fmpar, tem tipo topologico de
Burnside

I'=e(Dy) + a(Zy) + b(Zs)' + c({e}).

O segundo caso, quando k é par, requer um pouco mais de cuidado. Neste caso,
denotaremos Z§ = {e,a} e Z4 = {e,w}, onde Z§ consiste nas orbitas com um ponto
estabilizado por qualquer uma das reflexdes de exponente par e Z% as érbitas com um
ponto estabilizado por uma reflexao com expoente impar.

Portanto, uma configuracao Djy—simétrica genérica, com k par, é da forma:
I' = (D) + a(Z3) + b(Z3) + c({e}).

Geometricamente, as configuragoes de D,—simétricas, com k impar, podem ser vistas
como ¢ pontos na origem que correspondem a 6rbita do tipo (Dy), além de a k—gonos
regulares centrados na origem, b k—gonos regulares centrados na origem 7-rotacionados
associados as orbitas do tipo (Zsy) e (Zy)' respectivamente. Por fim, ¢ 2k—gonos semirre-
gulares centrados na origem correspondentes & 6rbitas de tipo trivial.

Nesta mesma perspectiva, a geometria das configuracoes de indice diedral par segue

um argumento analogo para as orbitas de tipo trivial e (D3). Entretanto, as 6rbitas do tipo

us

-rotacionados,

(Z$) possuem geometria de um k—gono e (Z3) também um k—gono mas

ambos centrados na origem.

8.2 DIMENSAO 3

No caso de R?, devemos tomar um pouco de cuidado pois, diferentemente do que
acontece em dimensao dois, existem pontos nao-nulos que sao estabilizados pelas rotacoes.
Além disso, existem apenas cinco soélidos regulares em R? para analisar seus grupos de

simetria. Faremos a seguir alguns exemplos de configuracgoes O(3)—simétricas em R3.

Exemplo 8.4. Considere {(e,¢), (e,€), (s, €), (s,6)} = Zy x Z§ < (’)(3) agindo em R? da
seguinte maneira: Dado (x,y, z) € R?, a agdao de s € Z, serd nas duas primeiras entradas
via m—rotagdo em torno da origem no nivel z, isto &, (s,e) - (z,y,2) = (s (x,y),2) =

(—x,—y, z). Ja a acdo de £ é feita na terceira entrada via reflexdo com relagdo ao plano

1A notacdo de Schoenflies para tal grupo é Coy, mas para facilitar a compreensio da natureza dos
elementos, utilizaremos Zsy X Zg.
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2z =0, isto &, (e,&) - (v,y,2) = (z,y,& - 2) = (x,y,—2).
Logo, as unicas possibilidades para os subgrupos de Ds sdo {e} x,{e}, Zs x {e}, {e} x

75 e Ly % Z5.

Figura 17: ' = 1(Zy x {e}) + 1({e} x Z5) + 1({e} x {e})

Fonte: Autoria propria

Apesar do conjunto Yz, (e} = {(x,y,z) eR3: (ZQ X Zg)(mﬁz) =7 X {e}} possuir
duas componentes conexas disjuntas {(0,0, z)}.-0 € {(0,0, 2)}.<o, quando quocientamos
por szng (Zy x {e}) =7y x Zg, tais subespagos coincidem e formam apenas uma com-
ponente conexa pois (Z2 X Zg) -(0,0,z) = <Z2 X Zg) -(0,0,—z) para todo z € R. Logo,
nao precisamos refinar o tipo de Burnside para um tipo topolégico de Burnside nesta
orbita. Para {e} x Z5 o argumento ¢ similar ao feito neste paragrafo.

Para a orbita do tipo ({e} x {e}), basta observar que teremos uma componente conexa
acima do plano z = 0 dada por R*—{(0, 0, 2) }.~¢ e uma abaixo dada por R*—{(0, 0, 2) }.<0.
Entretanto, (Zg X Zg) (z,y,2) = (Zg X Zg) - (z,y,—z). Logo, existe apenas uma com-
ponente conexa e, portanto, nao hé necessidade de refinamento.

Consequentemente, uma configuragao D,—simétrica genérica tem tipo topoldgico de

Burnside.

F:€<ZQXZ®—%a@&x{d)+b(&}x2®%w%@}x{@)

Exemplo 8.5. Considere T, o grupo de simetrias do tetraedro regular, agindo em R3. 8
das rotacoes podem ser geradas pela 2?”—rotauc;éuo do tetraedro através da reta que passa

em cada vértice e no centro da face oposta, respectivamente, ilustradas em verde na figura

18
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As demais quatro rotagoes sao obtidas pela m—rotacao do tetraedro através da reta
que passa nos pontos médios das arestas opostas (uma delas é a propria identidade). Tais
retas estao representadas na Figura [I§ na cor azul.

Por fim, fixado um plano de reflexao, as demais reflexoes e rotagoes-reflexoes podem

ser obtidas compondo s com uma ou mais rotacoes.

Figura 18: Simetrias do tetraedro

Fonte: Autoria propria

T, ¢ um grupo de ordem 24 = 3 - 23. Logo, pelo teorema de Lagrange, os subgrupos
de T4 possuem ordem 1,2,3,4,6,8,12 e 24. O subgrup(ﬂ H de ordem 12 em T, contém
todas as rotagoes. Portanto, existird um ponto na o6rbita que pertence a interse¢ao dos
eixos de rotacao. Tal ponto é a origem. Segue que a Orbita é trivial. Consequentemente,
H nao é relevante no estudo do tipo de Burnside.

Nesta mesma perspectiva, os subgrupos de ordem 12,8 e 3 (Dg, Dy e Z3, respectiva-

mente.) nao trazem relevancia no estudo desta configuragao simétrica. Isso ocorre pois

4m

Zs é formado pela identidade e as duas rotacoes de %’r e

em torno do eixo z. Portanto,
se um ponto xg é estabilizado por Zs, entao também deveré ser estabilizado pelo plano de
reflexdo que contém z (ver proposi¢ao . Logo, xq ¢ estabilizado por Zs X Zy. Conse-
quentemente, tal tipo de Burnside nao é relevante no estudo de simetrias. Os casos com
Dy e Dg decorrem do fato de que Z3 esta contido em ambos subgrupos.

Além disso, o tipo topolégico de Burnside refina o subgrupo S3. Isso ocorre pois o

conjunto dos pontos cujo estabilizador é exatamente S3 sao da forma

Aave = {((=1)", (=1)z, (1)) }aro,

2Utilizando os teoremas de Sylow é possivel verificar que H de fato é o tinico subgrupo de ordem 12.
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onde a,b,c € {0,1}. Semelhante ao que acontece com o subgrupo Z, na ac¢ao de D3 no
plano, os pontos ((—1)%z, (—1)%x, (=1)°z) e —((=1)%, (=1)z, (—1)°z) possuem orbitas
em componentes conexas diferentes.

Além disso, o tinico ponto estabilizado por todo Ty é a origem, nao havendo necessidade
de verificar os refinamentos.

Portanto, excluindo os subgrupos que nao trazem relevancia para o estudo, uma con-

figuragao T,—simétrica genérica é da forma:
[ = (Ty) + a(Ss) + b(Ss) + ¢ (z2 X zg) +d ({e} X Zg) +Ek({e} x {e)).

As Figuras [19] e [20] representam exemplos de configuracoes Ty—simétricas em R3. Redu-
zimos a quantidade de fatores na decomposicao devido & densidade de informacoes que

estariam na figura.

Figura 19: I' = 1(S5) + 1(S3)" + 1(Zs)

Fonte: Autoria propria
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Figura 20: I' = 1(T,) + 1(Zy x Zs) + 1({e})

Fonte: Autoria propria

Exemplo 8.6. Seja Q) o grupo de simetrias do octaedro. Tal grupo é formado pela

identidade e por nove §—rotagoes, seis m—rotagoes, seis 2%—rota(;ées, além de vinte e

quatro reflexoes e rotagoes-reflexoes.

Figura 21: Rotagoes nao-conjugadas do octaedro

Fonte: Autoria propria

Diferente do que ocorre no tetraedro, nas configuragoes com simetria octaedral, o tipo
topologico de Burnside nao traz nenhum refinamento na fatoracao dos tipos de orbitas.
Entretanto, assim como ocorre com o subgrupo Z, na agao de D4 no plano, as érbitas
com 24 pontos, que possuem tipo de orbita Z,, possuem uma distingao na decomposicao

de Burnside pois existem subgrupos de ordem 2 nao-conjugados. Um exemplo disso sao
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os subgrupos:

100y {1 0 o0
zs=<l010].l0 0 -1
001/ \o -1 o
100\ (=100
zs=<lo10l.]0 10
00 1 0 01

Portanto, uma configuragao com simetria Qj genérica é da forma

['=e(0n) +a(Cy X Z5) + b(Ss) + c(Z5 x L3) + d(Z3) + k(Z3) + j({e}),

come € {0,1} e a,b,c,d, k,j € Z,.

Abaixo, a Figura 22] traz um exemplo de uma configuragdo com 3 orbitas com sime-
trias distintas. Assim como nos demais exemplos aqui apresentados, as cores que formam
s6lidos e poligonos tem o tunico intuito de facilitar a visualizagao geométrica da orbita.
Entretanto, o que representa de fato a configuracao sao os vértices destas figuras geomé-
tricas.

Figura 22: I' = 1(Cy x Z§) + 1(Z§ x Z3) + 1({e})

_——

Fonte: Autoria propria

8.3 RELEVANCIA DOS SUBGRUPOS NO ESTUDO DE ORBITAS COM SIMETRIA
DIEDRAL

Durante a construcao do Exemplo e das generalizacoes feitas na secao anterior,

nao utilizamos todos os possiveis subgrupos de D3 na representacao do tipo de Burnside,
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afinal, | D3| = 6 = 2-3 e entao existe um subgrupo Cs = {r'},_¢ 1 2 de ordem 3. Entretanto,
o Unico ponto estabilizado por rotagoes é a origem e portanto, nao é relevante analisar
tais orbitas, pois estas coincidem com a o6rbita de tipo (Ds).

Nesta perspectiva, existem outros subgrupos que nao sao relevantes ao estudo de
orbitas. No caso diedral em O(2), como os subgrupos sao conhecidos, tal analise torna-se
mais simples.

Da Proposigao , sabemos que os unicos subgrupos em O(2) sao os ciclicos e diedrais.

No teorema a seguir, enunciado e demonstrado por Conrad [Con09|, iremos explicita-los.

Teorema 8.7. Seja D,, o subgrupo diedral em O(2). Os subgrupos de D,, sio da sequinte

forma:
e (i), onde j divide n;
o (17 r's), onde j dividen e 0 <i<j—1,
onde (g1, ga, - - -, gn) consiste no subgrupo gerado pelos elementos g1, ..., Gn.

Como o unico ponto estabilizado por rota¢oes em O(2) é a origem, entao os subgrupos
(r7,7'8) j20. € (r?) ;20 n@0 trazem relevancia no tipo de Burnside. Portanto, restam apenas

os subgrupos (r", ris) = (e, rs) = (ris).
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9 CONFIGURACOES BALANCEADAS

Neste Capitulo estaremos interessados em apresentar uma versao do Teorema de Mon-
taldi para uma classe especifica de configuragoes.
: N .
Seja v = (x1,...,2N) € (Rd) uma configuracao ordenada com centro de massa na

origem. Defina as seguintes matrizes

mi 0 0

X — ( T T) o . 0 ™o 0
v — (L’l IN IxXN Hv

0 0 ... MmNy

NxN

A partir das duas matrizes apresentadas podemos entdo definir a matriz S, = X,y X .

Desde o comeco evitamos utilizar configuragoes ordenadas e o leitor pode se questionar
sobre retomé-las no fim do trabalho. De fato, precisamos de uma ordenacao para definir
as matrizes Xy e [y, entretanto, a matriz (Sy) que utilizaremos nas proximas defini¢oes

independe da ordem. Isso ocorre pois o produto

T
r11 T12 ... XTIN mq 0 R 0 r11 12 ... XIN
o1 X992 ... TN 0 mo ... 0 o1 X92 ... TN

SV = =
Tag1 Tq2 ... TGN 0 0 ...y Tag1 Tq2 ... TgN

EL1kT dk

N ) N
Do MpTY, Y METikTok
k=
EL2k T dk
k

N

> m
1 k=1
N N
D MkTy > m
=1 k=1
N N

N
2
) E MEZTarlik Z MmrZaplok - - - Z Mg,
k=1 k=1 k=1
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2
mpXig mrpXliplog ... MEC1ET4Ek
N 2
Z METokLT1k mgsy, oo MEX2ART L
k=1
2
MpTareli METaplor - . . mrl g,

possui entradas dadas pela soma do produto das massas com as coordenadas dos vetores
associados.
Outro fato interessante, é que todos os autovalores da matriz S, sdao nao-negativos,

pois ao escrever S, como

Sy = (Xyiw) Xvv/iv) '

é possivel observar que Sy é uma matriz de Gram (Ver Definigao[A.1)) e portanto é positiva
semi-definida (ver Teorema [A.2)).

Com isso, podemos iniciar as definicoes das configuracoes alvo deste Capitulo.

Definicao 9.1. Chamaremos de espectro inercial ou espectro de inércia o conjunto
dos A\ € R tal que Sy —AI é nao-inversivel. A notagao utilizada sera o(Sy) ou simplesmente

o quando nao houver necessidade de tal especificacao.

Exemplo 9.2. Considere os pontos x1 = (2,3), 22 = (5,7) e x3 = (11,13) com massas
my = 3,me =5 e m3 = 7, respectivamente. Seja ({x1,z2, 3}, m) a configuragao formada

por estes pontos. Um célculo rapido nos mostra que

984 1194
1194 1455

Sq =

Consequentemente, o(Sc) = {24239 X 3\/6382657 24239 _ 3\/628265}‘

Pelo comentario feito anteriormente sobre a nao-necessidade de ordenacao, podemos
considerar entao o espaco de todas as configuragoes com espectro inercial o, que denota-

remos por C[o], como um subconjunto de C.

Definicao 9.3. Dizemos que uma configuracao C' € C é balanceada se C' é ponto critico

da fungao potencial U restrito a Clo] C C.

Como consequéncia imediata da defini¢ao, temos que toda configuracao central tam-
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bém é uma configuracao balanceada. Com efeito,

tr(Sy) = Z (kasz) = ka <Z xfk> = ka 2kl = I({z1, ..., 2k}).

k=1
Portanto, o momento de inércia é constante ao longo de Clo].

Teorema 9.4 (Teorema de Montaldi - Versao I1.). Seja G < O(d) um subgrupo finito e o o
espectro inercial de uma configura¢io G—simétrica (C,m). Logo, C[o]® é um subconjunto
fechado e nao-vazio de Clo] e existe uma configura¢ao G—simétrica balanceada em cada
componente conexa de Clo]|%. Mais ainda, dado um tipo topoldgico de Burnside I, existe
uma configuragao balanceada em cada componente conexa de Clo|(T'), desde que Clo|(T)

seja nao-vazio.

Demonstracao. Como C' é uma configuracao G—simétrica e seu espectro inercial é o,
entao C[o]¢ é nao-vazio.

Considere uma sequéncia de configura¢oes {C,}, o em Clo]® tal que C,, — Cp. Como
a acao de G em C é continua, entao

g-Co=g¢g- lim C, = lim ¢g-C,, = lim C,, = Cj.
n—oo n—oo n—oo

Portanto, a configuragao Cy é G—simétrica. Seja A € o(S¢). Como {C,}nen € Clo],
entdao A é autovalor de S¢, para todo n € N. Para concluir que C[o]® ¢ um fechado, basta
mostrar que A é autovalor de S¢,. Para tal, basta considerar uma ordenagao qualquer

(Ch)o = ((x1)n, -, (xN)n) = ((x1)0, .-, ((xn)o) para obter que Sc, — S¢, e, portanto,

se u,, ¢ o autovetor associado a A a partir do operador S¢, e u, — uy, entao

Se,(up) = lim S¢, (u,) = lim Au, = A lim u, = Au,.
n—00 n— 00 n—oo

Segue que Clo]“ ¢ fechado.

Para mostrar que a existéncia da configuragao G—simétrica balanceada em cada com-
ponente conexa de C[o]“, repetimos um processo anlogo ao feito no Teorema de Montaldi,
considerando a sequéncia de configuracoes { D), } nen no conjunto Clo]N{I = 1}. Apos isso,
dada a existéncia do ponto critico de U em C[o], aplicamos o principio da criticalidade

simétrica para afirmar que tal ponto também é critico em U restrito a C[o]. |
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APENDICE A - RESULTADOS E DEFINICOES
AUXILIARES

Definigao A.1. Considere o conjunto ordenado de vetores X = {vy,...,v,,} C R". A

Matriz de Gram G associada a X é a matriz onde as entradas sao dadas por g;; = vfv;.
Teorema A.2. Toda matriz de Gram G € positivo semi-definida.

Demonstragao. Considere x = (x1,...,x,,) € R™ fixo porém arbitrario. Logo,

2

xGx! = ( E vivjxl, e E vfnvjxm> x! = E vajxixj = ' g Vi T;
J

J 0]

Teorema A.3. Teorema da pré-imagem. Seja f : X — Y uma aplicagdo suave entre
variedades, com dimX = N e dimY = M. Se ¢ ¢ um valor regular e o nivel f~(c) é

nao-vazio, entdo f~1(c) é uma subvariedade reqular de X com dimensdo igual a N — M.
Demonstragao. Ver [Lor0O8| Teorema 9.3. |

Teorema A.4. Seja G um grupo agindo em um espaco topologico X. A aplicacao quo-
ciente p 1 X — X /i € continua, onde X /¢ estd munido com a topologia de espaco

quociente.
Demonstracao. Decorre imediatamente da definicao de topologia quociente. [ |

Teorema A.5. Seja G um grupo topoldgico agindo continuamente em um espago topolo-

gico X. A aplicagio quociente ¢ : X — X /G € uma aplicagao aberta.
Demonstragao. Ver [Leeld|, Lema 21.1. ]

Teorema A.6. Seja G um grupo de Lie compacto agindo propriamente e suavemente em

uma variedade suave X. Logo, X € uma subvariedade suave.

Demonstragao. Ver [KanQ7| definigdo 4.5 e [Paw02]. |
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APENDICE B - REPRESENTACAO MATRICIAL DE
Ty

Para representar os elementos de T, utilizaremos a representagao matricial a partir de
um dado tetraedro. Para calcular as matrizes utilizaremos o tetraedro centrado na origem
com vértices (—1,1,1),(1,-1,1),(1,1,-1) e (—1,—1,—1).

Considere a 2?’r—lro‘cagéo no sentido anti-horério cujo eixo passa pelo vértice (1,1, —1)

do tetraedro e pelo centro da face de vértices (—1,1,1),(1,—1,1) e (—1,—1,—1). Logo,

a; ag as 1 1
= |a4 as ag 1 1=111:;

a7 ag Qg -1 -1

ai as as -1 —1
as as Qg 1 1=1-11;

ay ag dag 1 —1

ay as das 1 —1

as, QA Qg 11 = 1

ar; ag Qg 1 1

Portanto, resolvendo o sistema acima, temos que a matriz que representa r; é da forma

0 0 -1
1 0 0
0 -1 0
Repetindo o processo para todas as 2?’T—rota(;()es, teremos as seguintes representacgoes
matriciais
0 0 -1 0 0 1 0 0 -1 0 01
rn=11 0 0 |,72e=|-1 0 O},r3=|—-1 0 0 [,7a=1]1 0 O
0 —1 0 0 -1 0 0O 1 O 010
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e o quadrado de cada uma destas matrizes nos dara as 4%—rota@ées.
0 1 0 0 -1 0 0 -1 0 010
2 _ 2 _ 2 _ 2 _
rr=10 0 —-1f,72=|0 0 —-1],73=]10 0 1],7%=1]10 0 1
-1 0 0 1 0 O -1 0 0 1 00

Repetindo o mesmo argumento para as m—rotagoes, teremos as seguintes matrizes:

100 1 0 O -1 0 0 -1 0 0
lp=e=[01 0f,a=]0 -1 0 |, 2= 0 1 O |[,t3=]0 -1 0
0 01 0 0 -1 0 0 -1 0 0 1

Note que t; corresponde a uma rotagao com relagao com eixo x, ty com relagao ao eixo y
e t3 com rela¢ao ao eixo z.

Além disso, tomando a reflexao
001

s=10 10
100
as demais 11 reflexoes e rotagoes-reflexdes sao geradas multiplicando os elementos nao-
triviais dados anteriormente por s.
Para calcular os possiveis subgrupos, iremos utilizar o software SageMath. Primeiro

faremos um isomorfismo com o grupo de permutagoes S;. Enumere os vértices da seguinte

forma:
e 1=(1,1,-1)
e 2=(-1,1,1)
e 3=(1,-1,1)

o 4=(—1,-1,-1)

Portanto, existe um isomorfismo ¢ : Ty — Sy dado por (r1) = (2 3 4), &(s) = (1 2) e
§(t) = (1 3)(2 4).

Para entender a intuicao dos demais pontos, o isomorfismo pode ser construido da

seguinte maneira:

o {(e) = () = Ids,;
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e Para cada 2?’T—rota(;éio (que estabiliza um vértice), associamos um elemento de S

que estabilizada apenas um elemento, cobrindo 8 elementos do grupo. Isto é, um

elemento da forma (X Y Z);

Para cada w—rotacao, associamos um elemento de S; que permuta elementos dois-

a-dois. Isto é, um elemento da forma (X Y)(Z W);

O dltimo passo é o mais delicado. O elemento s estabiliza todo ponto que possui
primeira e ultima entradas iguais. Portanto, s estabiliza 3 e 4. Ja tys estabiliza
pontos tal que a primeira entrada e a ultima diferem por sinal. Portanto estabiliza
1 e 2. Aos elementos de T, com essa propriedade associamos um elemento da forma
(XY).

Em contrapartida, t;s e t3s nao estabilizam nenhum ponto. Aos elementos com essa

propriedade, associamos (XY Z W).

Abaixo segue os comandos do software SageMath para analisar os subgrupos relevantes a

partir de um isomorfismo com o grupo de permutacoes.

R1
S =
T1

G =
H =

matrix([[0,0,-1],[1,0,0],[0,-1,011)
matrix ([[0,0,1],[0,1,0],[1,0,0]1)
matrix([[l,0,0],[O,—l,O],[0,0,—l]])

MatrixGroup (R1,S,T1)

G.as_permutation_group ()

H.subgroups ()

[Subgroup generated by [()] of (Permutation Group with generators

[(2,3,4), (1,2), (1,3)(2,4)1),

Subgroup generated by [(1,2)(3,4)] of (Permutation Group with

generators [(2,3,4), (1,2), (1,3)(2,4)]1),

Subgroup generated by [(1,3)(2,4)] of (Permutation Group with

generators [(2,3,4), (1,2), (1,3)(2,4)1),

Subgroup generated by [(1,4)(2,3)] of (Permutation Group with

generators [(2,3,4), (1,2), (1,3)(2,4)]1),

Subgroup generated by [(3,4)] of (Permutation Group with generators

[(2,3,4), (1,2), (1,3)(2,)]),

Subgroup generated by [(2,3)] of (Permutation Group with generators

[((2,3,4), (1,2), (1,3)(2,4)1),



16

69

Subgroup generated
[(2,3,4), (1,2),
Subgroup generated
[(2,3,4), (1,2),
Subgroup generated
[RGZIPE Y I I
Subgroup generated
[(2,3,4), (1,2),
Subgroup generated
28,40, (20,
Subgroup generated
[(2,3,4), (1,2),
Subgroup generated
[(2,3,4), (1,2),
Subgroup generated
[(2,3,4), (1,2),
Subgroup generated
with generators
Subgroup generated
generators
Subgroup generated
generators

Subgroup generated

generators

Subgroup generated by [(1,2) (3,4),
(1)2)’

with generators

Subgroup generated by [(1,2,3,4),
(1,2),

with generators

Subgroup generated by [(1,3,4,2),

[(2,3,4),

[(2,3,4),

[(2,3,4),

by [(2,4)] of
(1,3)(2,4)1),
by [(1,2)] of
(1,3)(2,4)1),
by [(1,3)] of
(1,3)(2,4)1),
by [(1,4)] of
(1,3)(2,4)1),

by [(2,3,4)] of

(1,3)(2,4)1),

by [(1,2,3)] of

(1,3)(2,4)1),

by [(1,2,4)] of

(1,3)(2,41),

by [(1,3,4)] of

(1,3)(2,4)1),

(1,2),

[(2,3,4),
by [(3,4),
(1,2),
by [(2,3),
(1,2),
by [(2,4),
(1,2),

[(2,3,4),

[(2,3,4),

(Permutation Group

(Permutation Group
(Permutation Group
(Permutation Group
(Permutation
(Permutation

(Permutation

(Permutation

(1,3)(2,9)1),

(1,4,2,3)] of
(1,3)(2,4)1),
(1,3)(2,4)] of
(1,3)2,9H),
(1,4)(2,3)] of

Group

Group

Group

Group

with generators

with generators
with generators
with generators

with generators
with generators

with generators

with generators

(1,4) (2,3)] of (Permutation Group

(1,2)(3,4)] of (Permutation Group with
(1,3)(2,41),
(1,4)(2,3)] of (Permutation Group with
(1,3)(2,4) 1),
(1,3)(2,4)] of (Permutation Group with
(1,3)(2,41),

(Permutation Group

(Permutation Group

(Permutation Group

with generators [(2,3,4), (1,2), (1,3)(2,4)1),

Subgroup generated by [(3,4), (2,3,4)] of (Permutation Group with
generators [(2,3,4), (1,2), (1,3)(2,4)]),

Subgroup generated by [(3,4), (1,3,4)] of (Permutation Group with
generators [(2,3,4), (1,2), (1,3)(2,4)]),

Subgroup generated by [(1,2), (1,2,3)] of (Permutation Group with
generators [(2,3,4), (1,2), (1,3)(2,4)]1),

Subgroup generated by [(1,2), (1,2,4)] of (Permutation Group with
generators [(2,3,4), (1,2), (1,3)(2,4)]),

Subgroup generated by [(3,4), (1,2)(3,4), (1,4)(2,3)] of (Permutation
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Group with generators [(2,3,4), (1,2), (1,3)(2,4)1),

Subgroup generated by [(2,3), (1,3)(2,4), (1,4)(2,3)] of (Permutation
Group with gemnerators [(2,3,4), (1,2), (1,3)(2,4)]1),

Subgroup generated by [(2,4), (1,2)(3,4), (1,3)(2,4)] of (Permutation
Group with generators [(2,3,4), (1,2), (1,3)(2,4)1),

Subgroup generated by [(2,3,4), (1,2)(3,4), (1,4)(2,3)] of (Permutation

Group with gemerators [(2,3,4), (1,2), (1,3)(2,4)]),
Subgroup generated by [(3,4), (2,3,4), (1,2)(3,4), (1,4)(2,3)] of (

Permutation Group with generators [(2,3,4), (1,2), (1,3)(2,4)1)]

Listagem 1: Codigo para listar os subgrupos de S;.

Para nosso trabalho, nao existe a necessidade de regredir no isomorfismo e explicitar a
forma dos subgrupos acima em Ty. Para o estudo de configuragoes, as informagoes vistas

até agora e a proxima proposi¢ao sao suficientes.

Proposigao B.1. A menos dos caso onde um ponto x é estabilizado por r; e r?, o tinico

ponto invariante por duas rotagoes nao-triviais distintas em Ty € a origem.

Nesta proposigao, excluimos o caso onde os pontos sao invariantes por rotacoes dis-
2

tintas do tipo r; e 72 pois, se r; - X = x entao r? - x =71; - X = X.

Demonstragao. Considere as fungoes ¢, : {1,2,3,4} — {0,1} dadas por ¢(1) = ¢(2) =
0, #(3) = ¢(4) = 1, ¥(1) = ¥(4) =0 e (2) = ¥(3) = 1. Note que podemos escrever os

elementos r; como

onde i € {1,2,3,4}.
A demonstracao serd dividida em 6 casos. O primeiro caso consiste em um ponto

(x,y, z) estabilizado por duas rotagoes distintas r;, ;. Logo,

0 0 (=) [z x
(—1)¥® 0 0 y|=1vl|
0 (—1)*@+1 0 z z
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e
0 0 (—=1)7\ (= T
(—1)¥0) 0 0 yl=1v],
0 (=1)*0)+ 0 z z

para certos i, € {1,2,3,4}. Portanto,
((_1)1'27 (_1)111(2')33’ <_1)¢(i)+1y) = (.%, Y, Z) - ((_1)]'2,’ (_1)1,11(]')1,’ (_1)¢(j)+1y>

(=1)2, (=1)"D*2, 2) = (2,9, 2) = ((=1)2, (=1)"WH2,2)

Caso as paridades de i e j sejam diferentes, entao (z,y,z) = (0,0,0). Suponha que i e j
possuam a mesma paridade. Portanto, ©(i) # ¥(j). Suponha, sem perda de generalidade

que 9(j) = 0. Logo,
(=1) Y0y = (1) — (1) Tly = (-1)"22 = 2=0.

Segue que (x,y,2) = (0,0,0).
O segundo caso consiste em uma rotacgao r; e uma rotacao 7“? com i # j. Se o ponto

x ¢ estabilizado por 77, entdo 77 - x = x. Logo,

— 3 — . 2 . — .
X =T;X =TT 0 X = TX
Portanto, r; estabiliza x e o segundo caso se reduz ao primeiro.
O terceiro caso consiste em duas rotagoes t;, t; com ¢ # j. As m—rotacao podem ser

escritas como

(=1)¢+D 0 0
t; = 0 (—1)i 0
0 0 (=1)¥0+D

Logo, se (x,y, z) € estabilizado por duas m—rotagoes (nao-triviais), entao
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(=1)?U+H 0 0 T T
0 (—=1) 0 y| =1y
0 0 (=1)Pu+b ) \ 2 z

Se as paridades de i e j sdo iguais (necessariamente impar, pois todo ponto é invariante

por ty), entao, supondo sem perda de generalidade que j = 1, temos que
(27, Y, Z) = ((_1)¢(j+1)x7 (_1>jy7 (_1)¢(j+1)z> = (—QZ, -V, Z) e

(;U, Y, Z) = ((_1)¢(i+1)x7 (_1>Zy7 (_1>¢(i+1)z) = (37, -Y, _Z)

Portanto, (z,y,2) = (0,0,0).
O quarto caso consiste em um ponto (z,y, z) que é invariante por uma 2?’r—rota(;éo e

uma m—rotagao, entao
(2,9,2) = (=) Vz, (=1)7y, (=1)"0Hz) e

(2,9.2) = (=1)'z, (=1)"Vz, (-1)"O*y)

Se j é impar, todos os termos se anulam. Suponha entao que j seja par (por exaustao,

ja que estamos excluindo a identidade, j = 2). Portanto, ¢(j + 1) = ¥ (j + 1) = 1. Logo,

(ZE, Y, Z) = ((—1)¢(3)ZL‘7 (_1)2y7 <_1)¢(3)2) = (—ZL', Y, _Z)

Portanto, x =0 e z = 0. Como y = (—1)*®Wz, segue que y = 0.
O quinto caso, que consiste em uma rotagao r? e uma rotagao t;, reduz-se ao caso

anterior, utilizando um argumento analogo ao segundo caso.

2

O sexto caso consiste em um ponto invariante pelas rotagoes 7‘@-2, T

Portanto, tal
ponto ¢ invariante pelas rotacoes 7; e 7;, reduzindo-se ao primeiro caso.
Como esgotam-se os casos, segue que o Unico ponto invariante por duas rotagoes

distintas nao-triviais é a origem. [

Com isso, basta identificar os subgrupos que possuem duas rotagoes distintas para
analisar a sua relevancia no estudo de configuragoes. Entretanto, além dos subgrupos

gerados por duas rotagoes, os subgrupos gerados por uma rotagao-reflexao que estabiliza
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dois pontos e por uma rotagao também nao trazem relevancia. A demonstracao deste fato
segue 0 mesmo argumento da proposi¢ao anterior.

Portanto, os subgrupos relevantes no estudo dos tipos de Burnside sio:
o (Ids,) = (()) = {e};

* ((34)),((23)).((24)),((12)),((13)),((1 4)) = Z;
 ((34),(12)(34)),((23),(14)(23)),((24),(13)(24)) ~Zy X Ly;

* ((34),(234)),((34),(134)),((12),(123)),((12),(124)) >S5~ Ds;

e ((34),(234),(12)(34),(14)(23))=((234),(12),(13)(24)) =T,
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APENDICE C - REPRESENTACAO MATRICIAL DE
Oy,

Faremos um analogo ao do apéndice anterior para o grupo de simetrias do octaedro,
que denotaremos por Q). Primeiramente, iremos explicitar as rotacoes de Q.

Considere o octaedro formado pelos vértices

(0,0,v2), (v/2,0,0), (0,0, —v2), (—=v/2,0,0), (0,v/2,0) e (0, —v/2,0).

Se a matriz 71 € uma §—rotacao ao longo do eixo z, entao

a; ag as 0 —\/§

as Qs Gg V2| = 0

ar ag ag 0 0
ay ag as 0 0
as Qas Qg 0 = 0

a7 ag Qg \/§ \/§

a, Gy az V2 0
as Qs Qg 0 =2
a7y ag dag 0 0

Portanto, resolvendo esses trés sistemas lineares, temos que

Por outro lado, se t; é uma %”—rota(;éo, entao, usando um argumento anélogo ao

anterior, tem-se que
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Por fim, se u; é uma m—rotacao, entao tem-se que

-1 0 0
uy=1|(0 0 -1
0o -1 0
E por fim, podemos fixar a reflexao
0 01
s=10 10
100

Um ponto importante a ser destacado é que o grupo de simetrias do octaedro possui
3 elementos geradores, logo, é suficiente explicitar apenas seus geradores. Nao havia
necessidade, por exemplo, de exibir a rotagao ry, afinal r; = ¢3-u;. Claramente, s nao pode
ser gerado por operacoes entre os demais elementos, pois dets = —1 e dett; = detr; =
det u; = 1. Além disso, nao podemos obter uma 2?’r—rotagéo a partir de uma m—rotagao ou
5-rotagao, pois utilizando graus ao invés de radianos, temos que mmc(90°,120°,180°) =
360° ~ 27, que corresponde & identidade. Consequentemente, podemos escrever tal grupo
como

@h = <t1,7“1,8>.

Utilizaremos o mesmo método do apéndice anterior para verificar a relevancia dos
subgrupos no estudo de configuragoes. Note que o grupo O é isomorfo ao subgrupo
Hs, =((2345),(12)(46),(123)(456)) do grupo de permutagoes Sg. O isomorfismo
¢ dado pela aplicagao ¢ : O, — Hg, tal que ¢(r1) = (23 45), ¢(t;) =(123)(456) e
¢(s) = (12)(46).

R1 = matrix([[o,-l,o],[1,0,0],[0,0,1]])
S = matrix ([[0,0,1],[0,1,0],[1,0,011)
T1 = matrix([[0,-1,0],[0,0,-1]1,[1,0,011)

G

MatrixGroup (R1,S,T1)
H = G.as_permutation_group ()

H.subgroups ()
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[Subgroup generated by [()] of (Permutation Group with generators

[(2,3,4,5), (1,2)(4,6),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by

[(2,3,4,5), (1,2)(4,6),

(1,2,3)(4,5,6)1),
[(2,4) (3,5)] of (Permutation Group
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),
[(1,6)(3,5)] of (Permutation
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),

[(1,6)(2,4)] of (Permutation

Group

Group
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),
[(2,3)(4,5)] of (Permutation
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)]1),

[(2,5)(3,4)] of (Permutation

Group

Group
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),
[(1,2)(4,6)] of (Permutation Group
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),
[(1,3)(5,6)] of (Permutation
(1,2) (4,86),

[(1,4)(2,6)] of (Permutation

Group
(1,2,3)(4,5,6)1),

Group
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),
[(1,5)(3,6)] of (Permutation
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)]1),

[(1,2)(3,5)(4,6)] of (Permutation

Group

(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),
[(1,3)(2,4)(5,6)] of (Permutation
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),
[(1,4)(2,6)(3,5)] of (Permutation
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),
[(1,5)(2,4)(3,6)] of (Permutation
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)]1),
[(1,6)(2,3)(4,5)] of (Permutation
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),
[(1,6)(2,5)(3,4)] of (Permutation
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),
[(1,6)(2,4)(3,5)] of (Permutation

(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),

with

with

with

with

with

with

with

with

with

Group

Group

Group

Group

Group

Group

Group

with

with

with

with

with

with

with

[(3,5)] of (Permutation Group with generators

(1,2,3)(4,5,6)1),

Subgroup generated by [(2,4)] of (Permutation Group with generators

[(2,3,4,5), (1,2)(4,6),

(1,2,3)(4,5,6)1),

Subgroup generated by [(1,6)] of (Permutation Group with generators
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[(2,3,4,5), (1,2)(4,6),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by
with generators
Subgroup generated by
with generators
Subgroup generated by
with generators
Subgroup generated by
Group with generators
Subgroup generated by
Group with generators
Subgroup generated by
Group with generators
Subgroup generated by
with generators [(2,3,
Subgroup generated by
with generators [(2,3,
Subgroup generated by

with generators [(2,3,

[(2,3’4’5) b

[(2,3,4,5),

[(2,3,4,5),

[(2,3,4,5),

[(2,3,4’5) 3

[(2333435) s

(1,2,3)(4,5,6)1),
[(1,2,3)(4,5,6)] of (Permutation
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)]1),
[(1,5,2)(3,4,6)] of (Permutation

Group with

Group with
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),
[(1,3,4)(2,6,5)] of (Permutation
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),
[(1,5,4)(2,6,3)] of (Permutation
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),
[(3,5), (2,4)(3,5)] of (Permutation
(1,2) (4,6),
[(3,5),
(1,2) (4,6),
[(2,4),
(1,2) (4,6),
[(3,5),
(1,2) (4,6),
[(2,4),
(1,2) (4,6),
[(2,4)(3,5),
(1,2) (4,6),

Group with

Group with

Group with
(1,2,3)(4,5,6)1),
(1,6)(3,5)] of (Permutation with
(1,2,3)(4,5,6)1),

(1,6)(2,4)] of (Permutation

Group
Group with
(1,2,3)(4,5,6)1),
(1,6)(2,4)] of (Permutation
(1,2,3)(4,5,6)1),
(1,6)(3,5)] of (Permutation

Group with

Group with
(1,2,3)(4,5,6)1),
(1,6)] of (Permutation Group with
(1,2,3)(4,5,6)1),

[(2,3,4,5), (2,4)(3,5)] of (Permutation Group
(1,2)(4,86),
[(1,4,6,2),

(1,2) (4,6),

(1,2,3)(4,5,6)1),
(1,6)(2,4)] of (Permutation Group
(1,2,3)(4,5,6)1),
[((1,3,6,5), (1,6)(3,5)] of (Permutation Group
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),
[(2,4)(3,5), (1,6)(2,5)(3,4)] of (Permutation
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),
(1,6)(2,4)] of (Permutation
(1,2,3)(4,5,6)1),
(1,6)(3,5)] of (Permutation
(1,2,3)(4,5,6)1),
(1,6)(3,5)] of (Permutation
(1,2,3)(4,5,6)1),
(2,4) (3,5)] of (Permutation

[(1,2)(3,5)(4,6),
(1,2) (4,6,
[(1,5)(2,4)(3,6),
(1,2) (4,6),
[(2,4)(3,5),
4,5), (1,2)(4,6),
[(2,3)(4,5),
4,5), (1,2)(4,6),
[(1,4)(2,6),
4,5), (1,2)(4,6),

Group

Group
(1,2,3)(4,5,6)1),
(1,6)(2,4)] of (Permutation
(1,2,3)(4,5,6)1),

Group
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49

56

60

78

Subgroup generated by [(1,3)(5,6),
with generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6),
Subgroup generated by [(2,4) (3,5),
Group with gemnerators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by [(1,2,6,4)(3,5),
[(2,3,4,5),

Subgroup generated by [(1,5,6,3) (2,4),

Group with generators
Group with gemerators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by [(1,6)(2,4)(3,5),
[(2,3,

Permutation Group with

(4,5,6)1),

generators

[(1,6)(2,3)(4,5),
[(2,3,

Subgroup generated by
Permutation Group with

(4,5,6)1),

generators
Subgroup generated by [(1,4)(2,6)(3,5),
Permutation Group with [(2,3,

(4,5,6)1),

generators

[(1,2)(3,5)(4,6),
[(2,3,

Subgroup generated by
Permutation Group with

(4,5,6)1),

generators

[(1,5)(2,4)(3,6),
[(2,3,

Subgroup generated by
Permutation Group with

(4,5,6)1),

generators

[(1,3)(2,4)(5,6),
[(2,3,

Subgroup generated by
Permutation Group with

(4,5,6)1),

generators

(1,2) (4,6),

(1,2)(4,86),

(1,2,3)(4,5,6)]1),

(1,2,3)(4,5,6)1)

(1,6)(3,5)] of (Permutation Group

(1,6)(2,5,4,3)] of (Permutation
(1,2)(4,6),

>

(1,6)(2,4)] of (Permutation

(1,2,3)(4,5,6)1)

>

(1,6)(3,5)] of (Permutation

(1,2,3)(4,5,6)1)

(1,6)(2,5)(3,4)] of (
4,5), (1,2)(4,6),
(1,6)(2,4) (3,5)1]
(1,2) (4,6),

of (
4’5)’

(1,6)(2,4)(3,5)] of (
4,5), (1,2)(4,6),

(1,6)(2,4)(3,5)] of (
4,5), (1,2)(4,6),

(1,6)(2,4) (3,5)]
4,5), (1,2)(4,6),

of (

(1,6)(2,4) (3,5)1]
4,5), (1,2)(4,6),

of (

>

(1,2,3)

(1,2,3)

(1,2,3)

(1,2,3)

(1,2,3)

(1,2,3)

Subgroup generated by [(3,5),
with generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by [(3,5),
with generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by [(1,6),
with generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by [(2,4),
with generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by [(2,4),
with generators [(2,3,4,5),
Subgroup generated by [(1,6),

with generators [(2,3,4,5),

(1,2) (4,6),

(1,2)(4,86),

(1,2) (4,6),

(1,2)(4,86),

(1,2) (4,6),

(1,2)(4,6),
Subgroup generated by [(1,2,3)(4,5,6),

(1,2)(3,5)(4,6)] of (Permutation
(1,2,3)(4,5,6)1),
(1,4)(2,6)(3,5)] of (Permutation
(1,2,3)(4,5,6)1),
(1,6)(2,3)(4,5)] of (Permutation
(1,2,3)(4,5,6)1),
(1,3)(2,4)(5,6)] of (Permutation
(1,2,3)(4,5,6)1),
(1,5)(2,4)(3,6)] of (Permutation
(1,2,3)(4,5,6)1),
(1,6)(2,5)(3,4)] of (Permutation
(1,2,3)(4,5,6)1),
(1,6)(2,4)(3,5)] of (

Group

Group

Group

Group

Group

Group



66

74

79

79

Permutation Group with
(4,5,6)1),

Subgroup generated by
Permutation Group with
(4,5,6)1),

Subgroup generated by
Permutation Group with
(4,5,6)1),

Subgroup generated by
Permutation Group with
(4,5,6)1),

Subgroup generated by
Permutation Group with
(4,5,6)1),

Subgroup generated by
Permutation Group with
(4,5,6)1),

Subgroup generated by
Permutation Group with
(4,5,6)1),

Subgroup generated by
Permutation Group with
(4,5,6)1),

Subgroup generated by
Group with generators
Subgroup generated by
Group with generators
Subgroup generated by
Group with generators
Subgroup generated by
Group with generators
Subgroup generated by
Permutation Group with
(4,5,6)1),

Subgroup generated by
Group with generators
Subgroup generated by
Group with generators

Subgroup generated by

[(2,3,4,5),

[(2,3,4,5),

[(2,3,4,5),

[(2,3,4’5) 3

generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6), (1,2,3)

[(1,3,4)(2,6,5), (1,6)(2,4)(3,5)] of (
generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6), (1,2,3)
[(1,5,4)(2,6,3), (1,6)(2,4)(3,56)] of (
generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6), (1,2,3)
[(1,5,2)(3,4,6), (1,6)(2,4)(3,56)] of (
generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6), (1,2,3)
[(1,2)(3,5)(4,6), (1,5,4)(2,6,3)] of (

generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6), (1,2,3)
[(1,3,4)(2,6,5), (1,5)(2,4)(3,6)] of (

generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6), (1,2,3)

[(1,2,3)(4,5,6), (1,4)(2,6)(3,5)] of (

generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6), (1,2,3)
[(1,3)(2,4)(5,6), (1,5,2)(3,4,6)] of (

generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6), (1,2,3)
[(1,2)(4,6),
(1,2)(4,6),
[(1,4)(2,86),
(1,2)(4,6),
[(1,5,2)(3,4,6),
(1,2)(4,6),
[(1,3)(5,6), (1,3,4)(2,6,5)] of (Permutation
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),
(2,4) (3,5), (1,6)(3,5)] of (

[(293’4’5) s

(1,2,3)(4,5,6)] of (Permutation
(1,2,3)(4,5,6)1),
(1,5,4)(2,6,3)] of (Permutation
(1,2,3)(4,5,6)1),
(1,5)(3,6)] of (Permutation
(1,2,3)(4,5,6)1),

[(3,5),

generators (1,2) (4,6), (1,2,3)
(3,5,

[(2,3,4,5),

(1,4,6,2), (1,6)(2,4)] of (Permutation
(1,2) (4,6),
(2,4) (3,5),
(1,2)(4,6),

(1:3,6’5) )

(1,2,3)(4,5,6)1),
[(2,3,4,5),
[(2,3,4,5),
[(2,4),

(1,6)] of (Permutation
(1,2,3)(4,5,6)1),
(1,6)(3,5)] of (Permutation



81

86

88

91

93

80

Group with generators
Subgroup generated by
Permutation Group with

(4,5,6)1),

Subgroup generated by
Permutation Group with
(4,5,6)1),

Subgroup generated by
Permutation Group with
(4,5,6)1),

Subgroup generated by
Permutation Group with
(4,5,6)1),

Subgroup generated by
Permutation Group with
(4,5,6)1),

Subgroup generated by
Permutation Group with
(4,5,6)1),

Subgroup generated by

Group with generators

Subgroup generated by

Group with generators

Subgroup generated by

Group with generators

Subgroup generated by
Permutation Group with
(4,5,6)1),

Subgroup generated by
Permutation Group with
(4,5,6)1),

Subgroup generated by
Permutation Group with
(4,5,6)1),

Subgroup generated by
Permutation Group with
(4,5,6)1),

Subgroup generated by

Permutation Group with

[(2,3,4,5), (1,2)(4,6),
[(3,5), (2,4)(3,5),

(1,2,3)((4,5,6)1),
(1,6)(2,5)(3,4)] of (
generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6), (1,2,3)
[(3,5), (1,5)(2,4)(3,6),

[(2’394’5) 3

(1,6)(3,5)] of (

generators (1,2)(4,6), (1,2,3)

[(2,4), (1,2)(3,5)(4,6), (1,6)(2,4)] of (

generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6), (1,2,3)

[(2,3,4,5), (2,4)(3,5), (1,6)(3,5)] of (

generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6), (1,2,3)

[(2,4)(3,5),
[(233’4’5) s

(1,4,6,2), (1,6)(2,4)] of (

generators (1,2) (4,6), (1,2,3)
[(2,4)(3,5), (1,3,6,5),

[(2,3,4,5),

(1,6)(3,5)] of (
generators (1,2)(4,6), (1,2,3)
[(3,5), (2,3,4,5),
[(2,3,4,5),
[(3,5),
[(2,3,4,5), (1,2)(4,6),
[(2,4), (1,4,6,2),
[(2,3,4,5),
[(3,5),

(1,2)(4,6), (1,2,3)((4,5,6)]1),
(1,3,6,5),
(1,2,3)(4,5,6)1),
(1,2)(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1),
(1,2)(3,5) (4,6),

[(2,3,4,5),

(1,6)(2,4)] of (
generators (1,2) (4,6), (1,2,3)
[(2,4)(3,5), (1,6)(2,5)(3,4)] of (

[(2,3,4’5) s

(1,6),

generators (1,2) (4,6), (1,2,3)

[(2,4), (1,5)(2,4)(3,6), (1,6)(3,5)] of (

generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6), (1,2,3)

[(2,3)(4,5), (2,4)(3,5),
[(2,3,4,5),

(1,6)(3,5)] of (
generators (1,2)(4,6), (1,2,3)
[(2,4)(3,5), (1,4)(2,6),
[(2’3’4:5) )

(1,6)(2,4)] of (

generators (1,2)(4,6), (1,2,3)

(2,4)(3,5)] of (Permutation

(1,6)(3,5)] of (Permutation

(1,6)(2,4)] of (Permutation
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104

105

106

81

(4,5,6)1),

Subgroup generated by [(2,4)(3,5), (1,3)(5,6), (1,6)(3,5)] of (
Permutation Group with gemnerators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6), (1,2,3)
(4,5,6)1),

Subgroup generated by [(1,2,3)(4,5,6), (1,4)(2,6)(3,5), (1,6)(2,4)
(3,5)] of (Permutation Group with generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6),
(1,2,3)(4,5,6)1),

Subgroup generated by [(1,2)(3,5)(4,6), (1,5,4)(2,6,3), (1,6)(2,4)
(3,5)] of (Permutation Group with generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6),
(1,2,3)(4,5,6)1),

Subgroup generated by [(1,3)(2,4)(5,6), (1,5,2)(3,4,6), (1,6)(2,4)
(3,5)] of (Permutation Group with generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6),
(1,2,3)(4,5,6)1),

Subgroup generated by [(1,3,4)(2,6,5), (1,5)(2,4)(3,6), (1,6)(2,4)
(3,5)] of (Permutation Group with generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6),
(1,2,3)(4,5,6)1),

Subgroup generated by [(2,4)(3,5), (1,5,2)(3,4,6), (1,6)(3,5)] of (
Permutation Group with generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6), (1,2,3)
(4,5,6)1),

Subgroup generated by [(3,5), (2,3,4,5), (2,4)(3,5), (1,6)(3,5)] of
(Permutation Group with generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6), (1,2,3)
(4,5,6)1),

Subgroup generated by [(2,4), (2,4)(3,5), (1,4,6,2), (1,6)(2,4)] of
(Permutation Group with generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6), (1,2,3)
(4,5,6)1),

Subgroup generated by [(3,5), (2,4)(3,5), (1,3,6,5), (1,6)(3,5)] of
(Permutation Group with generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6), (1,2,3)
(4,5,6)1),

Subgroup generated by [(2,4)(3,5), (1,3,6,5), (1,5,2)(3,4,6), (1,6)
(3,5)] of (Permutation Group with generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6),
(1,2,3)(4,5,6)1),

Subgroup generated by [(3,5), (2,4)(3,5), (1,5,2)(3,4,6), (1,6)(3,5)
] of (Permutation Group with generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6),
(1,2,3)(4,5,6)1),

Subgroup generated by [(2,4)(3,5), (1,3)(5,6), (1,5,2)(3,4,6), (1,6)
(3,5)] of (Permutation Group with generators [(2,3,4,5), (1,2)(4,6),
(1,2,3)(4,5,6)1),

Subgroup generated by [(3,5), (2,4)(3,5), (1,3,6,5), (1,5,2)(3,4,6),

(1,6) (3,5)] of (Permutation Group with generators [(2,3,4,5), (1,2)
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(4,6), (1,2,3)(4,5,6)1)]

Listagem 2: Codigo para listar os subgrupos de um subgrupo de Sg isomorfo a O,.

O caso de O é bem mais delicado devido a quantidade de subgrupos e seus diferentes
geradores. A proposi¢ao também ¢é véalida em O, mas serd necesséario verificar mais
Casos.

Trocando a linha

N

pela linha

H.subgroups ()

[ {s,s.order ()} for s in H ]

o SageMath nos retorna uma lista formada por pares onde a primeira entrada corresponde

a um elemento de Hg, e a segunda entrada sua respectiva ordem, que esté listado abaixo.

{O, 1},
{(2,4)(3,5), 2},
{(1,2,5)(3,6,4), 3},
{(1,2,3)(4,5,6), 3%},
{(1,5,2)(3,4,6), 31},
{(1,5,4)(2,6,3), 3},
{(1,6)(3,5), 2},
{(1,6)(2,4), 2},
{(1,4,3)(2,5,6), 3},
{(1,4,5)(2,3,6), 3},
{(1,3,2)(4,6,5), 3%},
{(1,3,4)(2,6,5), 3%},
{(1,5,6,3), 4},
{(1,3)(2,4)(5,6), 2},
{(2,5,4,3), 4},
{(1,6)(2,3) (4,5), 2},
{(1,2)(3,5) (4,6), 2%},
{(1,4)(2,6)(3,5), 2},
{(1,3,6,5), 4},
{(1,56)(2,4)(3,6), 2},
{(1,6)(2,5)(3,4), 2},
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{(2,3,4,5), 4},
{(1,4,6,2), 4},
{(1,2,6,4), 4},
{(3,5), 2},
{(2,4), 2},

{(1,2,5,6,4,3), 6},
{(1,2,3,6,4,5), 6},

{(1,5,4,6,3,2), 6},
{(1’5’2’6,3’4)’ 6}’

CCL 60 5 20,
{(1,6) (2,4) (3,5),

2},

{(1,4,3,6,2,5), 6},
{(1,4,5,6,2,3), 6},
{(1,3,4,6,5,2), 6},

{(1,3,2,6,5,4), 6},

{(1,5)(3,6), 2},
{(1,3,6,5) (2,4),
{(2,5)(3,4), 2},
{(1,6)(2,3,4,5),
{(1,2)(4,6), 2},
{(1,4)(2,6), 2},
{(1,3)(5,6), 2},
{(1,5,6,3)(2,4),
{(1,6)(2,5,4,3),
{(2,3)(4,5), 2},
{(1,4,6,2)(3,5),
{(1,2,6,4) (3,5),

4,

4%,
43}]
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Figura 23: Identificacao dos pontos do tetraedro

6 = (0,0,—v2)

Fonte: Autoria propria

Identificando os pontos do tetraedro como representado na figura[23] temos que as seis
7 —rotagdes, que estabilizam dois pontos, sao da forma (X Y Z W), onde X, Y,Z, W ¢
{1,2,3,4,5,6}. Assim como as oito 2?”—rota(;ées, que nao estabilizam nenhum dos pontos
mas permutam-nos trés a trés, sao da forma (X 'Y Z)(W R S).

Por outro lado, as w-rotagoes precisam ser divididas em duas classes. Ha seis 7-
rotacoes, que nao estabilizam nenhum ponto mas permuta-os dois a dois, que possuem
forma (X Y)(Z W)(R S). Uma delas é representada na figura 21| pelo eixo verde. Em
contrapartida, existem as m—rotagoes geradas pelo produto de duas §—rotagoes iguais.
Tais rotagoes sao da forma (X Y Z W)(XY Z W) = (X Z)(Y W).

Como existem reflexdes (X Z)(Y W), entao iremos explicitar as m—rotagoes desta
forma para nao haver ambiguidade. Tais elementos sdo (136 5)(1365) =(16)(35) =
(1563)(1563), (2345)(2345) = (24)(35) = (2543)(2543)e¢
(1462)(1462) =(16)(24) =(1264)(1264). Adicionando a identidade,
esgotamos todas as 24 rotacoes. Todas as reflexdes sao obtidas pela operacao de uma
reflexao s com uma rotagao.

Portanto, verificando na lista os subgrupos com duas pelo menos duas rotagoes, os
subgrupos normais e os subgrupos com planos de reflexao e rotagoes com intersecgao trivial,

temos que os tnicos subgrupos relevantes ao estudo do tipo de Burnside sao
o () ~{e}s

* ((23)(45)),((25)(34)),((12)(46)),((13)(56)),((14)(26)),((15)(36)) =Z;
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e ((35),(12)(35)(46)),((35),(14)(26)(35),((16),(16)23)(45)),
(24), (1 3)(24)(5 6)), (2 4), (1 5)(2 4)(3 6)), (1 6), (1 6)(2 5)(3 4)) = Zs x Zy;

e ((12)(46),(123)(456)),((14)(26),(154)(26,3)),
(152)(346),(15)(36)),((13)(56),(134)(26,5)) ~ Ss;

e ((35),(146,2),(16)(24)),((16),(2345),(24)(35)),
((24),(136,5),(16)(35)),((35),(2345),(24)(35)),
(35),(136,5),(16)(35)),((24),(146,2),(16)(24)) ~Cy x Zs;

e ((35),(24)(35),(136,5),(152)(346),(16)(35)) ~0.
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