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RESUMO

A presente pesquisa consubstanciou-se a partir de trés estudos que se interconectaram entre
si, objetivando analisar compreensfes acerca de justica em jogos & luz de demandas
cognitivas da probabilidade concernentes a aleatoriedade, ao espaco amostral e a
comparacédo de probabilidades. O Estudo 1 contou com a participagdo de 15 criancas do 5°
ano e 15 estudantes da Educacdo de Jovens e Adultos (EJA); o Estudo 2 estabeleceu um
paralelo entre 15 criangas portuguesas (5° ano) e as criangas brasileiras do Estudo 1; no
Estudo 3 foram investigados 15 professores dos anos iniciais, sendo: cinco brasileiros e cinco
portugueses do ensino regular e cinco brasileiros da EJA. Utilizou-se seis diferentes jogos,
associados a elementos da probabilidade, por meio de entrevista clinica e questionario,
analisados a partir de demandas cognitivas da probabilidade, de construtos do pensamento
probabilistico e de niveis de crencas em jogos. Os participantes dos distintos estudos
apresentaram similitudes em suas compreensdes no que tange a justica em jogos
considerando as conexdes estabelecidas com elementos da probabilidade, tanto em relagédo
a concepgdes coerentes do ponto de vista formal, como também a equivocos conceituais. De
modo geral, os participantes associaram jogo justo a equiprobabilidade com conexdes com
sorte, incerteza, regras, uso de artefatos iguais e equilibrio. As criancas e adultos (Estudo 1)
apresentaram aproximacao de desempenho, o que indica que a maturidade e a experiéncia
dos estudantes adultos parecem nédo influenciar as compreensdes acerca de jogos justos
imbricados nos conceitos probabilisticos explorados. As criangas do Estudo 2, apresentaram
compreensdes similares em relacdo a justica em jogos, evocando conceitos intuitivos
analogos, que possibilita inferir que as diferentes culturas dessas criangas parecem também
ndo influir em suas concepcdes. Os estudantes, sejam adultos ou criangas, em sua maioria,
apresentaram compreensdes tipicas dos niveis mais elementares dos construtos do
pensamento probabilistico, que denota fragilidades conceituais em relacdo a conceitos
probabilisticos. Como esses estudantes ndo tiveram acesso formal a conceitos referentes a
probabilidade, reforca-se a convicgdo de que ha elementos probabilisticos que sdo somente
consolidados por meio do ensino. Os professores, apresentaram compreensdes pariformes
com equivocos e potencialidades observados nos distintos grupos do Estudo 3. Na pesquisa,
de forma geral, constatou-se fragilidade de compreensdo dos participantes dos trés estudos
em relacdo a sequéncias aleatorias pelo ténue entendimento de independéncia de eventos,
bem como, incompreensdes acerca do raciocinio proporcional para comparar eventos de
espacos amostrais distintos e equivocos sobre o espaco amostral, que, por conseguinte,
implicaram em andlises equivocadas de jogos (in)justos. Sinteticamente, pode-se concluir
que compreensfes e incompreensdes acerca de elementos probabilisticos que envolvem
demandas cognitivas da probabilidade influenciaram a avaliacdo dos participantes ao
considerar um jogo justo, ou ndo. Assim sendo, 0s equivocos e acertos apresentados para
avaliar a justica em jogos possuem relagdo com conhecimentos de natureza probabilisticas
gue necessitam ser ensinados nas escolas.

Palavras-chaves: Justica em jogos. Aleatoriedade. Espaco amostral. Comparacdo de
probabilidades. Adultos e Criangas.



ABSTRACT

This research was based on three studies that interconnected with each other, aiming to
analyze understandings about fairness in games in the light of cognitive demands of
probability concerning randomness, sample space and comparison of probabilities. Study 1
had the participation of 15 fifth grade children and 15 students from Youth and Adult
Education (Educacéo de Jovens e Adultos - EJA); Study 2 established a parallel between 15
Portuguese children (5th year) and the Brazilian children in Study 1; in Study 3, 15 teachers
from the initial school years were investigated, being: five Brazilians and five Portuguese
from regular education and five Brazilians from EJA. Six different games were used,
associated with elements of probability, through clinical interview and questionnaire,
analyzed from cognitive demands of probability, constructs of probabilistic thinking and
levels of beliefs in games. The participants in the different studies showed similarities in
their understanding of justice in games considering the connections established with
elements of probability, both in relation to coherent conceptions from the formal point of
view, as well as conceptual misunderstandings. In general, the participants associated fair
play with equiprobability with connections with luck, uncertainty, rules, use of equal
artifacts and balance. Children and adults (Study 1) showed an approximation of
performance, which indicates that the maturity and experience of adult students do not seem
to influence understandings about fair games intertwined with the explored probabilistic
concepts. The children in Study 2, presented similar understandings in relation to justice in
games, evoking similar intuitive concepts, which makes it possible to infer that the different
cultures of these children also do not seem to influence their conceptions. Most students,
whether adults or children, presented typical understandings of the most elementary levels
of the constructs of probabilistic thinking, which denotes conceptual weaknesses in relation
to probabilistic concepts. As these students did not have formal access to concepts related to
probability, the belief that there are probabilistic elements that are only consolidated through
teaching is reinforced. The teachers showed similar understandings with mistakes and
potentialities observed in the different groups of Study 3. In the research, in general,
weakness of understanding of the participants in the three studies was found in relation to
random sequences due to the weak understanding of event independence, as well as,
misunderstandings about the proportional reasoning to compare events of distinct sampling
spaces and misunderstandings concerning the sampling space, which, consequently, implied
in mistaken analyzes of (un)fair games. Synthetically, it can be concluded that
understandings and misunderstandings about probabilistic elements that involve cognitive
demands of probability influenced the evaluation of the participants when considering a
game fair, or not. Therefore, the mistakes and successes presented to assess fairness in games
have relationship with knowledge of a probabilistic nature that needs to be taught in schools.

Keywords: Justice in games. Randomness. Sample space. Comparison of probabilities.
Adults and Children.
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1. INTRODUCAO

“Terei que correr o0 sagrado risco do acaso.
e substituir o destino pela probabilidade. ”
Clarice Lispector

O incentivo ao ensino da Probabilidade tem se ampliado visivelmente no Ensino
Fundamental, e especialmente nos anos inicias, como observado em documentos curriculares
oficiais como a Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2017) e National Council of
Teachers of Mathematics (NCTM, 2000, 2001). Essa ampliacdo parece ser consenso entre
diversos pesquisadores (BOROVCNIK e KAPADIA, 2010; BRYANT e NUNES, 2012,
BATANERO, CHERNOFF, ENGEL, LEE e SANCHEZ, 2016; GAL, 2004) que defendem a
insercdo de objetos matematicos de natureza probabilistica desde os primeiros anos de
escolarizacdo para que se construa, de forma processual e continua, 0 pensamento

probabilistico.

No entanto, no Brasil, na Educacdo Baésica, e, especialmente nos anos iniciais, 0 ensino
da probabilidade foi, por muito tempo, negligenciado (LOPES, 2008; VIALI, 2008; COSTA E
NACARATO, 2011; CAMPOS E PIETROPAOLO, 2013, FELISBERTO DE CARVALHO,
2017), apesar dos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) — documento norteador da
educacao brasileira até 2017 — apontarem, desde 1997, para a exploragdo do tema a partir do 4°
ano. Em Portugal, as orientacGes curriculares presentes nos documentos oficiais como o
Programa e Metas Curriculares (LISBOA, 2013) e Aprendizagens Essenciais do Ensino Basico
(LISBOA, 2018) orientam a exploracdo da probabilidade apenas no 3° ciclo, especificamente
no 7° ano. Dessa forma, nos anos inicias das escolas portuguesas nao ha trabalho pedagdgico
com temas probabilisticos. Por conseguinte, o que se pode conjecturar é que o curriculo
portugués se distancia, nesse aspecto, do que vem sendo apontado por estudos e por curriculos

de outros paises.

Muitas razdes podem ter contribuido para a negligéncia do ensino da probabilidade no
Brasil. No entanto, pesquisas apontam mais fortemente para a falta de conhecimento do
professor, em razdo da sua formacdo inicial ou da formacdo continuada que ndo foram
suficientes para instrumentalizd-lo para o exercicio docente de assuntos de natureza

probabilistica. Costa e Nacarato (2011) alertam que no Brasil, além do fato da probabilidade ter
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sido introduzida muito tardiamente, em comparagao com outros paises, a inser¢do ocorreu sem
uma formacdo prévia dos professores que precisam de um repertério de saberes para

desenvolver adequadamente seu trabalho em sala de aula com esse conceito.

Viali (2008) afirma que um fator que influencia o ensino de Probabilidade e Estatistica
na Educacdo Bésica € a formagdo nem sempre adequada, recebida por licenciados em
Matemaética, para trabalhar com conteudos dessa area. Corroborando com esta visdo, Lopes
(2008) advoga que “um dos principais impedimentos ao ensino efetivo de probabilidade e
estatistica na educacao basica refere-se a formacao dos professores que ensinam matematica
nesses niveis de ensino: educagao infantil, ensino fundamental e ensino médio” (LOPES, 2008,
p.68). Para esta pesquisadora, a formacéo de professores ndo incorpora um trabalho sistemético
sobre estocastica, impossibilitando os profissionais de desenvolverem um trabalho significativo
em sala de aula. Viali e Cury (2011) complementam defendendo que mesmo com a publicacéo
dos PCN que incentivou o trabalho com contetdos que envolvem probabilidade, os cursos de
licenciatura em geral, ndo tém proporcionado discussdes sobre metodologias adequadas ao

ensino de topicos de Probabilidade e Estatistica na Educacgédo Basica.

Em um estudo realizado por Campos e Pietropaolo (2013) com 27 professores dos anos
iniciais (4° e 5° anos) que procurou analisar concepgdes da probabilidade, constatou-se que 0s
participantes da pesquisa “ainda ndo tinham os conhecimentos necessarios para ensinar nogoes

concernentes a probabilidade nos anos iniciais” (CAMPOS E PIETROPAOLO, 2013, p. 79).

Semelhante resultado, envolvendo professores dos anos finais, obteve Felisberto de
Carvalho (2017) em seu estudo, cuja diagnose inicial identificou conhecimentos probabilisticos
(nocdo de aleatoriedade, nos diferentes significados probabilisticos e na nogédo de risco) dos
participantes. Os resultados indicaram que o0s professores apresentavam lacunas nos
conhecimentos sobre o conteudo probabilistico e seu ensino: comum, avangado e especializado,
possuindo um nivel elementar e insuficiente do conhecimento sobre a probabilidade, e,
portanto, ndo dominando 0s conceitos e nogdes basicas para o ensino nos anos finais do Ensino

Fundamental onde atuam.

Diante do exposto, entende-se que, em fungéo da falta de conhecimento do professor em
relacdo a probabilidade, ele acaba fazendo escolhas pedagdgicas limitantes em relacdo ao tema,
procurando explorar os contetdos com os quais tem maior familiaridade e conhecimento. Por
sua vez, o livro didatico, aliado do professor, parece ndo ajudar muito. Numa analise realizada
por Santana e Borba (2010) em livros do 5° ano, observou-se que as obras ndo exploram bem a
probabilidade, pois o fazem muitas vezes de forma descontextualizada e fragmentada e que o
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manual do professor ndo apresenta orientagdes para o professor sobre como ajudar as criancas

no desenvolvimento dos seus raciocinios probabilisticos.

Os PCN sdo documentos oficiais que nortearam a Educacéo Basica do Brasil, desde sua
criagdo em 1997 até a homologacdo da BNCC (BRASIL, 2017). No entanto, os PCN nunca
foram obrigatorios, o que pode ter possibilitado a formagdo de curriculos e de materiais
didaticos que ndo contemplavam integralmente as orientacdes contidas neles. Tal fato, pode
também ter contribuido para o negligenciamento do ensino da probabilidade nas escolas

brasileiras até o momento.

Nunes, Bryant, Evans, Gottardis e Terlektsi (2015) apresentam outras justificativas que
podem ter influenciado a falta de exploracéo da probabilidade nas escolas, especialmente nos
anos iniciais da Educacdo Basica. Os pesquisadores alegam que uma visdo amplamente aceita
€ que 0s conceitos que envolvem a probabilidade sdo muito dificeis para as criancas e outra é
que se pensava que seria necessario mais tempo no curriculo para contetidos matematicos mais

basicos.

No entanto, no cendrio brasileiro com a homologacdo da Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) em dezembro de 2017, ampliou-se consideravelmente 0s objetos de
conhecimento de natureza probabilistica ao longo do Ensino Fundamental, principiando-se no
1° ano. Em consequéncia, se espera que o quadro em relacdo ao ensino e a aprendizagem da
Probabilidade se amplie, especialmente em funcdo do carater obrigatério que rege a BNCC
(BRASIL, 2017) e abrange todas as escolas publicas e privadas do pais. Contudo, somente em
2020, a BNCC foi obrigatoriamente implementada. Assim, pesquisas e dados de que se dispde
no momento, sdo, provavelmente, fruto de materiais didaticos e curriculares apoiados nos PCN
e ndo na BNCC.

Concorda-se, aqui, com Bryant e Nunes (2012), bem como com diversos outros
pesquisadores, tais como Borovnick (2016), Batanero et al (2016), Gal (2004), entre outros,
que evidenciam a importancia da exploracdo de conhecimentos probabilisticos desde os anos
iniciais de escolarizagdo. Esta parece ser a razdo pela qual, a BNCC (BRASIL, 2017) adotou
de forma gradativa ao longo dos nove anos do Ensino Fundamental, objetos matematicos que
envolvem Probabilidade e que pretendem consolidar conhecimentos que estéo relacionados a
aleatoriedade, ao espaco amostral, a quantificacdo e comparacao de probabilidades, a fim de

ampliar o pensamento probabilistico.
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Bryant e Nunes (2012), enquanto pesquisadores, defendem seus interesses em relagéo a
probabilidade por algumas razdes, incluindo: i) para investigar se o0 ensino e o aprendizado de
probabilidade levam em conta o0s conhecimentos prévios das criancas sobre justica,
aleatoriedade e acaso que sdo conceitos adquiridos desde muito cedo por criangas e jovens e
estabelecem as bases do pensamento probabilistico; ii) para verificar e sugerir formas de
ampliacdo das aprendizagens para consolidagdo dos conhecimentos a partir das mudangas
curriculares das ultimas décadas que deu mais espaco para probabilidade nos anos iniciais; iii)
porque € particularmente interessante em funcao da literacia estatistica necessaria a populacao
em geral, pois adultos e criangas muitas vezes acham dificil pensar racionalmente sobre
probabilidade e aleatoriedade, portanto, os primeiros encontros dos estudantes com esses

conceitos sdo importantes e devem se iniciar nos primeiros anos do Ensino Fundamental.

As ideias de conhecimentos previos defendidos por Bryant e Nunes (2012), apesar das
diferengas, remetem as intuicdes advogadas por Fischbein (1987) que considera que muitas
vezes, “senso comum”, ‘“raciocinio ingénuo”, “interpretacdo empirica” sdo usados em
referéncia a formas de conhecimento, que também podem ser consideradas como equivalentes
ao conhecimento intuitivo. Para este estudioso, intuicbes primarias sao ideias, crencas,
conhecimentos que as pessoas possuem, independente de instrugdo formal. E estas ideias
iniciais servem de alicerce para o desenvolvimento de intuigdes mais elaboradas e aceitas

formalmente: as intuicBes secundarias.

Independente das diferencas entre conhecimentos prévios e intuicbes primarias,
concorda-se, aqui, que o ponto de partida para o trabalho com probabilidade é, de fato, analisar
as compreensdes primeiras das criancas e de adultos para tomar como base estes entendimentos
iniciais, que podem ter coeréncia conceitual ou ndo, para em seguida, realizar propostas de
ensino que viabilizem o redimensionamento destas compreensdes, visando aprendizagens que
possibilitem a expansdo do pensamento probabilistico. A incerteza e a aleatoriedade sao
componentes da vida e, quanto antes os alunos aprenderem a lidar com o tema, menos propensos

eles estardo em acreditar em falsas ideias ou em crengas infundadas.

Para Batanero, Chernoff, Engel, Lee e Sanchez (2016) a probabilidade &,
essencialmente, um encapsulamento formal de visdes intuitivas de chance que levam a ideia
fundamental para atribuir valores a eventos incertos, aleatorios. Assim, ideias intuitivas sobre
0 acaso emergiram desde muito cedo na histéria em muitas culturas e estavam ligados a

problemas relacionados com o estabelecimento de apostas justas em jogos de azar.
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A aleatoriedade, portanto, esté ligada de alguma forma a surpresa, no sentido de que,
quanto mais surpreendentes forem 0s eventos, menos provaveis serdo julgados, defende
Borovnick (2016). Para este pesquisador, em eventos altamente surpreendentes, os individuos
tendem a pensar em explicacGes alternativas, como interferéncia de Deus. Por outro lado, as
atribuicdes formais de probabilidade e elementos estruturais de lidar com o conceito sao devidas
a uma abordagem intelectual da aleatoriedade. Por isso, os atalhos intuitivos e simplificadores

sd0 muito mais convincentes para a maioria das pessoas.

O desenho apresentado do cenério, justifica a presente pesquisa que pretende analisar
compreensdes de estudantes, sejam eles criancas ou adultos de mesma escolaridade, bem como
de professores, acerca de elementos da probabilidade que envolvem a aleatoriedade, 0 espaco
amostral e a comparacdo de probabilidades, que sdo consideradas por Bryant e Nunes (2012)
como demandas cognitivas necessarias a ampla compreensao do tema. O cerne da investigacédo
aqui proposta repousa sobre a relagéo entre justica e jogos, elementos que sempre andaram de
maos dadas na histdria da probabilidade. Para os antigos, os jogos, com uso de aleatorizadores,
eram tdo justos, que eram muitas vezes, aceitos como vontade divina (BENNETT, 2003;
MLODINOW, 2009). A incerteza e a equiprobabilidade que cercam os jogos (de azar)
possibilita que haja justica, pois, as partes envolvidas tém as mesmas chances de ganharem a

disputa e ndo ha como saber, com antecipa¢do quem sera o vencedor.

Estas ideias que relacionam jogo e justica, sorte e vontade dos deuses, permanecem no
imaginario de criancas e de adultos até os dias de hoje, como crencas que ndo encontram uma
justificacdo formal e se baseiam, quase sempre, no senso comum ou em intui¢cdes. Bryant e
Nunes (2012) defendem que a aleatoriedade € uma boa forma de garantir a justica em jogos. A
presente pesquisa pretende ampliar o olhar acerca de compreensdes de estudantes (adultos e
criancas) e professores acerca de justica em jogos estabelecendo conexdes com elementos
probabilisticos concernentes a demandas cognitivas da probabilidade, ndo somente em relacéo

a aleatoriedade, como também, espaco amostral e comparacao de probabilidades.

Assim sendo, a pesquisa foi estruturada a partir de trés estudos® que dialogaram entre si,
a fim de analisar compreens@es sobre jogos justos e injustos apresentadas por trés grupos
distintos: i) criancas e adultos de mesma escolaridade; ii) criangas brasileiras e portuguesas; e

iii) professores brasileiros e portugueses dos anos inicias do Ensino Fundamental. Questiona-

L A pesquisa inicialmente foi idealizada considerando dois estudos: adultos e criangas (Estudo 1) e um estudo
interventivo envolvendo o mesmo puablico (adultos e criangas de mesma escolaridade). Em funcdo da pandemia
por Covid-19 (2020-2021), a pesquisa foi redirecionada para 0 modelo proposto neste documento.
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se, por conseguinte: Até que ponto a compreensdo da aleatoriedade, do espaco amostral e da
comparacdo de probabilidades permitem que os participantes (adultos e criangas) percebam a
justica (ou ndo) nos jogos? Ha diferenca de compreens@es entre adultos e criangas que possuem
0 mesmo nivel de escolaridade? A maturidade influencia estas compreensdes? Ha diferencas
de compreensdes de criangas brasileiras e portuguesas que estudam 0 mesmo ano e que nédo
tiveram acesso formal a conteudos probabilisticos? As diferengas culturais influenciam nas
compreensdes? Como professores brasileiros e portugueses dos anos iniciais compreendem os
elementos probabilisticos explorados na pesquisa? Ha diferencas de compreensdo entre 0s

grupos de professores estudados?

Observou-se, no levantamento realizado, um timido nimero de pesquisas que tratam
especificamente de justica em jogos, assim como sdo escassos 0s estudos em probabilidade que
estabelecem a comparacao entre criancgas e adultos e quase nao ha estudos que tratam de mais
de uma demanda cognitiva da probabilidade. Na verdade, nenhum estudo foi encontrado que
tratasse de justica em jogos, comparando criangas e adultos. Assim, considera-se pertinente a
pesquisa, como forma de contributo para ampliacdo da compreensdo sobre justica em jogos, a
partir da lente da aleatoriedade, do espaco amostral e da comparacdo de probabilidades, dos
diversos grupos estudados. Os resultados dos estudos podem, portanto, possibilitar um
redimensionamento no ensino e na aprendizagem da Probabilidade no Ensino Fundamental,

com possiveis implicagdes, na formacdo continuada de professores, por exemplo.

Pretendeu-se realizar a pesquisa contemplando trés demandas cognitivas da
probabilidade (BRYANT e NUNES, 2012), envolvendo compreensdes de estudantes (criancas
e adultos) e também professores acerca da relagéo entre justica e jogo. Dessa forma, apresenta-
se, a seguir, os objetivos geral e especificos da presente pesquisa, bem como a tese que se busca

defender e, em seguida, pressupostos teoricos referentes a probabilidade e ao seu ensino.
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2. OBJETIVOS

2.1. OBJETIVO GERAL

Analisar compreensdes de estudantes (criancas e de adultos) e professores, sobre justica
em jogos, considerando conhecimentos acerca de demandas cognitivas da probabilidade que

tratam de aleatoriedade, espaco amostral e comparagéo de probabilidades.

2.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

- Mapear compreensdes de criancas e de adultos brasileiros (com mesmo nivel de escolaridade)
referentes a justica em jogos, em situacBes que envolvem aleatoriedade, espaco amostral e

comparacgao de probabilidades.

- Identificar compreensdes de criancas portuguesas e compara-las as compreensdes de crian¢as
brasileiras, referentes a justica em jogos, em situacdes que tratam de demandas cognitivas da
probabilidade.

- Investigar compreensdes de professores brasileiros e portugueses acerca de justica em jogos,

tendo como apoio o entendimento de estudantes sobre o tema.

A partir desses objetivos busca-se defender a tese que segue.
TESE

A avaliagao, coerente ou equivocada, de estudantes (criangas e adultos) e professores
sobre jogos justos e injustos é fortemente influenciada pelas suas compreensfes acerca

da aleatoriedade, do espago amostral e da comparacéao de probabilidades.
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3. APROBABILIDADE: DA HISTORIA AO ENSINO

“Os jogos de azar sdo 0 giz com o qual
o homem escreveu a probabilidade.
Rita Batista

3.1. BREVE PASSEIO PELA HISTORIA

Considerando estudos e leituras realizados e tomando como referéncia, especialmente
Bennett (2003), Eves (2004) e Mlodnow (2009), pode-se dizer que a Probabilidade é um dos
campos da Matematica que ‘nasceu’ por ultimo na histéria, juntamente com sua irma quase
gémea, a Estatistica. Consequentemente, foi teorizada e vista como ciéncia muito depois que

outras areas da Matematica, como Aritmética, Algebra e Geometria.

“Os primoérdios da compreensao da probabilidade datam de meados do século XVI, e o
assunto so foi discutido seriamente quase um século mais tarde”, informa Bennett (2003, p.9).
Esse surgimento tardio pode levar a pergunta: por que este distanciamento temporal, se outros
ramos da Matematica, como a Geometria, por exemplo, ja contavam com regras, teoremas,
axiomas bem definidos desde o tempo dos grandes fil6sofos como Tales de Mileto (624 a.C. e
546 a.C,)? Este € um guestionamento que gera muita discussao, mas os historiadores acreditam
gue a incompreensdo acerca da aleatoriedade pode ter contribuido para gerar este
distanciamento (BENNETT, 2003).

A Probabilidade busca a quantificacdo de incertezas de eventos futuros, e esta questao
envolve a compreensdo e analise do acaso, que era vista pelos antigos como algo relacionado a
sorte, aos deuses ou a entidades sobrenaturais. Arquedlogos descobriram diversos dados, feito
de ossos (astragalos) de animais, entre artefatos de varias civilizagbes primitivas. O habito de
tirar a sorte ‘jogando ossos’, por exemplo, ¢ descrito em escrituras de antigas religidoes. O uso
desses e de outros artefatos (aleatorizadores) serviam como forma de adivinhagéo, para buscar
inspiracdo divina, para tomada de decisao e também para jogos de azar e foram encontrados em
toda Mesopotamia, no vale Indo, no Egito, na Grécia e no Império Romano (BENNETT, 2003).
Os dados mais antigos de seis faces foram encontrados no Oriente (antiga Mesopotamia) e
datavam de 2750 a.C., aproximadamente. Assim, “quando as sociedades primitivas precisavam

fazer algum tipo de escolha, recorriam frequentemente a aleatorizadores por trés razdes basicas:

2 Inspirado em Galileu Galilei que afirmava que “A Matematica é o alfabeto com o qual Deus escreveu o
Universo.”
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garantir a justica, evitar discordia e obter orientagdo divina”, defende Bennett (2003, p.14).

Os jogos de azar eram largamente utilizados na antiguidade. O imperador romano
Augusto costumava jogar dados (tali) ou par ou impar (par impar ludere) com 0s amigos,
durante o jantar. No jogo par ou impar, que era muito apreciado pelos romanos, uma pessoa
pegava uma determinada quantidade de gréos de feijdo, nozes, moedas ou astrdgalos na mao e

0 adversério teria que informar se 0 numero de itens era par ou impar para ganhar o jogo.

Muito tempo se passou e a humanidade continuou a usar aleatorizadores ou a fazer
sorteios para 0s mais diversos fins, mas ainda ndo havia se formulado uma teoria que desse
conta da quantificacdo dos resultados incertos gerados pelo uso desses artefatos ou jogos.
Bennett (2003) afirma que no século XVI, Galileu tinha uma ideia clara do que seria chamado
hoje de dados honestos, assim como conhecia o0 conceito de equiprobabilidade. Para Galileu

um dado teria seis faces e, quando lancado, poderia cair igualmente qualquer uma das faces.

Um estudo matematico mais consistente sobre a probabilidade ocorreu ainda no século
XVI1, por volta de 1564, quando Girolamo Cardano escreveu Liber de ludo aleae (O livro dos
jogos de azar), mas que sO foi publicado quase um século depois. Nesta obra, Cardano
especifica os 36 resultados possiveis no langamento de dois dados e as 216 possiveis sequéncias

no langcamento de trés dados.

Entre 1613 e 1623, o proprio Galileu escreveu um artigo intitulado Reflexdes a respeito
dos jogos de azar em que explica porque existem 216 resultados possiveis e equiprovaveis no
lancamento de trés dados e a razdo pela qual o evento ‘soma 10’ tem maior probabilidade de

ocorréncia (27 em 216) enquanto o evento ‘soma 9’ tem a probabilidade de 25 em 216.

Ap0s Cardano e Galileu, estudos cientificos sobre probabilidade s6 ocorreram por volta
de 1654 com Blaise Pascal e Pierre de Fermat. Mlodinow (2009) conta que Pascal se sentiu
desafiado quando um nobre — cujo titulo era Chavalier De Méré, que era um apostador
experiente e gostava de grandes riscos, mas costumava ganhar com frequéncia — solicitou sua

ajuda em um problema. A questédo levada a Pascal é conhecida como o problema dos pontos:

Suponha que vocé e outro jogador estdo participando de um jogo no qual
ambos tém a mesma chance de vencer, e 0 vencedor sera o primeiro que atingir
um certo numero de pontos. Em determinado momento, o jogo é interrompido
quando um dos jogadores estd na lideranca. Qual é a maneira mais justa de
dividir o dinheiro apostado? A solugdo, observou De Méré, deveria refletir a
chance de vitéria de cada jogador com base na pontuagdo existente no
momento em que O jogo € interrompido. Mas como calcular essa
probabilidade? Pascal percebeu que, independentemente da resposta, 0s
métodos necessarios para calculd-la ainda eram desconhecidos, e tais
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métodos, quaisquer que fossem, teriam importantes implicagdes para todos 0s
tipos de situacdo competitiva. (MLODINOW, 2009, p.76-77).

Pascal, entdo, convidou Fermat para ajuda-lo a solucionar o problema proposto por De

Meére, e assim, por meio de diversas cartas, 0s matematicos discutiram questdes probabilisticas

que culminaram nos estudos mais consistentes acerca do tema até aquela data. Eves (2004)

menciona que a correspondéncia Pascal-Fermat levou a fundacdo da ciéncia da Probabilidade,

embora ambos 0s correspondentes tenham solucionado a situacdo de maneira distinta.

Em conformidade com Eves (2004), Fermat utilizou a combinatéria da seguinte forma,

para analisar a situacdo proposta:

Fermat discutiu 0 caso em que o jogador A precisava de 2 pontos para ganhar
e 0 jogador B de 3. Eis a solugdo de Fermat para este caso particular. Como é
claro que mais quatro partidas decidem o jogo, seja ‘a’ uma partida ganha por
A e seja ‘b’ uma partida ganha por B; consideremos entdo os 16 arranjos
completos, de ordem 4, das letras a e b: aaaa, aaab, abba, bbab, baaa, bbaa,
abab, babb, abaa, baba, aabb, abbb, aaba, baab, bbba, bbbb. Os casos em que
‘a’ aparece duas ou mais vezes sdo favoraveis a A e ha 11 deles. Os casos em
que ‘b’ aparece trés ou mais vezes sdo favoraveis a B ¢ ha cinco deles.
Portanto, as apostas devem ser divididas na razdo 11: 5. Para o caso geral, em
que A precisa de ‘m’ pontos para ganhar ¢ B precisa de ‘n’, anotam-se 0s 2™*
"-1arranjos completos, de ordem m + n- 1, das duas letras a e b. Procura-se o
nimero a de casos em que ‘a’ aparece ‘m’ ou mais vezes ¢ o numero B de
casos em que ‘b’ aparece ‘n’ ou mais vezes. As apostas devem ser divididas
entdo narazdo a : B. (EVES, 2003, p.393).

Ja Pascal, resgatou elementos de seu triangulo aritmético (Figura 1) e propds, a solucao

apontada a seguir.

Indicando por C(n, r) o nimero de combinagfes simples, de ordem r, de n
objetos, pode-se facilmente mostrar que os ndmeros ao longo da quinta
diagonal do “tridngulo aritmético” sdo, respectivamente, C(4,4) = 1, C(4,3) =
4,C(4,2) =6, C(4,1) =4, C(4,0) = 1. Retornando ao particular problema dos
pontos considerado acima, como C(4, 4) é o numero de maneiras de obter
quatro letras ‘a’, C (4, 3) é o nimero de maneiras de obter trés letras ‘a’ e
assim por diante, segue-se que a solucdo do problema é dada por [C(4,4) +
C@4,3)+C(4,2)]:[C41)+C(40]=(L+4+6):(4+1)=115. No caso
geral, em que A precisa de ‘m’ pontos para ganhar e B precisa de ‘n’, escolhe-
se a (m + n)-ésima diagonal do triangulo de Pascal. Calculam-se, entdo, a soma
a dos primeiros ‘n’ numeros da diagonal considerada ¢ a soma § de seus
ultimos ‘m’ ntimeros. Entdo, deve-se dividir as opostas segundo a razdo o :
B (EVES, 2003, p.393-394).
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Figura 1: Triangulo Aritmético

56 . ® ¥

126 o o

21 B8 128 252 .+ w s

Fonte: Eves (2003)

Apbs a contribuicdo de Pascal-Fermat, Lopes e Meireles (2005) alegam que somente
em 1657 o desenvolvimento da Probabilidade teve grande impulso, “com a publicacdo do
primeiro tratado formal sobre probabilidades escrito pelo fisico, gedmetra e astronomo holandés
Christian Hygens. Esse estudo enfatiza o conceito de esperanca matematica, de grande
relevancia para o Célculo de Probabilidades e Estatistica” (LOPES e MEIRELES, 2005, p. 1).
Posteriormente, destacam-se a obra de Jacob Bernoulli denominada Ars Conjectandi de 1713
ea de Abraham de Moivre intitulada The Doctrine of Chances (1718). Estes trabalhos
potencializaram os estudos da Probabilidade e a colocaram em um patamar de campo da
Matematica. Estas obras apontaram como calcular uma ampla gama de probabilidades mais
complexas. Em 1763, foi publicado o teorema de Bayes, que provou que a probabilidade de um

evento pode ser revisada a luz dos novos dados disponiveis, usando uma interpretacdo subjetiva.

Bernoulli mostrou uma versdo fundamental da Lei dos Grande Numeros®. Ja em
1812, Pierre-Simon Laplace publicou sua obra conhecida como Théorie analytique des
probabilités cuja contribuicdo consolidou e estabeleceu relacbes fundamentais, tanto da
Probabilidade como também da Estatistica. Em 1814, ele refinou o trabalho de Moivre em
seu Ensaio Filosofico sobre Probabilidade, no qual concebe a probabilidade como
simplesmente uma fragdo do nimero de casos favoraveis a um determinado evento dividido

pelo numero de todos 0s casos possiveis (BATANERO et al , 2016).

Para Coutinho (2007), o trabalho de Laplace se configura como primeira apresentacéo
axiomatica do célculo de probabilidades, contendo a definicdo explicita da probabilidade. Para

a pesquisadora, com a definicdo de Laplace chegou-se a uma compreensdo tedrica da

3 A Lei dos Grandes Nuimeros considera que a frequéncia relativa de um evento em um grande nlimero de tentativas
tende a se aproximar da probabilidade tedrica desse evento. Este tema serd retomado posteriormente na secao que
trata dos significados da Probabilidade.
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probabilidade, enquanto objeto matematico bem definido, uma vez que seu trabalho retoma e
desenvolve todos os resultados probabilisticos obtidos por seus predecessores e seus
contemporaneos. No entanto, a definicdo de probabilidade definida por Laplace € limitada pela
equiprobabilidade e atende a dois principios basicos: i) a probabilidade é a relacdo entre o
namero de casos favoraveis e 0 nimero de casos possiveis; ii) considerando os diversos casos
sendo igualmente possiveis. (COUTINHO, 1994)

Coutinho (1994) informa que Henri Poincaré (1824-1912) atribuiu um enfoque mais
moderno ao acaso, estabelecendo uma relagdo com a complexidade dos fendmenos observados,
sem, entretanto, mudar os instrumentos essenciais ao calculo de probabilidades. Ele avalia uma
situacdo envolvendo o equilibrio de um cone para evidenciar a limitacdo do determinismo na
visdo de Laplace que pontua: um cone repousa sobre sua ponta e sabe-se que ele ira tombar,
mas ndo se sabe para que lado — o acaso ira decidir. Poincaré faz uma avaliacdo sobre
variaveis que podem influenciar o cone de cair para um lado ou para outro: simetria do eixo do
cone, trepidacdo do apoio, sopro de ar, etc e afirma que, como ndo levamos em consideragédo
estas pequenas influéncias, dizemos que o resultado se deveu ao acaso. Assim, 0 acaso é a
medida de nossa ignorancia sobre como os fendmenos ocorrem, julgava Poincaré
(COUTINHO, 1994).

Outros estudiosos se destacaram na teorizagdo e usos da probabilidade nos anos
subsequentes, que se ampliou para um enorme nimero de aplicacfes em diversas areas do
conhecimento. Ludwig Boltzmann, um dos fundadores da fisica estatistica, fez analise
estatistica dos processos moleculares responsaveis pelas propriedades dos fluidos, empregando
as estruturas matematicas da Probabilidade e da Estatistica para explicar de que modo as
propriedades desses fluidos surgiam a partir do movimento dos &tomos (MLODNOW, 2009).

Com sua obra ‘Le Hasard’, de 1914, Emile Borel forneceu uma das primeiras
contribuicbes a axiomatizacdo para o célculo de probabilidades, retomando consideracGes
epistemoldgicas sobre a nocdo de probabilidade e suas aplicacBes, sob uma oOtica subjetiva,
alerta Coutinho (1994).

Probabilidade e Estatistica tornaram-se intimamente ligadas através de trabalhos em
testes de hipoteses por R.A. Fischer?, um dos maiores estatisticos do século XX. Fisher, em
1920, tratou da funcéo do teste de significancia que se configura em um procedimento formal

“para calcular a probabilidade de observarmos o que observamos se a hipdtese que estamos

4 Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) — bidlogo e geneticista
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testando for verdadeira. Se a probabilidade for baixa, rejeitamos a hipdtese. Se for alta,
podemos aceita-la” (MLODNOW, 2009, p.183).

Bennett (2003) afirma que foi somente no século XX que as definicbes matematicas
mais claras da aleatoriedade comecaram a surgir. A autora narra que em 1919, a partir de uma
série de conferéncias, Richard von Mises se inspirou e produziu uma obra em 1928, sobre a
teoria da probabilidade, que forneceu uma definicdo intuitivamente satisfatéria da
probabilidade com base em um melhor entendimento da aleatoriedade. Von Mises definiu a
aleatoriedade em uma sequéncia de observagdes em termos da “incapacidade de criar um
sistema que possa prever em que ponto de uma sequéncia uma observacao especifica ird ocorrer
sem prévio conhecimento da sequéncia” (BENNETT, 2003, p. 183). Assim, a aleatoriedade
garante que ndo exista nenhum esquema, formula, regra ou suposicdo capaz de determinar
elementos especificos da sequéncia, garantindo, por exemplo, a justica em jogos. Em 1939, Von

Mises publica mais uma obra: Probabilidade, Estatistica e verdade.

Em consonancia com Viali (2008), Andrei Kolmogorov publicou em 1933 uma
monografia traduzida para Fundamentos da Teoria da Probabilidade que foi sendo refinada ao

longo do tempo e hoje, contempla uma disciplina mais geral — a Teoria da medida.

Em 1963, Kolmogorov, critico de Von Mises, inicia o trabalho no ramo da teoria da
informac&o, na qual fez avancos na medida de desordem de sequéncias, criando um método
para quantificar a complexidade de uma quantidade de informacdo. Pela ética moderna da
complexidade da teoria da informacdo de Kolmogorov, “uma sequéncia aleatdria ¢ uma
sequéncia com complexidade maxima”, em outras palavras, nenhuma lei simples, de modo
conciso, pode descrever uma sequéncia aleatoria. Assim, em termos dessa medida de
complexidade, ndo seria possivel desenvolver uma formula que fosse mais curta que o

comprimento da propria sequéncia.

Gregory Chaitin, em 1975, salientou que a definicdo de Kolmogorov indica graus de
aleatoriedade. Para este autor, “uma ‘série de nimeros’ ¢ aleatoria se o0 menor algoritmo capaz
de a especificar para um computador tiver aproximadamente o mesmo numero de bits de
informagao que a propria série” (BENNETT, 2003, p.187).

A teoria proposta por Kolmogorov em 1933, reforca Coutinho (1994), d4 uma
apresentacdo axiomatica a Teoria das Probabilidades, inserindo-se na Teoria dos Conjuntos e
tornando mais clara as limitacdes da teoria. Kolmogorov percebeu que seria possivel, usar os

dados conhecidos neste dominio, por meio da associacao entre probabilidade e medida, e ainda
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aplicar a problemas reais. Assim, para este estudioso, seu objetivo foi sistematizar axiomas ja
existentes e utilizados pela maioria dos teodricos contemporaneos da Probabilidade
(COUTINHO, 1994).

No ambito psicolégico com ramificacdes no campo educacional, destaques como Jean
Piaget e Barbel Inhelder com a abra A origem da ideia do acaso na crianga séo referéncias em
estudos e pesquisas desde seu lancamento em 1951. Efrain Fischbein, psic6logo romeno,
também se destaca com trabalhos com foco na Psicologia da Educacdo Matematica e obras com

énfase em probabilidade como Hazard and Probability in Children’s Thinking (1974).

Hoje, estudos e pesquisas tém sido redimensionados e intensificados em relagcdo a
Probabilidade e ndo apenas no campo educacional, como mencionado anteriormente. Como
uma éarea intimamente ligada a Estatistica, a Probabilidade tem se tornado cada vez mais
relevante em estudos atuariais, estudos demograficos, no campo psicolégico, na biologia, em
estudos de doencas, nas ciéncias sociais, etc. No campo educacional, os curriculos,
pesquisadores e entidades educacionais e psicoldgicas tém ampliado e defendido sua insercéo

desde os anos iniciais do Ensino Fundamental, como discutido na secdo que segue.

3.2. A IMPORTANCIA DO ENSINO DA PROBABILIDADE

Ha& um movimento mundial de defesa do ensino de conhecimentos probabilisticos desde
a escolarizacdo bésica no Ensino Fundamental, tanto por parte de entidades matematicas e
documentos oficiais (NCTM, 1991; PCN, 1997; FRANKLIN et al , 2007, PCEB-PE, 2012,
PORTUGAL, 2013; BNCC, 2018, PERNAMBUCO, 2019), bem como por pesquisadores e
estudiosos (BATANERO, 2015, BRYANT E NUNES, 2012; BOROVCNIK E KAPADIA,
2010; LOPES, 2005; GAL, 2004; COUTINHO, 1994). Os estudos apontam a importancia da
probabilidade para a formacéo intelectual e cognitiva de criangas, jovens e adultos, e, por
conseguinte, justificam sua incluséo nos curriculos escolares. Esta tendéncia de valorizagdo do
ensino da probabilidade, validadas por pesquisas sobre o tema, tem alavancado discussdes e
promovido novos estudos para compreensdo acerca de entraves que podem inviabilizar o

entendimento de conceitos probabilisticos e sua utilizagdo na préatica escolar e na sociedade.

No Brasil, desde 1997, os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), defendiam “a
importancia de se trabalhar com um amplo espectro de conteudos, incluindo-se, ja no
fundamental, elementos de estatistica, probabilidade e combinatéria, para atender a demanda

social que indica a necessidade de abordar esses assuntos” (BRASIL, 1997, p. 21). Por sua vez,
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0s Parametros para a Educacdo Basica do Estado de Pernambuco (PERNAMBUCO, 2012),
orientam que a partir do 2° ciclo (4° ano) haja a exploragéo sobre a ideia intuitiva de chance de
ocorréncia de um resultado, considerando a analise das possibilidades, ou seja, do espaco

amostral.

Em relacdo as habilidades especificas inerentes & Probabilidade, a Base Nacional
Curricular Comum (BRASIL, 2017) aponta que

a finalidade, no Ensino Fundamental — Anos Iniciais, é promover a
compreensdo de que nem todos os fenémenos sdo deterministicos. Para isso,
0 inicio da proposta de trabalho com probabilidade estd centrado no
desenvolvimento da nocdo de aleatoriedade, de modo que os alunos
compreendam que ha eventos certos, eventos impossiveis e eventos provaveis.
E muito comum que pessoas julguem impossiveis eventos que nunca viram
acontecer. Nessa fase, é importante que os alunos verbalizem, em eventos que
envolvem o acaso, os resultados que poderiam ter acontecido em oposi¢éo ao
que realmente aconteceu, iniciando a construgdo do espago amostral. No
Ensino Fundamental — Anos Finais, o estudo deve ser ampliado e
aprofundado, por meio de atividades nas quais os alunos facam experimentos
aleatorios e simulagbes para confrontar os resultados obtidos com a
probabilidade tedrica — probabilidade frequentista. A progressdo dos
conhecimentos se faz pelo aprimoramento da capacidade de enumeragéo dos
elementos do espago amostral, que esta associada, também, aos problemas de
contagem. (BRASIL, 2017, P.270).

Dessa forma, documentos recentes recomendam o trabalho com a Probabilidade desde
0s anos inicias de escolarizacdo, tratando a aleatoriedade e o espago amostral, bem como
diferentes visdes da probabilidade (a serem discutidas em secdo que segue) e defendendo a

associacdo com a Combinatoria, ou seja, articulada aos problemas de contagem.

Carvalho e Pietropaolo (2018) advogam que as caracteristicas da vida contemporanea
exigem constantemente a mobilizacdo de conhecimentos estatisticos, combinatorios e
probabilisticos. Assim, tomar decisGes coerentes na vida cotidiana e interpretar informacoes
com mais fidedignidade para a tomada de decisdo levam em conta, muitas vezes, o raciocinio
probabilistico. E este raciocinio ndo se adquire apenas com o passar do tempo, com o0

amadurecimento e a vivéncia em sociedade.

“A necessidade em nossa sociedade de entender a probabilidade ¢ indiscutivel. Essa
compreensdo € béasica para a alfabetizacdo cientifica e estatistica e também para pensar
claramente sobre o risco, um conceito importante na ciéncia e na vida cotidiana” (NUNES,
BRYANT, GOTTARDIS E TERLEKTSI, 2015, p. 1). Compreender a probabilidade envolve
conceitos especificos e, para resolver problemas de probabilidade, as pessoas precisam entender

a natureza da aleatoriedade, além de perceber que a probabilidade de um resultado particular é
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uma proporgéo entre a frequéncia desse resultado e a frequéncia combinada de todos os
resultados possiveis na situacdo considerada, advogam Nunes et al (2015). Para estes
pesquisadores, compreender a probabilidade envolve ainda um raciocinio matematico de
natureza mais geral: requer ser sistematico e seguir uma linha de raciocinio até sua conclusao.
Assim, outra questdo crucial para a educacdo € se aprender a raciocinar sobre problemas de

probabilidade melhora o raciocinio matemético de maneira mais geral.

Iddo Gal (2004) guestiona porque os alunos devem aprender probabilidade e porque
devemos ensina-la. Ele destaca duas razGes basicas: a primeira € que a probabilidade é parte da
Matematica e Estatistica, areas do conhecimento que sdo importantes para uma educacdo
moderna e serve como plataforma para aprendizagem de assuntos mais avangados, como
amostragem e significancia estatistica; a segunda razéo € que a aprendizagem de probabilidade
é fundamental para ajudar a preparar os alunos para a vida, uma vez que fenbmenos aleatérios

permeiam nosso cotidiano.

Nos dias atuais, a probabilidade possui importantes aplicagdes nos mais variados ramos
das atividades humanas, seja na Economia, na Politica, na Medicina ou outras areas, além de
garantir a validade nos procedimentos de inferéncia estatistica. E necessario entender
probabilidades em nosso cotidiano e como parte de nossa compreensao intelectual do mundo
que nos rodeia, afirmam Bryant e Nunes (2012). As criangas também precisam entender
probabilidades, pois elas dependem de aleatoriedade em jogos formais e informais, e precisam
aprender a lidar com a incerteza. No entanto, alertam os autores que, adultos, bem como
criancas tém dificuldades para trabalhar eventos aleatdrios com precisdo, mesmo em contextos

simples sem que haja necessitando de calculos bem elementares (BRYANT E NUNES, 2012).

Em conformidade com Batanero (2015), estudos de Borovcnik e Kapadia apontam que
nossas intuicdes acerca da probabilidade sdo pobres e esta questdo pode ser justificada pelo
nosso desejo de explicacdes deterministas, mas também pode ser atribuida a uma educacédo
inadequada. Assim, a “probabilidade € o inico meio confiavel que temos de prever e planejar
o futuro; que desempenha um papel enorme em nossas vidas, por isso ndo podemos ignora-la,

e devemos ensina-la a todos os cidadaos do futuro” (Devlin, 2014, p. ix apud Batanero, 2015).

Borovcnik e Kapadia (2010) defendem a presenca da probabilidade nos curriculos de

Matematica, pois:

1- Equivocos de probabilidade afetam as decisGes das pessoas em importantes situacoes,

como exames médicos, vereditos de juri, investimentos, avaliaces, etc.;
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2- E importante para compreender qualquer procedimento inferencial de estatistica;
3- Oferece uma ferramenta para modelagem e ‘criagdo’ da realidade, assim como a Fisica;

4- Os conceitos de riscos e confiabilidade estdo intimamente relacionados e dependentes

da probabilidade;
5- E um assunto interessante em seu proprio direito e digno de ser estudado.

J& Batanero, Chernoff, Engel, Lee e Sdnchez (2016) advogam que

Para atuar adequadamente na sociedade, os cidaddos precisam superar seu
pensamento determinista e aceitar a existéncia fundamental da aleatoriedade
na natureza. Ao mesmo tempo, eles precisam adquirir estratégias e formas de
raciocinio que os ajudem a tomar decisdes adequadas em situacOes cotidianas
e profissionais em que 0 acaso esta presente. Esta necessidade de letramento
probabilistico tem sido reconhecida pelas autoridades educacionais em muitos
paises, incluindo a probabilidade nos curriculos em diferentes niveis
educacionais e na educacédo dos professores. No entanto, incluir um tépico no
curriculo ndo garante automaticamente seu ensino e aprendizado corretos; as
caracteristicas especificas da probabilidade, como uma visdo multifacetada da
probabilidade ou a falta de reversibilidade de experimentos aleatérios, ndo sdo
geralmente encontradas em outras areas e criardo desafios especiais para
professores e alunos. (BATANERO et al , 2016, p.8)

Batanero et al (2016) defendem o ensino da probabilidade desde os anos iniciais, com
0 objetivo de redimensionar formas de raciocinio que instrumentalizem o sujeito para tomada
de decisdes conscientes e alertam para as dificuldades que podem ocorrer em funcgéo de algumas
compreensdes equivocadas de estudantes e até de professores. Na Gtica desses autores, estas
dificuldades precisam ser estudadas, analisadas para serem propostos mecanismos que

minimizem tais entraves.

Por sua vez, Batanero (2015) faz uma reflexdo sobre os estudos de Johnston-Wilder e
Pratt (2007) que sugerem que o trabalho visando a compreensao da aleatoriedade deve envolver
ferramentas (no caso, desses autores, um micromundo baseado em um jogo de computador) que
auxiliem as criancas a verem a aleatoriedade como um processo dindmico, promovendo, assim,

uma compreensao progressiva das seguintes carateristicas do fendmeno aleatorio:
* Em uma situacao aleatdria ha incerteza; qualquer resultado € possivel.
* O resultado real, o que vai ocorrer, ¢ imprevisivel (variabilidade local de processos aleatorios).

* Podemos analisar tanto o processo (gerador aleatorio) ou a sequéncia de resultados aleatorios.

Estes dois aspectos podem ser separados.

* Em algumas situagdes (por exemplo, jogos de azar), podemos analisar o processo antes do

experimento. Esta analise ird informar-nos sobre a probabilidade de possiveis resultados.
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» Comumente, existe a possibilidade, pelo menos na imaginagdo, de repetir a experiéncia (ou

observagao) muitas vezes em (quase) condigdes semelhantes.

* Neste caso, a sequéncia dos resultados obtidos por meio da repeti¢do carece de um padrao;

ndo podemos controlar ou prever cada resultado (variabilidade local).

* Nesta desordem aparente, uma multiplicidade de regularidades globais pode ser descoberta,
sendo a mais Obvia a estabilizacdo das frequéncias relativas de cada resultado possivel. Essa
regularidade global é a base que nos permite estudar os fendmenos aleatérios utilizando a teoria

da probabilidade.

» Em situag¢des pontuais de incerteza ainda se pode aplicar probabilidade se nossos graus iniciais
de crencas sdo consistentes (tém propriedades razoaveis).

* Para concluir, a aleatoriedade ¢ um fendbmeno que se aplica a algumas situacoes, sendo (Util

para prever ou controlar as situacdes.

Borovnick (2016) alerta que é necessario considerar questdes psicoldgicas e formais ao
lidar com a probabilidade. A capacidade de equilibrar elementos psicoldgicos e formais da
probabilidade, afirma o pesquisador, dizem respeito, por exemplo, a uma determinada escolha
que envolve risco, cujos fatores emocionais sdo acionados. No entanto, nao se deve abandonar
as questBes formais de conhecimentos probabilisticos. Em situacdes aleatdrias, 0 sucesso obtido
em determinado momento ndo é garantia de sucesso em outro momento do mesmo contexto.
N&o ha garantias, por exemplo, que ao sonhar com nimeros e joga-los obtendo sucesso, em
outro momento esta estratégia terd o mesmo resultado. Assim, ndo ha critérios de sucesso em
situacBes aleatorias. E importante ressaltar que estas questdes precisam ser observadas durante

0 processo de ensino.

Para concluir, retoma-se Batanero et al (2016) que consideram que a “Probabilidade
oferece um modo de pensamento importante por si SO, ndo apenas como um precursor
inferencial da Estatistica. A importante contribui¢do da Probabilidade para resolver problemas

reais justifica sua inclusdo no curriculo escolar” (BATANERO et al , 2016, p. 17).

Diante do exposto, contata-se a importancia do ensino da probabilidade desde os anos
iniciais da Educacdo Baésica, seja para instrumentalizar o sujeito para tomada consciente de
decisbes num mundo pos-moderno impregnado de dados, seja por servir de suporte para
conhecimentos mais avancgados, para prever e planejar o futuro numa dética de incertezas e
escassez de determinismos ou para ampliar compreensdo do raciocinio matematico de uma

maneira mais geral. Por todos esses motivos, 0os conhecimentos de natureza probabilistica
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precisam ser ensinados. Embora, como apontado por Fischbein (1987), as pessoas carreguem
intuicBes primarias sobre o tema, ndo se observa, nos estudos, como alguns discutidos a seguir,

a ampliacdo dessas intuicGes sendo por meio de intervencao promovida pelo ensino.
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4. REVISAO DA LITERATURA

“Uma probabilidade razoavel
¢ a Unica certeza.”
Samuel Howe

A revisdo da literatura foi focada em expressdes de busca que se relacionaram com
‘conhecimentos probabilisticos’ ou ‘ensino da probabilidade’ associado aos publicos criancas
e adultos, incluindo professores. A selecdo dos textos considerou ainda similitudes e
aproximacdes com demandas da probabilidade, ou seja, pesquisas que tratavam de
aleatoriedade, espaco amostral e comparacdo de probabilidades. Inicialmente, a revisao foi
idealizada procurando focar mais detidamente nos Gltimos 10 anos de pesquisa, se iniciando em
2010 e sendo concluida em 2020. No entanto, em alguns casos especificos, foi necessaria

ampliacdo do periodo de busca, em funcdo da escassez de resultados.

Foram mapeados e realizados refinamentos dos estudos encontrados com o objetivo de
avaliar a relevancia dos textos para a pesquisa aqui proposta. Dessa forma, os estudos foram
organizados em quatro categorias, envolvendo: 1) pesquisas que tratam de compreensoes
probabilisticas de criancas e adolescentes; 2) estudos envolvendo adultos (que podem incluir
professores, futuros professores ou estudantes da Educacdo de Jovens e Adultos - EJA); 3)
pesquisas considerando a comparacao entre criancas e adultos e 4) estudos que tratam de justica

em jogos.

4.1. ESTUDOS DE PROBABILIDADE ENVOLVENDO COMPREENSOES DE
CRIANCAS E ADOLESCENTES

Dentre as quatro categorias de estudos, observou-se um volume mais acentuado de
pesquisas envolvendo a compreensao da probabilidade de criancas e de adolescentes, ou seja,
estudantes de uma forma geral, de varios niveis de escolarizacdo. A seguir, sdo apontados
alguns estudos que se relacionam mais estreitamente com a presente pesquisa em funcgéo de
tratarem de jogos e ou se relacionarem a alguma demanda cognitiva. Os resultados estéo
sintetizados no Quadro 1 (com indicacéo dos autores dos estudos, os participantes das pesquisas
realizadas e os focos das mesmas). As pesquisas deste bloco foram organizadas

cronologicamente da mais antiga para a mais recente.



Quadro 1: Pesquisas sobre compreensdo da probabilidade de criancas e de adolescentes

anos

Ano Pesquisadores Publico/Participantes Foco
2008 Girotto e Gonzalez Criancas de 4 a 10 Atuallza(;_ogs d_e Julgamer)tps_ por
anos novas evidéncias probabilisticas
Compreensdo intuitiva de
2010 Bayles e Schlottmann Criancas de 5 e 7 anos probabilidade com base na
destreza ou habilidade
Nikiforidou, Pange e . Compreensdes intuitivas de
2013 Chadjipadelis Criangas de 42 6 anos probabilidades num jogo de roleta
. s Espaco amostral, probabilidade de
2013 | Antonopoulos e Zacharo Crlangasénrgsedla de 5 um evento e comparagdo de
probabilidades
. Adolescentes do 1° O papel da linguagem na resposta
2013 Marocci e Nacarato ano do Ensino Médio a problemas de probabilidade
. Criancas do 4° e 5° Estudo interventivo: aleatoriedade
2015 Deodato e David anos e comparacao de probabilidades
Girotto, Fontanari, Compreensdes probabilisticas
2016 | Gonzalez, Vallortigarae | Criancas de 3a5anos | (mais e menos provavel) por meio
Blaye de julgamentos verbais
. Compreensdo em jogos de
(0] 0 (0]
2016 Batista e Borba Criangas do 1°, 3°¢ 5 aleatoriedade, espago amostral e

comparacdo de probabilidades

Fonte: Dados da pesquisa (2021)
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Girotto e Gonzalez (2008) consideraram a seguinte questdo em sua pesquisa: as criancas

sdo capazes de mudar seus julgamentos e escolhas iniciais, diante de novas evidéncias que

alteram as probabilidades? A pesquisa envolveu entrevistas individuais com criangas de 4 a 10

anos de idade. A Figura 2, juntamente com as perguntas que se seguem ilustram a situagéo.

Figura 2: Espago amostral com figuras e subconjunto destacado - quadrados

Fonte: Girotto e Gonzalez (2008)

Perguntou-se as criancas inicialmente: Se eu pegar uma figura deste conjunto, é mais

provavel que seja de que cor? Posteriormente, foi alterada a pergunta com a intencdo de

verificar se os estudantes mudam suas opinides diante de novas evidéncias (informagdes

posteriores) que alteram as probabilidades iniciais. Assim, questionou-se em seguida: Eu peguei

uma figura e é um quadrado. E provavel que a figura que eu peguei seja de que cor?
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Os resultados da pesquisa apontaram que, quando confrontados com eventos incertos,
as criangas, de forma intuitiva, sdo capazes de integrar uma nova informagéo para responder
sobre probabilidades posteriores. Para os pesquisadores, a partir da idade de cinco anos, as
criancas sdo capazes de usar informacdes posteriores para atualizar suas apostas e seus
julgamentos iniciais sobre resultados aleatorios. Assim, o estudo indica que as criancas em
idade pré-escolar revisam corretamente suas decisfes e julgamentos iniciais, com base em
inferéncias intuitivas obtidas por meio de novos dados (informac6es posteriores), isto &, elas
conseguem associar informacdes especificas a um subconjunto de possibilidades evocadas por
informacdes prévias. Para esses pesquisadores, intuicdes probabilisticas emergem, nas criancgas,
por volta dos cinco ou seis anos de idade, e a escola as moldam, mas, a realidade é que na
maioria das escolas o raciocinio probabilistico ndo é desenvolvido nos primeiros anos do Ensino
Fundamental (GIROTTO e GONZALEZ, 2008).

Bayless e Schlottmann (2010) realizaram uma pesquisa que envolveu 32 criangas, sendo
16 com 5 anos e 16 com 7 anos de idade. Eles consideram que a experiéncia de incerteza
relacionada a habilidade (no sentido de destreza) pode fornecer uma oportunidade naturalistica
de desenvolver uma compreensao intuitiva da probabilidade. Ou seja, acertar ou ndo num
determinado alvo tem relacdo com habilidade ou destreza, mas ainda é um evento incerto,
aleatorio e que pode possibilitar discussdes sobre elementos da probabilidade. Assim, eles
propuseram as crian¢as, um jogo de rolamento com bolinhas de gude, cujos alvos (como barras
de futebol) e distancias mudavam (Figura 3). As criangas teriam que ajudar a ‘hipopdtama’
Hilda a rolar as bolinhas para passar entre as barras que ficavam em distancias diferentes (nas
linhas coloridas) e também tinham tamanhos diferentes. Quando acertavam, as criangas eram
premiadas com chocolates M&M. Na visdo das autoras, a capacidade de avaliar a probabilidade
de sucesso pessoal é importante para 0 comportamento eficiente em situacdes de incerteza. Por
isso, eles investigaram como criangas pequenas avaliam as probabilidades de sucesso em
situacOes que dependem de destreza, a fim de aprender mais sobre as fontes naturais de inicio
de compreensao intuitiva de probabilidade. Observou-se, por exemplo: considerando a destreza
e habilidade pessoal, é mais provavel acertar qual barra: a menor ou maior? A que esta mais
perto ou mais distante? Qual o julgamento intuitivo das criangas sobre as probabilidades de

acertos?
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Figura 3: Materiais do jogo de rolamento de bolinhas de gude
B -

Fonte: Bayless e Schlottmann (2010)

Os resultados apontaram que criangas de 5 e 7 anos fizeram julgamentos realistas da
dificuldade dos jogos com diferentes combinac6es de tamanho de portdo / distancia antes da
experiéncia pratica com os jogos. A comparacao dos julgamentos com o desempenho, mostrou
que as criangas eram realistas quanto aos efeitos da distancia, mas ndo do tamanho das barras,
na dificuldade da tarefa: superestimaram seu sucesso para 0 maior portdo e o subestimaram para
0 menor portdo. O ponto principal da pesquisa € que os julgamentos de dificuldade das criancas
eram qualitativamente consistentes com a estrutura da tarefa fisica e, no geral, bem calibrados

com o desempenho real.

Um estudo envolvendo 90 criangas de 4 a 6 anos de idade procurou investigar
compreensdes intuitivas da probabilidade por meio de um jogo de roleta. Os pesquisadores
responsaveis pelo estudo, Nikiforidou, Pange e Chadjipadelis (2013) acreditam que criancas
nesta faixa etéria (4 a 6 anos) desenvolvem uma ampla gama de conhecimentos matematicos

informais e pensamentos intuitivos antes de iniciarem estudos com objetivos formais.

O estudo foi realizado em duplas de criangas que teriam que avaliar e comparar as
probabilidades de um jogo de roleta. Considerando-se as probabilidades de ocorréncia em dois
casos: frutas (laranjas e macas) e formas geométricas (triangulos e quadrados). Havia diferencas

no espaco amostral, considerando os eventos, como pode ser observado na Figura 4.
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Figura 4: Jogo de roleta

Caset Case2 Caset
5] a
_,-:-’_“_-
A ’ A
Condition 1 Condition 2

Fonte: Nikiforidou et al (2013)

Entre as Condicdes 1 e 2, foi realizada uma sessao instrucional, em que os participantes
discutiam e tentavam explicar as ocorréncias oralmente. O pesquisador intervinha apenas com

perguntas abertas, a fim de incentivar o pensamento critico das criangas.

Nikiforidou et al (2013) concluiram que de uma forma geral, com o estudo, pode-se
observar que as criancas com idade entre 4 e 6 anos expressaram compreensao da previsao de
um resultado como mais provavel. Antes de qualquer justificacdo ou exploracdo, as criangas
fizeram estimativas sensatas sobre a probabilidade de eventos e houve ampliacdo no
desempenho ap06s intervencdo. Dessa forma, os pesquisadores acreditam que as criangas nessas
idades parecem possuir intuicdes prévias de conceitos probabilisticos. Tais achados sustentam
que os pré-escolares possuem capacidade e intuices para acessar noc¢des basicas de
probabilidades. Assim, engajamento pessoal, experiéncia sensorial com a argumentacao oral,
manipulacdo sobre o que acontece com as roletas, motivacao para ganhar e experimentacao
entre atividades levaram as criangas a estimativas mais altas sobre eventos incertos dentro de

uma situacao problematizadora contextualizada.

Um estudo realizado com a intengdo de explorar o grau em que criangas com média de
idade de pouco mais de 5 anos entendem conceitos-chave do pensamento probabilistico — como
espaco amostral, probabilidade de um evento e comparacdes de probabilidade — foi
desenvolvido por Antonopoulos e Zacharo (2013). Eles realizaram um pré-teste, uma
intervencdo e um pos-teste com 29 criangas da Educacgdo Infantil. Nos testes, as criancas
participaram de entrevistas individuais para responder 10 tarefas de dificuldade crescente nas
seguintes categorias matematicas: (a) espaco amostral, (b) a probabilidade de um evento e (c)
comparacOes de probabilidade que envolvem contextos de cartas coloridas e bolas na caixa. A
intervencdo foi realizada em duas sessdes semanais de 40 minutos por meio da exploragéo e

discusséo de quatro atividades.

De uma forma geral, os pesquisadores observaram que o efeito da intervencao de ensino

provocou melhoria do pensamento probabilistico entre as criangas, fato observado,
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comparando-se os dados do pré e pds-teste. Houve um aumento de justificativas com base em

dados quantitativos e uma diminuigdo correspondente a julgamentos idiossincraticos e

subjetivos.

Assim, com o estudo interventivo, as criancas conseguiram definir o espaco amostral de
um experimento probabilistico de uma fase®, justificando suficientemente suas predicoes
relativas. No entanto, permaneceram com dificuldades significativas na definicdo de espaco
amostral em um experimento probabilistico de duas fases®. As criancas sdo influenciadas pelo
valor absoluto da quantidade de objetos que compdem o evento, sem levar em conta a propor¢édo
entre os valores, para avaliar se 0 jogo é justo ou ndo. Por exemplo, se na caixa A tem uma bola
verde e duas vermelhas e na caixa B duas verdes e quatro vermelhas, ndo é visto pelas criangas

como justo se tiver que tirar a bola verde, pois a caixa B tem mais quantidade de bolas verdes.

Observou-se grandes aproximagoes entre o estudo de Antonopoulos e Zacharo (2103) e
a pesquisa aqui em curso, especialmente porque ambas envolvem algumas demandas cognitivas

(espaco amostral e comparacado de probabilidades), além de utilizarem entrevista como método.

Marocci e Nacarato (2013) realizaram um estudo envolvendo adolescentes do Ensino
Médio com foco na discussdo sobre linguagem, resolucdo de problemas e ensino de
Probabilidade, a fim de conhecer o movimento das significacGes probabilisticas de alunos do
1° ano deste nivel de ensino. As autoras consideram que por meio da linguagem a pessoa se
insere no meio social. Por isso, a linguagem se constitui no principal sistema simbélico que
media as relacdes sociais, pois é essencial na comunicacdo e no estabelecimento de significados
compartilhados que permitem interpretacdes dos objetos, eventos e situacdes do mundo real.
Para analisar o papel da linguagem, foi realizada uma sequéncia de tarefas de resolugédo de
problemas pela professora da turma investigada e por uma das pesquisadoras (a 12 autora do
estudo), em um trabalho colaborativo. Uma das tarefas probabilisticas contava com a analise

de eventos para avaliar cada um como certo, possivel ou impossivel.

As pesquisadoras concluiram que para provocar, no ambiente da sala de aula, uma
interacdo entre os alunos que seja promotora de movimentacdo de significacOes e,

consequentemente, de aprendizagem, o fator mais importante é a acdo pedagdgica, tanto no

5> Experimento de uma fase: a contagem do espaco amostral é direta, como por exemplo, no lancamento de uma
moeda. Também nomeado por alguns pesquisadores como evento simples.

& Experimentos de duas fases: necessita combinacdo entre elementos para a contagem das possibilidades do espaco
amostral, como por exemplo, o lancamento de duas moedas. Também nomeado por alguns pesquisadores como
evento composto.
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momento da escolha da tarefa, quanto durante a socializacdo e que mais importante que a
atividade proposta € a discussdo. Dessa forma, o trabalho com tarefas que envolvem a
linguagem probabilistica é de fundamental importancia para o desenvolvimento do pensamento
probabilistico, pois a apropriacdo de um vocabulario adequado se constituird em ferramenta
para esse pensamento (MAROCCI E NACARATO, 2013). Vale salientar que, embora o
vocabulério especifico da probabilidade seja importante para a formacdo do pensamento
probabilistico, a aquisicdo dele apenas nao parece suficiente para a compreensao de conceitos
probabilisticos. Por esta razdo, concorda-se com Bryant e Nunes (2012) que defendem a
apropriacdo de demandas cognitivas para o entendimento da probabilidade.

Deodato e David (2015) propuseram uma oficina destinada a alunos do 4° e 5° anos do
Ensino Fundamental e usaram a Atividade Situada’ e Teoria da Atividade® para avaliar os
impactos da oficina na aprendizagem dos alunos sobre contetdos probabilisticos. A oficina foi
realizada ao longo de trés dias com o uso de um jogo denominado ‘Corrida de cavalos’ que
consistia em um tabuleiro numerado de dois a doze e dois dados de seis faces, além de
bonequinhos que iriam avancar nas raias conforme saiam os resultados no langcamento dos dois
dados. Ao decorrer do jogo foram realizadas perguntas aos alunos sobre sorte, azar, chances e
probabilidades. No Gltimo dia da oficina, foi utilizado um dado em forma de um dodecaedro
(12 faces) no lugar dois dados em forma de hexaedro (6 faces cada um, resultando em soma 12,
no maximo). Como resultados, os pesquisadores observaram que foi possivel identificar e
descrever as interacdes de diversos estudantes e que houve reformulacdo de hipoteses iniciais
sobre a ocorréncia de um evento. Por exemplo, passou-se a perceber que um evento ndo ocorria
simplesmente por uma questdo de sorte ou azar €, sim, por uma razdo matematica, poia havia
maior probabilidade de sair determinadas somas do que outras. As atividades e questionamentos
propostos no estudo de Deodato e David (2015) possibilitam reflexdes sobre a compreensao da
aleatoriedade, comparacdo de probabilidades e outros elementos probabilisticos e possuem

aproximacgdo com a presente pesquisa em funcdo do uso de jogos.

Uma equipe de pesquisadores (GIROTTO, FONTANARI, GONZALEZ,
VALLORTIGARA e BLAYE, 2016) realizou um estudo envolvendo criancas de 3 a5 anos em

" Teoria baseada nos fundamentos filosoficos em Marx e Engels, liderada pela antropdloga Jean Lave que
caracterizam a aprendizagem como mudanga de participagdo, do sujeito, na pratica. A préatica, portanto, € vista
como uma intencionalidade e uma reflexdo (DEODATO E DAVID, 2015).

8 Teoria Histdrico-Cultural da Atividade ou simplesmente Teoria da Atividade possui raizes filosoficas assentadas
em Marx e Engels. Com contribui¢cBes de Vygotsky, especialmente com o conceito de atividade mediada por
artefatos, de Leontiev, que introduz uma estrutura, em diferentes niveis, para explicar a atividade e Engestrém que
expande a unidade de analise para um sistema de atividades e inclui novos componentes. Trata-se, portanto, de
uma teoria cuja unidade de andlise é a atividade humana. (DEODATO E DAVID, 2015).



42

tarefas de escolha, para verificar se a capacidade de realizar julgamentos verbais revela
compreensdo probabilistica. Foram realizados 3 estudos: o Estudo 1 contou com 93 criancas, 0
Estudo 2 teve a participacdo de 48 criancgas e o Estudo 3 contou com 21 criangas. As atividades
foram realizadas individualmente com cada crianca e um pesquisador. Os participantes foram
informados explicitamente que, se sua escolha fosse bem-sucedida, eles iriam obter uma

recompensa.

Com a ajuda das criancas, os examinadores colocaram bolas pretas e vermelhas em duas
caixas. Em seguida, uma imagem (Figura 5) era apresentada as criangas para que elas nédo
esquecessem as bolas que estavam em cada caixa. O examinador, entdo, retirava uma bola de
cada caixa e colocava num recipiente opaco. Depois, perguntava a crian¢a: Qual recipiente vocé
escolhe para encontrar a bola vermelha? As teriam que efetuar um julgamento verbal sobre

suas escolhas e seriam recompensadas se acertassem.

Figura 5: Representacédo de bolas nas caixas das tarefas Al, B1, B2, C1 e C2 — ordenado da esquerda
para a direita
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Fonte: Girotto et al (2016)

Os pesquisadores concluiram que criangas de 3 a 4 anos de idade falham em tarefas
simples que exigem previséo de ocorréncia de resultados aleatorios. Os estudiosos julgaram
que, se as criangas pudessem fazer estimativas de probabilidade corretas, elas escolheriam o
recipiente que estaria relacionado ao conjunto de bolas que provavelmente produziria um
resultado favoravel (bolas vermelhas). As criangas entenderam a logica da tarefa de certeza
(Tarefa A1), em que um conjunto continha apenas fichas vermelhas e o outro continha apenas
fichas pretas, as criancas de todas as faixas etarias escolheram o recipiente do conjunto
favoravel. No entanto, nas tarefas restantes (B1, B2, C1 e C2), que exigem a formacdo de
expectativas probabilisticas, apenas as criancas de 5 anos fizeram étimas escolhas. As criangas

realizam julgamentos verbais, mas falham numa variedade de condicdes, inclusive em fazer
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escolhas baseando-se na quantidade de elementos sem se preocupar com a proporcionalidade
deles no conjunto.

O olhar sobre como pensam as criangas acerca da probabilidade é muito importante para
que se possam efetivar intervences em pesquisas futuras e no ambito escolar. Os estudos de
Girotto et al (2016) apontam que a partir dos 5 anos as criangas ja possuem compreensées ou
base para o desenvolvimento do raciocinio probabilistico, e tal fato permite pensar: as criangas
mais velhas e os adultos com baixa escolarizacdo, mantém ou ampliam suas compreensdes

probabilisticas se ndo tiverem influéncia da escola?

Batista e Borba (2016) realizaram uma pesquisa cujo objetivo foi analisar compreensdes
de criangas dos anos iniciais do Ensino Fundamental no que concerne a trés exigéncias
cognitivas necessarias ao entendimento da probabilidade: compreender a aleatoriedade, formar
0 espaco amostral e comparar e quantificar probabilidades (BRYANT E NUNES, 2012). Foram
realizadas entrevistas clinicas com 36 criancas do 1°, 3° e 5° anos. Para o estudo foram usados
dois jogos: Travessia do Rio e Passeios Aleatdrios da Rute (PAR). O jogo Travessia do Rio
(Figura 6), consiste em um tabuleiro que simula um rio com as margens numeradas de 1 a 12.
Cada jogador escolhe onde devera colocar suas 12 fichas, (pode-se colocar mais de uma ficha
em cada nimero da margem). S&o lancados dois dados €, se a soma coincidir com 0s nimeros
escolhidos, o jogador faz a travessia para a outra margem do rio. Ganha a partida quem realizar
a travessia de todas as suas fichas.

Figura 6: Travessia do rio

Fonte: BRASIL (2014, p.40)
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No jogo Passeios Aleatorios da Rute® (Figura 7) Rute pretende visitar seus amigos: Tati,
Pablo, Ana, Gabriel e Rui e para tal, ela criou um jogo com moedas: quando ela sai de casa,
langa uma moeda: se sair ‘cara’ ela anda um quarteirdo para direita (em frente, sentido leste) e
se sair ‘coroa’ ela anda um quarteirdo para cima (sentido norte). Em cada esquina de quarteirdo
ela para e langa a moeda novamente. Ela sempre consegue chegar na casa de um amigo apos
lancar a moeda quatro vezes. Rute s6 ndo sabe qual amigo serd contemplado com sua visita.
Figura 7: Jogo PAR
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Fonte: SILVA (2016)

As entrevistas para discutir as demandas cognitivas a partir da apreciacdo dos jogos
foram realizadas individualmente, ap6s cada crianca conhecer as regras dos jogos e ter a
oportunidade de jogar algumas rodadas. Durante a entrevista, em conformidade com as
perguntas norteadoras, novas perguntas, argumentacoes e questionamentos foram realizados
pela pesquisadora com a intencionalidade de que as criangas externassem suas compreensoes
com maior conviccdo a partir de reflexdes propostas. As analises dos jogos exigiam que as
criangas respondessem perguntas que versavam sobre chances (igual e diferente), evento
impossivel, equiprobabilidade, independéncia de eventos, levantamento de possibilidades e

eventos aleatorios.

Os principais resultados do estudo apontaram que o significado intuitivo da
probabilidade (BATANERO E DIAZ, 2007) foi evidenciado pelas criangas, em especial por
meio da linguagem natural baseada em crencas e opinides. As compreensdes intuitivas nem
sempre coerentes apresentadas pelas criangas podem servir de base para um aprendizado mais

adequado dos conceitos, desde que haja instrugdo. Constatou-se avancos de compreensao das

° O jogo PAR ¢é uma adaptagdo do jogo Passeios Aleatérios da Ménica proposto por Fernandez e Fernandez (1999)
para o Ensino Superior e adaptado por Cazorla e Santana (2006) para a Educacdo Basica.
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criangas mais velhas, em comparagcdo com as mais novas. Apesar de nenhum conceito estar
consolidado, as criancas apresentaram potencial para o desenvolvimento e aprendizagem deles.
Os participantes ndo apresentaram compreensao adequada de independéncia de eventos e
tiveram dificuldades em fazer uma lista exaustiva dos elementos de um evento. Houve maior
facilidade na identificacdo de evento impossivel e evento pouco provavel. Em contrapartida, a
maioria das criangas ndo conseguiu estabelecer a comparacgéo de probabilidades considerando

a analise dos elementos que compdem os eventos (0 espago amostral).

4.2. ESTUDOS DE PROBABILIDADE ENVOLVENDO COMPREENSOES DE
ADULTOS

Néo foi localizada uma guantidade substancial de estudos que envolvem a compreenséao
de adultos sobre a probabilidade, considerando, prioritariamente, os ultimos 10 anos. Os
sujeitos das pesquisas, quase sempre, repousam em professores ou futuros professores. Poucas
pesquisas, com foco em probabilidade, foram localizadas, cujos participantes fossem estudantes

adultos de baixa escolarizacdo (alunos da EJA, por exemplo) ou adultos ndo escolarizados.

No texto introdutorio desta pesquisa, varios estudos envolvendo professores e futuros
professores foram evidenciados (CAMPOS E PIETROPAOLDO, 2013; VIALI E CURY, 2011,
LOPES, 2008; VIALLI, 2008, FELISBERTO DE CARVALHO, 2017), mostrando a fragilidade
de compreensdo dos participantes das pesquisas. Os estudiosos apontam, de uma forma geral,
que a formacdo inicial e ou continuada dos professores parece ndo contribuir para a ampliacédo
dos saberes probabilisticos dos professores, prejudicando dessa forma, o exercicio de docéncia
no que concerne a probabilidade em diferentes niveis da Educacdo Basica. Assim, para estes
estudiosos, os professores e futuros professores envolvidos nas respectivas pesquisas nédo
possuem conhecimentos necessarios e suficientes para ensinar probabilidade. A seguir, cada
um desses estudos, sera mais detidamente explorado, com excecdo de Lopes (2008) e Viali

(2008) que propuseram analise documental.

Um dos centros de interesse desta pesquisa € o adulto com baixa escolarizacéo,
especialmente os estudantes que fazem parte da EJA, razdo pela qual, evidenciam-se a sequir,
alguns estudos que apresentam proximidade e interesse por envolverem este publico e o ensino-
aprendizagem da probabilidade. Mais um estudo envolvendo professores é discutido em

seguida, em especial por se tratar de uma pesquisa que nao envolve professores brasileiros e
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cujos resultados apresentam similitudes com os estudos nacionais. Os estudos aqui apresentados

estdo em ordem crescente de ano de publicacéo, explicitados no Quadro 2.

Quadro 2: Pesquisas probabilisticas envolvendo adultos

Ano Pesquisadores Publico/Participantes Foco
- Resolucéo de problemas
2011 Viali e Cury Professores ~de Matgmatlca envolvendo probabilidade
em formacéo continuada o o
geométrica e classica
Intervencgéo por meio de
0 0
2013 | Ribeiro e Goulart Estudantesa(:]z:l)SE)JA (8e9 sequéncia didatica envolvendo
acaso e experimento aleatorio
Concepgdes acerca de nogdes
Professores dos anos A N
Campos e S . probabilisticas (fenémenos
2013 - iniciais do Ensino L
Pietropaolo aleatorios, espago amostral,
Fundamental P -
guantificacdo de probabilidades)
Chernoff e Professores do Ensino Anélise de sequéncias aleatorias
2015
Mamolo Fundamental no langcamento de moedas
. . Estudantes da EJA (Ensino Ayahagag de eventp certo,
2015 | Batista e Francisco Médio) impossivel, provavel e
improvavel
Felisberto de Professores de Matematica | Aleatoriedade, espaco amostral e
2017 L e -
Carvalho dos anos finais quantificagdo de probabilidades
Estudantes da EJA de Relagdo entre raciocinios
2019 Lima de Borba diversos niveis com média agao € i
. combinatorio e probabilistico
de idade de 36 anos

continuada (Especializacdo ou Mestrado),

Fonte: Dados da pesquisa (2021)

Viali e Cury (2011) realizaram uma pesquisa com 50 professores em formacao

utilizando um questionario para coletar

compreensdes dos docentes acerca de conhecimentos matematicos, dos quais o artigo ressalta

e discute as duas principais perguntas de natureza probabilistica:

1- Pergunta 7: Uma pessoa tem quatro chaves aparentemente iguais das quais apenas

uma abre uma porta chaveada. Qual a probabilidade de que sejam necessarias mais

do que trés tentativas para abrir a porta se as chaves: a) sdo misturadas apos cada

tentativa falha? b) sdo separadas apds cada tentativa falha?

2- Pergunta 8: A figura ao lado representa uma parede

quadrada, na qual estédo pintados discos de raio r. Se
uma bola é lancada totalmente ao acaso contra a

parede, calcule a probabilidade de ela tocar fora dos

discos e explique como chegou a resposta.
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Foram feitas algumas perguntas abertas, entre elas, qual os contetdos que os professores
mais gostam ou menos gostam de ensinar e os resultados apontaram que dos 50 pesquisados,
44 eram indiferentes a Estatistica e Probabilidade e apenas 3 informaram que gostavam de
Probabilidade e 2 de Estatistica.

Em relagdo a pergunta 7 apenas quatro participantes (8%) acertaram plenamente e sete
(14%), parcialmente. A questdo exigia basicamente o conceito geométrico de probabilidade,
que € analogo ao conceito classico, mas aplicado a espagos ndo enumeraveis. Em relagédo a
questdo 8, o nimero de respostas totalmente corretas corresponde a 20 respondentes ou 40% da
amostra investigada. Analisando-se a resolugdo correta das duas questdes simultaneamente,

verifica-se que apenas dois respondentes acertaram integralmente as duas questoes.

Os autores consideraram bastante preocupante o fato de 70% da amostra pesquisada,
formada por professores que ensinam Matematica e, em sua maioria possuem licenciatura plena
em Matematica (3/4), ndo terem respondido ou terem se equivocado em suas respostas. Assim,
a pesquisa supbe que a formacdo inicial desses docentes, em termos de conteldos de
Probabilidade, é deficitéria, indicando que 0s mesmos possuem pouco conhecimento sobre o
tema. Por conseguinte, 0s pesquisadores sugerem novas pesquisas sobre erros cometidos por
docentes, visando ampliar discussdes sobre grades curriculares dos cursos de Graduagdo ou

Pds-Graduacao.

Uma pesquisa realizada com 36 estudantes da EJA do 8° e 9° anos foi realizada por
Ribeiro e Goulart (2013) com a intencdo de analisar resultados de uma sequéncia didatica
destinada a compreensao de conceitos basicos da probabilidade. Os autores se basearam em
Coutinho (2001) que considera que a construcao de conceitos probabilisticos deve ser feita a
partir da compreensédo de trés nocOes basicas: a percepcdo do acaso, a ideia de experimento

aleatorio e a nogéo de probabilidade.

Neste estudo, Ribeiro e Goulart (2013) utilizaram o jogo Passeios Aleatorios da Monica
(PAM), adaptado por Cazorla e Santana (2006) e a sequéncia didatica proposta por estas
mesmas autoras. O jogo PAM é semelhante ao jogo PAR, que foi adaptado por Silva (2016)
em pesquisa mencionada anteriormente. Assim, 0 jogo consiste num tabuleiro com personagens
da turma da Ménica (Figura 8). A Monica pretende visitar os colegas e langca uma moeda: se

sair cara ela anda para o leste se sair coroa, ela anda no sentido norte.
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Figura 8: Jogo PAM

& i

Fonte: Ribeiro e Goulart (2013)

O cerne da discussao da atividade sdo as possibilidades no langamento da moeda quatro
vezes. Por esta razdo, os alunos fizeram uma atividade para avaliar as frequéncias, por meio de
experimentos para responder, por exemplo, qual seria 0 personagem mais e menos visitado ou

guantos e quais caminhos existiriam.

Os pesquisadores concluiram que é possivel introduzir conceitos probabilisticos para
estudantes da EJA por meio de jogos, pois com a atividade foi observado que alguns grupos
desenvolveram a percepcdo do acaso e a ideia de experimento aleatorio. Assim, esses alunos
estariam aptos a aprenderem probabilidade de forma mais significativa. Os autores sugerem que
mais atividades de mesma natureza auxiliardo os grupos que ndo desenvolveram as nogdes

basicas propostas no estudo.

Campos e Pietropaolo (2013) realizaram um estudo que contou com a participacdo de
27 professores dos anos iniciais do Ensino Fundamental. Os professores responderam a um
questionario com 13 questfes que versavam sobre fendmenos aleatérios, diferentes definicGes
da probabilidade, significado e quantificagio de espacos amostrais, quantificacdo de
probabilidades, conexdo com outros conteddos, entre outros. O que se pretendeu com o estudo
foi delinear a imagem conceitual constituida pelos professores a partir do repertério de seus

conhecimentos relativos a probabilidade e seu ensino para propor mecanismos formativos.

Com os resultados, os autores observaram que a maioria dos professores associou

aleatoriedade a jogos de azar e quase sempre evocaram o conceito da probabilidade classica,
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desconhecendo a existéncia de outros significados. Constatou-se que 0s professores
demonstravam equivoco ao julgar que a probabilidade se resume a um ndmero e ndo a uma
razao entre 0s casos favoraveis e 0s casos possiveis. Considerando a compreensdo do conceito
de espaco amostral, apenas 6 de 27 demonstraram entendimento de que se tratava de resultados
possiveis de um evento, enquanto somente nove dos professores pesquisados conseguiram
responder adequadamente quantos resultados diferentes sdo possiveis no langamento de dois

dados comuns.

De forma geral, a imagem conceitual dos participantes sobre a probabilidade em relacéo
ao ensino se referia a um campo de problemas para aplicacdo de razdo como um significado de
fracdo e ndo faziam parte os pontos de vista da probabilidade considerando as definigdes
geométricas e frequentista. A nocdo de espaco amostral ndo constava no repertorio de
conhecimentos do conteudo especifico e pedagogico dos professores. Assim, 0s pesquisadores
concluiram que os participantes do estudo ndo possuiam os conhecimentos necessarios para

ensinar probabilidade nos anos iniciais.

A partir dos resultados, os autores propuseram uma formacao continuada por meio de
sequéncias de atividades considerando aleatoriedade, espaco amostral e quantificacdo de
probabilidades — baseados em Bryant e Nunes (2012). As atividades foram lidas e discutidas
coletivamente, durante os seis encontros formativos de trés horas cada. Os resultados dessa
etapa apontaram para um certo ceticismo dos professores em relagdo a importancia ensino da
probabilidade nos anos iniciais, por outro lado 0s docentes se mostraram mais propositivos em
relacdo ao tema quando descobriram conexfes com outros conteldos, como proporcionalidade.
A base de conhecimento para o ensino foi ampliada, no que diz respeito a aleatoriedade, ao
espaco amostral e a quantificacdo de probabilidades, bem como a imagem conceitual da
probabilidade.

Chernoff e Mamolo (2015) promoveram um estudo com 265 professores do Ensino
Fundamental que faziam parte de um curso de metodologia projetado para o ensino de
Matematica, mas que ainda ndo tinham trabalhado com probabilidade neste curso. Os
professores teriam que avaliar e justificar qual ou quais sequéncias do langamento de moedas
teriam menos probabilidade de ocorréncia ou se todas teriam probabilidades iguais. A questdo

proposta pelos pesquisadores era basicamente a seguinte:

e Qual das seguintes sequéncias & menos provavel de ocorrer, considerando cinco

lancamentos de uma moeda justa. Justifique suas respostas.
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a) THHTH®Y

b) HTHTH

) THHHT

d) HHTTH

e) HHHTT

f) Todas as sequéncias tém as mesmas probabilidades de ocorréncia.

Os pesquisadores destacaram que a maioria dos participantes apontaram corretamente
que qualquer uma das sequéncias teria as mesmas probabilidades de ocorréncia, no entanto,
nem sempre as justificativas apresentavam coeréncia. Se nas sequéncias fossem incluidas as
opcdes TTTTT e HHHHH, talvez os resultados positivos fossem menores. Do grupo estudado,
11% julgou que a sequéncia HTHTH possuia menor probabilidade de ocorréncia, por aparentar
uma certa ordenacdo ou padrdo. As justificativas deste grupo foram o foco da discussdo no

artigo por parte dos estudiosos.

Foi observado que as justificativas desses professores se referiam a probabilidade
relativa de outras propriedades alternativas associadas as sequéncias de moedas, denominado
aqui de atributos heuristicos. Os atributos heuristicos que foram evidenciados nas respostas dos
participantes incluiram: i) padrdo; ii) aleatoriedade; iii) alternancia (o nimero de interruptores,
de mudanca entre cara e coroa); iv) 0 comprimento das sequéncias (uma ocorréncia repetida de
uma cara ou uma coroa). Para alguns professores, a aparéncia padronizada e ‘ndo misturada’ da

sequéncia HTHTH denota auséncia de aleatoriedade, por exemplo.

De forma global, Chernoff e Mamolo (2015) concluiram que a pesquisa sugere que
alguns individuos, quando apresentados a uma questdo especifica, respondem a uma questdo
diferente, usando argumentos que distam do objetivo central da situagcdo. Mais especificamente,
0s participantes em vez de fazer a comparagao de probabilidade relativa pretendida, substituem
por atributos particulares associados a sequéncias de moedas (por exemplo, equiprobabilidade
da moeda, padrdes percebidos, aleatoriedade observada, interruptores ou alternancias entre uma
cara e uma coroa e corridas (a recorréncia de um lado particular da moeda para um numero de

viradas seguidas).

10 H — head (cabeca) — equivalente a CARA.
T — tail (cauda) — equivalente a COROA.
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Batista e Francisco (2015) investigaram um grupo de 32 alunos da Educacdo de Jovens
e Adultos (EJA), formado por adultos do Modulo 11 e do Modulo 11 correspondentes as duas
ultimas etapas do Ensino Médio regular. O estudo buscou analisar o0 desempenho de alunos
acerca de conhecimentos probabilisticos, especialmente no que se refere as chances de
ocorréncias de eventos (probabilidades) e a comparagéo de probabilidade em contextos de bolas
na caixa e de rolamento de bolinhas (Figura 9).

Figura 9: Jogo de rolamentos de bolinhas

-

Fonte: Batista e Francisco (2015)

Para o estudo foram aplicados um questionario e um teste que contou com questdes de
maultipla escolha, mas com a exigéncia da justificativa para as escolhas feitas. Nas questdes,
havia ainda um quadro que solicitava que os alunos avaliassem eventos certos, impossiveis,

muito provaveis ou pouco provaveis.

Os resultados da pesquisa indicaram gque a maioria dos alunos nunca tinham tido aula
de Probabilidade, ndo sabiam ou ndo lembravam do conteudo. Para os autores a vivéncia num
mundo letrado e estatistico, a experiéncia no mundo do trabalho e a maturidade ndo déo conta
do desenvolvimento do pensamento probabilistico. Os alunos avaliaram coerentemente 0s
eventos certos, impossiveis, provaveis e improvaveis. No entanto, embora alguns alunos
tenham acertado a opgdo nas questfes de mdaltipla escolha, as justificativas apontavam para
incompreensdes, especialmente quando a comparacdo de probabilidades exigia analise
proporcional dos dados. As escolhas, consideravam basicamente os valores absolutos,

corroborando com dados observados em pesquisas com criancas (GIROTTO et al , 2016).

Lima e Borba (2019) discutem as contribuicfes que a exploragcdo de problemas
combinatdrios pode trazer para o raciocinio probabilistico e vice-versa. A pesquisa foi realizada
com 24 estudantes da Educacdo de Jovens e Adultos (EJA) de diferentes niveis de
escolarizacdo, com media de idade de 36 anos. As autoras utilizaram a Teoria dos Campos

Conceituais de Vergnaud para realizar as analises do estudo, considerando as estruturas
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multiplicativas. Os testes versaram de quatro problemas combinatorios de diferentes naturezas
(envolvendo produto cartesiano, combinacdo, arranjo e permutacdo) e 16 problemas
probabilisticos referentes as diferentes exigéncias cognitivas da probabilidade relacionados a

uma situacao combinatoria.

Os resultados do estudo de Lima e Borba (2019) apontaram defasagem no que diz
respeito aos conhecimentos combinatorios e probabilisticos dos estudantes. As dificuldades
apresentadas se relacionaram a incompreensdes dos invariantes dos problemas combinatdrios,
ao ndo desprendimento de preferéncias pessoais ao levantar possibilidades e a dificuldade em
justificar as respostas dadas aos problemas probabilisticos. Foram constatadas contribuicoes
aos raciocinios combinatério e probabilistico que surgem da resolucdo de problemas que
articulam Combinatdria e Probabilidade e que essa forma de articulagcdo se mostrou positiva
para os desempenhos apresentados pelos participantes ao resolverem os diversos problemas

propostos.

Em sua tese, Felisberto de Carvalho (2017) descreve uma experiéncia formativa que
objetivou desenvolver conhecimentos didatico-matematicos acerca da probabilidade com 40
professores de matematica em exercicio nos anos finais, durante sete encontros formativos que

envolveu uma sequéncia de atividades baseadas em Bryant e Nunes (2012).

A partir do estudo preliminar dos conhecimentos prévios dos participantes, o
pesquisador concluiu que os docentes pesquisados demonstraram ndo possuir conhecimentos
iniciais suficientes para ensinar probabilidade aos estudantes do Ensino Fundamental. Assim,
observou-se lacunas nos conhecimentos sobre o contetido e seu ensino: comum, avancgado e
especializado. Com base nessas incompreensdes, foram organizados os encontros formativos
que culminaram na ampliacdo do repertorio probabilisticos dos professores, em especial em
relacdo a aleatoriedade, ao espaco amostral e a quantificacdo de probabilidades com foco em
diferenciacdo entre situacOes deterministicas e aleatdrias, caracterizagdo dos eventos,
observéancia de diferentes significados da probabilidade e compreensdo das diversas formas de
representacdo do espago amostral, além da nogéo de risco.

Por fim, o autor considerou positiva a acgdo interventiva pois ampliou-se as
compreensdes dos docentes, instrumentalizando-os para ensinar Probabilidade nos anos finais
do Ensino Fundamental, além de que foi propiciada um redimensionamento em relacdo as
concepcdes do senso comum de que a matematica € uma ciéncia unicamente deterministica.

“Compreender que a matematica trabalha também com situacdes de carater ndo-deterministico
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foi uma grande contribuicdo para 0s conhecimentos desse grupo de professores”
(FELISBERTO DE CARVALHO, 2017, p. 326).

Constatou-se também, que os professores desenvolveram e ampliaram conhecimentos
concernentes a probabilidade e ao seu ensino. Nessa ampliacdo, constatou-se ainda, um
processo de ressignificagdo dos professores sobre o significado da probabilidade e das nogcoes
que sustentam este conceito como as nogdes de aleatoriedade, espaco amostral e quantificagéo
de probabilidades. Foi destacada a nocdo de risco por meio do estudo da associacdo entre
variaveis em tabelas de dupla entrada como um conhecimento emergente para o ensino nos anos
finais do Ensino Fundamental. Avaliou-se que o programa de formacao favorece a construcéo
dos conhecimentos didaticos-matematicos uma vez que a idoneidade didatica geral foi
considerada alta. Observou-se que 0 modelo formativo experimentado, é um aporte que permite
apoiar e formar adequadamente os professores de matematica dos anos finais do Ensino

Fundamental no tema especifico da probabilidade e sua didatica.

4.3. ESTUDOS COMPARATIVOS DE PROBABILIDADE ENVOLVENDO ADULTOS E
CRIANCAS

No percurso de reviséo da literatura, poucos estudos foram localizados, considerando a
ultima década, cujas pesquisas tratassem explicitamente acerca da comparacdo de
compreensdes entre criancgas e adultos com foco em Probabilidade. Nessa revisdo, nenhum texto
nacional (brasileiro) foi encontrado. Quatro textos na lingua inglesa se destacaram e estdo
explicitados no Quadro 3. Brevemente, por ordem cronoldgica crescente do ano de publicacéo,

0s textos serdo discutidos a seguir.

Quadro 3: Pesquisas envolvendo comparacdo de compreensdes da probabilidade de criangas e adultos

Ano Pesquisadores Publico/Participantes Foco
2002 Harbaugh, Krause, | Criancas a part’ir de 5anos e - Ané}IiS(_e de r!sco
Vesterlund adultos até 64 anos (influéncia da idade)
Anélise de risco (influéncia de
2013 Betsch e Lang Criancas de 6 € 9 anos e . dados Brob_abilisticos e
adultos de 23 anos informacoes irrelevantes) se

alteram com a idade?

Betsch, Lang, Criancas de 6 e 10 anos e Escolhas e riscos (transmisséo de

2014 Lehmann e adultos de 21 anos informacGes probabilisticas)
Axmann
Fontanari, Ha um senso de chance
2014 Gonz_alez, Indigenas mais (criangas e f:ompartilhgdo por todos o0s
Vallortigara e adultos) individuos independente de
Girotto escolaridade e cultura?

Fonte: Dados da pesquisa (2021)
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O artigo ‘Risk Attitudes of Children and Adults: Choices Over Small and Large
Probability Gains and Losses’ possui tripla autoria: William T. Harbaugh, Kate Krause, Lise
Vesterlund e foi publicado em 2002. Os autores procuraram examinar como as atitudes de risco
podem mudar com a idade. A pesquisa envolveu participantes de 5 a 64 anos de idade que
deveriam escolher entre apostas simples, considerando determinados valores. A pesquisa
contou com um total de 234 participantes, em trés estudos: o primeiro com 129 criangas com
idade de 5 a 13 anos; 0 segundo com um grupo de 6 sujeitos que tinham entre 14 e 20 anos de
idade e mais 47 adultos (familiares e pais de alunos que frequentavam programas de verao, com
idade entre 21 e 64 anos) e, o terceiro estudo envolveu 52 estudantes universitarios com idades
entre 18 e 20 anos.

Os pesquisadores investigaram, como se comportavam adultos e criangas em escolhas
gue envolvessem risco e perda-ganho de dinheiro, considerando, por exemplo, se o risco fosse
alto (baixa probabilidade de acerto), mas a premiacao também fosse alta, eles teriam aversao
ou investiriam? Ou se o risco fosse baixo (alta probabilidade de acerto), mas a premiacao fosse

baixa, como seriam as escolhas considerando as idades?

Os participantes do experimento enfrentaram a decisdo mais simples possivel
envolvendo risco. Eles teriam apenas que fazer uma escolha., ou seja, uma aposta que envolvia
incerteza nos resultados, mas esta aposta envolvia o risco da perda de seu dinheiro. As perguntas
e atividades ndo eram hipotéticas, eram reais e 0s sujeitos tinham beneficios em dinheiro quando
ganhassem. Os pagamentos medios para as criancas foram de US$ 5 com um intervalo de cerca
de US$ 1 a US$ 9. Para os adultos, o pagamento médio foi de cerca de US $50, com variagédo
de US$ 10 a US $90. Os protocolos usados foram muito semelhantes em criangas e adultos,
por isso 0s autores puderam descrever como 0 comportamento de risco varia em uma ampla
faixa de idades. Cada participante avaliou uma série de catorze atividades que envolviam
escolhas entre uma aposta simples e um determinado resultado. Em todas estas escolhas a
aposta era tudo ou nada: ou acertava e ganhava mais dinheiro ou perdia a aposta e ficava sem o

beneficio.

Foi utilizada uma espécie de roleta formada por setores com marcacGes diferentes e
probabilidades distintas de ocorréncia. Assim, por exemplo, num questionamento, cujo setores
da roleta apresentam 30% de probabilidade de perda, o examinador questionava o participante
para escolher entre fazer a aposta naquele setor que possui alta probabilidade de ocorréncia
(70%), mas, em contrapartida, ele teria que utilizar 40 ‘fichas-moedas’ de um total de 50 que

possuia. Assim, a probabilidade era alta para ganhar, mas o investimento também era alto. Em
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outra situacdo, os sujeitos teriam 2% de probabilidade de perder, mas teriam que investir todo
0 seu dinheiro. Os participantes escolheriam arriscar mais dinheiro pela alta probabilidade de
ganho ou prefeririam arriscar menos dinheiro, mesmo que houvesse menor probabilidade de

ganhar? Haveria diferenca de comportamento com a idade?

Como resultados, os pesquisadores informaram que

Nos examinamos as escolhas entre uma simples aposta e um certo resultado
para criangas e adultos e encontramos grandes diferencas relacionadas a idade
nas escolhas. Nos protocolos experimentais virtualmente idénticas, cerca de
70% das criangas mais novas escolheu um jogo justo quando a possibilidade
do ganho foi de 0,8, enquanto que apenas 43% dos adultos mais velhos fez
isso. Sobre as perdas, cerca de 75% dessas criangas fez uma aposta justa,
quando a probabilidade de perda foi de 0,1, em compara¢do com 53% dos
adultos. (HARBAUGH, KRAUSE, VESTERLUND, 2002, p. 72).

Para os pesquisadores, os resultados mostraram que a funcdo da probabilidade muda
com a idade. Especificamente, as decisdes infantis sdo consistentes com o uso de grandes pesos
de probabilidade subjetivall, que envolve riscos de 10%, por exemplo, e estes pesos diminuem
com a idade. Harbaugh et al (2002) argumentam que a explicacdo mais razoavel para esse
resultado € que a experiéncia acumulada pelos adultos, na avaliacdo de riscos e tomada de
decisdes, suportam consequéncias dessas decisdes que 0s acompanham com o passar do tempo
e, portanto, de alguma forma movem preferéncias de risco das pessoas, no sentido da
ponderacdo da probabilidade objetival? que pode considerar investir em riscos em torno de
30%. Apesar deste resultado, os autores alertam que a ponderacdo subjetiva ndo deve
desaparecer completamente com a experiéncia, uma vez que um numero substancial de

participantes mais velhos exibiu evidéncias robustas de ponderacao subjetiva.

Betsch e Lang (2013) realizaram um estudo cujo objetivo foi comparar as escolhas
arriscadas de criangas de 6 anos (n=89) e de 9 anos (n=75) e de adultos de 23 anos (n=81), em
situagdes que se exigia considerar dados probabilisticos e informagdes irrelevantes ao contexto,
ou seja, as pesquisadoras buscaram investigar até que ponto a influéncia destes elementos
(dados probabilisticos e informacoes irrelevantes) se alteravam com a idade, em escolhas que

envolviam andlise de risco.

1 Nesta obra, os autores se basearam-se em Prelec (1998) que considera pesos subjetivos situados nas escolhas
gue envolveram perda de 0,1 ou ganho de 0,8.

A probabilidade subjetiva, baseada em Bayes, considera graus de crenca. E uma probabilidade a priori determinada
a partir da observancia de uma consequéncia a posteriori (COUTINHO, 2007).

12 para Prelec (1998) se relaciona as escolhas que envolveram riscos em torno de 0,33.

A probabilidade objetiva é entendida como uma probabilidade a priori, ou seja, como a probabilidade cléssica ou
tedrica.
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As criangas foi apresentado um tabuleiro que envolvia um jogo de Caga ao tesouro
(Figura 10). Neste jogo, as criancas escolhiam um animal de sua preferéncia entre oito
disponiveis (o animal escolhido teria um nome dado pela crianca) para ajuda-las com as dicas
para encontrar o tesouro. O examinador escolhia um outro animal que ndo teria um nome
especifico. O animal da crianca ficava na parte superior e, para este os acertos eram de 50%. Ja
o animal do examinador ficava na parte inferior e acertaria 83% das dicas. Foi informado as
criancas que os animais dariam dicas que poderiam ser corretas, ou ndo, sobre a existéncia do
tesouro. Se as criancas aceitassem a dica, abrissem a porta da casa e encontrassem um bal do
tesouro, elas pintariam uma bolinha representando um ponto (& esquerda). Caso ndo tivesse 0
bad e, sim, uma aranha, elas ndo ganhariam ponto. Antes do jogo, as criangas tiveram uma
sessdo de ensino, que apontava para a probabilidade de acerto de 50% do animal escolhido por
elas (3 acertos em 6) e 83% de acerto pelo animal escolhido pelo examinador (5 em 6). A
questdo investigada era: As criangas seriam influenciadas pelo animal que mais gostam
(informagdo irrelevante) em detrimento dos dados probabilisticos?

Figura 10: Jogo Caca ao Tesouro
1. learning session
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Fonte: Betsch e Lang (2013)

O mesmo procedimento foi realizado com os adultos, com uma diferenca apenas: eles
foram comunicados que seriam o grupo controle de uma pesquisa que envolveu criangas. Por
esta razdo, o contexto era infantil e iria permanecer igual para o estabelecimento de
comparagdes. Assim como ocorreu com as criangas, os dados foram codificados apds as sessdes
experimentais, analisando as fitas de video. Para cada tentativa, nimero e sequéncia de janelas
abertas, sua posicao e seu contetdo foram registrados para medir a busca de informac6es. Além
disso, para cada tentativa, registrou-se a escolha (Casa A ou B) e seu resultado (tesouro ou

aranha).
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Para estas pesquisadoras, um tomador de decisdo deve ser sensivel as diferencas nas
probabilidades dos resultados e deve ser capaz de usar e priorizar probabilidades de resultados
como pesos durante a busca e escolha de informac6es para a tomada de decisdo. Assim, por
meio de uma série de ensaios, avaliou-se se e em que medida a informacdo probabilistica é
usada como critério de decisdo quando outras informacdes irrelevantes também estdo presentes.
Dessa forma, o estudo consistiu em explorar as tendéncias das criangas e adultos para priorizar
a informacdo probabilistica na tomada de decisdo em detrimento de informacdes irrelevantes

que estejam envolvidas na situacao.

Segundo os autores, uma variedade de operac¢des cognitivas é necessaria para executar

uma regra de decisdo. Entre elas, o individuo deve:
e Procurar informac@es probabilisticas no ambiente ou na memoria;

e Priorizar esta informagdo como um peso de decisdo (por exemplo, através da inibicao

de outras informag6es na memadria de trabalho);
e Realizar operagOes de ponderacao;
e Determinar e escolher a op¢do com a maior soma dos valores ponderados.

Os participantes completaram 18 testes de escolha em uma ordem fixa. Eles tiveram a
tarefa de concluir varias decisfes que sempre envolveram duas opcdes que diferiam em termos
de probabilidade (p = 0,50 vs. p = 0,83).

Com o estudo, observou-se grandes diferencas de resultados com a idade em todas as
medidas dependentes: precisdo da escolha, utilizacdo de informacdes probabilisticas (validades
de sugestdes), busca de informagdes e utilizacao de feedback. Criancas de 6 anos (pré-escolares)
tendiam a ter atracdo sistematica pelas informacgoes irrelevantes que eram determinantes para
suas escolhas. A precisdo da escolha e a utilizacdo de informagdes probabilisticas aumentaram
com a idade. Na auséncia de informacéo atraente (sugerida pelo animal de sua escolha), todos
os adultos seguiram a pista de alta validade na maioria de suas escolhas, enquanto apenas uma
minoria das criancas de 6 anos o fez. Em comparagdo com as criangas de 6 anos, a tendéncia
de usar probabilidades como pesos de decisdo foi substancialmente mais forte em alunos de 9
anos. Ainda assim, uma proporcao consideravel dessas criancas de 9 anos de idade ndo usou as
probabilidades como pesos, mesmo quando ndo havia informacdes de atracdo. A busca de

informagdes também diferiu entre os grupos etarios. Concluiu-se que as criangas mais novas
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tendem a pesquisar informagdes de uma maneira baseada na sugestdo, enquanto os adultos

tendem a empregar uma estratégia de busca baseada em opcdes.

Assim, para as pesquisadoras, as criangcas com mais de 6 anos ja sao capazes de aplicar
procedimentos de ponderacao antes de tomar suas decisdes. Especificamente, eles podem pesar
os valores associados com opgdes por outros estimulos. Essa capacidade é fundamental, mas
n&o suficiente para alcancar a competéncia da decisdo (BETSCH e LANG, 2013). Compreender
a importancia especial da informacéo probabilistica e prioriza-la como peso de decisao parece
se desenvolver mais tarde e ndo esta totalmente desenvolvido por volta dos 9 anos de idade,

afirmam os autores.

Betsch, Lang, Lehmann, Axmann, (2014) realizaram uma pesquisa com 215 sujeitos em
uma primeira etapa e 217 na segunda, dos quais, criancas de 6 e 10 anos incompletos e adultos
de 21 anos de idade. No Experimento 1 foi aplicada uma atividade envolvendo um painel de
informagdes, cujos dados deveriam ser lembrados para a tomada de decisdo posterior. O
Experimento 2 considerou uma atividade em que todas as informacdes eram visiveis durante a
tomada de decisdo. Os painéis de informacdes apresentavam trés pistas probabilisticas com
validades: 0,83; 0,67; 0,50 (chances de acertos).

Para estes pesquisadores, na andlise de uma situagdo que envolve escolhas e riscos, 0s
valores de resultados devem ser ponderados pelas suas probabilidades de ocorréncia, assim se
0S riscos sdo maiores, a premiacdo deve ser maior para valer o risco. Os pesos da probabilidade
impdem algumas exigéncias sobre as habilidades cognitivas do tomador de decisdo. A
representacdo exige que a informacéo probabilistica disponivel seja efetivamente codificada e
formada em representacOes subjetivamente significativas na mente. A codificacdo nédo é
possivel sem um correspondente sistema de codificacdo (ou seja, um conceito de probabilidade)
ativada na memoria. Assim, é possivel que a aprendizagem baseada na experiéncia estabeleca
uma compreensdo implicita do risco ou que a informacao probabilistica seja transmitida em um

formato que mapeie sistemas de codificagio basicos necessarios as analises de risco.

Os resultados da pesquisa mostraram que uma parcela consideravel de criangas com
idade aproximada de 10 anos é capaz de usar as probabilidades como pesos de decisdo em um
ambiente de deciséo bastante complexo, enquanto que criancgas de seis anos ndo conseguem
fazé-lo. Os pesquisadores observaram que o formato de apresentacdo aberta, promove ainda
mais a utilizacédo de probabilidades em alunos com 10 anos de idade. Como nos adultos, também
aumenta sua suscetibilidade a outras informagdes para influenciar adicionalmente suas

decisdes, mesmo quando sao irrelevantes. Em conjunto, essas descobertas demonstram que as
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capacidades de ponderagéo e integracdo séo altamente desenvolvidas em criangas de 10 anos.
Com relagdo as criancas de 6 anos, o comportamento de deciséo sistematica é escasso. Suas
decisbes também refletem diferentes fontes de informacdo, mas de maneira substancialmente
menos sistematica. A forte diferenca de desempenho entre criancas de seis e dez anos sugere

que a competéncia de deciséo se desenvolve significativamente durante a idade escolar precoce.

Fontanari, Gonzalez, Vallortigara e Girotto (2014) investigaram acerca do senso de
chance (probabilidade) entre dois grupos indigenas maias. Estes pesquisadores buscavam
resposta para a indagacdo: Existe um senso de chance compartilhado por todos os individuos,

independentemente da escolaridade ou da cultura?

A pesquisa contou com 188 participantes indigenas maias da Guatemala divididos em
trés grupos: adultos monolingues, adultos bilingues e criangcas maias escolarizadas (7 a 9 anos).
Foi usado também um grupo controle formado por criancgas e adultos italianos. A investigacao
envolveu trés estudos: uma avaliagdo prévia e posterior (Estudo 1); um levantamento
envolvendo raciocinio sobre as proporcdes (Estudo 2) e atividades envolvendo possibilidades

e a combinatéria (Estudo 3).

As principais conclusdes a que os pesquisadores chegaram é que a capacidade de fazer
avaliacdes probabilisticas corretas emerge independentemente da cultura ou instrugéo, por esta
razdo, adultos que ndo foram expostos a qualquer tipo de educacdo formal foram capazes de
fazer previsdes adequadas. A performance dos adultos ndo escolarizados, na maioria dos casos,
foi indistinguivel daqueles das criancas escolares maias e dos controles ocidentais. Os
pesquisadores enfatizam que o que se avaliou no estudo foi a capacidade dos sujeitos de
expressarem suas compreensdes intuitivas acerca de eventos incertos e que as atividades ndo
exigiam julgamento numérico. As tarefas utilizadas tinham uma natureza elementar, pois foram
projetadas para revelar a existéncia de um senso de acaso, ndo seus limites e aprofundamentos.
Bennett (2003) afirma que “algumas ideias intuitivas a respeito da probabilidade parecem, sim,
preceder as ideias formais, e, se corretas, sao um auxilio ao aprendizado” (BENNETT, 2003, p.
8). Neste ponto, concorda-se mais com Fischbein (1984) que defende que as intui¢des, embora

ndo sejam coerentes do ponto de vista formal, servem de base para novas aprendizagens.

Por fim, Fontanari et al (2014) concluiram que juntamente com a aritmética bésica e a
geometria, a mente humana possui um conhecimento probabilistico basico, intuitivo que
independe de cultura e escolarizacdo. Assim, concorda-se com o estudo dos pesquisadores que
aponta para a presenca de nogdes intuitivas que emergem nas pessoas, independente da
escolaridade e da cultura das pessoas, bem como independe da idade. Em contrapartida,
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acredita-se que a compreensdo da probabilidade como um conjunto de demandas cognitivas
que precisam ser desenvolvidas, ndo acontece espontaneamente, carece da interferéncia de

intervencdo por meio do ensino. E este é um pilar da pesquisa que aqui se desenrola.

Constata-se que em trés dos estudos apresentados (HARBAUGH et al 2002; BETSCH
E LANG, 2013; BETSCH et al , 2014;) foram observadas diferencas nos desempenhos de
adultos e de criancas e gradacao nos resultados em funcgéo das idades. J& o estudo de Fontanari,
Gonzalez, Vallortigara e Girotto (2014) mostrou aproximacao entre os resultados de adultos e
criancas, escolarizados ou ndo. A presente pesquisa tem como um dos seus objetivos verificar
se ha, ou ndo, diferencas de desempenhos entre criancas e adultos — no que diz respeito a
exigéncias cognitivas relativas a probabilidade.

4.4. ESTUDOS QUE ENVOLVEM A COMPREENSAO DE JUSTICA EM JOGOS

Apesar da relevancia e da relacdo historica entre justica e jogos de azar, nenhuma
pesquisa brasileira ou portuguesa, realizada nos Gltimos 10 anos, foi encontrada com foco na
ideia de justica em jogos. Em estudos internacionais também se observou escassez de pesquisa
na ultima década com esse foco, razdo pela qual, optou-se por ampliar o periodo de busca. Em
anos anteriores, destacam-se os estudos de Vidakovic, Berenson e Brandsma (1998) e de
Cariizares, Batanero, Serrano e Ortiz (2003), assim como as pesquisas realizadas a partir dos
estudos de Pratt (2000) por pesquisadores do mesmo grupo, como Paparistodemou, Noss e Pratt
(2002, 2008). Evidencia-se, ainda, o estudo de Ortiz, Batanero e Contreras (2012) que tratou de

jogo equitativo na Otica de professores (Quadro 4) .

Quadro 4: Pesquisas que tratam de justica em jogos com foco probabilisticos

Ano Pesquisadores Publico/Participantes Foco
1998 Vidakovic, Berenson Estudantes da 82 série IntuicGes proba_blllstlcas sobre jogos
e Brandsma justos
2003 Canizares, Batar}ero, Criancas de 10e 14 Concepcdes de jogo justo
Serrano e Ortiz anos
Paparistodemou, Criangas com 6 anos e Equalizacédo de chances num jogo
2002 ) .
Noss e Pratt meio e 8 anos eletrbnico
2008 Paparistodemou, Criancas de 5 a 8 anos Adaptacdo em um jogo eletrdnico para
Noss e Pratt torna-lo justo
. Professores da escola
Ortiz, Batanero e A - . .
2012 primérias (anos Anadlise de jogo justo (protocolos)
Contreras S
iniciais)
Guerrero de — . . x
2017 Trevifios, Ortiz e E_studgn,te_s Avaliagdo _de Jjogos justos,e ad(_equa(;ao
Contreras universitarios de premiagdo para torna-los justos

Fonte: Dados da pesquisa (2021)
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A discussdo sobre os estudos concernentes a justica em jogos aparece em ordem
crescente do ano de publicagcdo, em conformidade com o Quadro 4.

Um importante estudo que versa sobre justica em jogos, especificamente sobre crencas
acerca da justica no lancamento de dados, de autoria de Watson e Moritz (2003) encontra-se no
capitulo referente a fundamentacdo, em razao de servir de aporte mais aprofundado das anélises

de nosso estudo.

Vidakovic et al (1998) realizaram um estudo com alunos da 82 série acerca de intuicdes
sobre conceitos probabilisticos a partir da compreenséo de jogos justos. Foram utilizados jogos
envolvendo dados, que trataram do acaso e do espaco amostral. As autoras defendiam que a
comunicacgéo presente durante o jogo oferece aos alunos uma oportunidade de dar sentido aos
conceitos matematicos e esclarecer seu pensamento quando eles discutem possiveis estratégias.
Além disso, defendem os autores, 0 jogo € um contexto neutro em que a justica pode ser

examinada.

Como resultados gerais, Vidakovic et al (1998) concluiram que os alunos parecem ter
uma variedade de ideias sobre o acaso, a maioria delas vinda de suas vidas cotidianas e
relacionadas a justica dos jogos. Alguns alunos consideraram justo para ambos 0s jogadores,
no langcamento de um dado, um jogador ganhar se sair 1, 2 ou 3 e 0 outro, se sair 4, 5 ou 6. As
autoras relatam que no desenvolvimento de ideias probabilisticas, por meio de jogos e
simulacdes, as conclusdes dos estudantes sdo geralmente tiradas de um numero limitado de
observacBes que ocorrem durante a experiéncia no jogo. Havia alunos que achavam que 0s
nimeros do dado em sequéncia ndo seriam justos, propondo alternancia para parecer mais
‘misturado’, como 1, 4 ¢ 6, por exemplo. A exploracdo do espago amostral, se deu ao refletir
sobre a justica no langcamento de dois dados, quando o jogador A ganharia se saisse soma 2, 3,

4,10,11 0u 12 e 0 jogador B, se saisse 5,6, 7,8 ou 9.

Um estudo realizado por Pratt (2000) que ndo versava especificamente sobre justica em
jogos, e sim, sobre a compreensao de aleatoriedade por criangas, foi o alicerce que culminou
em estudos especificos posteriores sobre esta relacdo: justica e jogos. Neste estudo, Pratt (2000)
utilizou um micromundo em um jogo de computador no qual os sujeitos visualizavam como o
comportamento de objetos funcionavam (roletas, dados, moedas), com a intencionalidade de
verificar conhecimentos acerca da aleatoriedade por criancas com idade entre 10 e 11 anos.
Como resultado, o pesquisador verificou que os participantes relacionaram a aleatoriedade a
quatro caracteristicas: a auséncia de estabilidade (os resultados ndo eram estaveis) a

irregularidade (ndo se visualizava uma regra nos resultados), a imprevisibilidade (os resultados



62

eram imprevisiveis) e a justica (a incerteza dos resultados e as chances de ganhar tornavam o
Jogo justo aos participantes). Os resultados desta pesquisa apontarem para a relagdo entre
aleatoriedade e justica por parte das criancas. Em fungdo disso, novos estudos, como 0s

descritos a seguir, foram realizados.

Dando continuidade aos estudos iniciais de Pratt (2000), Paparistodemou, Noss e Pratt
(2002) realizaram uma nova pesquisa, agora com 22 criancas de 6 anos e meio a 8 anos,
analisando como elas poderiam organizar bolinhas de um jogo eletrénico (micromundo), de
forma tal que a organizacdo do espaco amostral (bolas de duas cores diferentes destinadas a
duas equipes) pudesse equalizar as chances de vencer das equipes, ou seja, de tornar o jogo
justo. Assim, na atividade havia uma relagdo com o espago amostral, considerando formas de
organiza-lo e também com a aleatoriedade, uma vez gue no jogo existe uma destacada bola
(branca) que salta no espago do micromundo, colidindo de forma aleatéria com as demais
bolinhas pertencentes as equipes. Neste jogo, as criangas poderiam controlar o nimero, o
tamanho e a posi¢édo das bolas das equipes, mas néo teriam influéncia sobre a bola branca que
quicava aleatoriamente. A ideia era que as criangas construissem um ‘espago amostral justo’.

Os pesquisadores descreveram quatro categorias de estratégias utilizadas pelas criancas:

1- Movimento casual — refere-se a consciéncia da falta de padrdo ou falta de controle
sobre 0 movimento da bola branca que quica de forma aleatoria, associando tais
movimentos a aleatoriedade. A concluséo das criangas evoca intuicdes iniciais que
poderiam apontar para construcdo de um significado convencional do que seria

aleatorio.

2- Movimento complexo — para alguns participantes a complexidade dos movimentos
tornaria justa a situacdo. Entdo, houve casos em que a velocidade das bolas

vermelhas e azuis foram alteradas e a pontuacao (regra) também foi modificada.

3- Simetria no posicionamento — A maioria das criancas tentou realizar um jogo justo
organizando as bolas simetricamente (Figura 11). As crian¢as ndo se importavam
tanto com o local onde cada bola era colocada, mas estavam especialmente
preocupados com o posicionamento de cada equipe (bolas). Assim, 0 que importava
era a igualdade das equipes, e ndo precisamente a quantidade de bolas envolvida na
situacdo. Dessa forma, parecia que se equacionava igualdade com justica e,

presumivelmente, justica com uma forma de aleatoriedade.
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Figura 11: Modelos de organizagdo do espaco amostral por simetria num jogo de micromundo por
criancas

i_i .:::.

Fonte: Paparistodemou et al (2002)

4- lgualdade no tamanho das bolas — para as criangas, tornar o jogo justo implicava em
ter as bolas do mesmo tamanho (Figura 12), mesmo que a bola branca (que quicava
aleatoriamente) fosse maior ou menor gque as demais. Assim, para elas, haveria uma
conexdo entre a representacédo espacial do espago amostral (conjunto de bolas) e o
resultado do jogo justo ap6s varias jogadas (longo prazo).

Figura 12: Modelo de organizagéo do espaco amostral (com igualdade de tamanho) num jogo de
micromundo, por criangas

Fonte: Paparistodemou et al (2002)

Caniizares et al (2003), analisaram concepcdes de alunos de 10 anos (n= 320) e de 14
anos (n=147) de idade sobre jogos justos e foram realizadas entrevistas com uma subamostra
destes alunos. Os estudos concluiram que os alunos acreditavam que jogo justo € sindbnimo de
resultados equiprovaveis, portanto, a dificuldade para a maioria dos alunos néo era julgar se o
jogo era justo ou ndo, mas sim, determinar se era ou nao equiprovavel. Assim, o estudo apontou
concepcdes das criangas ao considerar um jogo justo somente quando vocé joga com 0 mesmo
resultado, ou a ideia de justica como uma chance igual para ambos os jogadores, com a
necessidade de modificar o prémio se ambos o0s jogadores tém diferentes probabilidades de

ganhar.

A maioria das criangas achou mais facil determinar se dois eventos compostos séo
equiprovaveis em contextos que envolvem cartas e dados do que em contextos de urna, porque
eles s6 precisam comparar casos favoraveis. Por exemplo, para comparar se sai mais cartas com
letras ou cartas com namero no baralho, basta comparar os casos favoraveis referentes ao evento

‘cartas com numero’ (total de 36) com ‘cartas com letras (total de 16), ndo sendo necessario
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calcular as probabilidades porque o espaco amostral € 0 mesmo. No contexto com urnas, a
comparacdo exige quantificacdo de probabilidades e raciocinio proporcional (comparar a
retirada de uma bola azul, considerando: numa urna ha 2 bolas azuis e 4 vermelhas, em outra

urna tem 3 azuis e 8 vermelhas, por exemplo)
Para Paparistodemou, Noss e Pratt (2008)

“a justica parece ser um fator importante centralmente na maneira como as
criancas se envolvem em interagOes sociais, particularmente quando jogam
jogos. Quando, por exemplo, um jogo infantil consiste em duas equipes, a
justica é alcancada quando as duas equipes tém a mesma oportunidade de
ganhar pontos.”(PAPARISTODEMOU et al ,2008, p. 124)

O interesse de Paparistodemou et al (2008) pela justica decorre da conexao entre justica
e estocastica, que € a area da Matematica que se ocupa de resultados incertos, em relacédo a
eventos futuros. Assim, como nos estudos citados anteriormente pela equipe de pesquisadores,
um jogo de computador (denominado Maquina de Loteria, como se pode observar na Figura 13
foi projetado para que as criancas tivessem a oportunidade de manipulé-lo, alterando, inclusive

algumas regras para se obter um jogo justo.

Figura 13: Jogo Micromundo: Maquina de Loteria
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Fonte: Paparistodemou et al (2008)

A méaquina da loteria era basicamente o retdngulo amarelo que aparece na Figura 13 em
que as criangas iam projetar um jogo justo que contava com bolas azuis e vermelhas estaticas
que se moviam apenas quando tocadas por uma bolinha branca que se movia aleatoriamente.
No jogo, cada toque da bolinha branca numa bola azul movia o ‘menino espacial’ (triangulo
laranja) para baixo onde estava uma mina azul ou para cima, onde se encontrava uma mina

vermelha. Se a bolinha branca (que quicava aleatoriamente e sem controle dos estudantes)
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tocasse mais nas bolas azuis, 0 “‘menino espacial’ se aproximaria da mina azul e ‘explodiria’. O
mesmo aconteceria com os toques excessivos nas bolas vermelhas que conduziriam o ‘menino
espacial’ para a mina vermelha. O ponto de equilibrio (o jogo justo), seria manter o ‘menino
espacial’ sempre no centro e para tal, o conjunto de bolas azuis e vermelhas teriam que ser

‘tocadas’ pela bolinha branca, um mesmo nimero de vezes.

Os resultados desse estudo, que contou com a participagédo de 23 criancas de 5 a 8 anos
de idade, mostraram que assim como no estudo anterior (Paparistodemou et al 2002) as criancas
se utilizaram da simetria para organizar as equipes de bolas azuis e vermelhas para compor um
jogo justo (Figura 14).

Os pesquisadores observaram que

“As criangas construiram cuidadosamente equipes que eram consideradas
iguais, e consideramos isso também como um exemplo de justica aparente. As
criangas tentavam arrumar as bolas simetricamente, em vez de a esmo, a fim
de obter justiga aparente.” (PAPARISTODEMOU et al , 2008, p. 107).

Figura 14: Organizacao simétrica para jogo justo feito por criangas
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Fonte: Paparistodemou et al (2008)

No entanto, foi observado que esta organizagdo simétrica estava relacionada a
possibilidade da bolinha branca tocar alternadamente numa bola azul e depois numa bola
vermelha. A ideia € que houvesse um revezamento de ‘toques’ e isto, foi considerado pelos

pesquisadores como um elemento que promovia a justica no jogo.

Outra forma de garantir a justica era tornar o jogo ‘incontroldvel’, de forma tal que a
justica se evidenciaria, uma vez que o controle sobre o jogo ndo poderia ser influenciado pelas
acOes intencionais de qualquer jogador. Assim, com esta nova regra, 0 jogador ndo poderia
‘operar’ as bolas para se beneficiar do resultado. Para tal, as criangas apostaram numa
configura¢do ‘misturada’ e complexa de bolas vermelhas e azuis, de forma assimétrica, como

se pode observar na Figura 15.
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Figura 15: Representacao de jogo justo: figura assimétrica
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Fonte: Paparistodemou et al . (2008)

Em contrapartida, quando foram desafiados a tornar o jogo injusto, criangas tornavam
uma figura simétrica em algo assimétrico (Figuras 16 e 17), corrompendo a maquina da loteria

anteriormente simétrica e ‘justa’.

Figura 16: Evolucdo de uma crianga da representacao justa para injusta
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Fonte: Paparistodemou et al . (2008)

Figura 17: RepresentacGes para jogo injusto
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Fonte: Paparistodemou et al (2008)

Por fim, os pesquisadores apontaram que 0 jogo promoveu a aprendizagem e
possibilitou as criancas outra forma de pensar a organizacdo espacial das bolas para obter um
jogo justo. Inicialmente, o foco era centralizado na organizagdo simétrica e, posteriormente foi
evoluindo para uma representagdo ‘mista’, misturada, complexa, como seria, de fato num jogo

de ”Bingo”, por exemplo, com as bolas ‘misturadas’.

Como mencionado anteriormente, ndo foram localizados muitos estudos que
contemplassem pesquisas envolvendo a ideia de justica em jogos, nos Ultimos anos. De uma
forma geral, nos estudos aqui descritos, a nogdo de justica das criangas estd muito ligada a ideia

de aleatorio, imprevisivel, incerto e de chances iguais aos jogadores para obterem sucesso em
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suas jogadas. Para tornar as chances iguais para as duas equipes as criancas se utilizaram,
especialmente de simetria (Paparistodemou et al , 2002, Paparistodemou et al , 2008). Estas
caracteristicas de jogo justo sdo essencialmente, a alma da probabilidade: a aleatoriedade, a
imprevisibilidades e a equiprobabilidade (igual probabilidade para os participantes ganharem

em suas apostas).

Um estudo que tratou de jogo equitativo, destinado a futuros professores foi realizado
por Ortiz, Batanero e Contreras (2012). A pesquisa contou com 167 futuros professores da
escola primaria da Espanha, e teve como objetivo avaliar o conhecimento comum e

especializado do contetdo, além do conhecimento do contetdo e dos estudantes.

Os autores ressaltam que para avaliar se um jogo € justo ou ndo, 0 primeiro passo é
comparar as probabilidades de ganhar dos diferentes jogadores. Para analisar as estratégias
utilizadas pelos professores no estabelecimento dessas comparacfes, 0S pesquisadores
utilizaram a classificacdo propostas por Piaget e Inhelder para os estagios de desenvolvimento
no que concerne a probabilidade. Em alguns casos, alertam os estudiosos, os futuros professores
ndo alcancaram o nivel de estagio adequado a sujeitos adultos. Em conformidade com Piaget e
Inhelder, a estratégia mais adequada para adultos (estagio de operacdes formais) seria uma
estratégia multiplicativa que estabelece a comparacdo entre os quocientes que envolvem 0s
casos favoraveis e 0s casos possiveis das probabilidades.

Os pesquisadores propuseram dois itens e solicitaram que os participantes:
a. Resolvessem o problema;
b. Indicassem o contetido matematico que os alunos teriam que saber para dar a resposta correta;
c. Assinalassem quais respostas dos alunos estavam incorretas;
d. Para cada uma das respostas incorretas, apontassem possiveis intuicdes ou estratégias
equivocadas que levaram os estudantes a resposta incorreta;

Quadro 5: SituacGes probabilisticas propostas para analise de professores espanhdis

Item 1: Eduardo tem em sua caixa 10 bolas brancas e 20 bolas pretas. Luiz tem 30 bolas
brancas e 60 pretas. Ganha um euro quem conseguir pegar a bola branca. Eduardo
afirma que o jogo ndo é justo porque a caixa de Luiz tem mais bolas brancas que a sua.

Qual sua opinido sobre isto?

Item 2: Maria e Esteban jogam dados. Maria ganha um euro se sair 2, 3, 4, 5 ou 6.
Esteban ganha um euro se sair 1. Quanto deve ganhar Esteban para que o jogo seja

Justo?

Fonte: Ortiz et al (2012)
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Como resultados, os pesquisadores observaram que pouco mais de 70% dos professores
consideraram o Item 1 equitativo. No entanto, 14,4% apontaram estratégias que indicam
estarem no estagio pré-operatério de Piaget e Inhelder, com justificativas, como: “a
probabilidade de ganhar Luiz é maior que de Eduardo, pois tem mais bolas brancas” ou “Luiz

tem menos probabilidade de ganhar, j& que tem mais bolas negras”.

No Item 2, 77% dos pesquisados obtiveram éxito, dos quais, pouco mais de 69% usaram
como justificativa a comparacdo de probabilidades, em resposta assinalada nas opgdes que
indicava: “Esteban deve ganhar 5 euros porque sua probabilidade de ganhar ¢ 5 vezes menor
que a de Maria“. Vale salientar, que das respostas corretas, 22% nao souberam calcular o valor

do prémio para que o0 jogo fosse justo.

Por fim, Ortiz et al (2012) orientam que é importante reforcar a formacé&o de professores
futuros tanto no seu conhecimento especializado do conteddo matematico, como o
conhecimento do contetdo e dos estudantes no campo da probabilidade, pois estes aspectos se
mostraram mais fragilizados na pesquisa. E sugerem metodologias envolvendo situacfes
experimentais e contextualizadas de jogos justos e ndo justos para que se possa pensar em

formas de alterar o prémio ou as condi¢des do jogo para torna-lo justo.

Um estudo mais recente dos pesquisadores Guerrero de Trevifios, Ortiz e Contreras
(2017) objetivou avaliar os conhecimentos de estudantes (bacharelado de Ciéncias Sociais e de
Ciéncias e Tecnologia) sobre esperanca matematica no contexto de jogos justos. A pesquisa
contou com 63 estudantes universitarios que tiveram que responder a dois problemas que se

segue.

e Problema 1 - Ana e Maria brincam jogando duas moedas para o alto e observam o

resultado.

a) Ana ganha € 1 se uma ou duas caras aparecerem e Maria ganha € 1 se nenhuma

cara aparecer. Se vocé jogasse, preferiria ser Ana ou Maria? Por qué?

b) Um jogo é justo quando néo favorece nenhum participante, ou seja, ninguém tem

mais vantagem do que o outro. Quanto Maria deve ganhar para o jogo ser justa?

e Problema 2 - Miguel e Luis jogam um jogo com um dado comum (como vocé conhece

cada dado é numerado de 1 a 6).
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a) Miguel ganha um euro se o0 numero obtido for 1, 2, 3 ou 4. Se 0 nimero for 5 ou 6,

0 Luis ganha trés euros. Algum dos meninos tem vantagem no jogo? Por qué?
b) Quanto vocé acha que cada menino ganhara se jogar 60 vezes?

Os resultados apontaram para um acerto de 72% na letra a do Problema 1, que exigia o
calculo de probabilidade de um evento composto. Os erros nesse item tiveram relagcdo com o
viés da equiprobabilidade, ou seja, a crenga de que 0s eventos sdo equiprovaveis e o calculo
equivocado de probabilidade. Ja em relacdo a letra b do Problema 1, um pouco mais de 13%
dos estudantes apontaram corretamente que Maria deveria receber € 3. Os tipos de erros
advindos da resposta a esse item se relacionaram com: viés da equiprobabilidade, o fato de ndo
conseguirem calcular o valor do prémio para tornar justo o jogo (erro mais frequente), ndo julgar

necessario alteracao no valor do prémio.

No Problema 2, os estudantes ndo obtiveram bons resultados no item a (apenas 16% de
acertos totais), com erros que também se assemelharam, em parte, a natureza dos equivocos
apresentados no Problema 1. Em relagdo ao item b do Problema 2, quase 38% dos participantes
acertaram integralmente a questdo. Os equivocos tiveram relacdo com o viés da

equiprobabilidade e a ndo consideracdo do lucro no calculo do valor esperado.

Nessa pesquisa, observou-se que os estudantes associaram jogo injusto a probabilidade
maior de vitoria de um dos jogadores, e, consequentemente, jogo justo a chances iguais. Os
alunos nédo apresentaram grandes dificuldades para quantificar probabilidades, mas, em sua
maioria, se equivocaram ou nao conseguiram analisar e calcular premiacdo para tornar justo um
jogo cujas probabilidades de vitdria sdo diferentes para os jogadores. Os autores ressaltam que
esse tipo de situacéo que envolve proporcionalidade inversa se configura numa séria dificuldade
para os estudantes, que afetam ndo somente conceitos probabilisticos e que deve ser um ponto

chave para se consolidar ao logo da caminhada escolar dos estudantes.

As pesquisas apontadas aqui, envolvem diversas vertentes da Probabilidade e
apresentam tanto similitudes quanto diferencas em relacdo aos estudos que fazem parte da
presente pesquisa. Alguns estudos tratam de demandas cognitivas, outras usam jogos, outras
fazem estudos comparativos de criangas e adultos e ainda ha os estudos que focam na justica
em jogos. No entanto, nenhuma pesquisa foi encontrada que considerasse as demandas
cognitivas, quais sejam, aleatoriedade, espaco amostral e comparacao de probabilidades, como
pano de fundo para verificar a influéncia na avaliacdo de jogos justou ou ndo. Assim, considera-

se 0 ineditismo da atual pesquisa, ainda mais por contemplar publicos bem distintos em trés
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estudos que se interconectam: i) criangas e adultos com mesma escolaridade; ii) criangas
brasileiras e portuguesas do 5° ano do Ensino Fundamental; e iii) professores brasileiros e

portugueses dos anos iniciais.

Julga-se, portanto, importante e necessaria a atual pesquisa, em funcéo da relevancia do
tema e da importancia de se ampliar compreensdes acerca dos pensamentos probabilisticos dos
diversos grupos de sujeitos arrolados nos estudos. Assim, acredita-se que os estudos desta
pesquisa se fazem mister, especialmente pela expectacdo de contribuicdo tedrica por meio de
dados e informacdes que auxilie no redimensionamento de acdes que promovam e ampliem as

aprendizagens probabilisticas, no &mbito escolar.

A seguir, serdo detalhados as bases e aportes tedricos que deram sustentacdo aos

diversos estudos da presente pesquisa.
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5. REFERENCIAL TEORICO

“A teoria de aleatoriedade é fundamentalmente
uma codifica¢do do bom senso.
Leonard Mlodinow

Para apoiar os procedimentos metodoldgicos dos estudos e as andlises da presente

pesquisa, foram considerados os seguintes aportes tedricos de base e suas ramificagdes: i) as

demandas cognitivas da probabilidade defendidas por Bryant e Nunes (2012) e as

aproximacdes com outros olhares da probabilidade como os significados e visbes da

probabilidade propostos por Batanero Henry e Parzysz (2005) e Batanero e Diaz (2007) e o

letramento probabilistico defendido por Gal (2005); ii) os construtos do pensamento

probabilistico propostos por Jones et al (1997) e Jones (2006); iii) a relacdo entre justica e

jogos, especialmente por meio dos estudos de Watson e Moritz (2003) em relacdo aos niveis de

crenca sobre justica e das pesquisas de Cafiizares et al (2003) referente a concep¢ao de jogos

justos.

A fundamentacdo tedrica desta pesquisa foi organizada a partir de quatro se¢des assim

identificadas:

As demandas cognitivas da probabilidade — cujo foco repousa essencialmente

nas demandas cognitivas defendidas por Bryant e Nunes (2012);

Os significados da probabilidade e o letramento probabilistico- exploracéo das
visdes da probabilidade baseadas em Batanero et al (2005) e Batanero e Diaz
(2007) e do letramento probabilistico proposto por Gal (2005);

Raciocinio e pensamento probabilistico — centralidade no raciocinio
probabilistico proposto por Borovicnik (2016) e, especialmente nos construtos

do pensamento probabilistico de Jones et al (1997) e Jones (2006);

Jogos, justica e probabilidade — tomando como aporte central os niveis de
crenca de jogos justos de Watson e Moritz (2003) e as concepcOes de jogos

justos na Otica de Cafiizares et al (2003).
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5.1. DEMANDAS COGNITIVAS DA PROBABILIDADE

Apesar do interesse e crescente nimero de pesquisas referentes ao ensino e a
aprendizagem da Probabilidade, ha ainda diversos aspectos que ainda carecem de investigacao.
O conhecimento da Probabilidade exige um espectro grande de conceitos que estdo intimamente
ligados & sua compreensdo e por vezes, as pesquisas exploram mais um conceito probabilistico

em detrimento de outros.

Bryant e Nunes (2012) defendem que a probabilidade € um conceito muito complexo que

demanda o entendimento de quatro exigéncias cognitivas que sao:

e Compreensdo da aleatoriedade — compreender a natureza, as consequéncias e 0 uso da

aleatoriedade em nossas vidas;

e Formacédo e categorizacdo do espaco amostral — passo essencial para qualquer
problema de probabilidade que reside em reconhecer todos os resultados dos possiveis

eventos e sequéncias de eventos que podem acontecer;

e Comparacdo e gquantificacdo de probabilidades — a probabilidade é uma quantidade
baseada em proporcdes e a solugdo repousa, quase sempre, em calculos proporcionais.
Algumas comparagdes podem ser resolvidas a partir das relagdes simples de ‘mais’ e

‘menos’;

e Entendimento de correlaces (relagdes entre eventos) — se refere a uma associagao entre
eventos que exige uma analise envolvendo confirmacéo e refutacdo de dados que seréo
comparados, a fim de ter certeza se dois eventos ocorrem sem qualquer relagdo um com

0 outro ou se estdo, de alguma forma, associados.

Acerca da aleatoriedade, os autores consideram que é uma parte comum e importante
da vida das pessoas, mas que a compreensdo da natureza e consequéncias da aleatoriedade é
ténue e nem sempre é simples, uma vez que até adultos podem apresentar entendimento
equivocado sobre o tema. Assim, alguns aspectos da aleatoriedade s&o mais dificeis de
compreender do que outros, como o caso da independéncia de eventos, quando por exemplo,
criangas e adultos julgam que ao sair quatro vezes no langcamento de um dado a face 5, ha uma
probabilidade maior de sair a mesma face (erro de recéncia positiva) ou de sair outra (recéncia
negativa), imputando equivocadamente uma influéncia (inexistente) de um ensaio sobre o

outro.
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Os autores defendem que a aleatoriedade é til, pois se configura como uma base
indispensavel para ser justo: embaralhar as cartas de um baralho para se certificar de que todos
tém a mesma chance de serem tiradas, lancar uma moeda para decidir quem fard uma atividade
ou para definir o lado do campo num jogo de futebol, fazer sorteio das equipes de um
campeonato que jogarao entre si, sdo exemplos como garantia de justica que se configura como
uma boa caracteristica da aleatoriedade que vai além da mera incerteza presente em situaces

aleatorias.

Sobre o espago amostral, Bryant ¢ Nunes (2012) conceituam como “o conjunto
completo de possibilidades em um problema de probabilidade” (BRYANT e NUNES, 2012
p.5). Os autores julgam que o conhecimento do espagco amostral €, em muitos casos, 0 passo
mais importante para resolucdo de um problema de probabilidade, pois a solucdo parece
bastante Gbvia para quem conhece todas as possibilidades. Problemas de probabilidade séo
sempre sobre um conjunto de possiveis, mas incertos eventos que ocorrem de forma aleatoria.
N&o se pode afirmar o que vai acontecer com exatiddo, numa sequéncia aleatoria, mas pode-se
descobrir a probabilidade de ocorréncia de um evento especifico, desde que se conhega o espaco
amostral. Bryant e Nunes (2012) ainda afirmam que este aspecto da probabilidade (espaco
amostral) tem sido relativamente negligenciado nas investigacdes que tém se concentrado
especialmente na compreensdo de criangas sobre aleatoriedade e na sua capacidade de
quantificar e comparar probabilidades.

Por outro lado, Nunes, Bryant, Evans, Gottardis e Terlektsi (2014), defendem que, a fim
de compreender o espaco amostral, ndo basta apenas criar um inventario de todos os resultados
possiveis, cuja exigéncia repousa no raciocinio combinatorio, € necessario ainda ligar os
resultados possiveis com a sua probabilidade. Os resultados agregados podem parecer
diferentes. Por exemplo: ao langar uma moeda trés vezes, ha oito possiveis resultados: cara,
cara, cara; cara, cara, Coroa; cara, coroa, cara; cara, coroa, coroa; coroa, cara, cara; coroa, cara,
coroa; coroa, Coroa, cara e coroa, coroa, coroa. Cada um desses resultados pode ser tratado
isoladamente, mas também podem ser agrupados. Cada uma dessas possibilidades tem a mesma
chance de sair, ou seja, 0s resultados sdo equiprovaveis. Mas se for questionado sobre a chance
de sair faces iguais, qual seja, sair uma sequéncia de trés caras ou trés coroas, é preciso analisar
0 inventario com os oitos resultados possiveis, classificando os resultados que envolvem faces
repetidas (trés caras ou trés coroas) que sdo 0s casos favoraveis e aqueles que incluem um
namero diferente de caras e coroas — 0s casos ndo favoraveis. Neste caso, a probabilidade pode

ser expressa como uma razao (2:6, significando 2 casos favoraveis em 6 casos ndo favoraveis),
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como uma fragéo (1/4, ou seja 1 em cada 4 casos ou 2/8, 2 em 8 casos), COMo uma proporgao
(0,25) ou como uma porcentagem (25%).

A probabilidade é uma quantidade intensiva que se baseia em propor¢des e 0 uso do
raciocinio proporcional para calcular probabilidades é uma dificuldade para criancas e para
adultos, pontuam Bryant e Nunes (2012). A prépria natureza intensiva da probabilidade é um
aspecto que se configura em dificuldade, pois no caso de uma quantidade extensiva, como a
quantidade de 4gua em uma bacia, é simples perceber que, se ha dois litros de agua na bacia e
se coloca mais um litro, o volume (a quantidade) aumenta passando a trés litros de dgua. No
entanto, se a temperatura da dgua na bacia é de 30°C e colocamos mais um litro com 30°C, a
temperatura ndo aumenta. Ou seja, a temperatura, assim como a densidade e a probabilidade
sdo quantidades intensivas, defendem os autores, e possuem caracteristicas distintas das

quantidades extensivas.

Tanto adultos como criancas apresentam dificuldades para comparar probabilidades
quando se trata de espacos amostrais distintos. Por exemplo, numa analise que envolve avaliar
o0 que ¢ mais provavel acontecer: ‘tirar uma boa preta de um recipiente que possui 8§ bolas, sendo
3 pretas ou tirar bola preta do recipiente que tem 10 bolas, sendo 4 pretas’ as pessoas, em geral,
tém dificuldades em estabelecer adequadamente a relacdo proporcional para realizar a
comparagao. Quando o espago amostral ¢ 0o mesmo, a analise se resume a comparacao de ‘mais’
e ‘menos’, como no lancamento de um dado de seis faces, ¢ mais provavel sair nimero par

(com trés das seis faces sendo par) ou nimero maior que 5 (com apenas uma possibilidade)?

As correlacgdes correspondem a associacdo entre eventos, ou seja, a analise se, de fato,
dois eventos estdo associados, se possuem um relacionamento genuino entre um e outro ou se
é uma razdo fortuita, aleatoria, ao acaso, que estabelece uma possivel relagdo entre estes dois
eventos. Para avaliar esta possivel associacdo entre eventos, € necessaria uma analise que
envolve confirmagdo e refutacdo dos dados para o entendimento e conclusdo sobre de tais
correlagdes. Bryant e Nunes (2012) defendem que as quatro demandas cognitivas estdo
relacionadas, e que a quarta demanda (entendimento de correlacGes) necessita da compreensao

das trés anteriores e que, nem sempre ela é necessaria em situacdes probabilisticas.

H& situagbes em probabilidade que exigem intervencdo escolar, sem a qual os
estudantes, via de regra, ndo conseguiriam desenvolver com o passar do tempo, por isso, adultos
ainda mantém percepgdes bem elementares sobre alguns temas probabilisticos. Fischbein
(1987), apud Bryant e Nunes (2012), afirma que as criancas possuem intui¢@es primarias sobre
a probabilidade e que estas intuigdes nem sempre sao coerentes, mas que servem de plataforma
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para aprendizagem de conceitos mais adequados, ampliando suas compreensdes para intuicoes
secundarias. As intui¢es primarias sdo fruto das experiéncias informais das criancas, e, muitas
vezes, sdo carregadas de equivocos, mas com a ajuda do ensino elas podem ser reconstruidas e

lapidadas para ideias mais coerentes do ponto de vista cientifico.

Entende-se, a partir da exposi¢do feita, que criangas que ndo desenvolveram suas
compreensdes acerca de conceitos probabilisticos por meio de intervencao de ensino podem ter
se tornado (ou se tornardo) adultos com percepgdes equivocadas da probabilidade e com
entendimentos que se aproximam das criancas. Nesse sentido, se pergunta: Sera que criancas e
adultos em mesmo nivel de escolarizacdo tém ideias semelhantes acerca da aleatoriedade, do
espaco amostral e da comparagdo de probabilidades? O que se assemelha em suas
compreensdes? O que se distancia? A vivéncia, a maturidade, a vida social tem grande
influéncia na compreensdo de adultos com baixa escolarizacdo em relacdo a probabilidade, se

comparado as criangas?
5.2. OSSIGNIFICADOS DA PROBABILIDADE E O LETRAMENTO PROBABILISTICO

Embora a teorizacdo da Probabilidade tenha sido tardia em relacdo aos outros campos
da Matematica, ao longo de sua breve caminhada se descobriu que ndo ha apenas uma
Probabilidade, ou seja, ndo ha apenas um Unico jeito de ver e calcular probabilidades. Batanero
etal (2016) resgatam Hacking (1975), para afirmar que a Probabilidade foi concebida a partir
de duas perspectivas principais, embora diferentes, desde o seu surgimento: i) uma face
estatistica que se relaciona a necessidade de encontrar as regras matematicas objetivas que
governam 0s processos aleatorios e os valores probabilisticos atribuidos por meio de dados
coletados em pesquisas e experimentos; e, ii) uma face epistémica que vé a probabilidade como
um grau pessoal de crenca, que depende da informacdo disponivel para cada pessoa que

pretende determinar probabilidades.

Considerando estas duas perspectivas principais que se refletem nos trabalhos dos
principais pesquisadores que contribuiram para o progresso da Probabilidade, Batanero et al
(2016), defendem que diferentes visdes de probabilidade foram sustentadas ao longo da historia,
como a visdo intuitiva, a classica, a frequentista, a subjetiva, a légica, a de propensédo e a
axiomatica (Quadro 6). Cada um desses pontos de vista envolve algumas questdes filoséficas e
é mais adequado para modelar determinados fendmenos do mundo real que pode ser levado em
consideracdo nos curriculos especificos, de acordo com sua importancia para determinados

publicos.
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SIGNIFICADOS CAMPOS DE ALGORITMOS E ELEMENTOS DEFINICOES E ALGUMAS CONCEPCOES
PROBLEMAS PROCEDIMENTOS LINGUISTICOS PROPRIEDADES RELACIONADAS
- Sorteios - Manipulacéao de - Linguagem natural - Opinido imprevisivel, crenca - Sorte
Intuitivo - Adivinhacbes geradores de acaso: dados, - Destino
cartas, urnas...
- Célculo de esperanca - Combinatoria - Triangulo aritmético - Quociente de casos favoraveis e | - Esperanca
Classico 0u riscos em jogos de - Proporcdes - Listagem de eventos possiveis - Regularidade

azar

- Analises a priori da
estrutura do experimento.

- Férmulas
Combinatorias

- Equiprobabilidade de eventos
simples

- Independéncia

Frequentista

- Estimativa de
pardmetros em
populacdes

- Registro de dados
estatisticos e posteriori
- Ajuste de curvas
matematicas

- Andlise matemética

- Simulacéo

- Tabelas e gréaficos
estatisticos

- Curvas de densidade

- Tabelas de nimeros
aleatorios

- Tabelas de distribuicdes

- Limite de frequéncias relativas
- Caréter objetivo baseado na
evidéncia empirica

- Frequéncia relativa
- Universo

- Variavel aleatéria
- Distribuicéo de
Probabilidade

- Situacdes incluindo
casos isolados

- Anélise a priori e
experimental

- Disposicéo fisica ou tendéncia
- Carater objetivo

- Propenséao
- Probabilidade de tendéncia

Propenséo - Aplicavel para casos isolados causal
- Relacdo com experimentos - Frequéncias virtuais
condicionais
- Ampliacdo das - Anélise a priori sobre as | - Linguagem formal - Objetivacdo do grau de crenca | - Evidéncia
inferéncias possibilidades - Probabilidade - Relacdo entre declaracGes - Hip6tese
Légico - Légica proposicional condicional - Possibilidades de dados com - Grau de implicacao
Légica indutiva diferentes pesos
- Generalizagdo de implicagdes
- Passivel de reviséo
- Melhora do - Teorema de Bayes - - Expressédo da - Carater Subjetivo - Probabilidade condicional
Subjetivo conhecimento de eventos | Atribuicdo subjetiva de probabilidade - Verificagdo com experiéncia - DistribuicGes a priori e a
incertos, probabilidades condicional posteriori
incluindo ndo repetidos.
- Quantificagdo da - Teoria dos conjuntos - Simbolos dos - Funcdo medida - Espaco amostral
incerteza de resultados - Algebra dos conjuntos conjuntos - Espaco de Probabilidades
Axiomatico em experimentos - Teoria da Medida - Conjunto de Borel

aleatorios abstratos.

Fonte: Batanero e Diaz (2007)
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O Quadro 6 em destaque, apresenta o resumo das diversas visdes da probabilidade em

consonancia com os estudos de Batanero, Henry e Parzysz (2005), e sintetizadas aqui por
Batanero e Diaz (2007).

1-

Intuitiva — A teoria da probabilidade &, essencialmente, um encapsulamento formal de
visOes intuitivas de chance que levam a uma ideia para atribuir valores a eventos
incertos. Estas ideias sobre 0 acaso emergiram muito cedo na histéria em muitas culturas
e estavam ligadas a problemas relacionados com o estabelecimento de apostas justas em
jogos de azar. ldeias intuitivas acerca da probabilidade podem ser observadas em
criancas (e também em adultos) quando usam expressdes qualitativas “provaveis” ou
“improvaveis” para expressar seus graus de crenga na ocorréncia de eventos
aleatorios. Essas ideias intuitivas podem ser usadas no ensino para ajudar estudantes a
desenvolverem uma compreensdo mais madura e usar a probabilidade como uma
ferramenta para comparar a possibilidade de ocorréncia de diferentes eventos em um

mundo cheio de incerteza.

Cléassica — O progresso tedrico anterior na teoria da probabilidade foi ligado a jogos de
chance, como jogar dados, como por exemplo. Em sua correspondéncia com Fermat,
Pascal (1654 / 1963 ) resolveu o problema de estimar o valor justo a ser dado para cada
jogador e Cardano (1663/ 1961 ) aconselhou os jogadores a considerar o nimero de
possibilidades totais e nUmero de maneiras que podem ocorrer resultados favoraveis e
comparar 0s dois numeros para fazer uma aposta justa. Assim, a formalizacdo inicial do
conceito se baseou em uma suposicdo de que todos os eventos elementares possiveis
eram equiprovaveis, hipotese € razoavel em muitos jogos de azar. Na definicdo classica,
dada por Abraham de Moivre (1718) e Laplace (1814), a probabilidade é uma fracao do
nimero de casos favoraveis a um determinado evento dividido pelo total de todos os

casos possiveis — visdo usualmente utilizada no ensino formal da Probabilidade.

Frequentista - A convergéncia de frequéncias relativas para 0 mesmo evento a um valor
constante ap6és um grande namero de tentativas idénticas independentes de um
experimento aleatorio, foi observada por muitos autores. Bernoulli, ao tentar ampliar a
aplicacdo da probabilidade para a expectativa de vida e problemas de seguro, provou
uma primeira versdo da Lei dos Grandes Numeros. De acordo com este teorema, a
frequéncia relativa para um dado evento em um grande nimero de tentativas deve estar

proxima da probabilidade tedrica desse evento e tende a se tornar mais proxima a


https://translate.googleusercontent.com/translate_f#39
https://translate.googleusercontent.com/translate_f#35
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medida que mais tentativas forem realizadas. Na abordagem frequentista, a
probabilidade é definida como o nimero hipotético para qual a frequéncia relativa tende
guando uma experiéncia aleatoria € repetida muitas vezes nas mesmas condi¢fes. Uma
vez que tal tendéncia empirica € visivel em muitos fenbmenos naturais, essa definicao
particular de probabilidade ampliou enormemente o leque de aplicacGes — e deve ser
discutida quando do ensino da Probabilidade.

4- De propensao — Popper introduziu a ideia de propensdo como uma medida da tendéncia
de um sistema aleatdrio para se comportar de uma certa maneira e com uma disposi¢ao
fisica para produzir um resultado de um certo tipo. No mesmo sentido, Peirce prop6s
um conceito de probabilidade segundo o qual um dado, por exemplo, possui disposi¢des
para seus varios resultados possiveis. Essas propensdes sdo diretamente relacionadas as
tendéncias de longo prazo e indiretamente a eventos singulares. Na teoria de caso Unico,
as propensbes sdo idénticas as probabilidades de valores de capacidade e sao
considerados como tendéncias causais probabilisticas para produzir um determinado

resultado em uma ocasido especifica.

5- Légica — Keynes e Carnap desenvolveram a teoria l6gica da probabilidade, em que
retém a ideia classica de que as probabilidades podem ser determinadas a priori por um
exame do espaco de possibilidades. No entanto, as possibilidades podem ser atribuidos
pesos desiguais. Nesta visdo, a probabilidade é um grau de implicacdo que mede o apoio
fornecido por alguma evidéncia E a uma dada hipétese H. Entre a certeza (1) e a
impossibilidade (0), todos os outros graus de probabilidade sdo possiveis. Essa visdo
amplia a légica dedutiva, uma vez que a implicacdo e incompatibilidade podem ser
consideradas como casos extremos de probabilidade. Carnap construiu uma linguagem
formal e definiu probabilidade como grau racional de confirmagdo. O grau de
confirmacdo de uma hipotese H, dada alguma evidéncia E, ¢ uma probabilidade
condicional'® e depende inteiramente das propriedades ldgicas e semanticas de He E e
as relagGes entre elas. Portanto, a probabilidade é definida apenas para a linguagem

formal especifica.

6- Subjetiva - Usando o teorema de Bayes, uma probabilidade inicial (anterior) pode ser

13 Probabilidade condicional refere-se a probabilidade de ocorrer um evento A sabendo-se que outro evento B ja
ocorreu. Formalmente, se define mediante a expressdo: P(A|B) = P(ANB) sempre que P(B) >0 (CARVALHO E
MACEDO, 2015) P(B)
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transformada em probabilidade posterior usando novos dados e, assim, a probabilidade
perde seu carater objetivo. Seguindo esta interpretacdo, alguns matematicos (por
exemplo, Keynes, Ramsey e Finetti) consideraram a probabilidade como um grau
pessoal de crenca que depende de conhecimento ou experiéncia de uma pessoa. No
entanto, o status da distribui¢do anterior nessa abordagem foi criticada como subjetiva,
mesmo que o impacto da diminuigcdo por dados seja objetiva. Nesse ponto de vista
subjetivista, na repeticdo da mesma situacdo ndo é mais necessario dar um sentido a
probabilidade e, por essa razdo, as aplicacGes de probabilidade entraram em novos
campos, como politica e economia, nos quais € dificil assegurar replicacfes de
experimentos. Hoje a abordagem bayesiana da inferéncia, que se baseia nessa
abordagem, esta rapidamente ganhando mais uso e visibilidade em varios campos e deve

ser objeto de discussdo quando do ensino da Probabilidade.

7- Axiomatica — Kolmogorov, que corroborou com a visao frequentista, derivou uma teoria
axiomatica da probabilidade. O conjunto S de todos os resultados possiveis de um
experimento aleatério € chamado de espaco amostral. Para definir a probabilidade, é
considerada uma algebra definida em A contendo subconjuntos (A) do espaco amostral.
O complemento de um evento (A°) é feito de todos os resultados que ndo tomam parte
em A. O evento S = A U A®é chamado de evento certo. Probabilidade, nesta perspectiva,
é qualquer funcdo algébrica definida de A no intervalo de nimeros reais [0,1] que
preenche os trés axiomas a seguir, dos quais muitas propriedades e teoremas de

probabilidade podem ser deduzidos:

1.0<P(A)<1,paracadaAe A;onde A= subconjunto e A= conjunto que

possui todos os subconjuntos de S (espago amostral)
2. P(S)=1;

3. (a) Para um espago amostral finito S e eventos incompativeis ou ndo-
contiguos Ae B, i.e., AN B =0, afirma-sequeP(AUB)=P(A)+P(B).

(b) Para um espaco amostral infinito S e uma colecéo contavel de pares

P(UZ Ai) = 2272, P(A)).

conjuntos disjuntos A i, i = 1,2, ... detém-se que

A teoria axiomatica foi aceita pelas diferentes escolas de probabilidade pois, com algum

compromisso, a matematica da probabilidade (classica, frequentista ou subjetiva) pode ser
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codificado pela teoria de Kolmogorov. No entanto, a interpretacdo do que € uma probabilidade
seria diferente de acordo com a perspectiva que se adere. Assim, a discussdo sobre os

significados da probabilidade ainda esta muito viva em diferentes abordagens a estatistica.

Batanero et al (2016) advogam que os debates em torno dos significados da
probabilidade estdo refletidos nos curriculos escolares, embora nem todas as visbes da
probabilidade recebam o mesmo interesse. Antes de 1970, a visdo classica da probabilidade
baseada no calculo combinatorio dominou o curriculo escolar, e, como essa visdo dependia
fortemente do raciocinio combinatorio, segundo as autoras, o estudo da probabilidade foi dificil
para os alunos. A abordagem axiomatica também foi dominante na era da Matematica Moderna

porque a probabilidade foi usada como um exemplo relevante do poder da teoria dos conjuntos.

Nas abordagens propostas nos curriculos, as mdltiplas aplicacdes da probabilidade
foram negadas aos alunos, deixando-os apenas lidar com jogos de azar, €, por isso, havia uma
tendéncia a reduzir o ensino da Probabilidade. Hoje, com o crescente interesse em estatisticas
e desenvolvimentos tecnoldgicos, a abordagem frequentista estd recebendo tratamento
preferencial. Uma experimental introducdo de probabilidade como limite de frequéncias
relativas € sugerida em muitos curriculos e documentos padrdes em diversas partes do mundo
e a probabilidade € apresentada como uma ferramenta tedrica usada para abordar problemas
que surgem de experiéncias estatisticas. No nivel da escola primaria, uma experiéncia na qual
as criangas partem de suas ideias intuitivas relacionadas ao acaso e a probabilidade também é
favorecida. A abordagem axiomatica ndo é usada no nivel da escola basica, sendo muito formal
e adequado apenas para aqueles que seguem estudos de matematica pura (BATANERO et al ,
2016, p.14-15).

Corroborando, em parte, com as sugestdes apontadas por Batanero et al (2016), o
trabalho com a probabilidade frequentista, associada ao significado classico, € proposto na
BNCC (BRASIL, 2017) a partir do 6° ano. Coutinho (1994, 2007) também enfatiza a
importancia de se estabelecer este paralelo entre probabilidade cléassica e frequentista, pois,
além de permitir o uso de experimentacGes no ambito escolar, possibilita maior compreensao

do tema.

Independente dos tipos, visdes ou significados da probabilidade, Iddo Gal (2005)
defende o letramento probabilistico como os conhecimentos e as disposi¢fes que os alunos
precisam desenvolver para serem considerados alfabetizados em relacdo as questdes

probabilisticas do mundo real. Para este pesquisador, o termo letramento, quando usado para
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descrever a capacidade das pessoas para comportamento orientado por objetivos, sugere um
amplo agrupamento, ndo s6 de conhecimentos factuais e certas habilidades formais e informais,
mas também de crencas e atitudes desejadas, habitos mentais e uma perspectiva critica. Assim,
Gal (2005) estabelece dois tipos de elementos necessarios ao desenvolvimento do letramento

probabilistico:
e Elementos de conhecimento
1- Grandes ideias: variacdo, aleatoriedade, independéncia, previsibilidade, incerteza.

2- Célculo de probabilidades: maneiras de encontrar ou estimar probabilidades de

eventos.
3- Linguagem: termos e expressdes utilizadas para comunicar sobre o0 acaso.

4- Contexto: compreender o papel e as implicacdes de problemas probabilisticos em

varios contextos e nos discursos pessoal e publico.
5- Questdes criticas: questdes para refletir sobre quando se lida com probabilidades.
¢ Elementos disposicionais
1- Postura critica.
2- Crengas e atitudes.
3- Sentimentos pessoais em relacdo a incerteza e ao risco.

O letramento probabilistico proposto por Gal (2005) apresenta alguns elementos em
comum com as demandas cognitivas defendidas por Bryant e Nunes (2012) para a compreensao

da probabilidade.

5.3. RACIOCINIO E PENSAMENTO PROBABILISTICO

Muito se fala em relacéo ao raciocinio e ao pensamento probabilistico, sem, no entanto,
se estabelecer conceituagéo clara sobre ambos. Em muitos momentos julga-se que tais conceitos
sdo sinbnimos, mas; esta ndo € uma unanimidade. Borovcnik (2016) discute as bases que
alicercam o pensamento probabilistico intuitivo e estabelece as seguintes habilidades que

indicam o uso desta forma de pensamento:

1- A capacidade de equilibrar elementos psicoldgicos e formais;
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2- O entendimento de que ndo hé critérios diretos de sucesso em situacdes aleatorias;
3- A habilidade de distinguir aleatoriedade e causalidade;
4- A capacidade de estabelecer critérios para refletir sobre uma situacdo e tomar decisoes.

Enquanto Borovcnik (2016) defende as bases do pensamento probabilistico, Batanero
et al (2016) tratam do raciocinio probabilistico, com alguma distin¢do. A Probabilidade para
estes pesquisadores, constitui uma abordagem distinta dos modos de pensar e raciocinar sobre
fendmenos da vida. Assim, o raciocinio probabilistico € um modo de raciocinio que se refere a
julgamentos e tomadas de decisao sob incerteza e € relevante para a vida real, por exemplo, ao
avaliar riscos, pois é necessario pensar em cenarios que permitem a exploracao e avaliacao de
diferentes resultados possiveis em situacGes de incerteza. Em conformidade com Batanero et al

(2016), o raciocinio probabilistico inclui a capacidade de:
¢ ldentificar eventos aleatdrios na natureza, tecnologia e sociedade;

e Analisar as condicdes de tais eventos e derivar pressupostos de modelagem

apropriados;

e Construir modelos matematicos para situacoes estocasticas e explorar varios cenarios

e resultados desses modelos;
e Aplicar métodos e procedimentos matematicos de probabilidade e estatistica.

Observa-se similitudes entre as habilidades apontadas como base para o pensamento
probabilistico (Borovcnik, 2016) e para o raciocinio probabilistico (Batanero et al , 2016),
especialmente quando trata da identificacdo ou distincdo de eventos aleatérios. O ponto mais
forte proposto por Batanero et al 2016) diz respeito a construcdo e aplicacdo de modelos
matematicos para resolver situagdes, enquanto Borovcnik (2016) propde a andlise e reflex&o
para o estabelecimento de critérios e busca de solugGes. A base central do raciocinio
probabilistico, seria entdo, a capacidade de usar e produzir modelagens que dessem conta de

resolver situacdes do mundo real em contextos de incerteza para a tomada de decisao.

Jones, Langrall, Thornton e Mogill, (1997) realizaram ao longo de dois anos um estudo
para avaliar o pensamento probabilistico de criangas. Eles consideraram quatro construtos para
montar um quadro que pudesse identificar os niveis possiveis do pensamento probabilistico dos
participantes da pesquisa. Os construtos considerados foram: espaco amostral, probabilidade de

um evento, comparagdes de probabilidade e probabilidade condicional. Para cada um desses
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construtos, quatro niveis de pensamento, que refletiam um continuum do raciocinio subjetivo

ao numérico, foram estabelecidos. Em cada nivel e nos quatro construtos, os descritores de

aprendizado foram desenvolvidos e usados para gerar tarefas de probabilidade.

Em relacdo aos quatro construtos, Jones, Langrall, Thornton e Mogill, (1997) destacam em

seus estudos:

1-

Espago amostral - a compreensdo do espago amostral é estabelecida pela capacidade de
identificar o conjunto completo de resultados em experimento de um estagio (por
exemplo, jogar uma moeda) ou um experimento de dois estagios (por exemplo, jogar

duas moedas).

Probabilidade de um evento - a compreensdo da probabilidade de um evento é exibida
pela capacidade de identificar e justificar qual dos dois ou trés eventos sdo mais
provaveis ou menos provaveis de ocorrer. As tarefas de probabilidade explorados com

as criangas muitas vezes envolveram resultados igualmente provaveis.

Comparac0es de probabilidade - a compreensao das criangas sobre comparagdes de
probabilidade é medida pela sua capacidade de determinar e justificar: i) qual situacdo
de probabilidade é mais provavel em gerar um determinado evento de forma aleatéria
e ii) se duas situagdes probabilisticas oferecem a mesma chance para a ocorréncia de

um determinado evento.

Probabilidade condicional - a compreensdo das criancas sobre probabilidade
condicional foi medida pela sua capacidade de reconhecer quando a probabilidade de

um evento é ou ndo é ndo é alterada pela ocorréncia de outro evento.

O quadro a seguir (Quadro 6) discrimina os niveis descritos por Jones et al (1997) em

funcdo dos quatro construtos do pensamento probabilistico.

Os autores validaram a estrutura por meio de dados obtidos num estudo de caso

envolvendo oito criancas da terceira série. O pensamento dessas criangas foi avaliado em trés

pontos ao longo de um ano letivo e analisado usando as tarefas problematicas em contextos de

entrevista. Os niveis de pensamento no quadro podem fornecem uma base teorica para 0s

projetistas de programas de curriculo e avaliagdo na probabilidade do Ensino Fundamental.
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Cons Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
truto Subjetivo Transitorio Quantitativo Informal Numérico
- Lista um conjunto | - Lista um conjunto - Adapta e aplica - Adapta e aplica uma
_ incompleto de completo de resultados | parcialmente uma estratégia geradora
g resultados para um | para um experimento estratégia genérica para que permite uma
é experimento de um | de um estagio fazer uma lista completa | listagem completa
estagio . de resultados para um dos resultados para
f, - L'St? oS resultadqs do caso de dois egtégios um caso de duaps e
< exper_lmento de dois trés etapas
=3 estagios de uma
w maneira limitada e ndo
sistematica
- Prevé o evento - Prevé o evento mais/ | - Prevé o evento mais / - Prevé eventos mais /
mais / menos menos provavel com menos provavel com menos provaveis para
o provavel com base | base em julgamentos base em julgamentos experimentos de
% em julgamentos quantitativos, mas pode | quantitativos, incluindo estagio Unico
> subjetivos reverter para situacBes que envolvem - Atribui uma
S - julgamentos subjetivos | resultados ndo-continuos -
S - Distingue eventos probabilidade
3 certos, possiveis e - Distingue eventos - Usa nimeros numérica a um
2z impossiveis de certos, possiveis e informalmente para evento (pode ser uma
3 forma limitada impossiveis com comparar probabilidades | probabilidade real ou
E pardmetros razodveis _ Distingue eventos uma forma de
Fd P probabilidade)
2 certos, possiveis e
a impossiveis e justifica as

escolhas
quantitativamente.

Comparagéo de probabilidades

- Compara a
probabilidade de
um evento em dois
espagos amostrais
diferentes,
geralmente com
base em vérios
julgamentos
subjetivos ou
numéricos.

- Né&o consegue
distinguir situages
de probabilidade
justas de situagdes
injustas

- Faz comparacéo de
probabilidades baseado
em julgamentos
quantitativos (pode nédo
quantificar
corretamente e pode
haver limitacdo quando
elementos ndo-
continuos estao
envolvidos)

- Comeca a distinguir
situacOes de
probabilidade justas de
situacBes injustas

- Faz comparacéo de
probabilidades baseado
em julgamentos
quantitativos consistentes

- Justifica, validando
com raciocinio
quantitativo, mas pode
haver limitacdo quando
eventos ndo-continuos
estdo envolvidos

- Distingue situagoes de
probabilidade justas de
situacdes injustas
geralmente baseado em
validacéo de raciocinio
numérico

- Atribui uma
probabilidade
numérica para
mensurar uma
comparacao

- Incorpora resultados
continuos e ndo-
continuos
determinando
probabilidades

Probabilidade condicional

- Seguindo um
determinado
resultado, prevé
consistentemente
que ocorrera da
préxima vez ou,
alternativamente,
gue ndo ocorrera
novamente
(overgeneralizes)

- Comega a reconhecer
que a probabilidade de
um evento muda em
uma situacao de nao
reposicao

- Pode reconhecer
quando eventos certos
e impossiveis surgirdo
em situacGes de ndo-
reposicao

- Pode determinar a
mudanga da medida da
probabilidade em
situacdes de ndo
reposicao

- Reconhece a
probabilidade de um
evento muda em
situacdes de ndo-
substituicdo

- Atribui
probabilidade
numérica em situacao
de reposicéo e néo-
reposicao.

- Distingue eventos

dependentes de
independentes

Fonte: Jones et al (1997)
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Os pesquisadores alertam que ao desenvolver o quadro sobre o pensamento
probabilistico das criangas, as situacGes se limitaram a questBes que envolveram a

probabilidade teorica. Jones et al (1997) observam que

ao focar em probabilidade teorica, ndo estamos subestimando a importancia
das experimentacGes da probabilidade, que é a probabilidade baseada na
frequéncia relativa. No entanto, consideramos que é importante comegar com
0 pensamento intuitivo das criangas na probabilidade teérica como base para
exploracdes subsequentes de seu pensamento na probabilidade experimental
(JONES et al , 1997, p. 104)

No estudo, as criancas que estavam no Nivel 1 de pensamento probabilistico
costumavam adotar uma perspectiva estreita em relagéo a situagdes de probabilidade. Elas ndo
reconheciam fendmenos aleatérios e baseavam seus julgamentos em crencas subjetivas. Ao
declarar os resultados de um espaco amostral, elas ndo forneciam uma listagem, e tendiam a se
concentrar subjetivamente sobre o que € mais provavel que aconteca, em vez do que é
possivel. Em situacfes envolvendo a probabilidade de um evento, comparacbes de
probabilidades e probabilidade condicional, as criangas faziam julgamentos subjetivos, em vez

de quantitativos.

As criancas que demonstraram estar no Nivel 2 de pensamento encontravam-se em
transicao entre juizos quantitativos e subjetivos informais. Elas identificaram consistentemente
um conjunto completo de resultados para um experimento de um estagio e as vezes foram
capazes de listar os resultados para uma experiéncia de dois estagios sem uma estratégia
geradora. A compreensdo da probabilidade condicional escapou das criancas do Nivel 2. Elas
reconheceram a existéncia de probabilidade condicional na qual mudangas explicitas ocorrem
(por exemplo, a probabilidade de sair bola vermelha diminui ap6s ter saido uma bola vermelha
e ela ndo ter sido reposta ou substituida), mas eles tendiam a ndo reconhecer o efeito na
probabilidade condicional de eventos relacionados (por exemplo, a probabilidade de sair bola

azul aumenta ap6s uma bola vermelha ter sido retirado sem reposicéo).

As criancas do Nivel 3 caminharam em direcdo a uma estratégia sistematizadora ao listar
os resultados de um experimento de dois estagios. Elas usaram julgamentos quantitativos na
determinacdo de probabilidades. Embora as probabilidades nem sempre foram expressas
corretamente, elas utilizaram nOmeros para comparar probabilidades e entenderem a
probabilidade condicional, no sentido de que reconheceram que as probabilidades de todos os

eventos mudam em uma situacéo de ndo reposicao.
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No Nivel 4 as criangas adotaram estratégias que ndo apenas permitiram gerar
sistematicamente os resultados de um experimento, mas também atribuir e usar probabilidades
numéricas em ambas as situacdes igualmente e ndo igualmente equitativas. Elas usaram uma
estratégia sistematica para listar os resultados de experimentos de dois e trés estagios, e
aparentemente usaram o espago amostral como base para encontrar e comparar probabilidades
numericas. Esse recurso com probabilidade numérica também opera em probabilidade
condicional, e o pensamento das criancas nesse nivel engloba o reconhecimento da

probabilidade condicional em relagédo a todos os eventos de um experimento.

Posteriormente, Jones (2006) resgata Tarr e Jones (1997) que realizam um refinamento
no quadro do pensamento probabilistico (Jones et al , 1997), descrita a seguir no Quadro 8,
fazendo adequacBes acerca da probabilidade condicional, com foco, desta vez, na
independéncia de eventos. Os pesquisadores relatam a importancia de se intensificar estudos
que observem os construtos e, que é possivel que haja novas adequagdes necessarias em funcao
da linguagem e da natureza das situag¢6es probabilisticas. Para eles, os niveis de pensamento do
quadro fornecem uma base tedrica para programas curriculares e avaliacdo no Ensino
Fundamental (JONES et al, 1997).

Quadro 8: Adequacdo do construto Probabilidade Condicional por Tarr e Jones (1997)

Nivel 1
Subjetivo

Nivel 2
Transitorio

Nivel 3
Quantitativo informal

Nivel 4
Numeérico

- Considera que
eventos consecutivos
s8o0 sempre
relacionados.

- Possui crenca
difusa de que podem
controlar o resultado
de um evento.

- Usa raciocinio
subjetivo que impede
qualquer foco
significativo em
independéncia.

- Exibe confianca
indevida na previsao
de resultados
sucessivos.

INDEPENDENCIA

- Mostra algum
reconhecimento
sobre eventos
consecutivos se
estéo relacionados,
0u ndo.

- Usa
frequentemente uma
estratégia de
“representatividade”,
seja uma orientacéo
de recéncia positiva
0u negativa.

- Reverte para 0
raciocinio subjetivo.

- Reconhece quando o
resultado do primeiro
evento influencia ou ndo
0 resultado do segundo
evento. Em situagdes de
reposicao, vé o espago
amostral como
restaurado.

- Diferencia, embora
imprecisamente, eventos
independentes e
dependentes em “com” e
“sem” situacoes de
reposicao.

- Reverte para a
representatividade.

- Distingue eventos
dependentes e
independentes em
situagdes de reposicdo e
ndo-reposicdo, usando
probabilidades numéricas
para justificar seu
raciocinio.

- Observa os resultados de
ensaios sucessivos, mas
rejeita uma estratégia de
representatividade.

- Reluta ou recusa
previsdes de resultados
quando os eventos séo
igualmente provaveis.

Fonte: Jones (2006)

Observa-se que os quadros de construtos do pensamento probabilistico (Quadros 7 e 8)
de Jones et al (1997) e de Jones (2006) apresentam aproximagdes com as demandas cognitivas



87

defendidas por Bryant e Nunes (2012) e, em funcdo desta proximidade, o quadro serd utilizado
na presente pesquisa como aporte para analisar demandas cognitivas propostas na avaliagdo de

JOQOos justos e injustos.

5.4. JOGOS, JUSTICA E PROBABILIDADE

Bryant e Nunes (2012) defendem que uma boa razdo para que as pessoas sejam
instrumentalizadas para serem capazes de pensar racionalmente sobre a aleatoriedade e a
incerteza, raizes centrais da probabilidade, é que distribuicdes aleatorias desempenham um
importante papel no sentido de garantir a equidade em suas vidas. E esta é uma forma de garantir
a justica, quando por exemplo, ha um sorteio para selecionar uma pessoa que ganhard um

prémio, ou quando as cartas sdo embaralhadas para que ndo haja injustica nas escolhas.

Em sua obra “Livro sobre os jogos de azar”, Cardano afirma que “o principio mais
fundamental de todos os jogos de azar é simplesmente condi¢des iguais” (BENNETT, 2003, p.
87). Assim, para Cardano, os jogos de dados, por exemplo, estavam relacionados ao puro acaso,

a sorte cega, se estes fossem honestos.

Bennett (2003) explora a ideia de jogo justo, em concordancia com Cardano, afirmando
que “um jogo justo € um no qual os jogadores tenham oportunidades iguais de ganhar a mesma
quantia” (BENNETT, 2003, p. 76). Dessa forma, se num langamento de uma moeda honesta
dois jogadores apostarem 5 reais, por exemplo, o ganhador recebe 10 reais, mas o perdedor teve
igual chance de ganhar e de receber valor igual ao ganhador, e cada um ‘pagou’ 0 mesmo prego

para jogar (5 reais). Entdo, o0 jogo é justo.

No entanto, a autora, traz um novo olhar sobre esta questdo. Esta nova forma de
conceituar jogo justo ¢ comumente utilizada em apostas de jogos esportivos: “se os jogadores
tiverem probabilidades desiguais de ganhar, a aposta devera ser corrigida para que 0 jogo
continue justo” (BENNETT, 2003, p. 77). Nesta Otica, se os apostadores concordarem que as
duas equipes tém igual capacidade (probabilidade) de ganhar o jogo, eles apostam quantias
iguais, como por exemplo, numa final da Copa do Mundo entre Brasil e Italia, se considerarmos
gue ambas as equipes tém probabilidades iguais de ganhar. Se, no entanto, eles julgarem que as
chances sdo desiguais, ¢ dada uma vantagem, para quem estd apostando na equipe “mais fraca”.
Para exemplificar a situacdo, imaginemos um jogo envolvendo um time reconhecidamente com

fraco desempenho e um repetidas vezes campedo. Assim, quem apostar na melhor equipe
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deverd investir mais dinheiro pelo privilégio de ter esta vantagem. Para ilustrar a situagao,
imaginemos duas jogadoras de basquete com desempenhos diferentes: Paula e Carla. Paula tem
uma probabilidade de acertar cestas de trés pontos de 7/10 e Carla tem probabilidade de 3/10.
Para ser justo, numa aposta, envolvendo o langcamento de bolas de trés pontos destas jogadoras,
é necessario que haja equilibrio no valor das apostas. Dessa forma, quem apostar em Paula tera
que desembolsar mais dinheiro, pelo privilégio de ter maior probabilidade de ganhar. Sendo
assim, o apostador que escolhesse Paula deveria apostar 7 reais, enquanto, quem escolhesse

Carla, desembolsaria, apenas 3.

A incapacidade de obter, com antecipacdo, sucesso desejavel nos jogos de azar
representa um importante traco intuitivo de uma sequéncia aleatéria — a imprevisibilidade.
Entdo, a aleatoriedade garante que ndo exista nenhum esquema de jogo, nenhuma regra ou
formula capaz de determinar elementos especificos na sequéncia aleatdria (BENNETT, 2003).

A esta condi¢do chamamos de justi¢a, ou melhor dizendo, jogo justo.

Para o Richard Von Mises, um dos precussores no estudo de probabilidade, a
aleatoriedade presente nas sequéncias de um jogo impossibilita um esquema desleal porgque
ninguém sabe o que vai acontecer, portanto, ela é a definicdo de uma expressdo de ignorancia
e de indiferenca humanas que engloba a incapacidade de prever resultados, independente da
observéancia de acontecimentos passados. (BENNETT, 2003).

Caiiizares, Batanero, Serrano e Ortiz (2003) advogam que o conceito de probabilidade
pode ser desenvolvido por meio de jogos e experimentos como o0 uso de aleatorizadores como
moedas ou dados, que ajudam as criangas na aquisic¢ao de conceitos: como acaso, independéncia
e eventos mutuamente exclusivos. Para estes pesquisadores, 0s jogos de azar sdo um contexto
importante no qual as criangas enfrentam situagdes aleatdrias, tornando-se conscientes da sua
imprevisibilidade e percebendo a necessidade de realizacdo de estimativas probabilisticas.
Como estes jogos fazem parte da cultura das criangas também fora da escola, eles auxiliam na
aquisicao de conhecimentos probabilisticos, mesmo antes de qualquer instrucdo formal sobre o
tema. A equidade (justica) nos jogos pode ser estabelecida de duas maneiras, para Cafizares et
al (2003): ou se todos os jogadores tém a mesma probabilidade de ganhar e obter a mesma
guantidade de dinheiro, ou através do equilibrio entre as expectativas, quando os jogadores tém

probabilidades desiguais.

Viderkovic et al (1998) acreditam que 0s jogos sdo atividades relevantes que podem

ajudar os alunos a unir teoria e intuicdo. Assim, a ampliacdo da aprendizagem matematica dos
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alunos pode se dar por meio do uso de atividades de engajamento como, por exemplo, a

utilizacdo de jogos que exploram conceitos de justica.

Caniizares et al (2003) orientam que os novos curriculos de Matematica para o Ensino
Fundamental e Médio deveriam propor uma aprendizagem ativa de probabilidade na qual os
estudantes possam experimentar jogos de azar e defendem, citando estudos diversos, que ao
ensinar probabilidade deve-se ajudar os estudantes ndo apenas a desenvolver a compreenséo,
mas também abordar questBes psicoldgicas referentes ao acaso. Dessa forma, € importante
pesquisar sobre compreensdes e crencas intuitivas dos aprendizes, incluindo o que pensam
sobre 0s jogos probabilisticos de azar. Os autores ressaltam que € importante pesquisar a
compreensdo e crengas intuitivas, incluindo percepcdes de jogos de azar. Com os estudos destes
pesquisadores evidenciou-se que a maioria dos alunos demonstrou uma concepcao adequada
de jogos justos e também estavam conscientes de fatores externos que podiam influenciar o
resultado, como uso de aleatorizadores ndo justos (viciados) e este pode ser um grande
argumento para comegar a ensinar conceitos probabilisticos enquanto as criangas ainda estéo
no inicio do Ensino Fundamental. Esta decisdo pode ter impacto crucial no desenvolvimento
do raciocinio probabilistico infantil. (CANIZARES et al , 2003).

Watson e Moritz (2003), propuseram niveis de crengas observados em criangas e
adolescentes quando estes avaliam a justi¢a no lancamento de dados. Acredita-se que a proposta
destes pesquisadores pode servir para 0 uso de outros aleatorizadores, inclusive no presente

estudo.

Os pesquisadores categorizaram os niveis de crencas no lancamento de dados, (Quadro
9), considerando tipos de respostas dos alunos, assim, o nivel iconico (ndo justo) se baseou nos
estudantes que expressaram a crenca de que certos numeros sdo favorecidos, muitas vezes
considerando suas proprias experiéncias e historias de vida com jogos de dados; o nivel
uniestrutural diz respeito aos alunos cuja crenga é simplesmente declarada e aceita como uma
proposicéo de que todos 0s numeros tém as mesmas chances; o multiestrutural considerou os
alunos que apresentaram comentarios e argumentos adicionais para garantir equidade e o
relacional foi observado nos estudantes que evidenciaram comentarios contrastantes com

crenca de que resultados a curto prazo podem parecer injustos e, a longo prazo, séo justos.
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Quadro 9: Niveis de crenca sobre justica dos dados

Nivel Descricao Explicacao
. . Crencas de que os dados sdo injustos, muitas vezes envolvendo
Iconico Injusto . . ;
experiéncias pessoais sobre jogos.
Crenca tedrica em justica ou igualdade de chances em uma forma
Uniestrutural Justo proposicional; qualquer referéncia a experiéncia é secundéaria a
principal conclusdo de justica.
Justo Crenca que os dados sdo justos, sujeitos a condi¢do de rolamento
Multiestrutural o de uma técnica qualificada de rolamento ou a condigao fisica da
qualificado X . o
fabricacdo dos dados, considerando a forma e o0 “peso”.
Variacdo | Crenca que os resultados séo justos a longo prazo, mas que 0s
Relacional de curto | resultados de curto prazo ou a lembranga seletiva da experiéncia
prazo podem sugerir o contrario.

Fonte: Watson e Moritz (2003) (tradugdo nossa)

Watson e Moritz (2003) sintetizaram também as estratégias utilizadas pelos estudantes

em relacdo aos niveis de crencas de justica nos dados (Quadro 10).

Quadro 10: Niveis de estratégia usados para determinar a justica dos dados

Nivel Descrigéo Explicacao
Incorporagdo de crengas intuitivas  (por  exemplo,
lcBnico Idiossin- antropomorfismo), muitas vezes sobre numeros especificos
cratica (sorte) e, portanto, envolvimento com dados de maneira

idiossincratica.

Uniestrutural

Nao testavel

Afirmacdo de que os dados sdo justos; nenhum teste é
necessario.

Multiestrutural

Observacio-
nal

Observacdo de caracteristicas fisicas, por exemplo, se cada
resultado possivel é representado em uma e apenas uma face; ou
simetria em termos de medicdo de peso ou forma, ou técnica de
rolamento especifica; ou alguns ensaios ndo sistematicos para
apoiar um argumento, mas sem técnica de registro sistematico e
resultados ndo utilizados para tirar conclusdes.

Relacional

Empirico

Ensaios sistematicos dos dados, registro de resultados e
comparacdo de frequéncias de resultados a serem considerados
se a distribuicdo dos resultados for uniforme. Pequenos ensaios
com amostras incluem menos de 18 langamentos de cada dado,
registro de resultados, as vezes como uma sequéncia de
resultados. Ensaios de amostra grande incluem mais de 18
lancamentos de cada dado, registro de resultados e resumos de
frequéncias de cada resultado.

Fonte: Watson e Moritz (2003) (tradug&o nossa)

Considerando os subsidios tedricos aqui explorados, procurou-se estabelecer as

proximidades entre os diferentes olhares acerca dos objetos de estudo, que repousam

essencialmente em elementos da Probabilidade, e esta pesquisa, de forma tal que possibilitasse

analises mais fidedignas dos resultados obtidos. Assim, alguns aportes apresentam um peso
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maior no ato de analise dos resultados, no entanto, todas as bases tedricas aqui descritas,
contribuiram em maior ou menor escala para a interpretacdo dos dados e as conclusdes obtidas

ao final dos estudos, sem 0s quais ndo seria possivel atestar a tese.

A seguir sera pormenorizado o percurso metodoldgico que deu corpo a esta pesquisa,

considerando os trés estudos que possibilitaram a construcao da tese.
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6. METODO
“A ideia de justica é um elemento intuitivo importante da

noc¢ao que as criancas tém do fendémeno aleatorio. ”

Deborah Bennett

A presente pesquisa que pretendeu analisar compreensdes de estudantes e professores

acerca de justica em jogos, levou em consideracdo trés demandas cognitivas da probabilidade
defendidas por Bryant e Nunes (2012): aleatoriedade, espaco amostral e comparacdo de
probabilidades. A demanda referente a correlagdes (ou associacdo entre eventos) nem sempre
é necessaria em situacfes probabilisticas (BRYANT E NUNES, 2012), além de ndo ser
explicitadas em documentos curriculares dos anos iniciais do Ensino Fundamental, razdo pela
qual, essa demanda ndo foi escolhida para compor os estudos desta pesquisa. A demanda
referente a comparacdo de probabilidades esta associada a quantificacdo de probabilidades,
mas esta Ultima ndo foi explicitamente investigada nesta pesquisa, pois optou-se por evitar o
foco sobre um possivel célculo de probabilidade, uma vez que os estudantes ndo tiveram acesso
formal ao tema. Ressalta-se que para comparar probabilidades, em conformidade com Bryant
e Nunes (2012), nem sempre € necessario quantifica-las. Assim, escolheu-se tratar de

comparacao de probabilidades, mas ndo de quantificacéo de probabilidades.
Nesta pesquisa foram realizados trés estudos?* que se encontram entrelagados entre si:

e O Estudo 1 - teve a intencionalidade de mapear compreensdes de criancas e adultos de
mesma escolaridade acerca de justica em jogos em contextos que envolvem as

demandas cognitivas: aleatoriedade, espaco amostral e comparacéo de probabilidades.

e O Estudo 2 — que se configurou em uma ampliacdo do Estudo 1, envolveu a analise de
compreensdes de criancas portuguesas do 5° ano em compara¢do com as criangas

brasileiras do Estudo 1 desse mesmo ano escolar.

e O Estudo 3 - que utilizou compreensdes apontadas pelos participantes dos Estudos 1 e
2 a fim de resgatar entendimentos de professores brasileiros e portugueses sobre
elementos da probabilidade explorados na pesquisa e que estéo relacionados a justica

em jogos.

14 Os Estudos 2 e 3 foram idealizados posteriormente para substituir o estudo interventivo proposto inicialmente e
aprovado na qualificagdo, em funcéo da impossibilidade de vivencia-lo por causa da pandemia de Covid-19.
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6.1. ESTUDO 1: COMPREENSOES DE CRIANCAS E ADULTOS SOBRE JUSTICA EM
JOGOS EM CONSONANCIA COM DEMANDAS COGNITIVAS DA
PROBABILIDADE

O Estudo 1 foi realizado com 15 criangas do 5° ano, com média de idade de 11 anos, e
15 adultos da Educacdo de Jovens e Adultos (EJA), com idade entre 28 e 67 anos, e com
escolarizacdo equivalente ao 5° ano. Ambos 0s grupos pertenciam a escolas publicas do
municipio do Cabo de Santo Agostinho, residentes em comunidade de baixo nivel
socioecondmico do municipio que nunca tiveram acesso formal a estudos de probabilidade.
Assim sendo, as compreensfes apontadas pelos participantes do estudo sdo de natureza

intuitiva.

Fischbein (1984) defende que ha conhecimentos de natureza probabilistica que s6 séo
efetivamente consolidados por meio do ensino, razdo pela qual foi escolhido para compor o
Estudo 1 dessa pesquisa, estudantes de mesma escolaridade, sendo criangas do 5° ano e adultos
da EJA (fase equivalente ao 5° ano). O 5° ano foi escolhido por considerar que participantes
deste ano de escolarizacdo teriam um arcabou¢o maior de vivéncias escolares que lhes
permitissem fazer alguma conexdo com elementos que permeiam as demandas cognitivas da
probabilidade, como por exemplo, a possivel compreensdo da proporcionalidade, mesmo com
a auséncia de estudos formais sobre temas probabilisticos.

O estudo foi realizado por meio de entrevistas clinicas individuais que foram
audiogravadas em aparelho smartphone. A entrevista clinica é baseada no método clinico
piagetiano e, neste estudo, ele foi inspirado nas contribuicdes de Carraher (1998). Para esta
autora, 0 método clinico possibilita refletir sobre as acdes, respostas, escolhas e comportamento
dos sujeitos acerca de uma determinada situacio proposta para resolucdo. E uma analise do
raciocinio do sujeito, que exige inferéncia. Assim, “no método clinico piagetiano, a finalidade
do exame é compreender como 0 sujeito pensa, como analisa as situacfes, como resolve
problemas e como responde as contra-sugestdes do examinador” (CARRAHER, 1998, p.6). No
método clinico, o pesquisador busca motivar o participante a reflexao, que nédo é possivel, num
teste padronizado. Por esta razdo, a entrevista clinica, traz perguntas norteadoras que suscitam
novas perguntas, em conformidade com as respostas de cada entrevistado, visando possibilitar

reflexdes mais aprofundadas.
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Carraher (1998) orienta que é recomendavel que o método seja aplicado num ambiente
que seja calmo e ofereca conforto ao sujeito e que o pesquisador procure deixar o sujeito a
vontade, motivando-o para a tarefa e adotando uma atitude de naturalidade ao efetuar as
perguntas. As perguntas norteadoras devem ser padronizadas, evitando-se assim, que termos

diferentes que por ventura venham a ser usados, tenham influéncia diferenciada nos sujeitos.
Nesta Otica, Carraher (1998) defende que

O exame piagetiano visa buscar as respostas mais caracteristicas do
pensamento do sujeito, aqueles que o sujeito d& com maior convic¢do e nao
com maior rapidez. Alguns sujeitos podem mesmo ter a necessidade de
examinar algumas alternativas diferentes, antes de encontrarem a resposta que
julgam mais apropriada. (CARRAHER, 1998, p. 17-18)

Neste estudo foram utilizados seis jogos, dos quais dois exploravam a aleatoriedade
com foco em independéncia de eventos em sequéncias aleatdrias, dois tratavam de espaco
amostral com énfase em eventos equiprovaveis e ndo-equiprovaveis e dois versavam sobre
comparacdo de probabilidades com uso de espacos amostrais distintos para verificar a
utilizacdo (ou ndo) do raciocinio proporcional. Cada uma das demandas cognitivas defendidas
por Bryant e Nunes (2012) e exploradas neste estudo contou com contextos de jogos justos e

injustos.

Os quadros a seguir (Quadro 11, 12 e 13) mostram os contextos de jogos utilizados na
entrevista clinica, considerando as demandas cognitivas exploradas e o foco probabilistico
referente a cada uma. Séo explicitados também as perguntas norteadoras que deram corpo ao
trabalho, além das respostas esperadas, ou seja, as respostas que se julga coerente do ponto de
vista conceitual e que servirdo de guia para avaliar as justificativas e argumentos apresentados

pelos participantes ao longo da pesquisa.

As criangas e os adultos tiveram a oportunidade de manusear os artefatos utilizados nos
jogos propostos como forma de se familiarizarem com as atividades. A intengéo era que, mesmo
que eles desconhecessem as atividades e os aleatorizadores envolvidos nos contextos
apresentados, eles teriam como entender o funcionamento e as regras de cada jogo, de forma
pratica, para poder avaliar a justica presente (ou ndo) nas situagdes. O Quadro 11 apresenta a

proposta de jogos para exploracéo da aleatoriedade em contextos justos e injustos.
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Quadro 11: Situaic")es de ioios iustos e iniustos envolvendo aleatoriedade

”Loto” - Jogo Justo

Foco: Independéncia de eventos

”Bingo” - Jogo injusto

Foco: Independéncia de eventos associado a
aleatorizadores desonestos

1- Num jogo de ”Loto”, ha bolas numeradas de
1 a 90. Serdo sorteadas 6 bolas do saco. Veja as
cartelas que os amigos receberam para participar
do jogo. A cada bola sorteada, eles marcam o
namero correspondente na cartela. Ganhara quem
completar mais rapido sua cartela.

Veja as cartelas de algumas criancas:

16 18 20
- Pedro 24 26 28
6 12 27
- Felipe 32 44 53
1 2 3
- Ana
4 5 6

Analise as cartelas das criangas e responda:

a) O jogo é justo para Pedro, Felipe e Ana?
Justifique.

b) Se vocé respondeu que era injusto o que
poderia ser feito para torna-lo justo?

2- A professora prop6s a seus alunos um jogo de
”Bingo” diferente: num globo vazado foram
colocadas apenas 30 bolinhas numeradas de 1 a
30. Felipe colocou as bolinhas dentro do globo e
verificou que embora elas tivessem o mesmo
tamanho tinham “pesos” diferentes: umas
“pesavam” mais e outras, menos. As que
“pesavam” mais eram sorteadas com maior
frequéncia. Ele notou que as mais “pesadas”
pertenciam a ndmeros que tinham 2 em sua
composicdo (por exemplo 21, 22, 23).

Analise as cartelas gque alguns colegas de Felipe
receberam.

15 30 16

Ana 08 14 27

] 12 02 20
André

24 26 14

a) Vocé acha que o jogo é justo para Ana e
André? Por qué?
b) Se vocé julgou a situagdo injusta, o que
poderia ser feito para torna-la justa?

Resposta espe

rada (correta)

a) Sim. O jogo é justo porque ha as mesmas
probabilidades de vitéria para qualquer uma das
cartelas, ou seja, qualquer numero é igualmente
provavel de ser sorteado, possibilitando a
qualquer um dos jogadores ganhar o jogo.

b) Sendo justo, ndo h& necessidade de sugerir
alteracdes ou adequacdes ao jogo.

a) O jogo € injusto porgque com os aleatorizadores
desonestos, ha maior probabilidade de vitéria
do jogador que possui maior quantidade de
numeros formados por algarismo 2.

b) Manter as duas cartelas com a mesma
quantidade de nameros formados pelo
algarismo 2.  Ou propor premiagéo
diferenciada para os jogadores. Ou substituir
os aleatorizadores por outros de igual massa.

Fonte: Dados da pesquisa (2021)

O Jogo de ”Loto™ é considerado justo,

em funcéo da equiprobabilidade dos resultados

dos possiveis nimeros sorteados. A ideia se pautou na avaliagdo da compreensdo dos
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participantes acerca de sequéncias aleatorias equiprovaveis, presentes nas cartelas dos
jogadores,. As sequéncias aleatdrias se relacionam diretamente ao entendimento acerca da
independéncia de eventos. Bryant e Nunes (2012) comentam que criancas e adultos cometem
equivocos para avaliar e entender sequéncias aleatorias pela falta de ampla compreenséo da
independéncia de eventos. J& no ”Bingo” (injusto), a proposta se assentou na possibilidade de
que os participantes refletissem sobre chances diferentes dos nimeros serem sorteados em
funcdo da massa maior de algumas bolinhas, ou seja, a auséncia da equiprobabilidade
comprometia o carater justo da situacdo.. Nesta situacdo, o fato dos aleatorizadores serem
claramente desonestos era um fator preponderante para a injustica no jogo, especialmente em

funcdo das cartelas que beneficiavam mais um jogador do que outro.

O Quadro 12 apresenta os contextos de jogos utilizados para exploracéo da relacdo do
espaco amostral com justica. Foram idealizados dois jogos: um jogo considerado injusto
denominado aqui como “Bolinhas na colher” e um jogo justo, que envolveu trés moedas
distintas ¢ nomeado como “Jogo das Moedas”. Os jogos, ndo focaram na constru¢ao do espago
amostral, em sua totalidade, ou seja, na possibilidade de realizacdo de uma lista exaustiva dos
casos possiveis, mas esperava-se que 0s participantes fizessem referéncia a alguns elementos

dos eventos para justificar suas escolhas e avaliacGes.

Para ponderar se o jogo “Bolinhas na colher” ¢ justo ou ndo, Seria necessario que os
participantes analisassem as possibilidades destinadas a cada jogador, ou seja, verificassem o
espaco amostral para avaliarem a equiprobabilidade (ou ndo) de cada evento: evento 1- sair
bolinhas somente na cor azul; evento 2- sair bolinhas apenas cor rosa; e evento 3- sair bolinhas

nas duas (cores azul e rosa), em qualquer configuracéo.

No ”Jogo das Moedas”, a anélise do espaco amostral se referia ao lancamento de trés
moedas para verificar se 0s eventos destinados a cada jogador eram equiprovaveis para garantir
a justica no jogo. Sabe-se que o espago amostral no langamento de trés moedas resulta em oito
possibilidades, no entanto, nos eventos destinados a cada jogador, haviam trés possibilidades
para cada um, tornando, por conseguinte, iguais as probabilidades de vencer, assim, o jogo foi

caracterizado como justo.



97

Quadro 12: Situaiﬁes de 'ioios 'iustos e in'iustos envolvendo esiaio amostral

”Bolinhas na colher” - Jogo injusto “Jogo das Moedas” - Jogo justo
Foco: Eventos ndo-equiprovaveis Foco: Eventos equiprovaveis
3-Uma colher de madeira com | 4- A professora prop6s aos alunos um jogo

4 furos, serve para apanhar | de lancamento de trés moedas (uma de 25
bolinhas de uma caixa. Na | centavos, uma de 50 centavos e outra de 1
caixa hd a 120 bolinhas rosas e | real) para que anotassem os resultados. Para
120 azuis. a dupla de Cristina e Rute, a professora
Para brincar, a pessoa fecha os | determinou que:

olhos e coloca a colher dentro
da caixa para pegar quatro
bolinhas.

Mariana prop6s a seus filhos | - Cristina ganha um ponto - se sairem 2

Pedro, Felipe e Amanda um jogo com essa | caras e 1 coroa
colher e essas bolinhas - Rute ganha um ponto — se sairem 2 coroas

. x . . e lcara
As criancas ganharéo pontos nas seguintes condices: | _ ~rictina e Rute ganham um ponto cada —
- Sempre que a colher for preenchida com 4 bolinhas se sairem qualquer combinacao de faces
rosas, sera ponto da Miguel

. . iguais

- Se_mpre,que a cglh_?_r_ for preenchida com 4 bolinhas a) O jogo é justo para Cristina e Rute?
azsms sera ponto Iah ""1‘:90 hid bolinh b) Se vocé respondeu que era injusta a
- SeMmpre que a coiner Tor preenchida com boliNNas | qjt5¢50, 0 que poderia ser feito para
de cores diferentes: rosas e azuis serd ponto da £ 1o 5

torna-la justa”
Amanda.
a) O jogo é justo para Miguel, Thiago e Amanda?
Por qué?
b) Se vocé respondeu que 0 jogo era injusto o que
poderia ser feito para torna-la justa para as trés

criancas?

Resposta esperada (correta)
a) O jogo € injusto, pois ha mais probabilidade de a) O jogo é justo, pois as jogadoras tém
Amanda ganhar, uma vez que ha mais maneiras de iguais chances de vencer. Ha trés
compor cores diferentes na colher do que cores possibilidades de Rute ganhar (CCK,CKC,
iguais, como 1 rosa e 3 azuis (em 4 formas), 3 azuise | KCC) e trés de Cristina ganhar (KKC,
1 rosa (4 formas) e 2 azuis e 2 rosas (6 formas) KCK, CKK) e se sairem faces iguais (KKK
b) Acrescentar mais 120 bolinhas de outra cor e cada | ou CCC) ambas ganham pontos.
jogador ter que tirar as quatro da sua cor escolhida; b) Sendo justo, ndo ha necessidade de
ou cada um jogador escolher uma organizacgéo sugerir alteracBes ou adequacgfes ao jogo.
particular (das 16 possiveis) das ”Bolinhas na Considera-se:
colher”; ou Miguel — 1 rosa e 3 azuis (4 K-cara
possibilidades), Tiago — 3 azuis e 1 rosa (4 C- coroa

possibilidades), Amanda — 2 azuis e 2 rosas com as
cores iguais juntas lado a lado (4 possibilidades). Ver
Figura 17.

Fonte: Dados da pesquisa (2021)

O Quadro 13 mostra as situagdes contextuais referentes aos jogos que possuem relagao

com a comparacao de probabilidades em espacos amostrais distintos.
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Quadro 13: Situacdes de jogos justos e injustos envolvendo comparacdo de probabilidades

Dados I: Jogo justo
Foco: uso do raciocinio proporcional

Dados I1: Jogo injusto
Foco: uso do raciocinio proporcional

5- Num jogo com dados, Marcos usa 0 hexaedro
(vermelho) e Paulo o octaedro (preto). O dado
de Marcos tem seis faces numeradas (1, 2, 3, 4,
5, 6). O de Paulo tem oito faces (1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8).

CARLOS->

ANDRE~>

Para ganhar ponto a pessoa tem que tirar um
nimero PAR.

a) O jogo é justo para Marcos e Paulo? Por
qué?

b) Se vocé respondeu que era injusto o que
poderia ser feito para ele ser justo?

6- Num lancamento de dados s&o usados um
tetraedro roxo (quatro faces triangulares
numeradas de 1 a 4), e um hexaedro branco (dado
comum, com 6 faces numeradas de 1 a 6). Duas
pessoas estdo jogando e estabeleceram a seguinte
regra:

—>Priscila joga com o tetraedro e ganha um
ponto se a face nao visivel for nimero maior que
2.

—> Daniele joga com o hexaedro e ganha um
ponto se a face nao visivel for nimero maior que
2.

a) O jogo ¢é justo para Priscila e Daniele? Por
qué?

b) Se vocé acha que as regras séo injustas, o
gue poderia ser alterado nelas para que se
tornassem justas para ambos os participantes?

Resposta esperada (correta)

a) O jogo € justo para os jogadores, pois ha a
mesma probabilidade de vitdria para ambos.
Cada um tem metade das chances de sair par
no langcamento de seu dado.

b) Sendo justo, ndo ha necessidade de sugerir
alteracdes ou adequacdes ao jogo.

a) O jogo € injusto, pois hd maior probabilidade
Daniele ganhar, uma vez que no dado dela ha
mais da metade dos nimeros maiores que 2 (4 em
6), enquanto no dado de Priscila hd metade das
chances (2 em 4).

b) Usar o mesmo dado; ou mudar as regras (tirar
nlimero impar ou nimero primo)

Fonte: Dados da pesquisa (2021)

Para avaliar a justica relacionada a esta demanda cognitivas, nesses jogos, foram usados

como aleatorizadores dados de diversos formatos. O Jogo de Dados I, considerado como justo,

exigia que os participantes comparassem as probabilidades de sair o evento par em espacos

amostrais distintos por meio da andlise do langamento de um hexaedro e de um octaedro. Apesar

dos espacos amostrais serem diferentes, ndo era necessario fazer célculos de probabilidades

para avaliar a situacdo, mas devia-se fazer uso do raciocinio proporcional. O Jogo de Dados

I1, envolvia a comparagdo de probabilidades no langamento de um tetraedro e de um hexaedro.

A avaliacdo da justica das situacdes poderia ser feita comparando proporcionalmente a

quantidade de elementos dos eventos “sair nimero maior que 2” em ambos os dados.
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Ao final da apresentacédo dos jogos supracitados, uma pergunta foi feita aos participantes
da pesquisa, a fim de que eles pudessem conceituar, de alguma forma, o que para eles era justo

num contexto de jogos: Para vocé o que € um jogo justo? O que se caracteriza um jogo justo?

Posteriormente, foi solicitado que, as criancas e adultos participantes do estudo,
preenchessem o quadro a seguir (Quadro 14), para avaliar o que eles julgavam justo e injusto,

considerando os jogos ‘Par ou impar’ e “’Bingo”’.

Quadro 14: Situagdes justas e injustas considerando o jogo “Par ou impar” ¢ ”Bingo” _
E NAO E
JUSTA | JUSTA

SITUACAO

1.Sortear no “par ou impar” dentre alguns suspeitos, o que sera condenado
por um crime.

2.Definir a escolha do lado do campo para iniciar o jogo no “par ou
impar”.

3.Definir no “par ou impar” 0 campedo do Brasileiréo.

4. Tirar no “par ou impar” quem vai pagar o sorvete.

5. Usar um ”Bingo” para definir o ganhador de um carro.

6. Fazer um ”Bingo” para definir o aluno que ira representar o municipio
num campeonato de xadrez.

7. Por meio do resultado de um ”Bingo” selecionar a pessoa que recebera o
titulo de “O amigo da escola”.

8. Usar um Bingo” para definir qual atleta do time vencedor ficard com o
troféu.

Fonte: Dados da pesquisa (2021)

Como explicitado no Quadro 14, foram propostos contextos em que 0s jogos (“Par ou
impar” e ”Bingo”) estavam sendo usados em situacdes diretamente ligadas a atividades
esportivas (jogos) e em situacdes ndo-esportivas. A intencionalidade desta atividade especifica
era avaliar se a premiacdo destacada nas situacdes ou o tipo de jogo teria influéncia sobre a

compreensdo de justica nos jogos para 0s participantes.

Como finalizac&o, para compreender como adultos e criangas categorizam o que € justo
e 0 que ndo €, num contexto de jogos, foi solicitado que os participantes respondessem a
pergunta: Usar o jogo de ‘cara ou coroa’ para definir o ganhador de uma casa com piscina €
justo ou ndo? Por qué? Esta indagacdo teve a intengéo de avaliar, de forma aberta, se adultos e
criangas julgam se a presenca da justica, ou ndo, nos jogos é influenciada pelo tipo do jogo ou

pelo valor do prémio.
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6.2. ESTUDO 2: COMPREENSOES DE CRIANCAS BRASILEIRAS E PORTUGUESAS
ACERCA DE JUSTICA EM JOGOS

O Estudo 2% seguiu 0 mesmo percurso metodolégico do Estudo 1. Para fins de coleta
de dados foram considerados os contextos de jogos utilizados na entrevista clinica com as
criangas brasileiras do Estudo 1, a fim de na anélise ser possivel estabelecer um paralelo com

as criancgas portuguesas.

Conjecturou-se se criancas de mesma escolarizacdo, mas de culturas diferentes e que
ndo tiveram acesso formal a conhecimentos de natureza probabilistica, poderiam ter
compreensdes semelhantes ao avaliar jogos justos e injustos, considerando demandas

cognitivas da probabilidade.

Assim, foram entrevistadas 15 criangas portuguesas do 5° ano de escola publica,
residentes em Lisboa, em bairro de classe média. Além da escolaridade, a média de idade das
criangas portuguesas também era semelhante as das criangas brasileiras: 11 anos. Essas criangas
também ndo tiveram acesso formal a conhecimentos probabilisticos em fun¢do do curriculo
portugués so explorar o tema no 7° ano. Nos anos iniciais, portanto, as criangas portuguesas nao
estudam probabilidade formalmente, por conseguinte, as compreensdes apontadas neste estudo

séo de ordem intuitiva, assim como com o0s participantes brasileiros.

6.3. ESTUDO 3: COMPREENSOES DE PROFESSORES BRASILEIROS E
PORTUGUESES ACERCA DE JUSTICA EM JOGOS A PARTIR DE ANALISE DE
ENTENDIMENTOS DE CRIANCAS E ADULTOS SOBRE O TEMA

O Estudo 3 levou em conta analises de pesquisa mapeadas e explicitadas nesse
documento (CAMPOS E PIETROPAOLO, 2013; VIALI E CURY, 2011; LOPES, 2008;
VIALLI, 2008, FELISBERTO DE CARVALHO, 2017) que apontaram fragilidades conceituais
de professores dos mais diversos niveis em relacdo a conhecimentos probabilisticos. Nessa
Otica, procurou-se analisar também o entendimento de professores dos niveis/modalidades
explorados nos Estudos 1 e 2, considerando brasileiros e portugueses proporcionalmente.

Apesar terem sido utilizados os mesmos jogos e analises semelhantes aos Estudos 1 e 2, 0

15 Os Estudos 2 e 3 foram idealizados em funcgdo da impossibilidade de colocar em pratica o estudo interventivo
originalmente proposto inicialmente para esta pesquisa.
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percurso metodolégico foi um pouco diferente e o foco centrado na justica em jogos, como nos

estudos anteriores.

O Estudo 3 contou com a participacdo de 15 professores do Ensino Fundamental
distribuidos em trés grupos distintos: cinco professores dos anos iniciais do ensino regular da
Rede Municipal de Ensino do Cabo de Santo Agostinho; cinco professores da EJA (anos
iniciais) também de escolas publicas do Cabo de Santo Agostinho; e cinco professores de

Portugal, habilitados a ensinar o 5° ano, de escola pablica da cidade de Lisboa.

Para este estudo os mesmos jogos foram utilizados, com algumas adaptacdes, a fim de
atingir os objetivos propostos. Foram consideradas algumas falas que indicaram compreensdes
sobre justica em jogos apontadas pelos participantes dos Estudos 1 e 2. Essas compreensoes
(uma coerente e outra equivocada) foram atribuidas a dois estudantes ficticios: o Estudante A
e 0 Estudante B que respondiam basicamente a indagagéo. “Esse jogo é justo para os jogadores
tal e tal”? Os professores, portanto, tiveram que analisar 0 contexto dos jogos e interpretar as
compreensdes dos Estudantes A e B para dar um parecer sobre a coeréncia, ou ndo, da

compreensdo dos dois estudantes acerca dos elementos probabilisticos explorados.

Em funcdo da pandemia de Covid-19 (2020-2021), ndo foi possivel realizar as
entrevistas presencialmente com os professores. Optou-se, portanto, pela realizacdo de uma
conversa (via Google Meet), de forma individual e sincrona para que os professores pudessem
responder a um formulario (Google Forms) com as questdes supracitadas. Durante todo o tempo
em que os professores responderam as questdes do formulario, se manteve aberta a conversa
via Google Meet para maiores esclarecimentos e apresentacdo dos artefatos utilizados nos
jogos, caso houvesse necessidade. A pesquisadora se manteve em permanente disponibilizacao
a cada um dos professores, de forma sincrona, durante todo o tempo de anélise e resposta ao

formulério.
Inicialmente, os professores foram convidados a opinar sobre as seguintes questdes:
a) Para vocé o que é um jogo justo?
b) Ganhar uma casa com piscina num jogo de cara ou coroa é justo?

C) Qual jogo seria justo para ter como premiagdo ganhar uma casa? O que seria justo

ganhar num jogo de cara e coroa?
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Estas questBes foram propostas aos estudantes apds a andlise dos seis jogos, e as
respostas foram fortemente influenciadas pela vivéncia recente nesses jogos. Optou-se por
inverter a ordem para que 0s professores apresentassem as suas percepcdes, sem a influéncia
do que seria discutido nos jogos explorados. Nessa etapa inicial, as respostas dos professores

foram audiogravadas e, posteriormente, transcritas para fins de analises.

A seguir, estdo especificadas as questdes abordadas na pesquisa com os professores,
considerando as demandas cognitivas e o foco probabilistico explorado, em consonancia com
os Estudos 1 e 2. As respostas esperadas, ou seja, as respostas corretas também estdo indicadas
ao final de cada item. Considera-se como respostas corretas, as analises feitas pelos professores
que indiguem compreensdes coerentes do ponto de vista conceitual, que se assemelham ao que
esta descrito na resposta esperada. Foi orientado verbalmente aos professores que eles deveriam
observar os contextos dos jogos e avaliar as compreensdes de cada um dos estudantes (A e B)
a fim de atribuir uma opinido sobre esses entendimentos. As questdes aparecem na ordem

presentes no formulario.
e “Loto” (jogo justo) — Demanda: Aleatoriedade — Foco: independéncia de eventos

1- Analise as cartelas dos jogadores Pedro, Felipe e Ana que estdo participando de um jogo de

“Loto”.
PEDRO FELIPE ANA
16 18 20 44 | 12 27 1 2 3
24 26 28 32 6 53 4 5 6

Este jogo é justo para Pedro, Felipe e Ana?

*ESTUDANTE A-> E justo, porque qualquer um pode ganhar. Com estas cartelas todos tém
as mesmas chances de ganhar.

*ESTUDANTES B-> N&o é justo, pois Ana tem menos chances de ganhar. Os nimeros da
cartela dela estdo em ordem e € muito mais dificil sair nUmeros em sequéncia.

Como vocé avalia a compreensdo do ESTUDANTE A? Justifique. Como vocé avalia a

compreensdo do ESTUDANTE B? Justifique.

Resposta esperada (correta): O Estudante A esta correto em sua avaliagdo, pois as

probabilidades sdo iguais de vitoria para os trés jogadores, uma vez que qualquer nimero tem
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igual chance de ser sorteado. O Estudante B esta equivocado, pois, independente dos nimeros

estarem ordenados, ou ndo, as chances sdo iguais para qualquer nimero de qualquer cartela.

e ”Bingo” (jogo injusto) — Demanda: Aleatoriedade — Foco: independéncia de

eventos com associacdo a aleatorizadores desonestos

2- Neste jogo de ”Bingo” foram colocadas 30 bolinhas numeradas de 1 a 30 dentro do globo.
As bolinhas que tinham o nimero 2 em sua composi¢ao eram mais “pesadas” que as outras (por
exemplo 12, 20, 23). No jogo, as bolinhas com maior “peso” saiam com maior frequéncia que

as outras.

Analise as cartelas de Paula e André.

PAULA ANDRE
15 9 27 25 26 27
12 26 2 28 29 30

Este jogo é justo para Paula e André?

ESTUDANTE A-> Sim. Porque tem 30 bolinhas no globo e nas cartelas todos os nimeros s

véo até 30. Qualquer um tem chances de ganhar.

ESTUDANTES B-> Néo. André tem mais chance de ganhar porque ele tem mais nimeros

com 2, embora 0s nimeros dele estejam em sequéncia.

Como vocé avalia a compreensdo do ESTUDANTE A? Justifique. Como vocé avalia a
compreensdo do ESTUDANTE B? Justifique.

Resposta esperada (correta): O Estudante A esta equivocado pois considerando 0os numeros
das cartelas ha maior probabilidade de André ganhar do que Paula. O Estudante B esta correto
em avaliar que André tem mais chances de vitdria, pois tem 5 nimeros formados pelo algarismo
2, enquanto Paula tem somente 4 nimeros formados com o algarismo 2. O fato dos nimeros de

André serem consecutivos, ndo tem qualquer influéncia na equiprobabilidade dos resultados.
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e ”Bolinhas na colher” (jogo injusto) — Demanda: Espago amostral — Foco: eventos

nado-equiprovaveis

3- Uma colher de madeira com 4 furos, serve para apanhar bolinhas
de uma caixa. Na caixa ha 120 bolinhas rosas e 120 azuis. Para jogar,

a pessoa fecha os olhos e coloca a colher dentro da caixa para pegar

quatro bolinhas.

Miguel, Tiago e Amanda estdo jogando.

MIGUEL ganha se sair 3 TIAGO ganha se sair 3 AMANDA ganha se sair 2
bolinhas azuis e 1 rosa em bolinhas rosas e 1 azul em bolinhas rosas e 2 azuis em
qualquer organizacdo. EX.: qualquer organizagéo. Ex.: qualquer organizacdo. Ex.:

Este jogo é justo para Miguel, Tiago e Amanda?
ESTUDANTE A-> Sim. Porque todos tém que tirar duas cores, logo as chances sao iguais.

ESTUDANTES B-> Né&o. Porque Amanda tem mais chances de ganhar, porque tem mais
jeitos de organizar duas bolinhas de cada cor na colher.

Como vocé avalia a compreensdo do ESTUDANTE A? Justifique. Como vocé avalia a

compreensdo do ESTUDANTE B? Justifique.

Resposta esperada (correta): O Estudante A estd equivocado, pois as chances de vitoria ndo
sdo iguais. O Estudante B esta correto em sua avaliacdo, pois ha 6 maneiras de compor 2
bolinhas azuis e 2 bolinhas rosas na colher (jogada de Amanda), enquanto ha somente 4

possibilidades de organizagdo das ”Bolinhas na colher” tanto para Miguel quanto para Tiago.

e ”Jogo das Moedas” (jogo justo) — Demanda: Espago amostral- Foco: eventos

equiprovaveis
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4- Cristina e Rute estavam jogando um jogo de langamento de duas moedas (uma de 50 centavos
e outra de 1 real/euro). Cristina ganha ponto se sairem faces iguais nas duas moedas e Rute

ganha ponto se sairem faces diferentes.

O jogo é justo para Cristina e Rute?
ESTUDANTE A-> Sim. Porque Cristina e Rute tém as mesmas chances de ganharem. Ta
equilibrado.

ESTUDANTES B-> Néo. Cristina tem mais chances de ganhar, porque pode sair cara e cara
ou coroa e coroa e Rute s6 tem um jeito: cara e coroa.

Como vocé avalia a compreensdo do ESTUDANTE A? Justifique. Como vocé avalia a
compreensdo do ESTUDANTE B? Justifique.

Resposta esperada (correta): O Estudante A estd correto, pois ha duas possibilidades para
Cristina (cara-cara e coroa-cora) e Rute também (cara-coroa e coroa-cara). O Estudante B esta
equivocado, pois as possibilidades cara-coroa e coroa-cara séo distintas, logo as chances para

as duas jogadoras sdo iguais.

e JOGO DOS ”Dados 1” (jogo justo) — Demanda: Comparacéo de probabilidades —

Foco: raciocinio proporcional

5- Num jogo com dados, Marcos usa um dado com seis faces numeradas (1, 2, 3, 4, 5, 6) e
Paulo usa um dado com oito faces assim numeradas 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Eles tém que tirar

numero PAR em seus dados para ganharem ponto no jogo.

MARCOS
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O jogo é justo para Marcos e Paulo?

ESTUDANTE A-> Sim. Porque os dois tém que tirar par. E cada um tem as mesmas chances

de tirar par em seus dados.

ESTUDANTES B> Néo. Paulo tem mais chances de ganhar porque tem mais nimeros pares

em seu dado.

Como vocé avalia a compreensdo do ESTUDANTE A? Justifique. Como vocé avalia a
compreensdo do ESTUDANTE B? Justifique.

Resposta esperada (correta): O Estudante A esta correto, pois ha 50% de chances de cada
jogador ganhar (tirar par), embora os dados sejam diferentes. O Estudante B esta equivocado,
pois, proporcionalmente as chances sdo as mesmas (3 em 6 e 4 em 8).

e JOGO DOS ”Dados 2”(jogo injusto) — Demanda: Comparacéao de probabilidades

— Foco: raciocinio proporcional

6- Num jogo de dados Priscila esta jogando com o tetraedro roxo (quatro faces triangulares

numeradas de 1 a 4) e Daniele joga com um hexaedro branco (dado comum com 6 faces
numeradas de 1 a 6). Ganha ponto quem tirar nimero menor que 4 na face oculta.

ore

rre
b X

S\

Priscila Daniele

O jogo é justo para Priscila e Daniele?

ESTUDANTE A-> "Sim, porque nos dois dados, ha trés nimeros que podem sair: 1, 2 e 3. E

justo."

ESTUDANTE B-> "N&o, porque o dado de Priscila tem menos faces e, portanto, mais chances

de cair nimero menor que 4 do que no de Daniele que tem muitas faces."
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Como vocé avalia a compreensdo do ESTUDANTE A? Justifique. Como vocé avalia a
compreensdo do ESTUDANTE B? Justifique.

Resposta esperada (correta): O Estudante A esta equivocado, pois embora haja trés possiveis
resultados em cada dado, no tetraedro ha 3 possibilidades em 4 (mais da metade das chances
ou 75%) e no hexaedro h& 3 possibilidades em 6 (metade das chances ou 50%). Logo, as
probabilidades de vitoria sdo diferentes para os jogadores. O Estudante B esta correto, pois as

chances de vitoria sao diferentes.

Importante salientar que é possivel que os jogos utilizados nos diversos estudos que
contemplam a presente pesquisa, possam servir de apoio para desenvolver trabalhos de natureza
interventiva que ampliem o pensamento probabilistico, bem como aporte para novas pesquisas

que tratem de conceitos e/ou elementos da Probabilidade.

Os estudos aqui descritos, se encontram entrelacados e serviram de base para atingir 0s

objetivos especificos da pesquisa, cujos resultados sdo apresentados e discutidos a seguir.
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7. ANALISES

“O principio mais fundamental de todos os

jogos de azar é simplesmente condigoes iguais.

Cardano

Os varios estudos, de natureza qualitativa, seguem uma analise descritiva e
interpretativa (Wolcott, 2009) das respostas dos participantes obtidas nas entrevistas e
questionario, com foco nas suas compreensées, mas também incluindo uma descricao dos dados
quantitativos acerca do desempenho dos diversos grupos estudados, organizados em tabelas de
frequéncia, como pode ser visto nas se¢des a seguir. Para cumprir as questdes de ética, nestes
estudos é garantido o anonimato dos participantes, que se voluntariaram com base no

consentimento informado.

7.1. ANALISES DO ESTUDO 1: COMPREENSOES DE CRIANGAS E ADULTOS (EM
INICIO DE ESCOLARIZACAO) SOBRE JUSTICA EM JOGOS EM CONSONANCIA
COM DEMANDAS COGNITIVAS DA PROBABILIDADE

Para fins de analise do Estudo 1, os participantes adultos foram identificados nas analises
da pesquisa como Al, A2, A3...Al5 e as crian¢as como C1, C2, C3...C15. As analises levaram
em consideracdo, mais fortemente, as compreensdes que envolvem demandas cognitivas da
probabilidade propostas por Bryant e Nunes (2012) e os construtos do pensamento
probabilistico propostos por Jones (2016) e Jones et al (1997) entre outros estudos.

7.1.1. Aleatoriedade e Justica em jogos

Os jogos idealizados para explorar a demanda cognitiva que diz respeito a aleatoriedade,
focaram em sequéncias aleatdrias para avaliar compreensfes acerca da independéncia de
eventos, especialmente no Jogo da ”Loto”. No ”Bingo”, além da observancia de sequéncias
aleatorias, foram adicionados aleatorizadores ‘desonestos’ que influenciaram a (in)justica

presente do jogo.
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7.1.1.1. Jogo Justo ("Loto”)

Na Tabela 1 sdo mostrados os resultados das criangas e também dos adultos quando
indagados sobre 0 jogo da ”Loto”: se justo ou injusto. Neste contexto, considerou-se um jogo
cujas cartelas dos jogadores possuiam seis nimeros: a de Pedro com 16, 18, 20, 24, 26 e 28; a
de Felipe: 6, 12, 27, 32, 44 e 53; e a de Ana: 1, 2, 3, 4, 5 e 6. Independente da sequéncia,
qualquer cartela tem igual probabilidade de ser a vencedora, portanto, esse € um jogo justo. As
respostas foram classificadas em corretas (quando apresentavam justificativas coerentes),
parcialmente corretas (quando as justificativas possuiam aportes coerentes do ponto de vista
formal, mas ndo em sua totalidade) ou incorretas (quando havia equivoco na avaliagao de jogo
justo e ou as justificativas apresentadas eram incoerentes do ponto de vista conceitual).

Tabela 1: Resultados da avaliagdo do jogo de ”Loto” (justo), por criancas e adultos
. Respostas Parcialmente Respostas
Participantes
Corretas corretas Incorretas
Criancas 3 3 9
Adultos* 1 2 11

Observacdo: *Um adulto ndo respondeu
Fonte: Dados da pesquisa (2021)

Para avaliar a justica, ou ndo, no Jogo 1 (“Loto™), 0s participantes deveriam analisa-lo,
observando o contexto, inclusive as cartelas dos jogadores.-Poucos participantes (trés criancas
e um adulto) foram capazes de julgar o0 jogo como justo e apresentar uma justificativa correta
para esse julgamento. Na verdade, a maioria dos participantes julgou que o jogo era justo (57%
dos adultos e 67% das criancas), no entanto, apresentaram justificativas incorretas ou
parcialmente corretas nos seus julgamentos. Observou-se que as justificativas apresentadas por
ambos 0S grupos, nem sempre remetem a compreensdo da equiprobabilidade presente nas

sequéncias aleatdrias.

Os participantes que julgaram corretamente 0 jogo como justo e que apresentaram

justificativas coerentes, informaram que:

o C3: “Pode ser, porque qualquer um pode ganhar. Qualquer um tem a mesma

chance de ganhar. Pode ser na sorte”.

o C5: “Sim. Porque é uma questao de sorte, né? Acho que todos tém a mesma

chance de ganhar porque tem todos esses numeros aqui no saco, né?”’
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. A2: “E justo. Acho que qualquer um pode ganhar. O que eu pegar, se ndo servir
para o Felipe pode servir para o Pedro. Tem que arriscar... um tem o outro ndo tem. Tirando

a pedrinha qualquer um desses pode ganhar”.

Estes participantes ndo foram influenciados pelas sequéncias nas cartelas, como os que
consideraram o jogo injusto. Eles julgaram que, todos teriam as mesmas chances'®, ou seja, que

qualquer um dos trés jogadores poderia vencer, pois tinham iguais condicdes.

Algumas respostas foram consideradas parcialmente corretas, pois embora apontassem
para alguma coeréncia, como por exemplo, algo que remetesse a regras, havia equivoco no
julgamento final, como no caso de C8 que afirmou: “Acho justo, porque os trés estdo com uma
cartela. Felipe tem mais chances de ganhar que os outros porque tem os numeros’ mais altos’.
Ana tem menos chance porque os numeros dela sdo muito baixos e muito dificilmente ela vai
ganhar, ndo vai vir os numeros dela, porque eles sdo iniciais . C8, corretamente, informou que
era justo porque os trés possuiam uma cartela, ou seja, ninguém tinha mais cartelas que o outro,
e esta conclusdo diz respeito as regras do jogo. Apesar de afirmar ser justa a situacao, a crianca

incorretamente julgou que ha mais chance de sairem nimeros mais altos.

Boa parte dos participantes de ambos os grupos (adultos e criangas) tomaram como
elemento central da avaliacdo da justica no jogo a observancia das sequéncias aleatdrias, que,
para muitos, ndo foi considerada equiprovavel. Como comentado inicialmente, diversas pessoas
tém dificuldades em avaliar uma sequéncia aleatéria, em funcgéo da falta de compreenséo acerca
da independéncia de eventos (BRYANT e NUNES, 2012; BENNETT, 2003).

A incompreensdo acerca da independéncia de eventos também foi observada no estudo
de Silva (2016), no qual foi questionado a 36 criancas sobre uma situacdo que envolvia o
lancamento de um dado, cujo resultado deu 5 sucessivas vezes. Ao serem questionadas sobre o
resultado do proximo langamento, mais de 38% das criangas julgaram que sairia 0 mesmo
namero e pouco mais de 44% acreditou que iria sair um outro numero diferente do 5. Estas
criangas cometeram erro de recéncia positiva, por acreditarem que o resultado que estava
ocorrendo ia se repetir ou erro de recéncia negativa, quando julgaram que iria acontecer

exatamente o contrario; um resultado diferente de 5. Esse &€ um viés da heuristica da

16 Neste texto, o termo chance tera o mesmo sentido de probabilidade, por ser uma expressdo mais cotidiana de
criangas e adultos.
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representatividade que consideram que 0s poucos ensaios realizados representam os resultados

probabilisticos do jogo

A falta de compreensdo de que cada resultado de um experimento aleatorio é
independente do anterior ou do posterior, fazem ndo apenas as crian¢as, mas também adultos
julgarem equivocadamente uma sequéncia aleatdria, imaginando, por exemplo, que Felipe (com
alternancia de nameros: 6, 12, 27, 32, 44, 53) teria mais chances que Ana (com a sequéncia: 1,

2,3, 4,5, 6), por acreditarem que aleatorio seria necessariamente desordenado, misturado.

Na perspectiva apresentada neste texto, quando se fala em independéncia de eventos,
considera-se, que a cada novo ensaio (cada pega da ”Loto” ou bolinha do ”Bingo” ou face de um
dado ou bolas da caixa) se mantém iguais as chances de serem sorteadas e ndo ha influéncia
externa que conduza a um ou outro resultado. Cada ensaio é independente do anterior ou posterior,
por isso, formam-se sequéncias aleatdrias. Assim, a independéncia de eventos em sequéncias
aleatorias se relaciona ao fato de que se, por exemplo, ao lancar uma moeda trés vezes e cair trés
caras, no proximo lancamento, a probabilidade de sair cara (ou coroa) permanece a mesma,
independente de resultados anteriores (BRYANT E NUNES, 2012).

Os alunos (adultos e criancas) que julgaram o jogo injusto, em sua totalidade, acreditavam
que as chances seriam diferentes, o que mostra, de alguma forma, uma importante compreenséo
de jogo justo (considerar que todos tenham iguais chances de ganharem). Seis adultos e cinco
criancas informaram que o jogo era injusto e apontaram justificativas em relacdo as chances
diferentes dos jogadores, considerando basicamente duas razBes: os numeros sequenciados
teriam mais ou menos chances de serem sorteados e os valores absolutos dos nimeros (maiores
ou menores teriam mais ou menos chances de ocorréncia). A seguir, apresentamos algumas

justificativas dos estudantes nessas diregdes.

e C1: Ndo. O de Ana estd ‘seguindo’. E injusto para ela porque os niimeros dela é mais
menor e o0 dos outros € mais maior. Felipe tem mais chances de ganhar porque tem os

nimeros maiores. E o mais facil de ganhar porque o pequeno é mais dificil de sair.

e Al: Acho que ndo. Porque aqui td em ‘frequéncia’’

e aqui ndo esta em ‘frequéncia’.
Se fosse em frequéncia ia estar 16, 17, 18, 19, 20, 21. Os nimeros aqui é maior, 0s
daqui € mais baixo. Acho que ndo € justo ndo, porque jogaram mais pedra pequena pra

Ana. Ela pode até ganhar. Se for numeragao mais alta quem ganha aqui é Felipe. Todo

17 A expressdo aparenta significar ‘sequéncia’.
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jogo que acho que ndo sai numero seguido frequente... ndo sai. Eles jogam no
diferenciado. E muito raro sair assim por exemplo, 44, 45 e 46. Quando cai assim, s6

cai 2 nimeros seguidos.

Bryant e Nunes (2012) afirmam que a expectativa de irregularidade em uma sequéncia
aleatdria leva muitos adultos a se confundirem e considerarem uma determinada sequéncia sem
um padrdo especifico como mais provavel que outra sequéncia particular consecutiva, por
exemplo. E nessa perspectiva, as criangas parecem se comportar da mesma forma que os
adultos. Estes pesquisadores pontuaram a ‘heuristica da representatividade’ em que as pessoas
tendem a ver sequéncias inconsistentes e desordenadas como caracteristica da aleatoriedade.

No presente estudo tambem foram observados tais fatos.

Em conformidade com os niveis do pensamento probabilistico de Jones (2006) que trata
do construto ‘independéncia’, o Nivel 1, denominado Subjetivo, esta relacionado as criangas
que apresentaram predisposicao para julgar os eventos consecutivos como sempre relacionados,
e o Nivel 2, considerado Transitorio, mostra algum reconhecimento sobre eventos consecutivos.
Os estudantes envolvidos no Estudo 1 apresentam compreensdes tipicas dos Niveis 1 e 2,
verificado em justificativas como C2 que afirmou que ‘0S primeiros nimeros séo mais dificeis
de pegar’. Neste argumento repousa uma compreensdo de que os eventos estdo relacionados,
ou seja, 0s menores, por terem valores baixos, saem menos que os de valor mais alto.
Semelhante pensamento teve C15 que argumentou: ‘Ana é mais dificil de ganhar, pois séo seis
numeros em fileira’ € A6 que informou: ‘Felipe tem mais chance, ele tem os numeros mais
altos, quando se joga assim s6 cai mais na alta’. Estes estudantes parecem ndo perceber a
imparcialidade das leis do acaso (BENNETT, 2003) ao estabelecerem alguma relacdo de

dependéncia ou de alguma forma de ligacéo entre os ensaios.

7.1.1.2. Jogo Injusto (”Bingo”)

Na Tabela 2 sintetiza-se os resultados atribuidos pelos participantes a pergunta sobre a
justica, ou ndo, do jogo de “Bingo”. Neste jogo, a resposta coerente seria avalid-lo como injusto,
pois ha aleatorizadores (bolinhas) com massa maior, comprometendo a equiprobabilidade, e,
por conseguinte, tornando diferentes as chances de vencer dos jogadores em funcdo da

composicao de suas cartelas.
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Tabela 2: Resultados da avaliacdo do jogo de “Bingo” (injusto), por criancas e adultos

Participantes Respostas Corretas Respostas Incorretas
Criancas 13 2
Adultos 9 6

Fonte: Dados da pesquisa (2021)

No ”Bingo” havia 30 bolinhas no globo (numeradas de 1 a 30), no entanto, as bolinhas
que tinham o nimero 2 em sua composi¢do, possuiam massa maior, logo, maior probabilidade
de sair quando o globo fosse girado. A evidéncia da ‘injusti¢a’ das bolinhas, parece ter sido
bem observada pelos estudantes que, desde o0 jogo da “Loto”, apontavam a condi¢do ‘chances
iguais x chances diferentes’ como condic¢do principal para um jogo justo, ou ndo. Na situacao
apresentada, as cartelas dos jogadores Paula (15, 30, 16, 8, 14, 27) e André (12, 2, 20, 24, 26 ¢
14) possuiam quantidade diferentes de numeros formados pelo algarismo 2 e esta condicédo

pareceu Obvia para boa parte dos estudantes pesquisados.

Por conseguinte, 0 jogo injusto (”Bingo”) apresentou um indice de respostas corretas
mais acentuado que no jogo justo (“Loto”), tanto por adultos, como por criancas. O foco da
analise dos participantes foi centrado na injusti¢a dos aleatorizadores ‘desonestos’’, associado
as cartelas dos jogadores. Ja no jogo justo (“Loto”) que envolveu unicamente a andlise de
sequéncias aleatérias presentes nas cartelas, era necessario a compreensdo acerca de
independéncia de eventos que pode ser comprovadamente mais complexa para as pessoas, de
uma forma geral (SILVA, 2016; BRYANT E NUNES, 2012; JONES,2006). Possivelmente, se
no jogo do ”Bingo” ndo houvesse a influéncia das bolinhas ‘mais pesadas’ e necessitasse apenas

a analise das cartelas, o resultado poderia ser semelhante ao jogo da “Loto”.

N&o houve acertos parciais nesse jogo, em consequéncia, as 13 criangas que acertaram
0 questionamento sobre a justica, ou ndo, no jogo, apresentaram justificativas coerentes, como

mostrado nas falas a seguir:

e C1: Nao. Esse aqui (Andreé) téa mais facil de ganhar. Porque ele tem 02, 12, 20, 24 e 26
e ela ndo tem com nimero 2. Tem s6 0 27. N&o é justo para Paula porque ela nédo ta

com muita chance de ganhar.

e (C15: Nao, porque ele tem mais numeros com o nimero de 2. Vai sair mais 0 nimero

dele. André tem mais vantagem.

Os 9 adultos que apresentaram justificativas coerentes, expuseram argumentos como:
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- “Acho que néo, porque algo tem de errado no globo. Porque a mais pesada cai mais, as
pesadas vai expulsar a ‘maneira’ (leve). Ta mais provavel pra André ganhar porque as mais
pesadas tad com nimero 2 e aqui tem mais 2 e aqui S0 tem um 2: 0 27. Quem vai se dar bem
aqui é André.” (A1)

- “Ndo, porque André vai levar vantagem. A bola do numero 2 toda vez vai cair primeiro, a de
André. A bola mais pesada joga a mais leve pra cima. André tem 5 e Paula s6 tem um. Ela ndo

tem chance de ganhar.” (A12)

Dos adultos que apresentaram argumentos incoerentes para a injustica no jogo, destaca-
se A8: “Nao. Porque as pedras saem mais nimero alto, ndo €? Aqui tem mais vantagem porque
os nuimeros é maior, é mais, né?” ¢ A9: “E justo para Paula, porque tem os nimeros mais
altos. Ndo é justo pra André”, Associando a percepgdo de A8 as estratégias elencadas por
Watson e Moritz (2003), conclui-se que alunos com esta compreensdo usam uma estratégia
idiossincrética, pois apresentam crencas intuitivas sobre os resultados de nimeros especificos
(sorte), como ‘os numeros maiores’. Para A8, mesmo tendo a informagdo de que algumas
bolinhas (com 2) sairiam mais do que outras, em fungdo do ‘peso’, ele continuou opinando que

0s nUmeros maiores teriam maior probabilidade de sair.

Os participantes que consideraram incorretamente 0 jogo justo usaram, em grande parte,
argumentos para justificar suas escolhas, falas que indicavam o fato de haver alguma
‘possibilidade’!® de qualquer um dos jogadores ganharem, mesmo a vantagem e chances sendo
evidentes para um determinado jogador (A10: Mesmo ele tendo mais chance é um jogo justo.
Ela também pode ganhar, tem possibilidade) ou porque as cartelas tinham os nimeros que
estavam no globo e esta condigo (regra) era para os dois jogadores (C4: E questéo de sorte e
tem o nimero até 30 e aqui ndo tem mais que 30. Aqui tem 15, 16, 8, 14 e 27 e 30, entdo ele
nado vai pegar outras bolas que ndo estdo. Eu acho que é justo por causa disso. E ela também

tem 12, 2 que ndo passam de 30).

Analisando a compreenséo de aleatoriedade e justi¢a nos dois jogos, observa-se que em
alguns casos, adultos e criangas apresentaram, embora com pouca frequéncia, argumentos nao

matematicos para justificar escolhas sobre a avaliacdo dos jogos, como por exemplo: “Cada um

18 Para os participantes o termo possibilidade, algumas vezes, estava associado a probabilidade ou a chance de
vencer. No entanto, em outros casos, significava a observancia apenas de casos favoraveis (elementos que
compdem as possibilidades do evento), sem a relagdo direta com o conjunto referente aos casos possiveis, ou seja,
sem a relacdo proporcional. Assim, a possibilidade de ganhar tornava o jogo justo.
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faz o que gosta de fazer. E justo pra quem gosta. Pra quem ndo gosta néo é.” (A13); “Acho
que Ana tem mais chance porque ela é mais inteligente, mas ndo sei o porqué” (A9); “E um
jogo interativo, para educacdo. E para se divertir, é justo. Acha que todos tém a mesma
chance” (C13).

Como citado anteriormente, os estudos de Pratt (2000) apontaram que as criangas
julgaram que a aleatoriedade estava relacionada a: i) impossibilidade de ser controlado; ii)
imprevisibilidade; iii) irregularidade e; iv) justica. Na presente pesquisa observou-se que a
irregularidade também se relacionou a aleatoriedade, ou seja, alguns participantes (tanto com
criangas, como com adultos) consideraram sequéncias irregulares como sendo aleatérias (Jogo
1 —"Loto”). A justica, é vista em maior escala pelas criangas como uma forma de garantir a
equidade, ou seja, de garantir que todos tenham as mesmas chances de ganharem o jogo. A
impossibilidade de ser controlado e a imprevisibilidade tém raizes na incerteza que é a esséncia
da aleatoriedade. Tais elementos foram observados, no presente estudo em justificativas que
diziam: ‘pode sair qualquer nimero’, ‘ndo da pra saber quem vai ganhar’, etc. Estes dados se

aproximam de resultados apontados pelos estudos de Pratt (2000).

O esquema a seguir, mostra a sintese da compreensédo de adultos e criancas sobre jogos

justos e injustos considerando a aleatoriedade, nos dois jogos aqui analisados.

Esquema 1: Compreensdo de jogos justos e injustos, por criancas e adultos (aleatoriedade e justica em
jogos)

ALEATORIEDADE E JUSTICA

/ \
oo —

Chances Re i
gras lguais
iguais dl:_lfhances Nurmeros com
iterentes R -
Sorte 7 e pprobabilidade
Possibilidade sequenciados Lo i
de ganhar Bleatorizadores
desonestos

Fonte: Dados da pesquisa (2021).
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De uma forma geral, a maioria dos participantes associou jogo justo a
equiprobabilidade, ou seja, as chances iguais dos jogadores ganharem o jogo. No entanto,
percebe-se que esta condicdo ndo foi unanime, pois alguns participantes consideraram que se 0
jogador tivesse ‘alguma possibilidade’ de ganhar, mesmo que as chances fossem pequenas, o
jogo seria justo. Alguns estudantes resgataram também as regras, mesmo que nao tenham usado
especificamente esta nomenclatura. Eles elencavam alguma condigédo inerente ao jogo que
deveria ser seguida ou acatada por todos os jogadores. A sorte foi evidenciada por alguns
sujeitos da pesquisa, e esta condicdo parece relacionar-se com a incerteza dos resultados, ou
seja, 0 jogo sera justo se ndo se souber, de partida, quem sera o vencedor — pois a sorte deve ser

também levada em consideragéo.

Em contrapartida, os participantes julgaram jogo injusto as situacGes em que as chances
de vitoria dos jogadores eram desiguais e essa desigualdade poderia advir de cartelas que
possuiam numeros que na Otica dos estudantes teriam maior ou menor probabilidade de
ocorréncia (nUmeros consecutivos ou que aparentavam uma certa ordenacdo sequencial ou

nameros cujos valores absolutos eram maiores ou menores que de outra cartela).

Quando indagados sobre o que fazer para tornar o jogo que foi inicialmente avaliado
como injusto, em um jogo justo, os participantes consideraram as compreensdes que eles tinham
sobre jogo justo e buscavam a equiprobabilidade na situacdo. Para os que julgavam que 0s
nameros em sequéncia tinham menos chances de sair, eles propunham mudar a cartela de Ana
por niimeros “mais aleatdrios”, mais misturados, por exemplo. Esta ideia se aproxima dos
resultados apresentados por Paparistodemou et al (2008), em que as criangas consideraram que

uma possibilidade de jogo justo seria se as bolinhas estivessem ‘misturadas’.

Alguns participantes sugeriram distribuir os nimeros menores (de Ana) para as outras
cartelas, pois assim teria equilibrio, ou, ainda, trocar a cartela de Ana. Toda intencionalidade,
nestes casos era tornar as chances iguais para os participantes. No Jogo 2 (”Bingo”), diversas
sugestdes foram apresentadas, como: cartelas semelhantes para os jogadores, deixar as bolas
com ‘pesos’ iguais ou usar um juiz para retirar as bolas com maior massa. No entanto, o Adulto
A6 preferiu manter injusto e informou “Deixa assim mesmo. Injusto. Quem ganhar, ganhou. Se
botar por igual, vai ficar empate, entdo deixa assim mesmo”. A fala de A6 leva a entender que
se as condigdes forem justas para os jogadores, havera empate e para haver um vencedor é
necessario manter o jogo injusto. Esta ideia de jogo permanentemente injusto para gerar um

unico vencedor nao foi observada em nenhuma outra pesquisa explorada neste estudo.
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7.1.2.Espago amostral e Justica em Jogos

Dois jogos foram idealizados com a intencdo de explorar o espago amostral, com foco
em eventos equiprovaveis e ndo equiprovaveis. Foi considerado um jogo justo (”Jogo das
Moedas”) e um jogo injusto (”Bolinhas na colher”), esperando-se que as justificativas
apresentadas trouxessem a tona, ao menos parcialmente, os elementos que compdem 0s eventos
em discussdo e que fazem parte do espago amostral dos jogos explorados. A seguir s&o

apresentadas as analises, considerando a ordem em que os jogos foram aplicados aos estudantes.

7.1.2.1. Jogo injusto (”Bolinhas na colher”)

Para avaliar o jogo injusto tomando como pano de fundo a analise do espago amostral,
foi utilizada uma atividade inspirada em Abrahamson (2006, 2009), apud Bryant e Nunes
(2012). Assim, como no presente estudo, na proposta de Abrahamson, foi utilizada uma colher
com quatro furos que era mergulhada em um recipiente com bolas de duas cores distintas, em
quantidade igual das duas cores. O pesquisador perguntava as criangas 0 que aconteceria com
os resultados do experimento, ou seja, quais resultados seriam possiveis ao mergulhar a colher
no recipiente com bolinhas. Ressalta-se que para o experimento ha 16 possibilidades de

resultados (Figura 18).

Figura 18: Resultados possiveis do problema da colher de quatro furos
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Fonte: (Abrahamson) apud Bryant e Nunes (2012)
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No presente estudo foram utilizadas 120 bolinhas na cor rosa e 120 bolinhas na cor azul.
Foram consideradas trés categorias de resultados para observancia dos elementos que compdem
cada um dos eventos a seguir: Evento 1 — sair s bolas rosas, Evento 2 — sair so bolas azuis,
Evento 3 - sair bolas nas duas cores: azuis e rosas. Se saisse so bolinhas rosa, Miguel ganharia
ponto; se saisse apenas azuis, Tiago ganharia; e se saisse bolinhas rosas e azuis, Amanda ficaria

com a pontuagéo.

Como se pode observar, ha um distanciamento muito grande de probabilidades de obter
cada um dos eventos anteriormente citados: a probabilidade de sair tudo rosa (Evento 1-
Miguel) ou tudo azul (Evento 2 - Tiago) é de pouco mais de 6%, enquanto a probabilidade de
sair o Evento 3 (envolvendo as cores rosa e azul) é de quase 88%. Embora ndo haja evidéncias
de que os estudantes tenham atentado para o distanciamento das probabilidades, o fato de
Amanda tirar duas cores e na caixa ter também duas cores pareceu mais representativo do que
somente uma cor (de Miguel e Tiago). Outra compreensdo dos estudantes diz respeito as
quantidades: Amanda teria mais chances porque ela contaria com 240 bolinhas, engquanto
Miguel e Tiago teriam que contar com apenas 120 bolinhas cada um. A justificativa de A4
ilustra parte dessas compreensodes “Amanda ta numa posi¢do de ganhar dos dois, né? Porque
ela pode ganhar nas duas partes no azul e no rosa e eles ndo. Eu acho que pra Amanda ganhar
¢é mais facil porque se pega azul e rosa, de todo jeito ela td ganhando”, bem como Al2 que
defendeu: “Amanda leva vantagem. Porque tem 120 bolas de cada, né? Ai tem 240 bolas pra
Amanda. E s6 tem 120 pra Miguel e 120 pra Tiago . Embora o argumento de A12 ndo apresente
justificativas de carater probabilistico, os argumentos numéricos que dao sustentacdo a sua fala
podem indicar o Nivel 2 dos construtos de Jones et al (1997) referente a probabilidade de um
evento, que prevé o evento mais ou menos provavel com base em julgamentos quantitativos,

mas que pode reverter para julgamentos subjetivos.

Para alguns participantes, o fato das bolas estarem misturadas era um grande indicativo
de que sairia o resultado também misturado, embora ndo descartassem a possibilidade de sair
0s eventos que envolviam apenas um cor. O Estudante C3 afirmou que néo era justo “porgue
ela tem mais possibilidade de ganhar porque aqui ta tudo misturado, ndo tem s6 uma cor e
outra ndo. Ta tudo misturado, tem as duas cores. N&o vai sair ou tudo rosa ou tudo azul, pode
ter alguma possibilidade, mas eu ndo acho n&o. Sai mais tudo misturado. E justo s6 pra
Amanda.”, enquanto Al4 disse que “a vantagem é para Amanda. Ela ganha misturado.

Misturado é mais facil ”. Essa compreensdo considerando uma amostra representativa intitulada
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aqui como ‘misturado’ se assemelha ao entendimento pontuado por A4 que usou a quantidade

de cores para justificar a representatividade presente na situacéo.

De uma forma geral, a maioria dos participantes do estudo avaliou corretamente o jogo
como injusto, embora os alunos nao tenham tratado do espaco amostral de forma consciente
para justificar a injustica. Tal avaliagdo coerente sobre o jogo, pode ter sido facilitada,
especialmente, pela representatividade (ou ndo) dos eventos em relacdo ao espaco amostral. O
distanciamento da probabilidade de ocorréncia dos eventos avaliados pode ter sido observado,
mas ndo se mostrou evidente nas falas dos participantes. Talvez, se 0s eventos tivessem maior
proximidade probabilistica de ocorréncia ou indicassem uma representatividade menos
evidente, como por exemplo: Evento 1: sair duas bolas rosas e duas azuis, Evento 2: sair trés
bolas azuis e uma rosa e Evento 3: sair uma bola azul e trés rosas, eles ndo apresentassem
resultados tdo promissores para avaliar a justica na situacdo. Neste contexto, talvez os alunos
fossem conduzidos a pensar mais detidamente nos elementos dos eventos que compdem o
espaco amostral. Considera-se, portanto, que nesse aspecto, ha a necessidade de novas
pesquisas, bem como pode ser objeto de discussao quando do ensino de probabilidade em sala

de aula.

De qualquer forma, o fato de que um dos jogadores teria maior chance de vencer que 0s
outros, fez com que a maioria julgasse o0 jogo como injusto. No entanto, assim como nos jogos
com foco na aleatoriedade, houve participantes que consideraram a situacdo justa, mesmo com
a consciéncia de que haveria chance diferente de vencer dos jogadores, como observado na fala
de A6: “cada um aqui tem sua chance. N&o t& ruim pra nenhum dos trés. Sempre quem tem
mais vantagem é Amanda, mas é justo” ¢ C10: ‘eu acho que quem tem mais chance de ganhar
é Amanda porque tem 120 bolas azuis e 120 rosas e ela tem azul e rosa, mas eles também
podem ganhar. E justo”. Para estes alunos, a possibilidade de ganhar, torna o jogo justo, mesmo

gue haja diferentes chances para cada jogador vencer.

Foram observados argumentos que pareciam remeter as regras e a concordancia dos
jogadores em relagdo a estas regras, razdo pela qual o jogo seria justo: “é justo se cada um
escolheu o jogo, é uma aposta” (Al); “na minha opinido, é justo, sim. Aqui um ganha se sair
0S quatro (rosas), o outro se sair os quatro (azul) e aqui pode ser duas rosas e duas azuis. Eles

quiseram assim e pode acontecer de ganhar” (A2).

Outras justificativas apresentadas por adultos ndo tinham relagdo com o jogo, nem foram

utilizados argumentos matematicos, e, sim, justificativas externas a situagdo do jogo, como por
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exemplo A15 que afirmou que ‘se ta jogando é justo. Tiago tem mais vantagem porque todos
os Tiagos sdo sabidos e espertos “e A9 que relatou que acho que é justo pra Tiago, porque
Tiago ¢ azul, né? Eu acho que sai mais a azul, mas eu nao sei dizer porqué. Pode sair o rosa
também, mas eu acho que € o azul. Pode-se dizer que A9 e A12 encontram-se no Nivel 1 dos
construtos do pensamento probabilistico referentes a probabilidade de um evento, pois

apresentaram argumentos ndo numericos, subjetivos.

A observancia das possibilidades do Evento 3 (sair bolas azuis e rosas) foi pontuado por

alguns alunos adultos, de forma espontanea, para justificar suas escolhas:

e Al: Amanda tem mais chance de ganhar porque se cair duas azuis e duas rosas ela

ganha, depois pode cair trés rosas e uma azul, pode cair trés azuis e uma rosa.

e A10: Nao é muito facil pra Miguel e nem pra Tiago. Pra Amanda é mais facil. Quando
vem, tem sempre dois pares diferentes, duas cores: uma azul e trés rosas, duas azul e

duas rosa, trés rosa e uma azul.

Com relacdo aos construtos do pensamento probabilistico (JONES et al, 1997)
referentes ao espaco amostral, alunos com compreensfes semelhantes as apresentadas pelos
Adultos A1 e A10 costumam se encontrar no Nivel Transitério, pois elencaram alguns
elementos do espaco amostral (experimento de dois estagios), embora ndo tenham esgotado as
possibilidades. Nao é possivel afirmar, portanto, que esses participantes conseguiriam ou ndo,

fazer um inventario de todas as possibilidades porque o jogo ndo exigiu tal acdo.

Na Tabela 3 apresenta-se os resultados dos participantes (criancas e adultos) em relacéo
a avaliacdo de jogo injusto (”Bolinhas na colher”), considerando o espaco amostral, com foco
em eventos nao-equiprovaveis. Do total de criancas pesquisadas, 13 avaliaram 0 jogo como

injusto. No grupo de adultos, 14 responderam a situagdo dos quais, 8 acertaram a indagacé&o.

Tabela 3: Resultados da avaliacdo do jogo ”Bolinhas na colher” (injusto), por criancas e adultos

Participantes Respostas Corretas Respostas Incorretas
Criancas 13 2
Adultos* 8 6
Observacdo *Um adulto ndo respondeu a questao

Fonte: Dados da pesquisa (2021)
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De uma forma geral, neste jogo, 0s participantes associaram jogo justo a: i) chances
iguais (mesmo sem levantar todo o espa¢o amostral, percebiam qual evento com maior nimero
de possibilidades); ii) possibilidade de ganhar dos jogadores (mesmo com chances diferentes);
iii) concordancia com as regras do jogo. Em contrapartida, 0 jogo injusto se relacionou
basicamente as chances diferentes de ganhar dos jogadores, regras injustas (para os jogadores)
ou a impossibilidade de um deles ganhar.

Como foi informado anteriormente, esperava-se que 0s alunos pensassem, de alguma
forma, no espaco amostral (ou em alguns elementos dos eventos envolvidos na situacéo) e
verificassem que hd um nimero maior de possibilidades para sair 0 evento duas cores de bolas
(azul e rosa) do que para sair um dos eventos que envolviam quatro cores iguais (tudo rosa ou
tudo azul). Para avaliar se 0 jogo era justo, seria necessario observar se todos 0s participantes
teriam chances iguais de ganhar, e isto exigiria que se observasse qual evento seria 0 mais ou 0
menos provavel de acontecer. Esta observancia insere as justificativas dos alunos no construto
de Jones et al (1997) referente a probabilidade de um evento. Dessa forma, foi observado que
alguns alunos se encontravam no Nivel 1 (Subjetivo) dos construtos do pensamento
probabilistico de Jones (1997), pois ndo utilizavam argumentos numéricos em suas
justificativas, enquanto outros estavam no Nivel 2 (Transitério), com argumentos que

consideravam elementos numéricos.

7.1.2.2. Jogo justo ("Jogo das Moedas™)

O ”Jogo das Moedas” explorado neste estudo, envolveu o langamento de trés moedas
distintas. As regras do jogo diziam que se saisse duas caras e uma coroa, uma das jogadoras
ganharia (Cristina) e se saissem duas coroas e uma cara a outra jogadora (Rute) marcaria ponto.

Saindo faces iguais, ambas as jogadoras ganhariam igual nimero de pontos.

Sabe-se que o espago amostral que envolve o lancamento de trés moedas totaliza oito
possibilidades, como observado na Figura 18, expressa por meio de uma arvore de

possibilidades.
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Figura 19: Resultado do langamento de 3 moedas

1? moeda (1¢ lancamento) ‘ l 28 moeda (22 lancamento) J 32 moeda (32 lancamento) }

RESULTADOS ‘

Ca, Ca, Ca
Ca, Ca, Co
€Ca, Co, Ca
Ca, Co, Co
Co, Ca, Ca
Co, Ca, Co
Ca, Co, Co
Co, Co, Co

Fonte: O autor (2021)

Assim sendo, ha trés possibilidades em oito para Cristina ganhar, considerando duas
caras e uma coroa, bem como para Rute tirar duas coroas e uma cara. Para sair faces iguais ha
duas possibilidades em oito, mas com este resultado, ambas as jogadoras teriam igual nimero
de pontuacéo.

Na Tabela 4 mostra-se o desempenho de criangas e adultos quando indagados se 0 jogo
envolvendo moedas seria justo para Cristina e Rute.

Tabela 4: Resultados da avaliacéo do ”Jogo das Moedas” (justo), por criancas e adultos

. Respostas Parcialmente Respostas
Participantes
Corretas corretas Incorretas
Criancas 11 1 3
Adultos* 9 2 3

Observacdo: *Um adulto ndo respondeu a questdo

Fonte: Dados da pesquisa (2021)
Em conformidade com os dados apresentados na Tabela 4, observa-se que a maioria
das criancas (73%) e também dos adultos (64%) consideraram 0 jogo justo, apresentando
justificativas coerentes, especialmente por considerarem, mesmo sem expressarem totalmente

0 espago amostral, que ambas as jogadoras teriam as mesmas chances de ganhar. O Unico adulto
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(A10) que julgou que o jogo era injusto, apresentou a seguinte justificativa: “Sempre cai mais
cara. Cristina tem mais chance porque tem duas caras. Quando brinco em casa sai mais cara”.
Outras justificativas dos adultos mostraram compreensao equivocada sobre a situacdo, como
por exemplo, A11 que alegou: “Cristina tem mais chances porque tem duas caras, mas é justo,
sim”, A15 que informou: “Se t4 jogando porque é justo. Rute tem mais vantagem porque ela €

inteligente” e A8 que pontuou que “Acho que é justo, porque se jogar as duas ganham”.

As duas criangas que julgaram o jogo injusto justificaram que “Cristina tem mais chance
porque a dela é cara e esta aqui é coroa. A cara sai mais” (C12) e “N&o, porque se sair trés
caras vai pras duas. Devia ir sé pra uma. Rute tem mais chance porque sempre que eu jogo
assim cai mais a coroa” (C13). A falta de compreensdo da equiprobabilidade presente no
lancamento de moedas e observado nas respostas destas criangas, assim como nas justificativas
dos adultos A10 e All, mostram que as experiéncias informais ndo sdo suficientes para

consolidar compreens@es e aprendizagens acerca de elementos probabilisticos.

Além disso, as falas de A10, C12 e C13 consideram que uma determinada face teria
maior probabilidade de sair do que outra, especialmente a partir de suas experiéncias com 0
jogo. Este equivoco pode estar associado a heuristica da representatividade (BRYANT e
NUNES, 2012), em que as pessoas creem que uma pequena quantidade de experimentos ou
ensaios representa a probabilidade de ocorréncia de um determinado evento. Considerando,
portanto, o olhar de Watson e Moritz (2003), acerca da ideia equivocada de que um dado
resultado (cara ou coroa, por exemplo) teria mais chances de sair mais que o outro, pode ser
concebido, como icdnico, ou seja, diz respeito a crenga intuitiva de que determinados resultados

possuem maior probabilidade de ocorréncia de que outros (A10, C12 e C13).

Alguns participantes remeteram os resultados justos do jogo a sorte: C3 disse que nao
tem como trapacear, pois, 0 resultado é na sorte; C14 comentou que 0 jogo € justo porgue €
como se fosse na sorte, jogando e vendo o que vai sair; C15 pontuou apenas “porque é por
sorte”. O adulto A1 comentou que “depende da sorte, em jogo, sorte é tudo”; enquanto AS
defendeu que “as chances sdo iguais porque ai é pela sorte, ai ndo tem como dizer quem vai

ganhar”.

O Estudante A12 observou que ha um equilibrio nas regras do jogo, por isso ele é justo.
Ele apresentou a seguinte justificativa: “Acho que é justo, sim, porque td tudo na igualdade.
Tem duas coroas e uma cora para Rute e duas caras e uma coroa para Cristina. Ta balanceado,

equilibrado. Semelhante pensamento teve Al4 que defendeu que a “mesma coisa que uma tem,
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aoutra tem. Entao vai ganhar as duas. Do jeito que uma ganha, a outra ganha, d& no mesmo....
E justo pras duas”. Esta observancia das regras justas para os jogadores, foi observado também
em algumas justificativas em que o0s sujeitos da pesquisa elencavam as regras para mostrar o
equilibrio, como condicdo de justica na situacdo. Pode-se fazer uma analogia com os estudos
de Paparistodemou et al (2002) em que as criangas associaram jogo justo a uma organizagédo
simétrica, equilibrada.

De uma forma geral, os participantes associaram jogo justo — a partir da analise do jogo
envolvendo cara ou coroa — a situacdo de jogo em que as chances de vitoria dos jogadores
fossem iguais ou, se as chances fossem diferentes, que houvesse alguma possibilidade dos
jogadores ganharem, além de considerarem as regras que deveriam envolver um nimero igual
de possibilidades dos jogadores vencerem (regras justas). Foi pontuado também a sorte para
apoiar as justificativas acerca de jogo justo, como forma de relacao entre os resultados dos jogos
e a incerteza. Observou-se que 0s participantes ndo pensavam no conjunto de possibilidades
(espaco amostral) do langamento de trés moedas para analisar e justificar suas escolhas. O olhar
foi focado apenas nas possibilidades ‘cara e coroa’ como se a atividade estivesse se referindo
ao espaco amostral no lancamento de apenas uma moeda. Esse fato se relaciona com o Nivel
Subjetivo ou até o Transitorio dos construtos do pensamento probabilistico, pois, indiretamente

eles elencaram o espago amostral completo de um evento de um estagio (uma moeda).

Apesar do presente estudo ndo solicitar que os participantes listassem os elementos dos
espacos amostrais dos jogos explorados, percebe-se alguns vislumbres de compreensdo dos
participantes e considera-se que € provavel que eles se encontrem entre o Nivel Subjetivo ou
Transitorio em que sdo capazes de listar um conjunto incompleto com alguns elementos do
espaco amostral (de um estagio e de dois estagios), em conformidade com os construtos do

pensamento probabilistico de Jones et al (1997).

O esquema, a seguir, mostra a sintese das ideias centrais dos participantes (adultos e
criancas) acerca da justica em jogos que envolve a compreensdo ou uso do espago amostral,

considerando os dois jogos aqui discutidos.



125

Esquema 2: Compreensdo de jogos justos e injustos por criangas e adultos (espaco amostral e justica
em jogos)

ESPACO AMOSTRAL E JUSTICA

“ N

Craur:.;ses Regr?s Faces com maor
g Iguais Chances probabilidade de
diferentes ocorrréncia
Possibilidade de -Surte
ganhar Regras
desiguais Impossibilidade
. d h
Equilibrio/ e
lgualdade

Fonte: Dados da pesquisa (2021)

Quando os participantes foram perguntados sobre como tornar o jogo justo, que
anteriormente fora avaliado como injusto, considerando os jogos que exploravam 0 espaco

amostral, adultos e criangas propuseram:

e No jogo das bolinhas: acrescentar mais uma cor para Amanda, excluisse

Amanda da jogada ou determinar bolas coloridas para todos (mudanca de regra);
e No ”Jogo das Moedas”: substituir moedas por dados ou mudar regras.

Considerando as sugestfes de mudanca dos jogos feitas pelos participantes, observa-se
gue as propostas repousam, quase sempre, no desejo de equiparar as chances de ganhar entre
0s jogadores. Assim, algumas ideias de alteraces (por exemplo, determinar bolas coloridas
para todos os jogadores) reforcam um conceito coerente muito presente neste grupo sobre jogo

justo: aquele em que todos tém as mesmas probabilidades de ganhar.

7.1.3.Comparacéao de probabilidades e Justica em jogos

Para explorar a compreensdo dos participantes acerca de jogo justo e injusto,
considerando a comparacdo de probabilidades, optou-se por usar jogos que explorassem
espacos amostrais distintos em conformidade com os niveis do pensamento probabilistico

defendido por Jones et al (1997) que tratam do tema.
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7.1.3.1. Jogo Justo (Jogo de ”Dados 17)

No Jogo de ”Dados 17, envolvendo dois dados — um em forma de hexaedro (numerado
de 1 a 6) e outro em forma de octaedro (humerado de 1 a 8) — ganharia ponto quem obtivesse
uma face par. Marcos jogava com o hexaedro e Paulo com o octaedro. Neste jogo, embora 0s
aleatorizadores fossem diferentes, o que possibilita espacos amostrais distintos, as
probabilidades de ganhar sdo as mesmas para ambos os dados. Assim, 0 espaco amostral do
hexaedro é de seis elementos, sendo trés pares e o do octaedro é de oito elementos, sendo quatro
pares, resultando em uma probabilidade de 50% para cada um dos dados. Desta forma, trata-se
de um jogo justo, pois ha chances iguais de Marcos e Paulo vencerem, embora joguem com
artefatos diferentes.

Nesta situacdo, ndo necessariamente, os estudantes precisariam calcular probabilidades,
mesmo porque eles nunca tiveram acesso a conteidos de natureza probabilistica. Eles poderiam
utilizar raciocinio proporcional para estabelecer comparacGes entre as chances de ganhar em
cada dado, usando, por exemplo, a ideia de metades, mais da metade ou menos da metade. No
hexaedro, ha metade dos nimeros pares, entdo ha metade das chances de sair um deles. Igual
fato ocorre no octaedro que tem quatro nimeros pares num total de oito faces, ou seja, metade

das chances de sair par.

Bryant e Nunes (2012) afirmam que uma grande vantagem das relagdes proporcionais
é que elas tornam possivel comparar probabilidades de eventos diferentes, em espacos
amostrais distintos No entanto, os autores relatam que o raciocinio proporcional, em geral, ndo
apenas em relacdo a probabilidade, é dificil para as criancas e tal fato foi observado neste
estudo, como pode ser vislumbrado na tabela a seguir (Tabela 5) na qual se mostra a sintese dos
resultados apresentados por criancgas e adultos acerca do Jogo de Dados |I.

Tabela 5: Resultados da avaliagdo do Jogo de "Dados 1” (justo), por criangas e adultos

o Respostas Parcialmente Respostas
Participantes
Corretas Corretas Incorretas
Criancas 0 0 15
Adultos* 0 2 12

Observacdo: *Um adulto ndo respondeu a questao

Fonte: Dados da pesquisa (2021)
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As anélises dos dados da Tabela 5 mostram elevado indice de erros, tanto por parte de
criangas, quanto de adultos, na avaliacdo do jogo justo envolvendo comparagcdo de
probabilidades em espacos amostrais distintos. Ndo houve nenhum participante do estudo que
tenha apresentado justificativa completamente coerente sobre a situacdo. Apenas dois adultos
deram indicios de compreens&o quando argumentaram que “E justo, porque tem um dado e vai
jogar. Fica dificil dizer quem tem mais vantagem porque é um dado e ai vai balancar, ai ele
cai 1, cai 2, cai 3, entendeu?” (A11) e “E justo, sim. Todos os dois estdo jogando nimeros
iguais, nimeros pares. Pra mim, estdo jogando certo porque todos dois estdo jogando na

confirmacao dos numeros pares” (A2).

A maioria dos adultos e criancas consideraram 0 jogo injusto, seja pela quantidade de
faces diferentes entre os dados, seja pelo formato dos dados ou pelo nimero maior ou menor

de pares nos artefatos, como observado nas falas dos estudantes a seguir.

e Al: Marcos tem mais chance. Porque aqui t& um quadrado normal e aqui ta estranho,

tipo oval... Pra mim ta injusto. Marcos mais chance.

e A4: Acho que ndo porque o dele vai até 0 8 e o dele vai até 0 6. Paulo tem a possibilidade

de ganhar mais, porque tem mais numeros.
e C15: E injusto porque Paulo tem mais niimeros, mais nlimeros pares.

e (C12: Ndo é justo. Este daqui tem nimero a mais, o de Paulo. O dado de Paulo tem mais

chance de ganhar porque tem mais numero par.

A fala de Al remete a uma estratégia multiestrutural de observacdo dos aspectos fisicos
dos dados (antropomorfismo), como proposto por Watson e Moritz (2003). Al julga, portanto

que o formato dos dados parece influenciar o resultado do jogo.

Boa parte das justificativas apresentadas pelos participantes repousam em analises
feitas, em sua maioria, sobre as quantidades absolutas de um ou outro dado, sejam em relagéo
as faces, sejam em relacdo aos numeros pares, mas esta analise ndo € proporcional, como &
exigéncia da situacdo. Este fato corrobora com os estudos de Antonopoulos e Zacharo (2013)
que apontam que as criancgas sdo influenciadas pela quantidade absoluta dos objetos e ndo pela
proporcao deles num conjunto, razdo pela qual elas teriam dificuldade neste aspecto para avaliar
Jogo justo ou ndo. E esta influéncia das quantidades absolutas foi também evidenciada pelas
respostas dos adultos.
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Percebe-se que ha uma convergéncia das compreensdes de muitos participantes com o
Nivel Subjetivo do pensamento probabilistico (JONES et al, 1997), ao usarem justificativas
numéricas e as vezes, subjetiva para argumentar sobre suas escolhas. Observa-se, ainda, que
eles se equivocam ao avaliar jogo justo como jogo ndo justo, em razdo de ndo conseguirem
estabelecer a comparacdo proporcional entre os eventos que contam com espagos amostrais

distintos.

7.1.3.2. Jogo Injusto (Jogo de “Dados 2”)

Para 0 jogo injusto relacionado a comparacao de probabilidades, foram usados dois tipos
de dados: um em formato de tetraedro com faces numeradas de 1 a 4 e um hexaedro cujas faces
indicavam os numeros de 1 a 6. Neste jogo, que envolvia o lancamento dos dados, ganharia
guem obtivesse numeracdo maior que 2. O jogo é considerado injusto, pois proporcionalmente,
h& mais chances de Danielle ganhar (4 em 6) do que Priscila (2 em 4). Na Tabela 6 s&o
apontados os resultados obtidos por criangas e adultos, respectivamente, quando indagados se

0 jogo seria justo para ambas as jogadoras (Priscila e Daniele).

Tabela 6: Resultados da avaliacdo do Jogo de "Dados 2” (injusto), por criancas e adultos

o Respostas
Participantes Respostas Corretas
Incorretas
Criancas 0 15
Adultos 0 15

Fonte: Dados da pesquisa (2021)

Nesta situacdo, embora um nimero expressivo de participantes tenha julgado o jogo
injusto, as justificativas apresentadas ndo mostram compreensdo acerca do raciocinio

proporcional necessario a analise coerente da questéo.

No tetraedro ha dois nimeros maiores que dois e no hexaedro h& quatro nimeros
maiores que dois. Se numa andlise probabilistica apenas o olhar sobre as quantidades absolutas
fosse suficiente, 67% das criancas e 53% dos adultos teriam acertado a questéo. O fato € que a
probabilidade exige uma relagdo proporcional e a analise deveria recair sobre a
proporcionalidade presente no contexto da situacdo que envolve dois dados distintos, com

espacos amostrais diferentes. Considerando que ha dois nUmeros maiores que 2 no tetraedro e
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esta quantidade corresponde a metade das faces deste dado, Priscila teria metade das chances
de obter um nimero maior que dois em seu dado. J& no hexaedro ha 4 nUmeros maiores que 2,
e quatro é mais da metade da quantidade de faces deste dado, logo ha mais da metade das
chances de sair um destes numeros no dado de Daniele. Portanto Daniele tem mais chances de

vencer, 0 que torna o jogo injusto.

Os alunos ndo perceberam, nem fizeram uso de justificativas que considerassem a
relacdo proporcional, pontuando, mais uma vez, o aspecto quantitativo absoluto e comparando
as quantidades de elementos referentes ao evento ‘sair nimero maior que 2’que no tetraedro
tem dois elementos e no hexaedro, quatro. O participante C3 afirmou que “ndo € justo porque
aqui tem menos ndmeros que aqui. Porque aqui tem muito mais possibilidade de ndmero
porque pode cair 6, 5... E aqui s6 pode ir até 0 4. Aquitemo 3,04,05e 06 e aqui sé temo 3
e 0 4." e o adulto A5 informou que “€ injusto porgue o de Daniele tem mais pontuacdo que o
da Priscila. Esse daqui e tem mais vantagem porque tem mais nimero maior que 2: 3,4, 5 e 6.
Este so6 tem até o 4 e maior que o 2 somente 3 e 4”. Na resolucdo consciente da situagdo nao €
suficiente analisar os dados absolutos referentes aos eventos e compara-los porque a relagédo
proporcional das possibilidades de cada evento (casos favoraveis) com o espago amostral (casos

possiveis) é quem vai determinar a probabilidade de ocorréncia do evento.

Considerando o quadro de pensamento probabilistico de Jones et al (1997) em relagédo
a comparacdo de probabilidades, observa-se que os estudantes, tanto criangas como adultos,
parecem se encontrar basicamente no Nivel 1 (Subjetivo), fato ja observado no jogo de Dados
I. Os participantes compararam as probabilidades de eventos em dois espacos amostrais
diferentes, geralmente com base em julgamentos subjetivos ou mesmo numéricos, mas nao
consideraram, a condigé@o proporcional que a situagao exigia. Os estudos de Girotto et al (2016)
e Antonopoulos e Zacharo (2103) com criancas e de Batista e Francisco (2015) com adultos,
apontam para compreensdes semelhantes e dificuldades no raciocinio proporcional. Na presente
pesquisa, observou-se que a falta de compreensdo acerca das relagcbes proporcionais para
comparar probabilidades em espacos amostrais distintos, leva criancas e adultos a julgamentos

equivocados sobre situacgdes justas e injustas.

De uma forma geral, nos jogos explorados, considerando a comparagdo de
probabilidades, adultos e criancas relacionaram jogo justo a sorte, ao uso de mesmos artefatos,

a possibilidade de ganhar e as chances iguais. Julgaram injusto quando as chances eram
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diferentes e as regras diferentes, como uso de artefatos (dados) diferentes, como mostra o

esquema a seguir (Esquema 3).

Como reforgo as compreensdes descritas acima sobre jogo justo, considerando a
exploracdo de comparacdo de probabilidades, os participantes propuseram que para tornar o
jogo justo, seria necessario 0 uso dos mesmos artefatos (hexaedro, tetraedro ou octaedro), fazer
alterac6es nos dados com maior numero de faces para tentar igualar os nimeros em cada dado
ou mesmo ‘apagar’ numeros para ficar ‘igual’ ao outro. A ideia geral muito presente entre os
participantes era que artefatos diferentes se configurava em uma condicdo injusta, pois

possibilitava chances diferentes aos jogadores.

Esquema 3: Compreensdo de jogos justos e injustos por criancas e adultos (comparagédo de
probabilidades e justica em jogos)

COMPARAGAQ DE PROBABILIDADES E JUSTICA

Chances iguais Usode Faces com maor
(sem raciocinio artefatos Fhﬂ”fﬁ probabilidade de
prporcional iguais diferentes ocorrréncia

- Regras
Possibilidade desiguais Artefatos
de ganhar [l diferentes
iguais

Fonte: Dados da pesquisa (2021)

A seguir, sdo analisadas as respostas dos estudantes a pergunta feita ao final da
entrevista envolvendo 0s jogos justos e injustos. A pergunta tinha como objetivo buscar uma
conceituacao dos sujeitos acerca de jogos justos, independente da demanda cognitiva envolvida.

Assim, perguntou-se: Para vocé o que é um jogo justo?
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Batanero e Diaz (2007) revisitam Godino e Batanero (1999) que trazem de Vygotsky
uma justificativa que parece pertinente nesta analise — a de que os significados das palavras
sdo as principais unidades para analisar a atividade psicologica, pois elas refletem a conjuncao
entre o pensamento e a linguagem e incluem propriedades e conceitos. As autoras afirmam,
ainda, que é particularmente relevante para o ensino da probabilidade as ideias informais e
intuitivas que criancas e adolescentes (no caso de nosso estudo, adultos) atribuem ao acaso e a

probabilidade antes da instrucéo, o que pode afetar suas aprendizagens futuras.

Assim, a analise das compreensdes dos estudantes se assenta nas inferéncias realizadas
a partir dos significados dos argumentos e justificativas apresentados pelos participantes, nas
suas falas. Os Esquemas 4 e 5, a seguir, sintetizam as opiniGes das criancas e dos adultos

(Estudo 1), respectivamente, sobre o que seria um jogo justo.

Esquema 4: Compreensdo de criangas sobre jogo justo

J0GO JUSTO
Relagdo direta com o jogo Influéncia externa
Equiprobabilidade Regras Sorte
v Relacao
Honetidade ‘ Comportamental

Fonte: Dados da pesquisa (2021)
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Esquema 5: Compreenséo de adultos sobre jogo justo

/ S
Relacgo direta com o jogo Influéncia externa
Incredulidade l
Vitéria Regras Merito
Honestidade Relagdo
Comportamental

Fonte: Dados da pesquisa (2021)

Os quadros em destaque (Quadro 15 e 16) trazem a distribuicdo das opinides dos

participantes, em conformidade com as categorizacdes propostas na analise e apresentadas nos
Esquemas 4 e 5.

Quadro 15: Detalhamento da compreensdo de criangas sobre jogo justo

Relac&o direta com o jogo N Influéncia externa
Equiprobabilidade Artefatos Igualdade/ Honesti- Relacio
o Regras |  lgquais/ Lo | Sorte Comportamental
(chances iguais) Semelhantes Equilibrio dade
C1,C2,C3,C4 c2 C1,C2
P C9, | C2,C5,C6, | C4,C5, C3, ]
C9, C11, C12, o1l c13 cs c14 | ca ce C3,C8, C6, C10
C15 C147 ’ ’ C9, C14

Fonte: Dados da pesquisa (2021)
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Quadro 16: Detalhamento da comireenséo de adultos sobre 'ioio '|ust0

Relacdo direta com o . .
¢ . Influéncia externa Incredulidade
Jogo
s s . Relacéo
Vitoria Regras Mérito Honestidade
Comportamental
A2 A3 A4 Al, A5, Al4
A4, A9, o
A7, Al5 Al3, Al4 A8, Al0, AB, Al13
A10, A1l ALl

Fonte: Dados da pesquisa (2021)

As respostas espontaneas acerca do que seria um jogo justo, produziram resultados bem
plurais, se comparar adultos e criangas. As compreensdes que se assemelharam, consideraram:
regras, honestidade e relacdo comportamental (que trata das atitudes dos jogares frente ao jogo).
Embora tenha sido bastante evidenciado nas analises relativas aos seis jogos pelos dois grupos,
as ‘chances iguais’ ndo foram evidenciadas pelo publico adulto. Em contrapartida, mais da
metade das criancas relacionaram, de alguma forma, jogo justo a ideia de equiprobabilidade.
Eles julgaram que o0 jogo seria justo se todos 0s participantes tivessem as mesmas chances de
ganhar ou que seria injusto se uma pessoa tivesse maior probabilidade de vencer que a outra. A

seguir, temos alguns argumentos apresentados por estas criancas.
“E injusto quando um tem mais possibilidade de ganhar que o outro” (C1)

“Um jogo que tem a mesma possibilidade para qualquer pessoa que tiver jogando, ganhar”

(C3)

“Quando as pessoas que estdo jogando tém a mesma chance de ganhar. E injusto se alguém

tem mais chance que o outro” (C15)

A equiprobabilidade é um elemento relevante que caracteriza um jogo justo e esta
importante relacdo que ndo apareceu nas justificativas dos adultos, foi evidenciada por vérias
criangas com uso de expressoes, como: ‘possibilidades’ e ‘chances’. Nao foi utilizada a palavra
probabilidade nos argumentos apresentados pelas criangas, mas observou-se que em algumas
falas, a expressdo ‘possibilidade’ teria o sentido implicito de probabilidade. E possivel, que a
palavra probabilidade ndo faca parte do universo vocabular das criangas, seja por néo terem
tido acesso explicito ao assunto ou seja por se tratar de uma palavra pouco usual em suas

comunidades, especialmente para o publico infantil.
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Cinco criangas argumentaram que um jogo era justo se houvesse regras que deveriam
ser cumpridas, como por exemplo, na fala de C9 que afirma que “um jogo que duas pessoas ou
mais tenham os mesmos beneficios e tenham que seguir as mesmas regras. E injusto quando
uma ndo segue uma regra e a outra segue todas as regras (...)” e na de C2 que diz: “um jogo

que tem regras e todos saibam obedecer as regras sem querer roubar”.

Os infantes da pesquisa que usaram como argumento a ‘sorte’, ndo a usaram como unico
elemento para justificar o que seria um jogo justo. A sorte veio, para estas crian¢as como
complemento de um argumento ja explicitado. Por exemplo, C4 explicou que “tem que ter
quantidades iguais, as chances de ganhar iguais e também tem que ter sorte, né?” e C3
complementou sua fala dizendo: “(...) um jogo que todos ganhem a mesma coisa. Um jogo que
todo mundo possa ganhar, seja na sorte”’, enquanto C6 concluiu sua fala afirmando que “tem
que ter sorte para ganhar”. A relacdo com a sorte parece de natureza dubia: ora pode se
relacionar a aleatoriedade como caracteristica de incerteza, ou seja, a imprevisibilidade dos
resultados, e assim, estabelecer uma conexao direta com o jogo em si, ora pode se relacionar a
pessoa que esta jogando, e dessa forma, fazer conexdo com elementos externos ao jogo (o0

jogador é quem detém a sorte).

Em seus estudos, Truran (1995), apud Batanero e Diaz (2007), apresentaram evidéncias
de que criancas ndo véem geradores aleatérios como dados ou bolas em urnas, por exemplo,
como tendo propriedades constantes. Muitas vezes, eles acreditam que os objetos tém uma
mente propria (antropomorfismo) ou que podem ser controlados por forcas externas,
comprometendo a aleatoriedade, nestes casos. Nesta Otica, algumas pessoas (criancas e também
adultos) julgam que a sorte pertence a uma ou outra pessoa e esta pessoa tem o poder de
influenciar os resultados do jogo. Nesta concepcéo, a sorte, pode ser vista como um elemento

externo ao jogo.

A honestidade dos jogadores no jogo foi evidenciada por varios alunos como condicéo
para um jogo se caracterizar como justo. As criancas usaram expressoes como: ‘sem trapacear’,
‘sem querer roubar’, ‘um jogo limpo’, ‘Que as pessoas ndo trapaceiem’. Entende-se, que
embora as falas das criangas ndo tenham sido explicitas, elas podem ter se relacionado, de
alguma forma, a honestidade ao cumprimento de regras, e, nesta perspectiva, ha, de fato, uma
relagdo com o jogo propriamente dito, uma vez que, para ‘roubar’ ou ‘trapacear’ ¢ necessario

burlar as regras.
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Assim como as criancgas, houve adultos que também pontuaram a honestidade humana
como caracteristica de um jogo justo. No entanto, diferentemente das criangas, muitos adultos
explicitaram a honestidade como Unico elemento que traduz um jogo justo. Por exemplo, A3
defendeu que “€ quando duas pessoas honestas estdo jogando, né? Que ganham com esforco e
com dignidade e com responsabilidade e com honestidade também, né?. A2 disse que “é um

jogo na sinceridade” e A8 afirmou que “é um jogo honesto, a pessoa jogar correto”.

Algumas criangas enfatizaram uma certa ‘igualdade’ que pode ser traduzida como um
‘equilibrio’ para o jogo ser justo. Assim, C4 afirma que “tem que ter quantidades iguais” para
ambos os jogadores ¢ C14 que defendeu que “é injusto se for de grupo e tiver uma pessoa a
menos”. Essa ideia lembra os estudos de Paparistodemou et al (2002) que relacionaram um
JOgo justo a uma organizacao simétrica e com mesmo tamanho. As criancas apresentaram ainda
mais um diferencial em relacdo aos adultos: explicitaram a relacéo entre justica no jogo e uso
de artefatos iguais ou cartelas com numeragao semelhante. C2 afirma que seria justo se “todos
tivessem jogando com 0 mesmo dado” e C13 informou que haveria justica no jogo se “as
pessoas tivessem coisas iguais, mesmos dados, porque se fossem diferentes, seria injusto”. A
compreensdo do uso de artefatos iguais para haver justica é uma ideia equivocada, a exemplo

do jogo de "Dados 1” que utiliza um hexaedro e um octaedro e ainda assim, € um jogo justo.

Duas criangas relacionaram jogo justo com questbes que dizem respeito a
comportamentos humanos. A Aluna C10 disse que o jogo € justo se ndo for jogado com muita
forca para ndo machucar o oponente, enquanto C6 afirmou que é justo se ndo tiver briga, um
jogo ‘sem arenga’. Esta relacdo também esteve presente nos argumentos dos adultos. A6
informou que um jogo é justo “quando td sem ‘contenda’, sem ‘arenga’. Tudo brincando numa
felicidade. Agora quando ta aquele jogo com aquela ‘zoada’ com aquela arenga e confusdo,
pra mim ndo presta, ndo é justo. Para ser justo tem que ter alegria”. Ja A18 disse que é justo

se jogar sem violéncia, na paz.

Adultos pontuaram a vitoria como condi¢do de um jogo justo, a exemplo de A7 que
julgou jogo justo como aquele que tem um ndmero que ganha (e que sempre € 0 maior ou 0 que
tem mais) e A15 que considerou que o jogo é justo quando a pessoa que joga, ganha e é injusto
quando perde. Para estas pessoas, a justica presente nos jogos tem relacdo com a vitoria de
alguém. Naturalmente, num jogo, se pressupde haver vencedores e perdedores se ndo houver
empates. Para A15 a questdo diz respeito também a frequéncia com que se joga. Ela afirmou

“a pessoa jogar, jogar, jogar e nunca ganhar ndo é justo ndo”’. Nesta 6tica, a vitoria, se centra
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em uma pessoa em particular e nas chances que ela teria de ganhar com a participagéo frequente
no jogo e ndo em algo que é inerente ao proprio jogo e que é aleatorio. Esta fala de A15 remete
a uma discussdo de Bennet (2003) que trata da injustica do acaso. Nesta discussdo, a autora
pontua que mesmo gue 0 jogo seja justo e que a pessoa o jogue com frequéncia, como nos casos
dos jogos de loteria, por exemplo, ndo ha garantias de que a pessoa ird ganhar, pois a

aleatoriedade ndo tem compromisso com o ‘revezamento’ de quem ganha ou perde.

O termo regra ndo foi diretamente explicitado pelos adultos, diferentemente das
criancas. Implicitamente, os adultos pontuaram expressdes que se considerou se aproximar da
ideia de regras, como A4 que disse “quando ambas as partes td sabendo o que faz” ou “chamar
0s numeros corretamente” (A10) ou, ainda, como A1l que afirmou “jogo justo € aquele que

tem metodologia”.

Alguns adultos atribuiram jogo justo ao mérito, ao merecimento por empenho,
dedicacédo ou por ser melhor. Eles se remeteram a jogos de futebol, por exemplo, para afirmar

que “o mais forte é que ganha” (A13), “o melhor ganha” (A14).

A relacdo entre jogo justo e futebol esteve presente na fala de dois adultos, um dos quais
ndo acredita em jogo justo e que foi aqui caracterizado como ‘incrédulo’ por falta de uma
expressao melhor. O Aluno Al4 afirmou que todo jogo era injusto, externando que: “Todo jogo
tem marmelada. Todo jogo tem trapaca. E dificil um jogo néo ter trapaca. O (nico jogo que
ndo tem trapaca é o jogo de futebol porque tem que ganhar mesmo. Mas este jogo de roleta,
tudo tem trapaga, tem marmelada. Justo so o que joga com o pé, pois o melhor é que ganha”.
Outros dois estudantes julgaram que n&o ha jogo justo. A1l comentou: “para mim jogo nenhum
é justo (...) Para mim, para ser justo ndo deveria existir jogo. Se tivesse lei neste pais, mas nao
tem...”. A5 opinou, dizendo que “pra mim nenhum jogo é justo, porque todos os jogos tem que
ter alguém que queira ganhar mais que o outro. Tipo, sempre deve ter alguma fraude. Para ser

Justo, depende da pessoa que td fazendo o jogo, né? E muito dificil, eu acho que ndo tem”.

As respostas analisadas aqui foram fruto de perguntas que sucederam a primeira etapa
da entrevista clinica e que contou com a andlise de jogos - justos e injustos - (envolvendo
”Bingo”, dados, cartelas, etc), considerando a aleatoriedade, o espago amostral e a comparacao
de probabilidades. Observou-se, portanto, que para as criangas, quase todas as referéncias
atribuidas a jogo justo usadas como apoio para as respostas a pergunta “para voc€ o que € um
jogo justo?” foram assentadas nos jogos usados na etapa inicial da entrevista, enquanto os

adultos resgatavam jogos de outra natureza como, por exemplo, jogos de futebol.
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Como comentado inicialmente, ndo foi observada relacéo evidente, por parte dos adultos
com a equiprobabilidade em nenhuma das falas, de forma implicita ou explicita, assim como
ndo foram apontadas por este publico referéncias explicitas a regras, fator bastante mencionado

pelas criancas. Para Smolle, Diniz e Candido (2007),

No jogo, as regras sdo parametros de decisdo, uma vez que, ao iniciar uma
partida, ao aceitar jogar, cada um dos jogadores concorda com as regras que
passam a valer para todos, como um acordo, um propdésito que é de
responsabilidade de todos. Assim, ainda que haja um vencedor e que a
situacdo de jogo envolva competicdo, suas caracteristicas estimulam
simultaneamente o desenvolvimento da cooperagdo e do respeito entre 0s
jogadores, porque ndo ha sentido em ganhar a qualquer preco. (SMOLE,
DINIZ E CANDIDO, 2007, P.14).

Os argumentos apresentados pelas criancas tiveram énfase maior nas regras e na
equiprobabilidade, diferentemente dos adultos que pontuaram com mais afinco a honestidade,
a atitude dos jogadores diante do jogo. Fischbein (1984) pontuou que diversos conhecimentos
de natureza probabilistica parecem n&o se desenvolver sem intervencédo escolar. Assim, parece
que adultos podem permanecer com compreensdes proximas as das criangas, caso as
compreensdes iniciais ndo sejam desenvolvidas. Para este autor, as criancas apresentam
intuicBes primarias fundamentadas em suas experiéncias informais que independem da escola
e que, para evoluir em suas aprendizagens para intuicbes mais elaboradas — intui¢des

secundarias — € necesséria instrucéo.

Em conformidade com os resultados apresentados, julga-se que, mesmo que as criangas
ndo tenham tido acesso a conhecimentos probabilisticos especificos, suas experiéncias (que
podem ter envolvido atividades competitivas e de jogos) parece ter contribuido para
compreensdo mais coerente que os adultos sobre jogos justos. Os adultos também com nenhum
ou sem grande estudo da probabilidade, por sua vez, mostraram compreensdo fortemente
baseadas em suas crencas e percepcdes do mundo, com relagdes mais timidas com elementos

da aleatoriedade, como por exemplo, com a compreenséo da equiprobabilidade em jogos justos.

Na continuidade da entrevista com os estudantes, foi solicitado que eles preenchessem

um quadro, assinalando um X, ap6s analisarem se 0 jogo era justo, ou ndo. Nesta atividade,

299

foram considerados dois jogos: ‘‘Par ou impar’’ e ‘’Bingo”’. Todos os participantes conheciam

0s jogos em discusséo e deveriam avaliar a justica ou ndo considerando a situacdo contextual.
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A Tabela 7 mostra os resultados, em valores absolutos, das respostas das criangas e

também dos adultos acerca do que foi questionado sobre situagdes envolvendo os jogos ““Par

ou impar’’ e “’Bingo”.

Tabela 7: Resultado de respostas de criancas e adultos sobre situactes envolvendo o jogo “Par ou

impar” e ‘jogo de "Bingo

999

. Criangas Adultos
SITUACAO
E NAO E E NAO E
CONTEXTUAL
& JUSTA | JUSTA | JUSTA | JUSTA
<
E 1.Sortear no ‘par ou impar’ dentre alguns
= | suspeitos, 0 que sera condenado por um 2 13 3 12
o .
o | crime.
(=2 —
< | 2.Definir a escolha do lado do campo para 12 3 12 3
f" iniciar 0 jogo no ‘par ou impar’
8 3.Definir no ‘par ou impar’ 0 campe&o do 5 13 3 7
© | Brasileirdo
H
4. Tirar no ‘par ou impar’ quem vai pagar 4 11 11 4
0 sorvete
5. Usar um ”Bingo” para definir o 10 5 12 3
ganhador de um carro
*s | 6. Fazer um ”Bingo” para definir o aluno
E” que ird representar o municipio num 11 4 8 7
/& | campeonato de xadrez
LW | 7. Por meio do resultado de um ”Bingo”
O | selecionar a pessoa que recebera o titulo de S 10 6 9
8 “O amigo da escola”.
™ |78 Usar um ”Bingo” para definir qual 7 8 8 7
atleta do time vencedor ficara com o troféu

Fonte: Dados da pesquisa (2021)

Em conformidade com os dados apresentados, parece que criancas e adultos apresentam

similitudes em avaliar algumas situacdes justas e injustas. Por exemplo, em relacdo ao jogo

“Par ou impar” a maioria das criangas e também dos adultos avaliaram corretamente que seria

injusto o uso do jogo para sortear um condenado de um crime dentre alguns suspeitos. Do total

de participantes, apenas cinco (duas criancas e trés adultos) julgaram a situacdo justa. J& a

escolha do lado do campo por meio do uso do ‘par ou impar’ foi avaliado como justo para um

numero igual de adultos e criancas (n=12).
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No entanto, as duas outras situagdes que envolviam o jogo “Par ou impar” tiveram
julgamentos bem diferenciados pela maioria dos componentes de cada grupo: criangas e
adultos. O uso de ‘par ou impar’ para definir o campedo do Brasileirdo (futebol) foi considerado
por quase 87% das crian¢as como uma situacéo injusta, como de fato, €, mas para a maioria dos
adultos (mais de 53%) a proposta foi considerada como justa. Este distanciamento causou
estranheza, mas, talvez se explique pelo fato de que dos oito adultos que julgaram a situagao
justa, sete eram mulheres, que, possuiam idade acima de 38 anos e, que, provavelmente nao
gostam, ndo se importam e talvez ndo tenham pensado na importancia de se ganhar um
campeonato brasileiro de futebol. As criancas, por outro lado, ficam mais atentas a programacao
da TV e talvez tenham uma compreenséo mais coerente sobre o0 que seria ser campeéo nacional

de futebol e quao injusto seria jogar no ‘par ou impar’ uma decisdo desta importancia.

Na situagdo em que seria necessario analisar se seria justo tirar no ‘par ou impar’ quem
iria pagar o sorvete, a maioria das criangas (pouco mais de 73%) julgaram a situacdo injusta,
em contrapartida, igual quantidade de adultos considerou justa. Quando esta analise foi
proposta, considerou-se a situacdo como justa, pois imaginou-se que em um impasse, ou como
forma de aposta, pagar um sorvete seria algo banal que poderia ser definido com um jogo de
‘par ou impar’, sem maiores prejuizos para as partes, mas nao se pensou sob a 6tica das criancas.
Elas comentavam: ‘eu ndo tenho dinheiro” ou “cada um paga o0 seu” ou “nao € justo eu pagar
0 sorvete de ninguém”. Entdo, para estas mesmas criangas que sabiamente consideraram a
determinag¢do do campeonato brasileiro como situag@o injusta usando o jogo ‘par ou impar’,
tem-se que considerar que para elas, o valor do sorvete, que parece barato para um adulto, tem
um peso nas suas decisdes. E, como a situacéo nao estava proposta dentro de um contexto, eles

podem ter chegado a varias conclusdes sobre a ‘injustica’ de pagar um sorvete para outros.

Os questionamentos que versaram sobre o0 jogo de ”Bingo”, dois deles tiveram respostas
coerentes e semelhantes, tanto de adultos como de criangas. Quando se solicitou que avaliassem
a justica, ou ndo, no fato de usar um ”Bingo” para definir um ganhador de um carro, 10 criancgas
e 12 adultos consideraram como uma situacdo justa. Nessa situacdo, embora o valor do prémio
seja alto, 0 jogo é mais sofisticado do que langar uma moeda, por exemplo. Provavelmente, 0s
participantes ja souberam ou experienciaram (adultos) um jogo de ”Bingo” com premiacdes de
valor elevado. Além disso, na premiacao da Megasena, por exemplo, 0s sorteios se assemelham

a um ”Bingo”, com prémio em milhdes. Outro resultado em que houve aproximacao nas
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opiniBes de adultos e criancas foi na avaliagcdo do jogo de ”Bingo” para o titulo de ‘amigo da

escola’:10 criangas e nove adultos consideraram a proposta injusta.

Quando questionados sobre o uso de um ”Bingo” para definicdo de um representante do
municipio para um campeonato de xadrez, a maioria das crian¢as (n=11) e também dos adultos
(n=8) consideraram a proposta justa. Na idealizacdo da situacéo, a principio, esse contexto seria
injusto, pois, neste caso, a participagdo no campeonato deveria estar vinculada a habilidade ou
destreza de lidar com o xadrez para ampliar as chances de vitéria no campeonato. Mas, como
esta questdo ndo exigia uma justificativa, pode-se apenas supor que os alunos tenham pensado
num “Bingo” em que todos eram igualmente capazes e, nestas condigdes, a situagao seria justa,
sim. Para definir o atleta que ficaria com o troféu, uma quantidade muito préxima de criancas
e adultos julgaram a situacdo injusta (8 criancas e 7 adultos). Entre os comentarios feitos por
uma das criangas, estava o fato de que o troféu deveria ficar na ‘escola’ ou na ‘casa do capitdo
do time’. Na verdade, essas avaliagdes dos estudantes sdo um juizo de valor, uma opinido que
poderia se caracterizar como justo ou injusto, em conformidade com a 6ética, as crencas e as

experiéncias de cada participante.

Bryant e Nunes (2012) afirmam que pensar racionalmente sobre a aleatoriedade e a
incerteza é importante, pois distribuicGes aleatérias desempenham um relevante papel em
nossas vidas, no sentido de garantir equidade e justica. Assim, quando se langam dados, ou se
embaralham cartas, ou se joga no cara ou coroa ou no ‘par ou impar’, a incerteza presente nestes
jogos permite que haja justica em seus resultados. No entanto, a discussdao sobre justica em
situacOes de jogos vai além do uso ou ndo de aleatorizadores honestos. Observa-se neste estudo
que, dependendo do contexto e da simplicidade ou complexidade do jogo, ou ainda, do valor
ou tipo de prémio, criangas e adultos podem avaliar situa¢fes justas como injustas e vice-versa.
Aparentemente, contextos que parecem gozar de unanimidade no julgamento de justica e
injustica envolvendo jogos, podem trazer algumas surpresas. Como por exemplo, adultos
julgarem justa a definicdo de um campeonato brasileiro de futebol por meio de jogo ‘par ou
impar’. Ou criangas julgarem que nao ¢ justo usar um “Bingo” para definir o atleta do time
vencedor que ficaria com o troféu. Muitas compreensdes estdo ‘embutidas’ nas escolhas de
adultos e criangas e envolvem leitura de mundo e julgamentos em conformidade com suas

vivéncias. Assim, concorda-se com Mlodnow (2009), o qual afirma que:
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A teoria da aleatoriedade é fundamentalmente uma codificacdo do bom senso.
Mas também é uma area de sutilezas, uma area em que grandes especialistas
cometeram equivocos famosos e apostadores experientes acertaram de
maneira infame. Para entendermos a aleatoriedade e superarmos nossas
concepgOes equivocadas sobre ela, precisamos de experiéncia e de um
pensamento muito cuidadoso (MLODINOW, 2009, p. 30).

Tem-se observado, ao longo das analises nas diversas atividades apresentadas neste
primeiro estudo, que ndo ha muito distanciamento de compreensao de criangas e adultos em
relagdo a avaliacdo de jogos justos ou injustos. O publico infantil envolvido neste estudo tinha
idades que variavam de 9 a 11 anos, enquanto os adultos possuiam idades entre 28 anos e 67
anos. Os dados interpretados a partir das analises aqui apresentadas apontam que a maturidade
e vivéncia dos adultos ndo parece té-los instrumentalizados para avaliar jogos justos e injustos
de forma mais coerente que as criangas, em contextos que envolvem a observancia da
aleatoriedade, da compreensédo do espago amostral ou mesmo da comparacéo de probabilidades.
Tal fato corrobora com Fischbein (1985) que afirma que ha conhecimentos de natureza
probabilistica que precisam ser ampliados por meio de intervencdo, por ensino, e que apenas a

maturidade ndo possibilitard ao sujeito apropriar-se de intuicbes mais elaboradas.

Como complemento da atividade anterior, uma pergunta final foi realizada, a fim de que
0s participantes pudessem expressar sua opinido de forma aberta, uma vez que no
preenchimento do quadro, ndo havia necessidade de comentarios. Usar o jogo de ‘cara ou
coroa’ para definir o ganhador de uma casa com piscina € justo ou ndo? Por qué? foi a Gltima

indagacéo realizada no Estudo 1.

Dos 15 adultos entrevistados, 14 responderam a pergunta, dos quais, 8, consideraram a
situacdo justa. Apenas 5 criancas julgaram que a situacdo seria justa enquanto 10 a
consideraram injusta. O esquema a seguir mostra os pontos de convergéncia e distanciamento
nas opinides de adultos e criangas. Diversos termos evocados pelas criangas, ou apresentados

implicitamente, foram também utilizados pelos adultos, como mostra 0 Esquema 6.
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Esquema 6: Compreenséo de criangas e adultos sobre justica na premiacéo de uma casa por meio do
jogo cara ou coroa

GANHAR CASA COM CARA OU CORDA

_____,_...-& Sorte
L 4

CRIANCA'S -h-hh-"""'} Equiprobabilidade <

Valor do prémio

[

lustica social

| MErito

Fonte: Dados da pesquisa (2021)

As criangas que consideraram justo o uso do jogo cara ou coroa para ganhar uma casa,
usaram como argumento: i) a sorte (“Sim, porque ele vai jogar na sorte, entdo eles tém as
mesmas chances” — C4), ii) a equiprobabilidade (“Porgue tem dois lados e um pode bater cara

e 0 outro bater coroa. Pode sair cara ou pode sair coroa” C11).

Os adultos justificaram a justica da situacdo por meio de argumentos que também
consideraram a sorte e a equiprobabilidade. A Aluna A7 afirmou que “a sorte quem da é Deus.
E justa. N&o é pra ganhar? Vamos jogar! S6 ganha quem joga ”. Nesta fala observa-se ainda
indicios intuitivos de aleatoriedade, em fungéo da incerteza pelos resultados. O Estudante A14
informou que “é sorte. Jogo é sorte. E justo porque é a sorte. Se ele tiver a sorte de ganhar
cara, significa que a sorte foi pra ele.” Ja 0 Estudante A10 defendeu que o0 uso do jogo € justo

porgue ele pode escolher cara e ganhar, mas o outro pode escolher coroa e também ganhar. Um
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outro argumento foi apresentado pelos adultos que ndo foi pontuado pelas criangas: a relagdo
entre jogo e risco. A Aluna Al1 discursou defendendo que é justo pois, “é arriscar: ou é ‘lingua
ou é beico ™. Tudo tem que arriscar. As vezes eu entro num sorteio de ganhar sabonete, mas
eu posso ganhar ou ndo ganhar”, enquanto A2 informou que “é um jogo, vocé esta tentando,

ta arriscando”.

Para apoiar suas opinides sobre a injustica de se usar um jogo de cara ou coroa para
ganhar uma casa, dois argumentos se sobressairam, tanto para as criancas quanto para 0s
adultos. O primeiro argumento diz respeito a justica social, ou seja, a necessidade prioritaria da
pessoa possuir uma casa, quando esta ndo tem nenhuma e o risco de uma pessoa que ja tem
casa, ganhar outra. O outro argumento diz respeito a desproporcionalidade entre o tipo de jogo

e o valor da premiacdo. Destaca-se a seguir algumas falas.

e Justica social

“«“

do porque pode ter muita gente com casa e dar uma casa para quem ndo tem, ndo é melhor,
ndo? Tem tanta gente morando na rua, precisando de uma casa e vocé brincando de cara ou

coroa para ver quem fica com a casa. Pra mim, isso ndo é justo” (C3).

“Injusta. Tem gente que ndo tem casa pra morar e tem gente que tem e tenta entrar no jogo

pra ficar com duas... Tem gente que ndo precisa e entra do mesmo jeito no jogo” (Al).

“Ndo porque uma casa custa muito pra Se jogar assim num jogo. Eu preferia que ndo fosse um
jogo porque com uma casa hao se brinca, né? Casa custa caro. Justo para ganhar uma casa
seria uma pessoa necessitada” (A4).

e Tipo do jogo x valor do prémio
“Para jogar a moeda para ganhar um lapis, seria justo, mas ndo para uma casa, porque vale
muito” (C13).
“E injusto porque uma pessoa pra ganhar uma coisa assim, sem ter que se esfor¢ar pra ganhar,

né? Se fosse trabalhando... A ndo ser que ganhe numa loteria” (A3).

“Ndo ¢é justa. Ndo deveria ser assim. Era para ser uma coisa mais justa. Cara ou coroa a

pessoa mesmo pode roubar. Tem como trapacear. Se for para escolher o lado do campo é justo

19 Expressdo usada para indicar uma coisa ou outra, ou seja, a escolha por uma opcéo
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porque é diferente. Porque o campo ele néo vai ficar pra ele e a casa fica. Se fosse para ficar

com o campo pra ele ndo era justo, é a mesma situagdo da casa” (C2).

O jogo de cara ou coroa é considerado, assim como o de langamento de dados, de roleta
e de cartas como jogos de azar e muitos deles sdo conhecidos e usados desde a antiguidade.
Para Cardano, apud Bennett (2003), o principio mais fundamental de todos os jogos de azar s&o
condic@es iguais, pois, por exemplo, num jogo de dados honestos ndo ha determinismos e tudo
depende do puro acaso. Assim, Cardano estabelece que os pilares fundamentais dos jogos de

azar sdo a existéncia de condigdes iguais.

Considerando a 6tica de Cardano, o jogo ‘cara ou coroa’ possibilita condi¢des iguais
aos seus jogadores, e, se a moeda for honesta pode-se considerd-lo justo, pois garante a
equidade, uma vez que os participantes terdo as mesmas chances obtidas por meio da

aleatoriedade ou do acaso, em conformidade com Bryant e Nunes (2012).

Na situacdo apresentada, o prémio tem um peso forte na deciséo sobre o que € justo ou
injusto. Se por um lado, alguns participantes julgam que 0 jogo ‘cara ou coroa’ ¢ justo para
algumas situagdes, como ganhar um lapis ou o ‘mando de campo’, € injusto e muito simplista
para ganhar um prémio de um valor alto, como uma casa. Na atividade anterior, os participantes
julgaram justo o uso do ”Bingo” para ganhar um carro, diferentemente do uso do cara ou coroa
para ganhar uma casa. Na Otica deles, hd uma desproporcdo entre o valor do prémio e o tipo de
JOgo que se caracteriza como (in)justica. A questdo da preocupagdo com o contexto social, aqui
categorizado como ‘justi¢a social’, levanta uma questdo que transpde o jogo, ultrapassando
conceitos probabilisticos e regras. E uma preocupaco real com os mais necessitados, com a
desigualdade social e com o direito constitucional a moradia, fato fortemente marcado nas falas

de adultos e criangas.

Bennett (2003) afirma que as criangas tém uma forte nocéo de justica e sua exploracao
do conceito do acaso costuma levar a uma questdo: “o acaso € justo?” Para esta autora, as
criancas descobrem que nem sempre 0 acaso € justo, o que foi evidenciado nas respostas
apresentadas na segunda pergunta deste estudo, pois a garantia das chances iguais para os
jogadores no jogo cara ou coroa, ndo garante que a pessoa que mais precisa € a que ira ganhar,
por exemplo. “Quando o acaso determina o resultado, nenhuma quantidade de inteligéncia,
forca, conhecimento ou experiéncia pode dar vantagem a um unico jogador, e a sorte surge
como uma forca equalizadora’” (BENNET, 2003, P.15). Assim, como a aleatoriedade ndo tem

compromisso com nenhuma pessoa ou causa em particular, os resultados podem ser injustos
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em contextos sociais, mas, ndo sdo injustos dentro da natureza do proprio jogo, como defende

Cardano.

Considerando o conjunto de atividades do Estudo 1, de uma forma geral, observou-se,
que as criancas apresentaram desempenho um pouco melhor que os adultos. Ambos 0s grupos,
em todos os jogos, apresentaram algumas justificativas que se distanciavam de anélises
probabilisticas (considerando as demandas cognitivas) e se centravam em outros elementos

6 r

baseados em crencas e experiéncias, como apontado em algumas justificativas: “é justo porque
ele ¢ um bom jogo e ela pode aprender mais” (C6), “eu acho justo porque eu quero que todo
mundo ganhe” (A3) ou ‘“se ta jogando é justo. Tiago tem mais vantagem porque todo Tiago
sdo sabidos, espertos” (Al5). Estabelecendo-se um paralelo com os estudos de Watson e
Moritz (2003), pode-se dizer que esses alunos se enquadram no nivel uniestrutural que reside
na crenca tedrica de justica ou igualdade de chances em uma forma proposicional, independente

de anélises de dados e de experimentacdes.

Mlodinow (2009) discute sobre crencas, alegando que costumamos buscar argumentos
para dar sustentacdo ao que acreditamos, ao invés de procurar dados que refutem nosso
pensamento inicial: € o viés da confirmag&o. O autor cita Francis Bacon que afirmava que “a
compreensdo humana, ap6s ter adotado uma opinido, coleciona quaisquer instancias que a
confirmem, e ainda que as instancias contrérias possam ser muito mais numerosas e influentes,
ela ndo as percebe, ou entdo as rejeita, de modo que sua opinido permanega inabalada”
(MLODINOW, 2009, p. 201). Assim, além de buscar evidéncias que confirmam nossas no¢des
preconcebidas, interpretamos indicios ambiguos de modo a favorecer nossas ideias, ou seja,
“nosso cérebro inteligente consegue reforcar suas crencas mesmo na auséncia de dados
convincentes” (MLODINOW, 2009, p. 201). Entdo, se conclui que um vizinho é simpatico,
qualquer agdo futura dele, se positiva, ganhara destaque, se negativa sera utilizado um atenuante

Ou seré esquecida.

Assim, nos afirma o autor, que “a evolugao do cérebro humano o tornou muito eficiente
no reconhecimento de padrdes. Porém, como nos mostra o vies da confirmacdo, estamos mais
concentrados em encontrar e confirmar padrdes que em minimizar nossas falsas conclusoes”
(MLODINOW, 2009, p. 203). Por esta razdo, é comum encontrar pseudoexplicagdes para o que
acreditamos, mesmo que haja certa contradi¢do. Esta condicdo foi observada neste estudo, em

varias justificativas apresentadas pelos estudantes participantes.
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Imagina-se, portanto, que as fragilidades na compreensdo de jogos justos a partir de
contextos que envolvem a aleatoriedade, o espagco amostral e a comparagéo de probabilidades,
por parte de adultos e criangas, tem raizes nas crencas destes grupos. Considerando que 0s
adultos possuem mais tempo de vida e, consequentemente, mais experiéncia social que as
criancas, é possivel que suas crengas sejam ainda mais cristalizadas, mais enraizadas e, por isso,
hé& certo distanciamento nos resultados. Os grupos, nao tiverem experiéncia escolar envolvendo
probabilidades, embora tenham tido experiéncia com diversos jogos, especialmente os que
envolvem moedas, dados (hexaedro), ‘par ou impar’, ”Bingo”. Esta vivéncia, em alguns casos,

reforga crengas equivocadas, como “a cara sai mais”, “os niimeros maiores saem mais” ou “ndo

saem numeros em sequéncia’.

O fato é que boa parte dos adultos e criangas consideram coerentemente que 0 jogo é
justo se as chances forem iguais para todos os jogadores e esta € uma importante compreensao
acerca de justica em jogos. No entanto, diversos participantes ndo tinham uma compreensao
adequada de alguns elementos da probabilidade que lhes dessem suporte para avaliar
assertivamente sobre a ocorréncia, ou ndo, da justica, e, consequentemente, avaliaram
equivocadamente alguns jogos em seus diferentes contextos. Assim, a incompreensdo da
independéncia de eventos em sequéncias aleatorias, a falta de analise do espago amostral e a
fragilidade no raciocinio proporcional que impossibilita analise comparativa de probabilidades
em espagos amostrais distintos, podem se configurar em entraves para uma avaliagdo coerente
de jogo justo ou ndo. Desta forma, é necessario um trabalho interventivo que viabilize tais
compreensdes, a fim de que 0s sujeitos possam acessar conhecimentos probabilisticos que Ihes
instrumentalizem para avaliar a justica em jogos, minimizando o impacto das crencas

preconcebidas.

7.2. ANALISES DO ESTUDO 2: COMPREENSOES DE CRIANCAS BRASILEIRAS E
PORTUGUESAS ACERCA DE JUSTICA EM JOGOS, CONSIDERANDO
ELEMENTOS DA ALEATORIEDADE, DO ESPACO AMOSTRAL E DA
COMPARACAO DE PROBABILIDADES.

Para fins de analises do Estudo 2, optou-se por uma organizacdo mais sintética, em

funcdo da exploracdo das compreensdes das criancas brasileiras ja ter sido evidenciada no
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Estudo 1. Assim, a fim de evitar falas e observagdes repetidas (presentes no Estudo 1), seréo
apontadas nessa etapa as evidéncias mais marcantes dos dois grupos (criancas brasileiras?° -
CB e criancas portuguesas - CP), organizando a analise por demanda cognitiva, comentando 0s

jogos referentes a demanda especifica, sem separa-los em subitens.

Tabela 8: Respostas corretas das criancgas (15 de cada pais), por jogo e foco probabilistico

) ) ) Criancas Criancas
Foco do jogo Tipos de jogo o
Brasileiras Portuguesas

Aleatoriedade Jogo justo “Loto” 3 2

(Independéncia de eventos) Jogo injusto ”Bingo” 13 13

(eventos equiprovaveis e Jogo injusto 13 13

n&o- equiprovaveis) “Bolinhas na colher”
Comparacéo de Jogo justo — “Dados 17 0 0
probabilidades

(espagos amostrais distintos - | Jogo injusto - “Dados 2” 0 0

raciocinio proporcional)

Fonte: Dados da pesquisa, 2021

Na Tabela 8 sdo apresentados os resultados das respostas das criancgas brasileiras e
portuguesas que avaliaram e justificaram corretamente a justi¢a nos diversos jogos. As escolhas
e argumentos apresentados pelas criangas apontam para a compreensao (ou ndo) dos elementos

probabilisticos especificos discutidos em cada jogo.

Os resultados apontaram, de uma forma geral, que 0s desempenhos e compreensdes das
criangas portuguesas estiveram muito proximos das criancas brasileiras, considerando o
entendimento sobre jogos justos e injustos em consondncia com as distintas demandas

cognitivas exploradas nesta pesquisa. A seguir, serdo especificadas essas compreensoes.

7.1.1. Aleatoriedade e Justica em Jogos

Assim como no Estudo 1, no que concerne aos jogos que exploraram a demanda
cognitiva referente a aleatoriedade, observou-se uma fragil compreensao da independéncia de
eventos em sequéncias aleatorias, sobretudo na exploracdo do jogo “Loto” (justo). Nesse jogo,
das criancas que informaram que 0 jogo era justo, apenas trés criancas brasileiras (CB3, CB4 e

20 Neste estudo as criangas brasileiras foram identificadas por CB, para diferenciar das criancas portuguesas (CP).
Assim, CB8 desse estudo equivale a C8 do Estudo 1.
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CB5) e duas portuguesas (CP12 e CP15) apresentaram justificativas que apontaram para
indicios de compreensdo sobre a independéncia de eventos, como observado nos excertos das

falas a seguir.

e (B4: “Sim ¢ justo, porque ¢ uma questao de sorte, né? Acho que tem a mesma chance

de ganhar porque tém todos esses numeros aqui (no saco), né? ”

e CPI12: “E justo para os trés. Eles tém as mesmas vantagens. Se é até o 90 aqui ndo ha

nenhum ndmero que ultrapasse o 90, entdo os trés tém as mesmas vantagens”.

e CP15:“Sim. Por ser nimeros ‘ao calhas’? que vai tirar. Todos ttm as mesmas vantagens
porque os numeros saem ‘ao calhas’. Eu escolheria qualquer uma cartela porque vai ser

numeros ‘ao calhas’ quando tirar e pode calhar qualquer um dos numeros. ”

Criancas com compreensdes semelhantes as de CB4 e CP12, encontram-se no Nivel
Transitorio dos construtos do pensamento probabilistico de Jones (2006) referente a
independéncia de eventos, pois demonstram algum reconhecimento de que 0s eventos
consecutivos ndo estdo relacionados. Nesse caso, elas se detiveram na anélise de que 0s
ndmeros que estavam nas cartelas estavam também estavam no saco, e, portanto, poderiam ser
sorteados. CP15, entretanto, parece dar pistas de que se encontra num nivel mais elevado, o
Quantitativo Informal. Aparentemente, na 6tica dessa crianca, 0s ensaios ndo estdo relacionados
de forma alguma, razéo pela qual, qualquer cartela poderia ser a vencedora, e, por conseguinte,
ela nédo teria nenhuma preferéncia por uma cartela em particular porque os nimeros caem ‘ao

calhas’, de forma aleatoria.

As sequéncias das cartelas de Pedro (16, 18, 20, 24, 26, 28), Felipe (6, 12, 17, 32, 44,
53) e de Ana (1, 2, 3, 4, 5, 6) foram alvo do olhar da maioria das criancas que incorretamente
consideraram 0 jogo injusto por acreditarem, especialmente, que sequéncias formadas por
nUmeros que aparentam uma certa padronizacéo por serem consecutivos, teriam menos chances

de serem sorteadas. Observa-se esse equivoco em argumentos como
e CBI15: “Acho o de Ana mais dificil de ganhar porque sdo seis nimeros em fileira”

e CP3: “Para o Pedro e para Felipe ¢ justo porque ndo t4 em ordem, tem numeros

diferentes. Para Ana é injusto porque 0s nimeros estdo todo diretos de 1 até o 6. Acho

2L A expressdo portuguesa, nesse contexto, aparenta significar, ao acaso, aleatorio.
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que ela ndo tem a mesma chance porque é quase impossivel calhar vir 1, depois calhar

02,calharo03,4,05€06.”

Duas criancgas portuguesas e seis criancgas brasileiras usaram a comparacao dos valores
absolutos (maior ou menor) como justificativa para apoiar as justificacdes em relacéo as suas
compreensdes sobre uma possivel injustica no jogo do ”Bingo” como observado na resposta de
CP2: Acho que néo € porque ela (Ana) tem nimeros mais baixos que é mais dificil de tirar.
Estes dois (Pedro e Felipe) € mais justo porque tem nimeros mais faceis de tirar, tem nimeros
maiores e de CB1: “E injusto para ela porque os niimeros dela é mais menor e o dos outros é
mais maior. Felipe tem mais chances de ganhar porque tem os nimeros maiores. E o mais fAcil
de ganhar porque os pequenos sdo mais dificeis de sair”. Essa ideia de que determinados
numeros teriam maior probabilidade de serem sorteados que outros foi também observado na
pesquisa de Vidakovic et al (1998). Esse tipo de equivoco é evidenciado por Bryant e Nunes
(2012) que apontam para o viés da representatividade. Criancas com compreensdes semelhantes
a CB2 e CP1 se encontram no nivel Subjetivo dos construtos do pensamento probabilistico de

Jones (2016) ao considerar que eventos consecutivos estdo relacionados.

No jogo do ”Bingo” (injusto), apesar de ser possivel avaliar a compreensdo da
independéncia de eventos, esse fato foi eclipsado pela obviedade dos ‘aleatorizadores
‘desonestos’’. Assim, as criangas focaram o olhar sobre esses aleatorizadores e a relagdo deles
com os nimeros das cartelas dos jogadores: Paula (15, 30, 16, 8, 14, 27) e André (12, 2, 20, 26,
24, 14). Embora a incerteza sobre os resultados se mantivesse no jogo, a injustica de ter algumas
‘bolinhas’ com massa maior influenciou fortemente a analise das criancas. Assim,
assertivamente, para a maioria delas, o jogo foi considerado injusto, e 0s argumentos
apresentados repousaram sobre a probabilidade maior de sair nmeros que em sua formacéo
teriam o algarismo 2 — que beneficiaria André, como observado nos argumentos apresentados

a seguir:

e (CB9: “Nao. Porque a de Paula s6 tem um niimero 2 e a de André ta cheio. Isso quer

dizer que ele tem mais chance de ganhar porque as bolas estao mais pesadas”.

e CP6: “E mais justo para o André porque ele tem todos menos o 14 que tem o numero

2.,’

Watson e Moritz (2003) verificaram que h& estudantes que consideram 0s

aleatorizadores (dados) sempre justos, depois de varios experimentos, mesmo quando eles sdo
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““‘desonestos’’. No nosso estudo, desde o principio foi evidenciado as criangas, nesse jogo, a
‘desonestidade’ dos artefatos, e esse pode ter sido um forte facilitador para que elas avaliassem
corretamente a injustica presente no jogo. Assim, constata-se que as criangas ndo apresentam
dificuldades para avaliar justica em jogos, quando os aleatorizadores sdo explicitamente
evidenciados como ‘‘desonestos’” ou ‘viciados’. No entanto, questiona-Se se a quantidade de
nameros formados com o algarismo 2 fosse a mesma nas duas cartelas, ainda assim, eles
julgariam injusto somente pela ‘desonestidade’ dos aleatorizadores ou iriam desprezar essa
informacdo e analisar unicamente as sequéncias nas cartelas, e considerar 0 jogo justo? Tudo
leva a crer que a resposta a essa indagacao seria sim, pois na pergunta sobre o que eles fariam
para tornar esse jogo justo, eles claramente procuraram equilibrar a quantidade de nimeros

compostos por 2, nas duas cartelas.

Das criangas que se equivocaram em suas respostas, foram apresentados argumentos

que consideraram:

e NUmeros nio-consecutivos ou fora de ordem - “E justo porque ta aparecendo niimeros

diferentes (nas cartelas) uns dos outros e nao ta em ordem” (CP3).

e Jogo justo com chances desiguais - “E justo para um e é justo para o outro. André tem
mais vantagem de ganhar porque tem mais nimeros com 2. Mas Paula pode ganhar e
André também pode” (CP14) e “Esse tem mais chance de ganhar: André (...) E essa
ndo tem tanto. Mesmo ele tendo mais chance € um jogo justo. Ela também pode ganhar”
(CB10);

e Relagdo entre os nimeros da cartela e do globo - “E questdo de sorte e tem o niimero
até 30 e aqui ndo tem mais que 30 nas cartelas. Aqui tem 15, 16, 8, 14 e 27 e 30, entédo
ele ndo vai pegar outras bolas que néo estdo. Eu acho que é justo por causa disso. E

ela também tem 2 e que ndo passam de 30. As chances sdo iguais” (CB4).

A fala da crianca portuguesa CP3 atrela a justica ao fato dos nimeros ndo serem
consecutivos e nem aparentarem uma certa ordenacdo. A ideia de estabelecer a relagéo entre
aleatoriedade e ‘desordem’, ‘mistura’ foi também evidenciado nos estudos de Pratt (2000) e
Paparistodemou et al (2008). Os estudantes CP14 e CB10 consideraram 0 jogo justo, mesmo
conscientes das chances desiguais de vencer dos jogadores e se apoiando unicamente na

incerteza dos resultados, ou seja, a existéncia da possibilidade de vencer do jogador com menor
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chance tornaria 0 jogo justo, porque mesmo com vantagem para André, ndo ha certeza sobre

quem serd, de fato, vencedor.

Em suas justificativas, CB4 recorreu ao fato de que os nimeros de ambas as cartelas
estavam no globo e poderiam ser sorteados, ndo atentando para a injustica promovida pelos
aleatorizadores viciados, em consonéncia com as cartelas dos jogadores. Pode-se dizer que
criangas que possuem compreensdo semelhante a CB4, aparentemente, se encontram num nivel
de crenca, determinado por Watson e Moritz (2003), como Uniestrutural - que se caracteriza
por uma crenca teorica na justica, sem referéncia a experiéncia, nem analise profunda dos

contextos e elementos do jogo; é uma crenga cega de que 0 jogo é sempre justo.

Quanto a pergunta: O que vocé faria para tornar o jogo justo? as respostas das criangas
repousaram na possibilidade de ‘equilibrar’ as cartelas de ambos 0s jogadores para manter as
chances iguais de vitoria. Em relacdo ao jogo da “Loto”, CP2 disse: “Por nimeros maiores
para Ana ou entdo numeros mais pequenos para o Pedro e para Felipe”, enquanto CB11
afirmou: “Botar um pouco dos nimeros de Ana para Pedro e para Felipe”. Considerando o
jogo de ”Bingo”, CP5 defendeu que para tornar o jogo justo deveria “ndo ter bolinhas mais
pesadas aqui (globo)”, enquanto CB15 considerou que ‘as bolas de 2 deveriam ter o mesmo
peso que as outras”. NO entanto, outra proposta foi evidenciada: a de que 0 jogo seria justo,
mesmo com aleatorizadores ‘desonestos’, desde que houvesse equilibrio entre as cartelas dos
jogadores, possibilitando que ambos tivessem as mesmas chances de vencer. Um total de 11
criancas portuguesas e 8 brasileiras sugeriram o equilibrio entre as cartelas com a mesma
guantidade de nimeros com algarismo 2 em ambas as cartelas. CP6 defendeu que deveria
“Tirar alguns nimeros com 2 desses de modo a ficar com a mesma quantidade nas duas
cartelas. Dois para cada um, ficava justo.” e CB11 comentou que: “Botava uns aqui. Ficava 3
para cada. Pegava de André e dava pra Paula.” Considera-se esse um achado bem importante,
mas, julga-se aqui que essa ideia de jogo justo, mesmo com aleatorizadores ‘desonestos’,

merece maior aprofundamento, em novos estudos.

Assim como no Estudo 1, tanto as criangas brasileiras como as portuguesas
apresentaram compreensfes semelhantes quanto a jogo justo, a partir da exploracdo da
aleatoriedade. Os mesmos equivocos foram observados em ambos 0s grupos, especialmente o
que se refere a incompreensao acerca de sequéncias aleatdrias que repousam no entendimento
da independéncia de eventos, pois “as criangas tém dificuldades de aceitar que numa

experiéncia aleatéria, uma sequéncia de aparéncia regular é tdo provavel quanto uma de
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experiéncia irregular.” (BENNETT, 2003, p. 192). As criangas, em sua maioria, nao
apresentaram dificuldades em avaliar como injusto um jogo que possui ‘aleatorizadores
‘desonestos’’ e que, em consequéncia ha beneficio para um dos jogadores em detrimento de
outros. No entanto, como pontuado anteriormente, a percep¢do da manutencdo da justica,
mesmo com aleatorizadores ‘desonestos’, desde que mantida as chances iguais de vitdria para
0s jogadores, foi um dado obtido de forma transversalmente e espontanea pelas criancas. Este
importante dado reforca a compreenséo dos participantes em relacionar jogo justo as mesmas
probabilidades de ganhar de todos os jogadores (BENNET, 2003; BOROVICNIK, 2016).

7.1.2. Espaco amostral e Justica em Jogos

De uma forma geral, o desempenho tanto das criancas brasileiras como das criancas
portuguesas foi substancialmente melhor nos jogos que envolviam a analise de eventos
equiprovaveis e ndo equiprovaveis na exploracao do espaco amostral do que nos demais jogos,
com excegdo apenas do jogo do “Bingo”, em que o desempenho foi semelhante. Possivelmente,
esse resultado se deveu ao fato de que nos contextos apresentados, as crian¢as ndo precisariam
elencar uma lista exaustiva de todos os elementos dos eventos para poder compara-los e

responder corretamente a situacao e isso pode ter sido um facilitador para o julgamento delas.

No jogo “Bolinhas na colher”(injusto), havia 120 bolinhas azuis e 120 bolinhas rosas
num recipiente. Com uma colher de quatro furos o jogador mergulhava a colher no recipiente
para ‘capturar’ quatro bolinhas. Ha 16 possibilidades de organizacdo das ‘“Bolinhas na
colher”(Figura 20), sendo 14 possibilidades em 16 de sair bolas duas cores (jogada de Amanda)
e apenas uma possibilidade em 16 de sair s6 rosa (jogada de Miguel) ou s6 azul (jogada de
Tiago). Para cada evento particular, os resultados sdo equiprovaveis, ou seja, ‘sair tudo rosa’
ou ‘sair uma rosa no canto superior direto e as demais azuis’ tém as mesmas probabilidades de

acontecer: 1 em 16.

Figura 20: Possibilidades para organizacéo de bolas de duas cores em colher com quatro furos.

o0 00 00 00 00 00 0
o0 00 00 00 00 00 o

Fonte: Dados do autor (2021)
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No entanto, nos eventos ndo equiprovaveis que as criangas tiveram que comparar havia
um distanciamento demasiado nas probabilidades de resultados (1/16 para uma Unica cor e
14/16 pra duas cores) e isso pode ter influenciado as respostas das criancas. Elas evidenciaram
ndo exatamente as possibilidades de organizacdo dos eventos, nem fizeram analises
probabilisticas, pontuando, especialmente, as quantidades de bolas de cada cor e o fato de
estarem ‘misturadas’. Assim, para elas, como as bolas estavam ‘misturadas’ havia muito mais
chances de se obter resultados mistos (bolas azuis e rosas) parecendo indicar, implicitamente,
que o resultado com as duas cores representaria mais fidedignamente o conjunto de bolas na
caixa do que o resultado com uma Unica cor (tudo rosa ou tudo azul) Observa-se essa
compreensdo nas falas de: CP12 que defendeu que o jogo ndo era justo “porque h& mais
possibilidades de Amanda ganhar, porque ha mais possibilidades de calhar as duas cores
juntas. Estdo os dois misturados na caixa, entdo se tirar assim, entdo eu acho tem mais
possibilidades de calhar as duas. Sdo 120 cada uma e na caixa ja estdo todos misturados” e
de CB9 que considerou que “é quase impossivel sair 4 rosas e 4 azuis. E mais facil sair colorido

(misturado). Ndo é justo. Amanda tem mais chance.”

Poucas criangas recorreram a explicitacdo dos elementos dos eventos que compunham
0 espaco amostral para justificar suas escolhas. CP6 recorreu a recente experiéncia no jogo e
especificou alguns desses elementos para argumentar que: “A Amanda ganharia muito mais
facilmente porque quando se tira € muito mais dificil sair da mesma cor. Pelo menos comigo,
guando experimentei ndo saiu da mesma cor. Sairam sempre trés de alguma cor com um de
cor diferente ou dois de cada cor ”. Implicitamente CP6 elencou os eventos ‘dois rosas e dois
azuis’, “trés azuis e um rosa” e “trés rosas € um azul” e concluiu que sair os eventos “tudo rosa”
ou “tudo azul’ seria muito mais dificil. A fala de CP6 apresenta indicios de compreensdo sobre
o0s elementos que compdem o espaco amostral, embora, seja prematuro dizer que ela seria capaz
de fazer uma lista exaustiva. Em conformidade com os construtos do pensamento probabilistico
de Jones et al (1997), criancas com a compreensao semelhante a CP6 estdo no nivel Transitério
que se caracteriza pela capacidade de listar de forma incompleta, elementos de um evento de

dois estagios.

Criangas que responderam equivocadamente que 0 jogo seria justo apresentaram

justificativas como:

i) Justica com chances diferentes - “Acho que € justo. Porque por exemplo, calha

uma vez na Amanda e depois calha outra vez em Tiago e outra vez em Miguel.
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Acho que Amanda tem mais chance de ganhar, pelo que eu vi quando eu joguei,

sai mais azul e rosa. Mesmo assim, é justo” (CP14);

i) Chances iguais “Acho justo porque os trés tém possibilidades de ganhar. As

chances deles sdo iguais” (CB2);

iii) Regras (quantidade de bolas) - Acho que € justo porque tem a mesma quantidade
de bolas, s6 que ele pega o total de tudo rosa e ele de tudo azuis e ela pegou
misturado (CB4).

No ”Jogo das Moedas” (justo), 0s eventos sdo equiprovaveis, ou seja, sair ‘duas caras e
uma coroa’ € igualmente provavel a sair ‘duas coroas e uma cara’. Ha oito resultados possiveis
no langamento de trés moedas e cada um desses resultados particulares sdo equiprovaveis (1
em 8). Nesse jogo, as criancas também ndo se detiveram na analise dos elementos de cada

evento, e, sim, no ‘equilibrio’ que ficou aparente nos eventos analisados.

Os estudos de Cafiizares et al (2003) também apontaram a ideia de equilibrio como
forma de caracterizar jogos justos. Essa visao foi largamente evidenciada e pode ser observada,
por exemplo, nas justificativas de CB4: Sim. Porque é igual sé que ao contrario. Ela pode
pegar duas caras e uma coroa e ela duas coroas e uma cara e CP12: “E justo, porque aqui é
duas coroas e uma cara e aqui uma coroa e duas caras, entdo, acho que isso é justo. Aqui duas
coroas € igual a duas caras e aqui uma coroa é igual a uma cara. Se calhar tudo igual é ponto
para duas. A sorte também foi evidenciada nas respostas das criangas, como elemento que se
traduz como justo, a exemplo, da fala de CP6: “Acaba por ficar igual e acaba por ser também
uma questao de sorte” e também CB14: é como se fosse na sorte, jogando e vendo 0 que a

’

moeda vai tirar. Elas tém as mesmas possibilidades de ganhar.’

Como ja apontado no Estudo 1, duas criangas brasileiras se equivocaram em suas
respostas, entre elas, CB13 que julgou que 0 jogo ndo seria justo “porque se sair 3 caras vai
pras duas. Devia ir s6 pra uma. Rute tem mais chance porque sempre que eu jogo assim cai

I3

mais a coroa”. Compreensdes equivocadas evidenciadas na expressao “...sai mais a coroa”
evocada por CB13 remetem a um equivoco relativo a heuristica da representatividade
(BRYANT e NUNES, 2012; JONES, 2006) que se caracteriza pela errdnea conclusdo de que
alguns ensaios, nesse caso, advindos da experiéncia, representam, de fato, a probabilidade de
ocorréncia de um determinado evento. No caso de CB13 ele comete o erro de recéncia positiva

por acreditar que 0s eventos que sairam seguidas vezes (coroa), terd maior chance de sair
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novamente, fato observado também na pesquisa de Silva (2016). Em relacdo aos equivocos das
criangas portuguesas, destaca-se a fala de CP8 que informou que o jogo era justo, mas utilizou
argumentos frageis, ndo indicando compreensdo: “E justo, porque a Cristina tem direito a
ganhar e a Rute também” e CP13 que julgou também justo, mas ndo conseguiu apresentar uma

’

justificativa, apenas expls: “Eu sei que é justo, mas ndo sei dizer porque é justo.’

7.1.3. Comparacéao de probabilidades e Justica em Jogos

Os jogos de ”Dados 1” e 2 foram idealizados para investigar as compreensdes dos
estudantes acerca do uso do raciocinio proporcional, ao comparar probabilidades de eventos
gue envolvem espacgos amostrais distintos. Observou-se, portanto, uma fragil compreensédo de
ambos 0s grupos de criancas em relacdo ao tema. Nos dois jogos, ndo foi evidenciado o uso do
raciocinio proporcional para justificar as escolhas das criangas, o que culminou numa

intepretacdo equivocada sobre jogo justo e injusto.

As justificativas apresentadas pelas criancas, quase sempre se assentavam na
comparacdo de valores absolutos, seja comparando o numero de faces de cada dado ou
comparando a quantidade de pares ou impares (jogo de Dados 1) ou, ainda, estabelecendo a
comparacao entre a quantidade de faces que possuiam nimeros maiores ou menores que 3 em
cada dado, no jogo de ”Dados 2”(injusto). Quase sempre 0s argumentos das criangas se
apoiavam numa relacdo comparativa entre as quantidades absolutas pertencentes a um ou outro
dado, ndo se atentando para a relacdo proporcional necessaria para comparar probabilidades de
eventos que pertencem a espacos amostrais distintos.

No jogo de ”Dados 17, por exemplo justificativas como as de CB1 (N&o ¢ justo porque
este aqui tem mais par do que este. Paulo tem mais chance de ganhar porgue tem mais nimero
par do que Marcos) ou de CP4 (O Paulo tem mais nimeros e mais nimeros pares entdo ha
maior probabilidade de calhar para ele 0o niumero par) deixam evidente a comparacdo
guantitativa e ndo proporcional realizada pela maioria dos estudantes. Semelhante ao jogo de
“DADOS 27, cujos argumentos para justificar as escolhas se assentaram na analise quantitativa
nédo-proporcional, como observado nas falas de CB2 (Porque este dado aqui tem trés nimeros
maiores e este aqui tem dois) e CP10 (N&o, porque o de Daniele tem mais nimeros maiores

que 2).
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Estas ideias estdo em consonancia com o Nivel Subjetivo dos construtos do pensamento
probabilistico de Jones et al (1997) em que as criangas ndo conseguem avaliar situagdes justas
e injustas ao compararem probabilidades de um evento em dois espacos amostrais distintos por
meio de julgamentos subjetivos ou mesmo numeéricos, sem levar em conta a proporcionalidade

que a situacéo exige.

Nas justificativas das criancas observou-se ainda uma andlise de natureza
antropomorfica dos dados (Watson & Moritz, 2003) que se relaciona a crencas intuitivas de que
o formato dos dados tem influéncia sobre os resultados. Criancas que apresentam essa
compreensdo estdo no Nivel Iconico de crengas de acordo com esses estudiosos, como parece
ser o caso de CB13 que em sua defesa afirmou que “este dado aqui é mais dificil de cair. Este
é quadrado e este daqui é diferente. Ele € mais dificil sair o par nesse (Paulo) ” e de CP9 que
considerou: “Outra vantagem é o formato, porque este aqui gira perfeitamente bem e este aqui
ndo gira perfeitamente bem. Pelo que eu rodei neste (Marcos), eu acho que é mais facil tirar

’

impar.’

Algumas criangcas consideraram em seus argumentos a regra ‘tirar nimero par’ -
condicdo comum aos dois jogadores - como caracteristica de justica. Diferentemente do jogo
“Bolinhas na colher” em que as regras pareciam diferentes aos participantes (tirar s rosa, ou
sO azul ou as duas cores), a solicitacdo de que os dois jogadores, independente do formato do
dado, teriam que tirar numero par, ja se configurava, por si s6 como um jogo justo,
desconsiderando-se a analise proporcional que a situacdo exigia. CB5 afirmou que “é justo se
é para qualquer um desses tirar niimero par”’, CP8 informou: “E um jogo limpo e acho calhar
numero par, um ganha, se calhar numero par, o outro ganha também.” E CPl4 que
argumentou “acho justo, porque os dois tém possibilidades de ganhar e porque os dois sédo
pares. Os dois tém as mesmas vantagens para ganhar porque os dois precisam tirar nimeros
pares”. Evidenciar a regra é importante, mas ela ndo garante que o jogo seja justo, pois outros
elementos precisam ser analisados, como a garantia da aleatoriedade, a honestidade dos

aleatorizadores e as chances iguais para os jogadores.

Pode-se conjecturar que a observancia da regra (sair par) considerada como ponto
central para justificativa de alguns estudantes, pode ser um importante aporte para a introducéo
de um trabalho interventivo que possibilite o redimensionamento da compreensdo da
proporcionalidade presente na situacdo. Em consonancia com Fischbein (1984), as

compreensdes iniciais e intuitivas das criangas sobre conceitos probabilisticos devem servir de
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plataforma para intervengdes por meio do ensino. E essa pode ser um importante foco de

pesquisa para investigacoes futuras.

Nos dois jogos constatou-se que nenhuma crianga conseguiu apresentar argumentos que
apontassem para a compreensao e uso consciente da comparacdo de probabilidades entre
eventos de espacos amostrais distintos. A fragilidade no uso do raciocinio proporcional se
configurou como uma dificuldade extrema para esses estudantes nos contextos discutidos nesse
estudo. Por conseguinte, as criancas se equivocaram na avaliacdo de jogo justo ou injusto,
indicando que a incompreensdo desse elemento da probabilidade influencia a avaliacdo
incorreta da (in)justica presente nos jogos. Ademais, Bryant e Nunes (2012) alertam que o
raciocinio proporcional é um entrave pedagdgico que esta presente ndo apenas em contextos da
probabilidade. A proporcionalidade esta presente em contextos que envolvem porcentagem,

ampliacdo/reducdo, razdes e fracdes, regra de trés, entre outros.

Como posto anteriormente, ao se depararem com a pergunta “Para vocé o que é um jogo

justo?” as criangas brasileiras apresentaram justificativas que se relacionavam a:

a) Equiprobabilidade (chances iguais) — “As pessoas tivessem as mesmas
possibilidades de ganhar.” (CB2)

b) Regras — “Um jogo que duas pessoas ou mais tenham o mesmo beneficio e tenham

que seguir as mesmas regras.” (CB9)
c) Sorte —“Um jogo que todo mundo possa ganhar, seja na sorte.” (CB3)

d) Artefatos iguais/semelhantes — “As pessoas tivessem coisas iguais, mesmos dados,

porque se fossem diferentes, seria injusto.” (CB13)

e) lgualdade /equilibrio — “E injusto se for de grupo e tiver uma pessoa a menos”
(CB14)

f) Honestidade — “E um jogo igual, sem trapacear.” (CB1)
g) Relagdo comportamental (atitude dos jogadores) — “Um jogo sem ‘arenga...” (CB6)

Analisando as compreensdes das criangas portuguesas ante a pergunta sobre o que seria
um jogo justo, foi possivel observar muitas semelhancas com as compreensdes das criangas
brasileiras. No entanto, a categoria referente a ‘relacdo comportamental’ ndo foi evidenciada
por esse grupo. Essa categoria diz respeito a atitudes dos jogadores diante do jogo, como por

exemplo, ndo brigar, ndo ser violento, aceitar as regras, etc. Assim, o quadro a seguir (Quadro
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17) explicita as compreensfes das crian¢as portuguesas quanto ao que seria um jogo justo, a

partir de respostas espontaneas a pergunta “Para vocé o que é um jogo justo?”

Quadro 17: Detalhamento da comireenséo de crianias iortuiuesas sobre 'ioio 'iusto

Relacé&o direta com o jogo Influencia
¢ e <> externa
Equiprobabilidade Artefatos Igualdade/
Regras iguais/ Sorte Honestidade
(chances iguais) Equilibrio
semelhantes
CP2,
CP4 CP2, CP3,
CP1, CP6, CP7, CP5, CP4, CP8, CP7, CP2, CP12 CP1, CP3, CP4,
CP9, CP15 CP16 CP9, CP10, CP13 CP5, CP8, CP9
’ CP11, CP12
CP11,

Fonte: Dados da pesquisa (2021)

Assim como as criancas brasileiras, as portuguesas também tomaram como referéncia
os exemplos vivenciados nos jogos da presente pesquisa para justificar a maioria de suas
respostas quanto ao que seria um jogo justo. Um diferencial encontrado no grupo de adultos
(Estudo 1) também foi observado nas justificativas das criancas portuguesas e que nado
ocorreram com as criancgas brasileiras do estudo que foi o0 uso do futebol para ilustrar suas
compreensdes (Por exemplo, no futebol os dois tém as mesmas coisas, mas se um treinar mais,
6bvio que ganha, mas tem os dois as mesmas coisas, entéo ta justo — CP12). Semelhantemente
as criancas brasileiras, trés criangas portuguesas utilizaram o argumento do ‘equilibrio’ e da
igualdade’ para caracterizar jogo justo. Esses aspectos ndo foram observados nos adultos do
Estudo 1 (“Ter igualdade. Ter igualdade e as mesmas caracteristicas para os dois (jogadores) ”
— CP2).

No grupo de criangas brasileiras a compreensdo mais evidente e mais evocada pelos
estudantes esteve associada a ‘equiprobabilidade’ dos jogadores vencerem, enquanto as
criangas portuguesas utilizaram, em maior escala, justificativas acerca da igualdade dos
artefatos e/ou semelhanca das cartelas. No entanto, ambos os grupos evidenciaram essas duas

compreensoes.

Considerando as justificativas que se apoiaram em artefatos iguais ou cartelas
semelhantes como condicdo de jogo justo, observa-se que, uma vez mais, sdo evidenciados

equivocos conceituais de natureza probabilistica. Por exemplo, para CP10 o jogo seria justo se
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“todos tivessem 0s mesmos nimeros, como por exemplo os mesmos dados, para um ganhar ou
o outro ganhar” e CB2 informou que para ser justo era preciso que “todos tivessem jogando
com o0 mesmo dado”. Na 6tica de CP10 e CB2, o uso de dados diferentes parece se configurar
como caracteristica de um jogo injusto. No caso dos dois jogos de dados, o formato dos objetos
n&o influenciou a (in)justica no jogo. No caso do jogo de DADOS I, 0 que o0 tornou o jogo justo
foi a regra “sair par” e a justica ndo foi comprometida em fun¢do da quantidade de faces
diferentes nos artefatos. E 6bvio que para fazer essas anélises seria necessario compreender que
em ambos os dados as chances de obter nUmero par sdo iguais, e para isso seria imprescindivel
o0 raciocinio proporcional. Por conseguinte, a fragilidade na comparacdo de probabilidades
motivados pelo ndo uso do raciocinio proporcional gerou avalia¢cdes equivocadas sobre a
presenca, ou ndo, da justica nos jogos. No jogo de ”Dados 2”’novamente ndo ha influéncia sobre
os resultados por causa dos formatos diferenciados dos artefatos, o que determina a injustica,
nesse caso, € a regra que beneficia mais o jogador que estd com o hexaedro do que o jogador
que esta com o tetraedro. No entanto, nesse jogo, outras regras poderiam ser criadas para torna-

lo justo, como por exemplo, sair nimero impar.

CP2 argumentou que para um jogo ser justo € necessario que haja ‘igualdade’ em tudo:
regras, artefatos, etc. Ele ilustrou a sua compreensdo retomando o jogo de “Loto” em que 0s
nameros da cartela de Pedro séo 16, 18, 20, 24 e 26 e 0 de Anasdo 1, 2, 3, 4, 5, e 6, afirmando
que: “Comparando as cartelas de Ana e Pedro, se esses nimeros fossem relativamente iguais
seria justo. Aqui ndo ta justo”. Esse argumento reforga incompreensdes acerca de sequéncias
aleatdrias pelo ndo entendimento da independéncia de eventos (BRYANT e NUNES, 2012) e
situa essas criancas no Nivel Subjetivo ou Transitério do pensamento probabilistico
estabelecido por Jones (2006).

Uma outra pergunta foi solicitada que as criangas respondessem: Usar cara ou coroa
para definir o ganhador de uma casa com piscina é justo ou ndo? Por qué? Essa pergunta foi
proposta para permitir que os estudantes analisassem nao apenas o jogo em si ‘cara ou coroa’,
mas a relagcdo com o contexto e a premiagdo. Ndo ha uma resposta certa a essa indagacéo, se
por um lado o jogo em si é justo, pode-se julgar que a premiacdo é demasiada valorosa para a

simplicidade do jogo.

As criancas brasileiras em sua maioria (n=11), julgaram a situacéo injusta, assim como
as portuguesas (n=12). Retomando as justificativas das criancas brasileiras apontadas no Estudo

1, observa-se que 0s argumentos se assentavam em
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a) Equiprobabilidade e incerteza — que dizia respeito as chances iguais e na incerteza sobre
os resultados. CB1 “é justo porque ndo tem como brigar, quem vai decidir é a moeda”

e CB4 “...eles tém as mesmas chances”)

b) Sorte — associacdo permanente dos resultados incertos (aleatérios) com a sorte. CB14

“@ justa porque vai ser na sorte”.

c) Justica social — referéncia a necessidade basica de moradia para quem nédo possui. CB3
“tem tanta gente morando na rua, precisando de uma casa, e vocé brincando de cara

OuU coroa pra ver quem fica com a casa...”

d) Tipo de jogo x premiacdo — julgamento de que o tipo de jogo era muito simplista para
o valor da premiagdo, uma relagao desproporcional. CB5 “porque a pessoa ganhar uma

casa muito grande com piscina néo é justo com esse jogo.”

e) Meérito/Esforco — se refere a dissociacdo entre o jogo e o prémio, indexando 0 mesmo
ao esforco e ao merecimento de ter algo valioso. CB12 “porque se a pessoa quisesse a

casa tinha se esfor¢ado para ganhar”.

As criancas brasileiras que julgaram a situacdo justa, apresentaram argumentos que se
relacionaram a sorte e as chances iguais (equiprobabilidade) e incerteza (aleatoriedade). Os que
julgaram injusto consideraram basicamente: a justica social, a relagdo entre o tipo de jogo e 0
valor da premiagao e o mérito/esfor¢o. A maioria dessas compreensdes foi também evidenciada
pelas criangas portuguesas. No entanto, CP12 apresentou uma dualidade de opinido em sua
resposta, julgando o jogo justo — ao considerar a natureza do jogo - e, a0 mesmo tempo injusto
— a0 considerar o tipo de premiacio. Ela defendeu que “E (justo) e a0 mesmo tempo néo €. E
justo porque os dois tém coisas iguais e chances iguais. Mas, ndo faz muito sentido uma pessoa
estar a fazer ‘cara e coroa’ por uma casa com piscina. Seria estranho. Se fosse para sortear
um ldapis era justo, porque é uma coisa menos valiosa”. Essa percep¢do de CP12 é bem
interessante, pois ele enfatiza que o jogo em si € justo, mas em contrapartida, na opinido dele,
a premiacdo ndo € justa para o jogo, assim, haveria justica no jogo, mas, injustica no contexto
geral, na situacao.

O Quadro 18 apresenta de forma sintética os resultados das criancas brasileiras e

portuguesas sobre as compreensdes apontadas a partir da anélise da situacéo que envolve o jogo

cara ou coroa e a premiacao de uma casa com piscina.
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Quadro 18: Compreensdes de criangas brasileiras e portuguesas sobre a justica no jogo cara e coroa
com premiacdo de alto valor

Compreensdes Criancas Brasileiras Criancas Portuguesas
Equiprobabilidade / Incerteza CB1, CB4, CB9, CB11 CP3, CP7, CP12
Sorte CB4,CB7,CB14 CP1, CP4
Justica Social CB3, CB15 -

CP1, CP5, CP8, CP9, CP10,
CP12, CP14, CP15

Esforco / Mérito CB12 CP2, CP4, CP6, CP10
Fonte: Dados da pesquisa, 2021

Tipo de Jogo x Valor do prémio CB2, CB5, CB6, CB7

As criangas portuguesas focaram suas justificativas mais fortemente no fato da
premiacdo ser demasiada valorosa para o tipo de jogo adotado. Para ilustrar essas opinides, tem-

se as falas das criancas a seguir:

e CP1 - ‘porque € um jogo muito pequeno para uma coisa muito grande. Poderia ser um

3399

jogo de sorteio, tipo um “Bingo

e CP9 - Nunca. Porque é uma coisa que vale muito. E um bem, uma casa e num jogo de
brincadeira, acho que ndo € justo ganhar uma coisa séria que vai ser o sitio que nés
vamos viver. Uma coisa que vale muito dinheiro num jogo de brincadeiras. Se fosse
para ganhar um lapis, uma borracha eu acho justo porque é uma coisa que néo vale

muito dinheiro, mas uma casa é muito caro.

Assim como as criangas brasileiras, as portuguesas também apresentaram argumentos
para defender seus pontos de vista quanto a situacdo proposta, considerando a
equiprobabilidade/incerteza (Um jogo de cara ou coroa € justo, porque a pessoa nao sabe se
vai calhar cara ou coroa — CP3); a sorte (Nao porque isso € de sorte. E tem que pagar pela casa
— CP4); e o esforco/ mérito (Porque quem quiser ganhar uma casa grande tem que trabalhar.

N&o € justo ganhar no jogo -CP2).

N&o se observou argumentos que evocasse a justica social pelas criangas portuguesas,
como foi visto nas justificativas tanto de criangas como de adultos brasileiros no Estudo 1. As
criancgas e adultos brasileiros se preocupavam com o fato de haver moradores de rua e de que
muitas pessoas precisam de uma casa e ndo possuiam. O apelo em relacdo & necessidade de
justica social foi evidenciado pelas criancas brasileiras (e também pelos adultos). Muito
provavelmente, as criangas portuguesas ndo evocaram esse argumento, em funcéo de suas

experiéncias ndo contarem com a observancia de pessoas em situagdo de rua, por exemplo. O
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fato das criancas portuguesas habitarem e estudarem num pais que apresenta menos problemas
de ordem social que o Brasil, pode ter influenciado suas experiéncias e suas percepgdes acerca

da justica social.

Foi solicitado as criancas que elas avaliassem 0s contextos que apresentavam situagoes
justas e injustas a partir do jogo “Par ou impar” e do jogo de ”Bingo”. A Tabela 9 a seguir
especifica os resultados.

Para o preenchimento do quadro ndo foi solicitado que as criancas apresentassem
argumentos ou justificativas para sustentar suas escolhas. Elas apenas, assinalavam um X na
opcao que julgavam mais adequada, considerando suas compreensdes ndo apenas sobre 0 jogo,
como também do estabelecimento de relagdo entre o tipo de jogo explorado e a premiacao
apontada em cada situacdo. Alguns poucos comentarios foram espontaneamente coletados. Por
conseguinte, as analises explicitadas aqui sdo fruto de inferéncias obtidas a partir dos dados
numeéricos e de compreensdes apontadas, nas poucas falas obtidas e em outros momentos da

entrevista clinica.

Tabela 9: Resultado de respostas de criancas e adultos sobre situa¢des envolvendo o jogo “Par ou
impar” e ‘jogo de "Bingo™’

Criangas Brasileiras Criangas
- % Portuguesas
& SITUAGAO E NAO E E NAO E
E JUSTA | JUSTA | JUSTA | JUSTA
‘= 1.Sortear no ““Par ou impar’” dentre
g alguns suspeitos, 0 que sera condenado por 2 13 0 15
¢ _um crime.
é 2.Definir a escolha do lado do campo para 12 3 15 0
. iniciar o0 jogo no “‘Par ou impar’”
o  3.Definir no “Par ou impar” o campeé&o 2 13 0 15
QO  do Brasileirdo /Campeonato Portugués
g 4. Tirar no “Par ou impar” quem vai 4 11 8 7
pagar o sorvete
5. Usar um ”Bingo” para definir o
5 ganhador de um carro 10 5 9 6
g 6. Fazer um ”Bingo” para definir o aluno
&  queirdrepresentar o municipio num 11 4 6 9
E campeonato de xadrez
“DJ 7. Por meio do resultado de um ”Bingo”
o  selecionar a pessoa que recebera o titulo de 5 10 4 11
O  “O amigo da escola”.
9 8. Usar um ”Bingo” para definir qual 7 8 3 12
atleta do time vencedor ficara com o troféu

Fonte: Dados da pesquisa, 2021
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Considerando 0 jogo “Par ou impar” houve unanimidade na opinido das criancas
portuguesas e em que 87% das criangas brasileiras no item que trata do sorteio para condenar
um suspeito. Esse item foi idealizado para ser considerado injusto e o item posterior, idealizado
para ser visto como justo, confirma a percepc¢éo das criancas de que ha contextos em que 0 jogo
é adequado e h& contextos em que ndo €, mesmo, que 0 jogo em si, seja aparentemente justo,
ou seja, possibilite chances iguais aos participantes. Nessas situacfes, a analise de contexto é
bem importante e esse fato ndo foi desprezado nem pelas criangas brasileiras (80%), nem pelas

criancas portuguesas (100%).

O contexto que trata do uso do jogo “Par ou impar” para determinar o campeonato de
futebol (brasileiro ou portugués), apresentou resultados semelhantes aos anteriores ja citados,
em que a maioria das criancas (13 brasileiras e 15 portuguesas) julgaram a situacao injusta. No
entanto, a situacdo que foi pensada para ser considerada justa, ndo foi assim observada por boa
parte das criancas. Apenas 12 criangas do total de 30 julgaram a situacédo justa e esse fato
chamou a atencdo, pois, aparentemente, criancas ndo veem com naturalidade o fato de uma
pagar o sorvete da outra. Talvez elas ndo tenham dinheiro e um sorvete seria algo oneroso,
talvez eles gostem tanto de sorvete que ndo desejaria perder ou deixar de tomar um sorvete por
meio de um jogo. Alguns poucos comentarios colhidos apontam essas compreensdes, como: eu
néo tenho dinheiro” ou “cada uma paga o seu” ou ainda “se seu tivesse dinheiro comprava dois

pra mim e ndo ia brincar de sorteio ndo”.

Em relagéo ao jogo de ”Bingo” houve proximidade nas respostas das criancas brasileiras
e portuguesas, em especial no item que considerava um ”Bingo” para ganhar um carro e receber
0 titulo de ‘amigo da escola’. O item em que as criangas deveriam avaliar a justica no uso de
”Bingo” para definir o representante para um campeonato de xadrez houve distanciamento nos
resultados. A maioria das criangas brasileiras (n=11) considerou a situagao justa e a maioria das
criangas portuguesas (n=9) considerou injusta. O item foi elaborado para ser ‘injusto’ porque
ndo se deveria escolher um xadrezista para representar um municipio por meio de um jogo, cujo
resultado é incerto. O ideal seria selecionar por habilidade, pois haveria maior probabilidade de
vitdria em um campeonato. A selecdo poderia ser ainda por meio de etapas seletivas utilizando-
se 0 proprio jogo de xadrez. Da forma como foi posta a situacéo, ela seria injusta e a maioria
das criangas portuguesas estaria certa. Ndo se sabe, no entanto, se as criancas julgaram que

todos os participantes do ”Bingo” seriam xadrezistas de mesmo nivel e 0 jogo serviria para
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‘sortear’ um entre muito bons jogadores. Se essa foi a ideia, ela ¢ bem coerente, mas ndo ¢

possivel afirmar que tal pensamento passou pela cabeca das criangas.

O ultimo item que trata do uso do ”Bingo” para definir o atleta do time que ficaria com
o troféu que foi idealizado para ser uma situacao justa, pois todos os jogadores do time campedo
teriam chances iguais de ficar com o prémio. No entanto, a situagéo foi considerada pela maioria
das criancas brasileiras (n=8) e portuguesas (n=12) como injusta. Alguns relatos apontam
compreensdes bem coerentes, como: “0 justo € ficar na escola” ou “o certo € ficar com o
capitdo” ou “os jogadores ficam com medalhas, ndo com troféu”. Olhando por essa Otica das
criancas, elas tém razdo. Talvez os saberes experienciais delas apontem para essa realidade e
utilizar um sorteio para tal situagéo seja algo desproposital.

Este estudo (Estudo 2) analisou a compreensao de criancas brasileiras e portuguesas
acerca da justica em jogos, considerando elementos essenciais a compreensao da probabilidade
como a aleatoriedade, espaco amostral e comparacdo de probabilidades (Bryant & Nunes,
2012).

Os resultados referentes a compreensdo das criancas brasileiras e portuguesas
apresentaram proximidade no julgamento de jogo justo e injusto. Assim, ndo se observou
grande distanciamento de compreensdo da justica em jogos, comparando-se os dois grupos. O
que se configurou como mais dificil para criancas brasileiras também foi confirmado pelas
criancas portuguesas. Da mesma forma, 0s jogos em que as criancgas brasileiras tiveram maior
facilidade de andlise e de justificativas coerentes foi igualmente simples para criancas

portuguesas.

O maior distanciamento, na verdade, ocorreu na linguagem adotada pelas criancas
brasileiras e portuguesas, que nos parece um trago muito mais cultural do que de conhecimento
especifico do tema. O Esquema 7 apresenta a sintese dos termos mais recorrentes utilizados
pelas criancas. As expressOes mais utilizadas nas justificativas por ambos os grupos foi
‘chance’, com maior destaque dado pelas criancas brasileiras que usaram mais fortemente o
termo ‘sorte’. Os termos ‘provavel’ e ‘probabilidade’ foram usados somente por criangas
portuguesas, enquanto as criancgas brasileiras utilizaram as expressdes ‘possibilidade’ e
‘possivel’. Como ndo se observou distanciamento entre as compreensdes acerca dos elementos
probabilisticos aqui discutidos, deduz-se que a linguagem utilizada pelas criancas tenha origem
cultural, do universo em que convivem, compondo o vocabulario das comunidades em que

estdo inseridas.
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Esquema 7: Termos usados por criangas brasileiras e portuguesas em suas justificativas

Chance Vantagem Possibilidade  Probabilidade Sorte

Brasil Brasil Brasil Brasil Brasil
65 6 6 0] 11

Portugal Portugal Portugal Portugal Portugal
34 19 17 13 4

Fonte: Dados da Pesquisa (2021)

Gal (2005) destaca a linguagem como um dos elementos do conhecimento necessarios
ao letramento probabilistico. Para esse autor, 0s termos e expressdes utilizadas para comunicar
0 acaso, faz parte de um arcaboucgo de conhecimentos importantes para o cidad&o ser letrado
probabilisticamente. Nessa direcdo, concorda-se com Marocci e Nacarato (2013) que
consideram a linguagem como o principal sistema simbdlico que vai mediar as relagdes com o
meio social e possibilitar o conhecimento dos significados que pode conduzir & aprendizagem.
Por isso, é importante, tarefas que envolvem a linguagem probabilistica para o
redimensionamento do pensamento probabilistico, uma vez que a apropriacdo de um
vocabulario adequado se constituira em ferramenta para esse pensamento (MAROCCI E
NACARATO, 2013).

Os resultados relativos a primeira etapa da entrevista clinica apontaram que as
incompreensdes acerca da independéncia de eventos e do raciocinio proporcional foram
evidentes em ambos os grupos, o que influenciou fortemente a avaliagdo equivocada sobre jogo
justo e injusto. A existéncia de aleatorizadores ‘desonestos’ como condicdo de injustica
também foi evidenciada pela maioria das criancas do estudo, que é um indicador de sua

compreensdo de que o uso de tais artefatos viciados podem produzir jogos injustos.

Avaliar a justica em eventos equiprovaveis quando as sequéncias dos eventos aparentam
um certo ‘equilibrio’ (duas caras ¢ uma coroa — duas coroas e uma cara), mostrou-se como
caracteristica de jogo justo aos participantes. No entanto, ndo é possivel afirmar que o
desempenho seria 0 mesmo se, embora 0s eventos fossem equiprovaveis, as sequéncias nao
aparentassem um certo equilibrio como, por exemplo, comparar as probabilidades de sair num

lancamento de trés moedas as sequéncias particulares ‘cara-cara-cara’ e ‘coroa-cara-coroa’.
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Para comparar eventos ‘ndo-equiprovaveis’ a ideia de ‘misturado’ (bolas azuis e rosas)
foi a justificativa mais marcante para apoiar as escolhas dos estudantes que consideraram
corretamente 0 jogo injusto. Algumas respostas apresentaram indicios de que as criangas
consideraram implicitamente as ‘amostras misturadas’ (duas rosas e duas azuis) como mais
representativa, uma vez que na caixa haviam igual quantidade de bolinhas rosas e azuis. O
grande distanciamento entre as probabilidades de ocorréncia dos eventos pode ter tornado 6bvia
a injustica da situacao, mas essa € uma evidéncia nao conclusiva que necessita de novos estudos:
as criancas, de fato, percebem esse distanciamento probabilistico ou apenas consideraram que

“azul e rosa é mais facil sair porque ta tudo misturado” (CP12)?

Boa parte das criangas encontra-se no Nivel Subjetivo que é o mais elementar dos
construtos do pensamento probabilistico de Jones et al (1997) e Jones (2006), e outras estdo no
Nivel Transitorio. Foram identificados alguns poucos estudantes que se encontram no Nivel
Quantitativo Informal, mas nenhuma crianca foi identificada como estando no Nivel Numeérico.
Em relacdo aos niveis de crencas (Watson & Moritz, 2003), as criangas ora estdo no nivel
iconico (antropomorfismo, sorte) ou no uniestrutural (crenca cega na justica dos jogos) ou no

multiestrutural (condicdo fisica dos dados).

As criancas de ambos os paises tém dificuldades em alguns elementos da probabilidade
aqui discutidos, semelhantemente a outros estudos envolvendo criangas (Bryant & Nunes,
2012; Cafiizares et al, 2003). No entanto, este estudo d& uma perspectiva mais alargada sobre a
compreensdo ao considerar que elementos da probabilidade influenciam a analise e

compreensdo de jogos justos ou nao.

Em relag@o a pergunta “Para vocé o que é um jogo justo? ”, as criangas estabeleceram
especial relacdo com chances iguais, uso de mesmos artefatos, regras, sorte e honestidade.
Muitos desses elementos foram evidenciados nas analises dos seis jogos relativos as demandas
cognitivas exploradas. E em relacdo a indagagao “Usar cara ou coroa para definir o ganhador
de uma casa com piscina € justo ou ndo?” os estudantes evocaram compreensées que se
relacionavam a equiprobabilidade e incerteza, sorte, relagdo desproporcional entre o tipo de
jogo e a premiacao e mérito. Essas compreensdes, ora possuem coeréncia do ponto de vista do
conhecimento probabilistico formal, como a associagdo com a ‘equiprobabilidade’, ora ndo
possuem como o ‘uso de artefatos iguais’. No entanto, somente criangas brasileiras trouxeram
a tona a ideia de justica social para justificar a injustica de usar uma moeda para uma pessoa

ganhar uma casa, quando ha pessoas sem casa e moradores de rua.



167

Por fim, independentemente das experiéncias escolares das criancas e das diferencas
curriculares em ambos 0s paises, constatou-se que a compreensdo sobre elementos que
contemplam demandas cognitivas da probabilidade (aleatoriedade, espaco amostral,
quantificacdo e comparacéo de probabilidades) influencia a avaliacdo de criancas sobre a justica
em jogos de azar. Isso mostra a necessidade de serem viabilizadas propostas de ensino para
melhorar a capacidade dos estudantes relativa a compreensdo probabilistica, tomando como
base suas crengas intuitivas e conhecimentos prévios sobre justica em jogos, em concordancia
com alguns autores (Bryant & Nunes, 2012; Cafizares et al, 2003; Fischbein, 1987),
especialmente acerca da independéncia de eventos e do raciocinio proporcional.

Deste estudo pode-se retirar algumas implicacdes para o ensino, refor¢ando
primeiramente a importancia do uso de jogos que pode ser usado como um rico contexto para
o redimensionamento das compreensdes probabilisticas das criancas e a necessidade de
explorar elementos envolvendo demandas cognitivas da probabilidade desde os anos iniciais,
como explorado no curriculo brasileiro e necessario ainda no curriculo portugués
(PORTUGAL, 2017, 2018).

E também pertinente a realizacdo de futura investigacdo que aborde como estas
sugestdes e a compreensdo do raciocinio combinatério na andlise do espaco amostral
relacionando a justica em jogos — que ndo foi conclusivo nesta pesquisa — podem apoiar o
desenvolvimento da compreenséo dos alunos sobre a probabilidade.

7.3.  ANALISES DO ESTUDO 3: COMPREENSOES DE PROFESSORES ACERCA DE
JUSTICA EM JOGOS A PARTIR DA ANALISE DE PROTOCOLOS DE
ESTUDANTES

Os dados apresentados nessa andlise sdo fruto de respostas obtidas a questionamentos
feitos aos professores, via Google Meet ou via formulario do Google. Os participantes
responderam ao questionario, enquanto se mantinha o contato de forma sincrona com a
pesquisadora, por meio da plataforma Meet, para esclarecimentos sobre possiveis davidas
acerca dos jogos envolvidos na pesquisa. A pesquisa envolveu 15 professores dos anos iniciais,
sendo 5 brasileiros do ensino regular, 5 brasileiros da Educagéo de Jovens e Adultos (EJA) e 5
professores portugueses também do ensino regular (uma vez que ndo ha a modalidade de EJA

em Portugal). Os professores foram identificados por codigos: professores brasileiros do ensino
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regular foram identificados como PBR1, PBR2...PBR5; j& os brasileiros que lecionam na
modalidade da Educacdo de Jovens e Adultos (anos iniciais), foram nomeados como PBEL1,

PBE2...PBES5; e os professores portugueses foram identificados como PPR1, PRP2...PPR5.

A seguir sdo apresentadas as analises, considerando cada jogo e o foco probabilistico
em funcdo das demandas cognitivas da probabilidade (BRYANT e NUNES, 2012). Os
professores analisaram situacdes envolvendo os seis jogos (com algumas adaptagdes) utilizados
nos Estudos 1 e 2, bem como observaram as respostas de dois estudantes (Estudante A e B). As
respostas atribuidas aos Estudantes A e B (uma correta e uma equivocada) foram baseadas nas

compreensdes apontadas pelos participantes dos estudos anteriores dessa pesquisa.

Para fins de analises, foram categorizadas as respostas em funcao das compreensdes que
foi possivel inferir considerando os argumentos apresentados pelos professores para avaliar as
respostas dos Estudantes A e B acerca de jogos justos, ou ndo. Essas compreensdes foram
categorizadas como: i) coerentes quando apresentavam argumentos adequados do ponto de
vista conceitual; ii) equivocadas quando as justificativas apontavam equivocos conceituais; e
iii) inconclusivas quando as respostas apresentadas eram muito evasivas e nao apontavam nem
para a compreensao nem para incompreenséo conceitual dos focos da probabilidade explorados.
As respostas categorizadas como inconclusivas também incluem argumentos em que o0s
professores parecem se esquivar de se posicionar e apenas repetem a informacao apontada pelos
Estudantes A e B.

7.3.1. Aleatoriedade e justica em jogos

7.3.1.1. Jogo de Justo (“Loto™)
Foco: Sequéncias aleatdrias/ Independéncia de eventos

Nesse jogo de “Loto”, os estudantes (Estudos 1 e 2) foram orientados a observarem as
cartelas dos jogadores (Pedro: 16, 18, 20, 24, 26 e 28; Felipe: 44, 12, 27, 32, 6 e 53; Ana: 1, 2,
3, 4, 5 e 6) e questionou-se: Esse jogo € justo para Pedro, Felipe e Ana? Duas das respostas
obtidas no Estudo 1 ou Estudo 2 foram selecionadas e atribuidas a estudantes ficticios
(Estudante A e Estudante B) para analise dos professores. Destacam-se a seguir, as respostas

dos estudantes que foram alvo de anélise dos professores.
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*ESTUDANTE A-> E justo, porque qualquer um pode ganhar. Com estas cartelas todos tém
as mesmas chances de ganhar.
*ESTUDANTES B-> Na&o é justo, pois Ana tem menos chances de ganhar. Os numeros da

cartela dela estdo em ordem e € muito mais dificil sair nimeros em sequéncia.

Esse jogo é considerado justo, pois todos os jogadores — Pedro, Felipe e Ana — possuem
iguais probabilidades de obterem sucesso. Dessa forma, o argumento conceitualmente coerente
¢ o do Estudante A. O Estudante B apresenta incompreensdo acerca da independéncia de
eventos, ao julgar que numa determinada sequéncia obtida de forma aleatoria, um resultado
especifico teria mais chances de sair que outros. A equivocada ideia de que uma sequéncia
particular que aparenta certa ordenacdo tem menor probabilidade de ser sorteada que outra
sequéncia de aparéncia mista — resultado também obtido nos Estudos 1 e 2, com 0s estudantes
— foi evidenciado por 10 dos 15 professores participantes da pesquisa, por meio de justificativas

como:

e PBR4: De acordo com a compreensdo do Estudante A, ndo importa o nivel de
disposi¢cao dos nimeros nas cartelas, pois os sorteios sdo realizados ao acaso. Porém
para o Estudante B, existem cartelas que podem dar mais chances de ganhar para os
jogadores. Na minha compreensao as disposi¢cdes dos nimeros nas cartelas podem,
sim, influenciar no resultado do jogo, sendo pouco provavel que sejam sorteados 0s

nameros em sequéncia como descrito na cartela de Ana.

e PBES5: O Estudante A provavelmente levou apenas em consideracdo a oportunidade
que estao tendo para a "sorte" ou o "azar", ndo analisou 0s nimeros das cartelas.
Enquanto que, o Estudante B observou que Ana teria menos chance de ganhar por conta

de sua cartela. Foi justo em sua resposta.

e PPR5: A Estudante A ndo tem razao. Esta correto o comentario da Estudante B, pois a
Ana n&o terad as mesmas hipoteses?? que as colegas, por ter os nimeros em sequéncia,
pois considero que as probabilidades de sair a sequéncia de nimeros naturais da Ana

€ muito baixa.

Essas avaliacOes acerca das compreensdes dos Estudantes A e B apontaram equivocos
de alguns professores acerca de sequéncias aleatorias, que se traduz num fragil entendimento

da independéncia de eventos, em conformidade com Bryant e Nunes (2012). Para esses

22 A expressdo, neste contexto, parece ser sindnima de chances
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professores, 0s nUmeros sequenciados de Ana (1, 2, 3, 4, 5 e 6) teriam menor chances de serem
sorteados, razdo pela qual eles concordaram com o argumento apresentado pelo Estudante B.

Consideram-se equivocados, tambeém, os argumentos que apresentavam concordancia
com ambos 0s estudantes, pois se traduzia no paradoxo de que 0 jogo seria justo e injusto ao
mesmo tempo. Nessa perspectiva, o professor brasileiro PBR3 apresentou uma resposta que
considerou a dualidade de pensamentos dos dois estudantes, quando afirmou que: O Estudante
A fez uma analise fria e racional, partindo do principio de que ira ganhar o jogo aquele que
tiver mais sorte, independente da ordem dos nimeros. O Estudante B partiu do principio de
que é improvavel que sejam sorteados nimeros em sequéncia. Ambos os pensamentos fazem
sentido. Na realidade, a resposta de cada estudante (A e B) faz sentido para ele préprio, ou seja,
ele encontra um apoio em suas crengas e intuices para justificar suas escolhas, por mais
absurda que nos pareca. Considera-se, no entanto, que o comentario “ambos 0s pensamentos
fazem sentido” estd relacionado a concordancia do professor sobre as compreensdes dos
estudantes, a partir de uma releitura das argumentag@es por eles apresentadas. E possivel que
PBR3 ndo tenha atentado que qualquer sequéncia particular seria igualmente improvavel, ndo
apenas a sequéncia ordenada, e é ai onde mora o equivoco da compreensao sobre a
independéncia de eventos: julgar que ha maior ou menor probabilidade de serem obtidos
resultados que, nesse caso, sdo equiprovaveis. Assim, nessa situacdo aleatoria qualquer

sequéncia possivel formada por seis nimeros (de 1 a 90) teria igual chance de ser sorteada.

Considerando o construto do pensamento probabilistico referente a ‘independéncia de
eventos’ (JONES, 2006), constatou-se que boa parte dos professores apresentou compreensdes
que se assemelham as dos estudantes dos Estudos 1 e 2. As ideias apresentadas nesse jogo
especifico (“Loto”), pelos professores parecem indicar um tipo de raciocinio tipico do Nivel
Subjetivo (crenca de que eventos estdo relacionados e uso de raciocinio subjetivo: sorte,
experiéncia no jogo) ou do Nivel Transitorio (mostra algum reconhecimento de que eventos
consecutivos podem, ou ndo, estar relacionados). Assim, a fragilidade na compreensdo de
sequéncias aleatorias, por parte de um numero substancial dos professores entrevistados (n=10)
ficou evidente. Esse fato esta em consonancia com Bryant e Nunes (2012) que afirmam que a
ideia de independéncia de eventos aleatorios € geralmente bastante dificil para criangas e até

adultos entenderem. Corroborando com esse fato, Bennett (2003) defende que:

As criancas tém dificuldades de aceitar que, numa experiéncia aleatdria, uma
sequéncia de aparéncia regular é tdo provavel quanto uma de aparéncia
irregular. A idade parece ndo resolver esse problema (...). Até mesmo adultos
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tém nocgOes errdneas sobre a aparéncia da aleatoriedade. (BENNET, 2003,
p.192)

Dos cinco professores que apresentaram analises que apontaram, possivelmente, para

compreensdo da independéncia de eventos, tem-se 0s que defenderam que:

e PBR1: Estudante A, compreende a probabilidade de que todos 0s nimeros saem sem

distingdo. O Estudante B ndo tem a compreenséo de probabilidade.

e PBE4: Concordo com o Estudante "A", pois se cada cartela tem seis nimeros, as

chances de cada um ganhar sdo as mesmas; discordo do Estudante "B".

e PPR2: O Estudante A considera que qualquer um pode ganhar, pois € um jogo
aleatorio, sem qualquer tipo de estratégia e qualquer nimero pode sair, por esse motivo

ndo é valido o que o Estudante B refere.

Vale salientar que as justificativas apresentadas pelos professores contém alguns
indicios que procurou-se traduzir acerca de suas compreensdes e em conformidade com o que
foi evidenciado em suas breves respostas, foram inferidos possiveis entendimentos. Assim,
embora considerando que o professor PBR1 tenha apresentado uma analise que acredita-se ter
alguma coeréncia, ndo se sabe o que ele quis dizer exatamente com “o Estudante B ndo tem a
compreensdo de probabilidade. Na verdade, ndo esta claro se o professor avaliou que o
Estudante B ndo compreende sequéncias aleatdrias, e por conseguinte, tem fragilidade em
independéncia de eventos e nem se ele (o professor) tem esse entendimento também. Mas, as
pistas apontam que ele ndo concorda com o Estudante B, ou seja, essa discordancia pode ser

uma compreensao de que 0s ensaios consecutivos ndo estdo relacionados (JONES, 2006).

O Professor PBE4 por sua vez, considera a justica em funcao da quantidade de nimeros
presentes nas cartelas e esse argumento tambeém ndo explicita a compreensédo da independéncia
de eventos, mas d& indicios de que essa seja a razdo porque ele ndo se detém em nenhuma
sequéncia particular (ordenada ou ndo). O Professor PPR2 discorda do Estudante B, se apoiando
na aleatoriedade e incerteza inerente aos resultados de um sorteio, usado como argumento pelo
Estudante A. Por conseguinte, essa analise apoia a compreensdo de que os resultados séo
equiprovaveis, o que é coerente do ponto de vista conceitual. De forma geral, entende-se que
esses professores tém consciéncia de que qualquer nimero pode ser sorteado e de que as cartelas
possuem iguais chances de serem vencedoras, especialmente por descartarem os argumentos
do Estudante B.
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Em conformidade com o que foi possivel inferir, considera-se que compreensdes
semelhantes as apresentadas por esses professores indicam niveis mais elevados do pensamento
probabilistico de Jones (2006) no que se refere a compreensao da independéncia de eventos,

quais sejam o Nivel Quantitativo Informal e/ou Numérico.

7.3.3.2. Jogo de ”Bingo” — Jogo Injusto
Foco: Aleatorizadores ‘desonestos’ /Independéncia de eventos

Nesse jogo de ”Bingo”, h4 30 bolinhas numeradas de 1 a 30 no globo, no entanto, as
bolinhas cujos nimeros contém o algarismo 2 sdo mais ‘pesadas’ e, portanto, t€ém maior
probabilidade de sairem do globo. Ha dois jogadores disputando. Eles possuem cartelas com os
seguintes nameros: 15, 9, 27, 12, 26 e 2 (Paula) e 25, 26, 27, 28, 29 e 30 (André).

Nesse item o0s professores tiveram que analisar as seguintes respostas sobre dos

Estudantes:

*ESTUDANTE A-> Sim. Porque tem 30 bolinhas no globo e nas cartelas todos os nimeros

sO vao até 30. Qualquer um tem chances de ganhar.

*ESTUDANTES B-> Nao. André tem mais chance de ganhar porque ele tem mais nimeros

com 2, embora os nimeros dele estejam em sequéncia.

Esse ¢ um jogo injusto evidenciado pela ‘desonestidade’ dos aleatorizadores e, assim
como nos Estudos 1 e 2, com os estudantes, a maioria dos professores ndo apresentou
dificuldades em considerar tal fato, ao concordar com o Estudante B. Dos 15 respondentes da

pesquisa, apenas trés se equivocaram.

Dos professores que julgaram adequadamente que o Estudante B apresentou argumentos
mais coerentes considerando a ‘desonestidade’ dos aleatorizadores, foram observadas respostas
como as de PBR3 que afirmou que “O estudante A ndo avaliou que por serem mais pesadas,
as bolinhas com o numero 2 em sua composic¢édo teriam mais chances de serem sorteadas. O
Estudante B compreendeu que pelo fato das bolinhas com nimero 2 em sua composi¢ao serem
mais pesadas teriam maior probabilidade de serem sorteadas. Penso que a analise do
Estudante B faz mais sentido” e PBE1 que argumentou: “Discordo do Estudante A. Se o peso

favorece sair mais bolinhas formadas pelo nimero 2, e André tem uma chance a mais que
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Paula em sair seus numeros, ndo vejo justica, ainda que o sorteio seja algo aleatorio. O proprio
esquema do peso, ja predispbe para mim, injustica. Estudante B - Concordo, André tera mais
chance (uma a mais), mas terd, devido ao esquema do peso.” PPR5 pontuou: “N&ao concordo
com o comentario da A mas, sim, com o de B, pois se as bolas com o algarismo 2 tém mais
peso e saem primeiro, o André tem mais probabilidades de ganhar, visto ter 5/6 de nimeros

com 2 e a Paula 4/6 de numeros com 2.

Observou-se equivocos nas argumentacdes de PBR5 que retomou a questdo de
sequéncias ordenadas ao afirmar que: “Mesmo que 0s nimeros venham em sequéncia, nao vejo
nenhuma possibilidade de trabalhar as chances para ganhar, porque 0s nimeros sao poucos e
podem sim, vir nimeros que contemplem as duas cartelas. Acho que a Estudante A esta
correta”. Nos parece que PBR5 entende que mesmo que a cartela tenha sequéncias ordenadas
(no jogo anterior ele julgou que sequéncias ordenadas seriam mais dificeis de sair), o fato de s6
haver 30 bolinhas numeradas no globo é condicdo suficiente para garantir a justica, descartando
a ‘desonestidade’ dos aleatorizadores. Ja PBE4 foi influenciado pelo nlimero maior de bolinhas
gue ndo possuiam o ndmero 2 em sua cOMposicao, ou seja, havia mais bolinhas ‘honestas’ do
que ‘desonestas’ no globo. Ele afirmou que: Concordo com o Estudante "A", pois as chances
seriam para os dois. Discordo do Estudante "B", pois mesmo ele tendo s6 bolinhas com 0 2 em
sua composic¢ao, ha uma quantidade de bolas maior dentro do globo que ndo possuem o 2 em
sua composicdo. Esse pensamento de PBE4 pode estar relacionado a ideia de equilibrio, ou
seja, se por um lado André tem a vantagem de ter mais nimeros com 2 em sua cartela, Paula
também tem vantagem porque ha mais nimeros sem 2 no globo (como na sua cartela). Assim
a ‘desvantagem’ de Paula seria compensada ou equilibrada pelo fato de no globo haver 18 bolas

em 30 sem o nUmero 2.

Somente a observancia de aleatorizadores ‘‘desonestos’ ndo encontra apoio nos
construtos do pensamento probabilistico de Jones et al (1997) e Jones (2006). Imagina-se, no
entanto, que pessoas que apresentam compreensdes semelhantes a de PBR5 e que invocam a
questdo das sequéncias ordenadas parece indicar um tipo de raciocinio tipico dos Niveis
Subjetivo ou Transitério (JONES et al , 1997).
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7.3.2. Espaco amostral e justica em jogos

7.3.2.1. ”Bolinhas na colher” — Jogo Injusto

Foco: analise de eventos ndo -equiprovaveis/ Espago amostral

Para avaliar a analise do espaco amostral considerando a comparagédo de eventos ndo-
equiprovaveis foi usado um jogo injusto com 120 bolinhas azuis e 120 rosas que seriam
acomodadas numa colher com quatro furos. Os professores deveriam analisar as respostas dos
Estudantes A e B ao questionamento se havia justi¢a no jogo considerando os jogadores: Miguel
gue ganharia se completassem os furos da colher com 3 bolinhas azuis e 1 rosa; Tiago se fossem

3 bolinhas rosas e 1 azul e Amanda se fossem 2 bolinhas rosas e 2 azuis.

Os professores tiveram que analisar as seguintes respostas dos Estudantes A e B

*ESTUDANTE A-> Sim. Porque todos tém que tirar duas cores, logo as chances séo iguais.

*ESTUDANTES B-> Nao. Porque Amanda tem mais chances de ganhar, porque tem mais

jeitos de organizar duas bolinhas de cada cor na colher.

O jogo é injusto, pois, considerando o espaco amostral e analisando as possibilidades
de cada evento, percebe-se que ha 4 possibilidades em 16 de obter os eventos destinados a
Miguel e Tiago (trés bolas de uma cor de uma de outra) e 6 possibilidades em 16 de sair o
evento de Amanda (duas cores de cada)?®. Assim, Amanda teria maior probabilidade de sucesso

que os demais jogadores.

Nos Estudos 1 e 2, os estudantes ndo consideraram a quantidade de possibilidades
referentes a disposicdo das ”Bolinhas na colher”” para comparar as probabilidades de ocorréncia
dos eventos e, assim, verificar que eles ndo eram equiprovaveis e, portanto, injustos. Esperava-
se que os professores atentassem para esta analise, especialmente em funcdo do comentario do
Estudante B (...porque tem mais jeitos de organizar duas bolinhas de cada cor na colher), mas
néo foi o que ocorreu. Apenas o professor PBE3 informou “fiz aqui as combinagoes possiveis
de respostas e de acordo com as minhas combinacdes, Amanda tem, sim, mais chances de
ganhar, pois a composi¢ao de sair duas bolinhas rosas e duas azuis tem mais jeitos de serem
combinadas”. Em contrapartida, PBE1 pareceu discordar, quando pontuou que o Estudante B

esta parcialmente equivocado exatamente porque ele utiliza como argumento as formas de

23 Ha ainda 1 possibilidade em 16 pra sair tudo rosa ou tudo azul
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organizacdo das ”Bolinhas na colher”: “Concordo em parte. Ndo é justo pela justificativa que
dei anteriormente (relacdo entre quantidade de cores das bolas na caixa e no evento de

Amanda), ndo pela maneira de organizar as bolinhas ”.

Alguns professores estabeleceram uma certa relacdo de equilibrio proporcional,
(também pontuado por PBE1) para apoiar as justificativas do Estudante B, confirmando que
Amanda teria mais chances de vencer. Por exemplo: PBR3 pontuou que “O Estudante B avaliou
gue Amanda teria mais chances de ganhar o jogo, partindo do principio que € mais facil cairem
2 bolinhas de cada cor, ja que as duas cores estdo na mesma quantidade” e PBE5 afirmou que
“o Estudante B foi coerente quando disse que Amanda tem mais chance de ganhar pela
igualdade de cores/ quantidade”. NOS parece que na Otica desses professores ha uma certa
proporcionalidade entre o evento que Amanda deve conseguir no jogo (dois de cada cor) e a
quantidade de bolinhas da caixa, considerando as cores (120 de cada cor). Essa percepcao tem
relagdo com a amostra representativa, ou seja, os resultados que envolvem duas bolas azuis e
duas bolas rosas s&o uma amostra mais representativa da populacdo (120 bolas azuis e 120 bolas
rosas) do que os demais eventos (trés de uma cor e uma de outra). As justificativas a seguir

apontam para essa compreensao:

e PBE4 - Concordo com o Estudante "B", pois se hd a mesma quantidade de

bolinhas de cada cor, ha uma chance maior de sair 50% de cada cor.

e PPR5 - A Estudante A ndo percebeu que com 0 mesmo numero de bolas de
cores diferentes na caixa, o resultado da Amanda esta favorecido em relacéo aos

colegas, pois imita a relacao existente entre as cores.

Observa-se que PPR5 parece explicitar a representatividade da amostra quando fala,
“pois, imita a relagdo entre as cores”. Assim, a populacdo de 120 bolas azuis e 120 bolas rosas
estaria representada na amostra do jogo de Amanda, permitindo que ela tivesse mais chances
do que os demais colegas. Dessa forma, 0 jogo seria caracterizado como injusto, pois haveria

menos chances para 0s demais jogadores.

Dos professores que se equivocaram em suas analises, destaca-se PBE2 que informou:
“Concordo com o A, por serem iguais a quantidade total em cores, o0 B ndo retrata chances e,
sim, sorte, pena ndo haver regras” ¢ PPR2 que afirmou: “E justo, de acordo com o Estudante

A, pois tem razdo, pode sair qualquer uma das combinagdes”. PBE2 parece considerar que,
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como foram propostos eventos diferentes aos jogadores, essa condicdo € indicio de ndo haver
regras no jogo ou das regras serem diferentes para os jogadores, e, portanto, injustas. E essa foi
uma compreensao também apontada por algumas criangas dos estudos anteriores. A anélise de
PPR2 considerou que qualquer evento poderia ocorrer e isso é um fato, no entanto o que
precisaria ser analisado para avaliar a justica era se ha algum evento possuindo maior ou menor
probabilidade de ocorréncia que 0s outros, 0 que caracterizaria a injustica no jogo.
Compreensdes semelhantes a de PBE2 e PPR2 podem estar relacionadas a crencas de que em
um experimento aleatorio os eventos sdo todos equiprovaveis (WATSON e MORITZ, 2003).
Esse fato foi também observado nos estudos de Abrahamson (2006, 2009) apud Bryant e Nunes
(2012) cujos participantes demonstraram dificuldades em perceberem o espago amostral em sua
complexidade. Ou seja, apresentaram fragilidade para perceber a diferenca de probabilidades
que envolve cada possibilidade isoladamente e que ¢ equiprovavel ou determinados ‘agregados’
de possibilidades (por exemplo, sair 3 rosas e 1 azul ou sair 2 rosas e 2 azuis) e que nem sempre

sd0 equiprovaveis.

Algumas respostas foram classificadas como inconclusivas, pois ndo permitiram inferir
guem os professores julgaram que estava correto em suas avaliacbes: o Estudante A ou o
Estudante B. Esse tipo de resposta também pode indicar um receio do professor em se
posicionar e se equivocar em suas avaliagbes. Por exemplo, PBR1 informou: O Estudante A,
compreende que a probabilidade para os trés sdo iguais, mesmo sendo quantidades de cores
diferentes. Ja o Estudante B percebe a disposicédo das bolinhas. N&o esta claro quem o PBR1
considerou equivocado em suas justificativas. Ele apenas traduziu o que cada estudante
pontuou, sem se posicionar. Assim como PBR2 que informou “Neste jogo o Estudante A
entende que a regra é colocar pelo menos uma bolinha de cada cor para ganhar, sendo assim,
tendo a mesma quantidade de bolinhas todos tém chance de ganhar. O Estudante B
compreendeu que cada jogada o jogador escolhe o critério das sequencias das cores, sendo

assim, as chances de ter duas bolinhas de cada cor ao ver dele é mais vantajoso”.

De uma forma geral, considerando as analises referentes a esse jogo, ndo se pode afirmar
que os professores compreendem o espago amostral, enquanto conjunto de possibilidades, e,
assim, analisarem os elementos dos eventos para avaliar e comparar as probabilidades em cada
caso. Apenas PBE3 pareceu dar indicios dessa compreensao ao explicitar em sua fala que tem
mais jeitos de serem combinadas duas bolinhas de cada cor. E, embora, ele ndo tenha

apresentado uma lista exaustiva, compreensdes semelhantes as apresentadas por PBE3 se insere
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entre os niveis Quantitativo Informal e Numérico do pensamento probabilistico (JONES et al,
1997). Os demais professores que apresentaram argumentos consistentes se apoiaram na
relacdo proporcional das quantidades de bolinhas e na representatividade da amostra que néo
tem apoio no quadro do pensamento probabilistico de Jones et al (1997). Do total de professores
pesquisados, oito apresentaram analises coerentes, trés se equivocaram ao opinar que o
Estudante A teria razdo e quatro foram inconclusivos por fazerem somente descricdo ou

detalhamento das falas dos estudantes, sem se posicionarem.

7.3.2.2. Cara ou Coroa — Jogo justo
Foco: analise de eventos equiprovaveis/Espaco amostral

No jogo Cara ou Coroa, jogado com duas moedas distintas, os professores tiveram que
analisar as impressdes dos Estudantes A e B ao serem questionados sobre a justica no jogo,
considerando as probabilidades que as jogadoras Rute (faces iguais) e Cristina (faces diferentes)
teriam ao langarem as duas moedas. Aos professores foi solicitado que analisassem as respostas

dos estudantes a seguir.
*ESTUDANTE A: "Sim. Porque Cristina e Rute tém as mesmas chances de ganharem."

*ESTUDANTES B: "N&o. Cristina tem mais chances de ganhar, porque pode sair cara e

cara ou coroa e coroa e Rute s6 tem um jeito: cara e coroa."

Esse é um jogo justo porque Rute e Cristina tém chances iguais, ou seja, cada uma possui
duas possibilidades em quatro de obterem seus resultados. Para tal, & necessario analisar as
possibilidades de cada evento (faces iguais — cara-cara, coroa-coroa; faces diferentes: cara-

coroa, coroa-cara) para verificar que sao equiprovaveis.

Nas respostas dos Estudantes A e B foram evidenciados trés das quatro possibilidades
do espaco amostral no langamento de duas moedas, quais sejam: cara-cara; coroa-coroa e cara-
coroa. A explicitacdo dos elementos do espago amostral parece ter sido observada pelos
professores. No entanto, apenas seis professores evidenciaram compreensdo plena, pontuando
que cara-coroa e coroa-cara eram ensaios diferentes. Trés docentes apresentaram argumentos
gue ndo nos permitem inferir suas compreensades e seis se equivocaram, julgando gque as chances

eram diferentes e, portanto, concordando com o Estudante B.
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Dos professores que julgaram que o Estudante A estava correto em sua avaliagéo, fica
evidente (em PBR5 e PBE2) a compreensdo de que as possibilidades cara-coroa e coroa-cara

sdo distintas:

e PBR5: Concordo com o Estudante A, o jogo € justo para as duas jogadoras, as
possibilidades de cair faces iguais e diferentes sdo as mesmas, pode dar cara/cara,
coroa/coroa, cara/coroa ou coroa/cara, duas possiveis formas das moedas cairem. O

Estudante B, apenas destacou uma possibilidade para Rute.

e PBE2: Vélida a analise do A, o B ndo percebeu que as chances de Rute também

duplicam no vice-versa.

e PPR2: E justo, de acordo com o Estudante A, tém as mesmas possibilidades.
O raciocinio combinatorio é importante para compreender o espago amostral (BRYANT
E NUNES, 2012). No entanto, ha indicios de fragilidade na compreensdo do espaco amostral,
por parte de alguns professores da pesquisa que consideraram que o Estudante B teria razéo.
Essa compreensdo equivocada que impossibilita a percepcdo de que cara-coroa e coroa-cara
sdo possibilidades distintas ¢ um equivoco comum (SILVA, 2016; BRYANT e NUNES, 2012)

que se da pela falta de amplo entendimento do espaco amostral.

As falas a seguir, evidenciam a compreensao equivocada de alguns professores, de que,
nesse jogo, as chances de sair faces iguais e faces opostas seriam diferentes.

e PBR4 -> O Estudante B tem um pensamento coerente, na realidade a

possibilidade de sair faces diferentes € menor.

e PBE4-> Discordo do Estudante "A', as chances ndo sdo iguais para ambas.
Concordo como o Estudante "B", pois realmente a chance de sair faces iguais

seriam maiores.

e PPR1-> O Estudante A ndo compreendeu bem todas as hipdteses vencedoras
que as jogadoras tinham. O Estudante B percebeu isso bem. Ha mais
probabilidade de a Cristina ganhar porque as condi¢des vencedoras sdo em

maior numero que as gque sao dadas a Rute.

Nessa direcdo, pode-se dizer que esses professores listam um conjunto incompleto de
resultados para esse tipo de experimento. Respostas especificas que se assemelham a estas

parecem indicar um tipo de raciocinio tipico do Nivel Transitorio do pensamento probabilistico
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de Jones et al (1997). Equivocos quanto a compreensdo do espago amostral foi também
evidenciado no estudo de Campos e Pietropaolo (2013), quando os professores demonstraram
ndo possuir repertorio de conhecimento que desse conta de entender e listar todos o0s elementos

do espaco amostral.

Foram considerados resultados inconclusivos as justificativas apresentadas por
exemplo, pelos professores PPR1 (Estudante A ndo leva em conta que a probabilidade é cair
faces opostas. A Estudante B também ndo considera a probabilidade de mais cair faces
opostas) e por PPR4 (O Estudante A assume que tém as mesmas chances, pois ha dois
lancamentos e igual probabilidade. O Estudante B ja assume que ha mais probabilidade para
a Cristina) porque ndo apresentaram argumentos que nos permitissem avaliar suas

compreensdes sobre 0 jogo e o foco probabilistico explorado.

7.3.3 Comparacao de probabilidades e justica em jogos

7.3.3.1. Jogo de ”Dados 17 - Jogo justo
Foco: comparacéo de probabilidades em espacos amostrais distintos

Nesse jogo justo, o foco é a comparacdo de probabilidades considerando espacos
amostrais distintos. Dois jogadores usaram dados em forma de hexaedro (Marcos) e octaedro
(Paulo) para avaliar as probabilidades de sair numero par. Em ambos os dados, as
probabilidades de sair par sdo de 50%, por conseguinte, as chances dos jogadores séo iguais,
traduzindo-se num jogo justo. Assim, os professores tiveram que analisar as respostas dos

estudantes A e B destacadas a seguir.

*ESTUDANTE A: "Sim. Porque os dois tém que tirar par. E cada um tem metade das chances

de tirar par em seus dados."

*ESTUDANTE B: "N&o. Paulo tem mais chances de ganhar porque tem mais nimeros pares

em seu dado."

Apenas quatro professores apresentaram argumentos que apontaram para compreensao
acerca da analise proporcional necessaria para comparar probabilidades de eventos que ocorrem

em espacgos amostrais distintos, a exemplo de:
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e PBR2 - O Estudante A entende que mesmo o outro tendo mais nimeros pares, mas
também aumenta a quantidade de numeros impares, deixando os dois com chances
iguais. O Estudante B ndo leva em consideracéo que de Paulo aumentou igualmente os

ndmeros pares e impares, se fixando s6 nos nimeros pares.

e PBE4 - Concordo com o Estudante "A", porque 50% dos nimeros de cada dado € par
e 50% é impar. Discordo do Aluno "B", pois mesmo havendo uma quantidade maior de
nimeros no dado de Paulo, ele também possui 50% de numeros pares e 50% de

nameros impares.

e PPR4 - O Estudante A compreendeu a situacdo, pois esta na mesma proporcao. O
Estudante B assume que como ha mais nimeros e, consequentemente, mais nimeros

pares tem chance de ganhar.

Esses professores refletem acerca dos eventos considerando ndo apenas a quantidade de
naimeros pares em cada dado, mas, especialmente, estabelecendo a relacéo entre a quantidade
de nimeros pares (casos favoraveis) e a quantidade de faces dos dados (casos possiveis). Pode-
se inferir que pessoas com pensamentos semelhantes a esses professores se encontram entre 0s
Niveis Quantitativo Informal (compara eventos de espacos amostrais distintos e justifica usando
julgamentos numéricos consistentes, distinguindo situacfes justas e injustas) e Numérico
(compara usando probabilidade numérica) dos construtos do pensamento probabilistico de
Jones et al (1997).

Os demais professores apresentaram equivocos em suas conclusdes, quase sempre por
ndo estabelecerem a relacdo proporcional que a situacdo exigia. E esse aspecto foi largamente
observado nos participantes dos Estudos 1 e 2 que se encontravam no Nivel Subjetivo (JONES

et al, 1997). Para ilustrar, considera-se as falas a seguir:

e PBR4 - O Estudante B tem um pensamento coerente, quanto mais nameros pares a

probabilidade de sair é bem maior.

e PBE3 - Estudante A - discordo, pois tem mais nimeros pares no dado de Paulo.
Estudante B - concordo, pois Paulo tem quatro chances de sair nimeros pares em seu

dado e Marcos s6 tem trés.

e PPR5 - Concordo com a afirmacéo de B, pois no dado do Paulo ha a possibilidade de
sair quatro numeros pares e na do Marcos apenas trés pares. Parece-me que 0

Estudante A ndo levou em conta a quantidade de numeros pares a disposi¢do dos
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jogadores, apenas a possibilidade dos dois jogadores poderem atirar os dados que tém

ndmeros pares e impares.

A abordagem desse jogo, nesse contexto, considerando as opinides dos Estudantes A e
B, apontaram para fragilidade da compreensao dos professores no que diz respeito ao uso da
relacdo proporcional para se comparar probabilidades em espagos amostrais distintos.
Esperava-se que as incompreensdes apontadas pelos estudantes ndo ecoassem tdo fortemente
nos professores, mas, em todos os grupos de docentes, essa fragilidade foi observada. Os
estudos de Antonopoulos e Zacharo (2013), com criancgas, indicaram que 0s participantes sao
influenciados pela quantidade absoluta dos elementos que compdem 0s eventos,
desconsiderando a proporcionalidade e este fato foi também apontado em algumas
compreensdes dos professores. Outras pesquisas, como a de Campos e Pietropaolo (2013) e
Felisberto de Carvalho (2017), apontam para fragilidade de compreensdo dos professores em

temas probabilisticos semelhantes.

7.3.3.2. Jogo de “Dados 2" - Jogo injusto

Foco: comparacdo de probabilidades em espacos amostrais distintos

Nesse jogo foram usados dois dados: um hexaedro (Daniele) e um tetraedro (Priscila).
Os Estudantes A e B tiveram que analisar a justi¢a no jogo considerando a probabilidade de sair
namero menor que quatro em ambos os dados. Os professores foram convidados a analisarem

as respostas a seguir:

- ESTUDANTE A: "Sim, porque nos dois dados, ha trés nimeros que podem sair: 1,2 e 3. E

justo.”

- ESTUDANTE B: "N&o, porque o dado de Priscila tem menos faces e, portanto, mais chances

de cair nimero menor que quatro do que no de Daniele que tem muitas faces."

O jogo é injusto por haver maiores probabilidade de sair nUmero menor que quatro no
tetraedro do que no hexaedro e essa conclusdo estad bem evidente na fala do Estudante B. Tal
fato pode ter influenciado as analises da maioria dos professores (nove dos quinze) que

considerou o jogo injusto, apresentando argumentos que focaram em:
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1) ‘Chances de erro’ =

a. PBR2 - “No caso do Estudante A percebeu sé a presenca dos numeros 1, 2, 3,
esquecendo que ha a existéncia de outros nimeros maiores que quatro que foi
0 que percebeu o Estudante B. No caso do dado lilas (tetraedro), s6 ha uma face

que pode fazer Priscila perder e Daniele tem trés possibilidade de perder”.

b. PBES3 - Estudante A - discordo, pois o dado de Daniele tem mais possibilidades
de nimeros maiores que quatro e tem mais nimeros, aumentando, assim, a

chance de "erro".

c. PPR3 - “Os dois dados tém o mesmo ndmero de nimeros inferiores a quatro,
mas a probabilidade de sair um nimero ndo inferior a nimero € maior no dado

da Daniele”.
ii) Probabilidade de acerto >

a. PBE4- “Discordo do Estudante "A", pois as chances sdo diferentes, ja que 0s
dados apresentam quantidades diferentes de faces. Concordo com o Estudante

"B", pois Priscila teria 75% de chances, enquanto Daniele teria apenas 50% .

b. PPR1 - “Eu acho que concordo com o Estudante B. Ao jogar com o tetraedro
tenho mais hipdteses de ganhar porque trés das quatro faces sdo "ganhadoras".
Com o dado comum sé trés das seis sdo ganhadoras. A probabilidade de vencer

serd maior com o primeiro dado”’.

c. PPR5 - “A Estudante B compreendeu o jogo melhor que a A, pois as chances
de vencer de Priscila sdo superiores que as da Daniele, ou seja ha trés em

quatro para Priscila vencer e trés em seis para Daniele vencer”.

Nessas justificativas o0s professores atentaram para a relagdo proporcional,
especialmente observada nas falas de PBE4, PPR1 e PPR5 acima supracitadas. PBE4
apresentou as probabilidades em porcentagem para apoiar suas analises, enquanto PPR1 e PPR5
apontaram a probabilidade por meio da explicitacdo da razéo entre os casos favoraveis e 0s

casos possiveis.

Quanto as ‘chances de erros’ (termo utilizado por falta de uma expressdo melhor),
pontuadas por PBR2 e PBE3, apesar das justificativas serem coerentes, ndo esta claro se ha o

entendimento da relacdo proporcional ou se houve apenas a andlise comparativa das
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quantidades de numeros que nao beneficiaria os jogadores nos dados (chances de erro), uma
vez que a proporcionalidade ndo foi considerada pela maioria no Jogo de ”Dados 1”. Assim,
concluir que no tetraedro tem somente um numero (face 4) que leve ao insucesso, enquanto no
hexaedro ha trés numeros (faces 4, 5 e 6), pode ter sido uma comparacdo quantitativa néo
proporcional, ou seja, ndo se estabeleceu para o insucesso a relagcdo proporcional (tetraedro: 1
em 4 e hexaedro: 3 em 6). J4 PPR3 pontua que ha maior probabilidade de sair nimero maior
que quatro no hexaedro. Nesse caso, é possivel que esse professor tenha estabelecido uma

relacdo proporcional, mas nao € certo que isso tenha acontecido.

Os professores que se equivocaram em suas respostas, ora acreditavam que ambas as
justificativas apresentadas pelos estudantes estavam corretas (Ambos analisaram com
coeréncia e suas analises fazem sentido — PBR3); ora pontuaram a influéncia do formato dos
dados (O Estudante A tem Idgica ao afirmar que as possibilidades sdo as mesmas. O que muda
é a forma geométrica da figura, a esséncia continua, que seriam 0s nUmeros menores que
quatro. Logo a possibilidade seria igual — PBR4). O formato dos dados é pontuado por Watson
e Moritz (2003) como antropomorfismo que é uma crenca intuitiva (nivel iconico). Causa
estranheza o paradoxo da concordancia simultanea com os Estudantes A e B proposta por PBR3
porque pressupde que o professor tenha julgado um mesmo jogo (“DADOS 2”) como justo e
injusto a0 mesmo tempo. E oportuno esclarecer que se a fala do Estudante A indicasse que o
jogo era justo, a do Estudante B avaliaria esse mesmo jogo como injusto, assim, seria de se
esperar que os professores analisassem as respostas desses Estudantes (A e B) do ponto de vista
matematico, para interpretar quem estaria correto em seus julgamentos, considerando conceitos
probabilisticos envolvidos na situacdo. Dessa forma, conjectura-se, que € provavel que esse
professor ndo tenha atentado para a relagdo proporcional necessaria a analise comparativa dos

eventos, mesmo concordando com a fala do Estudante B.

E possivel que o contexto e também as informagdes atribuidas as compreensdes doa
Estudantes A e B tenham influenciado as respostas dos professores nos dois jogos que
exploraram a comparacao de probabilidades em espacos amostrais distintos. No Jogo de ”Dados
17, a maioria dos professores se equivocou e ndo atentou para a relagcdo proporcional que a
situacdo exigia. J& no Jogo de ”Dados 2”a observancia da relacdo proporcional foi mais
evidente, como um volume maior de argumentacdes coerentes, apontando para um tipo de
raciocinio comum aos Niveis Quantitativo Informal e Numérico de Jones et al (1997). No

entanto, é necessario, refletir quanto ao contexto e as respostas dos Estudantes que podem ter
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auxiliado na elaboracdo de argumentacéo dos professores. Se, por exemplo, no jogo de “Dados
2”7, o Estudante B ndo tivesse apontado para a quantidade de possibilidades de insucesso, 0
resultado seria 0 mesmo? Se fossem usados um hexaedro e um octaedro e a pergunta se
mantivesse (sair nimeros menores que 4) com resposta mais evasivas do Estudante B, como
por exemplo: “O hexaedro tem mais chances de vitoria porque tem menos faces”, as analises
dos professores seriam as mesmas? Imagina-se que mais pesquisas nesse sentido precisam ser

exploradas.

Assim como nos levantamentos anteriores dessa pesquisa (Estudos 1 e 2), os
participantes desta etapa da pesquisa (Estudo 3) também apresentaram dificuldades em relacéo
a independéncia de eventos e em relacdo a comparacao de probabilidades em espagos amostrais
distintos, especialmente no Jogo de ”Dados 17, demonstrando a necessidade de ampliacdo da
compreensdo da relacdo proporcional. Ndo apresentaram maiores dificuldades em analisar a
injustiga presente quando os alaetorizadores eram ‘‘desonestos’’, nem em analisar eventos nao-
equiprovaveis (mas ndo se utilizaram do raciocinio combinatdrio) e apresentaram tracos de
incompreensdo ao crer que ‘cara-Coroa € coroa-cara’ representam a mesma possibilidade, se

configurando num frégil entendimento do raciocinio combinatdrio.

N&o se observou grande distanciamento de compreensdo dos grupos estudados —
professores brasileiros de ensino regular (PBR), professores brasileiros da Educacao de Jovens
e Adultos (PBE) e professores portugueses de ensino regular (PPR). Apenas entendimento
levemente mais fragilizado no grupo dos professores regulares dos anos iniciais (grupo PBR)

em conformidade com a tabela a seguir (Tabelal0).

Tabela 10: Desempenho de professores quanto a avaliacdo indireta de jogo justo (acertos

”Bolinhas “Dados
Tipo de jogo | ”Bingo” “Loto” Moedas na ”Dados 17 o
colher”
PBR 1 4 2 2 1 3
PBE 2 4 3 4 1 3
PPR 2 4 1 4 2 4

Fonte: Dados da pesquisa (2021)

No entanto, ndo houve um determinado tipo de equivoco presente em apenas um grupo

ou compreensdes mais elaboradas pertencentes a outro grupo. Nos trés grupos, observou-se
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fragilidades quanto ao entendimento de alguns elementos probabilisticos aqui discutidos e
também compreensfes coerentes. Se pontuou a sorte ou azar e algumas crengas, como a

influéncia do formato dos dados e a ideia de que a justica s6 ocorreria com artefatos iguais.

Considera-se que 0s contextos dos jogos e as respostas dos Estudantes A e B
influenciaram as analises dos professores que apontam para distintas compreenses do mesmo
foco probabilistico. Assim, no jogo ”Bolinhas na colher” e no “Jogo das Moedas” que
pretendiam explorar espacos amostrais (equiprovaveis e ndo-equiprovaveis) os resultados
foram bem diferentes: com um volume bem maior apresentando analises coerentes em um jogo

do que no outro, semelhantemente ao que ocorreu nos Jogos de ”Dados 17 e 2.

Pode-se dizer, que, provavelmente, esse distanciamento ocorreu em funcdo das
particularidades de cada jogo, que evocava mais fortemente, um determinado raciocinio ou
possibilitava encarar alguns equivocos mais particularmente do que outros. Por exemplo, no
jogo “Bolinhas na colher”, 0 foco de justificacdes dos professores para analisar as falas dos
Estudantes A e B, repousaram muito mais na ‘representatividade’ da amostra (sair duas rosas e
duas azuis) do que na analise comparativa da quantidade de possibilidades que contemplam
cada evento em discussdo, ndo sendo possivel afirmar, com certeza, sobre a possivel
(in)compreensdo dos professores sobre o espago amostral. No entanto, 0 ”Jogo das Moedas”,
exigiu que os professores tivessem consciéncia de que os resultados ‘cara-coroa’ e ‘coroa-coroa
eram distintos, e esse fato se configurou como uma dificuldade real para os professores,
apontando possiveis fragilidades desses participantes em relacdo ao raciocinio combinatério.
Esse equivoco apresentado pelos professores nos faz refletir se eles julgariam as duas
possibilidades a seguir (Figura 21) do jogo ”Bolinhas na colher” como possibilidades iguais;
ou, se eles conseguiriam fazer uma lista exaustiva de todos os elementos possiveis do espaco

amostral.

Figura 21: Possibilidades para organizagao de bolas do evento “sair duas bolas azuis e duas rosas”

Fonte: O autor (2021)
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Alguns desses resultados estdo em consonancia com a pesquisa de Chernoff e Mamolo
(2015), realizada com professores, que também apontou incompreensfes acerca da
aleatoriedade e também do espaco amostral por parte de alguns docentes. Nosso estudo
objetivou averiguar compreensdes de professores a partir da analise de protocolos dos
entendimentos de estudantes sobre justica em jogos, considerando elementos concernentes as
demandas cognitivas da probabilidade. Portanto, esse estudo ndo se centrou no desempenho
dos professores, e sim, em compreensdes que eles externaram a partir das analises feitas em
relacdo ao Estudante A e o Estudante B. Ainda assim, as justificacbes obtidas, mostram
similitudes com resultados de outros estudos que apontam algumas fragilidades nos
conhecimentos probabilisticos dos professores, como as pesquisas de Campos e Pietropaolo
(2013), Viali e Cury (2009) e Felisberto de Carvalho (2017).

As potencialidades observadas nas compreensdes dos estudantes (adultos e criancas)
foram também observadas nos professores, como por exemplo, a facilidade em avaliar jogo
justo quando ha aleatorizadores ‘‘desonestos’’ influenciando o resultado. A ideia de amostra
representativa que foi timidamente evidenciada entre os participantes dos Estudos 1 e 2, foi,
mais fortemente apontada pelo grupo de professores. Os equivocos mais comuns apontados por
criangas e adultos dos Estudos 1 e 2 foram também evidenciados pelos professores, como por
exemplo, as incompreensdes acerca de sequéncia aleatdria e uso do raciocinio proporcional
para comparar probabilidades em espagos amostrais distintos. Conjectura-se que 0s jogos
podem ser usados como aporte para redimensionar compreensdes probabilisticas de
professores, de modo que eles possam ser capazes de realizar um trabalho pedagdgico

consistente que permita as criancas desenvolverem seus pensamentos probabilisticos.

Algumas perguntas foram feitas aos professores antes da etapa de analise dos jogos que
envolveram demandas cognitivas. Diferentemente do que foi feito com os estudantes (criangas
e adultos) que responderam a perguntas semelhantes ap6s o trabalho com o0s seis jogos
explorados nessa pesquisa. A ideia de fazer essas perguntas antes da analise dos jogos foi para
evitar que também os professores da pesquisa se influenciassem pelos jogos trabalhados, como

aconteceu com o0s estudantes.
Quatro perguntas foram realizadas:
1. Para vocé o que ¢ um jogo justo?

2. Ganhar uma casa num jogo de cara ou coroa € justo?
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3. Qual jogo seria justo para ter como premiagdo ganhar uma casa?
4. O que seria justo ganhar num jogo de cara e coroa?

A ideia do que seria um jogo justo foi bem plural para os professores, uma vez que eles
ndo tiveram um apoio comum para responder a questdo, diferente dos demais participantes da
pesquisa que utilizaram os jogos discutidos na parte inicial da entrevista para amparar suas

alegacoes.

O Quadro 19 mostra os principais entendimentos apontados pelos professores para

caracterizar jogo justo, a partir da pergunta “Para vocé o que € um jogo justo?”.

Quadro 19: Compreensdes de professores sobre jogo justo.

Relagdo com o jogo Foco pedagdgico Atitude ooz
jogadores
Chances Regras Participacd | Aprendiza- Jogos de Honestidade
iguais 0 gem competicdo
PBR2, PPR1, | PBR3, PBR4, | PBR1, PBR5, PPR3 | PBR5, PPR4 | PBR4,
PPR2, PBE1 | PBE2, PBES3, | PPRS5, PBR3, PBE4
PBE5 PBE2

Fonte: Dados da pesquisa (2021)
As falas que tiveram relagdo explicita com o jogo, disseram respeito a;

i) Chances iguais — “E justo quando os jogadores tém oportunidades iguais de vencer”
(PPR2); “E aquele que dd a possibilidade de todos os jogadores de poderem ganhar”
(PBE1)

i) Regras — “Tem que ter estratégia, uma organizacdo, ter no¢do o que vai fazer...”

(PBR2); “Comegar com regras claras, tendo conhecimento das regras” (PBEDS)

Embora nenhum professor tenha explicitado a palavra chance ou probabilidade em
nenhum momento das perguntas abertas, a forma como eles apresentaram suas justificativas
remetem a ideia de ‘chances iguais’ ou ‘mesma probabilidade’, como pontuado nas falas
supracitas de PPR2 e PBE1. No entanto, apenas quatro dos 15 participantes fizeram alguma
referéncia a essa associacao entre jogo justo e chances iguais para 0s jogadores e essa foi a
centralidade dos jogos em discussdo nesse estudo, ou seja, a de que 0 jogo € justo se permitir

aos jogadores as mesmas probabilidades para vencerem.
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As regras foram evidenciadas por um terco dos participantes, embora nenhum deles
tenha sido portugués. Na verdade, nenhum professor portugués proferiu a palavra regra nas
respostas as perguntas abertas. A ideia de jogo justo relacionado a regras foi a compreenséao
mais presente entre o0s participantes, embora, apenas o0s professores brasileiros tenham
evidenciado essa relagdo. Nem sempre os professores brasileiros utilizaram a palavra ‘regra’,
mas essa informacdo foi transmitida por meio de expressdes correlatas, como as apresentadas
na fala de PBR4 que especificou: “Tem que ter estratégia, uma organiza¢do, ter no¢do o que

’

vai fazer...’

Se observou uma compreensdo associada a um olhar pedagdgico por parte dos
professores. Assim, alguns participantes, associaram, de alguma forma, jogo justo a;

i) Participacdo dos estudantes no jogo- “Um jogo que todos tenham possibilidade de
participar. Onde todos os alunos consigam participar” (PBR1); “Que todos os alunos

tenham oportunidade de jogar” (PPR5).

i) Aprendizagem — “Se tratando de educacéo, é um jogo que haja aprendizagem e também
que a crianga se sinta atraida” (PBR5); “Um jogo em que alguém aprenda alguma

coisa. Mesmo perdendo que possa aprender alguma coisa” (PPR3)

iii) Jogos de competicdo — “...ndo é importante existir um vencedor. Uma competicao
saudavel que estimula os alunos”. (PPR4); “tem jogos que sdo cansativos e com muita
informac&o a crianga néo se interessa tanto. Jogo de competicao, eles se sentem mais

motivado para participar” (PBR5)

Ha diversos tipos de jogos: esportivos, de estratégia e raciocinio, de azar, etc. E natural
que, ndo sabendo de que jogo a pesquisa tratava, 0s professores procurassem quaisquer
referéncias para apoiar suas argumentacGes acerca do que seria jogo justo. Assim, nessa
primeira pergunta ndo houve nenhuma referéncia a jogos de azar, apenas referéncia indireta a
‘chances iguais’ e regras. Alguns professores resgataram a ideia de jogo justo associado a

atividades pedagogicas, com foco na aprendizagem e na participacéo dos alunos.

Assim, alguns professores, estabeleceram uma relacdo entre jogo justo e aspectos
referentes & democratizacdo na realizacdo de atividades, por todos. Por exemplo, ao tratar de
‘participacdo’, os professores evocaram o espago escolar, ao conectar os possiveis jogos a
possibilidade de todos os estudantes participarem, ou seja, a justica estaria na possibilidade de

participacdo dos estudantes e ndo no jogo em si.
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Houve ainda os que relacionaram a justica em jogos com a possibilidade de aprender.
Nessa Otica 0 jogo seria justo se promovesse a aprendizagem. PBRS5, enfatizou que “se tratando
da educagdo, é um jogo que haja aprendizagem...”. Imagina-se que, assim como PBR5, muitos
professores ndo pensaram em caracteristicas que tornariam 0 jogo justo ou ndo, e, sim, em
contextos para vivéncia do jogo apenas no ambito escolar, analisando-se o0 que seria justo, ou
ndo, na situacdo proposta em sala de aula. Chernoff e Mamolo (2015), em sua pesquisa
envolvendo professores, alegaram que alguns individuos tendem a responder uma pergunta com
algo que ndo foi exatamente questionado, ou sejam, usam argumentos que se distanciam do
foco central da indagacéo principal. Talvez, pela pergunta evasiva e abrupta sobre o que seria
um jogo justo, sem apoio anterior que desse pistas sobre a centralidade do estudo, motivou
alguns professores a ndo pensarem no jogo em si, mas nos contextos em que esses jogos eram

realizados.

O foco dos professores que, de alguma maneira, associou jogo justo a ‘jogos de
competicdo’, também esteve atrelado a questdes pedagdgicas associado ao desenvolvimento
dos estudantes. Essas compreensdes de jogo justo relacionado a aspectos pedagdgicos nédo
foram evidenciadas nos demais estudos dessa pesquisa, como era de se esperar, pois 0s demais
participantes eram estudantes e ndo professores, além de terem tido a oportunidade de discutir
e opinar sobre seis jogos de azar antes de responderem a mesma pergunta, o que pode ter

influenciado suas respostas.

Assim como nos estudos anteriores, os professores também conectaram justica em jogos
a honestidade dos participantes ao atuarem durante o jogo. Trata-se de uma postura atitudinal
diante do jogo e ndo de uma caracteristica do jogo em si. Assim, por exemplo PBR4 afirmou

“«

que era justo se 0s participantes agissem “... sem trapacear”; PBR3 diz que ha justica se for
‘sem trapaca, sem ninguém tirar vantagem” ¢ PBE4 afirma que ¢ justo “quando vocé néo é

lesado”.

Em relagdo a Pergunta 2 (Ganhar uma casa num jogo de cara ou coroa ¢ justo?) foi
considerado justo por oito professores e injusto por sete. Os que julgaram que era justo,

declararam:
PBR2 — Se as duas partes tiverem de acordo, é justo sim.

PBEI- E sorte. E justo porque os dois estdo com a mesma possibilidade. Os dois tém as

mesmas chances de ganhar ou perder.
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PPR — Em principio ndo. Uma casa é um bem muito valioso para um jogo. Mas, se a

pessoa que estava a jogar e que tem a casa concordasse, seria justo.

As justificativas se fundamentaram na sorte presente no jogo, que de alguma forma
parece se relacionar a incerteza sobre os resultados, mas também se apoiaram nas chances iguais

e concordancia das possiveis regras.

Os que consideraram o jogo injusto, apresentaram argumentagdes semelhantes as

criangas e adultos dos Estudos 1 e 2, como discriminado nas falas a seguir.

PBRS — Acho que ndo. Uma casa é uma coisa que a gente conquista com tanto suor e

vocé, de repente, ganhar tdo facil assim... ndo sei.
PPR2 — Ndo. E um prémio exagerado para um jogo de sorte.

PBES- Ndo é justo. Quando jogo é de azar ndo se leva em consideragdo a condi¢do

socioeconomica do participante.

Assim como nos estudos anteriores dessa pesquisa, os professores também julgaram a
justica considerando o distanciamento entre o valor do prémio e a simplicidade do jogo (PPR2).
Também houve referéncia ao mérito e esforco (PBRS) e a justiga social pontuada por PBES ao
relatar sobre as condi¢des socioecondmicas dos participantes. Essa observacao de PBES remete
a Bennett (2003) que traz uma reflexdo sobre a injustica do acaso, ou seja, a aleatoriedade
presente nos jogos de azar ndo leva em consideracdo, por exemplo, quem € mais merecedor do
prémio porque € mais carente ou precisa mais que o outro. Na verdade, a marca da aleatoriedade

¢ a indiferenca sobre os resultados.

As Perguntas 3 e 4 estavam conectadas a Pergunta 2. Uma dizia respeito a sugestdo de
um possivel jogo em que seria justo ganhar uma casa e a outra refletia sobre prémios justos para
0 jogo de cara ou coroa. Para responder a respeito de um jogo que seria justo ganhar uma casa,

houve trés tipos de respostas:

1- Inexisténcia — alguns professores julgaram que ndo haveria um jogo justo para essa
premiacao, como por exemplo, PBES que sustentou que “ndo existe jogo justo para
esse prémio. Para brincar é engragado e divertido, porque alguém vai ganhar na

>

sorte...’

2- Manutencao de jogos de mesma natureza — um professor (PBR3) considerou o jogo

‘par ou impar’ como justo para se obter uma casa. Esse jogo tem um espago amostral
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de dois elementos, assim como o cara ou coroa. Assim, ele optou por um jogo tao

simples como o proposto inicialmente.

3- Jogos mais complexos ou mais elaborados — a maioria dos professores considerou o
uso de um jogo mais elaborado, que intenciona um maior equilibrio entre o valor da
premiagdo e a complexidade do jogo. PBRS disse: “Um jogo com mais desafios.
Cara e coroa é muito facil...Que sofresse mais um pouquinho.”, enquanto PBE1
sentenciou: ‘Como uma casa € um bem tao precioso tem que ser um jogo que
realmente a pessoa se esforcasse, usasse de inteligéncia, de raciocinio. Tipo um

xadrez. Um jogo da velha que também precisa de raciocinio’.

Nas sugestdes apontadas pelos professores referentes a um jogo com maior
complexidade para ganhar uma casa, houve algumas alusdes a jogos que invocassem

conhecimento, inteligéncia ou raciocinio, como apontado a seguir.
PPRS - Um jogo em que os participantes tivessem que demonstrar conhecimento.

PPR2 - Um jogo que tivesse perguntas a responder, dependesse do conhecimento, das

capacidades das pessoas. O cara ou coroa € um jogo de azar.

PBE1 - Tem que ser um jogo que realmente a pessoa se esforcasse, usasse de
inteligéncia, de raciocinio. Tipo um xadrez. Um joga da velha que também precisa de

raciocinio
PBR5 - Um jogo com mais desafios. Cara e coroa é muito facil.

Imagina-se que essas sugestdes sejam para aproximar, por merecimento, o jogador
vencedor do alto prémio. Assim, o ganhador seria a pessoa mais habil, mais inteligente ou a
que se esforgasse mais, entdo ndo seria injusto ela ganhar tdo valioso prémio (uma casa) porque
ela fez por merecer, ela era a melhor. E essa € uma ideia bem presente em jogos esportivos e de
competicdo em que se avalia a destreza, esforco e habilidade e, nos jogos de azar ndo hé este
tipo de justica por merecimento. Assim, Bennett (2003) declara que quando o acaso é
responsavel por estabelecer o resultado de um experimento aleatorio, nenhuma habilidade,

forca, destreza ou inteligéncia é capaz de altera-lo ou influencia-lo.

Os tipos de prémios sugeridos pelos professores para se ganhar num jogo de ‘cara ou

coroa’, seguem as ideias relativas a simplicidade do jogo, em sua maioria. No entanto, alguns
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professores que julgaram justo ganhar uma casa nesse jogo, confirmaram essa compreensao

sugerindo prémios de alto valor. O quadro a seguir sintetiza essas sugestoes.

Quadro 20: Sugestdo de premiacdo para 0 jogo cara ou coroa, por professores.
Premiacao Alto valor Baixo valor

Comida (coxinha, chocolate, refeicéo,
Carro, moto, celular, casa,

Sugestoes viagem de férias bombom), livro, l&pis, caneta, 6culos,
: jogo, calendario,
Professores PBR3, PPR1, PPR2, PPR4, PBR1, PBR2, PBR4, PBRS, PPR3,
PBEL, PBE4 PPR5, PBE3

Fonte: Dados da pesquisa (2021)

Nessa etapa do Estudo 3, os professores demonstraram semelhantes compreensdes sobre
jogos justos em relacdo aos estudantes da pesquisa (Estudos 1 e 2), mas também apresentaram
algumas diferencas. Os pontos de convergéncia repousam em compreensdes que envolvem
regras, chances iguais e honestidade, além do entendimento de premiagdo desproporcional
considerando a simplicidade do jogo ‘cara ou coroa’. A justiga e o mérito também foram
evocados pelos professores, assim como foi por participantes dos Estudos 1 ¢ 2. O maior
distanciamento de opinido se deu em funcdo do carater pedagdgico que os professores
imprimiram em suas respostas. E, esse aspecto ndo foi evidenciado pelos demais participantes,
0 que parece bem sensato, pois seria incomum os estudantes pensarem em jogo justo na Otica

de suas proprias aprendizagens.

O conjunto de resultados obtidos e analisados nos trés estudos realizados trazem

implicagdes educacionais importantes, as quais sao discutidas no capitulo que segue.
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8. CONSIDERACOES FINAIS

“A ciéncia ndo pode prever o que vai acontecer.
S0 pode calcular a probabilidade de alguma coisa acontecer”
César Lattes

A presente pesquisa objetivou analisar compreensdes de estudantes (criancas e adultos
de mesma escolaridade) e professores (de anos iniciais de escolarizagdo) acerca de justica em
jogos, considerando elementos concernentes a demandas cognitivas da probabilidade, em
conformidade com Bryant e Nunes (2012). Considerou-se neste estudo que, para avaliar a
justica, ou ndo, presente nos jogos escolhidos, é necessaria a compreensao da aleatoriedade, do
espaco amostral e da comparac&o de probabilidades. E considerado, portanto, jogo justo, na
Otica dessa pesquisa, aquele que possibilita probabilidades iguais de vitéria aos jogadores
(BOROVICNIK, 2016; BENNETT, 2003).

A pesquisa contou com trés estudos distintos que se interconectaram formando um
arcabouco de informagfes obtidas por meio de entrevistas e questionario que se configurou
como material necessario ao mapeamento de compreensfes dos diversos grupos estudados.
Para cada estudo, seis jogos foram explorados (trés justos e trés injustos) com a intencionalidade
de analisar compreensdes dos participantes em relacdo a elementos da aleatoriedade, do espaco

amostral e da comparacédo de probabilidades.

O primeiro grupo estudado (Estudo 1) contou com a participacdo de 15 criangas,
estudantes regulares do 5° ano, com média de idade de 11 anos e 15 adultos da Educacédo de
Jovens e Adultos (EJA), estudantes de etapa escolar correspondente ao 5° ano, com idades entre
28 e 67 anos. Ambos 0s grupos eram estudantes de escola publica do Cabo de Santo Agostinho
- PE. Além de verificar as compreensdes existentes sobre justica em jogos, esse primeiro estudo
procurou ainda responder duas indagacdes: 1) Ha diferencas de compreensao acerca de justica
em jogos entre criangas e adultos com mesma escolaridade? e 2) A maturidade influencia a
compreensdo dos participantes acerca de elementos probabilisticos para avaliar a justica em

jogos?

O segundo estudo (aqui denominado Estudo 2) contou com os dados obtidos das
criangas do Estudo 1 para comparar com informac6es obtidas por meio de pesquisa com 15
criangas portuguesas também do 5° ano, com média de idade de 11 anos, moradoras de Lisboa
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e estudantes de escola publica. O Estudo 2, além de coletar informacdes sobre as compreensbes
das criangas sobre justica em jogo, procurou também responder: 1) H& diferencas de
compreensdo, entre criancas brasileiras e portuguesas, acerca de elementos probabilisticos para
avaliar a justica em jogos? e 2) Quais aproximacdes e distanciamentos de compreensédo ha entre

0s dois grupos estudados?

O Estudo 3 procurou responder, especialmente dois pontos: 1) Como os professores
avaliam a compreenséo dos estudantes sobre probabilidade? e 2) Quais compreensdes possuem
os professores sobre justica em jogos, considerando demandas cognitivas da probabilidade? Os
participantes desse terceiro estudo foi composto por cinco professores brasileiros dos anos
iniciais, cinco professores brasileiros da EJA e cinco professores portugueses dos anos iniciais.

Considerando o Estudo 1, observou-se que boa parte dos adultos e também das criancas,
em suas andalises nos diversos jogos, consideraram coerentemente que 0 jogo é justo se as
chances de vitoria forem iguais para todos os jogadores e esta é uma importante compreensao
acerca de justica em jogos. Esses participantes também ndo apresentaram dificuldades em
classificar como injusto um jogo que tem influéncia de aleatorizadores ‘desonestos’. No
entanto, diversos participantes ndo tinham uma compreensao adequada de alguns elementos da
probabilidade que lhes dessem suporte para avaliar assertivamente sobre a ocorréncia, ou nao,
da justica, e, consequentemente, avaliaram equivocadamente alguns jogos em seus diferentes
contextos. Assim, a incompreensao da independéncia de eventos em sequéncias aleatorias, a
falta de analise do espaco amostral e a fragilidade no raciocinio proporcional que impossibilita
analise comparativa de probabilidades em espacos amostrais distintos, podem se configurar em

um entrave para uma avaliagdo coerente de jogo justo, ou ndo.

Enfatiza-se que ndo houve grande distanciamento de compreensdo entre adultos e
criangas no que se refere a analise da justica nos jogos propostos nesse estudo. As dificuldades
observadas num grupo, foram também verificadas no outro, assim como as compreensdes
coerentes. Os grupos estudados do Estudo 1 ndo tiveram acesso formal a conhecimentos
probabilisticos, entdo conjecturou-se que os adultos, em fungéo da experiéncia e da maturidade,
apresentassem um desempenho melhor que as criangas. E, na verdade, os adultos apresentaram
resultados um pouco mais fragilizados que as criangas, com um maior nimero de justificativas

que se distanciavam do foco da discussao.

Assim, a resposta para a primeira pergunta (Ha diferencas de compreensdo acerca de

justica em jogos entre criangas e adultos com mesma escolaridade?), parece ser, de modo geral,
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ndo, pois hd muito mais semelhancas do que diferencas entre as compreensdes evidenciadas
pelas criangas e pelos adultos. Igualmente para a segunda pergunta (A maturidade influencia a
compreensdo dos participantes acerca de elementos probabilisticos para avaliar a justica em
jogos?) a resposta € negativa, uma vez que as experiéncias dos adultos e sua consequente

maturidade ndo parece ter favorecido os seus desempenhos.

Fischbein (1987) advoga que h& conceitos probabilisticos que a maturidade ndo da
conta, por conseguinte, € necessario intervencao por meio do ensino para que as compreensoes
acerca desses conceitos sejam consolidadas. Assim, o estudo ressalta que as experiéncias
cotidianas dos adultos ndo foram suficientes para que 0s mesmos conseguissem avaliar
adequadamente a (in)justica nos jogos de azar aqui explorados ou conseguissem apresentar
desempenho melhor que as criancas. Algumas experiéncias mais cristalizadas podem, inclusive,
levar a julgamentos errdneos referentes a situac@es probabilisticas, como a crenca de que uma
sequéncia particular de nimeros numa cartela de ”Bingo” teria maior probabilidade de ser
sorteada do que outra que possui uma aparéncia ordenada. E possivel que os adultos tenham se
deparado com mais sequéncias vencedoras (Megasena, por exemplo) com aparéncia
desordenada do que com aparéncia em certa ordem e essa experiéncia os levam a crer que essas
possibilidades ndo sdo equiprovaveis, ou seja, a ma aplicacdo dos resultados das experiéncias
passadas resulta em analises e respostas equivocadas. Essa € uma incompreensdo de sequéncias
aleatorias pelo ndo entendimento da independéncia de evento, que se traduz num importante
elemento da aleatoriedade. Essa incompreensao influenciou a avaliacdo equivocada de adultos

e criancgas sobre 0 jogo da “Loto”, por exemplo.

Mesmo, a maioria dos participantes (tanto adultos como criangas) relacionando jogo
justo a equiprobabilidade, ou seja, as chances iguais dos jogadores ganharem o jogo, houve
outras compreensdes ligadas a: i) jogo justo com chances desiguais; ii) jogo justo com regras
iguais e iii) sorte. A sorte sempre era evocada como um elemento adicional a outras
compreensdes e indicava, na maioria das vezes, a incerteza — um importante elemento da
aleatoriedade. A ideia de jogo justo com chances desiguais foi evidenciada por adultos e
criancas e se apoiava no fato do jogador com menos chances ainda poder ganhar, em funcgéo da

incerteza dos resultados.

Os jogos utilizados para explorar o espaco amostral, ndo exigiram que 0s participantes
elencassem todos os elementos do mesmo. No entanto, esperava-se que, de alguma forma, os

estudantes recorressem a esses elementos ou parte deles para justificarem suas analises de jogo



196

justo ou ndo-justo. No entanto, poucos alunos recorreram conscientemente a esta analise, apesar
de se observar alguns vislumbres de compreensdo. Os participantes associaram, nesses jogos, a
justica a ‘equilibrio’ ¢ a injusti¢a a ‘quantidades diferentes’. No entanto, julga-se oportuno a
realizacdo de novas pesquisas com foco no raciocinio combinatério indexado a jogos de azar
para explorar mais profundamente a compreensdo de criangas e adultos e a influéncia do

conhecimento do espago amostral para avaliar a justica em jogos.

Considerando a comparacao de probabilidades e sua relacdo com a justica, observou-
se uma enorme fragilidade de compreensdo por parte de adultos e criangas. Os participantes
compararam probabilidades de um evento em dois espacos amostrais diferentes, geralmente
com base em varios julgamentos subjetivos ou numéricos, sem considerar a condicdo
proporcional que a situacao exigia (Nivel Subjetivo). A real dificuldade de compreensdo da
relacdo proporcional nas questdes probabilisticas foi evidenciada também em diversos estudos
aqui apontados (GIROTTO et al , 2016; ANTONOPOULOS E ZACHARO, 2103; BATISTA
E FRANCISCO, 2015). Esta falta de entendimento sobre a relagdo proporcional conduziu

adultos e criancas a julgamentos equivocados sobre situagdes justas e injustas.

Muitos participantes consideraram que para 0 jogo ser justo necessitaria, além de
chances iguais para os jogadores, 0 uso dos artefatos iguais, ou seja, a utilizagdo dos mesmos
aleatorizadores, como dados iguais, por exemplo. Alguns estudantes julgaram, baseados em
suas experiéncias, que o dado comum, em formato de hexaedro, seria mais justo e adequado
para ser utilizado em situacfes de justica. Esta compreensao reforca a falta de entendimento
acerca da proporcionalidade, pois a justica nos dois jogos (Dados 1 e 2) dependia das regras e
ndo do formato dos dados. Esta incompreensao revelou, portanto, uma avaliagdo equivocada

sobre a justica em jogos.

Criancas e também os adultos desse estudo, em sua maioria, parecem se encontrar entre
os Niveis Subjetivo (lista um conjunto incompleto de possibilidades de um estagio, compara
probabilidades considerando julgamento subjetivo, considera eventos consecutivos
relacionados) ou Transitério (lista conjunto incompleto de possibilidades de duas etapas,
comega a distinguir situacdes justas de injustas, usa estratégia de representatividade) do quadro
de pensamento probabilistico de Jones et al (1997) e Jones (2006). Esses niveis sdo 0s mais
elementares e intuitivos, mas podem servir de plataforma para intervencgdes que possibilitem
avancar para niveis mais elaborados. Tendo em conta as crencas defendidas por Watson e

Moritz (2003), adultos e criangas apresentaram compreensdes que remetem especialmente ao
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nivel Icbnico (antropomorfismo, sorte), mas também ao nivel Uniestrutural (crenca permanente

na justica dos dados) e Multiestrutural (condi¢&o fisica dos artefatos).

Novas compreensdes acerca de jogo justo foram observadas com respostas a pergunta
sobre o uso de ‘cara ou coroa’ para ganhar uma casa. Além de enfatizar a sorte, as chances
iguais e a incerteza que tém raizes na probabilidade, houve referéncia também a justica social,
ao mérito, ao valor do prémio, etc. Neste contexto, o foco de anélise dos participantes nao foi
centralizado no jogo em si e, sim, na situacdo contextual em que o jogo estava inserido. Assim,
para os participantes, a justica dependeria, especialmente da relacdo entre tipo de jogo e a

premiacdo, aliado ao mérito.

As compreensdes apontadas no Estudo 1 estdo presentes nos participantes do Estudo
2, como era de se esperar pela intersec¢do entre os participantes (criancas). No entanto,
observou-se ainda mais proximidade nas compreensdes de criancas brasileiras e criancgas
portuguesas do que no Estudo 1 em que os adultos apresentaram um desempenho um pouco
mais fragilizado que as criangas, possivelmente em fungéo de crengas enraizadas. Ambos 0s
grupos do segundo estudo apresentaram compreensdes e incompreensées semelhantes nos
diversos jogos explorados. Assim como no Estudo 1, as criangcas associaram jogo justo a
equiprobabilidade dos jogadores vencerem, mas também consideraram a sorte, as regras e,
equivocadamente, evocaram a justica em jogos associando-a a chances desiguais.
Relacionaram, ainda, jogo justo ao uso de artefatos iguais (dados iguais e cartelas com
numeracdo semelhante) e a atitude dos jogadores frente ao jogo: agir com honestidade, sem

trapaca.

O maior distanciamento observado entre criangas portuguesas e brasileiras se deu na
linguagem, que aparenta ser um trago muito mais cultural do que de conhecimentos
probabilisticos, uma vez que as criangas portuguesas também ndo tiveram acesso formal ao
tema. A palavra mais utilizada pelos dois grupos foi ‘chance’, no entanto as criangas brasileiras
utilizaram a expressao quase o dobro das vezes que as portuguesas. A segunda palavra mais
evocada pelas brasileiras foi ‘sorte’ que representou quase do triplo de vezes do uso da
expressdo pelas criancas portuguesas. A expressdo ‘possibilidade’ foi utilizada muito mais
intensamente pelas criangas portuguesas, assim como a palavra ‘probabilidade’ que foi usada
exclusivamente pelo pablico portugués. Gal (2004) elenca a linguagem como um dos pilares
para o desenvolvimento do letramento probabilistico e Batanero e Diaz (2007) defendem que

é relevante para o ensino de probabilidade as ideias informais advindas por meio da linguagem,
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razdo pela qual, julga-se importante e necessario enfatizar esse traco que foi bem marcante para

este publico do Estudo 2.

As criancas, assim como os adultos do Estudo 1, tiveram dificuldades em avaliar jogo
justo quando houve necessidade do entendimento sobre sequéncias aleatdrias. Em
contrapartida, ndo apresentaram dificuldades para avaliar a injustica quando ha aleatorizadores
‘desonestos’ envolvidos na situacdo. A maior dificuldade, no entanto, foi quanto ao uso do
raciocinio proporcional para avaliar a justica, comparando probabilidades de espa¢os amostrais
distintos. Nos dois jogos que focaram espacos amostrais distintos, ndo houve nenhuma

justificacdo que apontasse para a compreensao desse elemento.

Julga-se, portanto, extremamente importante a compreensdo da proporcionalidade e o
papel que ela desempenha no entendimento da probabilidade, em particular na quantificacdo e
comparacdo de probabilidades. A BNCC (BRASIL, 2017) elenca a proporcionalidade como
uma das ideias fundamentais que precisam ser desenvolvidas na escola. Assim, este documento

destaca que:

Essas ideias fundamentais sdo importantes para o desenvolvimento do
pensamento matematico dos alunos e devem se converter, na escola, em
objetos de conhecimento. A proporcionalidade, por exemplo, deve estar
presente no estudo de: operagcbes com 0s ndmeros naturais; representacao
fracionaria dos numeros racionais; areas; funcdes; probabilidade etc.
(BRASIL, 2017, p. 264) (grifos nossos).

Assim, se faz mister que haja pesquisas de carater interventivo para mapear formas de
redimensionar as aprendizagens das criangas e adultos em inicio de escolarizacdo em relacdo a
compreensdo da proporcionalidade. Essa aprendizagem possibilitard melhoras na compreensao

de numeros racionais e também da probabilidade.

Uma compreensao que apresentou certo distanciamento entre as criangas foi a ideia de
justica social, apontada apenas por criancas brasileiras quando solicitadas que julgassem a
justica no uso de ‘cara ou coroa’ para ganhar uma casa. Criangas brasileiras apontaram que
havia pessoas sem casa, moradores de rua € que 0 jogo Seria injusto com tantas pessoas
necessitando de casa. Essa percepcdo ndo foi evidenciada por criangas portuguesas,

possivelmente, por suas vivéncias e experiéncias em um pais com menos desigualdade social.

Boa parte das criancas apresentam compreensdes tipicas do Nivel Subjetivo (compara

probabilidades considerando julgamento subjetivo ou numérico, sem considerar a
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proporcionalidade, considera eventos consecutivos relacionados), especialmente verificado nos
jogos relacionados a independéncia de eventos e a comparacao de probabilidades. Este nivel €
0 mais elementar dos construtos do pensamento probabilistico de Jones et al (1997) e Jones
(20016). Outras criancas estdo no Nivel Transitdrio (lista conjunto incompleto de possibilidades
de duas etapas, comeca a distinguir situagdes justas de injustas, compara eventos considerando
julgamento numéricos, usa estratégia de representatividade). Ao menos uma crianga portuguesa
deu pistas de se encontrar no Nivel Quantitativo Informal (comeca a diferenciar eventos
dependentes e independentes, compara probabilidades com julgamentos numéricos e distingue
situacdo justa e injusta), mas nenhuma crianca foi identificada como estando no Nivel Numérico
(atribui probabilidade numérica para comparar probabilidades de espacos amostrais distintos,
rejeita estratégia de representatividade, distingue evento dependente e independente, com
calculos probabilisticos). Em relacdo aos niveis de crencas (Watson & Moritz, 2003), as
criangas ora estdo no nivel Iconico (antropomorfismo, sorte) ou no Uniestrutural (crenca cega

na justica dos jogos) ou, ainda, no Multiestrutural (condicdo fisica dos dados).

O discutido até aqui, referente ao Estudo 2, indica mais aproximacdes do que
distanciamentos nas compreensdes das criancas brasileiras e portuguesas, em resposta aos dois
questionamentos centrais desse segundo estudo: 1) Ha diferencas de compreensdo, entre
criangas brasileiras e portuguesas, acerca de elementos probabilisticos para avaliar a justica em
jogos? e 2) Quais aproximacdes e distanciamentos de compreensdo ha entre os dois grupos
estudados? Assim, ndo se verificou diferencas substanciais nas compreensdes de criangas
brasileiras e portuguesas sobre justica em jogos, considerando demandas cognitivas exploradas.
As relacGes intuitivas de compreensdes sobre o tema apresentadas por criancas brasileiras foram
também verificadas nas criancas portuguesas. Tal fato indica, aparentemente, que diferencas
culturais de criangas com mesma escolaridade e sem estudo formal de probabilidade, néo
influenciam suas compreensfes acerca de jogos justos, pautados na aleatoriedade, espaco

amostral e comparacgéo de probabilidades.

O Estudo 3 realizado com professores (brasileiros e portugueses) apresentou
fragilidades e potencialidades semelhantes aos estudos anteriormente realizados. Se
conjecturou que as compreensdes dos professores se apresentassem menos equivocadas por
duas razdes: 1 - eles possuem, comprovadamente, mais conhecimento que os estudantes desta

pesquisa e 2 - as perguntas destinadas a eles ndo foram abertas (como foram para os estudantes),
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contando, para suas analises, com uma resposta correta e uma incorreta, ampliando assim, as

expectativas de acerto.

Entre os grupos de professores estudados — 1) professores brasileiros dos anos iniciais
do Ensino Fundamental 2) professores brasileiros da EJA e 3) professores portugueses dos
anos iniciais — ndo se observou distanciamento de compreensdo. Nao houve um determinado
tipo de equivoco presente em apenas um dos grupos ou compreensGes mais elaboradas em
outro. A fragilidade no entendimento de sequéncias aleatdrias e no uso do raciocinio
proporcional para comparar probabilidades em espagos amostrais distintos, se manteve em
professores dos trés grupos. Em funcdo de adaptacdes feitas nos jogos para este estudo, se
verificou, ainda, incompreensdes acerca do espago amostral, ao considerar que 0s ensaios cara-

coroa e coroa-cara Sdo 0s mesmos.

E fato que entre os professores, observou-se compreensdes tipicas do nivel mais elevado
do quadro do pensamento probabilistico de Jones et al (1997) — o Numérico, como também um
volume mais acentuado de entendimentos que se assemelham a pessoas que se encontram no
Nivel Quantitativo Informal. No entanto, observou-se, em todos 0s grupos, compreensdes

intuitivas bem elementares que se aproximam do Nivel Subjetivo e Transitorio.

Uma marca diferencial deixada por esse grupo (professores) foi a observancia estatistica
de amostra representativa, em relacdo a um jogo que tratava do espago amostral ("Bolinhas na
colher”). Assim, para caracterizar 0 jogo como injusto, foi observado por alguns professores
gue a amostra presente na colher seria mais representativa quando imitasse proporcionalmente
0 universo de bolinhas da caixa que continha 120 bolinhas rosas e 120 bolinhas azuis. Em
consequéncia, a amostra mais representativa seria duas bolinhas rosas e duas bolinhas azuis
(na colher) ao invés de trés bolinhas azuis e uma rosa, por exemplo. Nos Estudos 1 e 2, essa
caracteristica foi pontuada muito timidamente, quando os estudantes apontavam que sairia mais
as bolinhas misturadas porque na caixa as bolinhas também estavam todas misturadas. No
entanto, com o grupo de professores essa compreenséo foi fortemente enfatizada. Ao se elaborar
esse jogo, ndo se pensou nessa possibilidade, que nos parece bastante coerente, mas sem foco

especificamente probabilistico.

Outro diferencial, no desempenho dos professores, foi a associagdo entre jogo justo e 0
trabalho pedagdgico relacionando a justica em jogos com a participacdo dos estudantes, com a

possibilidade de aprendizagem e com jogos de competicdo. No entanto, houve semelhancas
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com os demais participantes da pesquisa ao estabelecer relagcdo entre jogo justo e chances
iguais, regras e honestidade dos jogadores frente ao jogo.

A avaliacdo dos professores acerca da compreensdo dos estudantes (Estudante A e
Estudante B) diz muito sobre o entendimento dos docentes sobre o tema. Os professores ora
avaliaram as compreensdes dos estudantes de forma coerente, ora se equivocaram em suas
avaliacdes, demonstrando fragil entendimento de alguns elementos aqui explorados. Assim,
observou-se compreensdes corretas do ponto de vista conceitual e também compreensdes
equivocadas, especialmente quanto a avaliacdo de jogo justo quando o foco explorado foi
independéncia de eventos, comparacao de probabilidades em espagos amostrais distintos e até
a compreensao acerca de lista exaustiva sobre o langamento de duas moedas (exploracdo do

espaco amostral).

De uma forma global, considerando-se os trés estudos, pode-se dizer que houve
similitudes entre as compreensoes e incompreensdes dos participantes. Assim, a maturidade e
experiéncia dos estudantes adultos, a cultura e ensino de outros lugares (Portugal) e mesmo os
conhecimentos académicos parecem néo ter tido grande influéncia nas diferentes compreensdes
acerca de jogos justo, considerando demandas cognitivas exploradas nesta pesquisa. Em termos
de desempenho, os professores apresentaram melhores resultados, no jogo de Dados 1 e 2 e
resultados mais fragilizados no ”Jogo das Moedas” em comparagdo com os demais participantes
dos Estudos 1 e 2. No entanto, em todos 0s grupos de professores (brasileiros e portugueses) se

observou as mesmas fragilidades encontradas nos grupos de estudantes (adultos e criangas).

O que se constatou, na verdade, é que compreensdes e incompreensdes acerca de
elementos probabilisticos que envolvem demandas cognitivas da probabilidade influenciam a
avaliacdo dos participantes ao considerar um jogo justo, ou ndo. Assim sendo, 0S equivocos e
acertos apresentados possuem alguma relagdo com conhecimentos de natureza probabilisticas.
Mesmo em contextos que exigiam ndo apenas a avaliagdo do jogo propriamente dito, e sim, da
situacdo, os participantes dos trés estudos fizeram referéncia a elementos probabilisticos, como
chances iguais, sorte, incerteza. E essa pode ser uma importante conexao para futuros trabalhos

interventivos.

Os equivocos quanto as sequéncias aleatorias, que se traduzem na fragilidade de
compreensdo da independéncia de eventos e as incompreensdes acerca do raciocinio
proporcional para comparar eventos presentes em espacos amostrais distintos foram os aspectos

que apresentaram desempenhos e compreensdes mais falhos na pesquisa, em geral. Portanto,
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esses elementos probabilisticos exigem um olhar mais apurado, por meio de novas pesquisas, a
fim de se estabelecer mecanismos interventores que promovam caminhos possiveis para

ampliacdo dessas aprendizagens, dessas compreensdes.

Nos Estudos 1 e 2 nédo foi possivel verificar com riqueza de detalhes a influéncia da
compreensdo do espaco amostral para avaliar jogos justos, assim como se verificou nas outras
demandas cognitivas exploradas. Observou-se, portanto, alguns vislumbres que direcionavam
a essa conclusdo. No entanto, com uma pequena adequacdo do ”Jogo das Moedas” para a
pesquisa com os professores (Estudo 3), se verificou essa influéncia quando houve a
necessidade de pensar no espago amostral em sua totalidade e alguns professores acabaram se
equivocando por ndo atentarem para todos os elementos dos eventos em discussao. Essa é uma
incompreensdo que tem raizes no raciocinio combinatorio. E se, os professores, que em tese,
possuem mais conhecimentos que os estudantes, tiveram essas dificuldades, € muito provavel
que os estudantes também tivessem até mais fragilidades de compreensdo se a abordagem fosse
a mesma. Assim, acredita-se que a ampla compreensdo do espago amostral — via raciocinio
combinatério — influencia, sim, a avaliacdo equivocada, ou ndo, de jogos justos e injustos. O
raciocinio combinatdrio é extremamente importante para as situa¢fes probabilisticas (Bryant e
Nunes, 2012), em funcdo da necessidade do amplo entendimento do espago amostral que é
concebido por meio da Combinatéria. Assim, enfatiza-se a importancia do raciocinio
combinatério para o conhecimento do espaco amostral e, consequentemente, para a resolucao
de situacdes probabilisticas de uma forma geral, ndo apenas na avaliacdo de jogos justos e

injustos.

O desenho desta pesquisa considerou, desde a fase embrionéria, a exploracéo de jogos
de azar para analisar compreensdes probabilisticas dos grupos estudados. Historicamente os
jogos sempre estiveram relacionados com a Probabilidade (BENNETT, 2003) e, pode-se dizer
gue serviram de suporte para o desenvolvimento de teorias probabilisticas largamente utilizadas
hoje no mundo moderno e tecnologico que vivemos. Caiiizares et al (2003) defendem o uso de
jogos de azar para construcdo do pensamento probabilistico de estudantes e, nessa direcao,

considera-se que 0s jogos aqui utilizados possuem potencial para esse desenvolvimento.

Ainda que os estudos que fizeram parte desta pesquisa ndo tenham tido um carater
interventivo com o objetivo de apontar especificamente caminhos possiveis para o0 ensino e a
aprendizagem da Probabilidade, as compreensdes evocadas pelos participantes na exploracao e

anélise dos jogos deram pistas da viabilidade de utilizacdo desses recursos (jogos) como
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plataforma para a ampliacdo e redimensionamento das aprendizagens de natureza
probabilisticas. Por conseguinte, considera-se que 0s jogos aqui explorados podem servir de
apoio a praticas eficazes de ensino e aprendizagem nas escolas, especialmente por trazerem a
tona compreensdes intuitivas e servirem como recurso para ampliacdo dessas compreensdes.
Corrobora-se, portanto, com Fischbein (1984, 1987) que advoga a importancia de utilizagéo de
compreensfes mais intuitivas (intuicdes primarias) como aporte para intervencdes, por meio do
ensino, com vistas a ampliacdo desses entendimentos iniciais em compreensdes mais
elaboradas (intuicdes secundarias, segundo este autor). E, sim, os jogos aqui utilizados
apontaram potencial para a exploracéo dessas compreensdes intuitivas iniciais que podem servir
de base para intervencBes que culminem na consolidacdo de conceitos probabilisticos mais

formais.

Entende-se que essa pesquisa se configura num importante contributo para a Educacao
Matematica, com foco especial na Probabilidade. Considera-se, portanto, que os estudos aqui
desenvolvidos promovem um redimensionamento do entendimento acerca de compreensoes de
estudantes (criancas e adultos) e professores sobre elementos probabilisticos associados a

justica em jogos de azar. Assim, entende-se que a pesquisa contribuiu para
e A observancia da influéncia de demandas cognitivas para avaliacdo de jogos justos;

e A constatacdo de fragilidades de compreensdo dos diversos grupos acerca da

independéncia de eventos ao avaliar sequéncias aleatorias;

e A constatacdo do ndo uso do raciocinio proporcional ao comparar probabilidades em

espaco amostrais distintos, caracterizando-se em equivocos;

e A percepcdo de diferentes compreensdes sobre jogos justos, pelos participantes,

dependendo do contexto em que 0 jogo esta inserido;

e A constatacdo de que criangas brasileiras e portuguesas apresentam fragilidades e
potencialidades semelhantes acerca de elementos probabilisticos para avaliar jogos

justos;

e A observancia de que maturidade e a experiéncia de adultos com baixa escolaridade
parece ndo influenciar sobre avaliacdo de jogos justo se comparado com criancas de

mesma escolarizacao;
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Observacdo de que professores, tanto do Brasil, quanto de Portugal apresentam
fragilidades de compreensdes probabilisticas proximas aos estudantes (criancas

portuguesas e brasileiras e adultos);

A aproximacao de compreensdes e também de incompreensdes probabilisticas entre os
participantes, mesmo considerando a pluralidade de grupos estudados.

As contribuicdes supracitadas da pesquisa culminam em algumas possiveis

implicacdes elencadas a seguir.

i)

i)

Vi)

vii)

E necessario intervencdo por meio do ensino para ampliar as aprendizagens dos
estudantes em relacdo a elementos da probabilidade que permitam a consolidagao
do pensamento probabilistico, que envolve ainda o raciocinio combinatério e o

conhecimento da proporcionalidade;

Recomenda-se a ampliacdo de politicas de formacdo continuada de professores
brasileiros e portugueses que abordem temas de natureza probabilistica, para
minimizar as fragilidades apresentadas nesta e em outras pesquisas;

E fundamental a implementacdo de propostas curriculares (ementas) nos cursos de
Pedagogia e afins que promovam a ampliacdo do pensamento probabilistico, no

Brasil e em Portugal;

Ampliacdo do curriculo portugués, com a finalidade de incluir elementos de

natureza probabilistica desde os anos iniciais;

S80 necessarias proposi¢cdes de mecanismos interventores (estudos interventivos)
para validar propostas que auxiliem na ampliacdo de habilidades de natureza
probabilistica, em especial que digam respeito a aleatoriedade, ao espa¢o amostral

e a quantificacdo e comparacédo de probabilidades;

E preciso atentar que jogos podem ser um recurso poderoso para a ampliacdo do
repertorio probabilisticos dos estudantes e podem suscitar intui¢cfes que servem de

plataforma para desenvolver compreensdes coerentes sobre o0 tema;

Ha necessidade de novas pesquisas que abordem outra Gtica de jogos justos: “jogo

com chances desiguais e premiagdo proporcional” (Bennett, 2003)
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Diante do exposto, conclui-se e reforga-se a tese desta pesquisa que afirma que:

A avaliacdo, coerente ou equivocada, de estudantes (criancas e adultos) e professores
sobre jogos justos e injustos é fortemente influenciada pelas suas compreensdes acerca

da aleatoriedade, do espago amostral e da comparacéao de probabilidades.

E para finalizar, reforca-se o pensamento de Mlodinow (2009) que proclama em “O

andar do bébado” que
O desenho de nossas vidas, como chama de vela, é continuamente conduzido
em novas direcdes por diversos eventos aleatdrios que, juntamente com nossas

reacoOes a elas, determinam nosso destino. Como resultado, a vida é ao mesmo
tempo dificil de prever e dificil de interpretar (MLODINOW, 2009, p. 12).

Assim, com as incertezas proprias da vida, tal qual nos jogos de azar, a probabilidade
mensura 0S riscos e sucessos possiveis, possibilitando, escolhas conscientes e tomadas de
decisbes mais acertadas, afinal “a vida é assim: esquenta, e esfria, aperta e dai afrouxa, sossega
e depois desinquieta. O que ela quer da gente é coragem”, como poetisa Jodo Guimaraes Rosa.
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