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RESUMO

Nos cursos de licenciatura em Matematica as disciplinas que requerem demonstragdes
geralmente sdo tratadas pelos alunos como as que trazem mais dificuldades para a
aprendizagem. Nesse contexto, os argumentos tém um papel fundamental, pois € a partir
dos mesmos que conseguimos chegar a uma demonstracdo de maneira coerente. Sendo
assim, o trabalho aqui apresentado é uma pesquisa que objetiva investigar o pensamento
geométrico, segundo a Otica de van Hiele, presentes nos argumentos demonstrativos,
tratando de modo particular alguns conteidos da Geometria Plana. Para isso, foram
preparados e aplicados questionarios, que foram respondidos por graduandos do curso de
Licenciatura em Matematica da UFPE-CAA, nas turmas de Fundamentos da Geometria
plana e Fundamentos da Geometria espacial. Estes questionarios foram direcionados e
analisados, de acordo com 0s niveis de pensamento geométrico, conforme a Teoria de

van Hiele.

Palavras-chave: Geometria; Licenciatura em matematica, Demonstracdes; van Hiele,
Pensamento geométrico.



ABSTRACT

In undergraduate courses in Mathematics, subjects that require demonstrations are usually
regarded by students as the ones that present the most difficulties for learning. In this
context, the arguments have a fundamental role, because from them we can understand a
demonstration in a coherent way. Therefore the study presented here is a research, which
aims to investigate geometric thinking, according to van Hiele's point of view, which are
presented in the demonstrative arguments, dealing in a particular way with Flat geometry.
For this, questionnaires were prepared and applied, which were answered by
undergraduates of the Mathematics degree course from UFPE-CAA, at the classes of
Fundamentals of Flat Geometry and Fundamentals of spatial Geometry. These
questionnaires were directed and analyzed, according to the levels of geometric thinking;

according to the theory of van Hiele.

Keywords: Geometry; Undergraduate courses in Mathematics, Demonstrations; Van

Hiele, geometric thinking.
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1. INTRODUCAO

Em nossa vida, o didlogo pode ser tratado como primordial para as relagdes
humanas, e condicdo necessaria para se viver em sociedade, pois 0 mesmo ainda é um
dos principais elementos de comunicacéo e interligacdo do homem com o meio. Sempre
que dialogamos é necessario que estabelecamos algumas relacdes, como por exemplo,
definirmos o conteddo que serd abordado, pois é através disso que formamos nossos
discursos, elaborando o nosso argumento. Quando argumentamos estamos tentando
convencer alguém das nossas verdades.

No campo cientifico as argumentacdes passam a ser mais rigorosas, pois se tornam
condicdo necessaria para que a ciéncia seja tomada como verdade. O estudo dessas formas
de argumentos é o que chamamos de Logica Formal. Vale ressaltar que existem alguns
tipos de ldgica, entretanto, neste trabalho, nos deteremos ao modelo Légico Dedutivo por
ser uma das ferramentas mais utilizadas para a construcdo de conceitos matematicos, em
especial nas demonstracfes em Geometria Euclidiana.

Neste trabalho nos limitaremos a um estudo sobre o pensamento geométrico nas
argumentacdes da matematica superior, mais especificamente, nas disciplinas de
Fundamentos da Geometria Plana e Fundamentos da Geometria Espacial.

A escolha pessoal pelo tema se deu apds trés semestres (2014.2, 2015.1 e 2015.2),
guando em contato com a disciplina de Fundamentos da Geometria Plana (um periodo
como aluno e dois como monitor), foi observado, que os alunos tinham dificuldades nas
construcgdes de demonstracdes nessa disciplina.

A relevancia académica da pesquisa vem do fato que no curso Matematica-
Licenciatura da UFPE-CAA, a disciplina de Fundamentos da Geometria Plana aparece
como a primeira que faz uso de um raciocinio demonstrativo. Com isso, consideramos
importante fazer um estudo sobre o pensamento geométrico utilizado para a construgdo
dos argumentos demonstrativos, uma vez que serd utilizado esse raciocinio para toda
continuidade da disciplina como também em outras no curso. Além disso, trata-se de
uma disciplina indispensavel para a formagdo do professor de Matemaética da Educagéo
Bésica.

Podemos observar que a Matematica ensinada na licenciatura apresenta uma
roupagem diferente, pois as verdades que outrora eram inquestiondveis agora Sao
colocadas em cheque, tornando necessario aos licenciandos o desenvolvimento da

habilidade demonstrativa.
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Quanto ao desenvolvimento do pensamento geométrico dos alunos, o casal
holandés Van Hiele, elaborou uma teoria a fim de desvendar, qual é o estigio de
compreensdo dos alunos em relagdo aos conteudos de geometria. Para isso,
desenvolveram cinco niveis de pensamento geométrico.

Encaminhando-se a partir do exposto acima, esta pesquisa propde 0 seguinte
problema:

Quais sdo os niveis do pensamento geométrico, sob a luz de van Hiele, dos alunos
de licenciatura em matematica da UFPE-CAA, presentes nas construcdes dos
argumentos légicos demonstrativos, nas disciplinas que abordam a Geometria

Euclidiana?

Este trabalho esta dividido em sete capitulos. No segundo capitulo apresentaremos
uma breve revisdo bibliogréfica de pesquisas acerca da tematica das demonstragdes, a fim
de norteamos nossa pesquisa.

No capitulo trés traremos uma breve abordagem teorica sobre a construcdo do
argumento ldgico, apesentando os elementos necessarios para 0 mesmo, além de uma
apresentacdo do modelo légico dedutivo e sua inter-relagdo com a Matemaética. Apresenta
também um pouco dos elementos da Geometria Euclidiana.

O quarto capitulo sera focado na teoria do desenvolvimento do pensamento
geométrico segundo o casal van Hiele, destacando seus niveis e objetos do pensamento e
também sua importancia para o ensino, de modo especial suas contribuicdes para o ensino
de Geometria.

No capitulo cinco apresentaremos a metodologia adotada para e pesquisa e a
apresentacdo e discursdo do instrumento de coleta. No sexto, analisaremos os dados
obtidos na coleta. Finalmente no ultimo capitulo exporemos nossas consideracées finais
sobre 0s aspectos da pesquisa.

Nosso objetivo € investigar através da teoria de van Hiele, os niveis do
pensamento geométrico de discentes, do curso de Matematica-licenciatura da UFPE-
CAA, nas disciplinas que abordam os conceitos geométricos. Para tal, analisamos as
experiéncias citadas pelos licenciandos, com relagdo a geometria e as demonstracdes, ao
longo de sua escolarizagdo. Categorizamos o nivel de pensamento geométrico, presente
em demonstragdes produzidas pelos discentes. E em seguida, avaliamos por meio de seus

relatos, as percepcdes dos estudantes ao construir uma demonstracao.
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2. O QUE FALAM AS PESQUISAS SOBRE DEMONSTRACOES EM
MATEMATICA

Nesta parte, nos deteremos em realizar um panorama sobre algumas pesquisas
relacionadas a demonstragdo em matematica, a fim de buscarmos uma conceptualizagdo
da mesma, a historicidade, suas funcdes para o desenvolvimento matematico, e a
importancia das demonstracdes no ensino de geometria e na formacdo de futuros
professores da disciplina de Matemaética na Educacao Basica.

Kirnev e Savioli (2011) expdem em sua pesquisa as dificuldades apresentadas
pelos estudantes nas demonstracdes iniciais do curso de matematica. Em seu referencial
tedrico os autores apresentam definicbes de ldgica e fazem um paralelo entra as
demonstracfes em Matematica e em Educagdo Matematica, utilizando dos estudos de
Balacheff (1982), para diferenciar demonstracdes de provas matematicas, pois para
Balacheff, “provas” sdo realizadas em um certo tempo pra um certo grupo, enquanto
demonstracdes sdo provas particulares. Como resultado da pesquisa, os autores
constataram que, além de dificuldades nas demonstracGes, os discentes também tém
dificuldades com o conteudo.

Almouloud (2007) mostra em seu trabalho resultados de um projeto de pesquisa
realizado com professores dos anos finais do Ensino Fundamental, que tinha por
finalidade realizar uma reflexdo sobre as provas e demonstracgdes e discutir o resultado de
atividades de raciocinio dedutivo com os docentes. Como principal resultado, o
pesquisador percebeu a dificuldade dos professores em reconhecer as demonstracdes em
matematica mesmo reconhecendo suas finalidades de uso. Outra constatacdo é a
necessidade de formacéo para que os professores mudem suas concepgoes acerca dessa
tematica, auxiliando na sua pratica pedagdgica.

No seu trabalho de dissertacdo, ao falar das demonstracGes, Gouvéa (1998),
apresenta uma pesquisa com professores da educacédo basica a respeito das demonstracdes
em geometria, a fim de abordar, conceituar e analisar essas praticas nos contextos
matematicos.

A préxima pesquisa trata-se de uma sequéncia didatica utilizada como ferramenta
pedagogica para o ensino axiomatico da geometria nos cursos de graduacao.

Ferreira (2008), apresenta em sua pesquisa uma sequéncia didatica para auxiliar
na introducdo das demonstracbes nas disciplinas de Geometria Euclidiana: plana e
espacial. A autora alicergou seu trabalho nos conceitos de demonstracdes de Balacheff
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(1987), em que considera a demonstracdo um processo cognitivo, e também se utilizou
da teoria de “Registros de Representacdo Semiodtica” de Duval (1995), para melhor
aproveitamento das atividades. A aplicagdo da sequéncia foi com alunos de uma
faculdade de Minas Gerais, na disciplina de Geometria espacial. Por fim apos a
apresentacdo de cada atividade a pesquisadora apresenta as respostas deixadas pelos
alunos, e algumas sugestdes, de melhorias para as atividades.

O Boletim de Educacéo Matematica - BOLEMA, em sua edigdo de 2002, traz uma
secdo especial tratando sobre a tematica por meio de uma reflexdo dos autores
Domingues (2002), Bicudo (2002), Silva (2002) e Garnica (2002), sobre algumas
variaveis relacionadas em diferentes contextos.

Em seu trabalho A Demonstracdo ao Longo dos Séculos, Domingues (2002),
retrata um pouco da histéria da evolucéo das buscas para se obter verdades matematicas
no decorrer da histéria. O autor traz que algumas civilizagGes antigas, como por exemplo
0s egipcios e babildnicos, utilizavam meios experimentais na busca por regularidades que
fossem condizentes com a realidade. Para ele, a origem do método axiomético-dedutivo,
0 qual vamos utilizar nesse trabalho, se deu na Grécia antiga a partir de Tales de Mileto,
como também vem da Grécia a obra mais antiga nesse modelo, o famoso Elementos, de
Euclides. Outro dado relevante trazido por Domingues (2002) é que foi a partir de Hilbert,
no final do século XIX, com seu livro Fundamentos da Geometria, que surgiu a nova
axiomatizacao da Geometria Euclidiana, a qual utilizamos hoje.

Ja Bicudo (2002), traz no seu artigo uma reflexdo epistemoldgica acerca da
pergunta “O que € uma demonstracdo matematica?”, trazendo suas relagdes e implicagdes
com a logica formal, apresentando e conceituando termos como axioma e teoremas, mas
trazendo critica quanto sua defini¢cdo na matematica, tendo como apice o ultimo paragrafo
do texto

“Em suma, quando se trata de discorrer sobre a DEMONSTRACAO
MATEMATICA, o matematico parece estar na mesma posicio de
Santo Agostinho em relacdo ao tempo e, talvez, a Gnica coisa sensata a
fazer seja responder como o Santo. DEMONSTRACAO
MATEMATICA - se ndo me perguntam o que &, eu sei; se me
perguntam, e eu queira explicar, ndo sei.” (BICUDO, 2002, p. 90)

Ainda nesse contexto, Silva (2002) evidencia os trés aspectos das demonstragoes
em matematica: o l6gico-epistemoldgico, o retdrico e o heuristico. O primeiro diz respeito
verdade matemaética no encadeamento das afirmagdes, j& os dois Gltimos estdo atrelados

capacidade do sujeito de convencimento no que esta sendo demonstrado no retorico,
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enquanto no heuristico o individuo é levado a questionar e encontrar possiveis lacunas
buscando assim novos conhecimentos, para o autor os grandes avangos da matematica
estdo intimamente ligados a este aspecto.

Garnica (2002) traz uma reflexdo sobre a presenca das demonstracdes, nos
contextos da Educacdo Matematica, enfatizando uma velha discussao acerca da tematica:
de um lado a matematica cientifica como técnica para seu avanco de outro a Educagéo
Matematica com a critica nas salas de aulas. O autor define como “Etnoargumenta¢ao”,
que

Constitui-se, portanto, um outro regime de verdade, o da Educacéo
Matematica, no qual as concepgBes acerca das demonstracdes (tidas,
nesse regime, como etnoargumentacdes) sdo relativizadas e tomadas de
modo muito mais amplo que na politica geral de verdade da Matematica
profissional. (GARNICA, 2002, p. 98)
Isto seria relativamente um novo conceito de demonstracdo, pois iria além de provas de
conceitos, mas também no que se diz respeito ao convencimento da mesma no que o ele
chama de “Matematicas”.

Diante do exposto, percebemos que as pesquisas em demonstracbes nos
apresentam alguns caminhos para 0 ensino da mesma, mas mesmo assim encontramos
muitas dificuldades apresentadas pelos alunos neste quesito, fato que ocasiona

reprovagdes em disciplinas que utilizam essas ferramentas.
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3. LOGICA AXIOMATICA EM GEOMETRIA EUCLIDIANA

Neste capitulo, abordaremos brevemente algumas concepcdes que nos orienta nas
definicbes de argumentos l6gicos demonstrativos dedutivos. Em seguida faremos um
enfoque no do método axiomatico e em seus elementos e, por fim, iremos expor aspectos

da Geometria Euclidiana.

3.1 Argumentos l6gicos

Os argumentos logicos sdo agrupamentos de sentencas, interligadas entre si por
alguma relacdo, onde a partir dai, podemos chegar a uma conclusdo. Ressaltamos a
importancia desses argumentos para 0s avancos das ciéncias, no nosso caso particular da
Matemética.

Observe os argumentos:

“E 16gico que o time do Corinthians serd campedo do Campeonato Brasileiro de
Futebol de 2015.”

“Mateus passard no vestibular, ¢ l6gico. ”

“Iré fazer frio a noite, ¢ logico. ”

“E logico que a multiplicagio de dois nimeros naturais resultara em outro nimero

natural.”

Ao observarmos as frases acima, percebe-se que elas tém em comum o termo “é
logico”. Nota-se também, que apds uma frase deste tipo, sempre apresentamos uma
“justificativa” para a validacdo da mesma, como, por exemplo, na afirmacdo “Ira fazer
frio a noite, é légico, pois estamos no inverno e noites de inverno fazem muito frio. ”
Neste contexto, para o senso comum a palavra “logica” geralmente ¢ tratada como
sinbnimo de evidente certeza de um acontecimento, utilizando como auxilio
conhecimentos prévios sobre 0 mesmo.

Ja no campo cientifico, a l6gica geralmente é utilizada como ferramenta para a
fundamentacdo de novos conceitos nas diversas areas do conhecimento, seja por meio da
indugdo ou deducdo, adotando uma argumentacdo. Em matematica tais argumentacdes
logicas sdo 0 que chamamos de demonstracOes, que sao embasadas em conceitos que sao
tratados como verdades absolutas ou axiomatica.

Dai ja é possivel perceber que a Logica, como ciéncia, interessa estudar
aquelas afirmacges (conclusdes) que podem ser justificadas por outras
(premissas), tomadas como ponto de partida. Esse encadeamento de
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premissas e conclus@es recebe o nome de argumento. (MATHEUS E
CANDIDO, 2013, p. 2)

Vale ressaltar que a légica como ciéncia ndo enfatiza, a priori, a veracidade das
conclusdes, mas os encadeamentos das premissas, ou seja, da validade da construcdo do
argumento. Portanto, para uma conclusdo ser verdadeira, se faz necessario que suas
premissas sejam verdadeiras, logo, “todo argumento valido goza da seguinte propriedade
caracteristica: A verdade das premissas ¢ incompativel com a falsidade da conclusdo”
(ALENCAR FILHO, 1988, p.88).

Vejamos alguns exemplos abaixo:

Exemplo 1: Todo caruaruense é pernambucano.
Mateus é caruaruense.

Logo, Mateus é pernambucano.

Exemplo 2:  Todo ndmero natural é nimero real.
14 é um numero natural.

Logo, 14 é numero real.

Exemplo 3: Todo matematico é inteligente.
Jodo é inteligente.

Logo, Jodo € matematico

Notemos que nos exemplos 1 e 2 os argumentos sdo validos, pois a conclusao
decorre da ligacdo das premissas. J& no caso 3 ndo acontece 0 mesmo fato, uma vez que
ndo podemos garantir a veracidade da conclusdo, mesmo que as premissas sejam
verdadeiras, pois Jodo pode ndo ser necessariamente matematico. Em Suma,

quando entre as premissas e a conclusdo existe uma ligacao tal que é
impossivel termos, simultaneamente as premissas verdadeiras e a
conclusdo falsa, o argumento é bem construido e dizemos que ele é
VALIDO, ou seja, € COERENTE. Quando no entanto, é possivel
termos todas as premissas verdadeiras e, simultaneamente, a conclusdo
falsa, o argumento nio é bem construido e dizemos que ele NAO E
VALIDO ou NAO E COERENTE.” (MACHADO e CUNHA, 2008,
p.20-21)

Ainda por esse caminho, Mundim (2002) aponta que “a corregdo ou incorre¢ao
Logica de um argumento sé depende da relagéo entre premissas e concluséo, e independe
da verdade das premissas. Nesse sentido, a Logica formal pressupde que as premissas sao
verdadeiras” (p.136). A partir dai, notemos que a interligacdo entre as premissas € a

conclusédo é um ponto crucial para chegarmos a uma coeréncia da justificagdo da mesma.
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Esse estudo do raciocinio logico formal esta desmembrado em trés principais
pontos de vista: a analogia, a indugéo e a deducdo. Utilizaremos as concepcdes de Braitt
(2011) para fazermos algumas definicdes.

De acordo com Braitt (2011), o raciocinio indutivo comeca na observacdo e
comprovacao de casos particulares, a fim de induzir que 0 mesmo é valido para casos
mais gerais. Nesse modelo, a exausta experimentacao do caso particular € um dos passos
para a validagéo da afirmacao.

Na analogia, é um tipo de pensamento onde acreditamos na generalidade dos fatos.
Brait (2011, p.45), ao falar de analogia, nos diz que “Raciocinio por analogia se baseia
no principio de que o universo e tudo dentro dele é uniforme, e que condices iniciais
semelhantes produzirdo resultados semelhantes”.

Na deducéo utilizamos conceitos ja conhecidos e, mediante inferéncias, chegamos
em novos conceitos. Ja na inducdo, busca-se, através de casos particulares, a sua
generalizacdo. Por outro lado a analogia vale-se de experiéncias ja vivenciadas ou
conhecidas, para se induzir o resultado de outras - é importante ressaltar que neste
trabalho delinearemos apenas o método dedutivo, visto que os grandes avangos nos
estudos em geometria plana, area a qual iremos trabalhar, se deu a com a utilizacdo desse
método.

Para Braitt (2011), no raciocinio 16gico dedutivo, a conclusdo de uma declaracéo
se da apenas por meio das verdades de declaracGes anteriores e o encadeamento delas,
sobre algumas regras de inferéncias. Esse modelo lI6gico dedutivo requer que sejam
verdadeiras as primeiras declaracdes, para que seja possivel se chegar a uma concluséo
adequada, tornando, assim, impossivel chegarmos a conclusdes verdadeiras, a partir da
utilizacdo argumentos iniciais falsos. Ainda nessa direcdo, discutiremos agora um pouco
sobre a interligacdo do modelo l6gico dedutivo e os conceitos matematicos. Observemos
a utilizagdo desse método, para a “Prova” de uma demonstragao da teoria dos conjuntos.
Exemplo 4: Sejam A, B e C conjuntos. Se Ac BeB c C, logo A c C.

Tomemos um elemento arbitrario x de A (x € A).

Logo x € B, pois temos que A c B. Agora tomando x € B, entdo x € C, pois B c C. Por
fim, como tomamos um elemento arbitrario em A, concluimos que todo elemento de A
esta contido em C, portanto A c C.

Ao analisarmos o exemplo acima, notemos que a conclusdo da afirmagéo A c C,
foi construida baseado na veracidade das premissas A c B e B < C, onde foi utilizado

um segmento de implica¢des das mesmas para se chagar a um resultado final convincente.
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3.2 Geometria Euclidiana

Chamaremos de sistema axiomatico o conjunto de conceitos primitivos (verdades
axiomaticas), aos quais com a intuicdo I6gica é obviamente uma sentenca valida. A
Geometria Euclidiana é um exemplo de um sistema axiomatico, pois € a partir de axiomas
que ela é construida. Mais especificamente, os axiomas ndo sdo determinados pela
geometria, mas é a mesma que se fundamenta por meio deles. O método dedutivo uma
poderosa ferramenta na criagdo desse sistema, pois a partir de uma informacao valida que
constituida outra informagéo.

Vejamos alguns elementos que fazem parte de um sistema axiomatico: 0s
axiomas e as proposigoes.

Algumas afirmacGes em matemaética sdo tratadas como verdades sem que haja
uma “prova”, para esse juizo, esses conceitos primitivos sdo os quais chamamos de
axiomas ou postulados, e sdo fundamentados neles que encontramos e vamos construindo
novos conceitos. Na Geometria Euclidiana utilizamos alguns postulados/axiomas, 0s
quais iremos classificar como: de incidéncia, de ordem e de medigdo de angulo, no
sistema adotado por Hilbert, que teve como referéncia os trabalhos de Euclides, no livro
Elementos, para alicercar todas as construcdes e resultados encontrados até hoje nesse
ramo de estudo na matemaética. Sendo assim, temos na Geometria Euclidiana um sistema
axiomatico, ou seja, um sistema € alicercado a partir de axiomas que sdo considerados
verdades absolutas.

Ja as afirmac@es que serdo chamadas proposicdes apresente apenas valores 16gicos
verdadeiro ou falso serdo chamadas de proposi¢do. Alencar Filho (2002, p.11) define
proposicdo como “todo conjunto de palavras ou simbolos que exprimem um pensamento
de sentido completo™. Por esse sentido completo as proposi¢cdes gozam de dois principios
basicos: 0 da NAO-CONTRADICAO e o do TERCEIRO EXCLUIDO. O primeiro diz
que uma proposicdo nao pode ser verdadeira ou falsa ao mesmo tempo, enquanto o
segundo afirma que toda proposicdo tem que ser verdadeira ou falsa. Por tais principios
garantimos um valor, e somente um, valor l6gico para cada proposicéo.

Ao falarmos em Geometria Euclidiana, estamos falando de Euclides de
Alexandria, sobre o qual encontra-se poucas informac6es tratando de sua vida e obra,
tendo como principal trabalho a autoria do livro Os elementos, que esta entre 0s primeiros

registros de geometria demonstrativa, a qual utilizamos até os dias hoje.
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Boyer (1996) comenta essa relagdo entre o autor e sua obra, “Euclides e 0s
elementos séo frequentemente considerados sindbnimos; na realidade o homem escreveu
cerca de uma dudzia de tratados, cobrindo tdpicos variados” (BOYER, 1996, p. 69). Vale
ressaltar que o autor nos apresenta um fator importante nos livros dos “Elementos”,
Euclides ndo traz apenas conceitos de geometria, mas também algebra e teoria dos
nameros, além de outros assuntos como oGtica, astronomia e mecanica.

Eves (2004) lamenta a dificuldade de encontrar a obra original que traga a data e
época em que o autor a escreveu. Sendo assim, 0 que temos sdo traducdes baseados em
trabalhos realizados por pesquisadores que posteriormente revisaram os feitos por
Euclides.

Os quatro primeiros livros (1 ao 4) trazem os contetdos elementares da geometria
plana. No livro cinco, ha uma abordagem geomeétrica da teoria das propor¢des de Eudoxo.
O sexto livro vem com problemas relacionados semelhancas de figuras e uma se¢éo aurea
do teorema de Pitagoras. Ja os livros do sete a nove, dao enfoque teoria dos nimeros. O
décimo livro, que é considerado o mais dificil, aborda os irracionais quadraticos e suas
raizes. Por fim, os livros onze, doze e treze discutem os sélidos geométricos. (BORGES
FILHO, 2005)

Diante do abordado neste capitulo, buscamos uma maior compreenséo sobre o que
¢ o0 argumento demonstrativo, sua fun¢do e 0s mecanismos para a construcao dos mesmos,

além de observar a ligacdo entre a elementos l6gica dedutiva e a Geometria Euclidiana.
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4 A TEORIA DE DESENVOLVIMENTO DO PENSAMENTO GEOMETRICO

DE VAN HIELE

Faremos uma breve incursdo na teoria de desenvolvimento geométrico

desenvolvida pelo casal holandés van Hiele, onde apresentaremos uma breve sintese da

pesquisa, como também dos niveis de concep¢do e 0 que 0s caracteriza, segundo 0s

pesquisadores.

Essa teoria foi desenvolvida através de uma pesquisa do pesquisador Pierre van

Hiele e sua esposa Dina van Hiele-Geldof, publicada inicialmente em 1959, quando,

pouco tempo depois com o falecimento da esposa coube, a Pierre VVan Hiele reformular

até chegar a toda teoria.

O objetivo da pesquisa era o desenvolvimento de insight para auxiliar a

aprendizagem no ensino de Geometria.

Eles definem insight como se segue. Uma pessoa mostra insight se: (a)
é capaz de se desempenhar numa possivel situacdo ndo usual; (b)
desenvolve corretamente e adequadamente as agles requeridas pela
situacdo; (c) desenvolve deliberadamente e conscientemente um
método que resolva a situacdo. (KALEFF et al., 1994, p.24)

Ainda nessa perspectiva Santos (2001) nos apresenta:

Nesse sentido ele propde um modelo para a aprendizagem da geometria
em acordo com as ideias sobre o desenvolvimento da inteligéncia de
Piaget. Van-Hiele parte de duas premissas basicas:

— 0 objetivo do ensino da geometria é de levar o aluno a aquisicéo de
uma rede de relagdes servindo a expressado de raciocinios, rede na qual
as relagdes sdo ligadas de forma Idgica e dedutiva.

— essa rede de relagdes deve ser construida pelo préprio aluno,
recusando a ideia de receber do professor uma rede relacional
completamente pronta. (pp. 4-5)

Para o casal VVan Hiele, os conceitos geométricos sdo apreendidos por um modelo

sequencial hierarquico, ordenados através dos cinco niveis de concepcdo das ideias: a

visualizagdo, a anélise, a deducéo informal, a deducdo e o rigor. Ao falar dos niveis, Wale

(2009) diz que eles

descrevem como pensamos e quais os tipos de ideias geométricas sobre
as quais pensamos mais do que a quantidade de conhecimento ou de
informacdo que temos a cada nivel. Uma diferenca significativa de um
nivel ao seguinte sdo os objetos de pensamento — sobre 0s quais Somos
capazes de pensar [operar] geometricamente. (WALLE, 2009, p. 440)
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Logo a partir dai percebemos que ao utilizamos essa teoria devemos explicitar
quais sdo as particularidades existentes em cada nivel e o que difere a passagem de um

nivel do pensamento para outro.

4.1. Nivel 0: Visualizacao

Neste nivel os individuos sdo capazes de fazer juizo através de carateristicas
aparentes das figuras, sem explicitar ou identificar suas propriedades. Para Kaleff et.
al.(1994, p.24) “neste estagio inicial, os alunos raciocinam basicamente por meio de
considerac@es visuais. Conceitos geométricos sdo levados em conta como um todo sem
consideracOes explicitas das propriedades dos seus componentes”.

Ainda nessa perspectiva Crowley (1994, p.2) menciona que “os conceitos
geométricos sdo vistos como entidades totais e ndo como entidades que tém componentes
ou atributos”. Note que Kaleff e Crowley citam que nesse nivel o reconhecimento global
das figuras é a principal especialidade para que os individuos sejam enquadrados.

Como o objeto do pensamento desse estagio sdo as aparéncias, 0s alunos deixam
prevalecer suas percep¢oes visuais, por exemplo, ao se depararem com uma figura de trés
lados sempre nomeardo de triangulo sem analisar suas propriedades como angulos e
lados, “o fato de a aparéncia ser o fator dominante nesse nivel faz com que as aparéncias
possam prevalecer sobre as propriedades de uma forma” (WALLE, 2009, p. 440). Nessa
etapa os individuos identificam um triangulo em meio as outras figuras, mas ndo
conseguem classificar quanto aos lados e angulos. Todo triangulo € igual, pois seu

formato se assemelham.

4.2 Nivel 1: Analise

Neste nivel os individuos ja conseguem explicitar as propriedades das figuras,
porém ainda ndo conseguem relaciona-las. “Os estudantes comecam a discernir
caracteristicas das figuras geomeétricas, estabelecendo propriedades que sdo entdo usadas
para conceituarem classes e formas. Porém, eles ainda ndo explicitam inter-relacdes entre
figuras ou propriedades. ” (KALEFF et al., 1994, p. 24)

Neste estagio o individuo comeca a identificar as propriedades das figuras, mesmo

que ainda ndo conseguindo fazer inferéncias com elas, “nesse nivel os objetos de
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pensamento sdo as classes de formas, mais do que as formas individuais” (WALLE, 20009,
p. 441).

Dando continuidade ao exemplo do nivel anterior, j& conseguem identificar
algumas propriedades nos triangulos, como a Soma dos angulos internos igual a 180°,
sabe-se um Triangulo equilatero possui todos os lados iguais e o isésceles apenas dois
lados iguais, todavia ainda ndo conseguem inferir que todo tridngulo equilatero é também
isosceles.

Observemos que o acesso do nivel 0 para o nivel 1 passa pela aquisicdo de um
vocabulario especifico constituido a partir das termologias adquiridas nas propriedades.
Ainda nessa linha, Villiers (2010, p.400) afirma que para haver a transi¢do “envolve mais
do que simplesmente a aquisi¢do de linguagem, ela envolve o reconhecimento de algumas
novas relacdes entre conceitos e o refinamento e a renovacgédo de conceitos existentes”.

Ou seja, individuo reconstroi e reorganiza informacdes ja adquiridas anteriormente.

4.3 Nivel 2: Deducéo informal

Neste estagio do pensamento, o aluno é capaz de relacionar as propriedades
conseguindo fazer inter-relacdo entre as mesmas e assim chegar a novos resultados que
antes eram desconhecidos. Ao falar da caraterizacdo deste nivel, Kaleff (1992, pp. 24-
25), “Neste nivel, os alunos formam defini¢bes abstratas, podendo estabelecer inter-
relagdes das propriedades nas figuras.” , também nessa perspectiva, Crowley (1994, p.3)
afirma que os estudantes ja “sdo capazes de deduzir propriedades de uma figura e
reconhecer as classes das figuras”. As autoras citam que é nessa fase que comeca a surgir
as argumentacdes logicas sobre as propriedades das figuras. Aqui vale salientar que essas
argumentacdes geralmente ndo tem um teor dedutivo rigoroso, “ As ‘provas’ podem ser
mais intuitivas do que rigorosamente dedutiva.” (WALLE, 209, p. 442).

Nesse nivel, os individuos comecam a terem 0s primeiros contatos com as
demonstragdes, conseguindo relacionar resultados conhecidos a fim de se obter novos,
que antes eram ignorados. Para Walle (2009), “os produtos de pensamento no nivel 2 sdo
relagdes entre as propriedades de objetos geométricos” (p. 442).

Agora os alunos ja conseguem fazer relagdes entre os Triangulo, conseguindo, por
exemplo, perceber que todo Triangulo equilatero é isésceles, pois todo equilatero tem trés
lados iguais, logo também possui dois lados iguais. Ainda percebem que no Triangulo

is6sceles a reta bissetriz coincide com a altura e com a mediana.
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A transicdo do nivel 1 para o 2 esta intimamente ligada a uma maturagao nos
argumentos chegando a uma maturacédo logica.

Enquanto a rede de relagdes do Nivel 2 envolve a associagdo de
propriedades a tipos de figuras e relagGes entre figuras de acordo com
tais propriedades, a rede de relacdes no Nivel 3 envolve as relacGes
I6gicas entre as propriedades das figuras. A rede de relacdes no Nivel
3 ndo mais se refere a figuras concretas e especificas, e tampouco tais
relacBes formam uma estrutura de referéncia na qual se pergunta se uma
determinada figura possui determinadas propriedades. As perguntas
tipicas feitas no Nivel 3 séo relacionadas ao fato de uma determinada
propriedade ser sequéncia de outra ou se ela pode ser deduzida a partir
de um subconjunto especifico de propriedades (ou seja, se ela poderia
ser tomada como uma definicdo ou se é um teorema) ou se duas
defini¢Oes sdo equivalentes. (VILLIERS, 2010, p. 402, grifos do autor)

A partir deste nivel é que os alunos comecam a fazer as demonstracfes t&o

exigidas na Matematica Formal.

4.4 Nivel 3: Deducéo formal

Nesta etapa do pensamento geométrico os alunos comecam a trabalhar com dados
abstratos, conseguindo definir objetos geométricos em poucas propriedades, ordenando-
as logicamente. “Neste nivel, os alunos desenvolvem sequéncias de afirmacdes deduzindo
uma afirmacdo a partir de uma outra ou de outras” (KALEFF, 1992, p.25). Logo ja
reconhecem a necessidade da utilizacdo de postulados, axiomas, proposicdes e teoremas
para construir uma demonstracdo. Ao diferenciar esse nivel ao anterior, Wale (2009) diz,
que nesse nivel,

seu pensamento anterior produziu conjecturas envolvendo as
relagOes entre as propriedade. Essas conjecturas estdo corretas?
Elas sdo ‘verdadeiras’? Quando essa andlise dos argumentos
informais comeca a ocorrer, a estrutura de um sistema completo
— com axiomas, definicdes, teoremas, corolarios e postulados —
comeca a se desenvolver e pode ser apreciada como um meio
necessario de se estabelecer verdades geométricas. (p. 443).

Nota-se que na citacdo acima o autor evidencia que essa corre¢do légica dos
argumentos é o principal destaque do pensamento nessa etapa, € agora surge a
necessidade da utilizacdo dos argumentos logicos dedutivos para “provar” as
propriedades existentes nas figuras geométricas.

Aqui os alunos ja realizam demonstracGes sofisticadas utilizando um raciocinio
logico dedutivo, como por exemplo, ao tracar segmentos de retas entre os pontos médios

de lados adjacentes de um quadrilatero qualquer formam um paralelogramo, além de uma



27

analise critica acerca dos seus argumentos. Esse raciocino é o que leva a construcdo de
um sistema axiomatico, levando como exemplo a Geometria Euclidiana, geralmente é

trabalhado na Geometria plana e espacial.

4.5 Nivel 4: Rigor

Este € o ultimo nivel do pensamento para van Hiele, ao chegar a esses estagio 0s
alunos conseguem relacionar e trabalhar com varios sistemas axiomaticos. “Neste nivel,
os alunos avaliam varios sistemas dedutivos com um alto grau de rigor. Comparam
sistemas baseados em diferentes axiomas e estudam varias geometrias na auséncia de
modelos concretos” ( KALEFF, 1992, p.25). Os alunos conseguem ja manipular com as
geometria ndo-euclidianas de modo coerente.

Este nivel foi pouco trabalho por van Hiele, como destaca Crowley (1994), pois
grande parte do seu trabalho era destinado até o nivel 3. Uma vez que o rigor, s6 é mais
trabalhado por profissionais da area de matematica como ciéncia.

Na figura abaixo estdo sintetizados os niveis do pensamento geométrico de van
Hiele, com os objetos de pensamento de cada um deles e como os objetos de um nivel

viram um enfoque do nivel posterior.

Figura 1 - Niveis do pensamento geométrico e objetos do pensamento de cada um

deles, sob a teoria de van Hiele

Fonte: WALLE. 2009
4.6 Propriedades

Merece destaque quatro caracteristicas apontadas pelo casal em sua teoria:

I.  Os niveis sdo sequenciais, logo, para se chegar a um nivel, obrigatoriamente o
individuo tem que ter adquiridos objetos de pensamento do(s) anterior(es).
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Il. A transicdo ndo depende s da faixa etaria, mas do contato com a geometria que
0 individuo possui. Sendo assim, os desenvolvimentos das habilidades
independem da idade e sim das suas experiéncias geométricas.

1. Os objetos do pensamento de um nivel se torna um objeto de estudo para o nivel
seguinte.

IV.  Cada nivel possui sua propria linguagem de representacGes e um sistema de
relacdo diferente, a fim de vinculd-lo com o anterior. Logo, quando se estd
ensinado no nivel superior ao do discente ocorre uma falta de didlogo, dificultando

a aprendizagem por parte do estudante.

A partir dessa a teoria do desenvolvimento de pensamento geométrico foi que
buscamos subsidios para investigacdo da construcdo dos argumentos demonstrativos na

nossa pesquisa.
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5 METODOLOGIA

Neste capitulo apresentaremos os procedimentos utilizados para realizagdo da
pesquisa, o perfil dos sujeitos da pesquisa, como também apresentacdo e as observacgoes,
em torno, do instrumento de coleta de dados, que posteriormente serdo analisados.

A pesquisa foi desenvolvida em 4 (quatro) etapas. A primeira etapa constituiu-se
em uma revisdo bibliogréfica, a qual tinha como finalidade buscar trabalhos que
abordassem como temaética central as demonstragdes em matematica, de modo que nos
situassemos em pesquisas realizadas na area. Assim buscamos referenciais em livros,
revistas, artigos cientificos, tese, dissertagdes e monografias.

Na segunda etapa, elaboramos um questionario, do tipo resposta livre, objetivando
analisar as demonstracgdes, realizadas pelos alunos, em Geometria Euclidiana, de modo
particular nos casos de triangulos e quadrilateros.

A etapa trés consistiu na aplica¢do dos questionarios, com estudantes do curso de
Licenciatura em Matematica, da Universidade Federal de Pernambuco (UFPE) — Centro
Académico do Agreste - CAA. E a quarta e ultima etapa foi onde analisarmos os
resultados obtidos nas respostas dos questionarios.

Para instrumento de coleta foi utilizado o questionario elaborado. Aplicado no
final do periodo letivo. Com intuito de termos um melhor resultado na coleta, pois, 0s
licenciandos j& haviam estudado um semestre com disciplina que usam demonstracdes,
mesmo que ndo tivessem tido contato com disciplinas que utilizam estas ferramentas,

anteriormente.
5.1 Sujeitos da pesquisa

Os sujeitos da pesquisa séo os discentes das turmas que cursam de Fundamentos
da Geometria Plana (FGP) e Fundamentos da Geometria Espacial (FGE). A escolha pelos
sujeitos se deu, uma vez que 0s mesmos cursam as disciplinas obrigatorias de Geometria,
do curso acima citado, e as ementas® trazem conteidos que utilizam demonstragGes.
Ressaltamos que, a disciplina de Fundamentos da Geometria plana é a primeira disciplina
obrigatdria, que os alunos usam mais frequentemente as técnicas demonstrativas em

Matematica.

1 As ementas se encontra no PCC do curso citado.
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5.2 Instrumento de coleta de dados

A opcao pelo questionario se deu uma vez que o instrumento consegue abranger
um alto nimero de sujeitos para pesquisa, além de poder ser aplicado em diferentes
horérios, fato que facilitou tanto o pesquisador como 0s sujeitos da pesquisa.

A construcdo do instrumento, foi realizada a fim de subsidiar os objetivos
delimitados para a pesquisa, nessa dire¢do Gil (2008) nos diz que, ao “Construir um
questionario consiste basicamente em traduzir objetivos da pesquisa em questdes
especificas. 7 (GIL, 2008, p. 121).

Sobre essa tematica Gil (2008), expde algumas limitagcdes deste instrumento de
coleta, como por exemplo o pesquisador apresenta uma interpretacdo da resposta
diferente daquela que o pesquisado quis dizer.

A seguir, faremos uma apresentacdo do nosso instrumento de coleta como também

uma discursdo acerca do intuito de cada questéo.
5.2.2 Apresentacdo e andlise do questionario

O questionario que nos preparamos envolvendo 0s conceitos geomeétricos, era

composto por dez questdes de respostas livres.
As questdes 1, 2 e 3, nos situa acerca dos sujeitos da pesquisa,

1. Nome

2. Semestre de ingresso No curso.

3. Disciplina que esté cursando:

Nesta parte inicial do questionario, solicitamos algumas informacbes que
poderiam nos auxiliarem nas investigacfes. Diante disso, o pedido pelo nome se da na
necessidade, no caso surgisse alguma divida ou dualidade das respostas, ficaria mais facil
localizéa-lo.

Ja 0s quesitos 2 e 3, nos auxilia quanto ao universo dos sujeitos. Dessa forma, o
semestre de ingresso no curso nos ajuda a saber qual era o periodo que o discente deveria
estar cursando, uma vez que mesmo sendo disciplinas do quinto e sexto periodo,

geralmente hd aluno de periodos posteriores cursando, na maioria dos casos por
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reprovacdes, nessas disciplinas ou em outras. Enquanto na pergunta 3, saberemos qual
disciplina ele esta cursando, fato que sera utilizado quando formos fazer a discursao dos
resultados.

Nas questdes 4 e 5, temos o intuito de analisar a relacdo dos estudantes com as

demonstracdes e a geometria durante sua escolaridade,

4. Ja pagou alguma disciplina que faz uso de Demonstragdes? Se sim qual(is)?

5. Com relacdo a geometria, quais sdo suas experiéncias na Educacéo Basica e

no Ensino Superior?

Na questdo 4, almejamos saber se 0 estudante teve algum contato com disciplinas
de demonstracGes, a fim de saber se 0 mesmo tem algum conhecimento, com relacéo as
ferramentas demonstrativas ou esta sendo o0 seu primeiro contato.

Na questdo 5, propomos que expusessem suas experiéncias (frustagdes, éxitos,
atividades, etc), com a geometria na sua escolaridade, tanto na Educacdo Basica quanto
na superior, a necessidade na basica, se da para sabermos, como e/ou se ele estudou, 0s
conteldos geométricos nessa fase de escolarizacdo, pois grande parte das dificuldades
encontradas advém do modo de ensino nesse nivel.

A questdo 6, esta relacionada ao conhecimento e nomeacao das figuras geométricas
planas, como também no reconhecimento de algumas propriedades geométricas

existentes nas mesmas.

6. De acordo com seus conhecimentos, nomeie e caracterize as figuras abaixo:

Figura A Figura B Figura C FiguraD

' b -
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Figura E Figura F Figura G

58

o
&

Na questdo 6, buscamos observar se os discentes reconheceriam algumas figuras
geométricas planas, nomeando-as e citando algumas propriedades. A escolha pelos
quadrilateros e triangulos, se deu pelo motivo de serem mais conhecidas, de modo geral,
facilitando as repostas dos alunos. Vale salientar, que essa questdo abrange dois niveis do
pensamento geométrico o da visualizacdo, no qual eles irdo visualizar é nomear as figuras
e o nivel de andlise, onde véo trazer algumas caracteristicas presentes nas figuras. Esta
etapa é imprescindivel, uma vez que é a partir dos encadeamentos dessas propriedades
gue chegamos a outros resultados.

Ja nas questdes 7 e 8, era necessario que 0s estudantes construissem um argumento
que justificasse suas respostas. Para resolucdo das duas teriam que criar uma
demonstracdo matemaética se satisfizesse o enunciado. A finalidade dessas questdes era

observar a argumentacao dos estudantes,

7. Julgue como verdadeira ou falsa a afirmacao abaixo e justifique sua resposta.
“ TODO TRIANGULO EQUILATERO E ISOSCELES”.

Com relacéo a questdo 7, solicitamos aos licenciandos que julgasse uma afirmacéo,
como verdadeira ou falso e fizesse um argumento que justificasse sua resposta, para isso
eles utilizariam informacGes (as propriedades) que os mesmos tinham colocado na

resposta no quesito 6, para facilitar os caminhos que chegassem para a resposta. Outro
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fator que auxiliaria, era um quadro em branco, onde poderiam desenhar as figuras
promovendo uma melhor visualizagdo. Ressaltamos que em ndo foi divulgado aos

licenciandos que os mesmos deveriam desenhar para auxiliar na sua resposta.

8. Como vocé demonstraria que, “em todo quadrado as diagonais sdo

congruentes”:

J& nesta questdo, os discentes eram convidados a realizar uma demonstracao
envolvendo quadrilateros. Do mesmo modo da questdo anterior, eles poderiam colher
subsidios de sua resposta na questdo 6, como um caminho para seguir, como também
utilizar o quadro para esbocar em uma figura o que é pedido na sentenca, técnica que em
alguns casos (como é o caso desta questdo) promove facilidades para interligar as
propriedades. Por se tratar de um argumento individualmente criado iremos encontrar
variaches nas respostas corretas, como também niveis diferentes de pensamentos
geométricos presentes nas repostas.

O nosso intuito na questdo 9, foi observar a reacdo dos estudantes ao responder

questBes que necessitavam de um argumento logico.

9. Descrevas as suas principais dificuldades encontradas para responder, as

questdes anteriores.

A partir das respostas analisaremos como os licenciandos reagiram a exercicios
envolvem demonstracdes, uma vez que, mesmo sendo apenas duas questbes, eles
responderam de acordo com suas experiéncias em questdes desse tipo. Desse modo,
poderiam nos apontar qual a relacdo deles com os argumentos demonstrativos.

Jé& na ultima questdo o foco foi a construgdo do argumento demonstrativo. O qual
foi perguntado aos discentes qual a parte mais dificil que 0 mesmo achava ao construir 0s
argumentos demonstrativos.

10. Qual a parte vocé acha mais dificil, em uma demonstracao

a) Definir os termos,

b) Organizar as ideias,



34

c) Entender o objetivo da prova,

d) concluir a prova. Justifique sua resposta.

Com essa resposta buscamos observar o sentimento dos discentes ao fazerem suas
demonstracdes, como também, qual a parte da demonstracdo eles geralmente apresenta
mais dificuldades. Auxiliando-nos a categorizar de acordo com suas dificuldades em cada
etapa.

Na tabela abaixo sintetizaremos os objetivos tracados e as atividades propostas
para cada questdo:

Tabela 1 - Questionario: questao x objetivos tracados.

Questao Objetivos tragados
1.
2 Mapear os sujeitos da pesquisa.
3
4. Observar as experiéncias dos licenciandos, acerca do ensino de
5 geometria e de demonstragdo na Educacgdo basica e no Ensino
superior.
6. Nomear e caracterizar figuras geométricas planas.
7. Avaliar a constru¢do do argumento demonstrativo, sob a ética na
8. teoria de van Hiele.
9. Analisar as opinides dos licenciandos com relagéo, a construcéo
10. das demonstragdes.

Fonte: O autor (2017)

Agora, apos esta explanacdo sobre o instrumento de coleta dos dados, nos
pretenderemos apresentar 0s principais apontamentos que encontramos com essa

pesquisa.
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6 ANALISE DOS RESULTADOS

Nessa parte do trabalho, nos ateremos a fazermos uma discursdo e analise dos
resultados dos dados colhidos na pesquisa, que serd dividida em perfil dos sujeitos, as
experiéncias com geometria e demonstracdes, a nomeacdo e caracterizagdo das figuras
plana, a construgdo dos argumentos e no final as opiniGes sobre as construgdes das

demonstracdes.

6.1 Perfil dos sujeitos da pesquisa

Foram respondidos 23 (vinte e trés) questionarios (os quais estdo enumerados de
Q01 a Q23), sendo desses 18 (dezoito) alunos da turma de Fundamentos da Geometria
Plana do (Q01 a Q18) e 5(cinco) da turma de Fundamentos da Geometria Espacial, do
curso de Matematica-Licenciatura, no agreste pernambucano, da Universidade Federal de
Pernambuco.

Se tratando das experiéncias com demonstracao os discentes ao responderem no
quesito 2(dois), sendo que dos 18(dezoito) de turma de FGP, 16 (dezesseis) estavam tendo
seu primeiro contato com disciplina que faz uso do argumento demonstrativo. E na turma
de FGE os 5(cinco) alunos responderam que tinha cursado apenas as obrigatdrias no
quinto e sexto periodo. Desse modo, destacaremos o questionario Q18, onde o estudante

além de dizer qual a disciplina, também relatou seu resultado nela.

Figura 2 - Resposta do Q18, questdo quatro.

4. Ji pagou alguma disciplina que fa 5, de De

Q QMQ%A\?,QA'M ( il

monstragdes? Se sim qual(is)?

Fonte: O autor (2017)

Dos alunos que afirmaram ja terem tido contato com as demonstra¢@es na turma
de FGP, destacamos 0 Q16, uma vez que 0 mesmo ja cursou as disciplinas obrigatérias e

algumas eletivas que faz uso dessa ferramenta, com excecdo da Geometria Espacial.
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Figura 3 - Resposta do Q16, questdo quatro.

&

Logo, esses dados iniciais, podemos perceber que a demonstracdo é pouco
trabalhada no curso de licenciatura em Matemética (UFPE-CAA), que o primeiro contato
com ela, s6 se da no quinto periodo do curso. Encontrando apenas alguns casos
excepcionais como o0 Q16.

Ja no que diz respeito ao ensino de Geometria na escolariza¢do os licenciando
responderam que o contato foi pequeno e que muitas vezes 0s seus professores preferiam
ndo colocar em suas aulas estes conteddos.

Nas figuras abaixo os alunos relatam que na Educagdo Basica a metodologia de
ensino era mecénica, feito apenas pelo ensino e aplicacdo de formulas, vale salientar que

esta pratica que ainda é muito utilizada nas aulas.

Figura 4 - Resposta do Q20, questdo cinco

Fonte: O autor (2017)

Figura 5 - Resposta do QO05, questdo cinco

Fonte: O autor (2017)
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Outra resposta que se destaca é a que os professores “pularam” ou ndo ensinaram
0s conhecimentos geométrico, onde os alunos afirmam que ndo foram vivenciadas aulas

que atendessem as expectativas de aprendizagem deste eixo tematico.

Figura 6 - Resposta do Q02, questao cinco.

Fonte: O autor (2017)

Figura 7 - Resposta do Q01, questao cinco.

Fonte: O autor (2017)

Por fim, apresentaremos aqueles alunos que evidenciaram satisfacdo em suas
experiéncias na escolarizagcdo com a geometria. No relato abaixo, na figura 8, o aluno
Q21, destaca seu desempenho, como também a utilizagdo desses contetdos em sua vida
estudantil.

Figura 8 - Resposta do Q22, questao cinco.

Fonte: O autor (2017)
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Novamente 0 Q16, apresenta-se com destaque em suas experiéncias, pois o
mesmo relata ter participado de curso ofertado pelo Instituto de Matematica Pura e
Aplicada (IMPA), para alunos aprovados nas Olimpiadas brasileiras de Matematica.

Figura 9 - Resposta do Q16, questao cinco

Fonte: O autor (2017)

Portanto, diante dessas repostas podemos perceber que o ensino de Geometria é
ainda pouco trabalhado na Educacéo Bésica, e quando é trabalhado geralmente é de forma
tradicional, com memorizacdo e aplicacdo de formulas, utilizando aulas expositivas e
resolucdes de exercicios, ndo instigando o senso geométrico dos alunos. Ressaltamos que
segundo os PCN, o ensino desse eixo deve ser iniciado nos primeiros anos do Ensino
Fundamental. Esse problema pode acarretar em grandes dificuldades para os alunos que

tem que trabalhar com demonstra¢fes no ensino superior.

6.2 Nomeacdo e caracterizacdo das figuras geométricas

Na questdo 6(seis), era solicitado que os estudantes nomeassem e citassem
algumas propriedades de figuras plana, essas capacidades estdo relacionadas,
respectivamente, ao o nivel 0 (visualizacdo) e o nivel 1 (analise), da teoria do pensamento
geométrico do casal van Hiele, como afirma Kaleff (1992), Crowley (1994) e
Walle(2009) e Villiers(2010).

Para analise dessa questao, definiremos a tipologia do erro, nela classificaremos

as respostas em quatro tipos, vejamos a discricdo da tipologia na tabela abaixo:

Tabela 2 — Tipologia do erro para a questao seis.

Resposta em branco Quando o discente ndo respondeu a
questdo
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Resposta incorreta Quando o discente respondeu a questdo de
maneira errada.

Respostas correta insatisfatoria (apenas | Quando o discente a respondeu a questao,
nomeou) apenas nomeou e ndo citou propriedades
das figuras ou ndo  respondeu
completamente.

Resposta correta satisfatoria Quando 0 discente respondeu
corretamente & questdio nomeando e
citando  propriedades das  figuras
geomeétricas.

Fonte: O autor (2017)

A tabela abaixo, apresenta a quantidade dos alunos de acordo com suas respostas

em cada tipologia do erro,

Tabela 3 - Tipologia do erro x quantidade de respostas, questao seis.

Tipologia do erro Quantidade de respostas
Resposta em branco 2
Resposta incorreta 0
Respostas correta insatisfatoria (apenas nomeou) 8
Resposta correta satisfatoria 13

Fonte: O autor (2017)

A partir das informac6es da tabela podemos apontar como positivo, nenhum aluno
ter errado a questdo e apenas 2 deixaram a resposta em branco, como primeiro resultado
é que, pelo menos, os 21 alunos ja passaram do primeiro nivel do pensamento geométrico,
a visualizacéo.

O gréfico abaixo, nos mostra a distribuicdo percentual na tipologia de repostas
corretas, onde apresenta uma percentual maior de respostas satisfatoria como vimos na
tabela acima.

Gréfico 1: Respostas corretas, questao seis

B Resposta correta satisfatéria B Resposta correta insatisfatoria

Fonte: O autor (2017)
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Percebermos que esse numero de 62%, ja teriam passo do nivel 1, que é anélise,
onde eles conseguem nomear e perceber propriedades existentes nas figuras, essa
organizacdo das propriedades € um dos passos para conseguimos chegar para a
demonstracoes.

Ja com nos referindo aos outros 38% que ndo conseguiram atingir a expectativa
total com a atividade, entendemos que 0s mesmos ainda estdo no estagio de transicao,
onde ainda ndo conseguem enxerguem algumas propriedades que dentro das figuras ou
tem dificuldades na linguagem especifica da area como afirma Villiers (2010), no nosso
referencial.

Vejamos algumas repostas abaixo trazidas pelos estudantes ao responde a questéo
seis.

Figura 10 - Resposta Q18 da questao seis
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Fonte: O autor

O licenciando Q18, traz em sua resposta pelo menos duas propriedades de cada
figura, essas informagdes o auxiliara a responder questdes posteriormente, no
questionario. Salientamos também a listagem das propriedades com uma fase inicial de
um argumento demonstrativo. Este licenciando pode ser categorizado como consolidado
no nivel 1, da teoria do casal van Hiele.

Nas suas respostas os discentes Q10 e Q11, conseguiram atingir uma parte dos
objetivos tracados, sendo consideradas respostas corretas insatisfatoria, pois ndo podemos

negar o que foi construido pelo estudante.
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Figura 11 - Resposta Q11 da questéo seis.

ﬁthivn;npn'

Fonte: O autor (2017)

O discente Q11, ndo nomeou do todas a figuras como também sé conseguiu citar
propriedades, de apenas 2, as figuras A e C, sendo assim ele estaria caracterizado no nivel
1, pois como nos apresenta Walle (2009) e Kaleff (1992), que neste estagio o sujeito ainda
ndo apresenta dominio em fazer inferéncias nas propriedades implicitas nas figuras.

Figura 12 - Resposta Q10 da questéo seis.

Fonte: O Autor (2017)

Diferentemente de Q11, o discente Q10 apenas conseguiu homear as todas figuras
estando focado apenas na visualizagdo, estando ainda na transicao do nivel 0 para o nivel
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1 da teoria do pensamento geométrico de van Hiele, sendo necessario que 0 mesmo tendo
mais enfoque nas atividades de reconhecimento das propriedades explicitas e implicitas.

Deste modo, nomear e caracterizar as figuras € a fase inicial para demonstramos
em geometria, como traz a teoria do casal van Hiele. Por meio dos dados obtidos podemos
perceber que esse estagio ja foi alcancado pela a maioria dos estudantes da turma, fato
que ndo nos deixa surpreso, pois mesmo sendo pouco trabalhado na Educacéo Bésica,
como vimos anteriormente, também sdo vistos de maneira sutil em algumas disciplinas

no Ensino Superior.
6.3 Construcdo do argumento demonstrativo

Nas questdes sete e oito, os alunos tiveram que realizarem demonstracGes para
responderem. Utilizaremos a mesma tipologia do erro adotada para questéo seis.
Na questdo sete, encontramos os resultados apresentados na tabela 5, a seguir:

Tabela 4 - Tipologia do erro x quantidade de respostas, questdo sete.

Tipologia do erro Quantidade de respostas
Resposta em branco 4
Resposta incorreta 5
Respostas correta insatisfatoria 0
Resposta correta satisfatoria 14

Fonte: O autor (2017)
Agora apresentaremos no grafico abaixo, o percentual de cada tipologia na
questdo sete:

Gréfico 2: Percentual de respostas tipologia do erro, questao sete.

B Resposta em branco MW Resposta incorreta

Respostas correta satisfatoria B Resposta correta insatisfatéria

Fonte: O autor (2017)
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A partir desses dados, notemos que mais de 60%, da turma, consegui acerta a
questdo, o que consideramos um dado satisfatorio, uma vez que se fazia necessério
construir um argumento para se validada a reposta. Com relacéo, as respostas incorretas
notaram-se que os licenciandos utilizaram um argumento bem parecido com o correto,
mas se confundiram entre a sentenca com a sua reciproca, na hora de demonstrar.
Novamente podemos tratar como positivo, termos apenas 17% das respostas em branco.

Nas figuras 13, 14 e 15, observaremos trés repostas corretas, mas argumentadas
de formas diferentes, fato comum nesse tipo de exercicio, visto que a construcdo do
argumento de demonstracao é algo variado, ou seja, pode ser feito de maneiras diversas.

Figura 13 - Resposta do Q20, questao sete.

Fonte: O autor (2017)

Nesta resposta o discente Q20, utilizou a propriedades dos lados das figuras para
se chegar a concluséo. Note também que 0 mesmo ndo utilizou o espaco destinado para a
figura. Esse pensamento geométrico estaria no nivel de deducdo informal, pois ja
consegue inter-relacionar propriedades nas figuras conseguindo chegar a novas
conclusdes utilizando essas ideias.

Ja 0 Q17, utilizou outra propriedade para justificar sua resposta como veremos

abaixo na figura 14,
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Figura 14 - Resposta do Q17, questao sete.

Fonte: O autor (2017)

O Q17 utilizou a propriedade dos angulos da base para argumentar sua resposta,
mesmo que de forma indireta, uma vez que respondeu “dois angulos internos iguais”, que
consequentemente séo os da base, note que ele também néo utilizou o desenho de figuras
como recurso facilitador. Esse pensamento apresentado por Q17, pode ser categorizado
no nivel de deducdo informal, pois ja consegue realizar inferéncias com as propriedades
das figuras.

Diferentemente dos dois casos apresentados acima, o licenciando Q19, fez uso do
recurso do desenho da figura na sua resolucdo, como podemos ver na proxima figura.
Esse artificio € muito utilizado para fazer demonstraces em Geometria, no entanto

apenas sete alunos que responderam corretamente a questao utilizaram.

Figura 15 - Resposta do Q19, questao sete.

Fonte: O autor (2017)
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Foi utilizado como argumentacdo a juncdo das propriedades usadas nos dois
exemplos anteriores (lados e angulos), como também a visualizacdo das figuras e das
propriedades, fato que o coloca com um pensamento geométrico no nivel superior aos
anteriores, apresentando assim um estagio de deducdo formal, de modo que expde
afinidade com sistema dedutivo utilizando termos relacionais comuns nesses sistemas.

Dentre as respostas incorretas, dois estudantes Q13 e Q11, nos chamam atencéo
como veremos a seguir. O estudante Q11, utilizou as propriedades dos lados para
fundamentar sua demonstracdo, mas ndo conseguiu correlacionar as propriedades da
figuras devidamente. Como observaremos agora.

Figura 16 - Resposta do Q11, questao sete.

Fonte: O autor (2017)

O licenciando errou a questdo ao dizer equivocadamente que por ter trés e nao s
dois lados iguais, o Triangulo equilatero ndo seria isdsceles, vale destacar também que a
figura desenhada por ele, pode ter prejudicado na resposta, pois fez analogia apenas a um
dos triangulos citados no exercicio. No entanto ressaltamos que as propriedades citadas
por ele das figuras estdo corretas, sendo assim podemos categoriza-lo na transi¢do do
nivel da analise, para o nivel da dedugdo informal, tomando como atividade para
relacionar as propriedades das figuras.

Enguanto o Q13 conseguiu inferir que o tridngulo equilatero possui também dois
lados iguais, mas ndo alcangou uma conclusao que fosse correta.
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Figura 17 - Resposta do Q13, questao sete.

Fonte: O autor (2017)

O discente conseguiu construir um argumento, contudo errou quando foi concluir
sua demonstracdo, um erro que podemos considerar mais conceitual, ja que conseguiu
realizar as inferéncias nas propriedades das figuras, estando assim no nivel 2, na teoria
do pensamento geométrico.

Na oitava questdo, foi a que mais encontramos heterogeneidade nas respostas, por
esse motivo iremos detalhar mais repostas dos licenciando, ja que o0 quesito merece
atencdo especial.

Figura 18 - Resposta Q02 da questao oito.

Fonte: O autor (2017)

O Q02 usou algumas propriedades implicitas e explicitas dos quadrados na sua

demonstracédo, além de ser o Unico a empregar o Teorema de Pitdgoras nessa questao, ele



47

demonstrou ter dominio de termos de inferéncias “note que”, “Temos”, “como”, “entdo”,
utilizando de modo correto as hipdteses, acarretando numa conclusdo plausivel, sendo
assim com caracteristica dos objetos do pensamento no nivel 3, estando seu argumento
categorizado como deducdo formal.

O Discente Q23, também chegou a uma conclusdo aceitavel, mesmo tendo tomado

o0 caminho bem diferente do caso acima.

Figura 19 — Resposta do Q23, questao oito.

Fonte: O autor (2017)

O discente aplicou as ideias de congruéncia de Triangulo para chegar a concluséo
de sua demonstracdo, note que ele usou simbologias da linguagem especifica da
Matematica, como também termos de inferéncias. Estando no nivel de pensamento de
deducéo formal. Essa reposta foi bem perecida com a dada pelo estudante Q16. Utilizando
a mesma ideia e estando categorizado no mesmo nivel.

Figura 20 — Resposto do Q16, questao oito.

Fonte: O autor (2017)
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A figura 20 abaixo, mostra a resposta do Q16 da questdo oito, onde 0 mesmo

observou os lados do quadrado para usar a propriedade do teorema de triangulo isosceles.

Figura 21 — Resposto do Q23, questao oito.

Fonte: O autor (2017).

Notemos que o licenciando tragou as diagonais do quadrado a fim de ter dois
triangulos isosceles e congruentes, conseguindo assim chegar a uma conclusédo. Logo, sob
a Otica da van Hiele, estdo no nivel 3 do pensamento geomeétrico.

Nas proximas figuras, observamos que as respostas sdo parecidas, pois 0S
licenciandos em todos os casos relataram as propriedades, mas nao chegaram a conclusao

cabivel, j& que ndo conseguiram relacionar de forma correta.

Figura 22 - Resposta Q20 da questao oito.

Fonte: O autor (2017)
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Veja que o licenciando Q20, apenas trouxe a propriedade dos lados dos quadrados
e depois logo deduziu sé com aquele resultado a concluséo.
Jé& as repostas do Q15 e Q11, estdo parecidas com a anterior onde utilizam do fato

da congruéncia dos lados para concluir a congruéncia das diagonais.

Figura 23 - Resposta Q15 da questéo oito.

Fonte: O autor (2017)

Figura 24 - Resposta do Q11, questao oito.

Fonte: O autor (2017)
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Ja o licenciando QO01, listou algumas propriedades e sem relaciona-la chegou a

uma conclusdo como podemos ver na figura 25.

Figura 25: Resposta Q01 da questéo oito

Fonte: O autor (2017)

Podemos categorizar esses quatro casos como no nivel de transicao da analise para
deducdo formal. Nos casos abaixo os estudantes também estdo classificados nesse
mesmo nivel de transicdo. Os licenciandos Q22 e Q14 sé iniciaram 0 argumento
demonstrativo.

Figura 26: Resposta do Q22, questéo oito.

Fonte: O autor (2017)
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Figura 27 - Resposta do Q14, questao oito.

Fonte: O autor (2017)

A construcdo do argumento demonstrativo € um processo muito delicado que
exige do individuo, além de conhecimento conceitual do conteddo, também que utilize
regras de inferéncias para se obter éxito. Esta complexidade na construcao esta explicita
na Teoria do casal van Hiele, onde abordam a temética em trés niveis do pensamento.
Ainda nessa dire¢do, Nascimento (2008), enfatiza que ao estudar a geometria ensinada no
Ensino Superior requer tempo e amadurecimento, porque os contetdos sdo trabalhados
de forma mais abstrata utilizando o modelo I6gico dedutivo, que € algo novo.

Com relacdo aos dados obtidos, foi constatado que a maioria dos licenciandos
estdo na fase de transicdo do nivel um para o nivel dois, uma vez que conseguem fazer
demonstragdes, entretanto falta maturidade na escrita, de modo especial na utilizagéo de
termo relacionais, tal fato pode ser explicado, no entanto por serem 0s primeiros contatos
com esse tipo de atividade.

6.4 Opinides acerca da construcdo de demonstracdes

Nas questdes nove e dez os licenciando eram indagados sobre suas habilidades
para construir demonstragoes.

Com relagdo a questdo nove, apenas um licenciando deixou em branco e quatro
relataram que ndo tiveram nenhuma dificuldade. Enquanto trés associaram suas
dificuldades com os problemas adivinho do ensino da geometria durante seu periodo de

escolarizacéo.
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Figura 28 - Resposta do Q01 da questédo nove.

Fonte: O autor (2017)

Ja sete licenciandos reclamaram das dificuldades de lembrarem dos conceitos

aprendidos na disciplina de Fundamentos de geometria plana.

Figura 29 - Resposta do Q14 da questédo nove.

Fonte: O autor (2017)

O fato que mais chamou atencdo foi a resposta de oito alunos que disseram que
apresentavam problemas na organizacdo das ideias para construir 0 argumento
demonstrativo. Vejamos nas figuras 29 e 30, as respostas do Q20 e do Q02, onde

descrevem essa dificuldade.

Figura 30 - Resposta do 20 da questao nove.

Fonte: O autor (2017)
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Figura 31: Resposta do 02 da questéo nove.

Fonte: O autor (2017)

Se referindo a questao dez, apresentaremos os dados na tabela abaixo:

Tabela 5 - Resposta questédo dez

a) Definir os termos 07
b) Organizar as ideias 13
c) Entender o objetivo da prova 01
d) concluir a prova 00
Todas 02

Fonte: O autor (2017)

Novamente, os licenciandos expressaram suas dificuldades em organizar as ideias
como a parte mais complicada para eles. Outro ponto que merece destaque é que 0s itens
a) e b) foram os mais citados pelos estudantes, observe que estes itens se referiam a parte
inicial da demonstracdo. Com esses dados podemos apontar que a parte inicial é o que

mais dificulta a construcéo.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

As demonstracdes sdo ferramentas indispensavel para o avanco da Matematica,
entretanto, sdo motivos de grandes dificuldades para alunos na graduagdo, de modo
especial, nos cursos de licenciatura.

Notamos que no curso de Matematica - Licenciatura da UFPE-CAA, na disciplina
de Fundamentos da Geometria Plana -a primeira disciplina obrigatoria a fazer uso das
demonstracgdes - os discentes apresentavam dificuldades, na construgdo dos argumentos,
acarretando, na maioria dos casos, a reprovagdo na disciplina, segundo relatos dos
mesmos. Sendo assim, nossa pesquisa teve o intuito de fazer uma investigacdo da
construcdo do argumento demonstrativo, nas turmas que estudavam Geometria
Euclidiana, empregando a teoria do pensamento geometrico do casal holandés van Hiele.

Como resultado da pesquisa, constatamos que 0s conteldos geométricos ainda sdo
poucos trabalhados na Educacdo Basica, trazendo dificuldades nessa area para os alunos
quando ingressam no Ensino Superior, pois nesse nivel o ensino é feito de maneira
diferente, sendo necessario que o estudante tenha consolidados conceitos anteriores.

Percebemos que os licenciandos ainda apresentam problemas em relacionar as
propriedades implicitas e explicitas nas figuras, mesmo ja as reconhecendo e nomeando-
as. Percebemos que esse fato atrapalha os discentes ao iniciarem a construcdo da
demonstracdo. Além disso, constatamos que a maioria dos estudantes ainda néo
apresentam dominio dos termos de inferéncias, fazendo com que sua argumentacgdo perca
0 sentido para concluséo.

No que se refere ao nivel de pensamento geométrico de van Hiele, averiguamos
que a maioria dos estudantes figuram no estagio de deducéo informal, j& que conseguem
fazer demonstracdes, apresentando, contudo, algumas dificuldades evidenciadas no
paragrafo acima. Podemos considerar esse resultado como esperado, de modo que a partir
de experiéncias futuras de pratica com as demonstracdes, espera-se que 0s alunos
adquiram uma maturidade para demonstrar.

Por fim, verificamos que os estudantes sentem mais dificuldade na parte inicial de
organizacdo das ideias e na definicdo dos termos para construcdo das demonstracoes.
Diante disso concluimos que as dificuldades nas demonstracdes, estdo além das
dificuldades conceituais da geometria.

Portanto, a partir da pesquisa, salientamos a importancia de uma disciplina

especifica de iniciacdo a logica matematica, nos periodos iniciais do curso Matematica-



55

licenciatura da UFPE-CAA, bem como a criacdo de projetos de pesquisas e extensao
voltados para revisdo de contetdos da Educagéo Béasica. Além disso, ainda sugerimos aos
poucos ir trabalhando com demonstraces em disciplinas no inicio do curso.

Como sugestdo de pesquisa futuras, uma investigacdo sobre os avancos do
pensamento geométrico durante o desenvolvimento da disciplina de Fundamentos da
Geometria Plana. Outra sugestdo interessante seria analisar o que entendem os
licenciando sobre de demonstragfes antes do quinto periodo, no curso de graduagdo acima

citado.
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ANEXOS

Questionario

Prezados discentes, este questionario faz parte de minha pesquisa de Trabalho de concluséo
de curso, que visa investigar o nivel de pensamento geométrico presente nas demonstracdes,
no curso de Licenciatura em Mateméatica, UFPE-CAA. Diante disso, peco responsabilidade
nas suas respostas. Desde de ja, garanto o SIGILO das informagdes nele contidas, sendo
utilizadas posteriormente para a analise dos dados. Atenciosamente, Andréson da Silva
Alquino.

Questionario

1. Nome

2. Semestre de ingresso no curso.

3. Disciplina que esta cursando:

4. Ja pagou alguma disciplina que faz uso de Demonstragdes? Se sim qual(is)?

5. Com relagdo a geometria, quais sdo suas experiéncias na Educacao Bésica e no

Ensino Superior?

6. De acordo com seus conhecimentos, nomeie e caracterize as figuras abaixo:

Figura A Figura B Figura C Figura D




Figura A

Figura E

Figura F
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Figura G

Y

[

Figura B

Figura C

FiguraD

Figura E

Figura F

Figura G




7. Julgue como verdadeira ou falsa a afirmacéao abaixo e justifique sua resposta.
“ TODO TRIANGULO EQUILATERO E ISOSCELES”
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8. Como vocé demonstraria que, “em todo quadrado as diagonais sdo congruentes”:

9. Descrevas as suas principais dificuldades encontradas para responder, as questdes

anteriores.




10. Qual a parte vocé acha mais dificil, em uma demonstracao
a) Definir os termos,
b) Organizar as ideias,
c) Entender o objetivo da prova,

d) concluir a prova. Justifique seu pensamento.
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