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RESUMO

A teoria de sistemas dindmicos simbolicos, que explora as propriedades de sequéncias
com restrigoes, ¢ aplicada em problemas nas areas de comunicagao digital e armazena-
mento de dados. Estes sistemas sao especificados por um conjunto minimo de sequéncias
proibidas O, ou alternativamente, por um grafo direcionado rotulado, denominado de grafo
de contextos. O contexto a direita de uma palavra w de um sistema dinamico simbdlico é
o conjunto de todas as palavras que podem seguir w. Neste trabalho, emprega-se o con-
ceito de conjunto de restricoes de uma palavra que unicamente caracteriza o seu contexto
a direita para a classe dos sistemas dinamicos simbélicos periddicos (PFT, periodic shift of
finite type) para estender o algoritmo de SF'T, fundamentado no conceito de conjunto de
restricoes, para a construcao do grafo de contexto para esta classe. Conjugando conceitos
da teoria de dinamica simbolica e da teoria dos automatos, definimos um conjunto finito
de palavras, denominado de conjunto suficiente de classes de representantes W, que gera
todos os possiveis contextos a direita, para sistemas em que o conjunto O é infinito, de-
nominados de sistemas dindmicos simbolicos de memoria infinita (SSS, strict sofic shift).
Utilizando a cardinalidade de W determinamos um limitante para o niimero de elementos
de um conjunto necessario e suficiente de classes de representantes de contextos de um
SSS. Por fim, usando um procedimento sistematico para a particao deste conjunto, pro-
pomos um novo algoritmo para a construcao do grafo de contextos para a classe de SSS,

construcao esta que ¢ um problema em aberto na literatura.

Palavras-chave: Engenharia Elétrica. Dindmica simboélica. Autématos. Grafo de contex-

tos. Sequéncias com restricoes.



ABSTRACT

The theory of symbolic dynamic systems, which explores the properties of constrained
sequences, is applied to problems in the areas of digital communication and data storage.
These systems are specified by a minimum set of forbidden sequences O, or alternatively,
by a labeled directed graph, called the follower set graph. The follower set of a word w of
a dynamic symbolic system is the set of all words that can follow w. In this work, we use
the concept of a set of restrictions of a word that uniquely characterizes its follower set for
the class of PET (periodic shift of finite type) to extend the SFT algorithm, based on the
concept of set of constraints, for the construction of the follower set graph for this class.
Combining concepts from the theory of symbolic dynamics and the theory of automata,
we define a finite set of words, called a sufficient set of classes of representatives W, which
generates all possible follower sets, for systems where the set O is infinite, called dynamic
symbolic systems of infinite memory (SSS, strict sofic shift). Using the cardinality of
W we determine a limit for the number of elements in a necessary and sufficient set of
classes of follower sets representatives of an SSS. Finally, using a systematic procedure
to partition this set, we propose a new algorithm for the construction of the follower set

graph for the SSS class, a construction that is an open problem in the literature.

Keywords: Electrical Engineering. Symbolic dynamic. Automata. Follower set graph.

Constrained sequences.
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1 INTRODUCAO

A area de dinamica simboélica surge a partir da concepcao de sistemas dinamicos com
os trabalhos em topologia de Marstson Morse no inicio do século vinte (Morse | (1921)). A
idéia destes trabalhos foi oferecer uma descricao algébrica dos sistemas dinamicos que per-
mitisse traduzir comportamentos geométricos da evolucao destes sistemas com o tempo.
Esta abordagem é recorrente na histoéria da ciéncia uma vez que a representacao algébrica,
em geral, oferece uma maior facilidade nas operacoes com os elementos do sistema e um
grande poder de generalizacdo do seu comportamento geométrico. A teoria de dinamica
simboélica ¢ usada como ferramenta matematica na teoria de coédigos e teoria da informacao
(Lind | (1995) e Blahut | (1987))). Na teoria de codigos podemos citar os sistemas que em-
pregam os codigos de linhas ou cédigos restritivos, que restringem as possiveis sequéncias
de saida do codificador, adequando-as as caracteristicas do canal (Lind | (1995)).

Em dindmica simbdlica, os sistemas dinamicos simbolicos (SS, shift space) sdo sistemas
que estao vinculados a um conjunto F de palavras proibidas, sobre um alfabeto finito A,
que pode ser finito, denominado de sistema dinamico simbolico de memoéria finita (SF'T,
shift of finite type) ou infinito, denominado de sistema dindmico simbolico de memoria
infinita e todas as palavras sobre A sem fatores em F formam a linguagem L do sistema. A
unica lista minima de palavras proibidas, denotada por O, é chamada a colecao de todas as
palavras proibidas minimas (Lind |, 1995, p. 12). Uma classe particular de SS constitui os
sistemas dinamicos simbdlicos regulares (SSRs), também conhecidos como sofic shifts que
sao sistemas que possuem representacoes geométricas descritas através de grafos rotulados
com um nimero finito de estados. Existe um maior interesse no estudo desses sistemas
em virtude das diversas aplicagoes praticas associadas aos mesmos. Por exemplo, em
engenharia elétrica, sistemas usados para armazenar ou transmitir informacao digital sao
modelados como um SSR/SFT (Marcus |(1992), Immink | (1995)), Marcus | (1999) e Immink

(2001)).

Exemplos de SFTs com alfabeto binario sdo o MTR(j) - mazimum transition run -
que restringe o namero méaximo de 1’s consecutivos a j e o RLL(d, k) - run-length limited
- que restringe o nimero minimo de 0’s consecutivos a d e o maximo a k. Estes sao
SE'Ts em que as restricoes sao globais, porém, restricdes tém sido apresentadas para as
quais as proibicoes ocorrem de forma periddica, como por exemplo, a restricao TMTR -
time-varying mazimum-transition-run - proibe que a palavra 111 seja iniciada em indices
impares de uma sequéncia. Para modelagem adequada de restricoes como as TMTR, em
que as proibicoes dependem do indice ou fase da sequéncia, a classe dos sistemas dinamicos
simbdlicos periodicos (PFT, periodic shift of finite type) foi introduzida em Moision | (2001)
e Bal | (2011). A Figura mostra a classificacao dos sistemas simbolicos.

O contexto a direita de uma palavra w é o conjunto de todas as palavras na lingua-
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Figura 1.1 — Classificacao de Sistemas Simbdlicos.

SFT(O & finito)
SSR
55 55500 & infinito)
Sistemas simbdlicos nio regulares

Fonte: O Autor (2020).

gem L de um SS que podem ser concatenadas a w pela direita, formando palavras de
L. Se duas palavras tem o mesmo contexto a direita elas sdo chamadas de palavras de
contextos a direita equivalentes. Os possiveis contextos & direita de um SSR permitem a
construcao de uma representacao, o grafo de contextos, que ¢ uma representacao reduzida
com o menor numero de estados para certas classes de SSRs de interesse pratico. Esta
representacao reduzida para o caso de um SF'T é obtida, em geral, através de um proce-
dimento de dois passos: o primeiro consiste em gerar uma representagao inicial (alguns
métodos sao propostos em |Lind | (1995) e |Crochemore | (1998])). O segundo passo é aplicar
um algoritmo de minimizacao de vértices da representacao para identificar vértices da
representacao inicial com o mesmo contexto a direita. Uma abordagem alternativa para a
classe de SEF'Ts proposta em (Chaves | (2014), inicialmente determina o conjunto de vértices
da representacao reduzida sem determinar um grafo inicial e depois calcula a transicao
entre vértices e sua rotulagao. Esta abordagem permite uma reducao na complexidade,
desde que a transicao e rotulacao sejam calculadas apenas para um conjunto reduzido
de vértices. Dai, ¢ de interesse a construcao de algoritmos de baixa complexidade que
gerem representacoes reduzidas para outras classes de SSR. Observa-se que nao existe
na literatura algoritmos que gerem tais representacoes quando o SSR ¢ um SSS. A ideia
central em [Chaves | (2014)) consiste na defini¢cao do conjunto de restri¢oes (Chaves |, [2014]
Defini¢ao 1) e da equivaléncia deste com o contexto a direita (Chaves |, 2014, Teorema 1).
Fundamentado neste fato, propomos nesta tese como objetivo principal um algoritmo para
construcao de representacoes reduzidas para a classe de SSSs. Este algoritmo possui parte
da sua complexidade equivalente ao algoritmo do Crochemoore (Crochemore | (1998))) adi-
cionada a uma complexidade extra associada a comparacao dos conjuntos de restri¢oes de
palavras de comprimento maximo associadas a simbolos que causam ambiguidade. Como
primeira contribui¢cao mostramos, no Capitulo [3| que o algoritmo proposto em [Chaves
(2014) pode ser estendido para construgao de uma representacdo reduzida para a classe
dos PFTs.

No Capitulo 4] apresentamos mais duas contribuicoes desta tese, sendo uma delas a
determinacao de um conjunto finito suficiente de classes de representantes que gera todos

0s possiveis contextos a direita para um SSS através da caracterizacao do conjunto O
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como uma expressao regular. A outra contribuicao é a obtencao de um limitante para o
numero de elementos de um conjunto necessario e suficiente de classes de representantes
de contextos de um SSS. No Capitulo 5] apresentamos a principal contribuigao da tese,
o algoritmo para construcao do grafo de contextos para a classe dos SSSs. Acreditamos
que a grande relevancia dessa contribuicao reside no fato de propormos um algoritmo de
baixa complexidade, uma vez que nao necessitamos de representagoes iniciais do sistema
para posterior minimizacao de estados e, que generaliza a obtencao do grafo de contextos
para a classe dos SSSs. A seguir apresentamos uma breve descricao dos topicos e resul-
tados apresentados nos capitulos que compoem a tese, em que todos os resultados nao
referenciados determinam a contribuicao do nosso trabalho.

No Capitulo [2| apresentamos uma breve revisao sobre dinamica simbolica (Lind
(1995)), conjunto de restricoes e suas propriedades, mascara de restri¢do, memoria de
restricao e uma descricao detalhada dos passos do algoritmo proposto para a classe dos
SFTs (Chaves | (2014))).

No Capitulo 3]fazemos uma descrigao, por fase, dos resultados apresentados em [Chaves

(2014) e estendemos o algoritmo nele proposto para a construcao de uma representacao
reduzida para a classe dos PFTs.

No Capitulo (4] utilizamos a teoria dos automatos para descrever o conjunto O como
uma linguagem regular, através do uso de expressoes regulares; usamos esta descricao para
determinar de forma explicita um conjunto finito suficiente de classes de representantes
que gera todos os possiveis contextos a direita de um SSS e derivamos da cardinalidade
deste um limitante para o nimero de elementos de um conjunto necessario e suficiente de
classes de representantes de contextos de um SSS.

No Capitulo [5| apresentamos um novo algoritmo para obter o grafo de contextos para a
classe dos SSSs, descrevendo cada passo e ilustrando a aplicacao do mesmo em exemplos
diversos.

Finalmente, no Capitulo [f] apresentamos as conclusoes e sugestoes para trabalhos

futuros.
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2 PRELIMINARES

Este capitulo apresenta uma revisao de conceitos sobre dindmica simbélica (Lind
(1995)), partigbes, conjunto de restrigdes, mascara de restrigdo, memoria de restrigdo e
construcao do grafo de contextos para a classe dos sistemas dinamicos de memoria finita

(Chaves | (2014)), necessérios para o desenvolvimento desta tese.
2.1 DINAMICA SIMBOLICA

Seja AZ o conjunto de sequéncias bi-infinitas « = (z;),, = ~~T_22_120x;--- de simbolos
de um alfabeto finito A. Uma sequéncia finita de simbolos consecutivos w = aias---a,, a;
e A, 1 <i<n échamada uma palavra ou bloco em A de comprimento n. Uma palavra
w ¢ um fator de um ponto x € A%, denotado por w < z, se existem inteiros i < j, tais que
W = Z;T;1---2;. Escreve-se w <; x para enfatizar que w é um fator de x iniciando no indice
i. A nocao de fator de um ponto x pode ser naturalmente estendida para a nocao de fator
de uma palavra e usar-se-4 a mesma notacao. O conjunto de todas as palavras sobre A
incluindo a palavra vazia € que satisfaz we = ew = w é A*, em que we é a concatenacao
da palavra w com a palavra vazia €.

A aplicagao deslocamento o : A% - A% é definida por o (z) = y com y; = 2;41. Observe
que o é inversivel e o1 é tal que 07! (y) = x com x; = y;_;. Denota-se por o (k > 0) a

composicao de o por ela mesma k-vezes, ou seja,

O =00--00.

k-vezes

Seja F uma cole¢ao de palavras sobre A e seja X4 o subconjunto de A% formado por
sequéncias bi-infinitas que nao possuem como fator uma palavra de F. Neste contexto, F
é referido como uma lista de palavras proibidas. Um Sistema Dinamico Simbolico (SS) é
um conjunto X = XZ. Se no contexto niao houver confuséo sobre o alfabeto usado, utiliza-
se a notacao mais simples X = Xgy. Quando F ¢é finito diz-se que X ¢é de tipo finito e
denota-se por SFT (shift of finite type). E importante observar que um SS X é invariante

por deslocamento, ou seja, o (X) = X.

Exemplo 2.1. Seja X o conjunto de todas as sequéncias bindrias em que ndo ocorrem

dois 1’s consecutivos. Dai, X = Xg, em que F = {11}. Observe que este espago é um SFT.

Denota-se por B, (X) o conjunto de todas as palavras de comprimento n que ocorrem

em pontos de um SS X e a linguagem de X é a colegao
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em que By (X) = ¢, ou seja, L é o conjunto de todas as palavras que ocorrem em pontos
de X, incluindo a palavra vazia e. E importante observar que a linguagem de um SS X
é fatorial e prolongével, isto ¢, se w € L entao todo fator de w também esta em L, além
disso, existem palavras nao vazias u e v em L tal que uwv € L. Um SS é completamente
determinado pela sua linguagem (Lind |, 1995, Proposi¢ao 1.3.4), o que garante que dois
SSs sao iguais se, e somente se, possuem a mesma linguagem. Um SS X com linguagem
L é irredutivel se para todo par ordenado de palavras u, v € L existe w € L tal que
uwv € L. Observe que o SF'T do Exemplo [2.1] é irredutivel, pois, quaisquer duas palavras
da linguagem conectadas por uma sequéncia de zeros gera uma palavra que pertence a
linguagem.

O contexto a direita de uma palavra w € L, denotado por F' (w), é o conjunto de todas
as palavras em L que quando concatenadas a w pela direita, forma-se uma palavra em
L,isto é, F(w)={ueL: wue L}. Duas palavras w, u com o mesmo contexto a direita
F(w) = F (u) sao ditas equivalentes. Uma palavra w = w;---w,, é uma proibicdo minima,
se w ¢ L e ambas wy--w,_1 € L e wy--w, € L. Denota-se por O o conjunto formado por
todas as palavras proibidas minimas de um SS. Devido a unicidade de O (Lind | (1995,
p. 12), quando X é um SFT pode-se definir a memoria de X por m = 1\1/1139)({|u| -1}. E
importante observar que a minimalidade de O garante que a linguagem formada por este
conjunto ¢ antifatorial (Crochemore | (1998))), ou seja, Yu,v € O com u # v entdo, u nao
é um fator de v.

Seja u € A*, o conjunto de prefixos de u é definido como P (u) = {v| I3t € A* com vt =
u}, como uma extensdo natural, se M ¢ A* entao P (M) = utJM(P (u). Similarmente, o
conjunto de sufixos de u é definido como 8 (u) = {v| 3 t € A* com tv = u} e para um
subconjunto arbitrario M de A*, § (M) = utJMS (u). Observe que u € P (u),8 (u), pois,
g € A* e ue = eu = u; dai, os conjuntos dos prefixos e sufixos proprios de u sao dados,
respectivamente, por P (u) \ {u} e § (u) ~ {u}. A extensao de uma palavra w € A* por

outra palavra v € A* é wv. Dados dois conjuntos By, By € A*, define-se:

B B;' = {w; e A*| wyw € By para w € By}
Bi'By = {wy € A*| wwy € By para w € By}

Exemplo 2.2. Para By = {aabed, badd} e By = {d,baddc}, tem-se

P(By) = {e,a,b,aa,ba, aab, bad, aabe, badd, aabed}
S8(B2) ={¢,c,d,dc,dde, addc, baddc}

B B3 = {aabc, bad}

BBy = {c}
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Figura 2.1 — Ezemplo de Grafos.
b
0 1
' 0

ED.

ia) ib)

Fonte: O Autor (2020).

2.1.1 Grafos

Dados V um conjunto de vértices, €& um conjunto de ramos (liga¢oes entre vértices) e
L: &€ - A uma funcao de rotulacao, entao G = (V,&,£L) é um grafo direcionado rotulado
(doravante denominado de grafo). As fungées i : € - Vet : &€ - 'V especificam o
vértice inicial e o vértice final de um ramo, respectivamente. Uma trajetoria em G é uma
sequéncia de ramos m = ejey---€,, tal que, o vértice terminal de e; é o vértice inicial de
ei+1. O rotulo de 7 é a palavra £ (7) = £ (e1) £ (e2) ---L (e,). Um caminho bi-infinito em
G é uma sequéncia bi-infinita de ramos & = ---e_jegep-+ tal que t(e;) =i (e;11) para todo
i. Uma palavra w € L é gerada por uma trajetéria 7 em G se w = £ (7). A Figura
mostra dois grafos, em que o grafo em (a) possui 4 vértices e 8 ramos e o grafo em (b)
possui 2 vértices e 4 ramos. Observe que daacbeddda e 111010 sao palavras geradas por
trajetorias nos grafos em [2.1(a) e [2.1j(b), respectivamente.

Um vértice [ € V é dito nao-essencial se nenhum dos ramos de G inicia ou termina
em /. Um grafo é essencial se nao possui vértices nao-essenciais. Um grafo G' é chamado
deterministico se para todos ej,eq € &, i(e1) =i(ex) e L(e1) = L (e2), entdo e; = ey e
é dito irredutivel se para todo par ordenado de vértices [ e J existe uma trajetéria em
G iniciando em [ e terminando em .J. Para os grafos da Figura tem-se que ambos
sdo essenciais, (a) é deterministico e redutivel (ndo existe trajetoria iniciando em L e
terminando em J) , enquanto que (b) nao ¢ deterministico (ramos distintos iniciando em
M com o mesmo rotulo 1), mas, é irredutivel.

Sejam G e G’ grafos. Um homomorfismo de grafos de G em G’ consiste em um par de
aplicagoes @ : V(G) - V(G') e ¥: E(G) - € (G’) tais que

iU (e))=0(i(e)) e t(W(e))=d(t(e)),¥eecl(Q).

Neste caso, escreve-se (®,V) : G - G’. Este homomorfismo ¢ um isomorfismo de

grafos se ambas ® e U sao bijetivas. Dois grafos G e G’ sao isomorfos, denotado por
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Figura 2.2 — Apresentacdo do sistema dindmico simbdlico par.
! 0

OO
Fonte: O Autor (2020).

G 2 (', se existe um isomorfismo de grafos entre eles.

2.1.2 Sistemas Simbdlicos Regulares

Dado um grafo cujos ramos sao rotulados com simbolos de um alfabeto A pode-se
formar um subconjunto de A%, em que seus pontos sao formados pela leitura dos rotulos
dos caminhos bi-infinitos sobre o grafo. Estes conjuntos formam sistemas que modelam
sequéncias usadas em armazenamento e transmissao de informagoes (Lind | (1995) e [Im-
mink | (1995))).

Um SS X é representado por G, ou G é uma apresentacao de X, se o rotulo de todo
caminho bi-infinito em G é um elemento de X, com o contrario também verdadeiro. Um
subconjunto X = X de A% é um Sistema Simbolico Regular (SSR) se é representado por
algum grafo G. SSRs sao SSs (Lind | (1995, Teorema 3.1.4). Um sistema simbolico regular
no sentido estrito (denotado por SSS, do inglés strict sofic shift) € um SSR cujo conjunto

minimo de palavras proibidas O é infinito.

Exemplo 2.3. Considere o SS X cujo conjunto proibido de palavras de comprimento
minimo € dado por O = {102"*'1 : n e N}. Observe que O € infinito e que este SS é
representado pelo grafo da Figura[2.2. Este SSR é um SSS bem conhecido na literatura,

denominado de sistema dindmico simbdlico par (even shift) (Lind | (1995)).

Teorema 2.1. (Lind |, 1995, Teorema 3.2.10) Um SS é um SSR se, e somente se, ele

tem um numero finito de contextos a direita.

O Teorema [2.1] é relevante para a construcao do algoritmo proposto no Capitulo [5
2.2 PARTICOES

Uma colecao P de subconjuntos disjuntos nao-vazios de um conjunto D é chamada

uma particao se satisfaz D = |J P. Os conceitos de particao e relacao de equivaléncia
PeP

sao interligados (Hernstein | 1970, Teorema 1.A). Seja @ outra particao de D. Entao, Q
¢ chamada um refinamento de P ou P é a particao mais densa de Q se cada classe de
@ esta contida em alguma classe de P. Dadas as particoes P e Q. denota-se por P A Q
a particao mais densa que refina ambas P e Q e, os elementos correspondentes sao os

conjuntos nao-vazios P N () para todo P € P e Q € Q. Esta notacao é estendida para
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algum ntmero finito de particoes de D tal que P = Py APy A--- AP, é o refinamento mais

denso das particoes Pi,Ps, ..., Py.

Exemplo 2.4. Seja D = {¢,a,ab,bed,cdd} e P = {{c},{a,ab,bed,cdd}}, Q = {{e,a},
{ab}, {bcd, cdd}} duas parti¢oes, entao:

{e}n{e,a} = {c} {a,ab,bcd, cdd} n{e,a} = {a}
{e}n{ab} =@ e {a,ab,bcd, cdd} n{ab} = {ab}
{e} n{bcd,cdd} = & {a,ab,bed, cdd} 0 {bed, edd} = {bed, cdd}

Dai, P A Q = {{e}, {a}, {ab}, {bed,cdd}}.
2.3 CONJUNTO DE RESTRICOES

Seja w € L. O conjunto de restrigoes de w, denotado por C (w) é dado por
C(w)z{veL: wv¢L mas, waeL VueDP(v)\{v}}

Um fato importante a ser considerado é que o contexto a direita de uma palavra na
linguagem é unicamente caracterizado pelo seu conjunto de restrigoes, ou seja, F (w) =
F (v) se, e somente se, C (w) =C (v) (Chaves | 2014, Teorema 1).

Definicao 2.1. Seja X um SS com conjunto proibido minimo O. Um conjunto suficiente
de classes de representantes dos conjuntos de restricoes das palavras na linguagem L de
X ¢é um subconjunto W < P(OA1) tal que

{C(w)|weL}={C(w)|weW }.

Por (Chaves |, 2014, Teorema 2), se X é um SFT com linguagem L, entdo para todo
we L, C(w)=C(v) para v o sufixo mais longo de w em P (OA~!). Em outras palavras,
W = P (OA') constitui a informagao necessaria e suficiente para identificar o conjunto
de restricoes de qualquer palavra na linguagem L de um SFT. Seja w € L. Se v é o sufixo
mais longo de w em P (OA1), entdo C(wa) = C(va) para todo a € A (Chaves | 2014,
Proposigao 3), ou seja, é possivel determinar o conjunto de restri¢oes da extensao de uma
palavra a partir da extensao do seu sufixo mais longo em P (OA~!) pelo mesmo simbolo,

0 que ¢é relevante para a construcao do grafo de contextos, a ser descrito na Secao [2.6|
2.4 MASCARA DE RESTRICAO

Esta secao aborda o conceito de méascara de restricao (Chaves | 2014, Se¢ao IV),
que sera utilizado para auxiliar a particionar conjuntos de palavras em L que possuam o
mesmo conjunto de restri¢coes, ou seja, na identificacao de palavras com o mesmo contexto

a direita.



22

Denomina-se u € L uma restri¢do de w € L se wu ¢ L ou equivalentemente se u ¢ I (w).
A definicdo a seguir apresenta um mecanismo para identificacdo inicial de palavras com

contexto & direita distintos.

Definicdo 2.2 (Méscara de Restricdo). (Chaves |, |2014, Defini¢ao 2) Seja w € W. A
mdascara de restri¢ao de w, denotada por M (w) € o subconjunto de Ax{O, m} satisfazendo

as sequintes propriedades:
o (a, m)e M(w) < wa¢l, acA;

e (a, 0) e M(w) < waelL, para a € A um prefivo proprio de u € L satisfazendo
wu¢é L;

e Se um simbolo nao satisfaz as condigoes anteriores, entao nao existe um par ordenado

em A x {0, m} com este simbolo.

Observe que a mascara de restri¢ao identifica através das marcas O e ® a informagao
que um simbolo a € A transmite sobre as restricoes de uma palavra w € L. Mais especifi-
camente, a marca O significa que a é um prefixo proprio de uma restricao de w e a marca
m significa que a é uma restricao de w.

Uma hoa estratégia para calcular a mascara de restricao é comecar das palavras mais
curtas para as mais longas em W. Inicialmente, sejam w € W e v seu sufixo proprio
mais longo em W. Pode-se comecar listando (a, m) € M (w) para todo a € w10 e
(a, O) e M (w) quando o simbolo a é um prefixo proprio de uma palavra em w=0O. Depois
disso, incorporar em M (w) pares ordenados pertencentes a M (v) tendo os simbolos a € A
que ainda nao tenham aparecido em pares de M (w). Como v é mais curta que w, o
conjunto M (v) ja foi calculado. Para auxiliar este processo, serd enunciado o seguinte

Lema.

Lema 2.1. Se (a, O) e M (w) entio (a, m) ¢ M(v), para v o sufizo préprio mais longo
de w em P(OAL) .

Demonstragao. Se (a, 0) € M (w) < wa € L, sendo a o prefixo proprio de u € L tal que
wu ¢ L. Dai, wu € O. Agora, suponha que (a, m) € M (v). Segue entao que va ¢ L,a € A.

Como va € § (wa), tem-se um absurdo pelo fato de L ser fatorial. O

Exemplo 2.5. Considere o SFT sobre o alfabeto finito A ={0, 1} com O = {111}. Para
este caso OA = {11} e W = P(OAY) = {e,1,11}. Inicialmente observe que M (¢) = @.
Para o cdlculo de M (11), observe que 111 € O e, portanto, (1,m) e M (11). Agora, observe
que o sufizo proprio mais longo de 11 em P(OA) é 1 e M(1) = {(1,0)}. Logo, pelo

Lema[2.4, M (11) = {(1,m)}.

Como uma extensao da definicao da méscara de restricao, seja B ¢ A* tal que, Yu,w €
B, M (u) =M (w), dai define-se M (B) = M (w).
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2.5 MEMORIA DE RESTRICAO

Nesta se¢ao é apresentado o conceito de memoria de restricao (Chaves |, 2014, Secao
IV), cuja importancia é determinar as restrigoes de uma palavra w € P(OA™!) estendida
por um simbolo a € A. Este conceito serda aplicado no algoritmo de separacao para
particionar o conjunto P(OA-!) bem como para determinar as transi¢oes de estado do

grafo de contextos, como serd visto na Secao [2.6]

Defini¢ao 2.3. (Chaves |, 12014, Definicao 3) Dada uma palavra w € L, a memdria de

restricao de w, denotado por R(w), € o sufizo mais longo de w em P (OA1).

De (Chaves |, 2014, Teorema 2) segue que para todo w € L, se v = R(w) entao
C(w) =C (v). Dadefini¢do de mascara de restriao (Defini¢io[2.2)) devem ser considerados
quatro casos para o calculo da memoria de restricao da extensao de uma palavra em

P(OA):
1. Para (a,m) e M (w), entdo R (wa) nao esta definida, desde que wa ¢ L;
2. Se w=¢, entao R (ga) = R (a);
3. Para (a,0) e M(w) e wa € P(OA!), entao R (wa) = wa;

4. Para (a,0) €e M(w) e wa ¢ P(OA-!), a memoria de restricio R (wa) é o sufixo
proprio mais longo de wa em P(OA-!) o qual de (Chaves | 2014, Proposi¢ao 3)
¢ a memoria de restrigdo do sufixo proprio mais longo de w em P(OA-!) esten-
dida por a. Neste dltimo caso, a memoria de restricao ja foi calculada sempre que
ela é determinada das palavras mais curtas para as mais longas em P(OA-1). As-
sim, a pesquisa do sufixo proprio mais longo em P(OA-!) limita a complexidade

computacional para determinar a memoria de restricao.

Exemplo 2.6. Para o SFT do Exemplo deseja-se calcular a memoria de restricao
da palavra w = 1 quando a mesma ¢é estendida por 0 ou por 1. Observe que 10 € L e
10 ¢ P(OA-Y) e o sufizo proprio mais longo de 10 em P(OA-Y) é e. Portanto, R (10) = ¢.
Por outro lado, (1,0) e M (1) e 11 € P(OA™1), entdo pelo caso[d, R(11) = 11.

2.6 CONSTRUCAO DO GRAFO DE CONTEXTOS

Nesta secao seré apresentada a construcao do grafo de contextos para a classe dos
SFTs através do algoritmo proposto em (Chaves | (2014). Este algoritmo cria sucessivas
particoes de W = P(OA~1) em conjuntos (ou classes) de palavras com o mesmo conjunto de
restrigoes (classes de palavras com o mesmo contexto a direita). Para tanto sao definidas

a seguir particoes.

Defini¢ao 2.4. (Chaves |, 201/, Definicao 4) A particao de P(OA) relativa a a € A,

denotada por a|P(OAY), resulta em no mdzimo trés conjuntos determinados como Py =
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Tabela 2.1 — Algoritmo Proposto para o SFT.

1. P« Ages a|P(OAT) > A partigao inicial (Passo 1)
2. k<0

3. repetir > Iniciar o passo 2

4. k< k+1

5. para todo a € A fazer

6. Py« Apepr (P,a)|P(OA)

7. Pl <« PEA Agen Pa > Nova Particao

8. até P+l = Pk > Passo 3

Fonte: |Chaves | (2014]).

{weP(OAY)| (a,m) e M (W)}, Po2z{weP(OA)| (a,0) e M(w)} e Py =P(OA1)
(PLuP).

Definigao 2.5. (Chaves |, (2014, Defini¢ao 5) Seja P ¢ P(OA™) e a € A, uma se¢ao de

P(OA)a com respeito a P € o conjunto:
P|P(OA™)a={w e P(OA™)| wae L e R(wa) € P}.

Especifica-se (P,a) |[P(OA-Y) = {Py, PC} como a particio de P(OA™) com respeito a
P ¢ o simbolo a € A, em que P, = P|P(OA)a e PC é o complemento relativo de Py em
P(OAL).

O algoritmo proposto em (Chaves | (2014) é baseado nas parti¢oes apresentadas nas
Definicoes e [2.5] bem como nos conceitos de mascara e memoria de restricao, com a
primeira estabelecendo a particao inicial enquanto o passo recursivo faz uso da memoria
de restricao. Quando o critério de parada é satisfeito, as classes de palavras de mesmo
contexto a direita em P(OA-!) sdo obtidas. O algoritmo é apresentado na Tabela [2.1]e é

dividido em trés passos.

Passo 1. Particionamento pela mascara de restri¢do: A particdo inicial P = {Py,..., P,}
¢ a particao mais densa de P(OA1) com respeito a a|P(OA!) (ver Definicao2.4) ¥ a € A.

Passo 2. Particionamento pela memoria de restricao: Neste passo recursivo, o particio-
namento proposto na Defini¢do [2.5]¢ empregado para refinar a particio anterior P*, k > 1.
Deve ser notado que as palavras em P € P* sao apenas estendidas por um simbolo a € A
se (a,0) € M (P). Este passo gera a particao mais densa de P(OA-!) relativa a todo
P € P* pela extensao de um simbolo especifico a € A (Linha 6 na Tabela e na linha
7 as parti¢oes resultantes deste processo (para cada a € A) refina PF.

Passo 3. Critério de Parada: O algoritmo termina quando refinamentos nao sao mais

possiveis.



25

Tabela 2.2 — Mdscara de Restri¢io dos elementos em P(OA™Y) do SFT do Exemplo .

w e P(OA1) M (w)
€ %]
1 {(1,0)}
11 {(1,m)}

Fonte: O Autor (2020).

2.6.1 Grafo de Contextos

A descrigao do grafo de contextos é dada em (Lind | 1995, Secdo 3.2), sendo o grafo
G=(V,&,L) tal que V={F(w)|weL} e existe um ramo e € &, £ (e) = a, do vértice
F (w) para o vértice F' (w’) se, e somente se, F'(wa) = F (w').

Da correspondéncia entre contexto a direita e conjunto de restri¢ao (Chaves | 2014,
Teorema 1), o conjunto de vértices V pode ser construido como {C (w)| w € P(OA™1)},
sendo dai os elementos da particao atingida no Passo 3 do algoritmo descrito na Tabela
. Para determinar as transi¢oes dos vértices aplica-se a Proposicao 3 de |Chaves |(2014),
dai existe um ramo rotulado a da classe P; para P; se w € P;, R(wa) € P; e (a,m) ¢ M(w).
Para um simbolo a € A pertencente a M (w) com marca 0O, a memoria de restricao R (wa)
jé foi calculada no Passo 2 do processo de particao.

Para finalizar este capitulo é apresentado um exemplo que ilustra a aplicacao do algo-
ritmo proposto na Tabela

Exemplo 2.7. Considere construir o grafo de contextos do SFT do Exemplo [2.5 Pelo
referido exemplo, as mdscaras de restricao sao listadas na Tabela[2.2

De acordo com a Tabela[2.9 e a Defini¢ao tem-se:

{0|TP(OA—1) = P(OA)
UP(OA™Y) = {{e}, {1}, {11}}

Pelo Passo 1 do algoritmo,
Pl = (0[P(OA™)) A (LP(OA™)) = {P, = {e}, P, ={1}, Ps={11}}.

Observe que refinamentos ndo sao mais possiveis e Pt é a particao mais fina. De
acordo com a descricao feita para as transicoes do grafo, € possivel reproduzir a Figura
2.3



Figura 2.3 — Apresenta¢do do SFT do Ezemplo

0
1 1

G ® )

Fonte: O Autor (2020).
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3 GRAFOS DE CONTEXTOS PARA SISTEMAS DINAMICOS
SIMBOLICOS PERIODICOS

Uma extensao do conceito de SF'T de particular interesse pratico, especificamente em
codificagdo conjunta, é o de sistema simbolico com restricoes periddicas finitas (PFT,
periodic shift finite-type). Apesar de um PFT possuir tipicamente um conjunto O infinito,
ao representa-lo de forma periddica, esse conjunto passa a ser descrito por um conjunto
finito de restrigoes periddicas. Esta caracteristica é empregada para estender o algoritmo

apresentado no Capitulo [2| para esta classe de sistemas dinamicos simbdlicos.
3.1 PRELIMINARES

Esta secao apresenta alguns conceitos da teoria dos PFTs, maiores detalhes sao en-
contrados em Moision | (2001) e [Bal | (2011)).

Seja T' um inteiro positivo chamado periodo e F = {wgkl),wéb)

. ,W,(lk”)} uma colecao
finita de palavras em A* indexadas com inteiros k; € {0,1,...,T - 1} os quais serdo deno-
minados de fases. Chama-se o conjunto F de conjunto proibido periddico. As restricoes
associadas a uma fase k sao denotadas por F*) = {w| w(") € F e n = k}. Tem-se para um

PFT, a seguinte definicao.

Definicao 3.1. Dado um periodo T e um conjunto proibido periodico F o PFT, denotado
por X = X??’T}, ¢ defintdo como o conjunto de todas as sequéncias bi-infinitas x sobre o
alfabeto A tal que existe algum inteiro k€ {0,1,...,T =1} com a propriedade:

w<; 0" (z), VieZ = w ¢ (i mOdT),

em que o representa a aplicacao deslocamento.

Observacao 3.1. Quando nao existir confusao sobre o alfabeto utilizado, pode-se usar a

notagao mais simples Xy para representar o PFT.

E importante perceber que um PFT X1y com periodo T' =1 é simplesmente o SF'T
Y4 com F = FO) ou seja, a classe dos SF'Ts est4 estritamente contida na classe dos PFTs.
Diz-se que um PFT é proprio se nao é um SET. Observe que para um PFT proprio existe,

necessariamente, uma palavra que é permitida em algumas, mas, nao em todas as fases.

Exemplo 3.1. O sistema simbdlico bifase ¢ um PFT sobre o alfabeto bindrio com F =
{00,110} e T = 2.

A seguir, é apresentado o conceito de linguagem vinculada a fase que sera usado para

descrever as restricoes de palavras em A* para uma determinada fase.
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Definicao 3.2. Seja £, c{0,...,T -1} o conjunto de deslocamentos de um ponto x € A%
tal que Vi€ Z e b, € L, se v <; o' (x) entdo v ¢ ?(i mod T). A linguagem associada a

fase k ¢ L) = {u<; ol ()| x€Xigry, lpeLy ej=k modT}.
J {F.T}

Baseado na Definicao usar-se-a a notacao mais simples w(¥) quando se quer dizer
que w € L), Quando w ¢ L entdo w(¥) nao esta definida, que ndo impede w € L, uma,
vez que este pode pertencer a uma linguagem L) com j # k.

De acordo com a Defini¢ao , alinguagem L de um PFT é tal que L = Uyeqo,... 7-13y L.

Exemplo 3.2. Seja Xg7ry 0 PFT tal que F = {1100 01M} e T = 2. Observe que 110 €
LW mas, 110 ¢ LO).

O exemplo ilustra bem a dependéncia da linguagem com a fase. Como uma ex-
tensdo da Definicdo [3.2] diz-se que s¢) & um fator de w*) se s <, w e j = (k+t) mod T
Se s <9 w entdo s(®) & um prefixo de w(¥) (prefixo proprio se |s| < |[w]). Quando s <; w e
k+t+|s|= (k+|w|) mod T entao s***) ¢ um sufixo de w{*) (sufixo proprio se t > 0).

Considere o conjunto O, = {w®) ke {0,..., T-1}ew =wy...w, | w ¢ L), mas, todos

((k+i) mod )

os fatores proprios u <; w pertencendo a linguagem L }. O conjunto O, é de-

nominado conjunto minimo periddico de palavras proibidas para um PFT. Observe que
wk) € 0, se, e somente se, w ¢ L") wyq -0 € L) € wpy )17 € r(Ge+1) mod 7).
A seguir apresenta-se a extensao do conceito de contexto a direita de uma palavra

w e A* para um elemento w(k),

Definicao 3.3. O contexto a direita de w € L associado a uma fase k € dado por

F(w) = {s| ws e LV}, O complemento do contexto & direita em relagio a L é dado
por ' (w))= LN F(w®))={seL| ws¢ L0}

Exemplo 3.3. Considere o PFT do Ezemplo (3.4 Observe que 1€ F (00) e 1¢ F (0(),
enquanto que 01 ¢ F (09) e 01 € F(0M).

Caso w nao seja permitido na fase k, entao para todo s € L, ws ¢ L), Dai, para todo
w ¢ L) segue da Definicao [3.3| que F (w)) = @.

3.2 CONJUNTO DE RESTRICOES DE UM PFT

Nesta secao apresenta-se a definicado do conjunto de restricoes de uma palavra para
uma determinada fase associado a um conjunto minimo periédico de palavras proibidas,

bem como resultados decorrentes desta definicao.

Definicao 3.4. Seja w uma palavra da linguagem de um PFT. O conjunto de restricoes

de uma palavra w*) ¢ dado por

C (W(k)) = {s| ws ¢ L) gnd wsA ™' e L(k)},
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0 qual serd denotado tipicamente por Co, (W), como consequéncia de seu particiona-

. d ,L . . ’ .
mento nos conjuntos Cop e Cop, definidos em termos de um conjunto O, especifico por:

o, (wih) 2 {S(O)| wsA e Ll mOdT) it pe

+|w|— d
S(W) N {8} tal que ps € OE)(’“ |wl|-Ipl) Mo T)}

I

denotado por conjunto de restricoes dependentes, e

C(iop (wih) {u(€)| VselL tal queueS(s)~{c} e
wsA™t e LM mas ws ¢ L®) | com

u €0, e(j—k—|w|)5€modT},

denotado por conjunto de restricoes independentes. Observe que os dois conjuntos depen-

dem da fase, contudo so Cgp(w(k)) depende efetivamente de w.

Proposicao 3.1. Seja y € L*+WD tal que wy ¢ LK), entdo y possui um fator em
d (k) i (k)
Cg, (W) u Cy (wih).

Demonstracao. Se wy¥) ¢ L) & por que wy(¥) possui um fator v <; wy, tal que vtk ¢
0,. Considera-se a seguir que ¢ ¢ o menor destes valores.

caso i: i < |w|, portanto v = ps tal que p € S(w) \ {e¢}. Como v(*k) € O, e i é minimo,
wsA-! e L(F); caso contrario, v(*+F) teria um fator em O,. Portanto, s(®) € Cgp (w().
caso ii: 7 > |w|, neste caso existe v <, y tal que v(*F) ¢ O, em que ¢ =i - |w|. Isso,

associado ao fato de 7 ser minimo, implica que wsA~! € L) e ws ¢ L(¥) para v <, s e

seP(y)~ {e}. O que implica que v(? € €} (wh), -

Lema 3.1. ((Chaves | (2006, Lema 4.2)) Se Co, (WR)) = Co (ul)) entdao Cgp (w®) =
Cg (u) eCy (wh) =cf (uW).

Teorema 3.1. Seja w e L¥) e w' e LU, entdo Co, (WK) =Co (WD) se, e somente se,

Demonstracao. Para todo wv ¢ L) segue da Proposicao que ha um prefixo p de
v de comprimento minimo e tal que wp ¢ L(*), mas wpA~! € L), Logo, wp® possui
um sufixo em O, que, portanto, pertence a Co, (W(*)). Consequentemente, para todo
v ¢ F(w(®), ha um prefixo p de v, tal que, p € Cp, (W(¥)). Como Co, (W) =Cp, (W'(j)),
entdo v ¢ F(w'(). Conclui-se que F(w®) = F(w'("), do que segue a implicacio direta.

Agora, considere que F(w®) = F(w'")). Para v ¢ F(w(®), segue da Proposicio
que ha p, um sufixo de menor comprimento, tal que wp ¢ L(*) mas wpA-! e LK),

Portanto, w'p ¢ L) e w'pA1) € LU, Isso implica que p € Co, (WR) e p e Co, (w’(j)). O
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que ocorre para todo v ¢ F(w®) ou v ¢ F(w'@), implicando que C, (w®) = Co, (w'V))

e, portanto, segue a implicacao reversa. O

Exemplo 3.4 (TMTR). Considere o PFT dado pelo conjunto O, = {1110} e T =2. Se
wk) =10 entdo, C§ (1) = {110} ¢ ¢} (1) = {1110},

Lema 3.2. Para todo w € LW, u e LW ¢ a € A, se Co, (WH) = Co, (u)) entao
Co, (Wa®)) =Co, (ua).

Demonstracao. Segue do Teorema que Co, (wk)) = Co, (W’(k)) se, e somente se,
F(w®) = F(w’(j)). Assim, waz € L(*) se, e somente se, waz € LU, do que segue
que F (wa®) = F (w'al9)) ¢, portanto, Co, (wa®)) = Cy, (w'a()). O

O teorema seguinte estabelece que o conjunto W = P(O,A1) u{e® ... eT-D} ¢ a
informacao suficiente para identificar o conjunto de restricoes de qualquer palavra na

linguagem L de um PFT.

Teorema 3.2. Seja L a linguagem de wm PFT. Para todo w e L(*),
Co, (W) = Co, (v1),

para v+ o sufivo mais longo de w*) em W,

Demonstragao. Considere u € Co, (W), logo wu ¢ L) e wuA-! e L*). Isso implica
que ha um p € S(w) e q € S§(v)\{e} tal que pgqk+vul-lpa) ¢ O, com pq sendo um
sufixo de wu, o que segue da Proposicao Observe que p pode ser igual a € e q
pode ser igual a v. Como v+ & o sufixo mais longo de w(¥) em W, p também é
sufixo de v e, portanto, pq*++vul-lpal) também é um sufixo de vu**) contido em O,,
consequentemente vu ¢ L+, Por outro lado, deve-se ter vuA~1 € L+ caso contrario,
sendo v+ um sufixo de w(*), necessariamente ter-se-4 wuA-! ¢ L(*), uma contradicio.
Portanto, u € Cy, (v(#) e, consequentemente, Co, (W) c Co, (vE+1)).

Considera-se a inclusao inversa, supondo inicialmente que u € Co, (v#+)) | tém-se que
vu ¢ L) e vuA~t € L+ Segue da Proposicao que vu**) possui um sufixo
pqvul-lpa) em O, Como v+ é um sufixo de w(¥), entao pq{F+wul-lpal) também
é sufixo de wulk) e, portanto, wv ¢ L), Ao supor-se que wuA~! ¢ LK) admite-se
que wuA™! possui um fator em O,, o qual também deve ser fator de vuA~!, ja que
v+t & o sufixo mais longo de w¥) em W, o que acarreta em vuA~! ¢ L+ o que
¢ uma contradicdo. Assim, wuA~! € L e, portanto, u € Co, (W*)). Conclui-se que
Co, (VED) € Co, (W(R). O

Observacao 3.2. Os elementos do conjunto de representantes devem ser interpretados
como a informacao minima por fase, ou memoria, para que as restricoes de uma palavra

sejam definidas. Assim, se uma palavra nao possui sufizo entre os representantes nao
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nulos, essa memoria € a palavra nula. Portanto, o conjunto W deve conter palavras nulas

para todas as fases.

O lema a seguir, assim como no caso de um SFT, permite determinar o conjunto de
restricoes de uma palavra w(*) através da extensao pelo mesmo simbolo do seu sufixo
mais longo em W. Esse resultado ¢ importante para a construcao de uma apresentacao

reduzida para um PFT baseado no conceito do conjunto de restrigoes.

Lema 3.3. Seja L a linguagem de um PFT e seja w e LK), Sev) ¢ o sufizo mais longo

de w®) em W, entao Co, (va) = Co, (wa®)) para a e A.

Demonstracao. O resultado segue da aplicagao do Teorema [3.2] seguido da aplicacao do
Lema, O

3.3 MASCARA E MEMORIA DE RESTRICOES DE PALAVRAS POR FASE NA
LINGUAGEM DE UM PFT

Nesta secao estende-se os conceitos de mascara de restricao e memoria de restrigao
apresentados nas Definicoes e do Capitulo [2 para uma palavra w(¥) de um PFT.

3.3.1 Mascara de Restricao Peri6dica

De forma similar, a méscara de restricao também identifica através das marcas O e m
a informacao que um simbolo a € A transmite sobre as restricdes de uma palavra w(*) na

linguagem de um PFT.

Definigao 3.5. Seja wt) e W, em que O, € o conjunto minimo periddico proibido de um
PFT. Os elementos da mdscara de restricio de w®), M(w*)) c A x {O,m} satisfazem

as sequintes propriedades:
o (a,m) ¢ M(wh) = wa ¢ L*) a € A;
o (a,0) € M(w®) < wa € L® para a e A um prefizo proprio de u(® ¢ Cgp (wk));

e Se um simbolo a € A nao satisfaz as declaracoes anteriores, entao nao existe um par

ordenado em A x {O,m} com este simbolo.

Observe que para pertencer & méscara, o simbolo deve fazer parte do conjunto Cgp (w(k)
e ndo deve fazer parte do conjunto C, (w(t).

Assim como no SFT, mantém-se a estratégia de calcular a mascara de restricao das
palavras mais curtas para as mais longas em W. Primeiramente, determinam-se os u( ¢
8(0,) tal que wul®) ¢ LK) observando-se que [ = (k +|w|) mod T. Se |u] = 1, entao
(u,m) e M(wk) caso contrario (a,0) €e M(w)), em que a € A ¢ sufixo de u. Por fim,
faz-se a inclusao dos elementos de M(v(D) em M(w(®)), para v() sufixo proprio mais

longo de w(*) em W, para elementos em A ainda nao presentes em pares de M(w()).
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Tabela 3.1 — Mdscara de Restricdo para os elementos de W de um TMTR com T = 2.

w) e W M (wk)
e® @
e %)
10 {(1,0)}
11 {(1,m)}

Fonte: O Autor (2020).

Como tinico caso relevante, nao ocorrerd (a,0) € M(w)) e (a,m) € M(v®), ja que
implicaria que wa*), um prefixo proprio em O,, possui como sufixo proprio um elemento

em O,, o que contradiz a minimalidade deste conjunto.

Exemplo 3.5. Para o PFT do Ezemplo 0, = {111O}. Entio O,A1 = {wk) :
wa®) € O, para a € A} = {110}, Dai, P(O,A) = {100 110} e W = P(0,A1) U
{e@ M} = {£O) ) 10 1160} Observe que M (@) = M (¢M) = @. Novamente do
Ezemplo Cgp (1) = {11(0)} e 1 ¢ prefizo proprio de 119 ou seja, pela sequnda
propriedade da Defini¢ao (1,0) e M (1), Para determinar o sufivo proprio mais
longo v de 100 em W, deve-se lembrar que j = (1-|v|) mod 2. Como v € sufizo proprio,
entdo [v| =0 e a tinica palavra de comprimento 0 na fase 1 que € sufizo em W é (1) cuja
mdscara de restricio é vazia. Portanto, M (1(0) = {(1,0)}. Por fim, 111 ¢ LO ¢ pela
primeira propriedade da Definicao , (1,m) e M(11©), Sendo v o sufizo préprio
mais longo de 110 em W tém-se j = (2 -|v|) mod 2 com |v| € {0,1}. Observe que ndao
eziste sufizo proprio de 110 de comprimento 1 na fase 1 em W, ou seja, v = () cuja
mdscara de restricio ¢ vazia. Logo, M (11(0) = {(1,m)}. As respectivas mdscaras de
restri¢ao estao listadas na Tabela [3.1].

A seguir apresenta-se a definicdo de memoria de restricao de uma palavra w € L, em

que L é a linguagem de um PFT.

Definicao 3.6. Dado um PFT com linguagem L e uma palavra w € L(¥),| a memdria de

restricao de wk) | denotada por R(w®)), ¢ o sufizo mais longo de w*) em W.

De forma analoga ao SFT, o Teorema garante que para todo w € L, se v =
R (wk)) entao Co, (W) = Co (v(D). O calculo da memoria de restri¢do no caso perio-
dico, levando em consideracao a Definicao da mascara de restricao, exige também os
mesmos quatro casos vistos no Capitulo [2] para o SFT, porém, observando que para o

segundo caso, se wk) = (k) entao R (eMa) = R (a®)), para todo 0 < k< T.

Exemplo 3.6. Para o PFT do Fxemplo calcular-se-d a memoria de restricao da
extensao de w(k) = 100 por 1, ou seja, R (1(01) = R(11O). Observando a Tabela
téem-se que (1,0) e M (10D) € 110 e W, entdo R (11(0) =110,
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3.4 ALGORITMO PROPOSTO PARA PFTs

Nesta se¢ao resume-se os passos do algoritmo proposto em Chaves |(2014) para obter os
vértices de uma apresentacao reduzida para um sistema dinamico simbélico. O algoritmo
cria sucessivas particoes de W até obter classes de palavras com o mesmo conjunto de
restrigoes periodico. Este é baseado nos conceitos de mascara de restricao periddica e me-
moria de restricao periddica, com o primeiro estabelecendo a primeira particao, enquanto
o segundo estabelece recursivamente o refinamento desta pela aplicagao do algoritmo de
Moore. Quando o critério de parada é satisfeito, as classes de palavras em W com mesmo
contexto a direita por fase sao obtidas. O pseudo-codigo do algoritmo é apresentado em

(Chaves |, 2014, Tabela 1). A seguir descreve-se os seus trés passos.

e Passo 1. Particionamento pela mascara de restricao peridédica: Os elementos da par-
ticao inicial P! sao subconjuntos de W cujas palavras possuem a mesma mascara de

restricdo periodica (Chaves |, 2014} Definition 4);

e Passo 2. Particionamento pela memoria de restricao periodica: O algoritmo de Moore é

aplicado de acordo com (Chaves ,[2014, Definition 5) para refinar as particoes P*, k > 1;

e Passo 3. Critério de parada: O algoritmo termina quando refinamentos nao sao mais

possiveis.

A Proposicao [3.2] e o Teorema [3.3] estabelecem a consisténcia deste algoritmo para a
classe dos PFTs.

Proposicao 3.2. Em cada particao P*, as palavras em W em classes distintas tém con-

textos a direita distintos.

Demonstracdo. A prova segue por inducdo. Para a particdo P!, sejam ul@), w) ¢ W
tais que M (u) # M (w®)). Considere as possibilidades:
a) Existe (a,0) € M (u®) tal que (a,0) ¢ M (w®)). Segue, da Defini¢do 3.5, ua e L)
para a € A um prefixo proprio de v(® ¢ Cgp (u). Observe agora que v(0) ¢ Cgp (w(k),
caso contrario, ter-se-ia (a,0) € M (w(*)), que é uma contradigio.
b) Existe (a,m) € M (ul)) tal que (a,m) ¢ M (w®). Pela Defini¢ao [3.5, ua ¢ LU) e
al® ¢ Cgp (u®). Observe que a(® ¢Cgp (w(#)), caso contrério, ter-se-ia (a,m) € M (w()),
que é uma contradi¢io. Portanto, nas duas possibilidades, tém-se Cgp (u) = Cgp (w(k),
Do Lema [3.1] Co, (u®) # Co, (W) e, do Teorema 3.1 F (u)) # F (w(®) e o resultado
¢ valido para a particao inicial P! no Passo 1.

Agora, assuma que a afirmacao é verdadeira para P*, k > 2. Sejam u(?), wk) ¢ W
palavras na mesma classe em P, mas em classes distintas em P*+1. Do Passo 3, isto
ocorre porque existe a € A tal que R (ual’) e R (wa®)) estdao em classes distintas em P*.

Pela hipotese de inducdo R (ual?) e R (wa®)) possuem contextos a direita distintos e,
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portanto, ul?) e w(k) também possuem contextos a direita distintos. Logo, a proposicao

é valida para P+, O

Teorema 3.3. O algoritmo proposto particiona W em classes de palavras de contextos a

direita equivalentes.

Demonstracao. Empregando a Proposicao sO precisa-se demonstrar que na particao
final as palavras em uma mesma classe possuem o mesmo contexto a direta. Suponha que
Pk = Pk+1 (condigao de parada do algoritmo) e que existem palavras ul?), w(*) ¢ W na
mesma classe com contextos a direita distintos. Pelo Teorema [3.1/Co, (W*)) # Co, (u?)).
Teém-se as possibilidades:

a) Como o conjunto O, ¢ finito, existe uma palavra v € L, v = vjvy---v, tal que uv €
LW, wv e LK) mas, uva ¢ L) e wva € L*) para algum a € A. Portanto, (a,m) ¢
M(R(wv)) e (a,m) € M(R(uv()). Dai, as memoérias de restricao R (wv(¥)) e
R (uv)) devem pertencer a classes distintas em P?.

Desde que P* e P**1 sao iguais, entao R (wv;(F)) e R (uv;()) estao na mesma classe em

Pk, Como consequéncia, R (woiv,®) e R (uvyv,0)) estao na mesma classe em PF~1. Em
geral, R (wvivg--v;M) e R (uvivq:--v;0)) estdo na mesma classe em P#-*1, Finalmente,
R (wv®)) e R (uv(?)) devem pertencer a mesma classe em P+"*1 e isto é uma contradigao,
desde que R (wv#)) e R (uv()) estao em classes distintas em P1.
b) Suponha que C§ (w(®) =C§ (u¥)), mas €y (W) #Cy (ul?). Assim, entre todos os
elementos na diferenca simétrica Cép (wk)) A Co, (u), existe um v tal que n =1+ |v|
¢ minimo. Sem perda de generalidade, suponha que v e Cép (w(*)). Portanto, existe
S=518y...5, tal que v <; 8, wsA 1 e LK) e ws ¢ L(F). Conclui-se que s € F (ul)), pois s
nao é excluido por elementos em Cgp (u®), ja que este & igual a Cgp (w(k)), e isso implicaria
que v") € O, I" =k - |w| =1 mod T, é fator préprio de um outro elemento de O, ou
que wsA(D ¢ LK) ambos sao absurdos. Portanto, R (ws;...s,.1)) e R (us;...s,.,0))
estdo em classes distintas em P!, aplicando o raciocinio do item a), w*) e u®?) também
devem estar em classes distintas na particao final.

Logo, se wi¥) e ul) estdo na mesma classe em P*, deve-se ter C§ (w(¥)) =C§ (ul?)
e Cp (wih)) =Cj (u®). Pelo Lema 3.1 tem-se Co, (W) = Co, (ul)) e pelo Teorema

o resultado segue. O]
3.5 CONSTRUCAO DE UMA APRESENTACAO REDUZIDA PARA PFTs

Nesta secao usa-se o algoritmo apresentado na Segao para obter um grafo G =
(V,&,L) que é uma apresentagao reduzida de um PFT.

Inicia-se definindo o conjunto V, cujos elementos sao as classes obtidas com o algoritmo
apresentado na Secao O conjunto de ramos do grafo, com os respectivos rétulos, é

determinado a partir de V como descrito a seguir.
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Definicao 3.7. Sejam P;eV e w®) e P, A relacio 6: VxA—V € definida como:

5 (P, a) :{Pj| R(Wa(k)) € P; para a € A com

(a,m) §M(P) }.

em que M (P;) = M (w®) para w(k) € P;. Observe que esta extensio do conceito
de mascara estd bem definida, j& que pelo Passo 1 do algoritmo todas as palavras em
uma mesma classe possuem a mesma mascara. Segue da Definicao e do Teorema
que o grafo G é deterministico, ou seja, dados ramos distintos e;, e; € €, se i(e;) = i(e;)
entdao L(e;) # L(e;). Portanto, quaisquer caminhos distintos em G que partem de um
mesmo vértice possuem rotulos distintos. Observe que palavras de mesmo contexto a
direita quando estendidas por uma letra em A geram palavras de mesmo contexto a
direta. Disso, decorre do Teorema |3.2|e do Teorema |3.3| que a memoria destas pertencem

a mesma classe de W, do que segue o determinismo de G.
Teorema 3.4. Seja X =X, 1y um PFT. O grafo G é uma apresentacao reduzida de X .

Demonstragao. Mostrar-se-4 inicialmente que G ¢ uma apresentagao de X¢o, 3. Seja
V = aias... Gy, € B(X{op,T}), logo v pertence ao conjunto de contextos & direita para
alguma palavra em L. Segue do Teorema que ha wk) ¢ W tal que v € F(w(®).
Suponha que w(¥) € P;, como wa; € L), entao (a;,m) ¢ M (w(F)), portanto, h4 um ramo
rotulado por a; de P; para P; em que :R(Wagk)) € P;. De forma similar, wajay € L9,
acarretando em (ay,m) ¢ M (fR (Wagk))) e, consequentemente, na existéncia de um ramo
rotulado por ay de P; para Fj, em que ZR(R (Wagk))ag) € P. Seguindo esse processo,
determina-se uma trajetoria 7 em G tal que £ (7) = v. Conclui-se que F (w(®) c F (P)
e como, empregando o Teorema [3.2] a unido dos conjuntos de contextos a direita das
palavras em W formam L, tem-se que B (X{@pyT}) c B (Xg).

Por outro lado, seja v = byby---b,, € B(Xg), com v iniciando em um vértice P; com
w() e P,. Usar-se-4 indugao sobre m para provar que v € F (w()). Pela Defini¢ao
segue que (by,m) ¢ M (P;) = M(w) ou seja, whb; € L(¥) e o resultado ¢ valido para
m = 1. Suponha que o resultado ¢ vélido para todo t < m — 1. Como wby---b,,_; € L)
e G é deterministico, existe tnico estado P; terminal de wby---by,—1. Se wby-by, ¢ L)
entao (by,,m) € M (R (Wby---by-1)) = M(P;) e, pela Definicao v ¢ B(X¢g) que é uma
contradi¢ao. Logo, ve F (w()) e B(Xg) c B (X{op,T})- Portanto, G é uma apresentacao
do PFT caracterizada por F (P;) = F (w®), P,eV e wk) € P,. Por fim, o fato de G ser

uma apresentacao reduzida segue diretamente da Proposigao e do Teorema (3.3 [
A seguir, ilustra-se a construcao do grafo de um PFT através de exemplos.

Exemplo 3.7. Utilizar-se-da o algoritmo proposto para construir o grafo do PFT do
Ezemplo . Do Exemplo W = {0 ) 10 11}, Utiliza-se o Passo 1 do al-
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Figura 3.1 — Grafo do TMTR do E'J:emplo obtido da particio P>.

Fonte: O Autor (2020).

goritmo para determinar a particao inicial P'. Nesta, os elementos em cada classe
possuem mdscaras de restrigoes periodicas iguais e, portanto, da Tabela do Erem-
plo Pl ={P, ={c® M} P, = {10} Py = {11}}. Para o Passo 2, observe que
R (eO1) = 10 € P, enquanto que R(eM1) = e e P,. Dai, P, deve ser particionado e
temos a particio P? = {P] ={ec}, Pj={cW} P;={1O} P;={110}}.

Portanto, refinamentos nao sao mais possiveis, P? é a particao mais fina, o critério

de parada € estabelecido e o grafo possui 4 vértices. Agora, observe que:

R (00) = R (0O = (V) R (O1) = R (1)) = 10,

R (200) = R (00)) = £O), R (201) = R (10)) = <0,
RAO)=R(10M) =0, © | raon-xuo)-no, &Y
R (110)0) = R (100 = ) 1110) ¢ L),

Observando as tqualdades em e utilizando a Defini¢cao € possivel reproduzir
a apresenta¢ao dada na Figura[3.1], que representa o TMTR do Ezemplo [3.4)

O exemplo a seguir ilustra um efeito que pode ser causado na apresentacao reduzida

de um PFT quando aumenta-se o periodo T

Exemplo 3.8. Seja Xo, o PFT tal que O, = {1110} ¢ T = 3. Tém-se que O,A™" =
{wh) e L : wa®) € O, para a € A} = {110}, Dai, P(OA1) = {® 100 110} ¢
W = P(O,A ) U {e® M) @} = {0 ) (2 1000 11OV}, Utilizar-se-d o Passo 1 do
algoritmo para determinar a parti¢ao inicial P'. Observe que 0% 1) ¢ O, para k €
{0,1,2} e, portanto, M (e(®) = M (M) = M (e®) = @. Pela Descri¢io do conjunto de
restricoes periddicas, obtém-se Cgp (1@) = {110}, Como 1 € prefizo proprio de 110,
pelo item 2) da Defini¢ao (1,0) e M (1)), Como o mdzimo sufizo préprio de 1(9
em W é ) cuja mdscara é vazia entio, M (1(0) = {(1,0)}. Por outro lado, 111 ¢ L) ¢
pelo item 1) da Definigio (1,m) e M (11). Como o mdzimo sufizo préprio de 11(0)
em W é £® cuja mdscara é vazia entao, M (11(0) = {(1,m)}. As respectivas mdscaras
de restri¢ao estao listadas na Tabela[3.2.



37

Tabela 3.2 — Mdscara de Restricio para W do TMTR do Exemplo .

wk) e W M (wk))
g(0) %)
e %)
e® %
10 {(1,0)}
110 {(1,m)}

Fonte: O Autor (2020).

Observando a Tabela seque que P! = {P = {e® D) @} P, = {10} Py
{11O}}. Para o Passo 2, observe que R (1) = 10 e P, enquanto que R (1)
@ R(e@1) = € € P. Dai, P, deve ser particionado e tém-se a particio P? =
{P] = {£O}, Py = {cM @} Pj = {10}, P} = {11D}}. Por fim, R(eM1) = ) e P;
e R(e@1) =e e P/. Portanto, Py deve ser particionado e tém-se a particao P* = { P}’ =
{eO@} Py ={cM}, Py ={c®}, P ={10} PI={110}}. Observe agora que refina-

mentos nao sao mais possiveis, o critério de parada no passo 3 é atingido, P3 € a particao

mais fina e o grafo reduzido possui 5 estados. Observe agora que:

R (e™0) = R(0®) = M), R(eO1) = R (1) = 1),

R (eM0) =R (0M) =@, R(eW1) =RAW) =®),

R (e@0) = R (0®)) = £, e 1 RED)=RAD) = O, (3.2)
R(1©0) = R (10) = @), R(1O1) =R (11O)) =110,

R (1190) = R (110©) = £© 1110 ¢ LO).,

Por fim, utilizando a Definicao e as igualdades em € possivel reproduzir a apre-
sentacao dada na Figura .

Figura 3.2 — Grafo reduzido do TMTR do Exemplo obtido da partigio P>.

Fonte: O Autor (2020).
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Observe que o efeito do aumento no periodo se reflete, neste caso, na obtencao de um

estado a mais na apresentacao do sistema.
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4 CARACTERIZACAO DO CONJUNTO O COMO LINGUAGEM
REGULAR

Neste capitulo sao utilizados conhecimentos da teoria dos autéomatos (Hopcroft | (2007))
e Lawson | (2004)), em particular do conhecimento sobre linguagens regulares para carac-
terizar o conjunto de palavras proibidas de comprimento minimo O de um SSS como uma
linguagem regular. A motivacao para esta caracterizacao é devida ao Teorema de Kleene
(Lawson |, 2004, Teorema 5.2.1) o qual garante que uma linguagem L é reconhecivel, ou
seja, existe um automata finito (grafo com um niumero finito de estados) que a reconhece
se, e somente se, ela ¢ regular. Em seguida, mostra-se a existéncia de um conjunto fi-
nito suficiente de classes de representantes dos conjuntos de restricoes das palavras na

linguagem de um SSS e mais, tal conjunto é explicitamente determinado.
4.1 LINGUAGENS REGULARES

Nesta secao sera abordada, de forma suscinta, a teoria de autématos e linguagem

necessarias para caracterizacao do conjunto O.

4.1.1 Operagoes com Linguagens

Seja A um alfabeto finito. Uma linguagem sobre A é qualquer subconjunto de A*. Se
L e M sao linguagens sobre A entao Ln M, LuM e L~ M também sao. Se L ¢ uma
linguagem sobre A, entao L' = A* N L é uma linguagem chamada o complemento de L.
As operacoes de intersecao, uniao e complementacao sao chamadas operacoes Booleanas
e tém a mesma definicao na teoria dos conjuntos. Em teoria de autémato, usualmente se
escreve L + M ao invés de L U M quando se lida com linguagens.

Existem mais duas operacoes sobre linguagens: o produto e a estrela de Kleene. Sejam

L e M linguagens. Entao,
L-M={ab: aeL e be M}

¢ chamado o produto de L e M. Usualmente se escreve LM em vez de L- M. Observe

ainda que o produto LM é a concatenacao a direita das palavras de M as palavras de L.

Exemplo 4.1. Sejam L = {a,bb} e M = {aa,ab,bb}. Entao,
LM = {aaa,aab, abb, bbaa, bbab,bbbb} e ML = {aaa,aabb, aba, abbb, bba, bbbb}.

O Exemplo mostra que, em geral, LM # M L. Para uma linguagem L, define-se
LY = {e} e L™t = L"[. Para n >0 a linguagem L" consiste de todas as palavras u da

forma u = uy--u, onde u; € L, Vi=1,...,n. A estrela de Kleene de uma linguagem L,
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denotada por L*, é definida como sendo

L= + L' + L + L3 + -

Exemplo 4.2. A linguagem L = (a?)" consiste de todas as palavras ¢,a?,a* = a?a?,a® =

2

a’a?a?, ..., ou seja, todas as palavras sobre o alfabeto {a} de comprimento par.

Pode-se usar operagoes Booleanas, o produto e a estrela de Kleene para descrever

linguagens (Lawson | (2004)).

Exemplo 4.3. A linguagem L = aab(a+b)" consiste de todas as palavras sobre o alfabeto
{a,b} que iniciam com o prefizo aab, enquanto que a linguagem M = (a +b)" aab consiste
de todas as palavras sobre o mesmo alfabeto que terminam com o sufizo aab. Por fim, a
linguagem N = (a+0b) aab(a+0)" consiste de todas as palavras sobre o mesmo alfabeto

que contém a palavra aab como fator.

4.1.2 Autdémato Finito e suas Linguagens

Um autéomato finito € uma maquina especificada por cinco partes:
A = (57‘A”i757T)’

em que S é um conjunto finito chamado o conjunto de estados, A é o alfabeto finito, 7 é um
elemento fixado de S chamado o estado inicial, 6 ¢ uma funcao 6 : S x A - S chamada a
funcao de transicao e 7' é um subconjunto de S chamado o conjunto de estados terminais.

Uma forma de especificar um autéomato finito é através de um diagrama de transicao

que é um tipo especial de grafo.

Exemplo 4.4. Considere o diagrama de transicao dado na Figura[{.1]

Figura 4.1 — Diagrama de transi¢ao de um autdomato finito.

—__,(®)

a b

Fonte: Lawson | (2004]).

Tem-se:
o S={st}

e A={a,b}
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. i-{s)
o T ={t}

e 0:SxA—>S ¢€tal que:

d(s,a)=s, 6(s,b)=t, 0(t,a)=s, d(t,b)=t

Considere agora uma nova funcao 0* : S x A* - S, chamada a funcao de transicao

extendida, satisfazendo as seguintes trés condigoes em que a € A, we A* e seS:
(i) 0*(s.€) =s;
(ii) 0*(s,a) =d(s,a);
(iii) 0*(s,aw) =0*(0(s,a),w).

Escreveremos s-w ao invés de 0* (s, w).
Seja A = (S, A,i,0,T) um autdmato finito. Define-se a linguagem aceita ou reconhecida

por A, denotada L (A), como sendo:

L(A)={weA*: i-weT}.

Uma linguagem ¢ dita ser reconhecivel se ela é reconhecida por algum autémato finito.

Exemplo 4.5. Considere a construcao de um automato finito reconhecendo a linguagem.:
L={we(a+b)": |w|=1(mod 4)}.

Neste caso, a palavra w estd em L se seu comprimento é da forma 4q +1 para algum
inteiro q. Seque entao que palavras cujos comprimentos sao da forma 4q, 4q + 2 ou
4q + 3 para algum intewro q devem ser rejeitadas; em outras palavras, existem apenas 4
possibilidades e estas serao representadas por 4 estados, rotulados por 0,1,2,3, em que o
estado r significa que o comprimento da palavra lida até o mesmo € 4q +r para algum

inteiro q. O autdémato que reconhece L € mostrado na Figura[4.2
A propriedade a seguir é relevante na teoria de linguagens.

Propriedade 4.1. e Linguagens finitas sao reconheciveis (Lawson | (2004, Proposi¢do

2.2.4);

o A unido de duas linguagens reconheciveis é reconhecivel (Lawson |, 2004, Proposi¢do
2.5.6);
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Figura 4.2 — Autémato que reconhece a linguagem L ={w e (a+b)": |w|=1(mod 4)} .

@ i, b @

a, b

i, b @

Fonte: Lawson | (2004]).

e O produto de duas linguagens reconheciveis é reconhecivel (Lawson |, 2004, Proposi¢cdo

3.9.4);

e O operador Kleene de uma linguagem reconhecivel é reconhecivel (Lawson |, (2004, Pro-

posi¢io 3.3.6).

A partir da Propriedade define-se de maneira mais precisa as linguagens formadas

pelo uso de um numero finito dos operadores regulares.

Definicao 4.1. Uma expressao reqular sobre A é uma aplicacao finita dos operadores

requlares soma, produto e Kleene sobre o conjunto das partes de A*.

Exemplo 4.6. A expressdio ab(cd)” a + cbb(a+bc)* da é uma expressio reqular sobre o
alfabeto A = {a,b,c,d}.

Cada expressao regular s descreve uma linguagem, denotada por L (s). Esta linguagem

é calculada por meio das seguintes regras:

e L(2)=2;

o L(e)={e}s

o L(a;)={ai};

o L(s1+82)=L(s1)+L(s2);
o L(s1-59)=L(s1)-L(s2);
o L(s*)=L(s)".

Exemplo 4.7. Uma expressao regqular para a linguagem L do Fxemplo ((a+ b) )
(a+0b).

Uma linguagem L é dita regular (ou racional) se existe uma expressao regular s tal

que L = L (s). Finalizar-se-a esta se¢do com o importante teorema de Kleene.
Teorema 4.1. (Kleene) Uma linguagem € reconhecivel se, e somente se, ela é reqular.

Demonstragao. Ver (Lawson | 2004, Teorema 5.2.1). O
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4.2 CARACTERIZACAO DO CONJUNTO O

Nesta secao serd apresentada a caracterizacao do conjunto de palavras de comprimento

minimo O de um SSS por meio de uma expressao regular especifica.

Definicao 4.2. O conjunto de palavras de comprimento minimo O de um SSS € dado
pela expressao reqular s = Wiwiws--w_ W, com (n—1)/2 operadores de Kleene, em que
n € impar e Wy, ..., W, sao palavras sobre um alfabeto finito A satisfazendo as sequintes

condicoes:

1. Wi, Wy, W,_1,W, # € sendo wy,w, sem operadores de Kleene e Wy, W,_1 com opera-

dores de Kleene;
2. O operador de Kleene sé ocorre em palavras w; para i par;

3. As palavras w; para j impar podem ser vazias (isto permite que o conjunto O tenha

palavras consecutivas com o operador de Kleene).

Observacao 4.1. A exigéncia da nao existéncia de operadores de Kleene nas palavras
w1, W,, na primeira condicdo € devida ao fato que O € anti-fatorial, pois, se por exemplo
wy tiwer operador de Kleene, entao w = wiwo--w, € O, W' =wy-w, €0 comw” fator

de w' o0 que é uma contradicao.

Exemplo 4.8. Seja X um SSS sobre o alfabeto A ={ a, b, ¢, d } com conjunto proibido

minimo O = ac*bd. Entao, n=3, r=1, |[wy| =|wo| =1, |w3|=2.
4.3 CONJUNTO DE REPRESENTANTES DO CONJUNTO DE RESTRICOES

Nesta secao, determina-se um conjunto finito suficiente de classes de representantes
do conjunto de restricoes das palavras na linguagem de um SSS X = Xy, em que O é dado
pela Definicao o que possibilita a construgao do grafo de contextos para a classe de
SSSs. Também se estabelece um limitante para um conjunto necessario e suficiente de
tais classes de representantes.

Inicia-se esta secao com um resultado que é ttil na demonstragao da Proposicao 4.1

Lema 4.1. Sejam v = vy--0,,, W = wWyw,, € A* com |v|=m, |w|l=nen 2m. Se
) b

VW = WV, entdo v=uf e w =1, em que u = wiws---wy € prefixo e sufivo de v.e w com

p=", q=45 ed um divisor comum de m e n.

Demonstracao. Sejam v = vy-+v,,, W = wy--w, € A*. Se vw = wv entao

Ul.../Umwl...wn_m...w” = wl"'wmwm+1"'wnvl"'vm~ (4.1)
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Da igualdade (4.1)) segue que

vi=w;, Yi=1,...,m
Wt = Wi, Vizl,...,n—m . (42)
Wpemes = Vi =W;, Yi=1,...,m

Das igualdades em (4.2]) tém-se,

V=W Wy € W =W W W, - (4.3)
———
=W,
Agora, sendo d um divisor comum de m e n, segue de (Martinez |, 2013, Lema 1.1) que
d divide qualquer combinacao linear de m e n, em particular, d | (n —m). De (4.3)
observamos que as palavras v e w sao formadas por sequéncias iguais de d simbolos
wi-wg que se repetem para algum d divisor comum de m e n. Tomando u = w;---wy

— — _m _n
tem-se v=ulew=ul, comp="7eq=y. ]

Observacao 4.2. Se no Lema tiermos d = mde(m,n) =1 entao, v e w sao formadas,
respectivamente, por m e n repeticoes de um mesmo simbolo a € A. Por outro lado, se

d =m fornece a unica sequéncia de repeticao em v entao, n € miltiplo de m.

A proposigao a seguir garante que o sufixo proprio mais longo (memoria) de qualquer
palavra em P (OA-!) tem comprimento finito e mais, fornece um limitante para tais

comprimentos, o que serd 1Util na busca das restrigoes das palavras na linguagem de um
SSS cujo conjunto O é dado pela Defini¢ao

Proposicao 4.1. Seja O dado pela Defini¢io [{.4 Se w é uma palavra em P (OA)
formada pela extensao dos simbolos de alguma w; com operador de Kleene, entao |v| <

|w1| + [Wo| + - + |Wy|, em que v € o sufizo proprio mais longo de w em P (OA1).

Demonstracao. Inicialmente considere palavras w em P (OA-!) obtidas pela extensao
dos simbolos da palavra com o primeiro operador de Kleene, ou seja, wo. E claro que se

w = w;s, com s um prefixo de wy o resultado segue trivialmente, pois,

[v] < |w| = [wis| < [wi]+|ws|.
Dai, admita que w = w;wowis, com [wis| > 1 e suponha que |[v| > [wy|+ [wa|. Deve-se
considerar dois casos, em que no primeiro se supoe |wy| > 1, pois o segundo caso inclui a

possibilidade de |w;| = 1.

Caso 1) v inicia em um sufixo proprio de w;.
Observe a representagao na Fig.
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Figura 4.3 — Sufizo proprio mais longo iniciando em um sufixo proprio de wi.

"
w W . WS
T

=t
Fonte: O Autor (2020).
Seja v = wywayr, com r um sufixo proprio de wis, entao
W = XW{Wsl' = W{WsIl, (4.4)

em que X é um prefixo proprio de wy e u ¢é tal que [u] = |x| e ru = wks. Observe que r é

também prefixo proprio de wis. Se colocar wy = xy, é possivel escrever (4.4) na forma:
W = XXYyW,I' = XYW, = XyW,I' = YW,Iru. (4.5)

Considere os seguintes casos:
o [x[ > ly|:

Neste caso, observando (4.5]) é possivel escrever x = yl e, substituindo em (4.5]), obtém-
se:

w = ylywor = ywyru. (4.6)

Segue de (4.6) que

lyw,r = woru = wowhs = whsns = runs,

em que sn = wy. Como |ru| > [x| = |yl| e ru = wis segue que ly é prefixo proprio de ru e
entao,

lywor = wolym = lyw, = wyly. (4.7)
Aplicando o Lema [4.1]a (4.7) se pode concluir que
wy =2z e ly =129,

em que p,q > 1 e z é prefixo e sufixo de wy e ly. Dai, segue que w; = yly = yz? e utilizando



46

a expressao regular tém-se que a palavra

2
pw3 Wy

Wy (w2)2q W3- W w (27

= wy (z¢ 2P~ lyqu3 W,

)

= wy (29)7 7 2929w5-
)"
) 2w wse

= (Zq

é proibida e contém a palavra proibida w;ws---w,, como fator e isto é absurdo, pois O é

anti-fatorial.

Este caso é semelhante ao caso anterior bastando fazer 1 =¢. Dai, segue que
wy =2 e ly=cy=y =127
em que p,q > 1 e z é prefixo e sufixo de wy e y. Portanto,
wy =yy =2z
e utilizando a expressao regular tém-se que a palavra

Wy (W2)2qW3"'Wn = W1(Zp)2qW3---Wn
= i (2) waw
= wi (22)" () wyw,

— 2q p-1
= Wi1\Z WiW3 "W,

é proibida e contém a palavra proibida w;ws---w,, como fator e isto é absurdo, pois O é

anti-fatorial.

o x| <yl

Neste caso, ainda observando (4.5 é possivel escrever y = x™1 com |l| < |x| e substi-
tuindo em (4.5) tém-se

xX"lwor = X"lworu = x"xlwaor = x"lwsru.

Portanto,

xlwor = lwyru. (4.8)
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Figura 4.4 — Sufizo proprio mais longo iniciando em um sufizo de wo.

wa
I
|
[
I
i
1

Fonte: O Autor (2020).

Observe que (4.8)) é equivalente a (4.5), em que y =1 e |x| > |y| = |l|, ou seja, recai-se

novamente no primeiro caso. Fazendo x = lh, segue que
wy=2z" e hl=2%
em que z é prefixo e sufixo de ws e hl. Logo,
wi = xy =xx"1=1h (Ih)"1=1(h1)"™" =1(29)™""

e, utilizando a expressao regular observa-se que a palavra

W, (WQ)qm+2q Wi W, Zp)qm+2q

|
s

1 W3---W,,

q)pm+2p

I
2

Z W3”'WTL

q)(p—l)m+2p—2 74 (Zq)m+1 W W,

I
g

. Zq)(p—l)m+2p—2 hl (Zq)m+1 Wi W,

—1)ym+2p-2
1 Zq)(P ) P

1l
s

(
(
1(Z
(
(

Il
s

hw,wj;---w,

é proibida e contém a palavra proibida w;wjs---w,, como fator e isto é absurdo, pois O é

anti-fatorial.

Caso 2) v inicia em um sufixo de wy.

Como foi comentado anteriormente se |wy| = 1, entdo w; = a com a € A e a # ¢ e,
portanto, seu sufixo proprio mais longo em P (OA1) é ¢ e se pode admitir que tal sufixo
inicia-se em wy. Dai, suponha que v inicia em um sufixo do i-ésimo wy para algum
i=1,2,...,t+1.

Seja v = wywsr, em que r é sufixo de wi s, Observando a Figura , & possivel
escrever:

W = W{Wsl'l = XW Wl (4.9)

em que u satisfaz ru = wis e x ¢é tal que [x| = |u| > ‘wl (wz)i_1| e dai pode-se es-

Ccrever X = wq (Wz)i_ly. Substituindo em 1) segue que W = Wy (W2)i_1 (W2)t_i+25 =
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)t—’i+2

- .
wi (Wy)" yw,war, ou seja, (Ws s = yw,;wor. Portanto

t—i+1

wy (W) S = yW,Wor. (4.10)

De 1} segue que |(W2)H+ls| = |[yw,r|. Como yw; comega num prefixo de wy e r é

t—i+1

sufixo de (w2)"™*'s, entéo (ws) s = yw,r e substituindo em (4.10) segue que,

wa (yw,) T = (yw,) wor = wa (yw,) = (yw,) wa. (4.11)

Aplicando o Lema [4.1 & (4.11]) segue que yw, = z° ¢ wo =29 com p,q > 1 e z ¢ prefixo e

sufixo de wy e yw,. Utilizando a expressao regular, a palavra

wi (W)’ waw, = wy(z9)" ws
= wy (zF)" ws
= wi (2") ZPwsw,
= wy (2)"7 yw, wyw,

é proibida e contém a palavra proibida w;ws---w,, como fator e isto é um absurdo, pois
O é anti-fatorial.

Usando os mesmos argumentos anteriores se obtém o resultado valido para as pala-
vras em P (OA!) geradas pela extensao de simbolos da palavra com o segundo Kleene.
Prosseguindo desta maneira até a palavra com o r-ésimo Kleene, o resultado desejado é
obtido. O

Observacao 4.3. Em virtude da Proposi¢ao e do cardter ciclico do operador de Kle-
ene, as memorias das palavras obtidas por extensoes de simbolos de palavras com operador
de Kleene de uma expressao reqular que representa um conjunto minimo proibido O, dado
pela Definicao formam uma sequéncia eventualmente periddica, em que a mesma €

obtida por extensoes de simbolos de uma sequéncia da forma,

t | v v v v v o (4.12)
— —
l !
Transiente Permanente

em que as extensoes por simbolos de t geram as memdrias da parte nao periodica e as

extensoes sequintes (por simbolos de v) geram as memdrias da parte periddica.

Exemplo 4.9. Considere a expressao reqular s = cfcfefefefede(cf)*df. Observem:

cfefefefefedel|efefefefefefe - | dfYf,

transiente

em que a barra no simbolo ¢ indica o inicio das extensoes por simbolos da palavra com
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operador de Kleene wo = cf. Portanto, as memdrias formam a sequéncia

(c.efsefe, (ef)? (ef)2e, (ef)? (ef)Pe, (ef) (ef) e, (ef )P, (ef e, (ef)°, (ef) e, )
que € eventualmente periddica de periodo fundamental p =2 e transiente t = cfcfefcefe.

Agora, se pode enunciar o principal resultado desta secao, que determina de forma
explicita um conjunto de classes de representantes dos conjuntos de restricoes de um SSS
com conjunto minimo proibido O dado pela Definigao [£.2) e estabelece um limitante para

o niimero de elementos deste conjunto.

Teorema 4.2. Seja X um SSS com O dado pela Definicaol{.3. Entao, existe um conjunto
suficiente W de classes de representantes dos conjuntos de restricoes das palavras na

linguagem L de X tal que W € finito.

Demonstrac¢ao. As restrigdes das palavras em P (O.A1) sdo obtidas por pares (Rg, Ryr),
em que Rg sao as restrigoes da expressao regular e Ry sao as restricoes da memoria. Como
palavras obtidas por extensoes de simbolos de palavras com operador de Kleene distintos
possuem Rpg’s distintas entao, seus conjuntos de restricoes também serao distintos, o que
permite calcular as restricoes por extensoes de simbolos de palavras com operador de

Kleene de forma individual. Dai, sendo
* * *
0= W1W2W3'"ng_1W2j"'W2nW2n+1,

determinar-se-4 a quantidade minima de ciclos k; de wy; necessaria para que todas as
restricoes das palavras em P (OA-1) geradas por extensdes de simbolos de wo; sejam
obtidas. Pela Observacgao 4.3 as memorias das palavras geradas por extensoes de simbolos
de wy; formam uma sequéncia eventualmente periddica de periodo p; e transiente t;, ou
seja, apos [t;| simbolos de wo; a mesma se repete de p; em p; simbolos da referida palavra.
Por outro lado, as restricoes dessas palavras obtidas da expressao regular se repetem a
cada |wy;| simbolos e, portanto, para sincronizar os pares (Rg, Ry) basta tomar k; > 1

como o menor inteiro tal que
kj - [wayl 2 [t;] + mme (p;, [wayl) -
Procedendo de forma similar determina-se k;, Y2 =1,2,...,n. Considere o conjunto
B = {wi}{e, way ..., wh Hws oo oo He, Wans ., w2 Hwann 1.

O conjunto

W=P(B)\B
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é um conjunto suficiente de classes de representantes do conjunto de restricoes da lingua-
gem L de X e W ¢ finito. O

Corolario 4.1. Seja W' um conjunto necessdrio e suficiente de classes de representantes

do conjunto de restricoes de um SSS. Entao,
|W/| <1+ |W1| + kl X |W2| + .-+ (kl + 1) X (kg + 1) X eee X (kn + 1) X (|W2n+1| - 1) .

Demonstragao. Considere W como descrito no Teorema Como W’ é um conjunto
necessario e suficiente de classes de representantes do conjunto de restricoes de um SSS
entao |W'| < [W|. O resultado segue agora pela aplicacao do principio fundamental da
contagem (Magalhaes |, 2006, p. 09) ao conjunto W =P (B) \ B. O

Exemplo 4.10. Neste exemplo, calcular-se-d o conjunto W de classes de representantes
do conjunto de restricoes das palavras na linguagem L do SSS cujo conjunto O é dado
pela expressao regular do Exemplo [{.9 Do referido exemplo, tém-se que a sequéncia
de memorias € eventualmente periodica de periodo fundamental p = 2 e transiente t =
cfefefefe. Observe ainda que wo = cf. Pelo Teorema para SINCronizar 0s pares

(Rg, Ryr) basta tomar ki > 1 como o menor inteiro tal que
ki [wol > [t| + mme(p,[wal),

ou seja,
2:k129+2=11 = k1 =6.

Ainda pelo teorema,

B ={cfefefefefedel{e, cf, (cf)? (cf)?, (cf)*, (cf)?, (cf)O Hdf}

e, W=2P(B) B é um conjunto suficiente de classes de representantes do conjunto de

restrigoes. Observe ainda que, pelo Coroldrio [4.1]
IW| <1+ |wy|+k-|wol+ (ki+1)-|ws|=|W|<1+13+6x2+7x2=40.
4.4 CARACTERIZACAO DO CONJUNTO O COMO UNIAO DE EXPRESSOES RE-

GULARES

O principal objetivo desta secao é estender o resultado obtido anteriormente para a
classe de SSSs quando o conjunto minimo de palavras proibidas O é dado por uma uniao

de expressoes regulares.

Definicao 4.3. Sejam s; e sy duas expressoes regulares caracterizadas pela Defini¢ao

[4.2  Diz-se que so € fatordvel por s se alguma palavra de sy possui como fator um
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Figura 4.5 — Sequéncia de memdrias eventualmente periddica.

parie periodica da memoria

parie ndo periddica da memoria

— T e -,
- . .
- - _._.-"'- g

(e, ch, che, cheb, chebe,  chebeb,  chebe, chebeb, L)

Fonte: O Autor (2020).

prefizo préprio de s1. Neste caso, as memorias das palavras de sy obtidas em si, serdo

denominadas de memdorias herdadas.

Exemplo 4.11. Considere as expressoes requlares:
sy =cfd(cfdccfdab)” ef, sy =abef (defde)” cfdcef,

s3=cf (decfde)* efaf, sy=cfd(cfdcabefdefdd)™ bf

Observe que sy, sy e S3 sao fatordveis por sy, pois, a palavra cfdc € fator das palavras
com o operador de Kleene em cada uma delas e é prefizo préprio de s4. A palavra cfdcfdc

¢ memoria da palavra abcfdcfdc de sy herdada de sy.

Observacao 4.4. As memdrias das palavras formadas pela extensao de simbolos de uma
palavra com operador de Kleene de uma expressao reqular fatordvel por outra podem formar
uma sequéncia eventualmente periodica ou uma sequéncia de palavras de comprimento

tendendo ao infinito.

Exemplo 4.12. Considere as expressoes requlares dadas por sy = cbcbeb(ad)*b, so =
df (cbeb)*a e s3 = adf (cb)™ e. Observe que sy € fatordvel por s, com sequéncia de memdrias
eventualmente periddica de periodo 2, transiente cbcb e permanente cb, como mostra a
Figura [{.5

Por outro lado, a Tabela[]. 1] apresenta a sequéncia de memdrias de s3 herdadas de s,

sequéncia esta ilimitada.

A seguir, seré apresentada a importante definicao de bloco fundamental que sera ttil na
prova de alguns resultados importantes, aqui desenvolvidos, que auxiliarao na construcao

das idéias que conduzirao a prova do principal resultado desta secao.

Definicao 4.4. Uma palavra u # € sobre um alfabeto finito A é chamada de bloco funda-

mental se toda vez que u=v", com veA* eneN entado,n=1ev=u.
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Tabela 4.1 — Memdrias das Palavras de s3 herdadas de s5.

Palavra Memoéria

ad d

adf df
adfc dfc
adf cb df cb

adf cbc df cbe
adf cbcb df cbeb
adfcbcbe  df cbebe

Fonte: O Autor (2020).

Exemplo 4.13. Considere as palavras u = abed e w = abababab sobre o alfabeto finito
A ={a,b,c,d}. Observe que u € bloco fundamental, mas, w ndo, pois, w = (ab)*, com

v = ab um bloco fundamental.

Lema 4.2. Para toda palavra w # € sobre um alfabeto finito A existe um tnico bloco

fundamental u tal que w =1 para algum n € N.

Demonstracao. Existéncia. Considere o conjunto:
P={lv]: veP(w)~{c} ew=v" neN*}.

Pela finitude de |w|, P é um subconjunto finito dos naturais e mais, como |w| € P
entdo, P # &. Pelo Principio da Boa Ordem (Santos |, 2009, p. 01), P possui um elemento
minimo |vy|. Serd mostrado que vy é um bloco fundamental. Suponha que vy =v7}, neN.
A conclusao que se deve chegar é que n = 1. Suponha que nao, ou seja, que n > 1. Dai,

segue que |vy| < |[vo| e, sendo vy prefixo de w entao, vi também o é. Por fim,
_ m _ nm
w=vy' =v]" = |vi|eP

e, isto ¢ um absurdo pela minimalidade de |vo|. Portanto, n = 1 e vi = v, ou seja, vq é
bloco fundamental.

Unicidade. Suponha que exista outro bloco fundamental v tal que

w=vi=vl kneN. (4.13)

Como |vq| € P segue, da minimalidade de |vo|, que |v1| > |vg|. Portanto, da igualdade em
1} segue que vy = Vg+1r, com r prefixo proprio de vy = rs. Substituindo em 1}

tém-se:
n—-p-2
——t—

vhrr(rs) (vir) (vErr) - (VB ) = vE e (st) < (st) 8,
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ou seja,

(rs) (vir) (vE''r) - (vE''r) = (sr)(sr)" P %s. (4.14)

Da igualdade em 1) rs = sr e pelo Lema r=vies=vlcomq= % el= %', sendo
d um divisor comum de |r| e |s|. Dai, vy = v?**. Como vy é bloco fundamental entao,

qg+{=1e, sendo r prefixo préprio entdao, g=0e £ =1, ou seja, r =c e vi = vj. O
Lema 4.3. Sejam u; =u? e wy = w? palavras sobre um alfabeto finito A, tais que u e w
sao blocos fundamentais. Se

u;uug o = WiWiWwWyp -y (415)

ou seja, uma infinidade de fatores uy € igual a uma infinidade de fatores wy, entdo u=w.

Demonstragao. Da substituicao de u; = u? e wy = w9 em (4.15)), segue:
wPuPuP- = wiwiwie..

ou seja,

uuu- = WWWw-- (4.16)

Da igualdade (4.16) segue que u =wkr, com k >0 e r # £ um prefixo de w = rs. Voltando
a (4.16]), substituindo w e u, tém-se:

(rs)*r(rs)(rs)*'r(rs)*r--- = (rs)*r(sr)(sr) -,
ou seja,
(rs)(rs)"'r(rs)Fr.- = (sr)(sr)--- (4.17)
De (4.17), sr =rs. Pelo Lema r=tm e s=t" comm= %, n= % e d um divisor

comum de [r| e |s|. Dai,
w=rs=t"-t"=t"".
Sendo w bloco fundamental, deve-se ter m+n =1e t =w. Como r # ¢ entdo, m =1 e

k

n =0, ou seja, r =t =w. Logo, u=wrFw =w**! e, como u é bloco fundamental, k+1=1

ewW=1u. O

Proposicao 4.2. Sejam s = ujuiuz- U1 U Upy Uy, € Sg = WIWI W3 W W Wi Wy
expressoes requlares caracterizadas pela Definicao tais que s1 € fatordvel por ss. Se a
sequéncia de memorias herdadas é uma sequéncia de palavras de comprimento tendendo

ao infinito, entdo a mesma nao pode iniciar em palavras de s; com operador de Kleene.

Demonstracao. Suponha que a sequéncia de memorias herdadas seja obtida por extensoes

dos simbolos da palavra com operador de Kleene uy de s; iniciando na mesma e sua infini-
iz
tude se da pela extensao da palavra w = W1W§1w3---wj_22 w;_1. Tém-se as possibilidades:
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Neste caso é possivel escrever u; = rws, em que r e s sao, respectivamente, prefixo e sufixo

proprios de u,. Da infinitude da memoria herdada e da expressao regular so, segue que:
WW,; W = W(srw) (sTw)---

ou seja,
W, W;W;-- = (STW)(Srw) (srw)-- (4.18)

Segue da igualdade (4.18)) e dos Lemas [4.2] e que:

w;=vl e stw=v' ¢ leN, (4.19)

De 1} se ¢ </, sejap= [f] (menor inteiro maior ou igual a f) Entao, g-p > ¢. Da

expressao regular s, e das igualdades em (4.19), a palavra

p _ B
WW, Wi Wy, = WVIPWj W,

= qu~p—évfwj+1 Wi,

wvIPlsTww W,

¢ proibida e possui como fator a palavra proibida ww . ---w,,, o que é absurdo, pois, s,

é anti-fatorial. Por outro lado, se ¢ > £ entao

L

w; = vi=viivt = vitsrw, (4.20)

Da expressao regular s e de (4.20), a palavra
WW, Wi, Wy, = qu_esrwwﬁl---wm

é proibida e possui como fator a palavra proibida ww . ---w,,, 0 que é novamente absurdo,
sendo s, anti-fatorial.

b) u possui como sufixo um prefixo proprio t de w:

Neste caso, u; = at e w = tx com x # €. Portanto,
u; = (at)” =c+at + atat + - (4.21)
Da infinitude da memoria herdada, segue de sy e da igualdade (4.21)) que

ww;w;--- = t(at)(at)(at)--
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ou seja,
xw;w;--- = (at)(at)(at)- (4.22)

De (4.22), x = (at)"f, com r € N e f # € prefixo de at = fg. Substituindo em (4.22)), tém-se:

(at)"fw;w;-- = (at)"f(gf)(gf)-,

ou seja,
wiw;w; = (gf)(gf)(gf) - (4.23)

Da igualdade (4.23)) e dos Lemas [4.2] e [4.3] segue que:
w;=vl e gf=v’ ¢ leN. (4.24)

Da segunda igualdade de (4.24)), obtém-se:

(gf)™* = (gf)g(fg) f = v (2.
Sendo at = fg, x = (at)"f e w = tx entdo,

vi+2) - gaw. (4.25)

Se g < {-(r+2), tomando p = [é'(T;Q)], tém-se que p-q > ¢ - (r+2). Usando a primeira

igualdade de (4.24), a igualdade em (4.25) e a expressao regular s, se obtém a palavra
proibida

WW W1 W,

; va'qwj+1...wm

- va~q—€-(r+2)V£'(T+2)Wj+1...Wm

= WVp.q_E.(T+2)gaWWj+1'"Wm,

cujo fator wwj,---w,, é também proibido e, sendo s, anti-fatorial, isto é absurdo. Por

outro lado, se ¢ > £+ (r +2) entao,
w; = vl = ity bre2) (4.26)
Da expressao regular ss, de e de (4.26), a palavra
WW,; Wi Wy, = qu_g'(’””)gawwjﬂ---Wm7

¢ proibida com fator proibido wwj,---w,, e, novamente temos um absurdo. O

Lema 4.4. Sejam s = wjuius e sy = WiWi;W3 expressoes requlares caracterizadas

pela Defini¢ao . Se sy € fatordvel por sy com sequéncia de memdrias herdadas (an), .y
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eventualmente periddica de periodo fundamental p e transiente t entao, p | |wol.

Demonstra¢ao. Suponha que p 4 |[ws|. Pelo Algoritmo da Divisao, existem ¢,r € Z tais
que:

|wo| = p-qg +r, O<r<p (4.27)

Devido ao carater ciclico do operador de Kleene em wo, tém-se:
Apifwy| = Any VT2 [t|+ 1. (4.28)

Como (ay),y ¢ eventualmente periodica de periodo fundamental p e transiente t
entao,
Anap = Ap, Y0 2 [t]+ 1. (4.29)

De (4.27), (4.28) e (4.29) segue que:

Unslwy| =  Onirepq
= Opir+(g-1)p+p

= Opir+(g-1)p = = Apyryp = Opgr = Qp, Vn 2 |t| + 17

OU Seja, Upyy = Gy, Y0 >|t]+1, 0 que é absurdo pela minimalidade de p. O

O proximo resultado garante que as restricoes de uma palavra obtida pela extensao
de simbolos de alguma palavra com operador de Kleene podem ser determinadas descon-
siderando os operadores de Kleene antecedentes, o que serd muito util para o estudo de

todas as restri¢oes de palavras em P(OA™1).

Proposicao 4.3. Sejam s = wjujusu;---uj Us,.1 uma expressao reqular dada pela Defini-
~ _ T _ T T Th— T

cao U=UUs-UgoUogh D € W = WUy Ugl? - Uob L lopUob i, com 71,79, ..., 7% >

0, k<n e m wum prefizo de vy, palavras obtidas de s pela extensao dos simbolos da

palavra ug, . Se rp>t, em que t>0 € o menor inteiro tal que
(t-l)’|ll2/€| + |m| > |u1| + -+ |u2k_2|

entdo, C(u) = C(w).

Demonstracao. As restricoes de u e w sao dadas pela expressao regular juntamente com
as restri¢oes dos seus sufixos proprios mais longos vi e vy em P(OA1). Como u e w sdo
obtidas por extensoes dos mesmos simbolos da palavra com operador de Kleene uy;, entao,
suas restricoes pela expressao regular sao claramente iguais. Dai, é suficiente verificar que

vi =Vvy. Sendo ri > ¢, em que t >0 é o menor inteiro tal que

(t—l)'|112k| + |m| > |u1| + -+ |UQk_2| (430)
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entao, da Inequagao (4.30) segue, para todo ry > t, que:
|u2k_1| + Tk'|Il2k| + |m| > |U1| + -+ |u2k_1| + |LI2k-| (431)

ou seja,

|u2k_1u2kg’;€m| > |111| + -+ |Ll2k_1| + |112k| (432)

Por outro lado, sendo vy e vy 0s sufixos proprios mais longos de u e w em P(OA!) segue,
da Proposicao [.1] que:

|Vi| < |u1| + -+ |u2k_1| + |LI2k|, i:1,2. (433)

Como vy, vy € Ug_1 U, m sdo sufixos de u e w, segue de (4.32)) e de (4.33) que vy, v, séo

sufixos proprios de ug,-1u,;m e, portanto, sdo iguais. ]

Em virtude da Proposigao [4.3] utilizar-se-4 duas expressoes regulares com um tnico
operador de Kleene para enunciar e provar dois resultados que determinam de forma
explicita um conjunto suficiente de classes de representantes de restricoes das palavras de
uma expressao regular, obtidas por extensoes do operador de Kleene da outra expressao.
O fato de proceder dessa maneira se reflete numa maior facilidade de compreensao na
determinacao do nimero de ciclos do operador de Kleene necessérios para garantir que

todas as restricoes ja tenham sido obtidas.

Proposicao 4.4. Sejam s; = wjuius e so = WiWiWs expressoes requlares caracterizadas
pela Definicao [{.2 tais que sy € fatordvel por s; com sequéncia de memdrias herdadas
eventualmente periddica de periodo p. Entao, um conjunto suficiente de representantes

das restricoes das palavras de so obtidas pela extensao de simbolos de wo € dado por
W=P(B)\B, em que B = {Wl}{s,WQ, . ,Wg}{W;J,},

sendo k >1 o menor inteiro tal que (k—1)-|wa| > |t|, em que t € o transiente.

Demonstragao. O conjunto de restri¢oes é formado por pares (Ry; Ry), em que R, sdo
restricoes da propria expressao regular e R, sao restri¢oes da memoria herdada. Sendo a
sequéncia de memorias herdadas das palavras de sy obtidas pela extensao de simbolos de

Wy uma sequéncia eventualmente periddica de periodo p, a mesma é obtida, de acordo
com (4.12)), de uma sequéncia infinita da forma

t vvyv . (4.34)

em que t ¢é o transiente e |v|=p. De (4.34) observa-se que apds [t| simbolos de wy
as restricoes Ry, se repetem de p em p simbolos e as restricoes R, de [ws| em

ws| simbolos, ou seja, os pares (R,; R;) se repetem de mmc(p,|ws|) em mmc(p, |[ws
P
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simbolos. Dai, o ntimero minimo de repeticoes k£ da palavra wy para que todas as
restricoes das palavras em s, obtidas por extensoes de simbolos de wsy, tenham sido

obtidas, deve ser escolhido de tal forma que:
k-|wso| > |t] + mmc(p,|ws|).
Pelo Lema[4.4] p||ws| e, portanto, mme(p,|w2|) =|ws|. Logo,
k-lwo| 2 |t] + [wo| = (k-1)-|ws|2[t].

Por fim, tomando B = {Wl}{é, Wo, ... ,W’g}{wg}, o conjunto W = P (B)\B é um conjunto

suficiente de representantes das restrigoes das palavras de s,. O

Exemplo 4.14. Tém-se, do Fxemplo que as expressoes requlares s; = cbcbcba*b e
sy =df (cbeb)™ a sdo tais que sy € fatordvel por s; com sequéncia de memdrias herdadas
eventualmente periddica de periodo p=2 e transiente t = cbcb, ou seja, |t|=4. Como
|ws| = |cbeb| = 4. Pela Proposicao k>1 € o menor inteiro que satisfaz:

4-(k-1) >4 = k-1>1 = k=2.
Dai, o conjunto B ¢ dado por:

B = {df}{e, cbeb, cbebebeb{a} ={dfa, dfcbcba, df cbcbebebal

W = {5, d, df, dfec, dfcb, dfcbe, dfcbeb, df cbebe, df cbebeb, df cbebebe, dfcbcbcbcb}.

Proposicao 4.5. Sejam s; = wjuius e so = WiWiWs expressoes requlares caracterizadas
pela Definicao [{.2 tais que s1 € fatordvel por sy com sequéncia de memdrias herdadas
formada por palavras de comprimento tendendo ao infinito. Entao, um conjunto suficiente
de representantes das restricoes das palavras de s; obtidas pela extensao de simbolos de

uy € dado por
W=P(B)\B, em que B = {ul}{e,ug, . ,uf}{ug},

em que k > 1 € o menor inteiro tal que k-|us| > t +a, em que t € o comprimento da
palavra que antecede o inicio do operador de Kleene em wo a partir do inicio do operador

de Kleene em uy e a é o minimo miltiplo comum entre |uy| e [wo.

Demonstracao. Ja se sabe que as restricoes das palavras de s; sdo dadas por pares

(Rp, Ry), em que R, é restricao propria e R, é restricdo de memoria herdada de so.
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Portanto, é suficiente determinar a quantidade minima k de repeticoes da palavra u,
para que o par (R,, Ry) se repita. Pela Proposigao a memoria herdada deve iniciar
na palavra u;. Considere os casos:

a) wy ¢ fator de uy :

Neste caso,

u; = VW1T. (4.35)

Da expressao regular s, e pela infinitude da memoria herdada, de (4.35)) segue
WirloUy =+ = WiWoWy =+ = TlUgly » = WoWaWy -+ = I = Wat,
com t prefixo de wo = tm. Dai,
wituguy -+ = wit(mt)(mt)(mt) -,

ou seja,
uuy -+ = (mt)(mt)(mt) - (4.36)

A igualdade em diz que ao iniciar as extensoes da palavra u; de s; por simbolos
de uy, a palavra w; de sy ja tem sido extendida por wit simbolos, continuando suas
extensoes a partir do sufixo m. Observe ainda que os operadores de Kleene em uy € wo
geram, respectivamente, restrigoes proprias que se repetem a cada |ug|-vezes e restrigoes
de memorias herdadas que se repetem a cada |[ws|-vezes. Como |mt| = |ws|, segue de
que o par (R,, R;) se repete a cada mmc(|uy|, |wa|)-vezes, ou seja, é suficiente
tomar k > 1 tal que k- |ug| >t +a=0+a =a, com a o minimo multiplo comum entre |uy| e
|W2|.

b) uy possui um sufixo préprio de w; como prefixo:

Neste caso, u; = vim, m # ¢ prefixo proprio de w; = my. Da expressao regular s, e pela

infinitude da memoria herdada, segue que:
mu2u2 Dl myw2w2 aea

ou seja,

UgUy -+ = YWoWaoWy .-+ (437)

A igualdade em (4.37)) diz que no inicio do operador de Kleene em uy a palavra y antecede
o inicio do operador de Kleene em ws. Segue, ainda de (4.37) que y = ubn, com n prefixo
de uy =nz. Novamente de (4.37), tém-se:

ubn(zn)(zn)(zn) - = ubnwowowy -
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(zn)(zn)(zn) -+ = Wawywy - (4.38)

Como |zn| = |nz| = |uy|, a igualdade em (4.38)) sincroniza as restricoes obtidas pelas
evolucoes dos operadores de Kleene apos completar o minimo multiplo comum entre |uy|
e |wy|. Portanto, basta tomar k > 1 tal que k-|us| > t+a = |y|+a, com a 0 minimo multiplo

comum entre |uy| e |wa|. Logo, para ambos os casos, tém-se:
W=P(B)\B, em que B = {ul}{e,ug, . ,ug}{ug},

em que k- |ug| > t + a. O

Exemplo 4.15. Do Ezemplo a expressio reqular sz = adf (cb)* e herda memdria
infinita de sy = df (cbeb)™ a. Neste caso, t =0, |us| =2, |wo|=4 e a=mmc(2,4) = 4.
Pela Proposi¢ao tém-se:

k > 1, menor inteiro tal que 2k >4 = k=2.
Portanto, B = {adf}{s,cb, cbcb}{e} e,
W ={e, a, ad, adf, adfc, adfcb, adfcbe, adfcbcb}.

Teorema 4.3. Seja X um SSS cujo conjunto minimo de palavras proibidas é dado por O =
Yy Si, em que cada s;, i=1,...,n € uma expressao regular caracterizada pela Defini¢ao
{2 Entao, existe um conjunto finito e suficiente de classes de representantes do conjunto

de restricoes das palavras na linguagem L de X.

Demonstracao. Inicialmente, determina-se o conjunto de representantes de uma expressao

regular qualquer da uniao, como por exemplo,
o) . * . ces * .
Sj = WiiWoW;3 =" Wi yWi(2t5+1)

Em virtude da Proposicao para cada palavra wje;) (1 <4 <t;) de s; com operador
de Kleene determina-se quantos ciclos de Kleene kj; sao necessarios para que todas as
restrigoes das palavras obtidas por extensoes de simbolos de w;(2;) tenham sido obtidas.
Considere os seguintes casos:

a) As palavras de s; obtidas por extensoes de simbolos de w;(2;) ndo herdam memorias:

Neste caso, kj; é obtido como no Teorema

b) As palavras de s; obtidas por extensoes de simbolos de w;(s;) herdam memorias:

Suponha que as palavras de s; obtidas por extensoes de simbolos de w2 herdam
memorias de r+m (1 <r+m < n-1) expressoes regulares, das quais, r com sequéncias de

memorias herdadas eventualmente periodicas de periodos pg e transientes t, (s=1,...,7)
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e m com sequéncias de memorias herdadas infinitas que, apds uma reindexacao, pode-se

111 / / / I / ; ~
admitir como sendo s,...,s/.,s/ 4,...,8. ., coms, #s;, 1<i<r+m. Para as r expressoes
: { ; R e (1 1.(2) (r)
regulares é possivel determinar, pela Proposi¢ao os nameros k7, ki, ..., kit 21

que sao os menores inteiros tais que:
(s) -
k;; - |Wie2i] > [ts| + mmce (|Wj(2i)|7p8) ,s=1,...,r

e que representam os ciclos de Kleene necessarios para identificar todas as restricoes das

palavras de s; obtidas por extensoes de simbolos de wj(z;) que herdam memorias de

s,...,s., respectivamente. Por outro lado, para as m expressoes regulares ¢ possivel
. © o~ , +1 +2 + ~
determinar, pela Proposicao , 0s numeros kj(: ), kj(: ), cee k](f ™ > 1 que sao os

menores inteiros tais que:

(s) -
kji . |Wj(21)| > |ts| + minc (|W](21)|7 |W5(2qs) ) , S=r+ ]., o, rEm,
em que t, representa a palavra que antecede o inicio do operador de Kleene em wy(aq,)
a partir do inicio do operador de Kleene em wj(2;) € Wy(o4,) ¢ a palavra com operador
de Kleene que gera a memoria infinita e, estes niimeros representam os ciclos de Kleene

necessarios para identificar todas as restrigoes das palavras de s; obtidas por extensoes

/

TP respectivamente. Por fim,

de simbolos de wj(2;) que herdam memorias de s s St

em virtude do carater ciclico do operador de Kleene e da Proposicao 4.1 as memorias
proprias obtidas por extensoes de simbolos de wj(2;) formam uma sequéncia eventual-
mente periddica de periodo p e transiente t. Dai, para sincronizar as (r + m + 1)-uplas
(Rp, Rhys- -, Rn,, Ry,

o menor inteiro tal que:

.., Rp,.,.) de restricoes proprias e herdadas basta tomar kj; > 1

r+17 "

k?jz"|Wj(zz')| > max {[t],|t,]}

1<s<r+m
+ mmec (|Wj(2i)|7pap17 <o Pry |W(r+1)(2qr+1)|7 cee |W(r+m)(2qr+m)|) .
Como, pelo Lema P, s | Wi, Vs =1,...,r, a desigualdade acima passa a ser
Bji - W] 2 max {Jt], [b.]} + mme (jwjcn], Wiy eonl - Wesmy@oonl) -

Dai, um conjunto suficiente de representantes das restri¢oes das palavras de s; é dado
por
W; =P (B;) N By,

em que
k. k‘t.
By ={wiiHe Wi, Wi Hwgsb{e, w0y Hwsean -

Raciocinando de forma similar, para todas as expressoes regulares, é possivel determinar
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os conjuntos finitos de representantes W;, 1 <i <n das mesmas. Finalmente,
n
W = U Wz
i=1

¢ um conjunto finito suficiente de classes de representantes das restricoes das palavras na

linguagem de X. O]

Observacao 4.5. Na prdtica, o Teorema também fornece um limitante para o ni-
mero de elementos de qualquer conjunto necessdrio e suficiente W' de representantes das
restri¢oes das palavras na linguagem do SSS X, pois, |W'| < |W|, para W apresentado
no mesmo e este limitante, em muitos casos, oferece uma excelente aproximagao do |W|

como bem ilustra o exemplo a sequir.

Exemplo 4.16. Seja X o SSS cujo conjunto minimo de palavras proibidas é dado por
O = s1+82+83, em que s; = cbcbeb(ad)*b, sy = df (cbeb)*a e s3 = adf (cb)*e sao as expressoes
regulares do Exemplo [{.19. Determinar-se-d um conjunto finito e suficiente W de classes
de representantes do conjunto de restricoes das palavras na linguagem L de X. Deve-se
determinar os conjuntos finitos de representantes W;, 1 <1 <3 de cada uma das expressoes
requlares.

Determinacao de Wi :

Observe que as palavras de s1 obtidas por extensoes de simbolos de w1y = ad herdam

memorias de Sy € de Sz e, as sequéncias de memdorias herdadas sao dadas por
(e,d,e,d,...) e (a,ad,a,ad,...),

respectivamente, ambas eventualmente periddicas de periodos fundamentais p1 = py =2 €
transientes t1 = to = € e geram sequéncia de memdrias proprias dada por (e,e,...) que é
eventualmente periodica de periodo fundamental p =1 e transiente t = €. Pelo Teorema

4.3, k1121 é o menor inleiro tal que:
]{711 : |W12| 2 max{|t|, |t1|, |t2|} + |W12| = 2- ]{311 >0+2=2.
Portanto, ki1 =1 e,
Wi =P (By) \ By,

em que
By = {cbcbeb}{e, ad}{b} = {cbcbebb, chbebebadby.

Dar,
Wy = {g, ¢, cb, cbe, cbeb, cbebe, cbebeb, chebeba, chebebad}.

Determinacao de W:
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Agora, as palavras de sy obtidas por extensoes de simbolos de Woo = cbchb herdam

memorias somente de s1 e, a sequéncia de memdrias herdadas € dada por
(c, cb, cbe, cbeb, cbebe, cbebeb, cbebe, cbebeb, .. .),

que € eventualmente periodica de periodo fundamental py = 2 e transiente t; = cbcb e
geram sequéncia de memdrias proprias dada por (e,¢,...) que é eventualmente periddica
de periodo fundamental p = 1 e transiente t = €. Pelo Teorema koy 2 1 € 0 menor

mteiro tal que:
1{721 . |W22| > max{|t| |t1|} + |W22| = 4. k’gl >4+4=8.

Portanto, kyy =2 e,
Wg = :P (Bg) A Bg,

em que

By = {df }{e, cbeb, cbebebeb}{a} = {df a, df cbcba, df cbcbebeba}.

Daf,
Wy = {e,d,df,df c,df cb, df cbe, df cbeb, df cbebe, df ebebeb, df cbebebe, df cbebebeb} .

Determinacao de Wi:

Por fim, as palavras de s3 obtidas por extensoes de simbolos de w3y = cb herdam

memorias de s1 e de Sy e, as sequéncias de memdorias herdadas sao dadas por
(¢, cb, cbe, cbeb, cbebe, chebeb, cbebe, chebed, ...y e (dfc, df eb, df cbe, df cbeb, . . .),

respectivamente, em que a primeira é eventualmente periddica de periodo fundamental p, =
2 e transiente t1 = cbchb e a sequnda € infinita com comprimento da palavra to que antecede
o inicio do operador de Kleene em Wos a partir do inicio do operador de Kleene em wsg
nulo e geram sequéncia de memdrias priprias dada por (e,e,...) que é eventualmente
periodica de periodo fundamental p =1 e transiente t =e. Pelo Teorema ks 21 € o

menor inteiro tal que:
ksy - [wso| > max {|t|, [t1], [t2|} + mme(|wsa|,[Waa|) = 2-ks1 >4+4=8.

Portanto, k31 =4 e,
W3 = j) (Bg) AN 33,
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em que

s
1l

{adf }{e, cb, cbeb, cbebeb, cbebebeb}{ e}
{adfe, adf cbe, adf cbcbe, adf cbebebe, adf cbebebebe } .

Wi = {e,a,ad,adf,adfc,adf cb, adf cbe, adf cbeb, adf cbebe, adf cbebed, adf cbebebe,
adf cbebebeb} .

Novamente, pelo Teorema[].5, tém-se:

W W1 U W2 U W3
{e,c,d,a,cb,df  ad, cbe,df ¢, adf, cbeb, df cb, adf ¢, cbebe, df cbe, adf cb, cbebeb,
df cbeb, adf cbe, cbebeba, df cbebe, adf cbeb, cbebebad, df cbebeb, adf cbebe,

df cbebebe, adf cbebeb, df cbebebeb, adf ebebebe, adf chebebeb} .

Il

No préximo exemplo apresenta-se a determinagao do conjunto de classes de represen-
tantes do conjunto de restricoes no caso em que algumas expressoes regulares apresentam
mais de uma palavra com operador de Kleene, o que aumenta consideravelmente o nimero

de representantes.

Exemplo 4.17. Considere X o SSS cujo conjunto minimo de palavras proibidas € dado

por O = 81 + 89 + S3 + S4, €M que

s1 = cabe(ad)*db(cfd)* fe

S = bea(dada)*be

s3 = da(db)*cfdcf(dbfdbf)*d
sq = cfde( fdb)*dad(beca)* fg

Determinar-se-da um conjunto finito e suficiente W de classes de representantes do
conjunto de restri¢oes das palavras na linguagem L de X. Sabe-se que W = Wy u Wy U
W3 uWy, em que cada W;, 1 =1,2,3,4 representa o conjunto de classes de representantes
do conjunto de restricoes de cada s;, 1=1,2,3,4.

Determinacao de Wy :

Observe que as palavras de s, obtidas por extensoes de simbolos de w1 = ad herdam

memorias de Sy e de S3 e, as sequéncias de memorias herdadas sao dadas por
(bca, bead, beada, beadad, . ..) e (e,d,da,dad,da,dad, . ..),

respectivamente, em que a primeira € infinita com |t1| = 1, em que t; = a € a palavra
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que antecede o inicio do operador de Kleene em woo a partir do inicio do operador de
Kleene em wiy e a sequnda é eventualmente periodica de periodo fundamental p1 =2 e
transiente to = ad e geram sequéncia de memdrias prdprias dada por (ca,e,¢,...) que €
eventualmente periodica de periodo fundamental p = 1 e transiente t = a. Pelo Teorema
ki1 > 1 € o menor inteiro tal que:

ki1 - |wia| > max {[t|,|t1], [t2|} + mmec(|Wia,|W|) = 2-k1>2+4=6.

Portanto, ki1 = 3. Por outro lado, as palavras de s, obtidas por extensoes de simbolos de
wiyy = cfd herdam memdrias de so, de s3 e de sy e, as sequéncias de memorias herdadas

sao dadas por
(be,e,e,...), (e,e,d,e,e,d,...) e(c,ef,efd,cfde,cfdef,cfdefd,cfde,cfdef,cfdefd,...),

respectivamente, sendo as trés eventualmente periddicas de periodos fundamentais py =1 e
P2 =p3 =3 e transientes t1 =c, to =€ e t3=cfd e geram sequéncia de memdrias proprias
dada por (c,e,e,c,e,¢e,...) que é eventualmente periddica de periodo fundamental p =3 e

transiente t = €. Pelo Teorema[{.3, k12 > 1 é o menor inteiro tal que:

K1 - [wia| > max {[t], [t1], [ta], [ts]} + [Wal,

ou seja,
3'k12 2max{0,1,0,3} +3=6 = k‘lg =2.
Dai,
Wl = :P(Bl) N Bly
em que

By = {cabc}{e, ad,adad, adadad}{db}{e,cfd,cfdcfd}{fe}.

Pelo Principio Fundamental da Contagem, tém-se:

| W | |cabc| + 3 - |ad|+4 - |db] + 8- |cfd| +12- (| fe| - 1) + 1

44+6+8+24+12+1=55.

Determinagao de Wy:

As palavras de sy obtidas por extensoes de simbolos de Wy = dada sé herdam memd-
rias de s3 e, a sequéncia de memdrias herdadas é dada por (d,da,dad,da,dad,...) que é
eventualmente periddica de periodo fundamental p; = 2 e transiente t1 = d e geram sequén-

cia de memdrias proprias dada por (,¢,¢,...) que € eventualmente periddica de periodo
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Jundamental p =1 e transiente t = . Pelo Teoremal[].3, ko1 > 1 € 0 menor inteiro tal que:

]{321 . |W22| > maX{|t|, |t1| + |W22|,

ou seja,
4-kop >max{0,1} +4=5 = ko =2.
Dai,
Wg =P (Bg) N ‘BQ,
em que

By = {bca}{e, dada, dadadada}{be}.

Pelo Principio Fundamental da Contagem, tém-se:

[Wa| = |bca|+2-|dadal+3- (Jbe|] - 1) +1
= 3+84+3+1=15.

Determinacao de Wi:

As palavras de s3 obtidas por extensoes de simbolos de Wy = db s herdam memdrias
de sy e, a sequéncia de memdrias herdadas é dada por (e,b,e,b,...) que é eventualmente
periodica de periodo fundamental py = 2 e transiente t| = € e geram sequéncia de memorias
proprias dada por (d,e,d,e,...) que é eventualmente periodica de periodo fundamental

p =2 e transiente t =¢. Pelo Teorema[{.3, k31 21 é o menor inteiro tal que:
ks - [wso| > max{[t], [t1]} + |wag,

o seja,
2'[631 2max{0,0}+2:2 = /{331:1.

Por outro lado, as palavras de s3 obtidas por extensoes de simbolos de w3y = dbfdbf

herdam memdrias de sy e de sy e, as sequéncias de memdorias herdadas sao dadas por
(e,b,e,e,b,e,...) e (cfdcfd,cfdefdb,cfdefdbf,cfdefdbfd,...),

respectivamente, sendo a primeira eventualmente periodica de periodo fundamental p; =3
e transiente t1 = € e a sequnda € infinita com [ta| = 0, em que ty = € € a palavra que antecede
o inicio do operador de Kleene em wWys a partir do inicio do operador de Kleene em wsy
e geram sequéncia de memdrias proprias dada por (d,e,e,d,e,¢,...) que é eventualmente

periodica de periodo fundamental p =3 e transiente t = e. Pelo Teorema k3o >1 € o
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menor inteiro tal que:
/{532 . |W34| > max{|t|, |t1|, |t2|} + mmc(|W34|, |W42|) = 6- k?32 >0+6=6.

Portanto, ks = 1. Daf,
Wg = :P (Bg) N 33,

em que
B = {da}{e,db}{cfdcfH{e, dbfdbf}{d}.
Pelo Principio Fundamental da Contagem, tém-se:

[W3| = |da|+|db| +2-|cfdcf|+2-|dbfdbf|+4-(|d-1)+1
2+2+10+12+1=27.

Determinacao de Wy:

As palavras de s4 obtidas por extensoes de simbolos de wyo = fdb herdam memdrias de

so e de s3 e, as sequéncias de memorias herdadas sao dadas por
(e,e,b,e,6,b,...) e (e,d,e,e,d,¢,...),

respectivamente, sendo ambas eventualmente periddicas de periodos fundamentais p; =
P2 = 3 e transientes t1 = to = € e possuem sequéncia de memdorias proprias dada por

(cf,cfd,e,e,...) que é eventualmente periddica de periodo fundamental p =1 e transiente
t = fd. Pelo Teorema[{.3, ks 21 é o menor inteiro tal que:

i - [Wao| > max{[t|, [t1], [t} + [Waol,

ou seja,
3']{?41 2max{2,0,0} + 3=5 = ]{541 =2.

Por outro lado, as palavras de s4 oblidas por extensoes de simbolos de wyy = bca her-
dam memdrias de s1, de sy e de s3 e, as sequéncias de memdrias herdadas sao da-
das por (g,¢,ca,cab, cabe, cabca, cab, cabe, cabea, . . .), (b, be, bea, beab, be, bea, beab, . ..) e
(dadb, dadbe, ¢, . ..), respectivamente, sendo as trés evenlualmente periddicas de perio-
dos fundamentais p1 = po =3 e p3 = 1 e transientes t1 = bca, to = b e t3 = bc e possuem
sequéncia de memdrias proprias dada por (g,¢,e,¢e,¢,¢,...) que é eventualmente periddica
de periodo fundamental p = 3 e transiente t = €. Pelo Teorema ki 21 € 0 menor
inteiro tal que:

g - [Waa| > max{[t], [t1], [to], |ts|} + |Wadl,
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ou seja,
3']’6'42 ZmaX{O,S,l,Q} + 3=6 = k’42 =2.
Dai,
W4 = T (34) N ‘34,
em que

By ={cfdc}{e, fdb, fdbfdb}{dad}{e, beca,bcabca}{ fg}.
Pelo Principio Fundamental da Contagem, tém-se:

(Wy| = lefde|+2-|fdb|+3-|dad|+6-|bcal +9-(|fg|-1) +1
= 44+6+9+18+9+1=47.

Logo,
W:W1UW2UW3UW4.

Como o prefito e e W;, i=1,2,3 e4d e o prefito ce Wi n Wy entao,
|W|:|W1|+|W2|+|W3|+|W4|—3—1:55+15+27+47—3—1:140.

4.5 ANINHAMENTO DE OPERADORES DE KLEENE

E importante perceber que o Teorema oferece uma boa generalizacao da represen-
tacdo do conjunto minimo de palavras proibidas O de um SSS via expressoes regulares,
porém, gostar-se-ia de representar o conjunto O por expressoes regulares as mais gene-
ralizadas possiveis. Neste sentido, esta secao apresenta uma suscinta discussao sobre as
dificuldades encontradas na utilizacao do chamado aninhamento de operadores de Kleene
(Kleene dentro de Kleene).

Definicao 4.5. Diz-se que uma expressao reqular possui um aninhamento de operadores
de Kleene se existirem na mesma a ocorréncia de operadores de Kleene dentro de outros

operadores de Kleene.

Exemplo 4.18. Considere as expressoes requlares
sy =ca(b(dc)*) ef e sy= abd((cb)*)* cc.

Observe que estas expressoes requlares possuem aninhamento de operadores de Kleene,
pois, os operadores de Kleene em dc e cb estao dentro dos operadores de Kleene em b{dc)*

e (cb)*, respectivamente.

Das propriedades do operador de Kleene (Lawson | (2004)), temos que se L é uma

linguagem sobre um alfabeto finito entdo (L*)" = L* e portanto, a expressao regular s, do
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Exemplo ¢ tal que so = abd(cb)*ce. Este tipo de aninhamento ¢ trivial e ndo dar-se-a

atencao ao mesmo.

Exemplo 4.19. Considere a expressao reqular s = cabca*b. FEsta expressao atende as
exigéncias da Definicao e portanto pode representar o conjunto O de um SSS. No
entanto a expressao reqular s' = ca (bca*)™b com aninhamento de operadores de Kleene
nao pode representar o conjunto minimo de palavras proibidas de um SSS, pois, a mesma
nao € anti-fatorial; observe que a palavra cabcab é proibida e possui como fator a palavra

protbida cab.

Suponha agora que um SSS tivesse o conjunto minimo de palavras proibidas dado por:
O =wy (Wow3)" wy. (4.39)
Pela definicao do operador de Kleene, a igualdade em pode ser reescrita na forma
O =wWiwy + Wi (Wows) Wy + -+ Wy (Wgw’g)* Wy + (4.40)
Mostrar-se-a4 que qualquer expressao regular da uniao dada em , digamos
W (Wgw’g)* wy, k>1,

contribui para o conjunto de representantes W com, no minimo, uma palavra em P (OA1)
cujo conjunto de restricoes é diferente do conjunto de restricoes de todas as palavras em
P (OA-1) geradas pelas expressoes regulares wy (Wgwé)*w4 com j < k, o que implicara
na infinitude de W. De fato, considere a palavra w = wywowk. Primeiro observe que w
nao ¢é gerada por nenhuma expressao regular wy (w2w§)* w, com j < k. Por outro lado, o
conjunto de restricoes de w ¢ dado pelas restricoes da expressao regular juntamente com

as restrigoes do seu sufixo proprio mais longo v em P (OA™1), ou seja,

C(w) = [(W2W§)*W4 + w3 (W2W§+1)*W4 + ] + C(v). (4.41)

Admitindo-se que v = ¢, observa-se de que a palavra W = wowhwy € C(w).
De , pode-se concluir que a tunica palavra em P(OA-!) de comprimento menor
que |w| que possui a palavra w’ em seu conjunto de restricoes ¢ wi. Também pode-
se facilmente observar de que a palavra wowy € C(wy) e wowy ¢ C(w). Logo,
C(w) +C(u), Yue P(OA1) com |u] < |w| e tém-se que W & infinito.

O exemplo a seguir ilustra de forma particular a discussao apresentada anteriormente.

Exemplo 4.20. Suponha que o conjunto minimo de palavras proibidas seja dado por
O =a[b(cd)*]" e. Dai seque que

O=ab‘e + a[blcd)]" e + - + a[b(cd)k]*e + (4.42)
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Considere em a expressdao reqular a[b(cd)*]"e. A palavra w = ab(cd)®, k> 1 em
P(OA1Y) € gerada por esta expressao regular, porém, nao € gerada por nenhuma outra
expressio reqular a [b(cd)']" e em com i < k. Observe ainda que o sufizo priprio
mais longo de w em P (OA1) é e e portanto, de seque que

C(w) = [b(cd)k]*e + (cd) [b(cd)k“]*e + e (4.43)

Verifica-se de que a palavra w' = b(cd)*e € C(w). Por outro lado, de , tém-se
que a unica palavra em P (OA™1) de comprimento menor que |w| que possui a palavra
w’ em seu conjunto de restri¢oes é a, porém, a palavra be € C(a) e be ¢ C(w), ou seja,
C(a) #+C(w). Logo, C(w) #C(u), YueP(OA1) com |u| < |w| e tém-se que W € infinito.

O que se pode concluir da discussao apresentada nesta breve secao é que um SSS
nao pode ter o seu conjunto minimo de palavras proibidas O dado, em geral, por uma
expressao regular com aninhamento de operadores de Kleene na forma apresentada em
([£.39), pois, um SSS possui um nimero finito de contextos a direita. Dai, cabe questionar
a possibilidade de existirem expressoes regulares com outros tipos de aninhamento de
operadores de Kleene que possam representar o conjunto minimo de palavras proibidas O
de um SSS.



71

5 ALGORITMO PARA CONSTRUCAO DE SSS

Este capitulo propoe um algoritmo para a construcao do grafo de contextos para a
classe dos SSSs. Este algoritmo é baseado em um conjunto suficiente de classes de repre-
sentantes do conjunto de restrigoes das palavras na linguagem do sistema utilizando os
conceitos de mascara de restricao e memoria de restricao apresentados na Definicao e
na Secao A maior dificuldade encontrada para implementacao do algoritmo reside na
determinacao das memorias de restricao das extensoes das palavras de comprimento ma-
ximo por simbolos que geram memorias nao pertencentes ao conjunto de representantes,

fato este que nao ocorre para um SFT.
5.1 CONJUNTO SUFICIENTE DE CLASSES DE REPRESENTANTES

Esta secao apresenta um conjunto suficiente de classes de representantes que facilitara
a construcao do grafo de contextos, auxiliando nas transicoes dos estados que possuem
palavras de comprimento maximo.

Seja W um conjunto suficiente de classes de representantes do conjunto de restricoes da
linguagem L de um SSS X dado pela Defini¢ao Do conjunto W, que é finito, formar-
se-4 um novo conjunto W’, também finito, como segue. Se as palavras de comprimento
maximo w; € W sao tais que |w;| = [, adicione a W todas as palavras w; € P(OA1)\'W
tais que |w;| </+1. Como W é um conjunto suficiente de classes de representantes, cada
elemento adicionado a W é equivalente a algum elemento de W e, por esta razao, W' é
também um conjunto suficiente de classes de representantes e serd usado no algoritmo
para construir o grafo de contextos. E importante notar que no caso de um SFT o
conjunto W’ é igual a P(OA1). A vantagem de se adotar o conjunto W’ é que apds todo o
processo de refinamento as palavras de comprimento maximo em W’ sao, necessariamente,
equivalentes a alguma palavra de comprimento menor que pertenca & mesma classe e
desta forma o processo de transicao de estados pode ser feito por qualquer palavra de

comprimento menor que esteja na mesma classe.

Exemplo 5.1. Seja X o SSS sobre o alfabeto A = { a, b, ¢, d } com O = ac*bd. A
sequéncia de memdorias obtida pela extensao de simbolos da palavra wo = ¢ € dada por
(e, €, ...) e a mesma é eventualmente periddica de periodo p =1 e transiente t = . Pelo
Teorema .4k >1 é o menor inteiro tal que

k x |ws| 2 [t| + mmc(p, |[wa|) = kx120+1,

ou seja, k = 1. Ainda pelo Teoremal].d B = {w1}{e, w2}{ws} = {a}{e, c}{bd} = {abd, acbd}
eW=P(B)\B ={e,a,ab,ac,acb}. Observe que acb é a palavra de comprimento mdzrimo
em W el =|acb| = 3. Agora, acrescentando as palavras w € P(OA1) W tais que |w| <4,

obtém-se W' = {e, a, ab, ac, acb, acc, accc, acch}.
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Definicao 5.1. Seja w € W uma palavra de comprimento mdximo. Um simbolo a € A é

dito ambiguo associado a w se (a,0) e M(w) e wa e P(OA™1).

Observacao 5.1. Na Definicao wa nao pertence a W', jd que seu comprimento é

|w|+1 e|w| é o comprimento mdzimo.

Exemplo 5.2. Para o SSS do Exemplo as palavras accccbd, accebd € O e, portanto,
b,c sao prefizos proprios de proibicoes da palavra de comprimento mdzimo accc, ou seja,
(b,0), (¢,0) € M (accc). Observe também que accce,accch € P(OA) e, pela Definicio

0s stmbolos b e ¢ sao ambiguos associados a palavra accc.
A particao definida a seguir é utilizada no algoritmo apresentado na Secao [5.2]

Definicao 5.2. Seja w € W' uma palavra de comprimento mdximo associada a algum
stmbolo ambiguo a € A. Especifica-se wlW' = {P;, P’} como a particio de W' com
respeito a w, em que Py = {veW|C(v)=C(w)} e PC é o complemento relativo de P

em W',
5.2 ALGORITMO PROPOSTO

Esta secao apresenta o algoritmo proposto para a construcao do grafo de contextos para
a classe dos SSSs. O algoritmo é por separagao de estados e cria sucessivas particoes de W’
em conjuntos (ou classes) de palavras com o mesmo conjunto de restrigdes. Este também
utiliza os mesmos conceitos de méscara de restricao e memoria de restricao. A diferenca
deste para o algoritmo proposto em Chaves | (2014) (Tabela reside no particionamento
por equivaléncia de palavras (palavras equivalentes & palavras de comprimento méximo
associadas a simbolos ambiguos). O algoritmo é apresentado na Tabela e é dividido
em cinco passos.

Passo 1. Particionamento pela mdscara de restri¢do: A particdo inicial P = {Py, P, ...
,P,} é a particao mais densa de W’ com respeito a a|W’ (ver Definigao VaceA
E importante perceber que neste passo as palavras, em cada classe P; € Pl, possuem
mascaras de restri¢oes iguais.

Passo 2. Particionamento pela memdria de restricao para simbolos nao ambiguos:
Neste passo recursivo, o particionamento proposto na Definicao ¢ empregado para
refinar a particdo anterior P*, k > 1, sem fazer uso de simbolos ambiguos. Deve ser
notado que as palavras em P € P* sdo apenas estendidas por simbolos nao ambiguos
a € A se (a,0) € M(P). Este passo gera a particao mais densa de W’ relativa a todo
P € Pk pela extensao de um simbolo nao ambiguo especifico a € A (Linha 6 na Tabela
e na Linha 7 as parti¢oes resultantes deste processo (para cada a € A ndo ambiguo)
refina PF.

Passo 3. Particionamento por palavras equivalentes as palavras de comprimento md-

zimo associadas a simbolos ambiguos: Neste passo, também recursivo, o particionamento
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Tabela 5.1 — Algoritmo Proposto para o SSS.

Pl « Agen alW’ > A parti¢do inicial (Passo 1)
k<0

repetir > Iniciar o passo 2
k< k+1

para todo a € A simbolo nao ambiguo fazer

Py« A pepk (P7 CL) |W/

PrL « PEA Apea Pa > Nova Particao
até Pk+l = Pk

repetir > Iniciar o passo 3
. Para w € P, associada a simbolo ambiguo fazer

. Pw < W|W/

. Pk« PEAP,, > Nova Partigao

. Até nao existir w associada a simbolo ambiguo

. repetir o passo 2, linhas 3 a 8 > Passo 4

NSOt W=

— = O
= W DN = O

Fonte: O Autor (2020).

proposto na Definicao é empregado para refinar a particao anterior P+, k > 1. Este
passo gera a particao mais densa de W’ relativa as palavras equivalentes & alguma pala-
vra de comprimento méximo w associada a algum simbolo ambiguo a € A (Linha 11 na
Tabela e na Linha 12 as partigoes resultantes deste processo (para cada palavra de
comprimento maximo associada a simbolo ambiguo a € A) refina P*. Para cada palavra
w € W de comprimento maximo em alguma classe P; € P* associada a algum simbolo
ambiguo a € A, determina-se, nesta mesma classe, palavras equivalentes & mesma. Como
as palavras de comprimento maximo em W'’ foram acrescidas ao conjunto suficiente de
representantes inicial W, entao elas devem ser equivalentes a palavras de comprimento
menor em W e, caso alguma delas fique acompanhada de uma tnica palavra em alguma
classe de P*, entao elas sao automaticamente equivalentes.

Passo 4. Repeti¢ao do Passo 2: Retorno ao refinamento por simbolos nao ambiguos. O
Passo 2, linhas 5 a 8 na Tabela [5.1] é executado até que a condicao na linha 8 seja obser-
vada, o que implicara que o conjunto de classes de representantes W estara particionado
em classes de palavras com mesmo contexto a direita.

Passo 5. Critério de Parada: O algoritmo termina quando refinamentos nao sao mais
possiveis.

Os resultados apresentados a seguir provam a consisténcia do algoritmo.

Lema 5.1. Em cada particao P* de W', palavras em classes distintas possuem contextos

a direita distintos.

Demonstragao. A afirmagdo é véalida para P, ja que M (u) # M (v) implica que F (u) #
F(v) para todo u,v € P(OA1). Seguindo um argumento indutivo, assuma que essa

caracterfstica se mantém para P*, k > 2. Além disso, considere que v, w € W’ sao palavras
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pertencentes 4 mesma classe em PF, mas em classes distintas em P*1. Nesse caso,
h& duas possibilidades. A primeira (referente as linhas 5 & 8 da Tabela ocorre se
R (va) e R (wa) estdo em classes distintas em P*, o que, pela hipotese indutiva, implica
que F(R(va)) # F(R(wa)) e, portanto, que F'(v) #+ F'(w). A segunda possibilidade
(referente as linhas 10 a 13 da Tabela , supondo sem perda de generalidade que w
possui simbolo ambiguo, implica que C (v) # C(w) e, consequentemente, que F (v) #
F(w), (Chaves | 2014, Teorema 1). O

Teorema 5.1. Ao final do algoritmo, o conjunto W' estard particionado em classes de

palavras com mesmo contexto a direita.

Demonstracao. Seguindo um argumento por contradi¢do, suponha que h& uma palavra

u=ai-a, € L de comprimento minimo em
C(w)acl(v)=(C(w)-C(v))u(C(v)-C(w)),

o conjunto que representa a diferenca simétrica entre C (w) e C(v). Sem perda de ge-
neralidade, sera admitido que u € C(v). Considere a extensao de w e v pelos prefixos
de u e a associacao do conjunto de restricoes das palavras resultantes com o conjunto de
restricoes das palavras em W', conjunto esse particionado através do algoritmo.

Posto esse cenario, dois casos devem ser considerados. Primeiramente, R (wa;---a;) e
R (vai--aj), 1 <j < n, sendo quaisquer extensdes de w e v por um prefixo de u, per-
tencem ao conjunto W. Neste caso a prova segue como em (Chaves |, 2014, Teorema 5).
O segundo caso é a memoria de pelo menos uma dessas extensoes ser uma palavra de
comprimento maximo em W’. Suponha que esta seja R (va;---a;), | < n, entdo, em de-
corréncia do Passo 3, no término do algoritmo, esta e a memoria R (way--a;) estardao em
classes distintas, ja que, C (R (vay---a;)) # C(R(wayi-a;)) em decorréncia da suposi¢ao
inicial. Contudo, como P* e Pkl sdo iguais, entdo R (wa;) e R(vay) estdo na mesma
classe em PF. Portanto, R (vajas) e R (wajaz) estdo na mesma classe em PF! e, recur-
sivamente, R (vai--a;) e R (way---a;) deverdo estar na mesma classe em PF! . Tsso leva a

uma contradicao, pois apo6s o Passo 3 do algoritmo estas estarao em classes distintas. [J
5.3 CONSTRUCAO DO GRAFO DE CONTEXTOS PARA A CLASSE DOS SSSs

Esta secao apresenta a construcao do grafo de contextos de um SSS utilizando o
algoritmo proposto na Tabela detalhando cada passo do mesmo. Como os conceitos
de conjunto de contextos e conjunto de restricoes sao duais, a construgao do grafo de

contextos pode ser realizada com o conjunto de vértices V obtido a partir do conjunto

{C(w)| weWT,
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sendo dai os elementos da particao atingida no Passo 5 do algoritmo proposto na Tabela
5.1l Para determinar as transicoes dos vértices estende-se (Chaves | 2014, Proposigao
3), dai existe um ramo com r6tulo a do vértice P} para P/ se w € P/, R(wa) € P/ e
(a,m) ¢ M (w) e w e W diferente de uma palavra de comprimento maximo associada a

um simbolo ambiguo.

Observacao 5.2. A exclusio das palavras de comprimento mdzrimo no processo de de-
terminacao das transicoes se da pela equivaléncia destas com palavras de comprimento

menor identificadas pelo Passo 3 do algoritmo proposto na Tabela[5.1]

Exemplo 5.3. Considere a construgao do grafo de contextos para o SSS do Exemplo[5.1],
em que O =ac*bd e

W' = {g,a,ab, ac,ach, acc, acce, accb}.

Para o primeiro passo do algoritmo as mdscaras de restricao dos elementos de W' sao

calculadas. Se w = ¢, entao M () =@. Se w = a, enldo
wl0=a"0={w; e A* |aw, € O} = {c*bd}.

Observe que tanto b como ¢ sao prefixos proprios de c*bd, entdo (b,0),(c,a) € M(a).

Como o maior sufizo proprio de a em W é e e M (¢) = @, entao

M(a) = {(b,0),(c,O)}.
Para w = ab,
w0 = (ab) ™ O = {wy € A* | abwy € O} = {d}.

Observe que abd ¢ L, ou seja, (d,m) € M(ab). O maior sufizo proprio de ab em W é € e
M (e) =@. Portanto,
M (ab) = {(d, m)}.

Para w = ac,
w0 = (ac) ™ O = {wy e A* | acwy € O} = {c*bd]}.

Logo,
MA(ac) =M (a) = {(b,0),(c,0)}.

Para w = acb,
w0 = (ach) ™ O = {wy € A* | acbw; € O} = {d}

M (acb) =M (ab) = {(d,m)}.

Para w = acc,

(acc)™ O = {w; e A* | acew € O} = {¢*bd}.
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Tabela 5.2 — Mdscaras de Restricio das palavras de W' para o SSS com O = ac*bd.

weW M(w)

€ %]

a  {(b;0),(c,0)}
ab {(d,m)}

ac {(b,0),(c,0)}
ach {(d,m)}

acc {(b,O), (c,0)}
accc  {(b,0), (c,0)}
accb  {(d,m)}

Fonte: O Autor (2020).

Dai,
M (acc) =M (a) = {(b,0), (c,O)}.

De forma similar,
M (acce) = {(b,O),(c,0)}.

Por fim, se w = accb,

(acch)™ O = {w; € A* | acchbw; € O} = {d}

M (acch) = M (ab) = {(d,m)}.
As respectivas mdscaras de restrigao estao listadas na Tabela 5.2,
Dai, a particao inicial € dada por

Pl ={P, = {e}, P, = {a, ac,acc,accc}, P3 = {ab, acb, acch}}.

Para o sequndo passo do algoritmo, nao existem simbolos nao ambiguos com marca O
nas mdscaras de restricao dos elementos de W' entdo, refinamentos nao sao possiveis.
Para o terceiro passo, a palavra de comprimento mdximo accc € Py € a tinica palavra

assoctada aos simbolos ambiguos b , c. Da expressao reqular que representa O, tém-se que
C (accc) =C (a) = C (ac) = C (acc) = c*bd.

Portanto,

Pocee = {{a,ac, acc, accc}, {e, ab,ach, acchb}}

e P APucce = PL. Refinamentos também nao sao possiveis.

No passo anterior foi identificado que todas as palavras em Py sao equivalentes entdao,
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para o quarto passo, como N (Ps) ndao possui simbolos com marca O, entdo suas palavras
nao podem ser estendidas e as palavras em P3 nao podem ser separadas. Logo, refinamen-
tos nao sao mais possivers e o critério de parada no quinto passo € estabelecido, sendo
Pl a particao mais fina. Portanto, o grafo de contextos possui trés vértices. Utilizando
(Chaves |, |2014, Proposicao 3) e a Observagao ¢ possivel reproduzir o grafo mostrado
na Fig. [5.1]

Outro exemplo é 0o SS par ternario que sera visto a seguir.

Exemplo 5.4 (Sistema dinamico simbdlico par ternario). Seja X o SSS sobre o alfabeto
A={0,1,2} com O=01(11)"0 + 02(22)" 0. Observe que as expressoes requlares nao sao
fatordveis uma na outra. As sequéncias de memdrias proprias obtidas por extensoes de
simbolos das palavras wo = 11 e Wl = 22 sdo ambas iguais d (e, €, ...) que é eventualmente
periddica de periodo 1 e transiente €. Pelo Teoremal[{.Z, k, k' > 1 sao os menores inteiros

tats que:

?

kx|[11] >0+ mme(1,2) 2k >2
=
k' x|22| > 0 + mme(1,2) 2K > 2

ou seja, k = k' =1. Novamente pelo Teorema B = {01}{e,11}{0}, B’ = {02}{e,22}
{0}, W1 ={0,01,011,0111} e W, ={0,02,022,0222}. Agora, pelo Teoremal[{.3,

W = {e,0,01,02,011,022,0111, 0222}

Observe que 0111 e 0222 sao palavras de comprimento mdzimo em W el =|0111| =10222| =

4. Agora, acrescentando as palavras w € P(OA) W tais que |w| <5, obtém-se
W’ = {£,0,01,02,011,022,0111,0222, 01111, 02222}

Inicialmente calcula-se as mdscaras de restrigao para os elementos de W'. Observe

que 0s sufizos proprios mais longos das palavras de W' em W' sao iguais a € e M () = @.

Figura 5.1 — Grafo de Contextos do SSS com O = ac*bd obtido da parti¢io P*.

b, o, d i,

Fonte: O Autor (2020).
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Para w=¢, M (e) =@. Para w =0,
wl0=0"'0=1(11)"0 + 2(22)"0.
Observe que 1 e 2 sao prefizos proprios em 0710 e, portanto, (1,0),(2,0) € M(0). Entdo,

M(0) ={(1,0),(2,0)}.

Para w =01,
w0 =(01)"" 0= (11)*0.

Observe que 1 € prefixo proprio em (01)_1 O e, portanto, (1,0) e M (01). Como 010 ¢ L,
(0,m) e M (01). Dag,
M(01) ={(1,0),(0,m)}.

Para w =02,
w0 = (02)7 0 = (22)* 0.

Observe que 2 € prefixo proprio em (()2)_1 O e, portanto, (2,0) € M (02). Como 020 ¢ L,
(0,m) e M (02). Entao,
M(02) = {(2,0),(0,m)}.

Para w =011,
w0 =(011)"'O=1(11)"0.

Observe que 1 € prefizo préprio em (011)_1 O e, portanto, (1,0) e M (011). Entao,
M(011) = {(1,0)}.

Para w =022,
w0 =(022)7' 0 =2(22)"0.

Observe que 2 € prefizo préprio em (022)_1 O e, portanto, (2,0) € M (022) e

M (022) = {(2,8)}.

Para w = 0111,
w0 = (0111)' O = (11)*0.
Entao,
M(0111) =M (01) = {(1,0), (0,m)}.
Para w = 0222,

w0 = (0222)71 O = (22)* 0.
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Tabela 5.3 — Mdscara de Restricio para W do SS par terndrio.

weW  M(w)
€ 16
0 {(1,0),(2,0)

2,0)}
01 {(1,0),(0,m)}
02 {(2,0),(0,m)}
011 {(1,0)}

022 {(2,0)}

0111 {(1,D),(0,l)}
0222 {(2,D),(0,l)}

01111 {(1,o0)}

02222 {(2,0)}

Fonte: O Autor (2020).

Entao,
M (0222) =M (02) = {(2,0),(0,m)}.

De forma similar,
M (01111) = M (011) = {(1,0)}

M (02222) = M (022) = {(2,0)}.

As respectivas mdscaras de restri¢ao estao listadas na Tabela 5.5

A particao inicial € dada por

Pl = (P ={e}, P, ={0}, P ={01,0111}, P, = {02,0222},
Ps = {011,01111}, P; = {022, 02222} }.

Para o sequndo passo, nao existem simbolos nao ambiguos com marca O nas mdscaras de
restricao dos elementos de W' entao, refinamentos nao sao mais possiveis.

Para o terceiro passo, 01111 € P5 e 02222 € Py sdo as unicas palavras de comprimento
mdzrimo em W' associadas a simbolos ambiguos e estao acompanhadas apenas de uma

palavra nos elementos de P! entdo, elas sao equivalentes as mesmas, ou seja,
C (01111) =C (011) e C(02222) =C (022).

Refinamentos nao sao mais possiveis.

Para o quarto passo, os simbolos 1 e 2 sao ambiguos e associados as palavras de
comprimento mdzrimo 01111 e 02222, respectivamente. As palavras em Ps so podem ser
estendidas por 1 e R(011) =011, R(01111) = 01111 € P5, enquanto que as palavras em P,
80 podem ser estendidas por 2 e ambas, R (022) = 022, R(02222) = 02222 € Ps. Portanto,
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Figura 5.2 — Grafo de Contextos para o SSS par terndrio do Exemplo obtido da particio P'.

Fonte: O Autor (2020).

refinamentos nao sao mais possiveis, o critério de parada € estabelecido e Pl é a particao

mais fina. Portanto, o grafo de contextos possui seis vértices e é dado na Fig. [5.2

5.3.1 Grafo de Contextos para a Classe dos S-gap

Esta subsecao apresenta os S-gap , bem como a constru¢ao, no caso em que 0s mesmos
sao SSSs, dos respectivos grafos de contextos a partir do conjunto minimo de palavras
proibidas O dado como uma uniao de expressoes regulares.

Para definir um S-gap X (5), fixe

S={s;eNu{0}: 0<s;<s;41, 1€ NU{0}}.

Se S é finito, defina X (S) como o conjunto de todas as sequéncias binarias para os quais
1’s ocorrem infinitamente em cada direcao e tal que o ntiimero de 0’s entre ocorréncias
sucessivas de um 1 estd em S. Quando S é infinito, precisa-se permitir pontos que iniciam
ou terminam com uma sequéncia infinita de 0’s. Para extrair algumas propriedades dina-
micas de X (5) necessita-se de uma sequéncia A (.S) obtida da diferenga de dois sucessivos
s, em S, ou seja dy = sg e A(S) ={d,}, em que d,, = s, — $,-1. Uma dessas propriedades
afirma que um S-gap é SSR se, e somente se, A (S) é eventualmente periddica (Dastjerdi
, 2012, Teorema 3.4). Vale a pena lembrar que uma sequéncia {a,} é eventualmente

periodica, de periodo [, se existe k € N tal que Vn > k tém-se a,; = a,.

Exemplo 5.5. Seja X (S) o S-gap, em que S c Nu{0} € dado por
S=1{0,2,5,6,8,11,12,14,17,18,20,23,...} = {0,2,5} U {6k, 6k + 2,6k + 5: ke N}.
Observe que neste caso,

A(S)=(0,2,3,1,2,3,1,2,3,1,2,3,...) = (0,2,3,1).
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Tem-se que A(S) € claramente eventualmente periddica de periodo 3 e, portanto, por
(Dastjerds |, |2012, Teorema 3.4), X (S) é SSR. Observe ainda que o conjunto minimo de

palavras proibidas € dado por

O = {10%*11, 10%%+31, 105%**1: ke Nu{0}}
= 10(0°)"1 + 1000(0%)"1 + 10000 (0°)" 1,

que € um conjunto infinito e, portanto, um SSS.

A construcao do grafo de contextos € discutida como seque. Sendo cada expressao
regular fatordvel pelas outras duas com memdrias infinitas seque do Teorema [[.3 que
B ={10}{e,0%,012}{1} = {101,1071,10131}, By ={103}{e,06,012}{1} = {1031, 1071, 101
by Bs = {104} {e, 00} {1} = {1041,10%°1} e W; = {¢,1,10,...,1013}, Wy ={e,1,10, ...,10%5},
Ws ={e,1,10,...,109}. Segue novamente do Teorema que

W =W, UWyuW3 =W, ={e,1,10,...,10%}.

Observe que 10'° € a palavra de comprimento mdrimo em W e [ = [10'%| = 16. Agora,

acrescentando as palavras w € P(OAY) \N'W tais que |w|< 17, obtém-se
W = {¢,1,10,...,10'}.

A primeira etapa do algoritmo consiste em calcular as mdscaras de restricao para
os elementos de W'. QObserve inicialmente que o sufixo préprio mais longo de todas as
palavras de W' em P (OA™) ée. Para w=¢, M(e)=@. Para w =1,

wl0 = 170 = {wieA*|1w; €0} = 0(0%) 1+0%(0%)" 1+0*(0%)" 1.
Como 0 € prefixo préprio de palavras em 171O entao,
M (1) = {(0,2)}.
Para w =10,
w0 = (10)770 = {wieA [10w; €O} = (09)"1+0%(0%)"1+0°(0°)" 1.
Como 0 € prefizo préprio de palavras em (10)_1 O, entao (0,0) e M (10). Como 101 ¢ L,

entdo (1,m) e M (10). Daf,
M (10) = {(0,0),(1,m)}.

Para w =102,
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w0 = (10°)70 = {wyeA*|10°w, €O} = 0°(0°) 1+0(0°)"1+02(0%)" 1.
Como 0 € prefizo proprio de palavras em (102)™° O entdo,
M (10%) = {(0,0)}.
Para w = 10%,
w0 = (10%)70 = {wieA*|10%wy €O} = 04(06) 1+ (0°)"1+0(0°)" 1.

Como 0 € prefizo préprio de palavras em (103)_1 O, entao (0,0) e M (103). Como 1031 ¢ L,
entao (1,m) e M (103). Daf,

M(10%) = {(0,0), (1, m)}.
Para w = 104,
w0 = (1070 = {wy e A* | 10*w; €O} = 03(06) 1+0°(0°)" 1+ (06)" 1.

Como 0 é prefizo proprio de palavras em (104)™ O, entio (0,0) € M (10%). Como 1041 ¢ L,
entao (1,m) e M (10*). Dai,

M(104) ={(0,0),(1,m)}.
Para w =105,
w0 = (10°)70 = {wye A" |10°w, €O} = 02(09) 1+0%(0°)"1+07 (0)" 1.
Como 0 € prefizo proprio de palavras em (105)_1 O entao,
M(10°) = {(0,0)}.
Para w =106,
w0 = (10970 = {wye A" [10°,; € O} = 0(09) 1+0%(0°)" 140" (0°) 1.
Como 0 € prefizo proprio de palavras em (106)_1 O entao,

M(10%) = {(0,0)}.
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Para w =107,
w0 = (107)70 = {wy eA* | 107wy €O} = (0°)"1+02(0°) 140 (06)" 1.

Como 0 € prefizo préprio de palavras em (107)_1 0, entao (0,0) e M (107). Como 1071 ¢ L,
entao (1,m) e M (107). Daf,

M (107) = {(0,3), (1, m)}.
Para w =10,
w0 = (105)70 = {wy e A" | 108wy €O} = 07(09) 1+0(09)" 1+02(0°) 1.
Como 0 € prefizo proprio de palavras em (108)™" O entio,
M(10%) = {(0,0)}.
Para w =107,
w0 = (10°)70 = {wi e A" 10°w; €0} = 04(09) 1+ (09) 1+0(0%)" 1.

Como 0 € prefizo proprio de palavras em (109)™" O, entio (0,0) € M (10?). Como 10°1 ¢ L,
entao (1,m) e M (10%). Dai,

M (10%) = {(0,0),, (1, m)}.
Para w = 1019,
w0 = (10°)70 = {w; e A7 10w, e O} = 0% (0°)" 1+0°(0°)" 1+ (0°)" 1.

Como 0 € prefizo prdprio de palavras em (1010)_1(‘), entao (0,0) € M(101°). Como
10191 ¢ L, entao (1,m) e M (10'9). Dad,

M (10") = {(0,0), (1,m)}.
Para w =101,
(10M)" 0 =02 (0°) 1+0*(0°)" 1+ 0° (0°)" 1= (10°) " 0.

Portanto,

M (10M) =M (10°) = {(0,0)}.
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Para w = 1012,
(10) 0 =0(0%) 1+0°(0°) 1+ 0*(0°)" 1= (10°) " 0.

Portanto,
M (10'2) = M (10°) = {(0,0)}.

Para w = 1013,
(10")7 0 = (09) 1 +02(0°) 140 (09)" 1 = (107) " ©.

Portanto,
M (10%) =M (107) ={(0,0), (1, m)}.

Para w =104,
(10M) 0 =07 (0°) 1+0(0°) 1+02(06)" 1= (10%) " 0.

Portanto,

M (10M) = M (10%) = {(0,0)}.

Para w =105,
(10%) 7 0 =0 (0°)" 1+ (08)" 1+0(0°) 1= (10°) " ©.

Portanto,

M(10") = M (10°) = {(0,0) , (1, m)}.
Finalmente, para w = 1016,
(101) 7 0 =03 (09) 1+0° (06)" 1+ (09)" 1= (10") " 0.
Portanto,
M (10'°) = M (10') = {(0,0) , (1,m)}.

As respectivas mdscaras de restrigao estao listadas na Tabela [5.4)

A particao inicial € dada por

Pt = {P={e}, P,={1,10*10°,10°10% 10", 10",10"},
Py = {10,10%,10%,107,10°, 10,103,102, 106} }.

Para o sequndo passo do algoritmo, como nao existem simbolos nao ambiguos com marca
O nas mdscaras de restricao dos elementos de W' entdo, refinamentos nao sao mais pos-

sivels.



Tabela 5.4 — Mdscara de Restricio de W' para o S-gap.

w e W'

3

1
10
102
103
104
10°
106
107
108
10°
1010
1011
1012
1013
1014
1015
1016

M (w)

16

{(0,0)}
{(0,0),(1,m)}
{(0,0)}
{(0,0), (1, m)}
{(0,0),(1,m)}
{(0,0)}
{(0,0)}
{(0,0), (1,m)}
{(0,0)}
{(0,0),(1,m)}
{(0,0),(1,m)}
{(0,0)}
{(0,0)}
{(0,0), (1, m)}
{(0,0)}
{(0,0),(1,m)}
{(0,0),(1,m)}

Fonte: O Autor (2020).
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Para o terceiro passo, 1016 ¢ a nica palavra de comprimento mdzimo associado ao

stmbolo ambiguo 0. Da expressao reqular que representa O, obtém-se que

C(10%) = 0%(0%)"1+0°(0%) 1+ (0%)"1
c(10*) = c(10"),

ou seja, 10%, 1010 e 106 sao palavras equivalentes. Entao,

Pios = {{10*,10%,10'°}, {£,1,10,10% 10 10°,10°, 10,
10%,10%,10,10", 103,10, 10"} }

P2 = Pl A 731016

Para o quarto passo, o unico simbolo ambiguo € 0. As palavras em P; sao tais que

R (10%) = 10%, R(10%) = 108, R(10™) =10 € P;,

{P] ={e}, Py={10*10'°,10'°}, P} = {1,10%,10°,
10,108,101, 10", 10"}, Py = {10,103,107,10°,10%,10'°} }
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Figura 5.3 — Grafo de contextos do S—Gap do E'a:emplo obtido da particio Q*.

)

Fonte: O Autor (2020).

enquanto que

R (10*) = 10*, R(10') =10, R(10'°) =10 e P;.

Portanto, o conjunto P, deve ser particionado e obtém-se o refinamento de P? dado por

{Q1 = {e}, Q2 = {10,10'°,10'9}, Q3 = {1,10%,10°, 10°,
108,10, 102,101}, Q4 = {10,107,1013}, Q5 = {10%,10°, 105} }.

Por fim observe que as palavras em Q3 sd podem ser estendidas por 0 e R (10) = 10, R (107)
=107, R(1013) = 1018 e Qi R(10%) = 103, R(10°) = 10°, R(10%5) = 105 € Qy e
R(106) = 105, R(10'?) = 102 € @3 . Enltao, o conjunto Q3 deve ser particionado e

obtém-se o refinamento de @3 dado por

{Q1={e}, @y ={10°,10"},Q4 = {10,107, 10"}, @} = {10%,10°, 10"},
Qs = {10%,10'°,10"}, Qg = {1,10°,10"*}, Q7 = {10%,10°%, 10"} }.

Refinamentos nao sao mais possiveis, o algoritmo para e Q* é a particao mais fina. Logo,

o grafo de contextos possui sete vértices e é dado na Fig. [5.3,

5.3.2 Grafo de Contextos para a Classe dos PFTs Préprios

Esta subsecao apresenta a construcao do grafo de contextos, através de um exemplo,
para a classe dos PFTs proprios utilizando a Definicao de O. Isto mostra o quao geral
pode ser a construcao do grafo de contextos utilizando a representacao de O através de

expressoes regulares.

Exemplo 5.6. Seja X o PFT sobre o alfabeto bindrio tal que X = X5 7y, com F = {10}

e T =2. Observe que este PFT nao pode conter pontos com blocos contendo um nimero
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par de 0’s entre duas ocorréncias sucesswas de 1. Dai, o conjunto minimo O de palavras
proibidas é dado por O = 1(00)" 1. A sequéncia de memdrias obtida por extensoes da
palavra wo = 00 € (g,¢,...) que € eventualmente periddica de periodo p = 1 e transiente

t=c. Pelo Teorema[{.4, k>1 é o menor inteiro tal que
k x |wa| > [t| + mme (p,|ws|) = 2k >2 =k =1.

Dai,
B ={1}{e,00}{1} = {11,1001} e W ={e,1,10,100}.

Observe que 100 € a palavra de comprimento mdzimo em W e | = [100| = 3. Agora,

acrescentando as palavras w € P(OA) N'W tais que |w| <4, obtém-se
W' = {&,1,10,100, 1000}

Na primeira etapa do algoritmo, observe que o sufixo proprio mais longo de todas as
palavras de W' em P (OA™) ée e M(e) =@. Para w =1,

w0 =17"0=(00)"1.

Como 0 € prefizo proprio de palavras em 1710, entao (0,0) e M (1). Como 11 ¢ L, entao
(1,m) e M (1). Portanto,
M (1) ={(0,o),(1,m)}.

Para w =10,
w0 = (10)"" 0 =0(00)* 1.

Como 0 € prefizxo préprio de palavras em (10)_1 O, entao (0,0) € M (10) e,
M(10) ={(0,0)}.

Para w =100,

w0 = (100)™' O = (00)* 1.
Como 0 é prefizo proprio de palavras em (100)™" O, entdo (0,0) € M (100). Como 1001 ¢
L, entao (1,m) € M (100). Portanto,

NC(100) = ((0.3), (Lm)}.

Por fim, se w=1000,
(1000)™" © = 0(00)* 1 = (10) 0.
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Tabela 5.5 — Mdscara de Restricio de W' para o PFT com O =1(00)" 1.

weW M(w)
€ 16
1 {(0,0),(1,m)}
10 {(0,0)}
100 {(0,0),(1,m)}
1000  {(0,0)}

Fonte: O Autor (2020).

Portanto,

M (1000) = M (10) = {(0,0)}.

As mdscaras de restri¢ao estao listadas na Tabela[5.5

A particao inicial € dada por
Pt ={P, ={e}, P, = {1,100}, P3 = {10,1000}}.

Para o sequndo passo, como nao exristem simbolos nao ambiguos com marca O nas mds-
caras de restricao dos elementos de W' entao, refinamentos nao sao mais possiveis.
Para o terceiro passo, 103 é a inica palavra de comprimento mdzimo associado ao

simbolo ambiguo 0. Da expressao reqular que representa O, oblém-se que
€ (10%) =0(00)" 1 =C(10),
ou seja, 10% e 10 sao palavras equivalentes. Entao,
Pios = {{10,10°},{,1,10°}} e P*=P' APy =P".

Portanto, refinamentos ndao sao mais possiveis.
Para o quarto passo, o inico simbolo ambiguo ¢ 0 0. As palavras em Py s6 podem ser
estendidas por 0 e R(10) = 10, R(1000) = 1000 € Ps. Dai, refinamentos ndo sao mais

possiveis, P' é a particao mais fina, o grafo de contextos possui 3 vértices e é dado na

Fig. [5.4).



Figura 5.4 — Grafo de Contextos do PFT com O =1(00)"1 obtido da particio P'.

0

Fonte: O Autor (2020).
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS
6.1 CONCLUSOES

Neste trabalho, resolvemos o problema da representacao de um sistema dinamico sim-
bolico de memoéria infinita através de um grafo rotulado direcionado com um ntimero
finito de estados. A relevancia da solucao de tal problema consiste nas diversas aplicacoes
em engenharia elétrica e, acreditamos, nas diversas areas do conhecimento cientifico que
sao modeladas por tais sistemas dinamicos. A seguir listamos as contribui¢oes do nosso
trabalho.

> Mostramos, no Capitulo , que o algoritmo proposto para a construgao de represen-
tacoes reduzidas para a classe dos SF'Ts fundamentado nos conceitos de conjunto de
restricoes, mascara de restricao e memoria de restricao pode ser estendido para a classe

dos PFTs, quando estes conceitos sao definidos por fase;

> No Capitulo 4] utilizamos linguagens regulares para representar o conjunto minimo de
palavras proibidas de um SSS através de determinadas expressoes regulares e descre-
vemos de forma explicita um conjunto suficiente W de classes de representantes do

conjunto de restricoes destes sistemas;

> Ainda no Capitulo [4] apresentamos um limitante para o nimero de elementos de um
conjunto necessario e suficiente W’ de classes de representantes do conjunto de restricoes
de um SSS;

> Também foi proposto, no Capitulo [5, um algoritmo para construcao do grafo de con-

textos para a classe dos SSSs, a principal contribuicao deste trabalho.

6.2 TRABALHOS FUTUROS

Como prosseguimento deste trabalho sugerimos:

1. Determinar um conjunto suficiente de classes de representantes do conjunto de restri-
coes para a classe dos SSSs representando o conjunto minimo de palavras proibidas

através de expressoes regulares mais gerais;

2. Procurar estabelecer um limitante que aproxime mais o conjunto suficiente W de
classes de representantes do conjunto de restricoes de um conjunto suficiente e ne-

cessario de classes de representantes;

3. Fazer um estudo da complexidade computacional do algoritmo proposto para a
construcao do grafo de contextos para a classe dos S5Ss, buscando métodos combi-

natoriais que possam reduzir esta complexidade;
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4. Utilizar propriedades da teoria ergodica dos nimeros para eliminar comparagoes
entre conjunto de restrigoes de palavras na linguagem de um SSS (linhas 10 a 14)
do algoritmo proposto para a construcao do grafo de contextos para esta classe de

sistemas simbolicos.
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