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RESUMO

A teoria de sistemas dinâmicos simbólicos, que explora as propriedades de sequências

com restrições, é aplicada em problemas nas áreas de comunicação digital e armazena-

mento de dados. Estes sistemas são especi�cados por um conjunto mínimo de sequências

proibidas O, ou alternativamente, por um grafo direcionado rotulado, denominado de grafo

de contextos. O contexto à direita de uma palavra w de um sistema dinâmico simbólico é

o conjunto de todas as palavras que podem seguir w. Neste trabalho, emprega-se o con-

ceito de conjunto de restrições de uma palavra que unicamente caracteriza o seu contexto

à direita para a classe dos sistemas dinâmicos simbólicos periódicos (PFT, periodic shift of

�nite type) para estender o algoritmo de SFT, fundamentado no conceito de conjunto de

restrições, para a construção do grafo de contexto para esta classe. Conjugando conceitos

da teoria de dinâmica simbólica e da teoria dos autômatos, de�nimos um conjunto �nito

de palavras, denominado de conjunto su�ciente de classes de representantes W, que gera

todos os possíveis contextos à direita, para sistemas em que o conjunto O é in�nito, de-

nominados de sistemas dinâmicos simbólicos de memória in�nita (SSS, strict so�c shift).

Utilizando a cardinalidade de W determinamos um limitante para o número de elementos

de um conjunto necessário e su�ciente de classes de representantes de contextos de um

SSS. Por �m, usando um procedimento sistemático para a partição deste conjunto, pro-

pomos um novo algoritmo para a construção do grafo de contextos para a classe de SSS,

construção esta que é um problema em aberto na literatura.

Palavras-chave: Engenharia Elétrica. Dinâmica simbólica. Autômatos. Grafo de contex-

tos. Sequências com restrições.



ABSTRACT

The theory of symbolic dynamic systems, which explores the properties of constrained

sequences, is applied to problems in the areas of digital communication and data storage.

These systems are speci�ed by a minimum set of forbidden sequences O, or alternatively,

by a labeled directed graph, called the follower set graph. The follower set of a word w of

a dynamic symbolic system is the set of all words that can follow w. In this work, we use

the concept of a set of restrictions of a word that uniquely characterizes its follower set for

the class of PFT (periodic shift of �nite type) to extend the SFT algorithm, based on the

concept of set of constraints, for the construction of the follower set graph for this class.

Combining concepts from the theory of symbolic dynamics and the theory of automata,

we de�ne a �nite set of words, called a su�cient set of classes of representatives W, which

generates all possible follower sets, for systems where the set O is in�nite, called dynamic

symbolic systems of in�nite memory (SSS, strict so�c shift). Using the cardinality of

W we determine a limit for the number of elements in a necessary and su�cient set of

classes of follower sets representatives of an SSS. Finally, using a systematic procedure

to partition this set, we propose a new algorithm for the construction of the follower set

graph for the SSS class, a construction that is an open problem in the literature.

Keywords: Electrical Engineering. Symbolic dynamic. Automata. Follower set graph.

Constrained sequences.
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1 INTRODUÇÃO

A área de dinâmica simbólica surge a partir da concepção de sistemas dinâmicos com

os trabalhos em topologia de Marstson Morse no início do século vinte (Morse (1921)). A

idéia destes trabalhos foi oferecer uma descrição algébrica dos sistemas dinâmicos que per-

mitisse traduzir comportamentos geométricos da evolução destes sistemas com o tempo.

Esta abordagem é recorrente na história da ciência uma vez que a representação algébrica,

em geral, oferece uma maior facilidade nas operações com os elementos do sistema e um

grande poder de generalização do seu comportamento geométrico. A teoria de dinâmica

simbólica é usada como ferramenta matemática na teoria de códigos e teoria da informação

(Lind (1995) e Blahut (1987)). Na teoria de códigos podemos citar os sistemas que em-

pregam os códigos de linhas ou códigos restritivos, que restringem as possíveis sequências

de saída do codi�cador, adequando-as às características do canal (Lind (1995)).

Em dinâmica simbólica, os sistemas dinâmicos simbólicos (SS, shift space) são sistemas

que estão vinculados a um conjunto F de palavras proibidas, sobre um alfabeto �nito A,

que pode ser �nito, denominado de sistema dinâmico simbólico de memória �nita (SFT,

shift of �nite type) ou in�nito, denominado de sistema dinâmico simbólico de memória

in�nita e todas as palavras sobre A sem fatores em F formam a linguagem L do sistema. A

única lista mínima de palavras proibidas, denotada por O, é chamada a coleção de todas as

palavras proibidas mínimas (Lind , 1995, p. 12). Uma classe particular de SS constitui os

sistemas dinâmicos simbólicos regulares (SSRs), também conhecidos como so�c shifts que

são sistemas que possuem representações geométricas descritas através de grafos rotulados

com um número �nito de estados. Existe um maior interesse no estudo desses sistemas

em virtude das diversas aplicações práticas associadas aos mesmos. Por exemplo, em

engenharia elétrica, sistemas usados para armazenar ou transmitir informação digital são

modelados como um SSR/SFT (Marcus (1992), Immink (1995), Marcus (1999) e Immink

(2001)).

Exemplos de SFTs com alfabeto binário são o MTR(j) - maximum transition run -

que restringe o número máximo de 1's consecutivos a j e o RLL(d, k) - run-length limited

- que restringe o número mínimo de 0's consecutivos a d e o máximo a k. Estes são

SFTs em que as restrições são globais, porém, restrições têm sido apresentadas para as

quais as proibições ocorrem de forma periódica, como por exemplo, a restrição TMTR -

time-varying maximum-transition-run - proíbe que a palavra 111 seja iniciada em índices

ímpares de uma sequência. Para modelagem adequada de restrições como as TMTR, em

que as proibições dependem do índice ou fase da sequência, a classe dos sistemas dinâmicos

simbólicos periódicos (PFT, periodic shift of �nite type) foi introduzida em Moision (2001)

e Bál (2011). A Figura 1.1 mostra a classi�cação dos sistemas simbólicos.

O contexto à direita de uma palavra w é o conjunto de todas as palavras na lingua-
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Figura 1.1 � Classi�cação de Sistemas Simbólicos.

Fonte: O Autor (2020).

gem L de um SS que podem ser concatenadas a w pela direita, formando palavras de

L. Se duas palavras tem o mesmo contexto à direita elas são chamadas de palavras de

contextos à direita equivalentes. Os possíveis contextos à direita de um SSR permitem a

construção de uma representação, o grafo de contextos, que é uma representação reduzida

com o menor número de estados para certas classes de SSRs de interesse prático. Esta

representação reduzida para o caso de um SFT é obtida, em geral, através de um proce-

dimento de dois passos: o primeiro consiste em gerar uma representação inicial (alguns

métodos são propostos em Lind (1995) e Crochemore (1998)). O segundo passo é aplicar

um algoritmo de minimização de vértices da representação para identi�car vértices da

representação inicial com o mesmo contexto à direita. Uma abordagem alternativa para a

classe de SFTs proposta em Chaves (2014), inicialmente determina o conjunto de vértices

da representação reduzida sem determinar um grafo inicial e depois calcula a transição

entre vértices e sua rotulação. Esta abordagem permite uma redução na complexidade,

desde que a transição e rotulação sejam calculadas apenas para um conjunto reduzido

de vértices. Daí, é de interesse a construção de algoritmos de baixa complexidade que

gerem representações reduzidas para outras classes de SSR. Observa-se que não existe

na literatura algoritmos que gerem tais representações quando o SSR é um SSS. A ideia

central em Chaves (2014) consiste na de�nição do conjunto de restrições (Chaves , 2014,

De�nição 1) e da equivalência deste com o contexto à direita (Chaves , 2014, Teorema 1).

Fundamentado neste fato, propomos nesta tese como objetivo principal um algoritmo para

construção de representações reduzidas para a classe de SSSs. Este algoritmo possui parte

da sua complexidade equivalente ao algoritmo do Crochemoore (Crochemore (1998)) adi-

cionada a uma complexidade extra associada a comparação dos conjuntos de restrições de

palavras de comprimento máximo associadas à símbolos que causam ambiguidade. Como

primeira contribuição mostramos, no Capítulo 3, que o algoritmo proposto em Chaves

(2014) pode ser estendido para construção de uma representação reduzida para a classe

dos PFTs.

No Capítulo 4, apresentamos mais duas contribuições desta tese, sendo uma delas a

determinação de um conjunto �nito su�ciente de classes de representantes que gera todos

os possíveis contextos à direita para um SSS através da caracterização do conjunto O
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como uma expressão regular. A outra contribuição é a obtenção de um limitante para o

número de elementos de um conjunto necessário e su�ciente de classes de representantes

de contextos de um SSS. No Capítulo 5, apresentamos a principal contribuição da tese,

o algoritmo para construção do grafo de contextos para a classe dos SSSs. Acreditamos

que a grande relevância dessa contribuição reside no fato de propormos um algoritmo de

baixa complexidade, uma vez que não necessitamos de representações iniciais do sistema

para posterior minimização de estados e, que generaliza a obtenção do grafo de contextos

para a classe dos SSSs. A seguir apresentamos uma breve descrição dos tópicos e resul-

tados apresentados nos capítulos que compõem a tese, em que todos os resultados não

referenciados determinam a contribuição do nosso trabalho.

No Capítulo 2 apresentamos uma breve revisão sobre dinâmica simbólica (Lind

(1995)), conjunto de restrições e suas propriedades, máscara de restrição, memória de

restrição e uma descrição detalhada dos passos do algoritmo proposto para a classe dos

SFTs (Chaves (2014)).

No Capítulo 3 fazemos uma descrição, por fase, dos resultados apresentados em Chaves

(2014) e estendemos o algoritmo nele proposto para a construção de uma representação

reduzida para a classe dos PFTs.

No Capítulo 4 utilizamos a teoria dos autômatos para descrever o conjunto O como

uma linguagem regular, através do uso de expressões regulares; usamos esta descrição para

determinar de forma explícita um conjunto �nito su�ciente de classes de representantes

que gera todos os possíveis contextos à direita de um SSS e derivamos da cardinalidade

deste um limitante para o número de elementos de um conjunto necessário e su�ciente de

classes de representantes de contextos de um SSS.

No Capítulo 5 apresentamos um novo algoritmo para obter o grafo de contextos para a

classe dos SSSs, descrevendo cada passo e ilustrando a aplicação do mesmo em exemplos

diversos.

Finalmente, no Capítulo 6 apresentamos as conclusões e sugestões para trabalhos

futuros.
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2 PRELIMINARES

Este capítulo apresenta uma revisão de conceitos sobre dinâmica simbólica (Lind

(1995)), partições, conjunto de restrições, máscara de restrição, memória de restrição e

construção do grafo de contextos para a classe dos sistemas dinâmicos de memória �nita

(Chaves (2014)), necessários para o desenvolvimento desta tese.

2.1 DINÂMICA SIMBÓLICA

Seja AZ o conjunto de sequências bi-in�nitas x � �xi�i>Z � �x�2x�1x0x1� de símbolos

de um alfabeto �nito A. Uma sequência �nita de símbolos consecutivos w � a1a2�an, ai

> A, 1 D i D n é chamada uma palavra ou bloco em A de comprimento n. Uma palavra

w é um fator de um ponto x > AZ, denotado por w h x, se existem inteiros i B j, tais que

w � xixi�1�xj. Escreve-se w hi x para enfatizar que w é um fator de x iniciando no índice

i. A noção de fator de um ponto x pode ser naturalmente estendida para a noção de fator

de uma palavra e usar-se-á a mesma notação. O conjunto de todas as palavras sobre A

incluindo a palavra vazia ε que satisfaz wε � εw � w é A�, em que wε é a concatenação

da palavra w com a palavra vazia ε.

A aplicação deslocamento σ � AZ
� AZ é de�nida por σ �x� � y com yi � xi�1. Observe

que σ é inversível e σ�1 é tal que σ�1 �y� � x com xi � yi�1. Denota-se por σk (k A 0) a

composição de σ por ela mesma k-vezes, ou seja,

σk � σ X � X σ´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
k�vezes

.

Seja F uma coleção de palavras sobre A e seja XA
F o subconjunto de AZ formado por

sequências bi-in�nitas que não possuem como fator uma palavra de F. Neste contexto, F

é referido como uma lista de palavras proibidas. Um Sistema Dinâmico Simbólico (SS) é

um conjunto X � XA
F . Se no contexto não houver confusão sobre o alfabeto usado, utiliza-

se a notação mais simples X � XF. Quando F é �nito diz-se que X é de tipo �nito e

denota-se por SFT (shift of �nite type). É importante observar que um SS X é invariante

por deslocamento, ou seja, σ �X� �X.

Exemplo 2.1. Seja X o conjunto de todas as sequências binárias em que não ocorrem

dois 1's consecutivos. Daí, X � XF, em que F � �11�. Observe que este espaço é um SFT.

Denota-se por Bn �X� o conjunto de todas as palavras de comprimento n que ocorrem

em pontos de um SS X e a linguagem de X é a coleção

L � B �X� �
ª

�
n�0

Bn �X� ,



18

em que B0 �X� � ε, ou seja, L é o conjunto de todas as palavras que ocorrem em pontos

de X, incluindo a palavra vazia ε. É importante observar que a linguagem de um SS X

é fatorial e prolongável, isto é, se w > L então todo fator de w também está em L, além

disso, existem palavras não vazias u e v em L tal que uwv > L. Um SS é completamente

determinado pela sua linguagem (Lind , 1995, Proposição 1.3.4), o que garante que dois

SSs são iguais se, e somente se, possuem a mesma linguagem. Um SS X com linguagem

L é irredutível se para todo par ordenado de palavras u, v > L existe w > L tal que

uwv > L. Observe que o SFT do Exemplo 2.1 é irredutível, pois, quaisquer duas palavras

da linguagem conectadas por uma sequência de zeros gera uma palavra que pertence a

linguagem.

O contexto à direita de uma palavra w > L, denotado por F �w�, é o conjunto de todas
as palavras em L que quando concatenadas a w pela direita, forma-se uma palavra em

L, isto é, F �w� � �u > L � wu > L�. Duas palavras w, u com o mesmo contexto à direita

F �w� � F �u� são ditas equivalentes. Uma palavra w � w1�wn é uma proibicão mínima

se w ¶ L e ambas w1�wn�1 > L e w2�wn > L. Denota-se por O o conjunto formado por

todas as palavras proibidas mínimas de um SS. Devido a unicidade de O (Lind , 1995,

p. 12), quando X é um SFT pode-se de�nir a memória de X por m � Máx
u>O

�SuS � 1�. É

importante observar que a minimalidade de O garante que a linguagem formada por este

conjunto é antifatorial (Crochemore (1998)), ou seja, ¦u,v > O com u x v então, u não

é um fator de v.

Seja u > A�, o conjunto de pre�xos de u é de�nido como P �u� � �vS § t > A� com vt �

u�, como uma extensão natural, se M b A� então P �M� � 8
u>M

P �u�. Similarmente, o

conjunto de su�xos de u é de�nido como S �u� � �vS § t > A� com tv � u� e para um

subconjunto arbitrário M de A�, S �M� � 8
u>M

S �u�. Observe que u > P �u� ,S �u�, pois,
ε > A� e uε � εu � u; daí, os conjuntos dos pre�xos e su�xos próprios de u são dados,

respectivamente, por P �u� � �u� e S �u� � �u�. A extensão de uma palavra w > A� por

outra palavra v > A� é wv. Dados dois conjuntos B1,B2 b A�, de�ne-se:

¢̈̈
¦̈
¤̈
B1B�1

2 � �w1 > A�S w1w > B1 para w > B2�
B�1

1 B2 � �w2 > A�S ww2 > B2 para w > B1�
.

Exemplo 2.2. Para B1 � �aabcd, badd� e B2 � �d, baddc�, tem-se

¢̈̈
¨̈̈̈
¨̈
¦̈
¨̈̈̈
¨̈̈
¤

P �B1� � �ε, a, b, aa, ba, aab, bad, aabc, badd, aabcd�
S �B2� � �ε, c, d, dc, ddc, addc, baddc�
B1B�1

2 � �aabc, bad�
B�1

1 B2 � �c�

.
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Figura 2.1 � Exemplo de Grafos.

Fonte: O Autor (2020).

2.1.1 Grafos

Dados V um conjunto de vértices, E um conjunto de ramos (ligações entre vértices) e

L � E � A uma função de rotulação, então G � �V,E,L� é um grafo direcionado rotulado

(doravante denominado de grafo). As funções i � E � V e t � E � V especi�cam o

vértice inicial e o vértice �nal de um ramo, respectivamente. Uma trajetória em G é uma

sequência de ramos π � e1e2�en, tal que, o vértice terminal de ei é o vértice inicial de

ei�1. O rótulo de π é a palavra L �π� � L �e1�L �e2��L �en�. Um caminho bi-in�nito em

G é uma sequência bi-in�nita de ramos ξ � �e�1e0e1� tal que t �ei� � i �ei�1� para todo

i. Uma palavra w > L é gerada por uma trajetória π em G se w � L �π�. A Figura 2.1

mostra dois grafos, em que o grafo em (a) possui 4 vértices e 8 ramos e o grafo em (b)

possui 2 vértices e 4 ramos. Observe que daacbcddda e 111010 são palavras geradas por

trajetórias nos grafos em 2.1(a) e 2.1(b), respectivamente.

Um vértice I > V é dito não-essencial se nenhum dos ramos de G inicia ou termina

em I. Um grafo é essencial se não possui vértices não-essenciais. Um grafo G é chamado

determinístico se para todos e1, e2 > E, i �e1� � i �e2� e L �e1� � L �e2�, então e1 � e2 e

é dito irredutível se para todo par ordenado de vértices I e J existe uma trajetória em

G iniciando em I e terminando em J . Para os grafos da Figura 2.1 tem-se que ambos

são essenciais, (a) é determinístico e redutível (não existe trajetória iniciando em L e

terminando em J) , enquanto que (b) não é determinístico (ramos distintos iniciando em

M com o mesmo rótulo 1), mas, é irredutível.

Sejam G e G� grafos. Um homomor�smo de grafos de G em G� consiste em um par de

aplicações Φ � V �G�� V �G�� e Ψ � E �G�� E �G�� tais que

i �Ψ �e�� � Φ �i �e�� e t �Ψ �e�� � Φ �t �e�� ,¦ e > E �G� .

Neste caso, escreve-se �Φ,Ψ� � G � G�. Este homomor�smo é um isomor�smo de

grafos se ambas Φ e Ψ são bijetivas. Dois grafos G e G� são isomorfos, denotado por
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Figura 2.2 � Apresentação do sistema dinâmico simbólico par.

Fonte: O Autor (2020).

G � G�, se existe um isomor�smo de grafos entre eles.

2.1.2 Sistemas Simbólicos Regulares

Dado um grafo cujos ramos são rotulados com símbolos de um alfabeto A pode-se

formar um subconjunto de AZ, em que seus pontos são formados pela leitura dos rótulos

dos caminhos bi-in�nitos sobre o grafo. Estes conjuntos formam sistemas que modelam

sequências usadas em armazenamento e transmissão de informações (Lind (1995) e Im-

mink (1995)).

Um SS X é representado por G, ou G é uma apresentação de X, se o rótulo de todo

caminho bi-in�nito em G é um elemento de X, com o contrário também verdadeiro. Um

subconjunto X � XG de AZ é um Sistema Simbólico Regular (SSR) se é representado por

algum grafo G. SSRs são SSs (Lind , 1995, Teorema 3.1.4). Um sistema simbólico regular

no sentido estrito (denotado por SSS, do inglês strict so�c shift) é um SSR cujo conjunto

mínimo de palavras proibidas O é in�nito.

Exemplo 2.3. Considere o SS X cujo conjunto proibido de palavras de comprimento

mínimo é dado por O � �102n�11 � n > N�. Observe que O é in�nito e que este SS é

representado pelo grafo da Figura 2.2. Este SSR é um SSS bem conhecido na literatura,

denominado de sistema dinâmico simbólico par (even shift) (Lind (1995)).

Teorema 2.1. (Lind , 1995, Teorema 3.2.10) Um SS é um SSR se, e somente se, ele

tem um número �nito de contextos à direita.

O Teorema 2.1 é relevante para a construção do algoritmo proposto no Capítulo 5.

2.2 PARTIÇÕES

Uma coleção P de subconjuntos disjuntos não-vazios de um conjunto D é chamada

uma partição se satisfaz D � �
P >P

P . Os conceitos de partição e relação de equivalência

são interligados (Hernstein , 1970, Teorema 1.A). Seja Q outra partição de D. Então, Q

é chamada um re�namento de P ou P é a partição mais densa de Q se cada classe de

Q está contida em alguma classe de P . Dadas as partições P e Q, denota-se por P ,Q

a partição mais densa que re�na ambas P e Q e, os elementos correspondentes são os

conjuntos não-vazios P 9 Q para todo P > P e Q > Q. Esta notação é estendida para
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algum número �nito de partições de D tal que P � P1 ,P2 ,�,Pn é o re�namento mais

denso das partições P1,P2, . . . ,Pn.

Exemplo 2.4. Seja D � �ε, a, ab, bcd, cdd� e P � ��ε�,�a, ab, bcd, cdd��, Q � ��ε, a�,
�ab�,�bcd, cdd�� duas partições, então:

¢̈̈
¨̈̈
¦̈
¨̈̈̈
¤

�ε� 9 �ε, a� � �ε�
�ε� 9 �ab� � g
�ε� 9 �bcd, cdd� � g

e

¢̈̈
¨̈̈
¦̈
¨̈̈̈
¤

�a, ab, bcd, cdd� 9 �ε, a� � �a�
�a, ab, bcd, cdd� 9 �ab� � �ab�
�a, ab, bcd, cdd� 9 �bcd, cdd� � �bcd, cdd�

.

Daí, P ,Q � ��ε�,�a�,�ab�,�bcd, cdd��.

2.3 CONJUNTO DE RESTRIÇÕES

Seja w > L. O conjunto de restrições de w, denotado por C �w� é dado por

C �w� < �v > L � wv ~> L, mas, wu > L ¦ u > P �v� � �v��.

Um fato importante a ser considerado é que o contexto à direita de uma palavra na

linguagem é unicamente caracterizado pelo seu conjunto de restrições, ou seja, F �w� �
F �v� se, e somente se, C �w� � C �v� (Chaves , 2014, Teorema 1).

De�nição 2.1. Seja X um SS com conjunto proibido mínimo O. Um conjunto su�ciente

de classes de representantes dos conjuntos de restrições das palavras na linguagem L de

X é um subconjunto W b P �OA�1� tal que

� C �w� S w > L � � � C �w� S w >W � .

Por (Chaves , 2014, Teorema 2), se X é um SFT com linguagem L, então para todo

w > L, C �w� � C �v� para v o su�xo mais longo de w em P �OA�1�. Em outras palavras,

W � P �OA�1� constitui a informação necessária e su�ciente para identi�car o conjunto

de restrições de qualquer palavra na linguagem L de um SFT. Seja w > L. Se v é o su�xo

mais longo de w em P �OA�1�, então C �wa� � C �va� para todo a > A (Chaves , 2014,

Proposição 3), ou seja, é possível determinar o conjunto de restrições da extensão de uma

palavra a partir da extensão do seu su�xo mais longo em P �OA�1� pelo mesmo símbolo,
o que é relevante para a construção do grafo de contextos, a ser descrito na Seção 2.6.

2.4 MÁSCARA DE RESTRIÇÃO

Esta seção aborda o conceito de máscara de restrição (Chaves , 2014, Seção IV),

que será utilizado para auxiliar a particionar conjuntos de palavras em L que possuam o

mesmo conjunto de restrições, ou seja, na identi�cação de palavras com o mesmo contexto

à direita.
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Denomina-se u > L uma restrição dew > L sewu ~> L ou equivalentemente se u ~> F �w�.
A de�nição a seguir apresenta um mecanismo para identi�cação inicial de palavras com

contexto à direita distintos.

De�nição 2.2 (Máscara de Restrição). (Chaves , 2014, De�nição 2) Seja w > W. A

máscara de restrição de w, denotada por M �w� é o subconjunto de A��j, Ì� satisfazendo
as seguintes propriedades:

� �a, Ì� >M �w� � wa ~> L, a > A;

� �a, j� > M �w� � wa > L, para a > A um pre�xo próprio de u > L satisfazendo

wu ~> L;

� Se um símbolo não satisfaz às condições anteriores, então não existe um par ordenado

em A � �j, Ì� com este símbolo.

Observe que a máscara de restrição identi�ca através das marcas j e Ì a informação

que um símbolo a > A transmite sobre as restrições de uma palavra w > L. Mais especi�-

camente, a marca j signi�ca que a é um pre�xo próprio de uma restrição de w e a marca

Ì signi�ca que a é uma restrição de w.

Uma boa estratégia para calcular a máscara de restrição é começar das palavras mais

curtas para as mais longas em W. Inicialmente, sejam w > W e v seu su�xo próprio

mais longo em W. Pode-se começar listando �a, Ì� > M �w� para todo a > w�1O e

�a, j� >M �w� quando o símbolo a é um pre�xo próprio de uma palavra emw�1O. Depois

disso, incorporar emM �w� pares ordenados pertencentes aM �v� tendo os símbolos a > A
que ainda não tenham aparecido em pares de M �w�. Como v é mais curta que w, o

conjunto M �v� já foi calculado. Para auxiliar este processo, será enunciado o seguinte

Lema.

Lema 2.1. Se �a, j� >M �w� então �a, Ì� ~>M �v�, para v o su�xo próprio mais longo

de w em P�OA�1� .

Demonstração. Se �a, j� > M �w�� wa > L, sendo a o pre�xo próprio de u > L tal que

wu ~> L. Daí, wu > O. Agora, suponha que �a, Ì� >M �v�. Segue então que va ~> L,a > A.
Como va > S �wa�, tem-se um absurdo pelo fato de L ser fatorial.

Exemplo 2.5. Considere o SFT sobre o alfabeto �nito A � �0, 1� com O � �111�. Para
este caso OA�1 � �11� e W � P�OA�1� � �ε,1,11�. Inicialmente observe que M �ε� � g.
Para o cálculo de M �11�, observe que 111 > O e, portanto, �1,Ì� >M �11�. Agora, observe
que o su�xo próprio mais longo de 11 em P�OA�1� é 1 e M �1� � ��1,j��. Logo, pelo

Lema 2.1, M �11� � ��1,Ì��.

Como uma extensão da de�nição da máscara de restrição, seja B b A� tal que, ¦u,w >

B, M �u� �M �w�, daí de�ne-se M �B� �M �w�.
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2.5 MEMÓRIA DE RESTRIÇÃO

Nesta seção é apresentado o conceito de memória de restrição (Chaves , 2014, Seção

IV), cuja importância é determinar as restrições de uma palavra w > P�OA�1� estendida
por um símbolo a > A. Este conceito será aplicado no algoritmo de separação para

particionar o conjunto P�OA�1� bem como para determinar as transições de estado do

grafo de contextos, como será visto na Seção 2.6.

De�nição 2.3. (Chaves , 2014, De�nição 3) Dada uma palavra w > L, a memória de

restrição de w, denotado por R �w�, é o su�xo mais longo de w em P �OA�1�.

De (Chaves , 2014, Teorema 2) segue que para todo w > L, se v � R �w� então

C �w� � C �v�. Da de�nição de máscara de restrição (De�nição 2.2) devem ser considerados

quatro casos para o cálculo da memória de restrição da extensão de uma palavra em

P�OA�1�:

1. Para �a,Ì� >M �w�, então R �wa� não está de�nida, desde que wa ~> L;

2. Se w � ε, então R �εa� � R �a�;

3. Para �a,j� >M �w� e wa > P�OA�1�, então R �wa� �wa;

4. Para �a,j� > M �w� e wa ~> P�OA�1�, a memória de restrição R �wa� é o su�xo

próprio mais longo de wa em P�OA�1� o qual de (Chaves , 2014, Proposição 3)

é a memória de restrição do su�xo próprio mais longo de w em P�OA�1� esten-

dida por a. Neste último caso, a memória de restrição já foi calculada sempre que

ela é determinada das palavras mais curtas para as mais longas em P�OA�1�. As-
sim, a pesquisa do su�xo próprio mais longo em P�OA�1� limita a complexidade

computacional para determinar a memória de restrição.

Exemplo 2.6. Para o SFT do Exemplo 2.5 deseja-se calcular a memória de restrição

da palavra w � 1 quando a mesma é estendida por 0 ou por 1. Observe que 10 > L e

10 ~> P�OA�1� e o su�xo próprio mais longo de 10 em P�OA�1� é ε. Portanto, R �10� � ε.
Por outro lado, �1,j� >M �1� e 11 > P�OA�1�, então pelo caso 3, R �11� � 11.

2.6 CONSTRUÇÃO DO GRAFO DE CONTEXTOS

Nesta seção será apresentada a construção do grafo de contextos para a classe dos

SFTs através do algoritmo proposto em Chaves (2014). Este algoritmo cria sucessivas

partições deW � P�OA�1� em conjuntos (ou classes) de palavras com o mesmo conjunto de

restrições (classes de palavras com o mesmo contexto à direita). Para tanto são de�nidas

a seguir partições.

De�nição 2.4. (Chaves , 2014, De�nição 4) A partição de P�OA�1� relativa a a > A,

denotada por aSP�OA�1�, resulta em no máximo três conjuntos determinados como P1 <
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Tabela 2.1 � Algoritmo Proposto para o SFT.

1. P1
� ,a>A aSP�OA�1� P A partição inicial (Passo 1)

2. k � 0
3. repetir P Iniciar o passo 2
4. k � k � 1
5. para todo a > A fazer
6. Pa � ,P >Pk �P, a� SP�OA�1�
7. Pk�1

� Pk, �a>A Pa P Nova Partição
8. até Pk�1 � Pk P Passo 3

Fonte: Chaves (2014).

�w > P�OA�1�S �a,Ì� > M �w��, P2 < �w > P�OA�1�S �a,j� > M �w�� e P3 < P�OA�1� �
�P1 8 P2�.

De�nição 2.5. (Chaves , 2014, De�nição 5) Seja P b P�OA�1� e a > A, uma seção de

P�OA�1�a com respeito a P é o conjunto:

P SP�OA�1�a � �w > P�OA�1�S wa > L e R �wa� > P�.

Especi�ca-se �P, a� SP�OA�1� � �P1, PC
1 � como a partição de P�OA�1� com respeito a

P e o símbolo a > A, em que P1 � P SP�OA�1�a e PC
1 é o complemento relativo de P1 em

P�OA�1�.

O algoritmo proposto em Chaves (2014) é baseado nas partições apresentadas nas

De�nições 2.4 e 2.5, bem como nos conceitos de máscara e memória de restrição, com a

primeira estabelecendo a partição inicial enquanto o passo recursivo faz uso da memória

de restrição. Quando o critério de parada é satisfeito, as classes de palavras de mesmo

contexto à direita em P�OA�1� são obtidas. O algoritmo é apresentado na Tabela 2.1 e é

dividido em três passos.

Passo 1. Particionamento pela máscara de restrição: A partição inicial P1 � �P1, . . . , Pn�
é a partição mais densa de P�OA�1� com respeito a aSP�OA�1� (ver De�nição 2.4) ¦ a > A.

Passo 2. Particionamento pela memória de restrição: Neste passo recursivo, o particio-

namento proposto na De�nição 2.5 é empregado para re�nar a partição anterior Pk, k E 1.

Deve ser notado que as palavras em P > Pk são apenas estendidas por um símbolo a > A

se �a,j� > M �P �. Este passo gera a partição mais densa de P�OA�1� relativa a todo

P > Pk pela extensão de um símbolo especí�co a > A (Linha 6 na Tabela 2.1) e na linha

7 as partições resultantes deste processo (para cada a > A) re�na Pk.

Passo 3. Critério de Parada: O algoritmo termina quando re�namentos não são mais

possíveis.
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Tabela 2.2 � Máscara de Restrição dos elementos em P�OA�1� do SFT do Exemplo 2.5.

w > P�OA�1� M �w�
ε g

1 ��1,j��
11 ��1,Ì��

Fonte: O Autor (2020).

2.6.1 Grafo de Contextos

A descrição do grafo de contextos é dada em (Lind , 1995, Secão 3.2), sendo o grafo

G � �V,E,L� tal que V � �F �w� S w > L� e existe um ramo e > E, L �e� � a, do vértice

F �w� para o vértice F �w�� se, e somente se, F �wa� = F �w��.
Da correspondência entre contexto à direita e conjunto de restrição (Chaves , 2014,

Teorema 1), o conjunto de vértices V pode ser construído como �C �w� S w > P�OA�1��,
sendo daí os elementos da partição atingida no Passo 3 do algoritmo descrito na Tabela

2.1. Para determinar as transições dos vértices aplica-se a Proposição 3 de Chaves (2014),

daí existe um ramo rotulado a da classe Pi para Pj sew > Pi, R �wa� > Pj e �a,Ì� ~>M �w�.
Para um símbolo a > A pertencente a M �w� com marca j, a memória de restrição R �wa�
já foi calculada no Passo 2 do processo de partição.

Para �nalizar este capítulo é apresentado um exemplo que ilustra a aplicação do algo-

ritmo proposto na Tabela 2.1.

Exemplo 2.7. Considere construir o grafo de contextos do SFT do Exemplo 2.5. Pelo

referido exemplo, as máscaras de restrição são listadas na Tabela 2.2.

De acordo com a Tabela 2.2 e a De�nição 2.4, tem-se:

¢̈̈
¦̈
¤̈

0SP�OA�1� � P�OA�1�
1SP�OA�1� � ��ε�, �1�, �11�� .

Pelo Passo 1 do algoritmo,

P1 � �0SP�OA�1�� , �1SP�OA�1�� � �P1 � �ε�, P2 � �1�, P3 � �11��.

Observe que re�namentos não são mais possíveis e P1 é a partição mais �na. De

acordo com a descrição feita para as transições do grafo, é possível reproduzir a Figura

2.3.
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Figura 2.3 � Apresentação do SFT do Exemplo 2.5.

Fonte: O Autor (2020).
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3 GRAFOS DE CONTEXTOS PARA SISTEMAS DINÂMICOS

SIMBÓLICOS PERIÓDICOS

Uma extensão do conceito de SFT de particular interesse prático, especi�camente em

codi�cação conjunta, é o de sistema simbólico com restrições periódicas �nitas (PFT,

periodic shift �nite-type). Apesar de um PFT possuir tipicamente um conjunto O in�nito,

ao representá-lo de forma periódica, esse conjunto passa a ser descrito por um conjunto

�nito de restrições periódicas. Esta característica é empregada para estender o algoritmo

apresentado no Capítulo 2 para esta classe de sistemas dinâmicos simbólicos.

3.1 PRELIMINARES

Esta seção apresenta alguns conceitos da teoria dos PFTs, maiores detalhes são en-

contrados em Moision (2001) e Bál (2011).

Seja T um inteiro positivo chamado período e F � �w�k1�
1 ,w

�k2�
2 , . . . ,w

�kn�
n � uma coleção

�nita de palavras em A� indexadas com inteiros ki > �0,1, . . . , T � 1� os quais serão deno-
minados de fases. Chama-se o conjunto F de conjunto proibido periódico. As restrições

associadas a uma fase k são denotadas por F�k� < �wS w�n� > F e n � k�. Tem-se para um
PFT, a seguinte de�nição.

De�nição 3.1. Dado um período T e um conjunto proibido periódico F o PFT, denotado

por X � XA
�F,T�, é de�nido como o conjunto de todas as sequências bi-in�nitas x sobre o

alfabeto A tal que existe algum inteiro k > �0,1, . . . , T � 1� com a propriedade:

w hi σ
k �x� , ¦i > Z � w ~> F

�i mod T�,

em que σ representa a aplicação deslocamento.

Observação 3.1. Quando não existir confusão sobre o alfabeto utilizado, pode-se usar a

notação mais simples X�F,T� para representar o PFT.

É importante perceber que um PFT X�F,T� com período T � 1 é simplesmente o SFT

YF� com F� � F�0�, ou seja, a classe dos SFTs está estritamente contida na classe dos PFTs.

Diz-se que um PFT é próprio se não é um SFT. Observe que para um PFT próprio existe,

necessariamente, uma palavra que é permitida em algumas, mas, não em todas as fases.

Exemplo 3.1. O sistema simbólico bifase é um PFT sobre o alfabeto binário com F �

�00�0�,11�0�� e T � 2.

A seguir, é apresentado o conceito de linguagem vinculada a fase que será usado para

descrever as restrições de palavras em A� para uma determinada fase.
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De�nição 3.2. Seja Lx b �0, . . . , T �1� o conjunto de deslocamentos de um ponto x > AZ

tal que ¦i > Z e `x > Lx, se v hi σ`x �x� então v ~> F�i mod T�. A linguagem associada à

fase k é L�k� � �u hj σ`x �x� S x > X�F,T�, `x > Lx e j � k mod T�.

Baseado na De�nição 3.2 usar-se-á a notação mais simples w�k� quando se quer dizer

que w > L�k�. Quando w ~> L�k� então w�k� não está de�nida, que não impede w > L, uma

vez que este pode pertencer a uma linguagem L�j� com j x k.

De acordo com a De�nição 3.2, a linguagem L de um PFT é tal que L � �k>�0,...,T�1�L�k�.

Exemplo 3.2. Seja X�F,T� o PFT tal que F � �11�0�,01�1�� e T � 2. Observe que 110 >

L�1�, mas, 110 ~> L�0�.

O exemplo 3.2 ilustra bem a dependência da linguagem com a fase. Como uma ex-

tensão da De�nição 3.2, diz-se que s�j� é um fator de w�k� se s ht w e j � �k � t� mod T .
Se s h0 w então s�k� é um pre�xo de w�k� (pre�xo próprio se SsS @ SwS). Quando s ht w e

k � t � SsS � �k � SwS� mod T então s�k�t� é um su�xo de w�k� (su�xo próprio se t A 0).

Considere o conjunto Op � �w�k�, k > �0, . . . , T�1� ew � w0 . . .wn S w ~> L�k�, mas, todos

os fatores próprios u hi w pertencendo a linguagem L��k�i� mod T��. O conjunto Op é de-

nominado conjunto mínimo periódico de palavras proibidas para um PFT. Observe que

w�k� > Op se, e somente se, w ~> L�k�, w�0,SwS�2� > L�k� e w�1,SwS�1� > L
��k�1� mod T�.

A seguir apresenta-se a extensão do conceito de contexto à direita de uma palavra

w > A� para um elemento w�k�.

De�nição 3.3. O contexto à direita de w > L associado a uma fase k é dado por

F �w�k�� � �sS ws > L�k��. O complemento do contexto à direita em relação a L é dado

por F � �w�k�� � L � F �w�k�� � �s > L S ws ~> L�k��.

Exemplo 3.3. Considere o PFT do Exemplo 3.2. Observe que 1 > F �0�0�� e 1 ~> F �0�1��,
enquanto que 01 ~> F �0�0�� e 01 > F �0�1��.

Caso w não seja permitido na fase k, então para todo s > L, ws ~> L�k�. Daí, para todo

w ~> L�k�, segue da De�nição 3.3 que F �w�k�� � g.

3.2 CONJUNTO DE RESTRIÇÕES DE UM PFT

Nesta seção apresenta-se a de�nição do conjunto de restrições de uma palavra para

uma determinada fase associado a um conjunto mínimo periódico de palavras proibidas,

bem como resultados decorrentes desta de�nição.

De�nição 3.4. Seja w uma palavra da linguagem de um PFT. O conjunto de restrições

de uma palavra w�k� é dado por

C �w�k�� � �sS ws ¶ L�k� and wsA�1 > L�k��,
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o qual será denotado tipicamente por COp �w�k��, como consequência de seu particiona-

mento nos conjuntos CdOp
e CiOp

, de�nidos em termos de um conjunto Op especí�co por:

CdOp
�w�k�� < �s�0�S wsA�1 > L�k mod T� e existe p >

S �w� � �ε� tal que ps > O
��k�SwS�SpS� mod T�
p �,

denotado por conjunto de restrições dependentes, e

CiOp
�w�k�� < �u�`�S ¦s > L tal que u > S �s� � �ε� e

wsA�1 > L�k� mas ws ~> L�k�, com

u�j� > Op e �j � k � SwS� � ` mod T �,

denotado por conjunto de restrições independentes. Observe que os dois conjuntos depen-

dem da fase, contudo só CdOp
�w�k�� depende efetivamente de w.

Proposição 3.1. Seja y > L�k�SwS� tal que wy ¶ L�k�, então y possui um fator em

CdOp
�w�k�� 8 CiOp

�w�k��.

Demonstração. Se wy�k� ¶ L�k� é por que wy�k� possui um fator v hi wy, tal que v�i�k� >

Op. Considera-se a seguir que i é o menor destes valores.

caso i: i @ SwS, portanto v � ps tal que p > S�w� � �ε�. Como v�i�k� > Op e i é mínimo,

wsA�1 > L�k�; caso contrário, v�i�k� teria um fator em Op. Portanto, s�0� > CdOp
�w�j��.

caso ii: i C SwS, neste caso existe v h` y tal que v�i�k� > Op, em que ` � i � SwS. Isso,

associado ao fato de i ser mínimo, implica que wsA�1 > L�k� e ws ¶ L�k�, para v h` s e

s > P�y� � �ε�. O que implica que v�`� > CiOp
�w�k��.

Lema 3.1. ((Chaves , 2006, Lema 4.2)) Se COp �w�k�� � COp �u�j�� então CdOp
�w�k�� �

CdOp
�u�j�� e CiOp

�w�k�� � CiOp
�u�j��.

Teorema 3.1. Seja w > L�k� e w� > L�j�, então COp �w�k�� � COp �w��j�� se, e somente se,

F �w�k�� � F �w��j��.

Demonstração. Para todo wv ¶ L�k�, segue da Proposição 3.1 que há um pre�xo p de

v de comprimento mínimo e tal que wp ¶ L�k�, mas wpA�1 > L�k�. Logo, wp�k� possui

um su�xo em Op que, portanto, pertence a COp �w�k��. Consequentemente, para todo

v ¶ F �w�k��, há um pre�xo p de v, tal que, p > COp �w�k��. Como COp �w�k�� � COp �w��j��,
então v ¶ F �w��j��. Concluí-se que F �w�k�� � F �w��j��, do que segue a implicação direta.

Agora, considere que F �w�k�� � F �w��j��. Para v ¶ F �w�k��, segue da Proposição 3.1
que há p, um su�xo de menor comprimento, tal que wp ¶ L�k� mas wpA�1 > L�k�.

Portanto, w�p ¶ L�j� e w�pA��1� > L�j�. Isso implica que p > COp �w�k�� e p > COp �w��j��. O
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que ocorre para todo v ¶ F �w�k�� ou v ¶ F �w��j��, implicando que COp �w�k�� � COp �w��j��
e, portanto, segue a implicação reversa.

Exemplo 3.4 (TMTR). Considere o PFT dado pelo conjunto Op � �111�0�� e T � 2. Se

w�k� � 1�0� então, CdOp
�1�0�� � �11�0�� e CiOp

�1�0�� � �111�1��.

Lema 3.2. Para todo w > L�k�, u > L�j� e a > A, se COp �w�k�� � COp �u�j�� então

COp �wa�k�� � COp �ua�j��.

Demonstração. Segue do Teorema 3.1 que COp �w�k�� � COp �w��k�� se, e somente se,

F �w�k�� � F �w��j��. Assim, waz > L�k� se, e somente se, waz > L�j�, do que segue

que F �wa�k�� � F �w�a�j�� e, portanto, COp �wa�k�� � COp �w�a�j��.

O teorema seguinte estabelece que o conjunto W � P�OpA�1� 8 �ε�0�, . . . , ε�T�1�� é a

informação su�ciente para identi�car o conjunto de restrições de qualquer palavra na

linguagem L de um PFT.

Teorema 3.2. Seja L a linguagem de um PFT. Para todo w > L�k�,

COp �w�k�� � COp �v�k�t�� ,

para v�k�t� o su�xo mais longo de w�k� em W.

Demonstração. Considere u > COp �w�k��, logo wu ¶ L�k� e wuA�1 > L�k�. Isso implica

que há um p > S�w� e q > S�v���ε� tal que pq�k�SwuS�SpqS� > Op, com pq sendo um

su�xo de wu, o que segue da Proposição 3.1. Observe que p pode ser igual a ε e q

pode ser igual a v. Como v�k�t� é o su�xo mais longo de w�k� em W, p também é

su�xo de v e, portanto, pq�k�t�SvuS�SpqS� também é um su�xo de vu�k�t� contido em Op,

consequentemente vu ¶ L�k�t�. Por outro lado, deve-se ter vuA�1 > L�k�t�, caso contrário,

sendo v�k�t� um su�xo de w�k�, necessariamente ter-se-á wuA�1 ¶ L�k�, uma contradição.

Portanto, u > COp �v�k�t�� e, consequentemente, COp �w�k�� b COp �v�k�t��.
Considera-se a inclusão inversa, supondo inicialmente que u > COp �v�k�t��, têm-se que

vu ¶ L�k�t� e vuA�1 > L�k�t�. Segue da Proposição 3.1 que vu�k�t� possui um su�xo

pq�k�SwuS�SpqS� em Op. Como v�k�t� é um su�xo de w�k�, então pq�k�SwuS�SpqS� também

é su�xo de wu�k� e, portanto, wv ¶ L�k�. Ao supor-se que wuA�1 ¶ L�k�, admite-se

que wuA�1 possui um fator em Op, o qual também deve ser fator de vuA�1, já que

v�k�t� é o su�xo mais longo de w�k� em W, o que acarreta em vuA�1 ¶ L�k�t�, o que

é uma contradição. Assim, wuA�1 > L�k� e, portanto, u > COp �w�k��. Concluí-se que

COp �v�k�t�� b COp �w�k��.

Observação 3.2. Os elementos do conjunto de representantes devem ser interpretados

como a informação mínima por fase, ou memória, para que as restrições de uma palavra

sejam de�nidas. Assim, se uma palavra não possui su�xo entre os representantes não
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nulos, essa memória é a palavra nula. Portanto, o conjunto W deve conter palavras nulas

para todas as fases.

O lema a seguir, assim como no caso de um SFT, permite determinar o conjunto de

restrições de uma palavra w�k� através da extensão pelo mesmo símbolo do seu su�xo

mais longo em W. Esse resultado é importante para a construção de uma apresentação

reduzida para um PFT baseado no conceito do conjunto de restrições.

Lema 3.3. Seja L a linguagem de um PFT e seja w > L�k�. Se v�l� é o su�xo mais longo

de w�k� em W, então COp �va�l�� � COp �wa�k�� para a > A.

Demonstração. O resultado segue da aplicação do Teorema 3.2 seguido da aplicação do

Lema 3.2.

3.3 MÁSCARA E MEMÓRIA DE RESTRIÇÕES DE PALAVRAS POR FASE NA

LINGUAGEM DE UM PFT

Nesta seção estende-se os conceitos de máscara de restrição e memória de restrição

apresentados nas De�nições 2.2 e 2.3 do Capítulo 2 para uma palavra w�k� de um PFT.

3.3.1 Máscara de Restrição Periódica

De forma similar, a máscara de restrição também identi�ca através das marcas j e Ì

a informação que um símbolo a > A transmite sobre as restrições de uma palavra w�k� na

linguagem de um PFT.

De�nição 3.5. Seja w�k� >W, em que Op é o conjunto mínimo periódico proibido de um

PFT. Os elementos da máscara de restrição de w�k�, M �w�k�� ` A � �j,Ì� satisfazem

as seguintes propriedades:

� �a,Ì� > M �w�k�� � wa ~> L�k�, a > A;

� �a,j� > M �w�k�� � wa > L�k�, para a > A um pre�xo próprio de u�0� > CdOp
�w�k��;

� Se um símbolo a > A não satisfaz as declarações anteriores, então não existe um par

ordenado em A � �j,Ì� com este símbolo.

Observe que para pertencer à máscara, o símbolo deve fazer parte do conjunto CdOp
�w�k��

e não deve fazer parte do conjunto CiOp
�w�k��.

Assim como no SFT, mantêm-se a estratégia de calcular a máscara de restrição das

palavras mais curtas para as mais longas em W. Primeiramente, determinam-se os u�l� >

S�Op� tal que wu�k� ¶ L�k�, observando-se que l � �k � SwS� mod T . Se SuS � 1, então

�u,Ì� >M�w�k��, caso contrário �a,j� > M�w�k��, em que a > A é su�xo de u. Por �m,

faz-se a inclusão dos elementos de M�v�l�� em M�w�k��, para v�l� su�xo próprio mais

longo de w�k� em W, para elementos em A ainda não presentes em pares de M�w�k��.
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Tabela 3.1 � Máscara de Restrição para os elementos de W de um TMTR com T � 2.

w�k� >W M �w�k��
ε�0� g

ε�1� g

1�0� ��1,j��
11�0� ��1,Ì��
Fonte: O Autor (2020).

Como único caso relevante, não ocorrerá �a,j� > M�w�k�� e �a,Ì� > M�v�l��, já que

implicaria que wa�k�, um pre�xo próprio em Op, possui como su�xo próprio um elemento

em Op, o que contradiz a minimalidade deste conjunto.

Exemplo 3.5. Para o PFT do Exemplo 3.4, Op � �111�0��. Então OpA�1 � �w�k� �

wa�k� > Op para a > A� � �11�0��. Daí, P�OpA�1� � �ε�0�,1�0�,11�0�� e W � P�OpA�1� 8
�ε�0�, ε�1�� � �ε�0�, ε�1�,1�0�,11�0��. Observe que M �ε�0�� � M �ε�1�� � g. Novamente do

Exemplo 3.4, CdOp
�1�0�� � �11�0�� e 1 é pre�xo próprio de 11�0�, ou seja, pela segunda

propriedade da De�nição 3.5, �1,j� > M �1�0��. Para determinar o su�xo próprio mais

longo v�j� de 1�0� em W, deve-se lembrar que j � �1� SvS� mod 2. Como v é su�xo próprio,

então SvS � 0 e a única palavra de comprimento 0 na fase 1 que é su�xo em W é ε�1� cuja

máscara de restrição é vazia. Portanto, M �1�0�� � ��1,j��. Por �m, 111 ~> L�0� e pela

primeira propriedade da De�nição 3.5 , �1,Ì� > M �11�0��. Sendo v�j� o su�xo próprio

mais longo de 11�0� em W têm-se j � �2 � SvS� mod 2 com SvS > �0,1�. Observe que não

existe su�xo próprio de 11�0� de comprimento 1 na fase 1 em W, ou seja, v�j� � ε�0� cuja

máscara de restrição é vazia. Logo, M �11�0�� � ��1,Ì��. As respectivas máscaras de

restrição estão listadas na Tabela 3.1.

A seguir apresenta-se a de�nição de memória de restrição de uma palavra w > L, em

que L é a linguagem de um PFT.

De�nição 3.6. Dado um PFT com linguagem L e uma palavra w > L�k�, a memória de

restrição de w�k�, denotada por R �w�k��, é o su�xo mais longo de w�k� em W.

De forma análoga ao SFT, o Teorema 3.2 garante que para todo w > L, se v�l� �

R �w�k�� então COp �w�k�� � COp �v�l��. O cálculo da memória de restrição no caso perió-

dico, levando em consideração a De�nição 3.5 da máscara de restrição, exige também os

mesmos quatro casos vistos no Capítulo 2 para o SFT, porém, observando que para o

segundo caso, se w�k� � ε�k�, então R �ε�k�a� � R �a�k��, para todo 0 B k @ T .

Exemplo 3.6. Para o PFT do Exemplo 3.5 calcular-se-á a memória de restrição da

extensão de w�k� � 1�0� por 1, ou seja, R �1�0�1� � R �11�0��. Observando a Tabela 3.1,

têm-se que �1,j� >M �1�0�� e 11�0� >W, então R �11�0�� � 11�0�.
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3.4 ALGORITMO PROPOSTO PARA PFTs

Nesta seção resume-se os passos do algoritmo proposto em Chaves (2014) para obter os

vértices de uma apresentação reduzida para um sistema dinâmico simbólico. O algoritmo

cria sucessivas partições de W até obter classes de palavras com o mesmo conjunto de

restrições periódico. Este é baseado nos conceitos de máscara de restrição periódica e me-

mória de restrição periódica, com o primeiro estabelecendo a primeira partição, enquanto

o segundo estabelece recursivamente o re�namento desta pela aplicação do algoritmo de

Moore. Quando o critério de parada é satisfeito, as classes de palavras em W com mesmo

contexto à direita por fase são obtidas. O pseudo-código do algoritmo é apresentado em

(Chaves , 2014, Tabela 1). A seguir descreve-se os seus três passos.

� Passo 1. Particionamento pela máscara de restrição periódica: Os elementos da par-

tição inicial P1 são subconjuntos de W cujas palavras possuem a mesma máscara de

restrição periódica (Chaves , 2014, De�nition 4);

� Passo 2. Particionamento pela memória de restrição periódica: O algoritmo de Moore é

aplicado de acordo com (Chaves , 2014, De�nition 5) para re�nar as partições Pk, k E 1;

� Passo 3. Critério de parada: O algoritmo termina quando re�namentos não são mais

possíveis.

A Proposição 3.2 e o Teorema 3.3 estabelecem a consistência deste algoritmo para a

classe dos PFTs.

Proposição 3.2. Em cada partição Pk, as palavras em W em classes distintas têm con-

textos à direita distintos.

Demonstração. A prova segue por indução. Para a partição P1, sejam u�j�, w�k� > W

tais que M �u�j�� xM �w�k��. Considere as possibilidades:
a) Existe �a,j� > M �u�j�� tal que �a,j� ~> M �w�k��. Segue, da De�nição 3.5, ua > L�j�

para a > A um pre�xo próprio de v�0� > CdOp
�u�j��. Observe agora que v�0� ~> CdOp

�w�k��,
caso contrário, ter-se-ia �a,j� >M �w�k��, que é uma contradição.
b) Existe �a,Ì� > M �u�j�� tal que �a,Ì� ~> M �w�k��. Pela De�nição 3.5, ua ~> L�j� e

a�0� > CdOp
�u�j��. Observe que a�0� ~> CdOp

�w�k��, caso contrário, ter-se-ia �a,Ì� >M �w�k��,
que é uma contradição. Portanto, nas duas possibilidades, têm-se CdOp

�u�j�� x CdOp
�w�k��.

Do Lema 3.1, COp �u�j�� x COp �w�k�� e, do Teorema 3.1, F �u�j�� x F �w�k�� e o resultado
é válido para a partição inicial P1 no Passo 1.

Agora, assuma que a a�rmação é verdadeira para Pk, k C 2. Sejam u�j�, w�k� > W

palavras na mesma classe em Pk, mas em classes distintas em Pk�1. Do Passo 3, isto

ocorre porque existe a > A tal que R �ua�j�� e R �wa�k�� estão em classes distintas em Pk.

Pela hipótese de indução R �ua�j�� e R �wa�k�� possuem contextos à direita distintos e,
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portanto, u�j� e w�k� também possuem contextos à direita distintos. Logo, a proposição

é válida para Pk�1.

Teorema 3.3. O algoritmo proposto particiona W em classes de palavras de contextos à

direita equivalentes.

Demonstração. Empregando a Proposição 3.2, só precisa-se demonstrar que na partição

�nal as palavras em uma mesma classe possuem o mesmo contexto à direta. Suponha que

Pk � Pk�1 (condição de parada do algoritmo) e que existem palavras u�j�, w�k� > W na

mesma classe com contextos à direita distintos. Pelo Teorema 3.1 COp �w�k�� x COp �u�j��.
Têm-se as possibilidades:

a) Como o conjunto Op é �nito, existe uma palavra v > L, v � v1v2�vn tal que uv >

L�j�, wv > L�k� mas, uva ~> L�j� e wva > L�k� para algum a > A. Portanto, �a,Ì� ~>
M �R �wv�k��� e �a,Ì� > M �R �uv�j���. Daí, as memórias de restrição R �wv�k�� e

R �uv�j�� devem pertencer a classes distintas em P1.

Desde que Pk e Pk�1 são iguais, então R �wv1�k�� e R �uv1�j�� estão na mesma classe em
Pk. Como consequência, R �wv1v2�k�� e R �uv1v2�j�� estão na mesma classe em Pk�1. Em

geral, R �wv1v2�vi�k�� e R �uv1v2�vi�j�� estão na mesma classe em Pk�i�1. Finalmente,

R �wv�k�� e R �uv�j�� devem pertencer a mesma classe em Pk�n�1 e isto é uma contradição,

desde que R �wv�k�� e R �uv�j�� estão em classes distintas em P1.

b) Suponha que CdOp
�w�k�� � CdOp

�u�j��, mas CiOp
�w�k�� x CiOp

�u�j��. Assim, entre todos os
elementos na diferença simétrica CiOp

�w�k��Q CiOp
�u�j��, existe um v�l� tal que n � l � SvS

é mínimo. Sem perda de generalidade, suponha que v�l� > CiOp
�w�k��. Portanto, existe

s � s1s2 . . . sn tal que v hl s, wsA�1 > L�k� e ws ¶ L�k�. Conclui-se que s > F �u�j��, pois s
não é excluído por elementos em CdOp

�u�j��, já que este é igual a CdOp
�w�k��, e isso implicaria

que v�l�� > Op, l� � k � SwS � l mod T , é fator próprio de um outro elemento de Op ou

que wsA��1� ¶ L�k�, ambos são absurdos. Portanto, R �ws1 . . . sn�1�k�� e R �us1 . . . sn�1�j��
estão em classes distintas em P1, aplicando o raciocínio do item a), w�k� e u�j� também

devem estar em classes distintas na partição �nal.

Logo, se w�k� e u�j� estão na mesma classe em Pk, deve-se ter CdOp
�w�k�� � CdOp

�u�j��
e CiOp

�w�k�� � CiOp
�u�j��. Pelo Lema 3.1 têm-se COp �w�k�� � COp �u�j�� e pelo Teorema 3.1

o resultado segue.

3.5 CONSTRUÇÃO DE UMA APRESENTAÇÃO REDUZIDA PARA PFTs

Nesta seção usa-se o algoritmo apresentado na Seção 3.4 para obter um grafo G �

�V,E,L� que é uma apresentação reduzida de um PFT.

Inicia-se de�nindo o conjunto V, cujos elementos são as classes obtidas com o algoritmo

apresentado na Seção 3.4. O conjunto de ramos do grafo, com os respectivos rótulos, é

determinado a partir de V como descrito a seguir.
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De�nição 3.7. Sejam Pi > V e w�k� > Pi. A relação δ � V �A� V é de�nida como:

δ �Pi, a� ��Pj S R�wa�k�� > Pj para a > A com

�a,Ì� ~>M �Pi� �,

em que M �Pi� � M �w�k�� para w�k� > Pi. Observe que esta extensão do conceito

de máscara está bem de�nida, já que pelo Passo 1 do algoritmo todas as palavras em

uma mesma classe possuem a mesma máscara. Segue da De�nição 3.7 e do Teorema 3.3

que o grafo G é determinístico, ou seja, dados ramos distintos ei, ej > E, se i�ei� � i�ej�
então L�ei� x L�ej�. Portanto, quaisquer caminhos distintos em G que partem de um

mesmo vértice possuem rótulos distintos. Observe que palavras de mesmo contexto à

direita quando estendidas por uma letra em A geram palavras de mesmo contexto à

direta. Disso, decorre do Teorema 3.2 e do Teorema 3.3 que a memória destas pertencem

a mesma classe de W, do que segue o determinismo de G.

Teorema 3.4. Seja X � X�Op,T� um PFT. O grafo G é uma apresentação reduzida de X.

Demonstração. Mostrar-se-á inicialmente que G é uma apresentação de X�Op,T�. Seja

v � a1a2 . . . an > B �X�Op,T��, logo v pertence ao conjunto de contextos à direita para

alguma palavra em L. Segue do Teorema 3.2 que há w�k� > W tal que v > F �w�k��.
Suponha que w�k� > Pi, como wa1 > L�k�, então �a1,Ì� ~>M �w�k��, portanto, há um ramo

rotulado por a1 de Pi para Pj em que R �wa�k�1 � > Pj. De forma similar, wa1a2 > L�k�,

acarretando em �a2,Ì� ~> M �R �wa�k�1 �� e, consequentemente, na existência de um ramo

rotulado por a2 de Pj para Pl, em que R �R �wa�k�1 �a2� > Pl. Seguindo esse processo,

determina-se uma trajetória π em G tal que L �π� � v. Conclui-se que F �w�k�� b F �Pi�
e como, empregando o Teorema 3.2, a união dos conjuntos de contextos à direita das

palavras em W formam L, tem-se que B �X�Op,T�� ` B �XG�.
Por outro lado, seja v � b1b2�bm > B �XG�, com v iniciando em um vértice Pi com

w�k� > Pi. Usar-se-á indução sobre m para provar que v > F �w�k��. Pela De�nição 3.7

segue que �b1,Ì� ~> M �Pi� � M �w�k��, ou seja, wb1 > L�k� e o resultado é válido para

m � 1. Suponha que o resultado é válido para todo t B m � 1. Como wb1�bm�1 > L�k�

e G é determinístico, existe único estado Pj terminal de wb1�bm�1. Se wb1�bm ~> L�k�,

então �bm,Ì� > M �R �wb1�bm�1�� � M �Pj� e, pela De�nição 3.7 v ~> B �XG� que é uma
contradição. Logo, v > F �w�k�� e B �XG� ` B �X�Op,T��. Portanto, G é uma apresentação

do PFT caracterizada por F �Pi� � F �w�k��, Pi > V e w�k� > Pi. Por �m, o fato de G ser

uma apresentação reduzida segue diretamente da Proposição 3.2 e do Teorema 3.3.

A seguir, ilustra-se a construção do grafo de um PFT através de exemplos.

Exemplo 3.7. Utilizar-se-á o algoritmo proposto para construir o grafo do PFT do

Exemplo 3.4. Do Exemplo 3.5, W � �ε�0�, ε�1�,1�0�,11�0��. Utiliza-se o Passo 1 do al-
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Figura 3.1 � Grafo do TMTR do Exemplo 3.4 obtido da partição P2.

Fonte: O Autor (2020).

goritmo para determinar a partição inicial P1. Nesta, os elementos em cada classe

possuem máscaras de restrições periódicas iguais e, portanto, da Tabela 3.1 do Exem-

plo 3.5, P1 � �P1 � �ε�0�, ε�1��, P2 � �1�0��, P3 � �11�0���. Para o Passo 2, observe que

R �ε�0�1� � 1�0� > P2 enquanto que R �ε�1�1� � ε�0� > P1. Daí, P1 deve ser particionado e

temos a partição P2 � �P �

1 � �ε�0��, P �

2 � �ε�1��, P �

3 � �1�0��, P �

4 � �11�0���.
Portanto, re�namentos não são mais possíveis, P2 é a partição mais �na, o critério

de parada é estabelecido e o grafo possui 4 vértices. Agora, observe que:

¢̈̈
¨̈̈̈
¨̈
¦̈
¨̈̈̈
¨̈̈
¤

R �ε�0�0� � R �0�0�� � ε�1�,
R �ε�1�0� � R �0�1�� � ε�0�,
R �1�0�0� � R �10�0�� � ε�0�,
R �11�0�0� � R �110�0�� � ε�1�

e

¢̈̈
¨̈̈̈
¨̈
¦̈
¨̈̈̈
¨̈̈
¤

R �ε�0�1� � R �1�0�� � 1�0�,

R �ε�1�1� � R �1�1�� � ε�0�,
R �1�0�1� � R �11�0�� � 11�0�,

111�0� ~> L�0�.

(3.1)

Observando as igualdades em (3.1) e utilizando a De�nição 3.7 é possível reproduzir

a apresentação dada na Figura 3.1 , que representa o TMTR do Exemplo 3.4.

O exemplo a seguir ilustra um efeito que pode ser causado na apresentação reduzida

de um PFT quando aumenta-se o período T .

Exemplo 3.8. Seja XOp o PFT tal que Op � �111�0�� e T � 3. Têm-se que OpA�1 �

�w�k� > L � wa�k� > Op para a > A� � �11�0��. Daí, P�OA�1� � �ε�0�,1�0�,11�0�� e

W � P�OpA�1� 8 �ε�0�, ε�1�, ε�2�� � �ε�0�, ε�1�, ε�2�,1�0�,11�0��. Utilizar-se-á o Passo 1 do

algoritmo para determinar a partição inicial P1. Observe que 0�k�,1�k� ~> Op para k >

�0,1,2� e, portanto, M �ε�0�� � M �ε�1�� � M �ε�2�� � g. Pela Descrição do conjunto de

restrições periódicas, obtêm-se CdOp
�1�0�� � �11�0��. Como 1 é pre�xo próprio de 11�0�,

pelo item 2) da De�nição 3.5, �1,j� > M �1�0��. Como o máximo su�xo próprio de 1�0�

em W é ε�1� cuja máscara é vazia então, M �1�0�� � ��1,j��. Por outro lado, 111 ~> L�0� e

pelo item 1) da De�nição 3.5, �1,Ì� >M �11�0��. Como o máximo su�xo próprio de 11�0�

em W é ε�2� cuja máscara é vazia então, M �11�0�� � ��1,Ì��. As respectivas máscaras

de restrição estão listadas na Tabela 3.2.
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Tabela 3.2 � Máscara de Restrição para W do TMTR do Exemplo 3.8.

w�k� >W M �w�k��

ε�0� g

ε�1� g

ε�2� g

1�0� ��1,j��
11�0� ��1,Ì��
Fonte: O Autor (2020).

Observando a Tabela 3.2, segue que P1 � �P1 � �ε�0�, ε�1�, ε�2��, P2 � �1�0��, P3 �

�11�0���. Para o Passo 2, observe que R �ε�0�1� � 1�0� > P2 enquanto que R �ε�1�1� �

ε�2�, R �ε�2�1� � ε�0� > P1. Daí, P1 deve ser particionado e têm-se a partição P2 �

�P �

1 � �ε�0��, P �

2 � �ε�1�, ε�2��, P �

3 � �1�0��, P �

4 � �11�0���. Por �m, R �ε�1�1� � ε�2� > P �

2

e R �ε�2�1� � ε�0� > P �

1. Portanto, P
�

2 deve ser particionado e têm-se a partição P3 � �P ��

1 �

�ε�0��, P ��

2 � �ε�1��, P ��

3 � �ε�2��, P ��

4 � �1�0��, P ��

5 � �11�0���. Observe agora que re�na-

mentos não são mais possíveis, o critério de parada no passo 3 é atingido, P3 é a partição

mais �na e o grafo reduzido possui 5 estados. Observe agora que:

¢̈̈
¨̈̈̈
¨̈̈̈
¦̈̈
¨̈̈̈
¨̈̈̈
¨̈¤

R �ε�0�0� � R �0�0�� � ε�1�,
R �ε�1�0� � R �0�1�� � ε�2�,
R �ε�2�0� � R �0�2�� � ε�0�,
R �1�0�0� � R �10�0�� � ε�2�,
R �11�0�0� � R �110�0�� � ε�0�

e

¢̈̈
¨̈̈̈
¨̈̈̈
¦̈̈
¨̈̈̈
¨̈̈̈
¨̈¤

R �ε�0�1� � R �1�0�� � 1�0�,

R �ε�1�1� � R �1�1�� � ε�2�,
R �ε�2�1� � R �1�2�� � ε�0�,
R �1�0�1� � R �11�0�� � 11�0�,

111�0� ~> L�0�.

(3.2)

Por �m, utilizando a De�nição 3.7 e as igualdades em (3.2) é possível reproduzir a apre-

sentação dada na Figura 3.2 .

Figura 3.2 � Grafo reduzido do TMTR do Exemplo 3.8 obtido da partição P2.

Fonte: O Autor (2020).
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Observe que o efeito do aumento no período se re�ete, neste caso, na obtenção de um

estado a mais na apresentação do sistema.
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4 CARACTERIZAÇÃO DO CONJUNTO O COMO LINGUAGEM

REGULAR

Neste capítulo são utilizados conhecimentos da teoria dos autômatos (Hopcroft (2007)

e Lawson (2004)), em particular do conhecimento sobre linguagens regulares para carac-

terizar o conjunto de palavras proibidas de comprimento mínimo O de um SSS como uma

linguagem regular. A motivação para esta caracterização é devida ao Teorema de Kleene

(Lawson , 2004, Teorema 5.2.1) o qual garante que uma linguagem L é reconhecível, ou

seja, existe um autômata �nito (grafo com um número �nito de estados) que a reconhece

se, e somente se, ela é regular. Em seguida, mostra-se a existência de um conjunto �-

nito su�ciente de classes de representantes dos conjuntos de restrições das palavras na

linguagem de um SSS e mais, tal conjunto é explicitamente determinado.

4.1 LINGUAGENS REGULARES

Nesta seção será abordada, de forma suscinta, a teoria de autômatos e linguagem

necessárias para caracterização do conjunto O.

4.1.1 Operações com Linguagens

Seja A um alfabeto �nito. Uma linguagem sobre A é qualquer subconjunto de A�. Se

L e M são linguagens sobre A então L 9M, L 8M e L �M também são. Se L é uma

linguagem sobre A, então L� � A� � L é uma linguagem chamada o complemento de L.

As operações de interseção, união e complementação são chamadas operações Booleanas

e têm a mesma de�nição na teoria dos conjuntos. Em teoria de autômato, usualmente se

escreve L �M ao invés de L 8M quando se lida com linguagens.

Existem mais duas operações sobre linguagens: o produto e a estrela de Kleene. Sejam

L e M linguagens. Então,

L �M � �ab � a > L e b >M�

é chamado o produto de L e M . Usualmente se escreve LM em vez de L �M . Observe

ainda que o produto LM é a concatenação à direita das palavras de M às palavras de L.

Exemplo 4.1. Sejam L � �a, bb� e M � �aa, ab, bb�. Então,

LM � �aaa, aab, abb, bbaa, bbab, bbbb� e ML � �aaa, aabb, aba, abbb, bba, bbbb�.

O Exemplo 4.1 mostra que, em geral, LM x ML. Para uma linguagem L, de�ne-se

L0 � �ε� e Ln�1 � LnL. Para n A 0 a linguagem Ln consiste de todas as palavras u da

forma u � u1�un onde ui > L, ¦i � 1, . . . , n. A estrela de Kleene de uma linguagem L,
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denotada por L�, é de�nida como sendo

L� < L0
� L1

� L2
� L3

� �

Exemplo 4.2. A linguagem L � �a2�� consiste de todas as palavras ε, a2, a4 � a2a2, a6 �

a2a2a2, . . ., ou seja, todas as palavras sobre o alfabeto �a� de comprimento par.

Pode-se usar operações Booleanas, o produto e a estrela de Kleene para descrever

linguagens (Lawson (2004)).

Exemplo 4.3. A linguagem L � aab �a � b�� consiste de todas as palavras sobre o alfabeto

�a, b� que iniciam com o pre�xo aab, enquanto que a linguagem M � �a � b�� aab consiste
de todas as palavras sobre o mesmo alfabeto que terminam com o su�xo aab. Por �m, a

linguagem N � �a � b�� aab �a � b�� consiste de todas as palavras sobre o mesmo alfabeto

que contém a palavra aab como fator.

4.1.2 Autômato Finito e suas Linguagens

Um autômato �nito é uma máquina especi�cada por cinco partes:

A � �S,A, i, δ, T � ,

em que S é um conjunto �nito chamado o conjunto de estados, A é o alfabeto �nito, i é um

elemento �xado de S chamado o estado inicial, δ é uma função δ � S �A � S chamada a

função de transição e T é um subconjunto de S chamado o conjunto de estados terminais.

Uma forma de especi�car um autômato �nito é através de um diagrama de transição

que é um tipo especial de grafo.

Exemplo 4.4. Considere o diagrama de transição dado na Figura 4.1.

Figura 4.1 � Diagrama de transição de um autômato �nito.

Fonte: Lawson (2004).

Tem-se:

� S � �s, t�

� A � �a, b�
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� i � �s�

� T � �t�

� δ � S �A� S é tal que:

δ �s, a� � s, δ �s, b� � t, δ �t, a� � s, δ �t, b� � t

Considere agora uma nova função δ� � S � A�
� S, chamada a função de transição

extendida, satisfazendo as seguintes três condições em que a > A, w > A� e s > S:

(i) δ��s, ε� � s;

(ii) δ��s, a� � δ�s, a�;

(iii) δ��s, aw� � δ��δ�s, a�,w�.

Escreveremos s �w ao invés de δ��s,w�.
Seja A � �S,A, i, δ, T � um autômato �nito. De�ne-se a linguagem aceita ou reconhecida

por A, denotada L �A�, como sendo:

L �A� � �w > A�
� i �w > T�.

Uma linguagem é dita ser reconhecível se ela é reconhecida por algum autômato �nito.

Exemplo 4.5. Considere a construção de um autômato �nito reconhecendo a linguagem:

L � �w > �a � b�� � SwS � 1 �mod 4��.

Neste caso, a palavra w está em L se seu comprimento é da forma 4q � 1 para algum

inteiro q. Segue então que palavras cujos comprimentos são da forma 4q, 4q � 2 ou

4q � 3 para algum inteiro q devem ser rejeitadas; em outras palavras, existem apenas 4

possibilidades e estas serão representadas por 4 estados, rotulados por 0,1,2,3, em que o

estado r signi�ca que o comprimento da palavra lida até o mesmo é 4q � r para algum

inteiro q. O autômato que reconhece L é mostrado na Figura 4.2.

A propriedade a seguir é relevante na teoria de linguagens.

Propriedade 4.1. � Linguagens �nitas são reconhecíveis (Lawson , 2004, Proposição

2.2.4);

� A união de duas linguagens reconhecíveis é reconhecível (Lawson , 2004, Proposição

2.5.6);
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Figura 4.2 � Autômato que reconhece a linguagem L � �w > �a � b�
�

� SwS � 1 �mod 4�� .

Fonte: Lawson (2004).

� O produto de duas linguagens reconhecíveis é reconhecível (Lawson , 2004, Proposição

3.3.4);

� O operador Kleene de uma linguagem reconhecível é reconhecível (Lawson , 2004, Pro-

posição 3.3.6).

A partir da Propriedade 4.1 de�ne-se de maneira mais precisa as linguagens formadas

pelo uso de um número �nito dos operadores regulares.

De�nição 4.1. Uma expressão regular sobre A é uma aplicacão �nita dos operadores

regulares soma, produto e Kleene sobre o conjunto das partes de A�.

Exemplo 4.6. A expressão ab �cd�� a � cbb �a � bc�� da é uma expressão regular sobre o

alfabeto A � �a, b, c, d�.
Cada expressão regular s descreve uma linguagem, denotada por L �s�. Esta linguagem

é calculada por meio das seguintes regras:

� L �g� � g;

� L �ε� � �ε�;

� L �ai� � �ai�;

� L �s1 � s2� � L �s1� �L �s2�;

� L �s1 � s2� � L �s1� �L �s2�;

� L �s�� � L �s��.
Exemplo 4.7. Uma expressão regular para a linguagem L do Exemplo 4.5 é ��a � b�4��

�a � b�.
Uma linguagem L é dita regular (ou racional) se existe uma expressão regular s tal

que L � L �s�. Finalizar-se-á esta seção com o importante teorema de Kleene.

Teorema 4.1. (Kleene) Uma linguagem é reconhecível se, e somente se, ela é regular.

Demonstração. Ver (Lawson , 2004, Teorema 5.2.1).
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4.2 CARACTERIZAÇÃO DO CONJUNTO O

Nesta seção será apresentada a caracterização do conjunto de palavras de comprimento

mínimo O de um SSS por meio de uma expressão regular especí�ca.

De�nição 4.2. O conjunto de palavras de comprimento mínimo O de um SSS é dado

pela expressão regular s �w1w�

2w3�w�

n�1wn com �n� 1�~2 operadores de Kleene, em que

n é ímpar e w1, . . . ,wn são palavras sobre um alfabeto �nito A satisfazendo às seguintes

condições:

1. w1,w2,wn�1,wn x ε sendo w1,wn sem operadores de Kleene e w2,wn�1 com opera-

dores de Kleene;

2. O operador de Kleene só ocorre em palavras wi para i par;

3. As palavras wj para j ímpar podem ser vazias (isto permite que o conjunto O tenha

palavras consecutivas com o operador de Kleene).

Observação 4.1. A exigência da não existência de operadores de Kleene nas palavras

w1,wn na primeira condição é devida ao fato que O é anti-fatorial, pois, se por exemplo

w1 tiver operador de Kleene, então w� �w1w2�wn > O, w�� �w2�wn > O com w�� fator

de w� o que é uma contradição.

Exemplo 4.8. Seja X um SSS sobre o alfabeto A � � a, b, c, d � com conjunto proibido

mínimo O � ac�bd. Então, n � 3, r � 1, Sw1S � Sw2S � 1, Sw3S � 2.

4.3 CONJUNTO DE REPRESENTANTES DO CONJUNTO DE RESTRIÇÕES

Nesta seção, determina-se um conjunto �nito su�ciente de classes de representantes

do conjunto de restrições das palavras na linguagem de um SSS X � XO, em que O é dado

pela De�nição 4.2, o que possibilita a construção do grafo de contextos para a classe de

SSSs. Também se estabelece um limitante para um conjunto necessário e su�ciente de

tais classes de representantes.

Inicia-se esta seção com um resultado que é útil na demonstração da Proposição 4.1.

Lema 4.1. Sejam v � v1�vm,w � w1�wn > A� com SvS � m, SwS � n e n E m. Se

vw � wv, então v � up e w � uq, em que u � w1w2�wd é pre�xo e su�xo de v e w com

p � m
d , q �

n
d e d um divisor comum de m e n.

Demonstração. Sejam v � v1�vm,w � w1�wn > A�. Se vw �wv então

v1�vmw1�wn�m�wn � w1�wmwm�1�wnv1�vm. (4.1)
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Da igualdade (4.1) segue que

¢̈̈
¨̈̈
¦̈
¨̈̈̈
¤

vi � wi, ¦i � 1, . . . ,m

wm�i � wi, ¦i � 1, . . . , n �m

wn�m�i � vi � wi, ¦i � 1, . . . ,m

. (4.2)

Das igualdades em (4.2) têm-se,

v � w1�wm e w � w1�wmw1� wn�m²
�wm

. (4.3)

Agora, sendo d um divisor comum de m e n, segue de (Martinez , 2013, Lema 1.1) que

d divide qualquer combinação linear de m e n, em particular, d S �n � m�. De (4.3)

observamos que as palavras v e w são formadas por sequências iguais de d símbolos

w1�wd que se repetem para algum d divisor comum de m e n. Tomando u � w1�wd

tem-se v � up e w � uq, com p � m
d e q � n

d .

Observação 4.2. Se no Lema 4.1 tivermos d � mdc�m,n� � 1 então, v e w são formadas,

respectivamente, por m e n repetições de um mesmo símbolo a > A. Por outro lado, se

d �m fornece a única sequência de repetição em v então, n é múltiplo de m.

A proposição a seguir garante que o su�xo próprio mais longo (memória) de qualquer

palavra em P �OA�1� tem comprimento �nito e mais, fornece um limitante para tais

comprimentos, o que será útil na busca das restrições das palavras na linguagem de um

SSS cujo conjunto O é dado pela De�nição 4.2.

Proposição 4.1. Seja O dado pela De�nição 4.2. Se w é uma palavra em P �OA�1�
formada pela extensão dos símbolos de alguma wi com operador de Kleene, então SvS @
Sw1S � Sw2S �� � SwiS, em que v é o su�xo próprio mais longo de w em P �OA�1�.

Demonstração. Inicialmente considere palavras w em P �OA�1� obtidas pela extensão

dos símbolos da palavra com o primeiro operador de Kleene, ou seja, w2. É claro que se

w �w1s, com s um pre�xo de w2 o resultado segue trivialmente, pois,

SvS @ SwS � Sw1sS B Sw1S � Sw2S.

Daí, admita que w � w1w2wt
2s, com Swt

2sS E 1 e suponha que SvS C Sw1S � Sw2S. Deve-se
considerar dois casos, em que no primeiro se supõe Sw1S A 1, pois o segundo caso inclui a

possibilidade de Sw1S � 1.

Caso 1) v inicia em um su�xo próprio de w1.

Observe a representação na Fig. 4.3.
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Figura 4.3 � Su�xo próprio mais longo iniciando em um su�xo próprio de w1.

Fonte: O Autor (2020).

Seja v �w1w2r, com r um su�xo próprio de wt
2s, então

w � xw1w2r �w1w2ru, (4.4)

em que x é um pre�xo próprio de w1 e u é tal que SuS � SxS e ru � wt
2s. Observe que r é

também pre�xo próprio de wt
2s. Se colocar w1 � xy, é possível escrever (4.4) na forma:

w � xxyw2r � xyw2ru � xyw2r � yw2ru. (4.5)

Considere os seguintes casos:

Y SxS A SyS:

Neste caso, observando (4.5) é possível escrever x � yl e, substituindo em (4.5), obtêm-

se:

w � ylyw2r � yw2ru. (4.6)

Segue de (4.6) que

lyw2r �w2ru �w2w
t
2s �wt

2sns � runs,

em que sn �w2. Como SruS A SxS � SylS e ru �wt
2s segue que ly é pre�xo próprio de ru e

então,

lyw2r �w2lym � lyw2 �w2ly. (4.7)

Aplicando o Lema 4.1 à (4.7) se pode concluir que

w2 � zp e ly � zq,

em que p, q E 1 e z é pre�xo e su�xo de w2 e ly. Daí, segue que w1 � yly � yzq e utilizando
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a expressão regular têm-se que a palavra

w1 �w2�2q w3�wn � w1 �zq�2pw3�wn

� w1 �zq�2p�2 zqzqw3�wn

� w1 �zq�2p�2 lyzqw3�wn

� w1 �zq�2p�2 lw1w3�wn

é proibida e contém a palavra proibida w1w3�wn como fator e isto é absurdo, pois O é

anti-fatorial.

Y SxS � SyS:

Este caso é semelhante ao caso anterior bastando fazer l � ε. Daí, segue que

w2 � zp e ly � εy � y � zq,

em que p, q E 1 e z é pre�xo e su�xo de w2 e y. Portanto,

w1 � yy � z2q

e utilizando a expressão regular têm-se que a palavra

w1 �w2�2q w3�wn � w1 �zp�2q w3�wn

� w1 �z2q�pw3�wn

� w1 �z2q�p�1 �z�2q w3�wn

� w1 �z2q�p�1w1w3�wn

é proibida e contém a palavra proibida w1w3�wn como fator e isto é absurdo, pois O é

anti-fatorial.

Y SxS @ SyS:

Neste caso, ainda observando (4.5) é possível escrever y � xml com SlS @ SxS e substi-
tuindo em (4.5) têm-se

xxmlw2r � xmlw2ru � xmxlw2r � xmlw2ru.

Portanto,

xlw2r � lw2ru. (4.8)
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Figura 4.4 � Su�xo próprio mais longo iniciando em um su�xo de w2.

Fonte: O Autor (2020).

Observe que (4.8) é equivalente à (4.5), em que y � l e SxS A SyS � SlS, ou seja, recai-se

novamente no primeiro caso. Fazendo x � lh, segue que

w2 � zp e hl � zq,

em que z é pre�xo e su�xo de w2 e hl. Logo,

w1 � xy � xxml � lh �lh�m l � l �hl�m�1
� l �zq�m�1

e, utilizando a expressão regular observa-se que a palavra

w1 �w2�qm�2q
w3�wn � w1 �zp�qm�2q

w3�wn

� w1 �zq�pm�2p
w3�wn

� w1 �zq��p�1�m�2p�2
zq �zq�m�1

w3�wn

� w1 �zq��p�1�m�2p�2
hl �zq�m�1

w3�wn

� w1 �zq��p�1�m�2p�2
hw1w3�wn

é proibida e contém a palavra proibida w1w3�wn como fator e isto é absurdo, pois O é

anti-fatorial.

Caso 2) v inicia em um su�xo de w2.

Como foi comentado anteriormente se Sw1S � 1, então w1 � a com a > A e a x ε e,

portanto, seu su�xo próprio mais longo em P �OA�1� é ε e se pode admitir que tal su�xo
inicia-se em w2. Daí, suponha que v inicia em um su�xo do i-ésimo w2 para algum

i � 1,2, . . . , t � 1.

Seja v � w1w2r, em que r é su�xo de wt�i�1
2 s. Observando a Figura 4.4 , é possível

escrever:

w �w1w2ru � xw1w2r (4.9)

em que u satisfaz ru � wt
2s e x é tal que SxS � SuS E Tw1 �w2�i�1 T e daí pode-se es-

crever x � w1 �w2�i�1 y. Substituindo em (4.9), segue que w � w1 �w2�i�1 �w2�t�i�2 s �
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w1 �w2�i�1 yw1w2r, ou seja, �w2�t�i�2 s � yw1w2r. Portanto

w2 �w2�t�i�1 s � yw1w2r. (4.10)

De (4.10) segue que T �w2�t�i�1 sT � Syw1rS. Como yw1 começa num pre�xo de w2 e r é

su�xo de �w2�t�i�1 s, então �w2�t�i�1 s � yw1r e substituindo em (4.10) segue que,

w2 �yw1� r � �yw1�w2r � w2 �yw1� � �yw1�w2. (4.11)

Aplicando o Lema 4.1 à (4.11) segue que yw1 � zp e w2 � zq com p, q E 1 e z é pre�xo e

su�xo de w2 e yw1. Utilizando a expressão regular, a palavra

w1 �w2�pw3�wn � w1 �zq�pw3�wn

� w1 �zp�q w3�wn

� w1 �zp�q�1 zpw3�wn

� w1 �zp�q�1 yw1w3�wn

é proibida e contém a palavra proibida w1w3�wn como fator e isto é um absurdo, pois

O é anti-fatorial.

Usando os mesmos argumentos anteriores se obtém o resultado válido para as pala-

vras em P �OA�1� geradas pela extensão de símbolos da palavra com o segundo Kleene.

Prosseguindo desta maneira até a palavra com o r-ésimo Kleene, o resultado desejado é

obtido.

Observação 4.3. Em virtude da Proposição 4.1 e do caráter cíclico do operador de Kle-

ene, as memórias das palavras obtidas por extensões de símbolos de palavras com operador

de Kleene de uma expressão regular que representa um conjunto mínimo proibido O, dado

pela De�nição 4.2, formam uma sequência eventualmente periódica, em que a mesma é

obtida por extensões de símbolos de uma sequência da forma,

t®
�

Transiente

S v v v®
�

Permanente

v v �, (4.12)

em que as extensões por símbolos de t geram as memórias da parte não periódica e as

extensões seguintes (por símbolos de v) geram as memórias da parte periódica.

Exemplo 4.9. Considere a expressão regular s � cfcfcfcfcfcdc�cf��df . Observem:

c f c f c f c f c f c d c S c̄ f c f c f c f c
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

transiente

f c f c � S d f,

em que a barra no símbolo c indica o início das extensões por símbolos da palavra com
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operador de Kleene w2 � cf . Portanto, as memórias formam a sequência

�c, cf, cfc, �cf�2, �cf�2c, �cf�3, �cf�3c, �cf�4, �cf�4c, �cf�5, �cf�5c, �cf�5, �cf�5c, . . .� ,

que é eventualmente periódica de período fundamental p � 2 e transiente t � cfcfcfcfc.

Agora, se pode enunciar o principal resultado desta seção, que determina de forma

explícita um conjunto de classes de representantes dos conjuntos de restrições de um SSS

com conjunto mínimo proibido O dado pela De�nição 4.2 e estabelece um limitante para

o número de elementos deste conjunto.

Teorema 4.2. Seja X um SSS com O dado pela De�nição 4.2. Então, existe um conjunto

su�ciente W de classes de representantes dos conjuntos de restrições das palavras na

linguagem L de X tal que W é �nito.

Demonstração. As restrições das palavras em P �OA�1� são obtidas por pares �RE,RM�,
em que RE são as restrições da expressão regular e RM são as restrições da memória. Como

palavras obtidas por extensões de símbolos de palavras com operador de Kleene distintos

possuem RE's distintas então, seus conjuntos de restrições também serão distintos, o que

permite calcular as restrições por extensões de símbolos de palavras com operador de

Kleene de forma individual. Daí, sendo

O �w1w
�

2w3�w2j�1w
�

2j�w�

2nw2n�1,

determinar-se-á a quantidade mínima de ciclos kj de w2j necessária para que todas as

restrições das palavras em P �OA�1� geradas por extensões de símbolos de w2j sejam

obtidas. Pela Observação 4.3, as memórias das palavras geradas por extensões de símbolos

de w2j formam uma sequência eventualmente periódica de período pj e transiente tj, ou

seja, após Stj S símbolos de w2j a mesma se repete de pj em pj símbolos da referida palavra.

Por outro lado, as restrições dessas palavras obtidas da expressão regular se repetem a

cada Sw2j S símbolos e, portanto, para sincronizar os pares �RE,RM� basta tomar kj C 1

como o menor inteiro tal que

kj � Sw2j S C Stj S � mmc �pj, Sw2j S� .

Procedendo de forma similar determina-se ki, ¦i � 1,2, . . . , n. Considere o conjunto

B � �w1��ε,w2, . . . ,w
k1
2 ��w3���w2n�1��ε,w2n, . . . ,w

kn
2n��w2n�1�.

O conjunto

W � P �B� �B
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é um conjunto su�ciente de classes de representantes do conjunto de restrições da lingua-

gem L de X e W é �nito.

Corolário 4.1. Seja W� um conjunto necessário e su�ciente de classes de representantes

do conjunto de restrições de um SSS. Então,

SW�S B 1 � Sw1S � k1 � Sw2S � � � �k1 � 1� � �k2 � 1� �� � �kn � 1� � �Sw2n�1S � 1� .

Demonstração. Considere W como descrito no Teorema 4.2. Como W� é um conjunto

necessário e su�ciente de classes de representantes do conjunto de restrições de um SSS

então SW�S B SWS. O resultado segue agora pela aplicação do princípio fundamental da

contagem (Magalhães , 2006, p. 09) ao conjunto W � P �B� �B.

Exemplo 4.10. Neste exemplo, calcular-se-á o conjunto W de classes de representantes

do conjunto de restrições das palavras na linguagem L do SSS cujo conjunto O é dado

pela expressão regular do Exemplo 4.9. Do referido exemplo, têm-se que a sequência

de memórias é eventualmente periódica de período fundamental p � 2 e transiente t �

cfcfcfcfc. Observe ainda que w2 � cf . Pelo Teorema 4.2, para sincronizar os pares

�RE,RM� basta tomar k1 C 1 como o menor inteiro tal que

k1 � Sw2S C StS � mmc �p, Sw2S� ,

ou seja,

2 � k1 C 9 � 2 � 11 � k1 � 6.

Ainda pelo teorema,

B � �cfcfcfcfcfcdc��ε, cf, �cf�2, �cf�3, �cf�4, �cf�5, �cf�6��df�

e, W � P �B� � B é um conjunto su�ciente de classes de representantes do conjunto de

restrições. Observe ainda que, pelo Corolário 4.1,

SWS B 1 � Sw1S � k1 � Sw2S � �k1 � 1� � Sw3S� SWS B 1 � 13 � 6 � 2 � 7 � 2 � 40.

4.4 CARACTERIZAÇÃO DO CONJUNTO O COMO UNIÃO DE EXPRESSÕES RE-

GULARES

O principal objetivo desta seção é estender o resultado obtido anteriormente para a

classe de SSSs quando o conjunto mínimo de palavras proibidas O é dado por uma união

de expressões regulares.

De�nição 4.3. Sejam s1 e s2 duas expressões regulares caracterizadas pela De�nição

4.2. Diz-se que s2 é fatorável por s1 se alguma palavra de s2 possui como fator um
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Figura 4.5 � Sequência de memórias eventualmente periódica.

Fonte: O Autor (2020).

pre�xo próprio de s1. Neste caso, as memórias das palavras de s2 obtidas em s1, serão

denominadas de memórias herdadas.

Exemplo 4.11. Considere as expressões regulares:

s1 � cfd �cfdccfdab�� ef, s2 � abcf �dcfdc�� cfdcf,

s3 � cf �dccfdc�� efaf, s4 � cfd �cfdcabcfdcfdd�� bf

Observe que s1, s2 e s3 são fatoráveis por s4, pois, a palavra cfdc é fator das palavras

com o operador de Kleene em cada uma delas e é pre�xo próprio de s4. A palavra cfdcfdc

é memória da palavra abcfdcfdc de s2 herdada de s4.

Observação 4.4. As memórias das palavras formadas pela extensão de símbolos de uma

palavra com operador de Kleene de uma expressão regular fatorável por outra podem formar

uma sequência eventualmente periódica ou uma sequência de palavras de comprimento

tendendo ao in�nito.

Exemplo 4.12. Considere as expressões regulares dadas por s1 � cbcbcb�ad��b, s2 �

df�cbcb��a e s3 � adf �cb�� e. Observe que s2 é fatorável por s1 com sequência de memórias

eventualmente periódica de período 2, transiente cbcb e permanente cb, como mostra a

Figura 4.5.

Por outro lado, a Tabela 4.1 apresenta a sequência de memórias de s3 herdadas de s2,

sequência esta ilimitada.

A seguir, será apresentada a importante de�nição de bloco fundamental que será útil na

prova de alguns resultados importantes, aqui desenvolvidos, que auxiliarão na construção

das idéias que conduzirão à prova do principal resultado desta seção.

De�nição 4.4. Uma palavra u x ε sobre um alfabeto �nito A é chamada de bloco funda-

mental se toda vez que u � vn, com v > A� e n > N então, n � 1 e v � u.
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Tabela 4.1 � Memórias das Palavras de s3 herdadas de s2.

Palavra Memória
ad d
adf df
adfc dfc
adfcb dfcb
adfcbc dfcbc
adfcbcb dfcbcb
adfcbcbc dfcbcbc

� �

Fonte: O Autor (2020).

Exemplo 4.13. Considere as palavras u � abcd e w � abababab sobre o alfabeto �nito

A � �a, b, c, d�. Observe que u é bloco fundamental, mas, w não, pois, w � �ab�4, com
v � ab um bloco fundamental.

Lema 4.2. Para toda palavra w x ε sobre um alfabeto �nito A existe um único bloco

fundamental u tal que w � un para algum n > N.

Demonstração. Existência. Considere o conjunto:

P � �SvS � v > P �w� � �ε� e w � vn, n > N�� .

Pela �nitude de SwS, P é um subconjunto �nito dos naturais e mais, como SwS > P
então, P x g. Pelo Princípio da Boa Ordem (Santos , 2009, p. 01), P possui um elemento

mínimo Sv0S. Será mostrado que v0 é um bloco fundamental. Suponha que v0 � vn
1 , n > N.

A conclusão que se deve chegar é que n � 1. Suponha que não, ou seja, que n A 1. Daí,

segue que Sv1S @ Sv0S e, sendo v0 pre�xo de w então, v1 também o é. Por �m,

w � vm
0 � vn�m

1 � Sv1S > P

e, isto é um absurdo pela minimalidade de Sv0S. Portanto, n � 1 e v1 � v0, ou seja, v0 é

bloco fundamental.

Unicidade. Suponha que exista outro bloco fundamental v1 tal que

w � vk
1 � vn

0 , k, n > N. (4.13)

Como Sv1S > P segue, da minimalidade de Sv0S, que Sv1S C Sv0S. Portanto, da igualdade em
(4.1) segue que v1 � vp�1

0 r, com r pre�xo próprio de v0 � rs. Substituindo em (4.13),

têm-se:

vp�1
0 r�rs� �vp

0r� �vp�1
0 r�� �vp�1

0 r� � vp�1
0 r

n�p�2³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
�sr���sr� s,
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ou seja,

�rs� �vp
0r� �vp�1

0 r�� �vp�1
0 r� � �sr��sr�n�p�3s. (4.14)

Da igualdade em (4.14), rs � sr e pelo Lema 4.1, r � vq e s � v` com q � SrS
d e ` � SsS

d , sendo

d um divisor comum de SrS e SsS. Daí, v0 � vq�`. Como v0 é bloco fundamental então,

q � ` � 1 e, sendo r pre�xo próprio então, q � 0 e ` � 1, ou seja, r � ε e v1 � v0.

Lema 4.3. Sejam u1 � up e w1 �wq palavras sobre um alfabeto �nito A, tais que u e w

são blocos fundamentais. Se

u1u1u1 � � w1w1w1 �, (4.15)

ou seja, uma in�nidade de fatores u1 é igual a uma in�nidade de fatores w1, então u �w.

Demonstração. Da substituição de u1 � up e w1 �wq em (4.15), segue:

upupup
� �wqwqwq

�

ou seja,

uuu� �www� (4.16)

Da igualdade (4.16) segue que u �wkr, com k C 0 e r x ε um pre�xo de w � rs. Voltando

à (4.16), substituindo w e u, têm-se:

�rs�kr�rs��rs�k�1r�rs�kr� � �rs�kr�sr��sr��,

ou seja,

�rs��rs�k�1r�rs�kr� � �sr��sr�� (4.17)

De (4.17), sr � rs. Pelo Lema 4.1, r � tm e s � tn com m �
SrS
d
, n �

SsS
d

e d um divisor

comum de SrS e SsS. Daí,
w � rs � tm � tn � tm�n.

Sendo w bloco fundamental, deve-se ter m � n � 1 e t � w. Como r x ε então, m � 1 e

n � 0, ou seja, r � t � w. Logo, u � wkw � wk�1 e, como u é bloco fundamental, k � 1 � 1

e w � u.

Proposição 4.2. Sejam s1 � u1u�

2u3�uk�1u�

kuk�1�un e s2 �w1w�

2w3�wj�1w�

j wj�1�wm

expressões regulares caracterizadas pela De�nição 4.2 tais que s1 é fatorável por s2. Se a

sequência de memórias herdadas é uma sequência de palavras de comprimento tendendo

ao in�nito, então a mesma não pode iniciar em palavras de s1 com operador de Kleene.

Demonstração. Suponha que a sequência de memórias herdadas seja obtida por extensões

dos símbolos da palavra com operador de Kleene uk de s1 iniciando na mesma e sua in�ni-

tude se dá pela extensão da palavra w �w1w
t1
2 w3�w

t j�2
2

j�2 wj�1. Têm-se as possibilidades:
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a) w é fator de uk:

Neste caso é possível escrever uk � rws, em que r e s são, respectivamente, pre�xo e su�xo

próprios de uk. Da in�nitude da memória herdada e da expressão regular s2, segue que:

wwjwj� �w�srw��srw��

ou seja,

wjwjwj� � �srw��srw��srw�� (4.18)

Segue da igualdade (4.18) e dos Lemas 4.2 e 4.3 que:

wj � vq e srw � v`, q, ` > N. (4.19)

De (4.19), se q B `, seja p � � `q � (menor inteiro maior ou igual a `
q ). Então, q � p C `. Da

expressão regular s2 e das igualdades em (4.19), a palavra

wwp
jwj�1�wm � wvq�pwj�1�wm

� wvq�p�`v`wj�1�wm

� wvq�p�`srwwj�1�wm

é proibida e possui como fator a palavra proibida wwj�1�wm, o que é absurdo, pois, s2
é anti-fatorial. Por outro lado, se q A ` então

wj � vq � vq�`v` � vq�`srw. (4.20)

Da expressão regular s2 e de (4.20), a palavra

wwjwj�1�wm �wvq�`srwwj�1�wm

é proibida e possui como fator a palavra proibida wwj�1�wm, o que é novamente absurdo,

sendo s2 anti-fatorial.

b) uk possui como su�xo um pre�xo próprio t de w:

Neste caso, uk � at e w � tx com x x ε. Portanto,

u�

k � �at�� � ε � at � atat �� (4.21)

Da in�nitude da memória herdada, segue de s2 e da igualdade (4.21) que

wwjwj� � t�at��at��at��
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ou seja,

xwjwj� � �at��at��at�� (4.22)

De (4.22), x � �at�rf , com r > N e f x ε pre�xo de at � fg. Substituindo em (4.22), têm-se:

�at�rfwjwj� � �at�rf�gf��gf��,

ou seja,

wjwjwj� � �gf��gf��gf�� (4.23)

Da igualdade (4.23) e dos Lemas 4.2 e 4.3 segue que:

wj � vq e gf � v`, q, ` > N. (4.24)

Da segunda igualdade de (4.24), obtêm-se:

�gf�r�2 � �gf�g�fg�rf � v`��r�2�.

Sendo at � fg, x � �at�rf e w � tx então,

v`��r�2� � gaw. (4.25)

Se q B ` � �r � 2�, tomando p � � `��r�2�q �, têm-se que p � q C ` � �r � 2�. Usando a primeira

igualdade de (4.24), a igualdade em (4.25) e a expressão regular s2 se obtêm a palavra

proibida

wwp
jwj�1�wm � wvp�qwj�1�wm

� wvp�q�`��r�2�v`��r�2�wj�1�wm

� wvp�q�`��r�2�gawwj�1�wm,

cujo fator wwj�1�wm é também proibido e, sendo s2 anti-fatorial, isto é absurdo. Por

outro lado, se q A ` � �r � 2� então,

wj � vq � vq�`��r�2�v`��r�2�. (4.26)

Da expressão regular s2, de (4.25) e de (4.26), a palavra

wwjwj�1�wm � wvq�`��r�2�gawwj�1�wm,

é proibida com fator proibido wwj�1�wm e, novamente temos um absurdo.

Lema 4.4. Sejam s1 � u1u�

2u3 e s2 � w1w�

2w3 expressões regulares caracterizadas

pela De�nição 4.2. Se s2 é fatorável por s1 com sequência de memórias herdadas �an�n>N
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eventualmente periódica de período fundamental p e transiente t então, p S Sw2S.

Demonstração. Suponha que p Ñ Sw2S. Pelo Algoritmo da Divisão, existem q, r > Z tais

que:

Sw2S � p � q � r, 0 @ r @ p (4.27)

Devido ao caráter cíclico do operador de Kleene em w2, têm-se:

an�Sw2S � an, ¦n C StS � 1. (4.28)

Como �an�n>N é eventualmente periódica de período fundamental p e transiente t

então,

an�p � an, ¦n C StS � 1. (4.29)

De (4.27), (4.28) e (4.29) segue que:

an�Sw2S � an�r�p�q

� an�r��q�1��p�p

� an�r��q�1��p � � � an�r�p � an�r � an, ¦n C StS � 1,

ou seja, an�r � an, ¦n C StS � 1, o que é absurdo pela minimalidade de p.

O próximo resultado garante que as restrições de uma palavra obtida pela extensão

de símbolos de alguma palavra com operador de Kleene podem ser determinadas descon-

siderando os operadores de Kleene antecedentes, o que será muito útil para o estudo de

todas as restrições de palavras em P�OA�1�.

Proposição 4.3. Sejam s � u1u�

2u3u�

4�u�

2nu2n�1 uma expressão regular dada pela De�ni-

ção 4.2, u � u1u3�u2k�1u
rk
2km e w � u1u

r1
2 u3u

r2
4 �urk�1

2k�2u2k�1u
rk
2km, com r1, r2, . . . , rk C

0, k B n e m um pre�xo de u2k, palavras obtidas de s pela extensão dos símbolos da

palavra u2k . Se rk C t, em que t C 0 é o menor inteiro tal que

�t � 1� � Su2kS � SmS C Su1S � � � Su2k�2S

então, C �u� � C �w�.

Demonstração. As restrições de u e w são dadas pela expressão regular juntamente com

as restrições dos seus su�xos próprios mais longos v1 e v2 em P�OA�1�. Como u e w são

obtidas por extensões dos mesmos símbolos da palavra com operador de Kleene u2k então,

suas restrições pela expressão regular são claramente iguais. Daí, é su�ciente veri�car que

v1 � v2. Sendo rk C t, em que t C 0 é o menor inteiro tal que

�t � 1� � Su2kS � SmS C Su1S � � � Su2k�2S (4.30)
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então, da Inequação (4.30) segue, para todo rk C t, que:

Su2k�1S � rk � Su2kS � SmS C Su1S � � � Su2k�1S � Su2kS (4.31)

ou seja,

Su2k�1u2k
rk
2kmS C Su1S � � � Su2k�1S � Su2kS (4.32)

Por outro lado, sendo v1 e v2 os su�xos próprios mais longos de u e w em P�OA�1� segue,
da Proposição 4.1 que:

SviS @ Su1S � � � Su2k�1S � Su2kS, i � 1,2. (4.33)

Como v1, v2 e u2k�1u
rk
2km são su�xos de u e w, segue de (4.32) e de (4.33) que v1, v2 são

su�xos próprios de u2k�1u
rk
2km e, portanto, são iguais.

Em virtude da Proposição 4.3 utilizar-se-á duas expressões regulares com um único

operador de Kleene para enunciar e provar dois resultados que determinam de forma

explícita um conjunto su�ciente de classes de representantes de restrições das palavras de

uma expressão regular, obtidas por extensões do operador de Kleene da outra expressão.

O fato de proceder dessa maneira se re�ete numa maior facilidade de compreensão na

determinação do número de ciclos do operador de Kleene necessários para garantir que

todas as restrições já tenham sido obtidas.

Proposição 4.4. Sejam s1 � u1u�

2u3 e s2 � w1w�

2w3 expressões regulares caracterizadas

pela De�nição 4.2 tais que s2 é fatorável por s1 com sequência de memórias herdadas

eventualmente periódica de período p. Então, um conjunto su�ciente de representantes

das restrições das palavras de s2 obtidas pela extensão de símbolos de w2 é dado por

W � P �B� �B, em que B � �w1��ε,w2, . . . ,w
k
2��w3�,

sendo k C 1 o menor inteiro tal que �k � 1� � Sw2S C StS, em que t é o transiente.

Demonstração. O conjunto de restrições é formado por pares �Rp;Rh�, em que Rp são

restrições da própria expressão regular e Rh são restrições da memória herdada. Sendo a

sequência de memórias herdadas das palavras de s2 obtidas pela extensão de símbolos de

w2 uma sequência eventualmente periódica de período p, a mesma é obtida, de acordo

com (4.12), de uma sequência in�nita da forma

t v v v �, (4.34)

em que t é o transiente e SvS � p. De (4.34) observa-se que após StS símbolos de w2

as restrições Rh se repetem de p em p símbolos e as restrições Rp de Sw2S em

Sw2S símbolos, ou seja, os pares �Rp;Rh� se repetem de mmc�p, Sw2S� em mmc�p, Sw2S�
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símbolos. Daí, o número mínimo de repetições k da palavra w2 para que todas as

restrições das palavras em s2, obtidas por extensões de símbolos de w2, tenham sido

obtidas, deve ser escolhido de tal forma que:

k � Sw2S C StS � mmc�p, Sw2S�.

Pelo Lema 4.4, p S Sw2S e, portanto, mmc�p, Sw2S� � Sw2S. Logo,

k � Sw2S C StS � Sw2S � �k � 1� � Sw2S C StS.

Por �m, tomando B � �w1��ε,w2, . . . ,wk
2��w3�, o conjunto W � P �B��B é um conjunto

su�ciente de representantes das restrições das palavras de s2.

Exemplo 4.14. Têm-se, do Exemplo 4.12, que as expressões regulares s1 � cbcbcba�b e

s2 � df �cbcb�� a são tais que s2 é fatorável por s1 com sequência de memórias herdadas

eventualmente periódica de período p � 2 e transiente t � cbcb, ou seja, StS � 4. Como

Sw2S � ScbcbS � 4. Pela Proposição 4.4, k C 1 é o menor inteiro que satisfaz:

4 � �k � 1� C 4 � k � 1 C 1 � k � 2.

Daí, o conjunto B é dado por:

B � �df��ε, cbcb, cbcbcbcb��a� � �dfa, dfcbcba, dfcbcbcbcba�

e,

W � �ε, d, df, dfc, dfcb, dfcbc, dfcbcb, dfcbcbc, dfcbcbcb, dfcbcbcbc, dfcbcbcbcb�.

Proposição 4.5. Sejam s1 � u1u�

2u3 e s2 � w1w�

2w3 expressões regulares caracterizadas

pela De�nição 4.2 tais que s1 é fatorável por s2 com sequência de memórias herdadas

formada por palavras de comprimento tendendo ao in�nito. Então, um conjunto su�ciente

de representantes das restrições das palavras de s1 obtidas pela extensão de símbolos de

u2 é dado por

W � P �B� �B, em que B � �u1��ε,u2, . . . ,u
K
2 ��u3�,

em que k C 1 é o menor inteiro tal que k � Su2S C t � a, em que t é o comprimento da

palavra que antecede o início do operador de Kleene em w2 a partir do início do operador

de Kleene em u2 e a é o mínimo múltiplo comum entre Su2S e Sw2S.

Demonstração. Já se sabe que as restrições das palavras de s1 sâo dadas por pares

�Rp,Rh�, em que Rp é restrição própria e Rh é restrição de memória herdada de s2.
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Portanto, é su�ciente determinar a quantidade mínima k de repetições da palavra u2

para que o par �Rp,Rh� se repita. Pela Proposição 4.2 a memória herdada deve iniciar

na palavra u1. Considere os casos:

a) w1 é fator de u1 :

Neste caso,

u1 � vw1r. (4.35)

Da expressão regular s2 e pela in�nitude da memória herdada, de (4.35) segue

w1ru2u2 � � w1w2w2 � � ru2u2 � � w2w2w2 � � r �wq
2t,

com t pre�xo de w2 � tm. Daí,

wq
2tu2u2 � � wq

2t�mt��mt��mt� �,

ou seja,

u2u2 � � �mt��mt��mt� � (4.36)

A igualdade em (4.36) diz que ao iniciar as extensões da palavra u1 de s1 por símbolos

de u2, a palavra w1 de s2 já tem sido extendida por wq
2t símbolos, continuando suas

extensões a partir do su�xo m. Observe ainda que os operadores de Kleene em u2 e w2

geram, respectivamente, restrições próprias que se repetem a cada Su2S-vezes e restrições
de memórias herdadas que se repetem a cada Sw2S-vezes. Como SmtS � Sw2S, segue de

(4.36) que o par �Rp,Rh� se repete a cada mmc�Su2S, Sw2S�-vezes, ou seja, é su�ciente

tomar k C 1 tal que k � Su2S C t� a � 0� a � a, com a o mínimo múltiplo comum entre Su2S e
Sw2S.
b) u2 possui um su�xo próprio de w1 como pre�xo:

Neste caso, u1 � vm, m x ε pre�xo próprio de w1 � my. Da expressão regular s2 e pela

in�nitude da memória herdada, segue que:

mu2u2 � � myw2w2 �

ou seja,

u2u2 � � yw2w2w2 � (4.37)

A igualdade em (4.37) diz que no início do operador de Kleene em u2 a palavra y antecede

o início do operador de Kleene em w2. Segue, ainda de (4.37) que y � up
2n, com n pre�xo

de u2 � nz. Novamente de (4.37), têm-se:

up
2n�zn��zn��zn� � � up

2nw2w2w2 �
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e,

�zn��zn��zn� � � w2w2w2 � (4.38)

Como SznS � SnzS � Su2S, a igualdade em (4.38) sincroniza as restrições obtidas pelas

evoluções dos operadores de Kleene após completar o mínimo múltiplo comum entre Su2S
e Sw2S. Portanto, basta tomar k C 1 tal que k � Su2S C t�a � SyS�a, com a o mínimo múltiplo

comum entre Su2S e Sw2S. Logo, para ambos os casos, têm-se:

W � P �B� �B, em que B � �u1��ε,u2, . . . ,u
K
2 ��u3�,

em que k � Su2S C t � a.
Exemplo 4.15. Do Exemplo 4.12, a expressão regular s3 � adf �cb�� e herda memória

in�nita de s2 � df �cbcb�� a. Neste caso, t � 0, Su2S � 2, Sw2S � 4 e a � mmc�2,4� � 4.

Pela Proposição 4.5, têm-se:

k C 1, menor inteiro tal que 2k C 4 � k � 2.

Portanto, B � �adf��ε, cb, cbcb��e� e,

W � �ε, a, ad, adf, adfc, adfcb, adfcbc, adfcbcb�.

Teorema 4.3. Seja X um SSS cujo conjunto mínimo de palavras proibidas é dado por O �

Pn
i�1 si, em que cada si, i � 1, . . . , n é uma expressão regular caracterizada pela De�nição

4.2. Então, existe um conjunto �nito e su�ciente de classes de representantes do conjunto

de restrições das palavras na linguagem L de X.

Demonstração. Inicialmente, determina-se o conjunto de representantes de uma expressão

regular qualquer da união, como por exemplo,

sj �wj1w
�

j2wj3 � w�

j�2tj�wj�2tj�1�.

Em virtude da Proposição 4.3, para cada palavra wj�2i� (1 B i B tj) de sj com operador

de Kleene determina-se quantos ciclos de Kleene kji são necessários para que todas as

restrições das palavras obtidas por extensões de símbolos de wj�2i� tenham sido obtidas.

Considere os seguintes casos:

a) As palavras de sj obtidas por extensões de símbolos de wj�2i� não herdam memórias:

Neste caso, kji é obtido como no Teorema 4.2.

b) As palavras de sj obtidas por extensões de símbolos de wj�2i� herdam memórias:

Suponha que as palavras de sj obtidas por extensões de símbolos de wj�2i� herdam

memórias de r�m (1 B r�m B n�1) expressões regulares, das quais, r com sequências de

memórias herdadas eventualmente periódicas de períodos ps e transientes ts (s � 1, . . . , r)
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e m com sequências de memórias herdadas in�nitas que, após uma reindexação, pode-se

admitir como sendo s�1, . . . , s
�

r, s
�

r�1, . . . , s
�

r�m com s�i x sj, 1 B i B r�m. Para as r expressões

regulares é possível determinar, pela Proposição 4.4, os números k�1�
ji , k

�2�
ji , . . . , k

�r�
ji C 1

que são os menores inteiros tais que:

k
�s�
ji � Swj�2i�S C StsS �mmc �Swj�2i�S, ps� , s � 1, . . . , r

e que representam os ciclos de Kleene necessários para identi�car todas as restrições das

palavras de sj obtidas por extensões de símbolos de wj�2i� que herdam memórias de

s�1, . . . , s
�

r, respectivamente. Por outro lado, para as m expressões regulares é possível

determinar, pela Proposição 4.5, os números k�r�1�
ji , k

�r�2�
ji , . . . , k

�r�m�
ji C 1 que são os

menores inteiros tais que:

k
�s�
ji � Swj�2i�S C StsS �mmc �Swj�2i�S, Sws�2qs�S� , s � r � 1, . . . , r �m,

em que ts representa a palavra que antecede o início do operador de Kleene em ws�2qs�
a partir do início do operador de Kleene em wj�2i� e ws�2qs� é a palavra com operador

de Kleene que gera a memória in�nita e, estes números representam os ciclos de Kleene

necessários para identi�car todas as restrições das palavras de sj obtidas por extensões

de símbolos de wj�2i� que herdam memórias de s�r�1, . . . , s
�

r�m, respectivamente. Por �m,

em virtude do caráter cíclico do operador de Kleene e da Proposição 4.1 as memórias

próprias obtidas por extensões de símbolos de wj�2i� formam uma sequência eventual-

mente periódica de período p e transiente t. Daí, para sincronizar as �r �m � 1�-uplas
�Rp,Rh1 , . . . ,Rhr ,Rhr�1 , . . . ,Rhr�m� de restrições próprias e herdadas basta tomar kji C 1

o menor inteiro tal que:

kji � Swj�2i�S C max
1BsBr�m

�StS, StsS�
� mmc �Swj�2i�S, p, p1, . . . , pr, Sw�r�1��2qr�1�S, . . . , Sw�r�m��2qr�m�S� .

Como, pelo Lema 4.4 p, ps S Swj�2i�S,¦s � 1, . . . , r, a desigualdade acima passa a ser

kji � Swj�2i�S C max
1BsBr�m

�StS, StsS� �mmc �Swj�2i�S, Sw�r�1��2qr�1�S, . . . , Sw�r�m��2qr�m�S� .

Daí, um conjunto su�ciente de representantes das restrições das palavras de sj é dado

por

Wj � P �Bj� �Bj,

em que

Bj � �wj1��ε,wj2, . . . ,w
kj1
j2 ��wj3���ε, . . . ,w

kjtj
j�2tj���wj�2tj�1��.

Raciocinando de forma similar, para todas as expressões regulares, é possível determinar



62

os conjuntos �nitos de representantes Wi, 1 B i B n das mesmas. Finalmente,

W �
n

�
i�1

Wi

é um conjunto �nito su�ciente de classes de representantes das restrições das palavras na

linguagem de X.

Observação 4.5. Na prática, o Teorema 4.3 também fornece um limitante para o nú-

mero de elementos de qualquer conjunto necessário e su�ciente W� de representantes das

restrições das palavras na linguagem do SSS X, pois, SW�S B SWS, para W apresentado

no mesmo e este limitante, em muitos casos, oferece uma excelente aproximação do SW�S
como bem ilustra o exemplo a seguir.

Exemplo 4.16. Seja X o SSS cujo conjunto mínimo de palavras proibidas é dado por

O � s1�s2�s3, em que s1 � cbcbcb�ad��b, s2 � df�cbcb��a e s3 � adf�cb��e são as expressões

regulares do Exemplo 4.12. Determinar-se-á um conjunto �nito e su�ciente W de classes

de representantes do conjunto de restrições das palavras na linguagem L de X. Deve-se

determinar os conjuntos �nitos de representantes Wi, 1 B i B 3 de cada uma das expressões

regulares.

Determinação de W1:

Observe que as palavras de s1 obtidas por extensões de símbolos de w12 � ad herdam

memórias de s2 e de s3 e, as sequências de memórias herdadas são dadas por

�ε, d, ε, d, . . .� e �a, ad, a, ad, . . .�,

respectivamente, ambas eventualmente periódicas de períodos fundamentais p1 � p2 � 2 e

transientes t1 � t2 � ε e geram sequência de memórias próprias dada por �ε, ε, . . .� que é

eventualmente periódica de período fundamental p � 1 e transiente t � ε. Pelo Teorema

4.3, k11 C 1 é o menor inteiro tal que:

k11 � Sw12S C max�StS, St1S, St2S� � Sw12S � 2 � k11 C 0 � 2 � 2.

Portanto, k11 � 1 e,

W1 � P �B1� �B1,

em que

B1 � �cbcbcb��ε, ad��b� � �cbcbcbb, cbcbcbadb�.

Daí,

W1 � �ε, c, cb, cbc, cbcb, cbcbc, cbcbcb, cbcbcba, cbcbcbad�.

Determinação de W2:



63

Agora, as palavras de s2 obtidas por extensões de símbolos de w22 � cbcb herdam

memórias somente de s1 e, a sequência de memórias herdadas é dada por

�c, cb, cbc, cbcb, cbcbc, cbcbcb, cbcbc, cbcbcb, . . .�,

que é eventualmente periódica de período fundamental p1 � 2 e transiente t1 � cbcb e

geram sequência de memórias próprias dada por �ε, ε, . . .� que é eventualmente periódica

de período fundamental p � 1 e transiente t � ε. Pelo Teorema 4.3, k21 C 1 é o menor

inteiro tal que:

k21 � Sw22S C max�StS St1S� � Sw22S � 4 � k21 C 4 � 4 � 8.

Portanto, k21 � 2 e,

W2 � P �B2� �B2,

em que

B2 � �df��ε, cbcb, cbcbcbcb��a� � �dfa, dfcbcba, dfcbcbcbcba�.

Daí,

W2 � �ε, d, df, dfc, dfcb, dfcbc, dfcbcb, dfcbcbc, dfcbcbcb, dfcbcbcbc, dfcbcbcbcb�.

Determinação de W3:

Por �m, as palavras de s3 obtidas por extensões de símbolos de w32 � cb herdam

memórias de s1 e de s2 e, as sequências de memórias herdadas são dadas por

�c, cb, cbc, cbcb, cbcbc, cbcbcb, cbcbc, cbcbcb, . . .� e �dfc, dfcb, dfcbc, dfcbcb, . . .�,

respectivamente, em que a primeira é eventualmente periódica de período fundamental p1 �

2 e transiente t1 � cbcb e a segunda é in�nita com comprimento da palavra t2 que antecede

o início do operador de Kleene em w22 a partir do início do operador de Kleene em w32

nulo e geram sequência de memórias próprias dada por �ε, ε, . . .� que é eventualmente

periódica de período fundamental p � 1 e transiente t � ε. Pelo Teorema 4.3, k31 C 1 é o

menor inteiro tal que:

k31 � Sw32S C max�StS, St1S, St2S� � mmc �Sw32S, Sw22S� � 2 � k31 C 4 � 4 � 8.

Portanto, k31 � 4 e,

W3 � P �B3� �B3,
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em que

B3 � �adf��ε, cb, cbcb, cbcbcb, cbcbcbcb��e�
� �adfe, adfcbe, adfcbcbe, adfcbcbcbe, adfcbcbcbcbe�.

Daí,

W3 � �ε, a, ad, adf, adfc, adfcb, adfcbc, adfcbcb, adfcbcbc, adfcbcbcb, adfcbcbcbc,
adfcbcbcbcb�.

Novamente, pelo Teorema 4.3, têm-se:

W � W1 8W2 8W3

� �ε, c, d, a, cb, df, ad, cbc, dfc, adf, cbcb, dfcb, adfc, cbcbc, dfcbc, adfcb, cbcbcb,
dfcbcb, adfcbc, cbcbcba, dfcbcbc, adfcbcb, cbcbcbad, dfcbcbcb, adfcbcbc,

dfcbcbcbc, adfcbcbcb, dfcbcbcbcb, adfcbcbcbc, adfcbcbcbcb�.

No próximo exemplo apresenta-se a determinação do conjunto de classes de represen-

tantes do conjunto de restrições no caso em que algumas expressões regulares apresentam

mais de uma palavra com operador de Kleene, o que aumenta consideravelmente o número

de representantes.

Exemplo 4.17. Considere X o SSS cujo conjunto mínimo de palavras proibidas é dado

por O � s1 � s2 � s3 � s4, em que

¢̈̈
¨̈̈̈
¨̈
¦̈
¨̈̈̈
¨̈̈
¤

s1 � cabc�ad��db�cfd��fe
s2 � bca�dada��be
s3 � da�db��cfdcf�dbfdbf��d
s4 � cfdc�fdb��dad�bca��fg

.

Determinar-se-á um conjunto �nito e su�ciente W de classes de representantes do

conjunto de restrições das palavras na linguagem L de X. Sabe-se que W � W1 8W2 8

W3 8W4, em que cada Wi, i � 1,2,3,4 representa o conjunto de classes de representantes

do conjunto de restrições de cada si, i � 1,2,3,4.

Determinação de W1:

Observe que as palavras de s1 obtidas por extensões de símbolos de w12 � ad herdam

memórias de s2 e de s3 e, as sequências de memórias herdadas são dadas por

�bca, bcad, bcada, bcadad, . . .� e �ε, d, da, dad, da, dad, . . .�,

respectivamente, em que a primeira é in�nita com St1S � 1, em que t1 � a é a palavra
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que antecede o início do operador de Kleene em w22 a partir do início do operador de

Kleene em w12 e a segunda é eventualmente periódica de período fundamental p1 � 2 e

transiente t2 � ad e geram sequência de memórias próprias dada por �ca, ε, ε, . . .� que é

eventualmente periódica de período fundamental p � 1 e transiente t � a. Pelo Teorema

4.3, k11 C 1 é o menor inteiro tal que:

k11 � Sw12S C max�StS, St1S, St2S� � mmc �Sw12S, Sw22S� � 2 � k11 C 2 � 4 � 6.

Portanto, k11 � 3. Por outro lado, as palavras de s1 obtidas por extensões de símbolos de

w14 � cfd herdam memórias de s2, de s3 e de s4 e, as sequências de memórias herdadas

são dadas por

�bc, ε, ε, . . .�, �ε, ε, d, ε, ε, d, . . .� e �c, cf, cfd, cfdc, cfdcf, cfdcfd, cfdc, cfdcf, cfdcfd, . . .�,

respectivamente, sendo as três eventualmente periódicas de períodos fundamentais p1 � 1 e

p2 � p3 � 3 e transientes t1 � c, t2 � ε e t3 � cfd e geram sequência de memórias próprias

dada por �c, ε, ε, c, ε, ε, . . .� que é eventualmente periódica de período fundamental p � 3 e

transiente t � ε. Pelo Teorema 4.3, k12 C 1 é o menor inteiro tal que:

k12 � Sw14S C max�StS, St1S, St2S, St3S� � Sw14S,

ou seja,

3 � k12 C max�0,1,0,3� � 3 � 6 � k12 � 2.

Daí,

W1 � P �B1� �B1,

em que

B1 � �cabc��ε, ad, adad, adadad��db��ε, cfd, cfdcfd��fe�.

Pelo Princípio Fundamental da Contagem, têm-se:

SW1S � ScabcS � 3 � SadS � 4 � SdbS � 8 � ScfdS � 12 � �SfeS � 1� � 1

� 4 � 6 � 8 � 24 � 12 � 1 � 55.

Determinação de W2:

As palavras de s2 obtidas por extensões de símbolos de w22 � dada só herdam memó-

rias de s3 e, a sequência de memórias herdadas é dada por �d, da, dad, da, dad, . . .� que é

eventualmente periódica de período fundamental p1 � 2 e transiente t1 � d e geram sequên-

cia de memórias próprias dada por �ε, ε, ε, . . .� que é eventualmente periódica de período
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fundamental p � 1 e transiente t � ε. Pelo Teorema 4.3, k21 C 1 é o menor inteiro tal que:

k21 � Sw22S C max�StS, St1S � Sw22S,

ou seja,

4 � k21 C max�0,1� � 4 � 5 � k21 � 2.

Daí,

W2 � P �B2� �B2,

em que

B2 � �bca��ε, dada, dadadada��be�.

Pelo Princípio Fundamental da Contagem, têm-se:

SW2S � SbcaS � 2 � SdadaS � 3 � �SbeS � 1� � 1

� 3 � 8 � 3 � 1 � 15.

Determinação de W3:

As palavras de s3 obtidas por extensões de símbolos de w32 � db só herdam memórias

de s2 e, a sequência de memórias herdadas é dada por �ε, b, ε, b, . . .� que é eventualmente

periódica de período fundamental p1 � 2 e transiente t1 � ε e geram sequência de memórias

próprias dada por �d, ε, d, ε, . . .� que é eventualmente periódica de período fundamental

p � 2 e transiente t � ε. Pelo Teorema 4.3, k31 C 1 é o menor inteiro tal que:

k31 � Sw32S C max�StS, St1S� � Sw32S,

ou seja,

2 � k31 C max�0,0� � 2 � 2 � k31 � 1.

Por outro lado, as palavras de s3 obtidas por extensões de símbolos de w34 � dbfdbf

herdam memórias de s2 e de s4 e, as sequências de memórias herdadas são dadas por

�ε, b, ε, ε, b, ε, . . .� e �cfdcfd, cfdcfdb, cfdcfdbf, cfdcfdbfd, . . .�,

respectivamente, sendo a primeira eventualmente periódica de período fundamental p1 � 3

e transiente t1 � ε e a segunda é in�nita com St2S � 0, em que t2 � ε é a palavra que antecede

o início do operador de Kleene em w42 a partir do início do operador de Kleene em w34

e geram sequência de memórias próprias dada por �d, ε, ε, d, ε, ε, . . .� que é eventualmente

periódica de período fundamental p � 3 e transiente t � ε. Pelo Teorema 4.3, k32 C 1 é o
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menor inteiro tal que:

k32 � Sw34S C max�StS, St1S, St2S� � mmc �Sw34S, Sw42S� � 6 � k32 C 0 � 6 � 6.

Portanto, k32 � 1. Daí,

W3 � P �B3� �B3,

em que

B3 � �da��ε, db��cfdcf��ε, dbfdbf��d�.

Pelo Princípio Fundamental da Contagem, têm-se:

SW3S � SdaS � SdbS � 2 � Scfdcf S � 2 � Sdbfdbf S � 4 � �SdS � 1� � 1

� 2 � 2 � 10 � 12 � 1 � 27.

Determinação de W4:

As palavras de s4 obtidas por extensões de símbolos de w42 � fdb herdam memórias de

s2 e de s3 e, as sequências de memórias herdadas são dadas por

�ε, ε, b, ε, ε, b, . . .� e �ε, d, ε, ε, d, ε, . . .�,

respectivamente, sendo ambas eventualmente periódicas de períodos fundamentais p1 �

p2 � 3 e transientes t1 � t2 � ε e possuem sequência de memórias próprias dada por

�cf, cfd, ε, ε, . . .� que é eventualmente periódica de período fundamental p � 1 e transiente

t � fd. Pelo Teorema 4.3, k41 C 1 é o menor inteiro tal que:

k41 � Sw42S C max�StS, St1S, St2S� � Sw42S,

ou seja,

3 � k41 C max�2,0,0� � 3 � 5 � k41 � 2.

Por outro lado, as palavras de s4 obtidas por extensões de símbolos de w44 � bca her-

dam memórias de s1, de s2 e de s3 e, as sequências de memórias herdadas são da-

das por �ε, c, ca, cab, cabc, cabca, cab, cabc, cabca, . . .�, �b, bc, bca, bcab, bc, bca, bcab, . . .� e

�dadb, dadbc, ε, ε, . . .�, respectivamente, sendo as três eventualmente periódicas de perío-

dos fundamentais p1 � p2 � 3 e p3 � 1 e transientes t1 � bca, t2 � b e t3 � bc e possuem

sequência de memórias próprias dada por �ε, c, ε, ε, c, ε, . . .� que é eventualmente periódica

de período fundamental p � 3 e transiente t � ε. Pelo Teorema 4.3, k42 C 1 é o menor

inteiro tal que:

k42 � Sw44S C max�StS, St1S, St2S, St3S� � Sw44S,
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ou seja,

3 � k42 C max�0,3,1,2� � 3 � 6 � k42 � 2.

Daí,

W4 � P �B4� �B4,

em que

B4 � �cfdc��ε, fdb, fdbfdb��dad��ε, bca, bcabca��fg�.

Pelo Princípio Fundamental da Contagem, têm-se:

SW4S � ScfdcS � 2 � SfdbS � 3 � SdadS � 6 � SbcaS � 9 � �SfgS � 1� � 1

� 4 � 6 � 9 � 18 � 9 � 1 � 47.

Logo,

W �W1 8W2 8W3 8W4.

Como o pre�xo ε >Wi, i � 1,2,3 e 4 e o pre�xo c >W1 9W4 então,

SWS � SW1S � SW2S � SW3S � SW4S � 3 � 1 � 55 � 15 � 27 � 47 � 3 � 1 � 140.

4.5 ANINHAMENTO DE OPERADORES DE KLEENE

É importante perceber que o Teorema 4.3 oferece uma boa generalização da represen-

tação do conjunto mínimo de palavras proibidas O de um SSS via expressões regulares,

porém, gostar-se-ia de representar o conjunto O por expressões regulares as mais gene-

ralizadas possíveis. Neste sentido, esta seção apresenta uma suscinta discussão sobre as

di�culdades encontradas na utilização do chamado aninhamento de operadores de Kleene

(Kleene dentro de Kleene).

De�nição 4.5. Diz-se que uma expressão regular possui um aninhamento de operadores

de Kleene se existirem na mesma a ocorrência de operadores de Kleene dentro de outros

operadores de Kleene.

Exemplo 4.18. Considere as expressões regulares

s1 � ca �b�dc���� ef e s2 � abd ��cb���� cc.

Observe que estas expressões regulares possuem aninhamento de operadores de Kleene,

pois, os operadores de Kleene em dc e cb estão dentro dos operadores de Kleene em b�dc��
e �cb��, respectivamente.

Das propriedades do operador de Kleene (Lawson (2004)), temos que se L é uma

linguagem sobre um alfabeto �nito então �L��� � L� e portanto, a expressão regular s2 do
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Exemplo 4.18 é tal que s2 � abd�cb��cc. Este tipo de aninhamento é trivial e não dar-se-á
atenção ao mesmo.

Exemplo 4.19. Considere a expressão regular s � cabca�b. Esta expressão atende as

exigências da De�nição 4.2 e portanto pode representar o conjunto O de um SSS. No

entanto a expressão regular s� � ca �bca��� b com aninhamento de operadores de Kleene

não pode representar o conjunto mínimo de palavras proibidas de um SSS, pois, a mesma

não é anti-fatorial; observe que a palavra cabcab é proibida e possui como fator a palavra

proibida cab.

Suponha agora que um SSS tivesse o conjunto mínimo de palavras proibidas dado por:

O �w1 �w2w
�

3��w4. (4.39)

Pela de�nição do operador de Kleene, a igualdade em (4.39) pode ser reescrita na forma

O �w1w
�

2w4 �w1 �w2w3��w4 �� �w1 �w2w
k
3�

�

w4 �� (4.40)

Mostrar-se-á que qualquer expressão regular da união dada em (4.40), digamos

w1 �w2w
k
3�

�

w4, k C 1,

contribui para o conjunto de representantesW com, no mínimo, uma palavra em P �OA�1�
cujo conjunto de restrições é diferente do conjunto de restrições de todas as palavras em

P �OA�1� geradas pelas expressões regulares w1 �w2w
j
3�

�

w4 com j @ k, o que implicará

na in�nitude de W. De fato, considere a palavra w � w1w2wk
3 . Primeiro observe que w

não é gerada por nenhuma expressão regular w1 �w2w
j
3�

�

w4 com j @ k. Por outro lado, o

conjunto de restrições de w é dado pelas restrições da expressão regular juntamente com

as restrições do seu su�xo próprio mais longo v em P �OA�1�, ou seja,

C�w� � ��w2w
k
3�

�

w4 � w3 �w2w
k�1
3 ��w4 � �� � C�v�. (4.41)

Admitindo-se que v � ε, observa-se de (4.41) que a palavra w� � w2wk
3w4 > C�w�.

De (4.40), pode-se concluir que a única palavra em P �OA�1� de comprimento menor

que SwS que possui a palavra w� em seu conjunto de restrições é w1. Também pode-

se facilmente observar de (4.40) que a palavra w2w4 > C�w1� e w2w4 ~> C�w�. Logo,

C�w� x C�u�, ¦u > P �OA�1� com SuS @ SwS e têm-se que W é in�nito.

O exemplo a seguir ilustra de forma particular a discussão apresentada anteriormente.

Exemplo 4.20. Suponha que o conjunto mínimo de palavras proibidas seja dado por

O � a �b�cd���� e. Daí segue que

O � ab�e � a �b�cd��� e � � � a �b�cd�k�� e � � (4.42)
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Considere em (4.42) a expressão regular a �b�cd�k�� e. A palavra w � ab�cd�k, k C 1 em

P �OA�1� é gerada por esta expressão regular, porém, não é gerada por nenhuma outra

expressão regular a �b�cd�i�� e em (4.42) com i @ k. Observe ainda que o su�xo próprio

mais longo de w em P �OA�1� é ε e portanto, de (4.42) segue que

C�w� � �b�cd�k�� e � �cd� �b�cd�k�1�� e � � (4.43)

Veri�ca-se de (4.43) que a palavra w� � b�cd�ke > C�w�. Por outro lado, de (4.42), têm-se

que a única palavra em P �OA�1� de comprimento menor que SwS que possui a palavra

w� em seu conjunto de restrições é a, porém, a palavra be > C�a� e be ~> C�w�, ou seja,

C�a� x C�w�. Logo, C�w� x C�u�, ¦u > P �OA�1� com SuS @ SwS e têm-se que W é in�nito.

O que se pode concluir da discussão apresentada nesta breve seção é que um SSS

não pode ter o seu conjunto mínimo de palavras proibidas O dado, em geral, por uma

expressão regular com aninhamento de operadores de Kleene na forma apresentada em

(4.39), pois, um SSS possui um número �nito de contextos à direita. Daí, cabe questionar

a possibilidade de existirem expressões regulares com outros tipos de aninhamento de

operadores de Kleene que possam representar o conjunto mínimo de palavras proibidas O

de um SSS.
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5 ALGORITMO PARA CONSTRUÇÃO DE SSS

Este capítulo propõe um algoritmo para a construção do grafo de contextos para a

classe dos SSSs. Este algoritmo é baseado em um conjunto su�ciente de classes de repre-

sentantes do conjunto de restrições das palavras na linguagem do sistema utilizando os

conceitos de máscara de restrição e memória de restrição apresentados na De�nição 2.2 e

na Seção 2.5. A maior di�culdade encontrada para implementação do algoritmo reside na

determinação das memórias de restrição das extensões das palavras de comprimento má-

ximo por símbolos que geram memórias não pertencentes ao conjunto de representantes,

fato este que não ocorre para um SFT.

5.1 CONJUNTO SUFICIENTE DE CLASSES DE REPRESENTANTES

Esta seção apresenta um conjunto su�ciente de classes de representantes que facilitará

a construção do grafo de contextos, auxiliando nas transições dos estados que possuem

palavras de comprimento máximo.

SejaW um conjunto su�ciente de classes de representantes do conjunto de restrições da

linguagem L de um SSS X dado pela De�nição 2.1. Do conjunto W, que é �nito, formar-

se-á um novo conjunto W�, também �nito, como segue. Se as palavras de comprimento

máximo wi > W são tais que SwiS � l, adicione a W todas as palavras wj > P�OA�1� �W

tais que Swj S D l � 1. Como W é um conjunto su�ciente de classes de representantes, cada

elemento adicionado a W é equivalente a algum elemento de W e, por esta razão, W� é

também um conjunto su�ciente de classes de representantes e será usado no algoritmo

para construir o grafo de contextos. É importante notar que no caso de um SFT o

conjuntoW� é igual a P�OA�1�. A vantagem de se adotar o conjuntoW� é que após todo o

processo de re�namento as palavras de comprimento máximo emW� são, necessariamente,

equivalentes a alguma palavra de comprimento menor que pertença à mesma classe e

desta forma o processo de transição de estados pode ser feito por qualquer palavra de

comprimento menor que esteja na mesma classe.

Exemplo 5.1. Seja X o SSS sobre o alfabeto A � � a, b, c, d � com O � ac�bd. A

sequência de memórias obtida pela extensão de símbolos da palavra w2 � c é dada por

�ε, ε, . . .� e a mesma é eventualmente periódica de período p � 1 e transiente t � ε. Pelo

Teorema 4.2 k C 1 é o menor inteiro tal que

k � Sw2S C StS �mmc�p, Sw2S�� k � 1 C 0 � 1,

ou seja, k � 1. Ainda pelo Teorema 4.2, B � �w1��ε,w2��w3� � �a��ε, c��bd� � �abd, acbd�
e W � P �B��B � �ε, a, ab, ac, acb�. Observe que acb é a palavra de comprimento máximo

em W e l � SacbS � 3. Agora, acrescentando as palavras w > P�OA�1��W tais que SwS D 4,

obtêm-se W� � �ε, a, ab, ac, acb, acc, accc, accb�.
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De�nição 5.1. Seja w > W� uma palavra de comprimento máximo. Um símbolo a > A é

dito ambíguo associado a w se �a,j� >M �w� e wa > P�OA�1�.

Observação 5.1. Na De�nição 5.1 wa não pertence a W�, já que seu comprimento é

SwS � 1 e SwS é o comprimento máximo.

Exemplo 5.2. Para o SSS do Exemplo 5.1, as palavras accccbd, acccbd > O e, portanto,

b, c são pre�xos próprios de proibições da palavra de comprimento máximo accc, ou seja,

�b,j� , �c,j� > M �accc�. Observe também que acccc, acccb > P�OA�1� e, pela De�nição

5.1, os símbolos b e c são ambíguos associados à palavra accc.

A partição de�nida a seguir é utilizada no algoritmo apresentado na Seção 5.2.

De�nição 5.2. Seja w > W� uma palavra de comprimento máximo associada a algum

símbolo ambíguo a > A. Especi�ca-se wSW� � �P1, PC
1 � como a partição de W� com

respeito a w, em que P1 � �v > W�S C �v� � C �w�� e PC
1 é o complemento relativo de P1

em W�.

5.2 ALGORITMO PROPOSTO

Esta seção apresenta o algoritmo proposto para a construção do grafo de contextos para

a classe dos SSSs. O algoritmo é por separação de estados e cria sucessivas partições deW�

em conjuntos (ou classes) de palavras com o mesmo conjunto de restrições. Este também

utiliza os mesmos conceitos de máscara de restrição e memória de restrição. A diferença

deste para o algoritmo proposto em Chaves (2014) (Tabela 2.1) reside no particionamento

por equivalência de palavras (palavras equivalentes à palavras de comprimento máximo

associadas à símbolos ambíguos). O algoritmo é apresentado na Tabela 5.1 e é dividido

em cinco passos.

Passo 1. Particionamento pela máscara de restrição: A partição inicial P1 � �P1, P2, . . .

, Pn� é a partição mais densa de W� com respeito a aSW� (ver De�nição 2.4) ¦ a > A.

É importante perceber que neste passo as palavras, em cada classe Pi > P
1, possuem

máscaras de restrições iguais.

Passo 2. Particionamento pela memória de restrição para símbolos não ambíguos:

Neste passo recursivo, o particionamento proposto na De�nição 2.5 é empregado para

re�nar a partição anterior Pk, k E 1, sem fazer uso de símbolos ambíguos. Deve ser

notado que as palavras em P > Pk são apenas estendidas por símbolos não ambíguos

a > A se �a,j� > M �P �. Este passo gera a partição mais densa de W� relativa a todo

P > Pk pela extensão de um símbolo não ambíguo especí�co a > A (Linha 6 na Tabela

5.1) e na Linha 7 as partições resultantes deste processo (para cada a > A não ambíguo)

re�na Pk.

Passo 3. Particionamento por palavras equivalentes às palavras de comprimento má-

ximo associadas a símbolos ambíguos: Neste passo, também recursivo, o particionamento
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Tabela 5.1 � Algoritmo Proposto para o SSS.

1. P1
� ,a>A aSW� P A partição inicial (Passo 1)

2. k � 0
3. repetir P Iniciar o passo 2
4. k � k � 1
5. para todo a > A símbolo não ambíguo fazer
6. Pa � ,P >Pk �P, a� SW�

7. Pk�1
� Pk, �a>A Pa P Nova Partição

8. até Pk�1 � Pk

9. repetir P Iniciar o passo 3
10. Para w > Pi associada a símbolo ambíguo fazer
11. Pw �wSW�

12. Pk�1
� Pk ,Pw P Nova Partição

13. Até não existir w associada a símbolo ambíguo
14. repetir o passo 2, linhas 3 à 8 P Passo 4

Fonte: O Autor (2020).

proposto na De�nição 5.2 é empregado para re�nar a partição anterior Pk, k E 1. Este

passo gera a partição mais densa de W� relativa às palavras equivalentes à alguma pala-

vra de comprimento máximo w associada a algum símbolo ambíguo a > A (Linha 11 na

Tabela 5.1) e na Linha 12 as partições resultantes deste processo (para cada palavra de

comprimento máximo associada a símbolo ambíguo a > A) re�na Pk. Para cada palavra

w > W� de comprimento máximo em alguma classe Pi > P
k associada a algum símbolo

ambíguo a > A, determina-se, nesta mesma classe, palavras equivalentes à mesma. Como

as palavras de comprimento máximo em W� foram acrescidas ao conjunto su�ciente de

representantes inicial W, então elas devem ser equivalentes a palavras de comprimento

menor em W e, caso alguma delas �que acompanhada de uma única palavra em alguma

classe de Pk, então elas são automaticamente equivalentes.

Passo 4. Repetição do Passo 2: Retorno ao re�namento por símbolos não ambíguos. O

Passo 2, linhas 5 à 8 na Tabela 5.1, é executado até que a condição na linha 8 seja obser-

vada, o que implicará que o conjunto de classes de representantes W estará particionado

em classes de palavras com mesmo contexto à direita.

Passo 5. Critério de Parada: O algoritmo termina quando re�namentos não são mais

possíveis.

Os resultados apresentados a seguir provam a consistência do algoritmo.

Lema 5.1. Em cada partição Pk de W�, palavras em classes distintas possuem contextos

à direita distintos.

Demonstração. A a�rmação é válida para P1, já que M �u� xM �v� implica que F �u� x
F �v� para todo u,v > P�OA�1�. Seguindo um argumento indutivo, assuma que essa

característica se mantém para Pk, k C 2. Além disso, considere que v,w >W� são palavras
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pertencentes à mesma classe em Pk, mas em classes distintas em Pk�1. Nesse caso,

há duas possibilidades. A primeira (referente às linhas 5 à 8 da Tabela 5.1) ocorre se

R �va� e R �wa� estão em classes distintas em Pk, o que, pela hipótese indutiva, implica

que F �R �va�� x F �R �wa�� e, portanto, que F �v� x F �w�. A segunda possibilidade

(referente às linhas 10 à 13 da Tabela 5.1), supondo sem perda de generalidade que w

possui símbolo ambíguo, implica que C �v� x C �w� e, consequentemente, que F �v� x

F �w�, (Chaves , 2014, Teorema 1).

Teorema 5.1. Ao �nal do algoritmo, o conjunto W� estará particionado em classes de

palavras com mesmo contexto à direita.

Demonstração. Seguindo um argumento por contradição, suponha que há uma palavra

u � a1�an > L de comprimento mínimo em

C �w�Q C �v� � �C �w� � C �v�� 8 �C �v� � C �w��,

o conjunto que representa a diferença simétrica entre C �w� e C �v�. Sem perda de ge-

neralidade, será admitido que u > C �v�. Considere a extensão de w e v pelos pre�xos

de u e a associação do conjunto de restrições das palavras resultantes com o conjunto de

restrições das palavras em W�, conjunto esse particionado através do algoritmo.

Posto esse cenário, dois casos devem ser considerados. Primeiramente, R �wa1�aj� e
R �va1�aj�, 1 B j B n, sendo quaisquer extensões de w e v por um pre�xo de u, per-

tencem ao conjunto W. Neste caso a prova segue como em (Chaves , 2014, Teorema 5).

O segundo caso é a memória de pelo menos uma dessas extensões ser uma palavra de

comprimento máximo em W�. Suponha que esta seja R �va1�al�, l B n, então, em de-

corrência do Passo 3, no término do algoritmo, esta e a memória R �wa1�al� estarão em
classes distintas, já que, C �R �va1�al�� x C �R �wa1�al�� em decorrência da suposição

inicial. Contudo, como Pk e Pk�1 são iguais, então R �wa1� e R �va1� estão na mesma

classe em Pk. Portanto, R �va1a2� e R �wa1a2� estão na mesma classe em Pk�1 e, recur-

sivamente, R �va1�al� e R �wa1�al� deverão estar na mesma classe em Pk�l . Isso leva a

uma contradição, pois após o Passo 3 do algoritmo estas estarão em classes distintas.

5.3 CONSTRUÇÃO DO GRAFO DE CONTEXTOS PARA A CLASSE DOS SSSs

Esta seção apresenta a construção do grafo de contextos de um SSS utilizando o

algoritmo proposto na Tabela 5.1, detalhando cada passo do mesmo. Como os conceitos

de conjunto de contextos e conjunto de restrições são duais, a construção do grafo de

contextos pode ser realizada com o conjunto de vértices V obtido a partir do conjunto

�C �w� S w >W��,
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sendo daí os elementos da partição atingida no Passo 5 do algoritmo proposto na Tabela

5.1. Para determinar as transições dos vértices estende-se (Chaves , 2014, Proposição

3), daí existe um ramo com rótulo a do vértice P �

i para P �

j se w > P �

i , R �wa� > P �

j e

�a,Ì� ~> M �w� e w > W� diferente de uma palavra de comprimento máximo associada a

um símbolo ambíguo.

Observação 5.2. A exclusão das palavras de comprimento máximo no processo de de-

terminação das transições se dá pela equivalência destas com palavras de comprimento

menor identi�cadas pelo Passo 3 do algoritmo proposto na Tabela 5.1.

Exemplo 5.3. Considere a construção do grafo de contextos para o SSS do Exemplo 5.1,

em que O � ac�bd e

W� � �ε, a, ab, ac, acb, acc, accc, accb�.

Para o primeiro passo do algoritmo as máscaras de restrição dos elementos de W� são

calculadas. Se w � ε, então M �ε� � g. Se w � a, então

w�1O � a�1O � �w1 > A
� S aw1 > O� � �c�bd�.

Observe que tanto b como c são pre�xos próprios de c�bd, então �b,j� , �c,j� > M �a�.
Como o maior su�xo próprio de a em W é ε e M �ε� � g, então

M �a� � ��b,j� , �c,j�� .

Para w � ab,

w�1O � �ab��1O � �w1 > A
� S abw1 > O� � �d�.

Observe que abd ~> L, ou seja, �d,Ì� > M �ab�. O maior su�xo próprio de ab em W é ε e

M �ε� � g. Portanto,
M �ab� � ��d,Ì��.

Para w � ac,

w�1O � �ac��1O � �w1 > A
� S acw1 > O� � �c�bd�.

Logo,

M �ac� �M �a� � ��b,j� , �c,j��.

Para w � acb,

w�1O � �acb��1O � �w1 > A
� S acbw1 > O� � �d�

e

M �acb� �M �ab� � ��d,Ì��.

Para w � acc,

�acc��1O � �w1 > A
� S accw1 > O� � �c�bd�.
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Tabela 5.2 � Máscaras de Restrição das palavras de W� para o SSS com O � ac�bd.

w >W� M �w�
ε g

a ��b,j� , �c,j��
ab ��d,Ì��
ac ��b,j� , �c,j��
acb ��d,Ì��
acc ��b,j� , �c,j��
accc ��b,j� , �c,j��
accb ��d,Ì��
Fonte: O Autor (2020).

Daí,

M �acc� �M �a� � ��b,j� , �c,j��.

De forma similar,

M �accc� � ��b,j� , �c,j��.

Por �m, se w � accb,

�accb��1O � �w1 > A
� S accbw1 > O� � �d�

e

M �accb� �M �ab� � ��d,Ì��.

As respectivas máscaras de restrição estão listadas na Tabela 5.2.

Daí, a partição inicial é dada por

P1 � �P1 � �ε�, P2 � �a, ac, acc, accc�, P3 � �ab, acb, accb��.

Para o segundo passo do algoritmo, não existem símbolos não ambíguos com marca j

nas máscaras de restrição dos elementos de W� então, re�namentos não são possíveis.

Para o terceiro passo, a palavra de comprimento máximo accc > P2 é a única palavra

associada aos símbolos ambíguos b , c. Da expressão regular que representa O, têm-se que

C �accc� � C �a� � C �ac� � C �acc� � c�bd.

Portanto,

Paccc � ��a, ac, acc, accc�,�ε, ab, acb, accb��

e P1 ,Paccc � P
1. Re�namentos também não são possíveis.

No passo anterior foi identi�cado que todas as palavras em P2 são equivalentes então,
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para o quarto passo, como M �P3� não possui símbolos com marca j, então suas palavras

não podem ser estendidas e as palavras em P3 não podem ser separadas. Logo, re�namen-

tos não são mais possíveis e o critério de parada no quinto passo é estabelecido, sendo

P1 a partição mais �na. Portanto, o grafo de contextos possui três vértices. Utilizando

(Chaves , 2014, Proposição 3) e a Observação 5.2 é possível reproduzir o grafo mostrado

na Fig. 5.1.

Outro exemplo é o SS par ternário que será visto a seguir.

Exemplo 5.4 (Sistema dinâmico simbólico par ternário). Seja X o SSS sobre o alfabeto

A � �0,1, 2� com O � 01 �11�� 0 � 02 �22�� 0. Observe que as expressões regulares não são

fatoráveis uma na outra. As sequências de memórias próprias obtidas por extensões de

símbolos das palavras w2 � 11 e w�

2 � 22 são ambas iguais à �ε, ε, . . .� que é eventualmente

periódica de período 1 e transiente ε. Pelo Teorema 4.2, k, k� C 1 são os menores inteiros

tais que: ¢̈̈
¦̈
¤̈
k � S11S C 0 �mmc�1,2�
k� � S22S C 0 �mmc�1,2� �

¢̈̈
¦̈
¤̈

2k C 2

2k� C 2
,

ou seja, k � k� � 1. Novamente pelo Teorema 4.2, B � �01��ε,11��0�, B� � �02��ε,22�
�0�, W1 � �0,01,011,0111� e W2 � �0,02,022,0222�. Agora, pelo Teorema 4.3,

W � �ε,0,01,02,011,022,0111,0222�.

Observe que 0111 e 0222 são palavras de comprimento máximo em W e l � S0111S � S0222S �
4. Agora, acrescentando as palavras w > P�OA�1� �W tais que SwS D 5, obtêm-se

W� � �ε,0,01,02,011,022,0111,0222,01111,02222�.

Inicialmente calcula-se as máscaras de restrição para os elementos de W�. Observe

que os su�xos próprios mais longos das palavras de W� em W� são iguais a ε e M �ε� � g.

Figura 5.1 � Grafo de Contextos do SSS com O � ac�bd obtido da partição P1.

Fonte: O Autor (2020).
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Para w � ε, M �ε� � g. Para w � 0,

w�1O � 0�1O � 1 �11�� 0 � 2 �22�� 0.

Observe que 1 e 2 são pre�xos próprios em 0�1O e, portanto, �1,j� , �2,j� >M �0�. Então,

M �0� � ��1,j� , �2,j��.

Para w � 01,

w�1O � �01��1O � �11�� 0.

Observe que 1 é pre�xo próprio em �01��1O e, portanto, �1,j� > M �01�. Como 010 ~> L,
�0,Ì� >M �01�. Daí,

M �01� � ��1,j� , �0,Ì��.

Para w � 02,

w�1O � �02��1O � �22�� 0.

Observe que 2 é pre�xo próprio em �02��1O e, portanto, �2,j� > M �02�. Como 020 ~> L,
�0,Ì� >M �02�. Então,

M �02� � ��2,j� , �0,Ì��.

Para w � 011,

w�1O � �011��1O � 1 �11�� 0.

Observe que 1 é pre�xo próprio em �011��1O e, portanto, �1,j� >M �011�. Então,

M �011� � ��1,j��.

Para w � 022,

w�1O � �022��1O � 2 �22�� 0.

Observe que 2 é pre�xo próprio em �022��1O e, portanto, �2,j� >M �022� e

M �022� � ��2,j��.

Para w � 0111,

w�1O � �0111��1O � �11�� 0.

Então,

M �0111� �M �01� � ��1,j� , �0,Ì��.

Para w � 0222,

w�1O � �0222��1O � �22�� 0.
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Tabela 5.3 � Máscara de Restrição para W� do SS par ternário.

w >W� M �w�
ε g

0 ��1,j� , �2,j��
01 ��1,j� , �0,Ì��
02 ��2,j� , �0,Ì��
011 ��1,j��
022 ��2,j��
0111 ��1,j� , �0,Ì��
0222 ��2,j� , �0,Ì��
01111 ��1,j��
02222 ��2,j��
Fonte: O Autor (2020).

Então,

M �0222� �M �02� � ��2,j� , �0,Ì��.

De forma similar,

M �01111� �M �011� � ��1,j��

e

M �02222� �M �022� � ��2,j��.

As respectivas máscaras de restrição estão listadas na Tabela 5.3.

A partição inicial é dada por

P1 � �P1 � �ε�, P2 � �0�, P3 � �01,0111�, P4 � �02,0222�,
P5 � �011,01111�, P6 � �022,02222��.

Para o segundo passo, não existem símbolos não ambíguos com marca j nas máscaras de

restrição dos elementos de W� então, re�namentos não são mais possíveis.

Para o terceiro passo, 01111 > P5 e 02222 > P6 são as únicas palavras de comprimento

máximo em W� associadas a símbolos ambíguos e estão acompanhadas apenas de uma

palavra nos elementos de P1 então, elas são equivalentes às mesmas, ou seja,

C �01111� � C �011� e C �02222� � C �022� .

Re�namentos não são mais possíveis.

Para o quarto passo, os símbolos 1 e 2 são ambíguos e associados às palavras de

comprimento máximo 01111 e 02222, respectivamente. As palavras em P3 só podem ser

estendidas por 1 e R �011� � 011, R �01111� � 01111 > P5, enquanto que as palavras em P4

só podem ser estendidas por 2 e ambas, R �022� � 022, R �02222� � 02222 > P6. Portanto,
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Figura 5.2 � Grafo de Contextos para o SSS par ternário do Exemplo 5.4 obtido da partição P1.

Fonte: O Autor (2020).

re�namentos não são mais possíveis, o critério de parada é estabelecido e P1 é a partição

mais �na. Portanto, o grafo de contextos possui seis vértices e é dado na Fig. 5.2.

5.3.1 Grafo de Contextos para a Classe dos S-gap

Esta subseção apresenta os S-gap , bem como a construção, no caso em que os mesmos

são SSSs, dos respectivos grafos de contextos a partir do conjunto mínimo de palavras

proibidas O dado como uma união de expressões regulares.

Para de�nir um S-gap X �S�, �xe

S � �si > N 8 �0� � 0 D si @ si�1, i > N 8 �0��.

Se S é �nito, de�na X �S� como o conjunto de todas as sequências binárias para os quais
1's ocorrem in�nitamente em cada direção e tal que o número de 0's entre ocorrências

sucessivas de um 1 está em S. Quando S é in�nito, precisa-se permitir pontos que iniciam

ou terminam com uma sequência in�nita de 0's. Para extrair algumas propriedades dinâ-

micas de X �S� necessita-se de uma sequência ∆ �S� obtida da diferença de dois sucessivos
sn em S, ou seja d0 � s0 e ∆ �S� � �dn�, em que dn � sn � sn�1. Uma dessas propriedades

a�rma que um S-gap é SSR se, e somente se, ∆ �S� é eventualmente periódica (Dastjerdi
, 2012, Teorema 3.4). Vale a pena lembrar que uma sequência �an� é eventualmente

periódica, de período l, se existe k > N tal que ¦n E k têm-se an�l � an.

Exemplo 5.5. Seja X �S� o S-gap, em que S ` N 8 �0� é dado por

S � �0,2,5,6,8,11,12,14,17,18,20,23, . . .� � �0,2,5� 8 �6k,6k � 2,6k � 5 � k > N�.

Observe que neste caso,

∆ �S� � �0,2,3,1,2,3,1,2,3,1,2,3, . . .� � �0,2,3,1� .
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Têm-se que ∆ �S� é claramente eventualmente periódica de período 3 e, portanto, por

(Dastjerdi , 2012, Teorema 3.4), X �S� é SSR. Observe ainda que o conjunto mínimo de

palavras proibidas é dado por

O � �106k�11, 106k�31, 106k�41 � k > N 8 �0��
� 10 �06�� 1 � 1000 �06�� 1 � 10000 �06�� 1,

que é um conjunto in�nito e, portanto, um SSS.

A construção do grafo de contextos é discutida como segue. Sendo cada expressão

regular fatorável pelas outras duas com memórias in�nitas segue do Teorema 4.3 que

B1 � �10��ε,06,012��1� � �101,1071,10131�, B2 � �103��ε,06,012��1� � �1031,1091,10151

�,B3 � �104��ε,06��1� � �1041,10101� eW1 � �ε,1,10, . . . ,1013�, W2 � �ε,1,10, . . . ,1015�,
W3 � �ε,1,10, . . . ,1010�. Segue novamente do Teorema 4.3 que

W �W1 8W2 8W3 �W2 � �ε,1,10, . . . ,1015�.

Observe que 1015 é a palavra de comprimento máximo em W e l � S1015S � 16. Agora,

acrescentando as palavras w > P�OA�1� �W tais que SwS D 17, obtêm-se

W� � �ε,1,10, . . . ,1016�.

A primeira etapa do algoritmo consiste em calcular as máscaras de restrição para

os elementos de W�. Observe inicialmente que o su�xo próprio mais longo de todas as

palavras de W� em P �OA�1� é ε. Para w � ε, M �ε� � g. Para w � 1,

w�1O � 1�1O � �w1 > A
� S 1w1 > O� � 0 �06�� 1 � 03 �06�� 1 � 04 �06�� 1.

Como 0 é pre�xo próprio de palavras em 1�1O então,

M �1� � ��0,j��.

Para w � 10,

w�1O � �10��1O � �w1 > A
� S 10w1 > O� � �06�� 1 � 02 �06�� 1 � 03 �06�� 1.

Como 0 é pre�xo próprio de palavras em �10��1O, então �0,j� >M �10�. Como 101 ~> L,
então �1,Ì� >M �10�. Daí,

M �10� � ��0,j� , �1,Ì��.

Para w � 102,
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w�1O � �102��1O � �w1 > A
� S 102w1 > O� � 05 �06�� 1 � 0 �06�� 1 � 02 �06�� 1.

Como 0 é pre�xo próprio de palavras em �102��1O então,

M �102� � ��0,j��.

Para w � 103,

w�1O � �103��1O � �w1 > A
� S 103w1 > O� � 04 �06�� 1 � �06�� 1 � 0 �06�� 1.

Como 0 é pre�xo próprio de palavras em �103��1O, então �0,j� >M �103�. Como 1031 ~> L,
então �1,Ì� >M �103�. Daí,

M �103� � ��0,j� , �1,Ì��.

Para w � 104,

w�1O � �104��1O � �w1 > A
� S 104w1 > O� � 03 �06�� 1 � 05 �06�� 1 � �06�� 1.

Como 0 é pre�xo próprio de palavras em �104��1O, então �0,j� >M �104�. Como 1041 ~> L,
então �1,Ì� >M �104�. Daí,

M �104� � ��0,j� , �1,Ì��.

Para w � 105,

w�1O � �105��1O � �w1 > A
� S 105w1 > O� � 02 �06�� 1 � 04 �06�� 1 � 05 �06�� 1.

Como 0 é pre�xo próprio de palavras em �105��1O então,

M �105� � ��0,j��.

Para w � 106,

w�1O � �106��1O � �w1 > A
� S 106w1 > O� � 0 �06�� 1 � 03 �06�� 1 � 04 �06�� 1.

Como 0 é pre�xo próprio de palavras em �106��1O então,

M �106� � ��0,j��.
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Para w � 107,

w�1O � �107��1O � �w1 > A
� S 107w1 > O� � �06�� 1 � 02 �06�� 1 � 03 �06�� 1.

Como 0 é pre�xo próprio de palavras em �107��1O, então �0,j� >M �107�. Como 1071 ~> L,
então �1,Ì� >M �107�. Daí,

M �107� � ��0,j� , �1,Ì��.

Para w � 108,

w�1O � �108��1O � �w1 > A
� S 108w1 > O� � 05 �06�� 1 � 0 �06�� 1 � 02 �06�� 1.

Como 0 é pre�xo próprio de palavras em �108��1O então,

M �108� � ��0,j��.

Para w � 109,

w�1O � �109��1O � �w1 > A
� S 109w1 > O� � 04 �06�� 1 � �06�� 1 � 0 �06�� 1.

Como 0 é pre�xo próprio de palavras em �109��1O, então �0,j� >M �109�. Como 1091 ~> L,
então �1,Ì� >M �109�. Daí,

M �109� � ��0,j� , �1,Ì��.

Para w � 1010,

w�1O � �1010��1O � �w1 > A
� S 1010w1 > O� � 03 �06�� 1 � 05 �06�� 1 � �06�� 1.

Como 0 é pre�xo próprio de palavras em �1010��1O, então �0,j� > M �1010�. Como

10101 ~> L, então �1,Ì� >M �1010�. Daí,

M �1010� � ��0,j� , �1,Ì��.

Para w � 1011,

�1011��1O � 02 �06�� 1 � 04 �06�� 1 � 05 �06�� 1 � �105��1O.

Portanto,

M �1011� �M �105� � ��0,j��.
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Para w � 1012,

�1012��1O � 0 �06�� 1 � 03 �06�� 1 � 04 �06�� 1 � �106��1O.

Portanto,

M �1012� �M �106� � ��0,j��.

Para w � 1013,

�1013��1O � �06�� 1 � 02 �06�� 1 � 03 �06�� 1 � �107��1O.

Portanto,

M �1013� �M �107� � ��0,j� , �1,Ì��.

Para w � 1014,

�1014��1O � 05 �06�� 1 � 0 �06�� 1 � 02 �06�� 1 � �108��1O.

Portanto,

M �1014� �M �108� � ��0,j��.

Para w � 1015,

�1015��1O � 04 �06�� 1 � �06�� 1 � 0 �06�� 1 � �109��1O.

Portanto,

M �1015� �M �109� � ��0,j� , �1,Ì��.

Finalmente, para w � 1016,

�1016��1O � 03 �06�� 1 � 05 �06�� 1 � �06�� 1 � �1010��1O.

Portanto,

M �1016� �M �1010� � ��0,j� , �1,Ì��.

As respectivas máscaras de restrição estão listadas na Tabela 5.4.

A partição inicial é dada por

P1 � �P1 � �ε�, P2 � �1,102,105,106,108,1011,1012,1014�,
P3 � �10,103,104,107,109,1010,1013,1015,1016��.

Para o segundo passo do algoritmo, como não existem símbolos não ambíguos com marca

j nas máscaras de restrição dos elementos de W� então, re�namentos não são mais pos-

síveis.
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Tabela 5.4 � Máscara de Restrição de W� para o S-gap.

w >W� M �w�
ε g

1 ��0,j��
10 ��0,j� , �1,Ì��
102 ��0,j��
103 ��0,j� , �1,Ì��
104 ��0,j� , �1,Ì��
105 ��0,j��
106 ��0,j��
107 ��0,j� , �1,Ì��
108 ��0,j��
109 ��0,j� , �1,Ì��
1010 ��0,j� , �1,Ì��
1011 ��0,j��
1012 ��0,j��
1013 ��0,j� , �1,Ì��
1014 ��0,j��
1015 ��0,j� , �1,Ì��
1016 ��0,j� , �1,Ì��
Fonte: O Autor (2020).

Para o terceiro passo, 1016 é a única palavra de comprimento máximo associado ao

símbolo ambíguo 0. Da expressão regular que representa O, obtêm-se que

C �1016� � 03 �06�� 1 � 05 �06�� 1 � �06�� 1

� C �104� � C �1010� ,

ou seja, 104, 1010 e 1016 são palavras equivalentes. Então,

P1016 � ��104,1010,1016�,�ε,1,10,102,103,105,106,107,

108,109,1011,1012,1013,1014,1015��

e

P2 � P1
,P1016

� �P �

1 � �ε�, P �

2 � �104,1010,1016�, P �

3 � �1,102,105,

106,108,1011,1012,1014�, P �

4 � �10,103,107,109,1013,1015��

Para o quarto passo, o único símbolo ambíguo é 0. As palavras em P �

4 são tais que

R �102� � 102, R �108� � 108, R �1014� � 1014 > P �

3,
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Figura 5.3 � Grafo de contextos do S-Gap do Exemplo 5.5 obtido da partição Q4.

Fonte: O Autor (2020).

enquanto que

R �104� � 104, R �1010� � 1010, R �1016� � 1016 > P �

2.

Portanto, o conjunto P �

4 deve ser particionado e obtêm-se o re�namento de P2 dado por

Q3 � �Q1 � �ε�,Q2 � �104,1010,1016�,Q3 � �1,102,105,106,

108,1011,1012,1014�,Q4 � �10,107,1013�,Q5 � �103,109,1015��.

Por �m observe que as palavras em Q3 só podem ser estendidas por 0 e R �10� � 10, R �107�
� 107, R �1013� � 1013 > Q4, R �103� � 103, R �109� � 109, R �1015� � 1015 > Q5 e

R �106� � 106, R �1012� � 1012 > Q3 . Então, o conjunto Q3 deve ser particionado e

obtêm-se o re�namento de Q3 dado por

Q4 � �Q�

1 � �ε�,Q�

2 � �105,1011�,Q�

3 � �10,107,1013�,Q�

4 � �103,109,1015�,
Q�

5 � �104,1010,1016�,Q�

6 � �1,106,1012�,Q�

7 � �102,108,1014��.

Re�namentos não são mais possíveis, o algoritmo para e Q4 é a partição mais �na. Logo,

o grafo de contextos possui sete vértices e é dado na Fig. 5.3.

5.3.2 Grafo de Contextos para a Classe dos PFTs Próprios

Esta subseção apresenta a construção do grafo de contextos, através de um exemplo,

para a classe dos PFTs próprios utilizando a De�nição 4.2 de O. Isto mostra o quão geral

pode ser a construção do grafo de contextos utilizando a representação de O através de

expressões regulares.

Exemplo 5.6. Seja X o PFT sobre o alfabeto binário tal que X �X�F,T�, com F � �1�0��
e T � 2. Observe que este PFT não pode conter pontos com blocos contendo um número



87

par de 0's entre duas ocorrências sucessivas de 1. Daí, o conjunto mínimo O de palavras

proibidas é dado por O � 1 �00�� 1. A sequência de memórias obtida por extensões da

palavra w2 � 00 é �ε, ε, . . .� que é eventualmente periódica de período p � 1 e transiente

t � ε. Pelo Teorema 4.2, k C 1 é o menor inteiro tal que

k � Sw2S C StS �mmc �p, Sw2S�� 2k C 2� k � 1.

Daí,

B � �1��ε,00��1� � �11,1001� e W � �ε,1,10,100�.

Observe que 100 é a palavra de comprimento máximo em W e l � S100S � 3. Agora,

acrescentando as palavras w > P�OA�1� �W tais que SwS D 4, obtêm-se

W� � �ε,1,10,100,1000�.

Na primeira etapa do algoritmo, observe que o su�xo próprio mais longo de todas as

palavras de W� em P �OA�1� é ε e M �ε� � g. Para w � 1,

w�1O � 1�1O � �00�� 1.

Como 0 é pre�xo próprio de palavras em 1�1O, então �0,j� >M �1�. Como 11 ~> L, então
�1,Ì� >M �1�. Portanto,

M �1� � ��0,j� , �1,Ì��.

Para w � 10,

w�1O � �10��1O � 0 �00�� 1.

Como 0 é pre�xo próprio de palavras em �10��1O, então �0,j� >M �10� e,

M �10� � ��0,j��.

Para w � 100,

w�1O � �100��1O � �00�� 1.

Como 0 é pre�xo próprio de palavras em �100��1O, então �0,j� >M �100�. Como 1001 ~>
L, então �1,Ì� >M �100�. Portanto,

M �100� � ��0,j� , �1,Ì��.

Por �m, se w � 1000,

�1000��1O � 0 �00�� 1 � �10��1O.
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Tabela 5.5 � Máscara de Restrição de W� para o PFT com O � 1 �00�
�

1.

w >W� M �w�
ε g

1 ��0,j� , �1,Ì��
10 ��0,j��
100 ��0,j� , �1,Ì��
1000 ��0,j��
Fonte: O Autor (2020).

Portanto,

M �1000� �M �10� � ��0,j��.

As máscaras de restrição estão listadas na Tabela 5.5.

A partição inicial é dada por

P1 � �P1 � �ε�, P2 � �1,100�, P3 � �10,1000��.

Para o segundo passo, como não existem símbolos não ambíguos com marca j nas más-

caras de restrição dos elementos de W� então, re�namentos não são mais possíveis.

Para o terceiro passo, 103 é a única palavra de comprimento máximo associado ao

símbolo ambíguo 0. Da expressão regular que representa O, obtêm-se que

C �103� � 0 �00�� 1 � C �10� ,

ou seja, 103 e 10 são palavras equivalentes. Então,

P103 � ��10,103�,�ε,1,102�� e P2 � P1
,P103 � P

1.

Portanto, re�namentos não são mais possíveis.

Para o quarto passo, o único símbolo ambíguo é o 0. As palavras em P2 só podem ser

estendidas por 0 e R �10� � 10, R �1000� � 1000 > P3. Daí, re�namentos não são mais

possíveis, P1 é a partição mais �na, o grafo de contextos possui 3 vértices e é dado na

Fig. 5.4.
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Figura 5.4 � Grafo de Contextos do PFT com O � 1 �00�
�

1 obtido da partição P1.

Fonte: O Autor (2020).
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6 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

6.1 CONCLUSÕES

Neste trabalho, resolvemos o problema da representação de um sistema dinâmico sim-

bólico de memória in�nita através de um grafo rotulado direcionado com um número

�nito de estados. A relevância da solução de tal problema consiste nas diversas aplicações

em engenharia elétrica e, acreditamos, nas diversas áreas do conhecimento cientí�co que

são modeladas por tais sistemas dinâmicos. A seguir listamos as contribuições do nosso

trabalho.

P Mostramos, no Capítulo 3, que o algoritmo proposto para a construção de represen-

tações reduzidas para a classe dos SFTs fundamentado nos conceitos de conjunto de

restrições, máscara de restrição e memória de restrição pode ser estendido para a classe

dos PFTs, quando estes conceitos são de�nidos por fase;

P No Capítulo 4, utilizamos linguagens regulares para representar o conjunto mínimo de

palavras proibidas de um SSS através de determinadas expressões regulares e descre-

vemos de forma explícita um conjunto su�ciente W de classes de representantes do

conjunto de restrições destes sistemas;

P Ainda no Capítulo 4, apresentamos um limitante para o número de elementos de um

conjunto necessário e su�cienteW� de classes de representantes do conjunto de restrições

de um SSS;

P Também foi proposto, no Capítulo 5, um algoritmo para construção do grafo de con-

textos para a classe dos SSSs, a principal contribuição deste trabalho.

6.2 TRABALHOS FUTUROS

Como prosseguimento deste trabalho sugerimos:

1. Determinar um conjunto su�ciente de classes de representantes do conjunto de restri-

ções para a classe dos SSSs representando o conjunto mínimo de palavras proibidas

através de expressões regulares mais gerais;

2. Procurar estabelecer um limitante que aproxime mais o conjunto su�ciente W de

classes de representantes do conjunto de restrições de um conjunto su�ciente e ne-

cessário de classes de representantes;

3. Fazer um estudo da complexidade computacional do algoritmo proposto para a

construção do grafo de contextos para a classe dos SSSs, buscando métodos combi-

natoriais que possam reduzir esta complexidade;
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4. Utilizar propriedades da teoria ergódica dos números para eliminar comparações

entre conjunto de restrições de palavras na linguagem de um SSS (linhas 10 à 14)

do algoritmo proposto para a construção do grafo de contextos para esta classe de

sistemas simbólicos.
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