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RESUMO

Neste trabalho estudamos a dimensao de Hausdorff de atratores solenoidais em di-
mensao maior ou igual a 3 que sao definidos através de skew-products. Provamos que se a
contracao é forte o suficiente, entao para dinamicas C"-préoximas a dimensao de Hausdorff
e a box-counting dimension do atrator associado tem o mesmo valor, o qual corresponde
ao zero da pressao topoldgica como na férmula de Bowen-Manning. Para este resultado,
utilizamos técnicas analiticas de teoria de potenciais. Em seguida, damos condicoes su-
ficientes para que a dimensao do atrator tenha tal valor esperado, fazemos isto de duas
maneiras: A primeira utilizando técnicas geométricas e uma condicao de transversalidade
entre as componentes do atrator, e a segunda utilizando técnicas de teoria de potencial e
a mesma condicao de transversalidade. Em todos os casos provamos que a dimensao de

uma secao transversal é a mesma em todo ponto (ou em quase todo ponto).

Palavras-chave: Solenoide. Atrator hiperbdlico. Dimensao de Hausdorff. Potenciais.

Transversalidade intrinseca.



ABSTRACT

In this work we study the Hausdorff dimension of solenoidal attractors in dimensions
greater than or equal to 3 that are defined by skew-products. We prove that if the
contraction is sufficiently strong, then for dynamics C"—close the Hausdorff dimension
and the box-counting dimension of the associated attractor have the same value, which
corresponds to the zero of the topological pressure as in Bowen-Manning formula. For
this result, we use analytical techniques of potential theory. After, we give sufficient
conditions so that dimension of the attractor has such expected value, we do this in two
ways: The first way using geometric techniques and a transversality condition between
the components of the attractor, and the second way using potential theoretic methods
and the same transversality condition. In all cases we prove that the dimension of a cross

section is the same at every point (or almost every point).

Keywords: Solenoid. Hyperbolic attractor. Hausdorff dimension. Potential. Intrinsic

transversality.
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1 INTRODUCAO

1.1 Dimensao de Hausdorff de Solenoides

Neste trabalho, iremos estudar a dimensao de Hausdorff de certos atratores hiperbdlicos
solenoidais. O estudo da dimensao de Hausdorff é uma das ferramentas fundamentais em
Geometria Fractal e sua importancia, a grosso modo, reside no fato de podermos ob-
ter informagoes sobre conjuntos de medida nula e cuja a dimensao usual nao é inteira.
J& os atratores solenoidais constituem uma classe de exemplos importantes em Sistemas
Dinamicos Hiperbélicos.

Um dos exemplos mais citados na literatura de atrator solenoidal (veja (10),(23)) e
(19) para mais detalhes) é o solenoide de Smale-Williams que passamos a descrever
agora. Considere D um disco unitdrio em R? centrado na origem e S = R/Z o circulo
unitdrio, o conjunto S' x D pode ser visto como um toro sélido imerso em R3.

Seja entao f: ST x D — S! x D dado por

f(0,z,y) = (20 mod 1, \;x + e cos(2m), Aoy + esen (270)) (1.1)

1
para constantes 0 < A, Ay < min {e, 5} . Note que f expande na base S!' e contrai na

diregao do disco D. A imagem de f(S! x D) est4 contida e se sobrepoe dentro de S x D
(ver Figura[l)) . O conjunto limite

A=()f(s"xD)
n>0

é o que chamamos de solenoide. O conjunto A é um atrator para dinamica f e conjunto
A(0) := ({0} x D)N A é um tipo-Cantor (veja (I8) para mais detalhes sobre conjuntos
tipo-Cantor).

Figura 1 — Imagem de S* x D por f.

Fonte: O autor (2021)
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Pesin e Weiss mostraram em (I7) que se A\ < Ao, entdo a dimensdo de Hausdorff

(dimg) do conjunto A(f) para cada 6 € S* satisfaz o seguinte

log 2 , log 2
— < dimyg(A0)) < —=——.
TlogO) = W B0 = 00
E com isso concluiram também
log 2 , log 2
1+ ———— <dimg(A) <1+ ——.
—log(M\1) #(8) —log(A\2)

Em particular, no caso conforme (A = A; = \g) vale o célculo da dimenséo

log 2
—log(A)’

No caso afim (A; # A2), K. Simon no seu trabalho em (25), usando os métodos

encontrados em (24)), conseguiu demonstrar que

log 2

dimpy (A) + —log(max{A;, \2})

Contudo, para demonstrar que

log 2

dimp (A(0)) = — log(max{A;, A2})

para todo § € S!, foi preciso assumir as hipGteses do trabalho de H.G. Bothe ((3))),
conforme mencionamos a seguir.
Bothe, em (3)), considerou uma familia F de imersoes f : ST x D — S' x D de classe
', dadas por
ft,z,y) = (p(t), \(t) x + 21(t), Aa(t)-y + 22(1)) (1.2)

em que

@: St = SY A A ST = (0,1), 21,200 ST = (—1,1)

sao aplicacoes de classe C' e ¢ é uma expansora de grau ¥ no minimo 2, isto é, vale

d
O = d—f > 1. Além disso, tomou o atrator A = ﬂ f™(S* x D) e as projecoes
n>0
ﬂ(t,l‘,y) =1, pl(t,x,y) = (t,l‘) € pQ(t7$7y) = (t7y>'
Defini¢ao. Para i = 1,2, F é o conjunto de todas f € F tal que vale a sequinte

propriedade: Para qualquer arco B em S' e quaisquer duas componentes By, By de AN
7Y B) os arcos pi(Bi), pi(Bz2) sao transversais em A = S' x [—1,1] em cada ponto
de p;(B1) N pi(Bz). Os atratores dos mapas f em F* sdo chamados de intrinsecamente

transversais com respeito a p;.
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Com a definicao acima e com os seguintes conjuntos

Fl={feF:sup\<9?} e (1.3)

F!'={f € F:sup\ <infgsup gb_41°ginf)‘i/logsulj/\i}7 (1.4)

Bothe demonstrou os seguintes resultados:

Teorema (Bothe) 1. Sei=1,2 ¢ f € FNF/, entdo para todo t € S* vale que

dimg (pi(A N ({t} x D))) = pi (1.5)

em que p; € o Unico nimero real satisfazendo P(p;log ;) = 0 (P denota a pressio to-

polégica).

Teorema (Bothe) 2. O conjunto F;* N F! é um aberto e denso em F na topologia C".

K3 K3

Uma vez que é possivel mostrar que F; C F,

77

entao F;* N F/ é um aberto e denso

em F! na topologia C' e com isso vale genericamente em F'. Desta forma, Bothe
verificou que a dimensao do atrator A é a esperada C!'—genericamente. Em seu trabalho,

deixou duas perguntas sobre genericidade C". Sao elas:

Questao 1. O Teorema (Bothe) @ nos diz que qualquer mapa f de classe C", r > 1
em F| pode ser C' aproximado por mapas de classe C* em F| que tenham um atrator

intrinsecamente transversal. Poderia f ser aproximada por mapas de classe C" em F|?

Questao 2. Seja f um mapa em F, e U(f) uma vizinhanga de f em F! (i = 1,2). Existe
sempre um mapa g € U(f) N F;* que € definido pelos mesmos mapas @, A1, A, zir (1" # 1)
como em f, isto €, poderia A ser intrinsecamente transversal com respeito a p; por uma

pequena pertubacao de z; sem alterar o, A\, Aa, 2y ¢

Note que estar em F;* é equivalente a uma condigao suficiente para sabermos calcular
a dimensao de Hausdorff do atrator A.

E importante notar que , em superficies, a dimensao de Hausdorff de um conjunto
hiperbdlico ¢é igual a soma das dimensoes de suas variedades estaveis e instaveis locais,
onde ambas sao obtidas através de um zero da pressao topoldgica como no Teorema citado
acima, e por isso é diferencidvel com respeito a dinamica ((L13),(20), (14)).

Em dimensao maior ou igual a 3, a dimensao de Hausdorff pode ser descontinua em
relagdo a dinamica ((4))), por isso apenas esperamos obter resultados da dimensao de

Hausdorff para alguns exemplos especificos ou para dinamicas genéricas.
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No trabalho aqui apresentado, nds respondemos afirmativamente a uma pequena va-
riacao destas duas questoes levantadas por Bothe para uma classe de aplicagoes que des-
creveremos adiante. Mais precisamente, nos termos colocados por Bothe acima, provamos
que f pode ser C"—aproximada por pertubagoes com os mesmos mapas @, A\, A9, 2y de
modo que a dimensao do atrator seja a esperada. Além disso, nossos resultados sao validos
para dimensoes arbitrarias, isto €, para atratores solenoidais em dimensao maior ou igual
a 3.

A parte disso, B. Hasselblatt e J.Schmeling exibem em (9) a seguinte conjectura:

Conjectura 1. A dimensdo fractal de um conjunto hiperbdlico é a soma das dimensdes de
suas partes estdveis e instdveis, onde “fractal”pode significar tanto dimensao de Hausdorff

(dimy ) ou “upper box dimension” (dimp) (ver (7)).

Em (9), B. Hasselblatt e J.Schmeling mostraram que tal conjectura é verdade para
uma classe de solenoides. Neste trabalho os conjuntos instaveis do atrator terao dimensao
[ e para os conjuntos estaveis, representados por Ar(z), daremos condigdes para que
tenham dimensao sop para todo x € T! | onde sy é o tinico valor tal que P(c,sq¢) = 0,
em que P denota pressao topoldgica do deslocamento ¢ homeomorfo ao limite inverso
com respeito a um determinado potencial geométrico que é definido com mais detalhes
no Capitulo 3. Ou seja, no nosso contexto e sob certas condi¢oes, mostraremos que a

conjectura acima é verdadeira e portanto teremos a dimensao esperada:

di_l’IlBAT = dlmH AT = -+ SopP-

1.2 Resultados principais

Vamos agora apresentar o contexto e os resultados principais demonstrados neste

trabalho. Iremos considerar um endomorfismo de classe C", r > 1,
T:-T'xExF—-T xEXF,

dado por
T(z,y,2) = (p(x), ¥(z,y), v(z,2)) (1.6)

comzr € T, y € Eez € F, onde T' = RY/Z' ¢ um toro [-dimensional, £ C R? e
F C RP sao abertos convexos e limitados contendo a origem e tais que diam(E) < 1 e
diam(F) < 1. Além disso,

1. ¢ : T — T! é expansora de grau N > 2;
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2.9 T'xRY = Ee v:T xRP — F sao aplicacoes de classe O, r > 2, tais que
para Y = {0} x R? | Z = {0} x R? e para cada z € T' fixado, temos:

o D.v(z,2)|z é conforme, isto é,

ID.v(, 2)| ]| = || (Dav, )] 2) 7|

0 < [[(Dy(2,y)) Iy | < [(D2v(z,2)) 2]l <1 (1.8)

O atrator é definido como

Ar = (T(V)
n>0
e uma secao transversal em z € T! é Agp(z) = Ar ND(z) em que D(x) = {z} x E x F.

Denotamos ainda A(x, z) := |[(D,v(x, 2)) |z]| e
Amae = sup{A(z, 2) : (z,2) € T" x F}.

Antes mesmo de saber sob quais condigoes explicitas conseguimos a dimensao esperada
para o atrator Ar, mostramos que se A, for suficientemente pequeno, e usando o que
chamaremos de familias transversais é possivel C"—perturbar v e sem alterar ¢ e ¥, para
encontrar uma aplicacdo 7" cuja a dimensao do atrator é a esperada. Mais precisamente

teremos:

_71 ~ . . .
Teorema A. Se 0 < A4 < min {ﬁ,]\f min{p,2} }, entao ewiste inteiro k > 0 e uma

familia de dinamicas {Ty}, C™ com o parametro t € B(0,1) C R*, com Ty =T tal que
dimpg(Ar(x)) = dimy (Ar(z)) = sop,

para todo © € T fizado e para quase todo t. Em particular, vale o cdlculo da dimensao
de Hausdorff para dinamicas Ty arbitrariamente C"—proximas de T, isto €, existe uma

aplicacao Ty arbitrariamente C"—prozima de T tal que
dlmB(ATt(QT)) = dlmH(ATt(l’>> = Sop ,Vx < Tl e dimB(ATt) = dlmH(ATt) =1 + SopP-

A técnica usada para provar o Teorema A é de potenciais (similar as dos trabalhos
@, (15) e (26)).

O Teorema A, embora seja genérico, nao descreve explicitamente quais condigoes
uma dinamica T deve ter para termos a dimensao esperada do atrator. Em busca de tais
condigbes, seguimos primeiramente as técnicas geométricas de Bothe (3). Definimos as

projegoes 7(x,y, z) = z, p1(x,y, 2) = (z,y) e p2(x,y, 2) = (z, z). Além disso, consideramos
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T definida como antes, porém sendo um mergulho de classe C",r > 1, e que temos
[ > p. Definindo o conjunto 7, como o conjunto dos mergulhos 7" definidos como acima
em que o atrator satisfaz uma condicao de transversalidade intrinseca com respeito a
pi, © = 1,2, condicao esta que é dada no Capitulo 5, onde também definiremos o conjunto
T5"*, concluiremos que se A\pqz € pequeno e @ é “ perto de conforme”, entao T € T, N T,

implica que o atrator Ar tem a dimensao esperada. Em termos mais especificos teremos:
Teorema B. Seja T € T, NT,*. Entdo para cada v € T, vale que
dimpy (Ar(z)) = sep.
Isto implica que
dimp(p2(Ar)) = dimp(Ar) = dimy (Ar) = dimg(p2(Ar)) =1+ sep.

Tal como no trabalho do Bothe (3), o coragao da prova do Teorema B estd num
resultado chamado de Lema geométrico. Esse resultado permite construir conjun-
tos auxiliares relacionados com os desejados onde o cédlculo da dimensao de Hausdorff é
possivel.

O conjunto 7, envolvido no Teorema B exige condigoes restritivas sobre as con-
tracoes e sobre a expansao na base, mas garante a primeira parte do Teorema para todo
x € T!. Unindo as técnicas envolvidas na demonstracio do Teorema A com a definicao
de transversalidade intrinseca, conseguimos provar que a dimensao de uma secao trans-
versal do atrator em Ar(x) em x é a esperada, porém para quase todo z € T!. No
entanto, isto ja é suficiente para provar que a dimensao do atrator é a esperada. Provamos

0 seguinte:

Teorema C. Se T € T, € Apax < N~ winteay , entdo dimp(Ar(z)) = dimy (Ar(z)) = sop

para quase todo x € T'. Isto implica que
dlmB(AT) = dlmH(AT) =1 + Sop-

O Teorema C melhora o resultado em Teorema B no sentido de que é exigido
menos do valor de \,,., para se obter a dimensao esperada para a atrator. Como sao duas
abordagens diferentes, escrevemos ambas neste trabalho, o Teorema B usando técnicas

geométricas e o Teorema C usando técnicas analiticas.

1.3 Estrutura da tese

Os Capitulos 2 e 3 formam a base tedrica preliminar para os resultados principais
que estao contidos nos Capitulos 4, 5 e 6. Sao importantes na contextualizacao e na

apresentacao de ferramentas para a utilizacao ao longo desta Tese.
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No Capitulo 2, iniciamos com breves comentarios sobre hiperbolicidade de conjuntos.
Em seguida descrevemos o atrator A7 como um conjunto hiperbélico e passamos a fazer
a codificagao simbdlica da dinamica T'. Ressaltamos a importancia das aplicagdes S(x, a)
na descri¢ao dos pontos de Ar. Sugerimos os trabalhos (28)) e (6) para ver mais sobre esta
aplicagao. Definimos outras aplicagoes auxiliares que serao importantes em defini¢coes nos
capitulos seguintes.

No Capitulo 3, para estabelecer notagao, definimos a dimensao de Hausdorff e cita-
mos suas propriedades e resultados mais relevantes utilizados na tese. Aqui ressaltamos
a importancia do Teorema [3.1| para conjuntos com estrutura quase-produto em que sa-
bemos a dimensao de um pedaco horizontal e uma cota inferior de cada pedago vertical.
Em seguida, definimos na Secao outro conceito de dimensao, chamada box-counting
dimension ou dimensao de Minkowski. Sugerimos as referéncias (7)) para ver mais sobre
Geometria Fractal. Apos isto, definimos e citamos propriedades de Pressao Topoldgica,
sugerimos as referéncias (29) e (10) para mais detalhes sobre pressao. Definimos na Segao
o potencial geométrico especifico que serd importante na obtencao do valor sg que
zera a pressao com respeito a este potencial. Depois, de posse destas defini¢oes, calcu-
lamos uma cota superior da dimensao de Hausdorff para Arp(x) e para o Atrator. Na
Secao |3.5, estabelecemos algumas propriedades da medida de Gibbs associada ao po-
tencial geométrico definido anteriormente. Com estas propriedades, provamos na Se¢ao
3.6| que a cota superior da box-couting dimension para projegao ps(Ar(z)), Ar(z) e Ar
tem o mesmo valor esperado para a dimensao de Hausdorff. Finalizando o Capitulo 3,
definimos o menor valor singular de uma aplicagao linear. Tal definicao ajuda a medir
transversalidade.

No Capitulo 4, definimos familias transversais {7 }icpr em termos da aplicacdo 7. A
condicao de transversalidade neste capitulo esta relacionada com o parametro t. Provamos
a existéncia de familias transversais no Teorema[t.1] Calculamos a dimensao de po(Aq, ()
utilizando uma técnica que envolve teoria do potencial. Finalizamos o Capitulo com a
demonstracao do primeiro resultado principal, o Teorema A .

No Capitulo 5, estendemos as técnicas encontradas em Bothe (3) para dimensoes mais
altas. Mostramos que a mesma abordagem, com as devidas generalizacoes, sao aplicaveis
para dimensoes maiores que 3. Iniciamos descrevendo as condigoes para termos a cota
inferior para a dimensao do atrator. Damos a definicao de transversalidade intrinseca
e definimos os conjuntos 75", E5 e T,”*. Na Secao 5.2 tratamos sobre sobreposigoes de
componentes do atrator e provamos uma série de resultados que serao fundamentais na
prova do Lema geométrico na Sec¢ao 5.3. Em seguida, construimos os conjuntos &

um?

C'(m) e AlL(m) e provamos a cota inferior de pedacos do atrator. Construimos uma
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holonomia instével de A’.(z") para Ar(z) e, de posse de todos os resultados construidos
no Capitulo, provamos o segundo resultado principal da tese que é o Teorema B.

Os Capitulos 4 e 5 podem ser lidos de forma independentes. Ja os Capitulos 6 e 7
necessitam de defini¢oes e resultados encontrados nos anteriores.

No Capitulo 6, usamos a técnica da teoria do potencial utilizada no Capitulo 4 e a
definicao de transversalidade intrinseca do Capitulo 5 para obter um resultado que exige
menos da contracao e da expansora. Iniciamos com o enunciado do resultado principal
do Capitulo. Em seguida demonstramos alguns resultados auxiliares e listamos outros
semelhantes aos encontrados no Capitulo 4. A diferenca principal se encontra no fato de
que agora a condicao transversalidade estd relacionada com o ponto = € T!. Terminamos
com a demonstracao do terceiro resultado principal, o Teorema C.

No Capitulo 7, iniciamos mostrando que a condi¢ao de transversalidade é uma condicao
aberta na topologia C". Tratamos em seguida sobre o caso particular, denominado caso
linear, da dinamica definida no Capitulo 2, que é o caso em que sabemos explicitar o valor
de sgp. Damos também um exemplo nao-genérico em que a dimensao da projecao do atra-
tor nao é a esperada. Depois, provamos que o produto de aplicagoes com transversalidade
intrinseca ainda tem a condicao de transversalidade intrinseca e citamos o exemplo do
solenoide de Smale-Williams como um atrator que satisfaz a condicao de transversalidade

intrinseca. Terminamos o Capitulo tecendo comentarios sobre possiveis dire¢oes futuras.
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2 ATRATORES SOLENOIDAIS

Neste Capitulo vamos dar a nocao de conjunto hiperbdlico. Nos concentraremos nos
atratores solenoidais e estabeleceremos a codificacao através da qual estes conjuntos serao

estudados neste trabalho.

2.1 Conjuntos Hiperbdlicos

Inicialmente, vamos dar uma definicao de conjunto hiperbdlico para aplicagoes de
classe C", r > 1, chamados de endomorfismos C”. Para mais detalhes ver (16]) e (21)).

Consideramos M uma variedade Riemanniana, f : M — M de classe C".

Definicao 2.1. Seja V um espaco vetorial normado. Suponhamos que V = E® F. Dado

0 > 0, definimos o cone de abertura 6 > 0 centrado em E como o conjunto:
CHO)={veV :iv=vDv, ondev; €EEevy €F com ||Jvs| < 0|vs]|}

De forma semelhante, podemos definir um cone de abertura 6 > 0 centrado em F

como
C*0)={veV:iv=v, @vyondev; € Eevy € F com |[|vg]| < 0||va||}.

Definicao 2.2. Dada M wuma variedade Riemanniana compacta, se existe uma decom-
posicao T,M = E, ® F, do espaco tangente em x para cada v € M, entdo definimos o
campo de cones de abertura 8 > 0 centrado em E, como a aplicacio x — C(0), que a

cada x € M associa um cone de abertura 6 >0 em T,M, centrado em E,.

Usaremos campos de cones para definir hiperbolicidade no caso em que f é endomor-

fismo.

Definicao 2.3. Um conjunto A C M € dito hiperbolico para f, quando é compacto,
f—invariante, isto €, f(A) = A e para todo x € A existem uma norma ||.||, um subespaco
ES de T,M, um campo de cones A > x+—— C* C T, M e constantes K >0 e w € (0, 1)
tais que:

e F°NCl=0eT,M=FE &C¥%

o Df(x)(E3) C Ej,y e Df(2)(CF) C Cyy;

e ||Df"(x)v|| < Kw"||v||, para todo v € ES e n > 0;
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o [|IDf™(z)v|] > K~ 'w™"||v||, para todov e C¥ e n > 0.

O subespago E? determina o que chamamos de dire¢ao estavel no espago 7, M. Para
obter as direcoes instéveis, considere para cada r € A uma sequéncia (z_,),>o tal que
o= e f(x_p) = T_(n_1), OU S€ja, & sequencia (z_,), determina um tnico pré-itinerdrio

de z. Assim, podemos definir o subespaco

Ef, =)D (a-n)(Ci)-

n>0

Note que Ef, ) é D f—invariante no sentido que Df(2)(E(, ) = Ef,

f(x)ey_p =2x_n41, comn > 1, e para cada pré-itinerario de = existe uma decomposicao

L)» €m que yo =

do espaco tangente em x dado por
T.M=E; ®E; .
Nestas condigoes, é possivel obter os seguintes resultados:

Teorema 2.1. (Variedade Estdvel) Se A € hiperbdlico, entdo para cada x € A, existe

uma tnica variedade W3 de classe C" tangente a Ej e invariante, isto €, f(W7) C W75 ,.

Para a variedade instavel, como a decomposicao do espaco tangente T, M em x na
direcao instavel nao é unica, pois depende do pré-itinerario escolhido de x, temos o se-

guinte:

Teorema 2.2. (Variedade Instdvel) Se A € hiperbdlico, entao para cada x € A e para
cada escolha de pré-itinerdrio (x_n)n>0 de x em A, existe uma tnica variedade W,
de classe C" tangente a Ef, | em x tal que f(W&_n)n) = Wi )ogr €M que Yo = f(x)
€Y_p=72T_pt1, cOMm N > 1.

Os resultados acima podem ser obtidos do Teoremas de Hadamard-Perron, ver (10)).
Ou também pode ser encontrado em mais detalhes em (16) e (21)).

Quando estivermos no caso em que f : M — M ¢é difeomorfismo de classe C", entao
a defini¢ao de hiperbolicidade é dada como (ver (23),(27), (30) e (10)):

Definicao 2.4. Sejam M uma variedade Riemanniana, f : M — M um difeomorfismo
de classe C", r > 1. Um conjunto A C M € dito hiperbolico para f, quando € compacto,
f—invariante e para todo x € A existem uma norma ||.|| em A, subespagos ES, E* C T, M,

constantes K >0 ew € (0,1) tais que:
o I'M =FE;® LEY;

o Df(x)(E}) = B}, e Df(x)(Ey) = Ef,;
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o ||Df"(x)v|| < Kw"||v||, para todo v € ES e n > 0;
o ||IDf(x)v|| < Kw"||v||, para todo v e E¥ e n > 0.
Os espacos ES e EY sao chamados de diregao estdvel e dire¢ao instavel, respectivamente.

Podemos também usar campos de cones para caracterizar as diregoes estaveis e instaveis.
Mais precisamente, se existem os campos de cones A 3 x +— CJ e A 3 2 —— CY com
dimensao constante tais que D f~!(x N(CFy) S Cr e Df(x )(C“) C C¥ para todo z € A
e existe o > 1 tal que |[Df~!(z)v]| > OIIUII para todo v € Cf,) e [|Df(z)w|| > ol[w]]

para todo w € C, entao podemos tomar
= [\ Df "(@)Chuyy € Ef = () D" (f 7 (2))C-n(ay.
n>0 n>0
Pode se mostrar que as diregoes estaveis e instaveis £ e £} variam continuamente

com x € A.

Para cada x € A considere
W(2) = {y € M : d(f"(x), f*(y)) =0, quando n — oo},

W z)={ye M :d(f"(z), f"(y)) = 0, quando n — oo}.

Os conjuntos W*(z) e W#(x) sdo chamados de conjunto estével de = e conjunto instavel

de x, respectivamente. Dado € > 0, considere também
Wi(z) = {y € Bz, €) : d(f"(2), ["(y)) < €, para todo n > 0} e

Wi(z) ={y € B(x,¢) : d(f"(z), f"(y)) < €, para todo n > 0},
em que B(x,¢€) é a bola aberta de raio € centrada em z.

Teorema 2.3. (Variedade Instdvel) Sejam f : M — Mum difeomorfismo de classe C",
r>1, e A C M um conjunto hiperbélico para f. Entao existe € > 0 tal que para todo
r € A, W*(x) € uma subvariedade C" imersa em M com T,W¥(z) = E¥. Além disso,
Wi(x) Cc W*(x) e W(x U fr(W(x)) é uma subvariedade C"™ imersa em M.
n>0

De forma semelhante, existe € > 0 tal que W2 (z) ¢ uma variedade C" com T, W?(x) =
E?. Assim, W} (z) é a variedade estavel local em x e W*(z) é a variedade instavel local em
x. Segue do Teorema 2.3, juntamente com a transversalidade e continuidade dos espacos
E? e E¥, que existe 6 > 0 tal que se z,y € A e d(z,y) < J, entdo Wi(z) e Wh(y) se

intersectam transversalmente em um tnico ponto.
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Figura 2 — Variedades Estéaveis e Instaveis.

We(x)

Fonte: O autor (2021)

Na dinamica apresentada neste trabalho as variedades estaveis locais serao bolas verti-
cais (ou produto de bolas) e as variedades instaveis corresponderao aos graficos de fungoes
S(., a) que definiremos mais adiante, onde a serdo sequéncias relacionadas com os pré-

itinerarios de xz.

Definigao 2.5. Um conjunto A C M compacto é dito um atrator para f : M — M
quando eziste um aberto U, com A C U, tal que f(U) CU e A = ﬂ ().

n>0

Proposicao 2.1. Seja f : M — M, um difeomorfismo C", r > 1. Se A C M é um
atrator hiperbolico para f, entao A = |J,cp W"(2).

Demonstracao. De fato, seja o aberto U C M tal que A C U e A = ﬂ fM(U). Tome x €
n>0
Aexye W x). Temos d(f~"(x), f7"(x9)) — 0, quando n — co. Como f~"(x) € U para

todo n > 0, segue que existe N grande tal que f~(xq) € U. Assim, xg = fN(fN(x0)) €
U. Se 2o ¢ A, entdo existe Ny tal que zo ¢ f o (U), isto é, f~No(xg) ¢ U. Supondo
N > Ny, escrevendo N —m = Ny, temos f~No(xq) = f~WN"")(z9) = f™(fN(wo)) ¢ U.
O que ¢ absurdo. Portanto, W*(z) C AeJ,cp W"(z) C A. Ainclusdao A C [J, oo W"(z)

é imediata. O
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2.2 O atrator solenoidal Ay

Considere um toro [-dimensional T! = R!/Z! = R!/ ~, onde ~ denota uma relagao
de equivaléncia em R! definida por z ~ y se, esése x —y € Z'. Seja V =T x Ex F
em que £ C R% e F C R? sao abertos convexos e limitados contendo a origem. Suponha
ainda que diam(E) < 1 e diam(F') < 1. Tremos considerar a principio um endomorfismo
de classe C", r > 1, T : V — V, dado por

T(z,y,2) = (p(z),¥(z,y),v(z,2)),
comz €T, ye FEez¢€F, onde teremos :
1. ¢ : T — T! é expansora de grau N > 2, isto é, existe o > 1 tal que

|Des(v)|| = ollv||, V2 eT, VveTl,T

2.9 : T'xRY = Ee v:T xR — F sao contracdes de classe C”, r > 2 tais que
para Y = {0} x R¢, Z = {0} x R? e para cada x € T' fixado, supomos:

e D.v(z,z)|z é conforme, isto ¢,

_1—1
|D.v(z, Dzl = [|(Davl 2)]2) (2.1

e Dy e D,v sao contragoes e Dy1) contrai mais forte:
0 < [[(Dy(z, ) Iyl < I(Dev(,2)) 2]l <1 (2.2)

Escreveremos A\o(z, 2) := |[(D,v(z, 2)) |2|| e
Amae = sup{a(z,2) : (z,2) € T' x F}
Amin = inf{Xo(x, 2) : (z,2) € T" x F}.
Note que por , temos |[(Dy(x,y)) |y|l < Amazs Para todo (z,y,2) € V.

Analisando o comportamento da imagem T'(V), temos T(V) C V e vemos ainda que
T expande V na direcdo do toro T' e faz contracoes na direcio das verticais E e F, de
modo que T'(V') deve se sobrepor N vezes dentro de V. Estamos interessados no seguinte
subconjunto de V:

Ap = () T(V).
n>0

Temos que A7 é um conjunto compacto, nao vazio e T-invariante, no sentido de que
T (A7) = Ar, e também é um atrator para dinamica T e por isso o denominamos

Atrator solenoidal. Além disso, tem a seguinte propriedade:
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Proposicao 2.2. Ar € um conjunto hiperbolico para a transformacao T :V — V.

Demonstracao. Para a direcao estavel tome o conjunto

By = {0} x R x RP.

S

(r.y,2) LA

Temos DT (z,y, z)E? = E5

(e.2) yeseu=(0,v,w) € E

(z,y,2

DT”(*Tv Y, Z>u0 = (07 D¢n(xa y)(07 U)? DV”(*Tu y<07 w))

De onde podemos concluir que ||[DT"(x,y, 2)uol| < (Amaz)™||2o]]-
Para a direcao instavel, vamos usar um argumento de cones. Note que existem Li, Lo
positivos tais que ||D,(z, y)u|| < Li||u|| e ||Dvy(z, 2)u|| < Lal||u||, pois ¢ e v sdo C".

Defina o Cone vertical como o seguinte conjunto

Ol gy = {(1,0,0) € TV C R x R x R [[(0,)]| < 6)ful},
Ly + Lo
onde (v, w)| = o]l + [lw]| e = 22 =2

Afirmagao 2.1. DT (z,y,2)(u,v,w) € Crq para (u,v,w) € C

©,y,2)” z,y,2)"

u

De fato, para (u,v,w) S C(zyz)’

Dv(z, z)(u,w). Assim,

escreva @ = Dp(x)(u), 0 = DyY(x,y)(u,v) e w0 =

(@, )| = [[(DY (2, y)(u, v), Dv(x, 2)(u, w))]]

= [|1DY(, y)(u, 0)|| + [ Dv (2, 2)(u, w)]
< Amaa ([ [v]] + [Jw]]) + (L1 + La)|[ul|

< Amaa(|[(v, w)|[) + (L1 + La)|[ul|

< (Mmazt + Ly + Lo)||ull.

Como ||Dp(x)(u)|| = of|ul], temos:

)\maxe + Ll + L2
o

[lal| = &flall.

II(ﬁ,w)Hs(

) D) (u)ll = (Amaw@ + Ly + L2)

Afirmagao 2.2. Eriste uma norma ||.||* em R! x R? x RP tal que

| DT (z,y, z)(u, v, w)||* > o||(u,v,w)||*, V(u,v,w)e C

(z,y,2)
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De fato, defina a norma em R’ x R? x R? por

[|(u, v, w)[[" = %max{ll(vyw)HﬁHUH}-

u
(z,y,2

IDT (2, y, 2)(u, v, w)|[" = [[(De(x) (), DY (2, y)(u, v), Dv(z, 2)(u, w))|[* = [|Dp(x)(u)]]

Note que [[(u, v, w)[[* = [[u]| se (u,v,w) € Cf,, ). Logo,

> ollul] = all(u, v, w)][".

A desigualdade acima se deve a Afirmagao [2.1] e pelo fato de que ¢ é expansora.

S

(2,9,2)° entao

Note ainda que se (0,v,w) € E

1DT" (2, y, 2)(0, v, w)[|" = 1H(Dwn(ﬂ%y)((%U),DV"(SW)((MU))H

0
2()\771@55)” n *
< =5 ll(v, W)l = 2(Anaa)"[1(0, v, w)["
Além disso, temos
T(x7y’z)v = Efx’yvz) + Cévy’z) € Eisx@vz) m C&’yfz) = 0
Portanto, concluimos que A7 é um conjunto hiperbdlico para T O
Definimos os conjuntos A; = T! x1% e Ay = T! xI?, onde I = [—1, 1]. Vamos considerar

no decorrer do texto as seguintes projecoes:
1. m7:V — T em que 7(x,y,2) = x;
2. p1:V — A onde pi(x,y,2) = (z,y) e po: V — Ag em que py(z,y, 2) = (x, 2).

Como estamos considerando v sendo a contracao mais fraca, em geral denotaremos
apenas p = py e A = A,.
Para cada z € T!, vamos escrever D(x) = {z} x E x F. Note que D(z) = 7~ !(x).

Denotaremos ainda o conjunto
Ar(z) = ApND(z) = (ﬂ T”(V)> ND(x).
n>0

O conjunto Ar(z) é o que chamaremos de se¢do transversal ao atrator Ar no ponto

xz e T
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2.3 Codificagao da dindmica

Para estudarmos a dinamica do atrator solenoidal vamos considerar uma particao de

Markov de ¢ para o toro T'.

Definicao 2.6. Considere o : M — M wuma transformacao expansora de classe C' em
uma variedade compacta. Uma colecao R = {Ry, Ra, ..., R,} de abertos disjuntos € dita

uma Particao de Markov de ¢ para M se:

1. OE:M
j=1

1

2. Para todo ramo contrativo g de ¢~ e todo j = 1,2...,n, vale que

Lembremos que se ¢ : M — M € expansora e S C M, entao g : S — M € ramo contrativo
de o' quando p o g(x) = x, para todo x € S, e

d(g(x),9(y)) <6 (d(z,y)), Ve,y €S, com0<d<1.

Dados © € M e p € ¢ !(x), é possivel encontrar g : B(xz,7) — M, r > 0, ramo

! com g(x) = p. Sabe-se ainda que existem parti¢oes de Markov de ¢

contrativo de ¢~
com diametro arbitrariamente pequeno (para mais detalhes sobre parti¢oes de Markov
ver, por exemplo (2) e (12))).

Voltemos entao para a transformacao 7' : V — V| dada por

I(z,y,2) = (p(x), ¢ (2,y), v(2, 2)),

em que ¢, 1 e v sao aplicagoes com as propriedades ja citadas no Secao anterior. Considere
R = {Ry, Ry, ..., Ry} uma particio de Markov de T' com respeito a ¢. Suponha que o
diametro v = diam(R) de R seja tal que 0 < v < min{}, o}, em que a ¢ a constante
de expansividade de p. Vamos considerar ainda v suficientemente pequeno de modo que
os ramos contrativos inversos g, : B(z,v) — T' estejam bem definidos, isto &, ©|B(2y) €
injetora para x € T'.

Considere I = {1, 2, ..., s} e I" o conjunto de palavras com comprimento n e com letras

em . Defina em I" o seguinte subconjunto:

En={a=(a1,a9,...;a,) €EI": 9(Ro;) N Ry, ., #0, Vj=1,...,n — 1}.

n—1

Note que ﬂ go_j(Raj ..) ¢ nao vazio se, e somente se a € &, e que a cardinalidade de
j=0

E, é¢ sN" 1. As palavras em &, serdo ditas admissiveis. Diremos que a palavra a =
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(ay, a9, ...,an) € &, aparece em a € &,, quando n > m e para algum j, € {0,1,...,n—m}
temos a;,+; = a; , com j = 1,...,m. Vamos considerar as seguintes aplicacoes:

U En — Em o:&,

m<n<oo (&

(a1,a9,....,a,) +—— (a1,as,...,an)

— gn—l
(a1, a9,...) —> (ag,as,...).

Defina também 7 : £, — T' por
7(ay, as,...) = Ry, N (Ra,) N~ 2( ﬂgp Ra;.)
§>0
Observemos que 7 estd bem definida, pois basta considerar o diametro da particao de
Markov tao pequeno de modo que a imagem de qualquer a = (aq,as,..) € Ex por T é
apenas um ponto. Note ainda que 7 é injetora . Além disso, se a = (a1, as, ..) € E, entao

= @(ﬂ Sﬁ_j(Ra]-H)) = ﬂ SO_j+1(Raj+1)

Jj=0 j=0

m(ﬂgo‘j(RaM> Mo (Ray) = 7(0(@))).

>0 >0
A ultima igualdade se deve a definigao dos conjuntos &,.

Para cada a = (a1, ...,a,) € £,( 1 < n < 00), 0 conjunto

T, = Ra, N (Ray) N N Spi(nil)(Rar) = m oI (Raj)
Jj=0
é um aberto de T'. Denotaremos T, = T_'Q Fixado n, a familia 7, dos conjuntos T\,
com a € &,, 6 uma particio de T! em conjuntos que podem se intersectar na fronteira.
Assim, dado um subconjunto B C T!, temos que duas componentes de T*(V) N7~ 1(B)
sao descritas por palavras a,b € &, tais que ©*(T,) N B # 0 e *(Ty) N B # 0.
Dados z,z9 € T, em T, e denotando por 8 = (sup |[(De)7|[)™! e B = sup(||Dy]]),

temos que

A=) n— -n n— n—
Bl ) = o Hwo)|| < lz = zoll < BU7 " (@) — " ao).

De fato, basta aplicar a desigualdade do valor médio sucessiva vezes para ¢ e um ramo
contrativo g de ¢". Dessa forma, concluimos que o diametro D,, de cada um dos elementos
de 7, é tal que

508 < D, < By

em que 0y = 1mln diam(R;). Dai, D,, — 0, quando n — 0.

<s
Notemos ainda que se a € &, , com 1 < n < oo, entdo ¢(T,) = Ty e, para

I1<m<n<oo,seacé&, entao T, = U T..
a'€En, T™m(a)=a
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2.4 Descricao das componentes do atrator

Para cada x € T, fixe e denote por s(z) uma letra em I tal que = € ﬁ qual é
tinica em quase todo ponto x. Definimos o conjunto I"(x) :={a € &, : ¢"(T ) E s(2) 7é
0}. Dado a € I"(x), denotaremos a(z) como o ponto zg em T, tal que ¢"(zg) =
7j—1

Denotaremos ainda por [a];(x) o elemento em ﬂ ¢ " (Ra,,,) tal que ¢?([a];(z)) = x e por
i>0

lal; = mj(a) € I ().

Seja D(a) = {x € T' : a € I"(x)} e para cada x € T' escreva ¥(z,y) = ¥,(y) e
v(xz,z) = vy(2). A imagem de T, x {0} x {0} por T™ ¢é o gréfico da aplicacao S(.,a) :
D(a) C T' — R? x R? dada por

S((L”Q) = (w a]1 O 1/}[(1]2(.73 . O wa x)( )7 a] ( ) O V[g]g(a:) O...0 Vg(a}) (0)) . (23)

Dado um aberto B C T!, uma componente Z, de T"(V) N w~1(B) estd contida numa

vizinhanga tubular de raio menor ou igual a (Ape.)" do gréafico de S(., a).

Figura 3 — Ilustracao de (x, S(x,a)) e Z,

Fonte: O autor (2021)

Vamos considerar também o conjunto I*°(z) = {a € € : [a]; € I'(x)}.

Proposigao 2.3. Fize x € T' e seja a € I®(x). Temos que a sequéncia (S(x,[aln))n>1 €
de Cauchy.

Demonstracao. De fato, tome m,n > 1 com m > n, entao

1S (, [a]m) — Sz, [a]u)]] = [[¥an)s @) © -+ © Plaln () (Y0) = Ylfalu]i(@) © - © Vil () (0)
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Va1 () © -+ © Vialu()(20)) = Vllalu]i () © -+ © Vialn () (0)]]

em que Yo = Pliallnsa(@) © -+ © Vg ()(0) € 20 = Vallusi(@) © -+ © Vialn () (0). Assim,
15z, [alm)=S(, [aln)I| < Lip(¥iial,)s )00 laln @) [Y0 =0l [+Lip(Valu]s ) 0-+-OVlaln ()| 2001 .

Agora note que

[lyo = OI < 1,
120 = O[] < 1,

Lip(Vffa)u)i(2) © - © Vlau(z)) < (Amaz)”

n

e Lip(l/[[g}nh(x) 0...0 V[g}n(a:)> < ()\mm)

Portanto,
15(, [a]m) — S(, [a)n)|] < 2(Amas)"-

Dado € > 0, basta tomar m, n grandes o suficiente para que (A,4.)" < €. ]
Seja D(a) := {x € T' : a € I*°(x)}, definimos entao

S(xz,a) = lim S(z,al,), para a € I*(z).

n—oo
Temos para a € I"(z), que

n i—1

DS(r,a) = (Davar,y) Do wn) + S (] Dot yi))(Datb i, ) (D (),

=2 j=1
n i—1

D,v(xy,21) Do~ (1) + Z(H D.v(xj, 2;))(Dav (i, z) ) (D' (2:)) ")

(2.4)

em que v; = [ali(z), yi = w[ghﬂ(w)o-'-owg(x)(o)a Un =0, 2 = V[Qh+1(x)o-“oyg(m)(0) € Zn =
0.

Observagao 1. Note que y; € z; dependem do ponto x fizado e da palavra a € I™(x).
Desta forma, quando for conveniente, os denotaremos yi(x) e zi(x) para deizar claro

sobre qual o ponto x e qual palavra a estamos lidando.

Proposigao 2.4. Para cada * € T' e a € I®(x) a sequéncia (DS(z,[a],))n>1 € de
Cauchy, portanto converge.

Demonstracdo. Para ver isto, vamos considerar apenas a primeira entrada e abusaremos
n i—1

da notagao em Z(H Dyo(z5,y;))(Datd(zi, i) (D' (2;)) ™" no sentido de que para i = 1

i=1 j=1
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teremos D, (z1,y1) D~ (x1). Para m,n > 1, com m > n, escreva yz[ o Vlalisa(z) © - O

Dlan () (0) € U = Va1 ) © oo © Vi () (0). Note que [y =y || < (\naz)™ . Temos

i=1 \ j=1

Z(<HDyw<xjvy£~“]”>>< Dyp(wi, y™)) HDyw 25,95 ) (Do (s, “))) (D ()"

+ ) (HDyw wj, ) ><Dm<xi,y£a]m>>> (D' ()"

i=n+1 7j=1

<32 (T Pt Dttt - [ sttt )|
o I(Dg' (x-»*ln
fi; ((ﬁDyw(%y}“}”))( Dytp(s, ")) HDyz/z 5,y xw(xl,yﬂn)))H
o I(Dg’ <xi>>—1||
+2mj ((ﬁDyw<xj,y%]m>>< (i, g ) )HH(DSD"(%)VH

:Z(_

s y2) (Dbl yl) = (Dbl yi) ) H (D ()|

=1

i—1
(Dgth (s, y14m)) ((pr¢(xj,y§.“]m HDy@D ONT >H|I D' (2:)) 71|
=1

£y

1=n+1

( [1Dse(; v )(Dx¢($iayz[a}m))> || [(Dg" ()7l
Fixe constantes positivas Ly e Ly tais que
(D, ™)) = (Do, g < Lallys™ = 9] < Ly(Amae)"™

1(Dyb(as, ym)) — (Dyo (e, y )| < Lol |yt — 97 || < Lo(Amaw)™ "
Além disso, |[(Dyto (i, " NI < Amaa » [|(Di ()| < B e

i—1 i—1
(T 2oty w ) = (T ] Dyetay, )|
j=1 i=1

< 1 (Dylon, ) = Dy (ea,yi)) Dyrn, g Dyt s, ). Dy, 25 1+
1Dy, i) (Do, t5) = Dytbla, 457) ) Dyto(a, g5) .o Dy (i, yi 25 1.
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1Dy, 912 Dy (o, ) Dyt g, b ( Dyl g7 = Dol i) |

< LO(Amaz>i72 {(}\m(m")nfl + ()‘max)n72 + ...+ (Amax)ni(l 1)}
= LO(Amax)n_l {(Amax)i_2 + ()\max)i_?’ —+ ...+ 1} .

Ou seja,

i—1
alm n— 1
L Do) HDyw 5N < Lo (15— ).

Portanto,

\|Z(<ﬁDyw<xj,y£”m>>< () HDyw 75 ,") ><Dm<xi,y£ﬂ”>)> (D' (:)) ™

+ ) (HDyw 25, y0))( ggw(xz,yﬁ]m») (D' ()]

i=n+1 j=1

1 .
< L max 1 )\ma:r " Z —z L L max e -
zzl 1 ) ( ) +Z 10 ) <1_)‘ma:c>(é )
+ Z L1<)\maz)i_1(é_i)
i=n+1
i (LLoOnae) "N o, i o
o n—1 i 10\ N\maz i i—1 i
O e S s v DI I DR A )
=1 =1 i=n+1
Dado € > 0, tomamos n grande de modo que L Z (Amae)~H(B7") < i o
i=n+1
_ LlLo()\max)nil ~ . €
L >\max n—1 % —
< 1( ) +( 1_)‘ma:c zzl<§ ) <4
Chegamos a mesma conclusdo considerando a entrada relacionada com v(z,z). Con-
cluimos entao se m,n > 1 sao grandes o suficiente, entao
|DS(z, [a]m) — DS(x, [a]a)]| <€
O
[Q}nH <

Para m,n > 1, com m > n, temos Hy[ o yz[@]"H < (Amae)" e Hz[ alm _ 2;

(Amaz)" "', Assim, vamos denotar para cada a € I°°(z) os seguintes limites

lim g = m Yig,, @) © - © Pialu()(0)

n—oo

Vi =
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2¢:= lim zz[g]” = lim yy

n—o0 n—oo

i1(@) © o © Val, () (0).

Escreveremos também

DS(r,0) = lim (DS(z, lal,))

= (Duto(aryf) Do (wn) + Y (] Dytblars, g ) (Do (i, yf) ) (D' ()~

=2 j=1
co i—1

Dyv(wr, 28) Do~ (1) + Y (] [ Dav(aj, 2)) (Dav(ai, ) (D (2:)) ™)

i=2 j=1

(2.5)

em que x; = [a];(x).
Passamos agora a uma Proposicao que caracteriza os pontos do atrator através da

aplicagoes S(z.a). De fato, o atrator é formado pelos graficos das aplicagoes S(., a).
Proposigao 2.5. Se (z,y, z) € Ar, entdo (z,y,z) = (z,S(x,b)) para algum b € I°(x).

Demonstragao. De fato, como (x,y, z) € Ar, podemos para cada n > 0 tomar a,, € I"(z)
tal que (y,z) = S(z,4a,) + (Yn, 2n), com (T,Yn, 2,) € D(z) para todo n > 0. Tomando

u, € I"(a, (), temos

(v, 2) = S, a,u,)l| < |I(y, 2) = S, a,)l| + |I5(2, a,) — S(, a,u,)]]

) =En=n ) =n-—m

S Q(Amam)n + HS(SL’,Qn> - S(I,QnQH)H.
Escrevendo yo = Yy, |1 (a, () © - © Y, (@, () (0) € 20 = Vlu, ] (a, () © - © Y, (g, (2))(0), temos
lyo = Ol < Le [[zo -0 < 1.

Como

1S(,a,) — S(x, a,u,)|| = ||(¥ig,]1(2) © -+ © Va, (2)(0) = Va1 (x) © -+ © Va, () (Y0),

Vig, 1 (2) © -+ © Vg, (2)(0) = Vig,]1(2) © -+ © Va, (x)(20))]]

segue que
||S(van)_S(vanﬂn>|| < Lip(zﬁ[gnh(x)O...Ozﬁgn(x))||y0—0||—i—Lip(V[th(x)O...Ol/gn(x))‘|Z0—0||

< (Lip(Yla, )1 (z) © - © Ya, (@) + LiD(Via, ]y (@) © - © Va, ()
é 2<)\max)n-

Logo, fazendo n — oo e notando I°°(x) é um conjunto compacto, segue que (y, z) =
S(x,b) em que b € I*(z) é algum ponto para o qual alguma subsequéncia de (a,u,)
converge quando n — oo.

O



2.4. DESCRICAO DAS COMPONENTES DO ATRATOR 31

Desta forma, com a Proposi¢ao 2.5 acima, vemos que a aplicacao S(.,a) serd util na
descricao do conjunto Az. Além disso, para x € T' fixo e também fixado um pré-itinerario,
aqui descrito por uma palavra a € 1°°(x), temos que DS(z, a) indica uma dire¢ao instével

Ey em Ti,, .)M. Mais especificamente, vale:

Lema 2.1. Sejam (x,y,2) € Ap ea € &, tal que (x,y,2) € Z,, onde Z, é a componente
descrita por a. Entdo existe as, € 1%°(x), com m,(ax) = a € para n > 0, se escrevemos
T_p = [aso)n(x), entdo E = graf(DS(z_p, 0" (ax))).

(T—nsy—n,2—n)

Demonstragao. Dado o inteiro ny, note que se (z,y,2) € Zjy), , entdo m;([a],,) = m;([a)s,)
para todos ni,ny > j. Defina entdao as € & tal que (7,y,2) € Zr (4, Para todo
j € N. Temos assim que 7,(ads) = a. Como (z,y,z) € Ap, para todo n > 0 e
escrevendo &_, = [aoo|n(x), existe (X_,,Y_n,2_n) tal que T(x_(ni1), Y—(nt1), Z—(n41)) =
(T—nyYeny 2—n) € T™(T—py Yo, 2—n) = (2,y,2). O Teorema de Hadamard-Perron fornece

que {E(I nyY—n,2— n
ante, isto é, DT(x_p, Y_pn, 2_n)E} = B o Vno > 1, e que é

(T—n,Y—n,2—n) (T—(n=1)Y=(n—1)F—(n—-1)
= {0} x R? x RP. Considere entdao para n > 0 o conjunto

}nz[) ¢ a lUnica sequéncia de subespacos [—dimensionais que é invari-

s

transversal a E(m )

E_, = graf(DS(z_,,0"(as))) = {(v, DS(2_pn, 0™ (ase)v) :v € R'}.

Note que
Et yney VEn = {(0,0,0)},

S

ou seja, E(x .

., ¢ transversal a graf(DS(z_,, 0" (ax)). Agora, basta mostrar que
DT (x—p,Y—n, 2—n)E_y = E_(n_1), Yn > 1.

Vamos escrever

S(@_n,0"(ac0)) = lim (S(z_p, [0"(ac0)lm))-

m—00
Logo,
DS(:L;n, 0" (as)) =

8

(Datb(ar, g7 ") Do~ (w1) + D ( HDW 25,97 NN (Dot (i, y! ")) (D (7)) !

=2

oo i—1

Dov(xy, 2 Do 1) + Y ([ Davlay, 2] N (Do (s, 27" =) (D' () )

=2 j=1
em que ; = [0™(ax)]i(2—pn). Escreva (wy,wy) = DS(2_p,0"(as))v, onde

oo i—1

wy = (Doo(1,y] D™ (@) +> (] Dyvos, v “N(Datpo(as, y] ")) (D' ()

i=2 j=1
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oo 1—1

wy = (Dyv(a1, 2 ) D™ (@) +D ([ Devlay, 2 “))(Davar, 27 “))) (D (1)) o

i=2 j=1
Uma vez que

DT (v,DS(x_p,0"(as0))v) =
(D)0, DY (-, y”" ) (2-0)) (0, w1), Dv(—p, 27" () (0, w3)),

basta provar que
DS a1, 0" () (Dip(r_ o) =

(DY@, y” ) (2_)) (v, w1), Dv(@—, 27" (2 ) (0, 202))

e assim teremos o que queremos. Vamos, por simplicidade, escrever apenas a primeira

entrada em DS(z_(,-1),0" *(as)), pois a segunda é andloga trocando ¢ por v. Assim,

escrevemos
DS(2_(n-1),0" " (as0)) =
oo i—1
" aso 1/ % x 0" aso ¥ 0" aw Pl k\\—
Dp(xy, ] D @)+ (] Dyl y] Ny, yl ) (Dt ()
i=2 j=1

onde z;} = [0" ! ac)]i(Z—(n-1))-

Afirmamos que [0" ! (a0o)]j(2-(n-1)) = [0"(as0)]j—1(x_n). De fato, temos

nfl(

@ ([0" Haoo)]j(2—m-1))) = T—(n-1) = @(_n)

= (¢ ([0 (ac0)]j-1(2-n))

= @ ([0"(too)]j-1(z—0)).-

7j—1 j—2
Usando o fato de que ﬂ ¢ (Ray) C ﬂ ¢ "(Ra,,,) e pela escolha do diamR, temos que
A i>0 i>0
©’ é injetora nesses conjuntos, logo temos a afirmacao.

Vemos que z} = ;1 e que yfn_l(a“) = yf_nl(aw) . Logo,

DS(ZE*(nfl)a 0"(as0)) = Dyptp(x_p, yan(aw)<x—n))D¢_l(x—n)
i—1

+3 (I Dy 7 =N Dt (i, 57 ) (DG (wi-1)

i=2 j=1

Aplicando em Dp(z_,)v e escrevendo ¢/ =7 — 1 teremos

DS(z—(n-1), 0" Haee)) (Dp(x-n)v) = Dytp(a o, y? () (-n))v

+ (Z(H Dywxj_l,y;-’i§“°°>>><m<xy,yz"<“°°>>><Dsoi’+1<xi/>>-1> Dy(w_y)v

i'=1 j=1
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= Db(v_p,y” ) (2_,) v
+Dy (@, y7 O () (DH Dyb(jor,y5 1) (Datilie, y )
i'=1 j=2
(Dso‘l(a:_n)Dgoi’“(xi,))—lU)

- Da:w(x—m ya"(aw)(x_n))v

!

+ Dy, y” ) () (Dﬁ Dy(xj,y] ")) (Dot y;f”/<“°°>>><Dso’<xi,>>l”>

i'=1 j=1
= Dop(z_p, y7 ) (z_y)
Dy ) { (Db, ) D™ o
oo i'—1
+ (Z(H Dyp(s,y] @) (Dot y;”ww))(mﬂ(xi,))—lv) }
i'=2 j=1
= Dot (2, y”" ) () )0+ Dy, y”" @ (2_,) ) (w1)
= Dy(v,w).

2.5 Outras dinamicas auxiliares

Vamos definir aqui algumas dinamicas auxiliares que serao uteis adiante no calculo da
cota superior da dimensao de Ar através da pressao topoldgica.
Seja ¢ € &,, e denote por I"(c) = {a € &, : ¢"(T,) NT, # 0} e também

I*(c) ={a € € : [a]n € I"(c), V n}. (2.6)

Defina as seguintes aplicagoes

Hy: | ToxI®() = | Tex I*(c)

Qegm Qegm

(z,a) — Hi(z,a) = (p(r), s(z)a)

H: | ToxI®c) =V

cEEM

(z,a) — H(z,a) = (z,5(z, a)).
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Da injetividade de ¢ em cada T, segue que H; ¢ um homeomorfismo. Note também que
Im(H) = Ap. Além disso, vale ainda que T'o H = H o H;. De fato, como

S(p(@), s(x)a) = Tm (Ys@al o) © -+ © Vis@alae@) () Visali (6@) © - © Visiwaln (o) (0)

= lim (¢ 0. 0¥, _1@)(0), Va0 © Vi) 1) (0))
= (¥(z, S(z,0)),v(z,S(,a))),

segue que

(H o Hy)(z,a) = (p(), S(p(2), s(x)a) = (p(x), ¥ (z, S(z, a)), v(z,S(z,a)))
=T(z,5(z,a)) = (T'o H)(z,a).

Seja R = {Ry, Ry, ..., Ry} a particdo de Markov de T! com respeito a ¢ dada na Secao
anterior. Definimos uma matriz A = [a;;]5xs tal que a;; = 1 se p(R;) N R; # 0 e a;; = 0,
caso contrario. Denote por ¥, = {1,...,5}* o conjunto das sequéncias bilaterais a =

(...,@_9,a_1,a0,a1,as,...) em que cada letra a; € {1,2, ..., s}. Seja agora 3 4 o subconjunto
de ¥, definido por

Ya=A{(..,a-0,a_1,00,01,0,...) € X : aa, a,,, = 1 para todo n € Z}.

Com a notagdo que estavamos usando na Secao anterior, podemos escrever que X4 C
E_ o X &y emque E_oo = {(...,a0-2,a_1,00) : @a_, ,a_, = 1 para todo n € NU0O}. Vamos
considerar o shift o : X4 — X4 por 0((@n)nez) = (Gny1)nez. Escreva a = (¢,a), em que
c=1(...,a_9,a_1,a9) e a = (a1, as, ...), para cada a € X 4. Defina entao

H:%q— | TexI®(c)

c€EEm
ar— H(a) = (z,a),

onde z é tal que ¢'(z) € R;_, para todo i = 0,1,.... Temos que H é sobrejetivo e
H oo = H, o H. De fato, Note que = € R, isto é, s(x) = a@g. Assim,

(Hoo)(@) = H(o(a)) = (o(z), s(x)a) = Hi(z,a) = (H1 0 H)(@).

Denotando agora por

I(x,2) = pa(T (2,9, 2)) = (p(2), v(2, 2)).

Temos entao o seguinte diagrama comutativo:
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3 COTAS DA DIMENSAO DO ATRATOR A,

O intuito deste trabalho serd mostrar sob quais condigoes é possivel calcular a dimensao

de Hausdorff (dimg) do atrator A, mais precisamente queremos mostrar que
dlmH AT =1 + Sop-

Onde sy serd o tnico nimero real para o qual a pressao topolégica P(c,sg¢) = 0 para
uma funco potencial ¢ : ¥4 — R dada por ¢(a) = log | det D,v((po H o H)(@))|z|.

Para isto, serd importante mostrar que sob certas condicbes e para cada z € T,
teremos

dlmH AT(I) = Sop-.

Ou seja, iremos mostrar que existem condicoes para as quais todas as se¢oes transversais
do atrator A7 tem a mesma dimensao de HausdorfT.

Neste Capitulo iremos fornecer as cotas superiores para estas dimensoes. Mais ainda,
provaremos que estas cotas sao as mesmas com respeito a outra nocao de dimensao em
Geometria Fractal conhecida como box-couting dimension (dimp). Vamos primeiramente
estabelecer notacao definindo a medida de Hausdorff e em seguida a dimensao de Haus-
dorff, listando algumas propriedades e resultados que serao usados no texto. Depois,
definiremos a box-counting dimension de um conjunto e ressaltamos apenas a sua relacao
com a dimensdo de Hausdorff. Indicamos a referéncia (7)) ou (19) para mais detalhes e
exemplos sobre dimensao de Hausdorff e box-counting dimension. Definimos em seguida
pressao topologica, pois esta serd uma ferramenta utilizada na obtencao da cota superior.

Sugerimos a referéncia (29) para mais detalhes sobre pressao.

3.1 Dimensao de Hausdorff

Uma cobertura aberta de F' C R™ é uma familia enumeravel de conjuntos abertos
U = {U;}ien tais que F C Uui. Escreveremos, por simplicidade, que & é uma cobertura
i
de F' ficando subentendido que cada elemento de I/ é um conjunto aberto. Dado U; C R™,
definimos o diametro de U; como

diam(U;) = sup{||x — y||;z,y € Us}

e o diametro de U = {U;};en como diam(U) = sup{diam(f;)}. Vamos denotar [U| =

Uu; e
diam(Uf).
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Diremos que U = {U; };en é uma d—cobertura de F', quando U é uma cobertura de F
e 0 < |U| <6, ouseja, 0 < |U| < para todo i € N. Dado F C R", o conjunto de todas
as 0— coberturas de F' serd denotado por D(F) ).

Sejam s € R nao-negativo e F' C R™. Dado 6 > 0, definimos

7ﬁ:u%£{ZJMPJIGDGwﬂ. (3.1)
Note que, fixado s > 0, se §; < Jy, entao D(F,d;) C D(F,d) e com isso Hj > Hj , ou
seja, temos que Hj é mondtona em 9.
Definicao 3.1. Dado s > 0, considere a fungao H® : P(R™) — [0, +00] dada por
H(F) = lim H3(F).
0—0

O valor H*(F') serd chamado de medida de Hausdorff s—dimensional de F'.

A funcao H*® : P(R"™) — [0, +o0] satisfaz as seguintes propriedades basicas:

1. H5(0) = 0;

2. Se Fy C Fy, entao H*(Fy) < H*(Fy);

3. Dada uma familia finita ou enumerdvel F' = {F}},cn, entao
H(F) < ) H(F).
j=1

Estas propriedades mostram que H*® é uma medida exterior sobre P(R"). E possivel
mostrar também que H® ¢ uma medida sobre a 0— algebra gerada pelos conjuntos abertos
de R™( o—dlgebra de Borel), ou seja, se Fy e Fy sao dois borelianos disjuntos, entao vale
que
He(Fy U Fy) = H(FY) + H (F).
Dizemos que uma aplicacao f : FF — R™ é Holder continua quando existem ¢ > 0 e
a > 0 tais que

1f (@) = FW)II < elle =yl

para todos z,y € F. Em particular, se &« = 1 denominamos aplicacao Lipschitz continua.

Proposicao 3.1. Para cada s > 0, se f: F — R"™ é Holder continua, tem-se

£l

Mo (f(F)) < cafe(F).

E se f: F — R™ ¢ Lipschitz continua, entao H*(f(F)) < ¢*H*(F).
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A préoxima Proposicao nos permite definir a dimensao de Hausdorff.

Proposigao 3.2. Dado s > 0, se 0 < H*(F) < oo, entdo vale que H(F) = 0 para todo
d>s e HIF) = oo para todo 0 < d < s.

Assim, de acordo com a Proposic¢ao [3.2] existe um tnico valor critico sg onde H?® passa

de oo para 0.
Figura 4 — grafico de H*(F)

5
F(F ik

dirmn,, (5} s

Fonte: O autor (2021)

Definigao 3.2. Dado F' C R", a dimensao de Hausdorff do conjunto F' € dada por
dimp(F) = inf{s > 0;H*(F) = 0} = sup{s > 0; H*(F) = oc}.

Note que H*(F) = 0 se s > dimy(F) e H*(F) = oo se s < dimy(F). No entanto,

nada podemos afirmar sobre H*(F'), quando s = dimg(F).

Observagao 2. Para mostrar que dimg(F) < dy é suficiente obter ¢ > 0 tal que para

qualquer € > 0 exista cobertura Uy = {Us, }i, de F', com [Uy| < €, tal que Z Ui, |* < c.
MiOE Uy
De fato, se existem ¢ > 0 e Uy com estas propriedades, entdo

HI = inf U|* U € D(F,6)} < Uiy | P < c.
5 ln}{;l\ (FO)}< Y [thyl®<c

U=t Uiy€ U
Fazendo € — 0, temos H% < ¢ < co. Logo, dimy(F) < dj.

Por outro lado para mostrar que dimg(F) > dy € suficiente exibir um ¢ > 0 e e > 0

tal que para toda e—cobertura Uy = {U;, }i, de F vale Z Uy, | % > c.
UinE U
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Em geral, como vemos na Observacao 2, é mais simples obter cotas superiores para
a dimensao de Hausdorff de um conjunto, pois basta mostrar que existe uma cobertura

com conjuntos de didmetro arbitrariamente pequeno com E U, |* < c. J& para obter
Z/{Z-Oe Uo
cotas inferiores é preciso lidar com todas as e—coberturas.

3.1.1 Propriedades da dimensdo de Hausdorff

As propriedades basicas da dimensao de Hausdorff decorrem das propriedades da me-

dida de Hausdorff. Sao elas:
1. dimg(0) = 0;
2. (Monotonicidade). Se E; C Es, entao dimy(E;) < dimy (E»);

3. (Estabilidade Enumeravel). Se Fi, F;, .. é uma sequéncia enumerdvel de conjun-

tos, entao

dimpy (U F]> = sup {dimgy(F;)};
=1 1<j<0

4. (Conjuntos Enumeraveis). Se F' ¢ enumeravel, entdo dimgy(F) = 0;
5. (Conjuntos Abertos). Se F' é um conjunto aberto em R"™, entao dimgy(F') = n.
6. (Aplicagoes Holder Continuas). Sejam F' C R" e f : FF — R™ uma aplicacao
a—Holder continua e @ > 0 , entao
dimy f(F) < édime).
e Se f: F— R™ é uma aplicacao Lipschitz continua, isto é, « = 1, entao
dimy f(F) < dimg(F);

e Se f : FF — R™ é uma aplicagao bi-Lipschitz continua, isto ¢, existem

0 < <y < oo tais que

calle =yl <[If(@) = W < eolle —yll, Vi, y € F,

entao

Além das propriedades listadas acima. Apresentamos agora um resultado que serd
importante no decorrer do texto na obtencao de cotas inferiores para a dimensao de
Hausdorff. O resultado abaixo é uma generalizacao do Corolario 7.12, p.106, Cap. 7 do
Falconer (7).
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Teorema 3.1. Sejam F um subconjunto de R™ e E um subconjunto de R*, borelianos, com
k <nemg(E) > 0(medida de Lebesgue k—dimensional). Considere L como um subespaco
de R", n — k dimensional e L, = L + = a transla¢ao de L por E. Se dimy(F N L,) >t
para quase todo x € E, com t > 0, entao dimg(F) > t+ dimg(E).

Demonstracao. Denotaremos por my a medida de Lesbegue d—dimensional. Vamos pro-
var antes que, se k < s < n, entao
HHEN L) da < H(F).
Rk

Dado € > 0, considere {U;}; uma d—cobertura de F' tal que
U < HY(F) + €

Cada U; esta contido num n—cubo S; de aresta |U;| e com as faces paralelas aos eixos
candnicos de R™. Seja 1g, a funcao indicadora de S, isto é, 1g,(y) = 1,sey € S; e 1g,(y) =
0 caso y ¢ S;. Para cada = € R¥, os conjuntos S; N L, formam uma \/m5—cobertura
de FF'N L,. Assim, chamando \/W(S = ¢’, temos

Hy "(FNLy) <Y |Sin L™

=3 SN Ly[* | N Ly |" "

< Z S nlU’S n/ 151dmn_k(y)
Lz

Assim,

[t En L) dme) < (- o(2) Sior [ ( [ s dmn_k@)) dmy(x).

s—n

Note que (n—k;)< 2 > <1l,poisn—k>1es—n<0.Além disso,
/ (/ lg, dmn_k(y)) dmyg(z) = vol,(S; N L) < |Ui|".

Logo,

Uma vez que € > 0 é arbitrario e H; é mondtona em J, usando o Teorema da Convergéncia

Monoétona, fazendo § — 0, temos

HMFNL)de < H(F). (3.2)

Rk
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Tome agora s = dimy(F) + € > dimy(F), sendo € > 0 qualquer. Temos H*(F) = 0.
Note que devemos ter dimg(F') > k. De fato, por hipétese, existe um conjunto FE’
de pontos x em E com medida de Lebesgue positiva tal que dimg(F N L) >t > 0
para todo z € E’. Dado ¢’ > 0, para cada m considere os conjuntos E,, = {z € E' :
H(F N Ly) > %} Temos E,, C E,,.1e E' C UEm Dai, hglnmk(Em) > mp(E") >0

e assim, existe N tal que my(Ey) > 0. Como

1" 1 1 1

H(FNL,)dz > H e (FﬁLx)dxz/ —dr=—m(Ex) >0
Rk En En N N

e, por (3.2)), vale

Htfe”<F N L:v) dzx g Htfeﬂ+k(F),

Rk
segue que H"TE(F) > 0, isto é, dimg(F) >t — ¢’ 4+ k > k, para €’ > 0 pequeno.
Sendo entdo s > k, temos que (3.2)) fornece H*"*(F'NL,) = 0 para quase todo = € R*.
Logo, dimy(F N L,) < s — k para quase todo x. Como dimy(F) < k, segue que

dimg(FNL,) <s—dimy(E)
para quase todo z. Como ¢ > 0 é qualquer, temos

e assim

]

Note que o Teorema relaciona a dimensao de Hausdorff de F' com a dimensao de
secoes transversais de F' em cada x € E e também com a dimensao de E. No nosso caso,
teremos E identificado com T! e F'N L, identificado com Ar(x). Por isso a importancia

de encontrar condi¢oes para termos

dimpy Ap(z) > sop, para quase todo z € T'.

3.2 Box-counting dimension ou dimensao de Minkowski

Passamos a falar agora sobre outro conceito de dimensao muito utilizado em Geometria
Fractal, tanto por ter uma definigdo mais simples quanto por ser possivel obter de modo
mais facil estimativas a seu respeito. Seja F' C R™ um subconjunto nao-vazio e limitado,

denote por N(F,d) o menor nimero de conjuntos de diametro no maximo § que podem
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cobrir F'. Definimos como lower e wupper box-counting dimensions de F, respectivamente

os seguintes limites:

. .. Jog N(F.,9)
¢ log N(F, 6
dimpF := lim sup og—(,)‘ (3.4)
0—0 - log d
Se tivermos dimg F' = dimgF, entdo a boz-dimension de F é dada por
log N(F, o
dimpF — lim 28N 0) (3.5)
§—0 —logd

Na definigdo de N(F,0) podemos considerar os conjuntos como: bolas fechadas de
raio & que cobrem F, n—cubos de aresta 0 que cobrem F' ou bolas disjuntas de raio
d com centros em F. Sugerimos a referéncia (7)) para mais detalhes e propriedades de
box-dimension.

Box-dimension é também referida como dimensao de Minkowski ou dimensao de
Minkowiski- Bouligand.

Para todo F' C R" a relagao entre a dimensao de Hausdorff e box-counting dimension

¢ dada pela desigualdade

Onde, de maneira geral, nao temos a igualdade. Assim, uma cota inferior da dimensao
de Hausdorff fornece uma cota inferior para a box-dimension (caso esta exista).

Aqui, provaremos a igualdade dimgF' = dimyg F para o caso em que F' = Ar e onde
sabemos calcular a cota inferior de dimgy(A7). Note que precisamos apenas mostrar que
dimp (A7) tem a mesma cota superior que dimg (A7) e depois calcular a cota inferior

para dimg(Ar).

3.3 Pressao Topologica

Nesta secao considere f : M — M uma transformacao continua em um espaco métrico
compacto M. Considere U = {U;}; cobertura aberta de M. Temos que f~(U) :=
{f77(U;) : U; € U} é também uma cobertura aberta de M. Para cada n > 1, denotamos
por U™ uma cobertura de M tal que cada elemento é a intersecao de elementos das
coberturas U, f~1(U), ..., f"THU). Assim, todo elemento de U™ esté contido em algum

elemento de . Chamamos de potencial em M qualquer ¢ : M — R continua. Para
n—1

n € N definimos ¢, : M — R por ¢,(x) = Z(¢o f9(x). Para A C M, com A # 0,

=0



3.4. COTA SUPERIOR PARA DIMy(Ar(X)) E DIMp(Ar) 43
denotamos

On(A) = sup{o,(z);x € A} (3.7)

Dada uma cobertura aberta U de M, definimos
P.(f,o,U) = inf{z exp(¢,(B;)) : B é subcobertura finita de U"}. (3.8)
B;eB
A sequéncia {P,(f, ¢,U)}nen € subaditiva e assim existe o limite
o1

Definimos pressdo do potencial ¢ relativamente a f como o seguinte limite

P(f,¢)= lim P(f,¢,U) (3.10)

diam(U)—0

O limite em [3.10] existe e nao depende da cobertura escolhida.

Decorre da definigao de pressao que se ¢ < &, entdo P(f,¢) < P(f,&) e para uma

constante real kg, temos P(f, ¢ + ko) = P(f, ¢) + ko. Além disso, temos:

e P(f,0) coincide com a entropia topoldgica hiy,(f) ( ver (10) e (29) para definigao e

propriedades sobre entropia ).

e Se U é uma cobertura aberta de M tal que diam(U*) converge para zero quando

k — oo, entao P(f,¢) = P(f,¢,U) para todo potencial ¢.

e Para f fixada a funcdo pressio P(f,.), definida no espago C°(M,R) munido da

norma do supremo, é Lipschitz, com constante de Lipschitz igual a 1.

e A funcao pressao P(f,.) é convexa, isto é

P(f, (1 =t)p+1§) < (1 =t)P(f, &) +tP(f,£)

emque 0<t<lep,&: M —R.

3.4 Cota superior para dimy(Ar(z)) e dimy(Ar)
Considere ¢ : ¥4 — R dada por

¢(a) = log|det D.v((p o H o H)(@))|7],

(3.11)
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em que Z = {0} x RP e H, H sao dadas no Capitulo 2, Se¢ao . Note que

0u(@) = 3 (b0 o) (@)

_ ilog |det D.v((po H o H)(0'(@))))z]
— z_:log |det D.v(T'((po H o H)(a)))|z| 12
o (H et Do (F((p o H o ﬁ><@>>>|z|>

= log|det D.v"*((po H o H)(a))|z|-

Usamos acima a Regra da Cadeia e o fato de que Z ¢ invariante. Portanto, para b € R,

temos
@ = | det D.1"((po H o H)(@))|z|" (3.13)

Queremos provar o seguinte:

Teorema 3.2. Para cada x € T vale que
dimg Ap(z) < sop
em que So € o unico numero real tal que P(o,sqp) =0

Precisaremos de uma estimativa de distorcao para a prova do Teorema 3.2. Antes,

mostraremos a existéncia e unicidade do sy com a Proposicao a seguir.
Proposicao 3.3. Eziste tinico sy € (0,+00) tal que P(o,sop) = 0.
Demonstracdao. Lembremos que

|—1

1D-v(2, 2)|z]l = |(Dav(, 2)2) 7|

Assim,
1 = |det D.v|z|| det(Dzy)_1|Z| < (||D2V|Z|| H(D2V>_1|Z||)p

implica que
|det D,v|z| = || D.v|z]]” . (3.14)

e 0 mesmo vale para (D,v)~!. Assim,

¢ = log | det D,u(po H o H)(@)|z| = plog HDzl/(po Ho ﬁr)@\zH < plog(Amas). (3.15)
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Sejam agora s < s* quaisquer reais. Temos
§°0 = 5"0 — 5o+ s¢ = (s" = 5)p + 50,
ou seja, por [3.15] temos
s*¢ < (8" — s)plog(Amaz) + SO
Logo,

P(o,s*¢) < P(o,5¢) + (s* — s)plog(Amaz)- (3.16)
Como log(Apmaz) < 0, segue que P(o,s*¢) < P(o,s¢). Concluimos entdao que a funcado
¢ : R — R dada por £(b) = P(0,bo) é estritamente decrescente. Além disso, £ é continua,
pois é de Lipschitz. Por (3.15)), temos

lim P(o,s"¢) = —co0 e lim P(o,s"¢) = +oc.

s*—-+4o00 s§——00

Portanto, existe tnico sy € R tal que P(o, so¢p) = 0. Agora note que £(0) = P(0,0) =

hiop(0) = log(s) > 0. Segue entao que devemos ter sy > 0.

O
Usando propriedades de pressao topoldgica temos
1
P(o,5¢) = lim —log > exp(sén(a)) | - (3.17)

acén

Veja a referéncia (5)) para mais detalhes. Se ¢ é como na Secao , entao por [3.14] segue
que 3.14]
1
0= P<07 SO¢) < lim — log (SNn_l()\maa:)ns()p)

n—oo N,

1 1
= lim (log(N) — - log(N) + - log(s) + psolog(Amaz)),

n—oo
ou seja,
0 <log(N) + soplog(Amaz)-
Portanto,
log(NV)
Sp < —————————,
—p log(AmaI)

_1 .
Logo, se considerarmos (Ayq.) < N 7, entdo teremos so < 1.
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3.4.1 Estimativa de distorcao

Para cada x € T, denote por T,(y, 2) = (¢(x,y),v(z, 2)). Para n > 1, temos
Ty (y, 2) = (V(¢" (@), . (V(p(@), ¥(z,9))-..)), v(¢" (@), . (v(p(a), v(2, 2))..)),

ou seja, T2(y,2) = (U"(&,9),7"(z,2)) em que Tz, y,2) = ($"(2), 6" (2, 1), ¥ (z, 2))
Note que, para z fixado, vale a igualdade DT, (y, z) = (Dy¢(z,y), D.v(z, 2)). Temos que

D(z) é convexo e para algum (z,yo, z0) € D(x) vale

T (1, 21) =T (Y2, 22) || < |DTo(yo, 20) ||| (z, 1, 21)— (2, y2, 22)||, Y (2,91, 21), (, 41, 22) € D(z).

(3.18)
Como
IDT:(yo, z0) || = [|(Dyd(, y0), Dzv (2, 20))|| < 2Amas,
segue que
1T (y1, 21) — Ty, 22) | < 2Amaall(@, 91, 21) — (2, 92, 22) |-
De modo que
diam (77 *(D(2))) < (2Amaz)" " (diam(D(x))), Vk=0,1,...,n — 1. (3.19)

Lema 3.1. Eziste Ky > 1 tal que para todo n > 1 e todo a € I*°(x), vale

H |detDutk < K,
|detD v(wg)|

para quaisquer ti, = (§"(z), %) e = (9" (x), 21) tais que (9"*(2), yer 26) € (9"*(2), g 20
estao na envolvente conveza de Tj; ', K y(D([a]n(x))) com k=0,1,....n —1.

Demonstracao. Uma vez que v é uma aplicacao C",r > 2, é possivel mostrar que existe

Cp > 0 tal que
| det D,v(ty)|

—— < Cpl|ty —
[det Dy (uy)] = Collte =il

< (Co) diam(T5", (D([a]. ()

< Co(2Amaz)"* diam(D([a],,(x)).

log

Segue entao que

| det D,v(ty)|

T "=F diam al. ().
| det D,v(wy)| < Co(2Amaz)" " diam(D([g]n(2))

log

Assim,

n—1

H ’\ det Dt )|’ _ Zlo et Dt ™ 600,07 diaan(D(al ().

det D, v(wy | det D, v(wy)| —
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Portanto, tome K; > Cj (diam(ID([a],(x))) Z(ZAmm)j.

J=1

Lembremos que
Ao(z, 2) i= ||(Dev(z, 2)) |2l

Assim, podemos obter do Lema [3.1] o seguinte:

Corolério 3.1. Eriste Ky > 1 tal que para todo n > 1 e todo a € I°°(x), vale
n—1 by (t )
ISwrmEt
g A2(Wk)

x), 2k) €Wy = (gp”*k(x), 2}) tais que ((p"*k(x),yk, z) e (go”*k(x), Yk, 21)

lzx)(D([Q]n(x))) comk=0,1,...n—1.

para quaisquer t, = (" F(

estao na envolvente conveza de T[Z]’
“in
Estamos interessados agora em provar o seguinte resultado:

Proposicao 3.4. Eziste Ky > 0 tal que para todo n > 1, toda palavra a € I°°(x) e todo
t = ([a]n(x),y, z) € D*, com D* subconjunto de D([a],(z)), tem-se

Ki(diam(T” (D)) < (diam(D*))?| det D.v"([ala(z), 2)]. (3.20)

o [a]n (z

Demonstracao. Considere ([a],(z), o, 20) € D([a].(z)) de modo que

||DT[Z}n(x) (Yo, 20) ||

seja maxima. Usando o teorema da média, temos
T, ) (F1) = T o) @) < N[DToy, 0y (w0, 20) ][ — L2l Vi1, E2 € D™ (3.21)

Usando o Lema (3.1} existe K7 > 1 tal que

| det D,v™([a],(x), 20)]
| det D,v"([a],(2), 2)]

SeKl.

Escrevendo K > e e usando a conformalidade de v , temos
1D-v"([a]n(2), 20)||” = | det D2v"([a]n(x), 20)| < K|det D.v"*([a]n(2), 2)]-

Ou seja,
D" (laln(2), 20)||” < K| det D.v"([a]n(x), 2)]. (3.22)
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Notando que

DT, ) (s I = [[(Dy" ([a]n (), y), D" (a]n(2), 2))]

< 2||D,v"([a]u(z), 2))]|

para ([a],(z),y, z) € D([a].(x)), e combinado [3.21| com [3.22] segue que

Ty (1) = Tiag, oy ()" < 2K det Dov™([aln (), 2) ][t — L]
Assim, concluimos que
(diamn(T), (D)) < Ko(diam(D")P| det Do ([al (2). 2]
O

O préximo Lema é similar a Proposig:éo mas agora para 1/(z, z) = po(T(z,y, 2)) =
(o(z),v(x,2)) valem as desigualdades dos dois lados. Para cada x € T! denotamos a
aplicacdo T,(z) = v(x, 2). Para n > 1, temos T7(z) = v(¢" (), ...(v(p(z), v(z, 2))...),
ou seja, T7(z) = v™(z, z) em que T™(z,y, 2) = (¢"(x), V" (z,y), V" (x, 2)).

Lema 3.2. Existe Ky > 0 tal que para toda palavra a € I*°(x) e todo t = ([a],(z), z) € D,
com D, subconjunto de ps(D([a],(x))), tem-se

e (diam( T, (D) < (diamn( D)) det D" ([lufo),2)| < Foldiom(T}y, (D))"
(3.23)
para todo n > 1.

Demonstracao. Para k = 0,1,...,n — 1 considere t, um ponto em T["] @ )(D*) tal que

[|(D.v)71|| seja méximo. Assim,
178y, (t1) = Ty, oy (E)I] < (D () Ty (81) = Ty ()]

< [det(Dav(te) | ITE L (1) = TEL ()]

Ou seja,

3=

1751 ) (1) = T oy (E)I] = (| det(Dav(t))7'7)

Tk Tk
laln (@) laln 1T ia) ) (B1) = T, (o ()

De onde chegamos em

n—1

1Ty, ) (t1) = T (NP = T T 1 det Do) |1t — tal)7. (3.24)
k=0
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Usando o Lema 3.1, existe constante C' > 0 tal que

n—1

[ 1 det D.v(t)] > e=C|detD.v"(¢)).
k=0

Aplicando em (4.10), temos
1T o) (1) = T oy (E2)IIP = €€ |det Dov™ (1) ([Ity — 2}

Tomando Ky > e, concluimos que

Ko(diam(T(;, (,)(D+)))? > |det D v" (t)|(diam(D..))".

A outra desigualdade é andloga a demonstracao da Proposigao [3.4] O

3.4.2 Cota superior para dimy(Ar(x))

Provaremos nesta segao o Teorema Mostraremos que para qualquer = € T fixado

e qualquer € > 0 vale que H®F9P(Ap(x)) = 0. Assim, fazendo ¢ — 0, teremos
dimg (Ar(z)) < sop.

Note inicialmente que se b(€) = s+ € > s¢, entdao P(o,b(e)¢) < 0. Vamos escrever apenas
b=0b(e).

Lembremos que os cilindros em >4 sao conjuntos da forma
(M amy ey @) = {u = (ug,us...) € La;u; = a;,m < i < n}.

Seja entdo £ uma cobertura aberta de ¥4 por cilindros [0,1], [ = 1, ...s, de comprimento 1.
Temos que £%" é uma cobertura de ¥4 tal que cada elemento ¢ a intersecao de elementos
das coberturas o™ (L), o™ Y(L),...., L, 07 YL),...,oc " (L). Isto é, L™ é uma cobertura

formada pelos cilindros de comprimento 2n que comegam no —n. Considerando a métrica
d((ai)icz, (bi)icz) = oM

em que 6 € (0,1) é fixado e M = M((a;)iez, (b:)icz) > 0 é o maior inteiro tal que a; = b;,
para todo ¢ € Z com |i| < M, temos que

diam(£*") — 0, quando n — oc.

Assim, vale que

P(o,bp) = P(o,bp, L).
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1

Sendo P(0,b¢) < 0, existem k > 0 e ng € N grande o suficiente, tais que — log( P, (o, bp, L)) <
n

—K, Ou seja,

Py(0,bg, L) < e™""

para todo n > ngy. Tome entao V,, uma subcobertura finita de £" para a qual tenhamos

(0,0, L) = Y elon)
Lev,
Note que L € V, é da forma L = [—n,l_(,_1),l_p, ..., lp]. Supomos também que diam (L")

¢ menor que o raio de injetividade de ¢, isto implica que para cada L € L™ e para cada n
fixado existe no maximo uma palavra a tal que (H o H)(L) ND([a],(z)) # 0. Para cada

x € T! e cada n € N considere os conjuntos
£, = T"(E N D))
em que L = H(H(L)) com L € V, el € I"(z) sendo a tinica palavra tal que LND(I(x)) #
0. Para cada n € N, temos que U, = {L, : L € V,,} é uma cobertura de As(z) e que
diam(Uy,) < 2(Anae)" diam(D(I(2))),

isto é, diam(i,,) — 0 quando n — oc.
Aplicando a Proposigao , com D* = LN D(I(z)) juntamente com o fato diam(L N
D(i(x))) < K., para algum K, > 0, segue que

> (diam(L,))" = Y (diam(Tj, (L N D(I(x)))))”

Levy, LeV,
< K? Z (diam(L N D(1(z))))%| det D™ (I(z), 2)|°
LeVy
< (KPKo)" > |det Do (I(x), 2)|"

LeVy,

Como (I(z), z) € po(H o H(L)) segue que, usando (3.13)),
|det D" (I(z), 2)|° < (D),

Logo,
> (diam (L)) < (KPK)" > enh),
Lev, Lev,
Entao para n > ng, vale que

> (diam(L,))" < (KPK)'e ™.

Lev,

Portanto, Z (diam(L,))* — 0 quando n — oo. Desta forma, temos H”(Ar(z)) = 0 e

LeV,
com isso dimy (Ar(z)) < bp.
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Coroldrio 3.2. Para cada x € T, temos dimg(p(Ar(z))) < sop.

De fato, como a aplicacao p: V — A em que p(x,y,2) = (z,z) é Lipschitz continua,
segue que

dimp (p(Ar(2))) < dimp(Ar(z)).

3.4.3 Cota superior para dimy(Ar)
Teorema 3.3. dimpy(Ar) <1+ sop.

Demonstragao. Dado € > 0, escreva b = b(e) = s¢ + €. Considere £ a cobertura aberta de

Y14 definida como na prova do Teorema 3.2 em [3.4.2] Temos

P.(o,bp, L) < e ™"

para todo n > ng e algum x > 0. Tomamos mais uma vez uma subcobertura finita V), de
L" tal que
(0,09, L) = Y ehon)

Levy,

Do) < e, (3.25)

LeVy,

Isto é,

Note que, usando a Proposicao [3.4] existe Ky > 0 tal que
(diam(T™(L) ND(z)))? < Koe P (3.26)

para algum z € T e b > 0, onde L = H(H(L)).
Para cada L € V,, seja uma cobertura do toro T! em [—cubos C¥,C¥, ...,C’]@(L) de

Lén(L

didmetro menor ou igual a er ,onde M (L) < 95?1 Defina o seguinte conjunto

P, =(Crx Ex F)nT"(L).

Note que
AT - U PLJ‘.

LEVn
1<i<M(L)
Dados t; = (x1,y1,21) € t1 = (T2, s, 22) em Pp; tome t = (z,y,2) € CF x E x F tal
que (r,y) = (72,92) e (y,2) = (y1,21). Assim,
diam(Pp;) < sup |[t; —taf| < sup (||ts — t|| + ||t — t2]]).

t1,t2€PL 4 t1,t2€PL ;

Portanto,
diam(Py ;) < diam(CL) + diam(T™(L) N D(x)).
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Usando ({3.26)) e a definicio de CL, temos
diam(Py;) < Cyler™ ™), para L € V,,1<i < M(L) (3.27)

e para uma constante Cy > 0. Por 1) segue que e"(F) < =" para todo n > ng e
todo L € V,. Logo,
diam(Pyp ;) < Cole ™)

para todo n > ny. De modo que, quando n — oo temos diam(Pp;) — 0 uniformemente.
Note que como o nimero de [—cubos é inversamente proporcional a (diam(Py;))’, segue

que

> (diam(Pp))* < > | Y (diam(Pr,)) (diam(Pr;))”

LEVR LeV, \1<i<M(L)
1<i<M (L)
<y (21‘9*5%@)(Oéeiqsn(m)(cgpewn(m))
LeV,

< (2CH) 3 (),

Levy,

Assim, temos

Z (diam(Pp )+ < (2'CT)e™", para todo n > ny.

LeVn
1<i<M(L)

E com isso,

> (diam(Py )t =0

LEVn
1<i<M(L)
quando n — oo. O que implica que H*P(A(T)) = 0 para todo b = sy + € e isto nos
permite concluir que

dimg (A7) <1+ pso.

Usando o fato das projecoes p;, 7 = 1,2 serem Lipschitz, segue que:

Corolario 3.3. dimpy p;(Ar) <1+ sep, j=1,2.
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3.5 A medida p, em I°(x)
Sejam os cilindros
[ Gy ey @) = {u = (ug,uz...) € I u; = a;,m < i < n}.
Considere o potencial ¢ : ¥4 — R dado por ¢ (@) = se¢(@), onde
¢(@) = log|det D,v(po H o H(a))|z|

(Ver Secoes e . Como ¢ é Holder continua (¢ é Lipschitz continua), pois v € C",
r > 2, segue que existe um estado de equilibrio u em Y4 com respeito a o7t 1 X4 — M4
e para o potencial ¢ . Indicamos a referéncia (2) para mais detalhes sobre estados de
equilibrio. Uma vez que P(o, s0¢) = 0 e 0 é um homeomorfismo em 3 4, temos também

que P(o7t, s0¢) = 0. Assim, como p é medida de Gibbs, existe constante Cy > 0 tal que

Cyle®®n@ < 1([0; ay, ..., an]) < Coe®o?n@ (3.28)

n—1

em que ¢ (a) = Z(gboa ")(@) é a soma estatistica com respeito a o' e @ € [0;ay, ..., ay)].

Lembremos que por e (3.14) , temos

@ — |D."(po H o H(a))||™?, (3.29)

n—1
com ¢, (a Z ¢ oc")(a) a soma de Birkhof com respeito a o.
=0
Para cada x € T', denote por I, [, := Ty, (p(D([a](2)))), onde a € I*°(x) satisfaz

H(a) = (x,a), com & € ¥ 4. Assim:

0 ® — Doz, ) |
para algum z € F', e com isso
e @) = || D " ([an (), 2) |7 (3.30)
para algum z € F'. Note que
n—1
¢n(a) = ) (poo)(a)
=0
n—1

(600 (o1

)

I
o
|
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= ou(0” "V (@)
= ¢u(07"(a) + ¢(a) — d(c™"(a)).
Aplicando isto em 1) e escrevendo K = CyK, em que K = 25191l conclufmos que

K leo0® 0" @) < 1([0; ay, ..., a,)) < Ke®o?n @ "(@) (3.31)

O Lema fornece entao que existe constante Ky > 0 tal que
1

E(diam(fx,@n))p < (diam(p2(D([a]n ()| Dzv" ([aln (), 2) I < Ko(diam(/z fq,)))"-

Como (diam(p2(D([a],(x)))))? é limitado, podemos concluir, usando (3.30), que existe
constante Cg > 0 tal que

(Cg)~ " (diam(1, g, ))*" < e @) < O (diam(Ly, g, )™
Aplicando isto em [3.31], temos que existe C; > 0 tal que
p q q

_ 0;a1, ..., Gn))
1 < M([ , U1, s Un < 39
G = diam(]x’@n))sw =G (3.32)

Ainda usando o Lema [3.2] podemos concluir também que existe constante Cy > 0 tal que

_ diam([z [a] ))Sop
oyl < ol < O 3.33
> S Do (a0 = ©2 (3.33)

Considere agora a seguinte projecao

7t ¥ =Yt = U {ap} x I*(a,)

20651
dada por
7 (a) =77 (¢ a) = da
em que ¢ = (...,a_9,d_1,00) € a = (ay,as,...). Para cada z € T, definimos p, em

I=(z) pelo “push-forward”’por 7t da medida de Gibbs u para sp¢ em X4 restrita a
{s(x)} x I*(z), isto é,
te = (7510 {s(2)} x 1 (2)-

Assim, se a € I*(z), entao
pa(a) = p((7) " (s(x)a)).

Usando (3.32) , (3.33) e notando que p.([1; a1, ..., an]) = p([0; s(x), ai, ...a,)), concluimos

que existe constante C3 > 0 tal que

1 po([L;a, ..., ay))
O =S (@, @) 0y = (3.34)
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3.6 Cota Superior para dimg(Az(z)), dimp(p(Ar(z))) e dimp(Ar)

Vamos agora estabelecer que a cota superior para a box-dimension dos conjuntos
Ar(z), p(Ar(z)) e Ar é a mesma que foi provada para a dimensdo de Hausdorff para

estes conjuntos. Iremos usar a medida pu, e as desigualdades obtidas na Secao passada.

3.6.1 Cota superior para dimpg(p(Ar(z))) e dimp(Az(z))
Teorema 3.4. dimp(p(Ar(x))) < sop

Demonstragao. Para cada x € T' e a € I*°(z) denote por I, [, := T[Z]n(x) (p2(D([a]n(2))))

como na Sec¢ao passada. Entao existe Cy > 0 tal que

1 ,u:v([l'alu an])
Co = diam(l, g, )P — < Co. (3.35)

Seja agora 0 < d < 1 e defina o seguinte conjunto
U{ )| diam(1, ,,) < 6 e diam(1, ., ) > 6 Vk < n}.

O conjunto A(9) é formado por palavras de comprimento n que fazem com que
diam(I, |4, ) < 0, cada elemento de [a], € A(d) determina um cilindro Ciy, = [1; a1, ...a,)]
em [°°(x). Tais cilindros Cf), sao dois a dois disjuntos e formam uma particao em /°°(x).

Vale entao que

> 1(Cl,) =1 (3.36)

Cla),, EA(S)
Usando (3.35) para os cilindros Cfg),, temos

(Co)_l diam([my[g]n)sop < ,ux(C’[g}n) < Cy diam([x’@n)sop. (3.37)

Pela conformalidade de v, podemos mostrar que
diam (1 [4),) H (ty) diam(p(D([a],(x)))), com t; € T[a] (I)(p(]])([g]n(a:))).

Também vale que

n—1

diam (L, g, ) < [ ] Ao(we) diam(p(D((a],1(2)))) com w, € T (p(D((a]ur(2)))).
k=1

Logo,

diam([z,[g]n)
diam([L[g]RA ) -
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Usando o Corolério 3.1}, existe K7 > 0 tal que

diam (7, [q],,) S KoL
diam([z,[@nq) = 1 Amin

Assim, pela desigualdade acima e definigao de A(9), existe 0 < Cy < 1 tal que
Cy0 < diam(1,[q,) < 9.
Aplicando isto em , segue que existe Cy > 0 tal que
Co0°°P < 115(Clap,,) < Cod*°P.

Somando em todos os [a],, € A(J), temos
Cy > 67< > 1(Clg) <Co » %P
la]n€A(9) la]n€A(S) la]n€A(9)
Denotando por #A(6) a cardinalidade de A(d), temos

#HA(0)C20°P < 1 < #A(5)Cpo°°P,
ou seja, vale que #A(§) < (Cy)~15—*0P.
Note agora que o conjunto Z, := {I, 4, : @ € A(0)} é uma é—cobertura para p(Ap(z))
. Assim, N(p(Arp(x)),8) < C5157%0P e com isso

dimpp(Ar(x)) := lim sup log N{p(Ar()), )
5—0 —log d

< Sop.

Teorema 3.5. dimp(Ar(z)) < sop.

Demonstragao. Para cada x € T! e a € I*°(z), considere Ly 4, = T, ) (D([a]n(2)))-
Definimos também T} (z,y) := ¥(x,y) de modo que T"(z,y) = ¥"(x,y). Além disso,

denote por Jofa], = Ty, o) (P1(D([a]n(x)))). Note entao que Lq o], = (Jz,a],: Lo a],). Uma
vez que || Dy(z,y)| < ||D.v(z, 2)||, segue existe constante K > 0 tal que

diam(Jzy[g]n) S Kdiam([%[g]n).
Dessa forma, existe constante K* > 0 tal que
diam(Lmﬁ[g]n) § 2K diam([m’@n).

Note que o conjunto L, := {Ly[q), : @ € I*°(x)} forma uma cobertura para Ap(z).
Se I, := {l[q, : @ € I*(x)} é tal que diam(Z,) < 0, com 0 < § < 1, entao diam(L,) <
2K*6. Pelo que ja foi visto na prova do Teorema 3.5, a cardinalidade de £, com esta
propriedade é da ordem de §~*P e assim para L, ser uma 2K*§—cobertura de Ar(z), sua

cardinalidade também é da ordem de 6—°°P. De onde segue o resultado pela definicao de
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3.6.2 Cota superior para dimp(Ar)

Teorema 3.6. dimp(Ar) <+ sop.

Demonstragao. Para a € ¥4 denotamos P, = H(I:I(C@n)) em que Cpg, = [1;a1, ..., ap].

Seja gora, para 0 < d < 1, o conjunto

A(6) = U la, € I"(x) : sgl) {diam(Z, g, )} <0 e Slel%) {diam(Z, g, )} > 9, VE <n
n=l a1 () €1 ()

Pelo que ja foi mostrado, podemos concluir que #A( ) < Ko *P, onde Kj é uma
constante positiva. Além disso, os cilindros Cy,, com [a], € A(J), formam uma particao
em 4.

Para cada Cly,, com [al, € A(6), considere uma cobertura de T! em conjuntos disjun-
tos 1, C L C  com £ < diam(C1) < 0,1 < i< M(la]u) e M(la],) < 10'57".

Definimos agora, para 1 < i < M([a],) e [a], € A(S) os seguintes conjuntos

P[g]n,i = (Ci[g]" x B x F) N P[g]n'

Temos
Ar C U P, [a]n i+

1<i<M([a]n)
laln€A(S)

Note ainda que a cardinalidade do conjunto dos Py, ; ¢ limitada por 100 K6t —sop,

Afirmamos agora que diam(Py, ;) < Csd, ou seja, que o conjunto dos Py, ; forma
uma Csd—cobertura para o atrator. De fato, se t1,t; € Py, i, entao podemos escrever
t1 = (x1,5(x1,0a)) e tg = (22, S(x2,a)), onde x1,x9 € Cl-[g]". De onde

[t — taof| < Ch(|[r1 — 22| + [|S(21,2) — S(22, 0)]])-

Temos ||z1 — x2|| < 0 e usando a definigdo de S(z,a) e a desigualdade do valor médio,

temos

||S(Ilf1, ) (xQ? )|| < 02 hm (||77ZJ la]1(z1) .0 ,lvb[g}n(l“l)(o) - Tﬂ[gh(:m) ©...0 w[g}n(xz)(O)H

H[Vali (1) © -+ © Viaha(e1) (0) = Vs (w2) © - © Vial(w2) (0)]])
< Cj lim (Amaz (Ilal1 (1) — [a]y (22)]]

HPlala(er) © -+ © Yialn(@1)(0) = Viala(w2) © -+ © Plalaa) (0)]])

+Amaz (|[[a]1 (1) — [a]1 (22)]]
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+HV[9]2("’”1) ©...0 V[ﬂ}n(wl)(o) — Via]a(z2) © -+ © V[@}n(:vz)(())H))
S 03 lim ()‘maxﬂ_l”wl - ZE2||
n—oo —_

+>\maz| |¢[2}2(x1) O... O¢[@]n($1) (0) — 77/)[2]2(1,2) o... Ow[g]n(arz)(o)H
+)\max§_1||xl — IQH

+)\maz|’V[E]Q(xl)O...Ou[g]n(ml)(()) —V[g]z(m)O...OI/[Q]H(IQ)(O)‘|)).

Continuando o procedimento, chegamos em
04671)\max C4ﬁ71)\max

e isso prova nossa afirmacao.
Portanto, concluimos que N(Ar, C58) < 10/ Kyd~7*07 ¢ usando a definigao dimp(A7),
teremos

di_mB(AT) S l + SopP-

3.7 Menor valor singular

Nesta Secao apresentamos a definicao de menor valor singular de uma aplicacao linear.

Através deste conceito podemos medir transversalidade.

Definigao 3.3. Considere uma aplicagao linear A : R™ — R", com m > n. Denotaremos

o menor valor singular de A por

mia) = s (w40

dim(W)=n \VEW, [[v]]=1

em que W C R™ é um subespaco.

Vamos apresentar um Lema técnico que serd usado nesta Tese para limitar o volume
das pré-imagens de bolas de raio » > 0 por uma aplicacao g quando temos uma cota

inferior positiva para m(Dg).

Lema 3.3. Dados um aberto convero U C RF, g € C?(U,RP), com ||g||c2 < 2, g > 0
J

e um numero § > 0 tal que diam(U) < 1o © m(Dg(t)) > 6 para todo t € U, entdo existe
o7y}

uma constante K(6) > 0 tal que que

mi(g~ (B(w,7))) < K(6)r”
para todo w € RP e todo r > 0.

Demonstragao. A demonstragao deste lema é encontrado em (€)), pp 2064-2065. O]
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4 DIMENSAO DE HAUSDORFF PARA FAMILIAS TRANSVERSAIS

Neste Capitulo vamos considerar T : V — V, com V = T'x Ex F e T(z,y, ) definidos
Como na se¢ao do Capitulo 2. Denotamos T(x,2) = po(T(x,y,2)) = (p(z), v(z, 2)).
Para t = (t1,...,t;) € R¥ e aplicagoes 1, ..., 1, em C*°(T! RP) escrevemos

k
vz, z) = v(, 2)+th¢j(w) e Ti(z,2) = (p(x), n(z,2)).

Para cada t € R¥, 2z € T! e a € I°°(z), definimos ainda a aplicacao

S(I,Q;t) = lim ((Vt)[g]l(x) (@) (Vt)[g]g(x) O...0 (Vt)[g}n(x)(()))~

n—oo

De forma semelhante ao Capitulo 3, denotamos para cada x € T' a aplicacao Tx(z) =
v(z,z). Para n > 1, teremos T7(2) = v(¢" (z), ...(v(@(x), v(z, 2))...), ou seja, T"(z) =
v'(x,z) em que T"(z,y,2) = (¢"(x),v"(x,y), V" (x, z)). Note ainda que, para z fixado,
vale a igualdade DT, (z) = D,v(z, 2).

Como primeiro resultado significativo deste Capitulo, mostraremos que se A4z € Su-
ficientemente pequeno e a familia {Tt}teRk satisfaz uma condicao de transversalidade
em termos dos parametros t € RF a qual daremos adiante, entdo é possivel provar

que a dimensao de Hausdorff do conjunto Ar, (z) associado a dinamica Ty(z,y,z) =

(o(x),¥(2,y), ve(z, 2)) é igual a
dimy (Ar, (z)) = sop-

para todo x € T! e quase todo t € R%, com s; sendo o tinico valor tal que P(o, s9¢) = 0.
Isto implicara que
dimpg(Ar,) = dimg(Ag,) =1+ sep.

Ou seja, mesmo ainda nao tendo provado que dimy (A7) = [ 4 sop para a dinamica
inicial 7', mostraremos que se \,,., ¢ pequeno o suficiente, entao sera possivel tomar o
parametro t arbitrariamente proximo de 0 tal que existird uma dinamica C"—proxima de
T :V — V em que o atrator tem a dimensao de Hausdorff desejada. Mais precisamente,

provaremeos :

_71 ~ . . .
Teorema A. Se 0 < A\ < min{ N~ min{p.2} }, entao ewiste inteiro k > 0 e uma

1
11205’
familia de dinamicas {Ty}, C™ com o parametro t € B(0,n) C R¥, com Ty =T tal que

dimg(Ar,(x)) = dimy (Ag,(z)) = sop,
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para todo x € T fizado e para quase todo t. Em particular, vale o cdlculo da dimensdo
de Hausdorff para dinamicas Ty arbitrariamente C"—proximas de T, isto é, existe uma

aplicagao Ty arbitrariamente C"—proxima de T tal que

dimp(Ag,(2)) = dimg(Ag(z) = sop , Vo € T e dimp(Ag,) = dimg(Ag) =1+ sop.

Embora o Teorema A seja genérico, ele nao descreve como construir uma pertubacao
explicita satisfazendo o célculo da dimensao. Na continuagao, nos Capitulos 5 e 6, vamos

dar condigoes suficientes sobre T' para termos a dimensao desejada.

4.1 Familias transversais

Sejam t = (ty, ..., ;) € R¥, aplicacoes 1)y, ..., ¥p em C®(T!, R?) e Ty(x, 2) = (@(x), v (z, 2))

descritos anteriormente. Denotaremos por m, a medida de Lesbegue d—dimensional.

Definicao 4.1. A familia {T}}yerr € dita transversal se existemn > 0 e K > 0 tais que

para todo x € T', para qualquer r > 0 e quaisquer a,b € I°(x), com [a]; # [b]:, tem-se
my({t € B(0,n); [[S(z,a;t) — S(z, b ¢)|| <r}) < Kr?.

Um questionamento natural é se tais familias existem. A resposta é afirmativa para

Amae Suficientemente pequeno. Ou seja, vale o seguinte:

Teorema 4.1. Para \pe: < eriste k > p e existem funcgoes Yy, ..., em

1

1+2p "’ )
C>(T',RP) tais que a correspondente familia {Ty}crr € transversal.
Demonstracao. Considere Ry, ..., Ry os elementos da particio de Markov de T!, com
diametro pequeno o suficiente para que quaisquer duas pré-imagens de qualquer z € T
nao estejam em retangulos adjacentes da particao. Seja {ej, e, ..., €,} base canonica do
RP. Parad € {1,...,s} e j' € {1,...,p} defina as aplicagoes 1y j em C*(T',RP) por :

e ¢y i(z) = ey para todo x € Ry;

o Yy () = (v jo(x))ej, com ay ;o € C°(THLR) e 0 < |ay j(x)] < 1, para todo = em

retangulos adjacentes a R;;

e ¢y i(z) = 0 para x que nao esteja em R; e nem em retangulos adjacentes a Ry .

sp

Se escrevermos 1y, = 1y s, entdo para t € R, temos v (z, 2) = v(z, z) + Ztm/}k(x) ea
k=1

familia correspondente {Ti}¢. Observe que || ()] < 1.
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Fixemos um z qualquer em T' e para a,b € I°°(z), em que [a]; # [b];, definimos a

seguinte aplicagao g : R®? — RP por

Note que sendo t = (t1, ..., ts,), temos

g(t) = lim (S (2, a;:t) = Su(a,b3)) + > tu(ve(fah(z) = ¢i([Bli(2)))

n—oo

Note ainda que vale

S, a;:t) = v([a)i (x), Sp-1([ah (2), 0(a):t) + Y tihp([ala(2))).

k=1

Assim, derivando em relagao ao parametro t, temos

DySy(w,a;t) = Dyv ([Qh(x), Sn-1(lali(x),0(a); t) + thk([gla(x))> Dy([al1 (x))

+D.v ([Qh(x), Sn-1([ah (z),0(a);t) + ) twk([gb(x)))

(DSn_l([Q]l, o(a);t) + Ztmﬁk([@]?(fﬂ))) :

Ou seja,
DiSu(w,a;t) = Dov([ah(x), Sp-a(lali(2), 0(a);it) + ) trtbi((als(2)))
w (4.1)
(DSn-1([ay, o(@);it) + > txtbu((ala(2)))

No caso em que temos Dy, Sn(z,a;t) para algum ty, € {1,2, ..., sp}, vale

Dy, Sult,a:t) = Dov([ah(x), So-r([ali (), o(a); ) + Y tetn(lala(2)))

(Dyg, Sn1([alr, 0(@); t) + ey ([ala())).

(4.2)
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Escreva a,, = sup HDtk0 Sn(ac,g;t)H. Entao, passando a norma em 1} concluimos o
seguinte
an < Apaz(@n_1 +1). (4.3)

Usando a desigualdade (4.3) de forma recorrente finitas vezes chegamos em
ap S ()\mar)nil a1 + ()\max)nil + ()\max)n72 + ...+ )\ma:c- (44)
Uma vez que a; < Aoz, SEEUE que

A
lim a, < —2% (4.5)

n—00 1 — Mz

Sejam vy, 1 < i <5, 1 < j'" < p, vetores da base canonica de R*”. Dado t € R,
podemos escrever t = Zti’,j’vi’,j“ Considere i, € {1,...,s} tal que [a]:(7) € Ry e
1// ]/

Yy 5 definida como acima. Assim, ¢y ;([a]1(7)) = ej e ¥y 5 ([b]1(x)) = 0. Para algum

y B B
1 < jo < p, escreva vy o, by o= ko € Yy i = 1y,. Dessa forma, temos

(]
dyg :
20 (6) = iy (ah () — Gy (B () + Tim (D, S,(w, ) = Dy Sy, b51)
20>Jo
= €54 +nh_>rgo(Dtk0Sn($7@§ t) - Dtkosn(x7l_7§t))'
(4.6)
Seja agora W C R o espago gerado pelo conjunto {v%’j/}, 7 =1,...,p. Note que
p p
dim(W) = p. Tome v = Z aj vy g um vetor unitdrio em W. Assim, ||v||* = Z a? = 1.
§'=1 j'=1
Temos »
[1Dg(&)v][ = 11D ajr(Dg(t)(viy )]
=1
p
dg
=112 e (g~ ®)l
J'=1 0

Por (4.6)), podemos escrever

p p
1DgOVI = 1 apley) + " ap(lim (Dy, |, Su(rast) = Dy, S, b))

j/:1 ]/:1

p p
> 11 aglen)ll = 11D ap(lim (D, ,Su(w,a:t) = Dy, Sue,b:4)))]
jlzl J/:1

p
E ai, =1 e escrevendo
=1

p
Note que || Z aj(ej)|| =

j'=1

P = lim (Dti{)’j/Sn(x,g; t) — Dtié)’j,Sn(x,l_); t)),

n—o0
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temos ,
1Dg(t)v|| > 1= Y a;(Py)
=1
Vale que
1Pyll = I Yin (D, |, S, 58) — Dy S, b5 8))]

< lim [|(Dy, ,Sn(z,a;t)[| + Lim [[(Dy, Su(z,b;t)]-
n—o00 o n—oo i0sd

Usando (4.5)), segue que

2)\maz
g < —m———.
1Pyll < e
Assim,
p p 2
I3 et < (S el 1201 )
Jj'=1 J
p
2)\maz
< (St (122)
iz
2
2)\max 2 &
< (1_)\ ) <Z|aj/|>
mazx Ji=1
2)\max 2 p ) p )
< () () (e
max j'=1 ji=1
2)\max 2
< {7 3 D-
Ou seja,

Portanto, temos
IDgteml = 1 (125 ) v

E, tomando o infimo sobre todos os vetores unitarios em W e o supremo sobre todos os

espacos W com dimensao p, podemos concluir que

2\ maz 1 — (14 2yP) \naz
m(Dg(t)) > 1 — (T) = (1_Af) .

Consideramos entao

(1 T (1 + 2\/_) maw)(l B mtzm)2
((3 - 2)‘max)( )‘ma:c) + M)

1}

0 < n < min{
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em que M é tal que ||D?v|| < M, e g restrita a bola B(0,7n). Além disso, notando que
l|lt]] <n <1, temos

g0l < T [[S,(e,as 6)]| + lim (1S, b 6)]| + 3 [l (lali (2)) — (s (2))]]) < 4

k=1

IDg(®)]] < lim [IDS,(x,a:6)]|+ lim (DS, (b 0)] [+ 3 el [ (s (2) — ([ ()] )

Observando (4.1)) e usando os mesmos argumentos das estimativas (4.3) e (4.4), chegamos
em \
|DS,(z,a;t)|| < —25—, Von.

11— )\max’
Assim,
2)\max 2
Dogt)|| < —4mm™mM4+2= ————
D9l € 75 +2 = 7 —
Agora, note que
D?*g(t) = lim (D*S,(z,a;t) — D*S,(z,a;t)). (4.7)

n—oo

De fato, temos

D*S,(w,a;t) = DZv ([Q]l(x), Sn-1(lali(x), 0(a); t) + Ztk%([a]z(w)))

D.v ([2]1(96)7Sn—l([@]l(ﬂf),a(a);t) + Ztk@/)k([g]z(ﬂf))) (D*Sn-1([a]1(x), 0(a); t)). (4.8)

Como v € C",r > 2, logo existe M > 0 tal que ||[D?v|| < M. Escrevendo A, =

sup || D%S,,(x,a; t)|| e passando a norma na igualdade acima, chegamos em

A 2 M
An <M | —— 1 )‘ma:cAn— = 77 1 o /\maa:An— .
o (1 - )\max * ) + ! (]— - /\maac)z * !
Usando a desigualdade finitas vezes e notando que A; < M < m, temos
M M)\maz M(Ama:v)nil

A, < et —.
- (]- - )\mar)Q * (1 - /\mam)2 * * (1 - /\mam)2
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Logo,
M
A, < —F——, Vn.
- (]- - )\maa:)3 "
Assim, temos (4.7) e concluimos que
2M
Dg(t)|| £ ———.
1020 < T

Desta forma, temos que

1 M (3 = 2Amaz) (1 = Anaa)® + M
. <2(2 =2 '
HgHC N < + (1 — )\max) + (1 - )‘max>3> ( (1 - )\maz)s

Note ainda que

dlam(B(O,Tl)) = 277 <2 <<1 — (1 + 2\/5))\771(1:1:)(1 - Amam) >

8((3 - 2/\max)<1 - )‘max)Q + M)
(1 — (14 2\/]_)))\,%35)

. 1-— )\mam
B A (3 = 2N naz) (1 = Apaz)? + M\
(1 - )\max)?)

Podemos entao aplicar o Lema para a aplicagao g, com U = B(0,7),

(3 B 2)\max)(1 - )\maaﬁ)2 + M
(1 - )\max)g

Qg =

s (1 — (14 2¢/D)Amax

). Logo, existe K > 0 tal que para qualquer r» > 0, temos
1- )\maa;

mp(g~ (B(0,7))) < K77,
isto é,
msp({t € B(0,n);[|S(z,a;t) — S(z,b;t)|| <r}) < KrP.
Portanto, {1} }¢ ¢ transversal.
[

Uma vez que existem familias transversais {7} }+, estamos interessados agora em calcu-
lar a dimensao de Hausdorff do conjunto Ar, (x). Para isto, calcularemos antes a dimensao
da projegao do atrator ps(Ar, (z)). No que segue agora, provaremos alguns lemas que serao

importantes neste sentido.

Lema 4.1. Para todo t € B(0,m) C R*, todo a € I®(x), com x € T, existe constante
K; > 0 tal que para todo n > 0, wvale

oIl || D-v¢ ([a]n(x), 0)] ekl
= IDor(@.0) =

(4.9)
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Demonstra¢ao. Sendo t = (t1,...,tx) e 1 as fungoes dadas pelo Teorema , note que

para todo n > 0, temos

[1v¢ (laln(2), 0) = v*(la]n(2), 0)]]
= Jv(lah (), v([al2(x), .. v([alnr (@), v([ala(2), 0) + D tithe([alu(2)))

+ > te(laln1 (@) + ) + Y t((ala(2) + D tetbi((ali (@)
—v(lali(z), v(lal2(), ..., v([aln(2), 0)))]]-

De modo que, pelo teorema do Valor médio, vale

175 ([aln(2), 0) =" ([a]n(2), 0)[] < Amaallv ™ ([ala (), 0)—2" H+Z [kl ([ (e

< Amaallvf ™ ([a]n (), 0) = " ([a]n(), 0)]] + Ko [¢]]

para alguma constante K, > 0. Assim, aplicando a desigualdade acima um ntmero finito

de vezes, chegamos em

10 ({au(x).0) ~ v"(d ( A )K2||t||<1K2”t” S (0

k=0 - )\max

Para k£ =0,...,n — 1, vale que
|| Dave(vg (a]u(), 0)) = Dov (v ([ala(2), )| < (| Davie(vg (la]u(2), 0)) = Dar (v ([a]a(), 0))|

+ [1D2v(v ([aln(2), 0)) = Dav(v*([a]u(2), 0))]]

< lve=vller+ A masl v (la)a(2), 0) =" (la]a(2), 0)]].

Usando (4.10) e notando que ||y — v||cr < Ksl|t]|, segue que

K| [t][Amaz

|| D2 (v ([a]n(2),0)) — Dov(v*([a]n(2), 0))|] < Kul[t]] + 1= Maw

(4.11)

onde K, = max{ K5, K3}. Agora usando que log (Hu”) < ||u|—|v||’ temos

[[o]]
tog 1P:=ve (v ([aln(@), DI _ [I1D:v4(ve([aln(x), 0)) — Dav(v*([a]u(z), O)I
(z

® ID-v(v* (al (), 0))]] | D-v(v*([a]n (), 0))]]
Por (4.11) e denotando inf ||D,v(x, 2)|z|| = A\min, temos entao que

1D (v (el (@), O]
R ARG

1 e e L. (112)

1 - /\max

z)II)
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Portanto, usando a conformalidade e a Regra da Cadeia, temos

L (1og 1D=v2 (ln(), o 1D ([a)n (@), )]
n(lgHDzw([Q]n(x), ) (Z 8D [a1n<x>,o>>||>

<2 (S () )

_ 1
O e v L1

) segue o resultado.

IN

Tomando K1 Z ()\mm)_lK4 (#

0
—€ lOg )\ma:r;

Ki(2a +¢)
constante no Lema[4.1] entio para todo t € B(0,1m) e a € I*°(z), vale que

Lema 4.2. Para 0 < ¢ < min{p,sop} e a > 0, se n < em que K, € a

1D (la)a(2), O] < |D-1"([aln(), 0)]| 5.
Demonstragdo. Pelo Lema [1.1] temos

1D (lalu (), 0)|+2 < eI D D, ([a] (), 0)]|* 2

< enKllltH(a-F%)()\mm)NE

D.vi ([a]n (), 0)[]*.
—elog M\ ax

O resultado entao segue do fato que |[|t|| < Ki2ato) O

Usaremos para provar o proximo Lema um resultado de Teoria da Medida: Se p uma
medida positiva o—finita em uma o—dlgebra de algum conjunto X, f : X — [0, +oq]

funcao mensuravel entao vale que

+o0
/Xf du :/0 p{x e X @ f(x) > t})dt. (4.13)

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada na referéncia (22)), pagina 172.

Podemos agora enunciar e demonstrar o seguinte:

Lema 4.3. Se {T;}ere € uma familia transversal, entio para todo B € (0,p) existe uma
constante Ko > 0 tal que para todo x € T' e para quaisquer a,b € I1*°(x), com [a]; # [b]1,
temos

/ dt .
B |[S(@,at) — S, b )[)f =7
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Prova: Fixe um x qualquer em T! e sejam quaisquer a,b € I*°(x). Usando a equacio

1
418), com X = B(0,n), = mi, (y) =y e f(t) = o g
escrever o -

7 podemos

dt /OO 1
= mi(1t € B(0,n) : > y})dy.
géwﬂwm@w—sugww M E€BOM) e e s r P WY

Para r > 0, escrevemos y = 7~” e assim, por mudanca de varidvel , temos

e B0 g >

:ﬁAWmAﬁeBMW%HﬂLQQ_Suéﬂm<rbwOﬂwm

o
= ﬁ/ mi({t € B(0,7) : ||S(z,a;t) — S(x,b;t)|| < r})(r~B+D)ar
0
+5/ mi({t € B(0,7) : ||S(z,a;t) — S(x,b;t)|| < r}) (B Dar.
T0
Usando o fato que {7} }yegre ¢ uma familia transversal, podemos estimar

5 [ e € BO.0): [18(e.0s0) = S(e i 0l] < )

< BK /TO rP= By = BK(rg_B)(p - B < .
0

o0
Como 1+ g > 1, temos que / =B+ dr < 00 e com isso temos também

To

5/00 mi({t € B(0,n) : [|S(z,a;t) — S(z,b;t)|| < r})(r"T)dr

< ﬁmk(B(O,n))/ r~ B dr < 0.

T0

O que conclui a prova. [

4.2 Dimensao de p(Ar,(x))

Considerando a dinamica T : V' — V, dada por Ty(x,y, 2) = (p(z), ¥(z,y), n(z, 2)),

k

com vy(z,2) = v(x, z) + Zti%(x) em que ¥y, ..., € C®(T' RP) sao a aplicagdes como
i—1

no Teorema .t = (t1,...,t) € B(0,n) C R*¥ com 1 > 0 suficientemente pequeno tal

que a familia {7} }¢ é transversal. Definimos para cada = € T o seguinte conjunto

Ammz<rwwv0mmw»

n>0
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Vamos mostrar que
dimp (p(Aq, (x))) = sop

para quase todo t € B(0,7), em que sy é o tnico valor tal que P (o, s0¢) = 0. A desigual-
dade
dimy (p(Ag () < sop, Vo e T e VtecB(0,n)

foi obtida no Capitulo 3 na Secao |3.4.2]

4.2.1 Calculo da cota inferior via potenciais

Usaremos os seguintes conjuntos no calculo da cota inferior de dimy (p(Ag (2))) :

An ={(a,b) € I(x) x I*(2) : [a]n = [b]n € [a]nt1 # [bnsr}

Ase = {(g,0) € I™(x) x I*(x)},

e, fazendo [a],(z) = ',
Ana = {(a,b) € Ay, : [a]n(7) = '},

Observagao 3. A importancia dos conjuntos acima estd no sequinte fato
I°°(z) x I*°(x) = (UA”@'> U(Aw)- (4.14)

Observacgao 4. Dado x € T', considere i, como na Segdo . Note que para todo k wvale
que

AwCDy= | (War, o] x [La1, i)

at,...ak

(e X p1a)(Dr) = Y (pa([L 01, 0i]) (1([1; 01, 1))

at,...ak

< N*CF|| D" ([a]n (), 0) |7
< CH(NAZ,L)F.

max

Como estamos considerando \paz < N’%, temos (NX2,,.)* < 1. Logo, (e X 1) (As) = 0.

max

O préximo Lema relaciona os termos S(z,a;t) e (S(2',0™(a);t). Importante notar
que se (a,b) € A, entao [0"(a)]1 # [0"(b)]1.
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Lema 4.4. Se (a,b) € A, entdo vale

15(2, a; ) = Sz, b; )| = K7 (|[D:v ([a]a(), 0)) [[(S(2', 0™ (a); t) — S(a, 0™(b); B
(4.15)

para alguma constante K7 > 0.

Demonstracdo. Inicialmente note que, pela conformalidade de D,v, para z € T vale

1 Dv (2, 2)||7F = [[(D2v(x, 2)) 7| e assim
(2, 21) = v(@, 22)|| = (|| D=(2, 20)|)[[ 21 = 22|

onde (z, zp) é um ponto em que ||(D,(z, z))"!|| ¢ mdxima . Note ainda que

S(z,a,t) = lim (Sp(z,a;t)) + > te([a)i ()

em que
Sn(w,a;t) = v([a)i (), v([alo(), .., V(a1 (2), v([ala(2), 0) + Y trtin(lalu(2)))

+ Ztkwk([ﬁ]n—l@))) +..)+ Ztk%([ﬁ]z(?ﬁ)))

= vi([a)i(2), Sm-1([ah (), 0(a);1)).

Uma vez que (a,b) € A,, temos [a];(x) = [b]1(2), ..., [a].(x) = [b].(x) = 2/. Como

D.v(x, z) ndo depende de t as consideragoes acima ainda s@o vélidas. Assim, segue que

tomando m > n, temos
[ (2, @3 ) =S (2, b5 )| = [|1(lali (2), Sm-1(lali(2), o(a); t)) —re([b]1 (2), Sm-r([b]1(2), o (b); )]

> ([[D-ve(lali(2), 20)[DI[Sm-1([a) (), o(@); ) = Sm-1([L]1 (2), o (2); )],

onde ([a]i(),2z1) é o ponto em que ||(D,v¢([al1(x),.)) || é méximo. Logo, procedendo

desta forma n vezes, podemos concluir que

[Sim (@5 t) = S (2, b; t) || =

||Dth([Q]k(x)vzk)||> 1Sm-n(laln(x), 0™ (a); t)) = Sm-n([bln(x), o™ (B); t))]]

| Davg! ([a]n (), z0)[]) |Sm-n([aln(2), 0" (@); ) = Smn([b]n(2), o™ (0); £))]]-

Fazendo m — oo, temos

15(z, a;t) — S(x, b t)[| = ([|1D=14 ([a)n (), 20)I]) [|(S (2", 0™ (@) £) — S(2, 0™ (B); )]
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Note agora que, usando o andlogo do Lema para D,v;, existe constante Ky > 0

tal que

n p
gt < DA @Ol
1D2v (a]n (), 2n) [P
Portanto, existe K7 > 0 tal que

15 (2, a;t) = S(x,b; )| = K7 ([|D-vg (la]n(2), 0)I[) [1(S(2', 0" (a); t) — S(a', 0™ (b); b
O

Para mostrar a outra desigualdade iremos usar um método que utiliza convergéncia
de integrais envolvendo potenciais. Uma distribui¢ao de massa é uma medida boreliana
finita. Para g > 0, definimos o f— potencial em um ponto z € R" devido a uma

distribuicao de massa p em R™ como

du(y)

2@ = [ ey

A f—energia de u serd dada por

0= st = [ [ G000 (4.16)

O proéximo resultado relaciona a dimensao de Hausdorff com a integral em (4.16[). Sua

demonstragao pode ser encontrada em Falconer (7)), pp.71-72.

Teorema 4.2. Seja F' um subconjunto do R™. Se existe uma distribuicao de massa j1 em
F com I5(u) < oo, entdo HP(F) = oo e dimy(F) > B.

Observacao 5. Quando o conjunto F' = F(0) depende de uma parametro 0, se pudermos

definir uma medida g de distribui¢cao de massa em Fy e se para algum [ tivermos

dpig(z)dpe(y)do
Is( 10 d@—/// < 00,
/B ||z —yll?

entdo I5(pg) < 0o para quase todo 0 e assim dimpy F(0) > 5 para quase todo 6.

Vamos considerar a distribuicio de massa em [*°(z) para cada x € T! como sendo a
medida definida na Secao [3.5]
Afirmamos agora que p, determina uma medida finita em po(Ar, (z)). De fato, para

cada z € T' fixado, defina a aplicagio h, : I*®°(z) — {z} x R? por

heg(a) = (z,5(z, a;t)). (4.17)
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Note que hy(I°(x)) = pa(Aq(x)). Vamos identificar de modo natural {z} x R? com
R? e escreveremos apenas h, ¢(a) = S(z,a;t). Definimos a medida v, em po(Arp (x)) pelo

“push-forward”
U(E) = (ha ) (1) (E) = po(h g (E))-

Assim, se f é uma fungao mensuravel limitada, entao

[ rav.= [ i) = [(Fordp. (4.15)

De posse das distribuicoes definidas acima , estamos aptos agora para calcular a cota

inferior e o faremos usando o teorema a seguir:

Teorema 4.3. Sejam x € T! e {Tt}teB y familia transversal . Entao para qualquer € >
0, existe 6 > 0 tal que para quase todo t € B(0,6) C B(0,7), temos dimpy(p(Ar,(x))) >
sop — € para todo x € T'.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que para todo € > 0 tal que sop — € € (0, p), temos para

algum 6 > 0 o seguinte

/ oa)/ / <||S (z,a;t) — ;( , ;t)”sop—e) dpg(a)dp.(b)dt < oco.  (4.19)

Com isso, teremos

1
dpg(a)dp.(b) < oo
/I°°(a:) /mx) (IIS(IE,@;t) - S(I,b;t)llsop‘5> (@) dps(b)

para quase todo t € B(0,0). Dal, fazendo a mudanga de varidveis y' = h, t(a) e 2’ = h,(b)

e usando (4.18)), segue que

1
d pz(a)d p.(b
Jrow e (nSmt) S pge) @
oo o (=t s
= ’ /|| sop—e VY Vzl2 0
pa(Br, () Jpa (A (@) \ Y = 27[[*0

para quase todo t € B(0,d). Portanto, pelo Teorema teremos dimgy(p(Arg,(2))) >
sop — € para todo € > 0.

—el )\maz
Sendo assim, para cada € > 0 tomemos entao 0 < § < min {77, w}, onde
K1(2s0p — €)
K, > 0 é dado pelo Lema

Voltando a integral em (4.19) e trocando a ordem de integragao, temos

1
dpz(a)dp,(b)dt
/13(0,5) /IOO(JU) /I“(x) <||5(fv,@;t) - S(I,b;t)HSOP‘e) @) dps(b)
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/ / (/13(05 |S(x,a;t) — ;(;p’l_);t)nsop—e dt ) d piz(a) d 1 ()

Usando (4.14)) e depois o Lema 4.4 podemos rescrever a ultima integral tripla como

Z// (/ B0 |S(x,a;t) — }9( ;t)HSOP*Gd )dﬂx( ) d 112(b)

n>0

> x/ oo T~ ;<x,@;t>nsw—e o ) dula) i
<Y X UIDA o) 0l

n>0 ¢ 'Ep— )

(//AW/ (/13(0,5) IS (2!, 0m(a); t) — ;(.r o (b); t)[[%or~ -dt )dﬂz( )dﬂx(b)> )

Usando o Lema para a = sgp — €, temos a ultima expressao acima é menor ou igual a

(KDY > (D" ([ala(2), 0)I])

TL>O T E(p "(m

</ /An </B(o,5) 1S(2',0m(a); t) — ;(x/ o (b); 6) [P dt )dux( )dux(b)> .

Note agora que [0"(a)]; # [0"(b)]: e assim, usando o Lema [4.3] existe K, > 0 tal que

1
/]3(0,17) |S (2", 0™ (a); t) — S(a’, o™ (D); t)]|oP—*

€
80p+_

dt < K.

Logo,
€
Sop+_

KDY Y (1D ([da(),0)l])

n>0x€gp ”x

</ /An,,/ </B(o,6) |S(a',0m(a);t) — ;(m’ o (b); t) [P dt >dﬂx( )duz(b)>

KT 3 (1D, 0 5(// dum@duz@)

n>0 x E(’p

K* s0p— 6KOZ Z max |D v ([ ] )70)”)73017 (//A /d#x(g)dﬂx(b))

1’L>0 xT €4p

K* Sop— EKOZ Z maac ||D l/n([ ||50p (// d,U/x dﬂm(b)>

n>() €T EQP_n
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= (K" Ko Y (Aas) 2 Z HDV”<H G (// d pie(a dux(b)>.

n>0 T'EpT

Observe agora que para cada ' € ¢~ "(x) o conjunto A, . estd contido no conjunto
Co(2') =[1,aq,...;a,] X [1,a1, ..., ay)

conforme o itinerario de z’. Note ainda que por (3.34)), temos

1
|| D.v"(la]n(x),0)][sor —

para alguma constante Cj > 0. Assim,

< C5(pa([1; a1, ey an))) !

(K1) Ko ZMmaw)? Z HD v([a ] DIEE (// 1d pe(a dﬂx(b)>
< (K7)™" Ky Z(Amaﬂc) 2 Z O* (1z([15 a1, ..y a ]))_1(,“1‘ X ) (Cr ("))
< C5(K)™ Koy (nar) 2 D ptalllian, o))

n>0 ' €p—n(x)

Como para alguma constante K’O temos

Yo te([lar e an)) < pe(I%(2) < Ko,

a'Ep~"(x)

segue que escrevendo K = C3(K?)*P~<K K, chegamos em

1
d pto(a) d pe(b)dt < K maz)
/ (0,6) /00(;(; / <||S l’ a, t) S( , ;t)”sop—e) ( ) ;

como queriamos demonstrar.

Teorema 4.4. Sejam x € T' e {Tt}teB(O,n) familia transversal. Entao
dimpy (p(Az,(x))) = sop

para quase todo t € B(0,1n).
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Demonstra¢ao. Suponha por contradigao que existam um € > 0 e um subconjunto T'(¢) =
{t € B(0,7n) : dimy(p(A¢(z))) < sop — €}, com my(T(e)) > 0. Considere agora ty ponto
de densidade com respeito a medida de Lebesgue my em T(e¢). Existe entao dp > 0 tal
que

my(T(e) NB(tg,d)) > 0 para todo § € (0, | (4.20)

Note que todo t* € B(tg,d) pode ser escrito como t* = t + to, em que t € B(0,0).
Concluimos por (4.20) que o conjunto de pontos em B(0,0), § € (0, Jy], para os quais

dimp (p(A¢g1e(7))) < sop — €
tem medida positiva. Mas o Teorema fornece 0 < 0; < dy tal que
dimp (p(A¢o1¢(x))) = sop — €

para quase todo t € B(0,d;), o que fornece uma contradigao. ]

4.3 Demonstracao do Teorema A

Demonstracao do Teorema A . Seja

1 1
0 < Mpaz <min{ ——— N~ min{p2} 5
{ 1+2/p }

Considere {T}te(o,y familia transversal e note que sy < 1. Uma vez que aplicacdo

p:V — A é Lipschtiz continua, segue que
dimg(p(Arz,(2))) < dimg (Aq(z)), Vo eT, VteB(0,n).
Vimos que dimy (p(Ag, (2))) < sop, ¥ o € T, ¥t € B(0,7) e o Teorema 4.4 nos diz que
dimp (p(Az,(x))) = sop,
para todo x € T! e quase todo t € B(0,7). Portanto,
dimy (p(Ar,(2))) = sop e dimy(Arp(z)) > sop
para todo x € T' e quase todo t € B(0,7). O Teorema fornece
dimg(Ar, (z)) < sop, Yz €T, VteB(0,n).
Usando agora a desigualdade em (|3.6) e o Teorema segue que

dimp(Ar,(z)) = sop
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para todo x € T' e quase todo t € B(0,7). Isso prova a primeira parte do Teorema A .

Podemos concluir do Teorema |3.3| que
dimg (A7) <1+ sop.
Considere agora
Ey = {(z,t) € T' x B(0,n) : dimy(Ar,(z)) = sop} .
Seja E§ o complementar de Fy e 1 EC @ funcio indicadora em E§. Denote
(B5)e = {t € B(0,7) : (w,t) € E§}

(ES) e ={x €T : (z,t) € E}.

Note que, usando Fubini, temos

B(0,7) T T! B(0,n)
:/ Odz =0.
!

Logo, / 1igey, dz = 0 para quase todo t € B(0,n). Ou seja, existe Y C B(0,7) com
T

medida total tal que para todo t € Y, quase todo x € T' tem a propriedade (z,t) € Ej.
Assim, dado t € Y C B(0,7), tome 79 € X C T!, com X tendo medida total em T!

e tal que (xg,t) € Ey. Aplicando o Teorema para F' = A, E = B(zg,r), com r >0

pequeno, L,, = {x¢} x R x RP e como dimy (Ax, (7)) = dimg(F N Ly,) > sop, segue que

dlmH(ATt> > Sop + dlmH(B<£L‘0, 7“)),
isto é,
dlmH(ATt) > Sop + l.

Por fim, usando a desigualdade em (3.6) e o Teorema , segue que

dimB(ATt) = Sop + l.
m
Observacao 6. Acima, ao aplicar o Teorema[3.1], estamos considerando a identificagdo

natural do toro T' com E = [0,1]' C R'. O atrator Ag, € identificado com um subconjunto
de [0,1]' x R x RP, que estd contido em R“FIHP,



(s

5 DIMENSAO DE HAUSDORFF DE ATRATORES A; COM TRANSVERSALI-
DADE INTRINSECA

O resultado obtido no Capitulo 4, embora seja genérico, nao fornece uma condicao
explicita sob a qual é valido o calculo da dimensao de Hausdorff para o atrator. Neste
Capitulo forneceremos condigoes explicitas para termos a cota inferior para a dimensao de
Ar(z), ou seja vale dimg Az (z) > sop para todo x € T', e com isso obtermos a igualdade
para a dimensao do atrator.

Tal condicao corresponde a uma condicao geométrica de transversalidade entre as
componentes do atrator. Também pediremos uma condicao de A4, ser suficientemente

pequeno (7,7) e outra de distorgao limitada da expansora ¢ (E3).

5.1 Condigoes suficientes para a cota inferior da dimensao de Ar(x)

Neste Capitulo vamos considerar T : V — V de classe C";r > 1, com V =T! x E x F

T(z,y,2) = (p(x),Y(z,y),v(z, 2))

definidos como na Segao [2.2] do Capitulo 2, mas exigiremos agora que 7' seja um mergulho
el >np.

Denotaremos por 7 o conjunto de todos os mergulhos T : V' — V de classe C", r > 1
descrito como acima. Além destas condigoes, a condicao principal é a de transversalidade
entre as componentes do atrator que é dada a seguir. Pela Proposicao[2.1] as componentes

de A sao variedades instaveis.

Definicao 5.1. Para j = 1,2, defina o conjunto 7? como o espaco de todas as T € T
1
2
distintas By, By de ArNm~(B), vale que as subvariedades p;j(By) e pj(Bs) sdo transversais

tal que para qualquer bola B em T' de raio menor que i e quaisquer duas componentes
em cada ponto de p;(Bi) N pj(Ba). Os conjuntos Ar, com T € T, serdo chamados de

atratores intrinsecamente transversais com respeito a p;.

Observacao 7. Lembremos que duas variedades X C Z eY C Z dizem-se transversais
no espaco ambiente Z e num ponto p € Z se, e somente se T,X +1T,Y =T,Z, sempre
quepe XNY.

Observacao 8. Abusaremos em alguns momentos da nota¢do ao escrevermos p(S(x,a))

e pDS(x,a) para denotar a componente em RP.
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Note que T : V — V estd em T, se, e somente se para qualquer bola B em T', de

raio menor que l vale

para x € B, a,b € I*°(x), a # b , sempre que p(S(z,a)) = p(S(z,b)).
Na continuagao denotamos 3 = (sup ||(Dg)~!|[)~" e B = sup(||Dy||). Considere os

seguintes conjuntos

(T €T  Aaw < N2} 0 B = {T e T: (B) < N3(B)).

Temos FEj} # (), pois endomorfismos lineares expansores cujas matrizes sao multiplas

da identidade satisfazem a condicao dada em Ej quando [ > p. Definimos o conjunto

( 2log(N) _p) (210g()\mm)>
Tt = 3T € B 0T : A < (3)(8) \O8EAma) ™) )\ log(N)

(5.1)

Se T € T, entao N? (é) 7 (Amaz)? < 1 e isto implica em
log(NQ(é)_p(/\mw)p < 0.

Alem disso, é valido o seguinte:

PEEEN Gy
A < | (B)(3) (877

2log(N) | p)

= tou(hnur) < (S5 ox | B (o

log()‘maz) —\ 210g(N) — plog(é()\maw)—l)
21og(Amin) ~ log(N) (log(ﬁ) + ( 108(8(Amaz) ) )10g(ﬁ)>

_ — [ 1og(N?B7P(Aaa)?)
~ o) <log(ﬂ) + ( 10g(3(Amaz) ™) >log(é)>

_ 1 (log(B)(10g(B(Amar) ")) + log(N?B ™" (Amas)”) log(B)
log(N) log(B(Amaz) ™)

_ 1 log(f)! (log(B~ (max) )) +10g(N2B7"(Amaz)?) log(5)
log(N) 108(5 7 (Aas)?)
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o ((bg(ﬁ)l—log(é)‘p)(10g(N2§"’(Amm)”)—210g(N)10g(5)l>

~ log(N) 10g(87"(Amaz)?N?) — 2log(N)
llog(B) — plog(B) [log(3)
_ 21og(N) log(87"(Amaz )P N?) 2log(N) log (87" (Amaz)PN?)
log(N) log(87"(Amaz)PN?) — 21log(N)

llog(B) — plog(B) | [log(P)
2log(N) 10g(87" (Anaz)PN?)

<1og<ﬁ—p<Amax>pN2> —~ 2log<N>>

2log (8P (Amaz )P N?)

llog(B) — plog(B) | [log(B)
_ 2log(N) log (87" (Anaz)PN?)

1 21og(N)
2 2log(B P (Amaz)PN?)

Portanto, se T' € 7,, entao vale que

log(B) —plog(B) | 1log(p)
2 log(N) log(g_p()‘mar)pNQ) IOg()\mam)

1 21og(N) = 210g(Aan)
2 2log(B P (Amaz)PN?)

(5.2)

Considere entao o seguinte nimero positivo

llogg—plogﬁ llog 3
2log N B log(N2B7"(Amaz)?)

Ho = 1 log N
2 log(N?87"(Amas)?)

e defina o intervalo

. llog 3 — plog 3 i
Note ainda que gy > = | e que se > [, entao vale que
2log N

plogN —llog3  llogB —plogB p
5

108(N25 " (Apas)?) 2log N (55)
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Os conjuntos definidos acima nos dao condicoes para que tenhamos as desigualdades
contrarias expostas nos Teoremas e 3.3, obtendo assim as dimensoes de p(Ar(z)) e

Ar(z). Sendo assim, para estes conjuntos, provaremos os seguintes resultados:

Teorema 5.1. Tome T' € T,° NT,**. Entdo para qualquer x € T' teremos

dimy p(Ar(z)) = sop.

Teorema B. Seja T € T,° NT,*. Entdo para cada v € T, vale que
dimp(Ar(z)) = dimy (Ar(z)) = sep.
Isto implica que

Observagao 9. A suposicio de que T € um mergulho € apenas para evitar dificuldades
técnicas na Secdo 5.4.1. Se T nado € injetiva, podemos considerar uma aplicagcdo F : T' x
ExFxD —T'x ExFxD de classe C", da forma F(z,y, z,w) = (T(x,y,2), \w+ f(z))
que seja um merqgulho. Neste caso, a Secao 5.4.1 ¢ vdlida para F e sequem o0s resultados

deste Capitulo para T.

5.2 Sobreposigoes em 7™ (V)

Definicao 5.2. (p-Sobreposi¢ées) Dado ¢ € E,,q > 1, considere T, e para algum
m > 1 considere duas componentes de T™(V) N7~ (Te), isto é, duas palavras a,b € &,
com ay # by. Chame de Z, e Z, tais componentes. Diremos que o par (Zy, Zy) € uma
pj—sobreposicao de T™ (V') sobre T, quando p;j(Z,) N p;(Zy) # 0 e

m(p]D(S(.CE,Q)) - p]D(S(.CE,Q))) >0

para todo x € T,.
O conjunto B = Buy. C T tal que w(p;j(Za) N pj(Zy)) = B serd chamado de m—
projecao da p;,—sobreposi¢cao do par (Z,,Z).
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Daqui por diante vamos considerar T' € 7, e Ar o atrator que é intrinsecamente
transversal com respeito a p.
Antes de seguirmos, note que com demonstragao semelhante ao Lema [2.1], temos que

vale :

Lema 5.1. Sejam (z,y,2) € Ar e a € &, tal que (x,y,2) € Z,, onde Z, é a componente

descrita por a. Entao existe o € Ex, com Tp(ax) = a e E%(z,y, z) = graf(DS(x, a)).

Ou seja, os graficos de DS(z, a0 ), oo € 17°(x), fornecem as diregoes instéveis em cada
ponto (z,y, z) € Ar. Pela unicidade da variedade instavel, concluimos que os graficos de
DS(z,a.) fornecem as variedades instdveis. Além disso, pela Proposigao segue que o
atrator é a uniao dos gréficos de DS(, a), oo € Eno-

Iremos fazer algumas observagoes importantes a respeito da condigao de transversali-

dade que serao utilizadas nos resultados sobre sobreposicoes mais adiante. Sao elas:

Observacgao 10. Sejam E., F subespacos transversais. Denotamos
L(E,F) =inf{£(u,v) :u € EN(ENF)*, ve FN(ENF)* e ||ul| =|lv|| =1} € (0, g]

Sety = (z,y1,21), ta = (x,ya, 22) estao em Ar e em diferentes componentes de T'(V)N
D(x), entao d(ti,t2) > dy. Considere

Ap ={(t1,t)) € Ap x Ap = d(ty,ty) > dy e p(ty) = p(ta)}.

Como Ar € compacto, seque que Ar também é compacto. Defina a aplicagao:

(t1,t2) € Ap — L(p(E"(t1)), p(E"(t2)))

Note que esta aplicagao € continua, pois € a composicao de aplicacoes continuas. Seque
entao da transversalidade intrinseca de Ar que existe rg > 0 tal que £L(p(E"(t1)), p(E*(t2))) >

To.
Observacao 11. Para u,v, com ||lul| = ||v|]|=1 e 0 < L(u,v) < g, vale que

1
5 (L) < flu—vll < V2 (£(u,0)).

De fato, escreva 0 = £(u,v). Temos cos(f) = (u,v) e sen?(0) = 1 — ((u,v))* < 0%
Dat,

= o] = 2(1 — (o)) = 2= Qo)) 207

— < V20.
1+ (u,v) _1+(u,v>:>Hu ol < v2b
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Agora, note que

6, 1—cos(0) 2(1—{(u,v)) |Ju—n|?
2V _ _ U _ vy _ llu—vf]
sen™(3) 2 1 1 D 2

Como, 0 < 0 < g, seque que

Assim,
0 0 1+ (u,v) 6 6 0. ||lu—0l
N 5 2(:05(2)_5611(2) 5

De posse destas observagoes e do Lema [5.1], passaremos agora a demonstrar uma série
de resultados que nos levarao ao que chamamos de Lema geométrico na préxima Segao.
A importancia do Lema geométrico reside em permitir a construgao de um subconjunto
de T' em que para cada x teremos um conjunto A’.(x) no qual poderemos obter a cota

inferior da dimensao de Hausdorf.

Lema 5.2. Eziste uma constante co > 0 e m > 1 suficientemente grande para o qual vale
o sequinte: Dados a,b € I"™(x), com x € w(Ar), tais que ay # by e p(S(z,a)) = p(S(z,b)),
vale

Co

Demonstragao. Note inicialmente que a; # by indica que (z,S(z,a)) e (z,S(z,b)) estao
em diferentes componentes de T'(V) N D(z). Como p(S(x,a)) = p(S(z,b)), segue da
Observacao [10| que existe ¢y > 0 tal que

L(pE*((x, S(z,a))), pE*((z,5(x,b))) > co.

Sejam oo, bos € I°(z), dados pelo Lema .1l Assim, vale que E*((z,S(z,a))) =
graf DS(x,a5) e E%((x,S(z,b))) = graf DS(z,bs,). Para cada v € R! | com |[v]| = 1,
temos

|1 (pDS(x,a) — pDS(x, b)) v|| = || (pDS(z,a)) v — (pDS (2, ax)) v
1 (pDS(x, am) — pDS(x, b)) v
+(pDS(2,bs) — pDS(, b)) vl|

> [(pDS(z, ax) — pDS(x,bs)) v]|
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—|| (pDS(x,a) — pDS(z, as)) V]
~|[ (pDS(,boc) — pDS(z, b)) v]|.

Usando a Observacao [10] e o fato geométrico da Observagao [L1, podemos escrever

j%<ifmﬁwﬁmQ»MW%%wmﬁ5?4@&%%MMEW%M»
<1 (pDS (2, ao) — pDS (2, boo)) |- (5.6)
Tomando m suficientemente grande poderemos ter

(V2 — 1)
4

(\/§ — 1)00
—
Dai, para quaisquer ;,fy, b € I°(x) € a,b € I"™(x), segue que

1 (pDS(xa) — pDS (b)) 0| > o —2V2= Do _ 0

NG 4 2

Tomando agora o infimo sobre todos os v € W, e depois o supremo sobre todos os

1 (pDS (2, bo) — pDS (2, b)) ]| <

| (pDS(z, ax) — pDS(z,0)) || <

subespacos W C R!, com dim W = p, teremos
Co

m (pDS(z,a) — pDS(2,0)) 2 o

Corolario 5.1. Se T € T,*, entdo existem 6 > 0 e ¢y > 0 tais que para quaisquer duas
palavras a,b € I°(x), com [a]; # [b]1, temos que se ||p(S(z,a)) — p(S(z,b))|| <6, entdo

m(pDS(x,a) — pDS(z,b)) > c.
Demonstracao. Suponha por absurdo que o coroldrio seja falso. Assim, para quaisquer
o = 1 e ¢y = 1, k € N, existem palavras ag, by € I°°(z), com [ag]; # [b,]1 para os quais

vale

p(S(x, ax)) — p(S(x, bp))l| < 0k ¢ m(pDS(x,ax) — pDS(x, b)) < cx.

Por compacidade, existe uma subsequencia de k’s (que iremos, por simplicidade, de-
notar apenas por k ) tal que hin% = qg e lilgnb_k = by. Temos entdo que p(S(z,ao)) =
p(S(x, b)), com [ag]1 # [bo1 €

m(pDS(l‘,@) - pDS(QE,b_O)) =0,

o que contradiz o Lema [5.2] O]
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Proposicao 5.1. Existem um inteiro kg > 1 e um inteiro q tais que para todo k > kg
vale o sequinte: Se Dy e Dy sao componentes de T*(V) ND(zo) que estao em diferentes
componentes de T(V) N D(xg) e para as quais p(D1) N p(Da) # 0, entdo existe uma
p-sobreposicdao (Zy, Zy) em TH (V') sobre algum T., com c € &, D1 C Z; e Dy C Zy.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que para todo ky > 1, existam infinitos k' > ko
para os quais existem D} e D), componentes de T (V)NID(z¢) com p(D})Np(Dh) # O e que
D! e D} nao estejam contidas em alguma p-sobreposicio (71, Z;) em T* (V). Tome t;, €
p(D}) N p(DY) e considere a', b’ € I¥ (x4), com [a']; # [¥]1, que descrevem as componentes
D} e D), respectivamente. Por compacidade, podemos tomar uma sequéncia de (t;)}, tal
que existe o limite ¢ty = klim ty e existem palavras a,b € [°°(zg) com [a]; # [b]1, T (a) =
)

¢ ¢ m(b) = B para todo K. Segue entiio que p(S(ro,a)) = p(S(r0,1)) = to € p(Ax(x0)).
Usando 5.6}, existe ¢y > 0 tal que

m (pDS (w0, a) — pDS (w0, b)) > -

|8

e isto implica que
m (pDS (w0, ) ~ pDS (w0, V) 2 3
para k' suficientemente grande. Observe agora que temos

k-1
pDS(x,d') := Dyv(w1, 27) Do~ (1) + Y (][ Dav(s, 2)) (Dav (i, 27)) (D (1)) )
=2 j=1
em que z; = [@'];(2) € 27 = Vialii1(x) © - © Var(2)(0) € 2§ = 0. Vamos escrever, abusando da
notacao, apenas
k
pDS(x,d') = ( HDzV (25, 27))(Dav (@i, 7)) (D' (2:)) ™
=1 j=1

no sentido de que para i = 1 teremos D,v(x1,2¥)Dyp~!(x;). Agora, para v € R! com

llv|] = 1, note que

| (pDS(z,a') — pDS(t,a')) v|| = || Z ( LI Davj, ) (Dav (i, ) (D' (i)~

HD v(tj, 2))(D V(tuzz))(Dwi(ti))_l) gl

Z HD v(rj, 27) ) (Dav(wi, 27)) (D' ()~

Jj=1
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HDV D D) (D ()
HD v(ty, 25))(Dav (i, 27)) (D' ()~

HD v(t;, 25))(Dav (ti, 7)) (D' (t:)) )|

<3| (szu(asj,zf» - _H<Dzu<tj,z§>>> (Do ) (D ()
k i—1
4 ST Dt 20) (Do o)D) — (Delts ) (D 1)) ol

<> (H(DZV(ﬂfj,Zf)) - H(DZV(%%))) 1 11(Dav (@i, 2))HI(De' () =] o]l

j=1 j=1
k: .

+ZH HD v(ty, ) | (Dav(wi, 20) (D' (2:)) ™" = (Dav(ti, 7)) (D' () 7) |1 [0
Temos que existem Ly, Lo > 0 tais que

|1 Dov(@, 27) = Dav(ty, )1l < Lall(zs, 25) — (£, 25)|

1Dl ) = Doty ) < Lall(w. ) = (a5, 2011
Assim, vale que .
H(HDZV(%'» HDzw i IS
| (D.v(z1, 27) — D.v(ty, 21)) D, i/(xg,zg")Dzl/(xg,%) D.v(x;1, 2L )|+
|1 Dv(w1, 21) (Dav(w2, 25) — Dav(ta, 2)) Dov(ws, 25).. Dov (i, 27|+
o + | Dv (21, 27) Doy (e, 25) Doy (xg, 25)... (Dzl/(.’fvz 1,281) — Dov(tiza, 2 1)) l].

Ou seja,

i1 '
(] Dav(a;. 2) HDz¢ (6, 21 < Y La(hmaa) Il (25, 25) — (85, 2)I-
j=1
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Temos ainda que ||(D¢'(z;)) || < 8. Portanto, podemos escrever

|| (pDS(x,a') — pDS(t,a"))v|| < ZLz(Amaz)i_QLlﬁ_i (Z (x5, 27) — (&, g)||>

k

> Qonaa) ™ 1 (Dav(ai, 20)) (D' ()™ = (Dav(ti, 24)) (D' () 7) |

i=1
k 1
S ZL2<>\maﬂc Z 2L ﬁ (Z .Tj, J ]7 ])H)

=1

+Z (Amae) ™" (Dav(i, 20)) (D (23)) 7 = (Dav(i, 20)) (D (8:) 7|

+Z (Amae) ™ [(Dav (i, 20)) (D' (1) ™ — (Do (ti, ) (D (t:) 7|

k i—1
S ZLQ(Amaw)i_leé_i (Z ||(x]7zjm) ( Jo j)||>

i=1

Pelo mesmo ramo contrativo, temos z; = [a];(x) = ¢ 77 (x) e t; = [a];(¢t) = ¢ (). De

modo que
|z — ;1] < 57|z —1].

Vale também que

127 = 211 = [Ma)iss (@) © -+ © V() (0) = Viar)iys (1) © -+ © Var (1) ()]
< (M) |l[@’ ]i+1(fv) [@)ia ()]
+ (Amaa)[V@)isa(@) © -+ © Var(@)(0) = Viahipa) © - © V) (0)]
< (Amaz) B~V 2 — H

(Amaz ) |Vaiya(@) © - © Var(@)(0) = Var)isn(e) © - © Var(1) (0)]]-

+

De onde, continuando o processo, podemos concluir que
k—i—1

N )\maxﬁ_(i+1)
l2r =21 < > Amae)” Bz — 1] < (Tﬁl ||z — ¢l
j/: mal’_

Dali,

(25, 27) = (g, 2| < B —t][ + W ||z — 2]

k
+ Z (/\maﬂc)l_l Llﬁ_lei —til| + Z O‘maz)z_l La||(wi, 27) — (i, z)||ﬁ g
=1
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E com isso , temos

[ (pDS(x,a’) — pDS(t,a’)) ||

k ‘ i Aoy 30D
<D Lo(Anaa) LB (Z@“’ + (ﬁ) )| tll)
=1 max /X

J=1
k

+ Z ()‘max)i_l Llﬁim‘ |z — |

=1
=1

k | | 5t Amaz3
< Lo(Amaz)' "2 L1~ (( == ) (1+ <—__>)||37 - t||>
; 2 1= 1-— B ! 1-— Amawé !

k L D
D (Amaa) ™ LB ((él + (W>>H:v —tH)

k

+ Z ()‘ma:v)i_l L1£_2i| |z — ]

=1
i i— _9 )\maxﬁ_l
+izl(>‘max) "L ((1+ (W))Hx—ﬂo :

Como )\mwﬁ_l < 1, segue que existe L > 0 tal que

| (pDS(z,d') — pDS(t,d'))v|| < L||x — t|| para x,t € T e ¢’ € I*¥(z) N I*(¢).

[ (g(x) = g(t))v|| = || (pDS(x,d") — pDS(x,V') = (pDS(t,a') — pDS(t,V))) vl|
< || (pDS(x,d') — pDS(t,a)) v|| + || (pDS(x, V') — pDS(t, 1)) v||

< 2L||z —t|].
Portanto,
lg(x)oll = [lg(zo)vl| = || (g(x) — g(z0)) vl| = [lg(xo)v|| — 2L[a — wo|].
Tomando o {nfimo sobre todos os v € W, com |[v|| = 1, onde W C R! é um subespaco

com dim W = p , depois tomando o supremo sobre todos os W, teremos
~ Co ~
m(g(z)) = m(g(wo)) = 2L{lx = ol| = = = 2L||z — woll.

Note agora que

Co ~
— —2L||z — >
2~ 2E || — o

Co
||z — x| < —=.
12L

Co

4
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Considere entao c € &;, 1 < ¢, com z¢ € T,.. Tome ¢ grande de modo que diam T, <

Co
——. Desta forma, teremos

12L

m (pDS(z,ad") — pDS(z,b)) > % >0, VaeT,

e Dy C Zy e Dy C Zy, em que Zy e Zy sdao componentes de T (V) N 7~1(T,), isto 6,

7 .~ / , .~
(Zy, Zy) é uma sobreposicao em T* (V), o que é uma contradigao.
]

Na demonstragao da Proposicao [5.1] acima, percebemos que é possivel tomar uma
p—sobreposicao (Z,, Z) em T*(V) sobre algum T, para k,q suficientemente grandes de
modo a termos

m (pDS(x,a) — pDS(x,b)) > % >0, VeeT,

ou seja, vale que

Proposicao 5.2. Ezxistem um inteiro kg > 1, uma constante cg > 0 e um inteiro q tais
que para todo k > ko vale o sequinte: Se Dy e Dy sdo componentes de TH(V) NID(xq) que
estio em diferentes componentes de T(V) N D(xzy) , com xg € T, D1 C Zy, Dy C Zy,
(Z1, Z3) componentes de T*(V'), e para as quais p(D1) N p(Dy) # 0, entdao (2, Zy) é uma

p-sobreposicao em T* (V') sobre algum T, tal que
m(pDS(z,a) — pDS(x,b)) > %0, Vaoel,.
A demonstracao da Proposicao anterior é idéntica a Proposicao 5.1}

~ . , ¢
Observacao 12. No que vem a sequir vamos considerar 0 < ry < 32—%, em que cy e

L sdo como na demonstracao da Proposi¢cao e consideramos q > 1 grande de modo
que T. C B(zo,70) para todo xy € T.. As p-sobreposi¢oes serao sobre os T. com estas

propriedades.

Proposicao 5.3. Dado 1 > w > A\, existe inteiro ko tal que para todo k > kgy, a
7- projecao de qualquer p—sobreposicio em T*(V) estd contida na vizinhanca tubular de

k—ko

uma subvariedade S C T, de codimensao p, e de raio limitado por Ayw , onde Agy €

uma constante .

Demonstragio. Seja (Z,, Z,) uma sobreposi¢ao de T*(V') sobre algum T,, c € I9, ¢ > 1.
Note que

p(Za) C{(w,2) € T' x [1,1] : ||z = pS(2,0)|| < (Amaa)"}
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p(Zy) C{(z,2) € T' x (=L []z = pS(z,b)[| < ()‘max>k}~

De modo que, se & € m(p(Z,)p(Zp)), entdo vale que ||pS(x, @) = pS(x, b)l| < 2(Amaz)*-
Fixe zg € m(p(Z,) N p(Zp)) e considere a seguinte funcao:

g :B(zg,r9) — RP

Onde g ¢é definida considerando as extensoes de S(zx,a) e S(x,b) sobre B(xzg, 7). Note
que m(p(Z,) N p(Zy)) € G HB(0,2(Apaz)¥)). Considere entio o seguinte conjunto

S={xeT.:j(x)=glxo)} = g " (3(x0)).

Afirmacgao: §(z() é uma valor regular de g.

Usando a Proposigao e a Observacao temos que (Z,, Zy) é p—sobreposicao tal
que m(Dg(zx)) > %0 > 0, para todo z € S. Assim, para cada x € S, existe um subespaco
W C T, com dim W = p, onde vale

|1 Dg(x)o|| > ff, Vo e W,

Ou seja, Dglw é injetora, logo sobrejetora. Portanto, Dg(x) é sobrejetora para todo
r €S =g g(xy)) como querfamos mostrar.

Uma vez que §(zg) ¢ valor regular e S é nao vazio, concluimos que S = g~ '(g(zo)) é
uma subvariedade de dimensao [ — p.

Observe agora que vale 2L > Lip(Dgj). Assim, ||Dg|| e m(Dg) sdo uniformemente
limitadas por cima e por baixo para todos (a,b) correspondendo a p—sobreposigoes de
T*(V), para todo k > ky suficientemente grande. Logo, existe ¢y > 0 tal que B(zg, o) C
V2(S) (vizinhanga tubular de S com raio €), para todo zy € S e para todo S como
acima. Podemos tomar €y independente de S.

Agora vamos concluir que a m-projecio de qualquer p—sobreposicio em T%(V) estd
contida em uma vizinhanca tubular de S com raio limitado como no enunciado da Pro-
posi¢ao. Inicialmente considere o caso [ = p. Usando a féormula de Taylor para x # y em
B(zg,70), teremos

g(z) = g(y) + Dg(z)(y — =) + R(y — =),
onde ||R(y — z)|| < 2L|ly — z|[*. Da,

Co ~ Co ~
lg(x) = gl = iy — ol = 2Elly — 2l = (5 = 2Llly = oll) lly — =l > 0.

Portanto, g é injetora e um difeomorfismo sobre sua imagem.
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Considere agora o caso em que [ > p. Como dim S = [ — p, para cada ty € S, defina

o seguinte espaco p—dimensional:
Bt (tg,e0) = {t =to +v e T ||| < e, ve(T,S)"}

que é a bola normal em t,. Considere Uy, = BL(to, €9) N T.N g (B(0,2(Anaz)*)) e defina

- - - C L 4 B

to = Glur,- Note que vale m(Dgy, (1)) > 7, ¥ x € Uy, ¢ || Dii,' 0| < —, V' € Gio (Uso).
0

Assim, se x € Uy,, entao
~—1(~ ~—1(~ 4. ~
[z —toll = 1194, (9t0(%)) = Gry (G0 (F0))]] < C—Dllgto(ﬂf)—gto(to)ll

4 4
= — 131, (2)|] £ —(2Amaa)®) = Ao(Amaa)"-
Co Co

Ou seja, Uy, C BY(tg, Ag(Amaz)®). Dad,

Sc | U, € | B (to, Ao(Amar)®) = Vi, (S)-

to€S toES

Sendo 1 > w > Apaz € k > ko, segue que Ag(Amaz)® < Ag(wF) < Ag(w* ) e portanto
temos o resultado.
0

Proposicao 5.4. Ewiste inteiro ko tal que para k > ko vale que (Zay, Zy,) € uma so-
breposicao de T* (V') se, e somente se (Zgay, Zpp,) € uma sobreposicao de T*(V), para

quaisquer a,b € E;_, .

Demonstragdo. Seja (Zay, Zy,) uma p—sobreposicao de T% (V') sobre algum T,. Assim,
pela Proposicao 5.1}, existe ¢y > 0 tal que

m(pDS(x,a0) — pDS(x,by)) > % >0, VeeT..

Tome k > kg e ko grande o suficiente tal que para v € R! e quaisquer a,b € E,_g,, vale

c C
1(DS(z, ag) — pDS(, aa0))wl| < 75 e [[(pDS(x,bo) — pDS(, bho))ol| < ¢

Como
1(pDS(x, aae) — pDS(w, bby))vl| = ||(pDS(x, aae) — pDS(x, ag)
+pDS(x, ag) — pDS(z, by)
+pDS(x,by) — pDS(z, bbo) )|
> ||(pDS(z, ag) — pDS(z, by))v||
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—|[(pDS(z, aag) — pDS(x, ao))v|
—[[(pDS(x,bby) — pDS(x,bo))vl,

segue que
(pDS (2, aa0) = pDS(, b))ol| > T = Z = 2 > 0.
Dai, tomando o infimo sobre todos os v € W, com ||v|| = 1 e W subespago de dimensao

p, e em seguida tomando o supremo sobre todos os W C T!, concluimos que
m(pDS(x,aay) — pDS(x,bby)) >0, Va e T,

Portanto (Zgay, Zp,) ¢ uma p—sobreposicao de T#(V). De forma andloga mostra-se
que se (Zgay, Zpb,) ¢ sobreposigao de T*(V), k > kg, entao (Zag> Zv,) ¢ uma sobreposicao
de T*(V), com a,b € E,_k, € ag, by € Eky-

O

Corolério 5.2. Se k > kg, entdo o nimero de sobreposicoes de T*(V) é exatamente

Cio N?E=k0) onde Cy, € o mimero de sobreposicées de T* (V).

Demonstragdo. De fato, seja Cy, o ntimero de sobreposicoes de T (V). Se (Zags Z,) €
uma sobreposicao de T* (V) entao pelo Proposicao H, temos (Zaay, Ziv,) sobreposicao
de Tk(V), onde cada palavra a € &;_g, e b € &k, pode ser escolhida de N (E=Fo) maneiras,
de modo que aay e bby sejam admissiveis. Logo, uma sobreposicao de 7% (V') determina
N2(k=ko) sobreposigoes de T#(V') e portanto o nimero total de sobreposicoes de T*(V') é
Co N2 k=ho) O

5.3 Lema Geométrico

Demonstraremos agora um resultado que serd de grande importancia para obtermos
a cota inferior da dimensiao de Hausdorff do atrator Az () para cada x € T'. Tal resul-
tado vai nos permitir construir sub-atratores onde saberemos calcular a cota inferior da
dimensao de Hausdorff e através da construcao de uma holonomia instavel poderemos
relacionar estes conjuntos com o atrator. Tais construcoes ficarao mais claras no decorrer

das préximas Secoes. Apresentamos entao o Lema geométrico:

Teorema 5.2. (Lema geométrico) Seja T € Ty NT;*. Existe 0 < po < 3 tal que para
qualquer | € (,uo, %) e para cada inteiro n suficientemente grande, podemos encontrar
um inteiro k, com 1 < k < %, e um subconjunto compacto proprio F em T! que seja a
unido de no minimo sN™~t — N conjuntos em T, tais que para quaisquer dois pontos

v1,22 € F que satisfazem o' (21) # @7 (22), ¢"(21) = ¥ (22), temos

p(T*(D(1))) N p(TH(D(22))) = 0.
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1
Demonstra¢ao. Uma vez que T € T,**, tome fp como em 1} e considere p € (uo, 5)

Note entao que vale a desigualdade

log N — llog B llog 8 — plo
plog —llog) 08P _DoEE 1t 5.7
log(N2B7"(Amaz)?) 2log N 2

Seja w € (Apmagz, 1), mas ainda suficientemente préximo de A4, € fixe um inteiro kg tal que
valem as Proposicoes e[p.4l Para qualquer inteiro k > ko, considere By, B, ..., B
as m—projecdes das p—sobreposicdes de TF(V), onde s* = Cy,N?~*0). Denotaremos
k' =k — ko. Para cada B;, i = 1, ..., s*, tome B} tal que Bf = ¢ *(B;), onde ¢ % é um

dos ramos inversos de ¢* correspondentes a p—sobreposicao de T#(V) associada a B;.
Figura 5 — Conjuntos B} e B;.

RM’ ete)  f(Za) Ex\:

"

)‘&

Fonte: O autor (2021)

s*

Seja B* = U B;. Note que cada B; estd contido numa vizinhanga tubular V; de uma
i=1
subvariedade S; de dimensio [ — p e com raio limitado por A,w*, A; constante.

Assim, teremos que cada B] estara contido numa vizinhanga tubular V* de uma
subvariedade S} de dimensao também [ — p e com raio limitado por Aié_kwkl. Lembremos
que se R € T,, entao

KB " <diamR < K57,

onde Ky, K; sao constantes. Considere entao uma vizinhanca V;** de V;* de raio K; ﬁfn
Sejam Ri;, Rai, .., Ry retangulos de T, tais que R;;N B} # (), para todo j = 1,2....m

Note que vale o seguinte
D vol(Ryi) < vol(V;™) < Qo(AiB ™ + K1) (@ + K1)
j=1

onde @)y, 1 sao constantes adequadas. Como cada R € 7, tem diametro limitado inferi-

ormente por Ko, vale que

ngﬁ "< m{ mln vol R)} < Zvol ji)
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Figura 6 — Vizinhanca V;**

Az’ S—kwk’ 4+ Klé_n

/
A
/

Fonte: O autor (2021)

Dai,
m < Ko_l(B)ZnQo(Ai@_kwk/ + K B7TP(Q1 + K g
Uma vez que K;57" < 1, segue que (Q1 + Klﬁ_”)l_p < (Qy+ 1P = Q,. Assim,

m < Ky ' (B)"QoQa(A:B 7 " + K1 7).

Dessa forma concluimos que o nimero N(R) de retangulos em 7, que intersectam B*
¢ limitado por
N(R) < (K5 (B)"QoQa(AB ™ + Ky g s,
isto é,
N(R) < (K (B)" Qo@a(Aif ™ + K\ ")) Gy N
Note agora que
(Aiﬁ_kwk/ + Klg—n)p < 2p((14¢é_kwk/)p + (Klﬁ_n)p)-
Assim, rescrevendo C* = K; 'QoQ22P AYCy, e C, = K 'QoQ22P KV Cy,, teremos
N(R) < C* (B)lné—pkwpk’NQk/ + C* (B)lné—pnNmﬂ’.
Logo, o numero de retangulos em 7,, que nao intersectam B* é no minimo

SNn—l _ (C* (B)lné—pkwpk’ N2k' + C* (E)lnﬁ—pnch/) '

Seja F o fecho da unido dos retangulos em 7, que nao intersectam B*. Temos cla-

ramente que F é compacto e que para qualquer z;,7o € F vale que se ¢*(z;) #
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O Hxo)e o*(21) = ©*(x9), temos p(T*(D(x1))) N p(T*(D(z3))) = 0, pois do contrario
terfamos ¢*(x1) em algum B;. Agora para concluir o Lema, precisamos mostrar que para
n suficientemente grande podemos encontrar inteiro k = kg + k' > kg com k < g e para
o qual vale

s / / s / ].
C*(B)" B N 4 CL(B)" BTN < N, para p € (uo,5).  (5.8)

A desigualdade acima vale se

3 / / Nnﬂ — ! Nn/l
C* (ﬁ)lné—}?kwpk N2k < 5 e C* (ﬁ)lné—}m]\ﬂk < 5

Escolhendo w pequeno, préximo de A4, temos N Zﬁfpwp < 1. Assim,
— ’ / Nn'u — / Nn'u
C* (B)lné—lﬂprk N2K 5 — C’*(ﬂ)lné_pko (Nzé_pwp)k < 5

— (g < X

[l —20*5_pk° — k' log(N?B7PwP) < n(ulog N — llog 3) — log(QC*é—pko)

(ulog N —llogB)  log(2C™)5~"

— kK > — )
" log(]\ﬂé_pwp) log(]\ﬂé_pwp)

Usando a outra desigualdade, temos

_ , N ) N 2\ —Iln qpn
C*(B)lné*pnN% < T — N2k < gﬁé é

— 2k’ log N < n(pulog N — llogﬁ+plogé) —log(2C,)

po (llogB— plogﬁ))  log(2C.)

=k <n|t— ——
n<2 2log N 2log N

Portanto

(ulogN —llogB) _log(2C)p™ <u (1 logB—plog@)> ~ log(2C,)

log(N23"Pwr) B log(N?237 wp) 2 2log N 2log N
(5.9)
Como _
1 > llog 5 — plog 8
2 log N ’

segue entao que

j (llogB—plogp)
2 2log N
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e escolhendo w suficientemente préximo de A, juntamente com o i tomado, teremos

pulog N —llog llogB—plogﬁ < 14
log(N?23"Pwp) 2log N 2

Ou seja,

(nlog N — llog j3) no (llogB—plogﬁ)
log(N23"Pwr) 2 2log N
Assim, tomando n grande o suficiente, podemos deixar a diferenca entre a expressao
do lado direito e a expressao do lado esquerdo na desigualdade maior que 1 . Logo,
existe inteiro k' satisfazendo [5.9 e portanto também [5.8] Para k = £k’ + ko, no lado direito
da desigualdade em (2), teremos
n  (1—wn n(llogB—plogp) log(2C,)

k=K ko< 2 —
T+ < 2 2 2log N 2log N 0

— n
como p < 1e llogf —plogB >0, segue que k < 5 paran suficientemente grande.
]

Os dois resultados seguintes sao consequéncias imediatas de Teorema [5.2]

Corolario 5.3. Sejam k e F como no Teorema . Entdo para cada x € T' e quaisquer
duas componentes Dy,Dy de T (V) ND(z) temos

p(DLNTH(x ™ (F))) N p(Dy N THr ™ (F))) = 0.
Demonstragdo. Se existem g € T' e Dy, Dy componentes de T'(V) ND(zg) tais que
p(Dy NTH(x ™ (F))) N p(Dy N THr ' (F))) # 0,

entdo p(Dq) N p(Ds) # () e existe uma sobreposicao contendo D; e Dy, em particular,
contendo Dy N T*(77Y(F)) e Dy N TH(7~(F)), e isso contradiz a definigao de F. O

Usando o corolario anterior, temos:

Corolario 5.4. Sejam k e F como no Teorema , 11,79 € F tais que o* () #
O (wy), e p*(x1) = ©*(22) e Dy, Dy quaisquer duas componentes de T(V)ND(x), x € T

Entao existe 6 > 0 (dependendo apenas de k e F, mas ndo de x1 e x5 ) tal que

d(p(T" (D(x1))), p(T* (D(x2)))) > 6 e

d(p(D1 NTH(r ™ (F))), p(Dy N T*(n 7' (F)))) = 6
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Demonstragdo. Como F é compacto, segue que os conjuntos p(D; NT*(m~1(F)) e p(Da N
TF(m~'(F)) sdo compactos também e , como sido disjuntos pelo Coroldrio , existe
§ > 0 com a propriedade buscada. Agora note que p(T*(D(x1))) C p(D; NT*(7~1(F)) e
p(TE(D(z9))) C p(Dy N TH(7~1(F)), onde D; é uma componente de T'(V) ND(z;) e Dy
¢ uma componente de T (V') N D(z5). Assim,

d(p(T" (D(x1))), p(T" (D(22)))) = d(p(D1 N T* (7~ (F))), p(Dr N T* (7} (F)))) = &

5.4 Os conjuntos &, , C'(m) e AlL(m)

um?

Ainda como consequéncia do Lema Geométrico [5.2] iremos construir sub-atratores
para os quais estabeleceremos uma cota superior para a dimensao da secao transversal.

Considere m um inteiro grande de modo que o Teorema [5.2| vale para um valor fixo

1
€ (o, 5) e n = 2m. Existe assim inteiro k = k(m) < m, um conjunto compacto

F = F(m) C T e usando entao o Coroldrio 5.4 existe também um ¢ = §(m) > 0. Sejam
ay,ay, ..., a; palavras em &, para as quais T, ,Ty,,..., To, em 7, nao estao em F. Uma
vez que F é a unido de no minimo sN™~! — N#" conjuntos em 7, segue que o niimero ¢
¢ limitado por

1<t < N = N2#™

Definimos
& ={a €&, andoaparece em a; j=1,2,... t.}.

=77

Note que para cada a;, j = 1,2, ...,t, ndo podemos ter m,,(a;), Tm(0(a;)); ..., Tm(0™(a;))

em &' . Assim, o nimero r = r(m) de elementos em &' é limitado por
sN™ 1 —(m+ 1)t <r<sN™"
De onde podemos escrever
sN™ 1 — (m+ 1)N#™ <y < sN™ 1,
Seja po < i < p, para m grande o suficiente, teremos m + 1 < N2=#)m “igto é,
(m+ 1)N#™ < N2m,
Dai, aplicando o Lema Geométrico para p', teremos

SN™ 1 — (m 4+ 1)N*™ < r(m) < sN™ L.
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Portanto,
sN™L - N2m < o gN™TL

Agora, considere para cada u = 1,2, ..., o conjunto &, C &, XEp X ... X &, (u fatores )
das palavras de tamanho um tais que quaisquer palavras em &,,, de tamanho menor ou

igual a um é admissivel . Definimos o seguinte subconjunto de &,,,:
g CE xE X.xE.
Proposicao 5.5. Se a € &, entao eziste b € &£ tal que ba € &),
Demonstragao. Seja a € £ . Defina o seguinte conjunto
A, =1{beé&, ba€ &}

Note que a cardinalidade de A, é N™.
Afirmamos que A, N & # . De fato, caso fosse A, NE, = 0, entdo valeria para a

cardinalidade de &,,, denotada aqui por #(&,,), o seguinte
sN™ = 4(&,) > #(E) +#(A,) =7+ N™ > sN™ 1 — N2 L N™.

Daf, N?*™ > N™. O que ¢ contradi¢ao, pois p < 1.

Basta agora tomar b € A, N &, e, por construcao, tem-se ba € &,

Note que para a cardinalidade de A, N &, vale o seguinte
#(ANE) > #(AL) +#(EL) — #(Epn) = N+ sN™ 1 — N2#H™ _ gN" 1 = N™ — N2,

Assim, podemos estimar uma cota inferior para a cardinalidade de &5,,. Um vez que para

cada g € &/, podemos encontrar um b € A, N &, , podemos escrever

HEh > Y #(ALNE) > (N — N2,

acél,
Agora, por inducao em u = 1,2, ..., para m fixo, podemos estimar uma cota inferior
para &, .
HEom > Y H#(ANE,) = (NN (El, yy,,) = (N =N (N7 N2

aeg(u 1)m

Como s > N, temos #&/,,, > (N™ — N2myu,

Considere ainda o conjunto &/

ocom)?

definido naturalmente como

Elom i=1a € Ex i Tum(a) € E,

um?

u=1,2,...}.
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No que se a € &, entao nenhuma das palavras a,, a,, ...,a, aparecem em a.
De fato, caso algum a;, 7 =1,2,...,1, apareca em a € &l s entdo existe algum v = 1,2...
tal que a; aparece em Ty, (a) € £,,,, 0 que seria uma contradicao.

Agora definimos o seguinte subconjunto de T

o0

c'=C'm= U Ta

u=1 \a€é&l,,
O conjunto C’ tem as seguintes propriedades:
1. o™(C") =C".
De fato, vamos mostrar primeiro que ¢™(C’') C C' . Notese a € &, u=1,2,...,

entdo ¢"™(T,) C Tom(q). Dai,

"= U T) c| U ¢"(To)
u=1 \a€é!,, u=1 \a€&,,
‘N Utw]cn| U m)ce
u=1 \a€é&l,, u=L \a€&, 1),

Agora mostraremos que C’ C ¢™(C"). Tome x € C". Para cadau > l,existea € &/,
tal que € T,. Assim, existe as = (ay,a9,...) € &, tal que x € Tr, (ay), Para
todo u > 1. Usando a Proposicao , existe b € &£ tal que ba;, € &,,. Portanto,
b ay as... € 07™(ax) € com isso x tem um pré-iterado em cada Th.a1,as,....0u> PATA

cada u > 1. Isto é, z € ¢™(C").
2. C'" é um conjunto de Cantor;

3. Como cada a;, j = 1,2,...,t, ndo aparece em qualquer a € &, segue que ©'(C") C
F, para todo 7 > 0.

Denote V' = V'(m) = C'(m) x E x F = 7= }C"(m)). Como ¢™(C") = C’, temos
T™(V') C V'. Seja entao
A = Ap(m) = () T (V')
u=1

Temos A, C Ar NV’ e, para x € C’, consideramos conjunto
Af(z) = Ap(m, z) = Ap(m) ND(z).

Proposicao 5.6. Eriste &' = §'(m) > 0, tal que se x1, x5 estao em C' com @™ (x1) #
©"™(x9) e ™ (x1) = ©*™(13), entdo os subconjuntos p(T*™(D(x1))) e p(T*™(D(z2))) de

p(D(p?™(x1))) = p(D(p*™(x9))) sdo disjuntos e sua distancia é no minimo §'.
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Demonstragdo. Seja j o menor expoente tal que ¢’ (z1) = ¢/ (z2). Assim, m < j < 2m.
Como k = k(m) < m, temos bem definidos os pontos zi = @' *(z;) e 5 = @/ *(xy).
Sendo ¢/(C") C F, Vj > 0, segue que x} e x5 estdo em F. Aplicando o Coroldrio ,
existe § = d(m) > 0 tal que

d(p(T*(D(27))), p(T"(D(x3)))) >
d(p(T*(D(’ (1)), p(T* (D ("~ (22))))) = 0.
Uma vez que vale
p(T’(D())) = p(T* (T (D(2)))) C p(T"D (¢’ ~"(2)))),

podemos escrever

d(p(T’ (D(21))), p(T? (D(2)))) = 6.

Note agora que pela conformalidade D, numa mesma vertical, temos
d(p(T?(D(21))), p(T?(D(2)))) < i) ™" d(p(T*™ (D(1))), p(T*"(D(2)))).

Dai,
d(p(TQW(D(xl)))v IO(TQm(]D("EQ)))) > 5()‘min)2m(/\min)_j > 5()‘min>2m()‘min)_m = §(Amin)™-

Tome entao &' = §(Apin)™-
]

Proposicao 5.7. Se x1 # x9 estio em C' e o™ (x1) = ¢"(x2), entdo a distancia entre

p(TT (A (21))) e p(T™ (A% (x2))) € no minimo 0" e se x € C', entdo p|a; () € injetora.

Demonstragao. Como ¢™(C") = C', existem yy,y, € C' tais que ¢ (y1) = 21 € " (y2) =
Ty. Assim, teremos p?™(y;) = ¢©*™(y2) e usando a Proposi¢ao , existe ¢ > 0 tal que

d(p(T*" (D (1)), (T (D(y2)))) > 0.

Como p(T™(A%L(¢™(y1))) C p(T*"(D(11))) e p(T™ (A (™ (y2))) C p(T?"(D(y2))) , segue
que

d(p(T™ (A7 (1)), p(T™ (A7 (22)))) = 0.

Agora sejam u; # uy em A'(x), com x € C'. Considere j, o menor valor inteiro tal

que r; = (T 770" (uy)) # 7(T7°™(uy)) = x5. Dessa forma, temos

P (w1) = w7V () = m(T 070" (ug)) = 9™ ().
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Logo, aplicando o que ja foi mostrado, podemos escrever que

d(p(T~ =™ (wy)), p(TV0" D™ (up))) = 6,

e com isso,
p(T0 ™ (uy) 7 p(T~ U0V (uy).

Defina TW0-Dm : p(AL(¢™(21))) = p(Al(z)), dada por

0 (p(w)) = p(T0 I (w),

em que u € AlL(¢™(x1)). Note que TUo=Dm & yma bijecdo conforme e assim, vale que

p(T=007 0 (u) # p(T~ V=D ()
s U0 (TG0 0y)) £ T (TG0 ()
:>p<T(j0*1)m(T (Jo—1)m " (uy)) # p(T TGo—1)m (T*(J’Ofl)m(w))

= p(ur) 7 plus)

Seja 2’ = 1(d’) € C'(m), com & € &, fixado. Definimos os conjuntos

Ag’,um = {Q € gum - a, Ql € Eoom}

A:’,um = {Q S gqlim - 4, Q, S géom}

* / .
Temos A}, . = Aw um N &y, Assim, vale que

#(Eum) 2 #(Agum) + #(Eln) — #( Ay um)

dai,
SNumfl > Num + (SNmfl o NZMm)(Nm . N2um>ufl _ #(AZ’,um)‘

Ou seja,

#(AZQum) Z Num T (st,1 - NQ,um)(Nm . N2,um)u71 o SNumfl.

Para cada a € A}, ,,, associamos um subconjunto de p(ID(z')) dado por

1, = p(T""(D(7(a,a)))).

Note que
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Proposicao 5.8. Se a, e a, estio em A, com u > 2, e vale que oV~™(a,) #

a’ um?

o= (a,), 07 (a;) = 07™(a,) para algum j € {2,...,u}, entdo

- —1 ¢/

K9
d<1217122) Z ( ) diam([o-jm(gl))

para algum inteiro K> 1.

Demonstragio. Temos Iyjm(q,) = Lyim(a,) = p(T™(D(7(67™(ay), d')))). Considere uy, up €
D(7(67™(ay), d’))) tais que diam (I im(a,)) = d(p(T“ ™ (uy), p(T ™ (uy))). Assim, pela

desigualdade do valor médio, podemos escrever

(u—j)m—1

diam([o—jm(gl)) S H AZ tk u17u2>7

em que t, € p(T W=Dk (7(07™(a,),d’)))). Como d(ui,uy) < 2, segue que

(u—fym—1
diam (/jmq,)) < 2 H Aa(ti) |

ou seja,
(u—j)m—1 1
H )\2<tk) 2 (5) diam(lgjm(gl)). (510)
k=1
Sejam agora 71 = m(D(r(cU=Y™(ay),d))) e 22 = 7(D(r(cU=Y™(ay),d’))). Como

oU=m(q,) # oU=D"(a,), temos z; # x5 e como 07 (a;) = 07" (ay), temos @™ (x1) =

@™ (x2). Assim, aplicando a Proposigao podemos concluir que

d(p(T™(D(r(e"V"™(ar), a))), p(T™ (D(7(cY "™ (), @'))))) = &',

e com isso teremos

d(p(T"™(D(7(ay. @), p(T™(D(7(as,d)))) = &
Usando novamente a desigualdade do valor médio e a conformalidade de D,v, temos

(u—j)m—1

d(la,; 1a,) 2 H Ao(wr) | d(p(T"™(D(7(ay, d))), p(T" (D(7(az, ),

em que wy € p(TW="=*(D(7(07™(a,),d')))). Entdo, vale que

d(I,, 1) > | [ de(ws) ] ¢ (5.11)
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e observando (5.10)) e (5.11)), temos

d(I,,,1,,) G )
- = 1T (3a)”

1\ ..
(§> dlam(["jm(gl)) k=1

Aplicando o Corolario , existe K7 > 1 tal que

k=1
Portanto,
d(-[a 7Ia ) o
: 41 2 Z Kl 15/’
(_> diam([o-]m(a ))
2
isto é,

[A(fl
d(Igl,[Qz) Z 5/ 21 diam(Igjm(gl))-
[

Teorema 5.3. Para cada inteiro m suficientemente grande existe um conjunto de Cantor
C"=C"(m) em T' e um subconjunto A, = AL(m) de 7= (C'(m)) N Ar tal que

liminf( inf (dimg p(A%(2)))) > sop,

m—oo  z’eC’(m)
onde Arp(z') = Arp(m) ND(2). Além disso, a restrigao p|a () € injetora.

Demonstra¢ao. Considere m grande o suficiente para que nas construgoes dos conjuntos

Els u=1,...,00, C'(m) e Al(m) sejam vélidas as Proposi¢oes [5.6] e Fixemos

um?

em C’'(m) um «/, arbitrario e considere a sequencia correspondente a/, em &’ tal que

/

x, = 7(al,). Note que falta apenas demonstrar a desigualdade

liminf( inf (dimg p(A%(z")))) > sop.

m—oo  z/eC’(m)

Uma vez que z], é escolhido de maneira arbitraria em C’(m), basta verificar que

lim inf (dimg p(A7(2,)))) > sop.

m—r00

Para isto, provaremos alguns lemas a seguir.

Denotaremos, para z € C’(m), o seguinte conjunto

Iyo = Tfﬂ]um(x) (p2(D([aa]um(x)))),
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coma €& eT(d)=1xea€ Ayym Defina os nimeros reais positivos d(z,m),

d*(z,m) e d(z, m) por

> (diam(Z, )™ = 1 (5.12)

geAa/

,M

> (diam(I, )" ™ = 1 (5.13)

acA*,
=" a'm

Temos que d(z,m) > d*(z,m) e que neste caso I, := T@,]m(x)(pQ(D([M’]m(x)))) :

Uma vez que estamos fixando x € C’'(m), vamos denotar apenas por d(m) e d*(m).

Lema 5.3. Sejam v,,; (m=1,2,...; j=1,....,j(m)) nimeros reais positivos tais que

lim sup 7, =0.
MO0 1< <j(m)

Se os numeros p*(m) sdo determinados por
jmy
Dy =1
j=1
e se p**(m) sao numeros tais que
jmy
< Z ’yghgm) < Co,
j=1
onde 0 < ¢; < ¢y € ¢y, ¢y nao dependem de m, entao
lim (p*(m) = p*(m)) = 0.
Demonstracao do Lema 5.3. Suponha, sem perda de generalidade, que
lim sup(p*(m) —p™*(m)) >0 (o caso liminf < 0 é andlogo).

m—o0

Assim, para m suficientemente grande, p*(m) —p*™(m) > dy para algum dy > 0. Podemos
(m)

considerar ainda m grande o suficiente de modo que tenhamos 7,, ; < 1. Logo, ’yﬁzj <
p**(m)+do :
Vi, e com isso, temos
j(m) j(m) do [ j(m) do
* k. d k.
L= n i<y an ™ < | sup gy Vo™ ] < sup g |
e o 1<j<j(m) = 1<j<j(m)

O que é uma contradi¢ao, pois

lim sup 7, =0.
M0 1<j<;j(m)
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Lema 5.4. lim d(m) = sop. Onde sy € dado pela Proposi¢ao .

m—r0o0

Demonstra¢ao do Lema 5.4. Suponha, por contradigao, que limsup d(m) > sgp. Isto sig-
m—0o0

nifica que existem dy > 0 e infinitos valores de m tais que d(m) — sop > dy > 0, isto é,

sop < d(m) — dp. Uma vez que diam(/,,) < 1, temos
(diam (1, 4))*P > (diam(1,,))4™ %,

Logo,
S (diam(I, )" > Y (diam(l, )" (diam(L, ).

QeAa’,m a a’,m

Note agora que (diam(Z,4))"% > (Anaz) ™. Assim,

D (diam(L0)*" > [ Y (diam(L0)*™ | Amaz) ™™ = (Amaz) ™™

QEA&’ ,

m = a’ m

Portanto, vale que

1 , .
Elog Z (diam(1, 4))*°7 | > —dolog(Amaz)-

QEAQ/

,m

Devido ao fato da pressao P(o, so¢) = 0 (ver [3.4)), podemos concluir que

1
Jim o 3 (1) | <o

Segue entao que —dplog(Anaz) < 0, 0 que é absurdo. Logo, devemos ter

limsupd(m) < sop.

m—0o0

De modo andlogo, concluimos também que liminf d(m) > sgp.
m—0oQ

Lema 5.5. Para cada u = 1,2, ..., vale que lim (d(m)— d(m)) =0

m—0o0
Demonstra¢ao do Lema 5.5. Como d(m) > d*(m), vamos supor apenas que

limsup(d(m) — d*(m)) >0

m—r0o0

e mostraremos que isso gera uma contradicao. Usando o Lema [5.3[ e a suposicao acima,

concluimos que

im i ' (d(m)) _
hmnilo%f Z (diam(1;,)) = 0. (5.14)

acA*,
T a/m
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Usando entao ([5.12)), temos
lim sup Z (diam (I, 4)) 4™ = 1. (5.15)

m—r0o0
QEA&’,m\AZ’,m

Note que #(Aym\A} ) = #(Agm) — #(A;,,) € como #(Ay ) < N™ e
H(AL ) = N™ 4 (sN™H— N2y — sN™ T, (5.16)
segue que
#(Agm\As ) S N = N™ — (sN™~H — N2#7) 4 sN™—H = N2
Assim, usando (5.16) e notando que (diam(I, ,)) 4™ < (X0.)™40™) | temos

1 < limsup (NQ“m()\mam)m(d(m))) )

m—ro0

Logo, para m grande, temos
0 < (2um)log(N) + (md(m))log(Amaz)-

Com isso, chegamos em
2ulog(N
d(m) < 2plog(N)
—log(Amaz)

log Amaaj
C € y—— |, t :
omo [ (,uo 3log /\mm) €mos

L log(N)

Agora, usando : e notando que diam(7, 4))@ ™) > (A ) 4™ ™) temos
1> (Nm + (SNm—l i N2um) . SNm—l) ()\mm)m(d*(m))

(5.17)

Logo,
0> (m)log(N) +log (1 = N®=D™) 4 (m(d*(m))) log(Amin)
e com isso,
log(N log (1 — N@u=lm
Portanto,
o log(NV)
Ou seja,
log(N) e . log(N)
—— oz (o) < hmrri)loréfd (m) < lﬂlo%fd(m) <— Ep—

o que é absurdo.
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Lema 5.6. Para cada a € A}, e x € C'(m) considere o subconjunto fechado I, de

p2(D(x)) tal que vale o sequinte:

1. It wa Clya, Va,ac€ A o (ut1)m

um

2. diam(I,,) satisfaz (H )\2(tk>> diam(p2(D([aa’lum(2)))) < diam(1,,) <

k=1

(H >\2(wk)> diam(ps(D([ad'Jum(x)))) em que ty, wp € po(T*"H(D([ad]um(2))))-;

8. Existe 6 > 0 tal que para quaisquer a = (a1, ..., ay), b= (b, ...,b,) € A3 ., com
u > 2, se o maior indice j tal que (al, ey ) ( .,b;) € menor ou igual a u — 2,

entdo vale que I, , NI, =0 e

d(laf,ga Ir,é) > 5(diam(Ix,ﬂjm(2)))'

Sob as condigoes acima, temos que para o conjunto Cy(x) = m U I,q | vale
u>1l \ a€A*,
Al um

dimy (Cy(x)) > d*(m).

Demonstra¢ao do Lema 5.6. Considere #(A subconjuntos fechados e disjuntos J;,

o )
/
Q5T

*
com a; € Ay, .,

em po(ID(z)) tais que

diam(J; ) = diam(I,4,).

-1

Obtemos os conjuntos J; por uma translacao dos I, de modo que eles sejam disjuntos.
a a
Definimos recursivamente em u os conjuntos J,; por uma translacao dos conjuntos I, .

Na etapa u+1, para cada a = (a, ..., a,) € A%,

a aum?’

definimos o conjunto Jg, :=Jg o 4 »

fazendo uma translagao do conjunto I, ., de modo que J;, C J; e ‘];,bl N J;QQ = (). Por

ser uma translagao, temos que J; ¢é fechado e
diam(J};) = diam(l,4), @ € Ay um-

Seja entao

u>1 \ a€A¥,

Qm,um

1S)

Afirmagao 5.1. dimy (C*(x)) > d*(m), para todo m suficientemente grande.
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Suponha que dimgy (C*(z)) < d*(m) e tome dy > 0 tal que dimy (C*(z)) < dy <

d*(m)) para infinitos valores de m. Tome mg e k > 0 tais que

> (ﬁ&(wk)) >%e“m>1 (5.19)

acA*,
T a/m

para infinitos valores m > mg, onde K ¢é uma constante dada pelo Corolario |3.1| e wy
sao pontos em py (T *(D([adm(x)))). Existe uma cobertura aberta U de C*(z) tal que,

para € > 0, vale que

Z [diam(U)]% < e® = ¢.
Ue u
Considere € > 0 pequeno de modo que cada U € U intersecte no maximo um J; . Por

compacidade, podemos supor ainda que U é uma cobertura finita. Defina
Uy, ={U eu:Und, £ (0}.

Note que Uy; ¢ uma cobertura de Jy. e que U ¢ a unido disjunta desses conjuntos U,;.
Seja agora
F*m(Z/ngi) ={F™\V): Ve Z/IJL_}

em que F~™ denota a composicio de (T™|,, (D(la,](=))) " com a inversa da translagao usada
para definir J; e com a identificacdo natural de py(ID([a;(x)])) com pa(D(x)) . Observe

que cada F~™ (U ) é uma cobertura de C*(z). Note agora que

> [diam(V)* = Y [diam(F"(U))]%

Ve Ffm(Z/{Jéi) Ue uJéi

< > ([T Pe(wrla; U))*diam(U)].

Ue Uys k=1

Pelo Corolario [3.1], podemos tomar wy, independente de a; e U, de forma que

(][ relwila;, U))) = KM [ Aa(wn)).

Assim,

m do
D [diam(U)]© =) > [diam(U)]* > Y K (H A2<wk)) > [diam(V))®.
Ueu Ja, UE Uy, Jz, k=1 Ve FrmUg )

Se supormos que

Y [diam(V)]% > ) [diam(U)]%, V J;

Ve F=m(Uyx ) Ueld
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entao vale que

> [diam(U))* > K ) (H )\g(wk)> > " [diam(U7)]%.

Ueu g, =

De onde podemos concluir que

> [diam(U)] % > K ) (HAg(wk)> > " [diam(U7)] . (5.20)

Ueu acA*, Ueu
a’',m

Segue, por (5.19), que

m do
1
K E (H )\Q(wk>> > KEeHm > 1’
k=1

acA*,
= Talm

o que é uma contradicao . Portanto, existe J tal que
=4

> [diam(V))* <) [diam(U)]% < .

Ve Fom(Usy ) veu

Observe que temos #(F~™(Uy; )) = #(Uj; ) < #(U). Repetindo o processo anterior,
agora para a cobertura U = F~*"(U Jz.), obteremos uma cobertura U de C*(z) com

#(L:{ ) < #(U) onde ainda vale

> [diam(U)]* < €.

Ue U

Continuando este processo um numero finito de vezes chegaremos a uma cobertura com
0 elementos de algum C*(x), o que é um absurdo. Portanto concluimos a Afirmagao .
Vamos agora encontrar uma transformacao h* : C, — C* que seja Lipschitz continua

e com 1sso teremos
dimy (C,) > dimy (*(C.)) = dimy (C*) > d*(m).

Considere ¢, € C,. Entao para todo u = 1,2, ..., existe a € Ay um tal que ¢, € I 4.

o
Definiremos h*(c,) = ﬂ Jr. Como, para cada u = 1,2..., J é uma sequencia encaixada
u=1
de compactos e lim diam(J;) = 0, temos que h*(c.) estd bem definido como um tnico
U— 00 -

ponto. Note que h*, assim definida, é uma bijecao entre C, e C*. Tome c, # ¢* em C, e

considere 1o o maior indice tal que h*(c,) e h*(c") estao no mesmo J;

. - Entao,
2

dist(h*(c.), h*(c*)) < diam(J} ., . ).
AL FRTINN
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Mas, pela hipétese (3) do enunciado do Lema 5.6, temos

d(cs, ") > 6(diam(Ly x, 0 (0))) = 0 diam(J; ).

213Q27'“1Qu0

Portanto
d(h*(c.), h*(c")) < (8)Hd(e., ),

o que conclui o Lema |5.6|

O]
Agora, para concluir a prova do Teorema , considere para cada a € A:;ﬂ um» 08
conjuntos
I = p(T""(D(r(a,a},)))) e p(Ar@,) =) U L
u=1 \ a€A*,

Qm,um

Observe que os I, tem as propriedades 1 e 2 do Lema [5.6] e, pela Proposicao também

vale a propriedade 3. Assim, usando o Lema [5.6, obtemos
dimg (p(A%(2!))) > d*(m), para m suficientemente grande.

Passando ao limite,

lim inf (dimy (p(A%(2),)))) > liminf (d*(m)) .

m—r0o0 m—o0

Como
liminf (d*(m)) > liminf (d*(m) — d(m)) + liminf (d(m)),

m—r0o0 m—r0o0 m—0o0

e usando os Lemas [5.4] e [5.5], segue que

lim inf (dimy (p(A%(2,)))) = sop-

m—ro0

Como queriamos demonstrar.

5.4.1 Holonomia instavel

Necessitamos considerar uma aplicacao h : AL (x') — Ap(x) tal que h(t') € W () N
Ar(x), tal aplicagdo é a holonomia instavel. Vamos fazer algumas consideragoes para
que estd bem definida. Considere m inteiro, grande o suficiente para que tenhamos os
conjuntos e os resultados do Teorema . Sejam 2’ € C’(m) e z € T'. Denote por

d =d(2',z) e seja x. = z.(2',x) o ponto médio do segmento que liga =’ a x. Para cada
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t' e AlL(2'), tome t. € Ar(z.) NW"(t') tal que t. = t.(z.,t') é o ponto mais préximo de
t" em W*(t'). Defina, para t* € V e L > 0, o seguinte conjunto

W) = {t e W) : d(w(T7"(¢)), 7(T"(¢*))) < L, Vn >0}
Afirmagao 5.2. ' € W}(t,.).

Seja S* um caminho em W*"(t.) ligando ' a t.. Denote zy = x. e ty = t. e considere
T~ "(ty) e xf = (T~ "(to)). Tome agora o ramo inverso h} de ¢™ definido na bola B(z, )
tal que A} (zg) = zf. Sejam entdo x; € w(S*) N B(xp,y) o ponto mais préximo de 2/,
dy = d(x1,x0) e t; ponto de D(z1) N W*(t.) mais préximo de ¢ty em W*"(t.). Denotando
T =T7"(t1) e 27 = h} = 7(t7), note que d(z},2z5) < 87 "d;. De forma semelhante, tome
o ponto xs € w(S*) N B(x1,7) mais proximo de 2’ e ty € D(xz) N W¥(t.) o ponto mais
préximo de ¢y em W*¥(t.). Sejam dy = d(za, 1), th =T "(t2), 25 = hi(xs) = 7(t}), onde
hi é o ramo inverso de " definido em B(z1,v). Logo, d(x3,27) < 8~"dy. Repetindo este
processo um numero finito M de vezes, encontraremos t' = t7, e 2%, = 2’ = h}(xy) =
(T (), com d(x;, 27, 1) < B7"dyy, onde xp, xpr1 € dyy sdo descritos como antes.

Assim, teremos que

e 7" <1, temos

d(m(T7"(t)), 7 (T7"(t)) <

NJ'I ISH

Portanto, de fato, vale que t' € W¥(t.).
2

Denote B(z., 2) = B. Segue a seguinte afirmagcao:
Afirmagao 5.3. 7(W}(t.)) = B.
2

De fato, seja x € m(W¥(t.)), entdao vale d(m(T~"(t*)), n(T~"(t.))) < g, para todo

2
d
n >0, em que t* € 7~ (z) N W. Em particular, para n = 0, temos d(x.,z) < 7 Por
outro lado, tome Z € B(z,, 9) e seja ¢ € Ap(Z) N W"(t.) o ponto mais préximo de . em
Wu(t.). Repetindo o argumento da Afirmacao anterior com Z no lugar de 2’ e £ no lugar

de t', teremos

d(m (T (1)), m(T" (1)) <

?

N |

isto é, t € Wi(t,).
2

Note que 2’ e x formam um diametro de B.
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Observacao 13. O Teorema da Variedade Instdvel implica que existe um €, > 0, pequeno

o suficiente, tal que W (t) é conexo e WX (t) ND(z) € um tnico ponto, para todo t € Ap.
Denote agora By = Wi(t.).
2
Proposicao 5.9. O conjunto By € conexo por caminhos.

Demonstragao. Considere ty € By e tome xy = m(ty) € B. Seja S o segmento de reta
ligando z¢ a z. e denote por h'¥(S) a componente conexa dos pontos que sao imagens de
B(z,7) NS, com x € S, pelos ramos inversos de ¢ de modo que tenhamos h¥(z.) =
m(T~N(t.)) € hN(S). Temos h™(S) conexo. Tome N grande o suficiente para que

d(hN (z0), KN (z.)) < e,

Seja J o levantamento de h"(S), comegando em T~ (t.). Note que o ponto final de
J estd em W2 (TN(t.)) ND(h"(xp)). Pela Observagao podemos concluir que este
ponto ¢ T~V (ty). Por fim, considere entao T™ (.J). Por construgao, teremos T (.J) conexo
e 7(TN(J)) = S C B. Portanto, TV (J) C W¥(t.). Ou seja, TV (J) é um caminho conexo
ligando ty a t.. Assim, dados ty,t; em By, cénseguimos um caminho conexo ligando ¢, a
t1 (passando por t.) em By.

]

Observacao 14. Note que 7|wuq,) € um difeomorfismo local. Assim, a restricao m :

Wu(t,) — T é uma aplicagdo de recobrimento.
Proposicao 5.10. Em By, apenas t. tem a propriedade 7(t.) = x..

Demonstracao. Seja ty € By tal que 7(ty) = z.. Seja L : [a,b] — By um caminho
ligando t. a tg, com L(a) = t. e L(b) = ty. Como B ¢é simplesmente conexo, temos (L)
¢ um caminho fechado homotépico a constante z.. Isto é, existe H : [0,1] X [a,b] — B
continua, com H(0,y) = 7(L(y)), H(l,y) = z., ¢ H(q,.) é um caminho fechado com
H(q,a) = H(q,b) = x.. Assim, existe um tnico levantamento G : [0, 1] x [a,b] — By
tal que 7(G(q,y)) = H(q,y), G(0,y) = L(y) e G(1,a) = G(1,b). Como G(1,a) = t. e
G(1,b) = to, segue que t, = to. O

Corolario 5.5. A restricao de © a By € injetiva.

Demonstragao. De fato, se m(t;) = 7(ty) = z, com t1,ts € By, tomemos o segmento de
reta S ligando = a x., L; o levantamento de S comecando em ¢y, Ly o levantamento de S
comecando em ty. A projecdo do caminho justaposto (L, V Ly ') é fechado em B, logo

¢ homotopico a constante x. O levantamento dessa homotopia garante t; = t,. O
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Portanto, para cada t’ € A’(z’) podemos associar um tnico ¢t € By N A(z). Isto é,

podemos definir a seguinte aplicacao

h:AL(x) — Arp(x)
t'— h(t') =t e ByNAp(z).

A aplicacdo h é a holonomia instavel de A.(z) para Ap(z).
Pelo Teorema , temos p|as () injetora para cada t' € C’(m). Assim, a seguinte

aplicacao estd bem definida

h= php™" 2 p(Ap(2") = p(Ar(z)).

Observagao 15. A hipdtese de que T seja um mergulho foi usada apenas para considerar
tal h bem definida. Se T nao € injetora, podemos considerar um F' que seja um mergulho

e um levantamento de T e definir h da mesma maneira.
De posse desta aplicacao h, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.4. Para cada ' € C'(m), com m grande o suficiente, existe uma parti¢ao
finita de p(AL(z")) em subconjuntos compactos disjuntos Ey, Es, ..., E, tais que h|g,, i =

1,2,...,q, € injetora e tem inversa Lipschitz continua.

Demonstragio. Considere m, 2’ € C'(m),z € T' e B = B(z,, %) definidos como acima.
Observe que, como ¢™(C’'(m)) = C’'(m), e usando a Proposigao existe 6; > 0 tal que
para quaisquer z* € C'(m) e t1,ts € Al(z*), com 7(T~™(t1)) # n(T~™(t2)), vale que

d(p(Wy5, (t1)), p(W;, (t2)) = 01,

pois Wi (t1) C T™ (AL(m(T™(t1)))) e Wit (t2) C T™(AL(m(T™(t2)))). Tome k; inteiro
positivo, grande o suficiente, para termos que o diametro de cada uma das N¥'™ compo-
nentes de ¢ "™ (B) seja no méximo &;. Sejam zy, g, ..., T, pontos em (') N C’(m).
Defina entao

By = p(T9" (Alp(2;))), = 1,04

q

Do modo como foram construidos os Ej, temos p(AlL(z)) = U E; e como para cada
j=1

z* € C'(m), pla (o) € injetiva, vale que os conjuntos Ej;, j =1,...,q sao disjuntos dois a

dois.
Mostremos agora que h|g,, j = 1,...,q, é injetiva e que a inversa de h, restrita acada

E;, é Lipschitz continua. Considere t', e’ € p(A%(2)) tais que t', e’ estejam num mesmo
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E;, para algum j = 1,2, ...,q, com t' # ¢'. Existem tinicos #’ e ¢/ em A% (2) com p(') =t/
e p(e’) = €. Denote
t=h(t"), t = p(t) = p(h(t) = h(t"), #; =T~"(¥"), t; = T~ () e n(¥;) = m(e) = i,
com ¢ = 0,1, 2... e de modo semelhante,

&= h(e), e = p(e) = p(h(&) = h(e'), & =T ™(&), & =T~"(&) e w(F) = 7(&) = a.

Seja ko o maior inteiro tal que vale (T —%0™ (/) = (T %™ (¢’)). Como t', ¢’ estdao num

mesmo F;, segue que ko > ki. Assim, por uma desigualdade triangular, vale que
d(m (T~ (@), m(TH™(€)) = d(x},, 2x,) < 01,
isto ¢, ty, € W (P'x,) € €k, € Wi (€g,). Conclufmos entdo que

d(p(tzo>’ P(@o)) 2 61’

ou seja,
d(p(T~™ (), p(T "™ (€))) = b1
Portanto,
kom
d(t,e) = d(p(1), p(€)) = (H /\Q(tw>> d(p(T~"™(F)), p(T~™(€)))

kom
> (H A?(tw)) 01 >0,

w=1
em que t, = (T4, 20) € p(T*(D(x))). Logo, h(t') # h(e'), o que nos permite concluir que
h|g, ¢ injetiva.
Por outro lado, temos que d(p(T— ™ (t)), p(T~%™ (")) < 2. Assim,

AY.¢) = d(p(F). (¢ (ﬁAz t*) Tk (7)), o147 ()
<5 (ff )\Q(t;)) ,

em que t& = (x¥,25) € p(T"(D(2))). Chegamos entao que

d(t', ) < 53 TR T (5.21)
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Notemos agora que d(z., 7;,) < 87" e d(2w, 2;,) < Mo(Amae)® para algum Mg > 0. Assim,

d(tun tqi;) S é_w + MO()\mam)w‘
Dessa forma,
)‘2(75;) < (/\maar)d(tw:tfu) + >‘2<tw)
S (Amam)(é_w + MO<)\max)w> + >\2<tw>
Aplicando em (5.21]), temos

d(t/v e/> < 521 (O‘max)(éiw + MO()‘max)w)()Q(tw))_l + 1) d(t, 6)
9 kom
<5 (Amaz) (B + Mo(Amaz)™) Amin) ~ + 1) d(t, )

IA
S| o
8

g
Il
—

(()‘ma:c)(é_w + MO<)‘maac)w)(>‘mm)_1 + 1) d(t> 6)7

onde
oo

((Amaw)(é_w + M0<)\ma:p>w>(/\min>71 + 1) = M1 < o0,

pois ﬁ >1e Apazr < 1. Assim,

dt',e') < Myd(t,e).

5.5 Demonstracao do Teorema B

Considere m inteiro suficientemente grande para que estejam bem definidos os con-
juntos C’'(m) C T!, Al(m) C 7= 1(C'(m)) N Ar e AlL(2), com 2’ € C'(m), para os quais
vale o Teorema [5.3} Sejam ainda 2’ € C"(m) e x € T de modo que estejam bem definidas

as aplicacoes

Ri Ap(a') — Ar(x) e hi=pho " p(AR()) = p(Ar(x))

e que vale o Teorema 5.4
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5.5.1 Demonstracao do Teorema 5.1

Demonstragao. Seja e > 0. Usando o Teorema [5.3] podemos considerar m grande tal que

dimg p(A%(2") > sop — €.

q
Seja p(AlL(2')) = U E; a partigao finita de p(A’(z’)) dada pelo Teorema [5.4. Como
j=1
dimy p(A%(2")) = sup(dimpy E;), segue que pelo menos um dos Ej; é tal que dimy E; >
J

sop — €. Ou seja,
dimy (h~(h(E;))) > sop — €.

Uma vez que (h|g,)”" é uma mapa Lipschitz, vale que dimg(h~'(h(E;))) < dimg (h(E;))
e portanto
dimpy (h(E;)) > sop — €.

Como h(E;) C p(Ar(x)), segue entao que
dlmH p(AT(fE)) 2 Sop — €.

E sendo € arbitrario, podemos fazer e — 0, isto é, teremos

dimp (p(Ar(z))) > sop

5.5.2 Demonstracao do Teorema B

Demonstracao. O Teorema nos fornece que dimpy(Ar(x)) < sop. Como a aplicagao
p:V — Ay é Lipschtiz continua, temos

dimg p(Ar(z)) < dimg (Arp(x)).
Usando o Teorema [5.1] , vale que
dimy (Ar(z)) > dimpy po(Ar(z)) > sop-

Portanto,
dimy (Ar(z)) = sop.

Agora iremos mostrar que dimg(Ar) = | + sop. Usando o Teorema , ja temos
dimg (A7) <1+ sop. Falta mostrar que

dlmH(AT) Z l + SopP-
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Seja 1y = (3,%,....3) € T' e considere a bola B(z, 5) C T'. Considere ainda a

identificagao natural do toro T' com E = [0,1]' C R!. O atrator Ar é identificado com
um subconjunto de [0, 1] x R¢ x R?, que est4 contido em R4+, Observe que identificaciao

restrita a bola B(xo, 15) ¢ dada por
1 B(Io, %) C T — B(LE(), %) C R
x — i(r) = .

Escrevendo n = l+d+p, k=1, F = Ap, E = B(xo,%) e, para cada v € F, L, =
{z} x RY x R? = (z + {0}) x R? x RP(subespaco afim de dimensdo d + p = n — k). Note
que FF'N L, = Arp(z) e portanto

dimg(F N L,) = dimy(Ar(z)) > sop, Yz € E.
Assim, usando o Teorema [3.1] segue que

1
dlIIlH(AT> = dlmH(F) > Sop + dlmH<E) = Sop + dlIIlH(B(QZ(), 1—0)) = Sop + l.

Argumentos similares aos de cima permitem concluir também que dimy(p(Ar)) =
[ 4+ sgp. Ou seja, vale

Usando a desigualdade em (3.6|) e os Teoremas e , segue que

dimpg(Ar(x)) = sp

para todo z € T! e que
dlmB(AT) = + Sop-
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6 DIMENSAO DE HAUSDORFF COM TRANSVERSALIDADE INTRINSECA
VIA POTENCIAIS

Neste Capitulo apresentaremos o calculo da dimensao de Hausdorff usando a técnica
de potenciais tal como fizemos no Capitulo[d] No entanto, aqui acrescentaremos a hipdtese
de transversalidade intrinseca apresentada no Capitulo 5. A uniao dessas duas técnicas
val nos permitir o mesmo resultado, porém de forma mais analitica.

Os resultados apresentados no Capitulo 5 exigem uma condicao bastante forte A, €
de distorgao limitada da expansora na Se¢ao [5.1 Estamos interessados agora, unindo as
técnicas do Capitulo 4 e a definicao de transversalidade intrinseca, em provar que podemos
ter a dimensao de Hausdorff do Atrator exigindo menos do nimero \,,,, e nao exigindo
condicoes sobre as constantes de expansao.

Os resultados abaixo se assemelham aos do Capitulo 4. A diferenca crucial é que a
ideia de transversalidade estava ligada ao parametro, agora estd relacionada com o ponto
r e T

Entao considere T': V' — V definida como antes e tal que T' € T,. Denotaremos ainda
p = po. Lembremos que pelo Corolério [5.1, a condicao de transversalidade intrinseca
implica na seguinte condi¢ao sobre as componentes do atrator: existem dy > 0 e ¢g > 0

tais que quaisquer duas palavras a,b € I*°(z), com [a]; # [b]1, temos que se
p(S(z,a)) = p(S(2,b))|| < do, entdo m(pDS(z,a) — pDS(z,b)) = co. (6.1)

Observacgao 16. Mais uma vez estamos escrevendo p(S(z,a)) e p(DS(z,a)) para denotar

a componente em RP de S(x,a) e DS(x,a).
Vamos provar entao o seguinte resultado:

Teorema C. SeT € Ty € Apaw < N~ win{r.2] , entdo dimp(Ar(x)) = dimy (Ar(x)) = sop

para quase todo x € T'. Isto implica que
dlmB(AT) = dlIIlH<AT) =1 + Sop-

Antes, precisaremos provar alguns Lemas a seguir.

6.1 Resultados auxiliares

Consideraremos nesta Se¢ao os nimeros dy > 0 e ¢y > 0 como em (6.1]) e denotamos

m; a medida de Lebesgue [—dimensional.
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Lema 6.1. Se T € T,°, entdo existem constante K > 0 e inteiro ¢ > 1 tais que para
quaisquer a,b € I°(c) (ver[2.6]), com [a], # [b]: e c € &, vale

mi({z € Te: [|p(S(x, a)) — p(S(z,b))[| <r}) < KrP (6.2)
para todo 0 < r < .

Demonstragio. Dado 0 < r < &, considere z¢ € T' tal que ||p(S(zg,a)) — p(S(zo,b))|| <
r < do para a,b € 1°°(xg), com [a]; # [b];. Por[6.1] temos

m(pDS(xo, a) — pDS(x0,b)) = co.

Usando os célculos envolvidos na demonstracao da Proposicao [5.1], é possivel mostrar que

existe L > 0 tal que
|pDS(x,a) — pDS(xo,a)|| < L||lz — z0||, z €T, ae I®(x)NI®(x).
Por uma desigualdade triangular, podemos mostrar também que
1pDS(x,a) — pDS (0, a) — (pDS(x,b) — pDS (w0, H)|| < 2L||z — zo|.  (6.3)
Desta forma, usando estas estimativas chegamos em
m(pDS(z,a) — pDS(x,b)) > co — 2L||z — xo]|.
Assim, para que tenhamos

co — 2L||x — o] > %

¢
devemos ter ||z — x| < i. Logo, se tomamos ¢ > 1 grande o suficiente tal que

diam(T,) < 46—%, com ¢ € &, entao vale

C

m(pDS(x,a) — pDS(z,b)) > —, Ve € T..

o | S

—~

Consideramos ¢ grande o suficiente para que T. C B(zg, 1), onde

0<ry< © <2
LS ~ 4L
41+ =

1- ()\max)éil "

em que 3 > 1e Ly > 0 sao tais que |[D,v|| < Ly e |[(Dp(z))~"||7" < B. Definimos agora

uma aplicagao g : B(zo,r9) D T, — RP dada pela extensao de

g(x) = p(S(x,a)) — p(S(z,b)).
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Estendemos os ramos inversos, o que permite estender S(x,a) e portanto g. Temos
m(g(z)) > %O. Além disso, ||g(x)]] <2 e

1Dg ()] < [[pDS(x, a)|| + [[pDS(x, b)]

. Como
oo i—1
pDS(x,a) := Dyv(wr, ) Do~ (@) + ([ [ Davla. 2)) (Dav (i, 2)) (D' () ™" (6.4)
i=2 j=1
em que x; = [a];(x) e 2} := lim. i — Tim vig), (@) © - 0 Vial,(x)(0), segue que
1pDS(@, a)l| < [|Dav (1, 27| [|De™" (1)
) i—1
+ Y AT Povs 2NN (Dav (s, 2D (D () 7|
=2 j=1
oo -1
< LB S D) S = I 7 .
- 1@ ;( ) 1@ 1(1 _ ()\max)@l)
Assim,

671
1- (Amax)é_l ) '
Notando agora que, por 6.3, devemos ter ||D?g(z)|| < 2L. Logo,

lgllez <21+ L~ + L
gllc? > 1_</\max)§71

1Dg(@)[] < 2L (

Aplicando entao o Lema para g, U = B(xq, 1), 0 = % e

Lp~" N
— (Amaz) 87 h

ag=1+ ,
existe um K > 0 tal que
mug~ (B0, 7)) < Kr”
e isto implica que
mi({z € T¢: ||p(S(x,a)) — p(S(, b))l <r}) < KrP
O

Lema 6.2. Se T' € T,, entao para todo 5 € (0,p) existem uma constante Ko > 0 e um
inteiro ¢ > 1 tal que para x € T,, com c € &, ¢ > 1, e para quaisquer a,b € 1°°(c), com
la]s # [b]1, temos

/ d <K
1, [1pS(z,a) = pS(z.b)|[P =
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Demonstracdao. Considere ¢ > 1 grande tal que vale o Lema para T, com ¢ € &,.
Sejam quaisquer a,b € I*(c) tais que [a]; # [b];. Usando a equagao [4.13] com X = T,
1

p=my, ¢(t) =te f(z)

- ||pS(I" Q) — pS(l’, l_)) | |/8 ’ pOdemOS escrever

dzx 00 1
L seamsemr =, ™ T s e 7 D

Para r > 0, escrevemos t = 7 e assim, por mudanca de varidvel , temos

> 1
[ e oS@a) — pS@ o~ P

= ﬂ/oo ml({x eT,: ||ps(l‘,g) — pS(IJ—))H < T})T‘_(ﬁ"'l)dr
0

o0
= ﬁ/ ml({l‘ S Tg : ||pS(I7Q) - pS(m7Z_))|| < T})T—(ﬂ_H)dr
0

[e.9]

+03 mi({z € T, : ||pS(z,a) — pS(x,b)|| < r})r P Var.
do

Usando o Lema [6.1], podemos estimar

o
B[ m{e €T |IpS(,a) - pS(a.b)l| < rpr=dr
0

do
< BK/ rP= B gy = ﬁK(5g_B)(p — B < .
0

Como 1+ g > 1, temos que / r~ B dr < 00 e com isso temos também

)
I&; my({z € T, :||pS(z,a) — pS(x,b)|| < r})r P Vdr < Bml(TC)/ = dr < oo
(50 50
O que conclui a prova. O

Lema 6.3. Fizado xy € T, c € &, q > 1, temos que existe constante K; > 0 tal que
para todo x € T, e todo a € I*(c), vale

o 2 1D (@0l
S D (lalntwo) 0)] =€ (6:5)

e

para todo n > 0.

Demonstracao. Usando a conformalidade e a Regra da Cadeia, temos

1D-v"(laln (), 0l _, | det D.v"([a]u(x), 0)[»
1Dz ([a]n(20), 0)] | det D.v([a], (o), 0)|»

log
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- Lo (40D (2.0
N g(|dew v ([alu(xo), o>|>

n—1

:_Z log | det D.v(v*([a]n(x), 0))] — log| det D.v(v*(la]n(x0),0))]).

Como v € C",r 2 2, segue que o logaritmo do jacobiano de v é Lipschitz. Assim, existe
Cp > 0 tal que

., 1Dl (a . lal (a
log 1o R < ch 0) = v ([alu(z0), Ol

Usando o Teorema da desigualdade do Valor Médio, segue que
¥ ([ala (@), 0) = v*([ala(w0), 0)]] < sup ||Dv*(z, 2)|| [[la]n(z) — [a]a(zo)ll
S Ol()‘max) on_xOH

S Cl( max) ﬁ

Portanto,
1 D" ([a)( jegn < L 5
] CoCh (Amaz) 20,0 (—=——).
°g||Dzw<[a]n || = Z 1Amae )57 < DG (T3 )
ﬁ_l
Tome entao K; > COCl(T)'

O

Considere agora p, a medida finita em I°°(z) definida na Secdo [3.5] De maneira
analoga ao Capitulo 4 , temos que p, determina uma medida em py(Ar(z)). Pois para

cada z € T' , definimos a aplicacio h, : I°°(x) — {z} x RP por
he(a) = (z, pS(z, @))- (6.6)

Note que h,(I*(z)) =

p2(A
mos a medida v, em py(Ar(z)) pelo ”push-forward”

Vo (B) = (ho) (1) (B) = pta (b (E))-

Assim, se f é uma funcao mensuravel limitada, entao

[ rav.= [ rate.mn = [ron)dn, (6.7

r(z)). Identificamos naturalmente {z} x R? com RP. Defini-
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Observagao 17. Se a € I*®(z), entdo temos

Como s(x) € constante para todo v € T, c € £,,q > 1, seque que x — p, € constante em
T.. Note ainda que 1°(x) = I*(c), para todo x € T..

Para cada ¢ fizado, ¢ € €;,q > 1, usaremos ainda os conjuntos,
An ={(a,0) € I™(c) X I*(¢) : [a]n = [b]n € [a]n+1 7# [Dnt}

A ={(a,a) € I™(c) x I*(c)},

e, para a' € I"(c), escreva

Note entao que
I°(c) x I(c UAM U(As). (6.8)

Temos também p1,(As) = 0.
Usando as notagoes da Observacao acima, temos:
Lema 6.4. Se (a,b) € A, e escrevendo [a],(z) = ', entdo vale
lpS (2, a) = pS(x, b)) = K7 ([[D-v"([aln(2), 0)I]) [|(pS(2, 0" (@) = pS(a’, 0™ ()] (6.9)
para alguma constante K7 > 0.

Demonstragao. A demonstragao é andloga & do Lema [4.4]

6.2 Prova do Teorema C

Teorema 6.1. Seja T € 7). Entao para qualquer € > 0, existe inteiro ¢ > 1 tal que para

quase todo v € T, c € &, temos

dimg (p(Ar(z))) > sop — €.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que para todo € > 0 tal que sop — € € (0,p), temos o

seguinte

// x)/ (IIpS (z,a) — ;S(m’b)nsop—e) d pz(a) d pe(b) dz < oco. (6.10)
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Com isso, teremos

/ / ( 1pS(z,a) — ;S(x’l_)>‘|50pe> d iz (@) d pa(b) < 00

para quase todo x € T.. Dai, fazendo uma mudanga de varidveis ¢y’ = h,(a) e 2’ = h,(b)

e usando segue que

feo oo s =) At iet0

)
= e | dva(y') du.(2) < oo,
/m(AT(z)) /pz(AT(z» (”y' — 2|[pop=e

para quase todo x € T.. E, usando o Teorema , teremos

dimp (p2(Ar(x))) = sop — €

para todo € > 0 e para quase todo z € T..
Uma vez que T' € T, tome g > 1 grande tal que vale o Lema para ¢ € &,. Usando
Observacao temos que a medida p, é constante em T.. Assim, fixe z. € T, e escreva

[, = Ha|1=(c)- Podemos escrever entao

// x)/ (HpS (z,a) — ;5(x79)||50p6) d pa(@) d pir (b) d
- /c/mc) /I‘”(c) (IIpS(:c,g) _ ;S(x,l_))HSop—e) d pta, (@) d o, (b) d

Trocando a ordem de integragao, usando a Observacao[I7)e em seguida o Lemal6.4] temos

/c/lw(c) /Ioo(c) (HpS(a:,g) — ;S(,Qj?b>|’50p6) d pig,(a) d pie, (b) d v
/ c)/ (© (/ lpS(z,a) dpxs(x’(_))||sop_e> d pt, (@) d pi, (b)

_Z// </T 1S(x,a) — ps(x B[ ) d pt, (@) d fa, (b)

n>0

2PN (/T 05050 dpgm,@nsope)d““( )

n>0a'€l™(c

(Ki[| D" (a (), 0)[[)"*"
< Z Z // </Tc pS x! O—n(a)) —pS(QZ,Un(_))”SOP e) dﬂ!af ( )d,uz (b)

n>0a’€l™(c)
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= (K)o

(D" (@ (x), 0) )~ da
Z Z // </Tc ||p5 T’ Un( )) pS(x7gn(_))||sop 6) dﬂxc( )d,ux (b)

n>0 a’ GI"

Usando o Lema existe K7 > 0 tal que
D" (d (), 0)]| =607~ < M1 CP=I(|| D, (d (), 0)]]) 0P~

Logo,

D) (|1 D.v"(d(),0)]))"*" ) da
K Z Z // </I‘C ”pS i Un(@)) PS(SL‘ ,a”(_))”sop e) d:u:rc( )d,ux (b)

n>0a’€l™(c

(K*) sop+e K1 (sop— Z Z ’D " ) )||> (s0P= E)

n>0 a’€I™(c)

// (/T lpS (2, 0™(a)) dpi*(;p o (b))][[soP~ E) d pte, (@) d pe, ()

Note agora que [0"(a)]1 # [0"(b)]1, usando entdo o Lema [6.2] existe Ky > 0 tal que

dz
/Tc 1pS(,o"(@) = pS(, o (@) ror—< =

Assim,

(K%)~ sop+e o Ki(sop—e Z Z (||D.v"(d(z.),0)||)~ (sop= 6)

n>0 a’el™(c)

// <Ac |pS (', om(a)) dpgfg(x o (b ))HSOp—e> d pz, (@) d i, ()

< Ko([p)~orteefator=o

. D (UIDv"(@(xe), 0)[)" ) (// d i, (@) d i, (b))

n>0 Qle[n(g)

< KoKy teor=o

2 3 (O 1D, 0D <// iy (@) d e, (b))

n>0a€[n

= KO(KT)—SoereeKl(sw—e)

z:()‘maac)nE Z (<||DV( (), 0)]) Sop <// d pig, (@) d pa, (b)>

n>0 a’el™(c)
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Observe agora que para cada a’ € I"(c) o conjunto A, » esta contido no conjunto

Cn(d)=[1,dy,....a,] x [1,d],...,a,].

oy Uy oy Uy

Note ainda que por [3.34, temos

! * c ! s —1
||Dv(d/(2.),0)|]50P < O3 (pa ([15a1, -, a]))

para alguma constante C5 > 0. Assim,

KO (Kik ) —sop-l—eeKl (sop—e)

S ae)™ S (1D @ (), 0)]) ) ( /] du%@duxc(b))

n>0 a’el™(c)

< KO(KT)_SOP+66K1(SOP_€) Z(/\maw)ne Z O;(/"Lxg([l; allv oo a;’L]))_l(II’LIQX/‘ng> (Cn(gl))

n>0 a’el™(c)
< CgKO(Kik)—sop—&-eeKﬂsop—e) Z()\max)ne Z M%([l; a’h e a;])
n>0 a’el™(c)

Como para alguma constante K, temos

Y me([lidl s ay]) < pa(I7(0) < Ko,

z'Ep~ ()

segue que escrevendo K = C Ko(K;)~sorteeki(sor=9) () chegamos em

1 A
d'uxQ d[txl_) de < K Amaz ne<oo’
/8/100(1) /]oo(w) (HPS(ZIT,Q) - pS(gj7l_))||80pe) ( ) ( ) E ( )

n>0

como queriamos demonstrar.

]

Como, para cada ¢ > 1, a familia 7, dos conjuntos T,, com c € &, é uma particao de

Markov de T! | em particular a unido desses conjuntos tem medida total em T'. Segue do
Teorema [6.1] que:

Corolario 6.1. Se T € T,*, entdo para quase todo x € T', temos

dimp (p(Ar(2))) = sop.
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Demonstragao do Teorema C' . Usando o Coroldrio [3.2] e o Coroldrio [6.1], segue que

dimy (p(Ar(z))) = sop

para quase todo z € T!. Usando o Teorema e o fato da projecao p ser Lipschitz
continua, temos
dimg (Ar(z)) = sop

para quase todo x € T'. Agora, usando o Teorema e a desigualdade segue a
primeira parte do Teorema C.

O Teorema fornece a cota superior para Ap. Para a cota inferior, tome xq € X C
T!, com X tendo medida total em T e tal que dimpy (A (xg)) = sop. Aplicando o Teorema
para F = Ar, E = B(xg,r), com r > 0 suficientemente pequeno, L,, = {zo} x R? x RP
e notando que dimgy (Ar(zg)) = dimg (F N Ly,) > sop, segue que

dlmH(AT> > Sop + dlmH(B(x[): 7’)),

isto é,
dlmH<AT) > Sop + [.

Por fim, usando o Teorema e a desigualdade (3.6) segue o resultado

dlIIlB(AT) =1 + Sop-
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7 EXEMPLOS E COMENTARIOS FINAIS

Neste Capitulo apresentaremos um caso particular das aplicacoes tratadas nos capitulos
anteriores. Trataremos da situagao em que v e v sao contragoes lineares transladadas por
aplicacdes C? no toro T!. Tal caso denominaremos como “caso linear”. Em seguida,
dentro do caso linear, descreveremos um exemplo nao genérico em que a dimensao nao é
a esperada para p(Ar).

Por fim, mostraremos que a propriedade de transversalidade intrinseca é mantida para
o produto de duas aplicacoes com a propriedade de transversalidade intrinseca. Convém

antes mostrar o seguinte:

Proposicao 7.1. O conjunto T,*, definido na Se¢ao € um aberto na topologia C",
r>1.

Demonstracao. Seja T € T, e tome G numa vizinhanca U(T"). O Coroldrio fornece
a existéncia de § > 0 e ¢y > 0 tais que para quaisquer duas palavras a,b € I*°(z), com

la]y # [bly vale que se [|p(S(x,a)) — p(S(x,b))]| < 4, entdo
m(pDS(z,a) — pDS(x,b)) > co.

Podemos, sem perda de generalidade e considerando U(T') com diametro pequeno,
supor que a codificacao da base expansora de GG é a mesma usada em T, pois expansoras
sao estruturalmente estéveis ( a particao de Markov do perturbado pode ser indexada com
o mesmo alfabeto). Denote por S(z,a;T") a aplicagdo p(S(x,a)) em relagdo a dindmica
T. Se G estd C"—préxima de T, entdao DS(x,a; G) estd C"~1— préxima de DS(x,a;T).
Assim, se DS(x,a;G) = DS(x,b;G) e o diametro de U(T') é suficientemente pequeno,

entao por uma desigualdade triangular teremos
105(z, a;T)) = (S(2, b T))|| <0 = m(DS(x,a:T) = DS(2,6:T)) = co

= m(DS(z,a:G)— DS(z,b;G)) > %0 > 0.
[

Assim, segue que quaisquer pertubacgoes de qualquer exemplo mencionado também

serao exemplos de aplicacoes com transversalidade intrinseca.
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7.1 Caso linear

Considere o toro [-dimensional T! = R!/Z!. Seja V = T! x D? x D? em que D? e DP sao
bolas unitarias em R? e R?, respectivamente. Iremos considerar um mergulho de classe
C',r>1,T:V — V, dado por

T(z,y,z) = (p(x), C1(y) + f1(2), C2(2) + fo()),
comz € T!, y € D? e z € D, onde teremos :
1. 1 > max{d, p}.

2. ¢ :T! — T é expansora de grau N > 2, isto é, existe o > 1 tal que

1Dg. ()l 2 olfv]], VzeT, VuveTl,T,

3. C,: DY = D?e C,:DP — DP sdao contracoes lineares invertiveis e vamos supor que

C5 é conforme. Denotaremos por
AL =CTHITS AL =G e e = (1G5 = (Il

e suporemos ainda que A\ < \s.

1
4. >\2 < Nmax{l,2};
5. Consideramos f; € C™(T!, D4) e f, € C"(T!,DP), com r > 2.

Note que, para este caso, temos v(x, z) = Ca(2)+ fo(x) e com isso vale que D,v(x, z) =

C5(2). Usando a notagao dos capitulos anteriores, temos
Amaz = Amin = Az.

Nas condig¢oes dadas acima, teremos que o potencial definido em (3.11]) sera dado

apenas por ¢ = log(Apq.)?P € teremos ¢, = log(Anae)™. E assim,

1
P(o,s0¢) =0 <= lim — log Z exp(sodn) | =0

n—oo M,
acén

: 1 Somn.
(z)iggoﬁlog ;()\2) ol =0

1
< lim —log (sN"'(X)*"™) =0

n—oo N,
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— lim <llog(s) + <” — 1> log(N) + soplog()\g)) —0
0.

n—co \ M n
<= log(N) + soplog(X2) =

Portanto, devemos ter
_ log(NV)
T Tlog (%)
Logo, nas condigoes do Capitulo 5, Secao , teremos os seguintes resultados:

Teorema 7.1. Tome T € T,* NT,**. Entdo para qualquer x € T' teremos

. log N
dimp p(Ar(z)) = — og g

Teorema 7.2. Seja T € T, N'T,**. Entdo para cada v € T, vale que

dimp(Ar(z)) = dimy (Ap(z)) = —kl)fg]\iz'

Isto implica que

log N

dimp (A7) = dimy (A7) = dimy(p(Ar)) =14 — gy

E usando os resultados do Capitulo 4, podemos achar uma aplicacao Ty : V. — V,
C"—préxima de T para a qual o atrator Ay satisfaz

log N

dimB(ATt) = dlmH(ATt) = + _ log )\2.

Mais especificamente, teremos

Teorema 7.3. Se( < Ay < min{ﬁﬁ, N~ wintn s }, entdo existe uma familia de dindmicas
{T}, te B(0,n) CR*, com Ty =T tal que

dimB(ATt<x)) = dlmH(ATt($)) = _11%‘(]\;2)7

para todo x € T' firado e para quase todo t. Em particular, existe uma aplicacio T;

arbitrariamente C"—prozima de T tal que

~ log N
— 10g(>\2)

log N

€ dimB(ATt) = dlmH(ATt) = l+
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7.2 Um exemplo nao genérico para dimy p(Ar)

Mostraremos agora um exemplo em que se fy for uma aplicagao conveniente, entao
poderemos calcular diretamente a dimensao de Hausdorff de pa(Ar). Considere T: V' —
V' dada por

T(x,y,2) = (¢(x), Ci(y) + f(@), Co(2) + f(o(x)) — Co(f (),

ou seja fo(z) = f(p(x)) — Co(f(z)), em que f : T — DP é uma aplicagao Lipschitz.

Considere ainda o grafico de f como o conjunto
gra(f) = {(z, f(v)) 1z € T'} C T' x D.

Seja T* : T! x DP — T x DP dada por T*(z, 2) = (p(x), Co(2) + f(p(z)) — Ca(f(x))).

Note que po(T(z,y,2)) = T*(z, z). Temos as seguintes conclusoes:
Afirmagao 7.1. gra(f) € um conjunto T*—invariante.

De fato, temos
T*(z, f(z)) = (p(x), Co(f(2)) + fle(z)) — Ca(f(2)))

= (o(x), Co(f () + fp(x)) — Ca(f(2)))
= (@), f(p(2)) € gra(f).

Ou seja, temos T (gra(f)) C gra(f). Por outro lado, como ¢ é sobrejetora em T!, dado
(z, f(x)) € gra(f), existe 2* € T! tal que ¢(z*) = x e assim

(z, f(2)) = (p(z"), fp(a")) = (p(z"), Co(f (z7)) + f(p(z")) = Ca(f (7)) = T (=7, f(z7)).
Logo, gra(f) C T"(gra(f)).
Afirmacio 7.2. gra(f) = pa(Ar).
Note que gra(f) = (T*)*(gra(f)) C pa(T™(T' x D¢ x DP)) para todo n > 0. Assim,
gra(f) C p2(Ar).

Tome agora (z,2) € po(Ar). Para cada n > 0, existe (x,, yn, 2,) € T! x D? x DP tal que

p2(T™ (X0, Yn, 2n)) = (2, 2). Deste modo, temos ¢"(x,) = x e com isso

p2(T" (s Y, f () = (T7)" (@0, [ (20)) = (2, f(2)).
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Além disso, temos
p2(T™ (%, Y 20)) =2 (T™ (Zs Y, [ (@n))]] = 110, 0, CF (20— f (@) + [ (0" (@) = (" ()]
= (Amaa)" (0,0, 20 — f(an))]l-

Uma vez que A\por < 1 € 2z, f(z,) € DP para todo n, vale que

P2 (T" (@0 Yns 2n)) = P2 (T (@0 Y, f(20))]] = 0

quando n — co. Assim,

(2,2) = . palT" (0, o, 20)) = i pal(T" (0, i, £ () = (1, £ ().

n—oo

Portanto, z = f(z) e p2(Ar) C gra(f).
Proposicao 7.2. dimg(gra(f)) =I.

Demonstracao. Como f ¢é Lipschitz continua, existe L > 0 tal que
1f() = Wl < Lllx —yl|, ¥,y € T".

Seja P uma particao de T! em cubos [— dimensionais P; de aresta § > 0, em que 1 < i <

M < (671 + 1)L Temos que para i fixado vale que sup ||f(z) — f(y)|| < LOVI. Assim, a
z,y€P;

porcao do conjunto gra(f) que estd acima de P; pode ser coberta por ((Lov1)d~! +1)? =
((LV1) + 1)? p—cubos de aresta 0. Seja entdo {C;}1<i<x uma cobertura de gra(f) por
p—cubos de aresta § em que K < ((LvV1) + 1)P(6~" + 1)! < (LV1) + 1)P(20~1)!, para &

pequeno. Note que

Y (diam(Cy))' < (LVD) + 172071 (8y/D)' = (LVI+1)"(2y/p)"

1<i<K

fazendo & — 0, concluimos que H!(gra(f)) < +oo, ou seja, dimg(gra(f)) <.
Uma vez que f é continua em T!, temos que a projecao projp (gra(f)) do grafico de f

sobre T é sobrejetiva e como a projecao é uma aplicacao Lipschitz, temos

dimp (projp (gra(f))) < min{dimy (gra(f)), [}
Como dimy(gra(f)) <1 e projp(gra(f)) = T, segue dimg(gra(f)) > I. O

Assim, usando as Afirmagoes[7.1} [7.2)e a Proposi¢ao[7.2], concluimos que dimpy (p2(Ar)) =
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7.3 Produto de aplicagoes com transversalidade

intrinseca
Sejam as aplicagoes 11,715 : V' — V dadas por

Ty (21,91, 21) = (p1(w1), Y1(21, 91), vi(21, 21)) € To(T2, Yo, 22) = (P2(22), V2(T2, Ya), va(T2, 22))

satisfazendo as condicoes da Secao [5.1] e com os respectivos atratores intrinsecamente

transversais com respeito a ps.

Afirmagao 7.3. A aplicagdo T : (T')? x E? x F? — (TY)? x E? x F? dada por

T(($17 x2>a (yh y?)v (Zla 22)) = ((101('%1)7 <P2($2), 1/}1(1‘17 yl): 1/}2(1‘27 y2)7 1/1(1,‘1, Zl)a V?(an Z?))
satisfaz a condi¢cao de transversalidade intrinseca.

De fato, considere Si(z1,a,) para pa(11) e Sa(x2, ay) para po(T3) ( ver ). Codi-
ficando a dinamica T' o produto das particoes de Markov e o alfabeto produto, teremos
que

S((z1,22), (a1, a5)) = (S1(w1,41), 52(72, a5)).

Para cada T;, i = 1,2, a condicao de transversalidade intrinseca, implica que existem

e > 0 e ¢y > 0 tais que para quaisquer duas palavras a;, b, € I*°(z;), com [g;]; # [b]1, se

=y Zg

[|Si(xi, a;) — S(x4,b,)|| <€, entao m(DS;(x;,a;) — DS;i(z4,a;)) > co.

=4

Assim, para T, se [a;,as]1 7 [by,b5)1 €

S((@1,22), (a1, a5)) = S((21,22), (by, b)),

entao vale

Si(xi,a ) = S(.TZ,

=1

b

=4

), Vi=1,2.

E dessa forma,
m(DS;(z;, a;) — DSi(x;,a;)) > o,V i =1,2.

=4

Como DS((x1,x2), (ay,a,)) é da forma

D51($1,Q1) 0
O DSQ(IL’Q,QQ)

Y

segue que o menor valor singular de DS((z1, x2), (a;, ay))—DS((x1, x2), (by, by)) é¢ 0 minimo

dos menores valores singulares dos elementos da diagonal, e assim devemos ter

m(DS((xlva)v (Q1’Q2)) - DS((wla x2)7 (b17b2))) > Co.
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Exemplo 7.1. O Solenoide de Smale- Williams ¢ um importante exemplo de atra-
tor com transversalidade intrinseca. Inclusive foi este exemplo um dos motivadores do
desenvolvimento deste trabalho, com o propdsito de estudar a dimensao de atratores em
dimensoes mais altas. O atrator é definido por meio da aplicacdo f: S* x D — S x D
dada por

f(0,z,y) = (20 mod 1, \yx + ecos(2m8), Aoy + esen (276)) (7.1)

para constantes 0 < Ap, Ay < min{e, %} Foi mostrado no trabalho de Simon em (23) que a
aplicacao acima satisfaz a condicao de transversalidade intrinseca. Assim, um produto de
aplicagoes desta forma satisfaz a condicao de transversalidade intrinseca. Se além disso
as tazas de contragao satisfizerem as condigoes da Secao[5.1], entao poderemos calcular a

dimensao do atrator com os resultados ja demonstrados.

7.4 Comentarios finais

Vimos no comego deste capitulo que a condi¢ao de transversalidade intrinseca é uma
condigao aberta na topologia C", r > 1. No trabalho de Bothe (3]) foi provado que a
condicao de transversalidade intrinseca é C''—genérica. Em tal trabalho, Bothe questiona
ainda se tal condicao é C"— genérica. Tanto em seu trabalho como neste aqui apresentado,
condicao de transversalidade intrinseca implica no calculo da dimensao do atrator.

No Capitulo 4, mostramos que definida uma aplicacao 1" sob certas condigoes, existe
uma outra que estd C"—proxima e que tem a dimensao do atrator esperada. No en-
tanto, nao garantimos que esta aplicacao tenha a condicao de transversalidade intrinseca.
Portanto, embora tenhamos respondido que ter a dimensao esperada é C"—genérica, nao

respondemos o seguinte:

Questao 1. A condigdo de transversalidade intrinseca em [5.1 é C"—genérica?

E C'—genérica?

Um possivel caminho para responder esta pergunta seria provar que o conjunto de
aplicagoes que nao tem a condicao de transversalidade intrinseca tem medida de Lebesgue
nula para alguma familia de perturbagoes a finitos parametros. Foi essa a ideia utilizada
por Bothe. Entretanto a construcao realizada por ele apenas funciona quando a dimensao
p é igual a 1. A C"—genericidade de uma condicao de transversalidade similar (porém
mais fraca) foi feita também no trabalho de Bocker-Bortolotti (6) e nos trabalhos de
Tsujii (28)) e Avila-Gouezel-Tsujii (1)). A diferenga é que nestes ultimos a condi¢ao da
transversalidade permitia algumas tangeéncias.

Por fim, escolhemos neste trabalho a estrutura de “skew product” para a aplicacao 7.

Uma generalizagao esperada seria considerar T : V' — V de classe C" tal que Ar é atrator
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hiperbdlico do tipo E%° & E** & E*, em que E*® denota contragao mais forte, com DT'|gus

conforme e ||DT|guws|| pequena.

Questao 2. Nas condigies anteriores, serd que dimg (W™*(x)NAr) = sop genericamente,
com dim(E®*) =p , P(so¢) =0 e ¢ = log|det DT |gs|? Além disso, serd que dimpy(Ar) =
dimy EY + sop?

No nosso caso a folhea¢ao x — W™5(x) era sempre a mesma, a vertical {0} x {0} x F.
Esperamos que as mesmas técnicas deste trabalho permitem responder positivamente a

Questao 2 no caso em que a folheagao estavel seja regular.
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