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RESUMO

Neste trabalho estudamos a dimensão de Hausdorff de atratores solenoidais em di-

mensão maior ou igual a 3 que são definidos através de skew-products. Provamos que se a

contração é forte o suficiente, então para dinâmicas Cr-próximas a dimensão de Hausdorff

e a box-counting dimension do atrator associado tem o mesmo valor, o qual corresponde

ao zero da pressão topológica como na fórmula de Bowen-Manning. Para este resultado,

utilizamos técnicas anaĺıticas de teoria de potenciais. Em seguida, damos condições su-

ficientes para que a dimensão do atrator tenha tal valor esperado, fazemos isto de duas

maneiras: A primeira utilizando técnicas geométricas e uma condição de transversalidade

entre as componentes do atrator, e a segunda utilizando técnicas de teoria de potencial e

a mesma condição de transversalidade. Em todos os casos provamos que a dimensão de

uma seção transversal é a mesma em todo ponto (ou em quase todo ponto).

Palavras-chave: Solenoide. Atrator hiperbólico. Dimensão de Hausdorff. Potenciais.

Transversalidade intŕınseca.



ABSTRACT

In this work we study the Hausdorff dimension of solenoidal attractors in dimensions

greater than or equal to 3 that are defined by skew-products. We prove that if the

contraction is sufficiently strong, then for dynamics Cr−close the Hausdorff dimension

and the box-counting dimension of the associated attractor have the same value, which

corresponds to the zero of the topological pressure as in Bowen-Manning formula. For

this result, we use analytical techniques of potential theory. After, we give sufficient

conditions so that dimension of the attractor has such expected value, we do this in two

ways: The first way using geometric techniques and a transversality condition between

the components of the attractor, and the second way using potential theoretic methods

and the same transversality condition. In all cases we prove that the dimension of a cross

section is the same at every point (or almost every point).

Keywords: Solenoid. Hyperbolic attractor. Hausdorff dimension. Potential. Intrinsic

transversality.
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REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137



9

1 INTRODUÇÃO

1.1 Dimensão de Hausdorff de Solenoides

Neste trabalho, iremos estudar a dimensão de Hausdorff de certos atratores hiperbólicos

solenoidais. O estudo da dimensão de Hausdorff é uma das ferramentas fundamentais em

Geometria Fractal e sua importância, a grosso modo, reside no fato de podermos ob-

ter informações sobre conjuntos de medida nula e cuja a dimensão usual não é inteira.

Já os atratores solenoidais constituem uma classe de exemplos importantes em Sistemas

Dinâmicos Hiperbólicos.

Um dos exemplos mais citados na literatura de atrator solenoidal (veja (10),(23) e

(19) para mais detalhes) é o solenoide de Smale-Williams que passamos a descrever

agora. Considere D um disco unitário em R2 centrado na origem e S1 = R/Z o ćırculo

unitário, o conjunto S1 ×D pode ser visto como um toro sólido imerso em R3.

Seja então f : S1 ×D→ S1 ×D dado por

f(θ, x, y) = (2θ mod 1, λ1x+ ε cos(2πθ), λ2y + εsen(2πθ)) (1.1)

para constantes 0 < λ1, λ2 < min

{
ε,

1

2

}
. Note que f expande na base S1 e contrai na

direção do disco D. A imagem de f(S1×D) está contida e se sobrepõe dentro de S1×D

(ver Figura 1) . O conjunto limite

∆ =
⋂
n≥0

fn(S1 ×D)

é o que chamamos de solenoide. O conjunto ∆ é um atrator para dinâmica f e conjunto

∆(θ) := ({θ} ×D) ∩∆ é um tipo-Cantor (veja (18) para mais detalhes sobre conjuntos

tipo-Cantor).

Figura 1 – Imagem de S1 ×D por f .

Fonte: O autor (2021)
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Pesin e Weiss mostraram em (17) que se λ1 ≤ λ2, então a dimensão de Hausdorff

(dimH) do conjunto ∆(θ) para cada θ ∈ S1 satisfaz o seguinte

log 2

− log(λ1)
≤ dimH(∆(θ)) ≤ log 2

− log(λ2)
.

E com isso conclúıram também

1 +
log 2

− log(λ1)
≤ dimH(∆) ≤ 1 +

log 2

− log(λ2)
.

Em particular, no caso conforme (λ = λ1 = λ2) vale o cálculo da dimensão

dimH(∆) = 1 +
log 2

− log(λ)
.

No caso afim (λ1 6= λ2), K. Simon no seu trabalho em (25), usando os métodos

encontrados em (24), conseguiu demonstrar que

dimH(∆) = 1 +
log 2

− log(max{λ1, λ2})
.

Contudo, para demonstrar que

dimH(∆(θ)) =
log 2

− log(max{λ1, λ2})

para todo θ ∈ S1, foi preciso assumir as hipóteses do trabalho de H.G. Bothe ((3)),

conforme mencionamos a seguir.

Bothe, em (3), considerou uma famı́lia F de imersões f : S1 ×D→ S1 ×D de classe

C1, dadas por

f(t, x, y) = (ϕ(t), λ1(t)·x+ z1(t), λ2(t)· y + z2(t)) (1.2)

em que

ϕ : S1 → S1, λ1, λ2 : S1 → (0, 1), z1, z2 : S1 → (−1, 1)

são aplicações de classe C1 e ϕ é uma expansora de grau ϑ no mı́nimo 2, isto é, vale

ϕ̇ =
dϕ

dt
> 1. Além disso, tomou o atrator ∆ =

⋂
n≥0

fn(S1 ×D) e as projeções

π(t, x, y) = t, ρ1(t, x, y) = (t, x) e ρ2(t, x, y) = (t, y).

Definição. Para i = 1, 2, F×i é o conjunto de todas f ∈ F tal que vale a seguinte

propriedade: Para qualquer arco B em S1 e quaisquer duas componentes B1, B2 de ∆ ∩
π−1(B) os arcos ρi(B1), ρi(B2) são transversais em A = S1 × [−1, 1] em cada ponto

de ρi(B1) ∩ ρi(B2). Os atratores dos mapas f em F× são chamados de intrinsecamente

transversais com respeito a ρi.
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Com a definição acima e com os seguintes conjuntos

F ′i = {f ∈ F : supλi < ϑ−2} e (1.3)

F ′′i = {f ∈ F : supλi < inf ϕ̇ sup ϕ̇−4 log inf λi/ log supλi}, (1.4)

Bothe demonstrou os seguintes resultados:

Teorema (Bothe) 1. Se i = 1, 2 e f ∈ F×i ∩ F ′′i , então para todo t ∈ S1 vale que

dimH(ρi(∆ ∩ ({t} ×D))) = pi (1.5)

em que pi é o único número real satisfazendo P (pi log λi) = 0 (P denota a pressão to-

pológica).

Teorema (Bothe) 2. O conjunto F×i ∩ F ′i é um aberto e denso em F ′i na topologia C1.

Uma vez que é posśıvel mostrar que F ′′i ⊂ F ′i , então F×i ∩ F ′′i é um aberto e denso

em F ′′i na topologia C1 e com isso 1.5 vale genericamente em F ′′i . Desta forma, Bothe

verificou que a dimensão do atrator ∆ é a esperada C1−genericamente. Em seu trabalho,

deixou duas perguntas sobre genericidade Cr. São elas:

Questão 1. O Teorema (Bothe) 2 nos diz que qualquer mapa f de classe Cr, r ≥ 1

em F ′i pode ser C1 aproximado por mapas de classe C1 em F ′i que tenham um atrator

intrinsecamente transversal. Poderia f ser aproximada por mapas de classe Cr em F ′i?

Questão 2. Seja f um mapa em F ′i e U(f) uma vizinhança de f em F ′i (i = 1, 2). Existe

sempre um mapa g ∈ U(f) ∩ F×i que é definido pelos mesmos mapas ϕ, λ1, λ2, zi′(i
′ 6= i)

como em f , isto é, poderia ∆ ser intrinsecamente transversal com respeito a ρi por uma

pequena pertubação de zi sem alterar ϕ, λ1, λ2, zi′?

Note que estar em F×i é equivalente a uma condição suficiente para sabermos calcular

a dimensão de Hausdorff do atrator ∆.

É importante notar que , em superf́ıcies, a dimensão de Hausdorff de um conjunto

hiperbólico é igual a soma das dimensões de suas variedades estáveis e instáveis locais,

onde ambas são obtidas através de um zero da pressão topológica como no Teorema citado

acima, e por isso é diferenciável com respeito à dinâmica ((13),(20), (14)).

Em dimensão maior ou igual a 3, a dimensão de Hausdorff pode ser descont́ınua em

relação à dinâmica ((4)), por isso apenas esperamos obter resultados da dimensão de

Hausdorff para alguns exemplos espećıficos ou para dinâmicas genéricas.
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No trabalho aqui apresentado, nós respondemos afirmativamente a uma pequena va-

riação destas duas questões levantadas por Bothe para uma classe de aplicações que des-

creveremos adiante. Mais precisamente, nos termos colocados por Bothe acima, provamos

que f pode ser Cr−aproximada por pertubações com os mesmos mapas ϕ, λ1, λ2, zi′ de

modo que a dimensão do atrator seja a esperada. Além disso, nossos resultados são válidos

para dimensões arbitrárias, isto é, para atratores solenoidais em dimensão maior ou igual

a 3.

A parte disso, B. Hasselblatt e J.Schmeling exibem em (9) a seguinte conjectura:

Conjectura 1. A dimensão fractal de um conjunto hiperbólico é a soma das dimensões de

suas partes estáveis e instáveis, onde “fractal”pode significar tanto dimensão de Hausdorff

(dimH) ou “upper box dimension”(dimB) (ver (7)).

Em (9), B. Hasselblatt e J.Schmeling mostraram que tal conjectura é verdade para

uma classe de solenoides. Neste trabalho os conjuntos instáveis do atrator terão dimensão

l e para os conjuntos estáveis, representados por ∆T (x), daremos condições para que

tenham dimensão s0p para todo x ∈ Tl , onde s0 é o único valor tal que P (σ, s0φ) = 0,

em que P denota pressão topológica do deslocamento σ homeomorfo ao limite inverso

com respeito à um determinado potencial geométrico que é definido com mais detalhes

no Caṕıtulo 3. Ou seja, no nosso contexto e sob certas condições, mostraremos que a

conjectura acima é verdadeira e portanto teremos a dimensão esperada:

dimB∆T = dimH ∆T = l + s0p.

1.2 Resultados principais

Vamos agora apresentar o contexto e os resultados principais demonstrados neste

trabalho. Iremos considerar um endomorfismo de classe Cr, r ≥ 1,

T : Tl × E × F → Tl × E × F,

dado por

T (x, y, z) = (ϕ(x), ψ(x, y), ν(x, z)) (1.6)

com x ∈ Tl, y ∈ E e z ∈ F , onde Tl = Rl/Zl é um toro l-dimensional, E ⊂ Rd e

F ⊂ Rp são abertos convexos e limitados contendo a origem e tais que diam(E) ≤ 1 e

diam(F ) ≤ 1. Além disso,

1. ϕ : Tl → Tl é expansora de grau N ≥ 2;
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2. ψ : Tl × Rd → E e ν : Tl × Rp → F são aplicações de classe Cr, r ≥ 2, tais que

para Y = {0} × Rd , Z = {0} × Rp e para cada x ∈ Tl fixado, temos:

� Dzν(x, z)|Z é conforme, isto é,

‖Dzν(x, z)|Z‖ =
∥∥(Dzν(x, z)|Z)−1

∥∥−1
(1.7)

�

0 < ‖(Dyψ(x, y)) |Y ‖ < ‖(Dzν(x, z)) |Z‖ < 1 (1.8)

O atrator é definido como

∆T =
⋂
n≥0

T n(V )

e uma seção transversal em x ∈ Tl é ∆T (x) = ∆T ∩ D(x) em que D(x) = {x} × E × F.
Denotamos ainda λ(x, z) := ‖(Dzν(x, z)) |Z‖ e

λmax = sup{λ(x, z) : (x, z) ∈ Tl × F}.

Antes mesmo de saber sob quais condições expĺıcitas conseguimos a dimensão esperada

para o atrator ∆T , mostramos que se λmax for suficientemente pequeno, e usando o que

chamaremos de famı́lias transversais é posśıvel Cr−perturbar ν e sem alterar ϕ e ψ, para

encontrar uma aplicação T ′ cuja a dimensão do atrator é a esperada. Mais precisamente

teremos:

Teorema A. Se 0 < λmax < min
{

1
1+2
√
p
, N−

1
min{p,2}

}
, então existe inteiro k > 0 e uma

famı́lia de dinâmicas {Tt}, Cr com o parâmetro t ∈ B(0, η) ⊂ Rk, com T0 = T tal que

dimB(∆Tt(x)) = dimH(∆Tt(x)) = s0p,

para todo x ∈ Tl fixado e para quase todo t. Em particular, vale o cálculo da dimensão

de Hausdorff para dinâmicas Tt arbitrariamente Cr−próximas de T , isto é, existe uma

aplicação Tt arbitrariamente Cr−próxima de T tal que

dimB(∆Tt(x)) = dimH(∆Tt(x)) = s0p , ∀x ∈ Tl e dimB(∆Tt) = dimH(∆Tt) = l + s0p.

A técnica usada para provar o Teorema A é de potenciais (similar às dos trabalhos

(7), (15) e (26)).

O Teorema A, embora seja genérico, não descreve explicitamente quais condições

uma dinâmica T deve ter para termos a dimensão esperada do atrator. Em busca de tais

condições, seguimos primeiramente as técnicas geométricas de Bothe (3). Definimos as

projeções π(x, y, z) = x, ρ1(x, y, z) = (x, y) e ρ2(x, y, z) = (x, z). Além disso, consideramos
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T definida como antes, porém sendo um mergulho de classe Cr, r ≥ 1, e que temos

l ≥ p. Definindo o conjunto T ×i como o conjunto dos mergulhos T definidos como acima

em que o atrator satisfaz uma condição de transversalidade intŕınseca com respeito a

ρi, i = 1, 2, condição esta que é dada no Caṕıtulo 5, onde também definiremos o conjunto

T ∗∗2 , concluiremos que se λmax é pequeno e ϕ é “ perto de conforme”, então T ∈ T ×2 ∩T ∗∗2

implica que o atrator ∆T tem a dimensão esperada. Em termos mais espećıficos teremos:

Teorema B. Seja T ∈ T ×2 ∩ T ∗∗2 . Então para cada x ∈ Tl, vale que

dimH (∆T (x)) = s0p.

Isto implica que

dimB(ρ2(∆T )) = dimB(∆T ) = dimH (∆T ) = dimH(ρ2(∆T )) = l + s0p.

Tal como no trabalho do Bothe (3), o coração da prova do Teorema B está num

resultado chamado de Lema geométrico. Esse resultado permite construir conjun-

tos auxiliares relacionados com os desejados onde o cálculo da dimensão de Hausdorff é

posśıvel.

O conjunto T ∗∗2 envolvido no Teorema B exige condições restritivas sobre as con-

trações e sobre a expansão na base, mas garante a primeira parte do Teorema para todo

x ∈ Tl. Unindo as técnicas envolvidas na demonstração do Teorema A com a definição

de transversalidade intŕınseca, conseguimos provar que a dimensão de uma seção trans-

versal do atrator em ∆T (x) em x é a esperada, porém para quase todo x ∈ Tl. No

entanto, isto já é suficiente para provar que a dimensão do atrator é a esperada. Provamos

o seguinte:

Teorema C. Se T ∈ T ×2 e λmax < N−
1

min{p,2} , então dimB(∆T (x)) = dimH(∆T (x)) = s0p

para quase todo x ∈ Tl. Isto implica que

dimB(∆T ) = dimH(∆T ) = l + s0p.

O Teorema C melhora o resultado em Teorema B no sentido de que é exigido

menos do valor de λmax para se obter a dimensão esperada para a atrator. Como são duas

abordagens diferentes, escrevemos ambas neste trabalho, o Teorema B usando técnicas

geométricas e o Teorema C usando técnicas anaĺıticas.

1.3 Estrutura da tese

Os Caṕıtulos 2 e 3 formam a base teórica preliminar para os resultados principais

que estão contidos nos Caṕıtulos 4, 5 e 6. São importantes na contextualização e na

apresentação de ferramentas para a utilização ao longo desta Tese.
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No Caṕıtulo 2, iniciamos com breves comentários sobre hiperbolicidade de conjuntos.

Em seguida descrevemos o atrator ∆T como um conjunto hiperbólico e passamos a fazer

a codificação simbólica da dinâmica T . Ressaltamos a importância das aplicações S(x, a)

na descrição dos pontos de ∆T . Sugerimos os trabalhos (28) e (6) para ver mais sobre esta

aplicação. Definimos outras aplicações auxiliares que serão importantes em definições nos

caṕıtulos seguintes.

No Caṕıtulo 3, para estabelecer notação, definimos a dimensão de Hausdorff e cita-

mos suas propriedades e resultados mais relevantes utilizados na tese. Aqui ressaltamos

a importância do Teorema 3.1 para conjuntos com estrutura quase-produto em que sa-

bemos a dimensão de um pedaço horizontal e uma cota inferior de cada pedaço vertical.

Em seguida, definimos na Seção 3.2 outro conceito de dimensão, chamada box-counting

dimension ou dimensão de Minkowski. Sugerimos as referências (7) para ver mais sobre

Geometria Fractal. Após isto, definimos e citamos propriedades de Pressão Topológica,

sugerimos as referências (29) e (10) para mais detalhes sobre pressão. Definimos na Seção

3.4 o potencial geométrico espećıfico que será importante na obtenção do valor s0 que

zera a pressão com respeito a este potencial. Depois, de posse destas definições, calcu-

lamos uma cota superior da dimensão de Hausdorff para ∆T (x) e para o Atrator. Na

Seção 3.5, estabelecemos algumas propriedades da medida de Gibbs associada ao po-

tencial geométrico definido anteriormente. Com estas propriedades, provamos na Seção

3.6 que a cota superior da box-couting dimension para projeção ρ2(∆T (x)), ∆T (x) e ∆T

tem o mesmo valor esperado para a dimensão de Hausdorff. Finalizando o Caṕıtulo 3,

definimos o menor valor singular de uma aplicação linear. Tal definição ajuda a medir

transversalidade.

No Caṕıtulo 4, definimos famı́lias transversais {Tt}t∈Rk em termos da aplicação T . A

condição de transversalidade neste caṕıtulo está relacionada com o parâmetro t. Provamos

a existência de famı́lias transversais no Teorema 4.1. Calculamos a dimensão de ρ2(∆Tt(x))

utilizando uma técnica que envolve teoria do potencial. Finalizamos o Caṕıtulo com a

demonstração do primeiro resultado principal, o Teorema A .

No Caṕıtulo 5, estendemos as técnicas encontradas em Bothe (3) para dimensões mais

altas. Mostramos que a mesma abordagem, com as devidas generalizações, são aplicáveis

para dimensões maiores que 3. Iniciamos descrevendo as condições para termos a cota

inferior para a dimensão do atrator. Damos a definição de transversalidade intŕınseca

e definimos os conjuntos T ∗2 , E∗2 e T ∗∗2 . Na Seção 5.2 tratamos sobre sobreposições de

componentes do atrator e provamos uma série de resultados que serão fundamentais na

prova do Lema geométrico 5.2 na Seção 5.3. Em seguida, constrúımos os conjuntos E ′um,

C ′(m) e ∆′T (m) e provamos a cota inferior de pedaços do atrator. Constrúımos uma



1.3. ESTRUTURA DA TESE 16

holonomia instável de ∆′T (x′) para ∆T (x) e, de posse de todos os resultados constrúıdos

no Caṕıtulo, provamos o segundo resultado principal da tese que é o Teorema B.

Os Caṕıtulos 4 e 5 podem ser lidos de forma independentes. Já os Caṕıtulos 6 e 7

necessitam de definições e resultados encontrados nos anteriores.

No Caṕıtulo 6, usamos a técnica da teoria do potencial utilizada no Caṕıtulo 4 e a

definição de transversalidade intŕınseca do Caṕıtulo 5 para obter um resultado que exige

menos da contração e da expansora. Iniciamos com o enunciado do resultado principal

do Caṕıtulo. Em seguida demonstramos alguns resultados auxiliares e listamos outros

semelhantes aos encontrados no Caṕıtulo 4. A diferença principal se encontra no fato de

que agora a condição transversalidade está relacionada com o ponto x ∈ Tl. Terminamos

com a demonstração do terceiro resultado principal, o Teorema C.

No Caṕıtulo 7, iniciamos mostrando que a condição de transversalidade é uma condição

aberta na topologia Cr. Tratamos em seguida sobre o caso particular, denominado caso

linear, da dinâmica definida no Caṕıtulo 2, que é o caso em que sabemos explicitar o valor

de s0p. Damos também um exemplo não-genérico em que a dimensão da projeção do atra-

tor não é a esperada. Depois, provamos que o produto de aplicações com transversalidade

intŕınseca ainda tem a condição de transversalidade intŕınseca e citamos o exemplo do

solenoide de Smale-Williams como um atrator que satisfaz a condição de transversalidade

intŕınseca. Terminamos o Caṕıtulo tecendo comentários sobre posśıveis direções futuras.
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2 ATRATORES SOLENOIDAIS

Neste Caṕıtulo vamos dar a noção de conjunto hiperbólico. Nos concentraremos nos

atratores solenoidais e estabeleceremos a codificação através da qual estes conjuntos serão

estudados neste trabalho.

2.1 Conjuntos Hiperbólicos

Inicialmente, vamos dar uma definição de conjunto hiperbólico para aplicações de

classe Cr, r ≥ 1, chamados de endomorfismos Cr. Para mais detalhes ver (16) e (21).

Consideramos M uma variedade Riemanniana, f : M →M de classe Cr.

Definição 2.1. Seja V um espaço vetorial normado. Suponhamos que V = E⊕F . Dado

θ > 0, definimos o cone de abertura θ > 0 centrado em E como o conjunto:

C1(θ) := {v ∈ V : v = v1 ⊕ v2 onde v1 ∈ E e v2 ∈ F com ||v2|| ≤ θ||v1||}

De forma semelhante, podemos definir um cone de abertura θ > 0 centrado em F

como

C2(θ) = {v ∈ V : v = v1 ⊕ v2 onde v1 ∈ E e v2 ∈ F com ||v1|| ≤ θ||v2||}.

Definição 2.2. Dada M uma variedade Riemanniana compacta, se existe uma decom-

posição TxM = Ex ⊕ Fx do espaço tangente em x para cada x ∈ M , então definimos o

campo de cones de abertura θ > 0 centrado em Ex como a aplicação x 7−→ C(θ)x que a

cada x ∈M associa um cone de abertura θ > 0 em TxM , centrado em Ex.

Usaremos campos de cones para definir hiperbolicidade no caso em que f é endomor-

fismo.

Definição 2.3. Um conjunto ∆ ⊂ M é dito hiperbólico para f , quando é compacto,

f−invariante, isto é, f(∆) = ∆ e para todo x ∈ ∆ existem uma norma ‖.‖, um subespaço

Es
x de TxM , um campo de cones ∆ 3 x 7−→ Cu

x ⊂ TxM e constantes K > 0 e ω ∈ (0, 1)

tais que:

� Es
x ∩ Cu

x = 0 e TxM = Es
x ⊕ Cu

x ;

� Df(x)(Es
x) ⊂ Es

f(x) e Df(x)(Cu
x ) ⊂ Cu

f(x);

� ||Dfn(x)v|| ≤ Kωn||v||, para todo v ∈ Es
x e n ≥ 0;
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� ||Dfn(x)v|| ≥ K−1ω−n||v||, para todo v ∈ Cu
x e n ≥ 0.

O subespaço Es
x determina o que chamamos de direção estável no espaço TxM . Para

obter as direções instáveis, considere para cada x ∈ ∆ uma sequência (x−n)n≥0 tal que

x0 = x e f(x−n) = x−(n−1), ou seja, a sequencia (x−n)n determina um único pré-itinerário

de x. Assim, podemos definir o subespaço

Eu
(x−n) :=

⋂
n≥0

Dfn(x−n)(Cu
x−n).

Note que Eu
(x−n) é Df−invariante no sentido que Df(x)(Eu

(x−n)) = Eu
(y−n), em que y0 =

f(x) e y−n = x−n+1, com n ≥ 1, e para cada pré-itinerário de x existe uma decomposição

do espaço tangente em x dado por

TxM = Es
x ⊕ Eu

(x−n).

Nestas condições, é posśıvel obter os seguintes resultados:

Teorema 2.1. (Variedade Estável) Se ∆ é hiperbólico, então para cada x ∈ ∆, existe

uma única variedade W s
x de classe Cr tangente a Es

x e invariante, isto é, f(W s
x) ⊂ W s

f(x).

Para a variedade instável, como a decomposição do espaço tangente TxM em x na

direção instável não é única, pois depende do pré-itinerário escolhido de x, temos o se-

guinte:

Teorema 2.2. (Variedade Instável) Se ∆ é hiperbólico, então para cada x ∈ ∆ e para

cada escolha de pré-itinerário (x−n)n≥0 de x em ∆, existe uma única variedade W u
(x−n)n

de classe Cr tangente a Eu
(x−n)n

em x tal que f(W u
(x−n)n

) = W u
(y−n)n≥0

, em que y0 = f(x)

e y−n = x−n+1, com n ≥ 1.

Os resultados acima podem ser obtidos do Teoremas de Hadamard-Perron, ver (10).

Ou também pode ser encontrado em mais detalhes em (16) e (21).

Quando estivermos no caso em que f : M → M é difeomorfismo de classe Cr, então

a definição de hiperbolicidade é dada como (ver (23),(27), (30) e (10)):

Definição 2.4. Sejam M uma variedade Riemanniana, f : M → M um difeomorfismo

de classe Cr, r ≥ 1. Um conjunto ∆ ⊂M é dito hiperbólico para f , quando é compacto,

f−invariante e para todo x ∈ ∆ existem uma norma ‖.‖ em ∆, subespaços Es
x, E

u
x ⊂ TxM ,

constantes K > 0 e ω ∈ (0, 1) tais que:

� TxM = Es
x ⊕ Eu

x ;

� Df(x)(Es
x) = Es

f(x) e Df(x)(Eu
x) = Eu

f(x);
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� ||Dfn(x)v|| ≤ Kωn||v||, para todo v ∈ Es
x e n ≥ 0;

� ||Df−n(x)v|| ≤ Kωn||v||, para todo v ∈ Eu
x e n ≥ 0.

Os espaços Es
x e Eu

x são chamados de direção estável e direção instável, respectivamente.

Podemos também usar campos de cones para caracterizar as direções estáveis e instáveis.

Mais precisamente, se existem os campos de cones ∆ 3 x 7−→ Cs
x e ∆ 3 x 7−→ Cu

x com

dimensão constante tais que Df−1(x)(Cs
f(x)) ( Cs

x e Df(x)(Cu
x ) ( Cu

x para todo x ∈ ∆

e existe σ > 1 tal que ||Df−1(x)v|| ≥ σ||v|| para todo v ∈ Cs
f(x) e ||Df(x)w|| ≥ σ||w||

para todo w ∈ Cu
x , então podemos tomar

Es
x :=

⋂
n≥0

Df−n(x)Cs
fn(x) e Eu

x :=
⋂
n≥0

Dfn(f−n(x))Cu
f−n(x).

Pode se mostrar que as direções estáveis e instáveis Es
x e Eu

x variam continuamente

com x ∈ ∆.

Para cada x ∈ ∆ considere

W s(x) = {y ∈M : d(fn(x), fn(y))→ 0, quando n→∞},

W u(x) = {y ∈M : d(f−n(x), f−n(y))→ 0, quando n→∞}.

Os conjuntos W s(x) e W s(x) são chamados de conjunto estável de x e conjunto instável

de x, respectivamente. Dado ε > 0, considere também

W s
ε (x) = {y ∈ B(x, ε) : d(fn(x), fn(y)) < ε, para todo n ≥ 0} e

W u
ε (x) = {y ∈ B(x, ε) : d(f−n(x), f−n(y)) < ε, para todo n ≥ 0},

em que B(x, ε) é a bola aberta de raio ε centrada em x.

Teorema 2.3. (Variedade Instável) Sejam f : M → Mum difeomorfismo de classe Cr,

r ≥ 1, e ∆ ⊂ M um conjunto hiperbólico para f . Então existe ε > 0 tal que para todo

x ∈ ∆, W u
ε (x) é uma subvariedade Cr imersa em M com TxW

u
ε (x) = Eu

x . Além disso,

W u
ε (x) ⊂ W u(x) e W u(x) =

⋃
n≥0

fn(W u
ε (x)) é uma subvariedade Cr imersa em M.

De forma semelhante, existe ε > 0 tal que W s
ε (x) é uma variedade Cr com TxW

s
ε (x) =

Es
x. Assim, W s

ε (x) é a variedade estável local em x e W u
ε (x) é a variedade instável local em

x. Segue do Teorema 2.3, juntamente com a transversalidade e continuidade dos espaços

Es
x e Eu

x , que existe δ > 0 tal que se x, y ∈ ∆ e d(x, y) < δ, então W s
ε (x) e W u

ε (y) se

intersectam transversalmente em um único ponto.



2.1. CONJUNTOS HIPERBÓLICOS 20

Figura 2 – Variedades Estáveis e Instáveis.

Fonte: O autor (2021)

Na dinâmica apresentada neste trabalho as variedades estáveis locais serão bolas verti-

cais (ou produto de bolas) e as variedades instáveis corresponderão aos gráficos de funções

S(., a) que definiremos mais adiante, onde a serão sequências relacionadas com os pré-

itinerários de x.

Definição 2.5. Um conjunto ∆ ⊂ M compacto é dito um atrator para f : M → M

quando existe um aberto U , com ∆ ⊂ U , tal que f(U) ⊂ U e ∆ =
⋂
n≥0

fn(U).

Proposição 2.1. Seja f : M → M , um difeomorfismo Cr, r ≥ 1. Se ∆ ⊂ M é um

atrator hiperbólico para f , então ∆ =
⋃
x∈∆W

u(x).

Demonstração. De fato, seja o aberto U ⊂M tal que ∆ ⊂ U e ∆ =
⋂
n≥0

fn(U). Tome x ∈

∆ e x0 ∈ W u(x). Temos d(f−n(x), f−n(x0))→ 0, quando n→∞. Como f−n(x) ∈ U para

todo n ≥ 0, segue que existe N grande tal que f−N(x0) ∈ U . Assim, x0 = fN(f−N(x0)) ∈
U. Se x0 /∈ ∆, então existe N0 tal que x0 /∈ fN0(U), isto é, f−N0(x0) /∈ U. Supondo

N ≥ N0, escrevendo N −m = N0, temos f−N0(x0) = f−(N−m)(x0) = fm(f−N(x0)) /∈ U .

O que é absurdo. Portanto, W u(x) ⊂ ∆ e
⋃
x∈∆W

u(x) ⊂ ∆. A inclusão ∆ ⊂
⋃
x∈∆ W

u(x)

é imediata.
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2.2 O atrator solenoidal ∆T

Considere um toro l-dimensional Tl = Rl/Zl = Rl/ ∼, onde ∼ denota uma relação

de equivalência em Rl definida por x ∼ y se, e só se x − y ∈ Zl. Seja V = Tl × E × F
em que E ⊂ Rd e F ⊂ Rp são abertos convexos e limitados contendo a origem. Suponha

ainda que diam(E) ≤ 1 e diam(F ) ≤ 1. Iremos considerar a prinćıpio um endomorfismo

de classe Cr, r ≥ 1, T : V → V , dado por

T (x, y, z) = (ϕ(x), ψ(x, y), ν(x, z)),

com x ∈ Tl, y ∈ E e z ∈ F , onde teremos :

1. ϕ : Tl → Tl é expansora de grau N ≥ 2, isto é, existe σ > 1 tal que

||Dϕx(v)|| ≥ σ||v||, ∀ x ∈ Tl , ∀ v ∈ TxTl;

2. ψ : Tl × Rd → E e ν : Tl × Rp → F são contrações de classe Cr, r ≥ 2 tais que

para Y = {0} × Rd, Z = {0} × Rp e para cada x ∈ Tl fixado, supomos:

� Dzν(x, z)|Z é conforme, isto é,

‖Dzν(x, z)|Z‖ =
∥∥(Dzν(x, z)|Z)−1

∥∥−1
(2.1)

� Dyψ e Dzν são contrações e Dyψ contrai mais forte:

0 < ‖(Dyψ(x, y)) |Y ‖ < ‖(Dzν(x, z)) |Z‖ < 1 (2.2)

Escreveremos λ2(x, z) := ‖(Dzν(x, z)) |Z‖ e

λmax = sup{λ2(x, z) : (x, z) ∈ Tl × F}

λmin = inf{λ2(x, z) : (x, z) ∈ Tl × F}.

Note que por 2.2 , temos ‖(Dyψ(x, y)) |Y ‖ < λmax, para todo (x, y, z) ∈ V.
Analisando o comportamento da imagem T (V ), temos T (V ) ⊂ V e vemos ainda que

T expande V na direção do toro Tl e faz contrações na direção das verticais E e F , de

modo que T (V ) deve se sobrepor N vezes dentro de V . Estamos interessados no seguinte

subconjunto de V :

∆T =
⋂
n≥0

T n(V ).

Temos que ∆T é um conjunto compacto, não vazio e T -invariante, no sentido de que

T−1(∆T ) = ∆T , e também é um atrator para dinâmica T e por isso o denominamos

Atrator solenoidal. Além disso, tem a seguinte propriedade:
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Proposição 2.2. ∆T é um conjunto hiperbólico para a transformação T : V → V .

Demonstração. Para a direção estável tome o conjunto

Es
(x,y,z) = {0} × Rd × Rp.

Temos DT (x, y, z)Es
(x,y,z) = Es

T (x,y,z) e se u0 = (0, v, w) ∈ Es
(x,y,z), então

DT n(x, y, z)u0 = (0, Dψn(x, y)(0, v), Dνn(x, y(0, w)).

De onde podemos concluir que ||DT n(x, y, z)u0|| ≤ (λmax)
n||u0||.

Para a direção instável, vamos usar um argumento de cones. Note que existem L1, L2

positivos tais que ||Dψx(x, y)u|| ≤ L1||u|| e ||Dνx(x, z)u|| ≤ L2||u||, pois ψ e ν são Cr.

Defina o Cone vertical como o seguinte conjunto

Cu
(x,y,z) = {(u, v, w) ∈ T(x,y,z)V ⊂ Rl × Rd × Rp : ||(v, w)|| ≤ θ||u||},

onde ||(v, w)|| = ||v||+ ||w|| e θ =
L1 + L2

σ − λmax
.

Afirmação 2.1. DT (x, y, z)(u, v, w) ∈ Cu
T (x,y,z), para (u, v, w) ∈ Cu

(x,y,z).

De fato, para (u, v, w) ∈ Cu
(x,y,z), escreva ũ = Dϕ(x)(u), ṽ = Dψ(x, y)(u, v) e w̃ =

Dν(x, z)(u,w). Assim,

||(ṽ, w̃)|| = ||(Dψ(x, y)(u, v), Dν(x, z)(u,w))||

= ||Dψ(x, y)(u, v)||+ ||Dν(x, z)(u,w)||

≤ λmax(||v||+ ||w||) + (L1 + L2)||u||

≤ λmax(||(v, w)||) + (L1 + L2)||u||

≤ (λmaxθ + L1 + L2)||u||.

Como ||Dϕ(x)(u)|| ≥ σ||u||, temos:

||(ṽ, w̃)|| ≤
(
λmaxθ + L1 + L2

σ

)
||Dϕ(x)(u)|| =

(
λmaxθ + L1 + L2

σ

)
||ũ|| = θ||ũ||.

Afirmação 2.2. Existe uma norma ||.||∗ em Rl × Rd × Rp tal que

||DT (x, y, z)(u, v, w)||∗ ≥ σ||(u, v, w)||∗, ∀(u, v, w) ∈ Cu
(x,y,z).
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De fato, defina a norma em Rl × Rd × Rp por

||(u, v, w)||∗ =
1

θ
max{||(v, w)||, θ||u||}.

Note que ||(u, v, w)||∗ = ||u|| se (u, v, w) ∈ Cu
(x,y,z). Logo,

||DT (x, y, z)(u, v, w)||∗ = ||(Dϕ(x)(u), Dψ(x, y)(u, v), Dν(x, z)(u,w))||∗ = ||Dϕ(x)(u)||

≥ σ||u|| = σ||(u, v, w)||∗.

A desigualdade acima se deve a Afirmação 2.1 e pelo fato de que ϕ é expansora.

Note ainda que se (0, v, w) ∈ Es
(x,y,z), então

||DT n(x, y, z)(0, v, w)||∗ =
1

θ
||(Dψn(x, y)(0, v), Dνn(x, z)(0, w))||

≤ 2(λmax)
n

θ
||(v, w)|| = 2(λmax)

n||(0, v, w)||∗.

Além disso, temos

T(x,y,z)V = Es
(x,y,z) + Cu

(x,y,z) e E
s
(x,y,z) ∩ Cu

(x,y,z) = 0.

Portanto, conclúımos que ∆T é um conjunto hiperbólico para T .

Definimos os conjuntos A1 = Tl×Id e A2 = Tl×Ip, onde I = [−1, 1]. Vamos considerar

no decorrer do texto as seguintes projeções:

1. π : V → Tl em que π(x, y, z) = x;

2. ρ1 : V → A1 onde ρ1(x, y, z) = (x, y) e ρ2 : V → A2 em que ρ2(x, y, z) = (x, z).

Como estamos considerando ν sendo a contração mais fraca, em geral denotaremos

apenas ρ = ρ2 e A = A2.

Para cada x ∈ Tl, vamos escrever D(x) = {x} × E × F . Note que D(x) = π−1(x).

Denotaremos ainda o conjunto

∆T (x) = ∆T ∩ D(x) =

(⋂
n≥0

T n(V )

)
∩ D(x).

O conjunto ∆T (x) é o que chamaremos de seção transversal ao atrator ∆T no ponto

x ∈ Tl.
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2.3 Codificação da dinâmica

Para estudarmos a dinâmica do atrator solenoidal vamos considerar uma partição de

Markov de ϕ para o toro Tl.

Definição 2.6. Considere ϕ : M → M uma transformação expansora de classe C1 em

uma variedade compacta. Uma coleção R = {R1, R2, ..., Rn} de abertos disjuntos é dita

uma Partição de Markov de ϕ para M se:

1.
n⋃
j=1

Rj = M

2. Para todo ramo contrativo g de ϕ−1 e todo j = 1, 2..., n, vale que

g(Ri) ∩Rj 6= ∅ =⇒ g(Ri) ⊂ Rj.

Lembremos que se ϕ : M →M é expansora e S ⊂M , então g : S →M é ramo contrativo

de ϕ−1 quando ϕ ◦ g(x) = x, para todo x ∈ S, e

d(g(x), g(y)) ≤ δ (d(x, y)) , ∀x, y ∈ S, com 0 < δ < 1.

Dados x ∈ M e p ∈ ϕ−1(x), é posśıvel encontrar g : B(x, r) → M , r > 0, ramo

contrativo de ϕ−1 com g(x) = p. Sabe-se ainda que existem partições de Markov de ϕ

com diâmetro arbitrariamente pequeno (para mais detalhes sobre partições de Markov

ver, por exemplo (2) e (12)).

Voltemos então para a transformação T : V → V , dada por

T (x, y, z) = (ϕ(x), ψ(x, y), ν(x, z)),

em que ϕ, ψ e ν são aplicações com as propriedades já citadas no Seção anterior. Considere

R = {R1, R2, ..., Rs} uma partição de Markov de Tl com respeito a ϕ. Suponha que o

diâmetro γ = diam(R) de R seja tal que 0 < γ < min{1
2
, α}, em que α é a constante

de expansividade de ϕ. Vamos considerar ainda γ suficientemente pequeno de modo que

os ramos contrativos inversos gx : B(x, γ) → Tl estejam bem definidos, isto é, ϕ|B(x,γ) é

injetora para x ∈ Tl.
Considere I = {1, 2, ..., s} e In o conjunto de palavras com comprimento n e com letras

em I. Defina em In o seguinte subconjunto:

En = {a = (a1, a2, ..., an) ∈ In : ϕ(Raj) ∩Raj+1
6= ∅, ∀j = 1, ..., n− 1}.

Note que
n−1⋂
j≥0

ϕ−j(Raj+1
) é não vazio se, e somente se a ∈ En e que a cardinalidade de

En é sNn−1. As palavras em En serão ditas admisśıveis. Diremos que a palavra a =
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(a1, a2, ..., am) ∈ Em aparece em â ∈ En, quando n ≥ m e para algum j0 ∈ {0, 1, ..., n−m}
temos âj0+j = aj , com j = 1, ...,m. Vamos considerar as seguintes aplicações:

πm :
⋃

m≤n≤∞

En −→ Em

(a1, a2, ..., an) 7−→ (a1, a2, ..., am)

e
σ : En −→ En−1

(a1, a2, ...) 7−→ (a2, a3, ...).

Defina também τ : E∞ −→ Tl por

τ(a1, a2, ...) = Ra1 ∩ ϕ−1(Ra2) ∩ ϕ−2(Ra3) ∩ ... =
⋂
j≥0

ϕ−j(Raj+1
).

Observemos que τ está bem definida, pois basta considerar o diâmetro da partição de

Markov tão pequeno de modo que a imagem de qualquer a = (a1, a2, ..) ∈ E∞ por τ é

apenas um ponto. Note ainda que τ é injetora . Além disso, se a = (a1, a2, ..) ∈ E∞, então

ϕ(τ(a)) = ϕ(
⋂
j≥0

ϕ−j(Raj+1
)) =

⋂
j≥0

ϕ−j+1(Raj+1
)

= ϕ(Ra1) ∩

(⋂
j≥0

ϕ−j(Raj+2
)

)
=
⋂
j≥0

ϕ−j(Raj+2
) = τ(σ(a))).

A ultima igualdade se deve a definição dos conjuntos En.
Para cada a = (a1, ..., an) ∈ En( 1 ≤ n <∞), o conjunto

T
′

a = Ra1 ∩ ϕ−1(Ra2) ∩ ... ∩ ϕ−(n−1)(Ran) =
n−1⋂
j≥0

ϕ−j(Raj+1
)

é um aberto de Tl. Denotaremos Ta = T′a. Fixado n, a famı́lia Tn dos conjuntos Ta,

com a ∈ En, é uma partição de Tl em conjuntos que podem se intersectar na fronteira.

Assim, dado um subconjunto B ⊂ Tl, temos que duas componentes de T k(V ) ∩ π−1(B)

são descritas por palavras a, b ∈ Ek tais que ϕk(Ta) ∩B 6= ∅ e ϕk(Tb) ∩B 6= ∅.
Dados x, x0 ∈ Ta em Tn e denotando por β = (sup ||(Dϕ)−1||)−1 e β = sup(||Dϕ||),

temos que

β
(1−n)||ϕn−1(x)− ϕn−1(x0)|| ≤ ||x− x0|| ≤ β(1−n)||ϕn−1(x)− ϕn−1(x0)||.

De fato, basta aplicar a desigualdade do valor médio sucessiva vezes para ϕ e um ramo

contrativo g de ϕn. Dessa forma, conclúımos que o diâmetro Dn de cada um dos elementos

de Tn é tal que

δ0β
(1−n) ≤ Dn ≤ β(1−n)γ,

em que δ0 = min
1≤j≤s

diam(Rj). Dáı, Dn → 0, quando n→∞.
Notemos ainda que se a ∈ En , com 1 < n < ∞, então ϕ(Ta) = Tσ(a) e, para

1 ≤ m < n <∞, se a ∈ Em, então Ta =
⋃

a′∈En, πm(a′)=a

Ta′ .
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2.4 Descrição das componentes do atrator

Para cada x ∈ Tl, fixe e denote por s(x) uma letra em I tal que x ∈ Rs(x), a qual é

única em quase todo ponto x. Definimos o conjunto In(x) := {a ∈ En : ϕn(Ta) ∩ Rs(x) 6=
∅}. Dado a ∈ In(x), denotaremos a(x) como o ponto x0 em Ta tal que ϕn(x0) = x.

Denotaremos ainda por [a]j(x) o elemento em

j−1⋂
i≥0

ϕ−i(Rai+1
) tal que ϕj([a]j(x)) = x e por

[a]j = πj(a) ∈ Ij(x).

Seja D(a) = {x ∈ Tl : a ∈ In(x)} e para cada x ∈ Tl escreva ψ(x, y) = ψx(y) e

ν(x, z) = νx(z). A imagem de Ta × {0} × {0} por T n é o gráfico da aplicação S(., a) :

D(a) ⊂ Tl → Rd × Rp dada por

S(x, a) =
(
ψ[a]1(x) ◦ ψ[a]2(x) ◦ ... ◦ ψa(x)(0), ν[a]1(x) ◦ ν[a]2(x) ◦ ... ◦ νa(x)(0)

)
. (2.3)

Dado um aberto B ⊂ Tl, uma componente Za de T n(V ) ∩ π−1(B) está contida numa

vizinhança tubular de raio menor ou igual a (λmax)
n do gráfico de S(., a).

Figura 3 – Ilustração de (x, S(x, a)) e Za

Fonte: O autor (2021)

Vamos considerar também o conjunto I∞(x) = {a ∈ E∞ : [a]i ∈ I i(x)}.

Proposição 2.3. Fixe x ∈ Tl e seja a ∈ I∞(x). Temos que a sequência (S(x, [a]n))n≥1 é

de Cauchy.

Demonstração. De fato, tome m,n ≥ 1 com m > n, então

||S(x, [a]m)− S(x, [a]n)|| = ||ψ[[a]n]1(x) ◦ ... ◦ ψ[a]n(x)(y0)− ψ[[a]n]1(x) ◦ ... ◦ ψ[a]n(x)(0)
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, ν[[a]n]1(x) ◦ ... ◦ ν[a]n(x)(z0))− ν[[a]n]1(x) ◦ ... ◦ ν[a]n(x)(0)||

em que y0 = ψ[[a]m]n+1(x) ◦ ... ◦ ψ[a]m(x)(0) e z0 = ν[[a]m]n+1(x) ◦ ... ◦ ν[a]m(x)(0). Assim,

||S(x, [a]m)−S(x, [a]n)|| ≤ Lip(ψ[[a]n]1(x)◦...◦ψ[a]n(x))||y0−0||+Lip(ν[[a]n]1(x)◦...◦ν[a]n(x))||z0−0||.

Agora note que

||y0 − 0|| < 1,

||z0 − 0|| < 1,

Lip(ψ[[a]n]1(x) ◦ ... ◦ ψ[a]n(x)) < (λmax)
n

e Lip(ν[[a]n]1(x) ◦ ... ◦ ν[a]n(x)) < (λmax)
n

Portanto,

||S(x, [a]m)− S(x, [a]n)|| ≤ 2(λmax)
n.

Dado ε > 0, basta tomar m,n grandes o suficiente para que (λmax)
n < ε.

Seja D(a) := {x ∈ Tl : a ∈ I∞(x)}, definimos então

S(x, a) := lim
n→∞

S(x, [a]n), para a ∈ I∞(x).

Temos para a ∈ In(x), que

DS(x, a) := (Dxψ(x1, y1)Dϕ−1(x1) +
n∑
i=2

(
i−1∏
j=1

Dyψ(xj, yj))(Dxψ(xi, yi))(Dϕ
i(xi))

−1,

Dxν(x1, z1)Dϕ−1(x1) +
n∑
i=2

(
i−1∏
j=1

Dzν(xj, zj))(Dxν(xi, zi))(Dϕ
i(xi))

−1)

(2.4)

em que xi = [a]i(x), yi = ψ[a]i+1(x)◦...◦ψa(x)(0), yn = 0, zi = ν[a]i+1(x)◦...◦νa(x)(0) e zn =

0.

Observação 1. Note que yi e zi dependem do ponto x fixado e da palavra a ∈ In(x).

Desta forma, quando for conveniente, os denotaremos yai (x) e zai (x) para deixar claro

sobre qual o ponto x e qual palavra a estamos lidando.

Proposição 2.4. Para cada x ∈ Tl e a ∈ I∞(x) a sequência (DS(x, [a]n))n≥1 é de

Cauchy, portanto converge.

Demonstração. Para ver isto, vamos considerar apenas a primeira entrada e abusaremos

da notação em
n∑
i=1

(
i−1∏
j=1

Dyψ(xj, yj))(Dxψ(xi, yi))(Dϕ
i(xi))

−1 no sentido de que para i = 1
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teremos Dxψ(x1, y1)Dϕ−1(x1). Para m,n ≥ 1, com m > n, escreva y
[a]m
i = ψ[a]i+1(x) ◦ ... ◦

ψ[a]m(x)(0) e y
[a]n
i = ψ[a]i+1(x) ◦ ... ◦ψ[a]n(x)(0). Note que ||y[a]m

i − y[a]n
i || ≤ (λmax)

n−i. Temos∥∥∥∥∥
n∑
i=1

(
(
i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]m
j ))(Dxψ(xi, y

[a]m
i ))− (

i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]n
j ))(Dxψ(xi, y

[a]n
i ))

)
(Dϕi(xi))

−1

+
m∑

i=n+1

(
(
i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]m
j ))(Dxψ(xi, y

[a]m
i ))

)
(Dϕi(xi))

−1

∥∥∥∥∥
≤

n∑
i=1

∥∥∥∥∥
(

(
i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]m
j ))(Dxψ(xi, y

[a]m
i ))− (

i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]m
j ))(Dxψ(xi, y

[a]n
i ))

)∥∥∥∥∥
||(Dϕi(xi))−1||

+
n∑
i=1

∥∥∥∥∥
(

(
i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]m
j ))(Dxψ(xi, y

[a]n
i ))− (

i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]n
j ))(Dxψ(xi, y

[a]n
i ))

)∥∥∥∥∥
||(Dϕi(xi))−1||

+
m∑

i=n+1

∥∥∥∥∥
(

(
i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]m
j ))(Dxψ(xi, y

[a]m
i ))

)∥∥∥∥∥ ||(Dϕi(xi))−1||

=
n∑
i=1

∥∥∥∥∥(
i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]m
j ))

(
(Dxψ(xi, y

[a]m
i ))− (Dxψ(xi, y

[a]n
i ))

)∥∥∥∥∥ ||(Dϕi(xi))−1||

+
n∑
i=1

∥∥∥∥∥(Dxψ(xi, y
[a]n
i ))

(
(
i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]m
j ))− (

i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]n
j ))

)∥∥∥∥∥ ||(Dϕi(xi))−1||

+
m∑

i=n+1

∥∥∥∥∥
(

(
i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]m
j ))(Dxψ(xi, y

[a]m
i ))

)∥∥∥∥∥ ||(Dϕi(xi))−1||.

Fixe constantes positivas L1 e L0 tais que

||(Dxψ(xi, y
[a]m
i ))− (Dxψ(xi, y

[a]n
i )|| ≤ L1||y[a]m

i − y[a]n
i || ≤ L1(λmax)

n−i

||(Dyψ(xi, y
[a]m
i ))− (Dyψ(xi, y

[a]n
i )|| ≤ L0||y[a]m

i − y[a]n
i || ≤ L0(λmax)

n−i.

Além disso, ||(Dyψ(xi, y
[a]m
i ))|| ≤ λmax , ||(Dϕi(xi))−1|| ≤ β−i e

||(
i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]m
j ))− (

i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]n
j ))||

≤ ||
(
Dyψ(x1, y

[a]m
1 )−Dyψ(x1, y

[a]n
1 )

)
Dyψ(x2, y

[a]m
2 )Dyψ(x3, y

[a]m
3 )...Dyψ(xi−1, y

[a]m
i−1 )||+

||Dyψ(x1, y
[a]n
1 )

(
Dyψ(x2, y

[a]m
2 )−Dyψ(x2, y

[a]n
2 )

)
Dyψ(x3, y

[a]m
3 )...Dyψ(xi−1, y

[a]m
i−1 )||+...
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+||Dyψ(x1, y
[a]n
1 )Dyψ(x2, y

[a]n
2 )Dyψ(x3, y

[a]n
3 )...

(
Dyψ(xi−1, y

[a]m
i−1 )−Dyψ(xi−1, y

[a]n
i−1 )

)
||

≤ L0(λmax)
i−2
{

(λmax)
n−1 + (λmax)

n−2 + ...+ (λmax)
n−(i−1)

}
= L0(λmax)

n−1
{

(λmax)
i−2 + (λmax)

i−3 + ...+ 1
}
.

Ou seja,

||(
i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]m
j ))− (

i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]n
j ))|| ≤ L0(λmax)

n−1

(
1

1− λmax

)
.

Portanto,

||
n∑
i=1

(
(
i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]m
j ))(Dxψ(xi, y

[a]m
i ))− (

i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]n
j ))(Dxψ(xi, y

[a]n
i ))

)
(Dϕi(xi))

−1

+
m∑

i=n+1

(
(
i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
[a]m
j ))(Dxψ(xi, y

[a]m
i ))

)
(Dϕi(xi))

−1||

≤
n∑
i=1

L1(λmax)
i−1(λmax)

n−i(β−i) +
n∑
i=1

L1L0(λmax)
n−1

(
1

1− λmax

)
(β−i)

+
m∑

i=n+1

L1(λmax)
i−1(β−i)

= L1(λmax)
n−1

n∑
i=1

(β−i)+

(
L1L0(λmax)

n−1

1− λmax

) n∑
i=1

(β−i)+
m∑

i=n+1

L1(λmax)
i−1(β−i)

Dado ε > 0, tomamos n grande de modo que L1

m∑
i=n+1

(λmax)
i−1(β−i) <

ε

4
e

(
L1(λmax)

n−1 +

(
L1L0(λmax)

n−1

1− λmax

))( n∑
i=1

(β−i)

)
<
ε

4
.

Chegamos a mesma conclusão considerando a entrada relacionada com ν(x, z). Con-

clúımos então se m,n ≥ 1 são grandes o suficiente, então

||DS(x, [a]m)−DS(x, [a]n)|| < ε.

Para m,n ≥ 1, com m > n, temos ||y[a]m
i − y

[a]n
i || ≤ (λmax)

n−i e ||z[a]m
i − z

[a]n
i || ≤

(λmax)
n−i. Assim, vamos denotar para cada a ∈ I∞(x) os seguintes limites

yai := lim
n→∞

y
[a]n
i = lim

n→∞
ψ[a]i+1(x) ◦ ... ◦ ψ[a]n(x)(0)
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zai := lim
n→∞

z
[a]n
i = lim

n→∞
ν[a]i+1(x) ◦ ... ◦ ν[a]n(x)(0).

Escreveremos também

DS(x, a) = lim
n→∞

(DS(x, [a]n))

= (Dxψ(x1, y
a
i )Dϕ

−1(x1) +
∞∑
i=2

(
i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
a
j ))(Dxψ(xi, y

a
i ))(Dϕ

i(xi))
−1,

Dxν(x1, z
a
i )Dϕ−1(x1) +

∞∑
i=2

(
i−1∏
j=1

Dzν(xj, z
a
j ))(Dxν(xi, z

a
i ))(Dϕi(xi))

−1)

(2.5)

em que xi = [a]i(x).

Passamos agora a uma Proposição que caracteriza os pontos do atrator através da

aplicações S(x.a). De fato, o atrator é formado pelos gráficos das aplicações S(., a).

Proposição 2.5. Se (x, y, z) ∈ ∆T , então (x, y, z) = (x, S(x, b)) para algum b ∈ I∞(x).

Demonstração. De fato, como (x, y, z) ∈ ∆T , podemos para cada n ≥ 0 tomar an ∈ In(x)

tal que (y, z) = S(x, an) + (yn, zn), com (x, yn, zn) ∈ D(x) para todo n ≥ 0. Tomando

un ∈ In(an(x)), temos

||(y, z)− S(x, anun)|| ≤ ||(y, z)− S(x, an)||+ ||S(x, an)− S(x, anun)||

≤ 2(λmax)
n + ||S(x, an)− S(x, anun)||.

Escrevendo y0 = ψ[un]1(an(x)) ◦ ... ◦ψun(an(x))(0) e z0 = ψ[un]1(an(x)) ◦ ... ◦ψun(an(x))(0), temos

||y0 − 0|| ≤ 1 e ||z0 − 0|| ≤ 1.

Como

||S(x, an)− S(x, anun)|| = ||(ψ[an]1(x) ◦ ... ◦ ψan(x)(0)− ψ[an]1(x) ◦ ... ◦ ψan(x)(y0),

ν[an]1(x) ◦ ... ◦ νan(x)(0)− ν[an]1(x) ◦ ... ◦ νan(x)(z0))||

segue que

||S(x, an)−S(x, anun)|| ≤ Lip(ψ[an]1(x)◦...◦ψan(x))||y0−0||+Lip(ν[an]1(x)◦...◦νan(x))||z0−0||

≤ (Lip(ψ[an]1(x) ◦ ... ◦ ψan(x)) + Lip(ν[an]1(x) ◦ ... ◦ νan(x))).

≤ 2(λmax)
n.

Logo, fazendo n → ∞ e notando I∞(x) é um conjunto compacto, segue que (y, z) =

S(x, b) em que b ∈ I∞(x) é algum ponto para o qual alguma subsequência de (anun)

converge quando n→∞.
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Desta forma, com a Proposição 2.5 acima, vemos que a aplicação S(., a) será útil na

descrição do conjunto ∆T . Além disso, para x ∈ Tl fixo e também fixado um pré-itinerário,

aqui descrito por uma palavra a ∈ I∞(x), temos que DS(x, a) indica uma direção instável

Eu
a em T(x,y,z)M. Mais especificamente, vale:

Lema 2.1. Sejam (x, y, z) ∈ ∆T e a ∈ En tal que (x, y, z) ∈ Za, onde Za é a componente

descrita por a. Então existe a∞ ∈ I∞(x), com πn(a∞) = a e para n ≥ 0, se escrevemos

x−n = [a∞]n(x), então Eu
(x−n,y−n,z−n) = graf(DS(x−n, σ

n(a∞))).

Demonstração. Dado o inteiro n1, note que se (x, y, z) ∈ Z[a]n1
, então πj([a]n1) = πj([a]n2)

para todos n1, n2 ≥ j. Defina então a∞ ∈ E∞ tal que (x, y, z) ∈ Zπj(a∞), para todo

j ∈ N. Temos assim que πn(a∞) = a. Como (x, y, z) ∈ ∆T , para todo n ≥ 0 e

escrevendo x−n = [a∞]n(x), existe (x−n, y−n, z−n) tal que T (x−(n+1), y−(n+1), z−(n+1)) =

(x−n, y−n, z−n) e T n(x−n, y−n, z−n) = (x, y, z). O Teorema de Hadamard-Perron fornece

que {Eu
(x−n,y−n,z−n)}n≥0 é a única sequência de subespaços l−dimensionais que é invari-

ante, isto é, DT (x−n, y−n, z−n)Eu
(x−n,y−n,z−n) = Eu

(x−(n−1),y−(n−1),z−(n−1))
, ∀n ≥ 1, e que é

transversal a Es
(x−n,y−n,z−n) = {0} × Rd × Rp. Considere então para n ≥ 0 o conjunto

E−n = graf(DS(x−n, σ
n(a∞))) = {(v,DS(x−n, σ

n(a∞)v) : v ∈ Rl}.

Note que

Es
(x−n,y−n,z−n) ∩ E−n = {(0, 0, 0)},

ou seja, Es
(x−n,y−n,z−n) é transversal a graf(DS(x−n, σ

n(a∞)). Agora, basta mostrar que

DT (x−n, y−n, z−n)E−n = E−(n−1), ∀n ≥ 1.

Vamos escrever

S(x−n, σ
n(a∞)) = lim

m→∞
(S(x−n, [σ

n(a∞)]m)).

Logo,

DS(x−n, σ
n(a∞)) =

(Dxψ(x1, y
σn(a∞)
1 )Dϕ−1(x1) +

∞∑
i=2

(
i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
σn(a∞)
j ))(Dxψ(xi, y

σn(a∞)
i ))(Dϕi(xi))

−1

, Dxν(x1, z
σn(a∞)
1 )Dϕ−1(x1) +

∞∑
i=2

(
i−1∏
j=1

Dzν(xj, z
σn(a∞)
j ))(Dxν(xi, z

σn(a∞)
i ))(Dϕi(xi))

−1)

em que xi = [σn(a∞)]i(x−n). Escreva (w1, w2) = DS(x−n, σ
n(a∞))v, onde

w1 = (Dxψ(x1, y
σn(a∞)
1 )Dϕ−1(x1)+

∞∑
i=2

(
i−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
σn(a∞)
j ))(Dxψ(xi, y

σn(a∞)
i ))(Dϕi(xi))

−1)v



2.4. DESCRIÇÃO DAS COMPONENTES DO ATRATOR 32

w2 = (Dxν(x1, z
σn(a∞)
1 )Dϕ−1(x1)+

∞∑
i=2

(
i−1∏
j=1

Dzν(xj, z
σn(a∞)
j ))(Dxν(xi, z

σn(a∞)
i ))(Dϕi(xi))

−1)v.

Uma vez que

DT (v,DS(x−n, σ
n(a∞))v) =

(Dϕ(x−n)v,Dψ(x−n, y
σn(a∞)(x−n))(v, w1), Dν(x−n, z

σn(a∞)(x−n))(v, w2)),

basta provar que

DS(x−(n−1), σ
n−1(a∞))(Dϕ(x−n)v) =

(Dψ(x−n, y
σn(a∞)(x−n))(v, w1), Dν(x−n, z

σn(a∞)(x−n))(v, w2)).

e assim teremos o que queremos. Vamos, por simplicidade, escrever apenas a primeira

entrada em DS(x−(n−1), σ
n−1(a∞)), pois a segunda é análoga trocando ψ por ν. Assim,

escrevemos

DS(x−(n−1), σ
n−1(a∞)) =

Dxψ(x∗1, y
σn−1(a∞)
1 )Dϕ−1(x∗1)+

∞∑
i=2

(
i−1∏
j=1

Dyψ(x∗j , y
σn−1(a∞)
j ))(Dxψ(x∗i , y

σn−1(a∞)
i ))(Dϕi(x∗i ))

−1,

onde x∗i = [σn−1(a∞)]i(x−(n−1)).

Afirmamos que [σn−1(a∞)]j(x−(n−1)) = [σn(a∞)]j−1(x−n). De fato, temos

ϕj([σn−1(a∞)]j(x−(n−1))) = x−(n−1) = ϕ(x−n)

= ϕ(ϕj−1([σn(a∞)]j−1(x−n))

= ϕj([σn(a∞)]j−1(x−n)).

Usando o fato de que

j−1⋂
i≥0

ϕ−i(Rai+1
) ⊂

j−2⋂
i≥0

ϕ−i(Rai+1
) e pela escolha do diamR, temos que

ϕj é injetora nesses conjuntos, logo temos a afirmação.

Vemos que x∗i = xi−1 e que y
σn−1(a∞)
i = y

σn(a∞)
i−1 . Logo,

DS(x−(n−1), σ
n(a∞)) = Dxψ(x−n, y

σn(a∞)(x−n))Dϕ−1(x−n)

+
∞∑
i=2

(
i−1∏
j=1

Dyψ(xj−1, y
σn(a∞)
j−1 ))(Dxψ(xi−1, y

σn(a∞)
i−1 ))(Dϕi(xi−1))−1

Aplicando em Dϕ(x−n)v e escrevendo i′ = i− 1 teremos

DS(x−(n−1), σ
n−1(a∞))(Dϕ(x−n)v) = Dxψ(x−n, y

σn(a∞)(x−n))v

+

(
∞∑
i′=1

(
i′∏
j=1

Dyψ(xj−1, y
σn(a∞)
j−1 ))(Dxψ(xi′ , y

σn(a∞)
i′ ))(Dϕi

′+1(xi′))
−1

)
Dϕ(x−n)v
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= Dxψ(x−n, y
σn(a∞)(x−n))v

+Dyψ(x−n, y
σn(a∞)(x−n))

(
∞∑
i′=1

(
i′∏
j=2

Dyψ(xj−1, y
σn(a∞)
j−1 ))(Dxψ(xi′ , y

σn(a∞)
i′ ))

(Dϕ−1(x−n)Dϕi
′+1(xi′))

−1v
)

= Dxψ(x−n, y
σn(a∞)(x−n))v

+Dyψ(x−n, y
σn(a∞)(x−n))

(
∞∑
i′=1

(
i′−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
σn(a∞)
j ))(Dxψ(xi′ , y

σn(a∞)
i′ ))(Dϕi

′
(xi′))

−1v

)
= Dxψ(x−n, y

σn(a∞)(x−n))v

+Dyψ(x−n, y
σn(a∞)(x−n))

{
(Dxψ(x1, y

σn(a∞)
1 )Dϕ−1(x1)v

+

(
∞∑
i′=2

(
i′−1∏
j=1

Dyψ(xj, y
σn(a∞)
j ))(Dxψ(xi′ , y

σn(a∞)
i′ ))(Dϕi

′
(xi′))

−1v

)}
= Dxψ(x−n, y

σn(a∞)(x−n))v+Dyψ(x−n, y
σn(a∞)(x−n))(w1)

= Dψ(v, w1).

2.5 Outras dinâmicas auxiliares

Vamos definir aqui algumas dinâmicas auxiliares que serão uteis adiante no cálculo da

cota superior da dimensão de ∆T através da pressão topológica.

Seja c ∈ Em e denote por In(c) = {a ∈ En : ϕn(Ta) ∩Tc 6= ∅} e também

I∞(c) = {a ∈ E∞ : [a]n ∈ In(c), ∀ n}. (2.6)

Defina as seguintes aplicações

H1 :
⋃
c∈Em

Tc × I∞(c)→
⋃
c∈Em

Tc × I∞(c)

(x, a) 7−→ H1(x, a) = (ϕ(x), s(x)a)

e

H :
⋃
c∈Em

Tc × I∞(c)→ V

(x, a) 7−→ H(x, a) = (x, S(x, a)).
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Da injetividade de ϕ em cada Tc segue que H1 é um homeomorfismo. Note também que

Im(H) = ∆T . Além disso, vale ainda que T ◦H = H ◦H1. De fato, como

S(ϕ(x), s(x)a) = lim
n→∞

(
ψ[s(x)a]1(ϕ(x)) ◦ ... ◦ ψ[s(x)a]n(ϕ(x))(0), ν[s(x)a]1(ϕ(x)) ◦ ... ◦ ν[s(x)a]n(ϕ(x))(0)

)
= lim

n→∞

(
ψx ◦ ... ◦ ψ[a]n−1(x)(0), νx ◦ ... ◦ ν[a]n−1(x)(0)

)
= (ψ(x, S(x, a)), ν(x, S(x, a))),

segue que

(H ◦H1)(x, a) = (ϕ(x), S(ϕ(x), s(x)a)) = (ϕ(x), ψ(x, S(x, a)), ν(x, S(x, a)))

= T (x, S(x, a)) = (T ◦H)(x, a).

Seja R = {R1, R2, ..., Rs} a partição de Markov de Tl com respeito a ϕ dada na Seção

anterior. Definimos uma matriz A = [aij]s×s tal que aij = 1 se ϕ(Ri) ∩ Rj 6= ∅ e aij = 0,

caso contrário. Denote por Σs = {1, ..., s}Z o conjunto das sequências bilaterais ã =

(..., ã−2, ã−1, ã0, ã1, ã2, ...) em que cada letra ãk ∈ {1, 2, ..., s}. Seja agora ΣA o subconjunto

de Σs definido por

ΣA = {(..., ã−2, ã−1, ã0, ã1, ã2, ...) ∈ Σs : aãn,ãn+1 = 1 para todo n ∈ Z}.

Com a notação que estávamos usando na Seção anterior, podemos escrever que ΣA ⊂
E−∞×E∞, em que E−∞ = {(..., ã−2, ã−1, ã0) : aã−n−1,ã−n = 1 para todo n ∈ N∪0}. Vamos

considerar o shift σ : ΣA → ΣA por σ((ãn)n∈Z) = (ãn+1)n∈Z. Escreva ã = (c̃, a), em que

c̃ = (..., ã−2, ã−1, ã0) e a = (ã1, ã2, ...), para cada ã ∈ ΣA. Defina então

H̃ : ΣA →
⋃
c∈Em

Tc × I∞(c)

ã 7−→ H̃(ã) = (x, a),

onde x é tal que ϕi(x) ∈ Rã−i para todo i = 0, 1, .... Temos que H̃ é sobrejetivo e

H̃ ◦ σ = H1 ◦ H̃. De fato, Note que x ∈ Rã0 , isto é, s(x) = ã0. Assim,

(H̃ ◦ σ)(ã) = H̃(σ(ã)) = (ϕ(x), s(x)a) = H1(x, a) = (H1 ◦H)(ã).

Denotando agora por

T̃ (x, z) = ρ2(T (x, y, z)) = (ϕ(x), ν(x, z)).

Temos então o seguinte diagrama comutativo:
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ΣA
σ

//

H̃
��

ΣA

H̃
��⋃

c∈Em

Tc × I∞(c)
H1
//

H

��

⋃
c∈Em

Tc × I∞(c)

H

��

∆T
T

//

ρ2

��

∆T

ρ2

��

∆T̃
T̃

// ∆T̃
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3 COTAS DA DIMENSÃO DO ATRATOR ∆T

O intuito deste trabalho será mostrar sob quais condições é posśıvel calcular a dimensão

de Hausdorff (dimH) do atrator ∆T , mais precisamente queremos mostrar que

dimH ∆T = l + s0p.

Onde s0 será o único número real para o qual a pressão topológica P (σ, s0φ) = 0 para

uma função potencial φ : ΣA → R dada por φ(ã) = log | detDzν((ρ ◦H ◦ H̃)(ã))|Z |.
Para isto, será importante mostrar que sob certas condições e para cada x ∈ Tl,

teremos

dimH ∆T (x) = s0p.

Ou seja, iremos mostrar que existem condições para as quais todas as seções transversais

do atrator ∆T tem a mesma dimensão de Hausdorff.

Neste Caṕıtulo iremos fornecer as cotas superiores para estas dimensões. Mais ainda,

provaremos que estas cotas são as mesmas com respeito a outra noção de dimensão em

Geometria Fractal conhecida como box-couting dimension (dimB). Vamos primeiramente

estabelecer notação definindo a medida de Hausdorff e em seguida a dimensão de Haus-

dorff, listando algumas propriedades e resultados que serão usados no texto. Depois,

definiremos a box-counting dimension de um conjunto e ressaltamos apenas a sua relação

com a dimensão de Hausdorff. Indicamos a referência (7) ou (19) para mais detalhes e

exemplos sobre dimensão de Hausdorff e box-counting dimension. Definimos em seguida

pressão topológica, pois esta será uma ferramenta utilizada na obtenção da cota superior.

Sugerimos a referência (29) para mais detalhes sobre pressão.

3.1 Dimensão de Hausdorff

Uma cobertura aberta de F ⊂ Rn é uma famı́lia enumerável de conjuntos abertos

U = {Ui}i∈N tais que F ⊂
⋃
i

Ui. Escreveremos, por simplicidade, que U é uma cobertura

de F ficando subentendido que cada elemento de U é um conjunto aberto. Dado Ui ⊂ Rn,

definimos o diâmetro de Ui como

diam(Ui) = sup{||x− y||;x, y ∈ Ui}

e o diâmetro de U = {Ui}i∈N como diam(U) = sup
Ui∈U
{diam(Ui)}. Vamos denotar |U| =

diam(U).
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Diremos que U = {Ui}i∈N é uma δ−cobertura de F , quando U é uma cobertura de F

e 0 ≤ |U| ≤ δ, ou seja, 0 ≤ |Ui| ≤ δ para todo i ∈ N. Dado F ⊂ Rn, o conjunto de todas

as δ− coberturas de F será denotado por D(F, δ).

Sejam s ∈ R não-negativo e F ⊂ Rn. Dado δ > 0, definimos

Hs
δ = inf

U={Ui}
{
∞∑
i=1

|Ui|s : U ∈ D(F, δ)}. (3.1)

Note que, fixado s ≥ 0, se δ1 ≤ δ2, então D(F, δ1) ⊂ D(F, δ2) e com isso Hs
δ1
≥ Hs

δ2
, ou

seja, temos que Hs
δ é monótona em δ.

Definição 3.1. Dado s ≥ 0, considere a função Hs : P(Rn)→ [0,+∞] dada por

Hs(F ) = lim
δ→0
Hs
δ(F ).

O valor Hs(F ) será chamado de medida de Hausdorff s−dimensional de F .

A função Hs : P(Rn)→ [0,+∞] satisfaz as seguintes propriedades básicas:

1. Hs(∅) = 0;

2. Se F1 ⊂ F2, então Hs(F1) ≤ Hs(F2);

3. Dada uma famı́lia finita ou enumerável F = {Fj}j∈N, então

Hs(F ) ≤
∞∑
j=1

Hs(Fj).

Estas propriedades mostram que Hs é uma medida exterior sobre P(Rn). É posśıvel

mostrar também que Hs é uma medida sobre a σ− álgebra gerada pelos conjuntos abertos

de Rn( σ−álgebra de Borel), ou seja, se F1 e F2 são dois borelianos disjuntos, então vale

que

Hs(F1 ∪ F2) = Hs(F1) +Hs(F2).

Dizemos que uma aplicação f : F → Rm é Hölder cont́ınua quando existem c > 0 e

α > 0 tais que

||f(x)− f(y)|| ≤ c||x− y||α

para todos x, y ∈ F . Em particular, se α = 1 denominamos aplicação Lipschitz cont́ınua.

Proposição 3.1. Para cada s ≥ 0, se f : F → Rm é Hölder cont́ınua, tem-se

H
s
α (f(F )) ≤ c

s
αHs(F ).

E se f : F → Rm é Lipschitz cont́ınua, então Hs(f(F )) ≤ csHs(F ).
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A próxima Proposição nos permite definir a dimensão de Hausdorff.

Proposição 3.2. Dado s ≥ 0, se 0 ≤ Hs(F ) < ∞, então vale que Hd(F ) = 0 para todo

d > s e Hd(F ) =∞ para todo 0 ≤ d < s.

Assim, de acordo com a Proposição 3.2, existe um único valor cŕıtico s0 onde Hs passa

de ∞ para 0.

Figura 4 – gráfico de Hs(F )

Fonte: O autor (2021)

Definição 3.2. Dado F ⊂ Rn, a dimensão de Hausdorff do conjunto F é dada por

dimH(F ) = inf{s ≥ 0;Hs(F ) = 0} = sup{s ≥ 0;Hs(F ) =∞}.

Note que Hs(F ) = 0 se s ≥ dimH(F ) e Hs(F ) = ∞ se s ≤ dimH(F ). No entanto,

nada podemos afirmar sobre Hs(F ), quando s = dimH(F ).

Observação 2. Para mostrar que dimH(F ) ≤ d0 é suficiente obter c > 0 tal que para

qualquer ε > 0 exista cobertura U0 = {Ui0}i0 de F , com |U0| ≤ ε, tal que
∑
Ui0∈ U0

|Ui0|d0 ≤ c.

De fato, se existem c > 0 e U0 com estas propriedades, então

Hd0
δ = inf

U={Ui}
{
∞∑
i=1

|Ui|s : U ∈ D(F, δ)} ≤
∑
Ui0∈ U0

|Ui0|d0 ≤ c.

Fazendo ε→ 0, temos Hd0 ≤ c <∞. Logo, dimH(F ) ≤ d0.

Por outro lado para mostrar que dimH(F ) ≥ d0 é suficiente exibir um c > 0 e ε > 0

tal que para toda ε−cobertura U0 = {Ui0}i0 de F vale
∑
Ui0∈ U0

|Ui0|d0 ≥ c.
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Em geral, como vemos na Observação 2, é mais simples obter cotas superiores para

a dimensão de Hausdorff de um conjunto, pois basta mostrar que existe uma cobertura

com conjuntos de diâmetro arbitrariamente pequeno com
∑
Ui0∈ U0

|Ui0|d0 ≤ c. Já para obter

cotas inferiores é preciso lidar com todas as ε−coberturas.

3.1.1 Propriedades da dimensão de Hausdorff

As propriedades básicas da dimensão de Hausdorff decorrem das propriedades da me-

dida de Hausdorff. São elas:

1. dimH(∅) = 0;

2. (Monotonicidade). Se E1 ⊂ E2, então dimH(E1) ≤ dimH(E2);

3. (Estabilidade Enumerável). Se F1, F2, .. é uma sequência enumerável de conjun-

tos, então

dimH

(
∞⋃
j=1

Fj

)
= sup

1≤j<∞
{dimH(Fj)};

4. (Conjuntos Enumeráveis). Se F é enumerável, então dimH(F ) = 0;

5. (Conjuntos Abertos). Se F é um conjunto aberto em Rn, então dimH(F ) = n.

6. (Aplicações Hölder Cont́ınuas). Sejam F ⊂ Rn e f : F → Rm uma aplicação

α−Hölder cont́ınua e α > 0 , então

dimH f(F ) ≤ 1

α
dimH(F ).

� Se f : F → Rm é uma aplicação Lipschitz cont́ınua, isto é, α = 1, então

dimH f(F ) ≤ dimH(F );

� Se f : F → Rm é uma aplicação bi-Lipschitz cont́ınua, isto é, existem

0 < c1 ≤ c2 <∞ tais que

c1||x− y|| ≤ ||f(x)− f(y)|| ≤ c2||x− y||, ∀ x, y ∈ F,

então

dimH f(F ) = dimH(F ).

Além das propriedades listadas acima. Apresentamos agora um resultado que será

importante no decorrer do texto na obtenção de cotas inferiores para a dimensão de

Hausdorff. O resultado abaixo é uma generalização do Corolário 7.12, p.106, Cap. 7 do

Falconer (7).
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Teorema 3.1. Sejam F um subconjunto de Rn e E um subconjunto de Rk, borelianos, com

k < n e mk(E) > 0(medida de Lebesgue k−dimensional). Considere L como um subespaço

de Rn, n− k dimensional e Lx = L + x a translação de L por E. Se dimH(F ∩ Lx) ≥ t

para quase todo x ∈ E, com t > 0, então dimH(F ) ≥ t+ dimH(E).

Demonstração. Denotaremos por md a medida de Lesbegue d−dimensional. Vamos pro-

var antes que, se k ≤ s ≤ n, então∫
Rk
Hs−k(F ∩ Lx) dx ≤ Hs(F ).

Dado ε > 0, considere {Ui}i uma δ−cobertura de F tal que∑
i

|Ui|s ≤ Hs
δ(F ) + ε.

Cada Ui está contido num n−cubo Si de aresta |Ui| e com as faces paralelas aos eixos

canônicos de Rn. Seja 1Si a função indicadora de Si, isto é, 1Si(y) = 1, se y ∈ Si e 1Si(y) =

0 caso y /∈ Si. Para cada x ∈ Rk, os conjuntos Si∩Lx formam uma
√

(n− k)δ−cobertura

de F ∩ Lx. Assim, chamando
√

(n− k)δ = δ′, temos

Hs−k
δ′ (F ∩ Lx) ≤

∑
i

|Si ∩ Lx|s−k

=
∑
i

|Si ∩ Lx|s−n|Si ∩ Lx|n−k

≤
∑
i

(
√
n− k)s−n|Ui|s−n

∫
Lx

1Si dmn−k(y).

Assim,∫
Hs−k
δ′ (F ∩ Lx) dmk(x) ≤ (n− k)

(s− n
2

)∑
i

|Ui|s−n
∫ (∫

Lx

1Si dmn−k(y)

)
dmk(x).

Note que (n− k)

(s− n
2

)
≤ 1, pois n− k ≥ 1 e s− n ≤ 0. Além disso,∫ (∫

Lx

1Si dmn−k(y)

)
dmk(x) = voln(Si ∩ Lx) ≤ |Ui|n.

Logo, ∫
Hs−k
δ′ (F ∩ Lx) dmk(x) ≤

∑
i

|Ui|s ≤ Hs
δ(F ) + ε.

Uma vez que ε > 0 é arbitrário e Hs
δ é monótona em δ, usando o Teorema da Convergência

Monótona, fazendo δ → 0, temos∫
Rk
Hs−k(F ∩ Lx) dx ≤ Hs(F ). (3.2)
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Tome agora s = dimH(F ) + ε′ > dimH(F ), sendo ε′ > 0 qualquer. Temos Hs(F ) = 0.

Note que devemos ter dimH(F ) > k. De fato, por hipótese, existe um conjunto E ′

de pontos x em E com medida de Lebesgue positiva tal que dimH(F ∩ Lx) ≥ t > 0

para todo x ∈ E ′. Dado ε′′ > 0, para cada m considere os conjuntos Em = {x ∈ E ′ :

Ht−ε′′(F ∩ Lx) > 1
m
}. Temos Em ⊂ Em+1 e E ′ ⊂

⋃
m

Em. Dáı, lim
m
mk(Em) ≥ mk(E

′) > 0

e assim, existe N tal que mk(EN) > 0. Como∫
Rk
Ht−ε′′(F ∩ Lx) dx ≥

∫
EN

Ht−ε′′(F ∩ Lx) dx ≥
∫
EN

1

N
dx =

1

N
mk(EN) > 0

e, por (3.2), vale ∫
Rk
Ht−ε′′(F ∩ Lx) dx ≤ Ht−ε′′+k(F ),

segue que Ht−ε′′+k(F ) > 0, isto é, dimH(F ) ≥ t− ε′′ + k > k, para ε′′ > 0 pequeno.

Sendo então s > k, temos que (3.2) fornece Hs−k(F ∩Lx) = 0 para quase todo x ∈ Rk.

Logo, dimH(F ∩ Lx) ≤ s− k para quase todo x. Como dimH(E) ≤ k, segue que

dimH(F ∩ Lx) ≤ s− dimH(E)

para quase todo x. Como ε′ > 0 é qualquer, temos

dimH(F ) ≥ dimH(F ∩ Lx) + dimH(E),

e assim

dimH(F ) ≥ t+ dimH(E).

Note que o Teorema 3.1 relaciona a dimensão de Hausdorff de F com a dimensão de

seções transversais de F em cada x ∈ E e também com a dimensão de E. No nosso caso,

teremos E identificado com Tl e F ∩ Lx identificado com ∆T (x). Por isso a importância

de encontrar condições para termos

dimH ∆T (x) ≥ s0p, para quase todo x ∈ Tl.

3.2 Box-counting dimension ou dimensão de Minkowski

Passamos a falar agora sobre outro conceito de dimensão muito utilizado em Geometria

Fractal, tanto por ter uma definição mais simples quanto por ser posśıvel obter de modo

mais fácil estimativas a seu respeito. Seja F ⊂ Rn um subconjunto não-vazio e limitado,

denote por N(F, δ) o menor número de conjuntos de diâmetro no máximo δ que podem
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cobrir F . Definimos como lower e upper box-counting dimensions de F , respectivamente

os seguintes limites:

dimBF := lim inf
δ→0

logN(F, δ)

− log δ
(3.3)

e

dimBF := lim sup
δ→0

logN(F, δ)

− log δ
. (3.4)

Se tivermos dimBF = dimBF , então a box-dimension de F é dada por

dimBF = lim
δ→0

logN(F, δ)

− log δ
. (3.5)

Na definição de N(F, δ) podemos considerar os conjuntos como: bolas fechadas de

raio δ que cobrem F , n−cubos de aresta δ que cobrem F ou bolas disjuntas de raio

δ com centros em F . Sugerimos a referência (7) para mais detalhes e propriedades de

box-dimension.

Box-dimension é também referida como dimensão de Minkowski ou dimensão de

Minkowiski-Bouligand.

Para todo F ⊂ Rn a relação entre a dimensão de Hausdorff e box-counting dimension

é dada pela desigualdade

dimH F ≤ dimBF ≤ dimBF. (3.6)

Onde, de maneira geral, não temos a igualdade. Assim, uma cota inferior da dimensão

de Hausdorff fornece uma cota inferior para a box-dimension (caso esta exista).

Aqui, provaremos a igualdade dimBF = dimH F para o caso em que F = ∆T e onde

sabemos calcular a cota inferior de dimH(∆T ). Note que precisamos apenas mostrar que

dimB(∆T ) tem a mesma cota superior que dimH(∆T ) e depois calcular a cota inferior

para dimH(∆T ).

3.3 Pressão Topológica

Nesta seção considere f : M →M uma transformação cont́ınua em um espaço métrico

compacto M . Considere U = {Ui}i cobertura aberta de M . Temos que f−j(U) :=

{f−j(Ui) : Ui ∈ U} é também uma cobertura aberta de M . Para cada n ≥ 1, denotamos

por Un uma cobertura de M tal que cada elemento é a interseção de elementos das

coberturas U , f−1(U), ..., f−n+1(U). Assim, todo elemento de Un está contido em algum

elemento de U . Chamamos de potencial em M qualquer φ : M → R cont́ınua. Para

n ∈ N definimos φn : M → R por φn(x) =
n−1∑
i=0

(φ ◦ f i)(x). Para A ⊂ M , com A 6= ∅,
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denotamos

φn(A) := sup{φn(x);x ∈ A} (3.7)

Dada uma cobertura aberta U de M , definimos

Pn(f, φ,U) = inf{
∑
Bi∈B

exp(φn(Bi)) : B é subcobertura finita de Un}. (3.8)

A sequência {Pn(f, φ,U)}n∈N é subaditiva e assim existe o limite

P (f, φ,U) = lim
n→∞

1

n
log(Pn(f, φ,U)). (3.9)

Definimos pressão do potencial φ relativamente a f como o seguinte limite

P (f, φ) = lim
diam(U)→0

P (f, φ,U) (3.10)

O limite em 3.10 existe e não depende da cobertura escolhida.

Decorre da definição de pressão que se φ ≤ ξ, então P (f, φ) ≤ P (f, ξ) e para uma

constante real k0, temos P (f, φ+ k0) = P (f, φ) + k0. Além disso, temos:

� P (f, 0) coincide com a entropia topológica htop(f) ( ver (10) e (29) para definição e

propriedades sobre entropia ).

� Se U é uma cobertura aberta de M tal que diam(Uk) converge para zero quando

k →∞, então P (f, φ) = P (f, φ,U) para todo potencial φ.

� Para f fixada a função pressão P (f, .), definida no espaço C0(M,R) munido da

norma do supremo, é Lipschitz, com constante de Lipschitz igual a 1.

� A função pressão P (f, .) é convexa, isto é

P (f, (1− t)φ+ tξ) ≤ (1− t)P (f, φ) + tP (f, ξ)

em que 0 ≤ t ≤ 1 e φ, ξ : M → R.

3.4 Cota superior para dimH(∆T (x)) e dimH(∆T )

Considere φ : ΣA → R dada por

φ(ã) = log | detDzν((ρ ◦H ◦ H̃)(ã))|Z |, (3.11)
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em que Z = {0} × Rp e H, H̃ são dadas no Capitulo 2, Seção 2.5. Note que

φn(ã) =
n−1∑
i=0

(φ ◦ σi)(ã)

=
n−1∑
i=0

log | detDzν((ρ ◦H ◦ H̃)(σi(ã)))|Z |

=
n−1∑
i=0

log | detDzν(T̃ i((ρ ◦H ◦ H̃)(ã)))|Z |

= log

(
n−1∏
i=0

| detDzν(T̃ i((ρ ◦H ◦ H̃)(ã)))|Z |

)
= log | detDzν

n((ρ ◦H ◦ H̃)(ã))|Z |.

(3.12)

Usamos acima a Regra da Cadeia e o fato de que Z é invariante. Portanto, para b ∈ R,

temos

ebφn(ã) = | detDzν
n((ρ ◦H ◦ H̃)(ã))|Z |b. (3.13)

Queremos provar o seguinte:

Teorema 3.2. Para cada x ∈ Tl vale que

dimH ∆T (x) ≤ s0p

em que s0 é o único número real tal que P (σ, s0φ) = 0

Precisaremos de uma estimativa de distorção para a prova do Teorema 3.2. Antes,

mostraremos a existência e unicidade do s0 com a Proposição a seguir.

Proposição 3.3. Existe único s0 ∈ (0,+∞) tal que P (σ, s0φ) = 0.

Demonstração. Lembremos que

‖Dzν(x, z)|Z‖ =
∥∥(Dzν(x, z)|Z)−1

∥∥−1
.

Assim,

1 = | detDzν|Z || det(Dzν)−1|Z | ≤
(
‖Dzν|Z‖

∥∥(Dzν)−1|Z
∥∥)p

implica que

| detDzν|Z | = ‖Dzν|Z‖p . (3.14)

e o mesmo vale para (Dzν)−1. Assim,

φ = log | detDzν(ρ ◦H ◦ H̃)(ã)|Z | = p log
∥∥∥Dzν(ρ ◦H ◦ H̃)(ã)|Z

∥∥∥ ≤ p log(λmax). (3.15)
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Sejam agora s < s∗ quaisquer reais. Temos

s∗φ = s∗φ− sφ+ sφ = (s∗ − s)φ+ sφ,

ou seja, por 3.15, temos

s∗φ ≤ (s∗ − s)p log(λmax) + sφ.

Logo,

P (σ, s∗φ) ≤ P (σ, sφ) + (s∗ − s)p log(λmax). (3.16)

Como log(λmax) < 0, segue que P (σ, s∗φ) < P (σ, sφ). Conclúımos então que a função

ξ : R→ R dada por ξ(b) = P (σ, bφ) é estritamente decrescente. Além disso, ξ é cont́ınua,

pois é de Lipschitz. Por (3.15), temos

lim
s∗→+∞

P (σ, s∗φ) = −∞ e lim
s→−∞

P (σ, s∗φ) = +∞.

Portanto, existe único s0 ∈ R tal que P (σ, s0φ) = 0. Agora note que ξ(0) = P (σ, 0) =

htop(σ) = log(s) > 0. Segue então que devemos ter s0 > 0.

Usando propriedades de pressão topológica temos

P (σ, sφ) = lim
n→∞

1

n
log

∑
a∈En

exp(sφn(a))

 . (3.17)

Veja a referência (5) para mais detalhes. Se φ é como na Seção 3.4, então por 3.14, segue

que

0 = P (σ, s0φ) ≤ lim
n→∞

1

n
log
(
sNn−1(λmax)

ns0p
)

= lim
n→∞

(log(N)− 1

n
log(N) +

1

n
log(s) + ps0 log(λmax)),

ou seja,

0 ≤ log(N) + s0p log(λmax).

Portanto,

s0 ≤
log(N)

−p log(λmax)
.

Logo, se considerarmos (λmax) < N−
1
p , então teremos s0 < 1.
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3.4.1 Estimativa de distorção

Para cada x ∈ Tl, denote por Tx(y, z) = (ψ(x, y), ν(x, z)). Para n ≥ 1, temos

T nx (y, z) = (ψ(ϕn−1(x), ...(ψ(ϕ(x), ψ(x, y))...)), ν(ϕn−1(x), ...(ν(ϕ(x), ν(x, z))...)),

ou seja, T nx (y, z) = (ψn(x, y), νn(x, z)) em que T n(x, y, z) = (ϕn(x), ψn(x, y), νn(x, z)).

Note que, para x fixado, vale a igualdade DTx(y, z) = (Dyψ(x, y), Dzν(x, z)). Temos que

D(x) é convexo e para algum (x, y0, z0) ∈ D(x) vale

‖Tx(y1, z1)−Tx(y2, z2)‖ ≤ ‖DTx(y0, z0)‖‖(x, y1, z1)−(x, y2, z2)‖, ∀ (x, y1, z1), (x, y1, z2) ∈ D(x).

(3.18)

Como

‖DTx(y0, z0)‖ = ||(Dyψ(x, y0), Dzν(x, z0))|| < 2λmax,

segue que

‖Tx(y1, z1)− Tx(y2, z2)‖ < 2λmax‖(x, y1, z1)− (x, y2, z2)‖.

De modo que

diam(T n−kx (D(x))) < (2λmax)
n−k(diam(D(x))), ∀k = 0, 1, ..., n− 1. (3.19)

Lema 3.1. Existe K1 > 1 tal que para todo n ≥ 1 e todo a ∈ I∞(x), vale

log
n−1∏
k=0

| detDzν(tk)|
| detDzν(wk)|

≤ K1

para quaisquer tk = (ϕn−k(x), zk) e wk = (ϕn−k(x), z∗k) tais que (ϕn−k(x), yk, zk) e (ϕn−k(x), yk, z
∗
k)

estão na envolvente convexa de T n−k[a]n(x)(D([a]n(x))) com k = 0, 1, ..., n− 1.

Demonstração. Uma vez que ν é uma aplicação Cr, r ≥ 2, é posśıvel mostrar que existe

C0 > 0 tal que

log
| detDzν(tk)|
| detDzν(wk)|

≤ C0||tk − wk||

≤ (C0) diam(T n−k[a]n(x)(D([a]n(x))))

≤ C0(2λmax)
n−k diam(D([a]n(x)).

Segue então que

log
| detDzν(tk)|
| detDzν(wk)|

≤ C0(2λmax)
n−k diam(D([a]n(x)).

Assim,

log
n−1∏
k=0

| detDzν(tk)|
| detDzν(wk)|

=
n−1∑
k=0

log
| detDzν(tk)|
| detDzν(wk)|

≤
n−1∑
k=0

C0(2λmax)
n−k diam(D([a]n(x)).
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Portanto, tome K1 > C0 (diam(D([a]n(x)))
∞∑
j=1

(2λmax)
j.

Lembremos que

λ2(x, z) := ‖(Dzν(x, z)) |Z‖ .

Assim, podemos obter do Lema 3.1 o seguinte:

Corolário 3.1. Existe K̂1 > 1 tal que para todo n ≥ 1 e todo a ∈ I∞(x), vale

n−1∏
k=0

λ2(tk)

λ2(wk)
≤ K̂1

para quaisquer tk = (ϕn−k(x), zk) e wk = (ϕn−k(x), z∗k) tais que (ϕn−k(x), yk, zk) e (ϕn−k(x), yk, z
∗
k)

estão na envolvente convexa de T n−k[a]n(x)(D([a]n(x))) com k = 0, 1, ..., n− 1.

Estamos interessados agora em provar o seguinte resultado:

Proposição 3.4. Existe K0 > 0 tal que para todo n ≥ 1, toda palavra a ∈ I∞(x) e todo

t = ([a]n(x), y, z) ∈ D∗, com D∗ subconjunto de D([a]n(x)), tem-se

1

K0

(diam(T n[a]n(x)(D
∗)))p ≤ (diam(D∗))p| detDzν

n([a]n(x), z)|. (3.20)

Demonstração. Considere ([a]n(x), y0, z0) ∈ D([a]n(x)) de modo que

||DT n[a]n(x)(y0, z0)||

seja máxima. Usando o teorema da média, temos

||T n[a]n(x)(t1)− T n[a]n(x)(t2)|| ≤ ||DT n[a]n(x)(y0, z0)||‖t1 − t2‖, ∀t1, t2 ∈ D∗. (3.21)

Usando o Lema 3.1, existe K∗1 > 1 tal que

| detDzν
n([a]n(x), z0)|

| detDzνn([a]n(x), z)|
≤ eK

∗
1 .

Escrevendo K ≥ eK
∗
1 e usando a conformalidade de ν , temos

‖Dzν
n([a]n(x), z0)‖p = | detDzν

n([a]n(x), z0)| ≤ K| detDzν
n([a]n(x), z)|.

Ou seja,

‖Dzν
n([a]n(x), z0)‖p ≤ K| detDzν

n([a]n(x), z)|. (3.22)
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Notando que

||DT n[a]n(x)(y, z)|| = ||(Dyψ
n([a]n(x), y), Dzν

n([a]n(x), z))||

≤ 2||Dzν
n([a]n(x), z))||

para ([a]n(x), y, z) ∈ D([a]n(x)), e combinado 3.21 com 3.22, segue que

||T n[a]n(x)(t1)− T n[a]n(x)(t2)||p ≤ 2K| detDzν
n([a]n(x), z)|||t1 − t2||p.

Assim, conclúımos que

(diam(T n[a]n(x)(D
∗)))p ≤ K0(diam(D∗))p| detDzν

n([a]n(x), z)|.

O próximo Lema é similar à Proposição 3.4, mas agora para T̃ (x, z) = ρ2(T (x, y, z)) =

(ϕ(x), ν(x, z)) valem as desigualdades dos dois lados. Para cada x ∈ Tl denotamos a

aplicação T̃x(z) = ν(x, z). Para n ≥ 1, temos T̃ nx (z) = ν(ϕn−1(x), ...(ν(ϕ(x), ν(x, z))...),

ou seja, T̃ nx (z) = νn(x, z) em que T n(x, y, z) = (ϕn(x), ψn(x, y), νn(x, z)).

Lema 3.2. Existe K0 > 0 tal que para toda palavra a ∈ I∞(x) e todo t = ([a]n(x), z) ∈ D∗,
com D∗ subconjunto de ρ2(D([a]n(x))), tem-se

1

K0

(diam(T̃ n[a]n(x)(D∗)))
p ≤ (diam(D∗))

p| detDzν
n([a]n(x), z)| ≤ K0(diam(T̃ n[a]n(x)(D∗)))

p

(3.23)

para todo n ≥ 1.

Demonstração. Para k = 0, 1, ..., n − 1 considere tk um ponto em T̃ n−k[a]n(x)(D∗) tal que

||(Dzν)−1|| seja máximo. Assim,

||T̃ k[a]n(x)(t1)− T̃ k[a]n(x)(t2)|| ≤ ||(Dzν(tk))
−1||||T̃ k+1

[a]n(x)(t1)− T̃ k+1
[a]n(x)(t2)||

≤ | det(Dzν(tk))
−1|

1
p ||T̃ k+1

[a]n(x)(t1)− T̃ k+1
[a]n(x)(t2)||.

Ou seja,

||T̃ k+1
[a]n(x)(t1)− T̃ k+1

[a]n(x)(t2)|| ≥
(
| det(Dzν(tk))

−1|−1
) 1
p ||T̃ k[a]n(x)(t1)− T̃ k[a]n(x)(t2)||.

De onde chegamos em

||T̃ n[a]n(x)(t1)− T̃ n[a]n(x)(t2)||p ≥
n−1∏
k=0

| detDzν(tk)|(||t1 − t2||)p. (3.24)
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Usando o Lema 3.1, existe constante C > 0 tal que

n−1∏
k=0

| detDzν(tk)| ≥ e−C |detDzν
n(t)|.

Aplicando em (4.10), temos

||T̃ n[a]n(x)(t1)− T̃ n[a]n(x)(t2)||p ≥ e−C |detDzν
n(t)|(||t1 − t2||)p.

Tomando K0 ≥ eC , conclúımos que

K0(diam(T̃ n[a]n(x)(D∗)))
p ≥ |detDzν

n(t)|(diam(D∗))
p.

A outra desigualdade é análoga a demonstração da Proposição 3.4.

3.4.2 Cota superior para dimH(∆T (x))

Provaremos nesta seção o Teorema 3.2. Mostraremos que para qualquer x ∈ Tl fixado

e qualquer ε > 0 vale que H(s0+ε)p(∆T (x)) = 0. Assim, fazendo ε→ 0, teremos

dimH(∆T (x)) ≤ s0p.

Note inicialmente que se b(ε) = s0 + ε > s0, então P (σ, b(ε)φ) < 0. Vamos escrever apenas

b = b(ε).

Lembremos que os cilindros em ΣA são conjuntos da forma

[m; am, ..., an] = {u = (u1, u2...) ∈ ΣA;ui = ai,m ≤ i ≤ n}.

Seja então L uma cobertura aberta de ΣA por cilindros [0, l], l = 1, ...s, de comprimento 1.

Temos que L±n é uma cobertura de ΣA tal que cada elemento é a interseção de elementos

das coberturas σn(L), σ(n−1)(L), ...,L, σ−1(L), ..., σ−n+1(L). Isto é, L±n é uma cobertura

formada pelos cilindros de comprimento 2n que começam no −n. Considerando a métrica

d((ai)i∈Z, (bi)i∈Z) = θM

em que θ ∈ (0, 1) é fixado e M = M((ai)i∈Z, (bi)i∈Z) ≥ 0 é o maior inteiro tal que ai = bi,

para todo i ∈ Z com |i| < M , temos que

diam(L±n)→ 0, quando n→∞.

Assim, vale que

P (σ, bφ) = P (σ, bφ,L).
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Sendo P (σ, bφ) < 0, existem κ > 0 e n0 ∈ N grande o suficiente, tais que
1

n
log(Pn(σ, bφ,L)) <

−κ, ou seja,

Pn(σ, bφ,L) < e−κn

para todo n ≥ n0. Tome então Vn uma subcobertura finita de Ln para a qual tenhamos

Pn(σ, bφ,L) =
∑
L∈Vn

ebφn(L).

Note que L ∈ Vn é da forma L = [−n, l−(n−1), l−n, ..., l0]. Supomos também que diam(Ln)

é menor que o raio de injetividade de ϕ, isto implica que para cada L ∈ Ln e para cada n

fixado existe no máximo uma palavra a tal que (H ◦ H̃)(L) ∩ D([a]n(x)) 6= ∅. Para cada

x ∈ Tl e cada n ∈ N considere os conjuntos

L̃x = T n(L̃ ∩ D(l(x)))

em que L̃ = H(H̃(L)) com L ∈ Vn e l ∈ In(x) sendo a única palavra tal que L̃∩D(l(x)) 6=
∅. Para cada n ∈ N, temos que Un = {L̃x : L ∈ Vn} é uma cobertura de ∆T (x) e que

diam(Un) ≤ 2(λmax)
n diam(D(l(x))),

isto é, diam(Un)→ 0 quando n→∞.
Aplicando a Proposição 3.4, com D∗ = L̃ ∩ D(l(x)) juntamente com o fato diam(L̃ ∩

D(l(x))) ≤ K∗, para algum K∗ > 0, segue que∑
L∈Vn

(diam(L̃x))
bp =

∑
L∈Vn

(diam(T nl(x)(L̃ ∩ D(l(x)))))bp

≤ Kb
0

∑
L∈Vn

(diam(L̃ ∩ D(l(x))))bp| detDzν
n(l(x), z)|b

< (Kp
∗K0)b

∑
L∈Vn

| detDzν
n(l(x), z)|b.

Como (l(x), z) ∈ ρ2(H ◦ H̃(L)) segue que, usando (3.13),

| detDzν
n(l(x), z)|b ≤ ebφn(L).

Logo, ∑
L∈Vn

(diam(L̃x))
bp ≤ (Kp

∗K0)b
∑
L∈Vn

ebφn(L).

Então para n ≥ n0, vale que∑
L∈Vn

(diam(L̃x))
bp ≤ (Kp

∗K0)be−κn.

Portanto,
∑
L∈Vn

(diam(L̃x))
bp → 0 quando n → ∞. Desta forma, temos Hbp(∆T (x)) = 0 e

com isso dimH(∆T (x)) ≤ bp.
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Corolário 3.2. Para cada x ∈ Tl, temos dimH(ρ(∆T (x))) ≤ s0p.

De fato, como a aplicação ρ : V → A em que ρ(x, y, z) = (x, z) é Lipschitz cont́ınua,

segue que

dimH(ρ(∆T (x))) ≤ dimH(∆T (x)).

3.4.3 Cota superior para dimH(∆T )

Teorema 3.3. dimH(∆T ) ≤ l + s0p.

Demonstração. Dado ε > 0, escreva b = b(ε) = s0 + ε. Considere L a cobertura aberta de

ΣA definida como na prova do Teorema 3.2 em 3.4.2. Temos

Pn(σ, bφ,L) < e−κn

para todo n ≥ n0 e algum κ > 0. Tomamos mais uma vez uma subcobertura finita Vn de

Ln tal que

Pn(σ, bφ,L) =
∑
L∈Vn

ebφn(L).

Isto é, ∑
L∈Vn

ebφn(L) < e−κn. (3.25)

Note que, usando a Proposição 3.4, existe K0 > 0 tal que

(diam(T n(L̃) ∩ D(x)))bp < K0e
bφn(L) (3.26)

para algum x ∈ Tl e b > 0, onde L̃ = H(H̃(L)).

Para cada L ∈ Vn, seja uma cobertura do toro Tl em l−cubos CL
1 , C

L
2 , ..., C

L
M(L) de

diâmetro menor ou igual a e
1
p
φn(L), onde M(L) ≤ 2le−

l
p
φn(L). Defina o seguinte conjunto

PL,i = (CL
i × E × F ) ∩ T n(L̃).

Note que

∆T ⊂
⋃
L∈Vn

1≤i≤M(L)

PL,i.

Dados t1 = (x1, y1, z1) e t1 = (x2, y2, z2) em PL,i tome t = (x, y, z) ∈ CL
i × E × F tal

que (x, y) = (x2, y2) e (y, z) = (y1, z1). Assim,

diam(PL,i) ≤ sup
t1,t2∈PL,i

‖t1 − t2‖ ≤ sup
t1,t2∈PL,i

(‖t1 − t‖+ ‖t− t2‖).

Portanto,

diam(PL,i) ≤ diam(CL
i ) + diam(T n(L̃) ∩ D(x)).
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Usando (3.26) e a definição de CL
i , temos

diam(PL,i) ≤ C0(e
1
p
φn(L)), para L ∈ Vn, 1 ≤ i ≤M(L) (3.27)

e para uma constante C0 > 0. Por (3.25), segue que ebφn(L) < e−κn para todo n ≥ n0 e

todo L ∈ Vn. Logo,

diam(PL,i) ≤ C0(e−
κ
bp
n)

para todo n ≥ n0. De modo que, quando n → ∞ temos diam(PL,i) → 0 uniformemente.

Note que como o número de l−cubos é inversamente proporcional a (diam(PL,i))
l, segue

que ∑
L∈Vn

1≤i≤M(L)

(diam(PL,i))
l+bp ≤

∑
L∈Vn

 ∑
1≤i≤M(L)

(diam(PL,i))
l(diam(PL,i))

bp


≤
∑
L∈Vn

(
2le−

l
p
φn(L)(C l

0e
l
p
φn(L))(Cbp

0 e
bφn(L))

)
≤ (2lC l+bp

0 )
∑
L∈Vn

(ebφn(L)).

Assim, temos∑
L∈Vn

1≤i≤M(L)

(diam(PL,i))
l+bp ≤ (2lC l+bp

0 )e−κn, para todo n ≥ n0.

E com isso, ∑
L∈Vn

1≤i≤M(L)

(diam(PL,i))
l+bp → 0

quando n → ∞. O que implica que Hl+bp(∆(T )) = 0 para todo b = s0 + ε e isto nos

permite concluir que

dimH(∆T ) ≤ l + ps0.

Usando o fato das projeções ρj, j = 1, 2 serem Lipschitz, segue que:

Corolário 3.3. dimH ρj(∆T ) ≤ l + s0p, j = 1, 2.
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3.5 A medida µx em I∞(x)

Sejam os cilindros

[m; am, ..., an] = {u = (u1, u2...) ∈ I∞;ui = ai,m ≤ i ≤ n}.

Considere o potencial φ
′
: ΣA → R dado por φ

′
(ã) = s0φ(ã), onde

φ(ã) = log | detDzν(ρ ◦H ◦ H̃(ã))|Z |

(Ver Seções 2.5 e 3.4). Como φ é Hölder cont́ınua (φ é Lipschitz cont́ınua), pois ν ∈ Cr,

r ≥ 2, segue que existe um estado de equiĺıbrio µ em ΣA com respeito a σ−1 : ΣA → ΣA

e para o potencial φ
′
. Indicamos a referência (2) para mais detalhes sobre estados de

equiĺıbrio. Uma vez que P (σ, s0φ) = 0 e σ é um homeomorfismo em ΣA, temos também

que P (σ−1, s0φ) = 0. Assim, como µ é medida de Gibbs, existe constante C0 > 0 tal que

C−1
0 es0φ

∗
n(ã) ≤ µ([0; a1, ..., an]) ≤ C0e

s0φ∗n(ã) (3.28)

em que φ∗n(ã) =
n−1∑
i=0

(φ◦σ−i)(ã) é a soma estat́ıstica com respeito a σ−1 e ã ∈ [0; a1, ..., an].

Lembremos que por (3.13) e (3.14) , temos

es0φn(ã) = ‖Dzν
n(ρ ◦H ◦ H̃(ã))‖s0p, (3.29)

com φn(ã) =
n−1∑
i=0

(φ ◦ σi)(ã) a soma de Birkhof com respeito a σ.

Para cada x ∈ Tl, denote por Ix,[a]n := T̃ n[a]n(x)(ρ(D([a]n(x)))), onde a ∈ I∞(x) satisfaz

H̃(ã) = (x, a), com ã ∈ ΣA. Assim:

es0φn(ã) = ‖Dzν
n(x, z)‖s0p

para algum z ∈ F , e com isso

es0φn(σ−n(ã)) = ‖Dzν
n([a]n(x), z)‖s0p (3.30)

para algum z ∈ F . Note que

φ∗n(ã) =
n−1∑
i=0

(φ ◦ σ−i)(ã)

=
n−1∑
i=0

(φ ◦ σi)(σ−(n−1)(ã))



3.5. A MEDIDA µX EM I∞(X) 54

= φn(σ−(n−1)(ã))

= φn(σ−n(ã)) + φ(ã)− φ(σ−n(ã)).

Aplicando isto em (3.28) e escrevendo K = C0K̃, em que K̃ = 2esup ||φ||, conclúımos que

K−1es0φn(σ−n(ã)) ≤ µ([0; a1, ..., an]) ≤ Kes0φn(σ−n(ã)) (3.31)

O Lema 3.2 fornece então que existe constante K0 > 0 tal que

1

K0

(diam(Ix,[a]n))p ≤ (diam(ρ2(D([a]n(x)))))p‖Dzν
n([a]n(x), z)‖p ≤ K0(diam(Ix,[a]n)))p.

Como (diam(ρ2(D([a]n(x)))))p é limitado, podemos concluir, usando (3.30), que existe

constante C∗0 > 0 tal que

(C∗0)−1(diam(Ix,[a]n))s0p ≤ es0φn(σ−n(ã)) ≤ C∗0(diam(Ix,[a]n))s0p.

Aplicando isto em 3.31, temos que existe C1 > 0 tal que

C−1
1 ≤

µ([0; a1, ..., an])

diam(Ix,[a]n))s0p
≤ C1 (3.32)

Ainda usando o Lema 3.2, podemos concluir também que existe constante C2 > 0 tal que

C−1
2 ≤

diam(Ix,[a]n))s0p

||Dzνn([a]n(x), 0)||s0p
≤ C2. (3.33)

Considere agora a seguinte projeção

π+ : ΣA → Σ+
A :=

⋃
a0∈E1

{a0} × I∞(a0)

dada por

π+(ã) = π+(c̃, a) = ã0a

em que c̃ = (..., ã−2, ã−1, ã0) e a = (ã1, ã2, ...). Para cada x ∈ Tl, definimos µx em

I∞(x) pelo “push-forward”por π+ da medida de Gibbs µ para s0φ em ΣA restrita à

{s(x)} × I∞(x), isto é,

µx = (π+
∗ µ)|{s(x)}×I∞(x).

Assim, se a ∈ I∞(x), então

µx(a) = µ((π+)−1(s(x)a)).

Usando (3.32) , (3.33) e notando que µx([1; a1, ..., an]) = µ([0; s(x), a1, ...an]), conclúımos

que existe constante C3 > 0 tal que

C−1
3 ≤

µx([1; a1, ..., an])

||Dzνn([a]n(x), 0)||s0p
≤ C3. (3.34)
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3.6 Cota Superior para dimB(∆T (x)), dimB(ρ(∆T (x))) e dimB(∆T )

Vamos agora estabelecer que a cota superior para a box-dimension dos conjuntos

∆T (x), ρ(∆T (x)) e ∆T é a mesma que foi provada para a dimensão de Hausdorff para

estes conjuntos. Iremos usar a medida µx e as desigualdades obtidas na Seção passada.

3.6.1 Cota superior para dimB(ρ(∆T (x))) e dimB(∆T (x))

Teorema 3.4. dimB(ρ(∆T (x))) ≤ s0p

Demonstração. Para cada x ∈ Tl e a ∈ I∞(x) denote por Ix,[a]n := T̃ n[a]n(x)(ρ2(D([a]n(x))))

como na Seção passada. Então existe C0 > 0 tal que

C−1
0 ≤

µx([1; a1, ..., an])

diam(Ix,[a]n))s0p
≤ C0. (3.35)

Seja agora 0 < δ < 1 e defina o seguinte conjunto

A(δ) =
∞⋃
n=1

{[a]n ∈ In(x)| diam(Ix,[a]n) < δ e diam(Ix,[a]k) ≥ δ ∀k < n}.

O conjunto A(δ) é formado por palavras de comprimento n que fazem com que

diam(Ix,[a]n) < δ, cada elemento de [a]n ∈ A(δ) determina um cilindro C[a]n = [1; a1, ...an]

em I∞(x). Tais cilindros C[a]n são dois a dois disjuntos e formam uma partição em I∞(x).

Vale então que ∑
C[a]n∈A(δ)

µx(C[a]n) = 1. (3.36)

Usando (3.35) para os cilindros C[a]n , temos

(C0)−1 diam(Ix,[a]n)s0p ≤ µx(C[a]n) ≤ C0 diam(Ix,[a]n)s0p. (3.37)

Pela conformalidade de ν, podemos mostrar que

diam(Ix,[a]n) ≥
n∏
k=1

λ2(tk) diam(ρ(D([a]n(x)))), com tk ∈ T̃ n−k[a]n(x)(ρ(D([a]n(x))).

Também vale que

diam(Ix,[a]n−1) ≤
n−1∏
k=1

λ2(wk) diam(ρ(D([a]n−1(x)))) com wk ∈ T̃ n−k[a]n−1(x)(ρ(D([a]n−1(x)))).

Logo,

diam(Ix,[a]n)

diam(Ix,[a]n−1)
≥

n∏
k=1

λ2(tk)

n−1∏
k=1

λ2(wk)

.
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Usando o Corolário 3.1, existe K1 > 0 tal que

diam(Ix,[a]n)

diam(Ix,[a]n−1)
≥ K1λmin.

Assim, pela desigualdade acima e definição de A(δ), existe 0 < C1 ≤ 1 tal que

C1δ ≤ diam(Ix,[a]n) < δ.

Aplicando isto em (3.37), segue que existe C2 > 0 tal que

C2δ
s0p ≤ µx(C[a]n) < C0δ

s0p.

Somando em todos os [a]n ∈ A(δ), temos

C2

∑
[a]n∈A(δ)

δs0p ≤
∑

[a]n∈A(δ)

µx(C[a]n) < C0

∑
[a]n∈A(δ)

δs0p.

Denotando por #A(δ) a cardinalidade de A(δ), temos

#A(δ)C2δ
s0p ≤ 1 < #A(δ)C0δ

s0p,

ou seja, vale que #A(δ) ≤ (C2)−1δ−s0p.

Note agora que o conjunto Ix := {Ix,[a]n : a ∈ A(δ)} é uma δ−cobertura para ρ(∆T (x))

. Assim, N(ρ(∆T (x)), δ) ≤ C−1
2 δ−s0p e com isso

dimBρ(∆T (x)) := lim sup
δ→0

logN(ρ(∆T (x)), δ)

− log δ
≤ s0p.

Teorema 3.5. dimB(∆T (x)) ≤ s0p.

Demonstração. Para cada x ∈ Tl e a ∈ I∞(x), considere Lx,[a]n := T n[a]n(x)(D([a]n(x))).

Definimos também T̂x(x, y) := ψ(x, y) de modo que T̂ nx (x, y) = ψn(x, y). Além disso,

denote por Jx,[a]n = T̂ n[a]n(x)(ρ1(D([a]n(x)))). Note então que Lx,[a]n = (Jx,[a]n , Ix,[a]n). Uma

vez que ‖Dyψ(x, y)‖ < ||Dzν(x, z)||, segue existe constante K > 0 tal que

diam(Jx,[a]n) ≤ K diam(Ix,[a]n).

Dessa forma, existe constante K∗ > 0 tal que

diam(Lx,[a]n) ≤ 2K∗ diam(Ix,[a]n).

Note que o conjunto Lx := {Lx,[a]n : a ∈ I∞(x)} forma uma cobertura para ∆T (x).

Se Ix := {Ix,[a]n : a ∈ I∞(x)} é tal que diam(Ix) < δ, com 0 < δ < 1, então diam(Lx) <
2K∗δ. Pelo que já foi visto na prova do Teorema 3.5, a cardinalidade de Lx com esta

propriedade é da ordem de δ−s0p e assim para Lx ser uma 2K∗δ−cobertura de ∆T (x), sua

cardinalidade também é da ordem de δ−s0p. De onde segue o resultado pela definição de

dimB(∆T (x)).
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3.6.2 Cota superior para dimB(∆T )

Teorema 3.6. dimB(∆T ) ≤ l + s0p.

Demonstração. Para a ∈ ΣA denotamos P[a]n = H(H̃(C[a]n)) em que C[a]n = [1; a1, ..., an].

Seja gora, para 0 < δ < 1, o conjunto

Ã(δ) =
∞⋃
n=1

[a]n ∈ In(x) : sup
x∈Tl

a∈I∞(x)

{diam(Ix,[a]n)} < δ e sup
x∈Tl

a∈I∞(x)

{diam(Ix,[a]k)} ≥ δ, ∀k < n

 .

Pelo que ja foi mostrado, podemos concluir que #Ã(δ) ≤ K0δ
−s0p, onde K0 é uma

constante positiva. Além disso, os cilindros C[a]n , com [a]n ∈ Ã(δ), formam uma partição

em ΣA.

Para cada C[a]n , com [a]n ∈ Ã(δ), considere uma cobertura de Tl em conjuntos disjun-

tos C
[a]n
1 , C

[a]n
2 , ..., C

[a]n
M([a]n) com δ

10
≤ diam(C

[a]n
i ) < δ, 1 ≤ i ≤M([a]n) e M([a]n) ≤ 10lδ−l.

Definimos agora, para 1 ≤ i ≤M([a]n) e [a]n ∈ Ã(δ) os seguintes conjuntos

P[a]n,i = (C
[a]n
i × E × F ) ∩ P[a]n .

Temos

∆T ⊂
⋃

1≤i≤M([a]n)

[a]n∈Ã(δ)

P[a]n,i.

Note ainda que a cardinalidade do conjunto dos P[a]n,i é limitada por 10lK0δ
−l−s0p.

Afirmamos agora que diam(P[a]n,i) < C5δ, ou seja, que o conjunto dos P[a]n,i forma

uma C5δ−cobertura para o atrator. De fato, se t1, t2 ∈ P[a]n,i, então podemos escrever

t1 = (x1, S(x1, a)) e t2 = (x2, S(x2, a)), onde x1, x2 ∈ C [a]n
i . De onde

||t1 − t2|| ≤ C1(||x1 − x2||+ ||S(x1, a)− S(x2, a)||).

Temos ||x1 − x2|| < δ e usando a definição de S(x, a) e a desigualdade do valor médio,

temos

||S(x1, a)− S(x2, a)|| ≤ C2 lim
n→∞

(
||ψ[a]1(x1) ◦ ... ◦ ψ[a]n(x1)(0)− ψ[a]1(x2) ◦ ... ◦ ψ[a]n(x2)(0)||

+||ν[a]1(x1) ◦ ... ◦ ν[a]n(x1)(0)− ν[a]1(x2) ◦ ... ◦ ν[a]n(x2)(0)||
)

≤ C3 lim
n→∞

(
λmax

(
||[a]1(x1)− [a]1(x2)||

+||ψ[a]2(x1) ◦ ... ◦ψ[a]n(x1)(0)−ψ[a]2(x2) ◦ ... ◦ψ[a]n(x2)(0)||
)

+λmax
(
||[a]1(x1)− [a]1(x2)||
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+||ν[a]2(x1) ◦ ... ◦ ν[a]n(x1)(0)− ν[a]2(x2) ◦ ... ◦ ν[a]n(x2)(0)||
))

≤ C3 lim
n→∞

(
λmaxβ

−1||x1 − x2||

+λmax||ψ[a]2(x1) ◦ ...◦ψ[a]n(x1)(0)−ψ[a]2(x2) ◦ ...◦ψ[a]n(x2)(0)||

+λmaxβ
−1||x1 − x2||

+λmax||ν[a]2(x1)◦...◦ν[a]n(x1)(0)−ν[a]2(x2)◦...◦ν[a]n(x2)(0)||
))
.

Continuando o procedimento, chegamos em

||S(x1, a)− S(x2, a)|| ≤

(
2
C4β

−1λmax

1− λmax

)
||x1 − x2|| <

(
2
C4β

−1λmax

1− λmax

)
δ,

e isso prova nossa afirmação.

Portanto, conclúımos que N(∆T , C5δ) ≤ 10lK0δ
−l−s0p e usando a definição dimB(∆T ),

teremos

dimB(∆T ) ≤ l + s0p.

3.7 Menor valor singular

Nesta Seção apresentamos a definição de menor valor singular de uma aplicação linear.

Através deste conceito podemos medir transversalidade.

Definição 3.3. Considere uma aplicação linear A : Rm → Rn, com m ≥ n. Denotaremos

o menor valor singular de A por

m(A) := sup
dim(W )=n

(
inf

v∈W, ||v||=1
||A(v)||

)
,

em que W ⊂ Rm é um subespaço.

Vamos apresentar um Lema técnico que será usado nesta Tese para limitar o volume

das pré-imagens de bolas de raio r > 0 por uma aplicação g quando temos uma cota

inferior positiva para m(Dg).

Lema 3.3. Dados um aberto convexo U ⊂ Rk, g ∈ C2(U,Rp), com ||g||C2 ≤ 2α0, α0 > 0

e um número δ > 0 tal que diam(U) ≤ δ

4α0

e m(Dg(t)) ≥ δ para todo t ∈ U , então existe

uma constante K(δ) > 0 tal que que

mk(g
−1(B(w, r))) < K(δ)rp

para todo w ∈ Rp e todo r > 0.

Demonstração. A demonstração deste lema é encontrado em (6), pp 2064-2065.
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4 DIMENSÃO DE HAUSDORFF PARA FAMÍLIAS TRANSVERSAIS

Neste Caṕıtulo vamos considerar T : V → V , com V = Tl×E×F e T (x, y, z) definidos

como na seção 2.2 do Caṕıtulo 2. Denotamos T̃ (x, z) = ρ2(T (x, y, z)) = (ϕ(x), ν(x, z)).

Para t = (t1, ..., tk) ∈ Rk e aplicações ψ1, ..., ψk em C∞(Tl,Rp) escrevemos

νt(x, z) = ν(x, z) +
k∑
j=1

tjψj(x) e T̃t(x, z) = (ϕ(x), νt(x, z)).

Para cada t ∈ Rk, x ∈ Tl e a ∈ I∞(x), definimos ainda a aplicação

S(x, a; t) = lim
n→∞

((νt)[a]1(x) ◦ (νt)[a]2(x) ◦ ... ◦ (νt)[a]n(x)(0)).

De forma semelhante ao Caṕıtulo 3, denotamos para cada x ∈ Tl a aplicação T̃x(z) =

ν(x, z). Para n ≥ 1, teremos T̃ nx (z) = ν(ϕn−1(x), ...(ν(ϕ(x), ν(x, z))...), ou seja, T̃ nx (z) =

νn(x, z) em que T n(x, y, z) = (ϕn(x), ψn(x, y), νn(x, z)). Note ainda que, para x fixado,

vale a igualdade DTx(z) = Dzν(x, z).

Como primeiro resultado significativo deste Caṕıtulo, mostraremos que se λmax é su-

ficientemente pequeno e a famı́lia {T̃t}t∈Rk satisfaz uma condição de transversalidade

em termos dos parâmetros t ∈ Rk, a qual daremos adiante, então é posśıvel provar

que a dimensão de Hausdorff do conjunto ∆Tt(x) associado a dinâmica Tt(x, y, z) =

(ϕ(x), ψ(x, y), νt(x, z)) é igual a

dimH(∆Tt(x)) = s0p.

para todo x ∈ Tl e quase todo t ∈ Rb0 , com s0 sendo o único valor tal que P (σ, s0φ) = 0.

Isto implicará que

dimB(∆Tt) = dimH(∆Tt) = l + s0p.

Ou seja, mesmo ainda não tendo provado que dimH(∆T ) = l + s0p para a dinâmica

inicial T , mostraremos que se λmax é pequeno o suficiente, então será posśıvel tomar o

parâmetro t arbitrariamente próximo de 0 tal que existirá uma dinâmica Cr−próxima de

T : V → V em que o atrator tem a dimensão de Hausdorff desejada. Mais precisamente,

provaremos :

Teorema A. Se 0 < λmax < min
{

1
1+2
√
p
, N−

1
min{p,2}

}
, então existe inteiro k > 0 e uma

famı́lia de dinâmicas {Tt}, Cr com o parâmetro t ∈ B(0, η) ⊂ Rk, com T0 = T tal que

dimB(∆Tt(x)) = dimH(∆Tt(x)) = s0p,
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para todo x ∈ Tl fixado e para quase todo t. Em particular, vale o cálculo da dimensão

de Hausdorff para dinâmicas Tt arbitrariamente Cr−próximas de T , isto é, existe uma

aplicação Tt arbitrariamente Cr−próxima de T tal que

dimB(∆Tt(x)) = dimH(∆Tt(x)) = s0p , ∀x ∈ Tl e dimB(∆Tt) = dimH(∆Tt) = l + s0p.

Embora o Teorema A seja genérico, ele não descreve como construir uma pertubação

expĺıcita satisfazendo o cálculo da dimensão. Na continuação, nos Caṕıtulos 5 e 6, vamos

dar condições suficientes sobre T para termos a dimensão desejada.

4.1 Famı́lias transversais

Sejam t = (t1, ..., tk) ∈ Rk, aplicações ψ1, ..., ψk em C∞(Tl,Rp) e T̃t(x, z) = (ϕ(x), νt(x, z))

descritos anteriormente. Denotaremos por md a medida de Lesbegue d−dimensional.

Definição 4.1. A famı́lia {T̃t}t∈Rk é dita transversal se existem η > 0 e K > 0 tais que

para todo x ∈ Tl, para qualquer r > 0 e quaisquer a, b ∈ I∞(x), com [a]1 6= [b]1, tem-se

mk({t ∈ B(0, η); ||S(x, a; t)− S(x, b; t)|| < r}) ≤ Krp.

Um questionamento natural é se tais famı́lias existem. A resposta é afirmativa para

λmax suficientemente pequeno. Ou seja, vale o seguinte:

Teorema 4.1. Para λmax <
1

1 + 2
√
p

, existe k > p e existem funções ψ1, ..., ψk em

C∞(Tl,Rp) tais que a correspondente famı́lia {T̃t}t∈Rk é transversal.

Demonstração. Considere R1, ..., Rs os elementos da partição de Markov de Tl, com

diâmetro pequeno o suficiente para que quaisquer duas pré-imagens de qualquer x ∈ Tl

não estejam em retângulos adjacentes da partição. Seja {e1, e2, ..., ep} base canônica do

Rp. Para i′ ∈ {1, ..., s} e j′ ∈ {1, ..., p} defina as aplicações ψi′,j′ em C∞(Tl,Rp) por :

� ψi′,j′(x) = ej′ para todo x ∈ Ri′ ;

� ψi′,j′(x) = (αi′,j′(x))ej′ , com αi′,j′ ∈ C∞(Tl,R) e 0 < |αi′,j′(x)| ≤ 1, para todo x em

retângulos adjacentes a Ri′ ;

� ψi′,j′(x) = 0 para x que não esteja em Ri′ e nem em retângulos adjacentes a Ri′ .

Se escrevermos ψk = ψi′,j′ , então para t ∈ Rsp, temos νt(x, z) = ν(x, z) +

sp∑
k=1

tkψk(x) e a

famı́lia correspondente {T̃t}t. Observe que ||ψk(x)|| ≤ 1.
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Fixemos um x qualquer em Tl e para a, b ∈ I∞(x), em que [a]1 6= [b]1, definimos a

seguinte aplicação g : Rsp → Rp por

g(t) = S(x, a; t)− S(x, b; t).

Note que sendo t = (t1, ..., tsp), temos

g(t) = lim
n→∞

(Sn(x, a; t)− Sn(x, b; t)) +

sp∑
k=1

tk(ψk([a]1(x))− ψk([b]1(x)))

em que,

Sn(x, a; t) = ν([a]1(x), ν([a]2(x), ..., ν([a]n−1(x), ν([a]n(x), 0) +

sp∑
k=1

tkψk([a]n(x)))

+

sp∑
k=1

tkψk([a]n−1(x))) + ...) +

sp∑
k=1

tkψk([a]2(x))).

Note ainda que vale

Sn(x, a; t) = ν([a]1(x), Sn−1([a]1(x), σ(a); t) +

sp∑
k=1

tkψk([a]2(x))).

Assim, derivando em relação ao parâmetro t, temos

DtSn(x, a; t) = Dxν

(
[a]1(x), Sn−1([a]1(x), σ(a); t) +

sp∑
k=1

tkψk([a]2(x))

)
Dt([a]1(x))

+Dzν

(
[a]1(x), Sn−1([a]1(x), σ(a); t) +

sp∑
k=1

tkψk([a]2(x))

)
(
DSn−1([a]1, σ(a); t) +

sp∑
k=1

tkψk([a]2(x))

)
.

Ou seja,

DtSn(x, a; t) = Dzν([a]1(x), Sn−1([a]1(x), σ(a); t) +

sp∑
k=1

tkψk([a]2(x)))

(DSn−1([a]1, σ(a); t) +

sp∑
k=1

tkψk([a]2(x))).

(4.1)

No caso em que temos Dtk0
Sn(x, a; t) para algum tk0 ∈ {1, 2, ..., sp}, vale

Dtk0
Sn(x, a; t) = Dzν([a]1(x), Sn−1([a]1(x), σ(a); t) +

sp∑
k=1

tkψk([a]2(x)))

(Dtk0
Sn−1([a]1, σ(a); t) + ψk0([a]2(x))).

(4.2)
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Escreva an = sup
∥∥∥Dtk0

Sn(x, a; t)
∥∥∥ . Então, passando a norma em (4.2), conclúımos o

seguinte

an ≤ λmax(an−1 + 1). (4.3)

Usando a desigualdade (4.3) de forma recorrente finitas vezes chegamos em

an ≤ (λmax)
n−1 a1 + (λmax)

n−1 + (λmax)
n−2 + ...+ λmax. (4.4)

Uma vez que a1 ≤ λmax, segue que

lim
n→∞

an ≤
λmax

1− λmax
. (4.5)

Sejam vi′,j′ , 1 ≤ i′ ≤ s, 1 ≤ j′ ≤ p, vetores da base canônica de Rsp. Dado t ∈ Rsp,

podemos escrever t =
∑
i′,j′

ti′,j′vi′,j′ . Considere i′0 ∈ {1, ..., s} tal que [a]1(x) ∈ Ri′0
e

ψi′0,j′ definida como acima. Assim, ψi′0,j′([a]1(x)) = ej′ e ψi′0,j′([b]1(x)) = 0. Para algum

1 ≤ j′0 ≤ p, escreva vi′0,j′0 , ti′0,j′0 = k0 e ψi′0,j′0 = ψk0 . Dessa forma, temos

∂g

∂vi′0,j′0
(t) = ψk0([a]1(x))− ψk0([b]1(x)) + lim

n→∞
(Dtk0

Sn(x, a; t)−Dtk0
Sn(x, b; t))

= ej′0 + lim
n→∞

(Dtk0
Sn(x, a; t)−Dtk0

Sn(x, b; t)).

(4.6)

Seja agora W ⊂ Rsp o espaço gerado pelo conjunto {vi′0,j′}, j
′ = 1, ..., p. Note que

dim(W ) = p. Tome v =

p∑
j′=1

aj′vi′0,j′ um vetor unitário em W. Assim, ||v||2 =

p∑
j′=1

a2
j′ = 1.

Temos

||Dg(t)v|| = ||
p∑

j′=1

aj′(Dg(t)(vi′0,j′)||

= ||
p∑

j′=1

aj′(
∂g

∂vi′0,j′
(t))||.

Por (4.6), podemos escrever

||Dg(t)v|| = ||
p∑

j′=1

aj′(ej′) +

p∑
j′=1

aj′( lim
n→∞

(Dti′0,j
′Sn(x, a; t)−Dti′0,j

′Sn(x, b; t)))||

≥ ||
p∑

j′=1

aj′(ej′)|| − ||
p∑

j′=1

aj′( lim
n→∞

(Dti′0,j
′Sn(x, a; t)−Dti′0,j

′Sn(x, b; t)))||

Note que ||
p∑

j′=1

aj′(ej′)|| =

√√√√ p∑
j′=1

a2
j′ = 1 e escrevendo

Pj′ = lim
n→∞

(Dti′0,j
′Sn(x, a; t)−Dti′0,j

′Sn(x, b; t)),
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temos

||Dg(t)v|| ≥ 1− ||
p∑

j′=1

aj′(Pj′)||.

Vale que

||Pj′ || = ‖ lim
n→∞

(Dti′0,j
′Sn(x, a; t)−Dti′0,j

′Sn(x, b; t))‖

≤ lim
n→∞

‖(Dti′0,j
′Sn(x, a; t)‖+ lim

n→∞
‖(Dti′0,j

′Sn(x, b; t)‖.

Usando (4.5), segue que

||Pj′|| ≤
2λmax

1− λmax
.

Assim,

||
p∑

j′=1

aj′(Pj′)||2 ≤

(
p∑

j′=1

|aj′| ||(Pj′)||

)2

≤

(
p∑

j′=1

|aj′|
(

2λmax
1− λmax

))2

≤
(

2λmax
1− λmax

)2
(

p∑
j′=1

|aj′ |

)2

≤
(

2λmax
1− λmax

)2
(

p∑
j′=1

12

)(
p∑

j′=1

a2
j′

)

≤
(

2λmax
1− λmax

)2

p.

Ou seja,

||
p∑

j′=1

aj′(Pj′)|| ≤
(

2λmax
1− λmax

)
√
p.

Portanto, temos

||Dg(t)v|| ≥ 1−
(

2λmax
1− λmax

)
√
p.

E, tomando o ı́nfimo sobre todos os vetores unitários em W e o supremo sobre todos os

espaços W com dimensão p, podemos concluir que

m(Dg(t)) ≥ 1−
(

2λmax
1− λmax

)
√
p =

1− (1 + 2
√
p)λmax

1− λmax
.

Consideramos então

0 < η ≤ min{
(1− (1 + 2

√
p)λmax)(1− λmax)2

8((3− 2λmax)(1− λmax)2 +M)
, 1},
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em que M é tal que ||D2
zν|| ≤ M , e g restrita a bola B(0, η). Além disso, notando que

||t|| < η < 1, temos

||g(t)|| ≤ lim
n→∞

||Sn(x, a; t)||+ lim
n→∞

||Sn(x, b; t)||+
sp∑
k=1

|tk||ψk([a]1(x))− ψk([b]1(x))||) ≤ 4

e

||Dg(t)|| ≤ lim
n→∞

||DSn(x, a; t)||+ lim
n→∞

||DSn(x, b; t)||+
sp∑
k=1

|tk||ψk([a]1(x))−ψk([b]1(x))||).

Observando (4.1) e usando os mesmos argumentos das estimativas (4.3) e (4.4), chegamos

em

||DSn(x, a; t)|| ≤ λmax
1− λmax

, ∀ n.

Assim,

||Dg(t)|| ≤ 2λmax
1− λmax

+ 2 =
2

1− λmax
.

Agora, note que

D2g(t) = lim
n→∞

(D2Sn(x, a; t)−D2Sn(x, a; t)). (4.7)

De fato, temos

D2Sn(x, a; t) = D2
zν

(
[a]1(x), Sn−1([a]1(x), σ(a); t) +

sp∑
k=1

tkψk([a]2(x))

)
(
DSn−1([a]1(x), σ(a); t) +

sp∑
k=1

tkψk([a]2(x))

)2

+

Dzν

(
[a]1(x), Sn−1([a]1(x), σ(a); t) +

sp∑
k=1

tkψk([a]2(x))

)
(D2Sn−1([a]1(x), σ(a); t)). (4.8)

Como ν ∈ Cr, r ≥ 2, logo existe M > 0 tal que ||D2
zν|| ≤ M . Escrevendo An =

sup ‖D2Sn(x, a; t)‖ e passando a norma na igualdade acima, chegamos em

An ≤M

(
λmax

1− λmax
+ 1

)2

+ λmaxAn−1 =
M

(1− λmax)2
+ λmaxAn−1.

Usando a desigualdade finitas vezes e notando que A1 ≤M ≤ M

(1− λmax)2
, temos

An ≤
M

(1− λmax)2
+

Mλmax
(1− λmax)2

+ ...+
M(λmax)

n−1

(1− λmax)2
.
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Logo,

An ≤
M

(1− λmax)3
, ∀n.

Assim, temos (4.7) e conclúımos que

||D2g(t)|| ≤ 2M

(1− λmax)3
.

Desta forma, temos que

||g||C2 ≤ 2

(
2 +

1

(1− λmax)
+

M

(1− λmax)3

)
= 2

(
(3− 2λmax)(1− λmax)2 +M

(1− λmax)3

)
.

Note ainda que

diam(B(0, η)) = 2η < 2

(
(1− (1 + 2

√
p)λmax)(1− λmax)2

8((3− 2λmax)(1− λmax)2 +M)

)

=

(
1− (1 + 2

√
p)λmax

1− λmax

)
4

(
(3− 2λmax)(1− λmax)2 +M

(1− λmax)3

) .
Podemos então aplicar o Lema 3.3 para a aplicação g, com U = B(0, η),

α0 =
(3− 2λmax)(1− λmax)2 +M

(1− λmax)3

e δ =

(
1− (1 + 2

√
p)λmax

1− λmax

)
. Logo, existe K > 0 tal que para qualquer r > 0, temos

msp(g
−1(B(0, r))) < Krp,

isto é,

msp({t ∈ B(0, η); ||S(x, a; t)− S(x, b; t)|| < r}) < Krp.

Portanto, {T̃t}t é transversal.

Uma vez que existem famı́lias transversais {Tt}t, estamos interessados agora em calcu-

lar a dimensão de Hausdorff do conjunto ∆Tt(x). Para isto, calcularemos antes a dimensão

da projeção do atrator ρ2(∆Tt(x)). No que segue agora, provaremos alguns lemas que serão

importantes neste sentido.

Lema 4.1. Para todo t ∈ B(0, η) ⊂ Rk, todo a ∈ I∞(x), com x ∈ Tl, existe constante

K1 > 0 tal que para todo n ≥ 0, vale

e−nK1||t|| ≤ ||Dzν
n
t ([a]n(x), 0)||

||Dzνn([a]n(x), 0)||
≤ enK1||t||. (4.9)
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Demonstração. Sendo t = (t1, ..., tk) e ψk as funções dadas pelo Teorema 4.1, note que

para todo n ≥ 0, temos

||νnt ([a]n(x), 0)− νn([a]n(x), 0)||

= ||ν([a]1(x), ν([a]2(x), ..., ν([a]n−1(x), ν([a]n(x), 0) +

sp∑
k=1

tkψk([a]n(x)))

+

sp∑
k=1

tkψk([a]n−1(x))) + ...) +

sp∑
k=1

tkψk([a]2(x))) +

sp∑
k=1

tkψk([a]1(x))

−ν([a]1(x), ν([a]2(x), ..., ν([a]n(x), 0)))||.

De modo que, pelo teorema do Valor médio, vale

||νnt ([a]n(x), 0)−νn([a]n(x), 0)|| ≤ λmax||νn−1
t ([a]n(x), 0)−νn−1([a]n(x), 0)||+

sp∑
k=1

|tk|(||ψk([a]1(x))||)

≤ λmax||νn−1
t ([a]n(x), 0)− νn−1([a]n(x), 0)||+K2||t||

para alguma constante K2 > 0. Assim, aplicando a desigualdade acima um número finito

de vezes, chegamos em

||νnt ([a]n(x), 0)− νn([a]n(x), 0)|| ≤

(
n−1∑
k=0

(λmax)
k

)
K2||t|| <

K2||t||
1− λmax

. (4.10)

Para k = 0, ..., n− 1, vale que

||Dzνt(ν
k
t ([a]n(x), 0))−Dzν(νk([a]n(x), 0))|| ≤ ||Dzνt(ν

k
t ([a]n(x), 0))−Dzν(νkt ([a]n(x), 0))||

+ ||Dzν(νkt ([a]n(x), 0))−Dzν(νk([a]n(x), 0))||

≤ ||νt−ν||C1+λmax||νkt ([a]n(x), 0)−νk([a]n(x), 0)||.

Usando (4.10) e notando que ||νt − ν||C1 ≤ K3||t||, segue que

||Dzνt(ν
k
t ([a]n(x), 0))−Dzν(νk([a]n(x), 0))|| ≤ K4||t||+

K4||t||λmax
1− λmax

, (4.11)

onde K4 = max{K2, K3}. Agora usando que log

(
||u||
||v||

)
≤ ||u− v||

||v||
, temos

log
||Dzνt(ν

k
t ([a]n(x), 0))||

||Dzν(νk([a]n(x), 0))||
≤ ||Dzνt(ν

k
t ([a]n(x), 0))−Dzν(νk([a]n(x), 0))||
||Dzν(νk([a]n(x), 0))||

Por (4.11) e denotando inf ||Dzν(x, z)|Z || = λmin, temos então que

log
||Dzνt(ν

k
t ([a]n(x), 0))||

||Dzν(νk([a]n(x), 0))||
≤ (λmin)−1K4

(
1

1− λmax

)
||t||. (4.12)
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Portanto, usando a conformalidade e a Regra da Cadeia, temos

1

n

(
log
||Dzν

n
t ([a]n(x), 0)||

||Dzνn([a]n(x), 0)||

)
=

1

n

(
n−1∑
k=0

log
||Dzνt(ν

k
t ([a]n(x), 0))||

||Dzν(νk([a]n(x), 0))||

)

≤ 1

n

(
n−1∑
k=0

((λmin)−1K4

(
1

1− λmax

)
||t||)

)

≤ (λmin)−1K4

(
1

1− λmax

)
||t||.

Tomando K1 ≥ (λmin)−1K4

(
1

1− λmax

)
segue o resultado.

Lema 4.2. Para 0 < ε < min{p, s0p} e a > 0, se η <
−ε log λmax
K1(2a+ ε)

em que K1 é a

constante no Lema 4.1, então para todo t ∈ B(0, η) e a ∈ I∞(x), vale que

||Dzν
n
t ([a]n(x), 0)||−a ≤ ||Dzν

n([a]n(x), 0)||−a−
ε
2 .

Demonstração. Pelo Lema 4.1, temos

||Dzν
n([a]n(x), 0)||a+ ε

2 ≤ enK1||t||(a+ ε
2

)||Dzν
n
t ([a]n(x), 0)||a+ ε

2

≤ enK1||t||(a+ ε
2

)(λmax)
n ε

2 ||Dzν
n
t ([a]n(x), 0)||a.

O resultado então segue do fato que ||t|| < −ε log λmax
K1(2a+ ε)

.

Usaremos para provar o próximo Lema um resultado de Teoria da Medida: Se µ uma

medida positiva σ−finita em uma σ−álgebra de algum conjunto X, f : X → [0,+∞]

função mensurável então vale que∫
X

f dµ =

∫ +∞

0

µ({x ∈ X : f(x) > t})dt. (4.13)

A demonstração deste resultado pode ser encontrada na referência (22), página 172.

Podemos agora enunciar e demonstrar o seguinte:

Lema 4.3. Se {T̃t}t∈Rk é uma famı́lia transversal, então para todo β ∈ (0, p) existe uma

constante K0 > 0 tal que para todo x ∈ Tl e para quaisquer a, b ∈ I∞(x), com [a]1 6= [b]1,

temos ∫
B(0,η)

dt

||S(x, a; t)− S(x, b; t)||β
≤ K0.
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Prova: Fixe um x qualquer em Tl e sejam quaisquer a, b ∈ I∞(x). Usando a equação

(4.13), com X = B(0, η), µ = mk, φ(y) = y e f(t) =
1

||S(x, a; t)− S(x, b; t)||β
, podemos

escrever∫
B(0,η)

dt

||S(x, a; t)− S(x, b; t)||β
=

∫ ∞
0

mk({t ∈ B(0, η) :
1

||S(x, a; t)− S(x, b; t)||β
> y})dy.

Para r > 0, escrevemos y = r−β e assim, por mudança de variável , temos∫ ∞
0

mk({t ∈ B(0, η) :
1

||S(x, a; t)− S(x, b; t)||β
> y})dy

= β

∫ ∞
0

mk({t ∈ B(0, η) : ||S(x, a; t)− S(x, b; t)|| < r})(r−(β+1))dr

= β

∫ r0

0

mk({t ∈ B(0, η) : ||S(x, a; t)− S(x, b; t)|| < r})(r−(β+1))dr

+β

∫ ∞
r0

mk({t ∈ B(0, η) : ||S(x, a; t)− S(x, b; t)|| < r})(r−(β+1))dr.

Usando o fato que {T̃t}t∈Rk é uma famı́lia transversal, podemos estimar

β

∫ r0

0

mk({t ∈ B(0, η) : ||S(x, a; t)− S(x, b; t)|| < r})(r−(β+1))dr

≤ βK

∫ r0

0

rp−(β+1)dr = βK(rp−β0 )(p− β)−1 <∞.

Como 1 + β > 1, temos que

∫ ∞
r0

r−(β+1)dr <∞ e com isso temos também

β

∫ ∞
r0

mk({t ∈ B(0, η) : ||S(x, a; t)− S(x, b; t)|| < r})(r−(β+1))dr

≤ βmk(B(0, η))

∫ ∞
r0

r−(β+1)dr <∞.

O que conclúı a prova.

4.2 Dimensão de ρ(∆Tt(x))

Considerando a dinâmica Tt : V → V , dada por Tt(x, y, z) = (ϕ(x), ψ(x, y), νt(x, z)),

com νt(x, z) = ν(x, z) +
k∑
i=1

tiψi(x) em que ψ1, ..., ψk ∈ C∞(Tl,Rp) são a aplicações como

no Teorema 4.1 , t = (t1, ..., tk) ∈ B(0, η) ⊂ Rk com η > 0 suficientemente pequeno tal

que a famı́lia {T̃t}t é transversal. Definimos para cada x ∈ Tl o seguinte conjunto

∆Tt(x) =

(⋂
n≥0

T nt (V )

)
∩ D(x).
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Vamos mostrar que

dimH(ρ(∆Tt(x))) = s0p

para quase todo t ∈ B(0, η), em que s0 é o único valor tal que P (σ, s0φ) = 0. A desigual-

dade

dimH(ρ(∆Tt(x))) ≤ s0p, ∀ x ∈ Tl e ∀ t ∈ B(0, η)

foi obtida no Caṕıtulo 3 na Seção 3.4.2.

4.2.1 Cálculo da cota inferior via potenciais

Usaremos os seguintes conjuntos no cálculo da cota inferior de dimH(ρ(∆Tt(x))) :

An = {(a, b) ∈ I∞(x)× I∞(x) : [a]n = [b]n e [a]n+1 6= [b]n+1}

A∞ = {(a, a) ∈ I∞(x)× I∞(x)},

e, fazendo [a]n(x) = x′,

An,x′ = {(a, b) ∈ An : [a]n(x) = x′}.

Observação 3. A importância dos conjuntos acima está no seguinte fato

I∞(x)× I∞(x) =

(⋃̇
n,x′

An,x′

)
∪̇(A∞). (4.14)

Observação 4. Dado x ∈ Tl, considere µx como na Seção 3.5. Note que para todo k vale

que

A∞ ⊂ Dk =
⋃̇

a1,...ak

([1; a1, ...ak]× [1; a1, ...ak])

e

(µx × µx)(Dk) =
∑
a1,...ak

(µx([1; a1, ...ak])(µx([1; a1, ...ak]))

≤ NkC2
3 ||Dzν

k([a]n(x), 0)||2s0p

≤ C∗3(Nλ2
max)

k.

Como estamos considerando λmax < N−
1
2 , temos (Nλ2

max)
k < 1. Logo, (µx×µx)(A∞) = 0.

O próximo Lema relaciona os termos S(x, a; t) e (S(x′, σn(a); t). Importante notar

que se (a, b) ∈ An, então [σn(a)]1 6= [σn(b)]1.
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Lema 4.4. Se (a, b) ∈ An, então vale

‖S(x, a; t)− S(x, b; t)‖ ≥ K∗1 (||Dzν
n
t ([a]n(x), 0)||) ||(S(x′, σn(a); t)− S(x′, σn(b); t)||

(4.15)

para alguma constante K∗1 > 0.

Demonstração. Inicialmente note que, pela conformalidade de Dzν, para x ∈ Tl vale

||Dzν(x, z)||−1 = ||(Dzν(x, z))−1|| e assim

||ν(x, z1)− ν(x, z2)|| ≥ (||Dz(x, z0)||)||z1 − z2||

onde (x, z0) é um ponto em que ||(Dz(x, z0))−1|| é máxima . Note ainda que

S(x, a, t) = lim
m→∞

(Sm(x, a; t)) +

sp∑
k=1

tkψk([a]1(x))

em que

Sm(x, a; t) = ν([a]1(x), ν([a]2(x), ..., ν([a]n−1(x), ν([a]n(x), 0) +

sp∑
k=1

tkψk([a]n(x)))

+

sp∑
k=1

tkψk([a]n−1(x))) + ...) +

sp∑
k=1

tkψk([a]2(x)))

= νt([a]1(x), Sm−1([a]1(x), σ(a); t)).

Uma vez que (a, b) ∈ An, temos [a]1(x) = [b]1(x), ..., [a]n(x) = [b]n(x) = x′. Como

Dzνt(x, z) não depende de t as considerações acima ainda são válidas. Assim, segue que

tomando m > n, temos

‖Sm(x, a; t)−Sm(x, b; t)‖ = ||νt([a]1(x), Sm−1([a]1(x), σ(a); t))−νt([b]1(x), Sm−1([b]1(x), σ(b); t))||

≥ (||Dzνt([a]1(x), z1)||)||Sm−1([a]1(x), σ(a); t))−Sm−1([b]1(x), σ(b); t))||,

onde ([a]1(x), z1) é o ponto em que ||(Dzνt([a]1(x), .))−1|| é máximo. Logo, procedendo

desta forma n vezes, podemos concluir que

‖Sm(x, a; t)− Sm(x, b; t)‖ ≥(
n∏
k=1

||Dzνt([a]k(x), zk)||

)
||Sm−n([a]n(x), σn(a); t))− Sm−n([b]n(x), σn(b); t))||

≥ (||Dzν
n
t ([a]n(x), zn)||) ||Sm−n([a]n(x), σn(a); t))− Sm−n([b]n(x), σn(b); t))||.

Fazendo m→∞, temos

‖S(x, a; t)− S(x, b; t)‖ ≥ (||Dzν
n
t ([a]n(x), zn)||) ||(S(x′, σn(a); t)− S(x′, σn(b); t)||.
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Note agora que, usando o análogo do Lema 3.2 para Dzνt, existe constante K0 > 0

tal que

K−1
0 ≤

||Dzν
n
t ([a]n(x), 0)||p

||Dzνnt ([a]n(x), zn)||p
≤ K0.

Portanto, existe K∗1 > 0 tal que

‖S(x, a; t)− S(x, b; t)‖ ≥ K∗1 (||Dzν
n
t ([a]n(x), 0)||) ||(S(x′, σn(a); t)− S(x′, σn(b); t)||

Para mostrar a outra desigualdade iremos usar um método que utiliza convergência

de integrais envolvendo potenciais. Uma distribuição de massa é uma medida boreliana

finita. Para β ≥ 0, definimos o β− potencial em um ponto x ∈ Rn devido a uma

distribuição de massa µ em Rn como

φβ(x) =

∫
dµ(y)

||x− y||β
.

A β−energia de µ será dada por

Iβ(µ) =

∫
φβ(x)dµ(x) =

∫ ∫
dµ(x)dµ(y)

||x− y||β
(4.16)

O próximo resultado relaciona a dimensão de Hausdorff com a integral em (4.16). Sua

demonstração pode ser encontrada em Falconer (7), pp.71-72.

Teorema 4.2. Seja F um subconjunto do Rn. Se existe uma distribuição de massa µ em

F com Iβ(µ) <∞, então Hβ(F ) =∞ e dimH(F ) ≥ β.

Observação 5. Quando o conjunto F = F (θ) depende de uma parâmetro θ, se pudermos

definir uma medida µθ de distribuição de massa em Fθ e se para algum β tivermos∫
Iβ(µθ)dθ =

∫ ∫ ∫
dµθ(x)dµθ(y)dθ

||x− y||β
<∞,

então Iβ(µθ) <∞ para quase todo θ e assim dimH F (θ) ≥ β para quase todo θ.

Vamos considerar a distribuição de massa em I∞(x) para cada x ∈ Tl como sendo a

medida definida na Seção 3.5.

Afirmamos agora que µx determina uma medida finita em ρ2(∆Tt(x)). De fato, para

cada x ∈ Tl fixado, defina a aplicação hx,t : I∞(x)→ {x} × Rp por

hx,t(a) = (x, S(x, a; t)). (4.17)
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Note que hx,t(I
∞(x)) = ρ2(∆Tt(x)). Vamos identificar de modo natural {x} × Rp com

Rp e escreveremos apenas hx,t(a) = S(x, a; t). Definimos a medida υx em ρ2(∆Tt(x)) pelo

“push-forward”

υx(E) = (hx,t)∗(µx)(E) = µx(h
−1
x,t(E)).

Assim, se f é uma função mensurável limitada, então∫
f d υx =

∫
f d((hx,t)∗(µx)) =

∫
(f ◦ hx,t) dµx. (4.18)

De posse das distribuições definidas acima , estamos aptos agora para calcular a cota

inferior e o faremos usando o teorema a seguir:

Teorema 4.3. Sejam x ∈ Tl e {T̃t}t∈B(0,η) famı́lia transversal . Então para qualquer ε >

0, existe δ > 0 tal que para quase todo t ∈ B(0, δ) ⊂ B(0, η), temos dimH(ρ(∆Tt(x))) ≥
s0p− ε para todo x ∈ Tl.

Demonstração. Vamos mostrar que para todo ε > 0 tal que s0p − ε ∈ (0, p), temos para

algum δ > 0 o seguinte∫
B(0,δ)

∫
I∞(x)

∫
I∞(x)

(
1

‖S(x, a; t)− S(x, b; t)‖s0p−ε

)
dµx(a) dµx(b) d t <∞. (4.19)

Com isso, teremos∫
I∞(x)

∫
I∞(x)

(
1

‖S(x, a; t)− S(x, b; t)‖s0p−ε

)
dµx(a) dµx(b) <∞

para quase todo t ∈ B(0, δ). Dáı, fazendo a mudança de variáveis y′ = hx,t(a) e z′ = hx,t(b)

e usando (4.18), segue que∫
I∞(x)

∫
I∞(x)

(
1

‖S(x, a; t)− S(x, b; t)‖s0p−ε

)
dµx(a) dµx(b)

=

∫
ρ2(∆Tt

(x))

∫
ρ2(∆Tt

(x))

(
1

‖y′ − z′‖s0p−ε

)
d υx(y

′) d υx(z
′) <∞,

para quase todo t ∈ B(0, δ). Portanto, pelo Teorema 4.2, teremos dimH(ρ(∆Tt(x))) ≥
s0p− ε para todo ε > 0.

Sendo assim, para cada ε > 0 tomemos então 0 < δ ≤ min

{
η,
−ε log(λmax)

K1(2s0p− ε)

}
, onde

K1 > 0 é dado pelo Lema 4.1.

Voltando a integral em (4.19) e trocando a ordem de integração, temos∫
B(0,δ)

∫
I∞(x)

∫
I∞(x)

(
1

‖S(x, a; t)− S(x, b; t)‖s0p−ε

)
dµx(a) dµx(b) d t
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=

∫
I∞(x)

∫
I∞(x)

(∫
B(0,δ)

1

‖S(x, a; t)− S(x, b; t)‖s0p−ε
d t

)
dµx(a) dµx(b)

Usando (4.14) e depois o Lema 4.4, podemos rescrever a ultima integral tripla como∑
n≥0

∫ ∫
An

(∫
B(0,δ)

1

‖S(x, a; t)− S(x, b; t)‖s0p−ε
d t

)
dµx(a) dµx(b)

=
∑
n≥0

∑
x′∈ϕ−n(x)

∫ ∫
An,x′

(∫
B(0,δ)

1

‖S(x, a; t)− S(x, b; t)‖s0p−ε
d t

)
dµx(a) dµx(b)

≤
∑
n≥0

∑
x′∈ϕ−n(x)

(K∗1 ||Dzν
n
t ([a]n(x), 0)||)−(s0p−ε)

(∫ ∫
An,x′

(∫
B(0,δ)

1

‖S(x′, σn(a); t)− S(x′, σn(b); t)‖s0p−ε
d t

)
dµx(a) dµx(b)

)
.

Usando o Lema 4.2 para a = s0p− ε, temos a ultima expressão acima é menor ou igual a

(K∗1)β−ε
∑
n≥0

∑
x′∈ϕ−n(x)

(||Dzν
n([a]n(x), 0)||)

−s0p+
ε

2

(∫ ∫
An,x′

(∫
B(0,δ)

1

‖S(x′, σn(a); t)− S(x′, σn(b); t)‖s0p−ε
d t

)
dµx(a) dµx(b)

)
.

Note agora que [σn(a)]1 6= [σn(b)]1 e assim, usando o Lema 4.3, existe K0 > 0 tal que∫
B(0,η)

1

‖S(x′, σn(a); t)− S(x′, σn(b); t)‖s0p−ε
d t ≤ K0.

Logo,

(K∗1)β−ε
∑
n≥0

∑
x′∈ϕ−n(x)

(||Dzν
n([a]n(x), 0)||)

−s0p+
ε

2

(∫ ∫
An,x′

(∫
B(0,δ)

1

‖S(x′, σn(a); t)− S(x′, σn(b); t)‖s0p−ε
d t

)
dµx(a) dµx(b)

)

≤ (K∗1)s0p−εK0

∑
n≥0

∑
x′∈ϕ−n(x)

(||Dzν
n([a]n(x), 0)||)

−s0p+
ε

2

(∫ ∫
An,x′

dµx(a) dµx(b)

)

≤ (K∗1)s0p−εK0

∑
n≥0

∑
x′∈ϕ−n(x)

(λmax)

nε

2 (||Dzν
n([a]n(x), 0)||)−s0p

(∫ ∫
An,x′

dµx(a) dµx(b)

)

= (K∗1)s0p−εK0

∑
n≥0

∑
x′∈ϕ−n(x)

(λmax)

nε

2
1

||Dzνn([a]n(x), 0)||s0p

(∫ ∫
An,x′

dµx(a) dµx(b)

)
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= (K∗1)s0p−εK0

∑
n≥0

(λmax)

nε

2
∑

x′∈ϕ−n(x)

1

||Dzνn([a]n(x), 0)||s0p

(∫ ∫
An,x′

dµx(a) dµx(b)

)
.

Observe agora que para cada x′ ∈ ϕ−n(x) o conjunto An,x′ está contido no conjunto

Cn(x′) = [1, a1, ..., an]× [1, a1, ..., an]

conforme o itinerário de x′. Note ainda que por (3.34), temos

1

||Dzνn([a]n(x), 0)||s0p
≤ C∗3(µx([1; a1, ..., an]))−1

para alguma constante C∗3 > 0. Assim,

(K∗1)s0p−εK0

∑
n≥0

(λmax)

nε

2
∑

x′∈ϕ−n(x)

1

||Dzνn([a]n(x), 0)||s0p

(∫ ∫
An,x′

1 dµx(a) dµx(b)

)

≤ (K∗1)s0p−εK0

∑
n≥0

(λmax)

nε

2
∑

x′∈ϕ−n(x)

C∗3(µx([1; a1, ..., an]))−1(µx × µx)(Cn(x′))

≤ C∗3(K∗1)s0p−εK0

∑
n≥0

(λmax)

nε

2
∑

x′∈ϕ−n(x)

µx([1; a1, ..., an]).

Como para alguma constante K̃0 temos∑
x′∈ϕ−n(x)

µx([1; a1, ..., an]) ≤ µx(I
∞(x)) ≤ K̃0,

segue que escrevendo K̂ = C∗3(K∗1)s0p−εK0K̃0 chegamos em

∫
B(0,δ)

∫
I∞(x)

∫
I∞(x)

(
1

‖S(x, a; t)− S(x, b; t)‖s0p−ε

)
dµx(a) dµx(b) d t ≤ K̂

∑
n≥0

(λmax)

nε

2 <∞,

como queŕıamos demonstrar.

Teorema 4.4. Sejam x ∈ Tl e {T̃t}t∈B(0,η) famı́lia transversal. Então

dimH(ρ(∆Tt(x))) ≥ s0p

para quase todo t ∈ B(0, η).
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Demonstração. Suponha por contradição que existam um ε > 0 e um subconjunto T(ε) =

{t ∈ B(0, η) : dimH(ρ(∆t(x))) < s0p− ε}, com mk(T(ε)) > 0. Considere agora t0 ponto

de densidade com respeito a medida de Lebesgue mk em T(ε). Existe então δ0 > 0 tal

que

mk(T(ε) ∩B(t0, δ)) > 0 para todo δ ∈ (0, δ0] (4.20)

Note que todo t∗ ∈ B(t0, δ) pode ser escrito como t∗ = t + t0, em que t ∈ B(0, δ).

Conclúımos por (4.20) que o conjunto de pontos em B(0, δ), δ ∈ (0, δ0], para os quais

dimH(ρ(∆t0+t(x))) < s0p− ε

tem medida positiva. Mas o Teorema 4.3 fornece 0 < δ1 < δ0 tal que

dimH(ρ(∆t0+t(x))) ≥ s0p− ε

para quase todo t ∈ B(0, δ1), o que fornece uma contradição.

4.3 Demonstração do Teorema A

Demonstração do Teorema A . Seja

0 < λmax < min

{
1

1 + 2
√
p
,N−

1
min{p,2}

}
.

Considere {Tt}t∈B(0,η) famı́lia transversal e note que s0 < 1. Uma vez que aplicação

ρ : V → A é Lipschtiz cont́ınua, segue que

dimH(ρ(∆Tt(x))) ≤ dimH (∆Tt(x)) , ∀ x ∈ Tl, ∀ t ∈ B(0, η).

Vimos que dimH (ρ(∆Tt(x))) ≤ s0p, ∀ x ∈ Tl, ∀ t ∈ B(0, η) e o Teorema 4.4 nos diz que

dimH(ρ(∆Tt(x))) ≥ s0p,

para todo x ∈ Tl e quase todo t ∈ B(0, η). Portanto,

dimH(ρ(∆Tt(x))) = s0p e dimH(∆Tt(x)) ≥ s0p

para todo x ∈ Tl e quase todo t ∈ B(0, η). O Teorema 3.2 fornece

dimH(∆Tt(x)) ≤ s0p, ∀ x ∈ Tl, ∀ t ∈ B(0, η).

Usando agora a desigualdade em (3.6) e o Teorema 3.5 segue que

dimB(∆Tt(x)) = s0p
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para todo x ∈ Tl e quase todo t ∈ B(0, η). Isso prova a primeira parte do Teorema A .

Podemos concluir do Teorema 3.3 que

dimH(∆Tt) ≤ l + s0p.

Considere agora

E0 =
{

(x, t) ∈ Tl ×B(0, η) : dimH(∆Tt(x)) = s0p
}
.

Seja EC
0 o complementar de E0 e 1EC0 a função indicadora em EC

0 . Denote

(EC
0 )x = {t ∈ B(0, η) : (x, t) ∈ EC

0 }

(EC
0 )t = {x ∈ Tl : (x, t) ∈ EC

0 }.

Note que, usando Fubini, temos∫
B(0,η)

(∫
Tl

1(EC0 )t dx

)
d t =

∫
Tl

(∫
B(0,η)

1(EC0 )x d t

)
dx

=

∫
Tl

0 dx = 0.

Logo,

∫
Tl

1(EC0 )t dx = 0 para quase todo t ∈ B(0, η). Ou seja, existe Y ⊂ B(0, η) com

medida total tal que para todo t ∈ Y , quase todo x ∈ Tl tem a propriedade (x, t) ∈ E0.

Assim, dado t ∈ Y ⊂ B(0, η), tome x0 ∈ X ⊂ Tl, com X tendo medida total em Tl

e tal que (x0, t) ∈ E0. Aplicando o Teorema 3.1 para F = ∆Tt , E = B(x0, r), com r > 0

pequeno, Lx0 = {x0}×Rd×Rp e como dimH(∆Tt(x0)) = dimH(F ∩Lx0) ≥ s0p, segue que

dimH(∆Tt) ≥ s0p+ dimH(B(x0, r)),

isto é,

dimH(∆Tt) ≥ s0p+ l.

Por fim, usando a desigualdade em (3.6) e o Teorema 3.6, segue que

dimB(∆Tt) = s0p+ l.

Observação 6. Acima, ao aplicar o Teorema 3.1, estamos considerando a identificação

natural do toro Tl com E = [0, 1]l ⊂ Rl. O atrator ∆Tt é identificado com um subconjunto

de [0, 1]l × Rd × Rp, que está contido em Rl+d+p.
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5 DIMENSÃO DE HAUSDORFF DE ATRATORES ∆T COM TRANSVERSALI-

DADE INTŔINSECA

O resultado obtido no Caṕıtulo 4, embora seja genérico, não fornece uma condição

expĺıcita sob a qual é válido o calculo da dimensão de Hausdorff para o atrator. Neste

Caṕıtulo forneceremos condições explicitas para termos a cota inferior para a dimensão de

∆T (x), ou seja vale dimH ∆T (x) ≥ s0p para todo x ∈ Tl, e com isso obtermos a igualdade

para a dimensão do atrator.

Tal condição corresponde a uma condição geométrica de transversalidade entre as

componentes do atrator. Também pediremos uma condição de λmax ser suficientemente

pequeno (T ∗∗2 ) e outra de distorção limitada da expansora ϕ (E∗2).

5.1 Condições suficientes para a cota inferior da dimensão de ∆T (x)

Neste Caṕıtulo vamos considerar T : V → V de classe Cr,r ≥ 1, com V = Tl×E ×F
e

T (x, y, z) = (ϕ(x), ψ(x, y), ν(x, z))

definidos como na Seção 2.2 do Caṕıtulo 2, mas exigiremos agora que T seja um mergulho

e l ≥ p.

Denotaremos por T o conjunto de todos os mergulhos T : V → V de classe Cr, r ≥ 1

descrito como acima. Além destas condições, a condição principal é a de transversalidade

entre as componentes do atrator que é dada a seguir. Pela Proposição 2.1, as componentes

de ∆T são variedades instáveis.

Definição 5.1. Para j = 1, 2, defina o conjunto T ×j como o espaço de todas as T ∈ T
tal que para qualquer bola B em Tl de raio menor que 1

2
e quaisquer duas componentes

distintas B1, B2 de ∆T∩π−1(B), vale que as subvariedades ρj(B1) e ρj(B2) são transversais

em cada ponto de ρj(B1) ∩ ρj(B2). Os conjuntos ∆T , com T ∈ T ×j , serão chamados de

atratores intrinsecamente transversais com respeito a ρj.

Observação 7. Lembremos que duas variedades X ⊂ Z e Y ⊂ Z dizem-se transversais

no espaço ambiente Z e num ponto p ∈ Z se, e somente se TpX + TpY = TpZ, sempre

que p ∈ X ∩ Y .

Observação 8. Abusaremos em alguns momentos da notação ao escrevermos ρ(S(x, a))

e ρDS(x, a) para denotar a componente em Rp.
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Note que T : V → V está em T ×2 se, e somente se para qualquer bola B em Tl, de

raio menor que 1
2
, vale

m(ρDS(x, a)− ρDS(x, b)) > 0

para x ∈ B, a, b ∈ I∞(x), a 6= b , sempre que ρ(S(x, a)) = ρ(S(x, b)).

Na continuação denotamos β = (sup ||(Dϕ)−1||)−1 e β = sup(||Dϕ||). Considere os

seguintes conjuntos

T ∗2 = {T ∈ T : λmax < N−max{l,2}} e E∗2 = {T ∈ T : (β)l < N
1
2 (β)p}.

Temos E∗2 6= ∅, pois endomorfismos lineares expansores cujas matrizes são múltiplas

da identidade satisfazem a condição dada em E∗2 quando l ≥ p. Definimos o conjunto

T ∗∗2 =

T ∈ E∗2 ∩ T ∗2 : λmax <
(
(β)l(β)

 2 log(N)

log(β(λmax)−1)
−p

)2 log(λmin)

log(N)


 . (5.1)

Se T ∈ T ∗2 , então N2
(
β
)−p

(λmax)
p < 1 e isto implica em

log(N2(β)−p(λmax)
p < 0.

Alem disso, é válido o seguinte:

λmax <

(β)l(β)

 2 log(N)

log(β(λmax)−1)
−p



2 log(λmin)

log(N)



=⇒ log(λmax) <

(
2 log(λmin)

log(N)

)
log

(β)l(β)

 2 log(N)

log(β(λmax)−1)
−p




=⇒ log(λmax)

2 log(λmin)
>

1

log(N)

(
log(β)l +

(
2 log(N)− p log(β(λmax)

−1)

log(β(λmax)−1)

)
log(β)

)

=
1

log(N)

(
log(β)l +

(
log(N2β−p(λmax)

p)

log(β(λmax)−1)

)
log(β)

)

=
1

log(N)

(
log(β)l(log(β(λmax)

−1)) + log(N2β−p(λmax)
p) log(β)

log(β(λmax)−1)

)

=
1

log(N)

(
log(β)l(log(β−p(λmax)

p)) + log(N2β−p(λmax)
p) log(β)−p

log(β−p(λmax)p)

)
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=
1

log(N)

(
(log(β)l − log(β)−p)(log(N2β−p(λmax)

p)− 2 log(N) log(β)l

log(β−p(λmax)pN2)− 2 log(N)

)

=
2 log(N) log(β−p(λmax)

pN2)

log(N)


l log(β)− p log(β)

2 log(N)
− l log(β)

log(β−p(λmax)pN2)

log(β−p(λmax)pN2)− 2 log(N)



=

(
l log(β)− p log(β)

2 log(N)

)
−

(
l log(β)

log(β−p(λmax)pN2)

)
(

log(β−p(λmax)
pN2)− 2 log(N)

2 log(β−p(λmax)pN2)

)

=

(
l log(β)− p log(β)

2 log(N)

)
−

(
l log(β)

log(β−p(λmax)pN2)

)
(

1

2
− 2 log(N)

2 log(β−p(λmax)pN2)

) .

Portanto, se T ∈ T ∗∗2 , então vale que(
l log(β)− p log(β)

2 log(N)

)
−

(
l log(β)

log(β−p(λmax)pN2)

)
(

1

2
− 2 log(N)

2 log(β−p(λmax)pN2)

) <
log(λmax)

2 log(λmin)
. (5.2)

Considere então o seguinte número positivo

µ0 =

(
l log β − p log β

2 logN

)
−

(
l log β

log(N2β−p(λmax)p)

)
1

2
− logN

log(N2β−p(λmax)p)

. (5.3)

e defina o intervalo

G =

(
µ0,

log(λmax)

2 log(λmin)

)
. (5.4)

Note ainda que µ0 >

(
l log β − p log β

2 logN

)
e que se µ > µ0, então vale que

µ logN − l log β

log(N2β−p(λmax)p)
+
l log β − p log β

2 logN
<
µ

2
. (5.5)



5.2. SOBREPOSIÇÕES EM TM (V ) 80

Os conjuntos definidos acima nos dão condições para que tenhamos as desigualdades

contrárias expostas nos Teoremas 3.2 e 3.3, obtendo assim as dimensões de ρ(∆T (x)) e

∆T (x). Sendo assim, para estes conjuntos, provaremos os seguintes resultados:

Teorema 5.1. Tome T ∈ T ×2 ∩ T ∗∗2 . Então para qualquer x ∈ Tl teremos

dimH ρ(∆T (x)) = s0p.

Teorema B. Seja T ∈ T ×2 ∩ T ∗∗2 . Então para cada x ∈ Tl, vale que

dimB(∆T (x)) = dimH (∆T (x)) = s0p.

Isto implica que

dimB(∆T ) = dimH (∆T ) = dimH(ρ(∆T )) = l + s0p.

Observação 9. A suposição de que T é um mergulho é apenas para evitar dificuldades

técnicas na Seção 5.4.1. Se T não é injetiva, podemos considerar uma aplicação F : Tl×
E×F×D → Tl×E×F×D de classe Cr, da forma F (x, y, z, w) = (T (x, y, z), λw+f(x))

que seja um mergulho. Neste caso, a Seção 5.4.1 é válida para F e seguem os resultados

deste Caṕıtulo para T.

5.2 Sobreposições em Tm(V )

Definição 5.2. (ρ-Sobreposições) Dado c ∈ Eq, q ≥ 1, considere Tc e para algum

m > 1 considere duas componentes de Tm(V ) ∩ π−1(Tc), isto é, duas palavras a, b ∈ Em,

com a1 6= b1. Chame de Za e Zb tais componentes. Diremos que o par (Za, Zb) é uma

ρj−sobreposição de Tm(V ) sobre Tc quando ρj(Za) ∩ ρj(Zb) 6= ∅ e

m (ρjD(S(x, a))− ρjD(S(x, b))) > 0

para todo x ∈ Tc.

O conjunto B = Ba,b,c ⊂ Tl tal que π(ρj(Za) ∩ ρj(Zb)) = B será chamado de π−
projeção da ρj−sobreposição do par (Za, Zb).
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Daqui por diante vamos considerar T ∈ T ×2 e ∆T o atrator que é intrinsecamente

transversal com respeito a ρ.

Antes de seguirmos, note que com demonstração semelhante ao Lema 2.1, temos que

vale :

Lema 5.1. Sejam (x, y, z) ∈ ∆T e a ∈ Em tal que (x, y, z) ∈ Za, onde Za é a componente

descrita por a. Então existe a∞ ∈ E∞, com πm(a∞) = a e Eu(x, y, z) = graf(DS(x, a∞)).

Ou seja, os gráficos de DS(x, a∞), a∞ ∈ I∞(x), fornecem as direções instáveis em cada

ponto (x, y, z) ∈ ∆T . Pela unicidade da variedade instável, conclúımos que os gráficos de

DS(x, a∞) fornecem as variedades instáveis. Além disso, pela Proposição 2.1 segue que o

atrator é a união dos gráficos de DS(x, a∞), a∞ ∈ E∞.
Iremos fazer algumas observações importantes a respeito da condição de transversali-

dade que serão utilizadas nos resultados sobre sobreposições mais adiante. São elas:

Observação 10. Sejam E,F subespaços transversais. Denotamos

](E,F ) = inf{](u, v) : u ∈ E∩(E∩F )⊥, v ∈ F ∩(E∩F )⊥ e ||u|| = ||v|| = 1} ∈ (0,
π

2
].

Se t1 = (x, y1, z1), t2 = (x, y2, z2) estão em ∆T e em diferentes componentes de T (V )∩
D(x), então d(t1, t2) ≥ d0. Considere

∆̃T = {(t1, t2) ∈ ∆T ×∆T : d(t1, t2) ≥ d0 e ρ(t1) = ρ(t2)}.

Como ∆T é compacto, segue que ∆̃T também é compacto. Defina a aplicação:

(t1, t2) ∈ ∆̃T 7−→ ](ρ(Eu(t1)), ρ(Eu(t2)))

Note que esta aplicação é cont́ınua, pois é a composição de aplicações cont́ınuas. Segue

então da transversalidade intŕınseca de ∆T que existe r0 > 0 tal que ](ρ(Eu(t1)), ρ(Eu(t2))) >

r0.

Observação 11. Para u, v, com ||u|| = ||v|| = 1 e 0 < ](u, v) ≤ π

2
, vale que

1√
2

(](u, v)) ≤ ||u− v|| ≤
√

2 (](u, v)) .

De fato, escreva θ = ](u, v). Temos cos(θ) = 〈u, v〉 e sen 2(θ) = 1 − (〈u, v〉)2 ≤ θ2.

Dáı,

||u− v||2 = 2(1− 〈u, v〉) =
2 (1− (〈u, v〉)2)

1 + 〈u, v〉
≤ 2θ2

1 + 〈u, v〉
=⇒ ||u− v|| ≤

√
2θ.
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Agora, note que

sen 2(
θ

2
) =

1− cos(θ)

2
=

2(1− 〈u, v〉)
4

=
||u− v||2

4
=⇒ sen(

θ

2
) =
||u− v||

2
.

Como, 0 < θ ≤ π

2
, segue que

cos

(
θ

2

)
<

sen

(
θ

2

)
θ

2

.

Assim,

θ

2
√

2
≤ θ

2

√
1 + 〈u, v〉

2
=
θ

2
cos(

θ

2
) ≤ sen(

θ

2
) =
||u− v||

2
.

De posse destas observações e do Lema 5.1, passaremos agora a demonstrar uma série

de resultados que nos levarão ao que chamamos de Lema geométrico na próxima Seção.

A importância do Lema geométrico reside em permitir a construção de um subconjunto

de Tl em que para cada x teremos um conjunto ∆′T (x) no qual poderemos obter a cota

inferior da dimensão de Hausdorff.

Lema 5.2. Existe uma constante c0 > 0 e m > 1 suficientemente grande para o qual vale

o seguinte: Dados a, b ∈ Im(x), com x ∈ π(∆T ), tais que a1 6= b1 e ρ(S(x, a)) = ρ(S(x, b)),

vale

m (ρDS(x, a)− ρDS(x, b)) ≥ c0

2
.

Demonstração. Note inicialmente que a1 6= b1 indica que (x, S(x, a)) e (x, S(x, b)) estão

em diferentes componentes de T (V ) ∩ D(x). Como ρ(S(x, a)) = ρ(S(x, b)), segue da

Observação 10 que existe c0 > 0 tal que

](ρEu((x, S(x, a))), ρEu((x, S(x, b))) > c0.

Sejam a∞, b∞ ∈ I∞(x), dados pelo Lema 5.1. Assim, vale que Eu((x, S(x, a))) =

graf DS(x, a∞) e Eu((x, S(x, b))) = graf DS(x, b∞). Para cada v ∈ Rl , com ||v|| = 1,

temos

|| (ρDS(x, a)− ρDS(x, b)) v|| = || (ρDS(x, a)) v − (ρDS(x, a∞)) v

+ (ρDS(x, a∞)− ρDS(x, b∞)) v

+ (ρDS(x, b∞)− ρDS(x, b)) v||

≥ ‖(ρDS(x, a∞)− ρDS(x, b∞)) v‖
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−|| (ρDS(x, a)− ρDS(x, a∞)) v||

−|| (ρDS(x, b∞)− ρDS(x, b)) v||.

Usando a Observação 10 e o fato geométrico da Observação 11, podemos escrever

c0√
2
<

1√
2
](ρEu((x, S(x, a))), ρEu((x, S(x, b))) ≤ 1√

2
(](ρDS(x, a∞)v, ρDS(x, b∞)v))

≤ || (ρDS(x, a∞)− ρDS(x, b∞)) v||. (5.6)

Tomando m suficientemente grande poderemos ter

|| (ρDS(x, b∞)− ρDS(x, b)) v|| ≤ (
√

2− 1)c0

4

e

|| (ρDS(x, a∞)− ρDS(x, a)) v|| ≤ (
√

2− 1)c0

4
.

Dáı, para quaisquer ainfty, b∞ ∈ I∞(x) e a, b ∈ Im(x), segue que

|| (ρDS(x, a)− ρDS(x, b)) v|| > c0√
2
− 2

(
√

2− 1)c0

4
=
c0

2
.

Tomando agora o ı́nfimo sobre todos os v ∈ W , e depois o supremo sobre todos os

subespaços W ⊂ Rl, com dim W = p, teremos

m (ρDS(x, a)− ρDS(x, b)) ≥ c0

2
.

Corolário 5.1. Se T ∈ T ×2 , então existem δ > 0 e c0 > 0 tais que para quaisquer duas

palavras a, b ∈ I∞(x), com [a]1 6= [b]1, temos que se ||ρ(S(x, a))− ρ(S(x, b))|| ≤ δ, então

m(ρDS(x, a)− ρDS(x, b)) ≥ c0.

Demonstração. Suponha por absurdo que o corolário seja falso. Assim, para quaisquer

δk = 1
k

e ck = 1
k
, k ∈ N, existem palavras ak, bk ∈ I∞(x), com [ak]1 6= [bk]1 para os quais

vale

||ρ(S(x, ak))− ρ(S(x, bk))|| ≤ δk e m(ρDS(x, ak)− ρDS(x, bk)) < ck.

Por compacidade, existe uma subsequencia de k′s (que iremos, por simplicidade, de-

notar apenas por k ) tal que lim
k
ak = a0 e lim

k
bk = b0. Temos então que ρ(S(x, a0)) =

ρ(S(x, b0)), com [a0]1 6= [b0]1 e

m(ρDS(x, a0)− ρDS(x, b0)) = 0,

o que contradiz o Lema 5.2.
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Proposição 5.1. Existem um inteiro k0 ≥ 1 e um inteiro q tais que para todo k ≥ k0

vale o seguinte: Se D1 e D2 são componentes de T k(V ) ∩ D(x0) que estão em diferentes

componentes de T (V ) ∩ D(x0) e para as quais ρ(D1) ∩ ρ(D2) 6= ∅, então existe uma

ρ-sobreposição (Z1, Z2) em TK(V ) sobre algum Tc, com c ∈ Eq, D1 ⊂ Z1 e D2 ⊂ Z2.

Demonstração. Suponha, por absurdo, que para todo k0 ≥ 1, existam infinitos k′ ≥ k0

para os quais existem D′1 e D′2 componentes de T k
′
(V )∩D(x0) com ρ(D′1)∩ρ(D′2) 6= ∅ e que

D′1 e D′2 não estejam contidas em alguma ρ-sobreposição (Z1, Z2) em T k
′
(V ). Tome tk′ ∈

ρ(D′1)∩ρ(D′2) e considere a′, b′ ∈ Ik′(x0), com [a′]1 6= [b′]1, que descrevem as componentes

D′1 e D′2, respectivamente. Por compacidade, podemos tomar uma sequência de (tk′)
′
k tal

que existe o limite t0 = lim
k′→∞

tk′ e existem palavras a, b ∈ I∞(x0) com [a]1 6= [b]1, πk′(a) =

a′ e πk′(b) = b′ para todo k′. Segue então que ρ(S(x0, a)) = ρ(S(x0, b)) = t0 ∈ ρ(∆T (x0)).

Usando 5.6, existe c0 > 0 tal que

m (ρDS(x0, a)− ρDS(x0, b)) ≥
c0

2

e isto implica que

m (ρDS(x0, a
′)− ρDS(x0, b

′)) ≥ c0

3

para k′ suficientemente grande. Observe agora que temos

ρDS(x, a′) := Dxν(x1, z
x
1 )Dϕ−1(x1) +

k∑
i=2

(
i−1∏
j=1

Dzν(xj, z
x
j ))(Dxν(xi, z

x
i ))(Dϕi(xi))

−1)

em que xi = [a′]i(x) e zxi = ν[a′]i+1(x) ◦ ... ◦ νa′(x)(0) e zxk = 0. Vamos escrever, abusando da

notação, apenas

ρDS(x, a′) =
k∑
i=1

(
i−1∏
j=1

Dzν(xj, z
x
j ))(Dxν(xi, z

x
i ))(Dϕi(xi))

−1

no sentido de que para i = 1 teremos Dxν(x1, z
x
1 )Dϕ−1(x1). Agora, para v ∈ Rl com

||v|| = 1, note que

|| (ρDS(x, a′)− ρDS(t, a′)) v|| = ||
k∑
i=1

(
(
i−1∏
j=1

Dzν(xj, z
x
j ))(Dxν(xi, z

x
i ))(Dϕi(xi))

−1

−(
i−1∏
j=1

Dzν(tj, z
t
j))(Dxν(ti, z

t
i))(Dϕ

i(ti))
−1

)
v||

≤
k∑
j=1

||((
i−1∏
j=1

Dzν(xj, z
x
j ))(Dxν(xi, z

x
i ))(Dϕi(xi))

−1
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−(
i−1∏
j=1

Dzν(tj, z
t
j))(Dxν(xi, z

x
i ))(Dϕi(xi))

−1

+(
i−1∏
j=1

Dzν(tj, z
t
j))(Dxν(xi, z

x
i ))(Dϕi(xi))

−1

−(
i−1∏
j=1

Dzν(tj, z
t
j))(Dxν(ti, z

t
i))(Dϕ

i(ti))
−1)v||

≤
k∑
j=1

||

(
i−1∏
j=1

(Dzν(xj, z
x
j ))−

i−1∏
j=1

(Dzν(tj, z
t
j))

)
(Dxν(xi, z

x
i ))(Dϕi(xi))

−1v||

+
k∑
i=1

||(
i−1∏
j=1

Dzν(tj, z
t
j))
(
(Dxν(xi, z

x
i ))(Dϕi(xi))

−1 − (Dxν(ti, z
t
i))(Dϕ

i(ti))
−1
)
v||

≤
k∑
j=1

||

(
i−1∏
j=1

(Dzν(xj, z
x
j ))−

i−1∏
j=1

(Dzν(tj, z
t
j))

)
|| ||(Dxν(xi, z

x
i ))|| ||(Dϕi(xi))−1|| ||v||

+
k∑
i=1

||(
i−1∏
j=1

Dzν(tj, z
t
j))|| ||

(
(Dxν(xi, z

x
i ))(Dϕi(xi))

−1 − (Dxν(ti, z
t
i))(Dϕ

i(ti))
−1
)
|| ||v||

Temos que existem L1, L2 > 0 tais que

||Dxν(xj, z
x
j )−Dxν(tj, z

t
j)|| ≤ L1||(xj, zxj )− (tj, z

t
j)||

e

||Dzν(xj, z
x
j )−Dzν(tj, z

t
j)|| ≤ L2||(xj, zxj )− (tj, z

t
j)||.

Assim, vale que

||(
i−1∏
j=1

Dzν(xj, z
x
j ))− (

i−1∏
j=1

Dzψ(tj, z
t
j))|| ≤

||
(
Dzν(x1, z

x
1 )−Dzν(t1, z

t
1)
)
Dzν(x2, z

x
2 )Dzν(x3, z

x
3 )...Dzν(xi−1, z

t
i−1)||+

||Dzν(x1, z
x
1 )
(
Dzν(x2, z

x
2 )−Dzν(t2, z

t
2)
)
Dzν(x3, z

x
3 )...Dzν(xi−1, z

x
i−1)||+

...+ ||Dzν(x1, z
x
1 )Dzν(x2, z

x
2 )Dzν(x3, z

x
3 )...

(
Dzν(xi−1, z

x
i−1)−Dzν(ti−1, z

t
i−1)
)
||.

Ou seja,

||(
i−1∏
j=1

Dzν(xj, z
x
j ))− (

i−1∏
j=1

Dzψ(tj, z
t
j))|| ≤

i−1∑
j=1

L2(λmax)
i−2||(xj, zxj )− (tj, z

t
j)||.
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Temos ainda que ||(Dϕi(xi))−1|| ≤ β−i. Portanto, podemos escrever

|| (ρDS(x, a′)− ρDS(t, a′)) v|| ≤
k∑
i=1

L2(λmax)
i−2L1β

−i

(
i−1∑
j=1

||(xj, zxj )− (tj, z
t
j)||

)

+
k∑
i=1

(λmax)
i−1 ||

(
(Dxν(xi, z

x
i ))(Dϕi(xi))

−1 − (Dxν(ti, z
t
i))(Dϕ

i(ti))
−1
)
||

≤
k∑
i=1

L2(λmax)
i−2L1β

−i

(
i−1∑
j=1

||(xj, zxj )− (tj, z
t
j)||

)

+
k∑
i=1

(λmax)
i−1 ||(Dxν(xi, z

x
i ))(Dϕi(xi))

−1 − (Dxν(xi, z
x
i ))(Dϕi(ti))

−1||

+
k∑
i=1

(λmax)
i−1 ||(Dxν(xi, z

x
i ))(Dϕi(ti))

−1 − (Dxν(ti, z
t
i))(Dϕ

i(ti))
−1||

≤
k∑
i=1

L2(λmax)
i−2L1β

−i

(
i−1∑
j=1

||(xj, zxj )− (tj, z
t
j)||

)

+
k∑
i=1

(λmax)
i−1 L1β

−i||xi − ti||+
k∑
i=1

(λmax)
i−1 L1||(xi, zxi )− (ti, z

t
i)||β−i.

Pelo mesmo ramo contrativo, temos xj = [a]j(x) = ϕ−j(x) e tj = [a]j(t) = ϕ−j(t). De

modo que

||xj − tj|| ≤ β−j||x− t||.

Vale também que

||zxi − zti || = ||ν[a′]i+1(x) ◦ ... ◦ νa′(x)(0)− ν[a′]i+1(t) ◦ ... ◦ νa′(t)(0)||

≤ (λmax)||[a′]i+1(x)− [a′]i+1(t)||

+ (λmax)||ν[a′]i+2(x) ◦ ... ◦ νa′(x)(0)− ν[a′]i+2(t) ◦ ... ◦ νa′(t)(0)||

≤ (λmax)β
−(i+1)||x− t||

+ (λmax)||ν[a′]i+2(x) ◦ ... ◦ νa′(x)(0)− ν[a′]i+2(t) ◦ ... ◦ νa′(t)(0)||.

De onde, continuando o processo, podemos concluir que

||zxi − zti || ≤
k−i−1∑
j′=1

(λmax)
j′β−(i+j′)||x− t|| <

(
λmaxβ

−(i+1)

1− λmaxβ−1

)
||x− t||.

Dáı,

||(xj, zxj )− (tj, z
t
j)|| ≤ β−j||x− t||+

(
λmaxβ

−(j+1)

1− λmaxβ−1

)
||x− t||.
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E com isso , temos

|| (ρDS(x, a′)− ρDS(t, a′)) v||

≤
k∑
i=1

L2(λmax)
i−2L1β

−i

(
i−1∑
j=1

(β−j +

(
λmaxβ

−(j+1)

1− λmaxβ−1

)
)||x− t||

)

+
k∑
i=1

(λmax)
i−1 L1β

−2i||x− t||

+
k∑
i=1

(λmax)
i−1 L1β

−i

(
(β−i +

(
λmaxβ

−(i+1)

1− λmaxβ−1

)
)||x− t||

)

≤
k∑
i=1

L2(λmax)
i−2L1β

−i

((
β−1

1− β−1

)
(1 +

(
λmaxβ

−1

1− λmaxβ−1

)
)||x− t||

)

+
k∑
i=1

(λmax)
i−1 L1β

−2i||x− t||

+
k∑
i=1

(λmax)
i−1 L1β

−2i

(
(1 +

(
λmaxβ

−1

1− λmaxβ−1

)
)||x− t||

)
.

Como λmaxβ
−1 < 1, segue que existe L̃ > 0 tal que

|| (ρDS(x, a′)− ρDS(t, a′)) v|| ≤ L̃||x− t|| para x, t ∈ Tl e a′ ∈ Ik(x) ∩ Ik(t).

Escreva agora g(x) = ρDS(x, a′)− ρDS(x, b′). Assim,

|| (g(x)− g(t)) v|| = || (ρDS(x, a′)− ρDS(x, b′)− (ρDS(t, a′)− ρDS(t, b′))) v||

≤ || (ρDS(x, a′)− ρDS(t, a′)) v||+ || (ρDS(x, b′)− ρDS(t, b′)) v||

≤ 2L̃||x− t||.

Portanto,

||g(x)v|| ≥ ||g(x0)v|| − || (g(x)− g(x0)) v|| ≥ ||g(x0)v|| − 2L̃||x− x0||.

Tomando o ı́nfimo sobre todos os v ∈ W , com ||v|| = 1, onde W ⊂ Rl é um subespaço

com dim W = p , depois tomando o supremo sobre todos os W , teremos

m(g(x)) ≥m(g(x0))− 2L̃||x− x0|| ≥
c0

3
− 2L̃||x− x0||.

Note agora que

c0

3
− 2L̃||x− x0|| >

c0

4
⇐⇒ ||x− x0|| <

c0

12L̃
.



5.2. SOBREPOSIÇÕES EM TM (V ) 88

Considere então c ∈ Eq, 1 ≤ q, com x0 ∈ Tc. Tome q grande de modo que diam Tc <
c0

12L̃
. Desta forma, teremos

m (ρDS(x, a′)− ρDS(x, b′)) >
c0

4
> 0, ∀ x ∈ Tc

e D1 ⊂ Za′ e D2 ⊂ Zb′ , em que Za′ e Zb′ são componentes de T k
′
(V ) ∩ π−1(Tc), isto é,

(Za′ , Zb′) é uma sobreposição em T k
′
(V ), o que é uma contradição.

Na demonstração da Proposição 5.1 acima, percebemos que é posśıvel tomar uma

ρ−sobreposição (Za, Zb) em T k(V ) sobre algum Tc para k, q suficientemente grandes de

modo a termos

m (ρDS(x, a)− ρDS(x, b)) >
c0

4
> 0, ∀ x ∈ Tc,

ou seja, vale que

Proposição 5.2. Existem um inteiro k0 ≥ 1, uma constante c0 > 0 e um inteiro q tais

que para todo k ≥ k0 vale o seguinte: Se D1 e D2 são componentes de T k(V )∩D(x0) que

estão em diferentes componentes de T (V ) ∩ D(x0) , com x0 ∈ Tl, D1 ⊂ Z1, D2 ⊂ Z2,

(Z1, Z2) componentes de T k(V ), e para as quais ρ(D1)∩ ρ(D2) 6= ∅, então (Z1, Z2) é uma

ρ-sobreposição em TK(V ) sobre algum Tc tal que

m (ρDS(x, a)− ρDS(x, b)) >
c0

4
, ∀ x ∈ Tc.

A demonstração da Proposição anterior é idêntica à Proposição 5.1.

Observação 12. No que vem a seguir vamos considerar 0 < r0 <
c0

32L̃
, em que c0 e

L̃ são como na demonstração da Proposição 5.1 e consideramos q > 1 grande de modo

que Tc ⊂ B(x0, r0) para todo x0 ∈ Tc. As ρ-sobreposições serão sobre os Tc com estas

propriedades.

Proposição 5.3. Dado 1 > ω > λmax, existe inteiro k0 tal que para todo k ≥ k0, a

π- projeção de qualquer ρ−sobreposição em T k(V ) está contida na vizinhança tubular de

uma subvariedade S ⊂ Tl, de codimensão p, e de raio limitado por A0ω
k−k0, onde A0 é

uma constante .

Demonstração. Seja (Za, Zb) uma sobreposição de T k(V ) sobre algum Tc, c ∈ Iq, q > 1.

Note que

ρ(Za) ⊂ {(x, z) ∈ Tl × [−1, 1]p : ||z − ρS(x, a)|| ≤ (λmax)
k}
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e

ρ(Zb) ⊂ {(x, z) ∈ Tl × [−1, 1]p : ||z − ρS(x, b)|| ≤ (λmax)
k}.

De modo que, se x ∈ π(ρ(Za)∩ρ(Zb)), então vale que ||ρS(x, a)−ρS(x, b)|| ≤ 2(λmax)
k.

Fixe x0 ∈ π(ρ(Za) ∩ ρ(Zb)) e considere a seguinte função:

g̃ : B(x0, r0) −→ Rp

x 7−→ g̃(x) = ρS(x, a)− ρS(x, b) .
.

Onde g̃ é definida considerando as extensões de S(x, a) e S(x, b) sobre B(x0, r0). Note

que π(ρ(Za) ∩ ρ(Zb)) ⊂ g̃−1(B(0, 2(λmax)
k)). Considere então o seguinte conjunto

S = {x ∈ Tc : g̃(x) = g̃(x0)} = g̃−1(g̃(x0)).

Afirmação: g̃(x0) é uma valor regular de g̃.

Usando a Proposição 5.2 e a Observação 12, temos que (Za, Zb) é ρ−sobreposição tal

que m(Dg̃(x)) >
c0

4
> 0, para todo x ∈ S. Assim, para cada x ∈ S, existe um subespaço

W ⊂ Tl, com dim W = p, onde vale

||Dg̃(x)v|| ≥ c0

4
, ∀v ∈ W.

Ou seja, Dg̃|W é injetora, logo sobrejetora. Portanto, Dg̃(x) é sobrejetora para todo

x ∈ S = g̃−1(g̃(x0)) como queŕıamos mostrar.

Uma vez que g̃(x0) é valor regular e S é não vazio, conclúımos que S = g̃−1(g̃(x0)) é

uma subvariedade de dimensão l − p.
Observe agora que vale 2L̃ ≥ Lip(Dg̃). Assim, ||Dg̃|| e m(Dg̃) são uniformemente

limitadas por cima e por baixo para todos (a, b) correspondendo à ρ−sobreposições de

T k(V ), para todo k ≥ k0 suficientemente grande. Logo, existe ε0 > 0 tal que B(x0, r0) ⊂
V ⊥ε0 (S) (vizinhança tubular de S com raio ε0), para todo x0 ∈ S e para todo S como

acima. Podemos tomar ε0 independente de S.

Agora vamos concluir que a π-projeção de qualquer ρ−sobreposição em T k(V ) está

contida em uma vizinhança tubular de S com raio limitado como no enunciado da Pro-

posição. Inicialmente considere o caso l = p. Usando a fórmula de Taylor para x 6= y em

B(x0, r0), teremos

g̃(x) = g̃(y) +Dg̃(x)(y − x) +R(y − x),

onde ||R(y − x)|| ≤ 2L̃||y − x||2. Dáı,

||g(x)− g(y)|| ≥ c0

4
||y − x|| − 2L̃||y − x||2 =

(c0

4
− 2L̃||y − x||

)
||y − x|| > 0.

Portanto, g̃ é injetora e um difeomorfismo sobre sua imagem.
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Considere agora o caso em que l > p. Como dim S = l − p, para cada t0 ∈ S, defina

o seguinte espaço p−dimensional:

B⊥(t0, ε0) = {t = t0 + v ∈ Tl : ||v|| ≤ ε0, v ∈ (Tt0S)⊥}

que é a bola normal em t0. Considere Ut0 = B⊥(t0, ε0)∩Tc∩ g̃−1(B(0, 2(λmax)
k)) e defina

g̃t0 := g̃|Ut0 . Note que vale m(Dg̃t0(x)) ≥ c0

4
, ∀ x ∈ Ut0 e ||Dg̃−1

t0 (y)|| ≤ 4

c0

, ∀ y ∈ g̃t0(Ut0).
Assim, se x ∈ Ut0 , então

||x− t0|| = ||g̃−1
t0

(g̃t0(x))− g̃−1
t0

(g̃t0(t0))|| ≤ 4

c0

||g̃t0(x)− g̃t0(t0)||

=
4

c0

||g̃t0(x)|| ≤ 4

c0

(2λmax)
k) = A0(λmax)

k.

Ou seja, Ut0 ⊂ B⊥(t0, A0(λmax)
k). Dáı,

S ⊂
⋃
t0∈S

Ut0 ⊂
⋃
t0∈S

B⊥(t0, A0(λmax)
k) = V ⊥A0(λmax)k(S).

Sendo 1 > ω > λmax e k > k0, segue que A0(λmax)
k < A0(ωk) < A0(ωk−k0) e portanto

temos o resultado.

Proposição 5.4. Existe inteiro k0 tal que para k ≥ k0 vale que (Za0 , Zb0) é uma so-

breposição de T k0(V ) se, e somente se (Zaa0 , Zbb0) é uma sobreposição de T k(V ), para

quaisquer a, b ∈ Ek−k0.

Demonstração. Seja (Za0 , Zb0) uma ρ−sobreposição de T k0(V ) sobre algum Tc. Assim,

pela Proposição 5.1, existe c0 > 0 tal que

m(ρDS(x, a0)− ρDS(x, b0)) ≥ c0

4
> 0, ∀ x ∈ Tc.

Tome k ≥ k0 e k0 grande o suficiente tal que para v ∈ Rl e quaisquer a, b ∈ Ek−k0 , vale

||(ρDS(x, a0)− ρDS(x, aa0))v|| ≤ c0

16
e ||(ρDS(x, b0)− ρDS(x, bb0))v|| ≤ c0

16
.

Como

||(ρDS(x, aa0)− ρDS(x, bb0))v|| = ||(ρDS(x, aa0)− ρDS(x, a0)

+ρDS(x, a0)− ρDS(x, b0)

+ρDS(x, b0)− ρDS(x, bb0))v||

≥ ||(ρDS(x, a0)− ρDS(x, b0))v||
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−||(ρDS(x, aa0)− ρDS(x, a0))v||

−||(ρDS(x, bb0)− ρDS(x, b0))v||,

segue que

||(ρDS(x, aa0)− ρDS(x, bb0))v|| ≥ c0

4
− c0

8
=
c0

8
> 0.

Dáı, tomando o ı́nfimo sobre todos os v ∈ W , com ||v|| = 1 e W subespaço de dimensão

p, e em seguida tomando o supremo sobre todos os W ⊂ Tl, conclúımos que

m(ρDS(x, aa0)− ρDS(x, bb0)) > 0, ∀x ∈ Tc.

Portanto (Zaa0 , Zbb0) é uma ρ−sobreposição de T k(V ). De forma análoga mostra-se

que se (Zaa0 , Zbb0) é sobreposição de T k(V ), k ≥ k0, então (Za0 , Zb0) é uma sobreposição

de T k0(V ), com a, b ∈ Ek−k0 e a0, b0 ∈ Ek0 .

Corolário 5.2. Se k ≥ k0, então o número de sobreposições de T k(V ) é exatamente

Ck0N
2(k−k0), onde Ck0 é o número de sobreposições de T k0(V ).

Demonstração. De fato, seja Ck0 o número de sobreposições de T k0(V ). Se (Za0 , Zb0) é

uma sobreposição de T k0(V ), então pelo Proposição 5.4, temos (Zaa0 , Zbb0) sobreposição

de T k(V ), onde cada palavra a ∈ Ek−k0 e b ∈ Ek−k0 pode ser escolhida de N (k−k0) maneiras,

de modo que aa0 e bb0 sejam admisśıveis. Logo, uma sobreposição de T k0(V ) determina

N2(k−k0) sobreposições de T k(V ) e portanto o número total de sobreposições de T k(V ) é

Ck0N
2(k−k0).

5.3 Lema Geométrico

Demonstraremos agora um resultado que será de grande importância para obtermos

a cota inferior da dimensão de Hausdorff do atrator ∆T (x) para cada x ∈ Tl. Tal resul-

tado vai nos permitir construir sub-atratores onde saberemos calcular a cota inferior da

dimensão de Hausdorff e através da construção de uma holonomia instável poderemos

relacionar estes conjuntos com o atrator. Tais construções ficarão mais claras no decorrer

das próximas Seções. Apresentamos então o Lema geométrico:

Teorema 5.2. (Lema geométrico) Seja T ∈ T ×2 ∩ T ∗∗2 . Existe 0 < µ0 <
1
2

tal que para

qualquer µ ∈
(
µ0,

1
2

)
e para cada inteiro n suficientemente grande, podemos encontrar

um inteiro k, com 1 < k < n
2
, e um subconjunto compacto próprio F em Tl que seja a

união de no mı́nimo sNn−1 − Nµn conjuntos em Tn tais que para quaisquer dois pontos

x1, x2 ∈ F que satisfazem ϕk−1(x1) 6= ϕk−1(x2), ϕk(x1) = ϕk(x2), temos

ρ(T k(D(x1))) ∩ ρ(T k(D(x2))) = ∅.
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Demonstração. Uma vez que T ∈ T ∗∗2 , tome µ0 como em (5.3) e considere µ ∈
(
µ0,

1

2

)
.

Note então que vale a desigualdade

µ logN − l log β

log(N2β−p(λmax)p)
+
l log β − p log β

2 logN
<
µ

2
. (5.7)

Seja ω ∈ (λmax, 1), mas ainda suficientemente próximo de λmax e fixe um inteiro k0 tal que

valem as Proposições 5.1, 5.3 e 5.4. Para qualquer inteiro k ≥ k0, considere B1, B2, ..., Bs∗

as π−projeções das ρ−sobreposições de T k(V ), onde s∗ = Ck0N
2(k−k0). Denotaremos

k′ = k − k0. Para cada Bi, i = 1, ..., s∗, tome B∗i tal que B∗i = ϕ−k(Bi), onde ϕ−k é um

dos ramos inversos de ϕk correspondentes a ρ−sobreposição de T k(V ) associada a Bi.

Figura 5 – Conjuntos B∗i e Bi.

Fonte: O autor (2021)

Seja B∗ =
s∗⋃
i=1

B∗i . Note que cada Bi está contido numa vizinhança tubular Vi de uma

subvariedade Si de dimensão l − p e com raio limitado por Aiω
k′ , Ai constante.

Assim, teremos que cada B∗i estará contido numa vizinhança tubular V ∗i de uma

subvariedade S∗i de dimensão também l−p e com raio limitado por Aiβ
−kωk

′
. Lembremos

que se R ∈ Tn, então

K0β
−n ≤ diamR ≤ K1β

−n,

onde K0, K1 são constantes. Considere então uma vizinhança V ∗∗i de V ∗i de raio K1β
−n.

Sejam R1i,R2i, ...,Rmi retângulos de Tn tais que Rji∩B∗i 6= ∅, para todo j = 1, 2...,m.

Note que vale o seguinte
m∑
j=1

vol(Rji) ≤ vol(V ∗∗i ) ≤ Q0(Aiβ
−kωk

′
+K1β

−n)p(Q1 +K1β
−n)l−p,

onde Q0, Q1 são constantes adequadas. Como cada R ∈ Tn tem diâmetro limitado inferi-

ormente por K0β
−n

, vale que

mK0β
−ln ≤ m{min

R∈Tn
vol(R)} ≤

m∑
j=1

vol(Rji).
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Figura 6 – Vizinhança V ∗∗i

Fonte: O autor (2021)

Dáı,

m ≤ K−1
0 (β)lnQ0(Aiβ

−kωk
′
+K1β

−n)p(Q1 +K1β
−n)l−p.

Uma vez que K1β
−n < 1, segue que (Q1 +K1β

−n)l−p < (Q1 + 1)l−p = Q2. Assim,

m ≤ K−1
0 (β)lnQ0Q2(Aiβ

−kωk
′
+K1β

−n)p.

Dessa forma conclúımos que o número N(R) de retângulos em Tn que intersectam B∗

é limitado por

N(R) ≤
(
K−1

0 (β)lnQ0Q2(Aiβ
−kωk

′
+K1β

−n)p
)
s∗,

isto é,

N(R) ≤
(
K−1

0 (β)lnQ0Q2(Aiβ
−kωk

′
+K1β

−n)p
)
Ck0N

2k′ .

Note agora que

(Aiβ
−kωk

′
+K1β

−n)p ≤ 2p((Aiβ
−kωk

′
)p + (K1β

−n)p).

Assim, rescrevendo C∗ = K−1
0 Q0Q22pApiCk0 e C∗ = K−1

0 Q0Q22pKp
1Ck0 , teremos

N(R) ≤ C∗(β)lnβ−pkωpk
′
N2k′ + C∗(β)lnβ−pnN2k′ .

Logo, o número de retângulos em Tn que não intersectam B∗ é no mı́nimo

sNn−1 −
(
C∗(β)lnβ−pkωpk

′
N2k′ + C∗(β)lnβ−pnN2k′

)
.

Seja F o fecho da união dos retângulos em Tn que não intersectam B∗. Temos cla-

ramente que F é compacto e que para qualquer x1, x2 ∈ F vale que se ϕk−1(x1) 6=
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ϕk−1(x2)e ϕk(x1) = ϕk(x2), temos ρ(T k(D(x1))) ∩ ρ(T k(D(x2))) = ∅, pois do contrário

teŕıamos ϕk(x1) em algum Bi. Agora para concluir o Lema, precisamos mostrar que para

n suficientemente grande podemos encontrar inteiro k = k0 + k′ ≥ k0 com k <
n

2
e para

o qual vale

C∗(β)lnβ−pkωpk
′
N2k′ + C∗(β)lnβ−pnN2k′ < Nnµ, para µ ∈ (µ0,

1

2
). (5.8)

A desigualdade acima vale se

C∗(β)lnβ−pkωpk
′
N2k′ <

Nnµ

2
e C∗(β)lnβ−pnN2k′ <

Nnµ

2
.

Escolhendo ω pequeno, próximo de λmax, temos N2β−pωp < 1. Assim,

C∗(β)lnβ−pkωpk
′
N2k′ <

Nnµ

2
=⇒ C∗(β)lnβ−pk0(N2β−pωp)k

′
<
Nnµ

2

=⇒ (N2β−pωp)k
′
<
Nnµ(β)−ln

2C∗β−pk0
=⇒ k′ log(N2β−pωp) < n(µ logN − l log β)− log(2C∗β−pk0)

=⇒ k′ > n
(µ logN − l log β)

log(N2β−pωp)
−

log(2C∗)β−pk0

log(N2β−pωp)
.

Usando a outra desigualdade, temos

C∗(β)lnβ−pnN2k′ <
Nnµ

2
=⇒ N2k′ <

Nnµ(β)−lnβpn

2C∗

=⇒ 2k′ logN < n(µ logN − l log β + p log β)− log(2C∗)

=⇒ k′ < n

(
µ

2
−

(l log β − p log β)

2 logN

)
− log(2C∗)

2 logN
.

Portanto

n
(µ logN − l log β)

log(N2β−pωp)
−

log(2C∗)β−pk0

log(N2β−pωp)
< k′ < n

(
µ

2
−

(l log β − p log β)

2 logN

)
− log(2C∗)

2 logN
.

(5.9)

Como
1

2
> µ > µ0 >

l log β − p log β

logN
,

segue então que

µ

2
−

(l log β − p log β)

2 logN
> 0
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e escolhendo ω suficientemente próximo de λmax, juntamente com o µ tomado, teremos

µ logN − l log β

log(N2β−pωp)
+
l log β − p log β

2 logN
<
µ

2
.

Ou seja,

(µ logN − l log β)

log(N2β−pωp)
<
µ

2
−

(l log β − p log β)

2 logN
.

Assim, tomando n grande o suficiente, podemos deixar a diferença entre a expressão

do lado direito e a expressão do lado esquerdo na desigualdade 5.9 maior que 1 . Logo,

existe inteiro k′ satisfazendo 5.9 e portanto também 5.8. Para k = k′+ k0, no lado direito

da desigualdade em (2), teremos

k = k′ + k0 <
n

2
− (1− µ)n

2
−
n(l log β − p log β)

2 logN
− log(2C∗)

2 logN
+ k0,

como µ < 1 e l log β − p log β > 0, segue que k <
n

2
para n suficientemente grande.

Os dois resultados seguintes são consequências imediatas de Teorema 5.2.

Corolário 5.3. Sejam k e F como no Teorema 5.2. Então para cada x ∈ Tl e quaisquer

duas componentes D1,D2 de T (V ) ∩ D(x) temos

ρ(D1 ∩ T k(π−1(F))) ∩ ρ(D2 ∩ T k(π−1(F))) = ∅.

Demonstração. Se existem x0 ∈ Tl e D1, D2 componentes de T (V ) ∩ D(x0) tais que

ρ(D1 ∩ T k(π−1(F))) ∩ ρ(D2 ∩ T k(π−1(F))) 6= ∅,

então ρ(D1) ∩ ρ(D2) 6= ∅ e existe uma sobreposição contendo D1 e D2, em particular,

contendo D1 ∩ T k(π−1(F)) e D2 ∩ T k(π−1(F)), e isso contradiz a definição de F.

Usando o corolário anterior, temos:

Corolário 5.4. Sejam k e F como no Teorema 5.2 , x1, x2 ∈ F tais que ϕk−1(x1) 6=
ϕk−1(x2), e ϕk(x1) = ϕk(x2) e D1, D2 quaisquer duas componentes de T (V )∩D(x), x ∈ Tl.
Então existe δ > 0 (dependendo apenas de k e F, mas não de x1 e x2 ) tal que

d(ρ(TK(D(x1))), ρ(TK(D(x2)))) ≥ δ e

d(ρ(D1 ∩ T k(π−1(F))), ρ(D1 ∩ T k(π−1(F)))) ≥ δ
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Demonstração. Como F é compacto, segue que os conjuntos ρ(D1 ∩T k(π−1(F)) e ρ(D2 ∩
T k(π−1(F)) são compactos também e , como são disjuntos pelo Corolário 5.3, existe

δ > 0 com a propriedade buscada. Agora note que ρ(TK(D(x1))) ⊂ ρ(D1 ∩ T k(π−1(F)) e

ρ(TK(D(x2))) ⊂ ρ(D2 ∩ T k(π−1(F)), onde D1 é uma componente de T (V ) ∩ D(x1) e D2

é uma componente de T (V ) ∩ D(x2). Assim,

d(ρ(TK(D(x1))), ρ(TK(D(x2)))) ≥ d(ρ(D1 ∩ T k(π−1(F))), ρ(D1 ∩ T k(π−1(F)))) ≥ δ

5.4 Os conjuntos E ′um, C ′(m) e ∆′T (m)

Ainda como consequência do Lema Geométrico 5.2, iremos construir sub-atratores

para os quais estabeleceremos uma cota superior para a dimensão da seção transversal.

Considere m um inteiro grande de modo que o Teorema 5.2 vale para um valor fixo

µ ∈ (µ0,
1

2
) e n = 2m. Existe assim inteiro k = k(m) < m, um conjunto compacto

F = F (m) ⊂ Tl e usando então o Corolário 5.4 existe também um δ = δ(m) > 0. Sejam

a1, a2, ..., at palavras em En para as quais Ta1
,Ta2

, ...,Tat
em Tn não estão em F. Uma

vez que F é a união de no mı́nimo sNn−1 −Nµn conjuntos em Tn, segue que o número t

é limitado por

1 ≤ t ≤ Nµn = N2µm.

Definimos

E ′m = {a ∈ Em : a não aparece em aj, j = 1, 2, ..., t.}.

Note que para cada aj, j = 1, 2, ..., t, não podemos ter πm(aj), πm(σ(aj)), ..., πm(σm(aj))

em E ′m. Assim, o número r = r(m) de elementos em E ′m é limitado por

sNm−1 − (m+ 1)t ≤ r < sNm−1.

De onde podemos escrever

sNm−1 − (m+ 1)N2µm ≤ r < sNm−1.

Seja µ0 < µ′ < µ, para m grande o suficiente, teremos m+ 1 < N2(µ−µ′)m, isto é,

(m+ 1)N2µ′m < N2µm.

Dáı, aplicando o Lema Geométrico para µ′, teremos

sNm−1 − (m+ 1)N2µ′m < r(m) < sNm−1.
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Portanto,

sNm−1 −N2µm < r < sNm−1.

Agora, considere para cada u = 1, 2, ..., o conjunto Eum ⊂ Em×Em×...×Em (u fatores )

das palavras de tamanho um tais que quaisquer palavras em Eum de tamanho menor ou

igual a um é admisśıvel . Definimos o seguinte subconjunto de Eum:

E ′um ⊂ E ′m × E ′m × ...× E ′m.

Proposição 5.5. Se a ∈ E ′m, então existe b ∈ E ′m tal que ba ∈ E ′2m.

Demonstração. Seja a ∈ E ′m. Defina o seguinte conjunto

Aa = {b ∈ Em : ba ∈ E2m}.

Note que a cardinalidade de Aa é Nm.

Afirmamos que Aa ∩ E ′m 6= ∅. De fato, caso fosse Aa ∩ E ′m = ∅, então valeria para a

cardinalidade de Em, denotada aqui por #(Em), o seguinte

sNm−1 = #(Em) ≥ #(E ′m) + #(Aa) = r +Nm ≥ sNm−1 −N2µm +Nm.

Dáı, N2µm ≥ Nm. O que é contradição, pois µ < 1
2
.

Basta agora tomar b ∈ Aa ∩ E ′m e, por construção, tem-se ba ∈ E ′2m.

Note que para a cardinalidade de Aa ∩ E ′m, vale o seguinte

#(Aa ∩ E ′m) ≥ #(Aa) + #(E ′m)−#(Em) = Nm + sNm−1−N2µm− sNm−1 = Nm−N2µm.

Assim, podemos estimar uma cota inferior para a cardinalidade de E ′2m. Um vez que para

cada a ∈ E ′m podemos encontrar um b ∈ Aa ∩ E ′m, podemos escrever

#E ′2m ≥
∑
a∈E ′m

#(Aa ∩ E ′m) ≥ (Nm −N2µm)2.

Agora, por indução em u = 1, 2, ..., para m fixo, podemos estimar uma cota inferior

para E ′um,

#E ′um ≥
∑

a∈E ′
(u−1)m

#(Aa∩E ′m) ≥ (Nm−N2µm)#(E ′(u−1)m) ≥ (Nm−N2µm)(u−1)(sNm−1−N2µm).

Como s > N , temos #E ′um ≥ (Nm −N2µm)u.

Considere ainda o conjunto E ′∞m, definido naturalmente como

E ′∞m := {a ∈ E∞ : πum(a) ∈ E ′um, u = 1, 2, ...}.
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No que se a ∈ E ′∞m, então nenhuma das palavras a1, a2, ..., at aparecem em a.

De fato, caso algum aj, j = 1, 2, ..., t, apareça em a ∈ E ′∞m, então existe algum u = 1, 2...

tal que aj aparece em πum(a) ∈ E ′um, o que seria uma contradição.

Agora definimos o seguinte subconjunto de Tl

C ′ = C ′(m) =
∞⋂
u=1

 ⋃
a∈E ′um

Ta

 .

O conjunto C ′ tem as seguintes propriedades:

1. ϕm(C ′) = C ′.

De fato, vamos mostrar primeiro que ϕm(C ′) ⊂ C ′ . Note se a ∈ E ′um, u = 1, 2, ...,

então ϕm(Ta) ⊂ Tσm(a). Dáı,

ϕm(C ′) =
∞⋂
u=1

 ⋃
a∈E ′um

Ta

 ⊂ ∞⋂
u=1

 ⋃
a∈E ′um

ϕm(Ta)


⊂
∞⋂
u=1

 ⋃
a∈E ′um

Tσm(a)

 ⊂ ∞⋂
u=1

 ⋃
a∈E ′

(u−1)m

Ta

 ⊂ C ′.

Agora mostraremos que C ′ ⊂ ϕm(C ′). Tome x ∈ C ′. Para cada u ≥ 1,existe a ∈ E ′um
tal que x ∈ Ta. Assim, existe a∞ = (a1, a2, ...) ∈ E ′∞ tal que x ∈ Tπum(a∞), para

todo u ≥ 1. Usando a Proposição 5.5, existe b ∈ E ′m tal que ba1 ∈ E ′2m. Portanto,

b a1 a2... ∈ σ−m(a∞) e com isso x tem um pré-iterado em cada Tb,a1,a2,...,au , para

cada u ≥ 1. Isto é, x ∈ ϕm(C ′).

2. C ′ é um conjunto de Cantor;

3. Como cada aj, j = 1, 2, ..., t, não aparece em qualquer a ∈ E ′∞m, segue que ϕi(C ′) ⊂
F, para todo i ≥ 0.

Denote V ′ = V ′(m) = C ′(m) × E × F = π−1(C ′(m)). Como ϕm(C ′) = C ′, temos

Tm(V ′) ⊂ V ′. Seja então

∆′T = ∆′T (m) =
∞⋂
u=1

T um(V ′)

Temos ∆′T ⊂ ∆T ∩ V ′ e, para x ∈ C ′, consideramos conjunto

∆′T (x) = ∆′T (m,x) = ∆′T (m) ∩ D(x).

Proposição 5.6. Existe δ′ = δ′(m) > 0, tal que se x1, x2 estão em C ′ com ϕm(x1) 6=
ϕm(x2) e ϕ2m(x1) = ϕ2m(x2), então os subconjuntos ρ(T 2m(D(x1))) e ρ(T 2m(D(x2))) de

ρ(D(ϕ2m(x1))) = ρ(D(ϕ2m(x2))) são disjuntos e sua distância é no mı́nimo δ′.
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Demonstração. Seja j o menor expoente tal que ϕj(x1) = ϕj(x2). Assim, m < j ≤ 2m.

Como k = k(m) < m, temos bem definidos os pontos x∗1 = ϕj−k(x1) e x∗2 = ϕj−k(x2).

Sendo ϕj(C ′) ⊂ F, ∀j ≥ 0, segue que x∗1 e x∗2 estão em F. Aplicando o Corolário 5.4,

existe δ = δ(m) > 0 tal que

d(ρ(T k(D(x∗1))), ρ(T k(D(x∗2)))) ≥ δ

d(ρ(T k(D(ϕj−k(x1)))), ρ(T k(D(ϕj−k(x2))))) ≥ δ.

Uma vez que vale

ρ(T j(D(x))) = ρ(T k(T j−k(D(x)))) ⊂ ρ(T k(D(ϕj−k(x)))),

podemos escrever

d(ρ(T j(D(x1))), ρ(T j(D(x2)))) ≥ δ.

Note agora que pela conformalidade Dzν numa mesma vertical, temos

d(ρ(T j(D(x1))), ρ(T j(D(x2)))) ≤ (λmin)−(2m−j)d(ρ(T 2m(D(x1))), ρ(T 2m(D(x2)))).

Dáı,

d(ρ(T 2m(D(x1))), ρ(T 2m(D(x2)))) ≥ δ(λmin)2m(λmin)−j > δ(λmin)2m(λmin)−m = δ(λmin)m.

Tome então δ′ = δ(λmin)m.

Proposição 5.7. Se x1 6= x2 estão em C ′ e ϕm(x1) = ϕm(x2), então a distância entre

ρ(Tm(∆′T (x1))) e ρ(Tm(∆′T (x2))) é no mı́nimo δ′ e se x ∈ C ′, então ρ|∆′T (x) é injetora.

Demonstração. Como ϕm(C ′) = C ′, existem y1, y2 ∈ C ′ tais que ϕm(y1) = x1 e ϕm(y2) =

x2. Assim, teremos ϕ2m(y1) = ϕ2m(y2) e usando a Proposição 5.6, existe δ′ > 0 tal que

d(ρ(T 2m(D(y1))), ρ(T 2m(D(y2)))) ≥ δ′.

Como ρ(Tm(∆′T (ϕm(y1))) ⊂ ρ(T 2m(D(y1))) e ρ(Tm(∆′T (ϕm(y2))) ⊂ ρ(T 2m(D(y2))) , segue

que

d(ρ(Tm(∆′T (x1))), ρ(Tm(∆′T (x2)))) ≥ δ′.

Agora sejam u1 6= u2 em ∆′(x), com x ∈ C ′. Considere j0 o menor valor inteiro tal

que x1 = π(T−j0m(u1)) 6= π(T−j0m(u2)) = x2. Dessa forma, temos

ϕm(x1) = π(T−(j0−1)m(u1)) = π(T−(j0−1)m(u2)) = ϕm(x2).
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Logo, aplicando o que já foi mostrado, podemos escrever que

d(ρ(T−(j0−1)m(u1)), ρ(T−(j0−1)m(u2))) ≥ δ′,

e com isso,

ρ(T−(j0−1)m(u1) 6= ρ(T−(j0−1)m(u2)).

Defina T̂ (j0−1)m : ρ(∆′T (ϕm(x1)))→ ρ(∆′T (x)), dada por

T̂ (j0−1)m(ρ(u)) = ρ(T (j0−1)m(u)),

em que u ∈ ∆′T (ϕm(x1)). Note que T̂ (j0−1)m é uma bijeção conforme e assim, vale que

ρ(T−(j0−1)m(u1) 6= ρ(T−(j0−1)m(u2))

=⇒ T̂ (j0−1)m(ρ(T−(j0−1)m(u1)) 6= T̂ (j0−1)m(ρ(T−(j0−1)m(u2)))

=⇒ ρ(T (j0−1)m(T−(j0−1)m(u1)) 6= ρ(T (j0−1)m(T−(j0−1)m(u2))

=⇒ ρ(u1) 6= ρ(u2)

Seja x′ = τ(a′) ∈ C ′(m), com a′ ∈ E ′∞m fixado. Definimos os conjuntos

Aa′,um = {a ∈ Eum : a, a′ ∈ E∞m}

A∗a′,um = {a ∈ E ′um : a, a′ ∈ E ′∞m}.

Temos A∗a′,um = Aa′,um ∩ E ′um. Assim, vale que

#(Eum) ≥ #(Aa′,um) + #(E ′um)−#(A∗a′,um),

dáı,

sNum−1 ≥ Num + (sNm−1 −N2µm)(Nm −N2µm)u−1 −#(A∗a′,um).

Ou seja,

#(A∗a′,um) ≥ Num + (sNm−1 −N2µm)(Nm −N2µm)u−1 − sNum−1.

Para cada a ∈ A∗a′,um, associamos um subconjunto de ρ(D(x′)) dado por

Ia = ρ(T um(D(τ(a, a′)))).

Note que

ρ(∆′T (x′)) =
∞⋂
u=1

 ⋃
a∈A∗

a′,um

Ia

 .
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Proposição 5.8. Se a1 e a2 estão em A∗a′,um, com u ≥ 2, e vale que σ(j−1)m(a1) 6=
σ(j−1)m(a2), σjm(a1) = σjm(a2) para algum j ∈ {2, ..., u}, então

d(Ia1 , Ia2) ≥

(
K̂−1

1 δ′

2

)
diam(Iσjm(a1))

para algum inteiro K̂1 > 1.

Demonstração. Temos Iσjm(a1) = Iσjm(a2) = ρ(T (u−j)m(D(τ(σjm(a1), a′)))). Considere u1, u2 ∈
D(τ(σjm(a1), a′))) tais que diam(Iσjm(a1)) = d(ρ(T (u−j)m(u1), ρ(T (u−j)m(u2))). Assim, pela

desigualdade do valor médio, podemos escrever

diam(Iσjm(a1)) ≤

(u−j)m−1∏
k=1

λ2(tk)

 d(u1, u2),

em que tk ∈ ρ(T (u−j)m−k(D(τ(σjm(a1), a′)))). Como d(u1, u2) ≤ 2, segue que

diam(Iσjm(a1)) ≤ 2

(u−j)m−1∏
k=1

λ2(tk)

 ,

ou seja, (u−j)m−1∏
k=1

λ2(tk)

 ≥ (1

2

)
diam(Iσjm(a1)). (5.10)

Sejam agora x1 = π(D(τ(σ(j−1)m(a1), a′))) e x2 = π(D(τ(σ(j−1)m(a2), a′))). Como

σ(j−1)m(a1) 6= σ(j−1)m(a2), temos x1 6= x2 e como σjm(a1) = σjm(a2), temos ϕm(x1) =

ϕm(x2). Assim, aplicando a Proposição 5.6, podemos concluir que

d(ρ(Tm(D(τ(σ(j−1)m(a1), a′)))), ρ(Tm(D(τ(σ(j−1)m(a2), a′))))) ≥ δ′,

e com isso teremos

d(ρ(T jm(D(τ(a1, a
′))), ρ(T jm(D(τ(a2, a

′)))) ≥ δ′.

Usando novamente a desigualdade do valor médio e a conformalidade de Dzν, temos

d(Ia1 , Ia2) ≥

(u−j)m−1∏
k=1

λ2(wk)

 d(ρ(T jm(D(τ(a1, a
′))), ρ(T jm(D(τ(a2, a

′)))),

em que wk ∈ ρ(T (u−j)m−k(D(τ(σjm(a1), a′)))). Então, vale que

d(Ia1 , Ia2) ≥

(u−j)m−1∏
k=1

λ2(wk)

 δ′, (5.11)
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e observando (5.10) e (5.11), temos

d(Ia1 , Ia2)(
1

2

)
diam(Iσjm(a1))

≥
(u−j)m−1∏

k=1

(
λ2(wk)

λ2(tk)

)
δ′.

Aplicando o Corolário 3.1, existe K̂1 > 1 tal que

(u−j)m−1∏
k=1

(
λ2(wk)

λ2(tk)

)
≥ K̂−1

1 .

Portanto,

d(Ia1 , Ia2)(
1

2

)
diam(Iσjm(a1))

≥ K̂−1
1 δ′,

isto é,

d(Ia1 , Ia2) ≥ δ′

(
K̂−1

1

2

)
diam(Iσjm(a1)).

Teorema 5.3. Para cada inteiro m suficientemente grande existe um conjunto de Cantor

C ′ = C ′(m) em Tl e um subconjunto ∆′T = ∆′T (m) de π−1(C ′(m)) ∩∆T tal que

lim inf
m→∞

( inf
x′∈C′(m)

(dimH ρ(∆′T (x′)))) ≥ s0p,

onde ∆′T (x′) = ∆′T (m) ∩ D(x′). Além disso, a restrição ρ|∆′T (x′) é injetora.

Demonstração. Considere m grande o suficiente para que nas construções dos conjuntos

E ′um, u = 1, ...,∞, C ′(m) e ∆′T (m) sejam válidas as Proposições 5.6, 5.7 e 5.8. Fixemos

em C ′(m) um x′m arbitrário e considere a sequencia correspondente a′m em E ′∞m tal que

x′m = τ(a′m). Note que falta apenas demonstrar a desigualdade

lim inf
m→∞

( inf
x′∈C′(m)

(dimH ρ(∆′T (x′)))) ≥ s0p.

Uma vez que x′m é escolhido de maneira arbitrária em C ′(m), basta verificar que

lim inf
m→∞

(dimH ρ(∆′T (x′m)))) ≥ s0p.

Para isto, provaremos alguns lemas a seguir.

Denotaremos, para x ∈ C ′(m), o seguinte conjunto

Ix,a := T̃ um[aa′]um(x)(ρ2(D([aa′]um(x)))),
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com a′ ∈ E ′∞m e τ(a′) = x e a ∈ Aa′,um. Defina os números reais positivos d(x,m),

d∗(x,m) e d̃(x,m) por ∑
a∈Aa′,m

(diam(Ix,a))
d(x,m) = 1 (5.12)

∑
a∈A∗

a′,m

(diam(Ix,a))
d∗(x,m) = 1 (5.13)

Temos que d(x,m) ≥ d∗(x,m) e que neste caso Ix,a := T̃m[aa′]m(x)(ρ2(D([aa′]m(x)))) .

Uma vez que estamos fixando x ∈ C ′(m), vamos denotar apenas por d(m) e d∗(m).

Lema 5.3. Sejam γm,j (m = 1, 2, ...; j = 1, ...., j(m)) números reais positivos tais que

lim
m→∞

sup
1≤j≤j(m)

γm,j = 0.

Se os números p∗(m) são determinados por

j(m)∑
j=1

γ
p∗(m)
m,j = 1

e se p∗∗(m) são números tais que

c1 <

j(m)∑
j=1

γ
p∗(m)
m,j < c2,

onde 0 < c1 < c2 e c1, c2 não dependem de m, então

lim
m→∞

(p∗(m)− p∗∗(m)) = 0.

Demonstração do Lema 5.3. Suponha, sem perda de generalidade, que

lim sup
m→∞

(p∗(m)− p∗∗(m)) > 0 (o caso lim inf < 0 é análogo).

Assim, para m suficientemente grande, p∗(m)−p∗∗(m) > d0 para algum d0 > 0. Podemos

considerar ainda m grande o suficiente de modo que tenhamos γm,j < 1. Logo, γ
p∗(m)
m,j <

γ
p∗∗(m)+d0
m,j e com isso, temos

1 =

j(m)∑
j=1

γ
p∗(m)
m,j <

j(m)∑
j=1

γ
p∗∗(m)
m,j γd0m,j ≤

(
sup

1≤j≤j(m)

γm,j

)d0
j(m)∑

j=1

γ
p∗∗(m)
m,j

 <

(
sup

1≤j≤j(m)

γm,j

)d0

c2.

O que é uma contradição, pois

lim
m→∞

sup
1≤j≤j(m)

γm,j = 0.
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Lema 5.4. lim
m→∞

d(m) = s0p. Onde s0 é dado pela Proposição 3.3.

Demonstração do Lema 5.4. Suponha, por contradição, que lim sup
m→∞

d(m) > s0p. Isto sig-

nifica que existem d0 > 0 e infinitos valores de m tais que d(m) − s0p > d0 > 0, isto é,

s0p < d(m)− d0. Uma vez que diam(Ix,a) < 1, temos

(diam(Ix,a))
s0p > (diam(Ix,a))

d(m)−d0 .

Logo, ∑
a∈Aa′,m

(diam(Ix,a))
s0p >

∑
a∈Aa′,m

(diam(Ix,a))
d(m)(diam(Ix,a))

−d0 .

Note agora que (diam(Ix,a))
−d0 ≥ (λmax)

−d0m. Assim,

∑
a∈Aa′,m

(diam(Ix,a))
s0p >

 ∑
a∈Aa′,m

(diam(Ix,a))
d(m)

 (λmax)
−d0m = (λmax)

−d0m .

Portanto, vale que

1

m
log

 ∑
a∈Aa′,m

(diam(Ix,a))
s0p

 > −d0 log(λmax).

Devido ao fato da pressão P (σ, s0φ) = 0 (ver 3.4), podemos concluir que

lim
m→∞

1

m
log

 ∑
a∈Aa′,m

(diam(Ix,a))
s0p

 = 0.

Segue então que −d0 log(λmax) < 0, o que é absurdo. Logo, devemos ter

lim sup
m→∞

d(m) ≤ s0p.

De modo análogo, conclúımos também que lim inf
m→∞

d(m) ≥ s0p.

Lema 5.5. Para cada u = 1, 2, ..., vale que lim
m→∞

(d(m)− d∗(m)) = 0

Demonstração do Lema 5.5. Como d(m) ≥ d∗(m), vamos supor apenas que

lim sup
m→∞

(d(m)− d∗(m)) > 0

e mostraremos que isso gera uma contradição. Usando o Lema 5.3 e a suposição acima,

conclúımos que

lim inf
m→∞

∑
a∈A∗

a′,m

(diam(Ix,a))
(d(m)) = 0. (5.14)
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Usando então (5.12), temos

lim sup
m→∞

∑
a∈Aa′,m\A∗a′,m

(diam(Ix,a))
(d(m)) = 1. (5.15)

Note que #(Aa′,m\A∗a′,m) = #(Aa′,m)−#(A∗a′,m) e como #(Aa′,m) ≤ Nm e

#(A∗a′,m) ≥ Nm + (sNm−1 −N2µm)− sNm−1, (5.16)

segue que

#(Aa′,m\A∗a′,m) ≤ Nm −Nm − (sNm−1 −N2µm) + sNm−1 = N2µm

Assim, usando (5.16) e notando que (diam(Ix,a))
(d(m)) ≤ (λmax)

m(d(m)), temos

1 ≤ lim sup
m→∞

(
N2µm(λmax)

m(d(m))
)
.

Logo, para m grande, temos

0 ≤ (2µm) log(N) + (md(m)) log(λmax).

Com isso, chegamos em

d(m) ≤ 2µ log(N)

− log(λmax)
.

Como µ ∈
(
µ0,

log λmax
2 log λmin

)
, temos:

lim inf
m→∞

d(m) <
log(N)

− log(λmin)
. (5.17)

Agora, usando 5.13 , 5.16 e notando que diam(Ix,a))
(d∗(m)) ≥ (λmin)um(d∗(m)), temos

1 ≥
(
Nm + (sNm−1 −N2µm)− sNm−1

)
(λmin)m(d∗(m))

= Nm
(
1−N (2µ−1)m)

)
(λmin)m(d∗(m)).

Logo,

0 ≥ (m) log(N) + log
(
1−N (2µ−1)m

)
+ (m(d∗(m))) log(λmin)

e com isso,

d∗(m) ≥ log(N)

− log(λmin)
+

log
(
1−N (2µ−1)m

)
−(m) log(λmin)

.

Portanto,

lim inf
m→∞

d∗(m) ≥ log(N)

− log(λmin)
. (5.18)

Ou seja,
log(N)

− log(λmin)
≤ lim inf

m→∞
d∗(m) ≤ lim inf

m→∞
d(m) <

log(N)

− log(λmin)
,

o que é absurdo.
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Lema 5.6. Para cada a ∈ A∗a′,um e x ∈ C ′(m) considere o subconjunto fechado Ix,a de

ρ2(D(x)) tal que vale o seguinte:

1. Ix,a,ã ⊂ Ix,a, ∀ a, ã ∈ A∗a′,(u+1)m;

2. diam(Ix,a) satisfaz

(
um∏
k=1

λ2(tk)

)
diam(ρ2(D([aa′]um(x)))) ≤ diam(Ix,a) ≤(

um∏
k=0

λ2(wk)

)
diam(ρ2(D([aa′]um(x)))) em que tk, wk ∈ ρ2(T̃ um−k(D([aa′]um(x)))).;

3. Existe δ > 0 tal que para quaisquer a = (a1, ..., au), b = (b1, ..., bu) ∈ A∗a′,um, com

u ≥ 2, se o maior ı́ndice j tal que (a1, ..., aj) = (b1, ..., bj) é menor ou igual a u− 2,

então vale que Ix,a ∩ Ix,b = ∅ e

d(Ix,a, Ix,b) ≥ δ(diam(Ix,πjm(a))).

Sob as condições acima, temos que para o conjunto C∗(x) =
⋂
u≥1

 ⋃
a∈A∗

a′m,um

Ix,a

 vale

dimH (C∗(x)) ≥ d∗(m).

Demonstração do Lema 5.6. Considere #(A∗a′m,m) subconjuntos fechados e disjuntos J∗ai ,

com ai ∈ A∗a′m,m, em ρ2(D(x)) tais que

diam(J∗ai) = diam(Ix,ai).

Obtemos os conjuntos J∗ai por uma translação dos Ix,ai de modo que eles sejam disjuntos.

Definimos recursivamente em u os conjuntos J∗a por uma translação dos conjuntos Ix,ai .

Na etapa u+1, para cada a = (a1, ..., au) ∈ A∗a′m,um, definimos o conjunto J∗a,b := J∗a1a2...au,b
fazendo uma translação do conjunto Ix,a,b de modo que J∗a,b ⊂ J∗a e J∗a,b1 ∩ J

∗
a,b2

= ∅. Por

ser uma translação, temos que J∗a é fechado e

diam(J∗a) = diam(Ix,a), a ∈ Aa′,um.

Seja então

C∗(x) =
⋂
u≥1

 ⋃
a∈A∗

a′m,um

J∗a

 .

Afirmação 5.1. dimH (C∗(x)) ≥ d∗(m), para todo m suficientemente grande.
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Suponha que dimH (C∗(x)) < d∗(m) e tome d0 > 0 tal que dimH (C∗(x)) < d0 <

d∗(m)) para infinitos valores de m. Tome m0 e κ > 0 tais que

∑
a∈A∗

a′,m

(
m∏
k=1

λ2(wk)

)d0

>
1

K
eκm > 1 (5.19)

para infinitos valores m ≥ m0, onde K é uma constante dada pelo Corolário 3.1 e wk

são pontos em ρ2(T̃m−k(D([aa′]m(x)))). Existe uma cobertura aberta U de C∗(x) tal que,

para ε > 0, vale que ∑
U∈ U

[diam(U)]d0 < εd0 = ε0.

Considere ε > 0 pequeno de modo que cada U ∈ U intersecte no máximo um J∗ai . Por

compacidade, podemos supor ainda que U é uma cobertura finita. Defina

UJ∗ai = {U ∈ U : U ∩ J∗ai 6= ∅}.

Note que UJ∗ai é uma cobertura de J∗ai e que U é a união disjunta desses conjuntos UJ∗a .

Seja agora

F−m(UJ∗ai ) := {F−m(V ) : V ∈ UJ∗ai}

em que F−m denota a composição de (T̃m|ρ2(D([ai](x)))
−1 com a inversa da translação usada

para definir J∗ai e com a identificação natural de ρ2(D([ai(x)])) com ρ2(D(x)) . Observe

que cada F−m(UJ∗ai ) é uma cobertura de C∗(x). Note agora que∑
V ∈ F−m(UJ∗ai

)

[diam(V )]d0 =
∑

U∈ UJ∗ai

[diam(F−m(U))]d0

≤
∑

U∈ UJ∗ai

(
m∏
k=1

λ2(wk(ai, U)))−d0 [diam(U)]d0 .

Pelo Corolário 3.1, podemos tomar wk independente de ai e U , de forma que

(
m∏
k=1

λ2(wk(ai, U))) ≥ K−1(
m∏
k=1

λ2(wk)).

Assim,

∑
U∈U

[diam(U)]d0 =
∑
J∗ai

∑
U∈ UJ∗ai

[diam(U)]d0 ≥
∑
J∗ai

K

(
m∏
k=1

λ2(wk)

)d0 ∑
V ∈ F−m(UJ∗ai

)

[diam(V )]d0 .

Se supormos que ∑
V ∈ F−m(UJ∗ai

)

[diam(V )]d0 ≥
∑
U∈U

[diam(U)]d0 , ∀ J∗ai ,



5.4. OS CONJUNTOS E ′UM , C ′(M) E ∆′
T (M) 108

então vale que

∑
U∈U

[diam(U)]d0 ≥ K
∑
J∗ai

(
m∏
k=1

λ2(wk)

)d0 ∑
U∈U

[diam(U)]d0 .

De onde podemos concluir que

∑
U∈U

[diam(U)]d0 ≥ K
∑

a∈A∗
a′,m

(
m∏
k=1

λ2(wk)

)d0 ∑
U∈U

[diam(U)]d0 . (5.20)

Segue, por (5.19), que

K
∑

a∈A∗
a′,m

(
m∏
k=1

λ2(wk)

)d0

> K
1

K
eκm > 1,

o que é uma contradição . Portanto, existe J∗ai tal que∑
V ∈ F−m(UJ∗ai

)

[diam(V )]d0 <
∑
U∈U

[diam(U)]d0 < ε0.

Observe que temos #(F−m(UJ∗ai )) = #(UJ∗ai ) < #(U). Repetindo o processo anterior,

agora para a cobertura Ũ = F−um(UJ∗ai ), obteremos uma cobertura ˜̃U de C∗(x) com

#( ˜̃U) < #(Ũ) onde ainda vale ∑
U∈ ˜̃U

[diam(U)]d0 < ε0.

Continuando este processo um número finito de vezes chegaremos a uma cobertura com

0 elementos de algum C∗(x), o que é um absurdo. Portanto conclúımos a Afirmação 5.1 .

Vamos agora encontrar uma transformação h∗ : C∗ → C∗ que seja Lipschitz cont́ınua

e com isso teremos

dimH(C∗) ≥ dimH(h∗(C∗)) = dimH(C∗) ≥ d∗(m).

Considere c∗ ∈ C∗. Então para todo u = 1, 2, ..., existe a ∈ Aa′m,um tal que c∗ ∈ Ix,a.

Definiremos h∗(c∗) =
∞⋂
u=1

J∗a . Como, para cada u = 1, 2..., J∗a é uma sequencia encaixada

de compactos e lim
u→∞

diam(J∗a) = 0, temos que h∗(c∗) está bem definido como um único

ponto. Note que h∗, assim definida, é uma bijeção entre C∗ e C∗. Tome c∗ 6= c∗ em C∗ e

considere u0 o maior ı́ndice tal que h∗(c∗) e h∗(c∗) estão no mesmo J∗a1,a2,...,au0
. Então,

dist(h∗(c∗), h
∗(c∗)) ≤ diam(J∗a1,a2,...,au0

).
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Mas, pela hipótese (3) do enunciado do Lema 5.6, temos

d(c∗, c
∗) ≥ δ(diam(Ix,πu0m(a))) = δ diam(J∗a1,a2,...,au0

).

Portanto

d(h∗(c∗), h
∗(c∗)) ≤ (δ)−1d(c∗, c

∗),

o que conclúı o Lema 5.6.

Agora, para concluir a prova do Teorema 5.3, considere para cada a ∈ A∗a′m,um, os

conjuntos

Ia = ρ(T um(D(τ(a, a′m)))) e ρ(∆′T (x′m)) =
∞⋂
u=1

 ⋃
a∈A∗

a′m,um

Ia

 .

Observe que os Ia tem as propriedades 1 e 2 do Lema 5.6 e, pela Proposição 5.8, também

vale a propriedade 3. Assim, usando o Lema 5.6, obtemos

dimH(ρ(∆′T (x′m))) ≥ d∗(m), para m suficientemente grande.

Passando ao limite,

lim inf
m→∞

(dimH(ρ(∆′T (x′m)))) ≥ lim inf
m→∞

(d∗(m)) .

Como

lim inf
m→∞

(d∗(m)) ≥ lim inf
m→∞

(d∗(m)− d(m)) + lim inf
m→∞

(d(m)) ,

e usando os Lemas 5.4 e 5.5, segue que

lim inf
m→∞

(dimH(ρ(∆′T (x′m)))) ≥ s0p.

Como queŕıamos demonstrar.

5.4.1 Holonomia instável

Necessitamos considerar uma aplicação h̃ : ∆′T (x′)→ ∆T (x) tal que h̃(t′) ∈ W u
loc(t

′) ∩
∆T (x), tal aplicação é a holonomia instável. Vamos fazer algumas considerações para

que está bem definida. Considere m inteiro, grande o suficiente para que tenhamos os

conjuntos e os resultados do Teorema 5.3. Sejam x′ ∈ C ′(m) e x ∈ Tl. Denote por

d = d(x′, x) e seja xc = xc(x
′, x) o ponto médio do segmento que liga x′ a x. Para cada
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t′ ∈ ∆′T (x′), tome tc ∈ ∆T (xc) ∩W u(t′) tal que tc = tc(xc, t
′) é o ponto mais próximo de

t′ em W u(t′). Defina, para t∗ ∈ V e L ≥ 0, o seguinte conjunto

W u
L(t∗) := {t ∈ W u(t∗) : d(π(T−n(t)), π(T−n(t∗))) ≤ L, ∀ n ≥ 0}.

Afirmação 5.2. t′ ∈ W u
d
2

(tc).

Seja S∗ um caminho em W u(tc) ligando t′ a tc. Denote x0 = xc e t0 = tc e considere

T−n(t0) e xn0 = π(T−n(t0)). Tome agora o ramo inverso hn1 de ϕn definido na bola B(x0, γ)

tal que hn1 (x0) = xn0 . Sejam então x1 ∈ π(S∗) ∩ B(x0, γ) o ponto mais próximo de x′,

d1 = d(x1, x0) e t1 ponto de D(x1) ∩W u(tc) mais próximo de t0 em W u(tc). Denotando

tn1 = T−n(t1) e xn1 = hn1 = π(tn1 ), note que d(xn1 , x
n
0 ) ≤ β−nd1. De forma semelhante, tome

o ponto x2 ∈ π(S∗) ∩ B(x1, γ) mais próximo de x′ e t2 ∈ D(x2) ∩W u(tc) o ponto mais

próximo de t0 em W u(tc). Sejam d2 = d(x2, x1), tn2 = T−n(t2), xn2 = hn2 (x2) = π(tn2 ), onde

hn2 é o ramo inverso de ϕn definido em B(x1, γ). Logo, d(xn2 , x
n
1 ) ≤ β−nd2. Repetindo este

processo um número finito M de vezes, encontraremos t′ = tnM e xnM = x′ = hnM(xM) =

π(T−n(tnM)), com d(xnM , x
n
M−1) ≤ β−ndM , onde xM , xM−1 e dM são descritos como antes.

Assim, teremos que

d(π(T−n(t′)), π(T−n(tc)) = d(xnM , x
n
0 ) ≤

M∑
j=1

β−ndj.

Como
M∑
j=1

dj ≤
d

2
e β−n < 1, temos

d(π(T−n(t′)), π(T−n(tc)) ≤
d

2
.

Portanto, de fato, vale que t′ ∈ W u
d
2

(tc).

Denote B(xc,
d
2
) = B. Segue a seguinte afirmação:

Afirmação 5.3. π(W u
d
2

(tc)) = B.

De fato, seja x ∈ π(W u
d
2

(tc)), então vale d(π(T−n(t∗)), π(T−n(tc))) ≤
d

2
, para todo

n ≥ 0, em que t∗ ∈ π−1(x) ∩W tc . Em particular, para n = 0, temos d(xc, x) ≤ d

2
. Por

outro lado, tome x̃ ∈ B(xc,
d
2
) e seja t̃ ∈ ∆T (x̃) ∩W u(tc) o ponto mais próximo de tc em

W u(tc). Repetindo o argumento da Afirmação anterior com x̃ no lugar de x′ e t̃ no lugar

de t′, teremos

d(π(T−n(t̃)), π(T−n(tc)) ≤
d

2
,

isto é, t̃ ∈ W u
d
2

(tc).

Note que x′ e x formam um diâmetro de B.
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Observação 13. O Teorema da Variedade Instável implica que existe um ε∗ > 0, pequeno

o suficiente, tal que W u
ε∗(t) é conexo e W u

ε∗(t)∩D(x) é um único ponto, para todo t ∈ ∆T .

Denote agora Bt′ = W u
d
2

(tc).

Proposição 5.9. O conjunto Bt′ é conexo por caminhos.

Demonstração. Considere t0 ∈ Bt′ e tome x0 = π(t0) ∈ B. Seja S o segmento de reta

ligando x0 a xc e denote por hN(S) a componente conexa dos pontos que são imagens de

B(x, γ) ∩ S, com x ∈ S, pelos ramos inversos de ϕN de modo que tenhamos hN(xc) =

π(T−N(tc)) ∈ hN(S). Temos hN(S) conexo. Tome N grande o suficiente para que

d(hN(x0), hN(xc)) ≤ ε∗

Seja J o levantamento de hN(S), começando em T−N(tc). Note que o ponto final de

J está em W u
ε∗(T

−N(tc)) ∩ D(hN(x0)). Pela Observação 13, podemos concluir que este

ponto é T−N(t0). Por fim, considere então TN(J). Por construção, teremos TN(J) conexo

e π(TN(J)) = S ⊂ B. Portanto, TN(J) ⊂ W u
d
2

(tc). Ou seja, TN(J) é um caminho conexo

ligando t0 a tc. Assim, dados t0, t1 em Bt′ , conseguimos um caminho conexo ligando t0 a

t1 (passando por tc) em Bt′ .

Observação 14. Note que π|Wu(tc) é um difeomorfismo local. Assim, a restrição π :

W u(tc)→ Tl é uma aplicação de recobrimento.

Proposição 5.10. Em Bt′, apenas tc tem a propriedade π(tc) = xc.

Demonstração. Seja t0 ∈ Bt′ tal que π(t0) = xc. Seja L : [a, b] → Bt′ um caminho

ligando tc a t0, com L(a) = tc e L(b) = t0. Como B é simplesmente conexo, temos π(L)

é um caminho fechado homotópico a constante xc. Isto é, existe H : [0, 1] × [a, b] → B

cont́ınua, com H(0, y) = π(L(y)), H(1, y) = xc, e H(q, .) é um caminho fechado com

H(q, a) = H(q, b) = xc. Assim, existe um único levantamento G : [0, 1] × [a, b] → Bt′

tal que π(G(q, y)) = H(q, y), G(0, y) = L(y) e G(1, a) = G(1, b). Como G(1, a) = tc e

G(1, b) = t0, segue que tc = t0.

Corolário 5.5. A restrição de π a Bt′ é injetiva.

Demonstração. De fato, se π(t1) = π(t2) = x, com t1, t2 ∈ Bt′ , tomemos o segmento de

reta S ligando x a xc, L1 o levantamento de S começando em t1, L2 o levantamento de S

começando em t2. A projeção do caminho justaposto π(L1 ∨ L−1
2 ) é fechado em B, logo

é homotópico a constante x. O levantamento dessa homotopia garante t1 = t2.
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Portanto, para cada t′ ∈ ∆′(x′) podemos associar um único t ∈ Bt′ ∩ ∆(x). Isto é,

podemos definir a seguinte aplicação

h̃ : ∆′T (x′) −→ ∆T (x)

t′ 7−→ h̃(t′) = t ∈ Bt′ ∩∆T (x).
.

A aplicação h̃ é a holonomia instável de ∆′T (x′) para ∆T (x).

Pelo Teorema 5.3, temos ρ|∆′T (t′) injetora para cada t′ ∈ C ′(m). Assim, a seguinte

aplicação está bem definida

h := ρh̃ρ−1 : ρ(∆′T (x′))→ ρ(∆T (x)).

Observação 15. A hipótese de que T seja um mergulho foi usada apenas para considerar

tal h̃ bem definida. Se T não é injetora, podemos considerar um F que seja um mergulho

e um levantamento de T e definir h da mesma maneira.

De posse desta aplicação h, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.4. Para cada x′ ∈ C ′(m), com m grande o suficiente, existe uma partição

finita de ρ(∆′T (x′)) em subconjuntos compactos disjuntos E1, E2, ..., Eq tais que h|Ei , i =

1, 2, ..., q, é injetora e tem inversa Lipschitz cont́ınua.

Demonstração. Considere m, x′ ∈ C ′(m), x ∈ Tl e B = B(xc,
d
2
) definidos como acima.

Observe que, como ϕm(C ′(m)) = C ′(m), e usando a Proposição 5.7, existe δ1 > 0 tal que

para quaisquer x∗ ∈ C ′(m) e t1, t2 ∈ ∆′T (x∗), com π(T−m(t1)) 6= π(T−m(t2)), vale que

d(ρ(W u
δ1

(t1)), ρ(W u
δ1

(t2)) ≥ δ1,

pois W u
δ1

(t1) ⊂ Tm (∆′T (π(T−m(t1)))) e W u
δ1

(t2) ⊂ Tm(∆′T (π(T−m(t2)))). Tome k1 inteiro

positivo, grande o suficiente, para termos que o diâmetro de cada uma das Nk1m compo-

nentes de ϕ−k1m(B) seja no máximo δ1. Sejam x1, x2, ..., xq pontos em ϕ−k1m(x′)∩C ′(m).

Defina então

Ej = ρ(T k1m(∆′T (xj))), j = 1, ..., q.

Do modo como foram constrúıdos os Ej, temos ρ(∆′T (x′)) =

q⋃
j=1

Ej e como para cada

x∗ ∈ C ′(m), ρ|∆′T (x∗) é injetiva, vale que os conjuntos Ej, j = 1, ..., q são disjuntos dois a

dois.

Mostremos agora que h|Ej , j = 1, ..., q, é injetiva e que a inversa de h, restrita acada

Ej, é Lipschitz cont́ınua. Considere t′, e′ ∈ ρ(∆′T (x′)) tais que t′, e′ estejam num mesmo
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Ej, para algum j = 1, 2, ..., q, com t′ 6= e′. Existem únicos t̃′ e ẽ′ em ∆′T (x′) com ρ(t̃′) = t′

e ρ(ẽ′) = e′. Denote

t̃ = h̃(t̃′), t = ρ(t̃) = ρ(h̃(t̃′)) = h(t′), t̃′i = T−im(t̃′), t̃i = T−im(t̃) e π(t̃′i) = π(ẽ′i) = x′i,

com i = 0, 1, 2... e de modo semelhante,

ẽ = h̃(ẽ′), e = ρ(ẽ) = ρ(h̃(ẽ′)) = h(e′), ẽ′i = T−im(ẽ′), ẽi = T−im(ẽ) e π(t̃i) = π(ẽi) = xi.

Seja k0 o maior inteiro tal que vale π(T−k0m(t̃′)) = π(T−k0m(ẽ′)). Como t′, e′ estão num

mesmo Ej, segue que k0 ≥ k1. Assim, por uma desigualdade triangular, vale que

d(π(T−k0m(t̃′)), π(T−k0m(ẽ)) = d(x′k0 , xk0) ≤ δ1,

isto é, ˜tk0 ∈ W u
δ1

(t̃′k0) e ẽk0 ∈ W u
δ1

(ẽ′k0). Conclúımos então que

d(ρ( ˜tk0), ρ(ẽk0)) ≥ δ1,

ou seja,

d(ρ(T−k0m(t̃)), ρ(T−k0m(ẽ))) ≥ δ1.

Portanto,

d(t, e) = d(ρ(t̃), ρ(ẽ)) ≥

(
k0m∏
w=1

λ2(tw)

)
d(ρ(T−k0m(t̃)), ρ(T−k0m(ẽ)))

≥

(
k0m∏
w=1

λ2(tw)

)
δ1 > 0,

em que tw = (xw, zw) ∈ ρ(Tw(D(x))). Logo, h(t′) 6= h(e′), o que nos permite concluir que

h|Ej é injetiva.

Por outro lado, temos que d(ρ(T−k0m(t̃′)), ρ(T−k0m(ẽ′))) ≤ 2. Assim,

d(t′, e′) = d(ρ(t̃′), ρ(ẽ′)) ≤

(
k0m∏
w=1

λ2(t∗w)

)
d(ρ(T−k0m(t̃′)), ρ(T−k0m(ẽ′)))

≤ 2

(
k0m∏
w=1

λ2(t∗w)

)
,

em que t∗w = (x∗w, z
∗
w) ∈ ρ(Tw(D(x′))). Chegamos então que

d(t′, e′) ≤ 2

δ1


k0m∏
w=1

λ2(t∗w)

k0m∏
w=1

λ2(tw)

 d(t, e). (5.21)
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Notemos agora que d(xw, x
∗
w) ≤ β−w e d(zw, z

∗
w) ≤M0(λmax)

w para algum M0 > 0. Assim,

d(tw, t
∗
w) ≤ β−w +M0(λmax)

w.

Dessa forma,

λ2(t∗w) ≤ (λmax)d(tw, t
∗
w) + λ2(tw)

≤ (λmax)(β
−w +M0(λmax)

w) + λ2(tw).

Aplicando em (5.21), temos

d(t′, e′) ≤ 2

δ1

k0m∏
w=1

(
(λmax)(β

−w +M0(λmax)
w)(λ2(tw))−1 + 1

)
d(t, e)

≤ 2

δ1

k0m∏
w=1

(
(λmax)(β

−w +M0(λmax)
w)(λmin)−1 + 1

)
d(t, e)

≤ 2

δ1

∞∏
w=1

(
(λmax)(β

−w +M0(λmax)
w)(λmin)−1 + 1

)
d(t, e),

onde
∞∏
w=1

(
(λmax)(β

−w +M0(λmax)
w)(λmin)−1 + 1

)
= M1 <∞,

pois β > 1 e λmax < 1. Assim,

d(t′, e′) ≤M1d(t, e).

5.5 Demonstração do Teorema B

Considere m inteiro suficientemente grande para que estejam bem definidos os con-

juntos C ′(m) ⊂ Tl, ∆′T (m) ⊂ π−1(C ′(m)) ∩∆T e ∆′T (x′), com x′ ∈ C ′(m), para os quais

vale o Teorema 5.3. Sejam ainda x′ ∈ C ′(m) e x ∈ Tl de modo que estejam bem definidas

as aplicações

h̃ : ∆′T (x′) −→ ∆T (x) e h := ρh̃ρ−1 : ρ(∆′T (x′))→ ρ(∆T (x))

e que vale o Teorema 5.4.
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5.5.1 Demonstração do Teorema 5.1

Demonstração. Seja ε > 0. Usando o Teorema 5.3, podemos considerar m grande tal que

dimH ρ(∆′T (x′)) ≥ s0p− ε.

Seja ρ(∆′T (x′)) =

q⋃
j=1

Ej a partição finita de ρ(∆′T (x′)) dada pelo Teorema 5.4. Como

dimH ρ(∆′T (x′)) = sup
j

(dimH Ej), segue que pelo menos um dos Ej é tal que dimH Ej ≥

s0p− ε. Ou seja,

dimH(h−1(h(Ej))) ≥ s0p− ε.

Uma vez que (h|Ej)−1 é uma mapa Lipschitz, vale que dimH(h−1(h(Ej))) ≤ dimH(h(Ej))

e portanto

dimH(h(Ej)) ≥ s0p− ε.

Como h(Ej) ⊂ ρ(∆T (x)), segue então que

dimH ρ(∆T (x)) ≥ s0p− ε.

E sendo ε arbitrário, podemos fazer ε→ 0, isto é, teremos

dimH(ρ(∆T (x))) ≥ s0p

5.5.2 Demonstração do Teorema B

Demonstração. O Teorema 3.2 nos fornece que dimH(∆T (x)) ≤ s0p. Como a aplicação

ρ : V → A2 é Lipschtiz cont́ınua, temos

dimH ρ(∆T (x)) ≤ dimH (∆T (x)) .

Usando o Teorema 5.1 , vale que

dimH(∆T (x)) ≥ dimH ρ2(∆T (x)) ≥ s0p.

Portanto,

dimH(∆T (x)) = s0p.

Agora iremos mostrar que dimH(∆T ) = l + s0p. Usando o Teorema 3.3, já temos

dimH(∆T ) ≤ l + s0p. Falta mostrar que

dimH(∆T ) ≥ l + s0p.
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Seja x0 = (1
2
, 1

2
, ..., 1

2
) ∈ Tl e considere a bola B(x0,

1
10

) ⊂ Tl. Considere ainda a

identificação natural do toro Tl com E = [0, 1]l ⊂ Rl. O atrator ∆T é identificado com

um subconjunto de [0, 1]l×Rd×Rp, que está contido em Rl+d+p. Observe que identificação

restrita a bola B(x0,
1
10

) é dada por

i : B(x0,
1
10

) ⊂ Tl −→ B(x0,
1
10

) ⊂ Rl

x 7−→ i(x) = x.

Escrevendo n = l + d + p, k = l, F = ∆T , E = B(x0,
1
10

) e, para cada x ∈ E, Lx =

{x} ×Rd ×Rp = (x+ {0})×Rd ×Rp(subespaço afim de dimensão d+ p = n− k). Note

que F ∩ Lx = ∆T (x) e portanto

dimH(F ∩ Lx) = dimH(∆T (x)) ≥ s0p, ∀ x ∈ E.

Assim, usando o Teorema 3.1, segue que

dimH(∆T ) = dimH(F ) ≥ s0p+ dimH(E) = s0p+ dimH(B(x0,
1

10
)) = s0p+ l.

Argumentos similares aos de cima permitem concluir também que dimH(ρ(∆T )) =

l + s0p. Ou seja, vale

dimH(∆T ) = dimH(ρ(∆T )) = l + s0p.

Usando a desigualdade em (3.6) e os Teoremas 3.5 e 3.6, segue que

dimB(∆T (x)) = s0p

para todo x ∈ Tl e que

dimB(∆T ) = l + s0p.
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6 DIMENSÃO DE HAUSDORFF COM TRANSVERSALIDADE INTŔINSECA

VIA POTENCIAIS

Neste Caṕıtulo apresentaremos o cálculo da dimensão de Hausdorff usando a técnica

de potenciais tal como fizemos no Caṕıtulo 4. No entanto, aqui acrescentaremos a hipótese

de transversalidade intŕınseca apresentada no Caṕıtulo 5. A união dessas duas técnicas

vai nos permitir o mesmo resultado, porém de forma mais anaĺıtica.

Os resultados apresentados no Caṕıtulo 5 exigem uma condição bastante forte λmax e

de distorção limitada da expansora na Seção 5.1. Estamos interessados agora, unindo as

técnicas do Caṕıtulo 4 e a definição de transversalidade intŕınseca, em provar que podemos

ter a dimensão de Hausdorff do Atrator exigindo menos do número λmax e não exigindo

condições sobre as constantes de expansão.

Os resultados abaixo se assemelham aos do Caṕıtulo 4. A diferença crucial é que a

ideia de transversalidade estava ligada ao parâmetro, agora está relacionada com o ponto

x ∈ Tl.
Então considere T : V → V definida como antes e tal que T ∈ T×2 . Denotaremos ainda

ρ = ρ2. Lembremos que pelo Corolário 5.1, a condição de transversalidade intŕınseca

implica na seguinte condição sobre as componentes do atrator: existem δ0 > 0 e c0 > 0

tais que quaisquer duas palavras a, b ∈ I∞(x), com [a]1 6= [b]1, temos que se

||ρ(S(x, a))− ρ(S(x, b))|| ≤ δ0, então m(ρDS(x, a)− ρDS(x, b)) ≥ c0. (6.1)

Observação 16. Mais uma vez estamos escrevendo ρ(S(x, a)) e ρ(DS(x, a)) para denotar

a componente em Rp de S(x, a) e DS(x, a).

Vamos provar então o seguinte resultado:

Teorema C. Se T ∈ T ×2 e λmax < N−
1

min{p,2} , então dimB(∆T (x)) = dimH(∆T (x)) = s0p

para quase todo x ∈ Tl. Isto implica que

dimB(∆T ) = dimH(∆T ) = l + s0p.

Antes, precisaremos provar alguns Lemas a seguir.

6.1 Resultados auxiliares

Consideraremos nesta Seção os números δ0 > 0 e c0 > 0 como em (6.1) e denotamos

ml a medida de Lebesgue l−dimensional.
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Lema 6.1. Se T ∈ T ×2 , então existem constante K > 0 e inteiro q ≥ 1 tais que para

quaisquer a, b ∈ I∞(c) (ver 2.6), com [a]1 6= [b]1 e c ∈ Eq, vale

ml({x ∈ Tc : ||ρ(S(x, a))− ρ(S(x, b))|| < r}) ≤ Krp (6.2)

para todo 0 < r ≤ δ0.

Demonstração. Dado 0 < r ≤ δ0, considere x0 ∈ Tl tal que ||ρ(S(x0, a))− ρ(S(x0, b))|| <
r ≤ δ0 para a, b ∈ I∞(x0), com [a]1 6= [b]1. Por 6.1, temos

m(ρDS(x0, a)− ρDS(x0, b)) ≥ c0.

Usando os cálculos envolvidos na demonstração da Proposição 5.1, é posśıvel mostrar que

existe L̃ > 0 tal que

||ρDS(x, a)− ρDS(x0, a)|| ≤ L̃||x− x0||, x ∈ Tl, a ∈ I∞(x) ∩ I∞(x0).

Por uma desigualdade triangular, podemos mostrar também que

||ρDS(x, a)− ρDS(x0, a)− (ρDS(x, b)− ρDS(x0, b))|| ≤ 2L̃||x− x0||. (6.3)

Desta forma, usando estas estimativas chegamos em

m(ρDS(x, a)− ρDS(x, b)) ≥ c0 − 2L̃||x− x0||.

Assim, para que tenhamos

c0 − 2L̃||x− x0|| >
c0

2

devemos ter ||x − x0|| <
c0

4L̃
. Logo, se tomamos q ≥ 1 grande o suficiente tal que

diam(Tc) <
c0

4L̃
, com c ∈ Eq, então vale

m(ρDS(x, a)− ρDS(x, b)) ≥ c0

2
, ∀x ∈ Tc.

Consideramos q grande o suficiente para que Tc ⊂ B(x0, r0), onde

0 < r0 <
c0

4
(
1 +

L1β
−1

1− (λmax)β
−1 + L̃

) < c0

4L̃

em que β > 1 e L1 > 0 são tais que ||Dxν|| ≤ L1 e ||(Dϕ(x))−1||−1 ≤ β. Definimos agora

uma aplicação g : B(x0, r0) ⊃ Tc → Rp dada pela extensão de

g(x) = ρ(S(x, a))− ρ(S(x, b)).
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Estendemos os ramos inversos, o que permite estender S(x, a) e portanto g. Temos

m(g(x)) ≥ c0

2
. Além disso, ||g(x)|| ≤ 2 e

||Dg(x)|| ≤ ||ρDS(x, a)||+ ||ρDS(x, b)||

. Como

ρDS(x, a) := Dxν(x1, z
a
i )Dϕ−1(x1)+

∞∑
i=2

(
i−1∏
j=1

Dzν(xj, z
a
j ))(Dxν(xi, z

a
i ))(Dϕi(xi))

−1 (6.4)

em que xi = [a]i(x) e zai := lim
n→∞

z
[a]n
i = lim

n→∞
ν[a]i+1(x) ◦ ... ◦ ν[a]n(x)(0), segue que

||ρDS(x, a)|| ≤ ||Dxν(x1, z
a
i )|| ||Dϕ−1(x1)||

+
∞∑
i=2

||(
i−1∏
j=1

Dzν(xj, z
a
j ))|| ||(Dxν(xi, z

a
i ))|| ||(Dϕi(xi))−1||

≤ L1β
−1 +

∞∑
i=2

(λmax)
i−1L1β

−i = L1

( σ−1

1− (λmax)β
−1

)
.

Assim,

||Dg(x)|| ≤ 2L1

( β−1

1− (λmax)β
−1

)
.

Notando agora que, por 6.3 , devemos ter ||D2g(x)|| ≤ 2L̃. Logo,

||g||C2 ≤ 2

(
1 +

L1β
−1

1− (λmax)β
−1 + L̃

)

Aplicando então o Lema 3.3 para g, U = B(x0, r0), δ =
c0

2
e

α0 = 1 +
L1β

−1

1− (λmax)β
−1 + L̃,

existe um K > 0 tal que

ml(g
−1(B(0, r))) < Krp

e isto implica que

ml({x ∈ Tc : ||ρ(S(x, a))− ρ(S(x, b))|| < r}) ≤ Krp

Lema 6.2. Se T ∈ T ×2 , então para todo β ∈ (0, p) existem uma constante K0 > 0 e um

inteiro q ≥ 1 tal que para x ∈ Tc, com c ∈ Eq, q ≥ 1, e para quaisquer a, b ∈ I∞(c), com

[a]1 6= [b]1, temos ∫
Tc

dx

||ρS(x, a)− ρS(x, b)||β
≤ K0.
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Demonstração. Considere q ≥ 1 grande tal que vale o Lema 6.1 para Tc, com c ∈ Eq.
Sejam quaisquer a, b ∈ I∞(c) tais que [a]1 6= [b]1. Usando a equação 4.13, com X = Tc,

µ = ml, φ(t) = t e f(x) =
1

||ρS(x, a)− ρS(x, b)||β
, podemos escrever

∫
Tc

dx

||ρS(x, a)− ρS(x, b)||β
=

∫ ∞
0

ml({x ∈ Tc :
1

||ρS(x, a)− ρS(x, b)||β
> t}) d t.

Para r > 0, escrevemos t = r−β e assim, por mudança de variável , temos∫ ∞
0

ml({x ∈ Tc :
1

||ρS(x, a)− ρS(x, b)||β
> t})dt

= β

∫ ∞
0

ml({x ∈ Tc : ||ρS(x, a)− ρS(x, b)|| < r})r−(β+1)dr

= β

∫ δ0

0

ml({x ∈ Tc : ||ρS(x, a)− ρS(x, b)|| < r})r−(β+1)dr

+β

∫ ∞
δ0

ml({x ∈ Tc : ||ρS(x, a)− ρS(x, b)|| < r})r−(β+1)dr.

Usando o Lema 6.1, podemos estimar

β

∫ δ0

0

ml({x ∈ Tc : ||ρS(x, a)− ρS(x, b)|| < r})r−(β+1)dr

≤ βK

∫ δ0

0

rp−(β+1)dr = βK(δp−β0 )(p− β)−1 <∞.

Como 1 + β > 1, temos que

∫ ∞
δ0

r−(β+1)dr <∞ e com isso temos também

β

∫ ∞
δ0

ml({x ∈ Tc : ||ρS(x, a)− ρS(x, b)|| < r})r−(β+1)dr ≤ βml(Tc)

∫ ∞
δ0

r−(β+1)dr <∞.

O que conclui a prova.

Lema 6.3. Fixado x0 ∈ Tc, c ∈ Eq, q ≥ 1, temos que existe constante K1 > 0 tal que

para todo x ∈ Tc e todo a ∈ I∞(c), vale

e−K1 ≤ ||Dzν
n([a]n(x), 0)||

||Dzνn([a]n(x0), 0)||
≤ eK1 . (6.5)

para todo n ≥ 0.

Demonstração. Usando a conformalidade e a Regra da Cadeia, temos

log
||Dzν

n([a]n(x), 0)||
||Dzνn([a]n(x0), 0)||

= log

(
| detDzν

n([a]n(x), 0)|
1
p

| detDzνn([a]n(x0), 0)|
1
p

)
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=
1

p
log

(
| detDzν

n([a]n(x), 0)|
| detDzνn([a]n(x0), 0)|

)

=
1

p
log


n−1∏
k=0

| detDzν(νk([a]n(x), 0))|

n−1∏
k=0

| detDzν(νk([a]n(x0), 0))|


=

1

p

n−1∑
k=0

(log | detDzν(νk([a]n(x), 0))| − log | detDzν(νk([a]n(x0), 0))|).

Como ν ∈ Cr, r ≥ 2, segue que o logaritmo do jacobiano de ν é Lipschitz. Assim, existe

C0 > 0 tal que

log
||Dzν

n([a]n(x), 0)||
||Dzνn([a]n(x0), 0)||

≤ 1

p

n−1∑
k=0

C0||νk([a]n(x), 0)− νk([a]n(x0), 0)||.

Usando o Teorema da desigualdade do Valor Médio, segue que

|νk([a]n(x), 0)− νk([a]n(x0), 0)|| ≤ sup ||Dzν
k(x, z)|| ||[a]n(x)− [a]n(x0)||

≤ C1(λmax)
kβ−n||x− x0||

≤ C1(λmax)
kβ−n.

Portanto,

log
||Dzν

n([a]n(x), 0)||
||Dzνn([a]n(x0), 0)||

≤ 1

p

n−1∑
k=0

C0C1(λmax)
kβ−n <

1

p
C0C1

( β−1

1− λmax
)
.

Tome então K1 >
1

p
C0C1

( β−1

1− λmax
)
.

Considere agora µx a medida finita em I∞(x) definida na Seção 3.5. De maneira

análoga ao Capitulo 4 , temos que µx determina uma medida em ρ2(∆T (x)). Pois para

cada x ∈ Tl , definimos a aplicação hx : I∞(x)→ {x} × Rp por

hx(a) = (x, ρS(x, a)). (6.6)

Note que hx(I
∞(x)) = ρ2(∆T (x)). Identificamos naturalmente {x} × Rp com Rp. Defini-

mos a medida υx em ρ2(∆T (x)) pelo ”push-forward”

υx(E) = (hx)∗(µx)(E) = µx(h
−1
x (E)).

Assim, se f é uma função mensurável limitada, então∫
f d υx =

∫
f d((hx)∗(µx)) =

∫
(f ◦ hx) dµx (6.7)
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Observação 17. Se a ∈ I∞(x), então temos

µx(a) = µ((π+)−1(s(x)a)).

Como s(x) é constante para todo x ∈ Tc, c ∈ Eq, q ≥ 1, segue que x 7→ µx é constante em

Tc. Note ainda que I∞(x) = I∞(c), para todo x ∈ Tc.

Para cada c fixado, c ∈ Eq, q ≥ 1, usaremos ainda os conjuntos,

An = {(a, b) ∈ I∞(c)× I∞(c) : [a]n = [b]n e [a]n+1 6= [b]n+1}

A∞ = {(a, a) ∈ I∞(c)× I∞(c)},

e, para a′ ∈ In(c), escreva

An,a′ = {(a, b) ∈ An : [a]n = a′}.

Note então que

I∞(c)× I∞(c) =

⋃̇
n,a′

An,a′

 ∪̇(A∞). (6.8)

Temos também µx(A∞) = 0.

Usando as notações da Observação acima, temos:

Lema 6.4. Se (a, b) ∈ An e escrevendo [a]n(x) = x′, então vale

‖ρS(x, a)− ρS(x, b; )‖ ≥ K∗1 (||Dzν
n([a]n(x), 0)||) ||(ρS(x′, σn(a))− ρS(x′, σn(b))|| (6.9)

para alguma constante K∗1 > 0.

Demonstração. A demonstração é análoga à do Lema 4.4.

6.2 Prova do Teorema C

Teorema 6.1. Seja T ∈ T ×2 . Então para qualquer ε > 0, existe inteiro q ≥ 1 tal que para

quase todo x ∈ Tc, c ∈ Eq, temos

dimH(ρ(∆T (x))) ≥ s0p− ε.

Demonstração. Vamos mostrar que para todo ε > 0 tal que s0p − ε ∈ (0, p), temos o

seguinte∫
Tc

∫
I∞(x)

∫
I∞(x)

(
1

‖ρS(x, a)− ρS(x, b)‖s0p−ε

)
dµx(a) dµx(b) dx <∞. (6.10)
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Com isso, teremos∫
I∞(x)

∫
I∞(x)

(
1

‖ρS(x, a)− ρS(x, b)‖s0p−ε

)
dµx(a) dµx(b) <∞

para quase todo x ∈ Tc. Dáı, fazendo uma mudança de variáveis y′ = hx(a) e z′ = hx(b)

e usando 6.7, segue que∫
I∞(x)

∫
I∞(x)

(
1

‖ρS(x, a)− ρS(x, b)‖s0p−ε

)
dµx(a) dµx(b)

=

∫
ρ2(∆T (x))

∫
ρ2(∆T (x))

(
1

‖y′ − z′‖s0p−ε

)
d υx(y

′) d υx(z
′) <∞,

para quase todo x ∈ Tc. E, usando o Teorema 4.2, teremos

dimH(ρ2(∆T (x))) ≥ s0p− ε

para todo ε > 0 e para quase todo x ∈ Tc.

Uma vez que T ∈ T ×2 , tome q ≥ 1 grande tal que vale o Lema 6.1 para c ∈ Eq. Usando

Observação 17, temos que a medida µx é constante em Tc. Assim, fixe xc ∈ Tc e escreva

µxc := µx|I∞(c). Podemos escrever então∫
Tc

∫
I∞(x)

∫
I∞(x)

(
1

‖ρS(x, a)− ρS(x, b)‖s0p−ε

)
dµx(a) dµx(b) dx

=

∫
Tc

∫
I∞(c)

∫
I∞(c)

(
1

‖ρS(x, a)− ρS(x, b)‖s0p−ε

)
dµxc(a) dµxc(b) dx

Trocando a ordem de integração, usando a Observação 17 e em seguida o Lema 6.4, temos∫
Tc

∫
I∞(c)

∫
I∞(c)

(
1

‖ρS(x, a)− ρS(x, b)‖s0p−ε

)
dµxc(a) dµxc(b) dx

=

∫
I∞(c)

∫
I∞(c)

(∫
Tc

dx

‖ρS(x, a)− ρS(x, b)‖s0p−ε

)
dµxc(a) dµxc(b)

=
∑
n≥0

∫ ∫
An

(∫
Tc

dx

‖ρS(x, a)− ρS(x, b)‖s0p−ε

)
dµxc(a) dµxc(b)

=
∑
n≥0

∑
a′∈In(c)

∫ ∫
An,a′

(∫
Tc

dx

‖ρS(x, a)− ρS(x, b)‖s0p−ε

)
dµxc(a) dµxc(b)

≤
∑
n≥0

∑
a′∈In(c)

∫ ∫
An,a′

(∫
Tc

(K∗1 ||Dzν
n(a′(x), 0)||)−(s0p−ε) dx

‖ρS(x′, σn(a))− ρS(x′, σn(b))‖s0p−ε

)
dµxc(a) dµxc(b)
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= (K∗1)−s0p+ε∑
n≥0

∑
a′∈In(c)

∫ ∫
An,a′

(∫
Tc

(||Dzν
n(a′(x), 0)||)−(s0p−ε) dx

‖ρS(x′, σn(a))− ρS(x′, σn(b))‖s0p−ε

)
dµxc(a) dµxc(b).

Usando o Lema 6.3, existe K1 > 0 tal que

||Dzν
n(a′(x), 0)||−(s0p−ε) ≤ eK1(s0p−ε)(||Dzν

n(a′(xc), 0)||)−(s0p−ε).

Logo,

(K∗1)−s0p+ε
∑
n≥0

∑
a′∈In(c)

∫ ∫
An,a′

(∫
Tc

(||Dzν
n(a′(x), 0)||)−(s0p−ε) dx

‖ρS(x′, σn(a))− ρS(x′, σn(b))‖s0p−ε

)
dµxc(a) dµxc(b)

≤ (K∗1)−s0p+εeK1(s0p−ε)
∑
n≥0

∑
a′∈In(c)

(
(||Dzν

n(a′(xc), 0)||)−(s0p−ε)
)

∫ ∫
An,a′

(∫
Tc

dx

‖ρS(x′, σn(a))− ρS(x′, σn(b))‖s0p−ε

)
dµxc(a) dµxc(b)

Note agora que [σn(a)]1 6= [σn(b)]1, usando então o Lema 6.2, existe K0 > 0 tal que∫
Tc

dx

‖ρS(x′, σn(a))− ρS(x′, σn(b))‖s0p−ε
≤ K0.

Assim,

(K∗1)−s0p+εeK1(s0p−ε)
∑
n≥0

∑
a′∈In(c)

(
(||Dzν

n(a′(xc), 0)||)−(s0p−ε)
)

∫ ∫
An,a′

(∫
Tc

dx

‖ρS(x′, σn(a))− ρS(x′, σn(b))‖s0p−ε

)
dµxc(a) dµxc(b)

≤ K0(K∗1)−s0p+εeK1(s0p−ε)

∑
n≥0

∑
a′∈In(c)

(
(||Dzν

n(a′(xc), 0)||)−(s0p−ε)
)(∫ ∫

An,a′

dµxc(a) dµxc(b)

)

≤ K0(K∗1)−s0p+εeK1(s0p−ε)

∑
n≥0

∑
a′∈In(c)

(
(λmax)

nε(||Dzν
n(a′(xc), 0)||)−s0p

)(∫ ∫
An,a′

dµxc(a) dµxc(b)

)

= K0(K∗1)−s0p+εeK1(s0p−ε)

∑
n≥0

(λmax)
nε
∑

a′∈In(c)

(
(||Dzν

n(a′(xc), 0)||)−s0p
)(∫ ∫

An,a′

dµxc(a) dµxc(b)

)
.
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Observe agora que para cada a′ ∈ In(c) o conjunto An,a′ está contido no conjunto

Cn(a′) = [1, a′1, ..., a
′
n]× [1, a′1, ..., a

′
n].

Note ainda que por 3.34, temos

1

||Dzνn(a′(xc), 0)||s0p
≤ C∗3(µxc([1; a′1, ..., a

′
n]))−1

para alguma constante C∗3 > 0. Assim,

K0(K∗1)−s0p+εeK1(s0p−ε)

∑
n≥0

(λmax)
nε
∑

a′∈In(c)

(
(||Dzν

n(a′(xc), 0)||)−s0p
)(∫ ∫

An,a′

dµxc(a) dµxc(b)

)

≤ K0(K∗1)−s0p+εeK1(s0p−ε)
∑
n≥0

(λmax)
nε
∑

a′∈In(c)

C∗3(µxc([1; a′1, ..., a
′
n]))−1(µxc×µxc)(Cn(a′))

≤ C∗3K0(K∗1)−s0p+εeK1(s0p−ε)
∑
n≥0

(λmax)
nε
∑

a′∈In(c)

µxc([1; a′1, ..., a
′
n]).

Como para alguma constante K̃0 temos∑
x′∈ϕ−n(x)

µx([1; a′1, ..., a
′
n]) ≤ µx(I

∞(c)) ≤ K̃0,

segue que escrevendo K̂ = C∗3K0(K∗1)−s0p+εeK1(s0p−ε)K̃0, chegamos em

∫
Tc

∫
I∞(x)

∫
I∞(x)

(
1

‖ρS(x, a)− ρS(x, b)‖s0p−ε

)
dµx(a) dµx(b) dx ≤ K̂

∑
n≥0

(λmax)
nε <∞,

como queŕıamos demonstrar.

Como, para cada q ≥ 1, a famı́lia Tq dos conjuntos Tc, com c ∈ Eq, é uma partição de

Markov de Tl , em particular a união desses conjuntos tem medida total em Tl. Segue do

Teorema 6.1 que:

Corolário 6.1. Se T ∈ T ×2 , então para quase todo x ∈ Tl, temos

dimH(ρ(∆T (x))) ≥ s0p.
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Demonstração do Teorema C . Usando o Corolário 3.2 e o Corolário 6.1, segue que

dimH(ρ(∆T (x))) = s0p

para quase todo x ∈ Tl. Usando o Teorema 3.2 e o fato da projeção ρ ser Lipschitz

cont́ınua, temos

dimH(∆T (x)) = s0p

para quase todo x ∈ Tl. Agora, usando o Teorema 3.5 e a desigualdade (3.6) segue a

primeira parte do Teorema C.

O Teorema 3.3 fornece a cota superior para ∆T . Para a cota inferior, tome x0 ∈ X ⊂
Tl, com X tendo medida total em Tl e tal que dimH(∆T (x0)) = s0p. Aplicando o Teorema

3.1 para F = ∆T , E = B(x0, r), com r > 0 suficientemente pequeno, Lx0 = {x0}×Rd×Rp

e notando que dimH(∆T (x0)) = dimH(F ∩ Lx0) ≥ s0p, segue que

dimH(∆T ) ≥ s0p+ dimH(B(x0, r)),

isto é,

dimH(∆T ) ≥ s0p+ l.

Por fim, usando o Teorema 3.6 e a desigualdade (3.6) segue o resultado

dimB(∆T ) = l + s0p.
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7 EXEMPLOS E COMENTÁRIOS FINAIS

Neste Caṕıtulo apresentaremos um caso particular das aplicações tratadas nos caṕıtulos

anteriores. Trataremos da situação em que ψ e ν são contrações lineares transladadas por

aplicações C2 no toro Tl. Tal caso denominaremos como “caso linear”. Em seguida,

dentro do caso linear, descreveremos um exemplo não genérico em que a dimensão não é

a esperada para ρ(∆T ).

Por fim, mostraremos que a propriedade de transversalidade intŕınseca é mantida para

o produto de duas aplicações com a propriedade de transversalidade intŕınseca. Convém

antes mostrar o seguinte:

Proposição 7.1. O conjunto T ×2 , definido na Seção 5.1 é um aberto na topologia Cr,

r ≥ 1.

Demonstração. Seja T ∈ T ×2 e tome G numa vizinhança U(T ). O Corolário 5.1 fornece

a existência de δ > 0 e c0 > 0 tais que para quaisquer duas palavras a, b ∈ I∞(x), com

[a]1 6= [b]1 vale que se ||ρ(S(x, a))− ρ(S(x, b))|| ≤ δ, então

m(ρDS(x, a)− ρDS(x, b)) ≥ c0.

Podemos, sem perda de generalidade e considerando U(T ) com diâmetro pequeno,

supor que a codificação da base expansora de G é a mesma usada em T , pois expansoras

são estruturalmente estáveis ( a partição de Markov do perturbado pode ser indexada com

o mesmo alfabeto). Denote por S(x, a;T ) a aplicação ρ(S(x, a)) em relação à dinâmica

T . Se G está Cr−próxima de T , então DS(x, a;G) está Cr−1− próxima de DS(x, a;T ).

Assim, se DS(x, a;G) = DS(x, b;G) e o diâmetro de U(T ) é suficientemente pequeno,

então por uma desigualdade triangular teremos

||(S(x, a;T ))− (S(x, b;T ))|| ≤ δ =⇒m(DS(x, a : T )−DS(x, b;T )) ≥ c0

=⇒m(DS(x, a : G)−DS(x, b;G)) ≥ c0

2
> 0.

Assim, segue que quaisquer pertubações de qualquer exemplo mencionado também

serão exemplos de aplicações com transversalidade intŕınseca.
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7.1 Caso linear

Considere o toro l-dimensional Tl = Rl/Zl. Seja V = Tl×Dd×Dp em que Dd e Dp são

bolas unitárias em Rd e Rp, respectivamente. Iremos considerar um mergulho de classe

Cr, r ≥ 1, T : V → V , dado por

T (x, y, z) = (ϕ(x), C1(y) + f1(x), C2(z) + f2(x)),

com x ∈ Tl, y ∈ Dd e z ∈ Dp, onde teremos :

1. l ≥ max{d, p}.

2. ϕ : Tl → Tl é expansora de grau N ≥ 2, isto é, existe σ > 1 tal que

||Dϕx(v)|| ≥ σ||v||, ∀ x ∈ Tl , ∀ v ∈ TxTl;

3. C1 : Dd → Dd e C2 : Dp → Dp são contrações lineares invert́ıveis e vamos supor que

C2 é conforme. Denotaremos por

λ−1 = ||C−1
1 ||−1, λ+

1 = ||C1|| e λ2 = ||C−1
2 ||−1 = ||C2||

e suporemos ainda que λ+
1 < λ2.

4. λ2 <
1

Nmax{l,2} ;

5. Consideramos f1 ∈ Cr(Tl,Dd) e f2 ∈ Cr(Tl,Dp), com r ≥ 2.

Note que, para este caso, temos ν(x, z) = C2(z)+f2(x) e com isso vale que Dzν(x, z) =

C2(z). Usando a notação dos caṕıtulos anteriores, temos

λmax = λmin = λ2.

Nas condições dadas acima, teremos que o potencial definido em (3.11) será dado

apenas por φ = log(λmax)
p e teremos φn = log(λmax)

np. E assim,

P (σ, s0φ) = 0⇐⇒ lim
n→∞

1

n
log

∑
a∈En

exp(s0φn)

 = 0

⇐⇒ lim
n→∞

1

n
log

∑
a∈En

(λ2)s0np

 = 0

⇐⇒ lim
n→∞

1

n
log
(
sNn−1(λ2)s0np

)
= 0
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⇐⇒ lim
n→∞

(
1

n
log(s) +

(
n− 1

n

)
log(N) + s0p log(λ2)

)
= 0

⇐⇒ log(N) + s0p log(λ2) = 0.

Portanto, devemos ter

s0p = − log(N)

log(λ2)
.

Logo, nas condições do Caṕıtulo 5, Seção 5.1 , teremos os seguintes resultados:

Teorema 7.1. Tome T ∈ T ×2 ∩ T ∗∗2 . Então para qualquer x ∈ Tl teremos

dimH ρ(∆T (x)) =
logN

− log λ2

.

Teorema 7.2. Seja T ∈ T ×2 ∩ T ∗∗2 . Então para cada x ∈ Tl, vale que

dimB(∆T (x)) = dimH (∆T (x)) =
logN

− log λ2

.

Isto implica que

dimB(∆T ) = dimH (∆T ) = dimH(ρ(∆T )) = l +
logN

− log λ2

.

E usando os resultados do Caṕıtulo 4, podemos achar uma aplicação Tt : V → V ,

Cr−próxima de T para a qual o atrator ∆T t satisfaz

dimB(∆Tt) = dimH(∆Tt) = l +
logN

− log λ2

.

Mais especificamente, teremos

Teorema 7.3. Se 0 < λ2 < min{ 1
1+2
√
p
, N−

1
min{p,2}}, então existe uma famı́lia de dinâmicas

{Tt}, t ∈ B(0, η) ⊂ Rk, com T0 = T tal que

dimB(∆Tt(x)) = dimH(∆Tt(x)) =
logN

− log(λ2)
,

para todo x ∈ Tl fixado e para quase todo t. Em particular, existe uma aplicação Tt

arbitrariamente Cr−próxima de T tal que

dimB(∆Tt(x)) = dimH(∆Tt(x)) =
logN

− log(λ2)
e dimB(∆Tt) = dimH(∆Tt) = l+

logN

− log(λ2)
.
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7.2 Um exemplo não genérico para dimH ρ2(∆T )

Mostraremos agora um exemplo em que se f2 for uma aplicação conveniente, então

poderemos calcular diretamente a dimensão de Hausdorff de ρ2(∆T ). Considere T : V →
V dada por

T (x, y, z) = (ϕ(x), C1(y) + f1(x), C2(z) + f(ϕ(x))− C2(f(x)),

ou seja f2(x) = f(ϕ(x)) − C2(f(x)), em que f : Tl → Dp é uma aplicação Lipschitz.

Considere ainda o gráfico de f como o conjunto

gra(f) = {(x, f(x)) : x ∈ Tl} ⊂ Tl × Dp.

Seja T ∗ : Tl ×Dp → Tl ×Dp dada por T ∗(x, z) = (ϕ(x), C2(z) + f(ϕ(x))− C2(f(x))).

Note que ρ2(T (x, y, z)) = T ∗(x, z). Temos as seguintes conclusões:

Afirmação 7.1. gra(f) é um conjunto T ∗−invariante.

De fato, temos

T ∗(x, f(x)) = (ϕ(x), C2(f(x)) + f(ϕ(x))− C2(f(x)))

= (ϕ(x), C2(f(x)) + f(ϕ(x))− C2(f(x)))

= (ϕ(x), f(ϕ(x)) ∈ gra(f).

Ou seja, temos T ∗(gra(f)) ⊂ gra(f). Por outro lado, como ϕ é sobrejetora em Tl, dado

(x, f(x)) ∈ gra(f), existe x∗ ∈ Tl tal que ϕ(x∗) = x e assim

(x, f(x)) = (ϕ(x∗), f(ϕ(x∗)) = (ϕ(x∗), C2(f(x∗))+f(ϕ(x∗))−C2(f(x∗))) = T ∗(x∗, f(x∗)).

Logo, gra(f) ⊂ T ∗(gra(f)).

Afirmação 7.2. gra(f) = ρ2(∆T ).

Note que gra(f) = (T ∗)n(gra(f)) ⊂ ρ2(T n(Tl × Dd × Dp)) para todo n ≥ 0. Assim,

gra(f) ⊂ ρ2(∆T ).

Tome agora (x, z) ∈ ρ2(∆T ). Para cada n ≥ 0, existe (xn, yn, zn) ∈ Tl × Dd × Dp tal que

ρ2(T n(xn, yn, zn)) = (x, z). Deste modo, temos ϕn(xn) = x e com isso

ρ2(T n(xn, yn, f(xn)) = (T ∗)n(xn, f(xn)) = (x, f(x)).
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Além disso, temos

||ρ2(T n(xn, yn, zn))−ρ2(T n(xn, yn, f(xn))|| = ||(0, 0, Cn
2 (zn−f(xn))+f(ϕn(xn)−f(ϕn(xn)))||

= (λmax)
n||(0, 0, zn − f(xn))||.

Uma vez que λmax < 1 e zn, f(xn) ∈ Dp para todo n, vale que

||ρ2(T n(xn, yn, zn))− ρ2(T n(xn, yn, f(xn))|| → 0

quando n→∞. Assim,

(x, z) = lim
n→∞

ρ2(T n(xn, yn, zn)) = lim
n→∞

ρ2(T n(xn, yn, f(xn))) = (x, f(x)).

Portanto, z = f(x) e ρ2(∆T ) ⊂ gra(f).

Proposição 7.2. dimH(gra(f)) = l.

Demonstração. Como f é Lipschitz cont́ınua, existe L > 0 tal que

||f(x)− f(y)|| ≤ L||x− y||, ∀ x, y ∈ Tl.

Seja P uma partição de Tl em cubos l− dimensionais Pi de aresta δ > 0, em que 1 ≤ i ≤
M ≤ (δ−1 + 1)l. Temos que para i fixado vale que sup

x,y∈Pi
||f(x)− f(y)|| ≤ Lδ

√
l. Assim, a

porção do conjunto gra(f) que está acima de Pi pode ser coberta por ((Lδ
√
l)δ−1 + 1)p =

((L
√
l) + 1)p p−cubos de aresta δ. Seja então {Ci}1≤i≤K uma cobertura de gra(f) por

p−cubos de aresta δ em que K ≤ ((L
√
l) + 1)p(δ−1 + 1)l ≤ ((L

√
l) + 1)p(2δ−1)l, para δ

pequeno. Note que∑
1≤i≤K

(diam(Ci))l ≤ ((L
√
l) + 1)p(2δ−1)l(δ

√
p)l = (L

√
l + 1)p(2

√
p)l.

fazendo δ → 0, conclúımos que Hl(gra(f)) < +∞, ou seja, dimH(gra(f)) ≤ l.

Uma vez que f é cont́ınua em Tl, temos que a projeção projTl(gra(f)) do gráfico de f

sobre Tl é sobrejetiva e como a projeção é uma aplicação Lipschitz, temos

dimH(projTl(gra(f))) ≤ min{dimH(gra(f)), l}.

Como dimH(gra(f)) ≤ l e projTl(gra(f)) = Tl, segue dimH(gra(f)) ≥ l.

Assim, usando as Afirmações 7.1, 7.2 e a Proposição 7.2 , conclúımos que dimH(ρ2(∆T )) =

l.
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7.3 Produto de aplicações com transversalidade

intŕınseca

Sejam as aplicações T1, T2 : V → V dadas por

T1(x1, y1, z1) = (ϕ1(x1), ψ1(x1, y1), ν1(x1, z1)) e T2(x2, y2, z2) = (ϕ2(x2), ψ2(x2, y2), ν2(x2, z2))

satisfazendo as condições da Seção 5.1 e com os respectivos atratores intrinsecamente

transversais com respeito a ρ2.

Afirmação 7.3. A aplicação T : (Tl)2 × E2 × F 2 → (Tl)2 × E2 × F 2 dada por

T ((x1, x2), (y1, y2), (z1, z2)) = (ϕ1(x1), ϕ2(x2), ψ1(x1, y1), ψ2(x2, y2), ν1(x1, z1), ν2(x2, z2))

satisfaz a condição de transversalidade intŕınseca.

De fato, considere S1(x1, a1) para ρ2(T1) e S2(x2, a2) para ρ2(T2) ( ver 2.3 ). Codi-

ficando a dinâmica T o produto das partições de Markov e o alfabeto produto, teremos

que

S((x1, x2), (a1, a2)) = (S1(x1, a1), S2(x2, a2)).

Para cada Ti, i = 1, 2, a condição de transversalidade intŕınseca, implica que existem

ε > 0 e c0 > 0 tais que para quaisquer duas palavras ai, bi ∈ I∞(xi), com [ai]1 6= [bi]1, se

||Si(xi, ai)− S(xi, bi)|| ≤ ε, então m(DSi(xi, ai)−DSi(xi, ai)) ≥ c0.

Assim, para T , se [a1, a2]1 6= [b1, b2]1 e

S((x1, x2), (a1, a2)) = S((x1, x2), (b1, b2)),

então vale

Si(xi, ai) = S(xi, bi),∀ i = 1, 2.

E dessa forma,

m(DSi(xi, ai)−DSi(xi, ai)) ≥ c0,∀ i = 1, 2.

Como DS((x1, x2), (a1, a2)) é da forma[
DS1(x1, a1) 0

0 DS2(x2, a2)

]
,

segue que o menor valor singular deDS((x1, x2), (a1, a2))−DS((x1, x2), (b1, b2)) é o mı́nimo

dos menores valores singulares dos elementos da diagonal, e assim devemos ter

m(DS((x1, x2), (a1, a2))−DS((x1, x2), (b1, b2))) ≥ c0.
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Exemplo 7.1. O Solenoide de Smale-Williams é um importante exemplo de atra-

tor com transversalidade intŕınseca. Inclusive foi este exemplo um dos motivadores do

desenvolvimento deste trabalho, com o propósito de estudar a dimensão de atratores em

dimensões mais altas. O atrator é definido por meio da aplicação f : S1 ×D → S1 ×D

dada por

f(θ, x, y) = (2θ mod 1, λ1x+ ε cos(2πθ), λ2y + εsen(2πθ)) (7.1)

para constantes 0 < λ1, λ2 < min{ε, 1

2
}. Foi mostrado no trabalho de Simon em (25) que a

aplicação acima satisfaz a condição de transversalidade intŕınseca. Assim, um produto de

aplicações desta forma satisfaz a condição de transversalidade intŕınseca. Se além disso

as taxas de contração satisfizerem as condições da Seção 5.1, então poderemos calcular a

dimensão do atrator com os resultados já demonstrados.

7.4 Comentários finais

Vimos no começo deste caṕıtulo que a condição de transversalidade intŕınseca é uma

condição aberta na topologia Cr, r ≥ 1. No trabalho de Bothe (3) foi provado que a

condição de transversalidade intŕınseca é C1−genérica. Em tal trabalho, Bothe questiona

ainda se tal condição é Cr− genérica. Tanto em seu trabalho como neste aqui apresentado,

condição de transversalidade intŕınseca implica no cálculo da dimensão do atrator.

No Caṕıtulo 4, mostramos que definida uma aplicação T sob certas condições, existe

uma outra que está Cr−próxima e que tem a dimensão do atrator esperada. No en-

tanto, não garantimos que esta aplicação tenha a condição de transversalidade intŕınseca.

Portanto, embora tenhamos respondido que ter a dimensão esperada é Cr−genérica, não

respondemos o seguinte:

Questão 1. A condição de transversalidade intŕınseca em 5.1 é Cr−genérica?

É C1−genérica?

Um posśıvel caminho para responder esta pergunta seria provar que o conjunto de

aplicações que não tem a condição de transversalidade intŕınseca tem medida de Lebesgue

nula para alguma famı́lia de perturbações a finitos parâmetros. Foi essa a ideia utilizada

por Bothe. Entretanto a construção realizada por ele apenas funciona quando a dimensão

p é igual a 1. A Cr−genericidade de uma condição de transversalidade similar (porém

mais fraca) foi feita também no trabalho de Bocker-Bortolotti (6) e nos trabalhos de

Tsujii (28) e Avila-Gouezel-Tsujii (1). A diferença é que nestes ultimos a condição da

transversalidade permitia algumas tangências.

Por fim, escolhemos neste trabalho a estrutura de “skew product”para a aplicação T .

Uma generalização esperada seria considerar T : V → V de classe Cr tal que ∆T é atrator
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hiperbólico do tipo Ess⊕Ews⊕Eu, em que Ess denota contração mais forte, com DT |Ews
conforme e ‖DT |Ews‖ pequena.

Questão 2. Nas condições anteriores, será que dimH(Wws
ε (x)∩∆T ) = s0p genericamente,

com dim(Es) = p , P (s0φ) = 0 e φ = log | detDT |Es|? Além disso, será que dimH(∆T ) =

dimH E
u + s0p?

No nosso caso a folheação x 7−→ Wws(x) era sempre a mesma, a vertical {0}×{0}×F .

Esperamos que as mesmas técnicas deste trabalho permitem responder positivamente a

Questão 2 no caso em que a folheação estável seja regular.
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