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RESUMO

Este trabalho consiste em descrever a técnica, conhecida na literatura como a Com-
pactificacao de Poincaré, que possibilita fazer um estudo qualitativo de certos campos
vetoriais. Aplicaremos tal método em alguns problemas da Mecéanica Celeste, particular-
mente em alguns casos do problema de n-corpos, como por exemplo o problema de Kepler
Linear e Planar, o problema de trés corpos colineares e também o problema de Hill. O
problema de n-corpos busca descrever a dindmica de n-corpos de massas pré determina-
das, sujeitos a gravitacao universal e a lei da gravidade. Tal problema, em sua mais ampla
generalidade, segue em aberto, ¢ um grande desafio da &rea de mecanica celeste e por
conta disso, estudos de casos particulares, como os que abordaremos nesse trabalho, sao
as grandes fontes de pesquisa do problema. A compactificacdo de Poincaré, objeto cen-
tral desse trabalho, se revelou de grande utilidade para a abordagem de tais problemas.
Campos de vetores polinomiais e definidos por fun¢gdes homogéneas comporao também os

elementos centrais da dissertacao.

Palavras-chaves: Compactificacao.Poincaré. Mecanica. Celeste.



ABSTRACT

This work consists of describing the technique, known in the literature as the Poincaré’s
Compactification, which makes it possible to make a qualitative study of certain vector
fields. We will apply this method to some problems of Celestial Mechanics, particularly
in some cases of the n bodies problem, such as the Linear and Planar Kepler problem,
the collinear three bodies problem and also the Hill problem. The n-body problem seeks
to describe the dynamics of n -body of predetermined masses, subject to universal grav-
itation and the law of gravity. Such a problem, in its broadest generality, remains open,
it is a great challenge in the area of celestial mechanics and because of that, particular
case studies, such as the ones we will address in this work, are the great sources of re-
search on the problem. Poincaré’s compactification, the central object of this work, proved
to be of great use in addressing such problems. Polynomial vector fields and defined by

homogeneous functions will also compose the central elements of the dissertation.

Keywords: Compactification. Poincaré. Mechanics. Celestial.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho consiste em descrever a técnica, conhecida na literatura como a Com-
pactificacao de Poincaré, que possibilita fazer um estudo qualitativo de certos campos
vetoriais. Aplicaremos tal método em alguns problemas da Mecanica Celeste.

A Compactificacio de Poincaré de um espago topolégico X é uma aplicagdo ¢ :
X — Y tal que Y é compacto, ¢(X) é denso em Y e ¢ é um homeomorfismo sobre
6(X).

O tipo de compactificacao que discutiremos aqui foi introduzido por Henri Poincaré
no inicio do século XX para compactificar certos campos vetoriais polinomiais. Desde
entdo muitos autores , entre eles (LACOMBA; LLIBRE, |1993) e (DELGADO et al., (1995),
usaram este método, entre outras coisas, para estudar o comportamento no infinito e o
escape de sistemas de particulas cujas leis de movimento sao dadas por campos de vetores
polinomiais.

Dividiremos o trabalho em quatro capitulos, sendo o primeiro essa introducgao. No
segundo capitulo serao feitas algumas definicbes basicas tais como campos de vetores e
sistemas Hamiltonianos. Apresentaremos ainda alguns exemplos de sistemas Hamiltonia-
nos. No terceiro capitulo desenvolveremos o método da compactificacao de Poincaré para
campos definidos por fun¢des homogéneas. No quarto e ultimo capitulo do trabalho serao
feitas algumas aplicagoes a problemas concretos da Mecanica Celeste.

Na mecanica Celeste, o problema Newtoniano de n-corpos, principal problema de
pesquisa da area, é dado por um campo de vetores definido sobre uma variedade nao
compacta. A fronteira dessa variedade contém as singularidades devidas a colisdes bindrias
e a escapes ou capturas no infinito. O campo de vetores do problema de n-corpos pode
ser escrito em uma forma polinomial se usarmos as ideias de (HEGGIE, [1974)), (BARROW-
GREEN, 1997)), (ABRAHAM; MARSDEN; MARSDEN, |1978)) e outros autores. Essencialmente,
este processo consiste em regularizar as colisoes binarias.

Aplicaremos entao o método a alguns casos particulares do problema dos n-corpos,
como por exemplo o problema de Kepler linear e planar, o problema de trés corpos coli-
neares e também o problema de Hill.

Essencialmente, os resultados desta dissertacao foram elaborados a partir das notas

de curso do professor Ernesto Perez Chavela, ministradas num curso de verao no ano de



1999, na UFPE.



2 PRELIMINARES

Neste capitulo daremos a definicao de campos de vetores e de sistemas Hamiltonianos.
Apresentaremos alguns exemplos particulares, tais como: campos de vetores polinomiais
e campos de vetores polinomiais Hamiltonianos. Estes conceitos constituem o contetido

basico a ser trabalhado nos capitulos posteriores.

2.1 CAMPO DE VETORES

Seja U um subconjunto aberto de R™. Um campo de vetores em U é uma aplicagao
X : U — R" que associa a cada P € U um vetor em R". O campo X é dito de classe
C* se cada funcido componente X; é de classe C*. Sobre uma variedade diferencidvel V
qualquer, um campo de vetores ¢ uma aplicacao X : V. — T,V que associa a cada P € V
um vetor no espaco tangente a V no ponto P. Como antes, o campo ¢ dito de classe C*

se cada funcio componente X; é de classe C*.

2.2 CURVA INTEGRAL DE UM CAMPO DE VETORES

Ao campo de vetores X : U — R" ou X : V — T,V associamos a equagao
diferencial ordinéria & = X (x), onde o () indica a derivada com respeito a t. As solugdes
desta equagao, ou seja, as aplicagoes diferencidveis ¢ : I — U ou ¢ : [ — V (I
intervalo da reta) tais que ¢(t) = X (¢(t)), para todo t € I, sdo chamadas curvas integrais
do campo X. Um campo de vetores ¢ dito completo se toda curva integral tem como

dominio o intervalo I = R. Um ponto z € U ou x € V é dito singular se X(z) = 0 e

regular se X (x) # 0.

2.3 CAMPOS DE VETORES POLINOMIAIS

Se Py, Py, -+, P, sao polindémios em K[x1,x9, -+ ,x,], a aplicacio X : R" — R"
definida por X(p) = (Pi(p), -, P.(p)), define um campo de vetores em R"™ chamado
de campo de vetores polinomial, ver (CIMA; LLIBRE, 1990) para mais sobre campos de
vetores polinomiais. Veremos no capitulo seguinte que este campo de vetores induz um

campo de vetores sobre a esfera S™.
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2.4 SISTEMAS HAMILTONIANOS

Um Sistema Hamiltoniano é um sistema de 2n equacoes diferenciais ordinarias da
forma

q=H, p=—H,,

onde H, = (%7 e g%) e H= H(t,q,p) é uma funcao real diferencidvel definida para
(t,q,p) € U, onde U é um aberto de R x R?*". Os vetores q = (q1, " ,qn) € P =
(p1,- -+ ,pn) sdo tradicionalmente chamados vetores posigdo e momento, respectivamente.
O inteiro n é o nimero de graus de liberdade do sistema. No caso particular em que H é
independente do tempo, isto é, H : U — R, onde U ¢ algum aberto de R?*", o sistema ¢

chamado de conservativo. Para mais detalhes sobre Sistemas Hamiltonianos, ver (MEYER;

HALL, [1992)). E Para os exemplos a seguir usaremos as formulagoes de (HAGTHARA| [1974).

Exemplo 1. A equacdio diferencial ordindria de sequnda ordem autoénoma que modela a
dindmica do oscilador harménico é dada por & + w?x = 0, onde w é uma constante real
i

positiva. Se introduzirmos a varidvel uw = 7, esta equagao torna-se equivalente ao sistema

de duas equacoes de primeira ordem dado por
U= —Wwr, T = wu,

onde H(z,u) = £(2? 4+ u?). E facil ver que & = 22 ¢ 4 = 21,

Exemplo 2. Considere n particulas de massas m; > 0, (i = 1,---,n) que se movem
em um sistema referencial Newtoniano, R3, sujeitas unicamente a forca maitua de atracdo
gravitacional entre elas. Se a i-ésima particula tem vetor posicdo q;, entao aplicando a

sequnda lei de Newton e a lei da gravidade, obtemos as equacoes de movimento

= Gmym;(q; —q;)  OU

m;q; = = (2.1)
jz—:l llgi — €lj||3 9q;
onde
U=y M (22)

1<i<J g — qj’

Nestas equagoes, G € a constante universal gravitacional e U € o potencial Newtoniano.
Seja ¢ = (q1,-+* ,qn) € R e M = diag(my,my,my, -+, My.mp,my,). Assim, a

equacao |2.1] acima é equivalente a

oo (2.3)
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Definindo p = (p1,-++ ,pn) € R3 por p = M, temos que p; = Md; é o momento da

i-ésima particula. Com relagao as varidveis q e p as equagoes do movimento tornam-se

; Di oH . " Gmym;(q; — q; O0H
=2 Oy Ol ) (2.4
1 Di = e — gl i
Onde o Hamiltoniano H € definido por
H:fﬂmW—U (2.5)
i—1 2mz

Este exemplo é conhecido na literartura como o problema de n-corpos e é o principal

objeto de pesquisa da mecanica celeste.

Exemplo 3. Um caso especial do problema de n-corpos ocorre quando estudamos as
orbitas de dois corpos e assumimos um deles fixro na origem. Neste caso as equagoes que

descrevem o movimento do corpo nao fizo tem a forma

. —hg
=3,
4]

Onde q € R? € o vetor posicdo do corpo ndo fizo e i é uma constante positiva. Fazendo

(2.6)

p = ¢ a equagio [2.6 ganha a formulagio Hamiltoniana abaizo

. OH .  —ug
G=p=—r, p= 4 (2.7)
Op |’
Cujo Hamiltoniano é dado por
_lel® e (2.8)
2l

Exemplo 4. Um outro caso particular do problema de n-corpos é conhecido como o
problema restrito de trés corpos e consiste em estudar a dinamica de uma particula de
massa infinitesimal sob a influéncia da forca de atracdo gravitacional exercida por duas
outras particulas de massas arbitrarias e que sao, na mecanica celeste, denominadas de
primarias.

Um caso particular deste problema ocorre quando consideramos a particula infi-
nitesimal como sendo a Lua e as primdrias como sendo a Terra e Sol, com massas,
respectivamente, e 1 — p.

Se, além disso, considerarmos a particula de massa infinitesimal localizada em um
sistema de coordenadas rotativo girando com velocidade angular constante em relagdo a

um sistema fixo, e um reescalamento das coordenadas de modo que a particula de massa
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1 —p esteja muito distante da particula de massa j1, o modelo resultante é conhecido como
o problema lunar de Hill.

Das equagoes do movimento da particula infinitesimal, obtemos a equacao

2
Near

Onde C' é conhecida como a constante de Jacobi e (x,y) sdo as coordenadas da particula

i+ §* = 32 + C (2.9)

de massa infinitesimal.

Fazendo a mudanca de coordenadas

Ty1 =2, Tg=Y, T3=T—Y, Tu=y+T

e substituindo-as na equagao acima obtemos a fungao Hamiltoniana

1 x2 1
H = §(x§+xi)+x2x3—x1x4—:c%+?2—ﬁ (2.10)
9 + s
cujo sistema Hamiltoniano associado a H é
¥y = x3+ 19, (2.11)
rh = wx4— 11, (2.12)
ry = 2w+ x4 — Lg, (2.13)
x? + 73
Ty = —Iy—x3— Lg (2.14)
23+ 23
2.5 CAMPO DE VETORES POLINOMIAIS HAMILTONIANOS
Ao sistema §; = g—g,l =n+1---,2nep = —‘g—f,i = 1,---,n de primeira or-

dem em R?", associamos o campo de vetores X : R?" —s R?" definido por Xg(q,p) =

(3H(q,p) __ O0H(q,p)
op Jq

),onde ¢ = q1, -+ ,qn €p =Dp1, -+ ,Pn. Este é um caso particular de
campo de vetores polinomiais. A razao pela qual ele estd sendo apresentado separada-
mente é que o mesmo sera util nas aplicagdbes a mecanica celeste, capitulo final dessa

dissertacao.
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2.6 CAMPO DE VETORES DEFINIDOS POR FUNCOES HOMOGENEAS

Sejam fi, -+, fn : R" — R™, n fung¢des homogéneas. Associaremos a estas n fungoes,
de modo semelhante ao que foi feito com polinémios, o cmapo de vetores Xy : R" — R"

definindo-o da seguinte forma

Xf: (.fl(xly"' ’xn)’... 7fn(x1>"' ’xn))

Uma razao pela qual introduzimos este campo de vetores é que o mesmo permitird
que facamos o estudo de problemas de mecanica celeste sem necessitarmos regularizar as

singularidades presentes na funcao Hamiltoniana.
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3 COMPACTIFICACAO DE POINCARE

Nesta parte do trabalho discutiremos a compactificagao de poincaré e enunciaremos
alguns resultados béasicos. Faremos isto para campos de vetores polinomiais quaisquer,
campos de vetores polinomiais Hamiltonianos e campos de vetores definidos por fun¢oes
homogéneas.

Estes campos de vetores sao definidos a principio sobre uma variedade nao compacta
(R™ por exemplo) e a compactificagdo consistird em estendélos analiticamente sobre uma

variedade compacta.

3.1 COMPACTIFICACAO DE POINCARE PARA CAMPQOS DE VETORES POLINOMIAIS

Seja X = (P, -+, P,) um campo de votores poliomiais em R". Identificamos R" com

o hiperplano
T={y eR" iy, =1}

tangente a esfera de Poincaré

n+1

S = fy e R Y 4= 1)

i=1
no seu polo norte. Em seguida consideraremos a projecao central que associa a cada p € m,

dois pontos em S™ determinados de modo tnico pela intersecao da reta r que passa por p
e pela origem da esfera S™. Estes dois pontos, assim obtidos, sdo chamados antipodas, um
deles localizado no hemisférioo norte H™ e o outro no hemisfério sul H~ de S™.  Mais

acertadamente, esta construcao define os dois seguintes difeomorfismos
ST R" — H" e & :R" — H™

definidos por

1 1

)(xl,... ,Tp, 1) e @7 (z) = m(xh..

PO = 3w

* T, ]-)7

onde A(z) = (1+374 22). Desta forma X induz um campo de vetores X sobre H* U H~

definido por
(DO*),X(x), se y = & ()

(D®7),X(x), se y=> (x)



A expressao para Xem HFUH™ é

1—y}

—Y2ln

e

= Un+1

—Yn+1¥Y1

Onde -ﬁz - <y17 e 7yn+1) :pl( -

Yn+1 ’

—Y1Y2

1—y3

—Yn+1Y2

Tl

—Y1lYn

—Ya2Yn

“Yn+1Yn

b,

Esta expressao para X (y) é obtida diretamente da correspondéncia

CI)+(:L'17... ,l’n) = (ylv'”

O equador S" 1 = {y € S"; 9,41 = 0} da esfera de Poincaré corresponde ao infinito
de R™ e o ponto principal da compactificacdo de Poincaré é a possibilidade de estender o
fluxo dado por X sobre S™ \ S"1 para todo S™. Deste modo, estaremos aptos a estudar

as orbitas de X indo "para'ou vindo "do'infinito em R"”. Esta expressao é possivel devido

a carcteristica polinomial de X. Portanto, o campo de vetores

L=yl —yye ~Y1Yn Py
o —in 1—93 —Y2Yn P
X = yn+1 X(y) =
“Yn+1Y1 —Yn+1Y2 “Yn+1Yn Pn
¢ analitico em toda S™. Aqui, m = max {grau(P)m--- , grau(P,)} é o grau de X e

Pk(yh sy Yn, yn+1> = yf{llPk

Note que Pj sao polinébmios homogéneos de grau m.

é chamado de Compactificacdo de Poincaré de X.

os calculos usando cartas locais, por exemplo, para obter os pontos de equilibrio do fluxo
e suas respectivas linearizagoes. Assim, como S™ é uma variedade diferenciavel, podemos

considerar o atlas que a cobre composto de 2(n + 1) cartas locais definidas por

yl DY yn

(

7 )
Yn+1 Yn+1

Em muitos casos é preferivel fazer

FlUl—>R"eGlVQ—>Rn

1
7yn7yn+1) € Ynt+1 = m

)

O campo de vetores X assim obtido
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onde

U={yeS"y >0} e V;={yeS"y <0}.

Parai=1,--- ,n, F; é definida por

E(yla'“ y Un+1 = <y17 7yi_17yi+17"' 7yn+1> = (217"' 7271)
Yi Yi Y Yi

e GG; é definido pela mesma férmula.  Observa-se que as coordenadas locais sdo denota-
das por (z1, - ,2,) embora estas variaveis tenham significado diferente em cada carta.
Devido a simetria que o campo de vetores tem sobre S™, sua expressao nas cartas locais

(Vi, G;) é a mesma para (U;, F;) multiplicada pelo fator (—1)™!. Isto é, em V; temos

it =5 =0 ay)

Em cada carta local, os pontos do infinito tem a coordenada z, igual a zero. Notamos

ainda que todas as cartas locais contem pontos do infinito exceto em (U,i1, Fri1) €
(Vie1,Gni1).  Encontraremos agora a expressao analitica do do campo X em cada carta
local. Iniciaremos fazendo os célculos para U;.  Sejay € U;NH™. Desde que o diferencial

(DF), vai de Tp,,)R", temos
(DF),y(X)(y) = (DF), (55 X () = 4’5 (DF), (DOF)aX () = y'y D(Fro®T)a X (x),
onde y = ¢(x). Assim,

D(Fy0®M)zX(z) = ;2(—332131 + a1 Py, —w3P, + 2P, -+, —2,P1+2,P,,— P,

onde P; = Py(x1, -+ ,x,).

Na carta local Uy, temos

(Zlv"' 7Zn) = Fl(yla"' y Ynt1 = <y27 ayn+1>
hn n
e obtemos
D(Fl e} <I>+)Q;X(m) = Zn<—21P1 + PQ, —22P1 + Pg, ey —Zn,1P1 + Pna _anl)a
onde

I 2 Zn—1
R:R Ty T T, .
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Desde que

, 0 campo de vetores torna-se

“n
(2P + P, =Py + P, , =2, 1 P + P, —2, P,
A(z)mfl( 1+ o, =20k + 13 11+ 1)
Se y € U; N H", obtemos a mesma expressao como acima. Multiplicando a expressao

de X por A(2)™™! > 0 em cada carta local e fazendo calculos similares para as outras

cartas, obtemos as seguintes expressoes locais para X.

Em U1:
(—21]51 +]52,—22]51 +1537"‘ 7—Zn—1]51 +Pn7_znpl)7

onde F_)z = R(la Ryttt 7Zn—1);

Em UQI
(—21]52 +]51;—22P2+P37"‘ ;—Zn—1]52 +Pn7_znp2)7

onde -Pz = E(Zla ]-7 e 7zn—1);

Em U,:

(_len + Pla _ZQPn + PZa e 7_Zn—lpn + Pn—la —ann),

onde P, = E(zl, 2oy 21, 1);

Em U,41:
(Pla"' 7Pn)

onde P; = Pj(z1, 22, -+ , 2n).
Das expressoes de X nas cartas locais deduzimos que o infinito , isto é, z, = 0 é

invariante pelo fluxo de X.

Defini¢ao 1. Chamaremos pontos criticos finitos(respectivamente, infinitos) do campo X
ou X os pontos criticos de S™ \ S~ | respectivamente, S"1.
Note que, ver (SZEBEHELY; GREBENIKOV, |1909) as orbitas em S™ sao simétricas com

relacio a origem de R™ ', mas o campo de vetores X s6 é simétrico quando m é par.
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Mais ainda, devido a esta simetria, se y € S"1 é um ponto critico, entdo —y é um outro

ponto critico.

3.2 COMPACTIFICACAO DE POINCARE PARA CAMPOS DE VETORES POLINOMIAIS
HAMILTONIANOS

Como foi feito na se¢ao anterior, uma funcao polinomial H : U — R, com U C R",

n = 2d, aberto, serd chamada de polinomio Hamiltoniano e

e (2 oo
L Mar1 Oyoa Oy Oy

serd o campo de vetores polinomiais Hamiltoniano associado a H. De modo semelhante
ao que fizemos para campos de vetores polinomiais quaisquer, faremos a campactificagao

de Poincaré para campos de vetores polinomiais Hamiltonianos.

Na verdade, o campo Xy é um campo de vetores polinomiais e fazendo os céaclulos

como em 2.1, obtemos: -
_ OH
Optd

U + Ayg;

. OH
e + AYkrd;
Yk

ynJrl = )‘yn+1:

onde k=1,---.,d,

d OH OH
A= kz::l (yk+d Yk o ayk+d>
e o polinémio H é dito gerador do campo X. O Hamiltoniano é uma funcdo cuja
principal propriedade ¢ informar a energia total do sistema ao qual ela esta relacionada.
Faremos agora um estudo de como os niveis de energia Fj, = H_1(h) sdo transformados

na esfera de Poincaré S™. Para fazer isto comecamos por expressar o campo de vetores

compactificado restrito ao infinito em termos da parte homogénea de maior grau de H.

Proposicao 1. Considere um Hamiltoniano polinomial H com n = 2d varidveis x1,- -+ , Xoq
e o escreva como H = Hy+ Hy+--- , H,, 11, onde o termo Hy, é um polinomio homogéneo

de grau k. Entao o fluso invariante no infinito y,+1 = 0 € dado pelo sistema de equagoes:
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. 0H,,
Yr = 87“ + AYr;
Yk+d
. OH,,
kv = =5 L A
Yk

comk=1,---,de

d aH —+1 8ﬁ +1>
A= Yy Ty ).
kz::l < Oy " Okra

Demonstracao. Das equagdes para a compactificacao de Poincaré de Xy segue que y,11 =

0 é invariante. Por definicao temos que

H:Ynerl( o y T Un )7
i Yn+1 Yo

ou seja

H:Yﬁ—;—llHO & 7"'7Hm+1 2 ‘|

Yn+1 Yn+1
Como cada termo Hj é homogéneo de grau k e y,.1 = 0 isso implica que cada termo

de ordem k£ < m se anula e para kK = m + 1 temos

H(yh'" ;yn+1) = Hm+1(?/1; T ,yn+1)-

3.2.1 Propriedades genéricas

Para fazer o estudo de algumas propriedades genéricas dos campos de vetores polino-

miais Hamiltonianos, escrevemos o polinomio Hamiltoniano na forma

H=h+Ho+H + -, +Hpun

onde, como ja vimos, Hy é a parte homogénea de H de grau k, (k =1,--- ;m + 1). Com
esta forma de escrever o Hamiltoniano, basta analisarmos o nivel de energia H = 0 para
concluirmos o estudo sobre um nivel de energia h qualquer do Hamiltoniano original.
Vale lembrar também que, de acordo com a Proposi¢ao 1, o comportamento no infinito
do cmapo de vetores comapctificado Xy é dado por H,,y1. Assumindo que a esfera de

Poincaré é S™, definimos

E*={ye S" " Hus1(y1, -+ ,ya) = 0}
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observe que

E> = (Hm+1

gn1) {0}

e que se 0 é um valor regular de H,, 1 | |gn—1, entdo E°° é uma variedade diferenciavel.
Nosso objetivo nesta secdo é mostrar que, genericamente, £ ™% é uma variedade dife-
rencidvel, conforme (GUILLEMIN, ) e que genericamente todos os pontos criticos, finitos
e infinitos, de Xz sdo hiperbdlicos. Chamaremos de H™! o conjunto de todos os po-
lindmios Hamiltonianos cujo grau é exatamente m + 1. Definiremos ¢ : H™! :(— R
como sendo a func¢do que associa a cada polindmio Hamiltonianao H de grau m + 1,
seu vetor de coeficientes em uma ordem fixa. Observe que essa aplicacdo nao é sobre-
jetiva em virtude de que cada polinémio Hamiltonmiano de grau m + 1 tem pelo me-
nos um dos coeficientes de grau m + 1 diferente de zero.  Muniremos de H™"! com
a topologia euclideana de R"™ usualmente chamada de "topologia coeficiente'.  Seja
Ymtl = {H € H; E* é uma variedade diferencia’vel}. Provaremos que o complemento
do conjunto Y™ estd contido numa hipersuperficie algébrica. Para fazer isso precisa-
mos da definicao de resultante de dois polindmios. Sobre resultante de dois polinémios

seguimos (VAINSENCHER), [1996])

Definicao 2. Sejam P e Q) dois polinomios na varidvel x e coeficientes em R, com graus,

respectivamente, n e m, isto é

P(l‘) = Clol’n + alxnfl + - Ap_1T + ag

e
Q(l’) = b()l‘m —I— bll'm_l + s bm_ll' —I— bo.
Entio, multiplicando o polinomio P(x) por ™ 1 2™ 2 ... 2% x e o polinémio Q(x)
por x,x%,--- 2" obtemos o sistema linear de equacoes
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apr™m Tt 4 gt 4 s 4 g 2™ 4+ g™t = 0
apx™ +  aga” + -+ a2 + ar = 0
apzr" + @zt + -+ a,r + ap, = 0
box™ + bzt 4+ o+ bya™ + by, =0
bor™t 4+ bix™ + o 4+ by + by = 0
box™ "t 4 byt 4 b b 4 bt = 0

O determinante desse sistema é chamado de resultante de P e () e donotaremos por

Res,(P,Q).

Proposicao 2. Se P e @ tem uma raiz comum z, entdo Resz(P,Q) = 0.

Demonstracao. Faremos aqui a demonstracao de um caso aprticular. Mas o caso geral é
feito de forma andloga, ver (VAINSENCHER, |1996)).

Sejam P(z) = aszx® + asx® + a1x + ag e Q(x) = by + bix + by. Entdo, nesse caso,
J

as ag ai; Qo 0
0 as ag a1 Qo
ReSE(Pa Q) = det b2 bl bo 0 0

0 by by by O

0 0 by b1 by
Se P e  tem uma raiz comum(isto é, tem um fator comum h) entad, pelo algoritmo da

divisdo euclideana existem f e g tais que
P=fhe Q=gh.
Além disso
Qf =Py,
onde grau(f) <2 e grau(g) < 1.

Sejam

f(2) = nax® + myx + g
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g(x) = myx + my.

Entao, susbstituido na igualdade acima obtemos

a3m1x4 + a3m0x3 + a2m1x3 + a2m0a73 + a1m1m2 + a1mox + agMmix + agMmoy =
= bonox?* + bynia® 4 bongr? + binix? + binex + bonaz? + bonix + bono

donde

asm, = b2n2
asmo + aamyq = b2n1 + ban
asmg + aymy = bayng + biny + bony
aymg + agm; = bymg + byny
aogmo = bomo

que é equivalente ao sistema linear nas variaveis mq, mg, ns, n1, ng, dado por

asmq — b2n2 =0
asmi -+ asmy — blng — b2n1 =0
a1mq + (05X — bong - b1n1 - b2n0 =0
apgm; + aimy + — b0n1 — blno =0

apMmo — bong = 0

Como este sistema tem solucao diferente da trivial, segue-se que

as 0 _b2 0 0
o A4sg —bl —b2 0
det\ ay ay —by —by —by (=0

a; a; 0  —=by —b

0 Qo 0 0 —b()

Como det(A) = det(A)T | para qualquer matriz quadrada A, segue o resultado. ]
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Teorema 1. Genericamente, E*° ¢ uma variedade diferencidvel.

Demonstracio. E suficiente provar que o complemento do conjunto V™! estd contido
em uma hipersuperficie algébrica de R™, pois isso implica que Y™+ contém um conjunto
aberto denso em H™*!. Provaremos que existe uma funcio X : R® — R tal que se
H € H™! entao X(¢(H)) = 0. Sabemos que se H ¢ H™ !, entao (Hpi1]ga—r) {0} tem
um ponto critico que denotaremos por (y3, - - ,yx), pois caso contrario, pelo Teorema da

Fungao Implicita E> seria uma variedade diferenciavel . Assim, o sistema de equagoes

a]—Im—I—l
y;

n

> () —1=0

i=1
tem uma solucao nao trivial, onde p € um multiplicador de lagrange. Se multiplicarmos

a i-ésima equacao do sistema acima por y’ e adicionarmos em seguida estas n equagoes ,

obtemos
= *aHm * * = *
> (9y~+1 (Wi un) + > W) =0.

i=1 i=1

Da homogeneidade de H,,,; e usando que o ponto critico estd em S"~1N Hnﬂrl(O) segue
que o lado esquerdo da igualdade acima ¢ igual a zero. Mas isso implica que p = 0. Dessa

forma, obtemos um conjunto de equag¢oes homogéneas

a]_—’m—i-l
Y;

que, para i = 1,--- ,n tem uma solugdo nao trivial (y,---,y’) € S seja

- a]—-Im—‘rl

L
. Oy

e defina

Rk(y37"' 7yn> = Resyg(L1<]—7y27'” 7yn)7Lk(1ay27"' 7yn)7i - ]-) ,

RZk(yﬁly‘ t 7yn) = Resyp,(RQ(y?n' o 7yn)7Rk(y37' t 7yn)7?: = 37 N

R23k(957 e 7yn) = R€5y4(R23<y4u e 7yn)7R2k(y4a e 7yn)7i = 47' N

RQS---n = Resyn(RQS-u(n—l) (yn)a R23-~~(n—2)n(yﬂ))7
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onde Res,, ¢ a resultante dos polindmios com respeito a varidvel y;. Vamos mostrar
que existe uma funcao polinomial X : R” — R tal que se os polindmios L; tem uma raiz
comum, entao X = 0. Note que o ultimo passo Rss...,, ¢ uma composicao de resultantes,

isto é apods alguns cédlculos obtemos
Ros..n = Resy, (Res,, (Res,,, - Resy)))

o que torna Ras.., exatamente um numero que depende apenas dos coeficientes do po-

linémio H,,.;. Afirmamos que se a solugao (yi,- - ,yr) tiver y* # 0, entdo Ras...,, = 0,

pois se y* # 0, pela homegeneidade de L, segue que se yp = %E, para k = 2,---n, en-
1

tao os sistemas Li(1,&, 93, - ,Un) = 0 € Li(1,4,y3,--+ ,y,) = 0 para k = 2,---n, tem

solucao comum ¢ = Z—% Portanto Ry(ys, -+ ,yn) = 0 para k = 2,3,---n.  Dessa forma,
1

considerando os polinémios Ri(&,vs, - ,Yn) vemos que eles tem a raiz comum & = y3 e

portanto Rosk (Y4, -+ ,¥n) = 0. Deste modo obtemos que Ras..., = 0 e chamaremos Rag...,,

de &) que nao necessariamente é zero se y; = 0.

Se a solucao (yi,---,yr) tiver yf 0, nés apenas trocamos Lg(1,ys2, - ,y,) por
Li(y1,-+-,1,--+ ,y,) onde o 1 aparece na k-ésima posi¢ao na defini¢ao de Ry. Entao, pro-
cedendo como antes, obtemos &;. Finalmente definimos & : R* — R por X = H?:1 X
que é igual a zero para uma uma solu¢do nao trivial do sistema de equagdes polinomiais
homogéneas original.

Agora, esta funcao polinomial X depende apenas dos coeficientes do termo de maior
grau do polinémio H. Mas, podemos defini-la com respeito a todos os coeficientes através

do produto dela pelos demais coeficientes e assim concluimos a demonstracao. O

Faremos agora o estudo dos pontos criticos finitos e infinitos do Hamiltoniano poli-

nomial. Para isso necessitamos do seguinte resultado.

Proposicao 3. Dado um polindmio real q(x), definimos os polinomios q;(x) e qa(x) por
q(iz) = q1(z) +ige(z), onde i = \/—1. Se q(x) tem uma raiz que é um nimero imagindrio

puro ib, entao a resultante Res(qi,q2) =0

Demonstracio. E suficiente provar que os polindmios ¢, e ¢» tem a mesma raiz comum.
Mas como ¢(ib) = 0 isso implica que q1(b) + g2(b) = 0 logo ¢q1(b) = 0 e g2(b) = 0 e assim b

é rais de ¢; e de ¢o, 0 que conclui a demosntracao. O

Seja A™tL C H™*! o subconjunto dos H € H™*™! tais que os pontos criticos do

fluxo hamiltoniano compactificado, associado a H ,sdo hiperbdlicos. Como no teorema
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anterior , mostraremos que H™* \ A™*! est4 contido em uma hipersuperficie algébrica.

Com este resultado provaremos o seguinte:

Teorema 2. Genereicamente a compactificacio de Hamiltonianos polinomiais tem todos

0s seus pontos criticos, finitos e infinitos, hiperbolicos.

Demonstragio. Como no teorema 1, provaremos que se H € H™ \ A™*1 entao existe
uma fungao polinomial P : R" — R tal que P(® *(H)) = 0. Para isso, consideramos
primeiro as equagoes que definem os pontos criticos do fluxo Hamiltoniano compactificado
associado a H na carta local (Uy, F}) com coordenadas (21, - - - , 2,). Seja ¢(xi) o polindmio
caracteristico em um ponto critico e qi(xi), go(x7) como na proposi¢ao anterior. Entao se

H e H™\ A™1 o conjunto de equacgoes

2y =P{(z1,+ ,2,,0) =0

26 =Py(z1,+ ,2,,0) =0

2 =Pz, ,2,,0)=0

n

QI(ZIW" 7ZTL7§) =0
92(217"' aznag) =0

Tem uma solugao real comum.Este conjunto de equacoes sao polinémios nos coeficien-
tes do Hamiltoniano original H. Usando um argumento similar ao do teorema 1, segue-se
que existe uma fun¢ao polinomial &, tal que P; = 0. Procedendo similarmente com o
restante das cartas, obtemos P;, para j = [,2,--- ,n + [. Assim, definindoP = [[}_; P;

temos que se H € H™™\ A™*! entdao P = 0, completando a demonstracio. O

3.2.2 Comportamento no Inifinito no Caso Monomial

Agora faremos a analise do caso em que a parte homogénea de maior grau do Hamil-
toniano polinomial tem um tinico termo. Neste caso podemos dar uma completa descri¢ao
do campo de vetores perto ou no infinito. Dado um Hamiltoniano polinomial H, suponha

que sua parte homogénea de maior grau tem a forma
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Hye1(Yn, o+ oyn) = 41"y -y
Onde o; <0, parat=10,--- ,nea; +as+---+a, =m+ 1. Seja

SJT‘L_Q = {(yl,"' ,Un) € Sn_l;yj :O}.

O Teorema abaixo retine todos os resultados obtidos sobre o comportamento no infinito

neste caso.

Teorema 3. Suponha que H,, 1 € um tunico polinomio. Entdo,

a) Se a; > 1, entao Eoo:u?ﬂS]’-‘_Q;
e b) Sea; >2, Entao S}?’z consite intetramente de pontos criticos;

e ¢) Se aj, o > 1, para i # k, entao S;-L_Q N Sy~2 é uma (n — 3 esfera de pontos

criticos;

e d) Se a; = 1, entdo sobre SP~? ndo hd pontos criticos distintods dos descritos no
item c). se ajrq > 1, , entdo qualquer solugio comega em alguma esfera de pontos
criticos S?_Q NSP~2 e termina em Sj’-‘_2 USP2. Se ajrq = 0, entdo qualquer solugdio

comega e termina em alguma esfera de pontos criticos S}l’2 nSp—2.

Demonstragcao. Observe que o conjunto E* é definido pelas equagoes

Hm-l-l(yla e 7yn) =0

com

R By

Assim, desde que o polinémio H,, 1 ndo contenha fatores y;, com «o; = 0 , a parte a) segue

facilmente pois com isso estamos eliminando a possibilidade de aparecer indeterminacoes

do tipo 0°.  Agora suponha que «; > 2,. Entao no célculo de 8%[7;’;“

existe alguma potén-
cia positiva de y; e, de acordo com a proposicao 1 as equagdes do campo compactificado
Sa0
OH,,
Y o= et v

/ OHm+1
Yivd = “ oy T it
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Parai=1,---,d. E como y; = 0 todas as equagoes do sistema acima se anulam. Isso
significa que S]’»L’2 consiste de pontos criticos e consequentemente b) esta provado.

Para provar c), usamos um argumento similar. Agora suponha que a; = 1 e sem
perda de generalidades que 1 > i > d. Entdo é facil ver que S~ é invariante e as equacoes
globais restritas a S~ 2 se reduzem a

Para qualquer condicdo inicial ndo contida na esfera de pontos criticos S 2N Sy~ 2,

nos podemos reparametrizar as solugoes multiplicando as equagoes do campo por um fator

8I_I'rn,«&»l

By )~! e assim o sistema anterior torna-se
7

comum (

Onde o (), como antes, significa a derivada com respeito ao tempo. Das primeiras
equacoes acima , temos que y;4. decresce monotonicamente de y;,4 = 1 para y;1q = —1,
passando por y;.4 = 0. No intervalo de valores —1 < ;.4 < 0 nenhuma outra coordenada

Yr se anula e portanto as solucoes terminam em ¥;,4, = 0 se o expoente a; 4 > 1, ou

passam e terminam em ¥, = 0 se a; 4 = 0. isso prova d) e termina a demonstragdo. [

3.3 COMPACTIFICACAO DE POINCARE PARA CAMPOS DE VETORES DEFINIDOS
POR FUNCOES HOMOGENEAS

Ja temos a nocao de compactificagdo de Poincaré definida para campos de vetores
polinomiais. Faremos agora uma generalizacao para campos de vetores definidos por soma
de fung¢oes homogéneas.

Para isso, seja

X=(f1,  fn)

um campo em R", onde cada f; é uma soma de fung¢oes homogéneas, isto é

K3

k,
fr=(o, ) =) fj= (v, fa)
j=1

onde f;f ¢ uma funcao homogénea com grau de homogeneidade m;;. Da mesma forma

como fizemos na secao [3.1] identificaremos R™ com o hiperplano

T={y € R"yp41 = 1}.

tangente a esfera de Poincaré no seu polo norte e tomamos a projecao central. H e H~

denotarao, respectivamente, o hemisfério norte e sul da esfera de Poincaré S™. Como na
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secao , X induz um campo de vetores X sobre H* U H~ definido por
2 (DPF), X (), se y=2F(x)
(D7), X(x), se y =&~ ()

A expressao para X em HY U H~ é como na secao e podemos extender o fluxo
dado por X sobre S™ \ §"! para S". Essa extensdao ¢ chamada de comapctificagio de

Poincaré do campo X e é definida por

A expressao para A(y) sobre S™ é dada por

L=yl —yie - —Yia Yni1J1
—Y2U1 L—ys - —Yan va—i—le
Ay) =
“Yn+1¥1 —Yn+1Y2 0 T Yn+1Yn Yn's1Sn
Onde
k1
r i Y1 Yn
f(yla"'ayn)zz.fj( T )
j=1 Yn+1 Yn+1
e m = max(m;;).
Note que no caso particular em que as fungoes f; sdo polinémios, parat=1,--- ,n,

entdao ambas as defini¢oes 2.1 e 2.3 coincidem. Observamos ainda que o infinito é invariante
pelo fluxo dado por A.  Como fizemos na secao 2.1, daremos a expressao analitica de
A(Y) em cada carta local, isto é, aqui, como no caso polinomial, consideraremos S™
como uma variedade diferencidvel coberta por 2(n + 1) cartas locais. Fazendo cédlculos
semelhantes ao que fizemos na secao 2.1 e lembrando que em cada carta local devemos
multiplicar a expressao obtida pelo fator A(z)™"! > 1, segue que

Em Uy, temos
Z;n(_zlfl + fzv _ZQfl + f?)a ) _Zn—lfl + fn’ _anl)

onde fi= M 2" fil, 21, 2);

Em U,, temos

z;n<_21f2+f17_22f2+f37"' 7_Zn71f2+f.n7_znf2)
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onde fi =3, 2" fi(z — 1,1, 23, 20m1);

Em U, temos
Z;T(—Zlfn + f’17 _Z2fn + j’?’ e _Zn—lfn + fn—l) _ann>

onde fi = Z?;l z{m”f}(z =1, zpo1, 1);

Em U, 1, temos

(flu"' 7fn>a

onde fi= fi(zt, ... 2").
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4 APLICACOES A MECANICA CELESTE

Faremos agora algumas aplicagoes da compactificacdo de Poincaré a problemas con-
cretos de mecanica celeste. O problema de Kepler, por exemplo, serd abordado de duas
formas diferentes. Numa delas, usando as transformacgoes de Levi-Civita, regularizamos as
singularidades do Hamiltoniano. Na outra, resolveremos diretamente com o Hamiltoniano
original fazendo uso da teoria desenvolvida para campos de vetores definidos por fun-
¢oes homogéneas. Em seguida usaremos a compactificacao de Poincaré para estudarmos o

comportamento no infinito do problema de trés corpos colineares e também do problema

lunar de Hill.

4.1 O PROBLEMA DE KEPLER NA RETA

Neste caso a fun¢gao Hamiltoniana é dada por

—_

2
p
H(q,p)=5

2

com ¢ > 0ep € R . Como esta funcdo nao é polinomial, devemos fazer uma mudanca
de coordenadas para que a compactificacio de Poincaré possa ser aplicada. Usando as
transformacoes de Levi-civita, juntamente com um reescalamento apropriado do tempo,

noés obtemos, para cada nivel de energia H = h fixo, a mudanga de varidveis

dt

= 2 = - —
q=Q%p 20" dE = dg?

e o0 novo Hamiltonianao torna-se

N P2
H:7—4hQ2—4.

Sobre este novo Hamiltoniano estamos interessados em seu fluxo no nivel de energia
H=0.

Aqui a esfera de Poincaré é

S* = {(y1, 42, 55) € R% 9} + 95 + 93 =1}

O grau do campo de vetores polinomiais Hamiltoniano associadoé m=1ed=1¢

o nuimero de graus de liberdade com n = 2d. Para estudarmos 0 campo de vetores sobre
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5?2, fazemos a substituicao de varidveis
Q=2 pP=2
Y3 Y3
no polinémio H o multiplicamos pelo fator 32 para obtermos a funcao H que gera o campo
de vetores X definido sobre toda a esfera de Poincaré. A funcao H sendo entdo dada por

2
H(ylay27y3) = % - 4hy% - 4y§

O campo de vetores sobre S? é dado por

Yo = y2(1 =y (8h +1))
Yo = (8h — y3(8h + 1))

Y5 = —(8h + 1)y1y2y3

E ficil ver que os tinicos pontos criticos y € S? que também satisfazem a relacao de

energia H = 0 estao localizados no infinito e sao dados por

1 1
=t—— yYpp=t—— y3 =0,
SRR/ e/ TS RS
com h > 0.
Se h > 0, obtemos quatro pontos no equador e se h = 0 obtemos apenas dois. Vale

lembrar que o casoh < 0 impede que tenhamos o fluxo numa vizinhanca do infinito, pois

do Hamiltoniano original

[

h=H(q,p)=

2o |
N | —

temos que

1 1
h+=>0 < —=
+2_ =q< 3

e assim a varidvel ¢ fica contida em uma regiao limitada que também é conhecida como
regiao de Hill.

Para o caso h > 0, se (y1(t), y2(t), y3)t)) é uma solucdo, com nivel de energia h, indo
para um ponto critico temos

Q:&—M)o e P=%

Y3 Y3

Mas, nas coordenadas originais, isto significa que
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q — o0 ep:£:2—>oo
2Q 2y

que corresponde ao movimento hiperbdlico.
Para h = 0, temos

gq—>00 e p—r 00

que corresponde ao movimento parabdlico.

4.2 O PROBLEMA DE KEPLER NO PLANO

A funcao Hamiltoniana neste caso é dada por

ooy P01
(q,p) = 7 - m

Com ¢,p € R? e ¢ # (0,0). Como no caso linear, regularizamos as singularidades por

Levi-Civita considerando (¢, p) e (Q, P) como varidveis complexas, isto é , fazendo

P dt
q=Q%p= =, TR
2Q7 d¢ = 4q
o Hamiltoniano regualrizado é

. |PP
H:‘Q‘—4h|Q|2—4.

Neste caso nés temos um sistema com dois graus de liberdade, isto é d = 2 e
n = 2d = 4 é o numero de variaveis. Assim a compactificacdo de Poincaré nos dara um
campo de vetores sobre S*. O grau do campo de vetores polinomial ¢ m = 1.  Fazendo

a substituicao de varidveis

Q1:@7P1:$
Ys Ys

Q2:%7P1:%
Ys Ys

e multiplicando pelo fator y2, obtemos a fungao A que gera o campo de vetores sobre S*

N
H= §(y§ + ;) — 4h(y; +y3) — 4y

As equagdes do campo de vetores compactificado sao
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Y1 = ys + Ay = 8hyr + Ays

Yy = ya + Aysyy = 8hya + Ays

yé = >\957

Onde \ = —(8h + 1)(y1y3 + y2y4).
Das equacgoes do campo de vetores compactificado segue-se que o infinito é inva-
riante, e como no problema de Kepler linear temos que se h > 0, podemos extender a

relacao de energia H=0 para a esfera no infinito

Sgo:{(ylay2ay37y4)€R4; ys = 0; yf+y§+y§+yi:1}

Considerando primeiro o caso h > 0, temos que a relacao de energia no infinito sera

S5, = {(yl,yg,yg,y4) € 55 v+ i — 8h(y; +13) = O}
que em virtude de
yitus s tus =1

se reduz a

8h
T }

EOO: VY JdL) JO) A 653; 2 2:
3 {(y1y2y3y4y5) o Y1, Sl

8h+1
isto é, Ep° é um 2 — toro.
Das equagoes do campo compactificado temos que os tinicos pontos criticos satisfa-

zendo a relagdo de energia H = 0 estdo no infinito e sdo dadas pelas equagoes

A

Ys = —Ay1, Y1 = —(@)ys;
A

Ys Y2, Y2 (Sh)y4,

Destas tltimas equacoes obtemos A2 = 8h, e portanto
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ys = £V8hy,
Yy = :l':\/ShyQ

E assim concluimos que os pontos criticos sao dois circulos que denotaremos por C’f

no 2—toro E}°, que podem ser parametrizados por um angulo -, isto é

1
(Y1, Y2, Y3, Ya) = STH(

onde a escolha € = 41, fornece os circulos de equilibrio.

cos?y, sinvy, €V 8hcosy, eV 8hseny),

Considerando cartas locais para calcular o campo de vetores linearizado, temos que

na carta local (U, F}) o campo de vetores é dado por

Zi = —leg + Zg, Z:/)) — —29Z3 + 8h21,

Zh=—75+8h, 2 = 22

Calculando os pontos criticos do campo linearizado temos que os circulos de equilibrio

sao dados localmente pelas equagoes

Zy =a,z3 =az,24 =0,

onde a = €V/8h, e o polindmio caracteristico do campo de vetores linearizado em um
ponto de equlibrio é

p(A\) = A2a + N)?(a + N).

Desde que este polindmio tem um unico autovalor nulo e E}° é uma variedade
invariante, segue-se que os circulos C sdo normalmente hiperbdlicos: C}fé um atrator C;,
¢ um repulsor.  De fato, o fluxo sobre a variedade invariante Ef° = S' x S em termos

de variaveis angulares, onde

Y1 = 1cos7y, Yys = T2COS¢

Y2 = T1SINY, Yy = T28INQ
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1 8h
vl TFS

é dado por

y' = V8hsen(¢ —7)
¢' = —V8hsen(¢ — ),

donde concluimos que no plano de (v, ¢) as trajetdrias sdo linhas retas de inclinagao
—1 e os pontos criticos correspondem aos pontos ¢ =~v e ¢ =y + 7.
No retrato de fases no plano (v, ¢), ® = v e ¢ = v+ sao, respectivamente, atratores

e repulsores e isto significa que C; é um atrator C; é um repulsor.

4.3 O PROBLEMA DE KEPLER SEM REGULARIZAR

A compactificacao de Poincaré para campos de vetores definidos por fun¢ées homogé-
neas pode ser usado para estudar o comportamento no infinito de uma grande quantidade
de campos de vetores. Faremos agora uma dessas aplicagoes para o caso do problema de

Kepler tanto linear quanto planar.

4.3.1 O problema de Kepler na reta

A funcao Hamiltoniana , como vimos anteriormente , é

2
D 1
H == —=
comg>0epelR.
O campo de vetores Hamiltonianos é dado por
i 0H 1
P==—5"="75
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Neste caso, fi(¢,p) = p com my = 1 e fo(q,p) = —q% com my = —2, portanto

m = maz(my, my) = 1. O sistema na esfera de Poincaré tem a forma

2
Y2y
yi=(1—yDys + =2
U1
(1—v3)vs
yh = —yrys — ——2
Y1

- Y2y
Ys = —ys\nyz2 — — |-
Y1
Observa-se que o sistema acima apresenta uma singularidade quando y; = 0 , que
corresponde a singularidade ¢ = 0 no sistema original. Desde que o espacgo de configuracao
¢ RT isto implica que na esfera de Poincaré, y; > 0. Por outro lado, como o sistema na
esfera de Poincaré apresenta expressoes complicadas, optamos por estudar tal campo

fazendo uso de cartas locais. Assim,

na carta local (Uy, F), o sistema é expresso como

5 =—(a +2)

2h = —2921

O sistema acima tem um tnico ponto de equilibrio dado por (z1,22) = (0,0). Este

ponto de equilibrio nao é hiperbélico.

Na carta local (Us, F3), temos

e aqui nao temos ponto de equilibrio.

Na carta Uy, F3 temos o sistema original, que ndo tem nenhum ponto de equilibrio.
Portanto, o sistema tem um tnico ponto de equilibrio na carta (Uy, F1) e que na esfera de

Poincaré corresponde ao ponto (£1,0,0). Fixando um nivel de energia h, temos

N | —

2
th(q,p)=%—

Assim,
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(i) se h > 0 temos da relacao na carta (Uy, F})

:y2

21 728:07
Y1 q
1
Y1 g

e usando a relagao de energia acima concluimos que
q—> o0 e p— £tV2h
que corresponde ao movimento hiperbdlico.

o (ii) Para h = 0, temos a mesma conclusdo, mas aqui

qg— o0 ep—0
que corresponde ao movimento parabdlico.

o (iii) Se h < 0, entao h + % > 0 que implica que ¢ < —%. Isto significa que o sistema
¢ limitado e portanto o escape para o infinito se da apenas na variavel momento. Na
varidvel original temos que, quando a particula tende a colisao, ¢ — 0 e |p| — oo.
Na esfera de Poincaré isto significa que as érbitas terminam nos pontos da forma

(0, £1,0)que foram excluidos anteriormente.

4.3.2 O problema de Kepler na plano

Aqui a funcao Hamiltoniana é dada por

H(q,p) .
’ 2 |q
Com ¢q,p € R? e ¢ # (0,0).
O campo Hamiltoniano tem a forma
OH ) oH G

le:ai:pla P1 =

P KN Y
OH ) 0OH G2

Go = — = Do, bo=—F = —"——F—7
o 00 \flgt +a)

onde p = (p1,p2) € ¢ = (q1,q2). Aqui as fungoes homogéneas sao dadas por
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q1 q2

J(@+ @) B J@+a)»

O grau de homogeneidade de f1 e fo é 1 eode fse fy € —2 e com isso m = 1.

fi=0p1,fa =p2, fzs = —

O campo de vetores sobre S* ¢ dado por

Vo= (=92 — yiyays + L5 (s + youa)
vy = —ynyays + (1= 12)%0 + 25 (g + veua)
ho=  —ud — sy — % i(1— y2) — yeysya)
Vi = —yysys— eyl — % (—yaysya + ya(1 — 3),
ys = ys(— 9195 — o) — 2 (195 + yaya).
onde A = /(y? +y3)3. Observamos que este campo de vetores nao estd definido

quando y; = y» = 0, que corresponde , na esfera de Poincaré, a esfera

S*={yeShyi+yi+yi=1}.

Isto ocorre porque o sistema original nao esta definido em que ¢ = ¢ = 0, que
correspondem a singularidades devidas a colisdes. O equador de S* dado por y5 = 0
é, como podemos ver pelas equagOes acima, invariante.  Para encontrarmos os pontos
criticos, estudaremos o campo de vetores compactificado nas cinco cartas locais (U, F),
1=1,---,5.

Na carta local (Uy, F}), o sistema tem a forma:

z = —Z1%29 + 23,
3
! 2 2
Zy = —25 — ——=
2 2
(1+z%)3
3
r 2
z = —Z3%9 — —F—
3 32 (1+22)
/ _
2y = —Z9Z4.

Os pontos criticos sao dados por (z1,0,0,0), que na esfera de Poincaré S* corres-

ponde ao conjunto

{yeShyi+ys =1}
Isto é, temos uma circunferéncia menos dois pontos (0,41), (que corresponde a

n :0)-
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Na carta local (Us, F3), o sistema é dado por:

Z = —Z1%23 + 22,
3
/ o 2 2,’124
z. f— J— [ SE—
2 2
(1+z%)3
3
r 21
Zh = —232y — ———
3 (1422)3
/ _
2y = —Z4%3.

Os pontos criticos nesta carta sao os mesmos da carta (Uy, F7).

Na carta local (Us, F3), temos:

I 2124
zZ; = +1

1 (szrzS)S !

3

;o 21222}
2o = +z

2 (zf+z%)3 3
o= 212325 z223

3 V223 \[(23423)3
P — lefll

4 (23+23)3

Nesta carta nao temos pontos criticos, o mesmo ocorrendo nas cartas (Uy, Fy) e
(U57 F5).

Portanto, existe somente uma circunferéncia de pontos criticos, todos localizados no
infinito, isto é , pertencentes ao equador y5 = 0 da esfera de Poincaré S*.

Se analizarmos a linearizacao do campo de vetores compactificado nas cartas locais,
verificaremos que os pontos criticos sao muito degenerados no sentido que todos os au-
tovalores sao iguais a zero.Contudo, anlisando o conjunto de pontos criticos juntamente
com a relacao de energia, poderemos dar uma interpretacao fisica dos pontos criticos.

Para qualquer nivel fixo de energia H = h, temos:

e Se h > 0, da caracterizagdo do conjunto de pontos criticos na carta local (Uy, F}),

temos

Ys _ P1
Z2:—:—:O
Y1 Q1
Yy Q1
24:%:0

n



40

2
Da relacao de enrgia % — ﬁ = h, temos que (p1,q1) # (0,0) e dessa forma
lgf — oo e |p| — pmV/2h que corresponde ao movimento parabélico. No caso

h = 0 temos que |g| — oo e |p| — 0, que corresponde ao movimento parabdlico.

e Se h < 0, da relagao de energia % — Ifil = h,

temos que |q| < —%, que significa que o espago de configuracao é limitado. Como
no problema de Kepler na reta, o escapr para o infinito se da apenas na variavel
momento. Lembrando que neste caso o espaco de configuragao é {q € R?; ¢ # (0,0)},

e isto implica que sobre a esfera de Poincaré devemos remover o conjunto

{ )i = =05+ + 92 =1}

Assim, quando ¢ — o0 , |[p| — oo. Em outras palavras, o escape para o infinito

na varidvel momento é assint6tico ao conjunto {(y; = y2 = ys = 0,95 + y3 = 1.}

4.4 O PROBLEMA DE TRES CORPOS COLINEARES

Considere 3 particulas na reta, onde m;,7 = 1,2, 3 sdo suas massas e ¢;, 7 = 1,2, 3 sdo
I . y , , . . .
suas posigdes que suporemos na seguinte ordem: g5 < ¢j < ¢5. A fungdo Hamiltoniana
associada a estas trés particulas é dada por
3 .92
_ } bi maMg m3my myma

H £ ,
295m; - B—¢ G — ¢

Se introduzirmos a mudanga de coordenadas

@ =q —q;>0,
G2 =q;—¢ <0,
4 =q1— ¢ <0,
ma mo ms
(q) = ng + M(Ié + MGQﬁ
onde M = my + mo + m3. Entao, nessas coordenadas, ¢; + g2 + g3 = 0.

A mudanca de coordenadas acima pode ser escrita como:

q=Aq

, onde
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0 1 -1 a1
i
-1 0 1 0 /
A= 4= A
1 -1 0 qs
i
BB (0

Além disso, as varidveis ¢; podem ser escritas em termos das varidveis ¢; e (¢) da

seguinte forma:

1

g = M(mQ% — m3q2) + (q)
1

qé = M(m?)éh - leS) + <Q>
1

gy = M(mIQ2 —maqr) + (q).

Dessa forma, o Hamiltoniano pode ser escrito como uma nova funcao H”(q,p’) da

seguinte maneira

H'(q,p') = H"(Ad,p"),
Onde
13 )2 mam msm mym
_ Z(pz)_ 2M3 | Ms | Mz

i_ T q1 q2 q3

Definiremos agora uma nova variavel momento dada por

p'=A"p
com
D1
2
, P2
P=1rp | eP=
P3
s
(q)
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Considerando entdo o novo Hamiltoniano

H(q,p) = H"(q,A"p),

que se escreve da seguite forma

Mom msm mym
+)173101_’_291]92_ 2 3+ 3 1+ 1 27

H p
1o’ 0 2M my msa ms ¢ 42 qs3

_|_

1 2 1 2 1 2 1 DP2pP3
= Pt Pt -
205" 2pug1 (

-1 —1
Onde, p;j = m; " +m;
Apés essa série de transformacgoes feitas no Hamiltoniano original, introduzimos
agora novas coordenadas para obtermos um Hamiltoniano polinomial.

Seja entao

P,

_ N2 _ 1

Q1 = Q17p1 2@1
— P
_ N2 — 2
qo = Q27p2 2@2
~P
_ N2 _ 3
q = —Q3,p3 205

Usando o fato que o Hamiltoniano é uma integral primeira, nos restringiremos ao

nivel de energia H = h. Dessa forma, se definirmos

H = QiQ3Q3(H — h)

€ um novo tempo

d
- G

As equagoes do movimento do problema dos trés corpos colineares em H = h,

correspondem as equagoes Hamiltonianas definidas pelo Hamiltoniano

8 23 131 12

g - 1(@3 i Qleir | & §P§>_

4 m1 mo ms

1 <Q§Q2Q3P2P3 + Q2Q3Q1 P3P, + Q§Q1Q2P1P2> i

—  (mam3Q3Q3 + mami Q307 + mimaQiQ5 + hQTQ5Q3)
no nivel de energia h = 0 Para aplicarmos a compactificacao de Poincaré, renomeare-

mos as variaveis acima da seguinte forma



43

T1 = Q1,%2 = Q2,73 = Q3
2y = Prx5 = Py, 16 = Ps.

Neste caso a compactificacao esta definida sobre a esfera

S ={, -y g =1}

e o grau do campo de vetores polinomiais Hamiltoniano é m = 5.
Em virtude das equagoes do campo de vetores compactificado serem muito compli-

cadas , optaremos por fazer um estudo de suas expressoes nas cartas locais

Além disso, devido a simetria em relacdo a origem que o campo de vetores com-
pactificado tem, sua expressao na carta local (U, F;) é a mesma em (V;, G;) multiplicada
pelo fator (T1)™~1,

Encontraremos os pontos criticos do campo compactificado nas sete cartas locais
(U, Fy),i = 1,--+ , 7. Omitiremos aqui as equagoes que representam o campo de vetores
compactificado nas sete cartas locais, (CIMA; LLIBRE, [1990) para isso, mas acrescentamos
que tais equagoes na carta U; sao as equagoes originais e portanto os tinicos pontos criticos
em U; correspondem a tripla colisao. Os pontos criticos que nao dependem da massa das
particulas sao faceis para calcular. Ja os dependentes da massa envolvem calculos muito
tediosos.

Dividiremos o conjunto dos pontos criticos em S® nos subconjuntos abaixo e, em
seguida, daremos a interpretacao fisica das solugoes que se aproximam deles. Note que da
relagdo entre as coordenadas z; e y;, segue-se que se y; # 0 entdao y; — 0 é equivalente
a r; — 0. Em particular para ¢ = 1,2, 3, a iltima afirmacao acima significa uma colisao
binaria ou tripla, pois x; — 0. é equivalente a ¢; — 0,7 =1,2,3. O teorema seguinte

sumariza todos os resultados obtidos sobre o conjunto dos pontos criticos.

Teorema 4. O conjunto de todos os pontos criticos do problema compactificado dos trés
corpos colineares é conexo, compacto e pode ser dividido nos cinco sequintes conjuntos

disjuntos.

o 1- Conjunto de tripla colisio (T'C), é o conjunto dos pontosy € S® tais que:

y1 =y2 =y3 =0,
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i+ sty tyr =1
Sua topologia é a de uma esfera S.

o 2- Conjunto Bindrio a Esquerda (LB), é o conjunto dos pontosy € S° tais que:

y1=Fys #0

Y2 =ys = yr = 0,

205 + i +ys = 1.
Sua topologia € a de duas esferas que se intersectam, menos o circulo de intersegdo.

o 3- Conjunto Bindrio d Direita (RB), é o conjunto dos pontos y € S® tais que:

y1 =%y, #0

Yz =y = yr = 0,

205+ y5 + s = 1.

Sua topologia € a de duas esferas que se iutersectam menos o circulo de intersecao.

e - Conjunto de energia zero (ZE), que existe somente para h =0, é o conjunto dos

pontos y € S° tais que:

Y1Ys + Y2ya = 0,

Ysys — YoYs = 0,

Y1Ys + ysya = 0,
vi=1ys+ Y3y =0,

2y5 +2y5 +yi + s +yp =1
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Y1y2ys # 0.
Sua topologia é a de oito discos abertos e disjuntos.

e 5- Conjunto de energia positiva (PE), que existe somente para h > 0, é o conjunto
dos pontos y € S tais que:
i =y + Y3,
Ys
Y6Y2 — YsYs = ;F(y4yz + 119s),

1
1 F+1)? 1
<F2 + ! + ) (yay2 + 11y5)* = 8hyiy3,
my may ms3

ity +ys+yitys+ys =1y =0,
Y1Y2Ys 7£ 0.

Onde F = (%)(m2y3 — may?)(mayi + miy3). Mais ainda, a topologia de (PE), é

independente de h.

Demonstracao. Faremos primeiro a demonstragao referente a topologia dos cinco conjun-
tos. Como as afirmacoes 1, 2 e 3 seguem facilmente, omitiremos aqui os calculos. Nao é
dificil verificar que, em cada carta local, os conjuntos de energia positiva e de energia nula
sao formados por pontos criticos. Pelo fato de y112y3 # 0, segue-se que as trés primeiras
equagoes do conjunto (ZFE) sdo dependentes no sentido que uma delas pode ser obtida
em funcao das outras duas.

Resolvendo a primeira e a terceira equagoes que definem (ZFE) com relacao a ys e ys,

respectivamente, e substituindo o resultado na sexta equacao, obtemos:

2 2
_|_
%§+%?+mﬂ+yzﬁ%)zl
1

Assim, as equagoes que definem (ZFE) sao equivalentes a
2, 9 o 1
Yot Y3 T UL 5
Vi =y + s,

Y1Y2Y3 7& 0

Devido ao fato que y1y2y3 # 0, ndés devemos omitir os pontos contidos em ¢y, = 0 e y3 =
0. Em cada caso obtemos dois circulos que se intersectam nos polos (0, 0, i\%) da esfera

definida pela primeira equacao; isto da origem a quatro regides que topologicamente sao
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discos. Desde que temos dois valores de y; para ys e y3 dados, obtemos oito discos no total
e isto prova a afirmacao 4. Observamos que existem outros pontos criticos com energia
zero que nao pertencem a (ZFE), pois os conjuntos (7'C'), (LB) e (RB) ocorrem para
qualquer valor de energia. Provaremos agora que a topologia de (PE) é independente de
h. Note que (PFE) é o inico dos cinco conjuntos acima citados que depende da massa. Este
fato torna dificil o calculo direto de sua topologia. Mas podemos provar , usando teoria
das bifurcagoes, a independéncia em relacao a h. Considere as trés primeiras equagoes que

definem (PFE) escritas como segue:

Jilyr, - ys) =i — v —y5 =0,

Jo(y1, - ys) = v1(Ysy2 — Ysys) — Fys(yaya + y1ys) = 0,

J3(y1, - ye, h) = G%(yz?ﬁi + y1y5) — €V8hy1ys = 0,

e também a funcgao projecao

J4(y17 cc Y, h) - h)

onde

1 1 1
G=—F+—(F+1>%+—
mq ma ms

e ¢ = +1. Definamos a funcao

J = (J&,<]é,:]é,:]4) If;S X [O,}l+1 — HQS X H@,

onde h™ é um valor positivo arbitrario. A matriz jacobiana

a((]la J27 J3a J4)

B =
My, -+, Js, h)
pode ser escrita como B = (B, By)
bui bz bus
bor baz Do

b31 b32 b33

b41 b42 b43
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sendo

bij = 2y;,7 = 1,2,3;

by =0,5=1,2,3;

bor = Ysys — Y3Ys — Ys3YsF — ys(yayz + v19s) oo

bos = Y196 — Ysya F — ys(yaya + v19s) 5

bas = —11Ys — F(yay2 + 119s) — y3(Yaya + y1y5)§72;
b3 = %G_%%(HYQ +Y1Y5) + Gays — ev/8hy,

b3y = éG*%Sﬁ(ym +y1ys) + Grys — eV/8hy,

b3z =0

€

0 0 0 0
—1ysF pys(1—F) iy 0
BQ -
1 1
G2y, G2y 0 —74%2
0 0 0 1

Pelo fato das trés primeiras equagdes que definem (PFE) serem homegéneas, seus
gradientes sao ortogonais a direcao radial, isto é, ao gradiente da quarta equacao. Esta é
a razao pela qual ndo consideramos a quarta equagao que define (PFE) nos célculos acima.
O posto de B é 4 para todo valor deh > 0, desde que as colunas 1,4, 6,7 sao linearmente
independentes ,pois y1y2y3 # 0 . Assim o conjunto de pontos criticos da funcao J é
vazio. Desde que J~1(0,0,0, k) é compacto, segue-se que o conjunto de bifurcagio é vazio
conforme [9]. Consequentemente, J~1(0,0,0, k) tem a mesma topologia para todo h € R,
isto é a topologia de (PFE) é independente de h. Para terminar a prova do teorema devemos
mostrar que o conjunto dos pontos criticos ¢ compacto e conexo. Ele é compacto pois S°
é compacto e os zeros de qualquer campo de vetores continuo é compacto. Para verificar

a conexidade , analizaremos as relacoes entre as diferentes partes. Sejam
Crp = {y € S%yi+ys=1¢ y =0 para i%4,6}

CRBz{yESG;yi+y§=1 e y; = 0 para i#4,5}

5;:{y686;yi+y§+y§:1 e y; = 0 para z'7é1,2,3,7}
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Entao Cpp é o circulo de intersecdo que devemos omitir em (LB). O mesmo vale para
Crp e (RB). Finalmente, é o equador da esfera S® definida por (T'C).
E facil ver que CI(LB) N (TC) = Cpp e CI(RB) N (TC) = Crp (aqui Cl denota

2

o fecho). Portanto, desde que os circulos Crp ¢ Crp estdo contidos em S35,

(TC)U (LB) U (RB) é conexo.

0 conjunto

Para (ZF) ou (PE) vemos que quando y; = 0, devemos ter yo = 0 e y3 = 0 e assim
a equagao que resta é exatamente y3 + y2 + y2 = 1, que descreve S2 . Isto significa que o
fecho de qualquer um dos conjuntos intersecta S2 .. Portanto, todo o conjunto de pontos

criticos (TC)U (LB)U (RB) U (ZFE) U (PE) é conexo e isso conclui a demonstragao. [

45 O PROBLEMA LUNAR DE HILL

Conforme vimos no segundo capitulo, se¢dao 2.4, exemplo 4 e equagao [2.10] a fungao

Hamiltoniana neste caso é dada por

2
v __ 1

RN E

1
H(xy, w9, x3,14) = E(xg + mi) + ToTz — T1T4 — mf +

que com a mudanca de coordenadas

TN =02 To=Y T3=0T—Y T4 =9+

associa-se ao campo de vetores Hamiltoniano abaixo

onde (z1,x2) sdo as varidveis coordenadas e (z3,x4) sdo seus momentos associados.

Faremos um estudo do problema para um nivel de energia fixo H = h, onde h = —%.

Nao exibiremos as equagoes do campo acima na esfera de Poincaré, uma vez que é

possivel encontrarmos diretamente suas equagoes em coordenadas locais.

Em Uy, o sistema tem a forma

éi = (1 +2)+23—1
4= —matw)t2tn - i
Z o= —x(nt ) — 2 — 2 — \/%
Z, = —z4(21 + 22)

e nesta carta, como é facil ver, ndo hé pontos de equilibrio restrito ao infinito.
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Em U,, o sistema tem a forma

7= —z1(23 —21) + 22+ 1
Zé = —22(23 — Zl) + 221 + 23 — L
(1422)3
Z'/ = —23(23—21)—1—22—A
3 (1+22)3
v
Zy = —z4(23 — 21)

e aqui hd apenas um ponto de equilibrio no infinito que é dado por (0,—1,0,0). Sobre
a esfera de Poincaré, restrita a esta carta (y2 > 0), este ponto corresponde ao ponto de

equilibrio

11
0, —=, —=,0).
V2 V2 )

Se encontrarmos o polinémio caracteristico do campo linearizado nesta carta,restrito

Ay = (

a este ponto, veremos que o mesmo apresentard dois autovalores nulos e dois au-tovalores
imaginarios puros e, com isto, o ponto Ay acima nao é hiperbélico.

Em Us, o sistema tem a forma

Zi = —Z1 2214‘23—%%3)3 +ZQ—|—1
Zé = —2Z9 221-'-23—% + 23— 21
(27+23)3
. 3 3
s = —a\2ata- Taas ) - e - o
7 = 20 4z - 22
(1+23)

e nesta carta, temos novamente apenas um ponto de equilibrio no infinito que é dado por
(0,71,0,0). Sobre a esfera de poincaré isto corresponde ao ponto Az = ~ Ay, que também
nao ¢é hiperbolico.

Na carta Uy, o sistema tem a forma

o z223
21 = —Zz1 —Zg—Zg—W +22+23
o 2223
Zy = —Z9 —22—23—W +1—Zl
Z:/)) = —Z23| — %9 — 23 — 72222 + 221 +1-— 21221’

(2 +23)° (21 +23)3
. 3
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e nesta carta nao ha pontos de equilibrio no infinito.

Agora usaremos o estudo sobre as cartas locais para descrever a evolucao final do
escape das orbitas na regiao de Hill ilimitada. Nesta regidao, nos restringiremos somente
aos pontos que apresentam x; > 0, que corresponde a y; > 0 na esfera de Poincaré.
Portanto, os tinicos pontos de equilibrio possiveis sdo A, e As.

Se uma 6rbita na esfera de Poincaré, termina em A, entao ela tem o ponto (y1, Yo, Y3, Ya, Ys) =
(0, %, —\%, 0,0) como seu w-limite( para 0 outro ponto a analise é andloga trocando o
sentido do tempo e estudando o a-limite.

Usando o fato que

T T2 Z3 Ty Ts

hn = Ax,yl :Fx’yl :Ixaylzﬂayl :Tx’

onde
Ax:\/x%jtac%—l—xgjtxi—l—l
e que
$1:$,$2:yyx3:f—yex4:y+xa
obtemos

.z _Yy _E-y Ytz
yl_Ax7y2_Axay3_ A,ﬁlj‘ U1 = AZL’ .

Desde que estamos analisando o infinito, y5 = 0, que implica Az — o0 e y; =

Y 1
Ar T U obtemos que y — o0.

Usando ainda as ultimas equagoes acima, temos

Y
= - —0
n Ar

Portanto, a coordenada x pode ser limitada ou ilimitada.

e i) Se x é limitada, da equagao
2

obtemos que tanto @ quanto gy sao limitadas. Em particular, quando

i’ + 9 =327 + +C,

T—0ey—0



o1

os escapes sao do tipo parabodlicos. Se pelo menos um dos limites acima é diferente

de zero, os escapes sao do tipo hiperbdlico. Finalmente, usando o fato que

Ty y +x
== —0
i Ax Ax
temos que, assintoticamente, §y = —z, e portanto, para escapes parabdlicos, x(t) —

0 e os escapes sao assintoticos as retas verticais no plano zy. Se a reta vertical

coincide com o eixo y, os escapes sao do tipo parabdlicos.

ii) O caso z "ilimitado” nao é interessante do ponto de vista da mecanica celeste,
pois representa escapes para o infinito (em ambas as coordenadas) com velocidade

limite infinita.
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