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RESUMO

Este trabalho se propde a apresentar, detalhadamente, os principais modelos para constante
dielétrica de liquidos com aproximacdo de meio continuo, possibilitando um estudante de
graduagdo em Fisica, que tenha cursado uma disciplina de Eletrodindmica Classica uma
complementagio de sua formagdo em Dielétricos. Utilizando os conceitos de transposicio
didatica apresentados por Chevallard (1991) ¢ Alves Filho (2000), que buscam a melhor
forma de transformar o saber sabio em saber ensinado, os conhecidos modelos de Clausius-
Mosotti, de Debye e de Onsager sdo expostos a partir de um simples procedimento que
facilita a constru¢do de cada um dos modelos, possibilitando um melhor aproveitamento do
estudo. A constante dielétrica (&,) expressa a contribuicdo do meio dielétrico linear nas
interagdes eletrostaticas de cargas livres, tornando-a muito importante quando o tema ¢
campos eletrostaticos na matéria. Com a perspectiva de disponibilizar um melhor meio de
aprofundamento do tema “Dielétricos”, a andlise dos principais modelos para a constante
dielétrica com aproximagdo de meio continuo e uma estruturacdo que os relacione ¢

importante para que o processo de aprendizagem seja menos desgastante e mais proveitoso.

PALAVRAS CHAVE: Dielétricos, Modelos, Constante Dielétrica, Liquidos.
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CAPITULO 1 — INTRODUCAO

Este capitulo socializa a proposta do trabalho como um guia para reproducdo dos
principais modelos da constante dielétrica com aproximac¢do de meio continuo. Expor
aspectos da transposi¢do didatica que norteia a fundamentago tedrica, além de apresentar o
procedimento que sera tomado no calculo da constante dielétrica &,, por fim, comentar os

requisitos basicos para compreensiao dos modelos.

1.1 APROPOSTA

Os modelos de polarizagdo elétrica para campos estaticos tratam de como obter a
constante dielétrica &, para um meio linear a partir do conhecimento de pardmetros
microscopicos, como a polarizabilidade e momento de dipolo permanente das moléculas, e
parametros macroscopicos como densidade e temperatura absoluta do meio.

Neste trabalho, ndo ser@o discutidos os mecanismos de polarizacdo em solidos, que
exigem uma abordagem quantica, pois as moléculas estdo proximas, aumentando o nivel de
interagdo, dificultando o estudo da polariza¢do. O objeto de estudo séo os gases e liquidos de
baixa densidade, para que se possa desprezar a superposicdo (overlap) das fun¢des de onda
eletrénica associadas a cada molécula ja que as moléculas estdo distantes o suficiente para
tornar a superposi¢ao pouco interagente.

Para esses sistemas, os modelos de polarizagdo podem ser basicamente classificados
em dois tipos: modelos com aproximagdo de meio continuo ¢ modelos mecanico-estatisticos.
Esta classificacdo ¢ feita de acordo com a forma que as moléculas “enxergam-se” dentro do
dielétrico. Serdo trabalhados aqui os modelos com aproximag¢do de meio continuo, que sdo os
modelos, em que as moléculas se “enxergam” como meio continuo.

Esta discussfo acerca dos modelos com aproximagéo de meio continuo ¢ importante
quando pensamos numa formac¢do mais aprofundada, de um estudante de graduagdo, em
Dielétricos. A motivagdo inicial do trabalho em si € disponibilizar de forma mais acessivel
uma forma simples de reproduzir os modelos para a constante dielétrica de gases ou liquidos e
de baixa densidade, com aproximagéo de meio continuo.

Baseado nos estudos de Chevallard (1991) e Alves Filho (2000) sobre a transposi¢éo
didatica, tem-se que a analise do saber sabio envolvido nos principais modelos para constante

dielétrica com aproximagdo de meio continuo e uma estruturacdo que os aproxime do saber a
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ensinar ¢ importante para que o aluno, ao se deparar com a necessidade de estudar os
modelos, tenha mais oportunidades para refletir acerca destes modelos e das consideragdes
que se fazem essenciais, visto que normalmente ndo ha tempo habil para fazer esta reflexio
durante a formagdo devido & grande carga de atividades durante a realizacdo da disciplina de
Eletromagnetismo, por exemplo, levando o aluno a apenas realizar calculos, e ndo
compreender plenamente o que esta sendo feito.

Como diz Alves Filho (2000, p.218) a transposi¢do diddtica ¢ um instrumento de
analise do processo de transformacdo do conhecimento, sendo através dele possivel
compreender as diferentes formas do saber e suas estruturas organizacionais. Assim, com esta
analise, serd possivel estudar os modelos para constante dielétrica de forma sintetizada e clara.

Diante desses elementos busca-se, para os modelos de polarizagdo elétrica com
aproximacdo de meio continuo, um modo consensual de reproduzir esses modelos, uma
atualizacdo do saber, seja em sala de aula ou ndo, operacionalizada de forma instigante ao
estudante e uma articulagdo essencial entre os saberes novos e velhos.

Este trabalho tem por finalidade apresentar, de forma didatica, os principais modelos
para a constante dielétrica de liquidos em meio continuo — possibilitando a um estudante de
graduag@o em Fisica, e areas afins, que tenha cursado a disciplina de Eletrodinamica Cléssica

uma complementag@o de sua formacgao em dielétricos.

1.2 A TRANSPOSICAO DIDATICA

A transposicdo didatica analisa as transformagdes ocorridas no saber desde a sua
origem na comunidade cientifica, denominado Saber Sabio, até a sala de aula, chamado Saber
Ensinado, objetivando explanar que o ensino ndo é um simples processo de simplificagdo do
conhecimento. No processo da transposicdo do conhecimento fazem-se necessdrias regras e
caracteristicas importantes nas metamorfoses que antecedem o Saber Ensinado que provém do
Saber Sabio.

Essa teoria propde a existéncia de trés niveis do saber. O Saber Séabio, o Saber a
Ensinar e o Saber Ensinado. Interligando estes niveis ou esferas do saber, encontra-se a
Noosfera, que nada mais é que a esfera na qual a acdo de transformagdo do saber ¢ realizada
pelos elementos destes grupos. E o sistema educacional, como um todo, é o grande sistema
oficial, onde essa transposi¢do acontece.

Para tanto, a constante divulgacdo de material, seja ele composto de saber sabio ou

saber a ensinar € essencial para a constante atualizacdo do saber, critério chave para o bom
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avanco do conhecimento. Resumidamente os niveis do saber possuem os seguintes

significados:

> SABER SABIO

O Saber Sabio diz respeito ao saber selecionado como referéncia na defini¢do da
disciplina escolar. Tal saber é construido no interior da comunidade cientifica. Esse saber
passa por um processo criterioso de fundamentacéo e valida¢do antes de vir a publico, quando
ha publicagdo através de teses, revistas cientificas.

Ao ser publicado, o conhecimento esta puro, impessoal e que néo traz todo o caminho
para sua construgdo, pois ao ser resumido deixa embutido vdrias etapas. Esse patamar do
saber ¢ composto pelos cientistas e pesquisadores de uma maneira geral. Sua forma
sistematica, com comeg¢o, meio ¢ fim, ndo mostrando os conflitos ocorridos no contexto da
descoberta, é a forma descrita no trabalho.

Desde a descoberta até a publicagdo de seu trabalho, existem dois momentos distintos,

entre um e outro:

“Ha um processo de reelaboragdo racional que elimina elementos emotivos e
processuais, valorizando o encadeamento logico e a neutralidade de sentimentos.
Aqui, de certa forma, ha uma transposi¢do —ndo didatica -mas, diriamos, cientifica,
caracterizada por uma despersonalizacdo e reformulacdo do saber” (Alves Filho,

2000, p.224)

Essa descaracterizagdo do saber acarreta no saber a ensinar, estruturando o
conhecimento num caminho mais acessivel. Estes momentos configuram a transposi¢do

didatica externa e transposi¢@o didatica interna como sera discutido a seguir.

> SABER A ENSINAR

Segunda fase do processo, onde a proposta se enquadra em sua acdo, ¢ 0 momento em
que se da a transformago do saber sabio em saber a ensinar ¢ corresponde a Transposicao
Didatica Externa. Manifesta-se na produgdo de livros didaticos, manuais de ensino para
formac@o universitaria, programas escolares que t€ém como alvo os alunos universitarios e
professores da Educagio Basica.

Nessa parte do processo, o conhecimento ¢ “desestruturado”, reorganizando,

utilizando-se uma linguagem mais simples e ldgica. Os autores de livros didaticos, os
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especialistas das disciplinas, os professores e o publico em geral, sdo os atores desta esfera,
onde sfo selecionadas as caracteristicas que devem ser modificadas em relacdo ao Saber
Sabio.

Nesse processo de desestruturacéo, o conhecimento sofre uma “descontextualizacdo”
(Chervallard, 1991, p. 53). O saber passa por uma verdadeira reestruturaco e linearizag@o,
com uma sequéncia ldgica que encaixem nas mudangas necessarias, adotando um novo
contexto.

Diferente do Saber Sabio, o Saber a Ensinar pode tornar-se ultrapassado no contexto
educacional e ser substituido, ou ser banalizado pelos outros grupos da Noosfera. E
importante enfatizar que este processo por completo tem como principal objetivo melhorar o
ensino conhecendo as estruturas organizacionais dos saberes em seus diferentes niveis da

Noosfera.

> SABER ENSINADO

Terceira e ultima etapa na transformagdo do conhecimento, ¢ a adaptacdo ao tempo
didatico, isto &, a organizagdo, separacdo e remodelagdo sofridas pelo saber para o
sequenciamento das aulas ou atividades propostas.

O ator principal, mas néo unico, é o professor, que utiliza toda a gama de material e
experiéncia para moldar o que efetivamente chegara aos alunos. Esse processo de
transformagdo do saber a ensinar em saber ensinado ¢ denominado “Transposi¢do Didatica

Interna”, pois ocorre no interior do espago escolar.

1.3 REQUISITOS PARA COMPREENSAO DOS MODELOS DE POLARIZACAO
ELETRICA COM APROXIMACAO DE MEIO CONTINUO

O estudante necessita do dominio de certos conteidos para estar apto a compreender o
calculo da constante dielétrica &, e completamente absorver as etapas de construgdo dos
modelos. Apos estudos e reflexdes, foi detectado que os topicos mais utilizados, considerados
pré-requisitos sdo:

e Expansio de termos de Multipolos
e Campos Eletrostaticos na Matéria
o Dipolos induzidos ¢ dipolos permanentes;

o Polariza¢ao;
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o Deslocamento elétrico (a lei de Gauss no interior da matéria);
e Mecanica Estatistica

o Estados de um sistema;

o Principio de igual probabilidade a priori;

o Calculo de Probabilidades;

o Célculo de Médias.

o Sistemas em contato com um reservatorio térmico;

A seguir, serdo discutidos mais abertamente estes requisitos basicos, municiando o
leitor para um estudo mais apropriado do trabalho, focando o necessario para a reproducéo

dos modelos.

1.3.1 EXPANSAO DE MULTIPOLOS

Quando se analisa o comportamento de uma distribuicdo localizada de carga numa
posi¢do muito distante desta carga ¢ uma boa aproximagdo fazer seu potencial V=Q/(4ne,r),
onde Q ¢ a carga total. Mas e se Q=0? Nao seria o suficiente, de certo modo, apenas afirmar
que V=0, j& que a proposta ¢ um aprofundamento quantitativo.

Tratando do estudo de liquidos e gases de baixa densidade neutros, tem-se que Q=0,
de tal forma que considerar toda a substancia como um monopolo néo sera tdo atrativo quanto
possa parecer. Desta forma, a expansdo de multipolos podera trazer uma melhor resposta ao
analisar o comportamento do potencial gerado por este tipo de configuracdo.

A figura 1 representa uma distribuicdo localizada de cargas elétricas. O célculo do
potencial elétrico V aproximado num ponto P muito afastado da distribuicdo pode ser

encontrado através da seguinte Equagdo (GRIFFITHS, 1989):

V(P)=— [ *pdr, (1.1)

4mre, Yvolr
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dq = pdt

=

Figura 1. Distribuigdo localizada de cargas

em que dt ¢ o elemento de volume, p ¢ a densidade de carga volumétrica e 7~ ¢ o mddulo do

vetor distancia entre o elemento de carga dg = pdt ¢ o ponto P, e &, ¢ permissividade

elétrica no vacuo. Sendo, 77 = 7 —1'.
Da figura 1, tem-se:

r*=1r% +1r”? —2rr'cosé. (1.2)

Pela (1.2) expande-se % em uma série de poténcias de (r'/r).

N

%= %[1+(r7,)2—2r7’c059]_ ,

r\?

sendo § = (7) -2 (%) cos 6, obtém-se uma série de Taylor MACHADO,2000) na forma

1+8)7=1-16+352-2
2 8 1

53 + -,
6

. 1 L. .. r
assim, —em serie de poténcias de (7) assume a forma:

2= %[1 + (r’) (cos0) + (%,)2 (icos2 0 — %) + (%)3 (26053 60— %cos 9) + .

r T 2
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Os coeficientes da série sdo os chamados polindmios de Legendre (MACHADO,2000) na

variavel cos 8, ou seja, P, (cos ). Logo,

L1520 (2) Pulcos 0). (1.3)

A (1.3) na Equagéo (1.1), obtém-se (GRIFFITHS, 1989):

1
4TEy

V(P) = —— 3o = ') Py(cos 0)p dr (1.4)

De forma mais explicita:

1
4ATTE

v(p) =

1 1., 1 o (3 1
[;fpdr +r—2fr cos 6 pdt + INGOE (Ecos2 ] _5) pdr]. (1.5)

A igualdade da Equacéo (1.5) é a expansdo multipolar de V. O primeiro termo (n=0)
¢ a contribuigdo monopolar ( 1/r), o segundo termo (n=1) ¢ a dipolar (< 1/r?), o terceiro
termo (n=2), é a quadrupolar, e assim sucessivamente. Observe os termos de monopolo (V,.,)

¢ dipolo (V;,) considerando que [pdr=Q:

Vinon = o s (1.6)
Vaip = # (1.7)

com
p = J7'pdr, (1.8)

onde a Equac@o (1.8) (GRIFFITHS, 1989) ¢ definido como o “momento de dipolo” da
distribui¢do de cargas. Se a distribuicdo for discreta:

P=2XiqiT; . (1.9)
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Um exemplo importante é o dipolo fisico, que nada mais ¢ que duas cargas de mesmo modulo
com sinais contrarios, separados por uma distancia s. Uma molécula polarizada pode ser
considerada um dipolo e isto ¢ considerado no calculo do potencial, j& que considerar a

molécula como um monopolo ndo € mais tdo atraente. Veja:

p=qry +(—qiL) = q(, —7.) =q5

+q

R
+
Ly

Figura 2. Representag@o de um sistema com um dipolo fisico

Desta forma fica, imediato mostrar que em um sistema de dipolos fisicos Py, ..., Pp, 0
momento de dipolo total do sistema € dado por pyo; = Xi=1 ;- Se tratando de moléculas
neutras, de modo que a carga liquida do sistema de moléculas ¢é nula, tem-se V,,,,,, = 0. Aqui
sera tratado de dielétricos que, para efeito de estudo, podem ser representados como um

sistema de dipolos elétricos.

1.3.2 CAMPOS ELETROSTATICOS NA MATERIA

Neste topico, sera estudado como moléculas reagem a agéo de campos eletrostaticos e

como os campos elétricos influenciam a distribui¢do de carga deste um dielétrico.

1.3.2.1 DIPOLOS INDUZIDOS E PERMANENTES

Nos dielétricos, todas as cargas estdo presas as moléculas ou a atomos especificos e
podem se mover muito pouco dentro da molécula ou atomo. Esses pequenos deslocamentos
microscopicos ndo sdo tdo grandes quanto num condutor, mas seus efeitos respondem pelo

comportamento caracteristico do dielétrico.
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Observe a molécula da agua na figura 3. Ela possui uma separago natural de cargas e
consequente formag¢do do momento de dipolo permanente, indicado por ,170. Essa molécula é

dita polar quando o campo elétrico uniforme externo E tende a alinhar fi, em sua diregdo,

caso contrario, as moléculas sdo denominadas apolares.

N Ho L 5n

k)

Figura 3. Molécula de 4gua

/

—
E=0 E
Figura 4. Representacdo de um atomo ou molécula apolar

Moléculas polares e apolares apresentam momento de dipolo induzido p;,4; quando

submetidas a um campo externo E. Em primeira aproximagio, para muitos sistemas podemos

escrever (GRIFFITHS, 1989):

Pina = aE, (1.10)
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em que o ¢ a chamada polarizabilidade da molécula ou do atomo.

1.3.2.2 POLARIZACAO

A polarizagio P de um meio ¢ definida como o momento de dipolo total por unidade

de volume. Ou seja, sendo m 0 momento de dipolo total do meio € V o seu volume, temos

(GRIFFITHS, 1989):
(1.11)

ol
I

<13l

Se o meio dielétrico ndo ¢ homogéneo, € mais conveniente definirmos P ponto a ponto de

modo que, em determinada regido do material, tem-se:

(1.12)

1.3.2.3 O CAMPO DE UM OBJETO POLARIZADO

Considere um material polarizado com uma porcdo de dipolos microscdpicos
alinhados (Veja na figura 4 a representacdo de uma molécula apolar). A polarizagdo P¢

conhecida. Da Figura 5 obtemos dV(A)=i£;, mas d§=§dr. Assim, tem-se:
0 I

(1.13)

=y
BN

Material
polarizado =——

Figura 5. Objeto polarizado
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Sabendo que V G) = - TLZ (GRIFFITHS, 1989) e usando a regra do produto

7-(FA) = (7 A) + A+ (Ff) = A& (Ff) = 7+ (FA) ~ £ - (P )

E usando esta relacdo e o teorema da divergéncia (GRIFFITHS, 1989), a Equagdo (1.13) ¢
reescrita como (GRIFFITHS, 1989):

v=—"oIf = da- Edr]. (1.14)

4mey Lsup r vol r

O primeiro termo de (1.14) mostra-se como o potencial gerado por uma superficie carregada,

com densidade superficial o}, dada por

P-A=PcosH (1.15)

Op

onde 71 é o versor normal a superficic ¢ 8 o angulo entre P ¢ . Quanto ao segundo termo
observa-se como o potencial gerado por uma distribuicdo volumétrica de cargas, com

densidade volumétrica de carga dada por:

py==V-P (1.16)
Com as equagdes (1.15) e (1.16), a Equagdo (1.14) torna-se:
V= " ame, [fsup;o-bda + fvol;pbd”——]' (1.17)

1.3.2.4 INTEPRETACAO FISICA DE 0,E p,,

E destacavel que as densidades de cargas da Equac@o (1.17), g, € pp, ndo podem estar
relacionadas & presenga de cargas “livres”, pois esta ¢ hipdtese ndo ¢ admitida. Logo, o, € pp
s0 podem estar relacionados as chamadas cargas “ligadas”. Observe na figura 6 o efeito da

polarizagdo em cargas livres.
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=
s

/"

s o B Te 10 to |tC
Z _ _ & : r'y
+ @ +
D d = | _ L _ ~
y I P + o + -
X
+ & +
S — 0 — _l=0=0 -0 | g
Figura 6. Representagio do efeito da polarizagdo nas cargas livres
Observe que:
Jb_%=%=§=p=ﬁ.ﬁ, (1.18)
[§
- _7-P= Py | OPy | 0P; _
pp=-V:-P=0 Fy 3y 92 0. (1.19)

1.3.3 O CAMPO INTERNO DE UM DIELETRICO

Considerando que a polarizacdo ¢ gerada apenas com dipolos puros, ja que as
dimensdes moleculares sdo de ordens de grandeza bem menores que as dimensdes
macroscopicas do dielétrico, tem-se que a representagdo de dipolos moleculares discretos com
uma aproximagdo de meio continuo para P ¢ uma boa aproximaco. Assim, fora do dielétrico
a hipdtese de que a polarizacdo é gerada apenas por dipolos puros néo traz consigo nenhum
problema, ja que r € muito maior que a distancia entre as cargas positivas e negativas. Porém,
dentro do dielétrico, dificilmente r estard longe de todos os dipolos.

No nivel microscopico, considerando distancias relativas, movimento dos elétrons,
agitacdo térmica, seria extremamente complexo calcular o campo exato e ndo ¢ interessante,
jé que da mesma forma que se considera a 4gua um fluido continuo, também sera feito para os
dielétricos, focando no campo médio macroscdopico. Define-se campo médio como o campo
sobre uma regido grande suficiente para conter uma enorme quantidade de atomos ou

moléculas, mas pequena o suficiente para que as variagdes no campo nao sejam despreziveis.
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1.3.4 O DESLOCAMENTO ELETRICO

Neste topico, € calculado o campo elétrico total em um dielétrico. O campo total é a
soma das contribui¢des das cargas “livres” (p,) com as das cargas “ligadas” (p,). Qualquer

carga que nao ¢ resultado da polarizacdo ¢ chamada de livre. Logo, podemos considerar que a

densidade de carga pode ser expressa por (GRIFFITHS, 1989):
P=P, TPy

Assim, a lei de Gauss (MACHADO,2000) assume a forma:

EOV-Ez Py + Py

Segue que
8017-?=pf—l7-13=> 17-(805+15)=pf. (1.20)
Definindo o deslocamento elétrico :
D = (g,E+P),
segue que:
V-D= ps. (1.21)

A Equag@o (1.21) € a lei de Gauss no interior da matéria.
1.3.5 DIELETRICOS LINEARES

Para muitos meios, uma 6tima aproximagéo ¢ considerar a polarizacdo proporcional ao
campo aplicado. Entdo, define-se entdo a susceptibilidade elétrica y,, uma grandeza
adimensional e que expressa o aumento da permissividade elétrica em um dielétrico, a partir
da Equacdo (GRIFFITHS, 1989):

P = gx.E. (1.22)

Dielétricos que obedecem a Equacdo (1.22) sdo denominados dielétricos lineares. Os modelos
de polarizacdo direta que serdo apresentados neste trabalho sdo aplicaveis apenas a dielétricos

lineares. A Equagio (1.22) na Equacdo (1.20), obtemos:
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V- (SOE + eo)(ef) = pr = & +)(e)\7 E = P> (1.23)

Definindo a permissividade relativa como &, = (1 + x,) ¢ a permissividade absoluta do

meio € = €,&,, a Equagdo (1.23) pode ser reescrita como:
V-E=2 (1.24)

Sem duavida alguma, a obten¢do da Equacdo (1.24) foi um grande feito, e merece
aten¢do. A lei de Gauss envolve tanto cargas livres quanto cargas ligadas presentes no meio,
todavia, o que a Equacdo (1.24) diz € que, para dielétricos lineares, o efeito das cargas esta
embutido em ¢g.. E isto é 6timo, ja que ndo é possivel ter acesso “direto” as cargas ligadas.
Para frisar o que foi dito acima observe com atengéo o que se segue.

Em eletrostatica, as leis de Gauss e Coulomb sdo inteiramente equivalentes. Portanto
(1.24) mostra que, no interior de um meio dielétrico linear, devido a presenca de uma carga

livre q, a uma distancia r, o campo ¢ descrito por:

-1 (1.25)

4mege, 12

Note que o campo elétrico dado por (1.25) é o campo gerado tanto pela carga livre q
quanto pelas cargas ligadas. Enfim, qualquer interacdo eletrostdtica entre cargas livres no
interior de um meio dielétrico linear pode ser descrita obtendo-se as equagdes que descrevem
as interagoes entre essas cargas no vdcuo e substituindo €y por €y, ou € nas respectivas

expressoes.
1.4 O PROCEDIMENTO PARA DESENVOLVIMENTO DOS MODELOS

Para desenvolver o modelo de Clausius-Mosotti(1879,1847 respectivamente), o
modelo de Debye (1912) e o modelo de Onsager (1936), serd adotado um procedimento
basico e genérico para o desenvolvimento de modelos de polarizagdo elétrica com
aproximacgdo de meio continuo. Mas, antes de iniciar o desenvolvimento dos modelos,
observe que da Equacdo (1.22) e da defini¢go:

e=go (1+x,)=¢,€o tem-se que:
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& =1+—, (1.26)
0
onde a polarizagdo pode ser encontrada pela Equacao
P=N(m), (1.27)

onde N ¢ o numero de moléculas por unidade de volume do fluido, € m é o momento de

dipolo total de uma molécula, dado por:
m=i, + aF, (1.28)

onde F é 0 campo elétrico que atua na molécula. Assim, conhecendo o momento de dipolo
total de uma molécula polarizada de um dielétrico linear pode-se encontrar &,..

Com estes fundamentos podemos verificar os passos para a construcdo dos modelos.
Eis as etapas:

(i)  Calcular o campo interno resultante F que atua numa dada molécula do meio

dielétrico submetido a um campo macroscopico uniforme E. Nesse ponto tem-
se que considerar que a molécula “sente’ as demais como formando um meio

continuo;

(ii)  Substituir a expressdo encontrada para F na etapa (i) na Equagdo ﬁ=ﬁ0+ oF
para a obtencdo de m, o momento de dipolo total da molécula. Possivelmente
F dependerd de m. Logo, ao substituir F em ﬁ=ﬁ0+ oF deve-se obter a
Equacgdo resultante para m;

(iii)  Substituir a expressdo resultante para m encontrada da Equagdo ﬁ=ﬁ0+ oF
na Equagdo P=N(m), calcular o valor esperado (m) para a obtencdo de P, a
polarizagdo do meio. Deve-se obter P proporcional a E;

(iv)  Substituir a Equagdo P = N|(m)| na Equagdo 8,=1+LE, para obtengdo de e,.
€0

Sendo P proporcional a E, &, ndo dependera de E.
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Salvo as particularidades de cada modelo, esse é o procedimento essencial proposto

por esse trabalho.
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CAPITULO 2 — A APRESENTACAO DOS MODELOS

Neste capitulo, serdo deduzidos os modelos para a constante dielétrica de Clausius-
Mosotti, de Debye e de Onsager utilizando o procedimento basico citado no tdpico 1.4,
mostrando que a sequéncia proposta, de fato, facilita o desenvolvimento e a andlise das

particularidades dos modelos para constante dielétrica com aproximagdo de meio continuo.
2.1 MODELO DE CLAUSIUS MOSOTTI

Unico que ndo necessita da mecénica estatistica, pois é restrito ao tratamento de
moléculas apolares. Mesmo limitado, sua importancia se da pelo fato de que todos os modelos
recaem neste caso particular para uma molécula apolar (g, = 0).

Utilizando o procedimento descrito no topico 1.4 para o desenvolvimento de modelos

de polarizacdo elétrica com aproximagdo de meio continuo:

(1) Célculo do campo interno F para um liquido de moléculas apolares.

A Figura 7 representa um meio dielétrico submetido a um campo macroscopico
uniforme E, com uma cavidade microscopica de raio a. Em seu centro, uma molécula apolar

representada pelo momento de dipolo induzido m = aF (pois [y = 0). Féo campo

macroscopico que atua na molécula no centro da cavidade.

il

Figura 7. Cavidade de raio a em um meio dielétrico. No centro encontra-se uma molécula apolar, representada

pelo seu momento de dipolo, submetido a um campo macroscopico E.
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Pode-se calcular F de duas formas distintas. A primeira ¢ resolvendo a Equagdo de
Laplace para, com as condi¢des de contorno adequadas, obter o potencial Vqy no exterior da
cavidade e Vi, no interior da cavidade. Uma vez feito isto, o potencial que atua no dipolo m ¢é

dado por Vj,; menos o potencial gerado pelo proprio dipolo. Tomando o gradiente deste

potencial e multiplicando por —1, obtém-se F. A segunda maneira de calcular F sera

apresentada abaixo. Na Figura 6, como o campo no interior do dielétrico é uniforme, e ja que
o meio ¢ homogéneo, P € constante e, portanto,

pp=-V-P=0.

Assim, o efeito das cargas ligadas ¢ devido exclusivamente a 6, como ilustrado na Figura 8.

o+ 9

=l

‘j_ —_

Figura 8. Esquema do resultado da agio do campo macroscopico E em um dielétrico e em uma cavidade com

uma molécula apolar no centro.

Portanto, o campo que atua no dipolo no centro da cavidade (o campo interno F) pode
ser escrito como a soma de trés campos: o campo externo Eqy; que polariza o meio, o campo

E’ devido as cargas ligadas na fronteira do dielétrico e o chamado campo de Lorentz, Eq,
devido as cargas ligadas na fronteira da cavidade esférica:

F = Eexe + E' + Eq. 2.1)

E fundamental perceber que o campo macroscopico E no interior do dielétrico (Figura

7) ¢ dado por:
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E=Eey+ E. (2.2)

No Apéndice B ¢ discutida a validade da Equacgdo (2.2). A Equagdo (2.2) na Equacgéo
(2.1):

F=E+ Eg. (2.3)

A Equagdo (2.3) Agora, o calculo do campo de Lorentz Ed. Da Figura 7 e da Equacgdo (1.18)

obtém-se:
op = P cos 0. 2.4)

Da Figura 9 e sabendo que o elemento de drea da = a? sin 8 dfd¢ para a cavidade, obtemos:

2dE cos@

- - Z/\
L 1 L ]
1 N
* /,‘0\2 </*
1
- .||. -l-"'\dq=0bda

Figura 9. Componentes de a¢do do campo elétrico resultante da distribui¢do de carga

superficial na cavidade.

d 1 Pcos®0 .
o2 cosO = 2 % (a®sin 0 dedd).

a2 4T,

1
2dEgjcos0 = 2—

41'[80

Usando a simetria e integrando dentro dos intervalos e tomando um carater vetorial:

Eq = (2.5)

P
3gg ’
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A Equacdo (2.5) na Equacio (2.3):
F=F+ — 2.6
= Te (2.6)

A Equacdo (2.6) corresponde a primeira etapa: Calcular o campo interno F.

(il))  Substituir a expressdo encontrada para o campo que atua no centro da cavidade, F na

etapa (i) na Equagdo m=y,+ oF para a obtengdo de m, o momento dipolo total da molécula.

Agora, o procedimento sai praticamente numa sequéncia simples. Substituindo a Equacdo

— P N — .
F=E+ 35, °m m=p,+ oF (com p, = 0):

W= a(E+ i). 2.7)

A Equag@o (2.7) nos da o momento de dipolo de uma molécula. O préoximo passo € encontrar

a Polarizacdo P.

(iii)  Substituir a Equagdo resolvida para m = i, + oF na Equagdo P=N(m) e calcular o

valor esperado (m) para a obtengdo de P,a polarizacdo do meio.

Nesta etapa ¢ encontrada a polarizagdo como fung¢fo do campo: ﬁ(ﬁ) Inserindo m =

= P = .
o (E + a) em P=N(m) temos

P =N{(a (E + 3—)), 2.8)

Como
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¢é constante (lembre que estamos aplicando um campo uniforme E e estamos em um meio

. , . . .=, = P
isotropico com substancias apolares, ou seja, P é constante), temos (« (E + ;)) =
0

oE+ i).

3gg

Desenvolvendo, evidenciando E do lado direito da igualdade e tomando o mddulo:

Na =

P| = o —[El. 2.9)
0

A Equagdo (2.9) ¢ a polarizagéo P do sistema em func¢do do campo macroscdpico E.O

ultimo passo vem em seguida.

(iv)  Substituir a Equagio ja resolvida |§| = N|(m)| na Equagdo &, = 1 + ELE, para
0

obtengdo de €,.

Na

Agora basta substituir |§| = TNa
- 3¢&g

—_— P . - — ,
|E| em g =1+ =t Como a polarizagdo P ¢
0

proporcional ao campo E, €, ndo depende do campo macroscopico:
_ (Na/ 50)/
e=1+ (1 — Na/3g,) (2.10)

Esta ¢ a Equacdo de Clausius-Mosotti. Ela é comumente apresentada no formato

g&—1 _ Na

e+2  3gg (2.11)
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2.2 MODELO DE DEBYE

A Semelhanca do que foi feito no desenvolvimento do modelo de Clausius-Mosotti,
sera seguido os passos apresentados na se¢@o 4 do capitulo 1, para o desenvolvimento do
modelo de Debye (DEBYE, 1912). Neste modelo a molécula pode ser polar, ou seja, ﬁo pode

ser ndo-nulo.

(i) Calculo do campo interno F para um liquido de moléculas apolares.

A Figura 10 representa um meio dielétrico submetido a um campo macroscopico
uniforme E, com uma cavidade microscdpica de raio a e, em seu centro, uma molécula polar
representada pelo momento de dipolo total m = ﬁo + aF, onde F é o campo macroscdpico que

atua na molécula no centro da cavidade.

—
1l

Figura 10. Representacdo de um meio dielétrico submetido a um campo macroscdpico uniforme E, com uma

cavidade microscdpica de raio a e, em seu centro, uma molécula polar representada pelo momento de dipolo

total M = fio + oF.

Debye assumiu que a expressdo para F nfo muda ao passarmos de uma molécula
apolar para uma molécula polar, no interior da cavidade da Figura 9. Com isto, ele admitiu
que a expressdo para o caso de liquidos de moléculas polares é a mesma que foi obtida na

Equacdo (2.6) para o caso de liquidos de moléculas apolares. Ou seja,
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F=E+ > 2.12
= Te (2.12)

(i1) Substituir a expressdo encontrada para F (Equagéo (2.12)) na Equagdo para o

momento de dipolo total T = fiy + oF para obter m, 0 momento dipolo total da molécula.
=T +a(E+ o). 2.13)

Note que a Equagéo (2.13) apresenta a primeira modificagdo substancial em relagdo ao

modelo de Clausius-Mosotti. Esta modificacdo serd melhor vista no calculo da polariz¢ao P.

(iii) Substituir a Equagdo (2.13) (M = Ji, + aF) na Equagdo P = N(m) e calcular o

valor esperado (m) para a obtengdo de P,a polarizagdo do meio.

P=N {(ﬁ0> +(a (E + i))}, (2.14)

3gp

2 . —
Desenvolvendo, utilizando () = E—,‘; F (veja Apéndice C) ¢ evidenciando E , obtém-se:

N(a+p3/3KT) =

P= 1-N(at n2/3KT)/3e,

(2.15)

(iv)  Substituir a Equacdo (2.15) (P = N(m)) na Equagdo e, = 1 + ﬁ, para obtencgdo de ,.
0

Novamente a polarizagdo P ¢ proporcional ao campo E, assim €. ndo depende do

campo macroscopico:

_ N(o+p3/3kT)/2o
& =1+ 1-N(a+ p2/3KkT) /3¢, (2.16)
Esta ¢ a Equacdo de Debye. Ela ¢ comumente apresentada no formato:
a1 _ N M5
e+2  3gg (O( + 3kT)' (2.17)
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2.3 MODELO DE ONSAGER

Novamente a semelhanca do que foi feito no desenvolvimento dos modelos anteriores,

sera utilizado a sequéncia do topico 1.4. Segundo Onsager (ONSAGER, 1936), o equivoco de
Debye foi ter utilizado a Equagdo (2.12), que diz que o campo interno F que atua na molécula
no centro da cavidade da figura 18 ¢ a soma do campo macroscdpico E com o campo de
Lorentz Ed. Seu argumento ¢ bastante simples de ser entendido. Se a Equagéo (2.12) estivesse

correta, F seria paralelo a E. No entanto, isto ndo ¢ fisicamente esperado, conforme sera

mostrado abaixo.

@) Célculo do campo interno F para um liquido de moléculas polares.

Se a fonte do campo externo E for desligada, teremos E = 0. Todavia, 0 momento de
dipolo no centro da cavidade da Figura 11 polariza o meio que, em reposta a esta
polarizagdo, “reage” com um campo R (o chamado “campo de reagdo”) sobre o dipolo. A

Figura 11 ilustra as linhas de campo gerado pelo momento de dipolo.

Figura 11. Linhas do campo do momento de dipolo .

As linhas de campo indicadas sio as geradas pelo dipolo "m”. As cargas sdo

representacdes das cargas ligadas “o},” induzidas pelo campo do dipolo. O célculo de R (veja
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o apéndice D) pode ser feito com o uso da Equacdo de Laplace, que no CGS (Escreveremos

g, como € no CGS):

2(e-1) —
(2e+1)a®

R= (2.18)

o [MPORTANTE: Até aqui, foi utilizado o Sistema Internacional de unidades (SI).

Daqui em diante sera utilizado o CGS ou Sistema Gaussiano. A razdo ¢ a
seguinte: em todas as referéncias, inclusive no préprio artigo do Onsager (1936), o
modelo de Onsager ¢ apresentado nesse sistema. Logo, o uso do CGS neste

trabalho facilita a consulta de outras referéncias.

Agora, se for mantido a fonte do campo externo (E # 0), mas for retirado o dipolo do

centro da cavidade, havera a situacéo ilustrada na Figura 12.

Figura 12. Cavidade em um meio dielétrico submetido a um campo macroscdpico uniforme E e a representago

de seu campo de cavidade.

O campo G (Veja apéndice D) que atua no centro da cavidade (o chamado “campo de

cavidade”) pode ser calculado com o uso da Equagdo de Laplace. No CGS:

(2.19)

2e+1

Pelo principio da superposi¢cdo, o campo interno F & dado por:
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T_7~,5_ 3% 2(e-1) —
F=G+R= 2e+1 (2e+1)a*

(2.20)

—_

E interessante destacar que F pode ser calculado diretamente pela Equagdo de
Laplace, porém ha as seguintes desvantagens: o problema ndo apresenta simetria azimutal,
tornando a solug@o mais complexa (com o uso de harmonicos esféricos), € ndo conseguimos
identificar os dois termos da Equagéo (2.20) de forma explicita como o campo de cavidade e o

campo de reacio.
O campo interno F calculado por Onsager (Equagéo (2.20)) esta indicado na Figura

13. E facilmente perceptivel que F nio ¢ paralelo a E, como sup0s Debye, mas depende da

orienta¢do de m.

w1

Figura 13. Cavidade em um meio dielétrico submetido a um campo macroscépico uniforme E e a representagio

de seu campo total F.

(i1) Substituir a expressdo encontrada para F na etapa (i) (Equagdo (2.20)) na

Equacdo ﬁzﬁOJr oF para obter m, 0 momento dipolo total da molécula.

—_ = 3e & 2(e-1) —
m = +a (2£+1 (2e+1)a® ) (2.2)
Resolvendo para m:
— 2e+1 3¢ = 2e+1 —
m = [2e+1-2(e—1Da/a’] (2e+1) ak + 2e+1-2(s—1a/a’ Ho- (2'22)
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No CGS, a Equagdo de Clausius-Mosotti (Equac@o (2.11)) € escrita como:

eo1 _ 4mNa (2.23)

Onsager utilizou a aproximacdo de que o volume do meio dielétrico ¢ a soma dos volumes das
cavidades de raio a. Logo, sendo V' o niimero total de moléculas do meio dielétrico, seque

que:

V=Nim® =SN=l=—" (2.24)

o
== (2.25)

Sabe-se que a Equagdo de Clausius é aplicavel apenas a moléculas apolares. Entretanto, se um
liquido de moléculas polares ¢ submetido a um campo elétrico varidvel no tempo com
frequéncia optica, os momentos de dipolo permanentes ndo conseguem acompanhar a
oscilacdo do campo, devido a inércia, portanto pode-se dizer que a polarizagdo do meio €
devido apenas aos momentos de dipolos induzidos. Assim, a Equacdo (2.25) € aplicavel.

Utilizando a relacdo de Maxwell
£ =n? (2.26)
onde n € o indice de refragdo do material. Na Equagdo (2.26) obtem-se

n’-1_ «

FEFE R (2.27)
Com o uso da Equagéo (2.27), reescrevemos a Equacdo (2.22) como
m = em*+2) =  (2e+1)(n"+2) ﬁ0~ (2.28)

(n2+2¢) 3(n?+2¢)
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(i)  Substituir a Equagdo m = fip + oF, resolvida para m, na Equagdo P = N(m) e

calcular o valor esperado (m) para a obtengio de P,a polarizagdo do meio.

Substituindo (2.28) em P = N(m) chega-se & expresso:

= _(em*+2) = (Re+1)(n?*+2) ,—
P_N{(n2+28)aE+ 3(n%42¢) <|”l0>}’ (2.29)

Calculando (1) (veja o apéndice C), tem-se:

3e P—(z) B
2e+1—-2(e—1Da/a’kT

(ﬁo) =

Assim, a Equagdo (2.29) assume a forma:

D _ g(n’+2) (e+1)(n?+2) 3¢ w2 ls
P - N {(nz'l'ZE) (x+ 3(nz+25) 2£+1_Z(€—31)0( 3kT} E' (2.30)

Para simplificar ainda mais, das equagdes (2.24) e (2.25) obtem-se:

3__3
a’ = —, (2.31)
S - 2.32
= iz (2.32)
Com a ajuda da Equac@o (2.32) escreve-se a Equagdo (2.30) da forma:
= £(n%+2) nz—li (2e+1)(n2+2)? u_% =
P = {(n2+2£) n2+2 4nN 3(n%+2¢) 2 3kT} ’ (2.33)

(iv)  Substituir a Equaco P=N(m) na Equagdo £=1 +% que ¢ a
correspondente & Equacdo (1.27) no CGS, para obtengfo de € (apods varias

manipulagdes).
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(e-n?)(2e+n?) _4mN

e(n2+2)2 KT Ho- (2.34)

Esta é a Equacdo de Onsager. Quando escrita de modo a explicitar a em detrimento de n,

adquirindo novo formato, pondo € em evidéncia:

1

€= 4(3—-41N«)

1/2
36mNp3 36mNu3 2 2
{81TNO(+3 +m+ [(81TNO(+ 3 +m) + 8(811Na+ 3) (235)



39

CAPITULO 3 - COMPARACAO ENTRE OS MODELOS DE CLAUSIUS-MOSOTTI,
DEBYE E ONSAGER

Neste capitulo, serio comparadas as expressdes deduzidas para os modelos de Clausius-

Mosotti, Debye e Onsager.

3.1 ALGUMAS CONSIDERACOES FISICAS SOBRE OS MODELOS DE CLAUSIUS-
MOSOTTL DEBYE E ONSAGER

Primeiramente, para uma boa andlise, serdo escritas as equacdes de Clausius-Mosotti
(Equagdo (2.11)) e Debye (Equagdo (2.17)) no CGS, enquanto a Equagdo de Onsager

(Equag@o(2.35)) se mantém, ja que desde o inicio foi escrita no CGS:

4nNa

&= 1+ (1-4nNa/3)’ 3.1)
_ 4nN(oHpu3/3kT)
e=1t 1-47N(o+ p2/3KT)/3° (3.2)
e
2 1
_ 1 36TNu3 36mNy2 NE
= o) 81TN0(+3+—kT(3_4HNa) + [(81‘[N0(+3+—kT(3_411 Na)) + 8(8nNa+3) ] . (33)

Estas sdo as equacgdes para &, de Clausius-Mosotti, Debye e Onsager, respectivamente. Vamos

as analises:

e E evidente que a Equacdo de Debye recai na Equagio de Clausius-Mosotti

para moléculas apolares (i, = 0).

e Fazendo 11p=0 na Equagio (3.3), obtem-se:

1

e= 4(3-4mNa)

1
{ 8mNo+3+[(8nNa+3)2+8(BnNa+3)]2} =
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e= 2GATND {(8nNa+3)+3(8nNa+3)} =

_ 8mNa/3 +1 -
& (1-anNa/3)

_14 4nNa
&= (1-4mtNa/3)’
Ou seja, a Equagdo de Onsager recai na Equagdo de Clausius-Mosotti para moléculas

apolares (1, = 0).

Foi observado que ha uma diferenga entre os campos Fonsqger € Fpepye. Porém para

gases diluidos (baixas densidades), o campo de reagéo R~ 0 j& que as moléculas estdo mais

distantes e fazem com que a densidade superficial de carga seja minima. Disto segue, que:

_ 3¢ =
T 2e+1

ﬁOnsager=a (3.4

Considere a situacdo em que € = 1 + §, de tal forma que 0 < § « 1. Fazendo uma

boa aproximacao por série de Taylor:

3+€—1_8+2

= M- =1+a(e—1) =
f@O=m~fO+fD-D=1+z(-D=—7—=—7

2e+1
Assim, nestas condigdes:

- e+2. .
FOnsagerz T E= FDebye

Este resultado mostra a equivaléncia entre os campos de Onsager e Debye para
situacdes com gases diluidos (ou outros em que € = 1). Desta forma, utilizar a
Equacdo de Debye, que ¢ bem mais simples, ndo significa cometer um erro grotesco.

Lembre que estd situag@o ¢ apenas quando € = 1.



41

CAPITULO 4 — CONCLUSAO

Ao longo deste trabalho foram discutidos alguns topicos da Transposi¢do Didatica
aliados ao contetdo desenvolvido nos capitulos 1, 2 e 3 (e apéndices) de forma a justificar e
reforcar a importancia de haver ferramentas praticas de ensino que possibilitem aperfeigoar os
conhecimentos do leitor quando estuda os modelos para Constante Dielétrica.

Enquadrando-se como Transposicdo Didatica Externa, inserida como um material
didatico, trazendo um procedimento Unico para a obtengdo de trés Modelos para Constante
Dielétrica em Campos Estaticos com Aproximag¢do de Meio Continuo, esta monografia
mostra a importancia de uma atualizag@o e interligacdo do saber, além de sua modernizagao
ao desenvolver passo-a-passo a deducdo destes conceitos, critérios estes, essenciais para uma
boa Transposi¢ao.

Os modelos descritos trazem consigo particularidades. O modelo de Onsager, mesmo
sendo o mais completo dentre os trés, ndo € o mais utilizado, pois 0 modelo de Debye, com
boa aproximag@o, serve para varias aplicacdes como monitorar concentracdo de biodiesel no
diesel. O modelo de Clausius-Mosotti € interessante por ser um ponto de apoio na verificacio
da coeréncia do modelo. Assim, se faz util estas trés formas de encontrar a constante
dielétrica, constante essa que exprime o quanto o meio dielétrico afeta o campo elétrico
devido a polarizagdo das cargas presentes no material dielétrico.

O publico alvo pode ser considerado reduzido se visto da seguinte forma: estudantes
que ja tenham certa maturidade e ja tenham cursado a disciplina de Eletromagnetismo
Cléssico I, porém, ndo se pode esquecer que todos que ja passaram por esta disciplina, ou ndo,
e que precisem deste estudo ndo terdo maiores dificuldades, visto que a disposi¢do detalhada
do trabalho minimiza as chances de dificuldades na desenvoltura, ja que faz uma pequena
revisdo dos conceitos basicos para a compreensido dos modelos.

Aliando novos conceitos aos antigos, trabalhando numa sequéncia ldgica e unificada,
além de ir além do minimo esperado para o aluno de Eletromagnetismo Classico I, este
trabalho visa a aprimoramento dos conhecimentos para seu publico alvo. Ignorar a
necessidade da atualizagdo do Saber, seja em qual categoria for, ¢ tentar atrasar o
desenvolvimento do conhecimento de uma forma mais ampla. Para inseri-lo em sala de aula,
uma boa abordagem seria como um trabalho extraclasse para os estudantes cursando a

disciplina de Eletromagnetismo Classico 1.



42

APENDICES
APENDICE A: MECANICA ESTATISTICA: CONHECIMENTOS NECESSARIOS

Neste topico serdo expostos os conhecimentos minimos, porém importantes, em mecanica
estatistica para a constru¢do dos modelos para a constante dielétrica €. de Debye e Onsager. A

utilizagdo efetiva deste apéndice se da no apéndice C.
A.1 ESTADOS DE UM SISTEMA

Considere um sistema fisico a ser estudado; por exemplo, um liquido dielétrico com
volume V a uma temperatura T. Suponha que a energia desse sistema mantenha-se na faixa
entre E e E+OE, sendo SE o limite de precisdo com que essa energia pode ser medida. Esse

sistema possui varios “estados acessiveis” nesta faixa de energia.

YA AL UL
j\f\/

AN AN

Figura 14. Representagdes de microestados possiveis na faixa entre E e E+0E

P
L

L

Figura 15. Representa¢do ou ndo de um microestado possivel ao sistema, desde que tenha

energia na faixa entre E e E+JE.
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A.2 PRINCIPIO DE IGUAL PROBABILIDADE A PRIORI CALCULO

Em todos os calculos de média sera considerado o seguinte principio (REIF,1965):
“Um sistema isolado possui igual probabilidade de ser encontrado em qualquer um dos seus

estados acessivel.”.
A.3 CALCULO DE PROBABILIDADES

Considere um sistema isolado, isto €, com energia entre E e E + §E. A probabilidade

de ocorrer um dado estado acessivel a este sistema ¢&:

-
#? - .Q(E)’

(A.1)
onde 2(F) = ntimero total de estados acessiveis ao sistema com energia entre E e E + §E. A
Equacdo (A.1) decorre do principio de igual probabilidade a priori. A probabilidade de

ocorrer qualquer um dos estados acessiveis ao sistema ¢ dada por:

Ztodos os estados P = Ztodos os estados — = -Q(E) — =1, (A.2)

acessiveis acessiveis (&) 2(E)

0 que esta correto. Agora, seja y uma grandeza “macroscopica” do sistema isolado em
consideragdo. Seja y, um dado valor para a grandeza y. A probabilidade de o sistema ser

encontrado de forma que y = y; ¢é:

Q(E;yr)
PO = (A3)

onde 2(E;yy) é o nimero de estados acessiveis ao sistema tal que y = y,. A Equagdo (A.1)

decorre de (A.3), basta fazer com que haja apenas um estado acessivel em que y = yy.
A.4 CALCULO DE MEDIAS

Seja y uma grandeza “macroscdpica” de um sistema isolado. O valor médio de y é€,

seguindo o principio de igual probabilidade a priori:
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__1 2(E)
(y) = ® Zi=1 YVis (A.4)

(y) trata-se de uma medida calculada no “ensemble” representativo do sistema. Ora, 2(E; yy)

¢ o niumero de estados acessiveis ao sistema tal quer y = y,. Assim, (A.4) ¢ reescrita como:

W= Zkw2(E; ¥, (A5)

Onde a soma ¢ feita sobre todos os valores possiveis y, de y assumido pelo sistema isolado.

Substituindo (A.3) em (A.5):
(V)= 2y, P (A.6)
A.5 SISTEMAS EM CONTATO COM UM RESERVATORIO TERMICO

Considere dois sistemas fisicos A e A4, tal que A' tem muito mais graus de liberdade do

que A (Figura 16). Considere ainda que A©) = A + A’ é um sistema isolado.

Figura 16. Sistema em contato com um reservatdrio térmico.

Buscando obter a probabilidade F, de encontrarmos A em um estado especifico, com
energia E,., ¢ importante ressaltar que pelo principio de igual probabilidade a priori s6 € valido

para sistemas isolados, logo, ndo pode ser aplicado ao sistema A, mas apenas ao sistema

A©=A+A". Portanto, a probabilidade P, ¢ dada pela razio:
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[nl'lmero de estados acessiveis ao sistema A(® quando A encontra-se em um estado especifico, com energia Er]

[nimero total de estados possiveis ao estado A(°)]

O numerador da Equagdio acima corresponde ao numero 2'(E® —E,) de estados
acessiveis ao sistema A’ quando A encontra-se em um estado especifico com energia E,,
multiplicado por 1 (ja que A encontra-se em um unico estado). Logo, a Equag@o acima se

torna:

o' (E©-E,
r:% (A.7)
tot
Utilizando a condi¢do de normalizacéo )., P. =1, obtemos:
=Y. 0(E9-E)=1=
'Qtot
a9 = Y 20 -5) =
T
1(g(0)_
2 (EDEr) (A8)

T — Zrﬂ,(E(o)_Er)

Devido ao fato de A' ter muito mais graus de liberdade do que A, segue que E, < E,.

Com excelente aproximagéo segue que:

alng’

lnﬂ'(E(") —E) = InQ'(E©) — o |g@ "

Definindo E' = E©) —E, e B = 6;1;.:2 |E © chega-se a expressao:
Q'(E® —E.) =0'(E“) exp(—BE,). (A.9)

A Equagdo (A.9) na Equacdo (A.8):

_ exp (-BEy)
T Yrexp (-BEr) (A.10)
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E necessario agora encontrar uma expressao alternativa para 8. Acima, ¢ indicado por
.(2’(E ) — Er) o numero de estados acessiveis ao sistema A' quando A encontra-se em um
estado especifico, com energia E,. Logo, o niimero .Q’(E (0)) de estados acessiveis ao sistema

total A°) quando A possui energia E é dado por:
0O(E) = 0E)Y(E@ —E). (A.11)

Segue entdo que a probabilidade de o sistema A possuir energia em torno de E ¢ denotada por:

0O (E) 1 '
P(E) == = —2(E)0 (E© —E). (A.12)

tot tot

Sabe-se que 2(§) cresce muito rapidamente com . Logo, 2(E) cresce muito rapidamente
com E e Q'(E ©_F ) cai muito rapidamente com E. Conclusdo: P(E) possui um grafico

semelhante ao mostrado na Figura 17.

P)

L
ty

Figura 17. Grafico de P(E).

Logo, ha uma grande probabilidade que o sistema A seja encontrado com energia em torno de

E. Da Figura segue que:

oP 1 0P . oh?P

— p—t
OElg=E P OEIg=F 0E |g=EF

=0. (A.13)

Da Equacéo (A.12):
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InP= -0 +nQE)+InQ(E); E =E®—E. (A.14)
A Equag@o (A.14) na Equacio (A.12):

00 | 9 in0'E)9E" 0 e 9 In (')
O OE'  OE O OF'

-D=0=

dmmnE) _ dinn'(E)
9E  9E"

(A.15)

Usando a defini¢do para f3:

B(E) = pB'(E'), (A.16)

Logo, f ¢ uma grandeza cuja unidade ¢ o reciproco da unidade de energia e que pode
ser utilizada para caracterizar o equilibrio térmico entre dois sistemas (quando o equilibrio é
atingido, a Equagdo (A.16) se verifica). Isto sugere relacionar § com a temperatura absoluta

T. Esta relag@o se da através da Equagao:
kT =p71, (A.17)

onde k ¢ introduzida para que T seja adimensional. Se T é a temperatura em Kelvin, no SI k é
a constante de Boltzmann que tem valor k = 1,381 * 10723]. A Equagiio (A.17) é reescrita

como uma distribui¢ao “candnica’:

__exp (—Er/kT)

T Yrexp (=Er/kT) (A.18)

A.6 DISCUSSOES ADICIONAIS

L. Na secdo A.4 foi mostrado como calcular a média de uma grandeza
“macroscdpica’ y de um sistema isolado. Para uma grandeza “macroscopica” y de um sistema

em contato com um reservatorio térmico o raciocinio é semelhante.
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Considere novamente a Figura 16, que mostra um sistema A em contato com um
reservatério térmico A’, tal que A®) = A + A’ forma um sistema isolado. Seja y uma grandeza
macroscopica do sistema A. A cada sistema isolado A(®) corresponde um estado r do sistema

A e, consequentemente, um valor y,_da grandeza y. Logo, a média de y € dada por:

1 500
W)= I vi (A.19)

tot

onde nﬁgﬁ é o numero total de estados acessiveis ao sistema A(®). Sabe-se que, para cada r
acessivel ao sistema A, existem Q'(E —E,) estados acessiveis para A' e, portanto, ao

sistema A©. A Equacdo (A.19) ¢é reescrita como:

1 ’
)= Zryr 2 (E® - E,), (A.20)

tot

onde a soma ¢ feita sobre todos os estados acessiveis ao sistema A. Das equagdes (A.6) e

(A.10), temos a Equagio (A.20) na forma:

_ Yr Yr exp(=BEy)
<y> B Srexp(-BEy) (A21)

II. Em geral, a Equag@o (A.21) pode ser reescrita como uma razao de integrais em vez de
uma razdo de somatorios. Em (A.21), as somas sdo feitas sobre todos os estados acessiveis ao
sistema em contato com o reservatorio térmico. Como esses estados sdo fungdes das posicdes

e momentos que descrevem completamente o sistema, no lugar de E, e y,- podemos escrever

E(ql, ,pf) e y(ql, -, pf) respectivamente. Obtemos, entdo:

Ty (ay-- » pg) exp (-BE(qy.....pp)
= A.22
) Sexp(BE@ b (A-22)

onde as somas continuam sendo feitas sobre todos os estados acessiveis ao sistema em contato

com o reservatdrio térmico. No espaco de fase desse sistema, existem regides de “volume”

dq,...dp, tais que y(ql, ...,pf) e E(ql, ...,pf) permanecem constantes. Por outro lado, o
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numero de células dessas regides € dado por (dqy ...dps)/(8qy ...6py). Logo, a Equagdo

(A.22) pode ser reescrita como

() = [..Jy(ay,... vf) exp[-BE(q1,-.0 )] (dq1..dp)/(8q1..6DF)

A2
o[ exp[~BE(qy,pf)] (dq1..dP)/(8q1..8DF) ’ (A-23)

Onde, as integrais sdo calculadas sobre todos os estados acessiveis ao sistema em contato com

o reservatorio térmico. Para simplificar a notag#o, reescreveremos (A.23) como:

( )zf ... [ yexp (-BE)(dq; ...dp)
YT exp (-BE)(dq, ...dpy)

(A.24)

111 Na Equagao (A.24), E ¢ a energia total do sistema, em um de seus estados acessiveis.
Para os sistemas fisicos em contato com reservatorios térmicos que sera estudado aqui,

escreve-se:
E(ql, pf) = T(pl, pf) + U(ql, qf) (A.25)

y = y(qu, ... qr). (A.26)

Substituindo (A.26) e (A.25) em (A.24) e fazendo simplificagdes para o termo dependente de
T(pl,..., pf):

JJy(a1,-. a5) exp[-BU(41,.q5)] (dqy..dq)
= : A2
2 [ exp[-BU(q1,--q)] (Aqy.-dqp) (A.27)
Para simplificar a notag@o, definia dX = dq; ... dqy e a Equagdo acima fica:
(y) = [y exp(-pU)dX (A.28)

- [exp(-pU)dx *

Pronto, com estes requisitos um estudante estaria preparado para estudar o modelo de Debye e

o modelo de Onsager. O modelo de Clausius-Mosotti ndo necessita de mecanica estatistica.
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APENDICE B: VALIDADE DA EQUACAO (2.2)

Para se convencer da validade da Equagdo (2.2) que diz que o campo macroscopico E

no interior do dielétrico ¢ dado por:

observe a Figura 7. A figura destaca uma molécula em meio a muitas outras (da ordem de
10?*) e portanto estd bastante fora de escala. Se ndo fosse destacado nenhuma molécula, a

figura seria semelhante a figura 6. Na figura 6 foram substituidos os dipolos moleculares por
densidades superficiais +P ¢ - P como uma boa aproximagdo para o potencial gerado pelo

meio polarizado em regides distantes de cada dipolo molecular. Isto estd ilustrado melhor na
figura abaixo, onde a fonte do campo externo Eext esta representada por um capacitor de

placas paralelas com densidades +o0 ¢ - 0.

Figura 18. Representagdo de um meio dielétrico submetido a um campo macroscépico uniforme E e dois

caminhos I e I entre dois pontos A e B na superficie.

Para calcular a d.d.p. entre dois pontos A ¢ B nas superficies do meio dielétrico basta escolher

o caminho I distante dos dipolos moleculares e utilizar a configuracio da Figura 18, fazendo:
Va—Vg= [. E-dl. (B.1)

Utilizando a lei de Faraday para campos estaticos, num circuito fechado (MACHADO,2000):
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$E-dl =0.

V4 — Vg pode ser calculado, na Figura 18, utilizando o caminho que pertence a regido das
placas (T'). A vantagem deste caminho é que conhecemos o comportamento do campo ao

longo do mesmo. Assim,

Va—Vp= [. E-dl=Ed=Vy—Vp=(Epx — E")d. (B.2)

B
TP T WY - o

l-\H'

WA BV eV NWIWAW | 4+ 6
A

Figura 19. Representacéo de um meio dielétrico submetido a um campo macroscopico uniforme E e um caminho

"' ligando os pontos A e B na superficie do dielétrico.

Foi mostrado acima que V, — V ¢ dado pela Equagdo (B.2). Um célculo direto desta
quantidade usando o caminho descrito em I’ seria muito complicado se fosse levado em conta
a granulosidade do meio, ou seja, tratar explicitamento o cardter discreto constituido pelas

moléculas. Todavia, utilizando um tratamento macroscdpico, pode-se representar 0 campo

médio no interior do material por E. Como este campo ¢ uniforme, tem-se que:
Vy—Vg =Ed. (B.3)

Comparando as equagdes (B.2) e (B.3) temos a correspondéncia da Equagao (2.2):



E=Ep—EouE =E,,+E.

52

(B.4)
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APENDICE C: CALCULO DE (ﬁo) PARA OS MODELOS DE DEBYE E ONSAGER

Nesta secdo sera calculado o momento de dipolo natural médio (i,) para o modelo de

Debye e de Onsager:

Na Figura 9, consideramos que a molécula representada pelo seu momento de dipolo total m
faz o papel de um sistema A em contato com um reservatorio térmico a temperatura 7. Sendo

Lo uma varidvel deste sistema (REIF,1965):

J o exp(-=BU)AX
[exp(-pU)dx ’ (C'l)

() =
onde U ¢ a energia potencial do dipolo sob a agdo do campo F. Da eletrostatica fundamental,

temos que, a energia em um dipolo que sofre a agdo de um campo ¢ (MACHADO,2000):
U= —fip-F = —pugF cos, (C.2)

em que 6 ¢ o angulo entre 0 momento de dipolo ¢ o campo F. Nesse caso, dX representa o
volume no espago de configuragdes onde cos@ permanece constante. Tomando como
elemento de volume dX = (2ma sin 8)(ad#), calculamos (cos 8) nos intervalos adequados

(0 < 6 < m) acavidade e checamos a seguinte Equacéo:
(cos8) = cotha —% = L(a), (C.3)

em que a = P;{L: ¢ L(a) ¢ a fungdo de Lagevin (PEIXOTO, Notas de aula). Fazendo uma

aproximacao (por série) para a situagdo em que 0 < a < 1, temos como boa aproximacao
(cos @) ~ g (C.4)

Com esta aproximacdo, a Equa¢do (C.4) na Equacdo (C.2), explicitando a e¢ tomando um

caréter vetorial, temos (j1,,) para o modelo de Debye:
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i _ M 5
(opeyye) = 25 F. (C5)
Para calcular o momento de dipolo natural médio (ii,) para o modelo de Onsager sera

mais conveniente utilizar o fato de que m = [iy + aF e colocar F em evidéncia na Equacio

(2.20) para facilitar nos calculos, obtendo:

F=F;+F,, (C.6)
¢ definido Fy = ——¢  _F ek, =— 2D io. A facilidade dest
em que ¢ definido Fy = 5——ros B e By = s o Ho. acilidade desta

manipulagido vem de 131'10 ser paralelo a fi,, ou seja, apenas 17"5 contribui no célculo de (ig).

Utilizando a Equagéo (C.5) e fazendo a mudanga de F para ﬁE e ja substituindo na Equagéo
(C.6):

3¢ u3
2£+1_2(€a-_31)“ 3KT

2 R
<'u00nsager> = i_; FE = E. (C7)
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APENDICE D: SOBRE OS CAMPOS DE REACAO (R) E CAVIDADE (G) PARA O
MODELO DE ONSAGER

O campo que atua na molécula em um dielétrico polarizado pode ser dividido em
campo de cavidade (E) e um campo de reacdo (R), que sdo proporcionais a0 momento de
dipolo total. O campo de reagdo ndo exerce um torque na molécula. Assim, o campo de
Onsager ¢ diferente e menor que o considerado por Debye por uma quantidade do campo de
reacdo ¢ de cavidade. Considerando que a molécula é representada, no centro de uma
cavidade esférica de raio a, pelo seu momento de dipolo, havera um campo de reagdo dado
por (ap6s algumas contas com o uso da Equacéo de Laplace):

R=—261D =

R =

amegad(e+1)

(D.1)

Para o CGS temos i = 1, chegando a expressdo (2.18).
0

O campo de cavidade, retirado da Equagédo de Laplace, é constante e é proveniente da
polarizagdo natural da superficie da cavidade quando ndo houver molécula no seu interior.
Seu valor ¢ proporcional ao campo externo, ja que ¢ o unico que for¢a uma polarizacdo na

superficie da cavidade. Este campo ¢ (no CGS) a Equacao:

(D.2)

2e+1

Utilizando o principio da superposicdo, o campo interno total sera a contribui¢do do
campo da cavidade (sem a molécula, mas com campo) + campo de reagdo (com molécula,

mas sem 0 campo).
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