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RESUMO

Esta dissertacdo € dedicada ao estudo de aproximacGes numéricas de soluges de alguns
problemas de fronteira para equacgdes diferenciais parciais estacionarias e ndo estacionarias
através do Método dos Elementos Finitos (MEF). A teoria do método pode parecer bem
complicada, porém o maior foco dessa dissertacdo estd em entender as etapas existentes para
se realizar a analise, como também as respostas obtidas para identificarmos as situacdes em que
podemos utiliza-la. Aqui vamos nos aprofundar no estudo de problemas elipticos e parabélicos
ambos lineares, usando teoremas como Lax-Milgram e Lions para garantir a existéncia e
unicidade da solugdo. Faremos também um breve estudo de problemas fundamentais da
Mecanica dos Fluidos, como a equacédo de Stokes e de Navier-Stokes. Utilizaremos o software
FreeFem++ para calcular as aproximac0es, visualizar suas representacdes graficas, verificar os
erros e ordens de convergéncia dos métodos. Com os experimentos numeéricos verificamos que

os resultados estudados teoricamente acontecem de fato na pratica.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos. Equagdes Diferenciais Parciais. Formulacéo

Variacional. FreeFem++.



ABSTRACT

This dissertation is dedicated to the study of numerical approximations of solutions to some
boundary problems for stationary and non-stationary partial differential equations through the
Finite Element Method (FEM). The theory of the method may seem quite complicated, but the
main focus of this dissertation is understanding the existing steps to carry out the analysis, as
well as the answers obtained to identify the situations in which we can use it. Here we will delve
deeper into the study of elliptical and parabolic problems, both linear, using theorems such as
Lax-Milgram and Lions to guarantee the existence and uniqueness of the solution. We will also
make a brief study of fundamental problems in Fluid Mechanics, such as the Stokes and Navier-
Stokes equations. We will use the FreeFem ++ software to build the approximations, visualize
their graphical representations, check the errors and rate of convergence of the methods. With

the numerical experiments we verify that the results studied theoretically happen in practice.

Keywords: Finite Elementos Methods. Partial Differential Equations. Variational Formulation.

FreeFem++.
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1 INTRODUCAO

O campo da andlise numérica antecede a inven¢do do computador em séculos, por exemplo,
a interpolacdo linear j4 era usada a mais de 2.000 anos atrds. Muitos dos grandes matemdticos
do passado estavam interessados pela andlise numérica, tanto que muitos importantes algoritmos
levam seus nomes: Método de Newton !, Eliminac¢ao de Gauss 2 Método de Euler 3, Polindmio de
Lagrange #, por exemplo.

Para facilitar os cdlculos manuais, grandes livros foram produzidos com férmulas e tabelas
de dados tais como pontos de interpolacdo e coeficientes de fungdes. Utilizando estas tabelas,
olhavam-se valores para inseri-los dentro de férmulas dadas e encontrar boas estimativas numéricas
de algumas funcdes. O trabalho mais célebre neste campo € “Handbook of Mathematical Functions
with Formulas, Graphs, and Mathematical Tables”de Abramowitz e Stegun, publicado pela editora
NIST em 1964, contendo um grande nimero de formulas e funcdes e seus valores em muitos
pontos.

As calculadoras mecanicas também foram desenvolvidas como uma alternativa para calculo a
mao. Estas calculadoras evoluiram para computadores eletronicos na década de 40, quando entado
percebeu-se que estes computadores eram também tteis para fins administrativos. Mas a invengao

do computador também influenciou o campo da anélise numérica, uma vez que céalculos maiores e

mais complexos poderiam ser resolvidos.

Tsaac Newton (Woolsthorpe-by-Colsterworth, 4 de janeiro de 1643 — Kensington, 31 de marco de 1727) foi um

astrdnomo, alquimista, filésofo natural, telogo e cientista inglés, mais reconhecido como fisico e matematico.
2Johann Carl Friedrich Gauss (Braunschweig, 30 de abril de 1777 — Gottingen, 23 de fevereiro de 1855) foi um

matematico, astronomo e fisico alemao.
3Leonhard Paul Euler (Basileia, 15 de abril de 1707 — Sao Petersburgo, 18 de setembro de 1783) foi um matematico

e fisico suico de lingua alema.
4Joseph Louis Lagrange, nascido como Giuseppe Lodovico Lagrangia (Turim, 25 de janeiro de 1736 — Paris, 10

de abril de 1813) foi um matematico italiano.



12

Em relagdo aos métodos de aproximagao numérica, focamos nossa apresentacao no método de
elementos finitos, embora seja dificil citar uma data da inven¢do do método dos elementos finitos,
ele originou-se da necessidade de resolver problemas complexos de elasticidade e andlise estrutural
em engenharia civil e aeroespacial. Seu desenvolvimento pode ser rastreado até o trabalho de A.
Hrennikoff e R. Courant no inicio da década de 1940. Na Russia, a introducao da aplicagdo pratica
do método € normalmente associada ao nome de Leonard Oganesyan. Na China, no final da década
de 1950 e inicio da década de 1960, com base nos célculos de construcdes de represas, K. Feng
propds um método numérico sistemdtico para resolver equagdes diferenciais parciais. Embora
as abordagens usadas por estes pioneiros sejam diferentes, elas compartilham uma caracteristica
essencial: a discretizacdo da malha de um dominio continuo em um conjunto de subdominios
discretos, geralmente chamados de elementos.

A maioria dos fendmenos mecanicos, fisicos, biologicos ou econdomicos sao modelados usando
equacoes diferencias parciais lineares ou nao-lineares e o desenvolvimento dessas ciéncias requer,
em uma parte, uma melhor compreensao das propriedades das solu¢des dessas EDP’s. Além disso,
em muitos campos avangados (industria aerondutica, industria de petréleo, previsao de tempo,
etc.), o progresso técnico exige a resolu¢do de numerosos sistemas de equagdes diferencias par-
ciais, as vezes muito complicados, afim de obter propriedades quantitativas das solu¢des. Com os
avancos cada vez maiores no desempenho do computador, a simulacdo numérica de fendmenos esta
tornando-se mais flexivel, mais fécil de executar e, acima de tudo, mais econdmica que a simulagdo
experimental.

O objetivo desta dissertagdo €, portanto, servir como uma introdugdo a teoria das equagdes di-
ferenciais parciais envolvidas nas aplicacdes e aos métodos de aproximacao numérica adaptados
ao uso de computadores. Na estrutura necessariamente limitada desta dissertagdo, nos restringi-
mos a problemas elipticos e parabdlicos. Por outro lado, deixamos de lado o estudo tedrico de
aproximacao de equacdes nao lineares. Porém, por motivo de curiosidade, realizamos alguns ex-
perimentos numéricos.

O Capitulo 2 contém alguns resultados da analise funcional, da teoria das EDP’s, da andlise
numérica e do software FreeFem++ visando tornar a leitura da dissertacdo o mais auto-suficiente
possivel.

O Capitulo 3 € dedicado as aproximagdes variacionais de problemas estacionarios e de evolugao,
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onde € garantida a existéncia e unicidade das solugdes, a convergéncia das aproximacodes e sua
ordem de convergéncia. No caso dos problemas de evolugcdo apresentamos alguns métodos de
discretizacdo no tempo que garantem uma boa aproximacao da solu¢dao do problema.

O Capitulo 4 tem como objetivo o estudo do uso do Método dos Elementos Finitos para
equagoes diferencias elipticas, onde primeiramente apresentamos uma formulagdo variacional para
essa classe de problemas e realizamos alguns experimentos numéricos com a ajuda do software
FreeFem++. Depois estudamos as equacdes de Stokes e Navier-Stokes estaciondrias.

O Capitulo 5 abrange o uso do Método dos Elementos Finitos s6 que desta vez para equacoes
diferenciais parabdlicas. Estudamos brevemente as equagdes de Stokes e Navier-Stokes nao esta-

ciondrias e realizamos alguns experimentos numéricos.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos uma lista de resultados e contetidos bésicos e bem conhecidos
da anélise funcional e da andlise numérica, relacionados as equagdes diferenciais parciais. Pre-
cisamente, introduziremos varias definicdes bédsicas bem como resultados conhecidos da andlise
funcional e resultados tedricos da andlise numérica, os quais serdo usados nos capitulos posterio-

Ics.

2.1 TEORIA DAS FUNCOES GENERALIZADAS E ANALISE FUNCIONAL

2.1.1 Teoria das distribuicoes

Representaremos por €2 um subconjunto aberto e ndo vazio do espaco euclidiano N-dimensional
RY, onde N € N. Seri fixada em Q a medida de Lebesgue dx.

Seja u uma fung¢io real mensurével definida em Q e seja (O;);e; a familia de todos os subcon-
juntos abertos O; C €2, onde I € um conjunto de indices enumerdvel, tais que u = 0 quase sempre
em O, isto é, u =0 em O;\A; onde A é um subconjunto de Q que tem medida nula. Considerando
o conjunto O = U O;, temos que u = 0 quase sempre em O. Como consequéncia deste fato, o

il
suporte de u, o qual serd denotado por supp u, € definido como sendo o subconjunto fechado de €,

supp u = Q\ O.

Observagdo 2.1 Note que se u € continua em Q entdo supp u coincide com o fecho do conjunto dos

pontos de € onde u € ndo nula, isto é

supp u = {x € Q;u(x) # 0}.

Denotaremos por C;(€2) o espaco vetorial das fungdes reais que possuem derivadas parciais

continuas de todas as ordens, definidas em €, cujo suporte € compacto. Se ¢ € uma funcdo de
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Cy(Q) ese o= (0,00,...,0,) € N" ¢ um multi-indice, definimos

a|a‘(p
D% =
¢ ox

(lxl .Oxon

cuja ordem é |o| = 0y + -+ + @, Para o = (0,0, ...,0), definimos D@ = ¢ e por D;, para i =

1,2,...,N, a derivagdo parcial =—. Os elementos de C;(£2) sdo denominados fungdes testes em €.

axl’ .
Exemplo 2.1 Seja p : RY — R definida por:

o

e VP se |lx|| < 1;
p(x) =
0 se ||x]| > 1,

sendo ||x||?> = x? +x3 + ... +x% a norma euclidiana em R". Temos que p € C3(R") e

supp p = {x € RY; ||x|| < 1}.

Agora apresentaremos uma nogdo de convergéncia em Cj'(Q):

Definigdo 2.1 Seja (@Qn)neny uma sequéncia em Cy (). Dizemos que ¢, converge a zero se as

seguintes condi¢Oes sdo satisfeitas:

a) Existe um subconjunto compacto K de Q tal que o suporte de @, estd contido em K, para

todon € N;

b) Para qualquer multi-indice o € N, m € N, a sequéncia (D*@,),cn converge para D*@ uni-

formemente em K.

Observacdo 2.2 Seja ¢ € Cy’(Q), diz-se que a sequéncia (@Qx ke de elementos de Cy’ () converge

para @ em C;’ (), quando a sequéncia (Qx — @)ren converge a zero no sentido acima.

Defini¢do 2.2 Denominamos por espago das fungdes testes em € o espaco vetorial Ci' () com a

nogao de convergéncia da Defini¢do 2.1 e sera representado por D(Q).

Defini¢do 2.3 Uma distribuicdo (ou fun¢do generalizada) sobre € € toda forma linear 7' sobre
D(Q) que é continua no sentido da convergéncia definida sobre D(Q). O conjunto de todas as

distribui¢des sobre Q € um espaco vetorial o qual representa-se por D' (Q).

Temos que se sequéncia (Q,),cn de D(Q) converge a zero no sentido da Defini¢ao 2.1, entdo a

sequéncia ((T,¢,))qecn converge a zero em R. Note que (7, ¢,) representa o valor de 7 em @,,.
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Definigdo 2.4 Diz-se que uma sequéncia de distribui¢oes (T;,)men em 2’ (Q) converge a zero em
D' (Q), quando para toda fung¢do ¢ € D(Q), a sequéncia ((Tp,, ®))men converge a zero em R. Neste

caso, escreve-se: lim 7, = 0 em 2/(Q).
m—soo

Observagio 2.3 Por outro lado, temos que lim 7,, =T em 2'(Q), se lim (T,,—T) =0em 2/(Q).
n—ro0 m—>o0

Defini¢do 2.5 Sejam T uma distribui¢do sobre Q e oo um multi-indice. Define-se a derivada D* (no

sentido das distribui¢Oes) de ordem o da distribui¢do 7" como sendo o funcional definido por
(DT, @) = (—=1)/*(T,D%), Ve D(Q).
Observacao 2.4
i. A definic@o 2.5 nos diz que uma distribui¢do sobre € possui derivada de todas as ordens.
ii. Se T é uma distribuicdo sobre Q, entdo D*T é também uma distribui¢do sobre Q.

iii. A aplicagdo D*: D'(Q) — D'(Q), tal que T — DT, é linear e continua.

2.1.2 Os espacos L?

Nesta secdo estudaremos uma importante classe de espacos de Banach (i.e., espagos vetoriais
normados completos), os chamados espacos de Lebesgue.

Em toda esta dissertacdo, qualquer integracdo sobre qualquer aberto de um espaco Euclidiano
serd entendida como uma integracdo no sentido de Lebesgue, bem como a mensurabilidade das

fungdes envolvidas.

Definigio 2.6 Seja Q um conjunto aberto de RY e 1 < p < +oo. Indicamos por LP(Q) o espaco

das fungdes mensuréveis f : Q — R tal que || f||z» = || f||, < 4o, onde

1/p
11 = ( /L !f(x)|”dX> el Sp<te,

| f]le = inf{ C > 0;|f(x)| < C, em quase todo ponto x € Q}.

Fixemos a seguinte notacao: seja 1 < p < +oo, dizemos que g € seu expoente conjugado se,

1/p+1/q=1.Com isso, temos o seguinte resultado
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Teorema 2.1 (Desigualdade de Holder) ! Seja 1 < p < +o0. Se f € LP(Q) e g € LI(Q), onde g é o
expoente conjugado de p, entio fg € L'(Q) e

17gllr < 1F1lpllellg-
Demonstracao: Ver p. 92 de [4]. [}
Observacao 2.5
1. Os espagos LP(Q) sdo espagos de Banach;

2. Quando p = 2, temos que L?>(Q) é um espago de Hilbert (Espaco de Banach cuja norma

provém de um produto interno), com o produto interno

(f.800a= [ fWeldx. fgel(€).

A norma associada denotaremos por

12
1 fll2 = I fllo.e = </Q!f(x)|2dx> :

Outro importante resultado € o seguinte:
Teorema 2.2 O espaco C;(€2) € denso em LP(Q), para qualquer 1 < p < +oo.

Demonstracdo: Ver p. 110 de [4]. ]

Agora definiremos o espaco das fungdes mensurdveis localmente integraveis.

p

Defini¢do 2.7 Seja 1 < p < +oo. Indicamos por L; () o espaco de todas as fungdes mensurdveis

f:Q— Rtais que fyx € LP(Q), para todo conjunto compacto K C €, onde X representa a fungéo

caracteristica de K (uma funcio que assume o valor 1 em pontos de K e 0 em pontos fora de K).
No seguinte exemplo vamos verificar que toda funcao de L}O () define uma distribuigdo.

Exemplo 2.2 Sejau € L, (Q). Considere a forma linear 7, definida em D(Q) por:

(T0) = [ ue@dx, o e D).

'0tto Ludwig Holder (Estugarda, 22 de dezembro de 1859 — Leipzig, 29 de agosto de 1937) foi um matemdtico

alemao.
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Gracas ao Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, pode-se provar que dada uma sequéncia
(@x)kery de D() que converge a zero (no sentido da Defini¢do 2.1) temos que a sequéncia ({7, Q) ) reN

converge para zero. Entdo, 7, ¢ uma distribuicio sobre Q.

Proposicao 2.1 (Lema de Du Bois-Reymond) Seja u € L}OC(Q). Entdo 7, = 0 se, e somente se,

u = 0 quase sempre em 2.
Demonstracao: Ver p. 10 de [12]. [ |

Observacio 2.6 A partir do Lema de Du Bois-Reymond conclui-se que para cada u € L} (Q),

loc

tem-se que 7, é univocamente determinada por u sobre  no seguinte sentido: se u,v € Lllo (Q)
entdo 7, = T, se, e somente se, u = v quase sempre em Q. Por esta razdo, identifica-se as fungdes
uc Ll (Q)com adistribuicio associada T;, e diz-se a distribuicio « ao invés de dizer a distribuigio

loc
T,.

E também oportuno observar que existem distribui¢des que ndo sdo definidas por funcdes de

Ll

Joc(£), como exemplo:

Exemplo 2.3 Sejam xo um ponto de Q e 8y, a forma linear definida em D() do seguinte modo:

(Oxy, @) = @(x0), paratoda @€ D(Q).

Note que J,, ¢ uma distribuigio sobre Q, denominada distribui¢do de Dirac ou medida de Dirac
concentrada em xo. Pode-se mostrar que a distribuicdo 8y, ndo ¢é definida por uma fungdo de

Ll

1 (Q), ou seja, ndo existe u € L] (Q) tal que

/ u(x)Q(x) dx = p(xo) para toda @ € D(Q).
Q
De fato, se existisse tal fungdo u € L] _(Q), entdo
/Qu(x) ||x—x0||2(p(x) dx = [||x—x0||2(p(x)] |x:X0 =0 para toda ¢ € D(Q).

Pelo Lema de Du Bois-Reymond (Proposigio 2.1) teriamos ||x — xo||>#(x) = 0 quase sempre em £,

mostrando que u(x) = 0 quase sempre em £, isto &, d,, = 0 0 que € uma contradi¢ao.

'Paul David Gustav du Bois-Reymond (Berlim, 2 de dezembro de 1831 — Freiburg im Breisgau, 7 de abril de

1889) foi um matematico alemao.
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2.1.3 Os espacos de Sobolev H"'(Q)

Definicdo 2.8 Para todo numero natural m > 1, chamamos de espago de Sobolev de ordem m em
Q, o espaco
H™(Q)={ve L*(Q); D% c [*(Q), |o < m}.

Equipamos H™ () com o produto interno

(u,v)mQ:/Q( Z D%u Dav) dx,

o <m
e denotamos por
il = (,1),.
a norma correspondente.

Definigdo 2.9 Designamos por Hj (Q) a aderéncia de D(Q) em H'(Q).

Finalmente, observemos o seguinte resultado, que terd uma importincia prética consideravel

neste trabalho.

Teorema 2.3 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q C RY aberto, niio vazio e limitado. Entdo existe

C=C(Q,N) > 0 tal que:
1/2
v |? /
. :

5 o\ 1/2
Y
0,Q

é uma norma em Hg (Q) equivalente a norma induzida por | - [|1.o.

N
v e Hy(Q), vl < C(Q,N) (Z
i_

Além disso, a semi-norma

o= (B2

=1

ox;

Demonstracao: Ver p. 275 de [7]. [ |

Jules Henri Poincaré (Nancy, 29 de abril de 1854 — Paris, 17 de julho de 1912) foi um matemaético, fisico e

filésofo da ciéncia francés.
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2.1.4 Um teorema de traco e as formulas de Green

Nos capitulos seguintes procuraremos as solucdes de problemas de valor de fronteira Dirichlet
e/ou Neumann no espago de Sobolev H! (Q). A cada uma das fun¢des de H' (Q) precisamos atribuir
algum valor sobre I' = dQ . Este valor é conhecido como trago e o seguinte teorema garante sua

existéncia e indica qual € o sentido do mesmo.

Teorema 2.4 (Trago) Seja Q um aberto limitado e ndo-vazio de R" cuja fronteira I" é suficiente-
mente regular (pelo menos de classe C 1). Entdo existe uma tnica transformacao Yo : H 1(Q) —
L?(T) linear e continua tal que para cada x € I" e cada u € D(Q): Yo(u)(x) = u(x). Além disso,

Im(7y) é um subespago préprio de L?(I') e o niicleo de y coincide com H{ (Q).
Demonstracao: Ver p. 208 de [15]. ]
Observacao 2.7

1. A fronteira de um conjunto Q € dita “suficientemente regular’quando pode ser localmente

parametrizada por uma fun¢do Lipschitz continua;
2. Da tltima consequéncia do Teorema do Traco temos que
H}(Q) = Ker(yy) = {ve H'(Q); V‘r =0}.
Os préximos resultados sdo féormulas bastante usadas para justificar as definicdes de solucdes
fracas para distintas EDPs.

Teorema 2.5 Seja € um aberto limitado cuja fronteira I € suficientemente regular. Entdo, se u e v

sdo fungdes de H' (Q), temos

8
/—vdx— dx—i—/uvvdc 1 <i<N,
ox; ax,
onde v = (vy,---,Vvy) € o vetor normal de I" direcionado para o exterior de Q.
Demonstragao: Ver p. 27 de [14]. [

!George Green (Sneinton, condado de Nottinghamshire 14 de Julho de 1793 — Nottingham, 31 de Maio de 1841)

foi um matemaético e fisico inglés.
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Teorema 2.6 (Férmula de Green) Seja Q um aberto limitado cuja fronteira I' € suficientemente

regular. Para toda fungio u € H?(Q) e toda fungio v € H'(Q), temos

N
/g(_A”)de:;/ga_ma_ndx_ rgvdr.

Demonstracao: Ver p. 32 de [14]. ]

Teorema 2.7 Seja Q um aberto limitado de R" cuja fronteira dQ é suficientemente regular. Entdo,
N — —
sem > —, 0 espago H™(Q) é um subespago de CY(Q) e a injegdo candnica de H™(Q) em C°(Q) é

continua.

Demonstragdo: Ver p. 33 de [14]. [

2.1.5 Espacos C([0,T];X), LP(0,T;X) e W™P(0,T;X)

Dado um espago de Banach (X, ||-||y ) € m um inteiro ndo-negativo, denotaremos por C"([0,7]; X)

o espaco de Banach das fungdes m vezes continuamente diferencidveis u : [0,7] — X. Definimos

J

De forma andloga, denotaremos por L”(0,7;X), 1 < p < +o0, 0 espaco de Banach das (classes

em tal espaco a norma

d*v
W(l)

) — max su
||”||C’”(0»Tvx) 0<k<m <0§t£T

de) fungdes u : (0,7) — X que sdo fortemente mensurdveis com ¢ — |[u()||, € LP(0,T). Neste

espaco, a norma ¢ dada por
1

T Y
il = [ lutolar)".
Por L*(0,7;X) representa-se o espaco de Banach de fungdes u : (0,7) — X mensuraveis e
essencialmente limitadas em (0, T), isto é,
sup ess ||lu(t)||y < oo,
t€(0,T)
cuja norma € dada por

[(t)]looxx = sup ess [lu(t)]ly -
te(0,T)

Observacao 2.8
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1. Se X for reflexivo entdo L”(0,7T;X), 1 < p < oo, é reflexivo;
2. Se X ¢ separavel entdo podemos identificar

[L7(0,T: X)) ~ L9(0,T:X'),

el 1l
onde 1 < p <+ ep+q_1

Agora, vamos apresentar alguns lemas de imersdes entre esse espacos.

Lema 2.1 Sejam X e Y dois espacos de Banach e suponhamos que X < Y. Se 1 < s < r < oo,
entdo

L'(0,T;X) — L°(0,T;Y).
Demonstracao: Ver p. 172 de [11]. [ |

Lema 2.2 Se %—i— %] =1, uelP(0,T;X)eveL90,T;X’), entdo a fungdo real r — (v(1),u(t))x x
estaem L'(0,7).

Demonstragao: Ver p. 172 de [11]. [

Teorema 2.8 Sejam X e Y espagos de Banachcom X < Y. Seu € L”(0,T;X), comu; € L’ (0,T;Y),
entdo u € C([0,T];Y).

Demonstracao: Ver p. 172 de [11]. [}
Quando p =2 e X é um espago de Hilbert, com o produto interno ((-,-))x, o espaco L>(0,T;X)

¢ um espaco de Hilbert com o produto interno
T
(0:9)) = [ (), v(e))xdr, com u,v € 12(0,7:).
0

Indica-se por D'(0,T;X) o espago das distribui¢des vetoriais sobre (0,7') com valores X, isto
é, o espaco das aplicagdes lineares e continuas de D(0,7) em X.

SeueLP(0,T;X), 1 < p < +oo, entdo associa-se a u a distribui¢ao vetorial T, definida por

T
<m®=AIMMMM¢€@&U,

em que a integral € tomada no sentido de Bochner em X. Demonstra-se que 7, € univocamente

definida por u, e entdo, identificando u com T, , pode-se dizer que

LP(0,T;X) C D'(0,T;X).
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Defini¢do 2.10 Dada S € D’ (0,T;X), define-se a derivada de ordem n de S (no sentido das distribui¢des

vetoriais) como sendo a distribui¢do vetorial dada por

d's n/ o do
<W,(p> =(—1) <S’W>’ para todo @ € D(0,T).

Para cada m € N, podemos definir o seguinte espago

d’
W™P(0,T;X) = {u ELP(O,T;X);d—; eLP(0,T:X), j= 1,2...,m},

cuja a norma € dada por

1
m p
||M||Wm7p(07T;X) = Z
Jj=0

&
dti

LP(0,T:X)

O espago W™P(0,T;X), com a norma acima, € um espago de Banach.

2.1.6 O teorema de Lax-Milgram

Nesta sec¢do apresentaremos um importante resultado de analise funcional com varias aplicagdes
na teoria das EDPs. Como estamos interessados em estudar problemas de valor de fronteira, o
seguinte teorema € a chave para o estudo da existéncia e unicidade da solug¢do, assim como a

dependéncia continua com respeito aos dados.

Defini¢do 2.11 Sejam V um espaco de Hilberte a(+,-) : V x V — R uma aplicacdo bilinear, dizemos

que
i) a é continua, se existe o. > 0 tal que |a(u,v)| < oju||||v]] Vu,v e V.
ii) aé V-eliptica, se existe B > 0 tal que a(u,u) > Bllul|> VYucV.

Teorema 2.9 (Lax Milgram) Sejam V um espaco de Hilbert e a(-,-) : V x V — R uma funcéo
bilinear, continua e V-eliptica. Entdo para todo funcional linear e continuo L : V — R, existe um
unico elemento u € V tal que

a(u,v)=L(v) WYweV

IPeter David Lax (Budapeste, 1 de maio de 1926) € um matemadtico hingaro, com trabalho tanto em matematica

aplicada como em matemaética pura.
2 Arthur Norton Milgram (Filadélfia, 3 de junho de 1912 — 30 de janeiro de 1961) foi um matemético estadunidense.
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Além disso, se a(-,-) é simétrica, entdo u é o Gnico elemento que minimiza o funcional J: V — R

definido por

J(v) = % a(v,v)—L(v), YWweV,

ou seja, existe um dnico u € V tal que

J(u) = rvréi‘r/l.l(v).

Demonstragao: Ver p. 140 de [4]. [

2.1.7 Teoria espectral abstrata

Sejam V' e H dois espacos de Hilbert (sobre R) de dimensdo infinita, que satisfazem:
V C H com inje¢do continua, (2.1)

V é densoem H;

e uma forma bilinear (u,v) — a(u,v) continua sobre V x V.
Iremos denotar por (-, ) o produto escalar em H e | - | a norma correspondente. Também deno-

taremos por || - || a norma em V. Observamos de (2.1), que existe uma constante ¢ > 0 tal que
YweV, v <c|v].

Considere entdo o seguinte problema espectral: encontrar os valores A € R para os quais existe

uma solugdo u € V, u # 0, da equacdo
VeV, a(u,v) = X(u, v). (2.2)
Se tal elemento u existe, diremos que ele € um autovetor associado ao autovalor A.

Teorema 2.10 Assuma que a inje¢do candnica de V em H é compacta e que a forma bilinear a(-,-)
€ simétrica e V-eliptica. Entdo os autovalores do problema (2.2) formam uma sequéncia crescente
tendendo ao infinito,

O<h <A< <Ay <ooe, (2.3)



25

e existe uma base hilbertiana ortonormal de H formada de autovetores w,, tais que:

Y eV, alwp,v) = Apy(Wp,v), m=1,2,--- (2.4)

~1/2

Além disso, a sequéncia (A,, ' “wy,) forma uma base hilbertiana ortonormal do espago V para o

produto escalar a(-, ).
Demonstracao: Ver p. 137 de [13]. ]

Observagdo 2.9 No teorema anterior, podemos realmente enfraquecer a hipétese de V-eliptici-
dade. E suficiente supor que a forma bilinear a(-,-) é coerciva no seguinte sentido: existem duas

constantes ot > 0 e u € R tais que
YW eV, a(v,v) +uv|* > ol v/

Sob essas condi¢des, a forma bilinear u,v — a(u,v) + ,u(u, v) € simétrica e V-eliptica de modo que

podemos aplicar o Teorema 2.10. Os autovalores de (2.2) verificam entdo
UM <R < Sy e

e existe uma base hilbertiana ortonormal de H formada de autovetores w,, satisfazendo (2.4). Além

disso, a sequéncia (w,,) forma uma base hilbertiana ortogonal de V.

2.2 ANALISE NUMERICA

Nesta secao apresentaremos alguns métodos numéricos para resolugcdo de sistemas lineares e

faremos uma andlise do Método dos Elementos Finitos.
2.2.1 Métodos numéricos para resolucao de sistemas lineares
Consideraremos um sistema de equacoes lineares de ordem N da forma:
Ax=b, (2.5)

onde A € uma matriz dada N x N regular com coeficientes a;;,1 <1i,j < N, b € um vetor coluna

dado com N componentes b;,1 < j < N e x € um vetor coluna desconhecido com N componentes
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xj,1 < j<N. O sistema (2.5) pode ser reescrito explicitamente na forma de um sistema de N
equagoes lineares com N incognitas x1,x2 -+ , XN

/

aynxi+apxy+--+ayxy = by
arixy1+axpxs+---+anxy = bs 2.6)
an1xi +anxxa+---+aynxy = by

Introduziremos alguns métodos classicos para resolugdo de sistemas lineares do tipo (2.5).
Existem outros métodos com eficiéncia similar aos que forem mencionados aqui, para maiores

detalhes consulte a referéncia [13].

2.2.1.0 Método de eliminagao de Gauss

O objetivo do método de Gauss € transformar a matriz de coeficientes em uma matriz triangular

superior.

Definicdo 2.12 Se A € uma matriz triangular superior (respectivamente, triangular inferior) diremos

que (2.6) é um sistema triangular superior (respectivamente, triangular inferior).

Suponha, por um momento, que a matriz A seja triangular superior. Entdo o determinante de A
€ o produto dos coeficientes da diagonal principal a;;,1 <i < N. Como assumimos que a matriz
A € regular, temos que a;; # 0, para todo 1 <i < N. Além disso, suponha que a;; = 1,1 <i <N
assim a matriz A € triangular superior com valores 1 na sua diagonal principal e de (2.6), deduz-se

sucessivamente as incognitas xy,xy—_1, - - -x1. Com efeito,
XN = bN

eparai=N—-1,N—2,--- 1:

N
xi:b,-— Z ainj.
Jj=i+1

Ha casos onde a matriz A € regular mas ndo estd na forma triangular superior, o método de
eliminacdo de Gauss tem como objetivo transformar o sistema Ax = b em um sistema equivalente
(isto €, um sistema que possui a mesma solu¢do) cuja matriz de coeficientes € triangular superior

com valores 1 na sua diagonal.



27

2.2.1.0 Decomposi¢ao LU

A decomposi¢@o LU € uma forma de fatoracao de uma matriz regular como o produto de uma

matriz triangular inferior (“Lower’”) e uma matriz triangular superior (“Upper”).

Defini¢do 2.13 Ay € uma submatriz principal de ordem k de A se Ay € a matriz k X k de coeficientes

aij,lﬁi,jgk,lngN.

Seja A uma matriz N x N onde todas as suas submatrizes principais sao regulares, entdo existe

uma dnica decomposi¢ao (conhecida como decomposicdo LU)
A=LU,

onde L é uma matriz triangular inferior e U € uma matriz triangular superior com valores 1 na
sua diagonal (obtida pelo método de eliminacao de Gauss). Entdo, se queremos resolver o sistema
(2.5), é suficiente resolver os sistemas

Ly=b, 2.7)

Ux=y. (2.8)

O sistema (2.7) € um sistema triangular inferior enquanto que (2.8) € um sistema triangular

superior. Resolver os sistemas (2.7) e (2.8) s@o, portanto, duas operagdes “‘baratas”.

2.2.1.0 Decomposicao de Cholesky

A decomposicao de Cholesky é uma decomposi¢do de uma matriz simétrica e definida positiva

como o produto de uma matriz triangular inferior e sua matriz transposta.

Definicio 2.14 Uma matriz quadratica A de ordem N é dita ser simétrica se A = AT

Definicdo 2.15 Uma matriz quadrética A de ordem N € dita ser definida positiva se:
i) yT Ay > 0 para todo vetor y € RV;

ii) yTAy = 0 se, e somente se, y = 0.
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Se A é uma matriz simétrica definida positiva, entdo existe uma tnica matriz triangular inferior

com coeficientes positivos na diagonal denotada por § tal que

A =S8ST (decomposicio de Cholesky)

Observacao 2.10 A matriz triangular inferior S obtida na decomposi¢do de Cholesky nao € neces-

sariamente a mesma matriz obtida na decomposicio LU.

Quando queremos resolver um sistema linear do tipo (2.5) onde a matriz A € simétrica e definida

positiva, fazemos uma decomposiciio de Cholesky A = SS” e resolvemos sucessivamente

2.2.1.0 Método do gradiente conjugado

O método do gradiente conjugado € um algoritmo para resolver sistemas de equacoes lineares
cuja matriz de coeficientes € simétrica e definida positiva. Por ser um método iterativo, este método
pode ser aplicado a sistemas esparsos (sistemas cuja matriz de coeficientes possui uma grande
quantidade de coeficientes que valem zero) que sdo grandes demais para ser tratados por métodos
diretos como a decomposi¢cdo de Cholesky.

Seja A uma matriz simétrica e definida positiva, estudaremos um tipo clédssico de método itera-
tivo para resolver numericamente o sistema (2.5). Ele constitui na construcao de uma sequéncia de
vetores em RY (x;)i>1, tal que

Jim [lx, —x || =0,
onde x, € a Unica solucao de (2.5).

Comegamos por introduzir o funcional £ : RN — R definido por

1
L(y) = EyTAy —bTy, yeRN. (2.9)

Observagdo 2.11 Notemos que a hessiana de £ é dada por

He(y) =V?L(y) =A4,
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e o jacobiano de L € dado por
Jo(y) =VL(y)=Ay—0b.
Dai, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.11 Se A é uma matriz simétrica e definida positiva e se x, € a Uinica solucdo de Ax, = b

entao x, minimiza L, i.e., para todo vetor y € RY diferente de x,, temos que
L(y) > L(x).

Demonstracdo: Ver p. 92 de [13]. ]
Como a solucdo x, de (2.5) alcanca o minimo de L, construimos um método iterativo que
encontra o minimo de £ em um nimero de etapas inferior a N.
Suponha que obtivemos uma aproximagio x; € R" de x, e queremos calcular x;,; € RV de
modo que L(x;41) < L(x). Uma idéia legitima para obter tal aproximagéo consiste em escolher

um vetor wiy 1 € RY ndo-nulo e definir:
Xk+1 1= X+ Ol 1 Wit 1,
onde 0,1 € um niimero real que minimiza f : R — R dada por
flo) := L(xg+ owgr1). (2.10)

Observacgdo 2.12 Este método de calcular x; | a partir de x; é chamado de mérodo de descida; o

vetor wy1 € chamado de direcdo de descida.

Agora explicitaremos como calcular o valor o4;. Para encontrar o nimero oy, tal que
flagrr) < f(a) Vo € R, buscaremos os pontos criticos de f, encontrando os zeros da derivada

f'(a). Utilizando (2.9) temos

| =

N N
Loy)== Y apy =Y by, y=0" )
i=1 i=1

e, consequentemente, levando em consideragdo a simetria de A

) N ;
—L = a;i —b,'.
ayl (y) ]_Z’l iy
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Basta usar a definicdo (2.10) para mostrar que

N9
f/<a) = ZW;€+18_)]iL<xk+awk+l)
i=1
N N ) .
= Y Wi | Lo +omwi ) —bi
i=1 j=1
= wi [A(xk+owgyr) —b].
Claramente, se queremos 0| seja tal que /(1) = 0, temos que
wi,(b—Axy)
Qg1 = —F .
Wicp 1AWk 1
Definindo ry := b — Axy, chamado de residuo na k-ésima etapa, o método da descida pode ser

resumido assim quando se quer calcular x; 1 a partir de x:

i) escolhemos uma direcdo de descida wy;

ii) calculamos

T T
Cowe (O—Ax)  wig e
Gy ) = = S : 2.11)
Wi AWl Wi 1AW

iii) calculamos xg1 1 = xg + Ot Wi 1-
Agora o desafio € escolher a dire¢do de descida wy de tal modo que o método convirja.
Observacdo 2.13 O residuo na (k+ 1)-ésima etapa é ortogonal a dire¢ao de descida wy 1, pois
0=f(Cr1) = —Wpy Tt1-

A escolha mais natural para minimizar £ consiste em escolher a direcdo de maior inclinagdo
como direc¢do de descida. Como a dire¢do de maior inclinacdo no ponto x; € ortogonal a curva de

nivel de L, temos wy 1 = V L(x). Dai, obtemos
Wiyl =Axy —b = —ry.

Suponha que obtivemos x; e utilizamos o método de descida (2.11) para calcular x| a partir
de xx. A principal ideia do método do gradiente conjugado € corrigir a dire¢do —ry, tomada anteri-
ormente, pela direcdo antiga wy, de modo que o erro entre x; € x;41 s€ja 0 menor possivel na norma

|- ||4 definida por ||y|[4 = (y Ay)'/2, para todo y € RN. Mais precisamente, escolhemos em (2.11):

Wit1 = —Fk + Biwi, (2.12)
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onde B é um nimero calculado de modo que ||xx — x4 1||4 seja o menor possivel. Assim, temos a

seguinte expressao para [Bi:

. (rk)TAwk
Br = W (2.13)

Introduzimos o vetor intermedidrio z; definido por z; = Awy. Dai, verifiquemos que:
re="b—Ax; =b—A(X_1 +0wy) = g1 — k-

Finalmente, o algoritmo de descida (2.11) com as escolhas (2.12) e (2.13), torna-se:

1) escolhemos um vetor de partida xp;

1) executamos os seguintes calculos

ro = b—Axop;

w1 = —ro,

71 = Awg;
rgwl

o = —53
w1zl

X1 = xo+0owy;

iii) parak =1,2,---, calculamos ry, Bx, Wir1, Zkt1, ki1 € Xkt 1, pelas seguintes relagdes
Tk = Thk—1— OgZk;
T
Be = ks
T b
Wirl = —rg+ B

k1 = AWgii;

T
T Wk+1
Oyl = —— )
Wit1%k+1

Xk+1 = X+ Ol 1 Wi+t1-

Este algoritmo é chamado método do gradiente conjugado. Esse método fornece a solugdo x em

no maximo N iteragdes. Assim, existe k < N tal que r, = 0.

2.2.2 Método dos elementos finitos

Nesta se¢@o apresentaremos 0 método numérico mais utilizado para resolver EDPs complexas,

muitas delas origindrias de problemas do mundo real.
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2.2.2.0 Elementos Finitos de Lagrange

Introduziremos a nocao geral de elemento finito de Lagrange. Faremos uma descri¢cao detalhada
de exemplos simples em que o dominio geométrico do elemento finito € um N-simplex. Ao final, é
feita a andlise do erro de interpolagdo de um elemento finito.

Sejam K um subconjunto compacto de RY, conexo e de interior ndo-vazio, £ = (a i)1<j<m um
conjunto finito de m pontos distintos de K e um espaco vetorial P de dimensao finita composto de

funcdes p: K — R.

Definicdo 2.16 Dizemos que o conjunto X é P-unisolvente se, e somente se, dados m reais quais-

quer o, 1 < j < m, existe uma unica fungdo p € P tal que:
p<aj) = 0y, 1 S]Sm

Defini¢do 2.17 Quando o conjunto X é P-unisolvente, a tripla (K, P,X) é chamada elemento finito

de Lagrange.
Dado um elemento finito (K, P,X), existe uma tnica fungdo p; € P, 1 <i <m, tal que:
pi(aj) = Sija 1 S ] S m. (214)

Em outras palavras, para todo v : K — R, existe um tnico p € P que interpola v em X, isto é, que
satisfaz

pla;) =v(aj), 1 < j<m.

Defini¢do 2.18 Dado um elemento finito de Lagrange (K,P,X), chamamos fungdo de base as
m fungdes p;, 1 <i < m tais que a identidade (2.14) é valida. Chamamos de operador de P-
interpolagdo de Lagrange sobre X ao operador que para toda funcao v definida sobre K associa uma

nova funcdo Ilv definida por

Iy = Z v(a;)pi,

i=1
e Iy é chamado de P-interpolado de Lagrange de v sobre X.

Vamos agora dar um método sistemdtico para gerar a partir de um elemento finito (K, P,X) toda
uma familia de elementos finitos. Sejam K um subconjunto de RN compacto e conexo cujo interior

é ndo-vazio e uma aplicacdo F : K — RV,
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Assumimos também que

K =F(K), (2.15)

¢ um subconjunto compacto e conexo cujo interior € ndo vazio (se F € um homeomorfismo de K

em K, as hipéteses sobre K resultam daquelas assumidas sobre K).

Teorema 2.12 Assuma que a aplicacdo F seja injetiva. Entdo, se (12 ,}A’, f) ¢ um elemento de La-

grange, o triplex (K, P,X), com K definido em (2.15),

P={p:K—R; poFecP} (2.16)
e
Y =F(%), (2.17)
¢ um elemento finito de Lagrange.
Demonstracao: Ver p. 81 de [13]. ]

Defini¢do 2.19 Dois elementos finitos de Lagrange (K,P,X) e (K,P,X) sdo ditos equivalentes se
existe uma bijecao F : K — K verificando (2.15), (2.16) e (2.17). Além disso, quando for possivel

escolher tal bijecao F como uma aplicacdo afim, os elementos finitos sdo ditos afim-equivalentes.

Agora, construiremos uma classe de elementos finitos de Lagrange (K,P,X) chamada de Ele-
mentos Finitos Simples, onde o dominio geométrico K é um N-simplex qualquer de RY. Antes
vamos lembrar a defini¢do de um N-simplex: Consideremos N + 1 pontos a; = (ai,az;,...,an;) €

RN, com 1 < Jj < N+ 1, ndo pertencentes a um mesmo hiperplano de RY, isto é, tais que a matriz

de ordem N + 1 _ )
air aiz vt 4i(N+1)
a1 a2 - Ay(N+1)
A=
ayiy an2 - Aan(N+1)
1 1 - 1

seja invertivel. Chamaremos N-simplex K de vértices aj, com 1 < j < N+ 1, o fecho convexo
dos pontos a;. Para N =2 e N = 3, o N-simplex K receberd a denominag¢do usual de tridngulo e

tetraedro, respectivamente.
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Todo ponto x € RY, de coordenadas cartesianas xi, 1 <i <N, é caracterizado pelos (N + 1)
escalares A; = A(x), 1 < j <N + 1, definidos como solugdo do sistema linear:

N+1
Za,-jkj(x) = X 1 S I SN
j=1

N+1 (2.18)

Y A =1,
=1

onde a matriz de coeficientes é precisamente a matriz invertivel A. Os escalares A j(x) sdo chamados
coordenadas baricéntricas do ponto x com relacdo aos (N + 1) pontos aj,com 1 < j <N+ 1.
As fungdes x € RN — A;(x), 1< j<N+1 sio asfungdes coordenadas baricéntricas com

relac@o aos pontos a;. De (2.18), cada uma dessas func¢des € uma funcéo afim de RY em R e para
N+1
N _
todo xem RY, x = Z Ai(x)a;.
j=1
Usando essas coordenadas baricéntricas com relagdo aos pontos a;, o N-simplex K de vértices

aj, 1 < j<N+1,¢€ caracterizado por
K={xcR": 0<Aj(x) <1, 1 <j<N+1},

Por outro lado, para todo inteiro k > 0, designamos por Py o espago das funcdes polinomiais de
RN em R de grau menor ou igual a k, isto €, da forma
N o
VxeRY, pkx)= Z Oﬂij,...,ilell Xy

i1>0,...,iy>0
i+...+in<k

onde os o, ..y a0 0s escalares reais.
A dimensao do espago P €:

dim(P,) = (N I‘:k>

Finalmente, definamos, para todo inteiro k > 1, a trelica principal de ordem k do N-simplex K
como sendo o conjunto de pontos de RY definido a partir das coordenadas baricéntricas relaciona-
das aos vértices a; da forma

1
71} 1§j§N+1}.

Y= {xERN: Ai(x) € {o,%,.

Para k = 0, tomamos

1

zoz{xeRN:xj(x):m, 1§j§N+1}.



Em outras palavras, ¥y reduz-se a um ponto, o baricentro de K.

Levando em consideracao a seguinte relagdao
N
Avir=1-Y A,
Jj=1

pode-se verificar que a cardinalidade do conjunto X é

#(Z)) = (N :k)

Teorema 2.13 Para todo k > 0 o conjunto X é Py-unisolvente.

Demonstracdo: Ver p. 84 de [13].
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Defini¢do 2.20 Para todo N-simplex K de RN e para todo inteiro k > 0, o elemento finito (K, Py, %),

onde X € a trelica principal de ordem k em K, é chamado N-simplex do tipo (k).

Vamos considerar alguns casos particulares, os mais usados na pratica, de elementos finitos

(K, P, %) N-simplex do tipo (k). Precisamente:
i) Quando N =1, K € o segmento de reta de extremos a; € a».
a) Caso k = 0. O N-simplex do tipo (0) corresponde a
1
Php={p:R—=>R:p=cte} e Xyp= {aozz(al—l—az)}.

Neste caso, a fun¢do de base p € Py € identicamente 1, i.e. p = 1.

b) Caso k = 1. O N-simplex do tipo (1) corresponde a

Pi={p:R—R: pépolindbmiode grau<1} e X=X, ={aj,ar}.

Dai, obtemos que as fun¢des de base sdo dadas por

i1) Quando n =2, K € o tridngulo de vértices a,a> € a3.

Tomemos os seguintes pontos:

1
ap = g(al +a2+a3),
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1
ajj = E(aﬁ—aj), 1<i<j<3,

1
ajij = §(2ai+aj)7 1<i,j<3,i#]j.
a) Caso k = 0. O tridngulo do tipo (0) corresponde a
Php={p:R*P=>R;p=cte} e Xo={ap}.

Como no caso anterior, a funcdo de base p € Py é identicamente 1.

b) Caso k = 1. O tridngulo do tipo (1) corresponde a
P ={p: R?> > R; p éum polibmio de grau <1} e X ={aj,as,a3}

Notemos que #(X;) = dim(P;) = 3 e que as funcdes de base sao as fun¢des coordenadas

baricéntricas com relag@o a (ay,ay,as), isto é:
pi=N, 1 <i<3.
¢) Caso k = 2. O tridngulo do tipo (2) corresponde a

P, ={p:R*> = R: péum polidmio de grau < 2}

Y ={ay,az,a3,a12,a13,a23}.

Notemos que #(X;) = dim(P,) = 6 e que as fungdes de base sdo dadas por

pi=A(2N—1), 1 <i<3

pij=47\.i7\.j, 1<i<j<3.
d) Caso k = 3. O tridngulo do tipo (3) corresponde a
P;={p:R?> = R; péum polidmio de grau < 3}

%5 = {a;}j U {aiij}lg.;j,sz U{ao}.
i#]
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Notemos que #(X3) = dim(P3) = 10 e que as fungdes de base sdo dadas por
1
Pi = 57\,(3)\4 — 1)(37\,1 —2), 1 S I S 3,

9 .. ..
piij = 57»1'7»/'(3%'— 1), 1 <i,j<3,i#],

po = 27T A3,

2.2.2.0 Aproximagao dos espagos de Sobolev

Se (K,P,X) é um elemento finito de Lagrange, para toda funcdo v definida em K podemos
associar a func¢ao Ilv, o P-interpolante de Lagrange de v em X. Nesta se¢ao, vamos analisar o erro
de interpolacao v — I'v.

Seja K um subconjunto compacto de RY, conexo com interior ndo-vazio. Por razdes de simplificacio,
denotaremos por H™(K) o espaco de Sobolev H”(K), onde K é o interior de K. Se E é um
subespaco de H™(K), o espago quociente H"(K)/E é o conjunto das classes de equivaléncia v

das fungdes de H™(K). A relagdo de equivaléncia R considerada € a seguinte:
VIRV <<= v —wn EE.

Quando E é um subespaco fechado de H™(K), o espaco H"(K)/E, munido com a seguinte

norma quociente
9Ly = i Vi
¢ um espaco de Hilbert.

Em particular, para todo inteiro k > 0, o espaco P, é um espaco de dimensio finita de H**!,
de modo que podemos introduzir o espaco quociente H**! /Pr. Vamos munir esse espaco de uma
norma mais manejavel que a norma quociente. Para isso, serd necessario supor, além disso, que
a injecdo candnica de H'(K) em L*(K) é compacta (esta propriedade é verificada pois K é um

limitado de RN e a fronteira 0K é suficientemente regular).

Teorema 2.14 Seja K um subconjunto compacto e conexo de RY cujo interior é ndo-vazio e a

fronteira € suficientemente regular. Entdo, para todo k > 0, a aplicacao

V— Vlit1.k = [V]i+1.k0
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onde v é um representante qualquer de v em H**!(K), é uma norma sobre H**!(K) /P, equivalente

a norma quociente.

Demonstracdo: Ver p. 96 de [13]. ]
A partir do teorema acima, deduzimos um resultado geral de aproximagao em espacgos de So-

bolev.

Teorema 2.15 Seja K um subconjunto compacto e conexo de RV cujo interior é nio-vazio e a
fronteira é suficientemente regular e seja IT um operador linear continuo de H**!(K) em H™(K),
0<m<k+1,tal que

IIp=p, Vpeckh. (2.19)

Entdo, existe uma constante C = C(K,II) tal que
v —TW||mg <CVjer1k, VveHTHK).

Demonstragao: Ver p. 98 de [13]. [

Dado K C R" compacto, podemos definir as seguintes grandezas geométricas:
hx = diametrode K e pg = circularidade de K,

onde o diametro de K é o mdximo das distincias euclidianas entre dois pontos de K e a circularidade
de K é o maximo dos diametros das esferas (circulos quando N = 2) contidas em K.

Dai, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.16 Sejam (K,P,X) e (K,P,¥) dois elementos finitos afim-equivalentes. Se K é um
subconjunto (compacto e conexo cujo interior é ndo-vazio) de RV, N < 3, com fronteira suficien-

temente regular e existe um inteiro k > 1 tal que
P, C PC H*'Y(K).

Entio, existe uma constante C, que nio depende do elemento finito (K ,ﬁ,i) tal que para todo

inteiro m, 0 < m < k+ 1, temos

k+1
v —TIv|px < C g—%|"|k+1,1<, v € H(K),

onde IT designa o operador de P-interpolacdo sobre X.

Demonstragao: Ver p. 102 de [13]. ]
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2.3 O SOFTWARE FREEFEM++

Esta secdo tem como objetivo realizar uma breve apresentacdo do software FreeFem++ utili-
zado para obter as aproximagdes apresentadas neste trabalho, de modo que o leitor seja capaz de

compreender os codigos utilizados nas simulagdes numéricas.

2.3.1 Apresentacao

O FreeFem++ € um software livre utilizado para resolver EDPs utilizando o Método dos Ele-
mentos Finitos com o uso de diversos tipos de elementos e malhas para problemas bidimensionais
ou tridimensionais.

Podemos destacar como principais caracteristicas do programa a simplicidade do gerador de
malhas incluida no programa, a facilidade na construcao do espaco de funcdes (€ feita com apenas
um comando), a grande variedade de espagos de fun¢des disponiveis (como polindmios lineares,
quadraticos, etc) e a maneira eficiente e direta com que sao feitas a implementacao da formulacao
variacional associada ao MEF e a resolucao do sistema linear associado. Além disso, o programa
dispde de um visualizador grafico bastante simples, que auxilia na visualizacdo dos resultados
obtidos.

A escolha do FreeFem++ para a implementagao das simulacdes contidas neste trabalho ocor-
reu devido a facilidade na constru¢do e obtencdo das aproximagdes por elementos finitos para os
problemas aqui apresentados. No entanto, o programa mostrou-se capaz de analisar problemas
bastante complexos.

A referéncia [9] apresenta a descricao de todas as funcionalidades do programa de maneira
muito mais completa, inclusive contendo diversos cddigos modelos que serviram como base para

os resultados deste trabalho.

2.3.2 Implementacao

Dado um dominio @ € RY (N =2 ou N = 3) e uma EDP em sua formulacdo variacional, o

esquema geral para o funcionamento do programa utiliza as seguintes componentes:

a) Descricdo da(s) fronteira(s) do dominio
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O comando border fronteira (t=a,b){x=x(t); y=y(t);} define a curva (x,y) para-
metrizada pelo parametro ¢ variando de a até b, com a,b € R. Por exemplo, considerando £

como sendo o circulo unitdrio temos que a fronteira do circulo é obtida por

border circunferencia (t=0, 2*pi){x= cos(t); y=sen(t);}

b) Discretizacdo do dominio & em um conjunto de elementos triangulares ‘T

O comando mesh cria uma varidvel que armazena as informagdes de uma determinada discretizacao
do dominio por elementos finitos. A construcdo da discretizacdo € feita pelo comando
buildmesh (fronteira(n)), onde n indica a quantidade de nds que estardo na fronteira.

Por exemplo para construirmos uma malha Th contendo 20 pontos na fronteira utilizamos o
comando

mesh Th = buildmesh (circunferencia(20));

¢) Geragdo do espago de funcoes definidas sobre os elementos triangulares

Para a geracdo do espaco de fungdes € utilizado o comando fespace (Th, Tipo), onde Th é
a discretizagdo do dominio em elementos triangulares e Tipo indica o tipo de elemento que
serd utilizado. Por exemplo, para aproximacdes lineares (polindbmios de grau menor ou igual

a um), utilizamos o comando
fespace Vh = (Th,P1l);

d) Definicdo das funcoes do problema
No FreeFem++ fungdes sdo definidas utilizando o comando func. Por exemplo, para defi-
nirmos a func¢do f(x,y) = xy utilizamos o comando

func £ = x*y;

e) Implementacdo da formulagdo variacional e dos respectivos valores de contorno
Neste ponto serdo necessdarias trés etapas:
e Integracdo numérica. A integracdo bidimensional sobre cada um dos elementos da

discretizagdo Th € feita utiliza-se o comando int2d (Th). As derivadas de u em relacdo

a x e em relacdo a y sdo descritas por dx (u) e dy (u), respectivamente.
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e Atribuicao das condicoes de contorno. As condi¢des de contorno sdo impostas por

meio do comando on (fronteira,u=valor).
e Resolucao do sistema linear. é obtida por meio do comando solve.
Tomando como exemplo o problema de Poisson com f(x,y) = xy e condi¢des de frontei-

ras nulas, utilizando a formulacdo variacional cldssica para este problema, a resolu¢do do

problema € obtida com o comando

solve Poisson (u,v) =int2d(Th) (dx (u) *dx (v) +dy (u) *dy (v) )

—int2d(Th) (f*v) + on(F, u=0);

f) Visualizacdo dos resultados obtidos

As aproximagdes obtidas sdo visualizadas por meio do comando plot (wait=1). O pardmetro
wait=1 € utilizado para que a aproximag¢do se mantenha na tela até que seja pressionada al-

guma tecla.
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3 APROXIMACOES VARIACIONAIS DE PROBLEMAS DE FRONTEIRA
E INICIAL

Neste capitulo apresentaremos o método de elementos finitos aplicado a problemas variacionais
abstratos, estaciondrios e evolutivos, a fim de obter aproximacdes numéricas das solugdes de tais
problemas. A teoria é apresentada de maneira bem geral a fim de cobrir 0 maior nimero possivel

de problemas envolvendo operadores diferenciais.

3.1 PROBLEMAS ESTACIONARIOS

3.1.1 Teoria abstrata

Sejam V um espaco de Hilbert, uma aplicagéo bilinear a(-,-) : V x V — R continua e V-eliptica e
L um funcional linear, continuo em V. Sabemos que, pelo teorema de Lax-Milgram (veja Teorema

2.9), o problema abstrato (‘P): encontrar u € V tal que
a(u,v)=L(v), WYWweV (3.1)
admite uma tnica solucao.

Observagdo 3.1 O teorema de Lax-Milgram, no caso em que a(-,-) é simétrica, garante que a
solucdo u de (P) é caracterizada como solucdo do seguinte problema de minimizacdo: encontrar
u €V solugdo de

J(u) = minJ(v),

onde J € o funcional quadratico definido em V por

J(v):= % a(v,v)— f(v), YveV.
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Os exemplos onde o método dos elementos finitos torna-se interessante sao problemas do tipo
(P) onde o espaco V € de dimensao infinita. A fim de obter uma aproximagdo numérica da solugao
u, vamos substituir o problema () por um “problema aproximado”em um subespaco de dimensao
finita. Obviamente faz-se necessario verificar se o problema aproximado tem uma tnica solucao e

que sua solucao converge para solucdo u de (P).

3.1.1.0 Existéncia e unicidade das solu¢des aproximadas

O objetivo deste secdo € provar o seguinte teorema de existéncia e unicidade:

Teorema 3.1 Sejam V um espago de Hilbert, uma aplicagéo bilinear a(-,-) : V x V — R continua e
V-eliptica e L um funcional linear, continuo em V e seja V;, C V um subespago vetorial de dimensao

finita. O “problema aproximado” () de (P) consiste em encontrar u;, € Vj, solucdo de
Vvh eV, a(uh,vh) = L(vh). (3.2)
O problema aproximado (‘F,) admite uma tnica solugdo uy € Vj,.

Demonstra¢ao: Denotamos por I; a dimensao do espago V,, onde i € um parametro 4 > 0, destinado
a tender a zero. Na pratica V}, representa uma aproximacao do espaco V, de dimensao infinita, e
teremos

lim Ih = -}oo,
h—0

Provaremos o resultado de duas maneiras diferentes:

e Primeira forma. Notemos que Vj, € um espago de Hilbert com 0 mesmo produto interno
de V. Como as hipéteses sobre a e L continuam validas em Vj,, temos, usando o teorema de

Lax-Milgram em dimensao finita, que existe um unico elemento u; € V), tal que

Vv, € Vp, a(uh,vh) = L(Vh).

e Segunda forma. Seja (@;,¢2,...,¢;) uma base do espago vetorial V},; reescrevemos a
solugdo uy, da forma

I

up=Y &, com&; eR, 1< j<Iy (3.3)
j=1
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O problema (P,) equivale a resolu¢do do sistema linear

I, h

Y Eja(e;.0) =L(), 1 <i<Ij
=1

A matriz de coeficientes (a(Q;,®;))1<i, j<i, deste sistema linear ¢ invertivel. De fato, como a
¢ continua e V —eliptica temos:

2

Iy I I I
Bl LS| < a( ). 50 &"‘Pl) =) &i&a(e;, ), V& ER, 1< <
j=1 Jj=1 i=1 i,j=1
Logo, (a(Q;,¢i))1<i,j<, € invertivel.
Assim, (3.3) define univocamente as coordenadas da solugdo u;, na base (¢1,¢2,...,¢y,) de

V.
| ]

Observacdo 3.2 Notemos que se a forma bilinear a(-, -) é simétrica, o teorema de Lax-Milgram ga-
rante que a solugdo uy, de (‘B,) é caracterizada como solugdo do seguinte problema de minimizagdo:
encontrar uy;, € Vj, solugdo de

J(up) = 961%2](\/),

onde J é um funcional quadratico definido em V}, por

J(v):==a(v,v)— f(v), Vv, € V).

1
2
Observagdo 3.3 Se a forma bilinear a(-,-) é simétrica, a resolu¢ao do problema (?;) reduz-se a
resolucdo de um sistema linear onde a matriz é simétrica e definida positiva. A resolucdo de um
sistema linear pode, portanto, ser realizada usando métodos diretos, como o método de Gauss € o
método de Cholesky, ou de métodos iterativos, como o método de Gauss-Seidel, 0 método SOR

(Sucessive Over Relaxation) e o método do Gradiente Conjugado.

3.1.1.0 Convergéncia das aproximacdes

Nesta secdo, vamos examinar o erro cometido ao aproximarmos a solu¢éo u do problema (P)
pela soluc@o uy, do problema (2;). A simplicidade do resultado fundamental a seguir € uma justifi-

cativa do interesse do método de aproximagdo variacional.
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Teorema 3.2 (Céa, 1964) Sejam u a solucdo de (P) e uy a solugao de (P,). Entdo, existe uma

constante C > 0, independente de / tal que
— <C inf |[u—vy|.
[ — | VilelvhHM vall

Demonstracdo: Seja v;, um elemento qualquer de Vj,, tomamos wy, = v, —u;. Como Vj, € um

subespacgo de V, temos que o elemento wy, pertence a Vj, e portanto a V. De (3.1) e (3.2), temos
alu—up,wp) = alu—up,vy—up)
= a(u,vy) —a(u,up) — aup,vy) + a(upy,up)

= L(Vh) — L(uh) —L(Vh) —I—L(l/lh)
= 0.

Dai, segue que a(u — up,u —up) = a(u — up,u—vp).

Como a forma bilinear a € continua e V-eliptica, temos

oflu—upll* < alu—up,u—up)
= a(u—up,u—vy)

< Bllu—up||{lu—vall.

Tomando C = g, temos que ||u —up|| < Cllu—wy|| Vv, € V. |

O Teorema de Céa assegura que o problema de avaliagdo do erro ||u — uy|| pode ser reduzido a
um problema da teoria da aproximacao, isto é, avaliar a quantidade in‘f/ ||u—vp|| (a distancia em
V€V
V entre a solucdo u de () e o subespago V;, C V).

A primeira consequéncia do Teorema de Céa € o seguinte resultado geral de convergéncia:

Corolério 3.1 Sejam u a solugdo de (P) e uy a solugao de (7). Suponha que exista um subespaco

v de V, denso em V tal que para todo & existe rj, : ¥ — Vj, com
lim|[v—rpv|]|=0 VYve . (3.4)
h—0

Entao, o método de aproximagdo variacional converge, isto €,

lim ||u — =0.
T 1 — |
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Demonstragdo: Sejam C a constante garantida pelo Lema de Céa e € > 0. Como 7’ é denso em V,
existe um elemento ve € 7V tal que

€
— < .
lee = vell < 5

Para este elemento ve € V/, gragas a (3.4), existe he > 0 tal que

€
Yh<h — < —.
= Mg, ||V£ ’"hvs” =5C

Pelo teorema de Céa, obtemos para h < he

e — un |l < C (Il = vell +[[ve — rivell ) <e.

3.1.1.0 Ordem de convergéncia

Quando o método de aproximagao variacional converge, ou seja, quando lim||u — uy|| = 0, resta
h—0
estudar a ordem de convergéncia do método quando 4 — 0. Dito isto, procuraremos uma estimativa

de erro do tipo
[l —up| = @(h),
onde ¢ € uma funcao ndo-negativa continua tal que %in?) ¢(h)=0.
%

Na pratica, buscaremos fungdes ¢ da forma
o(h) = Ch,

onde C € uma constante que independente de k mas que depende da solugdo u e k € uma constante

maior que 0. Diremos entdo que o método de aproximagdo é de ordem k e escrevemos

lte = up|| = O(RY).

3.1.1.0 Escolha dos subespacos de aproximagao

Depois de obter esses resultados gerais sobre o método de aproximagdo variacional, é possivel

analizar quais critérios devem governar a escolha dos subespacgos V), de V:

1°) O espago Vj, deve ter uma base @1, @2, ..., @, facilmente acessivel tais que as seguintes pro-

priedades sejam consideradas:
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(i) Os coeficientes a(@;,®;) e L(@;) do sistema linear (3.2) sejam féaceis de calcular;

(i1) O sistema linear obtido em (3.2) possua propriedades tais que algoritmos numéricos

eficientes estejam disponiveis para resolveé-lo.

2°) O espago V}, deve ser escolhido da forma a garantir ndo apenas a convergéncia do método de

aproximagao, mas também uma boa precisao.

3.1.2 Analise do método dos elementos finitos em um caso particular

Com a ajuda dos elementos finitos de Lagrange construidos na Secdo 2.2.2, vamos explicitar
a construcdo de um elemento finito de Lagrange em alguns casos particulares importantes nas
aplicacgoes.

Seja Q um aberto poliédrico de RV (poligonal se N = 2), isto &, Q é a unifo finita de poliedros
de RN, N > 2. Lembramos que um poliedro K de R" & a interse¢do finita de semi-espacos fechados
de RY. Uma parte K’ da fronteira 0K de K é chamada face (lado se N = 2) se, e somente se, existe
um tnico hiperplano [f = a] tal que K’ = oK N[f = a.

Nesta segdio vamos considerar os seguintes casos: V = Hl(Q) ou V = H!(Q). O estudo deta-
lhado dessas duas situagdes parece suficientemente significativo.

Consideremos entdo uma decomposicao finita do dominio:

o= J«k

KeT,

tal que:
(i) cada elemento K de 7, é um poliedro de RY, de interior nio-vazio;
(i1) os interiores de dois poliedros de 7, distintos sdo disjuntos;

(iii) toda face de um poliedro K| € 7;, ou é face de um outro poliedro K, € 7y, neste caso K e K>

sdo ditos adjacentes, ou € parte da fronteira dQ2 de Q.

Definigdo 3.1 Toda decomposicio de Q verificando as propriedades (i), (ii) e (iii) é chamada

triangularizacao de Q.
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Por convengio de escrita, 7, designard uma triangularizacio de Q tal que

h = max hg,
KeT,

onde hg € o diametro do poliedro K.
Assumimos entdo que a cada poliedro K € ‘7, estd associado um elemento finito de Lagrange
(K, Pg,Xk) tal que
Py C HY(K),

e definimos os espacos de dimensao finita

X, ={vec’(Q):VK €T, v|, €Px} CH'(Q), (3.5)

Xon={veEXy: v|yo =0} CHy(Q). (3.6)

Considerando Vj, = Xj, se V. = H'(Q) ou V;, = Xo;, se V = H(} (Q), a teoria de aproximacao

variacional (estudada na se¢do 3.2.1) conduz a procura de uma solugéo uy, em Vj, do problema (£,):
Vv € Vi, alup,vy) = L(vp). (3.7)

Notemos que, sem hipéteses adicionais sobre os elementos finitos (K, Px, X ), determinar uma
base de V}, ndo parece uma tarefa obvia, tornando a resolu¢do numérica de (3.7) bastante dificil.

Além disso, para estimar quantidade v;i,rele/h |t —vall1 o, que intervém na estimativa de ||u — up|; o
(veja o Teorema de Céa), é natural introduzir o operador I, tal que para toda fungio v € C°(Q)

associa uma fungio IT,v € L?(Q) definida por
VK € Ty, Vx € K, TIv(x) = Hgv(x), (3.8)

onde IIx € o operador de Pk-interpolacdo sobre Yx. Logo, sem hipdteses adicionais sobre os
elementos finitos, a fungio IT,v geralmente nio é continua sobre Q e, portanto, nio pertence a Vj,.
Desse modo, ndo podemos escolher v;, = I1,u.

Tais dificuldades praticas e tedricas serdo contornadas assumindo que o espago X, coincida com
a imagem de 0 (ﬁ) por I1;,. Para isso, entre outras coisas, € necessario assumir a seguinte hipotese
de compatibilidade entre dois elementos finitos: para todo par K1, K, € 7;, de poliedros adjacentes,

de face comum K’ = K| N K3, temos que:

P,

— Px, (3.9)

K’ K’
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Lk, NK =Xk, NK'. (3.10)

Além disso, precisamos da seguinte definicao:

Defini¢iio 3.2 Seja K um poliedro de RY. Um elemento finito (K,P,X) é dito de classe C* se as

seguintes condi¢des sdo satisfeitas
(G) Pc C'K);
(i) Para toda face K’ de K, o conjunto ¥’ = XN K’ é P'-unisolvente, onde

P'={p|y: peP}.

Temos o seguinte teorema que garante a identidade Xj, = IT,(C%(Q)):

Teorema 3.3 Seja ‘T, uma triangularizacio de Q e seja (K, Px,Xx) ke, uma familia de elementos
finitos associados. Assumimos que as condi¢des de compatibilidade (3.9) e (3.10) sdo satisfeitas e
que, para todo K € 75, (K, Pg,Xk) é um elemento finito de classe C° e Px um subespago de H' (K).
Entio, o operador de interpolagio IT;, : C°(Q) — L?(Q) definido em (3.8), tem valores em C°(Q).
Mais precisamente,

Xy = {Iv; ve C°(Q)}, (3.11)

Xon = {Iyv; v e C°(Q), v|. =0} (3.12)

onde Xj, e Xy, sdo os subespacos de 0 (ﬁ) introduzidos em (3.5) e (3.6).

Demonstracdo: Seja v uma funcio continua sobre Q. A restricdo em qualquer elemento K € 7, da
funcdo ITj,v pertence ao espago Py C C%(K). Para mostrar que IT,v pertence ao espago X;, definido
em (3.5), € suficiente verificar que IT,v é continua em qualquer face K’ comum a dois elementos

adjacentes K e K, de 7y, isto é,

(HKI V) ’K’ = (HKz V)

K

Primeiramente, introduzamos a fungdo w = (I'IK1 v) (Hsz) ‘ ¢~ Notemos que w € uma fung@o

‘K’_

de P = P, wequew(a) =0,VacX =Xk NK' =Xg, NK'.

|K/:PK2
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Como os elementos finitos sdo de classe C? e ¥/ é P'-unisolvente, deduzimos que w = 0. Con-

sequentemente, IT,v é continua sobre Q e, portanto
{Hhv Tve Co(ﬁ)} C Xp,.

Reciprocamente, seja v € Xj,. A restricdo de v a todo K € 7, pertence a Px. Entdo, temos
V|, = kv, para todo K € 7. Logo, v =TI,y comv € CY(Q), por definicio de X;,.

Desse modo, demonstramos (3.11). Analogamente, obtemos (3.12). [

Agora vamos introduzir o conjunto dos nds dos elementos finitos
= Zk.
KeT,
A esse conjunto finito, deve-se associar uma enumeragao tal que os “dltimos”’elementos perten-

cem 2 fronteira d0Q de dai escrevemos:

Zh = {ai}lgigj com #(Zh) = I,

Yo =X, NQ= {ai}1§i§10 com #(ZOh) =<l

Para todo inteiro i,1 < i < I, denotamos por @; a funcdo de Xj, tal que
@i(a;) =8, 1 <j<L (3.13)

Se v é uma funcao continua sobre €2, evidentemente temos

1

Hhv = Z v(ai)(pi.
i=1

Corolério 3.2 Sob as hip6teses do Teorema 3.3, o conjunto das funcoes @;, 1 < i < I definidas em
(3.13), constitui uma base do espago Xj, e, portanto, toda fungdo v € Xj, € escrita

V= Z v(a;)Q;.

i=1
Da mesma forma, o conjunto das funcdes @;,1 < i < Iy, constituem uma base do espaco Xy, e,

portanto, toda funcdo v € Xy, € escrita



51

Defini¢do 3.3 Os escalares v(a;),1 <i <1 (resp. 1 <i < Iy), sdo chamados de graus de liberdade

de uma funcdo v € X, (resp. Xop).

Observacdo 3.4 Deve-se notar que as fungdes @; tem a vantagem prética de ter um suporte “pe-
queno”. Mais precisamente, o suporte de @; ¢ o conjunto dos elementos K € ‘7, ao qual o né a;
pertence. Além disso, a restricdo de @; para cada um desses elementos K é uma fungdo de base do

elemento finito (K, Px,Xk).

Definigiio 3.4 Dizemos que (‘7;,) é uma familia regular de triangularizagdes de Q se as seguintes

condic¢des sdo satisfeitas:

(i) todos os elementos finitos (K, Px,Xg) de todas as triangularizagdes sdo afim-equivalentes a

A A

um mesmo elemento finito de referéncia (K, P,Y) de classe CY;

(i1) Para todo par (13{ ,I%é) de faces de K e para toda aplicagdo afim invertivel F : RY — R tal que

K} = F(R]), temos que ENKy = F(ENK]) e

{Plgys pePy={poFlz: pepi.
(iii)) Temos a seguinte convergéncia: h = ma%( hx — 0.
KeT,
(iv) Existe uma constante ¢ > 1 tal que
hk
Vh, VK € Ty, p_ <oc. (3.14)
K

onde &g e px sdo, respectivamente, o didmetro e a circularidade de K.

Teorema 3.4 (Erro global e convergéncia) Seja © um aberto poliédrico de RV, N < 3. Seja (‘)
uma familia regular de triangularizacdes de Q associada a um elemento finito de referéncia (K, P, )

de classe C°. Assuma que existe um inteiro k > 1 para o qual temos
P, Cc Pc H'(K).

Entdo o método dos elementos finitos é convergente, isto é, a solugdo uy, do problema (7)) converge

para a solucio u de (P) em H'(Q):

li — =0.
lim [l — ]
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Além disso, se a solugdo u pertence a H k+1 (Q) entdo o método é de ordem (pelo menos) k, isto é,

existe uma constante C independente de & tal que
k
||”—“h||1,Q <Ch |”|k+1,Q- (3.15)

Demonstracio: Suponha que a solugio u € H*1(Q). Pelo Teorema 2.7, temos que u é continua
sobre Q e daf podemos construir a funcdo IT,u. Logo, gracas ao teorema 3.3, IT,u pertence ao
subespago V, de V (com Vj, = X;, se V = H'(Q) ou V};, = Xy, se V = H(% (Q)). O Teorema de Céa

conduz entdo a seguinte estimativa

[l —unly o < Cullu—TTpul]; o,

B

com(C| = o
Desde que a restri¢do de IT,u a todo K € 7, € por defini¢do o Pg-interpolante ITxu de u em Xk,

claramente temos

1/2
1/2
[ —TTpuly o = ( ) ||u—H1<u|h,/K> :

KeT,

Portanto, pelo Teorema 2.16, existem duas constantes positivas C; e C3, dependendo apenas do
elemento finito de referéncia (K, P, %), tais que

Kt
Kt
u—Tguly x <C g—K ulpr e lu—Tlgulg g <C3 b Julyyy k-

Como a familia de triangularizagdes ‘7, € regular, resulta
k
||”—HK“||1,K <Cyh |“|k+1,1<

com Cy = 6[C3 + (C3 diam(Q))?]'/2, onde 6 é a constante que aparece em (3.14).

Assim, uma estimativa de erro de interpolacio em Q é
k
Ju—Tpully o < Ca h™|uliy o

A estimativa (3.15) do teorema resulta em tomar C = CCy.

Para mostrar a convergéncia do método, aplicamos o Coroldrio 3.1 com ¥ = D(Q) se V =

HY(Q) ou ¥V =D(Q)seV=H}(Q) er, =TI, Assim, para toda fungdo v € ¥, temos

k
v =T0wll o < Ca B [Vlls1 05
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e entao

li —1II =0.
hlg(l)HV hV||1,Q

Logo, o resultado segue da conclusdao do Corolario 3.1. ]

Com as hipéteses do teorema anterior, obtivemos um erro de interpolagcao
lu— Tl = O(") e u—Tulloo = OH),

e obtivemos por erro no método dos elementos finitos ||u — uy||1 o = O(KF).

A seguir, mostraremos que, sob algumas hipéteses adicionais, temos
lu—uplloo = O(H).
Considere o problema (P*): dada uma funcio g € L? (Q), encontrar @ € V solugido de
YWwevV, a(v,Q)= /ngdx. (3.16)
Gragas ao teorema de Lax-Milgram, o problema (P*) possui uma unica solugao.

Defini¢do 3.5 O problema (P*) é dito regular se a aplicagiio g — @ é linear e continua de L?(Q)
em H?(Q). Mais precisamente, se para todo g € L*(), a solugio ¢ de (3.16) pertence a H>(Q) NV

e existe uma constante C* > 0 tal que

0ll2.0 < C*|lgllo.q- (3.17)

Teorema 3.5 Considere as mesmas hipdteses do Teorema 3.4 e assuma que o problema (P*) é
regular. Ento, existe uma constante positiva C, independente de £, tal que, se a solugdo u de (P)
pertenca a H**!(Q), temos

e = upllo.0 < CH*ulig1.0.

Demonstra¢iao: Sabemos que

u—uy)dx
| — uplloo = sup Jo /(1 — ) :

fel?(Q) [1f1lo.c
f#0

Dada g € L*(Q), definimos ¢ como a solu¢io em V de (3.16). Como o problema (P*) é regular,

temos que a estimativa (3.17) € valida.
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Desde que u —uy, € V, pela construcio de ¢, temos a seguinte identidade

/ glu—up)dx =a(u—uy,@).
Q

Por outro lado, como u e uy, sdo respectivamente solucgdo de () e de (B,), temos que para toda
P € Vi,
a(u—up, Q) = a(u, @) — a(up, @n) = L(@n) — L(@p) = 0.

Entado, podemos deduzir a seguinte identidade:
/Qg(u —up)dx =a(u—up, ®— @), Yo, € V).

Como a € continua, segue

[ glu=un)dx < olu—ui| .0 inf 0= ull1.0:
Q A

O fato de @ € H*(Q) e N < 3, podemos escolher ¢, = I, e aplicar os resultados da teoria de
interpolacdo para garantir a existéncia de uma constante C}, dependendo apenas do elemento finito
de referéncia e de o, tal que

inf ||0—@pll1,0 <@ —T110|1,0 <CT 920
OrEV)

e de (3.17), temos

inf |[@—@nll1a<Ch|g

0,Q
OrEV), o

com C; = C{C".

Logo, obtemos

| gu=w)dx < €5 b u=w allgloa

com C3 = aC5. Portanto, deduzimos
e —unllo.@ < C3 hllu—wunll1.0 < C5 K ulii1 0,

onde a dltima desigualdade € devido ao Teorema 3.4. ]

A questdo de saber sob que condigdes o problema (P*) é regular, ndo é trivial. A seguir listamos

algumas hipéteses para as quais iSso ocorre:
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(i) o conjunto poliédrico Q € conexo;
(i) V=HY(Q)ouV =H}(Q).
Para mais detalhes, veja [8].

Observacdo 3.5 Existem problemas onde o (*) nio é regular, por exemplo o problema misto de

Dirichlet-Neumann que serd estudado no proximo capitulo.

3.2 PROBLEMAS NAO-ESTACIONARIOS

3.2.1 Teoria abstrata

Sejam V e H (sobre R) espagos de Hilbert tais que V C H, com injecdo continua, e V é denso
em H. Considere uma forma bilinear (u,v) — a(u,v) continua em V x V. Denotamos por (-,-) o
produto escalar em H, | - | a norma correspondente e || - || a normaem V.

Assim, podemos formular de maneira precisa o problema parabdlico abstrato: dadas ug € H e

f € L*>(0,T;H), encontrar uma fungio u tal que
ue L*0,T;V)NC®(0,T;H), (3.18)
e que satisfaca a seguinte identidade no sentido das distribuicoes:

Ywev, %(u(t),v) +a(u(t),v) = (f(t),v) paraquasetodo 1€ (0,7T), (3.19)
u(0) = uo. (3.20)

Afim de resolver o problema (3.18)—(3.20), teremos que impor hipdteses adicionais. Primeiro,

assumiremos uma hipétese de coercividade: existem duas constantes o > 0 e A > 0 tais que
wWev, a(vv)+Ap)?>ao|v|> (3.21)

Por outro lado, serd conveniente, embora nio essencial, fazer as seguintes hipéteses sobre os

espacos e a forma bilinear:
a injecdo candnica de V em H € compacta; (3.22)

a forma bilinear a(-,-) é simétrica. (3.23)
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Nestas condigdes, gracas ao Teorema 2.10 e a observagdo 2.9: existe uma sequéncia crescente
de valores proprios —A < A <Ay < --- <A, < --- e uma base hilbertiana ortonormal em H de

vetores proprios (w;) tais que
YweV, a(wi,v)=2A(w;y,v). (3.24)

Lema 3.1 Assuma que as hipéteses (3.21)—(3.23) valem. Entdo, se u é solu¢ao do problema (3.18)—

(3.20), temos o seguinte desenvolvimento em série
u(t) = Z (g, wi —it ' \ ,—hilt—s) .
= o, wi)e M4 | (f(s),wi)e ds pwi. (3.25)
i>1 0
Demonstracio: Seja u solugio de (3.18)—(3.20). Como u pertence a C°(0,7;H) e (w;) é uma base

hilbertiana ortonormal em H, temos:

u(t)="Y (u(t),wi)wi, Vrel0,T). (3.26)
1

\V;

Desde que u(t) € V (para quase todo 7 € [0,7]), obtemos
a(u(t),w;) = Ni(u(r),w;), paraquase todoz € [0,T].

Assim, substituindo v por w; em (3.19) e usando (3.20), temos que 0 (r) := (u(r), w;) é solugdo

da equacdo diferencial ordinarias com coeficientes constantes

%oc,-(t)+7\-i0€i(t) = () wi),
ai(()) = (I/t(),Wi) .

Portanto, a solucdo do problema anterior € dada explicitamente por
t
o;(t) = (uo,w,-)e_x"t —|—/O (f(s),wi)e_x"(l_s) ds
e substituindo em (3.26), temos o resultado. [ |

Teorema 3.6 (Lions) Sob as hipéteses (3.21)—(3.23), o problema (3.18)—(3.20) admite uma tnica

solugdo.

'Jacques—Louis Lions (Grasse, 3 de maio de 1928 — Paris, 17 de maio de 2001) foi um matematico francés.
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Demonstragdo: Devido a caracterizagcdo do lema anterior, resta apenas mostrar a existéncia de

solugdo. Esta solug@o serd obtida verificando que a série em (3.25) converge para todo up € H e todo

f€L*0,T;H) e que sua soma u(¢) é uma solugio do problema (3.18)—(3.20). A demonstracio

estd dividida em etapas.

e Etapa 1. Sem perda de generalidade, podemos supor que a hipdtese (3.21) ocorre com A = 0,
ou seja, que a forma bilinear a(-,-) é coerciva. Com efeito, fazendo a mudanga de variaveis
u = eMw deduzimos que o problema (3.18)—(3.20) é equivalente a encontrar uma fungao
we C%0,T;H)NL*(0,T;V) solugio de
%(w(i),v) +a(w(t),v) +A(w(t),v) = (e’”f(t),v), Yvev,

w(0) = uy,
para quase todo 7 € [0,T].

Portanto, encontramos um problema do mesmo tipo que o problema inicial, com a(-, -) subs-

tituido por a(-,-) +A(-,-).

e FEtapa 2. Construiremos uma solu¢do aproximada do problema. Primeiramente, introduzi-

mos o subespaco V,, de V gerado pelos m primeiros vetores proprios wi,wa, -+, Wy, € subs-
tituimos o problema dado pelo seguinte problema aproximado: encontrar uma fun¢do u,,

definida em [0, 7] que assume valores em V,,, solugdo do sistema diferencial ordindrio

d
W € Vin, = (um(1),v) +a(un(t),v) = (£(1),v), (3.27)

um(0) = uo m,

com

Entao, tomamos

onde 0;(¢) = (um(t),w;) e verificamos, exatamente como na demonstragdo do Lema 3.1, que

a funcao o; € solucdo do problema diferencial (3.27). Assim, a solu¢do de (3.27) é dado por

u = 3 up, w;)e M t s),wi)e MU=5) gg Ly,
m(t) ;{(07 l) +/() (f()a l) d} i

Em outras palavras, u,,(f) é a soma parcial de ordem m da série (3.25).
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Etapa 3. Agora mostraremos que (u,,) é uma sequéncia de Cauchy nos espagos C°(0,7;H)
e L?(0,T;V). Para isto, sejam m e p dois inteiros tais que p > m > 1. Como (w;) é uma base

hilbertiana ortonormal em H, temos

P ) 1/2
|up<r>—um<r>|={ Y [(om)e ™+ [ (7(5)m)e - m}} .

i=m+1

Pela desigualdade de Minkowski, segue

) 1/2 p . 2y 1/2
\up(t)—um(t)\g{ Z (uo,w,-)ze_””"t} +{ le/o (f(s),wi)e_xi(t_s)dS] } .

i=m+1 i=m-+

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

(/Ot (f(s),Wi)e_x"(t_s) ds)2 < (/Ot (f(s),wi)2d5> (/()te—zx,»(z_s) ds)

Dai, deduzimos que

) 12 1/2
2
)< . . (328
t:;g}lup() ()] {_Z (w0, i) } { mHzx/ s} o

i=m+1

Por outro lado, em virtude de (3.24) e (3.27), segue

a(up(t) =t (t), 14 (1) — (1)) = Z N (1 (1) =t (£), ;)

i=m+1
)4

2
= Z ki<(u0,wi)e7“it+/() (f(S),W,‘)éxi(zs)dS) .

i=m+1

Utilizando a coercividade de a(-,-) e a desigualdade (b + ¢)? < 2(h? + ¢?), obtemos

P . 2
[Jup(t) — tm(2) )2 Sé Z Ki[(uo,wi)ze_n"’+ (/0 (f(s),w,')e_x"(’_s)ds> ]

i=m+1

T 1
Desde que A; / e M dr < 7> temos
0

1 p T
/ 14 (£) — (1)) dtga:§ {uo,wi)2+T/0 (f(t),wi)zdt}. (3.29)
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Sabemos que as séries Z (uo7w, = ug|* e Z/ = Hf||%2(O.T'H) séo con-
i>1 i>1
vergentes €, portanto, as somas parciais sao de Cauchy. Logo,
C 2
lim Y (uo,wi)"=0 e lim Z / dt = 0.
TP TP g

Deduzimos, por (3.28) e (3.29) e pelas convergéncias acima, que

i g (6) = w0l eogo iy =, 1im_1p(0) =t 0) 20 1) = O

Portanto, a sequéncia (u,,) é entdo uma sequéncia de Cauchy em L?(0,T;V)NC°(0,T; H).

e Etapa 4. Como L*(0,T;V) e C°(0,T;H) sio espagos de Banach, a sequéncia (u,,) converge
em cada um desses espacos. Desde que as inje¢des canonicas de L2(0,7;V) em L?(0,T;H)
e de C°(0,T;H) em L?(0,T;H) sdo continuas, entdo o limite de (u,,) é o0 mesmo nos dois

espacos. Entao, temos
up—u em L*0,T:V)NC°(0,T;H), quando m — +oo. (3.30)

Resta verificar que u € a soluc@o de problema (3.18)—(3.20). Para isto, considere y € D(0,T)
e seja u um inteiro arbitrario maior ou igual a 1, deduzimos de (3.27) que, paratodom > ue

para todo v € V,, temos:

T T
_/0 (tm(1),v) dl+/ a(up(t),v)y(t)dt = /0 (f(2),v)w(r)dr.
Dai, gracas a (3.30), encontra-se
T T
— dt dt t t)dt, V Vi
[ () Syt [ ata | rowod, wev,
Como U Vin € denso em V e (w;) é uma base de V, a identidade anterior ocorre para todo

m>1
v € V. Em outras palavras, temos que funcdo u verifica a equacdo (3.19) no sentido das

distribui¢des em (0, 7). Finalmente, por (3.30), temos
um(0) — u(0) em H,

e pelo fato de

m
Z uo,w, w; = ugem H,
i=1

segue que u(0) = up.
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3.2.2 Método de semi-discretizacao

Nesta se¢do, vamos generalizar o método de aproximagao usado na demonstracdo do Teorema
de Lions, isto € escolheremos um subespaco V,, de V de dimensao finita para construir uma solucao
aproximada u,, : [0,T] — Vj,, do problema (3.18) — (3.20).

Seja Vj, um subespaco de V de dimensdo finita igual a I = I(h). Consideramos o seguinte
problema aproximado: dada ug , € Vj, encontrar uma funcdo uy, : [0,7] — V}, solucdo do sistema

diferencial ordinario

Y € Vi, %(uh(t),wq) +a(un(t),vn) = (F(),vn), (3.31)

uy (O) = u()?h.

Assim, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.7 O problema (3.31) admite uma unica solu¢do uj, dada por

1 t
up(1) =Y, {(”&h»Wi,h)ek’”J + / (f(5),wip)e Pinli=) dS}szha
i=1

0
onde —A <Ay <Ay;<---<A;;, €uma sequéncia decrescente de auto-valores e (w; ;) é uma
base ortonormal de V), formada de autovetores w; j, tais que

Yp € Vi, a(Wip,vi) = Nin(Wi s vi).

A demonstracdo deste resultado € andloga a do Lema 3.1.
De maneira pratica, introduzimos uma base (@;)1<;<; do espago Vj, e procuramos a fungdo uj,

da forma
I
up(1) =Y Ej(1)9;.
j=1
Entdo, tomando

1
uon =Y 0,j9),
=1

o problema (3.31) pode ser escrito da seguinte forma

! . I
Y (0,000 + ¥ a0y 008(0) = (F0). ). 1<i<1

j=1
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Introduzimos as matrizes

R= (a<(pj7(pi))1§i,j§[ e M= (<(pj7(Pi))1§i,j§I

chamadas matriz de rigidez e matriz de massa, respectivamente. Essas matrizes R e M sdo simétricas
e definidas positivas.

Denotemos

&) = (&1(0),-+,&(0)", Be) = (Bi(),--,Bi()", com Bilt) = (£(1), 1), 1 <i<I,

o problema aproximado toma a seguinte forma

dg _
M—2+RS(1) = B(1), (3.32)
&(0) = &o.

Assim, o problema reduz-se a resolver numericamente esse sistema diferencial (3.32) de dimensao
I.

Vamos analisar o erro cometido ao substituir o problema (3.18)—(3.20) pelo problema aproxi-
mado (3.31). Para simplificar um pouco a apresentacdo dos resultados, vamos supor que a forma

bilinear a(-, ) seja V-eliptica. Definimos o operador de projegdo eliptico 11, € L(V;V},) dado por
Vv € Vi, a(Tlu —u,vy) = 0. (3.33)
Nessas condi¢des, temos o seguinte resultado de estimativa de erro.

Teorema 3.8 Assuma que as hipéteses (3.21) (com A = 0) — (3.23) sdo satisfeitas. Entdo, se a
soluciio u do problema (3.18) — (3.20) pertence a C'(0,T;V), temos
t
Jun () = u(t)| < |o p—Tlptg| e 17 + | (Ig—TTy) (1) +/ |(Ig = Tg) ug(s)| e M= s, (3.34)
0
para todot € (0,7).

Demonstragao:

Deduzimos de (3.19), (3.31) e (3.33) que para todo v, € V},

%(uh(t) ), ) + aun(t) — D), vg) = %(u@) () w).
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Como a solugdio u do problema (3.18) — (3.20) pertence a C!(0,T:;V) e IT;, € L(V;V},), entdo
,u € CY(0,T;V) e temos

i) =1 ()

Dai,
%(u(t) (), vp) = (%(r) —Hh(ill—?(t)>,vh>.

Assim, escrevendo como combinagio linear dos vetores proprios da base (w; ;) e gragas ao

Teorema 3.7, encontramos

! du

t
up(t) —Mpu(t) = l_Zl { (uop— Hh”O»"Vi,h)e_xi’ht +/0 <(1d —11,) a(s),wi,h> e hinli=s) dS}-

Finalmente, conclui-se a prova do resultado com as seguintes estimativas

I
Z (uOJ’la —ITju, Wi,h)e_x"’ht
=l i=1

! 1/2
= { Z (uO,h - HhuO,WLh)ze_zxi,hf}

< |u0’h — Hhu()’e*klvht,

epara0 <s <t

1/2
I 1
du du 2
I o H - W > —7\.,'7h(t—s) < I —H - 7 > 27\,,h(t—s)
i;((d n) 7o (8)win )e L (U =T) o) win ) €
< ‘(Id —Hh)d—u(s) e Malt=s)
- ds
]
Corolario 3.3 Assuma as mesmas hipoteses do Teorema 3.8 e que
Vv eV, lim inf [[v—v,| =0, (3.35)
h—0v, eV,
e
li —ugp| =0. 3.36
1im Jug j, — uo (3.36)

Entao, temos

v € [0,7], lim Jup(r) - u(r)] = 0. (3.37)
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Demonstragdo: Se v é uma fungdo continua de [0,7] em V entdo a familia de fun¢des (I —IT;)v é
equicontinua de [0,7] em V. Entdo, como a(-,-) é V-eliptica e continua e (3.33) vale, temos
av—Thv|* < a(v—Ty,v—T,)
= a(v—TIv,v—vy)
< Bllv=Tpv[lllv=vall, Vi € Va.
Desse modo, obtemos
B .
—ITpv|| < = inf |[v—
o= Tl < 2 inf o= v|

e por (3.35), deduzimos:
Vi €1[0,T], lim||(I—TIL,)v(z)|| =0.
h—0

Pelo Teorema de Arzela—Ascoli, temos

lim sup ||({—1I,)v| =0. (3.38)
h—=00<t<T
Entao (3.37) é uma consequéncia imediata de (3.34), (3.36) e (3.38). [ |

Observacdo 3.6 A estimativa de erro (3.34) coloca em evidéncia uma propriedade numérica im-
portante: a contribuicdo do erro total no tempo ¢ de um erro cometido no tempo s < ¢ decresce
exponencialmente com ¢ —s. Em outras palavras, € possivel integrar o sistema diferencial (3.31)

em grandes intervalos de tempo sem deteriorar a qualidade da aproximagao obtida.

Consideremos agora Q um subconjunto aberto, limitado e nio-vazio de RY com fronteira I'
suficientemente regular. Dado T > 0 sejam Qp = Q % (0,7) e X7 ="' x (0,T) e V um subespago
fechado de H'(Q) tal que H} (Q) CV C H!(Q), onde H = L*(Q).

Em seguida, consideremos as fungodes a;; € L7(Q),1 <i,j <N eap € L”(Q), tais que

ajj = dji, 1§i,j§N,

N 5 (3.39)
Jo >0, V{; S RN, Z a,-j(x)ﬁi&j > OC|E,| , em g.t.p. x € Q.

i,j=1

e definimos
N Ju du

a(u,v):/g{ Z a”%a_x,- —|—a0u}dx. (3.40)

ij=1
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Como V é um subconjunto denso de L*(Q) com injecdo continua e as hipéteses (3.21), (3.22) e
(3.23) sio satisfeitas entdo podemos aplicar o Teorema de Lions: dadas duas funcdes ug € L>(Q) e
f € L?(Qr), existe tnica funcio u € L2(0,T;V)NC%(0,T;L*(Q)) solugio da equacio

d
E(u(t),v) +a(u(t),v) = (f(t),v), WeV, (3.41)

u(+,0) = uy.
Seja agora V;, um subespaco de V de dimensao finita verificando a seguinte propriedade de
aproximagio: existe um inteiro / com 1 <[ < k e toda fungio v € H'*1(Q), temos

inf {—villoo-+hlv—villia} < CH Vi1, (3.42)
h<Vh

onde C € uma constante positiva independente de Vj,. Comecamos entdo por estudar o problema
semi-discretizado (3.31). Novamente por simplicidade, sempre assumiremos, sem mencionar ainda
mais, que a forma bilinear a(-,-) é V-eliptica e que assim, o operador de proje¢do eliptico IT;, €

L(V;V},) esta bem definido de maneira tnica por (3.33).

Teorema 3.9 Se os espacos V, H e a forma bilinear a(-,-) satisfazem as condi¢des mencionadas
acima, o problema (3.31) admite uma tnica solugdo u;, € C°([0,T];V;,). Se u € C'(0,T;V) e se as

hipdteses adicionais (3.42) e

H%*(Q)NV é denso em V, (3.43)
lim ||u07h — u()||07Q = 0, (3.44)
h—0
sdo satisfeitas, temos
Vi e [07T]7 lim””h(t)_u(t)HQQ:O' (3.45)
h—0

Se por outro lado, u € C' (0, T; H*!(Q)) para um inteiro / com 1 < I < k obtemos a estimativa

lun() = u(®)llo. < lluon— uollo.ae™* +Cho" (Huon,Qe_“ +lu@lrr0

fl|du My (1-s)
- d
+ /0 dt(s)HlJrl,Qe ok

onde ¢(/) =1+ 1 quando o problema () associado a forma bilinear a(-,-) é regular no sentido da

(3.46)

Defini¢do 3.5 e ¢(/) = I, caso contrério.
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Demonstragdo: A existéncia e a unicidade da solugdo u, sao asseguradas pelo Teorema 3.7. Além
disso, a hipdtese de densidade (3.43) e a hipotese de aproximacgdo (3.42) utilizadas com [/ =1
implicam a propriedade (3.35). O resultado de convergéncia (3.45) resulta do Corolério 3.3.

Por definicdao do operador I, temos:
Ywy, € Vi, a(v—TTv,wy) =0,
dai, seguindo o mesmo raciocinio da demonstracdo do Teorema de Céa, obtemos
HV_HMMMISCJE%HV_WNLQ

Pela hipétese (3.42),
v =Tl o < CR V|10 (3.47)

Se além disso, o problema (P) é regular no sentido da Defini¢éo 3.5; podemos usar o raciocinio

da dualidade usado na prova do Teorema 3.5. Usando a hipétese (3.42) com [ = 1, obtemos
v —Tlo.0 < Chllv —Tv|l1.0 < CH T v|ih1 .0 (3.48)
Se u € C1(0,T;H'*(Q)), temos de (3.47) e (3.48) que

(T =T0)u(t)llo.o < CHVJu(@)llrs1.0

Ja-mo],q <0G o],
com
) I+1, se(P)éregular
a [ caso contrario
¢ suficiente entdo aplicar a majoracdo (3.34) para obter a estimativa (3.46). ]

Exemplo 3.1 A propriedade de densidade (3.43) é sempre verificada na pratica. Além disso, pode-

mos demonstrar que, sem assumir regularidade de u, temos

lim ), =, em c%(0,7;L2(Q))NL*(0,T; H' (Q)).
_>

Por fim, observe que no caso mais favoravel onde u € C' (0, T; H**1(Q)) e onde o problema (P) é
regular, temos

lun(£) — u(t) 0.2 = Olluo s — uollo.g + ).
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Resta agora escolher o dado inicial ug ;. A escolha que pode parecer matematicamente mais
natural seria tomar ug , = IT,ug. De fato, isso € desnecessariamente complicado na pratica. Vamos
nos colocar no caso em que  é um aberto poliédrico limitado de RY (N < 3), onde (7;) é uma
familia regular de tringularizacdes de Q formada de N-simplexes K de didmentro menor ou igual a
h e onde

Vi ={vm e C®(Q)NV; VK € T, v| . € P}

Desde que uy € C°(Q), podemos escolher para ugp j, 0 Vy-interpolante de up em X;, onde

= (K).

KeT,

Nessas condi¢des e em virtude dos resultados do Pardgrafo 3.1.2, temos se ug € H'™1(Q), 1 <1<k

0.0 < Ch* |41,

||l uo,n — uo

Nesse caso, obtemos ento se u € C' (0, T; H'*1(Q)) com 1 <1 < k e se o problema (P) é regular

i () — u(t) 0.0 = O(H™).

3.2.3 Discretizacao total de problemas parabdlicos

Antes de tratarmos a resolucdo numérica do sistema diferencial (3.31), recordaremos alguns
conceitos basicos sobre resolu¢ao aproximada para o problema de Cauchy para uma equagao dife-
rencial ordinéria:

Y(t)=0(,y(1)), 0<1<T,
¥(0) = yo.

onde @ é uma fungdo continua de [0,7] x R em R.

(3.49)

Comegamos introduzindo uma particdo do intervalo [0,7] (consideremos uma parti¢do uni-

forme por simplicidade). Para isto, definimos Af = N associado a um inteiro N > 1 e tomamos
t,=nAt, 0 <n<N.

Procuramos calcular, para todo n = 1,---,N, uma aproximagdo y, de y(z,). O método mais
simples, ao qual nos limitaremos, é o chamado 6-método onde 6 € [0, 1] é um pardmetro. O método
consiste em substituir a equacao diferencial (3.49) por um esquema de diferencas finitas

1

E(ynnLl _yn> = e(p(tn+1>Yn+l) + (1 - e)(P<tn7yn)a 0<n<N-1 (3.50)
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Assim, conhecendo y,, aproximagao de y(t,), a equagdo (3.50) permite calcular y, . |, aproximagao
de y(tn+1)-

Observemos que a resolucdo da equacgdo (3.50) € imediata quando 6 = 0, pois temos explici-
tamente y,+; em fungdo de y,. Por outro lado, quando 8 € (0,1], y,+; € obtido implicitamente
como solucdo de uma equagdo, em geral, ndo-linear. O método é entdo dito explicito para® =0 e
implicito para 6 € (0, 1].

Agora analisaremos a precisao do 68-método. Observemos que, se a solucao y da EDO (3.49)
¢ suficientemente regular (por exemplo, trés vezes continuamente diferencidvel), utilizando um

desenvolvimento de Taylor no ponto #, temos:

Ar?
Y(tng1) = y(ta) = At yl(tn) + Ty//(tn) + O(At3),

e(P(tn-H :)’(ln-l-l)) +(1- 9)(p(tn,y(tn)) = eyl(tn+1) +(1- G)y/(ln)
= Y (t,) +0Ar y'(1,,) + O(Ar?),

quando Ar — 0.
Entdo, a solucdo exata verifica aproximadamente o esquema para diferencas finitas (3.50) no

seguinte sentido:

1

E(Y(trH—l) —¥(tn)) = 00(tnt1,Y(ta+1)) + (1 = 0)Q(t,y(tn)) +€n

onde

En = (1 N 6> At )’N(tn) + O(Atz) _ O(Ar), se®#1/2
2 O(A?), se@=1/2.

Diremos entio que o 6-método é de ordem 1 se 6 #~ 1/2 ¢ de ordem 2 se 6 = 1/2.
Vamos agora estudar a estabilidade do 8-método. Para isso, considere a equagao diferencial
simplicada:

=y, >0
Y » = (3.51)

¥(0) = yo.
onde A é um nimero real positivo. Aplicando 6-método em (3.51), temos

1 —(1—-6) A

O0<n<N-1.
lroaar om V==

Yn+1 =
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1—(1-0)x

Trox obtemos

Tomando r(x) =
yn = "' (AAE)yp. (3.52)

Dai, notamos que a solugio y(f) = e~™ de (3.51) é limitada em [0, +oo).
Parece muito desejavel que a solu¢do aproximada (y,) fornecida pelo 6-método verifique uma
propriedade andloga: que a sequéncia (y,),>0 seja limitada. De acordo com (3.52), a sequéncia

(¥n)n>0 € limitada, e somente se, tivermos
r(MAL)| < 1. (3.53)

O estudo da fungdo r, mostra que para > 1/2, a condigdo (3.53) é satisfeita para todo At > 0.

Por outro lado, para 0 <6 < 1/2, (3.53) s6 é satisfeita se

2
M < (3.54)

Entado (3.54) introduz uma restricdo em Az, conhecida como condicdo de estabilidade.
Assim, temos
1 L -
para0 <0 < > o esquema (3.50) € estdvel sob a condicao (3.54);

1
para 6 > 7 o esquema (3.50) € incondicionalmente estdvel.

Aplicaremos agora o 8-método para resolver numericamente o sistema diferencial (3.32). Para
isso, assumimos que f € CY([0,T]; H) de modo que cada fungdo B; : 1 € [0, T] — Bi(t) := (£ (1), ¢;)
seja continua sobre [0, T']. Denotamos por &" o valor aproximado de &(t,). Dai, para cada 0 < n <

N — 1, obtemos

AME =) REE™ !+ (1-0)8") = 0B(tns 1) + (1~ 6)B(an),
&" = &.

Equivalentemente, procuramos {uz EVy; 0<n<N}que paratodov, €V, e0<n<N-—1,

(3.55)

seja solucdo de

1
a7 (™ = o) - a(@ ™+ (=00 ) = (Of (i) + (1L=O)f()ovi). o

0
Uy = upp-
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Observe que a cada passo de tempo € necessario resolver um sistema linear da forma
(M +OAR)EM! =q"

onde 1" é um vetor de R’ conhecido. Como 6 é ndo-negativo, a matriz M + OAzR é simétrica e
definida positiva. Logo, podemos utilizar o método de Cholesky para resolver o sistema linear em
questdo. Como a matriz M + 0AzR ndo depende de n, é suficiente efetuar a fatorizacdo de Cholesky
uma Unica vez, e, paracadan =0,1,--- ;N — 1, resolver dois sistemas lineares triangulares.

Por fim, observe que as escolhas mais frequentes do parametro 6 sdo os seguintes:

e 0 = 0: método de Euler progressivo;,

—

e 0 = — : método de Crank-Nicholson;

[\

e 0 =1:método de Euler regressivo.
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4 METODO DE ELEMENTOS FINITOS APLICADO A EDPs ESTACIO-
NARIAS

Este capitulo estd dedicado ao estido tedrico e numérico de algumas equacgdes diferenciais
parciais do tipo eliptico por meio do método de elementos finitos e a sua implementagdo numérica

através de alguns experimentos numéricos motivados por problemas do mundo real.

4.1 EQUACOES DIFERENCIAS PARCIAIS ELIPTICAS DE SEGUNDA OR-
DEM

Em matematica, um problema de valor de fronteira eliptico € um tipo especial de problema de
valor de fronteira que pode ser pensado como o estado de equilibrio de um problema de evolugao.
Por exemplo, o resolu¢io do problema de Poisson-Dirichlet fornece a eventual distribuicao de calor
em uma sala varias horas apos a refrigeragao ter sido ligada.

Problemas de valor de fronteira e equagdes diferenciais parciais especificam relagdes entre duas
ou mais quantidades. Os problemas de valor de fronteira podem envolver espago, tempo e outras
quantidades, como temperatura, velocidade, pressdao, campo magnético, etc. Os problemas de
fronteira elipticos ocorrem ao modelar problemas fisicos, como os problemas de deformacao de
uma membrana, fluxo de fluidos, etc.

Seja Q um aberto de RN e u € C?(Q). O laplaciano de u é definido por

A equacdo homogénea

¢ chamada equacao de Laplace. A equacdo de Laplace aparece em uma variedade enorme de

situacoes fisicas. Usualmente, u denota a densidade de alguma quantidade (por exemplo, densidade
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de energia térmica (temperatura), concentra¢ao quimica, etc.) em equilibrio ou estado estaciondrio
em alguma regido do espaco. Assim, se F € o fluxo de # em uma regiao €2, entdo o fluxo total de u

através da fronteira dV de qualquer aberto V CC Q € nulo, ou seja,

/ F-v=0.
v

Segue do Teorema da Divergéncia que

/V-F:O
\%4

para todo V CC Q. Dai, conclui-se que
V-F=0 em Q.

Em varias situacOes € razodvel assumir que o fluxo F é proporcional ao negativo do gradiente
Vu (em processos de difusdo, a direcdo do fluxo € das regides de maior concentracao para as regides
de menor concentracdo, e quanto maior a diferenga de concentragdo, maior € o fluxo). Substituindo

esta expressao para o fluxo, obtemos a equacdo de Laplace
V- (Vu)=Au=0 em Q.

Vamos agora descrever matematicamente, através de um exemplo tipico, um problema de valor
de fronteira do tipo eliptico. Seja © um subconjunto de R?, ndo-vazio, aberto e limitado e seja

f : Q — R uma funcio continua dada. Queremos encontrar u : Q — R que satisfaca

—Au=f em Q,
u=>0 sobre 9dQ.

4.1

O problema (4.1) é chamado Problema de Poisson.
Uma interpretacdo fisica para esse problema € que a solucao desse problema modela o desloca-
mento vertical u(x) no ponto x de uma membrana Q eléstica. Esta membrana esté fixada em 0Q e

estd submetida a uma densidade de forca vertical e proporcional a f (Figura 1).

4.1.1 Formulacao variacional de problemas de fronteira elipticos
Seja © um aberto limitado de RY. Tomamos como V, um subespaco de H' (Q) tal que

Hy(Q)cVcH(Q). (4.2)
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Figura 1 — Deformacdo vertical de uma membrana

I

Fonte: A autora (2020)

Assim, V é um espago de Hilbert pela norma induzida pela de H'(Q).

Em seguida, consideremos as fungdes a;;,ap € L=(Q), for 1 <i,j <N e tomemos
N ou o
u v
a(u,v) = a;i=— — +aopuv | dx.
( ’ ) /(2(21 ljax]'axi 0 )
l7]_
Entio, a forma a(-,-) é bilinear e continua sobre H!(Q) x H!(Q). Ela é simétrica se, e somente
se, ajj = aji, 1 <1i,j < N. Suponhamos ainda que as fungdes a;; e ao satisfazem as hipdteses de

elipticidade:

1) existe um ndimero o > 0 tal que

VEeRN, Y a;i(x)E;& > ol qtp. xeQ; (4.3)
i,j=1

11) existe um numero 0y tal que

aop(x) > op q.t.p. x € Q. 4.4)
Deduzimos entdo das hipéteses de elipticidade (4.3) e (4.4) que
eV, a(vv) > alvli g+ aolv]§ o,

de modo que a forma bilinear a(-,-) é V-eliptica desde que 0y > 0. Quando V = H!(Q), a condigio

0 > 0 é uma condi¢@o necessdria e suficiente para que a forma bilinear a(-,-) seja V-eliptica. Por
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o
outro lado, quando V = H} (Q), a forma bilinear a(-,-) é V-eliptica se ap > Q) onde C(Q) é

a constante de Poincaré (consulte o Teorema 2.3).

Finalmente, considere a fungio f € L?(Q) e tomamos

Liv)= / fvdx.
Q
A forma linear L(-) é continua sobre L?(Q), assim como em V.
Se a forma bilinear a(-,-) é V-eliptica, entdo podemos usar o Teorema de Lax-Milgram, logo

existe uma unica fun¢do u € V solugdo de
Vv eV, a(u,v) =L(v). 4.5)
Agora vamos interpretar o problema resolvido:

i) Escolhemos em (4.5) uma fungdo teste v € D(Q), o que é permitido em virtude de (4.2).

Utilizando as regras de derivacdo no sentido das distribui¢des em €2, temos
Vv € D(Q), a(u,v) = (Au,v),
onde A € o operador diferencial eliptico de segunda ordem com coeficientes variaveis definido

0 ou
Au=— Z_’ 8_x, <a,’jgj) +apu.

i,j=1

por:

Por outro lado, temos
Vv e D(Q), L(v) = (f,v).
Dai, deduzimos que a funcao u solugdo de (4.5) verifica
Vv € D(Q), (Au,v) = (f,v),
isto é, verifica a EDP eliptica de segunda ordem
Au=f,
no sentido das distribuicdes em Q2.

Como f é uma funcio de L2(Q), isso demonstra que a distribuicio Au é uma fungio de L*(Q)
e a igualdade anterior é verdade em L?(Q) e, portanto, Au(x) = f(x) em quase todo ponto x

de Q. Logo, escrevemos simplesmente

Au= fem Q.
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ii) Considerando que Au = f, deduzimos de (4.5) que a solugdo u € tal que
VeV a(u,v)= / Auvdx.
Q

Assim, a solugdo u de (4.5) verifica as trés condi¢des:

ueVv,
Au= f em Q, (4.6)
YeV, a(u,v) = /QAu vdx.

Reciprocamente, € imediato ver que se uma fun¢ao u satisfaz as condi¢des em (4.6), entdo u

€ a solugdo de (4.5). Assim, a solu¢do u em V de (4.5) € entdo caracterizada pelas condicdes

em (4.6).

Resta apenas deduzir a condic¢ao de fronteira a partir da relacdo (4.6)3. Para isso, assumiremos
que a fronteira I' de Q € suficientemente regular e que as fungdes a;;, 1 < i, j < N, pertencem ao

espago C'(Q). Se u é uma fungio de H*(Q), a regularidade dos coeficientes a;; implicam que
d
as funcdes Zai ja—u, 1 <i < N, pertencem ao espaco H'(Q). Entio, aplicando o Teorema 2.5,
P _Xj

temos a seguinte formula de Green que generaliza a usual:

Yu € H*(Q), Vv e HY(Q), a(u,v) /Au vdx+/—vd6 (4.7)

com

ou N Ju

N aij5—Vi

aVA i,jZ:I ox j

0 . . .
O operador fronteira — Sve € chamado derivada conormal associada ao operador A. No caso parti-
Va
d
cular onde a;; = 0;;, temos que A = —Ae F coincide com a derivada normal v
Va

Resulta dessa formula de Green que a relagdo (4.6)3 se torna quando u pertence ao espaco
H?*(Q):
Yvev, /—vdc 0. (4.8)

Observagao 4.1 Quando as hipéteses de regularidade anteriores ndo sao satisfeitas, a derivada co-
u

normal e pode nao estar bem definida e muito menos as integrais / vdo, parav € V. No
Va

entanto, € mais sugestivo substituir (4.8) por (4.6)3, entendendo-se que, sem hlp()teses de regulari-

dade, (4.8) tem apenas um sentido formal.
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Consideremos agora varias op¢des de espaco V e analisaremos os problemas de fronteira cor-
respondentes. A seguir, apresentaremos alguns exemplos conhecidos de problemas de valor de
fronteira elipticos e veremos como € possivel definir uma formulacao fraca desse tipo de problema,
denominada formulacdo variacional, permitindo-nos uma demonstracdo facil da existéncia e uni-
cidade das solucdes e, além disso, uma boa adaptacdo a uma aproximag¢do numérica, apresentada

na secdo 3.1.

4.1.1.0 Problema de fronteira eliptico do tipo Dirichlet

A condicao fronteira do tipo Dirichlet fixa o valor que a solug@o necessita tomar ao longo da
fronteira do dominio. Na dindmica dos fluidos, a condi¢ao Dirichlet homogénea € interpretada
como uma condi¢do antiderrapante para fluidos viscosos afirmando que, na fronteira do dominio
fisico, o fluido tera velocidade zero.

e Problema de Dirichlet homogéneo.

Primeiramente, escolhemos V = H(; (Q) e assumimos que 0y > — na desigualdade (4.4)

(04
Q)
de modo que a forma bilinear a(-,-) seja V-eliptica. Entdo, existe uma tnica fungdo u de H0 (Q)
solucdo de

Vv € HO( a(u,v) / fvdx. 4.9)

Se Au pertence a LZ(Q) temos por defini¢do do operador diferencial A,
Vv e D(Q), a(u,v) = (Au,v) /Au vdx

dai como D(Q) é denso em H& (Q) temos (4.6)3. A solugdo u de (4.9) € entdo caracterizada por

1
uc Hy(Q)
Au=f em Q.
Quando a fronteira I' € suficientemente regular, u pertence a H(} (Q) se, e somente se, # € uma
fungdio de H'(Q) tal que se anule em I'. Em consequéncia, existe uma tnica fungio u € Hj (Q) tal

que,

Au=f em Q,

u=0emlI.
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Resolvemos assim, o problema homogéneo de Dirichlet para o operador eliptico de segunda ordem
A.
e Problema de Dirichlet ndo homogéno.
Seja u® uma fungio de H'(Q). Assumindo que 0 > 0, entdo existe uma tnica fungio u €
H'(Q) tal que
u—u’ € H(Q)

(4.10)
Vv e HO (u,v) /fvdx

Com efeito, como a forma linear v — a(u®,v) é continua sobre HJ (), existe uma tnica fungio
w € H}(Q) tal que
Vv € HY(Q), a(w,v) = / fvdx—a(u®,v)
Q
e, portanto, a fungdo u = w+ u” é a tnica solugo de (4.10).
Ao raciocinar como no caso homogéneo, podemos ver facilmente que a solucdo u de (4.10) é

caracterizada por
u—u’ € H(Q),
Au=f em Q.

Como a fronteira I' é suficientemente regular, a condig¢io u—u’ € Hé (Q) é equivalente a fungdo

u € H'(Q) satisfazer u}r = uo‘r. Existe entdo uma tnica funcio u € H' (Q) tal que

Au=f em Q,

u=u sobre T.

Assim, resolvemos o problema de Dirichlet ndo-homogéneo para o operador A.

Observagio 4.2 Como a aplicacio trago de H'(Q) em L?(Q) nio é sobrejetiva, se g é uma funcio

dada em L?(I), o problema de Dirichlet ndo-homogéneo

Au=f em Q,

u=gemI.

nio admite solu¢io em H'(Q), em geral.
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4.1.1.0 Problema de fronteira eliptico do tipo Neumann

A condicao fronteira do tipo Neumann fixa o valor do fluxo (ou derivada) de uma solugdo
aplicado na fronteira do dominio.
e Problema de Neumann homogéneo

Escolhemos desta vez V = H 1(Q) e assumimos 0 > 0 na desigualdade (4.4) a fim de que a

forma bilinear a(-,-) seja V-eliptica. Existe entdo uma tinica fungdo u em H'(Q) solucio de
Vv e H a(u,v) / fvdx

Se a fronteira de I" € suficientemente regular, se os coeficientes a;; sdo C 1(Q) e se a solucdo u

ou .
pertence ao espaco H>(Q), entdo a derivada conormal — da solucio u estd bem definida como

V4

elemento do espago L*(I") (na verdade, do espaco H 2( )) e, por outro lado, o espago dos tragos

sobre I das funcdes H'!(Q) é denso em L?(T"). Entio, deduzimos que o problema

\V/VEHI /W\/dc 0
A

¢ equivalente a

Vv €L2 / W\/dc 0.
A

Portanto,

aalz =0 emTI.

Resumindo, existe uma tinica fungio u € H'(Q) tal que

Au=f em Q,
0

" =0 emI.
aVA

e Problema de Neumann ndo-homogéneo
Considere o seguinte problema: dada uma funcio f € L?(Q) e h € L*(I"), encontrar uma fungo

u definida em Q e solugao de:

Au=f em Q,

p) 4.11)
“ =hemI.

aVA

A formulagao variacional associada ao problema acima consiste em encontrar u € V solu¢do de

YweV, a(u,v) :/hvd(H—/ fvdx.
r Q
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Como a forma linear v — / hvdo + / fvdx é continua sobre V, a existéncia e unicidade de
r Q

solugdo estd garantida pelo Teorema de Lax-Milgram.

4.1.1.0 Problema de fronteira eliptico do tipo Fourier

A condicao fronteira do tipo Fourier (também conhecida como do tipo Robin) fixa uma combinacao
linear dos valores do fluxo (ou derivada) e da propria solugao sobre fronteira do dominio. Na termo-
dindmica, a condi¢do de Fourier tem a seguinte interpretacdo: o fluxo normal de calor na fronteira,
direcionado para o interior, € uma func¢do linear da temperatura exterior dominio fisico.

Seja Q um subconjunto aberto e limitado de RY com fronteira I suficientemente regular. Dadas
feL?(Q), ae L”(Q), coma> 0 >0ehc L), queremos encontrar uma funcio u definida
em  solucdo de:

—Au=f em Q; 4.12)

0
%Jrom:h emT. (4.13)

Suponha que a solucdo de (4.12)-(4.13) seja suficientemente regular. Entdo multiplicando

(4.12) por v € H'(Q), integrando sobre Q e utilizando a férmula de Green, obtemos

/Vqudx—/a—uvdG:/fvdx
Q l“aV Q

Considerando a condi¢ao de fronteira (4.13), temos

/Vqudx—/(h—Ocu)vdG:/fvdx.
Q r Q

O que nos da o seguinte problema:

Proposicdo 4.1 (Problema de Poisson-Fourier) Dado um subconjunto Q aberto e limitado de RY

com fronteira suficientemente regular. Existe uma tinica solugio u € H'(Q) tal que

/Vqudx+/OLuvdG:/fvdx—l—/hvdc, e H'(Q).
Q r Q r

4.1.2 Aproximacao de um problema de contorno bidimensional

Seja Q@ = (0,1) x (0,1) o quadrado unitirio de R?. Ento, dada uma fungio f € C%(Q), trata-
remos de construir uma aproximacao da solug¢ao u do problema de Dirichlet
—Au=f, emQ
u=0, sobrel’

(4.14)
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Vamos subdividir o método de aproximacao variacional em etapas.
e Formulacao Variacional do Problema. Vimos na Secdo 4.1.1 que a formulag@o variacional

desse problema consiste em procurar u € V = H& (Q) solugdo de

Vv € Hy (Q), a(u,v) = /vadx,

o [ (B, ),
amy) = o\ Ox;0x;  Oxp0xp -

Como a forma bilinear € continua e V-eliptica, entdo o problema admite uma tnica solucao.

onde

e Construcao de um subespaco V), de V de dimensao finita. Considere a malha retangular cujos

1

nés sao os pontos a; , = (lh,mh),0 <l m<M+1leh= ent

Denotamos por K, 0 quadrado com
lados paralelos aos eixos e de comprimento / que tem como VErtices 0s pontos ay y, @41 ms Ai+1,m+1

€ a; m+1. Entdo, temos a seguinte decomposi¢do do dominio Q (veja a figura 2):

tal que se (Iy,my) # (Lo,my) entdo K, yn, NKiy my = 0.

Figura 2 — Decomposi¢do do dominio

X2
1
// Kl m
mh
0 lh 1 X

Fonte: A autora (2020)
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Por outro lado, designamos por P; o espaco dos polindmios com duas varidveis de grau menor

ou igual a 1 em relagdo a cada varidvel. Em outras palavras, P; € o espaco de dimensdo 4 gerado

pelos polindmios 1, x, x3 € x1x3.

Escolhemos entao o seguinte espaco de dimensao finita:

W:{vedﬁﬂzﬂerv% epbogumgM}. (4.15)

¢ Encontrar uma base para V. Como estamos trabalhando em um dominio bidimensional, pre-

cisamos determinar algumas propriedades para encontrar uma base de Vj,.

i)

11)

Determinar a dimensao de V). Verificamos facilmente que uma fun¢do de P; € determinada
de maneira tnica pelos valores dos vértices de um quadrado K ,,. Por outro lado, Se v € uma
funcdo definida em Q e cuja a restricdo em cada quadrado K; ,» coincide com um polindmio
de P;. Entdo, a restri¢do de v a um lado do quadrado Kj,, € uma fung¢do afim e, portanto,
¢ suficiente garantir a continuidade de v nas extremidades do lado para que a fungdo v seja
continua nesse lado. Assim, a fun¢do v é continua em Q se, e somente se, é continua nos
(M + 2)2 pontos a; ,,, 0 < [,m < M+ 1. Além disso, a fungdo v € nula sobre I se, e somente

se, ela se anula nos 4(M + 1) pontos a; ,, situados em I'.
Em resumo, uma fung¢ado do espago Vj, € determinada de maneira tinica pelos valores que ela

assume nos pontos a; ,,, 1 < I1,m < M. Entdo, a dimensio I do espaco V;, € I = M2,

Numeracao dos pontos. A fim de determinar uma base de V;,, numeramos de 1 a I os
pontos a;,,, 1 <1,m <M, o que equivale a escolher uma bijecdo A’ do conjunto finito

{(1,m) eN*: 1 <1,m <M} no conjunto finito {i € N: 1 <i <I}. Tomemos entdo
a,-:aN_1(i), 1<i<lI. (416)

Uma “numeracao por linhas”como esta descrita pela Figura 3 corresponde em escolher uma
bijecdo A/
(I,m)—i=1+M(m—1). 4.17)

Sendo assim, seja @;, | <i <1, a funcdo de V}, definida por

0i(aj) =9;;, 1<i,j<IL. (4.18)



81

Figura 3 — Numeracao por linhas

1
a3 a4 dis  die
ag dip 4air an
as dae ay asg
aj a, a3y a4
0 1

Fonte: A autora (2020)

Esta claro que o conjunto de fungdes @;, 1 <i </, forma uma base de V}, e as componentes
nessa base de uma fung@o v € Vj, sdo os ndmeros v(a;),1 < i < 1. Observemos que o suporte
da funcdo @; é o quadrado de lados paralelos aos eixos coordenados, de comprimento 24 e

tendo como centro o ponto a;, veja a figura 4.

e Problema Aproximado. Com as escolhas (4.16) e (4.18), para uma base do espaco V},, o método

de aproximacdo variacional do problema de fronteira (4.14) consiste em procurar a funcdo u;, =
I

Zuj(pj € Vi, onde 0s nimeros
j=1
uj=up(a;), 1<j<I, (4.19)

sao obtidos resolvendo o sistema linear

1
a(;, ¢i)uj = /Q fordx, 1<i<I. (4.20)
=1

J

e Resolver o Problema Aproximado. A matriz a(Q;,;)i<; j<; ¢ simétrica, definida positiva e é
esparsa pois a(@;,¢;) = 0, a menos que os pontos a; e a; sejam vértices de um mesmo quadrado
K . Com uma numeracdo adequada dos vértices, essa matriz terd uma estrutura de banda, isto
¢, a(9j,¢;) =0, para |i— j| > dpax, onde o comprimento de banda dyn.x ¢ “pequeno”com relagio
a I (notemos que d,,4, € 0 maximo, em valor absoluto, da diferenca entre os indices de dois vértices

vizinhos).
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Figura 4 — Suporte das funcdes de base

Fonte: A autora (2020)

Assim, para a escolha da numeragdo (4.17), temos dj,qx = M + 1. Com essa numeragao es-
pecifica, obtemos uma matriz triangular por blocos, sendo os proprios blocos tri-diagonais. Sera
possivel resolver com eficiéncia o sistema associado usando um método direto, como o método
de Cholesky, que preserva a estrutura da banda ou usando o método iterativo SOR (successive

over-relaxation) por blocos.

4.1.3 Experimentos Numéricos para EDPs elipticas
4.1.3.0 1° Experimento: posi¢do de uma membrana

Sejam Q o quadrado unitério e uma funcio u° € C*(Q) dada. Queremos encontrar u € H'(Q)

solucdo do seguinte problema de Dirichlet:

—Au=0 em Q,
“4.21)
u=ud sobre T

A solug@o deste problema corresponde ao deslocamento vertical u(x) no ponto x de uma membrana
Q eléstica. Esta membrana cujas extremidades estdo fixadas na posi¢c@o ug e ndo estd submetida a

forca alguma.
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Fonte: A autora (2020)

0. convertemos o problema anterior no problema de

—Aw=Au’ em Q,

w=20 sobre T

encontrar w € H} (Q)

(4.22)

A solugdo deste problema corresponde ao deslocamento vertical w(x) no ponto x de uma membrana

Q elastica estd fixada em 0Q e que estd submetida a uma forga vertical de intensidade Auy.
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Considere a forma bilinear a(-,-) : V xV — R e a forma linear L : V — R dadas por:

a(w,v):/ VwVvdx, L(v):/Auo vdx.
Q Q

Como u° ¢ infinitamente diferenciavel, o Teorema de Lax-Milgram garante que existe uma tnica
weV: = H(} (Q) solugdo do problema 4.22, logo u = w + uq € a tnica solu¢@o do problema 4.21.

A aproximagao variacional do problema (4.21) baseia-se em encontrar uy, € V}, tal que para todo
vy, € V;, tenhamos

a(up,vn) = L(vn),

onde V, = {v € H'(Q): v‘ « € P1, VK € T} e 7, € uma triangularizagio (ou malha) regular de Q.
Usamos o comando square para gerar uma triangularizacao 10 x 10 de Q. A condic¢ao de fronteira
¢ inserida usando o comando on.

No experimento a seguir, consideramos a funcdo u® : Q@ — R dada por:
W (x,y) =x+y* +5.
Sua representacdo grafica encontra-se na Figura 6.

Figura 6 — Representagdo gréfica do dado de fronteira

ey,
\‘

Fonte: A autora (2020)

Resolvendo o problema aproximado (4.21), obtemos uma solu¢@o aproximada cuja representacao
grafica encontra-se na Figura 7.
Analisando a Figura 7, observamos que, préximo a fronteira dQ2, a aproximagio da solugéo

tende a coincidir com a funcéo u°.
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Figura 7 — Solucdo aproximada do problema da membrana

Fonte: A autora (2020)

4.1.3.0 2° Experimento: probabilidade de encontrar portas

Seja Q um quarto com quarto portas, uma em cada lado do quarto, assumiremos que sua fron-
teira dQ = I'" é decomposta em duas partes, I'; que representa as paredes do quarto e I, que re-
presenta as portas. Temos que I' =11 UI» e 'y NI, = 0. Uma particula estd localizada em um
ponto (x,y) € Q e comega a se mover ou “andar’de maneira aleatéria. O “piso” Q é plano e ho-
mogéneo e a particula ndo previlegia nenhuma direcdo em especial. Além disso, a particula se
move independentemente de seu movimento anterior.

Queremos calcular a probabilidade, u(x,y), de uma particula localizada em (x,y), atingir uma
porta.

Uma maneira inteligente e simples de resolver o problema é a seguinte. Aproximamos 0 mo-
vimento por incrementos aleatérios de passo h, com h > 0 pequeno. De (x,y) a particula pode
se mover para (x+ h,y), (x — h,y), (x,y+h) ou (x,y — h), cada uma com uma probabilidade 1/4.
Comegando em (x,y), seja u,(x,y) a probabilidade correspondente de atingir I, quando a particula
se move na grade de lado h. E natural esperar que u = limu;, quando i — 0.

A formula das probabilidades condicionais fornece imediatamente que

1
n(,3) = 5 (04 ) 005 = ) - n (5, 4 ) (v = ) )
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e entao

{uh(x+h,y) +up(x—h,y) — 2uh(x,y)} + {uh(x,y—i—h) + up(x,y — h) —2uh(x,y)} =0.

Dividindo por 4? e assumindo uma convergéncia boa o suficiente de u;, a u, obtemos

Au(xuy) = Mxx('x7y) + ”yy(xa)’) = O
Além disso, também esperamos que seus valores de fronteira sejam dados pelo seguinte problema

—Au=0 em Q,
u=20 sobre I, (4.23)

u=1 sobre I%.

Note que o principio do maximo para EDPs elipticas garante que a probabilidade u esta entre 0 e
1, respectivamente valores minimo e maximo dos dados do problema.

SejaV ={ve H'(Q): V|
u €V tal que /QVM -Vvdx =0, paratodov e V.

= 0}. Dai, obtemos a seguinte formulac@o variacional: encontrar

Observacgao 4.3 Note que a forma bilinear acima € coerciva em V pois a desigualdade de Poincaré
pode ser estendida ao espaco de funcdes de H'(Q) que somente se anulam em um conjunto de

medida positiva da fronteira.

Observacao 4.4 A solucdo da formulacdo variacional acima nao verifica a condi¢ao de fronteira

ul. =1e sim g—ﬁ‘rz = 0. A dificuldade surge pelo fato de a condi¢do de fronteira ser pouco

I
regular e, portanto, niio ser o traco de uma fungio de H'(Q). Como veremos abaixo, o problema
aproximado € resolvido impondo a posteri a condicdo de fronteira. Por outro lado, existe uma
maneira de provar existéncia e unicidade de solucao para esse problema através do chamado mérodo

de transposicdo.

Portanto, a aproximacdo variacional do problema (4.23) baseia-se em encontrar u; € V), tal

que para todo v, € Vj, tenhamos: / Vuy, - Vvpdx = 0, onde Vj, = {v € H'(Q); € P,VK €
Q

vk
Tn} e I, é uma triangularizagdo regular de Q. A condic¢@o de fronteira ”‘Fl =0e u}rz =1¢
imposta a solucdo através do comando on. Além disso, usaremos elementos triangulares e funcoes

quadraticas (polindmios de grau menor ou igual a 2) sobre cada um dos elementos.
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Figura 8 — Probabilidade de atingir uma porta

ONE DOOR
Isovalue

0.4
m0502924
mose1a0d

1
0912281
105848

a

Fonte: A autora (2020)

Vamos assumir que o quarto possui somente uma porta. Dai obtemos a aproximacao exibida na
Figura 8.

Observamos que quanto mais proximo da porta, maior € a probabilidade de alcanca-la.

Agora, vamos assumir que o quarto possui duas portas, cada uma em um lado diferente do

quarto. Dai, obtemos a seguinte aproximagao exibida na Figura 9.

Figura 9 — Probabilidade de atingir uma das duas portas

TWO DOORS

Isovalue

)

Fonte: A autora (2020)

Nesse caso, note que a parte do quarto em que temos uma boa probabilidade de encontrar uma

porta € maior do que no caso anterior. Além disso, a probabilidade vai aumentando assim que nos
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aproximamos a uma das duas portas.
Por fim, vamos assumir que o quarto possui trés ou quatro portas cada uma em um lado diferente

do quarto. Dai, temos as aproximacdes exibidas nas Figuras 10.

Figura 10 — Probabilidade de atingir uma das trés portas ( esquerda) ou uma das quatro portas
(direita)

THREE DOORS FOUR DOORS
IsoValue IsoValue

m0
0502924
0561404
m0619833
m0678363

Fonte: A autora (2020)

Com isso concluimos que quanto mais portas tivermos no quarto maior serd a regido do quarto
na qual teremos uma probabilidade alta de alcancarmos alguma porta e, além disso, a probabilidade

vail aumentando assim que nos aproximamos de alguma das portas.

4.1.3.0 3° Experimento: problemas com condi¢&s de fronteira do tipo Neumann e Fourier

Sejam Q C R? um quadrado e f uma funcdo definida em Q que em uma vizinhanca U de um
ponto dado no interior de Q assume o valor de uma constante fp # 0 e fora dessa vizinhanga f seja

nula. Queremos encontrar u solucao da equacao:
—DAu+cu = f, (4.24)

onde D e ¢ sdo constantes positivas.
Vamos resolver numericamente diferentes tipos de condi¢des de fronteira associadas a equacao

(4.24). Em todos os casos consideraremos D = 0.5, ¢ =1, 0 =1, fo = 10, Q = [0,5] x [-2.5,2.5]
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e definimos
fO Se (xvy) ev

0 caso contrario

fley)=
onde U é uma vizinhanga do ponto (3.5,0.5) dada por:

U={(xy)eQ; [x—35|<1le|y—0.5| < 1}.

Figura 11 — Representacdo grifica do RHS.

Fonte: A autora (2020)

a) Condicao de Neumann. Consideremos o seguinte problema:

—DAu+cu=f em Q,

ou (4.25)
—=0 sobre T

ov

A formulagio variacional do problema (4.25) é dada por: encontrar u € V := H'(Q) tal que

paratodov eV

/Q<DVu-Vv—|—cuv>dx:/vadx.

A aproximagdo variacional, usando func¢des quadraticas, do problema (4.25) consiste em

procurar uy, € Vp, tal que para todo v, € V,

/ (D Vuy,-Vv,+c uhvh> dx = / fvpdx,
Q Q
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onde Vj, := {v, € H'(Q); vh|K € Py, VK € T}

Resolvendo o problema aproximado acima, obtemos uma solucdo aproximada representada

em Figura 12.

Figura 12 — Soluc¢do aproximada com condi¢do de Neumann

NEUMANN

Fonte: A autora (2020)

b) Condicao de Dirichlet-Fourier. Sejam I';y uma parte aberta e ndo-vazia da fronteira I' e

I’ =T —TI';. Consideremos o seguinte problema:
—DAu+cu=f em Q,
u=>0 sobre I, (4.26)

d
au +ou=0 sobre I7.
ov

Tomando V = {v € H'(Q); v|Fl = 0}, temos que a formulagdo variacional do problema

(4.26) é dada por encontrar u € V tal que para todo v € V, temos que
/ (DVu-Vv+cuv)dx+ | oauvdo = / fvdx.
Q I, Q

A desigualdade de Poincaré generalizada e o teorema de Traco garantem a aplicabilidade do
teorema de Lax-Milgram e, portanto, a existéncia e unicidade de solucdo. Dai, aproximacao
variacional do problema (4.26) usando fun¢des quadraticas baseia-se em procurar uy € Vj,

tal que para todo v, € Vp,

/ (D Vu, Vv, +c¢ uhvh) dx—l—/ oqupvy, = / fvpdx
Q I Q
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onde Vj, := {v, € H'(Q); vy « € P2, VK € 74 }. Resolvendo o problema aproximado, obte-

mos uma solucdo aproximada representada em Figura 13.

Figura 13 — Solugd@o aproximada com condic¢io mista Dirichlet-Fourier

DIRICHLET-FOURIER

Fonte: A autora (2020)

4.1.3.0 4° Experimento: problema cuja forma bilinear ndo é simétrica

Seja Q = B\ R C R?, onde B é uma bola e R é um retangulo. Dadas as fungdes f € L*(Q) e
u® € C*(Q), queremos encontrar u € H' (Q) solucio do problema

0
—aAu+b —u+cu:f em Q
ox; 4.27)
0

u=u sobre I,

onde a,b e ¢ sdo constantes positivas.

Tomamos w = u — u®

HJ (Q) solugdio de

, convertemos o problema anterior no problema de encontrar w € V =

0 0
—aAw—i—b—W—ch:f—FaAuo—bﬂ—cuo em Q,
ox x| (4.28)

w=0 sobre I

Assim, definimos a forma bilinear a(-,-) : V x V — R e a forma linear L : V — R dadas por

ow dup
a(w,v)—/gz(aVW.Vv+ba—mv—kcwv)dx e L(v)—/g(f%—aAuo—ba—xl—cuo)vdx.

Nao ¢ dificil verificar que a forma linear L(-) é continua. Resta apenas mostrar que a forma

bilinear a(-,-) é continua e V-eliptica.
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a) a(-,-) € continua. Dados w,v € V temos que

a(w,v) —a/ Vw- Vva’x+b/ —v+c/ wvdx
Q

< )5 |
<alwlialvlia+ o QQI

Iwllo2llvllo.g-

<a|wl.al

Pela desigualdade de Poincaré, segue
a(w,v) < (a+bC+cC?)|wlialvlie .
onde C = C(Q) € a constante de Poincaré.
b) a(-,-) é V-eliptica. Dado v € V temos que

0
a(v,v) :a/ |Vv|2dx+b/ a—vvdx—f—c/ v|* dx
Q

vdx-l—c ||v||09 ,

onde C ¢ a constante positiva obtida na desigualdade de Poincaré. Note que para mostrar que

a(-,-) é V-eliptica é suficiente provar que

ov
—vdx >
/Q 3 vdx > 0.

X1

Com efeito, sabendo que v € V € tal que V‘r = 0 e dai obtemos

/ﬁvdx— / a)qu = /a—mvdX—

Observagdio 4.5 A forma bilinear a(-,-) ndo é simétrica. De fato, dados w,v € H; (Q) temos

ow
a(w,v)—/(an Vv+ba—)qv—l—cwv)d

—a/ Vv-Vwdx — b/ —wdx+c/ ywdx.
ox1 Q

Logo, para a(-,-) ser simétrica teriamos que ter » = 0. O que ndo acontece, ja que b ¢ uma constante

positiva.

Pelo Teorema de Lax-Milgram, temos que existe uma unica w € H(% (Q), solugdo do problema
(4.28). Portanto, como ug € fixa e w existe e € Unica, temos que existe uma unica solu¢do u do

problema (4.27).
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Entdo, a formulagdo variacional do problema (4.27) é dada por encontrar u € Vo = {ug+w :

w € Hj(Q)} tal que para todo v € H} (Q),

0
/(aVu-Vv—i—b—uv—l—cuv)dx:/fvdx.
Q ox Q

Para o experimento a seguir, consideramos B como sendo a bola de centro na origem e raio 5
e R o retangulo de vértices (1,3), (2,3), (1,—3), (2—3). Tomamos a =0.1, b =5, c =10 e as

fungdes

f(x1,%2) = exT4+2bx; —cx5 and  up(x1,x0) = X7 —x3.

A aproximacao variacional do problema (4.27) usando fung¢des lineares baseia-se em procurar

up €Vy:=Vy = {v, € H(Q); vh|K € Py, VK € 7}, tal que para todo vy, € Vj,, temos

0
/ (a Vu,-Vv,+b ﬂvh + cuhvh) dx = / Sfvpdx.
Q ox1 Q

Resolvendo o problema aproximado, obtemos uma solu¢ao aproximada representada na Figura 14.

Figura 14 — Aproximacao obtida em problema cuja forma bilinear ndo € simétrica

2D VIEW

0.9:
1131
321
5281
736
9,43
115
1350
15560

w77

m198
w28
w270

Fonte: A autora (2020)

4.1.3.0 4° Experimento: problema eliptico tridimensional

Seja Q = (xo,x1) X (Y0,¥1) X (20,2z1) um subconjunto aberto de R3. Seja I'; a parte da fronteira

I" de Q que representa as faces superior e inferior e [’y a parte que representa as faces laterais.
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Dadas as constantes ndo-negativas a;;,1 <1i,j < 3 e cp, onde a;; = aj; € uma fungdo f € LZ(Q),

queremos encontrar u € H'(Q), solucio do seguinte problema

( 3 2
d
—Zaij—u+c0u:f em Q,
ax,'xj'

ij=1
u=0 sobre T, (4.29)
3 0
Z a; -—uvi =0 sobre I7.
I Ox;
[ ij=1 j

Tomamos V = {v € H!(Q); v|Fl = 0}. Assim, temos a formulagdo variacional do problema:

encontrar u € V tal que, para todo v € V, temos

3
/ Z aij%idx—kco/uvdx:/fvdx.
Q5= 7 ox;jox; Q Q

Vamos resolver o problema (4.29) com os seguintes dados: Q = (0,1) x (0,2) x (0,5), a;; =

aji:Osei;éj,aii:IO,1§i§3,00=5e
f(x1,x2,x3) = exp(—20(x; —0.25)% + (x2 — 1.7)> + (x3 — 2.5)?).

Usando fun¢des quadréticas e calculando uma solucio aproximada a formulacdo variacional

associada, obtemos uma solucao aproximada representada em Figura 16.

Figura 15 — A malha do dominio tridimensional

Fonte: A autora (2020)
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Figura 16 — Solugdo do problema eliptico 3D

TsoValue
—1.8da21e-10:

184621005
0000756545
W0 non7ezsss
W0 000320793
0000567718
W0.000504642
W0 000941566
W0 00057548
000101541
W0.00105339
W0 00108926
W0.00112619
Wono1i6z1L
Wo.0012000%
000123696
Mo no1a73ss
W0 .00131081
000134773
W0.00135466
Mo n014z158

Fonte: A autora (2020)

4.1.3.0 5° Experimento: problema eliptico ndo-linear

Seja Q = B\ R C R?, onde B é uma bola e R é um retingulo. Sejam F : H'(Q) — L*(Q) um
funcional C* e fy, g : Q@ — R fungdes no espaco C*(Q). Queremos encontrar u € H'(Q) solucio

do problema

d
—aAu+ba—M+cu:F(u)—i—fo em Q,
X1

u=g em I

(4.30)

onde a,b e ¢ sdo constantes positivas.

Apresentaremos alguns métodos numéricos iterativos para o cdlculo da solu¢do do problema

(4.30). Para isto, introduzamos a variedade afim

Y:{veHl(Q): v|F:g}={g+w: vEH(}(Q)},

J
eomapa G:Y — H~'(Q) dado por: G(u) = —aAu—Haa—u +cu—F(u) — fo.
x|

Obviamente, qualquer solu¢do da equacao ndo-linear:
Gu)=0,ucy (4.31)

resolve o problema (4.30).
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Observe que G estd bem definida e é de classe C'. De fato, para quaisquer u € Y, v € H(% (Q)e

qualquer ¢ € R*, temos:

%[G(u—i—tv) —G(u)] = —aAv-i—baaTv_;_Cv_ F(”+tvt) —F(u)
1

Entao, mostramos que:

d
Gu)v= —aAv—H)%—ch—F'(u) V.
1

Desse modo, para resolver (4.31), faz sentido aplicar o Método de Newton (Ver p. 124 de [13]).
ALG 1 (Newton).

(i) Escolher u® € Y;
(ii) Entdo, para qualquer n > 0 e u"* €Y, resolver o problema linear:
G/(un) . (un—H . un) _ _G(un)’

isto é, encontrar u"*t! €'Y tal que

aun+1

—aAu" 1 + b +(c—F' (")) = F(u") — F' (™" + em Q)
n+1 __

ut =g sobre T.

Como podemos ver, no método de Newton o termo nio linear F(u"*!) é substituido por sua
aproximacio de Taylor F (") + F'(u") - ("1 —u").

Sejau € Y a solucdo do problema linear

cari b L= em Q
oxy (4.33)

u=g sobre I

Entdo, tomando w"t! = y"t! — %, convertemos o problema anterior no problema de encontrar
wmtl e H1(Q) solugdo de:

awn—H

—aAw" T 4+ b +(c—=F' )W =Fu") —F'(ul™w" em Q,
(e Pt = F) ~ F) a

witl =0 sobre T.
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Dai, obtemos a formulacao variacional do problema (4.34): encontrar w € V := H(% (Q) tal que

paratodov eV

awn—i-l

ax 1

Pelo teorema de Lax-Milgram temos que, para cada n > 0, existe um tnico w"*! € V solugio

/Q(aVW”H -Vv+b v+(c—F’(u"))w”+]v) dx:/(F(u")—F’(u")W")de-

Q

de (4.34). Entdo, para todo n > 0, temos que existe uma tnica solucao de (4.32).

Assim, pelo método de Newton temos que a solucdo u de (4.30) € dada por

lim "' = u.
n—+oo

Consideremos os seguintes dados: a=1, b=2, c =10, fy=0e

1-s2)

uo(x1,x2) =x7 —x3, F(s) = ' sen(s).

0

Iniciamos 0 ALG 1 com u” = u, onde u € a solucdo de (4.33). Para obter uma boa aproximacao

da solug@o do problema estabelecemos um critério de parada que é dado por
e" = |luj ™ —ujl 2 (q) < 107", (4.35)

ou seja, quando a desigualdade acima € satisfeita paramos as iteracdes. O Método de Newton sa-
tisfaz a desigualdade (4.35) apds 76 iteracdes (veja a Tabela 1). A representacdo gréfica de u, da
primeira e ultima iteragdo do método de Newton encontra-se nas Figuras 17, 19 e 20, respectiva-
mente.

Outra estratégia possivel para encontrar uma solucao da equacao nao-linear (4.31) é reformular
o problema como uma equagio de ponto-fixo. Para isto, introduzimos a aplicagdo T : H'(Q) —

H'(Q) tal que para cada w € H'(Q), u = T (w) é a tnica solugio do seguinte problema linear:

ou
—aAu+b— +cu=F(w)+ em Q,
8x1 ( ) fO (436)

u=g sobre T
Assim, encontrar uma solug@o do problema (4.30) equivale a encontrar um ponto fixo de 7', isto
¢, T(u) =u.
Entao o método do ponto-fixo consiste em construir um algoritmo tal que a sequéncia construida

convirja a um ponto fixo de 7. Precisamente:

ALG 2 (Ponto-Fixo)



98

Figura 17 — Método de Newton. Inicializagao

BOUNDARY VALUES

IsoValue
o026

Fonte: A autora (2020)

Figura 18 — Método de Newton. Primeira iteracao

STARTING ITERATE
Isovalue

Figura 19 — Método de Newton. Primeira iteracao

Fonte: A autora (2020)

i) Encontrar uma aproximagdo inicial u® do ponto fixo de T;

ii) Entdo, para qualquer n >0 e u" €Y calcular

Wt = Tu"),
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Figura 20 — Método de Newton. Ultima iterago

FINAL ITERATE

IsoValue

Fonte: A autora (2020)

isto é, para cada n > 0 encontrar W' solucdo do problema linear:

) n+1
—aAu" ! + b g +e' =Fu+fo em Q

X1 4.37)
Wl =g sobre T.

Consideremos os mesmos dados do método de Newton e iniciamos o0 ALG 2 com a mesma
escolha de u®. O critério de parada considerado é o mesmo, isto é, iteragdes parardo de ocorrer
quando a desigualdade (4.35) for satisfeita.

Realizamos um total de 100 iteracdes e ndo foi possivel para as solugdes aproximadas, cal-
culadas com o método de ponto fixo, satisfazer a desigualdade (4.35). Nem sempre tem-se a con-
vergéncia do método. Uma condi¢@o necessdria para ter a convergéncia do método é que o operador
T seja uma contragdo ou que alguma iterada de 7 seja uma contracdo, o que nao € o caso. Além
disso, pode-se pensar em uma outra formulacdo do problema como um problema de ponto fixo de
modo que a convergéncia esteja garantida.

Agora vamos comparar a eficiéncia dos métodos de Newton e do Ponto Fixo. Para isso, vamos
definir o erro na norma L? dado por:

1/2

i = uilloa = ( [ (6" —u)dx

Observando os dados da Tabela 1, temos que o método de Newton é mais eficaz que o método
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Tabela 1 — Estimativa de erro. Método do ponto-fixo vs Método de Newton

Iteragdo | |[u ™! —ulll0.q Iteragdo | [ju} ™ —ullljo.o
n=0 | 3.32x107! n=0 | 2.58x107!
n=10 | 223x1078 n=10 | 3.69x 107
n=30 | 9.30x 107’ n=30 | 1.15x1077
n=60 | 3.20x1073 n=60 | 581x1071°
n=70 | 3.94x1073 n=70 | 828x10"!
n=75| 2.03x1073 n=75 | 432x1071°

Fonte: A autora (2020)

do ponto fixo. Note que a partir da iteracao 60 a ordem do erro obtido pelo método do ponto fixo

nao varia, por isso o método nao satisfez a condi¢ao (4.35) em até 100 iteracoes.

4.1.3.0 6° Experimento: problema com solu¢do conhecida

Sejam Q C R? o quadrado unitdrio e uma funcdo f : Q — R dada por f(x,y) = 27? sen(7x) sen(7y).

Entao, u,(x,y) = sen(mx) sen(my) é solugdo exata do seguinte problema de Poisson (ver Figura 21)

—Au=f emQ
(4.38)
u=>~0 em .

Multiplicando a primeira equagdo de (4.38) por uma funcdov eV = H(} (Q) e integrando sobre

Q. temos

/Q(—Au)vdx:/gfvdx.

Usando a Férmula de Green e levando em conta que v se anula em I', temos que a formulagao

variacional do problema (4.38) é dada por encontrar u € V tal que para todov € V

/Vqudx:/fvdx.
Q Q

Nosso objetivo aqui, serd analisar o comportamento das aproximagdes obtidas cada vez que

refinamos uniformemente a malha.
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Figura 21 — Solucao exata do problema (4.38)

Isovalue

TR
SR

;gﬁgegﬁé!‘ <
-

Fonte: A autora (2020)

O refinamento uniforme (ou refinamento por splitting) é feito por meio da subdivisdo de cada
um dos elementos triangulares ! que compde o dominio, de modo a gerar elementos menores com
as mesmas propriedades geométricas do elemento inicial.

A principal vantagem deste refinamento € a simplicidade, cada tridngulo pode ser dividido em
outros quatro com a insercao de um né no ponto médio de cada aresta que compde o elemento
(Figura 22). Desta forma, todos os elementos serdo admissiveis e as aproximacdes podem ser

obtidas sobre a nova malha de elementos.

Figura 22 — Aplicagdes do refinamento uniforme

N N

(a) Malha Inicial (b) Primeiro Refinamento (c) Segundo Refinamento

Fonte: A autora (2020)

'A ideia é andloga para elementos quadrildteros ou, no caso do R?, prismas e tetraedros.
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Utilizando funcdes de forma lineares (polindmios de grau menor ou igual a 1) sobre cada um dos

elementos triangulares, obtivemos a aproximagao e triangularizagao representados na Figura 23.

Figura 23 — Aproximacao obtida e malha inicial

861099

Fonte: A autora (2020)

Vamos considerar essa primeira triangularizacdo como sendo a malha inicial e vamos refina-la,
ou seja, vamos dobrar a quantidade de pontos em cada parte da fronteira de 2. Usando novamente
elementos triangulares e fungdes lineares, a nova aproximacdo obtida e a malha refinada estdao
inseridas na Figura 24.

Cada vez que refinarmos a malha vamos calcular o erro obtido pela norma ||u, — up|| 12(7) ©

encontrar a ordem de convergéncia do método, ou seja, queremos encontrar k tal que
e = up |l 25y = CH*+ O(RY), (4.39)

onde C é uma constante positiva independente de 4 e O(h) tende a zero quando /4 tende a zero.
Sabemos que ao refinarmos a malha, as arestas de cada tridngulo sao divididas ao meio, entdo

seguindo o mesmo raciocinio de (4.39), temos que

hk
lu—uppallp2(q) =C %t O(H").
Entao,
||u—uh||L2(crh)

[t —uppall 12
log(2)
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Figura 24 — Resultados obtidos ao realizar o primeiro refinamento

(a) Aproximacdo obtida (b) Malha refinada

Fonte: A autora (2020)

Realizando um total de seis refinamentos na malha inicial, conseguimos os dados inseridos na

Tabela 2.

Tabela 2 — Dados obtidos na malha inicial e nos seis refinamentos

b | ue —unllpzgy |k

Malha inicial | 0.707 | 2.5x 107!
1° Refinamento | 0.353 | 7.9x 1072 | 1.659
2° Refinamento | 0.176 | 2.1x 1072 | 1.904
3° Refinamento | 0.088 53%x1073 1.974
4° Refinamento | 0.044 1.3x1073 1.993
5° Refinamento | 0.022 3.4x 1074 1.998
6° Refinamento | 0.011 | 8.5x 107> | 1.999

Fonte: A autora (2020)

De acordo com dados inseridos na Tabela 2 vemos que, quanto mais refinamos a malha melhor
¢ a aproximacao obtida e maior € a ordem de convergéncia do método, ou seja, temos uma melhor

precisao.
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Como escolhemos o espaco P para calcular as aproximagdes € o nosso problema € regular no
sentido da Defini¢do 3.5, temos pelo Teorema 3.5 que a ordem de convergéncia do método € 2.
Pela Tabela 2 vimos que a ordem de convéncia estd tendendo para 2 quando fazemos 4 tender para

zero, o que comprova que os resultados estudados sao verificados na pratica.

4.2 MODELOS DA MECANICA DOS FLUIDOS

Nesta secdo apresentaremos um problema do tipo eliptico que é fundamental devido as suas
aplicacdes na Mecanica dos fluidos, sdo chamadas Equacoes de Navier-Stokes (caso ndo-linear) e

as Equagoes de Stokes (caso linear).

4.2.1 Formulacao variacional para as equacoes de Stokes

Seja © um subconjunto aberto limitado e conexo de RY (N =2 ou N = 3 nas aplicacdes)
com fronteira I' suficientemente regular. Consideramos o seguinte problema: dada uma funcao
f= (f1,--,fn) em (L*())" e uma constante u > 0, encontrar um campo vetorial ii = (uy,- - ,uy)

e uma funcdo p, definidas em Q, tais que

( ap
—yAu,—i—a =f em Q, 1<i<N,
X b
div ii = Z 8_ =0 em Q, (4.40)
u;=~0 sobre I, 1 <i<N.

As equacoes (4.40) descrevem o escoamento permanente de um fluido incompressivel viscoso
(isto €, um fluido que preserva volume e para o qual hé friccao entre suas particulas) confinado em
Q e submetido a uma densidade volumétrica f de forcas externas. Em (4.40), i é a velocidade do
fluido, p a pressdo e u a viscosidade.

Uma formulagdo variacional do problema (4.40) ndo € obtida de maneira imediata. Se u;,

1 <i<N, e psao distribui¢cdes em Q verificando as relacdes

temos
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Dali, para toda fungdo ¥ de (D(Q))", que verifica div ¥ = 0 em Q, temos
N au,’ av,- N
p Y (55 =Y | fvid
ij=1 0x;’ 0x; 1:21 Q
Entdo € natural introduzir o espago V = {¥ € (H}(Q))" : div =0 em Q}, subespago fechado
de (H}(Q))N. Em virtude da desigualdade de Poincaré, V é um espago de Hilbert pela norma

vV — V|1 o, dada por
av,' 2

N 1/2
|V|17Q: (iz_ll a—x] O,Q) .
7.]7

Finalmente, introduzindo a forma bilinear continua sobre V x V dada por

N v
a(ﬁ,\_/’):,uz /Q%%dx.

ij=1 axj' ax]'

Como para todo vV € V a forma bilinear é tal que a(V,V) = u |\7|%7Q, temos que a(-,-) é também
V-eliptica.
N
Além disso, vV — Z / fividx é uma forma linear e continua em V. Gragas ao Teorema de
=178

Lax-Milgram, deduzimos

Teorema 4.1 Existe uma tnica fungdo i € V tal que
N
wWeV,a(iy) =Y / fividx. (4.41)
i=172

Uma vez que (D(2))" ndo estd contido em V, ndo é possivel interpretar diretamente o pro-
blema resolvido. Portanto, fornecemos uma forma equivalente que provard ser mais adequada a
interpretacdo. Para isso, vamos precisar do seguinte resultado importante, o qual nao demonstrare-

mos nesta dissertacao:

Teorema 4.2 (De Rham) Seja Q um subconjunto aberto limitado e conexo de RY de fronteira
suficientemente regular, e seja L uma forma linear continua sobre (H}(€))". Entdo a forma linear

L se anula em V se, e somente se, existe uma fun¢do ¢ em I? (Q) tal que
Ve (H) (Q))VY, LF) = / ¢ div Vdx. (4.42)
Q

Além disso, (4.42) determina ¢ de maneira Unica a menos de uma constante aditiva.
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Demonstragao: Ver p. 243 de [2]. [

Assim, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 4.3 Existe uma dnica func¢do # € V, e uma unica fungdo p € LZ(Q), determinada de

maneira Unica exceto por uma constante aditiva, tais que

N
Vi e (HY(Q))Y, a(@,7) — / p dividi=Y / Fvidx. (4.43)
Q =1/
Além disso, a fungdo u € solucdo de (4.41).

Demonstragio: Seja (i, p) € V x L?(Q) solugio de (4.43). i é evidentemente solugio de (4.41),

logo é unica. Reciprocamente, seja i solugao em V de (4.41). Considere a forma linear
N
s L(¥) = a(@,7) — Z/ Ffvidx.
i=17%

A forma L é continua sobre (H& (Q))" e, de (4.41), anula-se sobre V. Em virtude do Teorema 4.2,

existe entdo uma fungdo p em LZ(Q), Unica exceto por uma constante aditiva, tal que
v e (HE(Q)Y, L(F) = / p div vdx.
Q

Assim, (i, p) é solugdo de (4.43). n

Vamos mostrar que resolvemos o problema inicial (4.40). Como D(Q) é denso em H}(Q), a
solucdo (i, p) de (4.43) estd caracterizada por

(ii,p) €V x L*(Q),
we (DQ)Y,  ali,v) —/Qp div Vdx = i/ﬂfividx
i—
isto é, por
i € (Hy(Q)N, p e L*(Q),
—uAii+Vp = f sobre Q, 1<i<N,
divii=0 em Q,
onde as igualdade verificam-se no sentido das distribuicdes.

Se supormos que a solugio i pertenca a (H*(Q))V, entdo p pertence a H'(Q) e a relacio
—uAii 4+ Vp = f é uma igualdade entre as funcdes Aii, Vp e f em (L*(Q))". Assim, terfamos a
igualdade

—uAi+Vp=f

verificada para quase todo ponto de Q.
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4.2.2 Experimentos numéricos

No caso de um fluxo independente da terceira coordenada (fluxo bidimensional), os fluxos com
baixo nimero de Reynolds ! (este nimero é inversamente proporcional a viscosidade do fluido)

satisfazem:
—A7+Vp =0,

V.-7=0,

(4.44)

onde 7 = (u,v) é a velocidade do fluxo e p a sua pressao.

Nesta se¢do apresentaremos apenas um experimento numérico, o problema da tampa deslizante.
Seja Q C R? uma caixa cheia de liquido com tampa se movendo horizontalmente com velocidade
1.

Na Figura 25 abaixo, vemos 0 modelo matematico do problema a ser estudado. Onde / repre-

senta a altura da caixa e L representa a largura.

Figura 25 — Escoamento bidimensional em uma caixa com tampa deslizante

T
1 Tampa
T —
h Regido com
fluido
- )
I |
I 1
L

Fonte: A autora (2020)

O modelo matemdtico deste problema assume a mesma forma de (4.44). As condicoes de

Descoberto por Osborne Reynolds em 1883, o nimero de Reynolds (Re) é um niimero adimensional usado em
mecénica dos fluidos para o célculo do regime de escoamento de um determinado fluido, podendo ser esse escoamento
dentro de uma tubulacgdo ou sobre uma superficie. O nimero de Reynolds é geralmente usado em projetos de tubulagdes

industriais e asas de avides.
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fronteira, por sua vez, definem o dominio fisico que pode ser composto por paredes sdlidas, entrada
de fluidos, etc. No caso do problema da caixa com tampa deslizante, considera-se que as paredes
laterais e a parede inferior sdo sélidas. Neste sentido, a velocidade nessas paredes deve ser nula. Na
parede superior, por sua vez, considera-se uma velocidade igual a 1. As condi¢des de contorno s@o
apresentadas na Figura 26 onde u € a componente horizontal do campo velocidade e v € componente

vertical do campo velocidade.

Figura 26 — Condig¢do de fronteira para o problema da caixa com tampa deslizante

T, U
Uy=h = 1
—
Regido com Ve =0
Vz=0 = 0 fluido
Yy, v
Uy=0 = 0

Fonte: A autora (2020)

Portanto, temos que nosso problema nesse caso ¢ dado por

¢

—A7+Vp=0, em Q,
0,

V.Z= em Q,

(4.45)
Z=1(0,0), em I,
7= (1,0), em I,

\
onde I'| é a parte da fronteira de Q que representa as paredes solidas e I, é a parte que representa
a parte superior (tampa).

Agora, vamos encontrar a formulacao variacional do nosso problema.

SejaV ={wecH(Q): divw=0, w‘r (0,0) w‘r (1,0)}, munido da norma w — ||W||;
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dada por
%10 = (I®I3 o + W[ o) /%

Multiplicando a primeira e a segunda equacio de (4.45) por w € V e g € H'(Q) respectivamente

e integrando sobre Q, temos:
—/(AZ~VT/—|—Vp-vT/)dxdy:O e /qVi’dxdyzO (4.46)
Q Q
Usando a formula de Green em (4.46), obtemos:
/ Vz~dexdy—/ —-wd(H—/ Vp-wdxdy=0.
Q rav Q
Como w = 0 em I'1, podemos considerar a seguinte formulagdo variacional
/ vz-vwxdy+/ Vp-idxdy = 0.
Q Q

Considere agora o espaco de Hilbert W =V x H'(Q), com isso defina a forma bilinear a(-,-) :
W x W — R dada por

a((Z,P),(vT/,q)):/Q(VZ‘VW—FVp-vT/—l—q divz) dxdy.

Sabemos, pelo Teorema 4.3, que a press@o nao € unica, entdo adicionamos um termo estabili-
zador —€p g, onde € é uma constante positiva, para fixar a parte constante da pressdao. Assim, nossa
forma bilinear se torna:

ag((Z,p), (W, q)) = /Q (VZ- Vg + Vp -+ q divi — epq) dxdy.

Entdo, queremos encontrar (Z, p) € W tal que para para todo (w,q) € W:

ae((Z,p),(W,q)) = 0.

Notemos que a observacao 4.4 pode também dar uma explicagcdo para a formulacdo variacional
acima e sua relagdo com a parte nao homogénea da fronteira.
Consideramos nesse caso os seguintes dados: Q = (0,1) x (0,1) e € = 10!, Usamos ele-

mentos triangulares e fun¢des afins e obtivemos a aproximagdo de (Z,p) contidos na Figura 27.
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Figura 27 — Aproximacao obtida da solug@o do problema da tampa deslizante

(a) Aproximgdo do campo velocidade 7 (b) Aproximacao da pressdo p

Fonte: A autora (2020)

Observagao 4.6 Agora vamos apresentar uma justificativa matematica da presenca de um vortice
no interior do recipiente quando deslizamos a tampa com velocidade 7 = (1,0). De fato, suponha
que a vorticidade do campo velocidade 7, solu¢do do problema (4.45), € nula, ou seja, V x 7 = 0.
Como o campo velocidade 7 satisfaz a condi¢do div Z = 0, podemos garantir a existéncia de uma
funcao escalar y : Q — R, tal que

7=V xwy.

Com isso e o fato de 7 ser um campo vetorial tangente a fronteira, temos que Y € solugido do

seguinte problema de Dirichlet:

—Ay=0 em Q
(4.47)
y=0 sobre I

Logo, ¥ = 0 pela unicidade de solucdo do problema (4.47). Portanto, temos que
7=Vxy=0 em Q.

Mas isso ndo pode acontecer, ja que u # 0 em I;. Entdo, temos que a vorticidade do campo

velocidade 7 é ndo nula, o que justifica a existéncia do vortice mostrado na simulagao.
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5 METODO DE ELEMENTOS FINITOS PARA EDPs PARABOLICAS

Passamos agora ao estudo de problemas de evolucao, isto é, problemas onde ha mudancas no
fendmeno ao longo do tempo. O objetivo desse capitulo € fornecer uma formulacdo matemaética

precisa de problemas parabdlicos e introduzir as no¢des essenciais para a sua aproximacao.

5.1 EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS PARABOLICAS DE SEGUNDA
ORDEM

5.1.1 Formulacao variacional de problemas parabdlicos

Seja Q um aberto, limitado e ndo-vazio de RV, de fronteira I suficientemente regular, tomamos:

V = subespago fechado de H!(Q) com Hj(Q) CV C H(Q)

(5.1
H=1*Q)
Em seguida, consideremos as fungdes a;; € L”(Q),1 <i,j < Neag € L*(Q), tais que
aij = aj, 1<i,j<N,
N N ) (5.2)
do > 0, VE € RY, Z a;j(x)€E; > alg|”, emq.tp. x€ Q.
ij=1
e definimos
N ou dv
_ e dx. 5.3
i [ o2 o

Como V € um subconjunto denso de LZ(Q) com injecdo continua e as hipoteses (3.21), (3.22) e
(3.23) sio satisfeitas. Entdo podemos aplicar o Teorema de Lions: dadas duas fungdes ug € L*(Q)

e f € L*>(Qy), existe tnica funcdo u € L?(0,T;V) NC%(0,T;L*(Q)) solucio da equagio

%(”(I)vv) +a(u(t),v) = (f(t),v), WweV,
u('70) = Uup-

(5.4)
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Vamos interpretar o problema resolvido. Dadas duas fungdes v: Q — R e y:[0,7] —» R,

introduzimos a fun¢do
vevy: g —R
(6,1) — ()W (1)

Um resultado cldssico da teoria das distribui¢des é que o produto direto dos espacos D(Q) e
D((0,T)), isto é, o espagco das combinagdes lineares finitas de fungdes da forma v ® y com
veED(Q)ewy e D((0,T)) é denso em D(Qy).

Sejamv e D(Q) ey € Q)((O, T)), entdo deduzimos de (5.4) que

T T
—/0 (ule), dt+/ £ di = /O (F()v)w(t) dr
isto &,
ou
g +AI/£,V®\|/ = <f,V®\|f>,
onde (-,-) designa a dualidade entre D'(Qr) e D(Qy) e onde A é o operador diferencial eliptico de

"9 0
Au=— Z 8_< ,jau)—f—aou.

i,j=1
Pela densidade mencionada acima, obtemos

segunda ordem dado por

0
8_? + Au = f no sentido das distribuicdes sobre Q. (5.5)
Entao, se v € V, deduzimos de (5.4) e (5.5)
d Jdu
= (u(t),v) +alu(t),v) = /Q (5 —I—Au> vdx, (5.6)

isto é, (o seguinte resultado justifica-se quando sabemos a priori que du/dt ou Au sido fungdes de

LZ(QT), pois (5.5) fornece apenas informagdes sobre a soma du/dt + Au)
VeV, alu / Auvdx
e, aplicando a férmula de Green (4.7), encontramos
Yvev, / M ydo = 0,

onde
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Em resumo, a solucao de (5.4) é caracterizada por

u € L*(0,T;V)NCY(0,T;L*(Q)),
ou

E—l—Au:fem Qr,

Wwev, /a—u(t)vdc —0in (0,7),
rovy

u(-,0) = up em Q.

\

Consideremos a seguir dois exemplos associados a duas escolhas cldssicas de espacos V.

5.1.1.0 Problema de Cauchy-Dirichlet

Seja Q C RY aberto, limitado e ndo-vazio. Dado T > 0 sejam Qr =Q x (0,T) e X7 =T x (0,T).
Encontrar u € L?(0,T; H} (Q))NCY(0,T;L*(Q)) tal que

d
a—L; —Au=f em Q,
u=20 sobre Xr, (5.7)

u(0) = uy em Q,

onde f € L*(Qr) e ug € L*(Q) sio fungdes dadas.
Tomamos V = H} (Q). Note que,
—Au = Au

onde ap =0 e a;; = §;j,1 <i,j < N. Entdo, deduzimos de (5.5) que para todo v € D(Q) e todo
y € D((0,T)), temos
<g—? —Au,v®\|l> = <f,v®\|l>,
isto €,
T dy T T
/0 (u(r),v) L) ar+ /0 a(u(t),v)y(t)dt = /0 (F(),v)w(e) dr.
Como D(Q) é denso em Hj(Q), a igualdade anterior é vilida para todo v € H} (Q) e todo
y € D((0,7)), o que significa que a fungio u satisfaz a equagdo (5.4) no sentido das distribui¢des
sobre (0,7). Entdo, pelo Teorema de Lions temos que existe uma tnica u € L2(0,T;HE(Q)) N

CY([0,T); L*(Q)) solugio do Problema (5.7). Portanto, resolvemos o problema de Cauchy-Dirichlet

para o operador parabdlico d/dt — A.
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5.1.1.0 Problema de Cauchy-Neumann

Seja Q C RY aberto, limitado e ndo-vazio. Dado T > 0 sejam Qr =Q x (0,T) e X7 =T x (0,T).
Encontrar u € L*(0,T; H' (Q)) ﬂCO([O T);L*(Q)) tal que

——Au— em Qr,

gt

u(O) = up em Q

sobre Xr, (5.8)

onde f € L*(Qr) e up € L*(Q) sio fungdes dadas.

Desta vez escolhemos V = H'(Q), novamente temos

—Au = Au,
onde agp =0e a;j = 9;;,1 <i,j <N. Entdo,

Jdu _ du

aVA _Bv’

onde d/dv é a derivada normal. Logo, de (5.6), temos que

0
o _ 0 sobre X 7.

ov
Pelo Teorema de Lions existe uma tnica fungdo u € L?(0,T;H'(Q)) NC%([0,T];L*(Q)) que é
solu¢d@o do problema (5.8). Assim, resolvemos o problema de Cauchy-Neumann para o operador

parabdlico d/dt — A

5.1.2 Aproximacao de um problema parabélico

Seja Q um aberto limitado de R? com fronteira I suficientemente regular e dado 7 > 0. Vamos
estudar para o mesmo problema (5.4) diferentes tipos de condic¢ao de fronteira.

Para realizar uma discretizacao do tempo em cada caso, definimos At = ]ZV’ onde N é um inteiro
maior ou igual a 1 e tomamos

t, =nAt, 0 <n<N.

Utilizaremos dois métodos para realizar tal discretizac@o, o primeiro € o método de Euler Retro-
grado e o segundo é o método de Gear Implicito (Implicite Gear), seus respectivos algoritmos sao
dados por:

ALG 1 (Euler Retrogrado)
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(1) Escolhemos u2 /= U, u2 € Vi

(ii) Paran >0, uZ“ ~ u(t,+1) € solucdo em V), do problema

1
= (u;+1 - uZ,vh> +a(ut vy = (f(t"“),vh), Yvp € Vi

ALG 2 (Gear Implicito)

(i) Escolhemos u2 ~ U, u2 eV

(ii) Obtemos u) = u(t;) atravéz do método de Euler Retrogrado;
(iii) Paran > 1, qu ~ u(ty+1) € solucao em Vj, do problema

1
E(MZH —4u;‘,+u2_l,vh> +a(u2+1,vh) = (f(t”+l)7vh>, Vv, €V,

onde, Vj, € um subespaco de V de dimensao finita.

5.1.3 Experimentos numéricos

Consideremos o seguinte problema:

ou
§+Au:f em Qr, (5.9)

u(+,0)=up em Q.
Seja V um espaco de Hilbert propicio dependendo da condi¢do de fronteira. Entdo a formulagdo
variacional do problema (5.9) é dada por: encontrar u € L*(0,T;V)NC%([0,T]; L*(Q)) tal que para
todovevV,

d
E(um) +a(u(t),v) = (f(t),v) (5.10)

no sentido das distribuigdes sobre (0,7) e a forma bilinear a(-,-) é dada por (5.3).

'Também conhecido como formula de diferenciacio retrégrada (FDR). Este método foi introduzido por Charles
Curtiss e Joseph Hirschfelder em 1952. C. William Gear popularizou a FDR como um método implicito para resolver
sistemas rigidos de EDQO’s. O algoritmo apresentado ¢ uma FDR de segunda ordem ja o Euler Retrogrado € uma FDR

de primeira ordem.
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Com isso, consideramos o seguinte problema aproximado: dado ug ; € Vj, encontrar u, € V), tal

que para todo vj, € Vj, temos

j;(uh’vh) +a(uy(t),v) = (f(t)mh) 5.11)
un(0) = uo

onde V}, € um subespaco de dimensao finita de V.

a) Condicao de fronteira do tipo Dirichlet.

Neste caso, nosso problema é dado por (5.9) juntamente com a condi¢@o de fronteira:
u=0emXr.

Utilizaremos primeiro o método de Euler regressivo para realizar uma discretiza¢do do tempo

no sistema diferencial (5.11).

Procuramos entdo u} € V;, uma aproximacao de uy,(t,), tal que para todo v;, € V}, seja solucdo

de

1
At (uZ—H _uh7vh) +a(u n+17vh) = (f(tn+1)avh)a 0<n<N
uh = up, dado em Vj,.
Ou seja,

A v, dx alj o axj x aouh Ly, dx = A Atuh vpdx. (5.

i,j=1

Consideremos os dados: T =5, N =50, Q = (—3,3) x (—3,3), ap(x1,x2) =0, ajj(x1,x) =

)
143, az(x1,%2) = 1+x3, arn(x1,%2) = az1(x1,X%2) = X132, o (x1,%2) = e~ W42 e

x1x2, se (x1,x2) € (0.5,1.5) x (0.2,0.7)
f(xlaxz) =
0, caso contrario.
A representagdo gréfica das fungdes ug e f estdo inseridas nas Figura 28 e Figura 29, respec-

tivamente.

Iniciando o ALG 1 com u2 = ug, € para n > 0 calculamos uZ“ atravéz da igualdade (5.12).

Usando elementos triangulares e funcdes afins (polindmios de grau menor ou igual a 1),

obtemos primeiramente uma aproximacao de u(t) (ou seja u,li) e por fim, uma aproximacao
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Figura 28 — Visualiza¢do do dado inicial

Fonte: A autora (2020)

Figura 29 — Visualizagdao do RHS

Fonte: A autora (2020)

de u(T) (ou seja, uflo) cujas representagdes gréficas estdo inseridas nas Figura 30 e Figura 31,

respectivamente.

Agora Utilizaremos o método de Gear Implicito para a discretizacdo do tempo do problema

(5.11).

Conhecendo u? € Vj,, temos que u} é solucdo em V}, de (5.12) com n = 0. Procuramos entio
h que u, ¢
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Figura 30 — Método de Euler. Primeira iteragdao. Condicao de Dirichlet

(¢] <

Fonte: A autora (2020)

Figura 31 — Método de Euler. Ultima itera¢io. Condigdo de Dirichlet

Lol <>

Fonte: A autora (2020)

”H € Vi, m > 1, uma aproximagao de up(t,+1), tal que para todo vj, € Vj, seja solugdo de

1
E(:SMZ—H —4uZ+uZ‘1,vh) +a( ”H,vh) = (f(t”“),v;,), Yy, €V
Ou seja,
L/(3u“+1—4un—|—u Ypdx+ Z /a n+1 o dx—l—/a W vy dx = /fvdx
2At Jo Tt h h i COx; Ox; Oh hEE—

i,j=1

Consideramos os mesmos dados anteriores e iniciamos o ALG 2 escolhendo ug = ug. Usando
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elementos triangulares e fungdes afins (polindmios de grau menor ou igual a 1), obtemos pri-
meiramente uma aproximagdo de u(t;) (ou seja u} ) e por fim, uma aproximagdo de u(T') (ou
seja, uio) cujas representacoes graficas estdo inseridas nas Figura 32 e Figura 33 respectiva-

mente.

Figura 32 — Método de Gear. Primeira iteracdo. Condi¢ao de Dirichlet

(o] &

Fonte: A autora (2020)

Figura 33 — Método de Gear. Ultima iteracdo. Condicdo de Dirichlet

kel <>

Fonte: A autora (2020)
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Observagao 5.1 E bem conhecido que o método de Gear implicito é mais eficiente do que o
método de Euler Retrégrado, devido a isso nos proximos exemplos nos reduziremos somente

ao estudo do método de Gear.

Condicao de fronteira do tipo Fourier.

Neste caso, 0 nosso problema é dado por (5.9) juntamente com a condi¢do de fronteira:

0
M +ou=0 emXy.
aVA

onde o é uma constante nao negativa.

d
SejaV ={ve H(Q); L~ _quem Xr}. A formulagdo variacional do nosso problema é

aVA
dada por: encontrar u € L>(0,T;V)NC%(0,T;L*(Q)) tal que para todo v € V, é solugio de
(5.10), onde desta vez a forma bilinear a : V x V — R é dada por:
2 ou dv
= et 24 | auvdo.
a(u,v) =Y /Qal] o +/r uy

i.j=1 0x;

Com isso, consideramos o problema aproximado (5.11).

Usando os mesmos dados do caso a) (condi¢@o de fronteira de tipo Dirichlet), com o =5 e
iniciando o ALG 2 com a mesma escolha de ug, obtemos primeiramente uma aproximacao
de u(t1) (ou seja u}l) e por fim, uma aproximagio de u(7') (ou seja, uflo) cujas representacoes

gréficas estdo inseridas nas Figura 34 e Figura 35, respectivamente.
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Figura 34 — Método de Gear. Primeira iteracdo. Condi¢dao de Fourier

OP,

Fonte: A autora (2020)

Figura 35 — Método de Gear. Ultima iteracdo. Condigdo de Fourier

(=

Fonte: A autora (2020)

¢) Condicao de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann.

Neste tltimo caso 0 nosso problema é dado por (5.9) juntamente com as condi¢des de fron-
teira:

d
u=0emZX}, %:OemZ%,
A

onde ZiT =(0,T)xTIy, i=1,2eT}, I'; sdo partes ndo vazias de [ taisque T =T UI, e
NIy =0.
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d
SejaV = {v €EH'(Q); v=0 em X}, % =0 em Z%} A formulacdo variacional do nosso
A
problema é dada por: encontrar u € L*(0,T;V)NC°(0,T;L*(Q)) tal que para todo v € V, é
solucdo de (5.4).

Consideramos o problema aproximado (5.11).
Figura 36 — Representacdo grafica da fronteira. Condi¢ao mista

Lado 3

Lado 4 Q Lado 2

Lado 1

Fonte: A autora (2020)

Por fim, considerando os mesmos dados do caso a) (condi¢do de fronteira de tipo Dirichlet)
com I'; sendo o lado 2 da fronteira I" e I'; como sendo os lados 1, 3 e 4 (como mostra a
Figura 36) e iniciando o ALG 2 com a mesma escolha de u2, obtemos primeiramente uma
aproximagdo de u(f1) (ou seja u}) e por fim, uma aproximagdo de u(7T) (ou seja, u3°) cujas

representacOes gréficas estdo inseridas nas Figura 37 e Figura 38, respectivamente.

5.2 MODELOS DA MECANICA DOS FLUIDOS

Nesta secdo apresentaremos um breve estudo das Equagdes de Stokes e de Navier-Stokes
nao estaciondrias e realizaremos um experimento numérico para equagdes de Navier-Stokes (ndo-

linear) por possuir aplicagdes mais interessantes.
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Figura 37 — Método de Gear. Primeira iteracao. Condi¢do mista

[¢] <

Fonte: A autora (2020)

Figura 38 — Método de Gear. Ultima iteracio. Condigdo mista

Fonte: A autora (2020)

5.2.1 Formulacao variacional para as equacoes de Stokes

Seja Q um aberto limitado e conexo de R" de fronteira I suficientemente regular; consideramos
o seguinte problema: dadas as fungdes iy = (uo,1, - ,Uo.N) € f=(f,---,fy) definidas em Q e
Qr respectivamente, buscamos as fun¢des i = (uy,--- ,uy) e p definidas em Qr e solucdes das

equacoes
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ou; 0
pﬁ—yAu,-—i——p:f,-, em Q, 1<i<N,
ot aaxi
vii=yN
divii=Y,", o 0, em Qr, (5.13)
u; =0, sobre X7, 1 <i<N,
. ui(-,O):qu, cm Q., ISZSN

O sistema de equagdes (5.13) descreve a evolucdo ao longo do tempo do movimento de um
fluido incompressivel confinado em € e submetido a uma densidade volumétrica f de forcgas ex-
ternas, sendo a velocidade inicial igual a iy. Na primeira equagdo de (5.13), ii € a velocidade do
fluido, p sua pressdo, p sua densidade e u sua viscosidade.

Para dar uma formulagdo fraca do problema de Stokes, introduzimos os espacos V e H dados
por

V ={ve (H}Q))N; divv=0}
H={ic(L*(Q))";V-ii=0 em Q,i-V=0 sobre I'}.

Tomamos para todou e vem V:

N
(ﬁ, \7) = Z/ u;v;dx,
=179
N aui Bv,-
a(i,v) = — —dx.
) yi,]z:’l /Q dx; 0x;
Se V € um subconjunto denso de H com injecao continua e as hipdteses (3.21), (3.22), (3.23),

sdo satisfeitas, podemos enunciar o teorema:

Teorema 5.1 Dadas as fungdes iig € H e f € (L>(Qr))V, existe uma tinica funcio @ € L2(0,T;V) N

CY(0,T;H) tal que para todo ¥ € V,
d 5
p; (1), %) +a(i(0),¥) = (F(1),¥), (5.14)
i#(0) = iip. (5.15)

Demonstracao: Para a funcao f € L>(Qr)N, associamos sua projegio g sobre o espaco L2(0,T;H)
definida por
T = —
W e L2O.T3H), [ (F(1)=3(0).8(0)dr =0.
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Como para toda vV € V e toda y € D(0,7)

T -
| (7o) =z 7)wiar=o.
E equivalente procurar ii € L>(0,T;V)NC%(0,7;H) solugdo de (5.14) e (5.15) ou solugio de
— d — — — — — —
¥ € V,p (1), 7) + alide),¥) = (2(0),7),

ﬁ(O) = Uuyp.

Onde esse tltimo problema admite uma tnica solu¢dao em virtude do Teorema de Lions. ]
Agora resta interpretar o problema assim resolvido. A dificuldade ja encontrada na Sec¢ao 4.2.1

deve-se ao fato de que (D(Q))" nio estd contido em V. Vamos considerar a distribuigao

=~ O

S=f—p —ubie (D (Q)".
Deduzimos de (5.14) que para todo ¥ € (D(Q))N com div ¥ = 0 e toda y € D(0,T), temos
(S,3@y)=0.

Pelo Teorema de De Rham, se S € (7(Qr)) satisfaz a condicdo anterior, existe uma distribuicio

p € D'(Qr) unica exceto por uma constante aditiva, de modo que

Daqui resulta que a solugdo # de (5.14) e (5.15) é caracterizada por:
i e L*0,T;V)NC([0,T]: H),
o0 i+ Vp = f em (7/(Qr)
i(+,0) = tio,

de modo que o par (i, p) é solugdo do problema de Stokes (5.13).

5.2.2 Experimentos numéricos

Seja Q um aberto, limitado de R? com fronteira I suficientemente regular, dado um inteiro
T > 0, definimos:
L =T % (0,T), 23 =T x (0,T)



ondeI'; el sdopartesde I, taisque ' =11 Ul e 1 NI =0.
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Dada a fungio iy € (L*(Q))?, encontrar 7 = (u,v) e p definidas em Qr, solugdes do problema:

(F ARt Vp=0 e Q.
V-Z=0 em  Q,
i=¢ sobre Xl (5.16)
=0 sobre X2

[ 2(-,0) =72 em Q

onde u é uma constante positiva e ¢ = (c1,c¢;) € um vetor constante tal que, suas coordenadas c; e

¢ sdo constantes positivas.

Para resolver o problema (5.16) utilizaremos o método de Peaceman-Rachford 2 vamos des-

creve-lo brevemente (para mais detalhes consulte p. 52 de [5]) abaixo:

T
1°) Dado um inteiro N > 1, tomamos At = N Entdo realizamos uma decomposi¢do do intervalo
[0,T] dada por:
t,=nAt, 0 <n<N.
2°) Tomando inicialmente 7 = iip ¢ p° = 0, queremos encontrar 72 >, solugdo de um
problema de Burgers em [tn, Thal /2] dado por:

2

E(Zﬂ+l/2_znoxn>_HAZH+1/2+VPH:O em Q,
72 =g sobre Xk, (5.17)
/2= sobre X7,

onde X" (x) é a posicdo de uma particula que estd em x e em #,,.

3°) Depois de encontrar 7"+t1/2 resolvemos um problema de Stokes em [th /z,t,hq} dado por:

Em 1955 Peaceman e Rachford propuseram um método numérico que consiste em duas equagdes de diferencas
finitas, a primeira implicita na dire¢iio x e a segunda na dire¢do y, que sio utilizadas alternadamente. E bem conhecido

que o esquema Peaceman-Rachford possui excelentes propriedades de estabilidade e é de segunda ordem tanto no

tempo quanto no espago.
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encontrar 7't V, n > 1 solugdo de

. A%(zym _Zn—|—1/2) _y&»nﬂ +an+l 0 em Q)
V.7t =0 em Qr, (5.18)
7l=¢ sobre Xk,
774l =0 sobre X7,

\

onde ¢! € L*(Qr),0<n<N

4°) A solugio de (5.16) no tempo t,, | é dada por ("1, p"*1), onde

1
pn+1 — _(pn_’_anrl).

Primeiramente vamos encontrar a formulagdo variacional do problema (5.17). Seja V = {w €
(H'(Q))?; w=cem X} e w=0em X2.}, multiplicando a primeira equagdo de (5.19) porw € V e

integrando sobre €2, obtemos:

2
—/(ZnH/z—Z"OX")VT/dx—,u/ Az"+1/2wx+/vp"wx:o. (5.19)
At Jo Q Q

Usando a Férmula de Green na segunda integral de (5.19), temos que a formulagao variacional
do nosso problema (5.17) é dada por: encontrar "1/ € L2(0,T;V) N C%([0, T]; (L*(Q))?) tal que

para todo w € V € solugdo de:
/ (Z 2% 4 uVZ T2V 4 VI W) = 0. (5.20)
Q

Agora vamos encontrar a formula¢do variacional do problema de Stokes (5.18). Seja ¥ =
{y € V; V.y =0}, multiplicando a primeira equacdo de (5.18) por y € Y, a segunda equac@o por

7 € L>(Qy) e integrando sobre Q, obtemos:

2
E/Q(z"“—2"“/2)§dx—y/QA2"“ydx+/qu"+1 Fdx =0 (5.21)

/ V.7 Bdx = 0.
Q
Usando a formula de Green na segunda integral de (5.21), temos que a formulacdo variacional
do problema (5.18) é dado por: encontrar 7! € L2(0,T;Y) N CY([0,T]; L*(Q)?) tal que para todo
y € Y é solugdo de
2
E/ ((ZnJrl _Zn+1/2)}—;+‘uvzn+lv)—;+an+1)—;»+v'ZnJrl 1_7_8P1_7) dx=0 em Q,
Q

V.74l =0 em Qr,
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onde € é uma constante positiva e —€pp é um termo estabilizador que fixa a parte constante da
pressdo.

A Observacdo 4.4 pode dar uma explicagdo para as formulacdes variacionais acima e suas
relacdes com a parte ndo homogénea da fronteira.

Para o experimento numérico consideramos  como sendo o ar em torno da asa de um avido
com o perfil NACA airfoil 3(ver Figura39), 7T =1, N =100, u =25 x 1073, ¢= (COS E, senE> e

9 9
o dado inicial 7y = ¢.

Figura 39 — Representacao do perfil NACA airfoil

Iy

I

I

Fonte: A autora (2020)

Seja 7, uma triangularizacdo regular de Q, tal que Q = U K. Entdo consideramos os seguintes

KeT,
espacos de dimensao finita:

M, = {Wh S (CO(QT)); Wh|K € P, VK e {171}

Ry = {S;h < (CO(QT))Z; )_;h}K €hp @Span{}“g77“{(77‘§}a VK € {Z;l}

30s perfis aerodinamicos da NACA (NACA airfoil) sdo formas aerodinimicas para asas de aeronaves, desenvolvidos

pelo Comité Consultivo Nacional de Aerondutica (NACA).
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onde XIK , 1=0,1,2, sdo as fungdes coordenadas baricéntricas do elemento K (tridngulo).

Aproximando o vetor velocidade 7 por fungdes em Ry, e a pressao p por fungdes em M, obtemos
primeiramente Z}q ~7le p}l ~ p! cujas representacdes gréficas estdo inseridas na Figura 40. Depois
de realizarmos as N iteragdes do método de Peaceman-Rachford, encontramos as aproximacgdes

2‘27 ~7Ve p]}y ~ p" cujas representacdes graficas estdo inseridas na Figura 41.

Figura 40 — Método Peaceman-Rachford. Primeira iteracao

velocity Pressure
Vec Value Isovalue

Fonte: A autora (2020)

Figura 41 — Método Peaceman-Rachford. Ultima iteraco

FINAL VELOCITY FINAL PRESSURE
Vec Value IsoValue

Fonte: A autora (2020)
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Esta dissertacdo tem como objetivo apresentar e analizar os diferentes tipos de métodos para
resolver numericamente equacgdes lineares e ndo lineares do tipo estaciondrias e de evolu¢do. Os
experimentos numéricos foram realizadas utilizando o software FreeFem++ devido a sua poténcia,
facilidade na descri¢ao do problema por meio da formulacdo variacional, entrada geométrica facil
gragas a descri¢do analitica da fronteira, uma grande variedade de elementos finitos triangulares
e de “solvers”’(LU, Cholesky, Gradiente Conjugado (CG),...) e uma excelente visualizacdo dos
resultados.

Para trabalhos futuros, propde-se o uso do método de elementos finitos para outros tipos de
EDPs e outros problemas desafiadores, tais como: equacdes hiperbolicas, problemas semilineares,

problemas de controle, problemas inversos, modelos de turbuléncia, etc.
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