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RESUMO

Nesta tese, algumas contribuicGes as pesquisas no combate a pandemia de COVID-19 s3o
apresentadas. Apds uma breve introducdo as principais técnicas usadas ao longo do trabalho,
isto é feito de trés maneiras: na primeira, estudamos a eficiéncia de diferentes estratégias
de controle. O modelo é estruturado etariamente e o niimero reprodutivo basico é calculado
por um método de préxima geracdo, sendo a sua sensitividade com respeito aos parametros
avaliada numericamente. Isso nos permite inferir estratégias de controle mais adequadas a
estrutura etaria da populacdo. Na segunda, aplicamos a Teoria de Controle Otimo ao modelo
estruturado etariamente. O Principio do Maximo de Pontryagin é utilizado para encontrar as
estratégias 6timas de quarentena, as quais sao simuladas numericamente usando o Algoritmo
de Varredura Frente-Tras. Finalmente, analisamos como o uso de mascaras por si s6 pode
contribuir para evitar o surgimento de novas epidemias de doencas respiratérias. Isso é feito
por meio de um modelo que divide a populacdo em pessoas que usam mascaras e pessoas
que n3o usam. O nimero reprodutivo basico é calculado, novamente a partir de um método
de préxima geracdo, e um percentual critico de individuos que usam mascaras em publico é
deduzido para que um surto epidémico seja evitado. Os resultados s3o, entdo, aplicados aos

dados da COVID-19 do Brasil, dos Estados Unidos e da ltélia.

Palavras-chaves: Modelagem matematica. Modelo SEIR. Epidemiologia Matematica. COVID-

19. Principio do Maximo de Pontryagin. Uso de Mascaras.



ABSTRACT

In this thesis, research contributions to the combat against the COVID-19 pandemic are
presented. After a brief introduction into the main techniques used throughout the work, this
is done in three ways: firstly, we study the efficiency of different control strategies. The model
is age-structured and its basic reproductive number is calculated via a next generation method,
with the sensitivity to the parameters calculated numerically. This allows us to infer control
strategies that are more suited to the age structure of the population. Then, Optimal Control
theory is applied to the age-structured model. Pontryagin's Maximum Principle is used to find
the optimal quarantine strategies, which are simulated numerically via the Forward-Backward
Sweep Algorithm. Finally, we analyze how face-mask use can, by itself, contribute to avoid
the emergence of new respiratory disease epidemics. This is done via a model that divides the
population into individuals that wear masks and those that do not. The basic reproductive
number is again calculated with the next generation method and a critical percentage of
individuals that wears masks in public so that an epidemic outbreak is avoided is deduced. The

results are, then, applied to the COVID-19 data from Brazil, the United States and Italy.

Keywords: Mathematical Modelling. SEIR model. Epidemiology. COVID-19. Optimal Control.

Face-mask use.
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1 INTRODUCAO

No final de 2019, um novo coronavirus surgiu na cidade chinesa de Wuhan. Em Janeiro
de 2020, a doenca causada por ele recebeu o nome de COVID-19 e, em meados de Fevereiro,
a China ja havia registrado mais de 60 milhdes de casos (WORLDOMETERS, [2020)). Muitos
cientistas comecaram, entdo, a modelar a doenca para ajudar a prever seu impacto mundial,
como (WU; LEUNG; LEUNG, 2020) e (FERGUSON et al., 2020)), o que influenciou politicas de
diversos governos.

Enquanto a doenca se espalhava pela Europa e Estados Unidos, alguns paises foram for-
cados a implementar quarentenas e “lockdowns” para mitigar os danos e, com isso, foram
capazes de “achatar a curva”, isto é, adiar e diminuir o maximo nimero de casos ativos.
Alguns Estados no Brasil entraram nesse estagio durante o més de Maio.

O objetivo desta Tese é contribuir com o entendimento da pandemia, apresentando trés
trabalhos desenvolvidos durante o ano de 2020. Estes trabalhos estdo contidos em cada um
dos altimos trés capitulos deste texto. O Capitulo 1 contém uma revisao das técnicas usadas
ao longo dos trabalhos.

Um leitor mais experiente pode iniciar a leitura deste texto no Capitulo 2, que aborda o
conteddo do artigo (CASTILHO et al|, 2020), publicado na Electronic Journal of Differential
Equations, em parceria com César Castilho (UFPE), Marcelo Marchesin (UFMG) e Mehran
Sabeti (UFV). O objetivo foi estudar a importancia de diferentes politicas de controle para a
COVID-19 por meio da anélise de um sistema de equacdes diferenciais ordinarias que divide a
populacao em trés faixas etdrias de interesse e introduzindo uma classe extra no modelo SEIR,
denotada pela letra Q, que representa os individuos em quarentena, como proposto por (JIA
et al, 2020)).

O Capitulo 3 trata do artigo (GONDIM; MACHADO, [2020)), publicado na Chaos, Solitons &
Fractals, em parceria com Larissa Machado (UFPE). O trabalho consiste de uma continuacdo
natural do artigo citado no paragrafo anterior, pois usamos a teoria de controle étimo para
determinar como seriam as quarentenas 6timas. Essa teoria tem sido aplicada a modelos epi-
demiolbgicos mais gerais, como em (BEHNCKE, 2000) e (MATEUS et al., 2018), bem como a
doencas especificas como HIV ((JOSHI, [2002), (FISTER; LENHART; MCNALLY, 1998)), (KIRSCH-
NER; LENHART; SERBIN, 1997))), tuberculose ((SILVA; TORRES, 2013)), (JUNG; LENHART; FENG,

2002)) e influenza ((LEE; CHOWELL; CASTILLO-CHAVEZ, 2010))). Recentemente, outros traba-



15

lhos aplicando a teoria a pandemia de COVID-19 também apareceram, como (GRIGORIEVA;
KHAILOV; KOROBEINIKOV/, [2020)) e (DJIDJOU-DEMASSEA et al/, [2020)).

Finalmente, o Capitulo 4 dedica-se ao artigo (GONDIM, [2021)), aceito para publicacdo na
revista Chaos, Solitons & Fractals. Neste trabalho, a eficiéncia do uso de mascaras como
estratégia de controle é estudada em detalhes, como em outros trabalhos como (EIKENBERRY
et al, |2020), (CHAN; YUEN, 2020), (CHENG et al., 2020) e (LI et al., |2020). Propomos uma
modificacdo do modelo SEIR que culmina em um critério que determina quando uma epidemia
respiratéria pode ser evitada apenas pelo uso de mascaras em publico, e um percentual critico
de usuarios de mascaras na populacao é derivado. Os resultados sdo, entdo, aplicados a situac3do
da COVID-19 no Brasil, na Italia e nos Estados Unidos.

Os apéndices contém os principais cédigos em MATLAB usados para desenvolver as simu-

lacoes numéricas.
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2 REVISAO DAS TECNICAS

Neste Capitulo, as técnicas usadas nos Capitulos subsequentes sdo comentadas. Na Secdo
[2.1], o método de préxima geracdo para o célculo do ndmero reprodutivo bésico, Ry, é apresen-
tado. Na Secdo [2.2] indicamos como fazer um ajuste de pardmetros a um conjunto de dados,
além de introduzir a analise de sensitividade em relacao a esses parametros. Finalmente, a
Secdo [2.3| contém uma introducdo ao Principio do Méaximo de Pontryagin, usado para obter

controles 6timos para um sistema.

2.1 METODO DE PROXIMA GERACAO

Nesta tese iremos considerar alguns modelos compartimentados para doencas contagiosas.
Modelos deste tipo comecaram a ser estudados com os trabalhos de Kermack e McKendrick
(KERMACK; MCKENDRICK| |1927; BRAUER, [2005) nos anos 1920 e tém como ideia central
a divisao da populacdo em algumas classes epidemiolégicas. Essas classes podem consistir
de individuos suscetiveis (que s3o aqueles que ainda n3o contrairam a doenca), expostos
(que contrairam a doenca mas ainda encontram-se em um periodo de laténcia), infecciosos
(que transmitem a doenca adiante) e removidos (que foram retirados da dindmica, seja por
recuperacdo ou por morte), por exemplo, e sdo descritos pelas iniciais dos nomes das classes
consideradas.

Assim, um modelo SIR, por exemplo, desconsidera o periodo de laténcia, o que funciona
bem nos casos em que esse periodo é muito curto. J4 um modelo SEIR considera o periodo de
laténcia. Em ambos os casos, assume-se que a imunidade obtida pela recuperacdo é perma-
nente, de modo que n3o é possivel se infectar pela mesma doenca mais de uma vez. Exemplos
de modelos que consideram reinfeccdo sdo SIRS e SEIRS.

Dessa forma, considere o sistema SEIR abaixo

, ST
Y=y
ST
E =p— —0FE
BN (2.1)
I'=0F —~I

R =~I
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Os parametros (3, o0 e =y sdo todos positivos e denotam, respectivamente, as taxas de

contagio, de saida do periodo de laténcia e de remoc3do. Costuma-se usar

1 1

= — e = —
o Te ’y 1—;7

onde T, e T; indicam quanto tempo se passa, em média, nas classes de expostos e de infectados,
respectivamente. J4 N = S+ E+ I+ R denota a populacdo total. Somando todas as equacdes
em , pode-se concluir que N é constante.

Quando uma doenca nova surge, estamos interessados em determinar se ela apresenta um
potencial risco de gerar um surto epidémico. No modelo , por exemplo, o nimero de
individuos com a doenca é dado por E + I, de modo que

(E+[)’:65];/{—”y]:<ﬁ]\}g— )I. (2.2)

Como estamos interessados no momento logo em que a doenca surge, é natural supor
que o nimero de individuos suscetiveis é aproximadamente igual a populacdo total. Assim,

podemos reescrever (2.2) como
(E+1) =(B-1 (2.3)

Como [ > 0, entao a quantidade de pessoas com a doenca cresce, no momento de seu

surgimento, se  — v > 0. Se definirmos
RO ) (24)

entao podemos ver que um surto epidémico ocorre quando Ry > 1, e ndo ocorre quando
Ry < 1. Esse numero é chamado de nidmero reprodutivo basico. Como 3 denota a taxa
de contégio e 1/7 denota a o tempo em que um infectado pode contaminar outras pessoas,
vemos que R representa o nimero de infeccdes secundarias causadas por um individuo durante
todo o periodo infeccioso quando esse individuo é introduzido em uma populacio totalmente
suscetivel (ja que tomamos S = N na dedugdo acima). Determinar Ry é um dos principais
objetivos da modelagem de epidemias, pois ele € uma medida do quao perigosa é uma doenca.

Vejamos agora uma modificacdo de , onde acrescentamos uma taxa de recrutamento

de individuos suscetiveis (por nascimento ou imigracdo), denotada por A, e uma taxa natural
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de mortalidade, denotada por p.

S =A-— 65\5 —uS
E = B‘S];f —oF — uFE
I'=cF —~I —pul
R =~I — uR
Nesse caso, deduzir uma férmula para Ry é mais complicado do que antes. E aqui que
apresentamos a ideia de matrizes de proxima geracdo, técnica introduzida por Diekmann e
Heesterbeek em (DIEKMANN; HEESTERBEEK; METZ, |1990). O método que apresentamos a
seguir foi descrito em (DRIESSCHE; WATMOUGH, 2002). Uma 6tima referéncia para o leitor
mais interessado é (MARTCHEVA, [2015)).
Comecamos calculando o equilibrio livre de doenca, que refere-se ao caso E =1 =R =10
em . Neste caso, ficamos com
S'=A—uS

e é facil ver que este equilibrio é dado por

A
S = BT =R =0 (2.6)

A ideia é considerar o subsistema de (2.5 formado pelas equacdes que envolvem compar-
timentos da doenca, isto é, E e |. Esse subsistema é
ST
FE =p——0E —uE
N (2.7)
I'=0F —~I —ul
Agora, escrevemos o lado direito do sistema acima como a diferenca entre duas matrizes

da seguinte forma: se

entao escrevemos

' = F(x) — V(x), (2.8)
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onde F(x) é formada apenas pelos termos que conduzem a novas infeccdes e V(z), por sua
vez, é formada pelos termos correspondentes a evolucdo da doenca (de exposto para infectado)

e demais termos. Assim, temos

5L ol + kb
Fa)=| Y| e V@) = . (2.9)
0 —oBE +~I 4+ pl
Agora, calculamos as matrizes jacobianas F' e V' de F e V, respectivamente, no equilibrio

livre de doenca. Isso nos fornece

0 g o+pn 0
F= e V= . (2.10)

0 0 -0 vt
E possivel demonstrar que V' sempre é uma matriz M nio singular (ver (BERMAN; PLEM-
MONS, 1994)), isto &, os elementos fora da diagonal sdo todos n3o-positivos e V' ~! tem todos
0s seus elementos nao-negativos. F' também é, sempre, uma matriz cujos elementos sao nao-
negativos, logo

K =FV~!

é sempre uma matriz n3o-negativa e irredutivel (ver (DIEKMANN; HEESTERBEEK; ROBERTS,
2010))). Nesse caso, o raio espectral de I (que é o maior valor entre os médulos de todos os
seus autovalores) é um autovalor de K pelo Teorema de Perron-Frobenius (ver o Capitulo 3
de (GONDIM, [2017))).

Dessa forma, a matriz K tem sempre um autovalor positivo que é maior que o mddulo
de todos os outros autovalores. Essa matriz é chamada de matriz de préxima geracdo e esse

autovalor fornece Ry. No nosso caso, temos

1 y+p 0

V= , (2.11)

C+tm+m | o 4y

e entao
1 po Blo+p

K=FV'= ( ) (2.12)

(e+mhy+m | 0

Pelo formato da matriz K, fica facil ver que seus autovalores s3o 0 e
Bo

Ry = . 2.13
"o+ + 1) (213)

O Exemplo acima ilustra a utilidade desta técnica, que serd empregada adiante no texto

para estudar modelos mais complicados.
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2.2 AJUSTE DE PARAMETROS E ANALISE DE SENSITIVIDADE

Nesta Secdo, mostraremos como ajustar os parametros de um modelo a dados epidémicos
usando o MATLAB. Para isso, consideraremos o total de infectados por COVID-19 no Brasil
pelos primeiros 30 dias a partir do momento em que o total de infectados tornou-se, pelo
menos, 100 pessoas. De acordo com (WORLDOMETERS, [2020), isso ocorreu no dia 13 de
Marco de 2020. Os dados, também obtidos em (WORLDOMETERS, 2020), estdo apresentados
na Tabela[Il

Tabela 1 — Ndmero cumulativo de casos de COVID-19 no Brasil comecando do primeiro dia com pelo menos
100 casos.

Dia Casos Dia Casos Dia Casos Dia Casos Dia Casos
151 7 640 13 2554 19 5717 25 12,183
151 8 970 14 2985 20 6,880 26 14,034
200 9 1,178 15 3,417 21 8,044 27 16,188
234 10 1,546 16 3,904 22 9,194 28 18,145
346 11 1924 17 4256 23 10,360 29 19,789
529 12 2247 18 4,630 24 11,254 30 20,962

S OB~ W N

Vamos assumir que os periodos médios de laténcia e de remocao sao, respectivamente, 5,1
e 7 dias, como em (EIKENBERRY et al., 2020). O pardmetro 3 serd ajustado por uma rotina de
minimizacdo baseada no método dos minimos quadrados que esta disponivel em (MARTCHEVA,
2015). A rotina minimiza a diferenca entre o nimero cumulativo de casos, dado por I(t)+ R(t)
no modelo (2.1]), e os dados.

Para estimar as condic¢es iniciais, seguimos (GONDIM, 2021). A populacdo total do Brasil
sera arredondada para 209 milhdes de habitantes. Esse niimero sera usado como valor inicial
para o numero de suscetiveis S(0). No dia 13 de Marco de 2020, o niimero de casos ativos
no Brasil era 150 (veja, novamente, (WORLDOMETERS, [2020)), portanto os niimeros iniciais
de infectados e removidos serdo escolhidos como /(0) = 150 e R(0) = 1.

Para o niimero inicial de expostos, usamos o fato de que o periodo de laténcia adotado
é de 5,1 dias, portanto olhamos para o nimero total de casos no sexto dia da Tabela [l e
escolhemos o niimero inicial de expostos como o nimero extra de casos desde o dia 1. Assim,
temos E(0) = 378.

O cédigo, em MATLAB, esta apresentado no Apéndice|A.1.1] Como resultado, o algoritmo
retorna 5 = 0,4854. De acordo com ([2.4)), isso significa que Ry = 3,3978, que é um valor

razoavel para o ndmero reprodutivo basico, conforme (ZHAO et al.,, 2020a; |ALIMOHAMADI;
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TAGHDIR; SEPANDI, 2020). O grafico gerado pelo algoritmo acima, comparando os dados com
a curva ajustada, encontra-se na Figura .

4
25 x10 ‘

15¢

NUmero de casos

05F

0

5 10 15 20 25 30
Tempo em dias

Figura 1 — Grafico gerado pelo algoritmo de minimizac3o.

A sensitividade de Ry com respeito a um parametro p é definida como

ORy
o = rre (2.14)
O objetivo de uma anadlise de sensitividade é determinar quais parametros sdo mais influentes
no resultado do modelo, de forma qualitativa (ver (MARTCHEVA| [2015). Isso pode ser utili-
zado para identificar quais parametros devem ser atacados em estratégias de controle de uma
doenca.

No contexto de uma doenca respiratéria, medidas que afetam a taxa de transmissdo [
sao o distanciamento social, uso de mascaras e etiqueta de higiene pessoal, por exemplo. Por
outro lado, medidas que afetam a taxa de remocdo ~ consistem, por exemplo, em tratamento
com remédios ou isolamento social de pessoas infectadas (ver (CASTILHO, 2006)). J& o é um

parametro que n3o pode ser controlado.

De acordo com ([2.4)), podemos ver que

1 s
Sh o =—eS) =—=.
0 ~y 0 72
A elasticidade de Ry com relacdo a um parametro p, por sua vez, é definida como

p ORy
T = —— 2.1
Ro RO ap ( 5)

Novamente segundo (MARTCHEVA, 2015), este indice indica qual a variagdo percentual em
Ry em relacdo a uma variacdo percentual em p. Tanto a sensitividade quanto a elasticidade

de Ry com respeito a p sdo positivas se Ry aumenta com p e negativas se Ry diminui com p.
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Novamente por (2.4)), é facil perceber que
Th =1leTh =-1

para o modelo (2.1)), ou seja, em valor absoluto, as influéncias de variacbes de v e 5 em R,
s3o as mesmas: um aumento de 1% em [ causa um aumento de 1% em R, enquanto um
aumento de 1% em ~ causa uma diminuicdo de 1% em Ry. Usaremos esses conceitos nos

proximos Capitulos para analisar estratégias de controle ndo-farmacéuticas para a Covid-19.

2.3 PRINCIPIO DO MAXIMO DE PONTRYAGIN

Nesta Secdo, consideraremos um problema de controle étimo em equacdes diferenciais
ordinarias, como forma de introduzir uma técnica que usaremos posteriormente neste texto.
Uma 6tima leitura neste tépico é a referéncia (LENHART; WORKMAN, [2007)), onde a teoria de
controle 6timo esta exposta de forma bastante didatica. Para uma referéncia mais proxima
ao objetivo final desta tese, o leitor pode consultar (JOSHI et al} 2006]), onde problemas de
controle 6timo sdo aplicados a modelos SEIR, e (MACHADO, 2017, onde considera-se um
problema especifico para um modelo de dengue.

Nosso problema consiste em resolver uma equacdo da forma
2(8) = g(t, 2(t), u(t)), (ko) = 7o, (2.16)

onde u(t) é um controle que deve maximizar ou minimizar um certo funcional

Tl = | U (), u(t))dt. (2.17)

0

Uma fungdo u(t) como acima é dita um controle étimo para o problema (2.16)-(2.17).
Uma condicdo necesséria para que exista um controle 6timo u*(¢) para o problema acima
foi desenvolvida por Pontryagin em (PONTRYAGIN, [2018)), no que ficou conhecido como o
Principio do Méximo de Pontryagin.

[Principio do Maximo de Pontryagin| Seja
U=A{u(t):a<u(t) <bty <t <t u(t) é Lebesgue mensuravel}.
e suponha que u*(t) € U é um controle 6timo para o problema

Ju*] = min J[ul,
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sujeito a
a'(t) = g(t, x(t), ut), =x(to) = 0.
Ent3o, existe uma varidvel adjunta A(¢) tal que u* é um ponto critico do Hamiltoniano
H = f(t,x(t),ut)) + At)g(t, 2(t), u(t)).

Além disso, \ satisfaz o problema adjunto

oH
/ = —— e
N(t) = s A(t1) = 0.
Note que
=55
TN

0 que, ao lado do sistema adjunto, justifica H se chamar “Hamiltoniano”. A condicdo A(t1) =
0 acima é chamada de condicdo de transversalidade. Dessa forma, desde que a existéncia
do controle 6timo esteja garantida, o Teorema nos fornece uma receita para calcula-lo.
Vejamos um exemplo, retirado de (LENHART; WORKMAN, 2007)).

Determinar um controle para o problema
2 (t) = z(t) +u(t), =(0)=1

que minimize o funcional

Nesse caso, temos g(t,z(t),u(t)) = x(t) + u(t) e f(t,z(t),u(t)) = 2x(t)> + tu(t)?
portanto o Hamiltoniano é

3 1
H:fa:2+§u2+)\x+)\u.

2
A condicao de optimalidade é que u* seja um ponto critico de H, isto é,
OH
— =0=u"+A=0=u"=-\
au u=u*

Para calcular A, recorremos ao problema adjunto

N=—""=_3z— A
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A matriz dos coeficientes tem autovalores 2 e —1. Calculando os autovetores, podemos
montar a solucdo

x(t) 1 1
= e* 4+ ¢y e

A(t) 1 3

—2t

Para determinar as constantes ¢; e ¢y, usamos as condi¢des inicial (0) = 1 e de transver-

salidade A(1) = 0. Dai,

3e? 1
Cl=—7——F€C=—"""7.
P 3e 41 7 3et 41
Finalmente, como u* = —\, chegamos a solucdo do problema de minimizacao
37t o 1 2t
t) = h
=51 g
3=t o 3 —2t

u*(t)

T3¢ 4410 3e411°

O método exposto acima é naturalmente estendido para problemas de controle 6timo em

varias variaveis. Suponha, por exemplo, que queiramos obter controles étimos w1, ..., U, em
um problema que envolve as variaveis x4, ..., x,, de modo que se tenha
t1
min /t Flt21(8),s o () un(t), - um()), (2.18)
seeydm 0

com
parat=1,...,n.
Uma notacdo vetorial é conveniente. Consideramos, entdo, Z(t) = [zi(t),...,z,(1)],

() = [n(t), - . ., um(®)], To = [T10s - - - s 2n0] € G(t, Z(), T(2)) = [0 (t, Z(), T(2)), - - - , gult, F(), T(£))]-

Assim, (2.18))-(2.19)) podem ser vistas como o problema de determinar

min ; £ 30, @(0)dt (2.20)

u

sujeito a

Z(t) = glt, Z(t

~—

yu(t),  (0) = o, (2.21)

que tém exatamente o mesmo formato do Teorema [2.3] Nesse caso, o Hamiltoniano é

onde X(t) = [M(2), ..., A (t)] (também s3o n varidveis adjuntas, a mesma quantidade de

*

varidveis de estado) e - denota o produto escalar em R". Se @*(t) = [uj(t),...,u’,(t)] € um

r'm
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controle 6timo para ([2.20)) e (2.21)), ent3o o sistema adjunto e as condi¢des de transversalidade

e optimalidade sao, respectivamente,

Aj(t) = —gi Aj(t1) =0, gi = 0 (2.22)
up=uj,
paraj=1,....nek=1,...,m.

Agora, precisamos de critérios que sejam suficientes para garantir a existéncia do controle
6timo. Um exemplo de resultado deste tipo é o Teorema a seguir, indicado em (JOSHI et al.,
2006) e demonstrado em (MACKI; STRAUSS, [2012)).

Considere o problema de controle étimo — em um intervalo [0, 7]. Suponha

que
(i) Existe M > 0 tal que ||Z(t,@)|| < M paratodos @€ U et € [0,T];
(i) f é semicontinua inferiormente;
(iii) O conjunto
{(4°, ) : 37 € U satisfazendo i = §(t, &, 0),y° > f(t,Z,7)}
é convexo para (t, %) € [0,T] x {|]z|| < M}.

Ent3o, existe um controle étimo «* € U.

Finalmente, precisamos de um resultado que garanta a unicidade do controle 6timo, isto
é, precisamos garantir unicidade da solucdo do sistema composto pelas equacdes de estado
e pelas equacBes adjuntas, com as condicGes iniciais e de transversalidade. O Teorema que
apresentamos a seguir encontra-se em (JOSHI et al., 2006]), assim como sua demonstrac3o.

Considere o sistema
33/ = p(tv x, y)

y' =qlt,z,y) : (2.23)
z(0) =z0, y(T)=yr
onder e R", ye R"ep: RXR"XR"™ = R"eq: RxX R"x R™ — R™ sdo continuas,
limitadas e satisfazem uma condicdo de Lipschitz relativamente a e a y, com constante
C > 0. Ent3o as solucGes de s3o Unicas se T for suficientemente pequeno.
Feitas essas importantes observacoes tedricas, vejamos mais um exemplo para fixar as

ideias de controles em vérias variaveis.



26

Considere o sistema o7
S = _5W —u(t)S
SI
B=py -k (2.24)
I'=0F —~I
R ' =~I +u(t)S
Trata-se, portanto, de uma modificacdo do modelo SEIR , onde a funcdo u(t) repre-
senta o percentual de individuos vacinados por unidade de tempo e serd compreendida como

um controle do sistema. Nosso objetivo neste Exemplo sera determinar o sistema adjunto para

(2.26)) que minimize o funcional
T
J:/ (7(t) + Bu*(t)) dt, (2.25)
0

onde T > 0 denota o tempo total da campanha de vacinacao e B > ( é o custo da campanha.
Note que a existéncia do controle 6timo estd garantida pelo Teorema [2.3] uma vez que a
populacdo total é constante, logo a solucdo é limitada, e a funcdo que aparece no integrando
do funcional é continua e convexa.

Note que R sé aparece nas equacOes acima como parte da populacido total N. Assim,

simplificamos o problema, considerando agora o sistema

S = —6?\? —u(t)S

ST
E' =p— —0F
b N (2.26)
I'=0cF —~yI
N =0
com condicdes iniciais
5(0) = So, E(0)=Eo, I(0)=1, N(0)=No. (2.27)

De acordo com o Principio do Maximo de Pontryagin, precisamos considerar o Hamiltoniano

H=1I(t) + Bu(t) + N5 + \PE + M1+ \V N/, (2.28)
onde M\, ME A e AN s3o as variaveis adjuntas, que devem satisfazer as equacdes

OH

/\C/ _ 2
oC

(2.29)
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para C € {S,E,I, N}, isto é,

ST — (B]if + u(t)) S - 51{7AE

A = og\F — oM

I S S S E I (230)
A =—-1 — N7 ==\ A
t8y BN 7
ST ST
)\N/ - _ﬁﬁ)\s + Bﬁ)\E
Ainda temos que considerar as condicdes de transversalidade, que sdo
MN(T) = NE(T) = M(T) = \N(T) = 0. (2.31)

Claramente, (2.26), (2.27)), (2.30) e (2.31)) satisfazem as hipéteses do Teorema [2.3} por-

tanto a unicidade do controle étimo esta garantida, pelo menos para valores pequenos de
T.

Finalmente, a condicdo de optimalidade surge ao resolvermos

0OH

il =0

au U=u* ,
ou seja,

2Bu* — \°S =0,
de modo que
/\S
ut = S (2.32)

2B’

Lembramos que u(t) representa um percentual, portanto
0<u(t) <1.
Novamente por (LENHART; WORKMAN, 2007)), isto é garantido se, ao invés de ([2.32)), consi-

S
u* :min{l,max {O,/\zég}} (2.33)

Voltaremos a utilizar a Teoria de Controle Otimo aplicada a modelos epidemioldgicos no

derarmos

Capitulo 3.
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3 CONTROLE DA COVID-19 EM UMA POPULACAO COM ESTRUTURA ETA-
RIA

Neste Capitulo apresentamos resultados expostos em (CASTILHO et al., [2020)). O objetivo
é averiguar a eficiéncia de politicas de controle para o surto de COVID-19 no Brasil de modo
a oferecer diretrizes referentes a medidas preventivas e estratégias de quarentena que estejam
respaldadas por uma andlise matematica. Apesar de o Brasil ter sido considerado para a analise,

as técnicas e ferramentas poderiam ser facilmente adaptadas para outros contextos.

3.1 O MODELO SEIR COM ESTRUTURA ETARIA

A pandemia de COVID-19 tem apresentado uma proporcdo pequena de jovens entre os
casos reportados (SUN; CHEN; VIBOUD) 2020; TEAM, 2020). Mais geralmente, tem sido obser-
vado que o nimero de casos e o risco de chegar a um caso grave aumentam com a idade
(CEREDA et al., [2020; |SHIM et al., [2020; ZHAO et al, 2020b). Dessa forma, entender o papel da
idade na transmissdo e na severidade da doenca é de extrema importancia para determinar o
impacto provéavel de medidas de controle para diminuir a transmissdo (DAVIES et al., 2020)).

Um modelo SEIR cldssico com a adicao de uma classe de quarentena serd considerado,
como proposto em (JIA et al., 2020). Devido a importéncia da idade na dindmica da COVID-19,
vamos supor que a populacdo tem uma estrutura etaria. O leitor interessado pode consultar
(CASTILLO-CHAVEZ et al, (1989), (INABA| [2006) e (THIEME, |2001) para modelos com estrutura
etaria continua, bem como (ZHOU; FERGOLA| [2004)) e (ZHOU et al [2019)), onde a estrutura

etaria € discreta. Consideraremos trés faixas etarias, as quais estdo descritas na Tabela [2]

Tabela 2 — Faixas etérias para o modelo.

Faixa etaria  Idades Indice
Jovens [0, 20) 1
Adultos [20, 60) 2
Idosos [60, c0) 3

Sejam S;(t), Ei(t), 1;(t), Ri(t) e Q;(t) os nimeros de individuos suscetiveis, expostos,

infecciosos, removidos e em quarentena na faixa etaria 7, respectivamente, no instante t > 0.
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Seja ainda N(t) a populacdo total no instante t. Para i € {1,2,3}, as equacdes sdo

! SZ >
Si=—% > Bigly | = piSi + Qs
=

=|»

(3
E£: : Zﬁijfj —oiLb;
j=1

I = 0,E; — vil;

7

Q; = piS; — A\Q;.

Todos os pardmetros sdo positivos e estdo descritos na Tabela [3] Como estamos interes-
sados em apenas um surto epidémico, o periodo de interesse é pequeno em comparacao com
a escala de tempo demografica, portanto podemos desprezar a dinamica vital do problema
sem alterar as nossas principais conclusdes. Isso faz com que a populacdo total N(t) seja

constante. Como simplificagdo, assumiremos que, tipicamente, f3;; = f3;; para i,j € {1,2,3}.

Tabela 3 — Descricdo dos parametros em ((3.1).

Parametro Descricdo

Di Taxa de entrada em quarentena na faixa etéria 1.

A Taxa de saida de quarentena.

Bij Taxa de transmissdo entre as faixas etdrias i e j.

oj Taxa de saida do periodo de incubacdo na faixa etéria 7.
Yi Taxa de remocdo na faixa etaria i.

Se supusermos que os pardmetros ndo dependem das idades, entdo o modelo ({3.1)) reduz-se

a um modelo SEIR classico com quarentena e sem estrutura etaria

SI
S = —Bo% —pS+AQ |

ST
Elzﬁﬁ—dE’
I'=0E —~I (32)
R =~I
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Se ignorarmos a quarentena, isto é, considerando p = A\ = 0, ent3o voltamos a ({2.1)). Usa-
remos este modelo como ponto de partida para ajustar os parametros do modelo estruturado.
Utilizando o algoritmo de minimizagdo descrito no Apéndice[A.1.2] obtemos, em aproximacdo

de quatro casas decimais, os valores
B =0,8481, o =0,2682, -~ =0,0870. (3.3)

Estes parametros fornecem o melhor ajuste para os dados de infectados no Brasil pelos pri-
meiros 20 dias de surto. Estes dados estdo expostos na Tabela {4/ e foram obtidos em (WORL-

DOMETERS, 2020)).

Tabela 4 — Ndmero de casos ativos de COVID-19 no Brasil pelos primeiros 20 dias de surto.

Dia Casos Dia Casos Dia Casos Dia Casos Dia Casos
1 5 2 9 3 13 25 17 77

6 2 10 8 14 25 18 150
7 2 11 13 15 34 19 150
8 2 12 19 16 52 20 198

1
1
1

A W NN =

Observamos que o modelo deve ser considerado com cautela. A curva I(t) fornecida pelo
modelo SEIR prevé o nimero total de individuos infecciosos (sintomaticos e assintomaticos)
no instante t. Entretanto, para estimar o nimero de internacoes hospitalares, por exemplo, é
necessario conhecer a proporcao entre casos notificados e subnotificados.

Estimativas para as subnotificagdes podem ser encontradas em (RUSSEL, 2020) e a se-
veridade dos casos notificados pode ser obtida em (CENTRO..., 2020b). O nimero de casos
assintoméaticos pode chegar até a 80% dos casos (DAY, 2020). Além disso, a razdo entre
os nimeros de casos notificados e subnotificados pode variar de 1:1 a 1:20 (RUSSEL, 2020)).
Essas incertezas devem ser consideradas quando o modelo for usado para realizar previsGes.
Nossa énfase se concentra, ao invés, em entender mandeiras qualitativamente eficientes de se
controlar a epidemia.

Voltamos ao modelo SEIR com estrutura etaria, mas sem quarentena (ou seja, com
p1 = p2 = p3 = A = 0). Temos que ajustar 12 pardmetros. Para isso, utilizamos o algoritmo
descrito no Apéndice m que utiliza os valores em ([3.3)) como parte do chute inicial. A

distancia entre a curva de infectados

I(t) = Ii(t) + Lx(t) + I5(t)
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e os dados é minimizada. Nesse caso, foi preciso rodar o cédigo duas vezes para obter a

convergéncia. Os resultados sdo mostrados na Tabela |5 e a curva ajustada estd exposta na

Figura[2

Tabela 5 — Parametros ajustados para o modelo SEIR com estrutura etaria.

NUmero de casos

Parametro  Valor Parametro  Valor
Bi 1,76168 o1 0,27300
B2 0,36475 o9 0,58232
B3 1,32468 o3 0,69339
B2 0,63802 7 0,06862
Ba3 0,35958 Yo 0,03317
B33 0,57347 Y3 0,35577

Figura 2 — A curva de infectados ajustada para os parametros da Tabela

3.2 ANALISE DO NUMERO REPRODUTIVO BASICO

Tempo em dias

Nesta Secdo, o niimero reprodutivo basico do modelo (3.1]) serd calculado por meio do

método de préxima geracdo. Reescrevemos o lado direito do subsistema de (3.1)) composto
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pelas equacdes para E. e I}, i € {1,2,3}, como F — V, onde

[ S1(Bulh + Prals + Bisls) | ]
N o1l
So(Bir Ly + Prals + Prsls)
N O'QEQ
Ss(Bi1ly + Prals + Prsls)
O'3E3
F = N , V= ,
0 —o1 By + 7l
0 —0oFy + a1y
0 —0o3k3 + 313

e calculamos as matrizes jacobianas F' e V' de F e V, respectivamente, no equilibrio livre de
doenca.

Como a populacao é suposta constante, entdo o equilibrio livre de doenca é dado por
ST =aN, S5 =cyN, S5 =c3N, onde N é a populagdo total e ¢y, ¢, e c3 sdo as proporcdes de
jovens, adultos e idosos, respectivamente, na populacdo, e todas as outras varidveis de estado
sao iguais a zero. A populacdo brasileira serd arredondada para 200 milhoes de habitantes e,

de acordo com (INSTITUTO...} 2011)), as proporcdes sdo dadas por
cp =0,402, ¢ =0,505, c3=0,093. (3.4)

Com isso, as matrizes F' e V s3o dadas por

0 0 0 cafn abfiz capis o1 0 0O 0 0 0
0 0 0 cofia caffaa Cofos 0 op 0 0 0 0
000 03513 03523 03533 0 0 03 0 0 O
F= L V= (3.5)
0 00 0 0 0 —o; O 0O 7 0 0
0 00 0 0 0 0 —0y 0 0 7 0
0 00 0 0 0 0 0 —o3 0 0 73
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A matriz de préxima geracdo é dada por K = FV !, isto &,

[ cPu afiz abis afu bz s 1

4! V2 V3 71 Y2 V3

caa 2B 02523 02512 02522 02523
M Y2 V3 sl Y2 V3

e3Pz 3Bz e3Pz e3Pz c3fas c3fs3

K = M V2 V3 M V2 V3 (3.6)

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

O nidmero reprodutivo basico é o maior autovalor positivo de K. Devido a estrutura em
blocos dessa matriz, é possivel tentar calcular seus autovalores, mas suas expressoes sao de-
masiadamente complicadas devido ao alto nimero de pardametros. Por isso, a andlise de sen-
sitividade serd calculada numericamente. Com ela, poderemos determinar os efeitos desses
parametros na variacdo de Ry. O cddigo usado pode ser encontrado no Apéndice [A.2| e seus

resultados estdo expostos nas Figuras 3] [4] e 5] a seguir.
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Figura 3 — Ry como funcdo de ~y;. Cada curva tem um dos ;s variando enquanto todos os outros parametros
sdo mantidos fixos.

Seguimos a interpretacdo dos pardametros do modelo SIR classico como variaveis de controle
dadas em (CASTILHO, [2006)). Como comentamos no Capitulo 1, medidas como distanciamento
social, uso de mascaras e lavar as maos tém o efeito de reduzir as taxas [3;;. |dentificar

infectados por meio de testes e checagem de temperatura corporal, por exemplo, e coloca-
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Figura 4 — Ry como funcdo de §;;. Cada curva tem um dos f3;;'s variando enquanto todos os outros parametros

s3o mantidos fixos.
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Figura 5 — Ry como funcdo de f3;;. Cada curva tem um dos f3;;'s variando (i # j) enquanto todos os outros
pardmetros sdo mantidos fixos.

los em quarentena causa um aumento nas taxas de remocao ;. Por outro lado, o; ndo sao

parametros que podem ser controlados, além de nao influenciarem o Ry que calculamos em

9.

Os resultados expostos nas Figuras [3] [4] e 5] podem ser resumidos da seguinte forma:

= Medidas que aumentem ~; sao particularmente eficientes na classe dos jovens. Dessa
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forma, na auséncia de uma quantidade suficiente de testes para toda a populacdo, os

jovens devem ter preferéncia.

Considerando contatos diretos dentro da mesma faixa etéaria, a influéncia dos adultos no
Ry é a mais consideravel, de modo que distanciamento social entre adultos tem o maior

impacto no nimero reprodutivo basico.

Para contatos diretos entre faixas etarias diferentes, encontros entre jovens e adultos

causam uma maior variacao de Rj.
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3.3 OS EFEITOS DE DIFERENTES POLITICAS DE QUARENTENA

Nesta Secdo nés estudamos os impactos de diferentes estratégias de quarentena. A morta-
lidade induzida pela doenca foi levada em conta considerando o nimero de mortes como uma
fracdo da classe de removidos. Percentuais de mortalidade para todas as faixas etdrias foram
estimadas usando os dados de (CENTRO...}, [2020b) (Tabela [6]).

Como mencionado na Secao , I, I, e I3 incluem individuos infectados sintomaticos
e assintomaticos, bem como casos ndo reportados, portanto os percentuais de mortalidade
teriam que ser multiplicados por um fator de 0, 25 (pois apenas 25% dos casos sdo sintomaticos
(DAY| 2020))) e por 1/20 (devido as subnotificacdes (RUSSEL, 2020)). Isso nos deixa com um
fator multiplicativo de ¢ = 0,25 - (1/20) = 0,0125 para estimar o nimero de mortes. No
entanto, trataremos apenas de proporcoes relativas, de modo que o valor real de ¢ nao tera

importancia.

Tabela 6 — Percentuais de mortalidade.

Grupo etario Numero de casos Mortes Percentual

350 1 0,29%
2 9541 36 0,38%
9068 768 8,47%

De posse desses valores, podemos estudar o impacto de uma quarentena com parametros

Aep; ondei € {1,2,3}. Se p é o esforco total de quarentena, entdo assumimos que

p1+p2tp3=p. (3.7)

Consideraremos quatro diferentes escolhas para os p;'s, detalhadas na Tabela[7] A estraté-
gia S1 divide o esforco igualmente entre os trés grupos. A estratégia S2 prioriza um isolamento
mais forte entre os idosos (duas vezes maior do que entre os outros grupos). A estratégia S3
exige o isolamento de jovens e adultos duas vezes mais do que idosos. Finalmente, a estratégia
S4 dobra o esforco de quarentena entre adultos em comparacdao com as outras faixas etarias.
Para verificar a eficiéncia dessas diferentes estratégias de controle, para um esforco total p
fixado, cada estratégia serd analisada para A € {1/30,1/45,1/60}.

A estimativa para o nimero de mortes pode ser feita multiplicando o nimero de removidos
ao final da epidemia em cada uma das trés faixas etarias pelos percentuais de mortalidade

da Tabela [ e pelo fator multiplicativo ¢. Entretanto, devido as incertezas dos pardmetros
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Tabela 7 — Estratégias de quarentena.

Estratégia Escolhas para os p;'s
S1 p1=p/3, p2=p/3, p3 =p/3
S2 p1=p/6, po =p/6, ps = 2p/3
S3 p1=2p/5, p2 = 2p/5, p3 = p/5
54 p1 =p/6, p2 = 2p/3, ps = p/6

e a falta de estimativas para o parametro p, uma abordagem diferente serd considerada.
Arbitrariamente, escolhemos um dos resultados como unidade e calculamos todos os outros
valores proporcionalmente. Os resultados para p = 0,2 estdo disponiveis na Tabela [8] Para

referéncia, o nimero de mortes adotado como unidade foi 2.869.

Tabela 8 — Proporcdo de mortes para cada faixa etéria e para diferentes estratégias e duracdes de quarentena.

A Faixa etaria S1 S2 S3 S4

1 1 102 099 1,03

1/30 2 1,61 1,67 159 147
3 7,20 6,43 7,4 751

Total 9,81 9,12 10,04 10,01

1 095 099 093 101

1/45 2 1561 1,60 147 1,29
3 6,77 575 7,18 7,26

Total 9,23 8,34 958 9,56

1 0,90 096 0,88 0,98

1/60 2 1,41 154 136 114
3 6,38 521 690 7,01

Total 869 771 914 913

Entre as quatro estratégias consideradas, observe que S2 é, de longe, a melhor. Todas as
outras estratégias provocam, no minimo, 7,5% mais mortes. Esta estratégia é a que coloca o
maior esforco na quarentena dos idosos. Poderia-se argumentar, entdo, que o controle étimo
ocorreria se todo o esforco fosse alocado no isolamento dos idosos, sem nenhum isolamento
de jovens nem de adultos. Com nossa terminologia, isso consiste em considerar uma estratégia
S5 definida por p; = ps =0 e p3 = p.

Ha, no entanto, um grave problema com essa estratégia. Devido ao pequeno percentual que
os idosos representam na populacdo, o percentual de pessoas que estdo, de fato, em isolamento
é muito pequeno (menor que 10%). Isso acarretaria um ndmero muito maior de infectados,

como mostra a Figura[6] o que levaria a um grande aumento no ndmero de hospitalizagdes, o
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que causaria um colapso do Sistema de Satde. Portanto, de modo a obter melhores resultados,
o esforco total deve incluir todas as faixas etarias, mas com uma énfase maior nos idosos, ja

que o percentual de mortalidade entre eles é maior.

0.7 T

S5

o o o o o
N w s o (2]
T T T T T
L L L L L

Numero de casos (como percentual da populagéo)

o
[N
T
I

I

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Tempo (em dias)

Figura 6 — Graficos do total de infectados, como percentuais da populac3o total, para as estratégias S2 e Sb.
Os pardmetros de quarentena foram p = 0,2 e A = 1/60.

Também podemos comparar as quatro estratégias graficamente. Seja p;, i{1,2, 3}, o per-

centual de mortalidade da faixa etaria 7, como apresentado na Tabela @ Ent3o
3
D;(t) =Y piRi(t)
i=1

converge para o total de mortes resultantes da estratégia S;, j € {1,2,3,4}. A Figura

mostra os graficos de D;(t) normalizados por

lim D2 (t),

t—o00

produzidos pelas quatro estratégias para diferentes valores de p. Novamente, observe que, em
todos os casos, a estratégia que produz o menor valor no limite (portanto o menor nimero de

mortes) é S2.
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Figura 7 — Gréficos de D, (t) para A =1/60, j € {1,2,3,4}.
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4 CONTROLE OTIMO ESTRUTURADO ETARIAMENTE PARA A COVID-19

Nesse Capitulo apresentamos o conteddo publicado no artigo (GONDIM; MACHADO, 2020),
onde os resultados obtidos no final do Capitulo anterior sdo estendidos no contexto da Teoria

de Controle Otimo.

4.1 DESCRICAO DO PROBLEMA

Partiremos, novamente, do modelo (3.1)). Continuamos considerando as mesmas trés faixas
etarias na populacdo, que ainda é suposta constante em cada faixa etaria. Para facilitar a

leitura, escrevemos o modelo abaixo.

(4.1)
I = oi B — il

R§ =l ,

Note que os parametros de entrada na quarentena agora sdo fun¢des u;(t), i € {1,2,3}.
Estas funcdes indicam a frac3o de suscetiveis de cada faixa etaria que entram em quarentena

por unidade de tempo no instante ¢. A priori, elas devem satisfazer

0<w(t)<1, ie{l,23). (4.2)

No entanto, ndo é natural esperar que uma populacao inteira possa permanecer sob qua-
rentena por um tempo muito longo. Existem trabalhadores essenciais, como profissionais da
salde e da seguranca publica, que ndo podem isolar-se em casa durante estes periodos. Como
a maioria destas pessoas sao adultos, vamos supor que todos os jovens e idosos podem isolar-
se (para idosos, de fato, isto é especialmente importante uma vez que eles representam um

grupo de risco para a pandemia de COVID-19). Assim, vamos relaxar (4.2)) considerando, por
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exemplo,

0 S Ug(t) S Umax -

Avaliar u,. € um dos principais trabalhos das autoridades. Neste Capitulo nés fixaremos

Umax = 0, 9. Isto significa que

0<u(t) <1, 0<us(t)<0,9, 0<us(t)<l. (4.3)

Seja
N;i(t) = Si(t) + Ei(t) + Li(t) + Ri(t) + Qi(t)

a populacido total da faixa etéria i no instante t. Entdo V;(t) é constante para ¢ € {1,2,3}.
Como R;(t) aparece apenas nas outras equacdes como parte de N;(t), vamos substituir as

equacdes de R/(t) pelas de N/(t). Dessa forma, vamos considerar o sistema

5’1{:_7 (Zﬁz] )_ )S+>\sz

o)

I = oi B — il

2\"3

(4.4)

Q/_pl _AQZ ’

N! =0.
Os valores dos pardmetros sdo os mesmos da Tabela [5] Para entender como os ndmeros
de infeccOes e recuperacdes estdo distribuidos entre as trés faixas etérias, nos referimos aos

dados disponiveis em (CENTRO.. .} [2020a)), expostos na Tabela |§]

Tabela 9 — Nameros de casos, mortes e recupera¢des por faixa etaria ((CENTRO...} 2020a)).

Faixa etdria  Casos  Mortes Recuperacoes

1 2.448 7 2.441
2 113.059 891 112.168
3 121.928 17.948 103.980

Total 237.435 18.846 218.589

Para simplificar, admitimos que a diferenca entre os nimeros de casos e de mortes re-

presenta o nimero de recuperados. Isso nao é necessariamente correto, visto que alguns dos
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pacientes que serao considerados recuperados podem ainda continuar infectados, mas usamos
essa abordagem devido a escassez de informacdes relativas as recuperacdes. As respectivas

distribuicGes sao mostradas na Tabela 10}

Tabela 10 — Distribuicdes de infeccdes e recuperacdes por faixa etaria.

Faixa etaria % dos casos % das recuperacdes

1 1,03% 1,12%
2 47,62% 51,31%
3 51,35% 47,57%
Total 100% 100%

De acordo com (WORLDOMETERS, 2020)), em 13 de Maio de 2020, havia um total de
97.575 casos ativos de COVID-19 no Brasil. Apesar de aparentemente haver uma grande
subnotificacdo de casos no pais (RUSSEL, 2020, este sera considerado como o nosso niimero
total de infectados.

Para estimar o nlimero de expostos, usamos os dados de 8 de Maio de 2020, ja que o
periodo médio de incubacdo é de cerca de 5 dias (LAUER et al} 2020). Novamente de acordo
com (WORLDOMETERS, 2020)), neste momento existiam 76.603 casos ativos, o que nos da uma
estimativa de 20.972 casos expostos. Vamos supor, ainda, que esses casos seguem a distribuicdo
etaria da Tabela [10] Finalmente, em 8 de Maio de 2020, havia 65.124 recuperados no Brasil.

Assim, nosso instante inicial consistird de dados de 8 de Maio de 2020 no Brasil. A popu-
lacdo total serd arredondada para 200 milhdes, dividida em 40% de jovens, 50% de adultos
e 10% de idosos. Também suporemos que n3o ha individuos em quarentena quando a simu-
lacdo inicia. Como os nimeros de exposos, infectados e recuperados sdo muito pequenos em
comparacao a populacao total, assumiremos que o nimero inicial de suscetiveis corresponde
a populacdo total de cada faixa etéria respectiva. As condicGes iniciais de todas as variaveis,

arredondadas para os inteiros mais proximos, estao listadas na Tabela [11]

Tabela 11 — CondicGes iniciais.

Classe 1=1 1 =2 1=3
Suscetiveis 80 milhdes 100 milhdes 20 milhdes
Expostos 216 9.987 10.769
Infectados 789 36.478 39.335
Recuperados 729 33.415 30.979

Em quarentena 0 0 0
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4.2 O PROBLEMA DE OTIMIZACAO

Usando o sistema (4.4]), vamos minimizar o funcional

J = /OT 23: (L(t) + Bu(1)) dt. (4.5)

Na férmula acima, T representa a duracdo do periodo de quarentena e os parametros B;

s3o os custos dos controles. Vamos assumir que B; > 0 para i € {1,2,3} e que
By + By + B3 = B, (4.6)

onde B € R é o custo total do controle. Condicdes suficientes para a existéncia de controles
6timos seguem do Teorema |2.3] pois a populacdo total é constante, de modo que a solucao é
limitada e, além disso, a funcdo que aparece no integrando do funcional é continua e convexa.
O Principio do Maximo de Pontryagin estabelece que os controles 6timos sido solucdes do

sistema Hamiltoniano, com Hamiltoniano

H =

-

@
I
—

(L(t) + Bu(t))
(4.7)

w

+ 30 (WISI(8) + APEI() + N T(1) + APQi(1) + AN N/(1)),

i=1

onde A5, AE, M A2 e AN s3o as variaveis adjuntas. Estas variveis satisfazem as equacdes

adjuntas
OH
A = — 4.8
oo (4.
onde i € {1,2,3} e C € {S,E,I1,Q,N}. O sistema adjunto esta detalhado a seguir.
1 3
3= (Z By g) (A = AF) +wit) (AW = A7)
j=1
/\1,E/:O-1()\ZE_)\ZI> ’
)\“——1+1i6~5~(>\5—>\’5)+ ™ (4.9)
i Nj:ljzaj j YiNi .

M =AM =)

1 3 3
A= 7 2 22 PriSkl; (W =)

k=1 j=1
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As variaveis adjuntas também devem satisfazer as condices de transversalidade
M (T) = N(T) = N(T) = A2(T) = AN (T) = 0, (4.10)

para i € {1,2,3}.

Finalmente, as condicdes de optimalidade aparecem quando resolvemos

OH

Isso nos fornece
(A = A?) s;

U = 3B, (4.12)
Como estamos considerando controles limitados (devido a (4.3))), os u; serdo calculados
usando
uf = min{ ', ,max{ 0 M (4.13)
i max’ ; 2B, ;
ondeul =wud =1leu?, =009

A unicidade dos controles étimos (para valores suficientemente pequenos de T') é garantida
pelo Teorema [2.3] As solu¢cBes numéricas dos sistemas e podem ser encontradas
usando o método de varredura frente-tras.

Novamente seguindo (LENHART; WORKMAN| 2007]), descrevemos o algoritmo a seguir (em
uma dimensdo). Suponha que o intervalo [ty, 1] foi particionado, de modo que as variaveis de

estado e adjunta = e \ foram discretizadas para =1, x2, ..., Tni1 € A1, Ao, oo, Anat-

Passo 1 Faca um chute inicial para o controle u no intervalo. Normalmente, escolher u = 0

funciona.

Passo 2 Usando a condicdo inicial z(tg) = 1, a equacdo de estado e os valores de u, resolva

para x progressivamente no tempo.

Passo 3 Usando a condicdo de transversalidade A(t;) = Ay.y1, os valores de u e = e a equacdo

adjunta, resolva para A regressivamente no tempo.
Passo 4 Atualize u utilizando os valores calculados para x e A e a condicao de optimalidade.

Passo 5 Se os valores de u da iteracdo atual e da anterior estiverem suficientemente préximos,

entdo o valor atual é tomado como o controle 6timo. Caso contrario, voltamos ao Passo

2.
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Note que o controle u também ¢é discretizado na particdo do intervalo [to,?;]. Para o

Passo 5, costumamos considerar a norma ¢! para medir a proximidade entre a iteraco atual

e a anterior. Dessa forma, se @ = [uy,...,uny1] é o controle na iteracdo atual e oldu =
[olduy, . ..,olduy1] é o controle na iteracdo anterior, usaremos
~ N+1
@ — oldul| = > |u; — olduyl|.
i=1

Se 0 é a tolerdncia escolhida para o erro relativo, entdo

Para contornar a possibilidade de controles nulos, reescrevemos a expressao acima como
o||dl|| — ||u — oldul|| > 0.

Em termos da discretizacdo, a ultima desigualdade torna-se

N+1 N+1
) Z lu;| — Z |u; — oldu;| > 0. (4.14)
i=1 i=1

Também faremos a imposicdo acima para = e A. As solucdes numéricas para as equacdes
de estado e adjunta sao calculadas usando o método de Runge-Kutta de quarta ordem, por

exemplo. O cédigo em MATLAB usado para as simulacdes esta disponivel no Apéndice [A.3]

4.3 COMPARACAO DE CONTROLES OTIMOS PARA DIFERENTES CUSTOS

Quarentenas e lockdowns n3o estdo relacionados apenas com saide publica, uma vez que
ha varias questdes econdmicas envolvidas, por exemplo. Dessa forma, uma atencao especial
deve ser dada aos custos de controle representados pelas constantes B;. Esses nimeros refletem
quanto a populacdo de cada faixa etéria é capaz de lidar com a quarentena. Pequenos valores
de B; indicam que a populacao consegue sustentar uma quarentena mais rigida sem muitos
efeitos colaterais econémicos. Isto ndo é possivel, por outro lado, para valores mais elevados
de B;.

Ja que o maior impacto econdmico de quarentenas ocorre com os adultos (pois estes
formam quase toda a populacdo economicamente ativa), vamos supor que By é o maior entre
os trés valores. Como o isolamento de jovens acarreta o fechamento de escolas, este impacto

torna B; o segundo maior valor, ainda que bem menor que B.
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Como o custo total B é dividido entre as trés faixas etarias determina a forma dos controles
6timos. Para estudar esta relacdo, fixamos B = 5.000, com By € [3.600,4.600] e B; €
[10,110]. Para nossas simulacdes, consideramos By € {3.600 + 50k : 0 < k < 20} e B; €
{1045k : 0 < k < 20}. Assim, 441 distribuicSes diferentes para o custo total serdo analisadas
para cada duracdo de quarentena.

Nosso objetivo agora é comparar estas distribuicdes investigando o nimero de mortes
causadas pela pandemia ao final da quarentena para cada uma delas. Como em ((CASTILHO
et al., 2020) e no Capitulo anterior, as mortes serdo calculadas como uma fracdo da classe
de removidos, ja que nao ha uma mortalidade induzida pela doenca em nosso modelo. Pela
Tabela [9] podemos calcular os percentuais de mortalidade pi;, ps e pg referentes as faixas

etarias 1, 2 e 3, respectivamente. Os resultados s3o

7 891 17.948
= 0,003, 2 = 333725 = 0,008, ps = ooog

5 148 0,147 (4.15)

M1

Sejam D(bg, bs,t) e R;(by, b3, t), i € {1,2,3}, os nimeros cumulativos de mortes resul-
tantes da doenca e de individuos removidos no problema de controle étimo para a faixa etéria
1, respectivamente, no instante ¢, para a distribuicao de custo com By = by, e B3 = b3. Pela

nossa discussao acima, podemos escrever
D(bg, bg, t) = ,ulRl (bg, b3, t) + /LQRQ(Z)Q, b3, t) + Mde(bQ, bg, t) (416)

A Figura (8| exibe graficos de D(By, B3, T) como funcdes de By e Bs. Devido a incerteza
associada aos parametros e ao elevado nimero de casos subnotificados, nao mostramos os
ndmeros brutos de D(B,, Bs,T') para as 441 distribuicdes. A abordagem que tomamos, ao
invés, é de escolher o menor valor para cada duracdo de quarentena como a unidade e calcular
todos os outros valores proporcionalmente, assim como fizemos no Capitulo anterior.

Novamente segundo (RUSSEL, 2020)), a razdo de casos notificados para subnotificados varia
de 1:1 a 1:20, o que introduz um fator multiplicativo nos niimeros de individuos expostos,
infectados e removidos que, assim como antes, é cancelado.

Observe que, em todos os trés casos, a distribuicio com o menor nimero de mortes é
By = 13.90, B, = 3.600 e By = 10. Para verificar como as quarentenas é6timas reduzem
os nimeros de mortes para esta distribuicdo de custos, seja D(t) o niimero cumulativo de
mortes para o modelo sem quarentena. Na Figura |§] exibimos graficos de D(t) dividido por
D(3600,10,7") para T igual a 30, 45 e 60 dias. Ao final da quarentena, os controles 6timos

reduzem os nimeros de mortes em 286, 439 e 461 vezes, respectivamente.
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T = 60 days

1.003 1.005 1.006

1.004

1.002 1.004
1.003

1.002
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1.001
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B3 3800 B3 3800

0 3600 B2 B3

Figura 8 — Gréficos de D(Bs, B3, T) como funcio de By e B3 para duracdes de quarentena de 30, 45 e 60

dias.
300 T =30 days T =45 days T =60 days
400 400
200 300 300
200 200
100
100 100
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0 10 20 30 0 20 40 0 20 40 60
Time in days Time in days Time in days

Figura 9 — Gréficos de D(t)/D(3600,10,T) para diferentes dura¢des de quarentena.

A Figura [10] mostra os graficos dos controles étimos u;(t), us(t) e us(t) para esta dis-
tribuicdo de custos. Uma propriedade interessante desses graficos é que eles fornecem um
“calendério 6timo"” de quando as medidas de isolamento devem comecar a ser relaxadas. Este

calendério é apresentado na Tabela [12]

1 T =30 days 1 T =45 days 1 T =60 days
0.8 0.8 0.8
~ 06 ~ 06 ~ 06
> 04 04 Z 04
ul ul ul
0.2 u2 0.2 u2 0.2 u2
u3 u3 u3d
0 0 0
0 10 20 30 0 10 20 30 40 20 40 60
Time in days Time in days Time in days

Figura 10 — Os controles 6timos para By = 1.390, By = 3.600 e B3 = 10 para diferentes duracdes de
quarentena.

E importante observar que os idosos ndo correspondem ao Unico grupo de risco para
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Tabela 12 — Quanto tempo leva até o relaxamento.

Faixaetaria T =30 T =45 T =60

1 16 dias 18 dias 14 dias
12 dias 13 dias 11 dias
3 25 dias 39 dias 52 dias

a pandemia de COVID-19, j& que pessoas com comorbidades como obesidade, diabetes e
hipertensdo também apresentam uma chance maior de desenvolver complicacdes oriundas
da doenca, apesar de esses fatores ndo terem sido considerados no nosso modelo. Assim,
enfatizamos que quarentenas para esses individuos também devem seguir o calendario de
relaxamento para os idosos, qualquer que seja a sua faixa etaria.

Agora investigamos como a duracdo da quarentena influencia sua efetividade analisado
graficos do total de infeccoes em funcdo do tempo para a distribuicdo de custos dada por

By =1.390, By = 3.600 e B3 = 10 na Figura |11}

4 T=30 4 T=45 4 T=60
10 x10 10 x 10 10 x10
[} 0 0
(] [} [}
< @ g 8
o 9 o 8 o
t o o 6
S 8 2 6 3
£ S E 4
> > >
z =z =z
7 4 2
0 10 20 30 0 20 40 0 50
Time in days Time in days Time in days

Figura 11 — Curvas de casos para quarentenas de 30, 45 e 60 dias e distribuicdo de custos B; = 1.390,
By = 3.600, B3 = 10.

As trés curvas atingem seus minimos aproximadamente ao mesmo tempo que os controles
chegam a zero. Para quarentenas de 45 e 60 dias o nimero de casos no final é, de fato, muito
menor do que era no inicio. Entretanto, isso nao ocorre para a quarentena mais curta.

Isso mostra que quarentenas nao podem ser curtas demais, caso contrario a situacdo ao
seu final pode ser ainda pior do que era originalmente. Além disso, o nimero de casos comeca
a aumentar préximo ao final dos periodos em todos os trés casos considerados. Isso ocorre
porque os controles atingem o valor zero um pouco antes do final do intervalo analisado.

Para finalizar esta Sec3do, analisamos como as condicdes iniciais afetam os controles étimos.
Podemos interpretar isso como uma forma de avaliar o que acontece caso se demore muito

para implementar medidas de isolamento obrigatério. Faremos isso considerando condicoes
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iniciais de expostos, infectados e recuperados duas e quatro vezes maiors que seus valores
originais. Em 13 de Maio de 2020, o nimero de casos ativos no Brasil dobrava a cada 10 dias
(WORLDOMETERS, [2020)), entdo isso significa esperar 10 ou 20 dias, respectivamente, para
iniciar a quarentena. Nos graficos das Figuras[12]e[I3] consideramos a distribuicdo B; = 1.390,
By = 3.600 e B3 = 10 com condicdes iniciais duas e quatro vezes maiores do que seus valores
originais, respectivamente. A condicao inicial de suscetiveis ndo sera alterada, visto que os
valores iniciais das outras varidveis continuam despreziveis em comparacdo com a populacio

total. Essas Figuras fornecem caledarios de relaxamento diferente, que estdo descritos nas

Tabelas [13] e [14]

T =30 days 1 T =45 days 1 T =60 days
£ o5 € o5 € o5
5 =} 5
ul ul ul
u2 u2 u2
u3 u3 u3
0 0 0
0 10 20 30 0 20 40 0 20 40 60
Time in days Time in days Time in days

Figura 12 — Gréaficos dos controles étimos para diferentes duracdes de quarentena. Condicdes iniciais de ex-
postos, infectados e removidos sdo multiplicadas por dois.

1 T =30 days 1 T =45 days 1 T =60 days
£ 05 £ 05 € o5
> =] =]
ul ul ul
u2 u2 &47 u2
u3 u3 u3
0 0 0 L
0 10 20 30 0 20 40 0 20 40 60
Time in days Time in days Time in days

Figura 13 — Gréficos dos controles étimos para diferentes duracdes de quarentena. Condicdes iniciais de ex-
postos, infectados e removidos sdo multiplicadas por quatro.

Uma comparagdo das Tabelas [12] [I3] e [I4] mostra que as quarentenas precisam ser muito

mais estritas caso haja um atraso em suas implementacdes. Além disso, como fizemos com a
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Tabela 13 — Tempo até o relaxamento para B; = 1.390, By, =
expostos, infectados e removidos sao multiplicadas por dois.

3.600 e B3

Faixa etaria T'=30 T =45 T =60
20 dias 27 dias 28 dias
19 dias 24 dias 26 dias
25 dias 40 dias 54 dias

= 10. Condicdes iniciais de

Tabela 14 — Tempo até o relaxamento para B; = 1.390, B, = 3.600 e B3 = 10. Condic8es iniciais de
expostos, infectados e removidos sdo multiplicadas por quatro.

Faixa etédria T'=30 T =45 T =60
23 dias 33 dias 39 dias
23 dias 32 dias 38 dias
25 dias 40 dias 55 dias

Figura [9] consideramos a redugdo nos niimeros de mortes no final da quarentena na Figura

14

T =30 days T =45 days T =60 days
300 500 500
Same IC Same IC Same IC
2%1C 400 2%1C 400 2% 1C ]
200 4x1C 4xIC ax1c
300 300
200 200
100
100 100
0 0 0
0 10 20 30 0 20 40 0 20 40 60
Time in days Time in days Time in days

Figura 14 — Gréficos de D(t)/D(3600,10,T) para diferentes duracdes de quarentena e condi¢Bes iniciais de
expostos, infectados e removidos.

Os graficos mostram que:

1. Para quarentenas de 30 dias, os controles 6timos reduzem os nimeros de mortes em
170 e 95 vezes quando as condicdes iniciais de expostos, infectados e removidos sao
dobradas e quadruplicadas, respectivamente, ao invés de reduzir em 286 vezes como

antes.

2. Para quarentenas de 45 dias, as reducdes sao de 224 e 114 vezes quando as condicdes

iniciais s3o dobradas e quadruplicadas, respectivamente, ao invés de 439 vezes.



51

3. Para quarentenas de 60 dias, a reducao é em 234 vezes e 119 vezes quando as condicoes

iniciais sdo dobradas e quadruplicadas, respectivamente, ao invés de 462 vezes.

Dessa forma, quanto maior a demora para o inicio das politicas de isolamento obrigatério,

menos efetivas elas s3o.
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5 PREVENCAO DE UMA EPIDEMIA POR MEIO DO USO DE MASCARAS

Neste Capitulo os resultados encontrados em (GONDIM, 2021) s3o expostos. O objetivo do
Capitulo é encontrar condicdes suficientes para que um surto epidémico de uma doenca como

a COVID-19 seja evitado apenas por uso de mascaras pela grande maioria da populacdo.

5.1 ESTRUTURA DO MODELO

Considere uma populacao N dividida em individuos que usam mascaras, denotados por
N, e em individuos que n3o usam, denotados por N,,. Seja p(t) o percentual da populagdo

que usa mascara em publico no instante ¢ > 0, entao
N (t) = p(O)N(t), Nu(t) = (1 —p(t))N(t). (5.1)

Tanto N,, quando NN, sao divididas em quatro classes epidemiolégicas, que consistem em
individuos suscetiveis, expostos, infectados e removidos, denotados por S,, € S,,., E,, e E,,., I,
el,, e R, and R,,, respectivamente. Como o modelo vai considerar apenas um curto intervalo
de tempo em comparacdo com a escala de tempo demografica, os parametros vitais ndo serdo

incluidos nas equacdes., de modo que a populacdo total serad suposta constante, isto é,
N(t) = N. (5.2)

Seja r um fator multiplicativo para a taxa de transmissdo (5 que leva em consideracdo a
reducao na probabilidade de contagio como consequéncia de uma pessoa usar mascara em
um encontro entre um individuo suscetivel e um infectado. Vamos assumir que esta reducao
ndo depende de qual dos dois individuos usa a mascara. Quando apenas um deles estad com a
mascara durante o contato, admitimos que a nova taxa de transmissao é r3. Analogamente,
quando ambos os individuos usam mascara durante o contato, entdo a taxa de transmissao
passa a ser r23. Existem, ent3o, quatro formas com que contagios podem ocorrer, as quais
estdo descritas na Tabela [15

Vamos, ainda, admitir que p(t) = p é constante. Isso é feito porque nosso objetivo é
verificar se o uso de mascaras pode, por si sO, evitar um surto epidémico, por isso supomos
que um percentual constante da populacdo é adepta ao uso de mascaras em publico inclusive

em cenarios nao-pandémicos. Isso é comum em paises que lidaram com epidemias de doencas



53

Tabela 15 — Possibilidades de transmiss3o.

Suscetivel Infectado Termo de transmiss3o

S . 35,1,
881,
Sh I,
rB8 I,
S, I,
258
T m+m

respiratdrias no passado (...} ). Portanto, N,,(t) e N,,(t) também serdo constantes e 0 nosso

modelo pode ser escrito como

BSn

S
S = _TﬁN (I, +rl,) ,
B = 5;3” (I, +r1,) — 0B, ,
S
E = TBN (I, +rl,) —ocE, ,
(5.3)
IT'l =oFk, -1, ,

Il =0E, — vl ,
R;L = 'V[n )
R, =~I,.

Os parametros o e v denotam as taxas de saida das classes de expostos e de infectados,
respectivamente. Tipicamente, assumimos que 0 = 1/T, e v = 1/T;, onde T, e T; sdo os

periodos médios de laténcia e de infeccdo, respectivamente.

5.2 O NUMERO REPRODUTIVO BASICO E ALGUMAS CONSEQUENCIAS

Nesta Sec3o, o nimero reprodutivo basico, Ry, é calculado para o modelo ((5.3)). Isso sera

feito, novamente, por uma abordagem de proxima geracao. R, é dado pelo raio espectral de
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K = FV~! onde

00 B(1-p) Br(l-p)
0 0 Brp Brip
F =
00 0 0
00 0 0
e
o 0 0 0
0 c 0 0
V =
-0 0 ~+ 0
0 —o 0 v

Dessa forma, K = FV 1 é

B(1—p) rB(1-p) B(l-p) rB(1-p)

Y 7 Y
rp rPp rBp

K = Y Y Y
0 0 0

0 0 0

v
r2Bp

Devido a estrutura de blocos dessa matriz, os autovalores de K s3o, exatamente, os

autovalores de

B(1—p) rB(1—p)

Ky = v Y
rBp r?Bp
8 8
Claramente vé-se que o traco e o determinante de Ky, sao
s

— (1—p—|—r2p) e 0,
~
respectivamente, portanto seus autovalores sao 0 e

Ro :RD [1 —p(l —Tz)} s

onde
.
~y

(5.4)

(5.5)

é o niimero reprodutivo basico de um modelo SEIR padrdo sem dinamica vital, conforme vimos

em ([2.4)). Observe que o modelo ([5.3)) se reduz para o modelo SEIR padrdo se p = 0 (ninguém
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usa mascaras em publico) ou r = 1 (as mascaras ndo oferecem nenhuma protecdo contra a
doenca).

Vamos procurar condices que devam ser satisfeitas pelo par (r,p) para que tenhamos
Ry < 1. Observe que, para r € [0, 1] fixo, Ry é uma funcdo decrescente de p (veja a Figura

[15]). Para p = 0, temos Ry = Ry, e para p = 1, temos Ry = Ry, onde

Rl = RO : 7’2. (56)

L L L L L L L

p

Figura 15 — Gréfico de Ry como funcdo de p.

Vamos supor que Ry > 1. Dessa forma, a Figura mostra, claramente, que é possivel
encontrar valores de p para os quais se tenha Ry < 1 se e somente se Ry < 1, isto é, se e

somente se
1

VRo

Ademais, existe um valor critico p* tal que Ry(p*) = 1, logo Ry(p) < 1 se e somente se

r <

(5.7)

p > p*. Resolvendo Ry =1 em ((5.4)), é possivel ver que

1 1
t = 1——=. 5.8
b 1—7”2< Ro) ( )

O valor de p* corresponde ao percentual critico da populacdo que deve usar mascaras
em publico para que o surto epidémico seja evitado. No caso extremo em que r = 0, ou
seja, as mascaras sdo ideais e evitam a contaminacdo de seus usuarios, o que equivale a uma

imunizacdo, (j5.8) torna-se
(5.9)

o que coincide com o limiar usual de imunidade de rebanho. (FINE; EAMES; HEYMANN, 2011)).
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5.3 AJUSTE DE PARAMETROS E RESULTADOS NUMERICOS

Nesta Secdo nds coletamos dados de Estados Unidos, Brasil e Italia para usar como es-
tudos de caso para os resultados da Secdo anterior. O intervalo de tempo em consideracdo
corresponde aos primeiros 30 dias apds o nimero cumulativo de casos em cada pais atingir
100, o que aconteceu em 2 de Marco, 13 de Marco e 23 de Fevereiro nos Estados Unidos,

no Brasil e na Italia, respectivamente. Os dados, obtidos em (WORLDOMETERS, 2020), estdo
exposos nas Tabelas [16] [17] e [18]

Tabela 16 — Casos cumulativos nos EUA a partir do primeiro dia com pelo menos 100 casos.

a Casos Dia Casos

Dia Casos Dia Casos Dia Casos D
100 7 541 13 2774 19 19.608 25 86.668
124 8 704 14 3622 20 24498 26 105.584
158 9 994 15 4611 21 33946 27 125.250
221 10 1301 16 6.366 22 44325 28 145.526
319 11 1631 17 9333 23 55579 29 168.835
435 12 2185 18 13935 24 69.136 30 194.127

S OB W NN =

Tabela 17 — Casos cumulativos no Brasil a partir do primeiro dia com pelo menos 100 casos.

Dia Casos Dia Casos Dia Casos Dia Casos Dia Casos
151 7 640 13 2554 19 5717 25 12.183
151 8 970 14 2985 20 6.880 26 14.034
200 9 1178 15 3417 21 8.044 27 16.188
234 10 1546 16 3904 22 9.194 28 18.145
346 11 1924 17 4256 23 10.360 29 19.789
529 12 2247 18 4.630 24 11.254 30 20.962

S OB W N

Tabela 18 — Casos cumulativo na Italia a partir do primeiro dia com pelo menos 100 casos.

Dia Casos Dia Casos Dia Casos Dia Casos Dia Casos
157 7 1128 13 4639 19 15122 25 35732
229 8 1702 14 5886 20 17.670 26 41.056
323 9 2038 15 7.380 21 21.169 27 47.044
470 10 2504 16 9.179 22 24762 28 53.598
655 11 3.092 17 10.156 23 27.997 29 59.158
889 12 3.861 18 12469 24 31524 30 63.941

S 1AW N

Assumimos que os periodos médios de laténcia e de recuperacdo sdo de 5,1 e 7 dias,
respectivamente, como em (EIKENBERRY et al., [2020). O pardmetro 3 é ajustado usando o

algoritmo de minimizac3o descrito na Secdo [2.2]



57

As populacbes totais de Estados Unidos, Brasil e Itdlia serdao arredondadas para 331,
209 e 60 milhoes de habitantes, respectivamente. Esses niimeros serdao considerados como as
populacdes iniciais de suscetiveis em cada pais. No primeiro dia de cada conjunto de dados, os
nimeros de casos ativos (segundo (WORLDOMETERS, 2020)) eram 85, 150 e 152 para EUA,
Brasil e Italia, respectivamente, portanto as condicdes iniciais de infectados e removidos serao
tomadas, respectivamente, como 85 e 15 para os EUA, 150 e 1 para o Brasil e 152 e 5 para
a Italia.

Para os valores iniciais de individuos expostos, usamos o fato de que o periodo de laténcia
é tomado como 5,1 (a mesma ideia que usamos no Capitulo anterior). Assim, consideramos
o numero de casos no sexto dia de cada conjunto de dados e usamos como nimero inicial de
expostos os casos novos desde o primeiro dia. Desse modo, os nlimeros sao 335 nos EUA, 378

no Brasil e 732 na Itdlia. Um resumo das condicOes iniciais para cada pais é apresentado na

Tabela [19

Tabela 19 — CondicGes iniciais para o ajuste de f3.

Pais S(0) E(0) 1(0) R(0)
EUA 331 milhdes 335 85 15
Brasil 209 milhdes 378 150 1
Itdlia 60 milhdes 732 152 5

Comecando com uma tentativa inicial de 5 = 0, 5, os valores ajustados para [ sao, entdo,

Bus = 0,8577, PBpr=0,4854, B =0,5809. (5.10)

Usando ([5.5]), podemos calcular o valor de R para cada pais. Os resultados encontram-se

na Tabela 20

Tabela 20 — Ndmero reprodutivo basico em cada pais no modelo SEIR padrao.

Pais Ro

EUA  6,0039
Brasil 3,3978
Italia 4,0663

De acordo com (|CHU et al, [2020)), quando ambos os individuos usam uma mascara em um
encontro suscetivel-infectado, hd uma reducdo média de 82,18% na probabilidade de trans-
miss3o. Dessa forma, temos

r?=1-0,8218 =0, 1782,
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portanto r = 0,4221. Assim, o resultado de uma pessoa usar mascara quando tem um contato
préximo com outro individuo é uma reducdo de cerca de 58% no coeficiente de transmiss3o.
Reescrevendo ((5.7]), vemos que o surto epidémico poderia ter sido evitado devido ao uso

generalizado de mascaras em publico se
1
Ro < — ~5,6117.
r

Conforme a Tabela[20] a crise de COVID-19 poderia ter sido evitada no Brasil e na Itélia e, de
acordo com ((5.8)), isso seria possivel se pelo menos 85,87% e 91,76% de todos os individuos
usassem mascaras em publico, respectivamente.

Por outro lado, a Tabela indica que o surto de COVID-19 nos Estados Unidos ndo
poderia ter sido evitado dessa forma, mas o nimero reprodutivo basico poderia ser reduzido
de Rg = 6,0039 para Ry = 1,0699, de modo que uma combinacdo com outras medidas de
controle como distanciamento social, quarentenas e rastreamento de infectados poderia ser
capaz de prevenir a epidemia no pais.

Além disso, podemos calcular a elasticidade de Ry com relacao a p, dada por

ORy p

THo — L 5.11
e (5.11)
Por (5.4)) e (5.11)), temos
1— 2 2pr?
TH — _p(—T)Q, Tho—1, Th=_1, Th-= Lz. (5.12)
1 —p(1—1r2) 1—p(l—r?)

Graficos de Tfo e T2 como funcdes de p sdo mostrados na Figura . Eles mostram que
Ry se torna bastante sensivel a variacdes de p para valores maiores deste parametro, de modo
que mesmo que a maior parte de uma comunidade ja tenha aderido ao uso de mascaras em
publico, pequenos incrementos em p poderiam contribuir enormemente com o controle de um
novo surto epidémico. Os graficos mostram também que os valores absolutos das elasticidades
tornam-se maiores que 1 (que é o mddulo da elasticidade de Ry com relacdo a 5 e a «y) para p
suficientemente préximo de 1, mostrando que p e r sdo os parametros com relacdo aos quais
Ry é mais sensivel quando uma parcela suficientemente grande da populacdo usa mascaras
em publico.

Agora analisamos o efeito de variacdes em p sobre o niimero de infectados por COVID-19

no caso dos EUA. Uma comparacdo da curva total de infectados

L,(t) + I, (t),
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Figura 16 — Graficos das elasticidades de Ry com relacdo a p e  como funcdes de p.

normalizada pela populacdo total e com condicdes iniciais

Sn(0) = (1 —p)N, (5.13)
1,(0) = 0, |

onde N = 331 milhC~~ ~=+% ~-k
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Figura 17 — Gréficos das curvas de infectados para diferentes valores de p no modelo (|5.3]) para o caso dos
EUA.

Como comparacao, os graficos das curvas de infectados para diferentes valores de p estdo
na Figura [19| para os casos de Brasil e Italia. Esses graficos exibem o chamado “achatamento
da curva". Este fendbmeno também é observado na Figura 18] a qual mostra que, no periodo
de um ano, tanto o maximo da curva quanto o instante em que ele ocorre estabilizam a partir
de p =~ 0.86. Para esses valores de p, graficos como os da Figura [17] atingiriam seu pico ap6s
um ano, de modo que podemos dizer que a doenca estaria, essencialmente, controlada nos

Estados Unidos. A Figura |19 mostra que isso ocorre no Brasil e na Italia para valores menores
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de p, o que é esperado, visto que nesses paises mostramos que o surto poderia ser evitado

pelos métodos propostos neste Capitulo.

Maximum
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Figura 18 — Graficos do maximo da curva de infectados e do instante em que o maximo é atingido como

funcSes de p no caso dos EUA.
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Figura 19 — Gréficos das curvas de infectados para diferentes valores de p no modelo ([5.3)) nos casos do Brasil

(esquerda) e da ltalia (direita).
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nos ultimos trés Capitulos desta Tese, apresentamos trés trabalhos relacionados a pande-
mia de COVID-19, desenvolvidos ao longo do ano de 2020. No Captitulo 2, um modelo SEIR
com estrutura etaria e uma classe de quarentena foi introduzido. Trés faixas etarias foram
consideradas, consistindo de jovens, adultos e idosos. Os pardmetros do sistema foram ajus-
tados a partir de um algoritmo baseado no método dos minimos quadrados e os impactos dos
parametros p e A, associados a quarentena, foram estudados.

O ndmero reprodutivo basico foi calculado usando um método de préxima geracdo, e a

sua dependéncia com respeito aos parametros foi analisada. Nossos resultados mostraram que

» A classe de jovens é a mais sensivel a medidas de triagem. Essas medidas devem ser

preferencialmente enfatizadas nessa classe.

= Considerando contatos diretos dentro de uma mesma faixa etaria, a classe de adultos é
a mais sensivel. Desse modo, isolamento social entre adultos tem um grande impacto

sobre Rj.

» Para contatos diretos entre diferentes faixas etarias, a transmissado entre jovens e adultos

tem o maior impacto sobre Rj.

Finalmente, estudamos o impacto de campanhas orientadas etariamente considerando dife-
rentes estratégias e valores para o esforco total da campanha, representado por p. Este esforco
deve ser concentrado no isolamento de idosos, mas ndo de forma desproporcional com respeito
as outras faixas etarias, ja que dedicar todo o esforco apenas ao isolamento de idosos provoca
um ndmero muito maior de infectados simultaneos, o que é uma forte ameaca a integridade
do sistema de saude.

A divisdo do esforco de quarentena entre as faixas etarias foi melhor analisada no Capitulo 3,
no qual os parametros de entrada na quarentena foram pensados como controles do sistema, e
procuramos pelos controles étimos usando o Principio do Maximo de Pontryagin. Apos escrever
o sistema de optimalidade, calculamos esses controles étimos numericamente e analisamos
como alguns dos parametros influenciam os resultados.

Esses parametros representam as dificeis escolhas que devem ser feitas pelas autoridades,

como decidir quantos trabalhadores essenciais poderdo continuar circulando, estimar os im-
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pactos econdmicos das medidas e até mesmo em que momento inicid-las. A medida que essas
escolhas s3o feitas, os controles 6timos fornecem diretrizes de como se deve proceder.

Um custo total de controle foi distribuido entre as trés faixas etarias de 441 maneiras. A
ditribuicdo com os melhores resultados com respeitos as mortes durante a quarentena forneceu
um calendério de quando comecar o relaxamento das medidas (para quarentenas de 30, 45 e

60 dias, respectivamente):

» Para os jovens, a data de relaxamento foi o 16%, o 18° ou o 14° dia.
= Para os adultos, o relaxamento iniciou no 12°, no 13° ou no 11° dia.

= Para os idosos, iniciou no 25°, no 39° ou no 52° dia.

Os controles 6timos que induzem este calendario produzem uma reducdo no ndmero de
mortes de 286, 439 e 462 vezes, respectivamente, em comparacdo com o mesmo periodo mas
sem quarentena. Entretanto, nos trés casos o nimero de infectados atinge um minimo local
logo antes do final da simulacdo, portanto no momento em que a quarentena ¢ finalizada, os
casos estavam aumentando novamente, tornando-se até maiores que os valores originais para
a menor duracdo que consideramos. Isto mostra que as quarentenas nao sao eficientes se nao
forem longas o suficiente.

Também mostramos que esperar muito para iniciar as quarentenas torna o periodo até o
relaxamento mais longo. Isso também resultou em uma perda de eficiéncia, ja que a reducdo
em mortes devido a quarentena (em comparacdo com o cendrio em que nada é feito) diminuiu
a medida que o niimero de casos iniciais aumentou.

Nosso modelo usou dados do Brasil como condicGes iniciais e no ajuste de parametros. O
Brasil é um pais muito grande, com diversas cidades em diferentes estagios da pandemia. Isto
significa que estudos como este devem ser feitos localmente para promover um melhor ajuste as
caracteristicas de cada cidade. Como vimos, quanto antes as quarentenas sdo implementadas,
mais cedo os controles deixam seus valores maximos.

Observamos ainda que nem todos os individuos possuem as mesmas possibilidades de
respeitar a quarentena. Em paises com severas desigualdades socioeconémicas como o Brasil,
os cidadaos mais ricos possuem muito mais recursos para atravessar o periodo de isolamento
do que os mais pobres. Nao incluimos estes fatores no modelo. No entanto, muitos paises ao
redor do mundo tém oferecido suporte financeiro para os mais necessitados em uma tentativa

de mitigar este problema durante a pandemia.
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Por fim, no Capitulo 4, um modelo SEIR foi considerado em uma populacao dividida em
individuos que usam mascaras e individuos que ndo usam. Os parametros p e r, que representam
o perentual (constante) da populacdo que usa mascara em puiblico e a reducdo na taxa de
transmissdo como consequéncia de uma pessoa usar mascara em um contato entre suscetivel
e infectado, respectivamente, sdo introduzidos, e seu efeito sobre o niimero reprodutivo basico
é calculado por um método de préxima geracao.

Isso nos permitiu derivar uma condicdo necessaria e suficiente para que surtos epidémicos
de doencas respiratérias sejam evitados simplesmente por uso de mascaras em publico pela
maior parte da populacdo. Quando isto é possivel, um percentual critico de usuarios de mascara
p* na populacdo para controle da doenca pode ser calculado.

Esses resultados sao extremamente importantes ao lidarmos com essas crises de saude
publicas mundiais, ja que medidas farmacéuticas como vacinas e remédios exigem mais esforcos
da comunidade cientifica, sdo mais caras e demoram mais, enquanto as doencas se espalham.
Além disso, se um surto epidémico puder ser evitado simplesmente pelo uso generalizado de
mascaras em publico, entao intervencdes como quarentenas, que tém efeitos colaterais na
economia, por exemplo, ndo sao necessarias.

Como estudos de caso para nossos resultados, dados da pandemia de COVID-19 foram
utilizados, com foco nos Estados Unidos, no Brasil e na Italia, pelos primeiros 30 dias depois
de o nimero total de casos atingir 100. Apds ajustar os parametros, os resultados mostraram
que a epidemia de COVID-19 poderia ter sido evitada no Brasil e na Italia se, pelo menos,
85,87% e 91,76% das populacdes, respectivamente, usassem méascaras em piblico no inicio
do surto.

Apesar de isso nao ter sido possivel no caso dos Estados Unidos, notamos que o nimero
reprodutivo basico poderia ser reduzido de 6,0039 para 1,0699, de modo que outras medidas
de controle como distanciamento social, quarentenas, higiene ou mesmo melhorar a qualidade
média das mascaras poderiam fazer com que esse nlimero se tornasse menor que 1.

Ademais, simulacdes numéricas mostraram que o achatamento da curva de infectados
é possivel quando p se aproxima de 1, e que o niimero maximo de infectados e o tempo
necessario até ele ser atingido estabilizam apds p = 0, 86, ou seja, a doenca fica essencialmente
controlada. Dessa forma, medidas simples como usar mascaras podem se mostrar bastante

eficientes em controlar, ou até evitar, futuras epidemias.
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APENDICE A - CODIGOS EM MATLAB

Aqui, os cédigos indicados durante o texto estdo descritos e comentados.

A.1 AJUSTES DE PARAMETROS

A.1.1 Para a Secao [2.2

Cédigo Fonte 1 — Cogigo para a Secdo 2.2

1 function AjusteSEIR

3 clear all

close all
5

format long
7

tdata = [1:30]"';
9

qdata = [151,151,200,234,346,529,640,970,1178,1546,1924,
11 2247,2554,2985,3417,3904 ,4256 ,4630,5717,6880,8044,9194,
10360,11254,12183,14034,16188,18145,19789,20962] " ;

13 % Define vetor com os dados tabelados.

15 tforward = 1:0.01:30; % Malha para a solucao do sistema de
% EDOs.
17
tmeasure = [1:100:2901]"'; % Escolhe os pontos da solucao que

19 % correspondem aos dados.

21 beta = 0.5; % Chute inicial para beta.

23 function dy = model_1(t,y,k) % EDO

beta = k; % Atribui o valor atual de beta como parametro
25 % nas EDOs.

sigma = 1/5.1; gamma = 1/7;

27 dy = zeros(4,1);
dy (1) = -betaxy(1)*xy(3)/(y(1)+y(2)+y(2)+y(4));
29 % S' = -betaxSxI/N;

dy(2) = betaxy(1)*xy(3)/(y(1)+y(2)+y(2)+y(4)) - sigma*xy(2);
31 % E' = beta*SxI/N - sigma*E
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7

dy(3) = sigmax*y(2) - gammax*y(3);

% I' = sigma*E - gammaxI

dy (4) = gammaxy(3); % R' = gammaxI
end
function error_in_data =

% aos dados

moder (k) % Calcula o erro em relacao

tforward,

nos valores de t

Atribui o valor inicial de beta.

[T,Y] = ode23s(@(t,y)(model_1(t,y,k)),
[209e06,378,150,1]);
% Resolve as EDOs e escreve o resultado em T e Y.
q = Y(tmeasure(:),3)+Y(tmeasure(:) ,4);
% Atribui as coordenadas y da solucao
% em tdata.
error_in_data = sum((gq-qdata).*2);
% Calcula o erro de minimos quadrados.
end
k = beta; % Rotina principal.
[T,Y] = ode23s(@(t,y)(model_1(t,y,k)),tforward,
[209€06,378,150,11);
yint = Y(tmeasure(:),3)+Y(tmeasure(:) ,4);
% Atribui as coordenadas y da solucao nos

% tdata a yint.

[k, fval]l = Rotina

% Atribui os novos valores de k e do erro

fminsearch (@moder ,k); %

disp(k);

[T,Y]l =
[209€06,378,150,11);

valores de t em

de minimizacao.

a fval.

ode23s(@(t,y)(model_1(t,y,k)),tforward,

% Resolve a EDO com o valor final de beta

yint =

Y(tmeasure(:),3)+Y(tmeasure(:) ,4);

% Calcula as coordenadas de I+R correspondentes a tdata.

figure (1)
plot(tdata,qgdata, 'rx');
hold on
plot(tdata,yint, 'b-");
xlabel (' Tempo em dias');

ylabel ('Numero de casos');
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axis([1,31,0,70000]);

end

A.1.2 Para a Secdo 3.1/ - Modelo nao estruturado

11

13

15

17

19

21

23

25

27

29

31

33

35

37

Cédigo Fonte 2 — Cédigo para a Se¢do [3.1]- Modelo ndo estruturado

function AjusteSEIR

clear all

close all

format long

tdata = [1:20]"';

% Dados iniciais

gqdata = [1,1,1,1,2,2,2,2,3,8,13,19,25,25,34,52,77,...
150,150 ,198]";

tforward = 1:0.01:20; % Malha para a solucao da EDO

tmeasure = [1:100:1901]"'; % Escolhe os pontos da solucao que

% correspondem aos dados.
% Chutes iniciais para os parametros
beta = 2.2/2.9;

1/5.2;
1/2.9;

sigma

gamma

function dy = model_1(t,y,k) % EDO
beta = k(1); % Atribui o valor atual dos parametros.
sigma = k(2);
gamma = k(3);
dy = zeros(4,1);

dy (1) = -betaxy(1)*xy(3)/(y(1)+y(2)+y(3)+y(4));

% S' = -betaxSxI/N

dy(2) = betaxy(1)*xy(3)/(y(1)+y(2)+y(3)+y(4)) - sigmaxy(2);
% E' = beta*SxI/N - sigmax*E

dy(3) = sigmaxy(2) - gammaxy(3);
% I' = sigma*E - gammaxI

dy (4) = gamma*y(3); % R' = gammaxI
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end

function error_in_data = moder(k) % Calculo do erro
[T,Y] = ode23s(@(t,y)(model_1(t,y,k)),tforward, ...
[200e06,0,1,01);

% Resolve as EDOs e escreve o resultado em T e VY.

q = Y(tmeasure(:),3);

% Atribui as coordenadas y da solucao nos valores de t

% em tdata

error_in_data = sum((gq-qdata).*2);
% Calcula o erro de minimos quadrados

end

k = [beta,sigma,gammal]; % Rotina principal.

% Atribui valores iniciais dos parametros

[T,Y] = ode23s(@(t,y)(model_1(t,y,k)),tforward, ...
[200e06,0,1,01);

yint = Y(tmeasure(:),3);

%Atribui as coordenadas y da slucao nos valores de t em

% tdata a yint.

[k,fval] = fminsearch(@moder ,k); % Rotina de minimizacao.

% Atribui os novos valores de k e do erro a fval.

disp(k);

[T,Y] = ode23s(@(t,y)(model_1(t,y,k)),tforward,...
[200e06,0,1,01);

% Resolve a EDO com os valores finais dos parametros.

yint = Y(tmeasure(:),3);

% Calcula as coordenadas de I correspondentes a tdata.

figure(3)

plot(tdata,qgdata, 'rx');

hold on

plot(tdata,yint, 'b-");

xlabel ('Time in days');

ylabel ('Number of active cases');
axis([1,21,0,2501);

end
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A.1.3 Para a Secao 3.1 - Modelo estruturado
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Cédigo Fonte 3 — Cédigo para a Secdo [3.1] - Modelo estruturado

function AjusteEstruturado

(of

(of

lear all

lose all

format long

t

%

q

t

t

data = [1:19]1"';

Dados iniciais
data = [1,1,1,1,2,2,2,2,3,8,13,19,25,25,34,52,77, ...
150,150]"';

forward

measure

= 1:0.01:19;

:[1

:100:1801]";

% correspondem aos dados.

% Valores para o modelo nao estruturado

0.268167499834846;

%

%
%
%
%
%
%
%
%
%
%

sigma =
betall =
betal3 =
beta22 =
beta33 =

Tentati

sigmal =

sigma3

gammal

gamma3

0.848112294940037;
0.848112294940037;
0.848112294940037;
0.848112294940037;

vas

sigma/1.2; sigma2

sigma/o

.35
gamma/1.2; gamma?2
.3;

gamma /@

% Malha para a solucao da EDO

% Escolhe os pontos da solucao que

gamma = 0.087001696820185;

betal2 = 0.

beta23 = 0.

sigma/1.5;

gamma/1.5;

848112294940037;

848112294940037;

iniciais para o modelo estruturado

Foi necessario usar o algoritmo duas vezes.

Paramet
betall
betal3
beta22
beta33
sigmal
sigma3
gammal

gamma3

ros corretos para a segunda tentativa

=1
=

S © © &© O o

.755737561212210; betal2 =
.514107089902142;
.502603889557574; beta23 =
.467178208834870;
.286742181932348; sigma2 =
.625871397762553;
.064069177569794; gamma2 =
.360565803589558;

0.427460396572909;

0.423596941424267;

0.290718000616267;

0.039763084417934;
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function dy = model_1(t,y,k) % EDO

45

47

49

51

53

55

57

59

61

63

65

67

69

71

73

75

77

79

81

83

85

87

89 end

betall = k(1); % Atribuir o valor atual dos parametros
betal2 = k(2);

betal3 = k(3);

beta22 = k(4);

beta23 = k(5);

beta33 = k(6);

sigmal = k(7);

sigma2 = k(8);

sigma3 = k(9);

gammal = k(10);

gamma2 = k(11);

gamma3 = k(12);

dy = zeros(12,1);

dy (1) = -y(1)*(betall*y(7)+betal2*y(8)+betal3*y(9))/...
(y (1) +y(2)+y (3)+y (4D +y (5) +y (6) +y (7)+y (8) +y (9) +y (10) . ..
+y (1) +y(12));

dy(2) = -y(2)*(betal2*y(7)+beta22*y(8)+beta23xy(9))/...
(Y1) +y (2)+y (3)+y (4)+y (5) +y (6)+y (7)+y (8)+y(9)+y(10) ...
Ty (1) +y(12));

dy(3) = -y(3)*(betal3*y(7)+beta23xy(8)+beta33xy(9))/...
(Y +y(2)+y(3)+y (4)+y (5)+y (6)+y (7)+y (8) +y (9)+y(10) ...
ty (1) +y(12));

dy(4) = y(1)*x(betall*xy(7)+betal2*y(8)+betal3*xy(9))/...
(YD) +y(2)+y(3)+y (4)+y (5)+y (6)+y (7)+y (8) +y (9)+y(10) ...
+y(11)+y(12))-sigmal*y(4);

dy (5) = y(2)*x(betal2*xy(7)+beta22*y(8)+beta23xy(9))/...
(YD) +y(2)+y(3)+y (4)+y (5)+y (6)+y (7)+y (8) +y (9)+y (10)
Loty (11)+y(12))-sigma2xy (5);

dy(6) = y(3)x(betal3*xy(7)+beta23*y(8)+beta33xy(9))/...
(YD) +y(2)+y(3)+y () +y (5)+y (6)+y (7)+y (8)+y (9)+y (10) ...
+y (11)+y(12))-sigma3x*y(6);

dy (7) = sigmalxy(4)-gammal*y(7);
dy (8) = sigma2*xy(5)-gamma2*y(8);
dy (9) = sigma3*xy(6)-gamma3*y(9);
dy(10)
dy (11) = gamma2=*y(8);
dy (12) = gamma3*y(9);

gammal*y(7);
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91

93

95

97

99

101

103

105

107

109

111

113

115

117

119

121

123

125

127

129

131

function error_in_data = moder(k) % Calculo do erro

[T,Y] = ode23s(@(t,y)(model_1(t,y,k)),tforward, ...
[0.4%x200e06 ,0.5%200e06 ,0.1%200e06,0,0,0,0,0,1,0,0,0]);

% Resolve as EDOs e escreve o resultado em T e Y.

q = sum(Y(tmeasure(:),7:9)"')";
% Atribui os valores de I1+I2+I3 nos valores de t

% em tdata.

error_in_data = sum((q-qdata).*2);
% Calcula o erro de minimos quadrados.

end

k = [betall,betal2,betal3,beta22,beta23,beta33,sigmal,...

sigma2,sigma3, gammal,gamma2,gamma3]; % Rotina principal

[T,Y] = ode23s(@(t,y)(model_1(t,y,k)),tforward, ...
[0.4%200e06,0.5%200e06,0.1%200€06,0,0,0,0,0,1,0,0,0]);
yint = sum(Y(tmeasure(:),7:9)')";

[k,fvall = fminsearch(@moder ,k); % Rotina de minimizacao.

disp(k);

[T,Y] = ode23s(@(t,y)(model_1(t,y,k)),tforward,...
[0.4%200e06 ,0.5%200e06 ,0.1%200e06,0,0,0,0,0,1,0,0,0]);

% Resolve a EDO com os valores finais dos parametros.

yint = sum(Y(tmeasure(:),7:9)')";
% Calcula IT+I2+I3.

figure (1)
plot(tdata,qgdata, 'rx');
hold on
plot(tdata,yint, 'b-"');
xlabel ('Time in days');
ylabel ('Number of cases');
axis([1,20,0,200]);

end



A.2 ANALISE DE SENSITIVIDADE NUMERICA DE R,

Cédigo Fonte 4 — Anélise de sensitividade numérica de Ry

1 function RO = sensitividade

3 function K = NGM(betall,betal2,betal3,beta22,beta23,beta33,...
gammal ,gamma2 , gamma3)

5 cl = 0.402; c2 = 0.505; c3 = 0.093;
K = [cl*betall/gammal, cl*betal2/gamma2, cl*betal3/gamma3,...

7 clxbetall/gammal, cl*betal2/gamma2, cl*betal3/gamma3;
c2*betal2/gammal, c2*beta22/gamma2, c2*beta23/gamma3, ...

9 c2xbetal2/gammal, c2*beta22/gamma2, c2*beta23/gamma3;
c3*betal3/gammal, c3*beta23/gamma3, c3*beta33/gamma3, ...

11 c3*betal3/gammal, c3*beta23/gamma3, c3*beta33/gamma3;
0,0,0,0,0,0;, 0,0,0,0,0,0; 0,0,0,0,0,0];

13 end

15 function RO = BRN(K)

17 RO = max(abs(eigs(K)));

end
19

betall = 1.761679788383897; betal2 = 0.364751290201338;
21 betal3 = 1.324679121381364; beta22 = 0.638017428324060;

beta23 = ©.359585327158739; beta33 = 0.573473735873102;
23 sigmal = ©0.273002904657466; sigma2 = ©.582321553388525;

sigma3 = 0.693390800078658; gammal = 0.068624674761811;
25 gamma2 = ©.033170255758324; gamma3 = 0.355770925567391;
27

% Descomentar a linha que for ser usada.
29

valores = linspace(0.05,3,500); % Para gammas

31 % valores = linspace(0,2,500); % Para beta_ii
% valores = linspace(0,2,500); % Para beta_ij
33

% Descomentar a linha que for usada abaixo.

35
RO = zeros(1,500);
37
for i=1:500
39 RO(i) = BRN(NGM(valores(i),betal2,betal3,beta22,beta23, ...
beta33, gammal,bgamma2,gamma3d)); % variando betall
41
% RO(i) = BRN(NGM(betall,valores(i),betal3,h beta22,...

43 % beta23,beta33,gammal,h6 gamma2,gamma3)); % variando betal2
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45 % RO(i) = BRN(NGM(betall,betal2,valores(i),beta22,.

% beta23,beta33,gammal,gamma2,gamma3)); % variando betal3
47

% RO(i) = BRN(NGM(betall,betal2,betal3,valores(i),.

49 % beta23,beta33,gammal,gamma2,gamma3)); % variando beta22

51 % RO(i) = BRN(NGM(betall,betal2,betal3,beta22,...
% valores(i),beta33,gammal,hgamma2,bgamma3)); % variando
53
% RO(i) = BRN(NGM(betall,6betal2,betal3,beta22,...

55 % beta23,valores(i),gammal,hgamma2,gamma3)); % variando

57 % RO(i) = BRN(NGM(betall,6betal2,betal3,beta22,...
% beta23,beta33,valores(i),gamma2,gamma3)); % variando
59
% RO(i) = BRN(NGM(betall,betal2,betal3,beta22,...

61 % beta23,beta33,gammal,valores(i),gamma3)); % variando

63 % RO(i) = BRN(NGM(betall,betal2,betal3,beta22,...
% beta23,beta33,gammal,gamma2,valores(i))); % variando
65
end
67
plot(valores,R0);
69

end

A.3 ALGORITMO DE VARREDURA FRENTE-TRAS USADO NO CAPI'TULOEI

Cédigo Fonte 5 — Algoritmo de Varredura Frente-Trés usado no Capitulo [4]

function y = FBSweepEstrut(T)
2 tic
test = -1;

delta = 0.001;
6 M = 100%*T,
t=linspace(0,T,M+1);

8 h=T/M;
h2 = h/2;

10 BT = ©0.1; B3 = 0.1;
B2 = 1000;

12

E10
14 110

216; E20 = 9987; E30 = 10769;
789; 120 36478; I30 = 39335;

beta23

beta33

gammal

gamma?2

gamma3
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16

18

20

22

24

26

28

30

32

34

36

38

40

42

44

46

48

50

52

54

56

58

60

R10 = 729; R20 = 33415; R30
Q190 = 0; Q20 = 0; Q30 = 0;
S10 = 80e06; S20 = 100e06;
E10 = 4xE10; E20 = 4%E20; E
I10 = 4%x110; 120 = 4xI20; I
R10 = 4%xR10;

betall = 1.761679788383897;
betal3 = 1.324679121381364;
beta23 = 0.359585327158739;
sigmal = 0.273002904657466;
sigma3 = 0.693390800078658;
gamma2 = ©.033170255758324;

= 30979;
S30 = 20e06;
30 = 4%E30;
30 = 4x130;

betal2 =
beta22 =
beta33 =
sigma2 =
gammal =

gamma3 =

beta2l = betal2;
lambda = 1/T;

S1=zeros (1,M+1);
El1=zeros (1,M+1);
I1=zeros (1,M+1);
R1=zeros (1,M+1);
Ql=zeros(1,M+1);
N1=zeros (1,M+1);
S1(1)=S10; S2(1)
E1(1)=E10; E2(1)
I1(1)=I10; I2(1)
R1(1)=R10; R2(1)
Q1 (1)=Q1e; Q2(1)

beta31

S2=zeros (1,M+1);
E2=zeros (1,M+1);
I2=zeros (1,M+1);
R2=zeros (1,M+1);
Q2=zeros(1,M+1);
N2=zeros (1,M+1);

= S20;
= E20;
120;
= R20;
= Q20;

R20 = 4%xR20; R30 = 4xR30;

0.364751290201338;
0.638017428324060;
0.
0
0

573473735873102;

.582321553388525;
.068624674761811;
0.

355770925567391;

= betal3; beta32 = beta23;

$3(1) = S30;
E3(1) = E30;
I3(1) = I30;
R3(1) = R30;
Q3(1) = Q30;

N1(1)=S10+E10+I10+R10+Q10;
N2(1)=S20+E20+I120+R20+Q20;
N3 (1)=S30+E30+I30+R30+Q30;

lambdaS1=zeros (1
lambdaS2=zeros (1
lambdaS3=zeros (1
lambdaE1=zeros (1
lambdaE2=zeros (1
lambdaE3=zeros (1
lambdall=zeros (1
lambdal2=zeros (1
lambdalI3=zeros (1
lambdaQl=zeros (1
lambdaQ2=zeros (1
lambdaQ3=zeros (1
lambdaN1=zeros (1
lambdaN2=zeros (1
lambdaN3=zeros (1

yM+1) 5
yM+1) 5
yM+T) 5
yM+T) 5
yM+1) 5
yM+1) 5
yM+1) 5
yM+T) 5
yM+1) 5
yM+1) 5
,M+1)
o (111 ) §
yM+1) 5
yM+T) 5
,M+1);

S3=zeros (1,M+1);
E3=zeros (1,M+1);
I3=zeros (1,M+1);
R3=zeros (1,M+1);
Q3=zeros(1,M+1);
N3=zeros (1,M+1);



62

ul=zeros(1,M+1); u2=zeros(1,M+1); u3=zeros(1,M+1);
64

% Condicao de parada

66 while(test < 0)

68 oldul = ul; oldu2 = u2; oldu3 = u3;
0ldS1 = S1; 0ldS2 = S2; o0ldS3 = S3;
70 oldE1 = E1; oldE2 = E2; oldE3 = E3;
0ldI1T = I1; oldI2 = I2; oldI3 = I3;
72 0l1dQ1 = Q1; o0ldQ2 = Q2; o0ldQ3 = Q3;
0ldNT = N1; oldN2 = N2; oldN3 = N3;
74 oldlambdaS1 = lambdaS1;
oldlambdaS2 = lambdaS2;
76 oldlambdaS3 = lambdaS3;
oldlambdaE1l = lambdaE1l;
78 oldlambdaE2 = lambdaE2;
oldlambdaE3 = lambdaE3;
80 oldlambdaIl = lambdall;
oldlambdalI2 = lambdal2;
82 oldlambdaI3 = lambdal3;
oldlambdaQl = lambdaQ1l;
84 oldlambdaQ2 = lambdaQ2;
oldlambdaQ3 = lambdaQ3;
86 oldlambdaN1 = lambdaN1;
oldlambdaN2 = lambdaN2;
88 oldlambdaN3 = lambdaN3;
90 % Runge-Kutta progressivo no tempo

% para as variaveis de estado.

92
for i = 1:M
94
m1S1T = -S1(i)*(betall*I1(i)+betal2*I2(i)+betal3*I3(i))/...
96 (NT(Ci)+N2(i)+N3(i))-ul(i)*S1(i)+lambda*Q1(i);
98 m1S2 = -S2(i)*(beta21xI1(i)+beta22*I2(i)+beta23*I3(i))/...
(NT(i)+N2(i)+N3(i))-u2(i)*S2(i)+lambda*Q2(i);
100
m1S3 = -S3(i)*(beta31xI1(i)+beta32*xI2(i)+beta33*I3(i))/...
102 (NT(Ci)+N2(i)+N3(i))-u3(i)*S3(i)+lambda*Q3(i);
104 m1ET = S1(i)*x(betall1*I1(i)+betal2*I2(i)+betal3xI3(i))/..
(NT(i)+N2(i)+N3(i))-sigmal*E1(i);
106

mIE2 = S2(i)*(beta21xI1(i)+beta22xI2(i)+beta23*I3(i))/...
108 (NT(i)+N2(i)+N3(i))-sigma2*E2(i);
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110

112

114

116

118

120

122

124

126

128

130

132

134

136

138

140

142

144

146

148

150

152

154

ml1E3

= S3(i)*(beta31I1(i)+beta32xI2(i)+beta33xI3(i))/...

(NT(i)+N2(i)+N3(i))-sigma3*E3(i);

m1I1
m1I2
m1I3
m1Q1
m1Q2
m1Q3
m1N1
m1N2
miN3

m2S1

= sigmal*E1(i)-gammal*xI1(i);
= sigma2*E2(i)-gamma2*I12(i);
= sigma3*E3(i)-gamma3*I3(i);
= ul(i)*S1(i)-1lambda*xQ1(i);
= u2(i)*S2(i)-lambdaxQ2(i);
= u3(i)*S3(i)-lambda*Q3(i);
= 0;

= Q;

= 0;

= -(S1(i)+h2*m1S1)*x(betal1*x(I1(i)+h2*xm1I1)...

+betal2*(I2(i)+h2*m1I2)+betal3*(I3(i)+h2xm1I3)) /...
(NT(i)+h2*mINT+N2(i)+h2*mIN2+N3 (i)+h2*mIN3). ..
=0.5%x(ul (1)+ul (i+1))*(S1(i)+h2*xm1S1)+...
lambda*(Q1(i)+h2*xm1Q1);

m2S2

= -(S2(i)+h2*m1S2)*x(betall1*(I1(i)+h2*m1I1)...

+betal2*(I2(i)+h2*m1I2)+betal3*(I3(i)+h2*m1I3))/...
(N1 (i)+h2*mINT+N2(i)+h2*xmIN2+N3 (i)+h2*m1N3). ..
-0.5%(u2(i)+u2(i+1))*(S2(i)+h2*m1S2)+..
lambda*(Q2(i)+h2*xm1Q2);

m2S3

= -(S3(i)+h2*m1S3)*(betal1*x(I1(i)+h2*xm1I1)...

+betal2*(I2(i)+h2*m1I2)+betal3*(I3(i)+h2*m1I3)) /...
(NT(i)+h2*mINT+N2(i)+h2*mIN2+N3 (i)+h2*mIN3). ..
-0.5%(u3(i)+u3(i+1))*(S3(i)+h2*xm1S3)+. ..
lambda*(Q3(i)+h2*xm1Q3);

m2E1

= (S1(i)+h2*m1S1)x(betall*(I1(i)+h2*m1I1)...

+betal2*x(I2(i)+h2xm1I2)+betal3*(I3(i)+h2*m1I3))/...
(N1 (i)+h2*mINT+N2(i)+h2*mIN2+N3 (i)+h2*m1N3). ..
-sigmal*(E1(i)+h2*m1E1);

m2E2

= (S2(i)+h2*m1S2)x(betal1*(I1(i)+h2*m1I1)...

+betal2*x(I2(i)+h2*xm1I2)+betal3*(I3(i)+h2*m1I3))/...
(NT(i)+h2*mINT+N2(i)+h2*mIN2+N3 (i)+h2*mIN3)...
-sigma2*(E2(i)+h2*m1E2);

m2E3

= (S3(i)+h2*m1S3)x(betall*(I1(i)+h2*m1I1)...

+betal2*x(I2(i)+h2*xm1I2)+betal3*(I3(i)+h2*m1I3))/...
(N1 (i)+h2*mINT+N2(i)+h2*xmIN2+N3(i)+h2*m1N3). ..
-sigma3x(E3(i)+h2*m1E3);
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156

158

160

162

164

166

168

170

172

174

176

178

180

182

184

186

188

190

192

194

196

198

200

202

m2I1 = sigmal*x(E1(i)+h2*ml1E1)-gammal*(I1(i)+h2*m1I1);
m2I2 = sigma2*(E2(i)+h2*m1E2)-gamma2*x(I2(i)+h2*m1I2);
m2I3 sigma3*(E3(i)+h2*m1E3)-gamma3*x(I3(i)+h2*m1I3);

m2Q1 0.5%x(ul (i)+ul (i+1))*(S1(i)+h2*m1S1)-...
lambda*(Q1(i)+h2*xm1Q1);
m2Q2 = 0.5%x(u2(i)+u2(i+1))*(S2(i)+h2*m1S2)~...
lambda*x(Q2(i)+h2*xm1Q2);
m2Q3 = 0.5%x(u3(i)+u3(i+1))*(S3(i)+h2*m1S3)-...
lambda*(Q3(i)+h2*xm1Q3);

m2N1 = 0;
m2N2 = 0;
m2N3 = 0;
m3S1 = -(S1(i)+h2*m2S1)*x(betal1*(I1(i)+h2*xm2I1)...

+betal2*(I2(i)+h2*m2I2)+betal3*(I3(i)+h2*m2I3))/...
(N1 (i)+h2*m2NT1+N2(1i)+h2*m2N2+N3 (i)+h2*m2N3) ...
-0.5*%(ul (i)+ul (i+1))*(S1(i)+h2*m2S1)...
+lambdax(Q1(i)+h2*m2Q1);

m3S2 = -(S2(i)+h2*m2S2)*(betall*(I1(i)+h2*m2I1)...
+betal2*(I2(i)+h2*xm2I2)+betal3*(I3(i)+h2*xm2I3))/...
(NT(i)+h2*m2NT+N2(i)+h2*m2N2+N3 (i)+h2*m2N3). ..
=0.5%x(u2(i)+u2(i+1))*(S2(i)+h2*m2S2) ...
+lambda*(Q2(i)+h2*m2Q2);

m3S3 = -(S3(i)+h2xm2S3)*(betall*(I1(i)+h2*m2I1)...
+tbetal2*(I2(i)+h2*m2I2)+betal3*(I3(i)+h2*xm2I3))/...
(N1 (i)+h2*m2NT+N2(i)+h2*xm2N2+N3 (i)+h2*m2N3). ..
-0.5%x(u3(i)+u3(i+1))*(S3(i)+h2*m2S3) ...
+lambdax(Q3(i)+h2*m2Q3);

m3E1 = (S1(i)+h2*m2S1)*(betal1*(I1(i)+h2*m2I1)...
+betal2*(I2(i)+h2*xm2I2)+betal3*(I3(i)+h2*m2I3))/...
(N1 (i)+h2*m2NT1+N2(i)+h2*m2N2+N3 (i)+h2*xm2N3) ...
-sigmal*(E1(i)+h2*m2E1);

m3E2 = (S2(i)+h2*m2S2)*x(betall1*(IT1(i)+h2*m2I1)...
+betal2*(I2(i)+h2*m2I2)+betal3*(I3(i)+h2*m2I3))/...
(N1(i)+h2#*m2N1+N2(i)+h2*m2N2+N3 (i)+h2xm2N3) .. .
-sigma2x(E2(i)+h2*m2E2);

m3E3 = (S3(i)+h2*xm2S3)*(betal1*x(I1(i)+h2*m2I1)...
+betal2*x(I2(i)+h2*xm2I2)+betal3*(I3(i)+h2*m2I3))/...
(NT(i)+h2*m2NT+N2(i)+h2*xm2N2+N3 (i)+h2*xm2N3) ...
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204

206

208

210

212

214

216

218

220

222

224

226

228

230

232

234

236

238

240

242

244

246

248

-sigma3*(E3(i)+h2*m2E3);

m3I1 = sigmal*(E1(i)+h2*m2E1)-gammal*x(I1(i)+h2*m2I1);
m3I2 sigma2*(E2(i)+h2*m2E2)-gamma2*(I2(i)+h2*m2I2);
m3I3 = sigma3*x(E3(i)+h2*m2E3)-gamma3*(I3(i)+h2*m2I3);

m3Q1 = 0.5x(ul(i)+ul (i+1))*(S1(i)+h2*m2S1)...
-lambda*(Q1(i)+h2*m2Q1);
m3Q2 = @.5*(u2(i)+u2(i+1))*x(S2(i)+h2*m2S2)...
-lambda*(Q2(i)+h2*m2Q2);
m3Q3 = 0.5%x(u3(i)+u3(i+1))*(S3(i)+h2*m2S3)...
-lambda*(Q3(i)+h2%*m2Q3);

m3N1 = 0Q;
m3N2 = 0Q;
m3N3 = 0;
m4S1 = -(S1(i)+h*m3S1)*x(betall1*(I1(i)+h*m3I1)+...

betal2x(I2(i)+h*m3I2)+betal3*(I3(i)+h*m3I3))/...
(NT(i)+h*m3N1+N2(i)+h*m3N2+N3(i)+h*m3N3)-. ..
ul (i+1)*(S1(i)+h*m3S1)+lambda*(Q1(i)+h*m3Q1);

m4S2 = -(S2(i)+h*m3S2)*(betal1*(I1(i)+h*xm3I1)...
+betal2*(I2(i)+h*m3I2)+betal3*(I3(i)+h*m3I3))/...
(N1 (i)+h*m3N1+N2(i)+h*m3N2+N3(i)+h*xm3N3)...
—u2(i+1)*(S2(i)+h*m3S2)+lambda*x(Q2(i)+h*m3Q2);

m4S3 = -(S3(i)+h*m3S3)*(betall*(I1(i)+h*m3I1)...
+tbetal2*(I2(i)+h*m3I2)+betal3*(I3(i)+h*m3I3))/...
(N1 (i)+h*m3N1+N2(i)+h*m3N2+N3 (i)+h*xm3N3)...
—u3(i+1)*(S3(i)+h*m3S3)+lambda*(Q3(i)+h*m3Q3);

m4E1 = (S1(i)+h*xm3S1)*(betall*x(I1(i)+h*m3I1)...
+betal2*(I2(i)+h*m3I2)+betal3*(I3(i)+h*m3I3))/...
(N1 (i)+h*m3N1+N2(i)+h*m3N2+N3(i)+h*xm3N3)...
-sigmal*(E1(i)+h*m3E1);

m4E2 = (S2(i)+hxm3S2)*(betall1*(I1(i)+h*m3I1)...
+betal2*(I2(i)+h*m3I2)+betal3*(I3(i)+h*m3I3))/...
(NT(i)+h*m3NT+N2(i)+h*m3N2+N3(i)+h*m3N3)...
-sigma2*x(E2(i)+h*m3E2);

M4E3 = (S3(i)+h*m3S3)*(betall1*(I1(i)+h*m3I1)...
+tbetal2*(I2(i)+h*m3I2)+betal3*(I3(i)+h*m3I3))/...
(N1 (i)+h*m3N1+N2(i)+h*m3N2+N3 (i)+hx*xm3N3)...
-sigma3x(E3(i)+h*m3E3);
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250

252

254

256

258

260

262

264

266

268

270

272

274

276

278

280

282

284

286

288

290

292

294

296

maIl =
maI2 =
m4I3 =
m4Q1 =
m4Q2 =
m4Q3 =
maN1 =
maN2 =
maN3 =

ST1(i+1)
S2(i+1)
S3(i+1)
E1(i+1)
E2(i+1)
E3(i+1)
I1(i+1)
I2(i+1)
I3(i+1)
Q1 (i+1)
Q2(i+1)
Q3(i+1)
NT(i+1)
N2(i+1)
N3(i+1)

end

sigmal*(ET1(i)+h*m3E1)-gammal*(I1(i)+h*m3I1);
sigma2*(E2(i)+h*m3E2)-gamma2*(I2(i)+h*m3I2);
sigma3*x(E3(i)+h*m3E3)-gamma3*(I3(i)+h*m3I3);
ul (i+1)*(ST1(i)+h*m3S1)-1lambda*(Q1(i)+h*m3Q1);
u2(i+1)*(S2(i)+h*m3S2)-lambda*(Q2(i)+h*m3Q2);
u3(i+1)*(S3(i)+h*m3S3)-lambda*(Q3(i)+h*m3Q3);

0;
0;
0;

= S1(i)
= $2(i)
= $3(i)
= E1(i)
= E2(i)
= E3(i)
= I1(i)
= 12(i)
= I13(i)
= Q1(i)
= Q2(i)
= Q3(1i)
= N1(i)
= N2(i)
= N3(i)

(h/6)*(m1S1
(h/6)*(m1S2
(h/6)*(m1S3
(h/6)*(m1ET
(h/6)*(m1E2
(h/6)*(m1E3
(h/6)*(m1I1
(h/6)*(m1I2
(h/6)*(m113
(h/6)*(m1Q1
(h/6)*(m1Q2
(h/6)*(m1Q3
(h/6)*(mINT
(h/6) *(m1N2
(h/6)*(mIN3

2*m2S1
2%m2S2
2%m2S3
2*m2E1
2*xm2E2
2*m2E3
2%m21I1
2%m212
2%m213
2*m2Q1
2%m2Q2
2*m2Q3
2%m2N1
2%m2N2
2*m2N3

% Runge-Kutta regressivo no tempo

% para as variaveis adjuntas.

for i =

3

m1S1 =

1:M
M+ 2 -

(betal1*I1(j)+betal2*I2(j)+betal3*xI3(j))...
*(lambdaS1(j)-lambdaE1(j))/(NT(j)+N2(j)+N3(3))...

i

+ul (j)*x(lambdaS1(j)-lambdaQl1(j));

m1S2 =

(beta21*xI1(j)+beta22*I2(j)+beta23*xI3(j))...
*(lambdaS2(j)-lambdaE2(j))/(NT(j)+N2(j)+N3(3))...

+u2(j)*x(lambdaS2(j)-lambdaQ2(j));

m1S3 =

(beta31*xI1(j)+beta32*I2(j)+beta33*xI3(j))...
*(lambdaS3(j)-lambdaE3(j))/(NT(j)+N2(j)+N3(j))...

+u3(j)*x(lambdaS3(j)-lambdaQ3(j));

2*m3S1
2#%m3S2
2%#m3S3
2*m3E1
2*m3E2
2*#m3E3
2%m31I1
2*m3I2
2%m31I3
2*m3Q1
2*m3Q2
2*m3Q3
2%#m3N1
2#m3N2
2*m3N3

m4as1);
m4S2);
m4S3);
m4E1);
m4E2) ;
m4E3);
maIl);
maI2);
m4I3);
m4Q1);
m4Q2) ;
m4Q3);
m4N1);
m4N2);
m4N3);
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298

300

302

304

306

308

310

312

314

316

318

320

322

324

326

328

330

332

334

336

338

340

342

mE1 = sigmal*(lambdaE1(j)-lambdall(j));
mlE2 = sigma2*(lambdaE2(j)-lambdaI2(j));
miE3 = sigma3*(lambdaE3(j)-lambdaI3(j));
miI1 = -1+(betall*S1(j)*(lambdasi(j)-lambdaE1(j)) ...

+beta21%S2(j)*(lambdasS2(j)-lambdaE2(j))+beta31%S3(j). ..

*(lambdasS3 (j)-lambdaE3(j)))/(NT(J)+N2(j)+N3(3))...
+gammalxlambdall(j);

miI2 = -1+(betal2*S1(j)*(lambdasSi(j)-lambdak1(j))...

+beta22%52(j)*(lambdaS2(j)-lambdaE2(j))+beta32%xS3(j)...

*(lambdasS3 (j)-lambdak3(j3)))/(NT1(3)+N2(3)+N3(3)). ..
+gamma2xlambdal2(j);

miI3 = -1+(betal3%S1(j)*(lambdaSi(j)-lambdak1(j))...

+beta23xS2(j)*(lambdas2(j)-lambdaE2(j))+betad3*S3(j)...

*(lambdasS3(j)-lambdaE3(3)))/(N1(F)+N2(3)+N3(3))...
+gamma3xlambdal3(j);

m1Q1 = lambdax(lambdaQ1l(j)-lambdaS1(j));
m102 lambdax(lambdaQ2(j)-lambdaS2(j));
m1Q3 = lambda*(lambdaQ3(j)-lambdaS3(j));

mINT = (betall1*S1(j)*I1(j)*(lambdakEl(j)-lambdasS1(3))...

+betal2%S1(j)*I2(j)*(lambdaEl (j)-lambdaS1(j))+...
betal3%S1(j)*I3(j)*(lambdaE1(j)-lambdasi(j))+. ..
beta21x52(j)*I1(j)*(lambdaE2(j)-1lambdaS2(j))+...
beta22*S2(j)*I2(j)*(lambdaE2(j)-1lambdaS2(j))+...
beta23%S2(j)*I3(j)*(lambdaE2(j)-lambdaS2(j))+...
betaniias iR N GCEanbdaEsiGiEtianbdastiGRDE =
beta32%S3(j)*I2(j)*(lambdaE3(j)-lambdas3(j))...
+beta33%S3(j)*I3(j)*(lambdaE3(j)-lambdaS3(j)))/. ..
(NT(3)+N2(3)+N3(3))"2;

mIN2 = (betal1*51(j)*I1(j)*(lambdaE1(j)-1lambdaS1(j))...

+betal2*S1(j)*I2(j)*(lambdaEl (j)-lambdaS1(j))+...
betal3*S1(j)*I3(j)*(lambdaEl(j)-lambdaS1(j))+. ..
beta21*52(3)*I1(j)*(lambdaE2(j)-1ambdas2(j))+...
beta22*S2(j)*I2(j)*(lambdaE2(j)-lambdaS2(j))+...
beta23*S2(j)*I3(j)*(lambdaE2(j)-lambdaS2(j))+...
betasi«53 (j)*Ni(jy=(LanbdaEs (5D ="Tambdassi(ido+. .-
beta32xS3(j)*I2(j)*(lambdaE3(j)-lambdaS3(j))+...
beta33%S3(j)*I3(j)*(lambdaE3 (j)-1lambdasS3(j)))/...
(NT(F)+N2(3)+N3(3))*2;

mIN3 = (betall*S1(j)*I1(j)*(lambdaEl(j)-1lambdas1(j))...



344 +betal2*S1(j)*I2(j)*(lambdaE1(j)-lambdaS1(j))+...
betal3xS1(j)*I3(j)*(lambdakEl1(j)-lambdaS1(j))+...

346 beta21*S2(j)*I1(j)*(lambdaE2(j)-lambdaS2(j))+...
beta22*xS2(j)*I2(j)*(lambdaE2(j)-lambdaS2(j))+...

348 beta23*xS2(j)*I3(j)*(lambdaE2(j)-lambdaS2(j))+...
beta31*S3(j)*I1(j)*(lambdaE3(j)-lambdaS3(j))+...

350 beta32*S3(j)*I2(j)*(lambdaE3(j)-lambdaS3(j))+...
beta33%xS3(j)*I3(j)*(lambdaE3(j)-lambdaS3(j)))/...

352 (NT(3)+N2(3)+N3(3))"2;

354

m2S1 = (betall*0.5%(I1(j)+I1(j-1))+betal2%0.5%. ..

356 (I2(j)+I2(j-1))+betal3#0.5%x(I3(j)+I3(j-1)))*...
((lambdaS1(j)-h2*m1S1)-(lambdaE1(j)-h2*mI1E1)) /...

358 (0.5 (NT(3)+N1(j-1))+0.5% (N2(j)+N2(j-1))+...
0.5x(N3(J)+N3(j-1)))+0.5x(ul(j)+ul(j-1))*...

360 ((lambdaS1(j)-h2*m1S1)-(lambdaQ1(j)-h2*m1Q1));

362 m2S2 = (beta21*0.5x(I1(j)+I1(j-1))+beta22*0.5*...
(I2(j)+I2(j-1))+beta23%0.5*x(I3(j)+I3(j-1)))*..

364 ((lambdaS2(j)-h2*m1S2)-(lambdaE2(j)-h2*m1E2)) /...
(0.5%(NT(F)+N1(j-1))+0.5% (N2(j)+N2(j-1))+...

366 0.5%(N3(j)+N3(j-1)))+0.5%(u2(j)+u2(j-1))*..
((lambdaS2(j)-h2*xm1S2)-(lambdaQ2(j)-h2*xm1Q2));

368
m2S3 = (beta31*x0.5*x(I1(j)+I1(j-1))+beta32x0.5%...

370 (I2(3)+I2(j-1))+beta33*0.5%(I3(j)+I3(j-1)))*...
((lambdaS3(j)-h2*xm1S3)-(lambdaE3(j)-h2*xm1E3)) /...

372 (0.5%(NT(F)+N1(j-1))+0.5% (N2(j)+N2(j-1))+...
0.5*x(N3(F)+N3(j-1)))+0.5%(u3(j)+u3(j-1))*...

374 ((lambdaS3(j)-h2*xm1S3)-(lambdaQ3(j)-h2*xm1Q3));

376 m2E1 = sigmal*((lambdaE1(j)-h2*ml1E1)-...
(lambdaIl(j)-h2*xm1I1));

378 m2E2 = sigma2x((lambdaE2(j)-h2xml1E2)-...
(lambdaI2(j)-h2*m1I2));

380 m2E3 = sigma3*((lambdaE3(j)-h2*ml1E3)-...
(lambdaI3 (j)-h2*m1I3));

382
m2I1 = -1+(betal1*0.5%(S1(j)+S1(j-1))*...

384 ((lambdaS1(j)-h2*xm1S1)-(lambdaE1(j)-h2*m1E1)) ...
+beta21*x0.5%(S2(j)+S2(j-1))*((lambdaS2(j)-h2*m1S2)...

386 -(lambdaE2(j)-h2*m1E2))+beta31*x0.5x(S3(j)+S3(j-1))...
*((lambdaS3(j)-h2xm1S3)-(lambdaE3 (j)-h2*m1E3))) /...

388 (0.5%(NT(j)+N1(j-1))+0.5% (N2(j)+N2(j-1))+0.5%. ..

(N3(j)+N3(j-1)))+gammal*(lambdall(j)-h2*xm1I1);
390



m2I2 = -1+(betal2*x@.5%x(S1(j)+S1(j-1))*...

392 ((lambdaS1(j)-h2*m1S1)-(lambdaE1(j)-h2*m1ET1))...
+beta22*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*((lambdaS2(j)-h2*xm1S2)...

394 -(lambdaE2(j)-h2x*m1E2))+beta32*0.5x(S3(j)+S3(j-1))...
*((lambdaS3(j)-h2*m1S3)-(lambdaE3(j)-h2*m1E3))) /...

396 (0.5%(NT(j)+N1(j-1))+0.5%x(N2(j)+N2(j-1))+...
0.5%(N3(j)+N3(j-1)))+gamma2*(lambdalI2(j)-h2*m1I2);

398
m2I3 = -1+(betal3*x0.5%x(S1(j)+S1(j-1))*...

400 ((lambdaS1(j)-h2*m1S1)-(lambdaE1(j)-h2*mI1E1)) ...
+beta23*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*((lambdaS2(j)-h2*xm1S2)...

402 -(lambdaE2(j)-h2*m1E2))+beta33*0.5x(S3(j)+S3(j-1))...
*((lambdaS3(j)-h2*m1S3)-(lambdaE3(j)-h2*m1E3))) /...

404 (0.5%(NT(3)+N1(j-1))+0.5% (N2(j)+N2(j-1))+...
0.5%(N3(j)+N3(j-1)))+gamma3d*(lambdaI3(j)-h2*m1I3);

406
m2Q1 = lambdax((lambdaQ1(j)-h2*xm1Q1)-...

408 (lambdaS1(j)-h2*m1S1));
m2Q2 = lambda*((lambdaQ2(j)-h2*miQ2)-...

410 (lambdaS2(j)-h2x*xm1S2));
m2Q3 = lambda*((lambdaQ3(j)-h2*miQ3)-...

412 (lambdaS3(j)-h2*m1S3));

414 m2N1 = (betall1*@.5*x(ST1(j)+S1(j-1))*0.5*x(I1(j)+I1(j-1))...
*((lambdaE1(j)-h2*mI1E1)-(lambdaS1(j)-h2*m1S1))+...

416 betal2*0.5%(S1(j)+S1(j-1))*0.5*x(I2(j)+I2(j-1))*...
((lambdaE1(j)-h2*m1E1)-(lambdaS1(j)-h2*xm1S1))+. ..

418 betal3*0.5%(S1(j)+S1(j-1))*0.5%x(I3(J)+I3(j-1))*...
((lambdaE1(j)-h2*m1E1)-(lambdaS1(j)-h2*m1S1))...

420 +beta21*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5*x(I1(F)+I1(j-1))...
*((lambdaE2(j)-h2*m1E2)-(lambdaS2(j)-h2*m1S2))+...

422 beta22*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5%x(I2(j)+I2(j-1))*...
((lambdaE2(j)-h2*m1E2)-(lambdaS2(j)-h2*m1S2))+...

424 beta23*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5*x(I3(j)+I3(j-1))*...
((lambdaE2 (j)-h2*xm1E2)-(lambdaS2(j)-h2xm1S2))+. ..

426 beta31*0.5%(S3(j)+S3(j-1))*0.5x(I1(J)+I1(j-1))*...
((lambdaE3(j)-h2*m1E3)-(lambdaS3(j)-h2*m1S3))+...

428 beta32%0.5%(S3(j)+S3(j-1))*0.5%x(I2(j)+I2(j-1))*...
((lambdaE3(j)-h2*m1E3)-(lambdaS3(j)-h2*m1S3))+...

430 beta33*0.5%x(S3(j)+S3(j-1))*0.5*x(I3(J)+I3(j-1))*...
((lambdaE3(j)-h2*m1E3)-(lambdaS3(j)-h2*m1S3))) /...

432 (0.5 (NT(j)+NT(j-1))+0.5x(N2(J)+N2(j-1))+...
0.5x(N3(j)*N3(J-1)))"2;

434
m2N2 = (betall1*@.5x(S1(j)+S1(j-1))*0.5*x(I1(j)+I1(j-1))...

436 *((lambdaE1(j)-h2*m1E1)-(lambdaS1(j)-h2*m1S1))+...

betal2x0.5%(S1(j)+S1(3-1))%0.5%(I2(J)+I2(j-1))*...
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438

440

442

444

446

448

450

452

454

456

458

460

462

464

466

468

470

472

474

476

478

480

482

484

((lambdaE1(j)-h2*xm1E1)-(lambdaS1(j)-h2*xm1S1))+. ..
betal3*0.5%x(S1(j)+S1(j-1))*0.5%x(I3(J)+I3(j-1))*...
((lambdaE1(j)-h2*m1E1)-(lambdaS1(j)-h2*mi1S1))+...
beta21*0.5%x(S2(j)+S2(j-1))*0.5*x(I1(j)+I1(j-1))*...
((lambdaE2(j)-h2*xm1E2)-(lambdaS2(j)-h2xm1S2))+. ..
beta22*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5*x(I2(j)+I2(j-1))*...
((lambdaE2(j)-h2*m1E2)-(lambdaS2(j)-h2*m1S2))+...
beta23%0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5%(I3(j)+I3(j-1))*..
((lambdaE2(j)-h2*m1E2)-(lambdaS2(j)-h2*m1S2))+. ..
beta31*0.5%(S3(j)+S3(j-1))*0.5*x(I1(J)+I1(j-1))*...
((lambdaE3(j)-h2*ml1E3)-(lambdaS3(j)-h2*m1S3))+...
beta32%0.5%(S3(j)+S3(j-1))*0.5x(I2(j)+I2(j-1))*..
((lambdaE3(j)-h2*m1E3)-(lambdaS3(j)-h2*m1S3))+...
beta33*0.5%(S3(j)+S3(j-1))*0.5*x(I3(j)+I3(j-1))*...
((lambdaE3 (j)-h2*m1E3)-(lambdaS3(j)-h2*m1S3)))/...
(0.5%x(NT(j)+N1(j-1))+0.5%x(N2(j)+N2(j-1))+0.5%. ..
(N3(j)+N3(3-1)))"2;

m2N3 = (betall#0.5%(S1(j)+S1(j-1))%0.5%x(I1(F)+I1(j-1))...

*((lambdaE1(j)-h2*m1E1)-(lambdaS1(j)-h2*m1S1))+...
betal2*0.5%(S1(j)+ST1(j-1))*0.5%x(I2(j)+I2(j-1))*...
((lambdaE1(j)-h2*m1E1)-(lambdaS1(j)-h2*mi1S1))+...
betal3*0.5%(S1(j)+S1(j-1))*0.5x(I3(J)+I3(j-1))*..
((lambdaE1(j)-h2*m1E1)-(lambdaS1(j)-h2*m1S1))+...
beta21*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5*x(I1(J)+I1(j-1))*...
((lambdaE2(j)-h2*m1E2)-(lambdaS2(j)-h2*m1S2))+...
beta22%0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5x(I2(j)+I2(j-1))*..
((lambdaE2(j)-h2*m1E2)-(lambdaS2(j)-h2*m1S2))+. ..
beta23*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5*x(I3(j)+I3(j-1))*...
((lambdaE2(j)-h2*xm1E2)-(lambdaS2(j)-h2*m1S2))+...
beta31*0.5%(S3(j)+S3(j-1))*0.5*x(I1(J)+I1(j-1))*...
((lambdaE3(j)-h2*m1E3)-(lambdaS3(j)-h2*m1S3))+...
beta32*0.5*(S3(j)+S3(j-1))*0.5*x(I2(j)+I2(j-1))*...
((lambdaE3(j)-h2*m1E3)-(lambdaS3(j)-h2*m1S3))+...
beta33*0.5*x(S3(j)+S3(j-1))*0.5%(I3(j)+I3(j-1))*...
((lambdaE3(j)-h2*m1E3)-(lambdaS3(j)-h2*m1S3))) /...
(0.5%(NT(F)+N1(j-1))+0.5% (N2(j)+N2(j-1))+...
0.5%x(N3(j)+N3(j-1)))"2;

m3S1 = (betal1*x0.5*x(I1(j)+I1(j-1))+betal2x0.5%...
(I2(j)+I2(j-1))+betal3#0.5*(I3(j)+I3(j-1))*...
((lambdaS1(j)-h2*m2S1)-(lambdaE1 (j)-h2*xm2E1))) /...
(0.5%(NT(j)+N1(j-1))+0.5%x(N2(j)+N2(j-1))+0.5%. ..

(N3(3)+N3(j-1)))+0.5%(ul(j)+ul(j-1))*((lambdasi(j)...

-h2*m2S1)-(lambdaQ1(j)-h2*m2Q1));

m3S2 = (beta21%0.5%(I1(j)+I1(j-1))+beta22#0.5x. ..



(I2(j)+I2(j-1))+beta23*0.5%x(I3(j)+I3(j-1))*...

486 ((lambdaS2(j)-h2*m2S2)-(lambdaE2(j)-h2*m2E2))) /...
(0.5 (NT(F)+N1(j-1))+0.5%x(N2(j)+N2(j-1))+...

488 0.5*x(N3(F)+N3(j-1)))+0.5*%(u2(j)+u2(j-1))*...
((lambdaS2(j)-h2*xm2S2)-(lambdaQ2(j)-h2*xm2Q2));

490
m3S3 = (beta31x0.5*x(I1(j)+I1(j-1))+beta32x0.5%...

492 (I2(j)+I2(j-1))+beta33*0.5%(I3(j)+I3(j-1))*...
((lambdaS3(j)-h2*xm2S3)-(lambdaE3(j)-h2*m2E3))) /...

494 (0.5%(NT(j)+N1(j-1))+0.5%x(N2(j)+N2(j-1))+0.5%. ..
(N3(j)*+N3(J-1)))+0.5*(u3(J)+ud(j-1))*...

496 ((lambdaS3(j)-h2*m2S3)-(lambdaQ3(j)-h2*xm2Q3));

498 m3E1 = sigmal*((lambdaE1(j)-h2*m2E1)-..
(lambdalIl(j)-h2*xm2I1));

500 m3E2 = sigma2x((lambdaE2(j)-h2xm2E2)-...
(lambdaI2(j)-h2*m2I2));

502 m3E3 = sigma3*((lambdaE3(j)-h2*m2E3)-...
(lambdaI3(j)-h2*m2I3));

504
m3I1 = -1+(betal1*0.5%(S1(j)+S1(j-1))*...

506 ((lambdaS1(j)-h2*m2S1)-(lambdaE1(j)-h2*m2E1)) ...
+beta21*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*((lambdaS2(j)-h2*m2S2)...

508 -(lambdaE2(j)-h2*m2E2))+beta31*x0.5x(S3(j)+S3(j-1))...
*((lambdaS3(j)-h2*xm2S3)-(lambdaE3 (j)-h2*m2E3))) /...

510 (0.5%(NT(j)*+N1(j-1))+0.5% (N2(j)+N2(j-1))+0.5%. ..
(N3 (j)+*N3(j-1)))+gammal*(lambdall(j)-h2*xm2I1);

512
m3I2 = -1+(betal2*0.5%(S1(j)+S1(j-1))*...

514 ((lambdaS1(j)-h2*m2S1)-(lambdaE1(j)-h2*m2E1)) ...
+beta22%0.5%(S2(j)+S2(j-1))*((lambdaS2(j)-h2*m2S2)...

516 -(lambdaE2(j)-h2*m2E2))+beta32*0.5%x(S3(j)+S3(j-1))...
*((lambdaS3 (j)-h2xm2S3)-(lambdaE3 (j)-h2*m2E3))) /...

518 (0.5%(NT(j)*+N1(j-1))+0.5%¥(N2(j)+N2(j-1))+0.5%. ..
(N3 (j)+*N3(j-1)))+gamma2*(lambdal2(j)-h2*xm2I2);

520
m3I3 = -1+(betal3*0.5%(S1(j)+S1(j-1))*((lambdasS1(j)...

522 -h2*m2S1) -(lambdaE1(j)-h2*m2E1))+beta23%0.5%. ..
(S2(j)+S2(j-1))*x((lambdaS2(j)-h2*xm2S2)-...

524 (lambdaE2(j)-h2*m2E2))+beta33*0.5%(S3(j)+S3(j-1))...
*((lambdaS3(j)-h2xm2S3)-(lambdaE3 (j)-h2*m2E3))) /...

526 (0.5%x(NT()+NT(G=1))+0.5%x(N2(j)+N2(j-1))+0.5%. ..
(N3(j)+N3(j-1)))+gamma3*x(lambdaI3(j)-h2xm2I3);

528

m3Q1 = lambdax*((lambdaQl1(j)-h2*m2Q1)-...
530 (lambdaS1(j)-h2*xm2S1));
m3Q2 = lambda*((lambdaQ2(j)-h2*xm2Q2)-...



532 (lambdaS2(j)-h2*m2S2));
m3Q3 = lambda*((lambdaQ3(j)-h2*m2Q3)-...

534 (lambdaS3(j)-h2*m2S3));
536 m3N1 = (betall1*@.5*x(ST1(j)+S1(j-1))*0.5*x(I1(j)+I1(j-1))...
*((lambdaE1(j)-h2*m2E1)-(lambdaS1(j)-h2*m2S1))+. ..
538 betal2*0.5%(S1(j)+S1(j-1))*0.5*x(I2(j)+I2(j-1))*...
((lambdaE1(j)-h2*m2E1)-(lambdaS1(j)-h2*m2S1))+. ..
540 betal3*0.5%(S1(j)+ST1(j-1))*0.5*x(I3(J)+I3(j-1))*...
((lambdaE1(j)-h2*m2E1)-(lambdaS1(j)-h2*m2S1))+...
542 beta21*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5%(I1(j)+I1(j-1))*...
((lambdaE2 (j)-h2*m2E2)-(lambdaS2(j)-h2xm2S2))+. ..
544 beta22*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5%x(I2(j)+I2(j-1))*...
((lambdaE2(j)-h2*m2E2)-(lambdaS2(j)-h2*m2S2))+...
546 beta23%0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5%(I3(j)+I3(j-1))*...
((lambdaE2 (j)-h2*m2E2)-(lambdaS2(j)-h2xm2S2))+. ..
548 beta31*0.5%x(S3(j)+S3(j-1))*0.5*x(I1(J)+I1(j-1))*...
((lambdaE3(j)-h2*m2E3)-(lambdaS3(j)-h2*m2S3))...
550 +beta32*0.5%(S3(j)+S3(j-1))*0.5%x(I2(j)+I2(j-1))*...
((lambdaE3(j)-h2*m2E3)-(lambdaS3(j)-h2*m2S3))+...
552 beta33*0.5%(S3(j)+S3(j-1))*0.5*x(I3(J)+I3(j-1))*...
((lambdaE3 (j)-h2#*m2E3)-(lambdaS3(j)-h2*m2S3)))/...
554 (0.5%(NT(F)+N1(j=1))+0.5%x(N2(j)+N2(j-1))+0.5%. .
(N3(3)+N3(3-1)))"2;
556
m3N2 = (betal1*@.5%x(S1(j)+S1(j-1))*0.5%...
558 (I1(3)+I1(j-1))*((lambdaE1(j)-h2*m2E1)-. ..
(lambdaS1(j)-h2*m2S1))+betal2*0.5%(S1(j)+S1(j-1))...
560 *Q.5%(I2(j)+I2(j-1))*((lambdaE1(j)-h2*m2E1)-...
(lambdaS1(j)-h2*m2S1))+betal3*0.5%(S1(j)+S1(j-1))...
562 *Q.5%x(I3(j)+I3(j-1))*((lambdaE1(j)-h2*m2E1)-...
(lambdaS1(j)-h2*m2S1))+beta21*0.5%(S2(j)+S2(j-1))...
564 *Q.5%(I1(j)+I1(j-1))*((lambdaE2(j)-h2*m2E2)-...
(lambdaS2(j)-h2*m2S2))+beta22*0.5%(S2(j)+S2(j-1))...
566 *Q.5%x(I2(j)+I2(j-1))*((lambdaE2(j)-h2*m2E2)-...
(lambdaS2(j)-h2*m2S2))+beta23*0.5%(S2(j)+S2(j-1))...
568 *Q.5%(I3(j)+I3(j-1))*((lambdaE2(j)-h2*m2E2)-...
(lambdaS2(j)-h2*m2S2))+beta31%0.5%(S3(j)+S3(j-1))...
570 *@.5%(I1(j)+I1(j-1))*((lambdaE3(j)-h2*m2E3)-...
(lambdaS3(j)-h2*m2S3))+beta32*0.5%(S3(j)+S3(j-1))...
572 #0.5%x(I2(j)+I2(j-1))*((lambdaE3(j)-h2*m2E3)-...
(lambdaS3(j)-h2*m2S3))+beta33*0.5x(S3(j)+S3(j-1))...
574 *@.5%(I3(j)+I3(j-1))*((lambdaE3(j)-h2*m2E3)-...
(lambdaS3(j)-h2*m2S3)))/(@.5*(NT(J)+N1(j-1))+...
576 0.5%(N2(j)+N2(j-1))+0.5%x(N3(j)+N3(j-1)))"2;

578 m3N3 = (betall*0.5%(S1(j)+S1(j-1))*0.5%x(I1(3)+I1(j-1))...
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580

582

584

586

588

590

592

594

596

598

600

602

604

606

608

610

612

614

616

618

620

622

624

*((lambdaE1(j)-h2*m2E1)-(lambdaS1(j)-h2*m2S1))+. ..
betal2*0.5%(S1(j)+S1(j-1))*0.5%x(I2(j)+I2(j-1))*...
((lambdaE1(j)-h2*m2E1)-(lambdaS1(j)-h2*m2S1))+...
betal3*0.5%(S1(j)+S1(j-1))*0.5*x(I3(j)+I3(j-1))*...
((lambdaE1 (j)-h2*m2E1)-(lambdaS1(j)-h2xm2S1))+. ..
beta21*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5*x(I1(J)+I1(j-1))*...
((lambdaE2(j)-h2*m2E2)-(lambdaS2(j)-h2*m2S2))+...
beta22%0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5x(I2(j)+I2(j-1))*..
((lambdaE2(j)-h2*m2E2)-(lambdaS2(j)-h2*m2S2))+. ..
beta23*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5*x(I3(J)+I3(j-1))*...
((lambdaE2(j)-h2*m2E2) -(lambdaS2(j)-h2*m2S2))+...
beta31%0.5%(S3(j)+S3(j-1))*0.5x(I1(J)+I1(j-1))*..
((lambdaE3(j)-h2*m2E3)-(lambdaS3(j)-h2*m2S3))+...
beta32*0.5%(S3(j)+S3(j-1))*0.5*x(I2(j)+I2(j-1))*...
((lambdaE3(j)-h2*xm2E3)-(lambdaS3(j)-h2*m2S3))+...
beta33*0.5x(S3(j)+S3(j-1))*0.5%(I3(j)+I3(j-1))*...
((lambdaE3(j)-h2*m2E3)-(lambdaS3(j)-h2*m2S3))) /...
(0.5%(NT(F)+N1(j-1))+0.5%x(N2(j)+N2(j-1))+...
0.5x(N3(j)+N3(j-1)))"2;

m4S1 = (betall1*I1(j-1)+betal2*xI2(j-1)+betal3*xI3(j-1)...
*((lambdaS1(j)-h*m3S1)-(lambdaE1(j)-h*xm3E1)))/...
(NT(j-1)+N2(J-1)+N3(j-1))+ul(j-1)*((lambdaS1(j)-h*xm3S1)...
-(lambdaQ1(j)-h*m3Q1));

m4S2 = (beta21*I1(j-1)+beta22*I2(j-1)+beta23*I3(j-1)...
*((lambdaS2(j)-h*m3S2)-(lambdaE2(j)-h*xm3E2)))/...
(NT(3=1)+N2(j-1)+N3(j-1))+u2(j-1)*((lambdaS2(j)-h*m3S2)...
-(lambdaQ2(j)-h*m3Q2));

m4S3 = (beta31*xI1(j-1)+beta32*I2(j-1)+beta33*xI3(j-1)*...
((lambdaS3(j)-h*m3S3)-(lambdaE3(j)-h*m3E3))) /...
(NT(3=1)+N2(j-1)+N3(j-1))+u3(j-1)*((lambdaS3(j)-h*m3S3)...
-(lambdaQ3(j)-h*m3Q3));

m4E1 = sigmal*((lambdaE1(j)-h*m3E1)-(lambdall(j)-h*xm3I1));

m4E2 = sigma2*((lambdakE2(j)-h*m3E2)-(lambdaI2(j)-h*xm3I2));
m4E3 = sigma3x((lambdaE3(j)-h*m3E3)-(lambdalI3(j)-h*m3I3));
m4I1 = -1+(betal1*S1(j-1)*x((lambdaS1(j)-h*m3S1)-...

(lambdaE1(j)-h*m3E1))+beta21*S2(j-1)*...
((lambdaS2(j)-h*m3S2)-(lambdakE2(j)-h*m3E2))...
+beta31*xS3(j-1)*((lambdaS3(j)-h*m3S3)-...

(lambdaE3 (j)-h*m3E3)))/(NT(F-1)+N2(j-1)+N3(j-1))...
+gammal*x(lambdall (j)-h*m3I1);
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626

628

630

632

634

636

638

640

642

644

646

648

650

652

654

656

658

660

662

664

666

668

670

672

m4I2 = -1+(betal2*S1(j-1)*((lambdaS1(j)-h*xm3S1)...
-(lambdaE1(j)-h*m3E1))+beta22*S2(j-1)*...
((lambdaS2(j)-h*m3S2)-(lambdaE2(j)-h*m3E2))+...
beta32*S3(j-1)*x((lambdaS3(j)-hx*xm3S3)-...
(lambdaE3(j)-h*m3E3)))/(NT(j-1)+N2(j-1)+N3(j-1))...
+gamma2x(lambdal2(j)-h*m3I2);

m4I3 = -1+(betal3*S1(j-1)*((lambdaS1(j)-h*m3S1)-...
(lambdaE1(j)-h*m3E1))+beta23*S2(j-1)*...
((lambdaS2(j)-h*m3S2)-(lambdaE2(j)-h*m3E2)) ...
+beta33*xS3(j-1)*((lambdaS3(j)-h*m3S3)-...
(lambdaE3(j)-h*m3E3)))/(N1(j-1)+N2(j-1)+N3(j-1))...
+gamma3*x(lambdal3 (j)-h*m3I3);

m4Q1 = lambdax*x((lambdaQ1(j)-h*m3Q1)-(lambdaS1(j)-hx*xm3S1));
m4Q2 = lambdax((lambdaQ2(j)-h*m3Q2)-(lambdaS2(j)-h*m3S2));
m4Q3 = lambdax*((lambdaQ3(j)-h*m3Q3)-(lambdaS3(j)-h*xm3S3));
m4N1 = (betal1*xS1(j-1)*I1(j-1)*((lambdaE1(j)-h*m3E1)...

-(lambdaS1(j)-h*m3S1))+betal2*S1(j-1)*I2(j-1)*...
((lambdaE1(j)-h*m3E1)-(lambdaS1(j)-h*m3S1))...
+betal3%xS1(j-1)*I3(j-1)*x((lambdaE1(j)-h*m3E1)...
-(lambdaS1(j)-h*m3S1))+beta21*S2(j-1)*I1(j-1)...
*((lambdaE2 (j)-h*m3E2) -(lambdaS2(j)-h*m3S2))+...
beta22*xS2(j-1)*I2(j-1)*((lambdaE2(j)-h*m3E2)-...
(lambdaS2(j)-h*m3S2))+beta23*S2(j-1)*I3(j-1)*...
((lambdaE2 (j)-h*m3E2)-(lambdaS2(j)-h*m3S2))+...
beta31*S3(j-1)*I1(j-1)*((lambdaE3(j)-h*m3E3)-...
(lambdaS3(j)-h*m3S3))+beta32*S3(j-1)*xI2(j-1)*...
((lambdaE3(j)-h*m3E3)-(lambdaS3(j)-h*m3S3))...
+beta33*S3(j-1)*I3(j-1)*((lambdaE3(j)-h*m3E3)...
-(lambdaS3(j)-h*m3S3)))/(N1(j-1)+N2(j-1)+N3(j-1))"2;

m4N2 = (betal1*S1(j-1)*I1(j-1)*((lambdaE1(j)-h*m3E1)...
-(lambdaS1(j)-h*m3S1))+betal2*S1(j-1)*I2(j-1)*...
((lambdaE1(j)-h*m3E1)-(lambdaS1(j)-h*m3S1))+...
betal3*xS1(j-1)*I3(j-1)*((lambdaE1(j)-h*m3E1)-...
(lambdaS1(j)-h*m3S1))+beta21*S2(j-1)*I1(j-1)*...
((lambdaE2 (j)-h*m3E2) -(lambdaS2(j)-h*m3S2))+...
beta22*xS2(j-1)*I2(j-1)*((lambdaE2(j)-h*m3E2)-...
(lambdaS2(j)-h*m3S2))+beta23*S2(j-1)*I3(j-1)*...
((lambdaE2 (j)-h*m3E2)-(lambdaS2(j)-h*m3S2))+...
beta31*S3(j-1)*I1(j-1)*((lambdaE3(j)-h*m3E3)-...
(lambdaS3(j)-h*m3S3))+beta32*S3(j-1)*xI2(j-1)*...
((lambdaE3(j)-h*m3E3)-(lambdaS3(j)-h*m3S3))+...
beta33%S3(j-1)*I3(j-1)*((lambdaE3(j)-h*m3E3)-...
(lambdaS3(j)-h*m3S3)))/(N1(j-1)+N2(j-1)+N3(j-1))*2;



674 m4N3 = (betall#S1(j-1)*I1(j-1)*((lambdaE1(j)-h*m3E1)...
-(lambdaS1(j)-h*m3S1))+betal2xS1(j-1)*I2(j-1)*...

676 ((lambdaE1 (j)-h*m3E1)-(lambdaS1(j)-h*m3S1))+...
betal3*S1(j-1)*I3(j-1)*x((lambdaE1(j)-h*m3E1)-...
678 (lambdaS1(j)-h*m3S1))+beta21*S2(j-1)*I1(j-1)*...
((lambdaE2(j)-h*m3E2)-(lambdaS2(j)-h*m3S2))+...
680 beta22*xS2(j-1)*I2(j-1)*((lambdaE2(j)-h*m3E2)-...
(lambdaS2(j)-h*m3S2))+beta23*S2(j-1)*I3(j-1)*...
682 ((lambdaE2(j)-h*m3E2)-(lambdaS2(j)-h*m3S2))+...
beta31*xS3(j-1)*I1(j-1)*((lambdaE3(j)-h*m3E3)-...
684 (lambdaS3(j)-h*m3S3))+beta32*S3(j-1)*I2(j-1)*...
((lambdaE3 (j)-h*m3E3)-(lambdaS3(j)-h*m3S3))+...
686 beta33%xS3(j-1)*I3(j-1)*((lambdaE3(j)-h*m3E3)-..
(lambdaS3(j)-h*m3S3)))/(NT(j-1)+N2(j-1)+N3(j-1))*2;
688
lambdaS1(j-1) = lambdaS1(j) -
690 (h/6)*(m1S1 + 2%*m2S1 + 2*m3S1 + m4S1);
692 lambdaS2(j-1) = lambdaS2(j) -
(h/6)*(m1S2 + 2*m2S2 + 2*m3S2 + m4S2);
694
lambdaS3(j-1) = lambdaS3(j) -
696 (h/6)*(m1S3 + 2*m2S3 + 2*m3S3 + m4S3);
698 lambdaE1(j-1) = lambdaE1(j) -
(h/6)*(m1E1 + 2*m2E1 + 2%*m3E1 + m4E1);
700
lambdaE2(j-1) = lambdaE2(j) -
702 (h/6)*(m1E2 + 2*m2E2 + 2*m3E2 + m4E2);
704 lambdaE3(j-1) = lambdaE3(j) -
(h/6)*(m1E3 + 2*m2E3 + 2*m3E3 + m4E3);
706
lambdaI1(j-1) = lambdalIl(j) -
708 (h/6)*(m1I1 + 2*m2I1 + 2*m3I1 + m4Il1);
710 lambdaI2(j-1) = lambdalI2(j) -
(h/6)*(m1I2 + 2xm2I2 + 2*m3I2 + m4I2);
712
lambdaI3(j-1) = lambdaI3(j) -
714 (h/6)*(m1I3 + 2*m2I3 + 2%*m3I3 + m4I3);
716 lambdaQ1(j-1) = lambdaQ1(j) -
(h/6)*(m1Q1 + 2x*xm2Q1 + 2*m3Q1 + m4Q1);
718

lambdaQ2(j-1) = lambdaQ2(j) -
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720

722

724

726

728

730

732

734

736

738

740

742

744

746

748

750

752

754

756

758

760

762

764

766

(h/6)*(m1Q2 +

lambdaQ3(j-1)
(h/76)*(m1Q3 +

lambdaN1(j-1)
(h/76)*(mINT +

lambdaN2(j-1)
(h/6)*(mIN2 +

2%m2Q2 + 2%xm3Q2

= lambdaQ3(j) -
2*m2Q3 + 2*m3Q3

= lambdaN1(j) -
2xm2N1 + 2*m3N1

= lambdaN2(j) -
2*m2N2 + 2*m3N2

lambdaN3(j-1) = lambdaN3(j)

(h/6)*(mIN3 +

end

2*m2N3 + 2*m3N3

+ m4Q2);

+ m4Q3);

+ m4N1);

+ m4N2);

+ m4N3);

tempul=(S1.x(lambdaS1-1lambdaQ1))./(2*xB1);
tempu2=(S2.*x(lambdaS2-1lambdaQ2))./(2*xB2);
tempu3=(S3.x(lambdaS3-1lambdaQ3))./(2*B3);

ull =
u21 =
u3l =

min(1,max (0, tempul));

min (0.9, max (0, tempu2));

min(1,max (0@, tempu3));
ul = 0.5%(Cull + oldul);
u2 = 0.5%(u21 + oldu2);
u3 = 0.5%x(u31 + oldu3);

% Teste para criterio de parada

templ = delta*sum(abs(ul)) sum(abs (oldul

temp2 = delta*sum(abs(u2)) sum(abs (oldu?2

temp3 = delta*sum(abs(u3)) sum(abs (oldu3

temp4 = delta*sum(abs(S1)) sum(abs (0ldS1

temp5 = delta*sum(abs(S2)) sum(abs (01dS2

temp6 = delta*sum(abs(S3)) sum(abs (0ldS3

temp7 = delta*sum(abs(E1)) sum(abs (0oldE1

temp8 = delta*sum(abs(E2)) sum(abs (oldE2

temp9 = delta*sum(abs(E3)) sum(abs (oldE3

temp10 delta*sum(abs(I1)) - sum(abs(oldI1
templ1 delta*sum(abs(I2)) - sum(abs(oldI2
temp12 deltaxsum(abs(I3)) - sum(abs(oldI3
temp13 delta*xsum(abs(Q1)) - sum(abs(0ldQ1
templ14 delta*xsum(abs(Q2)) - sum(abs(0ldQ2
temp15 delta*sum(abs(Q3)) - sum(abs(0l1dQ3
temp16 deltaxsum(abs(N1)) - sum(abs(oldN1
temp17 deltaxsum(abs(N2)) - sum(abs(oldN2
temp18 delta*xsum(abs(N3)) - sum(abs(oldN3
temp19 deltaxsum(abs(lambdaS1)) -

sum(abs(oldlambdaS1

- lambdaS1));

utdds;
u2));
u3));
S1));
S2));
S3));
E1));
E2));
E3));
1))
12));
13));
Q1));
Q02));
Q3));
N1)D 5
N2));
N3));



768 temp20 = delta*sum(abs(lambdaS2)) -
sum(abs(oldlambdaS2 - lambdaS2));

770

temp21 = deltaxsum(abs(lambdaS3)) -
772 sum(abs(oldlambdaS3 - lambdaS3));
774 temp22 = deltaxsum(abs(lambdaE1)) -

sum(abs(oldlambdaE1l - lambdaE1));
776

temp23 = delta*sum(abs(lambdaE2)) -
778 sum(abs(oldlambdaE2 - lambdaE2));
780 temp24 = deltaxsum(abs(lambdaE3)) -

sum(abs(oldlambdaE3 - lambdaE3));
782

temp25 = deltaxsum(abs(lambdalIl)) -
784 sum(abs(oldlambdalIl - lambdall));
786 temp26 = deltaxsum(abs(lambdalI2)) -

sum(abs(oldlambdalI2 - lambdalI2));
788

temp27 = deltaxsum(abs(lambdaI3)) -
790 sum(abs(oldlambdalI3 - lambdal3));
792 temp28 = deltaxsum(abs(lambdaQl1)) -

sum(abs(oldlambdaQ1l - lambdaQ1));
794

temp29 = deltaxsum(abs(lambdaQ2)) -
796 sum(abs(oldlambdaQ2 - lambdaQ2));
798 temp3@ = deltaxsum(abs(lambdaQ3)) -

sum(abs(oldlambdaQ3 - lambdaQ3));
800

temp31 = deltaxsum(abs(lambdaN1)) -
802 sum(abs(oldlambdaN1 - lambdaN1));
804 temp32 = deltaxsum(abs(lambdaN2)) -

sum(abs(oldlambdaN2 - lambdaN2));
806

temp33 = delta*sum(abs(lambdaN3)) -
808 sum(abs(oldlambdaN3 - lambdaN3));
810 test = min(templ,min(temp2,min(temp3,min. ..

(temp4 ,min(temp5,min(temp6 ,min(temp7 ,min. ..
812 (temp8,min(temp9,min(templ1@,min(templ11,min. ..

(temp12,min(temp13,min(temp14 ,min(temp15,min. ..
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814

816

818

820

822

824

826

828

830

832

834

836

838

840

842

844

846

848

850

852

854

856

858

860

end

for

end

y(1,
y(2,
y(3,
y(4,
y(5,
y(6,
y(7,
y(8,
y(9,

y(1o,
y(11,
y(12,
y(13,
y(14,
y(15,
y(16,
y(17,

(templ16 ,min(temp17 ,min(temp18,min(temp19,min. ..

(temp20 ,min(temp21

,min(temp22,min(temp23 ,min. ..

(temp24 ,min(temp25,min(temp26 ,min(temp27 ,min. ..

(temp28,min(temp29 ,min(temp30,min(temp31 ,min..
(temp32,temp33))))))3))))))))))))))))3))))))));

m1R1
m2R1
m3R1
m4R1

gammal*I1(i);

gammal *xQ.5%(
gammal*@.5%(

I1(i)+I1(i+1));
I1(i)+I1(i+1));

gammal*I1(i+1);

R1(i+1) = R1(i) + (h/6)x(m1R1 + 2%m2R1 + 2xm3R1

mi1R2
m2R?2
m3R2
m4R2

m1R3
m2R3
m3R3
m4R3

A ™ & N N

S
S
S
E
E
E
I
I

gammal*I2(i);

gammal*@.5%(
gammal *x@.5%(

I2(i)+I2(i+1));
I2(i)+I2(i+1));

gammal*xI2(i+1);
R2(i+1) = R2(i) + (h/6)*(mIR2 + 2%#m2R2 + 2xm3R2 + m4R2);

gammal*xI3(i);

gammal*xQ.5%(
gammal*@.5%(

I3(i)+I3(i+1));
I3(i)+I3(i+1));

gammal*I3(i+1);
R3(i+1) = R3(i) + (h/6)*(mIR3 + 2xm2R3 + 2*m3R3 + m4R3);

1;
28
35
1;
2;
3;
1;
25
I3,
R1;
R2;
R3;
Q1;
Q2;
Q3;

ul;

+ m4R1);
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y(18,:)
862 y(19,:)

toc

uz;

u3;
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