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RESUMO

Neste trabalho, fazendo uso de ferramentas da Analise Funcional e Topologia, es-
tudamos o modelo fracionario de Keller-Segel para quimiotaxia de ordem « € (0,1)
que consiste em um sistema acoplado de Equacdes Diferenciais Parciais em R"™, com
n > 2. Considerando dados iniciais suficientemente pequenos e fazendo-se estimati-
vas estruturais dos operadores de Mittag-Leffler via estimativas do semigrupo do calor,
mostramos a existéncia e unicidade de solugcbes brandas, no sentido de Hadamard,
construidas pelo principio de Duhamel em espagos de Morrey e Besov-Morrey ho-
mogéneos para a classe de Fujita-Kato fazendo uso de um argumento topoldgico de
ponto fixo de Banach. Com a hipétese, v = 0, apresentamos solu¢des para o modelo
que sao invariantes por escala, ou seja, sdao auto-similares. E por fim, analisamos o
comportamento assintético das solugdes, obtendo um resultado de estabilidade no
tempo e como decorréncia disso temos que cada solugao auto-similar é um atrator
global. A base da presente dissertagdo € o artigo de: Azevedo, J. et al., “Existence

and asymptotic behaviour for the time-fractional Keller-Segel model for chemotaxis".

Palavras-chave: Modelo de Keller-Segel fracionario. Espacos de Besov-Morrey. Solu-

¢Oes Auto-Similares. Comportamento Assintético.



ABSTRACT

In this work, using tools from Functional Analysis and Topology, we study the
Keller-Segel fractional model for o € (0.1) chemotaxis that consists of a coupled sys-
tem of Partial Differential Equations in R™, with n > 2. Considering initial data small
enough and making structural estimates of the Mittag-Leffler operators via estimates
of the semigroup of heat, we show the existence and uniqueness of soft solutions, in
the sense of Hadamard, constructed by the Duhamel principle in spaces of Morrey
and Besov- Morrey homogeneous for the Fujita-Kato class using a Banach fixed-point
topological argument. For the case v = 0, we present solutions for the model that
are invariant by scale, that is, they are self-similar. And finally, we analyze the asymp-
totic behavior of the solutions, obtaining a result of stability over time and as a result,
we have that each self-similar solution is a global attractor. This dissertation is based
on the article by: Azevedo, J. et al., “Existence and asymptotic behavior for the time-

fractional Keller-Segel model for chemotaxis".

Keywords: Fractional Keller-Segel Model. Besov-Morrey Spaces. Self-Similar Solu-

tions. Asymptotic Behavior.
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1 INTRODUCAO

A espécie amebdide Dictyostelium discoideum, mais conhecida como ameba do
lodo, € um microrganismo eucariota que vive em ambientes Umidos e que apresenta
um ciclo de vida interessante para os bi6logos. Esse organismo se alimenta de bac-
térias e sob condi¢des nutricionais adequadas prolifera-se como uma ameba unicelu-
lar, forma na qual passa a maior parte de sua vida. Porém, quando as amebas séo
submetidas a caréncia de alimento, sua proliferagao é interrompida e elas tendem a
distribuir-se uniformemente, iniciando um processo de agregacéo, desencadeado por
sinais quimicos. Moléculas de cAMP (3’-5’-monofosfato ciclico de adenosina), libera-
das pelas amebas que compdem as chamadas centrais emissoras, sao o sinal quimico
mediador do recrutamento dessas células. Ao mesmo tempo em que € produzida por
essas centrais, a CAMP é degradada por uma enzima (fosfodiesterase), também pro-
duzida pelas préprias amebas.

Apoés a agregacgéao, as células comecam a se diferenciar e, via migragéo e segre-
gacao dos distintos tipos celulares, se organizam como uma estrutura multicelular mi-
gratéria, chamada lesma (“slug”), a qual se movimenta em dire¢éao a luz, umidade e
calor. Decorrido um certo periodo de tempo, essa estrutura para de se movimentar,
erguendo-se na forma de um corpo de frutificacdo, constituido por uma cabeca re-
pleta de esporos (células termo-resistentes que tém a fungao de iniciar um novo ciclo
de vida quando forem induzidos a germinar) e por um talo (formado por células mor-
tas), cuja principal funcéo € sustentar a cabeca, mantendo-a distante do solo, e assim

permitir uma dispersao mais eficiente desses esporos. Veja figura a seguir.
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Figura 1 — Ciclo de vida da D. discoideum no sentido horario com inicio no topo
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Fonte: Encyclopedia of Life Sciences. Wiley & Sons, 2009.

A figura acima sintetiza bem o ciclo de vida da D. discoideum, mostrando cada uma
das etapas descritas anteriormente. Podemos ver claramente as células se agregando

e, a partir dai, dando inicio ao processo de desenvolvimento multicelular.

Esse tipo de agregacéo, que é condicionada pela presenca de substancias quimi-
cas, recebe na Biologia o nome de evento quimiotatico. Em suma, a quimiotaxia € um
movimento migratorio de um organismo em diregdo a um estimulo quimico, podendo
ser positiva (quando se da no mesmo sentido da substancia quimica) ou negativa

(quando ocorre no sentido oposto ao dessa substancia).

Além do evento quimiotatico descrito anteriormente, podemos citar ainda:

» O movimento dos espermatozoides em dire¢cdo ao évulo. Esse movimento é re-

sultado da atracdo que determinadas substancias quimicas, emitidas pela ca-

mada externa do 6vulo, exercem sobre tais células (ver (KAUPP; KASHIKAR; WEYAND,

2008)).
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* A mobilidade e migracao celular em varios processos fisiolégicos e fisiopato-
l6gicos. Esses deslocamentos desempenham papeéis essenciais no desenvolvi-
mento e reparo de tecidos. As fungdes do cilio primario do fibroblasto via sina-
lizagéo ciliar PDGFRa, por exemplo, sdo utilizadas para monitorar o movimento
direcional das células durante a cicatrizacao de feridas (ver (SCHNEIDER et al.,
2010)).

» A expansao de um cancer. Durante esse processo, substancias quimicas atuam
de modo a estimularem células tumorais a invadirem o ambiente a sua volta,

resultando assim no crescimento do tumor (ver (MARTINET et al., 1992)).

» O mapeamento das células do sistema nervoso. Durante o desenvolvimento em-
brionario, determinadas células, estimuladas por algumas substancias quimicas,
migram para regides especificas do embrido, para a partir dai dar inicio ao pro-

cesso de formacéao do sistema nervoso (ver (HWANG et al., [2015)).

A compreensao de eventos quimiotaticos como os descritos até aqui tem sido algo
muito desejado pela humanidade. O entendimento do processo de migragéo dos es-
permatozoides, por exemplo, poderia favorecer bastante o tratamento de infertilidade
e a metodologia contraceptiva sem horménios. Por outro lado, a compreensao da mo-
bilidade das células do sistema imunoldgico seria capaz de contribuir fortemente com
a prevencao e o combate de doencas. E ndo podemos deixar de mencionar que o en-
tendimento do processo de mapeamento das células do sistema nervoso teria grande
potencial para evitar defeitos congénitos, e até mesmo abortos espontaneos, durante

o0 desenvolvimento embrionério.

Devido entao ao seu importante papel para a compreensao de uma gama de fen6-
menos bioldgicos, a quimiotaxia atraiu o interesse de diversos pesquisadores ao longo
dos ultimos anos, sendo descrita pela primeira vez em bactérias por Theodor Wilhelm
Engelmann (1843-1909) e Wilhelm Friedrich Philipp Pfeffer (1845-1920), e apds isto,
em protozoarios ciliados em 1906 por Herbert Spencer Jennings (1868-1947). E im-
portante mencionar que o significado da quimiotaxia na Biologia e na patologia clinica
foi amplamente aceito na década de 1930. Os aspectos mais importantes no controle

de qualidade de seus ensaios foram descritos por Sir Henry Harris (1925-2014) na
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década de 1950 enquanto ele investigava o movimento das células na formacao de
tumores (ver (HARRIS et al., 2008)).

A modelagem matematica da quimiotaxia, por sua vez, data dos trabalhos de Clif-
ford S. Patlak (1926-2014) em 1953. No entanto, 0 modelo matematico introduzido por
Evelyn Fox Keller (1936) e Lee Aaron Segel (1932—-2005), no inicio da década de 1970,
é considerado um dos mais importantes para se entender agregac¢ao quimiotatica (ver
(KELLER; SEGEL, 1970)). Esse modelo descreve o movimento macroscépico (mais es-
pecificamente o inicio da agregagdo) da ameba Dictyostelium Discoideuni!|e tem sido
utilizado amplamente ao longo dos ultimos anos (ver (EL-SAYED; RIDA; ARAFA|, 2009;
AZEVEDO; CUEVAS; HENRIQUEZ , 2019; BLANCHET; CARRILLO; LAURENCOT, 2009; [BLAN-
CHET; CARRILLO, 2008; HERRERO; VELAZQUEZ, 1996; HORSTMANN, 2002; HORSTMANN,
2003; HORSTMANN, 2004; [HORSTMANN; WINKLER), 2005; WINKLER, 2010)).

O modelo classico de Keller-Segel (modelo KS), consiste de um sistema de equa-
cOes diferenciais, o qual pode ser obtido heuristicamente da seguinte forma:

Sejam u a quantidade de massa de um determinado material, V o volume ocupado
por u, S a superficie de V' e f a quantidade de material acrescido/retirado de u. De
acordo com a equacao geral de conservagado de massa, a taxa de variagdo no tempo
da quantidade de material w em V' € igual a taxa do fluxo de u, através da superficie

S, somada a quantidade de material f acrescido/retirado de u em V'

;Audv——[qé-nd5+[/fdva (1.0.1)

onde ¢ é o fluxo do material v e n a componente normal da superficie S. Do Teorema

da Divergéncia temos

/@-ndS:/ Vo dv,
S v

e como a fungéo u é continua e o volume V € arbitrario, a equacao (1.0.1) pode ser
reescrita como
/(ut+V<I>—f)dv:O,
|4

onde u; € a derivada parcial de u no tempo. Segue entdo da continuidade do inte-
grando que
w = —Vo + f. (1.0.2)

1 A agregacdo quimiotdtica da ameba Dictyostelium Discoideum foi descrita no inicio do presente capi-

tulo.
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Observamos que esta equacgéao é valida para transporte de fluxo em geral @, seja
por difusdo ou por outros processos.

Uma vez que o fluxo em nosso modelo quimiotatico contribui para dois termos di-

ferentes: o fluxo de difusdo celular (®4) e fluxo de quimiotaxia (P guimio), €screvemos
Dioral = Pair + Pouimio-
Considerando a lei de Flick (ver (KUzMIN, |2010)), obtemos o fluxo de difusao celular
Dyir = —D1Vu

e o fluxo de quimiotaxia

(I)Quimio = XUV'U,

onde D; é o coeficiente de difusdo celular, x € o coeficiente de quimiotaxia e v €

a quantidade de material do atraente quimico. Substituindo agora ,.,;,; ha equacao

(1.0.2)), ficamos com

e a equagao (|1.0.3) nos da a representacao da taxa de variagdo no tempo da funcéo
Uu.
Repetindo o mesmo processo para o atraente quimico v, obtemos a taxa de varia-

¢cao no tempo das concentragdes do atraente quimico
vy = V - (D3 V) + g(u, v)Vo — h(u,v), (1.0.4)

onde D, representa o coeficiente de difusdo do atraente quimico e as funcoes g e
h regulam, respectivamente, as taxas de producdo e de degradacdo desse mesmo
atraente.

Buscando ainda obter a formulacdo minima para o modelo KS, assim como uma
facilidade razoavel nos calculos, assumiremos a partir de agora as seguintes hipoéte-

Ses!:

* As células individuais passam por uma combinacdo de movimento aleatorio em

direcdo a um atraente quimico.

» A célula ndo morre nem se divide.
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» O atraente quimico é produzido a uma taxa constante.

» A taxa de degradagéo do atraente quimico depende linearmente de sua concen-

tracao.
+ O atraente se difunde passivamente pelo meio.

Admitindo essas condigdes, o termo de proliferagdo/morte celular f(u,v) da equa-
cao torna-se nulo, enquanto que as fungées g e h em passam a depender
apenas de u, e v respectivamente. Considerando D,, D, € xy como constantes positi-
vas, obtemos entao a equacao quase linear parabdlica do modelo KS minimo,

uy = V- (D1Vu — xyuVv),
t (Dr ) (1.0.5)

v = DsAv + g(u) — h(v),

onde u; € a taxa de variacdo da densidade celular © em relagdo ao tempo, D; € o
coeficiente de difusdo da célula, y é a sensibilidade quimiotatica e v é a concentracao
de atraentes quimicos. Na equagéo (1.0.5)), D, representa o coeficiente de difusao do
atraente quimico e as fungdes g e h regulam as taxas de producao e de degradacao,

respectivamente, desse mesmo atraente.

Ainda sobre o modelo classico KS, se assumirmos que a concentragdo do atra-

ente quimico independe do tempo, obtemos o modelo (padrao) parabdlico-eliptico KS

abaixo,
Ou =V - (Vu—uVv), reR" t>0,
—Av —yv = u, reR" t>0, (1.0.6)
u(z,0) = up, v(z,0) = vy, r € R,

onde, u € v S840 0S mesmos descritos acima para o modelo minimo e v é uma constante
positiva.

O sistema ([1.0.6), conforme afirmado anteriormente, foi utilizado amplamente ao
longo dos ultimos anos. Chamamos atencao aqui ao fato de que quando ~ = 0, a vali-
dade do sistema na estrutura da quimiotaxia € apoiada por alguns experimentos
com a bactéria Escherichia coli. (ver (CORRIAS; PERTHAME; ZAAG, [2004) e referéncias

do mesmo)).

Na literatura atual no modelo parabélico-eliptico KS em 2d para ([1.0.6|), denotamos

por M a massa total das células: M = [ ug(x) dz. Enfatizamos aqui o fenémeno da
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massa limite. Quando v = 0 em (1.0.6)), teremos M = 8w sendo o limite para a exis-
téncia versus explosao da solugéo. As solugdes existem globalmente para M < 87 (a
difusdo vence a competi¢cao), cuja explosdo em tempo finito ocorre se M > 8x (a agre-
gacao supera a difusdo). No caso critico M = 8, as solugdes sdo conhecidas como
globais no tempo, mas sua norma em L cresce até o infinito no tempo. O mesmo é
verdadeiro quando v > 0 com uma condi¢cao de pequenez adicional no segundo mo-
mento de u, para explosdo apenas. Mencionamos aqui (DOLBEAULT; PERTHAME , 2004;
BLANCHET; DOLBEAULT; PERTHAME/, 2006; BILER; CORRIAS; DOLBEAULT|, 2011; |CALVEZ;
CORRIAS; EBDE|, 2012).

Em dimensao um, admite solugdes brandas com dados iniciais nao neces-
sariamente pequenos. Em dimensbes mais altas, com dados iniciais suficientemente
pequenos temos resultados de suavidade em tempo finito, porém as solugdes explo-
dem no tempo finito para grandes dados iniciais (ver (BURCZAK; GRANERO-BELINCHON,
2017)). O fenbmeno de massa critica foi derivado pela primeira vez em um dominio
limitado com simetria radial por Jaer e Lackhaus (ver (JAGER; LUCKHAUS, |1992) e Nagai
(ver (NAGAI; SYUKUINN; UMESAKO, 2003)).

O caso duplamente parabdlico é substancialmente mais dificil do que o parabdlico-
eliptico. Em duas dimensdes espaciais, 0 sistema parabdlico-parabdlico de Keller-
Segel compartilha muitas propriedades com o sistema parabdlico-eliptico do mesmo
modelo. Em particular, existem solugcdes globais em ambos os casos, desde que sua
massa seja inferior a 8w, no entanto, este limiar ndo é tdo claro no caso parabdlico-
parabolico como é no caso parabdlico-eliptico, cujas solugdes com massa acima de
87 nunca ter&o estabilidade. Em Biler et al. (ver (BILER; CORRIAS; DOLBEAULT, |2011)) os
autores também estudaram solugcdes auto-similares do modelo KS duplamente para-
bdlico com v = 0 e provaram que, em alguns casos, tais solu¢des existem globalmente
mesmo que sua massa total seja superior a 87. Se M = 8r, ha existéncia e unicidade,
com estabilidade assintética no tempo de solugdes radialmente simétricas para um
sistema de quimiotaxia no plano R? (ver (BILER et al., 2006)). Calvez e Corrias em (ver
(CALVEZ; CORRIAS, 2008)) construiram solugdes globais positivas usando o método de
energia e desigualdades funcionais ad doc. € assumido que os dados iniciais sao po-
sitivos (ug, vp) € L'(R?) x H'(R?) com pequena massa.

Em (BURCZAK; CIESLAK; MORALES-RODRIGO), 2011) os autores mostraram que o mo-
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delo KS unidimensional duplamente parabdlico com difusdo néao linear possui solucdes
globais, desde que a difusdo nao linear seja igual a (1 + u)~?, 8 < 1, independente-
mente do tamanho dos dados iniciais. Eles também provaram que no caso critico
f = 1, 0 mesmo resultado é valido para massas iniciais menores do que uma cons-

tante prescrita.

Considere a partir de agora n > 3. Para o modelo de Keller-Segel classico, com
v = 1, Nagai et al., em (NAGAI; SYUKUINN; UMESAKO, 2003), estudaram o compor-
tamento das solugdes brandas limitadas com dados wg,vo,djuy € L'(R™) N B(R™)
(1 < j < n), onde B(R") € o espaco de Banach das fungdes limitadas e unifor-
memente continuas em R™; ||ug|| 1, || Vuo|l ;1 € || Vo || - S80 suficientemente peque-
nos, mas || uo ||, N&0 € necessariamente pequeno. Corrias e Perthame (ver (CORRIAS;
PERTHAME, 2006)), provaram a existéncia de soluc¢des fracas positivas para o0 modelo
de Keller-Segel com condigéo inicial vy € L9 e Vv, € L™, comn/2 < ¢ < n. Em
dominios limitados €2 C R"™ com fronteira suave, Winkler provou em (WINKLER, |2010)
que para cada ¢ > n/2 e p > n pode-se encontrar ¢, > 0, de modo que a solugéo
obtida seja global limitada sempre que o dado inicial (ug,vo) satisfaz | u || .y < €o
e [[Vuo ||y < €. Por outro lado, para uma bola €2 e uma massa m > 0, arbitraria-
mente pequena, existe uy, com [,uy = m, tal que (u,v) explode em tempo finito ou
infinito. Solugdes fracas em (L>°(0, +o0); L>(R™)) foram obtidas por Sugiyama e Ku-
nii em (SUGIYAMA; KUNII, 2006) para um modelo de Keller-Segel degenerado, com um
fator poténcia com termo aleatério e dado inicial ndo negativo (ug,vy) € L' N L>® x
L' n H' n Wt~ Usando o método de Kato, recentemente Kozono e Sugiyama em
KOZONO; SUGIYAMA| obtiveram resultados em espacgos de Sobolev. Especificamente,
com max{l,n/4} < r < n/2, foi provada a existéncia de uma unica solu¢do branda
(u,v) € [C([0,4+00); H7~2)NC((0, +00), H?")] x [C([0, +00); H7)NC((0, +00), L7)], com
condigao inicial (ug,vy) pertencente a classe H+2" x H+". Em (KOZONO; SUGIYAMA,
2008), o resultado de (KOZONO; SUGIYAMA, |2009) foi melhorado considerando agora o
dado em L(z>) x BMO, onde BMO é o espaco das fungdes com oscilagcdo média
limitada e L(z>°) & um espacgo de Marcinkiewicz. Considerando n # 3, os resultados
de Biler (ver (BILER, 1998)) produzem solugdes globais brandas com dados em uma

certa classe de espacos de Morrey.

O interesse em equagdes diferenciais fracionarias (EDFs) esta em alta entre pes-
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quisadores e cientistas devido ao seu forte potencial de aplicagdes em varios proble-
mas aplicados, como na corrosao eletroquimica, impedéancia elétrica em elementos
botanicos, difusdo anémala, comportamento reol6gico celular, agregacéo quimiotatica
em sistemas celulares, passeios aleatérios em tempo continuo, estatistica de Lévy,
modelo de infecgdo por HIV. As (EDFs) estao naturalmente relacionados a sistemas
com memoria que existem na maioria dos sistemas biolégicos. Também foi deduzido
gue as membranas das células tém condutancia elétrica de ordem fracionaria. Mais
detalhes em (BOURNAVEAS; CALVEZ|, 2010;[ESCUDERO|, 2006;|GURUSAMY|, 2017;|PAZY|,
2012;/SCHNEIDER; WYSS|, 1989;|SCHNEIDER, 1990; WYSS, 1986; ZEID; YOUSEFI; KAMYAD
, 2016).

Ha um grande interesse matematico em desenvolver andlise fracionaria para o
modelo de Keller-Segel. Escudero (ver (ESCUDERO, 2006)), por exemplo, introduziu e
analisou um modelo fracionario, o qual fornecia uma descricado mais precisa da auto-
interacao quimiotatica de uma populacao de células, cujos movimentos nao se davam
de modo aleatério. Uma investigacdo nessa direcao se justifica ndo apenas pelo fato
de o problema ser desafiador, mas é também motivada pelo desejo de se compreender

certos fen6menos bioldgicos.

A difusédo e a quimiotaxia sdo fundamentais para 0 movimento das bactérias. Apa-
receram evidéncias empiricas para substituir a difusdo classica por uma fracionaria.
Acredita-se que esta abordagem pode ser Gtil para modelar estratégias de alimen-
tacdo de uma ampla classe de organismos. Em alguns deles, seu comportamento
para alimentar-se é baseado em um processo de Lévy gerado pelo operador de difu-
s8o espacial fracionaria A? = (A)~#/2, 0 < 8 < 2, (ver (BURCZAK; CIESLAK; MORALES-
RODRIGO|, 2011; BURCZAK; GRANERO-BELINCHON|, 2016)). Em Langland e Henry (ver (
LANGLANDS; HENRY/|, 2010)) s&o introduzidos modelos mesoscopicos e macroscdpicos

para o transporte em sistemas bioldgicos com quimiotaxia e subdifusdo anémala.

No nivel macroscoépico, a subdifusdo anémala pode ser modelada como movimento
browniano fracionario ou caminhos aleatérios, os chamados random walks na litera-
tura, de tempo continuo (CTRWs). Desta forma, podemos modificar a equacgao de difu-
sao usando um operador fracionario temporal. No modelo CTRW com lei de tempo de
espera em poténcia por exemplo, 0 operador fracionario de tempo € dado em termos

da derivada fracionaria de Riemann-Liouville (ver (LANGLANDS; HENRY, 2010)). Além
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desses casos, a literatura recente investigou ainda a influéncia da heterogeneidade do
substrato na dinamica do modelo KS por meio do calculo fracionario (ver (LANGLANDS;
HENRY,, 2010 ; NAGHIBOLHOSSEINI, 2015)).

Diante disto, somos levados a também voltar nosso olhar para um modelo fracio-
nario, a saber, 0 modelo fracionario de Keller-Segel para a quimiotaxia, dado a seguir:

Considere o sistema acoplado de equacdes diferenciais parciais em R, n > 2,

‘Diu=V-(Vu—uVv), reR" >0,
°Div=Av— v+ u, reR" t>0, (1.0.7)
u(z,0) = ug, v(z,0) = v, x € R",

onde, Dy é a derivada fracionaria de Caputo de ordem « € (0, 1) (ver Definigao 3.19),
u(z,t) representa a densidade celular, v(z,t) descreve a concentracdo do atraente
quimico e o parametro v > 0 denota a taxa de decaimento do atraente quimico. Os
termos na primeira equacao abrangem a difusao das células e o movimento quimio-
tatico, enquanto que os da segunda expressédo descrevem a difusdo e producgéo de

atratores ao longo do tempo.

Quanto ao modelo KS com difus&o fraciondria, em R, podemos considerar o pro-

blema

O = —NPu — x0,(ud,v), (108)

0 = d%v + u.

Em Escudero (ver (ESCUDERO, 2006)) foi mostrado a regularidade global da solu-
¢do no caso 3 > 1, para um dado inicial vy € H'. Bournaveas e Calvez (ver (BOURNA-
VEAS; CALVEZ, |2010)) melhoraram o resultado estabelecido por (ESCUDERO, 2006) ao
enfraquecerem as hip6teses de regularidade sobre os dados inciais. Eles fornecem
uma classe de dados iniciais que dao origem a auséncia de estabilidade assintotica
em tempo finito para 5 < 1, bem como uma condicao de pequenez para os dados ini-
ciais em L'/# implicando na existéncia global para 5 < 1. Quando 3 = 1, temos o caso
critico. Burczak e Granero-Belinch’on (ver (BURCZAK; GRANERO-BELINCHON, [2016a))
provaram neste caso que as solugdes permanecem suave para qualquer dado inicial
e qualquer tempo positivo. Isto refuta a auséncia de estabilidade assintética de gran-
des dados conjecturada em (BOURNAVEAS; CALVEZ, 2010). Burczak et al. (ver (BURC-

ZAK; GRANERO-BELINCHON, 2017)), consideraram uma equacéo KS parabdlica-eliptica
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bidimensional que combina o efeito de um termo logistico com difusédo fracionaria de
ordem 5 € (0,2) (o termo logistico permite capturar células adultas). Eles obtiveram
existéncia de solugbes regulares globais no tempo que emanam dos dados iniciais
sem restricdes de tamanho para ¢ < 8 < 2, onde ¢ € (0,2) depende dos parame-
tros da equacdo. Burczak e Granero-Belinch’on (ver (BURCZAK; GRANERO-BELINCHON,
2016b)), obtiveram uma série de resultados de regularidade para o modelo KS du-
plamente parabdlico generalizado em uma dimensao espacial. Zhai (ver (ZHAI, 2010))
estudou o modelo KS com difusdo fracionaria e um termo néo local. Ele estabeleceu
a existéncia global, unicidade e estabilidade de solugbes com dados iniciais (ug,vo)
pequenos no espago de Besov critico B, /7 x B/,

Para o modelo KS fracionario no tempo, Zayernouri e Matzavinos (ver (ZAYER-
NOURI; MATZAVINOS, |2016)) desenvolveram um esquema de divisdo de tempo implicito-
explicito (IMEX) para um modelo Keller-Segel fracionario no tempo com operador tem-
poral fracionario dado em termos da derivada fracionaria de Caputo. Em particular,
experimentos numéricos exibem a eficiéncia do esquema IMEX proposto na solucao
do sistema KS fracionario (em tempo) para a quimiotaxia. Em (ATANGANA; ALKAHTANI,
2015) Atangana e Badr estudaram a existéncia de solugdes para um modelo Keller-
Segel de ordem fraciondria de Caputo-Fabrizio. Este modelo considera o efeito da
memoria e também o movimento das bactérias dentro de diferentes camadas do meio
através do qual o movimento global esta ocorrendo. Em (EL-SAYED; RIDA; ARAFA, 2009)
ARAFA et al. usaram o método de decomposicao de Adomian para fornecer solucdes
na forma de séries de poténcia para um modelo de quimiotaxia bacteriana fraciona-
ria no tempo em uma camara de gradiente de difusdo. As derivadas fracionarias sdo
descritas no sentido de Caputo. Em (KUMAR; KUMAR; ARGYROS, [2017) Kumar et al. de-
senvolveram um método de transformacao de andlise de homotopia modificado para

resolver um modelo KS fraciondrio no tempo.

Em (FERREIRA; PRECIOSO, 2011), os autores obtiveram resultados de existéncia
global e comportamento assintoético para o problema ((1.0.7) com « = 1, com condi¢cao
inicial pequena no espago N,V x B ., comn >2,0< A <neb=2— "2 onde

00,007

»aq © UM espaco homogéneo de Besov-Morrey (BM), de distribuicbes temperadas
modulo polindbmios (observe que Bgom = N2, 1) Os espagos (BM) foram introduzi-

dos por Kozono e Yamazaki em (KOZONO; YAMAZAKI, 1994) para analisar equacoes de
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Navier-Stokes. Temos as seguintes inclusdes:

H%*Z,r g L(%QO) g Mp,anp g iy

,A,00

H*" C BMO C N2,

. _(2—n
‘Bp’éO P) g./\/;—b

A,007

,A,00)

n
2P —b
Bppvoo - Noo,/\,oo'

A presente dissertacdao encontra-se dividida em trés capitulos. O capitulo 2, inti-
tulado “Preliminares”, tem por objetivo tornar o texto 0 mais auto-suficiente possivel.
Nele algumas defini¢cdes e propriedades dos elementos envolvidos neste trabalho se-
réo relembrados. Especificamente, semigrupos, operadores setoriais, operadores de
Mittag-Leffler, espagcos homogéneos e estimativas do semigrupo do calor. Por fim,
enunciaremos resultados topolégicos, que trardo garantia dos resultados aqui apre-

sentados.

Para o capitulo 3, denominado “O contexto fracionario para o modelo de Keller-
Segel", apresentamos o referencial fracionario do modelo KS, entre estes introduzi-
mos 0 espago ambiente de trabalho denominado espaco de Fujita-Kato, o principio
de Duhamel e as estimativas estruturais necessarias para controlar os operadores de

Mittag-Leffler associados ao modelo.

No capitulo 4, chamado de “Boa colocacdo do modelo de Keller-Segel em espacos
de Besov-Morrey", mostramos a existéncia e unicidade das solugdes. Também para
0 caso v = 0, garantimos a existéncia de solugdes auto-similares. Por fim, analisa-
mos o comportamento assintético das solugdes, monstrando que quando v = 0, cada

solugéo auto-similar € um atrator global.
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2 PRELIMINARES

Este capitulo contém os pré-requisitos para o bom desenvolvimento do presente

trabalho.

Ao longo de todo o texto, (X, || - ||y) e (Y, ] - ||y) representam espagos de Banach.
A notagdo L£(X,Y) denota o espago de Banach formado pelos operadores lineares
limitados de X em Y, munido com a norma ||T'(| x y,- Quando X =Y, abreviamos a
notacao para L(X) e || - [[;x)-

Seja A um operador linear com dominio D(A) e imagem R(A) em X, representa-
mos por p(A) o conjunto resolvente do operador A : D(A) C X — X, isto é, o conjunto
dos A € C, tais que, o operador (A — A)~! pertence a £(X) e considere o(A) seu
espectro, isto é, o(A) = C \ p(A).

Para cada A\ € p(A) escrevemos R(\;A) = (A — A)~! como sendo o operador

resolvente de A.

A notacdo BC((0,+00), X)) representa o conjunto das fun¢des continuas e limita-

das do intervalo (0, +o00) no espago de Banach X.

2.1 OPERADORES SETORIAIS

Nesta secdo faremos uma breve introducdo a teoria dos semigrupos analiticos.
Para apresentar-mos os operadores setoriais, faremos algumas consideragdes sobre
semigrupos, semigrupos fortemente continuos e geradores infinitesimais. Para mais

detalhes sobre a teoria de semigrupos, (ver (PAZY, [2012)).

A seguir temos um resultado simples, mas de fundamental importancia na teoria

de semigrupos.

Definicao 2.1.1. Dizemos que uma familia de operadores lineares {T'(t)},., C L£(X)

€ um semigrupo , se
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(i) T(0) = Ix, (operador identidade em X)
(i) T(s+1t)=T(s)T(t), Vt,s>0.

Definicao 2.1.2. Um semigrupo fortemente continuo (ou semigrupo de classe Cy, ou

Co-semigrupo) € um semigrupo {T'(t)},-, tal que, para cada z € X,
|T(t)z — x|y — 0, quando t— 0*. (2.1.1)

Lema 2.1.1. Seja {1'(t)},., um Cy-semigrupo, ent&o existem constantes w > 0 e M >
1, tais que
1T || pxy) < Me™, ¥t >0. (2.1.2)

Demonstragdo. Mostraremos inicialmente que existe n > 0, tal que, [|T'(t) ||y, € limi-
tado, para todo ¢ € [0,7]. Supondo por absurdo que exista uma sequéncia {t,},>; C
Ry, tal que, lim,, 1 t, = 0 e para cada n € N temos |[T'(t,)| ., = n. Pelo Teo-
rema da Limitagdo Uniforme, segue-se que, para algum = € X, {[|T(t,)z |, et
é ilimitado, o que contraria (2.1.1). Portanto, |T(t)| ) < M parat € [0,7]. Sendo
IT(0) || zx) = 1, entdo M > 1. Tome w := ; InM > 0. Dado t > 0, 3n € N, tal que,

t =nn+9J,onde é € [0,7n) e além disso, usando a Definigao 2.1.1, item (ii), temos

HT(t)”L(X) = HT(W)HT((S)HL:(X)
< ||T(77)||Z(X)||T(5)||c(){)
< M"M,
uma vez que n = % < ;, obtemos

1T (1) | oy < MM = Me®*.

E portanto, concluimos que se {7'(t)},., € um Cy-semigrupo, entdo é de ordem

exponencial. O

Teorema 2.1.1. Seja {T'(t)},., um semigrupo fortemente continuo em X. Ent&o, para

cada x € X a aplicacdo
T()x:[0,400) — X
t — T(t)x
é continua. Além disso

h—0

1 ftth
lim E/ T(s)xds = T(t)x, Yt>0.
t
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Demonstragio. Seja {T'(t)},., um Cp-semigrupo. Dado = € X, a continuidade para
t = 0 é uma consequéncia imediata da Definicao 2.1.2. Considerando h > 0 et > 0,

temos entao

1T +h)e=TH)zlx = [TOTh)z -TE)x|x

< NTET(h)x = 2)[|x
< Me?||T(h)z — ||k,

Logo, T'(t+ h)xr — T'(t)z quando h — 0T. De forma andloga,

|7t =h)e=TH)x|x = IT(E=h)z—=T{t—h+h)z|

< T =h) (@ =T(h)x)|
< MV = T(h)z |,

sempre que 0 < h < t e portanto, T(t + h)x — T'(t)z quando h — 0.
Concluimos assim que T'(t+ h)x — T'(t)z quando h — 0, ou seja, T'(-)x é continua.
Consequentemente, fixado ¢t > 0 e dado ¢ > 0, existe 6 > 0, tal que, |s —t| < 0 =

| T(s)x —T(t)x||y < e. Deste modo, se 0 < h < ¢, entdo

[ e < g [Tl Tonl

X

1 t+h d 1 L
< = = — =
< 5 /t € ds h( €) =€,
e com isso encerramos a demonstracao do Teorema. O

Exemplo 2.1.1. Para A € L(X) a familia de operadores

eAt _ —io A"

n=0

Vit>0.

n! "’

é um Cy-semigrupo.
Demonstragio. Gomo por hipétese, || Al ) < oo e

< Z t”AHL(X)) et”A”L(X)’

e ”L(X) -

L(X)
temos e € £(X). Logo, a série converge absolutamente e uniformemente em sub-

conjuntos compactos de [0, +c0).
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Desta convergéncia uniforme e das propriedades da série, podemos verificar que
a familia {e**; + > 0} define um semigrupo, pois V ¢, s > 0 temos
+o00 (At)k +o0 (As)j

eAteAs — :
,;) k! j;o 4!
Tt (At)k(As)!
B ;;Uz(:) k|51
+oo

k=
_ 6A(t—i—s)

e para t = 0, teremos o operador identidade Iy. A familia {e*!; ¢t > 0}, define ainda

um semigrupo fortemente continuo, uma vez que

+o0 AT
le* = Ixlleg = |22 =
n=1 ' L(X)
2 At
< tlA e
= H HL(X)nz:% (n+1)!

< t||A|\£(X)et||Allz:(x> — 0, quandot — 07,
O

Definicao 2.1.3. Seja {T'(t)},., um semigrupo fortemente continuo de operadores li-
neares. Chamamos de gerador infinitesimal ao operador linear A : D(A) C X — X
definido por

T(t)f_x, onde D(A) = {xeX 3 lim T(t)j_x}

Az := lim
t—0t

t—0+
Teorema 2.1.2. Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo
de operadores lineares limitados {T'(t)},., em X, entdo A é linear, fechado e densa-

mento definido, isto €, D(A) = X.
Demonstragio. A demonstragdo pode ser vista em (PAZY|, 2012, Corolario 2.5). O

Proposicao 2.1.1. Sejam {T'(t)},., € {S(t)},5, dois Co-semigrupos que possuem o

mesmo gerador infinitesimal A. Entéo, para cada x € X, teremos

T(t)x = S(t)x, Yt>0.
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Demonstragio. Seja A o gerador infinitesimal comum dos semigrupos {7'(t)},-, €

{S(t)}>o- Dados = € D(A) e t > 0, a aplicagao
0,t] s = T(t—s)S(s)x,

é diferenciavel e

d d d
%T(t —35)S(s)x = £{T(t —8)}S(s)x +T(t — s)%{S(s)}x

= —AT(t—s)S(s)x+T(t—s)AS(s)z = 0, (2.1.3)

onde em (2.1.3) usamos o fato de que o semigrupo 7'(¢) comuta com A. Portanto,

s — T(t — s)S(s)x é constante e em particular

Isto mostra que T'(t)z = S(t)z, Vx € D(A) e t > 0. Sendo D(A) denso em X e
T(t), S(t) limitados, entdo T'(t)z = S(t)z, YV € X. O

Consideremos agora a possibilidade de estender o dominio do parametro de um
semigrupo para certos setores no plano complexo que incluem o eixo real ndo ne-
gativo. E, a fim de preservar a estrutura de semigrupo, o dominio onde o parametro

complexo variar deve ser um semigrupo aditivo de nimeros complexos.

Definicao 2.1.4. Seja A : D(A) ¢ X — X um operador densamente definido e
fechado. A € chamado operador setorial se existem constantes a € R, C > 1 e

¢ € (0,7/2), tais que, o setor
Sup={AeC; p<|arg(A\—a)| <7} C p(A),

e vale a estimativa

C
A —al’

A=A g < VA€ Sap\{a}.

Se a = 0 chamaremos A de operador setorial positivo, e para facilitar a notagao,

denotaremos S, , apenas por Sy.
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Figura 2 — Subconjunto do Plano Complexo S, .

Y

=]

Fonte: Proéprio autor.
Definicao 2.1.5. Dizemos que Ha é um caminho de Hankel, se existemr > 0 e 0 €
(5,m) tais que Ha = Hay, + Hay — Has , onde:
Ha, = {teia ctelr, —|—oo)},
Hay, = {re“ ;te [—9,9)},
Ha, = {te_i(77 cter, —1—00)}
Também escrevemos Ha = Ha(r,0) para mostrar a dependéncia do dngulo e do raio.

Figura 3 — Caminho de Hankel H, = H,(r,0).

Hay

Has

Fonte: Proprio autor.
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Definicao 2.1.6. Sejam ¢, < 0 < ¢, e definao setorA = {z € C: ¢ < arg (z) < ¢a}.
Para z € A, seja T'(z) um operador linear limitado. A familia {T'(z) : z € A} é dita um

semigrupo analitico em A se
(i) a aplicagdo A > = — T(z) é analitica;
(i) T(0) = Ix, elim, o ,ea T'(2)z =2 € L(X), paracadaz € X;
(iii) T(z1 + z2) = T(21)T (22), para todos z, zo € A.

Um semigrupo {T'(t) : t > 0} é dito analitico se ele possui uma extensdo a um
semigrupo analitico em algum setor A, contendo o eixo real positivo. Claramente, a
restricdo de um semigrupo analitico ao eixo real é um Cy-semigrupo.

Estaremos interessados entdo no problema oposto; isto €, dado um Cy-semigrupo,
encontrar condi¢cbes sob as quais possamos garantir que este semigrupo possa ser
estendido a um semigrupo analitico em algum setor A em torno do eixo real ndo-
negativo. Para isto, precisamos primeiro encontrar uma maneira de expressar o semi-
grupo em termos do seu gerador infinitesimal, e tal relagdo € dada pela transformada

inversa de Laplace.

Proposicao 2.1.2. Seja A o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo T'(t), considerando

o Lema2.1.1, para cada A € C, com Re(\) > w, teremos que A € p(A) e
(A= A)lg = / e MT (1) dt. (2.1.4)

Demonstragcio. Sob as hipdteses do Lema 2.1.1 defina

+oo
POzl < [ e T | de

+o0o
< / e~ Bt prevt|| 2| d,
0

< M g
— || X .
= Re(\) —w' "X

Seja A o gerador infinitesimal de 7'(¢). Dado = € X, temos que

AF(ANz = lim T(h)_IX/ e MT(t)z dt

h—0t

= lim 7 / e M(T(h +t)x — T(t)x) dt.
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Fazendo a mudanga de variavel h + ¢t = s, ficamos com

1 ptoo
/ e MT(h + t)xdt = / e AT (5)x ds,
h I Jn

e portanto

+0o0
AF(N)z = lim [1/ e AT () dt — —/ e MT(t)x dt]. (2.1.5)
0

h—0+ | B

Por fim, realizando algumas manipulagbes algébricas no segundo termo de (2.1.5)
obtemos

+o0o
h/ A= dt——/ e MT(t)zdt
“+oo
= E/ (e MR _ oM P () dt — —/ t)z dt
0
+o0 pAh _ 1
= / GTG_MT(t)ZE dt — E/ e AT () dt
0 0
A1 Ah

= / e NMT () dt — — / e MT (1) dt,
h 0 h Jo
e passando o limite com h — 0™ encontramos a igualdade
x—)\/ e M)z dt —x = AF(\)a — .

Portanto, temos (A — A)F(\)x = z, 0 que resultaem F(\)x = (A — A)~ 'z, para cada

x € X. Tomando agora = € D(A) notamos que

— +o0
AF(MN)x = lim T(h)IX/ e MT(t)z dt
h 0

h—0t+
—+00 —
L [T [Tu +h) T(t)}

x dt.
h—0* J0O

Como {7'(t)},-, € um semigrupo,
AF(\)z = lim o e MT(t) [] xdt,
h—0+ Jo h
e pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
+00

AF(\)z = /0 N () Az dt = F(N) Ax,

e portanto, para cada A € p(A), segue que, F(\) = R(\; A) com isso concluimos a

demonstracdo da Proposicao 2.1.2. ]

Apresentaremos agora o teorema principal desta secéo, que nos diz que se A é
setorial, entdo —A é gerador infinitesimal de um semigrupo analitico. E possivel ainda

provar que a reciproca é verdadeira, isto pode ser visto em (FRIEDMAN, 2008).



29

Teorema 2.1.3. Se A : D(A) € X — X €& um operador setorial, entdo —A gera um

semigrupo fortemente continuo {T'(t)},., dado por

T(t) = 1./ MO+ A) T dN, Vi 0. (2.1.6)

211 Js
Parat = 0, temos T(0) = Ix, onde Ix € o0 operador identidade, considere S, 0
contorno em p(—A) para alguma c R e 6 € (7/2,7).

Além disso, {T'(t) : t > 0} é analitico no setor {t # 0 : |arg (t)| < €}, para algum

e > 0. Para todo t > 0, temos as estimativas
IT) o) < Me™ & [JAT(t) [l px) < Mt™'e™™,

para alguma constante M > 0. Por fim, para cada x € X, vale

d

STt = —AT()a, ¥t >0. (2.1.7)

Demonstracio. Assuma que a = 0. Pelo teorema de Cauchy, a integral fica inalterada
guando o contorno S, € deslocado para a direita a uma pequena distancia. Chamare-

mos este novo contorno de S,. Entdo parat > 0 e s > 0, obtemos

T(t)T( (2mi)~ / / PO+ A) e (u+ A) T dpdA
So

At-&-us
(2mi) / / [+ A = (u+ A} dpda
So S

_1/ M\ 4+ A)! 1/ T au| dax
27 211 Js) p— )\M

+1/ B (4 A)H | ] a
2mi sge a 2mi Jsy A — pu H-

Como A € Sy e i1 € S,, pelo Teorema de Cauchy

1 / A = e
= _— = €
2mi Js i — A 270 Jsy A — a ’

0 que nos garante

TOT(s) = — [ e ot A =T+ 5),

21 Js

isto é, que {T'(¢) : t > 0} € um semigrupo. (Ver figura 4)
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Figura 4 — Contorno original e deslocado

~
W

Fonte: Préprio Autor.

E facil notar que, para valores pequenos de ¢ > 0, as estimativas e convergéncias
feitas no inicio desta se¢ao continuam validas no setor {t # 0 : |arg (t)| < €}, portanto

0 semigrupo € analitico. Além disso, fazendo a mudanca de variavel = At, parat > 0,

-1
1 d
7/ et B _|_A 7’u
2mi Js) t t

com S, sendo um caminho deslocado a uma pequena distancia do caminho original

obtemos

Y

L(X)

1T [l 2 =

Sy. Segue portanto, da analiticidade do integrando que
1 ] - dp

_— 24 A s

omi /596 (t * ) !

§é1/
So

Repetindo o processo acima, apenas com o adendo de que

1Tl 2x) =

L(X)

|dp| < M.

et
L

AN+ A) " o) = Hx = AA+A) gy < 1+C,

obtemos 3
G

IATW e < [,

Provaremos agora que lim; o+ 7'(t)x = z, para todo x € D(A) e t > 0. De fato,

et

M
dul < o

I A 1 -1
T(t)x v=o )t (A +A) A" |z dA
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1
=—— [ X'eMAWN+ A) T d),
211 Js,

e, portanto, fazendo a mudancga de variavel ;, = At, temos

1 W - du
—1 At
211 J s, goe ( t > * t

(0 < d|>|A
<t / — X .
339M||# \ Hx

Em outras palavras, concluimos que lim; o+ 7'(t)x = x, para todo =z € X. Para cada

1Ttz — 2]y =

X

r € X, segue da densidade de D(A) em X, que existe {z,},;> € D(A) com z,, — z,

quando n — +oo. Como
I T = zlly < NTE)x = TO)zally + I TOT = zallx + |20 — 2]l

< |IT(@)s — 2ally + (M + Dz, —ally, VneN,

temos

limsup |T(t)z — | x < (M + 1)z, —z]x VneN.
t—0t
Finalmente, fazendo n — oo, deduzimos que

lim || T(t)a — 2 =0,

t—0+
como queriamos.

Neste ponto provamos a igualdade ([2.1.7)). Considere x € X e ¢t > 0. Da analitici-

dade do integrando, observamos que

d 1
Lty = 7/ XA+ A) Lz d)
O omi Js, € MATA)

1 |
- ——,/ e”A()\+A)‘1xd/\+—,/ e d\
211 So 2 So

Yy
1
- _7./ MAN+ A)" Lz dA
271 J S,
= —AT(t)z.
Encerramos a demonstracao, notando que se a # 0, entdo basta escolhermos o
operador setorial positivo A, dado por A, := A — a. Neste caso, como demonstrado

acima, —A, gera um semigrupo analitico {7,(t) : t > 0}. Defina entédo a familia de
operadores {T'(t) : t > 0} C L(X) por

T(t) =e ™T,(t), Vt>0.
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Claramente {T'(t) : t > 0} é um semigrupo analitico que tem —A como gerador
infinitesimal, ja que

Tt)xr —x e T, (t)r — x

lim ——— = lim
t—0+ t t—0+ t
—at __ 1 L t _
= lim [e 1Ta(t)x+ lim )z —a
t—0+ t—0+ t
= —Ar,

e satisfaz, para todo ¢ > 0, as estimativas

17(t) HE(X) = |le™Tu(t) HL(X)
< Me™™,
e
| AT (t) ||£(X) | Ae™ T, (t) HL(X)

para alguma constante M > 0. Mais

d

Mtflefat

Y

ainda, para cada = € X temos

d

7 . | ,—at
Tz y e T, (t)z]
= —ae "T,(t)r — Age T, (t)z
= —ae T (t)r — (A —a)e "T,(t)x
= —Ae T, (t)x

= —AT(t)z, Vt>D0.
[l

Observacao 2.1.1. Daremos duas sentengas simples que serdo Ulteis ao longo deste
texto (ver (RENARDY: ROGERS, 2006)).

« Se A:D(A) C X — X é um operador setorial positivo, entdo existem § > 0 e
0 € (m/2,m) tais que Ssy C p(—A) e ainda
HT(t) HL(X) g M(Seiata Vt > Oa
para alguma constante M; > 0.

» Se {T'(t)}+>0 € um semigrupo analitico e o operador linear —A : D(A) C X — X

€ seu gerador infinitesimal, entdo A é setorial.
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Proposicao 2.1.3. Seja A : D(A) C X — X um operador linear, tal que, p(A) esta

contido no semi-plano {\ € C, Re(\) > w} e
[AR(A; A) HL(X) <M, (2.1.8)
comw >0, M > 1. Entdo A é setorial.

Demonstrag¢io. Para demonstracdo (ver (LORENZI et al, 2004, Capitulo 1, Secao 1.3,

Proposicao 1.3.12). O]

Provaremos a seguir, que o operador Laplaciano A em R" é setorial, ou seja, dado

v € (m/2,m), existe uma constante C' > 0 tal que

[(A=A)7 < |§| (2.1.9)

paratodo A € 37, ,onde >, ={A e C\ {0};] arg(N) | < v}

Antes disso, vamos considerar a equacao do calor

u(z,t) = Au(x,t), xR t>0, (2.1.10)

u(z,0) = up(x), z € R",
com a condi¢do inicial v, tomada em X = LP(R"), 1 < p < co. Aplicando formalmente
a transformada de Fourier em relacdo a variavel espacial =, obtemos para ¢ € R” fixo,

uma equagao diferencial ordinaria, dada por

At ; = - 24 s )y ]Rn’ 07
(1) EPat), §eR™ > 21.11)
a(g’ O) - ﬁo(g)a 5 € Rna
cuja unica solucao é dada por:
w(&,t) = o(£)g(&, 1), (2.1.12)

onde j(¢,t) = e I,
Tomando agora a transformagéo de Fourier inversa em (2.1.12)), obtemos que a

solucao do problema linear (2.1.11f), pode ser expressa via convolugdo como segue

eIzl (2.1.13)

u(z,t) = g(-,t) xug(x), com g(x,t) = (4mt)n/2
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A solugéo (2.1.13]) gera um semigrupo {G(t) };>0, chamado semigrupo do calor, via
convolugdo com o nucleo de Gauss-Weierstrass (2.1.13) (ver (LORENZI et al., |2004)),
isto &,

1 2
- —|z—y|?/4¢ n
(GOu)(w) = (i /Rne wly)dy, ©€R", t>0. (2.1.14)
com dado inicial (G(0)ug)(x) = up(x).

Proposicao 2.1.4. O operador Laplaciano A é um operador setorial em R™.

Demonstra¢io. Dado z € Z, com Re(z) > 0e f € L?(R"™). Definimos

G(2)f = g: = f, (2.1.15)

2 n/2
com g.(z) = T, entao [y |g.(z)|de = (R'@Z(Z)> . Pela desigualdade de

1 _
(4mz)n/2 €

Young, se z € Sy e 0 < 7/2, temos

1
1G (ol < WH“OH@-

Para quaisquer uy € LP(R") e g € L” (R™), com 1/p +1/p = 1, tem-se

(G u0.) = sz [ e ol = ). d

(Amz)/2 Jr

Provaremos agora a estimativa para o resolvente de A no semi-plano complexo
{z € C: Re(z) > 0}. Considere \ = a + bi, com a > 0, b > 0. Do Teorema Integral de

Cauchy temos
+o0
R\ A)ug = / e MG (ugdt = / e MG(2)ug dz,
0 vy
comy={z€C, z=x—1ix; x >0}, entdo cosf < 1/2, e obtemos

+o00
| RO Aol < 2wl [ e 7 da

(V)
a+b
2n/4

< .
= ’)\| ||u0||LP

< [uoll o

e segue da Proposicao 2.1.3 que A € setorial em R™. Se b < 0, obtemos o resultado

desejado de maneira analoga, considerando 4 = {z + zi : x > 0}. ]
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2.2 ESPACOS HOMOGENEOS

Nesta secao, definimos os espagos homogéneos de Morrey, Sobolev-Morrey e
Besov-Morrey, mostrando algumas de suas propriedades, por fim, faremos estimativas
para o semigrupo do calor. O termo “homogéneo" ¢é justificado por uma propriedade
de homogeneidade da norma destes espacos. Tal propriedade é util para o estudo de
equacoes diferenciais parciais via técnicas de escala. Estes espagos norteiam todo o

trabalho para a boa colocagao, no sentido de Hadamard, para o problema ([1.0.7)).

Definicao 2.2.1. Sejam1 < p < 0 €0 < X\ < n. O espago de Morrey homogéneo
M, (R™) é definido por

MpaR") = {f € Lipe(R") : || f]l, 1 < 00},

loc

com a norma dada por

_A
1flla=sup  RPFILor (2.2.1)
ER™;R>0

Zo

onde | f| denota a norma em L?(Br(z)) de f, isto é,

p,zo; R

Observacao 2.2.1. Se p € [1,00) entdo M, ,(R") = LP(R"). Outro espago conside-
rado na literatura é o espago de medida do tipo Morrey M,(R™), com 0 < X\ < n,
introduzido por (GIGA; MIYAKAWA, | 1989). Esse espaco define o conjunto das medidas
de Radon 1. sobre R", tais que

lully= sup By < oo
onde |u| denota a variagéo total de medida 1. Em particular, tomando \ = 0, o espago
My (R™) = M(R™) coincide com o espago das medidas de Radon sobre R" de variagdo

total finita.

Proposicao 2.2.1. Sejamp € [1,00) e 0 < XA < n. O espago de Morrey homogéneo é

um espaco de Banach.

Demonstragio. Seja {fi}7>, uma sequéncia de Cauchy em M, ,(R"). Em particular

{ £}, € uma sequéncia de Cauchy em L?(Bg(xo)), como p € [1,00) a completude
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de LP(BR(xO)) assegura que existe f € L*(Bg(zo)), tal que,
- 0, ando k : 2.2.2
1 fw flle<BR(IO)) —0, qu — +00 (2.2.2)

Queremos mostrar que f € M, \(R") e [| f — fi|l,, — 0. Para isso, notamos que

[F@)F = [f(2) = ful@) + fr(@)]”
< 2°(|f (@) = fu(@)[" + [fe(2)]P).

Assim,

75 oy PP 52 (i [, 10 = Pt [ steia)

< 21?(]; /BR (=0) |f(x) — fe(x)Pdz + | fulx) HZA)' (2.2.3)

Como a sequéncia { f}7>, € de Cauchy em M, ,(R"), entdo existe uma constante
C >0, tal que, | fi|l,, < C, paratodo k € N. Portanto, de (2.2.2) e (2.2.3)), obtemos

1
= / (@) de < 27C,
BR (EO

e segue dai que f € M, . Resta-nos mostrar que || f — fi|[, , — 0, quando k — +oo0.

Para isso, observamos que

1 1
B Jinten) |f(x) = fr(x)Pde < 2p<R" /BR - | (@) — fu(@)|P dz
1
R)‘ /BR (wo) |f(l’) - fm(ZL’)|p dl’)
<

W@m—ﬁmA

b fo o 0= Rl de). (224)

Novamente usando o fato de que a sequéncia { fi};>, € de Cauchy em M, ,(R"),

dado ¢ > 0 arbitrario, existe ng € N, tal que,

para todo k,m > ng. Dali, por (2.2.4) e (2.2.5)), obtemos

1 P P P 2P P
B Sy o F@ = Fa@P e < 2l = Bllpat 5 [ 17() = ()P de

< PP 4 Ce, (2.2.6)
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para todo k, m > ng. Como € é arbitrario, segue entdo de (2.2.6) que f, — f em
M, »(R™), e a Proposi¢ao 2.2.1 esta provada. ]

Proposicdo 2.2.2. Sejamp, q,r € [1, ], tais que, 1+ = %"’% Assumaque f € LP(R™)
ege LY(R"), entdo f xg € L"(R") e
1 * gl < fllollglla,

onde o simbolo “ x " denota o operador de convolugéo

(f < 9)@) = [ @ =)g(y)dy.
Demonstra¢io. Para demonstracdo (ver (FOLLAND|, 1999, Proposigéo 8.9.)). O

Lema 2.2.1. As seqguintes afirmagbes para o espaco de Morrey homogéneo, séo ver-

dadeiras:

(i) Sejam r,q € [1,00) € A1, Ay € [0,n). Se "2 = 22, e r < ¢ entdo a seguinte
inclusdo é continua
M (R") € M, 5, (R?). (2.2.7)

(i) Sejam r,q,ps € [1,00) € A\, A2, A3 € [0,n). Se f € M, (R"), g € M, (R"),

1 1 1 X A A - .
— = -+ -e22 =214+ 2 entdo fg € M,,,(R") e vale a desigualdade
ps T g P3 r q

”fgupg,xg < Hf“T,/\luqu,)\g' (2.2.8)
(i) Paral <p<ocoel<\<n, temos
Lg% fllpn < Ngllpll £l (2.2.9)
para toda g € L'(R") e f € M, \(R").

Demonstra¢do. Para mostrar inicialmente (i), tomemos f € M, ,,(R"). Da Definigéo
2.2.1, segue que f € LY(Bg(xg)), para todo R > 0 e todo z, € R". Sendo r < ¢, existe

ps > 1,tal que, | = ¢ + .- e entdo, pela desigualdade de Holder,

1
s

</BR(xo> Jr dm) = </BR<xo> |f(x>|qu> | </BR(mo) 1] dﬂf) ’

[T dx)

- CRw-—q(/BR(xO) |f(x)|qu> , (2.2.10)
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onde C'R™ é o volume de Bg(z). Assim,

R-il(/ |f(x)|”d:p>r < CR"?“Z</ |f(x)|qclm>q
. BR(CEo) BR(IO)

IN

CR‘q(/BR(xO)|f(x)|qu> . (2.2.11)

Tomando o supremo em (2.2.11)) quando variamos =, € R" e R > 0, concluimos

que

_22
Hf||7-,,\1 < C sup R q”fHLq(BR(zO))

zo€ER™ , R>0

CllF g,

Portanto, f € M, ,, (R") e ainclusdo M, ,,(R™) C M, ,,(R") é continua.

Para demonstrar o item (ii), usando a Desigualdade de Holder em L?, obtemos

_23
= su R s
|| fg ||p57)\5 xoeRnPR>O{ || fg ||p3,.l’(),R)
S )
< sup AR f e mll 9l gm0 rt
zoER",R>0
<
roER”, R>0

- ”f”r,)q“g”q,)\g’

Como, f € M, ,,(R") e g € M, ,,(R"). Entéo,

17l ns < WAl gl < oo

E portanto fg € M,, \,(R").

pSt —22
sup {R " ||f||r,xo,R} sup {R ! Hg”q,xo,R}
zo€ER™ ,R>0

Sejam g € L'(R") e f € M, (R"). Da Proposigao 2.2.2, temos

Multiplicando a desigualdade por R~# e tomando o supremo para todo

xo € R" e todo R > 0, ficamos com

lg * Fllpn < g llall £ 115

e o item (7i7) esta provado.

(2.2.13)

]

Proposicao 2.2.3. A norma do espaco de Morrey homogéneo satisfaz a sequinte pro-

priedade de escala

_n-
1@ = o P Nl Vo >0,

(2.2.14)
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Demonstragio. Expandindo o termo || f(o-) ||, , encontramos

. _ -2 p o \"
[ f() I, IOEZI}PRN{R (/BR(xO) |f (o)) dm) }
ocR — »
= R -n P d
() (7 L o)

= ot s Lo ([ ra)
ozoER™ R>0 By gr(owo)

_n=a
= o 7 [[fl,n

3 =

}

com isto, mostramos que a igualdade ([2.2.14]) é verdadeira. ]

Vamos introduzir agora o espago de Schwartz S(R"), isto €, o espaco das fun-
¢cOes cujas derivadas decrescem no infinito mais rapidamente que qualquer potén-
cia negativa de |z|. Denotamos por S'(R") = S’ o dual topoldgico de S, ou seja, S’
é formado pelos funcionais em S. S’ é dito conjunto das distribuicdes temperadas.
Sejam U um aberto do R™ e uma funcdo v : U — K (K sendo um corpo igual a

R ou C). Chamamos o conjunto C°(U) = {u € C> : supp(u) € compacto}, onde

supp (u) = {z € U : u(x) # 0}, de conjunto das fungdes teste.

Definicao 2.2.2. Dizemos que uma sequéncia (u,,),cn de fungbes de C2°(U) converge

para zero quando as seguintes condi¢cées sao satisfeitas:

(i) Existe um compacto K C R", tal que, supp (u,)nen C K, para todon € N.

(i) Para cada multi-indice 3, a sequéncia (D?u,).cn converge para zero uniforme-

mente em K.

Se u € C*(U), dizemos que a sequéncia (u,),en de elementos de C°(U) converge
para v em C°(U) quando a sequéncia (u,, — u),en CONverge para zero no sentido dado
acima. O espaco vetorial C>*(U) com esta no¢do de convergéncia é representado por

D(U) e é denominado espago das func¢des testes em U.

Definicao 2.2.3. Segjau € L'(R"). Definimos a transformada de Fourier de u, denotada

por F(u), como sendo a fungdo F(u) : R" — C, dada por

Flu)(€) = / e~y (1) dz, € € R™.

n
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Definicdo 2.2.4. Para cada fungdo v € L'(R"), definimos a transformada de Fourier

inversa de u, denotada por F(u) como sendo a fungdo F(u) : C — R", dada por
Fu)(x) = Flu)(~z), = €R™

Observagao 2.2.2. Uma vez que S(R") C L'(R"), para cada u € S(R"), as fungbes
F(u) e F(u) estdo bem definidas e, além disso, pode-se mostrar que elas sdo rapida-
mente decrescentes no infinito. Mais ainda, F : S(R") — S(R") e F : S(R") — S(R")

sdo isomorfismos continuos e F = F~L.

Definicao 2.2.5. Seja > € C. O operador Laplaciano fracionario é definido por

z

(=A) 2u(x) = F (|- FF(u)(z), YueSR).

Definicao 2.2.6. Denotemos por P(R™) o conjunto de todos os polinbmios com n va-

riaveis. Sejap € D(R™), 0 < p(§) < 1, para cada ¢ € R”, tal que, supp (¢) C Dy = {5 €
Re: 21 < |¢] < 2} e

kEZ

onde ¢ (€) = ©(27%¢), para ¢ € R", e k € Z. Defina ¢(z) = F ' (¢)(z) e ép(z) =
F Y op)(x) = 2M¢(2%x), k € Z. Além disso, paral <p < oo0,0< A <nescR,dadaf
no espago quociente S'(R")/P(R") tal que F ' (ox F(f)) € M, A(R"™), para todo k € Z,

defina o numero real || f || - __por
p,Aq

¥
(S (Zh0071,0)") 1202
171

N;,)\,q =
suppes (27004 flla) g =oo.

Definicao 2.2.7. O espago de Besov-Morrey homogéneo em R", N7, .(R"), € o con-

junto das classes de equivaléncia, denotadas por f, em S'(R™) /P(R™), tal que, || || v .

< Q.

Observacao 2.2.3. Em particular, quando \ = 0 na definicdo acima, temos o es-
paco de Besov homogéneo B;Vq(R"). Além disso, N3, , . (R") = Bgo,oo(R”), visto que
Moo A (R™) = L°(R™).

Proposicdo 2.2.4. Os pares (N, .. |l -l ) e (B o |l - I5,.) sdo espagos de Ba-

nach.



41

Demonstragio. O espaco de Besov € um caso particular do espaco de Besov-Morrey.

A demonstragéo de que (N, . || - HN}*‘,\ ) € um espaco de Banach, pode ser vista em

(KOZONO; YAMAZAKI , 1994, Corolario 2.6). 0

Definicao 2.2.8. Sejam1 <p <o0,0 <\ <n es e R" O espaco de Sobolev-Morrey

homogéneo M; ,(R") € definido por
A(R?) = (—A)7EM,A(R")
e sua norma é dada por
1 £, = =25 f ]
O espago de Sobolev-Morrey (M (R"), || - || v A) € um espacgo de Banach.

Proposicao 2.2.5. O espaco de Sobolev-Morrey homogénegeo satisfaz a seguinte

relacdo de escala
s—n=A
@)y, =0 7 I f llgs o Vo >0 (2.2.15)

Demonstragao. Para justificar a igualdade (2.2.15)), mostraremos primeiramente que,
dadoso >0e f € S'(R"),

(=A)2 f(oz) = o*((=A)3 f)(ox), Yz €R™ (2.2.16)

Com efeito, uma vez que a transformada de Fourier de uma distribuicdo f € &’

satisfaz a propriedade

Flf(a)](€) = o "FIf)(071¢), (2.2.17)

segue da Definigao 2.2.7 e de (2.2.17)) que

FU=D)2f(a)]€) = [EPFf(o)](€)
S A Cay
= oo |oT L Ff(071E)
= o " F[(=A)2 f](c7LE). (2.2.18)

Agora, usando (2.2.17) em (2.2.18)), com —(A)?f no lugar de f e, aplicando a trans-
formanda inversa, obtemos ([2.2.16]).
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Logo, utilizando (2.2.16) e a Proposicao 2.2.3, segue que

170 e, = =2)37 ()],

= [lo*((=A)2) f(o) .
= 0T T (~A)E S|,

= 0" T g, (2:2.19)
0
Observacdo 2.2.4. E possivel fazer a sequinte identificacdo nos espacos de Besov-
Morrey
ag(RY) = (=A)ZAD, ((R™), (2.2.20)
com a norma correspondente igual a

[ Fllprs, = H=A)2 Fllge

Lema2.2.2. Sefam1 <p<r<oo,1<qg<o0,s,veRel<\<n. Entdo, ainclusdo

oaa(R?) C N, (R) (2.2.21)
é continua se s — %} =y -2
Demonstra¢io. Para a demonstragao (ver (MAZZUCATO, 2003)). ]

Proposicao 2.2.6. (Propriedade de escala) Suponha que 1 < p,q < oo, s € R e
A € [0,n). A norma do espaco de Besov-Morrey homogéneo satisfaz a seguinte pro-

priedade de escala

1f ()]

Demonstragio. A demonstracao serd feita apenas para o caso ¢ = oo, visto que, se

n—>A\
e ) , 2.2.22
N, O Hf|/\/pMa Vo>0 ( )

1 < g < o0, a prova é analoga. Pela Observacao 2.2.4 e da relacdo de escala em

M, A (R™), temos que
1/ (o)

R TN T
= | JS[(—A)%JC](U') HN,?,A,oo

s

= o’sup ¢ * [(=A)2 f(a)] |,
keZ

_n=XA 5
= osupo 7 [ x [(=A)2f]]],
kez

_n—=A

= %7 sup || o * [(—A)2 f] ||p,)\
keZ
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_n=X s
TR A)

_n=X
= o 7 |f

N;,)\,oo )
O
Através dos estudos feitos acima, para os espacos homogéneos, a partir de agora,

faremos uso destes resultados para estimar o semigrupo do calor {G(t)},., aplicado

a f € S' em espacgos de Sobolev-Morrey e Besov-Morrey.

Lema 2.2.3. Sejam s1,50 € R, 51 < 59, 1 <r<q¢g<o0,1<p<o0ele]|0,n). Entdo

existe uma constante C > 0, tal que,

_ 82781 1ln=A_mn=XA

GO, < O 7 255 f e (2.2.23)
82781 _1ln=A_n=XA

||G(t)f||/\/;’2m < (Ot 7z T2Uw 7 )”f”/\/f,&,p’ (2.2.24)

paratodo f € S etodot > 0.

Demonstrag¢io. Para a demonstracgao ver (FERREIRA , 2012, Lema 2.2). O

Lema 2.2.4. Sejam1 <r < g < oo e\ € [0,n). Entdo, para cada desigualdade abaixo,

existe uma constante positiva C, tal que,

IVGO) f s < CE F s (2.2.25)

IVGE) fllgn < CEVZf g (2.2.26)

VGO fll,, < CEEF2) 1) (2.2.27)

VoGO fllar < CEEf Il (2.2.28)

1GOF Ix . < ClF Ny (2.2.29)

IGO gy, . < Cllfllsg s (2.2.30)

1G@) e < CEEEDf] 0 (2.2.31)

IVeG@)flle < Crmin{t 30 £, 730 7\ (2232)

VoGOl < CE2 o (2.2.33)

Demonstragdo. Iniciamos a demonstragéo da desigualdade (2.2.25), notando que g(z, 2t)

= 6%2*%9(:@& e g—i(x,t) = —5tg(x,t), parai = 1,..,n, onde g(x,t) € dado em
(2.1.13). Entao,

’gxgi(x’t)g(;%)' = t_%|xi|2%_le_ug§7t”2.
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Uma vez que a expressao do lado direito € limitada superiormente, segue que,

existe uma constante C' > 0, tal que,

D=

t2Vg(x,t) < 12|Vg(z,t)| < Cglx,2t). (2.2.34)

Dessa forma,
I OVCON oy = [, FHTCON @] dr
< cof  1GeN@) dr
Cf, o o920 =)l dyd

C 2t —y)|"dxd
foow2n) [ iy dedy
< ORI (2:2:35)

IA

IN

Por fim, elevando ambos os lados de a 1, multiplicando por R~+ e tomando
0 supremo quando variamos z, em R™ e R em (0, +0o0), obtemos a desigualdade de-
sejada.

A demonstracéao de segue 0S mesmos passos da demonstracao (2.2.25)),

substituindo r por ¢. Dados z, € R" e R > 0, de (2.2.36) temos que

IA

P e [ L Py

< CIHGEOIN@ L IHG@OI () R (2.236)

Multiplicando (2.2.36]) por R~ e em seguida elevando a 1/¢, encontramos

q—r

R[5 (VGO @) | papaieny < CIGEOI@) 1% (GO ) () I,

Multiplicando agora a Gltima desigualdade por {2 e tomando o supremo para z, €

R"™ e R > 0, vemos que

q—r

(V.G f) @),y < Ct3 II(G(%)f)(w)IILoo) TG @)
NGO HEL) T 1GEHE I,
M) I

IA

Q

N
[NIES

IA
Q
l\.’)\»—A
/N N N
H~
w»—A

IN
Q
N

[NIES
o
+

>/

>«
s
=

>

e assim, obtemos (2.2.29). Como consequéncia direta da desigualdade ([2.2.34)), temos
que

112(V.G () f) ()|

v S CNGEON@ Iy,
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onde, C' € uma constante positiva, e da desigualdade (2.2.26), obtemos

V(G () f) ()]

~1/2
N2y o < Ct HfHN;,A,oo'

A demonstracéo de (2.2.31) segue diretamente de (2.2.26). Observando que Bgom =
00 lEMOS que (2.2.32) € caso particular de (2.2.31). Para demonstrar (2.2.33), por
(2.2.25) temos

n—>\

IG@O)f |l < CEEE £

e o resultado segue, pois M, , C M, ,, através do Lema 2.2.1. Considerando r,q €
[1,00) temos que (2.2.33) € valido para os dois casos, tomando entdo o minimo entre

ambos os resultados, obtemos (2.2.34).

Por fim, temos que (2.2.35) é resultado da desigualdade (2.2.30) e do fato de termos

L® < BY, . O

Observacao 2.2.5. Dados 1 < p < oo e s > 0 temos entao a seguinte equivaléncia
(ver (MAZZUCATO , 2003))

1l = supt e f ], (2.2.37)

onde e~ denota o semigrupo do calor {G(t)}:>o dado na Proposi¢do 2.1.4. Para uma
discussdo mais profunda sobre os espagos Besov-Morrey, veja (KOZONO; YAMAZAKI,
1994;|MAZZUCATO, 2003).

2.3 A FUNCAO DE MAINARDI

Definicao 2.3.1. A funcdo de Wright, € assim chamada em homenagem a E. Maitland
Wright, que introduziu e investigou essa funcdo em uma série de notas a partir de
1933, no d4mbito da teoria das particoes. A funcao é definida pela representacdo em

série, convergente em todo o plano complexo,
+oo on

4% = _

wl2) nzz‘;) nID(An + 1)

sendo entdo W, ,(z) uma funggo inteira.

,A> =1, 2€C, neC, (2.3.1)

A representacao integral da funcao de Wright é dada por

1 d
Wia(2) 7/Ha60+w ‘S A> -1, 2€C neC,

= om
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onde Ha € qualquer contorno de Hankel. A equivaléncia entre as representagdes em
série e integral é facilmente comprovada usando a férmula de Hankel para a reciproca
da funcdo Gama. De fato, temos para qualquer ¢ € C, com Re(¢) > 0,

1 1
B0 = i J (232)

A troca entre série e integral é verdadeira pela convergécia uniforme da série, e

sendo W, ,(z) uma funcdo inteira, segue-se

1
W)\,H(Z) — 7./}1(1 €U+ZU

271 oM

+oo on
1 / e"[ z UA”} do
o ; | w
2mi JHa —n! o

400 n 1
= Zzl/ e”a_’\”_“dal
Ha

!
o nl | 2mi

_Adi

+00 on
como desejavamos.
Em virtude de seu papel nas aplicagées do célculo fracionario, definiremos agora
uma funcao de Wright, chamada fung¢ao de Mainardi, que foi apresentada pelo ltaliano
Francesco Mainardi em seu livro em que estuda o conceito de viscoelasticidade para

o contexto fracionario (ver (MAINARDI , 2010)).

Definicao 2.3.2. Segja o € (0,1). A fungdo de Mainardi M, : C — C é dada por
Ma(z) = Wfa,lfa (_2) LOgOJ

Mole) = 3 e o = 23 ) sin )
o = — I (mwan).
: = nll'(1 —a(n+1)) T =
Ja a representagéo integral para M, (z) é dada por
1 oezga  dO
MQ(Z) = % ‘/];[ (& O—l—oc‘

Definicao 2.3.3. Segjam «,3 € R estritamente positivos. Entdo, E,3 : C — C é a
funcao de Mittag-Leffler, dada por

+00 Zlc

E.p(z) = Z m, (2.3.3)

k=0

onde se 8 = 1, a denotamos por E,(z).



47

Proposicao 2.3.1. Sgja«,3 > 0, z € C, escolhemos Ha, = Hale.,0) come, > |z|"/*

e e (n/2,m) entdo

1 Mafﬂe;u'
Eoslz) = — / dyi.
’6<Z) 21t JHa, p® — 2 a

Demonstragio. Fixe z € C. Observe que se Ha € um caminho de Hankel, por ([2.3.2)

temos que
+oo zk
E.,3(z) = _
5(2) kz;;F(ak el
+00 1
= P ,u_"‘k_ﬁe“ du
i—o 2mi JHa
1 +oo Zk
- 2 Betd
omi /Ha,;)wk“ oo

1

hoeE[E]
= — /’L_ elLL [a
2mi JHa o LM

Como |z|'/* < ¢, podemos afirmar que |z| < |u|*, entédo

dp.

Portanto,

1 _ ue
Easl) = 57 [, Beulua—z} i

1 uafﬁe.u‘
= —/ dpu.
2me JHa p* — 2

]

Definicao 2.3.4. Tomando f como na Proposicao 3.1.1, podemos considerar uma fun-
cdo f:D(f)cC— X, dada por:

A

onde {\ € C; Re(\) > v} C D(f), e~ é dado pela Proposigao 3.1.1. Dizemos que
f(\) é a transformada de Laplace de f(t). Em outras palavras, podemos definir o
mapa linear L : D(L) — F(C,X), onde D(L) := {f € Li.([0,+c0),X); f é de tipo
exponencial} e F(C, X) é o conjunto das fungbes definidas no subconjunto dos nu-
meros complexos, com imagem contida em X. Denotamos por L{f(t)}(\) := f(\) o

operador de transformada de Laplace.
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Proposicao 2.3.2. Sejaa € (0,1), -1 <r < oo, A >0 ez € C. A fungdo de Mainardi

M,, satisfaz as seguintes propriedades:

(i) M,(t) >0, paratodot > 0;

I'(r+1) .
Iar+1)’

(iii) L{at=FIM () }HN) = e,

(i) Jo™ " Ma(t) dt =

(iv) L{LatM(t)}(2) = Ean(—2);
(V) L{Mu(t)}(2) = Ea(=2);
onde E,, ,, e E, sdo dados pela Definigégo 2.3.3.

Demonstragao. (i) A demonstracao pode ser vista em (MAINARDI, 2010).

(17) Note que, parar > —1 e o € (0,1), temos

+oo +oo 1 eH—tu®
/ 1Mo (1) dt = / i / —dp| dt
0 0 271 JHa plme

= —/ et / et g S
271 JHa 0 prme

Tomando w = tu®, temos dw = p*dt, e

+oo 1 +oo T d d
[emwa - L [/ () e_ww] I
0 271t JHa 0 e P | e

1 +oo 1 d

= 7/ et / w'e " dw a
271 JHa 0 perte plma

1 d
= 7/ etT(r+1) a

211 JH Iuon"—l—l

1 et
= Tr+1) 27?2/11 Wd'u

I'(r+1)
[(ar+1)’

conforme desejado.
Para provar o item (iii), temos que, para A > 0

B e +o00 n‘cfl aen
ey =y (R
n=0
_ -lio(_l)n 75—0m—1

= nl TI'(-an)
+oo 1)n+1 t—a(n—i—l)—l

- ZO (n+ 1) D(—a(n + 1))

n

n!
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Para provar o item (iv)

L{atM,(t)}(2)

visto que ([2.3.4]) vem de (12.3.3).

Para provar o item (v)

L{Ma(t)}(2)

400 O{(—l)n t—a(n+1)—1
nz::O —a(n+ 1)n!T'(—a(n + 1))
-l-zo:o a(_l)nt—an t—(a+1)

o n! Ml —an+1))

4~ (at1) io (=)
o
—=nll'(l—-a(n+1))

ot~ CFDN (7).

o = n!
& (=2

"M (t) dt
nzz‘; n! a/() ( )
XX (=2 ['(n+2)

= nl aF(a(n +1)+1)
X (—2)"a(n+1)

T; Fla(n+1)+1)

+oo (—z)”

7; [(an + «a)

Ea,a(_z)a

+00 1 p—tp
/ 67Zt [/ ¢ 1 d,LL] dt

0 21t JHa '
1/ et /+oo e_t(Z—HJ’Q) dt d/J
270 Jua pt= | Jo

1 H —1
Gy / f [ (0 - 1)] dp
211 JHa U |2+

1 et et
7/ du
2mi JHa p* + 2

Ea(_z)a

onde (22.3.5)) € dada pela Proposigao 2.3.1.

(2.3.4)

(2.3.5)
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2.4 OS OPERADORES DE MITTAG-LEFFLER

Definicao 2.4.1. Sgjama € (0,1) e A: D(A) C X — X um operador setorial positivo.

Entao, as fungbes fortemente continuas

1
B (—t*A) = — | M0+ A)7tdN, >0
7l JHa
e
te At 1
Baa(~t74) = —— [ M4 a)an, t>0,
o ) 271 Hae (A" +4) =0

com Ha C p(—A) dado pelo caminho de Hankel, (ver Defini¢do 2.1.5) s§o chamados

de operadores de Mittag-Leffler.

Teorema 2.4.1. Sejam X um espacgo de Banach e —A : D(A) C X — X o gerador
infinitésimal de um semigrupo analitico. Para cada « € (0,1) podemos reescrever as
familias de Mittag-Leffler { Eo(—t*A)},o € {Ea,a(—t"A)},5, pOr

+oo

E,(—t*A) = ; M, (s)T(st%) ds (2.4.1)

Foa(—t24) = [ T M (s)T(st%) ds, (2.4.2)

onde {T'(t) : t > 0} é o Cy-semigrupo analitico gerado por — A.

Demonstragio. Se —A & um gerador infinitesimal de um semigrupo analitico {7'()},-,
e 0 € p(A), entdo
+0o0
T.(t) = a / sha(8)1O VT () ds, (2.4.3)
0

+oo
Sa(t) = / ba(8)T (5t ds, (2.4.4)
0
onde ¢,(s) € a fungdo densidade de probabilidade definida em (0, +0), cuja Transfor-

mada de Laplace é dada por

L) = [ oule)ds

400 2\
— Z <7I>b’ w > O’
ST +ay)

e satisfaz
—+o0
/ ls)ds = 1, (2.4.5)
0



o1

e
“+oo
/ s"pa(s)ds <1, 0<n<1. (2.4.6)
0
De fato, V « € D(A) C X, temos pela Proposigéo 2.1.2 que
+oo
A+A) e = / e T (s)x ds.
0
Seja
+ [e3
[ e () ds = e,
0
1 r 1
com ,(s) = Zjﬁ(—l)”s—a"—lm(zlﬂ sin (nma), € s € (0,+00), para consulta,
™ .

deixamos ao leitor (MAINARDI; PARADISI; GORENFLO, 2007). Portanto, obtemos que
+o0 o
A+ A)r = / e M TT(T)x dr
0
+oo +oo o
= / / ot Le MO (4 2z ds dt
0 0

+oo  p+oo A\
= / / ot e M T () ds dt
0 0

1

+oo oo A Al
— / / aiﬂa(s)e_”T() rdsdt
0 0 s ] s«

= /+Oo e M (a /+Oo 5¢a(s)t* VT (t%s)x ds) dt, (2.4.7)
0 0

onde ¢, (t) = Ls'~ a1, (s~ =) é afungdo densidade de probabilidade definida em (0, +c),

«

a qual satisfaz (2.4.5) e (2.4.6). Segue entdo, de (2.4.7), que

) = —— [ A0+ A)"d

2me Jr
+o0
= a/ 5¢a(8)t* 1T (t%s) ds.
0
Por outro lado, para todo = € D(A) C X, temos que
+o0o
AT+ A7l = / AN T (8)w ds
0
+o0 o
= / a(\t)* e~ QO T () x ds
0
too 1d
_ v (At)e a
/0 e O () ds
+oo  p+oo
= / / 5o (8)e M T (1) ds dt
0 0
+o0 A\ +o0
= / e t/ Ga(8)T(ts)x ds dt.
0 0

Portanto,
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Como sao verdadeiras as identificagdes T, (t) = t* ' E, .(At?) € S,(t) = E,(At*)
(ver (SHU; XU , 2013)), segue o resultado desejado. O

Observacio 2.4.1. E essencial assumirmos o < 1, caso contrdrio a fungdo de Mai-
nardi sera divergente. Temos também que para o — 1-, a fungdo M, (t), parat € R,,

tende a fungéo Delta de Dirac 6(t — 1) (ver (MAINARDI, 2010, pag. 242)).

Observacao 2.4.2. Os operadores de Mittag-Leffler ndo apresentam a propriedade
abeliana, a qual, desempenha papel crucial na teria de semigrupos, uma vez que, para
qualquer a € (0,1), existemt, s € [0,+00), tal que, E, ((t+ 5)°) # Eq(t*A) Eo(s°A).

Teorema 2.4.2. Os operadores E,(—t*A) e E, .(—t*A) estdo bem definidos de X em

X. Mais ainda, para x € X sequem as afirmagées:

= a’/’;
t=0

(i) Eo(—t*A)x| =xeFE,.(—t"A)x

t=0

(i) As fungbes vetoriais t — E.(—t*A)x e t — E,.(—t*A)x, sdo analiticas em

0, +00).

Demonstrag¢io. Para demonstracao ver (NETO , 2013, Teorema 2.41). O

25 METODOS TOPOLOGICOS

Definicao 2.5.1. Seja (X;d) um espago métrico. O mapa F : X — X é dito de contra-
¢do se existe k € [0; 1), tal que,
d(F(z); F(y)) < kd(z;y); Va,yeX.

Teorema 2.5.1. (SAHNI, 2003, Principio de contragdo de Banach). Sejam (M;d) um
espaco métrico completo ndo-vazio e ' : M — M uma contragcdo. Entdo F' possui um

unico ponto fixo.

Enunciaremos o resultado topol6gico que traz a garantia de boa colocagao, no sen-
tido de Hadamard, para as solu¢cdes do modelo de Keller-Segel ([1.0.7)). Um argumento

de ponto fixo € apresentado no teorema abaixo.

Teorema 2.5.2. SgjaT : X — Y um mapa linear continuo com norma r. Suponha que

B: X xY — X éum mapa bilinear continuo, isto é, existe C > 0, tal que,

1B(z1,y)llx < Cllzalixllynlly, ¥ (z1,0) € X XY,
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1

Sejao<€<m

e By = {v € Xillally < 2. Se 7l < celljly <«

entédo existe uma unica solugdo x € B, para a equagdo x = & + B(x,V(x)), onde

V(z) =i+ T(x).

Demonstragio. Considere o mapa G : X — X dado por G(z) = & + B(x,V(z)). Para

r € By, temos que

1G(2) [ x

onde usamos em (2.5.1)), que

logo

/AN VAN VAN VAN VAN

A\

12 [l x + 1Bz, V()| x

2]l x + Cllzllx V()

1Z[lx + Cllzllx([Flly + [T () [ly)

1Z]lx + Cllzllx(e+7lzllx)

e+ 2C¢(e + 27¢) (2.5.1)

2e¢,

2C¢(e + 27€) < ¢,

1

< AT (2.5.2)

pela escolha de ¢, temos G(Bs.) C By.. Em seguida, tomamos z, z € B, e estimamos

1G(2) = G(2) [ x

INININ A

VAN

1B(x, V(x)) = B(2,V(2)) |l x

I1B((x = 2), V() + B(z,V(z) = V(2)) llx

I1B((z = 2), V(@) |l x + 1B(z,V(z) = V(2))l|x
)

Cllz = z[lx[V(@) ly + Cllzl x|V (z) = V() [ly

Vv
v

Cllz = 2[lx([7lly +7llzllx) + Clzllx(tllz = 2] x)
Cllglly +rllzllx +7llzll)lz =2l

Cle+4re)||z — 2|y,

e segue de (2.5.2) que C(e + 47¢) < 2C(1 + 27)e < 1, entdo, pela Definicdo 2.5.1,

GG € uma contracdo em B, logo, pelo Teorema do ponto fixo de Banach, dado pelo

Teorema 2.5.1, concluimos a demonstracao. O
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3 CONTEXTO FRACIONARIO DO MODELO DE KELLER-SEGEL

Neste Capitulo, definimos a derivada fracionéria de Caputo, através da derivada
fracionaria de Riemann-Liouville, faremos a constru¢do do espaco funcional de tipo
Fujita-Kato e através do principio de Duhamel, mostraremos como obter solugbes para
o modelo fracionario de Keller-Segel (1.0.7)). Por fim, estimaremos via semigrupo do
calor, os operadores de Mittag-Leffler em espacos de Morrey e Besov-Morrey. Tais
resultados serdo essenciais a obtencao dos resultados estabelecidos e provados no

Capitulo 4.

3.1 DERIVADAS FRACIONARIAS

Definicao 3.1.1. Considere a fungdo [ : [0,+oc) — X. Dizemos que f é de tipo

exponencial, se existem constantes positivas t,, M e~y € R, tais que
1F(t)[lx < Me™, V>t

Proposicao 3.1.1. Seja f : [0, +o0) — X, uma fungéo localmente integravel e de tipo

exponencial. Entdo existe v > 0, tal que,
400
| e,
0
é convergente se Re(\) > 7.

Demonstragio. Como por hipotese f € de tipo exponencial, existem ty, M >0e v € R
tais que
()|l < M, Vit>t.
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Entao,

+

/Oto e Mf(t) dtHX + /to - e Mf(t) dtHX

to +o00
[ e (@) de+ A [ e e
0

[ eoa),

IN

IN

to o~ (Re(N) =)o
< et / )|y dt + M————— < oo.
el [T+ My < oo

[
Lema 3.1.1. Se f : R" — C eg : R" — X sdo funcbes de tipo exponencial, entao

f*g:RT — X é de tipo exponencial.

Demonstragao. Por hipotese f e g sdo fungdes de tipo exponencial, portanto, existem

constantes t,,t, M1.My > 0 € 1,72 € R tais que
@) < Mie™, V>t e |lgt)]lx < Mae™, Vit>t,. (3.1.1)

Sem perda de generalidade, podemos assumir que 7 := t, = t, € que v, > ;. Com

isso, observamos que se t > 2¢, entédo

[ = 9eyds = [ - as+ [ 1 o(sids+ [ fe - s)o(s)ds

10 C2(2) Ca(t)

Estimando agora as parcelas (i, (; € (3 da ultima igualdade, notamos inicialmente
que 0 < s < timplicaemt¢<t—s<t,etemos
i
IGO0y < M [ e Ilg(s)y ds
Mi(sup e )| gl 1 po.nxy™

s€[0,7]

Mle“t

IN

IA

Mle”t.

IN

Quandot < s<t—t entdot < (t—s)<t—tsegue dai que

t

IGWly < MMy [ eniden g

M1M2€ZV1—72)5

e

Porfim,set —t<s<t,entdao 0 < (t—s)<te

672t = M2€72t.

t
t—t

= M2(mal’{176_725})“f||L1([o,£);X)672t = Me™".

IGM Iy < Mo [ ft=s)emds
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Tomando M = maxz{M,, M,, M}, obtemos
[ fxgt)|y < Me?,  Vi>2L (3.1.2)
e com isto concluimos a demonstracao do Lema 3.2.1. O

Proposicao 3.1.2. Segja f : [0,+o0) - Ceg: [0,+00) — X, fungbes localmente inte-
graveis e de tipo exponencial, suponha que L é o operador transformada de Laplace.

Entéo a funcéo f = g : [0,+00) — X é localmente integravel, de tipo exponencial e

L{f * g) @) F(A) = LLF (&) HA)L{g(E) }H(N), (3.1.3)
onde \ esta na regido de convergéncia adequada de ambas as funcoes.

Demonstragio. Uma fungdo ¢ em C é dita localmente integravel se Re¢ € Zm¢ 0
forem. Por definicdo ¢ € localmente integravel se for integravel em cada subconjunto
compacto de seu dominio de definigdo. Mostraremos que se g € C° e f € localmente
integravel, entdo f x g € localmente integravel, para o caso real.

De fato, fixe g € C° e escolha R > 0, tal que, o suporte da g esteja contido em
[R,—R]. Paracada y € R o suporte da fungéo ¢t — g(y—t) esta contido em [y— R, y+ R].
Faremos agora a verificacao de que a convolucao esta bem definida em R. Para cada

y € R fixado, temos

[ fxgWlx = H/Rf(t)g(y—t) dtHX

y+R
/y F()gly —t) dt

-R

X

< [T Ollgty -0l

y+
< maxlglo)lx [* 170 di

< 00,

e o resultado segue. O Lema 3.1.1, por sua vez, nos garante que f x g é de tipo

exponéncial. Para obter a igualdade (3.1.3)), notamos que

/+Oo *’\t/ft—s s)dsdt
_ /()+OO/+OO N F(t— s)g(s) dt ds
gl [T e s)deds,

c{ [ (o)) ds}

I
S—
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fazendo a mudanca de variaveis ¢t — s = 7, ficamos com
t B +00 +o00 —A(s47)
t{ [(Frpwast) = [gts) [T e p(r)drds

- /0‘*"" g(s) ds) ( 0*°° e f(7) dr)

= LLF@OFNL{g@) (V)

conforme desejado. O

Pode-se mostrar que a transformada de Laplace £ é um operador bijetivo e conti-
nuo (ver (PODLUBNY, 1999; WIDDER, 1946)). Dessa forma, podemos definir a transfor-
mada de Laplace inversa e concluir gue a mesma esta definida de maneira Unica. Em
geral, o calculo da transformada de Laplace inversa requer técnicas de analise com-

plexa. A formula de inversao mais simples é dada pela chamada integral de Bromwich.
Definicdo 3.1.2. Seja / : D(f) c C — C, uma funcéo integrével. Entéo

F(8) = L7 FONH(E) = — /;Hooe‘”f()\)d)\, onde ¢ > c, (3.1.4)

271 Je—ioo
com ¢y no semi-plano direito da convergéncia absoluta da integral da transformada de
Laplace. Para denotar a Transformada de Laplace inversa escrevemos L. A integra-
¢do é realizada ao longo da reta vertical Re(\) = ¢ > ¢y no plano complexo de modo

que c fique a direita de todas as singularidades da funcao f.

Observacao 3.1.1. Usando as mesmas notacdes da Proposicao 3.1.2, podemos re-
escrever a igualdade (3.1.3) de outra maneira. Suponha que L{f(t)}(\) = f(\) e
L{g(t)}(A) = §(A), entdo

[ £ FO0HE = )£7Ha(00} ) ds = £ FNIN KO

Definigédo 3.1.3. A fungdo gama, definidaemD(T ):= {C\ {0,—1,-2,..}}, com
Re(z) > 0, é dada por
[(z) := /~+oo s e ds
= :

Afirmamos que a fungdo gama e convergente. Com efeito, escrevendo I'(z) como

1 +o0o
['(2) ::/ s7le™® ds+/ 571
0 1

. . . S . . ~ .
e analisando cada integral, vemos que lim,_, .., —— = 0 implica na convergéncia de
(&
7 s*~le=* ds. Por outro lado, para0 < s < 1, temos 0 < e~ < 1, entdo a convergén-

cia de [, s*~'e~* ds depende apenas do fator s*~'. Analisaremos trés casos:
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(i) Re(z) >0= [ls*'ds= i < 005
(i) Re(z) =0= [} s ds=+oo;
(i) Re(z) < 0= Re(z—1)< -1 = [} sC"Dds > []s1ds =400,
temos a convergéncia da fungdo gama, apenas no caso Re(z) > 0.

Exemplo 3.1.1. Seja~y € C, com Re(y) > —1 e f : [0,+00) — C dada por f(t) = t7.
Entao, para Re(\) > 0, temos

£y = FrD

De fato, utilizando a Definicdo 3.1.2, para f(t) = t7, seque que
—+00
LI} = / e MY dt (3.1.5)
0
Fazendo X\t = u, em (3.1.5)), temos

too  ruN\7 du 1 ptoo _ I'(y+1)
ul % wee w, (y+1)—1 .
/0 ‘ </\> X _m+1/o et du = e

Definicao 3.1.4. Considere D(B) := {(«a,3) € C* Re(a) > 0 e Re(3) > 0}. A fungao
definda por

Bla.g) = [ 571~ )" ds,

é chamada de funcéo Beta.

Proposicao 3.1.3. A funcio Beta esta bem definida.

Demonstrag¢io. Para a, f € D(B) considere 0 < 6 < 1, temos que
9 1
B(a,p) = / s (1 —s)P 1 ds +/ s*7H1 —5)P "t ds
0 d

6 1
< mazx{l, (1 —6)ﬂ_1}/ st ds—I—max{l,(Sa_l}/é (1—5)""tds
0

(1—06)

= maz{l, (1 - 5)y_1}5— + maz{1,0* '} 3
a

Lema 3.1.2. Podemos relacionar as funcées gama e beta, da sequinte maneira

I'(a)I(8)
I'a+8)’

onde «, 5 € C, tais que, Re(a) > 0 e Re(f) > 0.

B, f) =
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Demonstragcio. Note que
+oo +oo
F(a)T(B) = / ettt dt/ e "uP 1 du.
0 0
Tomando t = 22 e u = y?, segue-se

—+00 9 —+00 9
[(a)l(B) = (/0 e~ g2y d:t:) (/0 e ¥y Dy dy)

— 4/+Oo /+Oo e‘r2_y2x2"‘_1y2’8_1 dx dy.
0 0

Sejam R = {(z,y) e R*r >0,0<z <r0<y<r}, considere B, e By 0s primei-
ros quadrantes dos circulos inscritos e circunscritos, respectivamente, ao quadrado

0<z<re0<y<r. Seja f(zx,y) =e = Vg2 1421 entio

//Blf@’y) du dy < //Rf(f’/’vw drdy < //BQf(IJJ) dz dy. (3.1.6)

Fazendo a mudancga de coordenadas cartesianas para coordenadas polares, z =

Nz,y)| B .
a(p,z) ‘ = p e dxdy = pdpdf. Entao

rcosf € y = rsinf. Desta forma,

/], #)dedy

r /2 .
4/ / 67(/)2 cos 6+p? sin 6) (p COS 9)20471(p sin Q)Qﬁflpdp 46
0 JoO

r 2 w/2
e [ st e
0 0
Analogamente,
V2 w/2
// f(fL‘, y) dx dy = 4/ e—p2p2(a+5)—1p/ (COS Q)Qa—l(sin 9)25_1 do.
BQ 0 0

Sendo
w/2
A:/ (cos )2 (sin 0)2°~ b,
0

e tomando w = (cos #)?, temos dw = —2 cos f sin §df. E mais, (sin)? = 1 — w. Entao

0 wo1(1 — B—1 1 rl 1
A— _/ w (A —w) f/ w* N1 — w)* " dw = = B(a, 8).
1 2 2Jo 2
Agora, seja
's T 2
o= [ e dp= [ DL dp,

e analogamente,
/2 2
C, = /o 6—02p2(a+6—1)3p dp.



Podemos observar que

||t y)dvdy = acya,
By

//32 f(z,y) dx dy = 4C5A.

Tomando v = p?, temos dv = 2pdp. Assim,

1
C, = f/ e Ul tA=1 gy
2 Jo

7’2
Cy = 1/2 e UpletA=1 gy,
2Jo

Quando r — +o0,

Portanto,

lim/ flz,y)dedy = 4 lim C1A
By

r—-+00 r—-+00
1 1
~ 43B(a, )5 (a+5)

= B(a,B)l(a+ p).
E, analogamente,

lim //Bgf(x,y)dmdy = B(a,f)(a+p).

r—+00

Como
@)T(3) = 4 lim /J ' /0 D @) 200 2551 g gy
= 4 dim [[ a2 g ay,
por temos
B(e, f)I'(a + ) < T()T'(B) < B(a, B)l'(a + )
Portanto,
Blavd) = F

com Re(a) > 0, Re(S) > 0.
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Definicao 3.1.5. Seja o > 0. A fungdo g, : R — [0, +00) dada por

é chamada funcéao de Gel’fand-Shilov.
Lema 3.1.3. Dados «, 3 > 0, entdo g, * gs(t) = gats(t) parat > 0.

Demonstragio. Segue direto da Definicdo 3.1.6 que, se t < 0, entdo

2% 95(0) = Sy ) 008 =0 = g0

Set > 0, entao

o390 = g fy -7

S ~
Tomando v = o temos ds = tdu, e entdo

B A WY
F(a)r(ﬂ)/o(t £)2 (ut)B~ ¢ dt

1
= /ta+5_1(1—u)0‘_1u5_1tdt
0

Ja * 93 (t)

B ta—l-ﬁ—l 1 ool fo1
= T pBa b T
ta+ﬁ—1

['(a+ pB)

- gCH-ﬂ(t)?

como desejadvamos. O

Definicao 3.1.6. Sejama € (0,1) e f € L'(0,b; X). O operador J? f, definido por

JEF(t) = F(Z) [=s1ps)ds = gux s (3.1.7)

parat € [0,b], é chamado de integral de ordem o de Riemann-Liouville de f.

Exemplo 3.1.2. A transformada de Laplace da integral de ordem « de f, dada pela

Definicdo 3.1.7, tem valor igual a

LLTF(E)HA) = A F(N).
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Demonstra¢io. Tomemos a fungéo g,, da Definicdo 3.1.6.. Entéo

+00 3 ta—l
Lo} = [ e N gyt
fazendo a substituicao u = \t, temos du = \dt, e segue que
1 +oo —u,, o—
Lol = gy )¢t du
1
= Tapel @
= A%

Agora, da Definicao 3.1.7 e pela Proposi¢éo 3.1.2, temos

LT FOFN) = L{ga* f(E)}N)
= L{ga(®)FNLLFE)HN)
= Af(),

conforme desejado.

Lema 3.1.4. Seja f € L'(0,b; X). Entdo para todot € |0, 1]

lim JOF(t) = £(0).

a—0t

Demonstrag¢io. Calculando diretamente o limite de J f(t), quando o« — 07, encontra-

mos

lim JRf(t) = lim (F(loz) /Ot(t — $)*7 f(s) dS)

a—0t a—0t
R B e PN N (e
- J;%a(— @y /)

al'(a)
o (t

1'(s) ds)

— S)a

) toz ot ,
= Jm O+ (Jgga Mot 1>) fls)ds

= SO+ [ s = S,

e o lema esta provado.

O

Observacao 3.1.2. Afravés do Lema 3.1.4 podemos estender a Definicdo 3.1.7 para

a = 0. Nesta caso J? passa a ser: J? f(t) := f(t), isto é, o operador identidade.
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Definicao 3.1.7. Sejama € (0,1),b>0e f € L'(0,b; X), com f x g1_o € W'(0,0; X).

Definimos a derivada de Riemann-Liouville de ordem «, D} f(t), por
Dy f(t) = DLIf(t) = D (1o % £)(8),  qtp. em [0,0],

d .
onde D} = (dt) Explicitamente, obtemos

Dy f(t) :Dtl{r(ll_a)/ot(t—s)_o‘f(s) ds}, q.t.p. em [0,b].

Exemplo 3.1.3. Segjama € (0,1), 8 € (—1,00) e a fungdo p(t) = ct’. Entdo

F(ﬂ + 1) t,@—a’

Lﬁp“):CTYfiifiiﬁ

(3.1.8)
Demonstracio. De fato,
« 1 1 t —a B
Dt p(t) = Dt MA (t — 3) CS dS . (319)

Tomando u = s/t, temos ds = tdu, e

11—«

p et
= Dl =y -0}

L CtlJrﬁ*a
- Dt{m_a)B(l —a, B+ 1)}

= (1+B8—a)’™

Dop(t) = D,}{F(l) /Ot(t—tu)—%(tu)ﬁtdu}

mB(l —a,f+1)

¢c TA-a)l(B+1)
'l—a) T2-—a+p)

c I['l—a)l(B+1)
'l—a)(l—a+p/I'(l—a+p)

= (1+B8—aj’™

— (148 —a)tf™

L'p+1)

_ B—a
= i —atp)

O

Observacao 3.1.3. Pelo exemplo anterior, tomando 5 = 0, a derivada fracionaria de
Riemann-Liouville de uma fung&o constante é dada por

t—O[

Dfe = c—
+© cF(l — )

Portanto, a derivada de Riemann-Liouville de uma fun¢cdo constante é diferente de

Zero.
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Definicao 3.1.8. Sejama € (0,1),b>0e f € L'(0,b; X), com f x g1_o € W'(0,0; X),
onde W'1(0,b; X) denota o espago de fungdes L'(0,b; X) que possuem as derivadas
fracas de ordem menor ou igual que 1 em L' (0, b; X). A derivada de Caputo de ordem

«, denotada por D¢ f(t), € definida da seguinte forma
“DRf(t) = Di(f(t) — £(0)),  qtp. em [0,8],
onde, Dy € a derivada de Riemann-Liouvile.

Proposicao 3.1.4. As seguintes propriedades sdo validas em relagdo a integrais e

derivadas fraciondrias: Dados a1, as,b > 0 com f € L'(0,b; X) e h € C(0,b; X).
(i) T T f() = T ()
(i) DI £(t) = f(1);
(iii) Se g1_o, * [ € WH(0,b; X), entdo;

JEeDEf(t) = f(t) F(;)tall{ﬁ“ﬂs)}

s=0

Além disso, se existe uma funcdo integravel ¢, tal que, f = J"' ¢(t), entdo
JP DR f(E) = f(1);
(iv) D" Ji"h(t) = h(t);
(v) Se gi_o, xh € WH(0,b; X), entdo Ji* <D h(t) = h(t) — h(0).
Demonstragio. Expandindo o termo J* J;* f(t) encontramos a expresao

JOVTR2f(t) = Gay * (o * )(2)
= (Gou * o) * f(t)
= (Gortaz * )(?)
= Jprerf(t).

Para o item (ii) usando o item (i) DM JM f(t) = D.J; M f(t) = D.JLf(t), pelo

Teorema Fundamental do Calculo, temos que

D) = jt( /Otf(s)ds> — ).
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(i17) Observe que D f(t) € L'(0,b; X), além disso

a1 MHon — 1 ! a1— a1
JADRf(r) = F(Oq)/o(t—s) D2 f(s) ds
1 t a1 Mol
_ alF(al)/o DLt — 5) D™ f(s) ds.

Entdo, pela regra de Leibniz

[ om0z p(s ds}

_ Dtl{alr(al) [ 9D (s ds},

e finalmente, integrando por partes

Je D (t) — Di{

1
alF(al)

T f(s)

{(t—9)™D f(s)}

-

1) 1 onf gl-oa (g
= Dt{ &1F(al)t {Js f( )}

JDPf(E) = Di{

C\JlF(Ozl)

e =9 s 0

1 ot 1a o 7l-as
= g F()}| _, + DEIE T f(s)

— S - F(lal)tal-lws-alﬂs»

Agora, se f(t) = J*¢(t), entdo pelo item (ii), concluimos que

+

s=0

JP D f(E) = JP DRI o(t) = Jo(t) = f(E).

(iv) Usando o ultimo item e o fato de que

17206y < Il f, =) do
concluimos que

DI () = Dt (T h(E) — i h(s)

) = D Jih(t) = ho(t).

s=0
(v) Finalmente, observe que se H(t) = h(t) — h(0), pelo item (iiz) e do fato observado

no item (iv), obtemos

1
Jit D h(t) = JP DR H(E) = H(t) — mtal_l{Ji_mH(S)}

= h(t) — h(0).

s=0
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Lema 3.1.5. Suponha que o € (0,1) e f € C'(0,b; X). Entéo
‘DEf(t) = Jf'(t), qt.p. em [0,b].
Demonstracio. Temos da Definigao 3.1.9, que
“Dpf(t) == Df(f(t) - £(0))
= Dy f(t)— Dy f(0)
= D [ -9 as) - Do

- ot [P s - oo

- o (- )+ [ e b - oo
1 tl_a 1 t l—a g/
= Dt{F(l—a)(l—a)f(O)+F(l—a)(l—oz)/o(t_s) f<8)d$}
—Dg f(0)

t— 1 1 t o ot t“
— a0+ D [ @ ash - o
- DIEerO)

= Dtl Jtl [Jtl_af/(t)]
— Jtliaf/(t),
e assim, concluimos que “D f(t) = J}~*f'(t), q.t.p. em [0,0]. O

Proposicao 3.1.5. Sejam o € (0,1), e A : D(A) C X — X um operador setorial

positivo. Entao para x € X, temos:

L{E(—t" Az p(N) = X1 (A + A) (3.1.10)

L{t* 7 By a(—t"A)z}(\) = (X + A) 'z (3.1.11)
Demonstra¢io. Dados z € X, a € (0,1) e A* € p(—A) por (2.1.4), temos que
“+oo
AT 4 Al = e / e (H)a dt.
0

Fazendo t = w®, segue-se

+00 o
AT+ A7l = / a(Aw)* e~ P (w) z dw
0

o 1 d
_ —(A\w)> «a
= /0 p ()\6 )T(w ) dw.
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Do item (ii7) da Proposicéo 2.3.2. e da Regra de Leibniz para integrais temos

+oo ] d ~+o00
MY+ A) e = —/0 w(d)\/o e Mtat U N (179 dt)T(wa)x dw

+00 “+oo
= / / e Mot ™ M, (t~ )T (w™)z dt dw.
o Jo

Fazendo agora a mudancga de variavel s = wt, concluimos que

[0}

+oo +0o0o
AT+ AT = / / e_Asat_(Ho‘)Ma(t_o‘)T(;)xdt ds.
0 0

Finalmente, tomando ¢t~ = u, € usando o Teorema 2.4.1 encontramos
+oo 0
AT+ Al = —/ e’\5</ Ma(u)T(us“)aﬁdu> ds,
0 +oo
“+o00

_ /0 e_As( O+OOMQ(M)T(s“u)xdu> ds,

+o0o
_ /0 e E, (—t* A)x dt
= L{E.(-t*A)z}(N),

como desejado.

Tomando novamente = € X e usando o Teorema 2.4.1, notemos que
+oo
L{ Boa(—t" Az} (V) = / e MR, (1 Az dt
0
“+o00 400
= / e”ta1</ asMy(s)T(st*)x ds | dt.
0 0

Para s = wt~“, segue do teorema de Fubini, que

0

+o0 +o0
E{t“‘lEaa(—t“A)x}()\) = / e Mol / awt™ My (wt™) T (w)xt™*dw | dt
’ 0
+oo +o0o
= / w(/ ot~ TN (wt™¥)e M dt)T(w)a: dw. (3.1.12)
0 0

Tomando agora t = &w'/* ficamos com

+oo +OO 1/«
/ at—(l—i—a)Ma(wt—a)e—)\t dt = / oz(fwl/o‘)_(HO‘)Ma(w(fwl/a)_o‘)e_’\(g“’ / )wl/a df
0 0
+00
_ w—l/ 6—(Aw1/(¥)§(a€—(1+a)Ma(g—a)) df
0
_ w_lﬁ{af_(l+a)Ma(£_a)}()\wl/a)

Y

= wile™w (3.1.13)
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onde (3.1.13) é resultado da Proposicao 2.3.2, item (iii). Substituindo agora a igual-
dade (3.1.13)) em (3.1.12)), teremos

+00
Ll By a2 Az b (\) = / e (w)a dw (3.1.14)
0
= A"+ A) 'z, (3.1.15)
onde a igualdade é resultado da Proposigéo 2.1.2. O

3.2 ESPACO FUNCIONAL DE TIPO FUJITA-KATO

A fim de garantirmos a existéncia de solucdes para o problema ([1.0.7)), apresenta-
remos nesta se¢édo o espacgo funcional de tipo Fujita-Kato. O qual, atuard como base

dos resultados.

Lema 3.2.1. Assuma que [u,v] € uma solugdo suficientemente regular, para o pro-
blema (1.0.7) com v = 0. Entéo

Uy (z,t) = o*u(ox, o¥t), (3.2.1)

vo(z,t) = wv(ox,o¥), (3.2.2)
satisfazem também ((1.0.7)).

Demonstragio. Suponha que [u,,v,] como definido abaixo é solu¢do de (1.0.7) para

~v = 0. Procuremos os valores de a, i1, c € b, tais que
Ug(z,t) == ou(ox,o't) e wv.(x,t):=cv(ow,o"t).

Calculando a derivada de Caputo de ordem « € (0, 1) da fun¢ao u,,, obtemos

e B 1 t Osty(, S)
Dfu,(x,t) = F(l—oz)/o = s) ds

1 t Os[o*u(ox, ots)]
r'il-a) /o (t—s)

a® t g'Osu(ox, ots)
r'il-—a) /o (t —s)~

ds

ds. (3.2.3)
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Fazendo a mudanca de variavel § = o#s em (3.2.3)), obtemos

cpyo oot 't Jpu(ox,0) _

Dfuy(z,t) = Fi—a) /0 0 —(ea—u)>a" Hdp
o? o't Jeu(ox, s)

r'il—a) /0 (t —o=rs)™ ds
o® 't Jou(ow, s)

'l —a«) /o oHa(ght — §)@

ot pd't Quu(o, s)

- T(1—a) /o (oht — 5)>

= oDy u(ox, ot't)).

ds

Logo,
Aug(2,t) = V(1 V) (x, 1) = | Au(ow, 0't) — V(u(oz,0"t) Vo(oz,o't) . (3.2.4)

Além disso, como u,(x,t) = c®u(ox, ott), entdo

2 2
aau; (z,t) = U“Hgg(aw, ot't) = Auy(z,t) = 0" 2 Au(ox, o*'t).
€Ty z;

De forma andloga, para v,(z,t) = c(ox, o), temos

0%v,

2
c+2a v

92 (ox,0%) = Av,(z,t) = 0" Av(ox, 0°t).
Ly

=0
Observando agora que
(i) Vuy(z,t) = 0" Vu(ow, ott);
(i) Vo, (z,t) = 0" Vo(ox, obt);
(i) (Vu,Vu,)(x,t) = 0vT2Vu(oz, o#t)Vu(ox, o't);
(iv) V(UUVUU)(ZE, t) = gotet? (Vu(ax, olt)Vo(oxz, o) + u(ox, ott)Av(oz, Ubt)>;
temos

Au,(x,t) — V(ungg) (z,t) = o""*Au(oz,ott) — ooTt? (Vu(a:(:, a't)Vu(ox, ot't)
+u(ox, o"t) Av(ox, o’t)
= a““{Au(aas, ott) — o¢ (Vu(ax, o"t)\Vu(ox, o’t)

+u(ox, o't)Av(ox, O'bt)) }
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Tomando ¢ = 0, na igualdade acima ficamos com
Au,(x,t) — V(UUVUU)(Z‘, t) = U“+2{Au(ax, ot't) — (Vu(ax, o"t)\Vu(ox,o’t)
tu(ox, ott) Av(ox, ot) }
= 0“+2{Au ox,ott) — V(u ox,o"t)Av(ox abt))},
e segue dai que

Aug(x,t) — V(uUVvJ)(a:,t) = U“+2{Au(crx, ol't) — V(u(ax, o't)Av(ox, abt)>}. (3.2.5)

Logo, através de (3.2.4)) e (3.2.5) obtemos o seguinte resultado

2
po=2=p=—,
[0

2
eportantoc=0e pu= —.
[0

Tomando v = 0 na segunda equacéo de (1.0.7)), ficamos com
‘Div(z,t) = Av(z,t) + u(z, t).

De maneira andloga a anterior, calculamos a derivada de Caputo de ordem « da
funcao v, e encontramos

. B 1 tasvo'(x78)
Divg(x,t) = (1 —a) /0 (t—s)*
b

1 /Ot Os[v(oz,a’s)] s

I'(l-a) (t — s)~
ob t Qv(ox, abs)
= Th—a) J (t—s)° (3:2.6)

Tomando ¢ = o’s em , obtemos

D, (2,t) = F(l—a)/o (t—(a—b)aaibdg

F(l — a)

Logo,
Avg(z,t) + uy(x,t) = abo‘{Av(ax, o’t) + u(ow, 02/at)}. (3.2.7)
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Além disso, como v, (z,t) = v(ox, %), entdo

Avy(z,t) = 0 Av(ox, o't),

Uy (2,1) = o%u(ox, o?/°t).
Para a = 2, segue-se

Avg(x,t) + up(z,t) = 0'2{AU(O'Z‘, o’t) + u(ow, 02/‘“1&)}. (3.2.8)

e temos de (3.2.7) e (3.2.8)) que

2
ba=2=b=—.
(0]
e com isso concluimos a demonstracdo do Lema 3.3.2. O

Definicao 3.2.1. Consideremos~y =0 em (1.0.7)). O mapa
[u, v] = [ug, V5], (3.2.9)

€ chamado escala de (1.0.7). As solugdes invariantes por (3.2.9) sdo chamadas solu-
¢bes auto-similares, isto &, u(x,t) = o*u(ox,0¥°t) e v(x,t) = v(ox,0?*t). Notemos

que quandot — 0t
uo(x) = o*up(ox) e v(zr) =vo(ox), (3.2.10)

e seque dai que no estudo de solugbes auto-similares, os candidatos naturais a dado

inicial sdo fungées homogéneas
up(ow) = o %up(z) e  w(ox) = vo(x), (3.2.11)

ou seja, os dados ug, vy S4o fungcbes homogéneas de graus —2 e 0, respectivamente.
Diante disso, somos motivados entdo a tomar os dados iniciais do problema ((1.0.7)) no

espaco N, { ., x BY, .., o qual é invariante por escala.

00,007

Sejamn > 2,0 <A <n,a=2-"2eb=2-"2comgq #r. Apartir de agora,
olharemos para as solugées [u(z,t),v(x,t)] do problema (1.0.7) na seguinte classe de

tipo Fujita-Kato X} x A5:
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2 = {u e BO(0, +00). Nl): ¢ € BO((0,+00), Mys),

£9/2, € BO((0, +00), Mm)}

e
Xy = {v € BC((0,+00), BY, ..); 22V, v € BC((0, +00), LOO)}.
Definindo as normas dos espacos X e X,, por
lully, = supllu()|y—r + supt®?[u(@)|l,, + supt*|u(t),, (3.2.12)
0<t ™A, 00 0<t 0<t
e
lolly, = supllo(®)llz, + supt®||Vot)| (3.2.13)
o<t ’ o<t
temos que (A, || - [|4,) € (o, || - ||.,) s@o espagos de Banach.

Lema 3.2.2. Anormal|| - |, ., € invariante por escala, isto é,
lully, = lluolly, € llvlla = ool (3.2.14)
onde u, e v, s§o dados pelo Lema 3.2.1.

Demonstra¢io. Usando agora a equivaléncia dada em (2.2.39), segue que

sup luoCt)lyr = sup ||02u(0-,02/°‘t)||Nr_’;w
= sup (o, 0% ) |y
t>0 7,A,00
= sup sup 02£b/2||e§Au(a-,a2/at)HT’/\.
>0 £>0
Note que
eBu(o-, 0¥ = g(-, &) xu(o-,0¥)

= /Rn gz —y. &uloy,a*t) dy

1
= W /Rn 9(55 - IU,f)U(UyaUQ/at) dy
1 —lz—y|?

— 2/«
= (47]_§)n/2/n€ 4€ U(Uy,O'/ t) dy,
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fazendo a mudanca de variavel, y = o4, obtemos

- —lz—oy|?
ePulo-, o¥t) = (4;0”/2/716 i€y, o?/°t) dy
—loz—y|?

1 [0
= g o€ ) dy

= 7 By(o-, 0).

Da Proposigao 2.2.3 teremos

n—

lef2u(o- o t) [, = o T e u(- 0¥, (3.2.15)

e segue dai que
(i 2
sup |[ug(t) s = sup sup PPV By (- gt |,
t>0 754,00 t>0 £>0

= sup sup E720% e Au( -, 0¥,
t>0 &£>0

= sup sup (0%6)"7||e” (-, o D), ,

>0  £>0
= sup ||u(-,02/0‘t)||N_b . (3.2.16)
>0 mA,00
Note que,
2/
u( -, oY% t) ||y < osu u( 5 t) [y s
a0 0y < sup flul-0)l-r
temos de (3.2.16) que

sup [up(+, 1)y <sup Ju(, 0¥ )|y
t>0 T,A,00 t>0 7,X,00
Por outro lado,

luCa )l = 0™ (o270 [

7,\,00

< sup Jlu(, 0?0 ) [
+>0 7,X,00

e tomando o supremo de || u(-,t) Hfo , parat > 0, obtemos a igualdade desejada.

Analisando agora a segunda parcela da soma de (3.2.12), segue de (3.2.1) e da
Proposicéo 2.2.3 que

sup 1Y% up ()|, = sup %] o>u(o,a¥ )],
t>0 ’ t>0 ’
= sup %02 u(o-, a¥t)|,
t>0
= sup +*20%07 [lu(, 0¥ )|, ,
t>0 ’
— sup t%0* | ul- 0|,
t>0 ’
= sup %" u(-,a¥t) |, .
t>0 ’
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Fazendo ¢ = o2t obtemos

sup 2 ug (-, )|, = sup (O)*[ul-, D).,

t>0

Finalmente, procedendo de modo anélogo para a terceira parcela da soma de

(3.2.12), t*/2||u, (-, 1) ||, » €NCONtramos

sup 1*?ug ()|, = sup | oPu(-,0*?t)|,
t>0 ’ t>0 ’
= sup t‘m/202<7_n?||u(~,ac“/2t)HqA
t>0 ’

= sup 07T u(, 02|,
t>0 ’

= sup 0% |u(-, 0%/ |

N’
t>0
e tomando ¢ = 0%/°t, segue-se
sup 12wy ()|, = sup ()2 ul )|, 5
t>0 t>0
Analisando agora a expressao (3.2.13) vemos que
sup (g ( ) llge, . = sup [v(o0¥t) || g
t>0 ’ t>0 ’
= sup lo( o) |l 50, (3.2.17)
= Sup Hv<3t)HBg>m7 Ci2'18)
t>0 ’

onde (3.2.17)), segue diretamente da Proposicao 2.2.6. Note que (3.2.18)) é obtido com

mesmo raciocinio de (3.2.16).

Com relacédo a segunda parcela de (3.2.13), notamos que

sup 12 Voo (1) [ = sup (s07 )20V 0(0-, 8) |
t>0 s>0
= sup 5200 Voo, 5) |
s>0

= sup 52| V,0(0v,8) || e
s>0

= sup "% V(- 8) | oo
s>0

e com isto, concluimos a demonstracédo do Lema 3.2.2. O

3.3 PRINCIPIO DE DUHAMEL

Nesta secao, construiremos as solucdes brandas do modelo de Keller-Segel fra-
cionario de ordem « € (0,1) através do principio de Duhamel. Este conceito é base-

ado em uma construgéo formal. Suponha por um momento, que o par [u,v] satisfaca
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(1.0.7). Aplicando J;, da Definicdo 3.1.7, em ambos os lados da primeira equagao

diferencial de (1.0.7)), e usando a Proposic¢éo 3.1.4, item (v), obtemos

Je(Dpu)) = Jp (Au—V(uvv))(t)
JED (u(t) — u(0)) = JP (Au—V(uVv))(t)
u(t) = g+ AJXu(t) — J*V(uVo)(t)
)

u(t) = ug+ A(ga *xu(t)) — go * V(uVU) (). (3.3.1)

Assumindo agora que o par [u,v] € de tipo exponencial e localmente integravel,

aplicamos a transformada de Laplace a ambos os lados de (3.3.1)), e ficamos com

A0) = o+ AL{ g+ w)(O}N) — £{ga * T (u70) 0}V

= A lug + ATA(N) = AV (uV) (V) (3.3.2)

onde em (3.3.2), usamos o Exemplo 3.1.2. Segue entao desta ultima igualdade que,

—

(I = A"A)a(\) = A'ug — AV (uVo) (V).

Tomando \* € p(A) encontramos

—

A(A) = AT = A) Mg — (A = A) 7V (uVe) (M), (3.3.3)

Aplicando a transformada inversa de Laplace, em (3.3.3)), temos

—

u(t) = LTI = A)Mugp(t) — L7 = A) TV (uV) J(#)
= E,(t“A)ug — /Ot ,C_I{V()\a - A)_l}(t - S)[,_l{ (qu) }(s) ds (3.34)
= B A)uo - [ (= $) IV Ey o ((t — $)"A) (Vo) (s) ds, (3.3.5)

onde ({3.3.4)), segue de (3.1.10)), e da Observagéao 3.1.1. Note que ([3.3.5)) vem de (3.1.11]).
Procedendo agora para a segunda equacgéao de ((1.0.7)) de forma analoga a primeira,

aplicamos o operador J;* e obtemos
v(t) = wvo+ JP (A —y)v(t) + JFult)
= v+ (A=) v(t) + Jf u(t)

= v+ (A =7)(ga * v)(t) + ga * u(t).
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Tomando a transformada de Laplace de v(t), passamos a ter

() = i\vo + (A = )A OB + XG0, (3.3.6)

<)

Multiplicando ambos os lados de por \*, obtemos
NB(N) = A g 4+ (A = 7)B(A) +a(N),
e segue dai, para \* € p(A — v), que
3 = X (A = (A=) o+ (A= (A=) a.
Aplicando a transformada inversa de Laplace na igualdade acima temos
v(t) = LA = (A=) uod(t) + LA = (A=) Ma(N) )

= E.(t*(A =)y + ./Ot L= (A=) Mt =)L {a(N }(s)ds (3.3.7)
= Bt (A =)+ [ (6= 8) 7 Bual(t = 9)°(A = 7)uls) ds. (3:38)

A igualdade ({3.3.7) vem da Observagéo 3.1.1 e de (3.1.10). Para (3.3.8) basta usar
(3.1.11)). As expressdes obtidas em (3.3.5) e (3.3.8) nos dao uma formulagédo integral

para modelo de Keller-Segel fracionario (1.0.7). Com base nisso, adotamos o seguinte
conceito para solugéo do problema (|1.0.7)).

Definicao 3.3.1. Um par [u, v] satisfazendo
u(t) = Eu(t*A)ug — /Ot(t — 8)* WE,o((t — 5)*A)(uVv)(s) ds (3.3.9)
ot) = B (A =)o+ [ (= ) B (= ) (A — )uls)ds,  (3.3.10)

é chamado solugdo branda do problema de valor inicial (1.0.7)), onde E,(t*A), E, o(t“A),
E,(t*(A — 7)) , Eao(t*(A — 7)) sdo os operadores de Mittag-Leffler, associados aos

operadores A e A — ~, respectivamente.

3.4 ESTIMATIVAS ESTRUTURAIS PARA OS OPERADORES DE MITTAG-LEFFLER

Sejam X um espago de Banach e (—A) := A : D(—A) C X — X o gerador infini-
tesimal do semigrupo analitico do calor {G(t)}+>o (ver (LORENZI et al., 2005)). Segue do
Teorema 2.4.1, que

B0 = [ T M (5)G(st7) ds, (3.4.1)
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Eoo(t*A) = /0+oo asM,(s)G(st?) ds, (3.4.2)

onde M,(s) € a fungdo de Mainardi. A seguir estimamos os Operadores de Mittag-

Leffler, fazendo uso desta escrita.

Lema 3.4.1. Sejamae(o 1),n>20<A<n—-2"22<r<n-A<qg<oob=
2— =2 A ea =2 — "2, Entjo existe uma constante positiva C, para cada desigualdade

aba/xo, tal que,

|VeBaalt D)2 < CT Pl fllys s (3.4.3)
IV BaaA)fll s < CE S,y (3.4.4)

| VeBaatA)f s < CEf ] (3.4.5)

| VaEaalt® M), < O (3.4.6)

| Bt flp < CEF Sl (3.4.7)

| Bt D) fllys < ClFllar (3.4.8)
|Bat D) f oy < CEFUFllaz (3:4.9)

| Bt (A= f g, < Cllfllsy,. (3.4.10)
| Eaat(A =)l < Ct*%<%||f||“, (3.4.11)
|VE(alt*(A =)= < C (3.4.12)
| VEaat*(A = )fll e < Ct_%(”T)Hqu,» (3.4.13)
| VEaalt™ (A =M fllpe < CEFllgy s (3.4.14)

paratodo f € S'.
Demonstrag¢ao. Para demonstrar (3.4.3)) notamos que
+o0o
I Ve Eaat®A) s < /0 asMo(s)| VG (st%) |2 _ds
+oo
< / asMo(s)C(t™) #| fllys_ds  (3.4.15)
0

+

Cta/Z( | M) ds> 1f s (34.16)
0 7,\,00

< Ct‘”‘/2||f||N._§ : (3.4.17)

IN

onde em (3.4.15)), usamos a desigualdade (2.2.30) e em (3.4.16)) o fato de termos

o7 M,(s)st/? ds < oo, pela Propriedade 2.3.2, item (ii), e o resultado segue.
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Para demonstrar (3.4.4) usamos um raciocinio analogo ao anterior.

+oo
IVeBaalt™D)f |, < [ asMa(s)| VG5t ds

+oo

Cta/2( | M) ds) 171l (3.4.18)
0 b

< Ot f

IN

note que em (3.4.18) usamos a desigualdade (2.2.25)). A prova da estimativa ((3.4.5) &

analoga a anterior, trocando r por q.

Para obter (3.4.6)) notamos que

+oo
IVeBaaA)fln < [ asMa(s)| VG (st ds

n,/\_n,)\) A

a +oo n= =
Cr 802 ([0 (9520 s £,

IN

=2 _ **)) > —1, segue da Proposi¢ao 2.3.2, item (i), que

uma vez que (1 — (2

_a n—A_n=-X
||van,a(taA)f||q,,\ t 2(1+ " a )”er,)\

n—>\

CrE T 1

IN

Como desejavamos.

Levando em consideragéo a incluséo Ng{oo C N, x> do Lema 2.2.2, obtemos

oa « aa  [+00 «
B D) flln < 5 [ Ma(9)|Gst) 0 ds

[e]3

+o00
< o [T Mule)sE ds) £l

w”m .
- F(_%Q _I_ 1) N’r,)\,oo
< Cllflhr

e com isso, mostramos a desigualdade ([3.4.7)).
Utilizando (2.2.26) mostraremos a seguir que (3.4.8) é verdadeira.

+00
| B D) f e < [ Ma)IGlst™) |2 _ds

([ Mats)ds)Cl g

< Ol flls

IN
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Expandindo os termos de t% || E, (tA) f l,x € I Ea(t*(A =7))f |5 encontramos

ab ab [1OO a
BN, < 1% [ MG, ds
+oo b
< ([T Ma9)sEds )OIl
I(1—29%
< 22 _
— F(l o %b> HfHNr,;\),oo

< Clfllys

e ainda,

IA

+o00 o o
| Ma()e NG st Ny ds
< Olfllpg .

[ Ea(t(A =) sy

provando assim as estimativas (3.4.9) e (3.4.10).

A estimativa abaixo
+00 o
[ asMu(s)e™ | G(st?) 1] ds
0

n—>\) +oo _1l/n=X
([ Mal)s' 2O s ) £,
1
2

[ Baa (F(A =) f | e

IN

IN
Q
~

[N]1)
_Q
V)

[N][)

-

n—X
SN Nl

mostra que (3.4.11) é valida. Ja para demonstrar ([3.4.12)) notamos inicialmente que

IVEualt(A =l < [ asMa)| G5t |, ds

n—

o mn— +OO
< ot ([T M)t ds) 1,

Sendor > "3, temos b =2— "2 > 0, (1 -"2)+1=3(b+1) >0e1+5(b—1) > 0.

Logo,

L(3(0+1))
T(1+5(b-1)

n—>\

< CEEEI|

|V Eqa(t™(A _'7))f||Loo < C t_%(1+n%)||f||r7>\

Do mesmo modo procedemos com o termo || VE, ,(t*(A — 7)) f|| ;- onde obtemos

IV Eeat™ (B =) e < [ asMa(s)| G5t s

o

n— +o00 1 n—
< Ctz<$><0 Ma(s)sxlﬂds)”fumw (3.4.19)
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comoa =2 — ’%A > 1, segue da Proposicgéo 2.3.2., item (ii) que

) I'(5(a+1))
IVEaalt™(A =l < Cppag )

< CrEEEI) )

_a n=X\
EED £l

e provamos (j3.4.13]).

Finalizando nossa demonstragao, usando (2.2.35) temos

t2 |V Ea(t*(A =) fl 1

IN

(] +OO
8 [ M) VC(st)f | ds

w|R

IN

([T M)t S )

+oo 1
< O [ M) 3 ds )1 f g

re)
Crr 2z e .

S CH f ||Bgo100a

VAN

e fica demostrado ([3.4.14]). Com isto encerramos a demonstragéo do Lema 3.4.1.
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4 BOA COLOCACAO DO MODELO DE KELLER-SEGEL EM ESPACOS DE
BESOV-MORREY

Neste Capitulo estudamos a existéncia e unicidade de solug¢des globais (em tempo),
pertencentes a classe de Fujita-Kato. Também analisamos o comportamento assinto6-
tico das solugdes do problema de valor inicial ((1.0.7), com dados iniciais pequenos,

pertencente ao espaco de Besov-Morrey N0 x BY

,X,00 00,007
b=2— 2
et

comn >2,0< A< ne

4.1 SOLUCAO GLOBAL DO MODELO DE KELLER-SEGEL

Apresentamos a seguir o teorema que garante a existéncia e unicidade das so-
lugbes globais [u,v] € &} x X, no sentido de Hadamard, pertencentes a classe de
Fujita-Kato do problema (1.0.7). Solu¢bes estas construidas pelo principio de Duha-

mel, na Secao 3.3.

Teorema 4.1.1. Assumaquen >2,0 <\ <n—2, %A <r<n—>\<q< oo esuponha
que ug € N, ¥, €vo € BY, .. Parae > 0 suficientemente pequeno, existem 6, = 6,(e) e
do = 09(€) tais que o problema tem uma solugdo global branda [u, v| pertencente
a classe de Fujita-Kato X, x X,, desde que || uy || N < 1 e|lvo| By . < 2. Além disso,
a solugéo ¢ unica satisfazendo |u||,, < 2¢ e vy, < (14 2(Ty + T5))e, onde T, e Ts

sdo dadas no Lema 4.3.1.

A seguir, definiremos nas préximas secoes os operadores B e T, e por fim, faremos

a demonstragéo do Teorema 4.1.1, usando um argumento de ponto fixo.
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4.2 ESTIMATIVAS PARA O OPERADOR BILINEAR B

Nesta secdo, definimos o operador bilinear B como parte integrante da solucao
do problema (1.0.7), e demonstramos sua continuidade. Além disso apresentamos
um lema, bastante Gtil a demonstracao do resultado de existéncia de solucao para o

modelo fracionario de Keller-Segel.
Definicao 4.2.1. Parat € (0,+o00), definimos o operador bilinear B como

B(u,v)(t) = — /Ot(t — 8)* IV E,o((t — 8)*A)(uVv)(s) ds, (4.2.1)
onde E, ., é o operador de Mittag-Leffler € dado pela Proposicéo 3.1.5.

Lema 4.2.1. Sob as hipdteses do Teorema 4.1.1 existem constantes 11,1, e T3, tais

que, para todo par [u,v] € X} x Ay,

sup B, ) (Ot < Tiswplla®lly- suptf [ Vol le, (422
t>0 7,00 t>0 7,00 t>0

ab ab a
supt? | B, 0)(t)l, < Tosupt¥ut), \supt2|Vo(t) ey (423
>0 >0 >0

aa ab aa
supt 2 || B(u,v)(t)[l,, < Ta(suptz|[u(®)]],, +supte ut)],,)
>0 >0 >0

x supt2 || Vo(t) || e (4.2.4)
t>0
Demonstragio. Utilizando a desigualdade (3.4.3) do Lema 3.4.1, segue
I B, 0)(0) -
t
|t = 9 NV Eaa((t = 5)°8) (uVo)(s) [ _ds
t Q&
C [t =5 Vo) (s) ey ds
t o _
c/o (t= )% uls) I Vo(s) [ ds (4.2.5)
t
—§)2 g% ~ 12 a1
O [ (6= s Eds ) suplu(®) s _supt | Vo(t)],

1 @ @ (7
C’(/ (1—2)271272 dz> sup [[u(t)[[ - supt? || Vu(t)]
0 >0 A0 10
= OB(a/2,1 —a/2)sup|[|u(t) ||y suptz||Vu(t)]|
t>0 A0 10

IN

IN

IN

IN

IN

= Tysup|lu(t)|[y— supt? || Vo), (4.2.6)
t>0 A0 0

onde em (4.2.5) usamos a incluséo continua L>® < N’

,\,00"

Em (4.2.6) usamos a igual-
dade [ (1 —2)27'27%2 dz = B(a/2,1 — a/2), e o fato dessa integral ser finita, nos da a

constante positiva 7, e assim obtemos a estimativa (4.2.2).
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Como % || B(u, v)(t) ||, < t% it — )|V Eaal(t — s)*A)(uVv)(s) ]|, , ds, segue
da desigualdade (3.4.4) que,

B0,y < OF [ -9t =9 @T0)(s) |, ds

ab t o _
cﬁ/o (t=8)27 [ (u(s) [, Al VO (8) Il oo ds

t «@ [e% [e]
ot? (/ (t — 3)5’13’7’7}7 ds)
0

ab a
xsup t% | (u(t) [, sup 3 | Vo(t) | . (4.2.7)
t>0 t>0

IN

IN

Fazendo a mudanga de variaveis w = s/t em (4.2.7) , obtemos
ab
t= HB(u V) () [l
< ([0 —w)F w30 dw) sup % (u(0) |,y 50p 1 o0 ]
t>0 >0
< o [[575 as) sup 2 (wlt) |,y sup 2 90(0) (4.2.8)
t> >0

em (4.2.8) fy s721H ds < oo, e tem resultado positivo, pois 252 < r < n — A, implica

em, b=2— "2 <1, portanto, 1 — ¢(1+b) > 0. Com isto concluimos que
ab ab a
sup 2 || B(u, v)(t) |, < Tosupt 2 [[u(t)[|, xsup 2 || Vo) || oo,
t>0 t>0 t>0

como desejavamos.

Por fim, faremos a seguinte estimativa

t5 | Blu, v)(t) |,

t

<t /E(t—s)a‘1||VEa,a((t—S)O‘A)(UVU)(S>||quS
0 ,
oa t
[ (= P VEa((t— 97 2)u0)(s) ], ds
2
< o /5(t—s)a—1(t—s)—%< uvo(s) |, , ds
0 ,
oa t &
+Ct7/t (t—s)* 't —s) 2 uVu(s)]|,, ds (4.2.9)
2
< OrF [F1— TP u(s) )| Vo(s) - ds (4:2.10)
0 |
0t [t = 95 u(s) )| V(o) e ds
2
< O[T 50 ds st (o) ] sup 4 90
0 >0 >0
1
s [ (U= 9515805 40 ) up tF [ uft) | sup #5] Ve(t) [ (1211
1 >0 >0
<

O [7 573040 ds ) sup % u(t) |,y sup 2 Vo(s)
0 t>0 >0
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1
+c(/2 §5-1 ds) supt % [[u(t)||, , sup 3| Vo (t) | (4.2.12)
0 t>0 >0
ab aa o
= Ty (sup ¥ ult) |+ 5uptF a0, ) 509 651 ol0)
t>0 t>0 t>0

em (4.2.9) usamos as desigualdades (3.4.5) e (3.4.6) do Lema 3.4.1. Para (4.2.10) se-
gue de L*® — M, , e L™ — M, . Em (4.2.11) usamos um raciocinio andligo ao de
(4.2.2) e finalizamos, observando que em (4.2.12) as integrais sao finitas e positivas.

Com isto encerramos a demonstracdo do Lema 4.2.1. ]

Observacao 4.2.1. Com as estimativas estabelecidas no Lema 4.2.1, vemos que para
[U7U] € Xl X Xg,

ab aa
[B(u,v)|ly, = sup|[B(u,v)(#)|[\» +supte || B(u,v)(t) |, +supt2 || Bu,v)) ],
t>0 ™ A,00 t>0 t>0

IN

Ty sup [|u(t) |- supt? || Vo(t)[|
t>0 A0 ()
ab k3
+Tzsupt 2 ||u(t) ||, \supt? || Vo(t) ||
t>0 t>0

ab aa o
+T3(supt = [[u(t) ||, , +supt 2 [[u(t) ]|, ) suptz || Vo(t) || -
t>0 t>0 t>0

Usando entdo (3.2.12) e (3.2.13), obtemos as seguintes desigualdades

Tysup |[u(t) [+ supt || Vo)l < Tillullyllo]la,, (4.2.13)
t>0 A0 >0
ab o
Tysupt 2 |lu(@) ||, suptz || Vo(t) || < Tofully, V], (4.2.14)
t>0 t>0
ab aa
Ts(supt = [|u(t)[], , +supt 2 [[u(t)],)
t>0 t>0
nggﬁHW(t)HLoo < Tllully v, (4.2.15)

somando (4.2.13), (4.2.14) e (4.2.15) e observando que T; < (T} + T, + T3), com i €

{1, 2,3}, obtemos a continuidade do operador bilinear B no espago X;.

1B vl < (Ti+Ts+Ty)llully, 0]l (4.2.16)

4.3 ESTIMATIVAS PARA O OPERADOR LINEAR T

De maneira analoga ao que foi feito com o operador B, definimos aqui o operador
linear 7 como parte integrante da solugéo do problema (1.0.7)) e demonstramos sua

continuidade.
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Definicao 4.3.1. Definimos o operador linear T como
t
T (u)(t) = /0 (t—8)* ' Eyo((t — 8)*(A —y)u(s)ds, te (0,+00). (4.3.1)
Lema 4.3.1. Sob as hipdteses do Teorema 4.1.1, existem constantes T, e Ts tais que,

sup | T(u)(t) g, . < Tasupt™ [|u(t) ], (4.3.2)
t>0 ’ t>0

a ab aa
supt3 | VT (u)(t) [ e < Ta(supt? [u(t)]],, +suptF|u(®)],,),  (4.3.3)
t>0 t>0 t>0

para toda funcdo u € X;.

Demonstragio. Para demonstrar (4.3.2)), utilizamos a incluséo continua L> — ijo,oo e

a estimativa (3.4.11) do Lema 3.4.1, e teremos

IT@ O gy < [ =9 Bl =97 (A = 7)uls) | gy ds
C [t = N Baallt = )7 (B =) | ds (43.4)

t I A
< [ t=9 =) 2D u(s) |\ ds
: ,
1

0(/ (1— 5)o 315 ds> supt~F[u(®)[,,,  (435)
0 t>0 ’

IN

IN

umavezquel— % >0en— A< g, através de (4.3.5), segue que
1 aa _aa
sup | T((O) g, < C [ 5% ds)supt=Fuv)],,
t>0 ©0:00 0 t>0
= Tysupt™ 2 |lu(t) [,
t>0

levando em conta que [, s~% ds < oo, obtemos a constante positiva 7. Por fim, das

estimativas (3.4.12) e (3.4.13) segue-se

[V

VT ()0l < 12 /0 (t = 5)" I VEwa((t = 5)*(A = ))u(s) || p ds

2 [ )V Bl (= 9)°(A = ))u(s) ] ds

2

|

IN

ctt [*(t— )50 ()] ds
0 »

o t o
+CtE [ (=93 u(s)]), 0 ds

IN

- /a(t — 5)5D % desupt T | u(t) |,
0 t>0 7

N t o o oa
+C’t5/ (t_8>5(a—1)—13_7b dssupt7||u(t)||q/\
. >0 7
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1
< o [fa- 9 F as)supt¥ (o),
0 t>0 ’
1 o aa aa
+0</ (1= 5)50-D-14-5 ds) supt¥ |[ut)]), ,
1 >0 ’
ab aa
< Ti(supt2 |u(?) ], +supt 2 [lut)]], ),
t>0 t>0

e com isto completamos a demonstragdo do Lema 4.3.1. O

Observacao 4.3.1. Parau € X, segue entdo do Lema 4.3.1 que,

1Tl = suplIT(W)lg  + supt? || VT (w)l|p~
t>0 ’ t>0

aa ab aa
< Tysupt 2 [|u(t) |, + Ts(supt > [|u(t) ||, \ +supt = [Ju(t)]],,)
t>0 t>0 t>0
< Tflu(®) [, + Tsllu(@) ||, (4.3.6)
< (Ta+T5) [ u@®) ||, - (4.3.7)

onde (4.3.6) segue de (3.2.12) e em (|4.3.7)) € valido, pois T; < (T, + T5) ondei € {4,5},

e segue a continuidade do operador T no espago X,.

4.4 DEMONSTRACAO DA BOA COLOCACAO DO MODELO DE KELLER-SEGEL FRA-
CIONARIO

Faremos agora a demonstracdo do Teorema 4.1.1 utilizando a continuidade dos
operadores B e T. Usaremos agora um argumento de ponto fixo, a saber, o Teorema
2.5.2.

Demonstragio. Consideremos as fungdes u e v dadas pelas expressdes
0= FE,t*Nuy e 0=E,(tY(A—"7))vy, te(0,+00),
e tomemos ¢, tal que,
1

0 < ¢ < , 44.1
¢ 2T+ To + T3)(1 + 2(Ty + T3)) (44.1)

laly < 3CHuollys .
e das desigualdades (3.4.10) e (3.4.14), segue-se

19]lx, < 2C0wollpg, -
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Escolhendo entéo [|uol[y— < d1 =35 € [Jvollzy < d2= 5, teremos

[ally, <€ & [[Ofly, <€

Aplicando o Teorema 2.5.2, concluimos que existe uma unica solugdo u € &), com
|ully, < 2e paraaequagao
u(t) =+ Blu,v)(1),
onde v = 0+ T(u) € Xy, € B(u,v) e T(u) sdo dados pelas Definicoes 4.2.1 e 4.3.1,

respectivamente. Além disso,

vl < [19lla, + 1T (),
< 6+(T4+T5)HUHX1 (442)

< (14 2(Ty + Ty))e,

onde em (4.4.2), usamos a Observagao 4.3.1 e por fim, pela escolha do ¢ temos a

seguinte estimativa

IN

[l , [l + 1B, 0) (@),

IA

e+ (11 + Ty + T3) |ul [ V]| o,

o], + 1T (w)]l,)
(2€)(e + (Ta + T5) [l x,)
(

IN TN

IN

(
)
e+ (Ty + To + T3)
e+ (Ty + To + Ts)
€+ ( )

T1 + TQ + T3 26)(6 + (T4 -+ T5)(2€))

A

2e,

isto implica que (T} + Ty + T3)(2¢)(e + (T4 + T5)(2¢)) < ¢, € portanto

1

0 < € < ,
20 + T+ T5)(1 4+ 2(Ty + T5))

e completamos assim a demonstragdo do Teorema 4.1.1. O

4.5 SOLUCOES AUTO-SIMILARES

Nesta secado, mostraremos que para o caso v = 0, a existéncia de solu¢des auto-

similares para o problema ((1.0.7)) segue do Teorema 4.1.1.
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Corolario 4.5.1. Considerando as hipdteses do Teorema 4.1.1, com uy € J\/ij,oo e
vy € Bgom fungbées homogéneas de grau —2 e 0, respectivamente. Entdo a solugao
[u,v], obtida no Teorema 4.1.1, é auto-similar, isto é, satisfaz ((1.0.7)).

Demonstrag¢io. Tome uy € vy fungcdes homogéneas de grau —2 e 0, respectivamente.
Segue de (FERREIRA; PRECIOSO, 2011), Observagao 4.2, que a solu¢ao [u,v], dada

pelo Teorema 4.1.1, é o limite da seguinte sequéncia de Picard:
Ui (t) = Ea(taA>U0,
t
Uni (1) = EaltA)ug = [ (= )" VEoal(t = 5)°A))(un V) (5) ds,
0

t
ball) = Eult®A)vo+ [ (8= )"V Eaal(t = $)7A))un(s) ds,
JO
com n € N. Além disso, as identidades

(G (0*)uo) (o) = (G(t)uo) () (4.5.1)

(G(02t)vo) (o) = (G(t)wo) (), (4.5.2)

séo verdadeiras. De fato, expandindo o?(G(o?t)ug)(cx) obtemos

o?(G(o*t)ug)(ox) = o /n g(y — oz, 0*t)ug(y) dy

n _ly—ox|?
= 02/ (471'0'%)7567 grer uo(y) dy
2/ 2\-2 _n g
= o?)E [ (amt) R T wly)dy

2
ER

= 0207"/ (4mt)"2e” "m0 ug(y) dy.

Fazendo a mudanca de variavel y = 0z = dy = o"dz, temos

_Jz—z|?

o*(G(o*t)up)(ox) = 020_”/ (4nt)"2e” @ ug(oz)o" dz
= 02/ (47rz€)’%e"zjh?| o %ug(2) dz

= (G(t)uo)(x).
Analisando agora o termo (G(o?t)vo) (o) encontramos de maneira andloga

(G(02t)vo) (o) = (G(t)wo) (). (4.5.3)
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Aplicando as igualdades (4.5.1]) e (2.4.1) obtemos

ouy(oz,05t) = o ;ooMa(s)(G(aQsta)uo)(ax)ds
_ 0+°° Mo (s)(G(0%*)up) (z) ds

= ’LLl(.fE,t),

e dai concluimos que u; é auto-similar. Por outro lado, da igualdade (4.5.2) vemos que

(Bo(a®t*A)vg) (o) = O+OO M, (s5)(G(0*st*)vg)(ow) ds
_ 0+°O Mo (5)(G(st%)0y) () ds

= (E.(t"A)vg)(z), (4.5.4)
e levando em conta que u; é auto-similar, segue a identidade

02(Eaa(0?(t — $)*A)uy (0 5)) (o)
- T Moy (5) (Glo2s(t — 8)Vur (02 5) (o) ds

+o0 __ly—oa)?
- 02/ @sMa(s)</ (dmo?s(t — 5)*) 2 @57 uy (y, oo 5) dy) ds
0 n

|z —a|?

400 2
= / @sMa(s)</ (4mo’s(t — 5)*) "2 1= g2y (02, 0o 5) dz) ds
0 n

[z—=|

= /O+Oo asMa(s)</n(47T025(t - s)a)’”me’ﬁul(z, s) dz) ds
= (Bao((t = 5)"A))ur(s)) (). (4.5.5)

Das identidades (4.5.4), (4.5.5) podemos afirmar que v, também é auto-similar.

De fato,

2

vi(ox,0at) = (B (c*t*A)vg)(ox) + o /Ot(t — 8)* Y Eqya(0®(t — $)*A)uy (0 8))(0x) ds
= (Ba®A)o)(e) + [ (1= )" (Baa((t = ) A (5))(2) ds

= Ul(x7t)7

e com isto vemos que v; também é auto-similar.

Através de um processo indutivo podemos verificar que [u,, v, satisfaz a proprie-

dade de escala

Un(z,t) = c*up(ox,02t) e vu(x,t) = v,(0x,02t),
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para todo n € N. Como a solugéo [u, v] é o limite da sequéncia {[u,, v} neny €M X} X X,
eanorma || - ||, .y, € invariante pela escala, segue-se que [u, v] satisfaz ([1.0.7)), sendo

portanto, uma solugéo auto-similar. O

4.6 COMPORTAMENTO ASSINTOTICO

Nesta secao apresentamos um resultado de estabilidade assintética para a solucao
do problema ((1.0.7) e monstramos que para o caso particular, v = 0, cada solugao
auto-similar € um atrator para solugdes perturbadas, com dados iniciais homogéneos

de grau —2 e 0, em espacgos de Besov-Morrey.

Teorema 4.6.1. Considerando as hipdteses do Teorema 4.1.1, com [u,v] e |u, v] duas
solugbes dadas pelo Teorema 4.1.1, e dados iniciais [ug, vol, [uo, Vo], respectivamente.
Sejam E,(t*A) e E,(t*(A — v)) os operadores de Mittag-Leffler associados aos ope-
radores A e A — ~, respectivamente. Entao
. ab o _ aa o _
Jim (FF B 8) o — o),y + #F | Ealt™A) (w0 — ),

+ | VE(A =) — )= ) =0, (46.1)

se, e somente se,

) ab _ . aa _
dim tF i) ), = dim e - @)1,
= Jdim 5[V 0)(. 0 =0, (462)

Demonstra¢io. Suponhamos inicialmente que a condigéo (4.6.1) se verifica. Sejam

[u, v] e [u,v] duas solugdes brandas dadas pelo Teorema 4.1.1. Entéo
ab _ ab o _
EE u(t) — 1) [,y < %) Balt*A) (g — o) [ + U (H), (4.6.3)
onde

UGt =% [ (= )|V Baal(t — 5)*A) (V0 — aV5)(s) | ds. (4.6.4)
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Inferimos a seguinte estimativa a priori para U (t):

U(t)

IN

cry / (t— )27 (Vo — aVo)(s)]|,, ds
Cr¥ (/0 (t - 5)3‘—1(” (u = @)(5) [\l V0(8) | oo + [ V(0 = B)(s) ||Loo||ﬂ|lr,x) ds
Ot </Ot(t — s)%_ls%(Hb)s%b | (u—u)(s) ||T7,\ d3> St%)t% Vo)l e

[e3 t o [e]3 k3 [e3
Lot (/O (t— 5) 3 L3 E || (0 — 5)(5) || 1o ds> iggﬁb“W l,n.  (4.6.5)

IN

IN

Tomando oy = 1 +2(Ty + T5), 0o = T1 + T + T3 € 01 = o7 + 2T5 (notemos que
a1 < 203), podemos escolher e > 0 na demonstragdo do Teorema 4.1.1 de modo que

20901€ < % Como
fully lully, <26 e fvlly, 0]y, < eor, (4.6.6)
temos

1 a a ab
Ult) < Ceor [ (1= 233000 % | (u - a)(t2) |, dz
0 k)

1
+2C’6/0 (1 —2)27 1220 (12) 2 || V(v — 0)(t2) || o d2. (4.6.7)

Na sequéncia estimamos a norma do termo V(v —v) em L*°. Notando inicialmente
que
t3]| V(0 = 0)(t) || e < 2 [ Ealt*(A = 7)) (v0 = To) [l g + V(2), (4.6.8)

onde
V() =15 [ (6= 9 Baal(t = 91 (A = 7)) ufs) - a(5)) | e ds. (4.6.9)

Obtemos a seguinte estimativa para V' (¢),

NG

V() = tg/o (t = 5)" " Eaal(t = )" (A = ) (u(s) = u(s)) || ds

45 [t = 9 Baal(t — )" (A =) (uls) = uls))[ p ds

t
2

o+

n—>\

IN

Ctf [ =980 (u(s) = als)) |, ds

Lot [@—s)z A=571) (u(s) — u(s)) [, , ds

2 (b-1)— (ts)“b (u(ts) —u(ts) ||, ds

IN
Q
\

+C (1 — 5) 3@V =% (15) || (u(ts) — ults) [, ds- (4.6.10)
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Faremos agora a estimativa para || - ||, de t*/2(y — 1) usando as estimativas
(3.4.5) e (3.4.6) temos
£ Ju— ], <7 Ea(tA)(uo — o) ||, + Si(t) + Sa(t), (4.6.11)
onde S;(t) e Sy(t) sdo dados por

t

500 = OF [F1— B = a)(3) o Vol e s

|+

aa 3 Q(h—a _ B ~
+CtE [ (=) 5NV (0 = 0)(5) |l (5) 0 ds, (4.6.12)

M

o

Sat) = CtF 7t = )57 (u = 0)(s) || Vo(s) | ds

t
+w7/

Temos as seguintes estimativas a priori para os termos S, (t) e Sa(t):

(t= )2 V(v = 0)(s) |l A(s) [ 1 ds. (4.6.13)

N+

1

sit) < (€[ (=20t 0 4 F u(ez) — t2) ), d2 ) sup [ To(s)
0 ’ t>0

1 (7 «@ «
+<C (= )30 S0 (1) T 0~ 5 (12) ] dz)

2

xsupt® | a(t)]],., (4.6.14)
t>0

Sy(t) < (0/2(1 — 2)2 L W () S Ju(tz) — altz) [ ds> sup 2 || Vu(s) || oo
0 ' t>0

(e,

2

X supt2 || V(v —0)(t) || poo- (4.6.15)

t>0

1
(1= )8 12 800 (12) ¥ [ a(t2) |, ds )

-

Consideremos agora a seguinte notacao:

B, = limsupt%bHu(t) — u(t) ||r,/\’

t—+o00

By, = limsupt%HV(v—ﬁ)(t)HLm,

t—-+o0
By = limsupt™ [Ju(t) — u(t)]], .
t—+oo ’
Notemos que (4.6.6) implica em By, B2, B3 < co. Em seguida, calculamos o limite
superior em (4.6.3), (4.6.8) e (4.6.11), e entdo usar (4.6.7), (4.6.10) e (4.6.14), (4.6.15),

respectivamente, com o propdsito de obter

1 (o] o
By < (eq1By + 26B2)C/ (1-— 2)5_12_5(1+b) dz
0

< (€01 By + 2¢By) T, (4.6.16)
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l 1 «@ aa
By C’( /2 (1— z)f(b’l)flz’%’ dz 4 [ (1 —2)30@ D715 dz) (By + Bs)
0

IA

< Ty(B, + By). (4.6.17)

1
By < (conBi+ 2(—:32)0/2 (1— Z)%(b—a+1)—lz—%(1+b) dz
0
1
+(eo1 By + 2632)0/1 (1—2)271z7 2019 gy
3

S (60’1(31 + Bg) + 4€B2)T3. (46].8)

Somando as desigualdades (4.6.16) e (4.6.18) e levando em conta a estimativa

(4.6.17) vemos que

B, + Bs

IN

(60’1B1 + 2€BQ)T2 + (60’1(31 + Bg) + 4€B2)T3

IN

(T2 + T3)O'1€<Bl + Bg) + 2€<T2 -+ 2T3)Bg

IN

2(TQ —|— T3>01€(Bl + Bj) —|— 4(T2 —|— T3)€T5(Bl —|— Bg)

IN

2(T2 + Tg)éa'l(Bl + B3)

IN

40'20'16(31 + Bg) (4619)

Como 40901 < 1,temos B; = B3 =0 e ainda 0 < By, < T5(B; + Bs) = 0. Com isto
provamos os limites em (4.6.2).

Mostraremos agora, que os limites em (4.6.2) implicam em (4.6.1). Assumindo que
B; = By, = B3 = 0 e procedemos de modo analogo a demonstracao das desigualda-
des (4.6.3), (4.6.8) e (4.6.11), obtemos

E% | Ba(t"A) (o — o) [l < ¢ u(t) — a(t) ||, + U ), (4.6.20)

t5 | Ba(t*A) (uo — o) [0

< tF|u(t) - at) ||, ,
e /O %@ — 8) | VEwa((t = 5)*A)(uVv)(s) — uVo(s)) |, ds
s /;(t — 8" |V Eaal(t — ) A)(uV0)(s) — aVa(s)) |, , ds
< ¥ u—ill\+ Si(8) + Sa(t) (4.6.21)

t2[| VEL(t(A = 7)) (v — 00) || oo < 2|V (00 — To) () || oo + V (), (4.6.22)
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com U(t), V(t), Si(t) e So(t) dados em (4.6.7), (4.6.9), (4.6.12) e (4.6.13), respectiva-
mente. Tomando o limite superior nas estimativas anteriores temos que

limsupt? || Ea(t°A) (uo — o) |, < Bi+ (c01By +2eBo) T = 0,

t——+o0

lim sup t% H Ea(taA)<U0 — I_L[)) Hq’)\ < Bg + (60’1(81 + Bg) + 4€BQ)T3 = O,

t—+00 o

e finalmente,

limsupt2 || B, (t*(A — 7)) (vo — ¥0) || poo < Ba + T(By + Bs) = 0.

t——+o0

Com isto encerramos a demonstragao do Teorema 4.6.1. O

Como uma consequéncia do caso v = 0, o Teorema 4.6.1 fornece um atrator em

torno de cada solucao auto-similar.

Corolario 4.6.1. Sob as hipoteses do Teorema 4.1.1 assuma que v, € /\/j’m ev e
Bgo,oo séo fungbes homogéneas de grau —2 e 0, respectivamente. Seja (¢, V] € C5° x
Cs® e sejam [u,v] e [0, ] solugbes brandas, dadas pelo Teorema 4.1.1, com dados
iniciais [ug, vo] € [ug + ¢, vo + 1], respectivamente. Entao, para o caso v = 0, a solugao

perturbada [0, o] € atraida pela solugdo auto-similar [u, v], no sentido de (4.6.2).

Demonstracio. A demonstracdo do Corolario 4.6.1 consiste em mostrarmos que

. ab o .
dim %[ E(°A)6 ], = 0, (4.6.23)
Jim 1| E,(°A) ], = 0, (4.6.24)

Jim 43| VEL(#A)0 ] = 0. (4.6.25)

Lembremos que por hipétese n > 2, 0 < Agn—Ze% <r<mn—X\<gq<oo.
Tomamos inicialmente 2=2 < p; < %22, e isto implica em p; < r, logo pelo Lema 2.2.3
temos que

u—2+b)

1GB)o ], < Ct_%< " 1], x- (4.6.26)

Observe que aplicando ¢ em (3.4.1) passando a norma || - ||, , e apos isto, multipli-

ab
car ambos os lador por ¢t =, obtemos

ab @ ab +oo @
B 80y < F [ Ma(9)] Glst) ), ds
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Desta utima desigualdade usando (4.6.26|) inferimos que

a —afd(n=2)- oo _ln=x_
5| B (t°A)oll,, < Ct (+(52) 1)( M, (s)s ™25 ““ds)nqbnpl,A

< Ct“"@(%)_l) F(l _

onde em (4.6.27) usamos o fato de que inicialmente como 2%2 < p1, entao ”p;l* <

4—b= "2 -2+ < 2 portanto, —%(M -2+ b) > —1, e entdo podemos usar a

P

Proposicao 2.3.2, item (ii) logo a propriedade (4.6.23) é verdadeira.
Para provar a propriedade (4.6.24) tome 2=2 < p < 222 e utilizando novamente o

Lema 2.2.3, temos a estimativa
IG5 < Ct_%c%_m) 11l (4.6.28)
De maneira analoga ao obtido da propriedade (4.6.23), teremos
S RGNS AR TAG [ ER VI
a qual, por (4.6.28), implica em
Bl < o) A2 4 o,

—3(z22) P15 — 2+ a)
< (Ct F(l—g(n—2+a>)H¢Hp’)\’

com —%(”Tﬂ —24 a) >-le,1— %("% — 2+ a) > 0, isto conclui o limite em (4.6.24).

c\

JF

3
=
@
Y

Por fim, para provarmos a propriedade (4.6.25) tomamos p’ > n — A, e usando (2.2.36),

aplicando o Lema 2.2.3, ficamos com
—1(1 L/)\
IVoG(t) | e < Ct e )qu||p,7x (4.6.29)

Utilizando ent&o a estimativa (4.6.29)) segue-se

—A

4 o _noa (oo ~1(1em52)
15| VEL(t°A)o| . < Ct 5 /O M, (s)s 7 ) ds )61,

1 n—>\
< ot CL-s0+ P’A))

r(1-501+%2))
como p' >n — A, entdo A < 1= 1+ ™22 < 2, e portanto, —%(1 + ”I;A) > —1, segue-
se que 1 — %(1 + ”‘A) > 0, dessa forma encerramos a demonstragao do Corolario

p/

”¢“p’7)\7

4.6.1. U
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Buscou-se por meio de ferramentas da Analise Funcional e do Calculo fracionario,
o estudo do sistema acoplado de equagdes do Modelo de Keller-Segel fracionario no
tempo para a quimiotaxia, de ordem a € (0,1), em R", com n > 2, dado em ([1.0.7)).
Disso, concluimos a existéncia de solugao global branda para o sistema (1.0.7)), assim
como a existéncia de solucbdes auto-similares quando v = 0. Analisamos também o
comportamento assintotico das solugdes e obtivemos resultado de estabilidade no
tempo para estas solugdes.

No entanto, se pensarmos em outras investigacdes para o sistema alguns

problemas em aberto podem ser considerados. S&o eles:

(a) E possivel encontrarmos solugdes para o sistema acoplado de equacdes dife-

renciais parciais em R", n > 2,

‘Dfu=V-(Vu—uVv), reR" >0,
Dy = Av— v +u, xeR" t>0, (5.0.1)
u(z,0) = ug, v(z,0)= v, z € R,

onde, °D{ e <D’ s&o derivadas fracionarias de Caputo de ordem «, 3 € (0,1),
respectivamente, com a # § ? Se sim, também conseguimos concluir resultados
semelhantes aos vistos nesta dissertacao? Ressaltamos que v, u(x,t) e v(z,t)

em (5.0.1) possuem as mesmas representagées como no problema (1.0.7)).

(b) Consideremos o problema (1.0.7). Assumaque g > n >1r > 5, uy € X € vy € &,

onde
X = {u € BC((0,+00); LE>); 3G~y € BC((0, +00), L))

e t2@7%y € BC((0, 400); L(”’O))}
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X, = {v € BC((0,+00), BY ..); t**V,v € BC((0,+00),L%)},

com L) sendo o espago de Marcinkiewicz (denominado L*-fraco). Definindo

as normas dos espagos X; e X,, por

3, = sup ()| (2 00+ SUDEZE" D u(t) | (oe) + sUDEEE D |[u(t) ]|, 0
o<t 2’ o<t ’ o<t ’
(5.0.2)
e
[0y, = sup [0(t) |+ supt®?||Vo(t) ||, (5.0.3)
o<t ’ o<t

¢ possivel obter solugdes brandas globais em tempo [u, v] de (|1.0.7)) pertencentes
a classe X x X, ? E 0 que dizer do comportamento assintético das solugdes, caso

estas existam?
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