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RESUMO

Neste trabalho, fazendo uso de ferramentas da Análise Funcional e Topologia, es-

tudamos o modelo fracionário de Keller-Segel para quimiotaxia de ordem 𝛼 ∈ (0, 1)

que consiste em um sistema acoplado de Equações Diferenciais Parciais em R𝑛, com

𝑛 ≥ 2. Considerando dados iniciais suficientemente pequenos e fazendo-se estimati-

vas estruturais dos operadores de Mittag-Leffler via estimativas do semigrupo do calor,

mostramos a existência e unicidade de soluções brandas, no sentido de Hadamard,

construídas pelo princípio de Duhamel em espaços de Morrey e Besov-Morrey ho-

mogêneos para a classe de Fujita-Kato fazendo uso de um argumento topológico de

ponto fixo de Banach. Com a hipótese, 𝛾 = 0, apresentamos soluções para o modelo

que são invariantes por escala, ou seja, são auto-similares. E por fim, analisamos o

comportamento assintótico das soluções, obtendo um resultado de estabilidade no

tempo e como decorrência disso temos que cada solução auto-similar é um atrator

global. A base da presente dissertação é o artigo de: Azevedo, J. et al., “Existence

and asymptotic behaviour for the time-fractional Keller-Segel model for chemotaxis".

Palavras-chave: Modelo de Keller-Segel fracionário. Espaços de Besov-Morrey. Solu-

ções Auto-Similares. Comportamento Assintótico.



ABSTRACT

In this work, using tools from Functional Analysis and Topology, we study the

Keller-Segel fractional model for 𝛼 ∈ (0.1) chemotaxis that consists of a coupled sys-

tem of Partial Differential Equations in R𝑛, with 𝑛 ≥ 2. Considering initial data small

enough and making structural estimates of the Mittag-Leffler operators via estimates

of the semigroup of heat, we show the existence and uniqueness of soft solutions, in

the sense of Hadamard, constructed by the Duhamel principle in spaces of Morrey

and Besov- Morrey homogeneous for the Fujita-Kato class using a Banach fixed-point

topological argument. For the case 𝛾 = 0, we present solutions for the model that

are invariant by scale, that is, they are self-similar. And finally, we analyze the asymp-

totic behavior of the solutions, obtaining a result of stability over time and as a result,

we have that each self-similar solution is a global attractor. This dissertation is based

on the article by: Azevedo, J. et al., “Existence and asymptotic behavior for the time-

fractional Keller-Segel model for chemotaxis".

Keywords: Fractional Keller-Segel Model. Besov-Morrey Spaces. Self-Similar Solu-

tions. Asymptotic Behavior.
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1 INTRODUÇÃO

A espécie amebóide Dictyostelium discoideum, mais conhecida como ameba do

lodo, é um microrganismo eucariota que vive em ambientes úmidos e que apresenta

um ciclo de vida interessante para os biólogos. Esse organismo se alimenta de bac-

térias e sob condições nutricionais adequadas prolifera-se como uma ameba unicelu-

lar, forma na qual passa a maior parte de sua vida. Porém, quando as amebas são

submetidas a carência de alimento, sua proliferação é interrompida e elas tendem a

distribuir-se uniformemente, iniciando um processo de agregação, desencadeado por

sinais químicos. Moléculas de cAMP (3’-5’-monofosfato cíclico de adenosina), libera-

das pelas amebas que compõem as chamadas centrais emissoras, são o sinal químico

mediador do recrutamento dessas células. Ao mesmo tempo em que é produzida por

essas centrais, a cAMP é degradada por uma enzima (fosfodiesterase), também pro-

duzida pelas próprias amebas.

Após a agregação, as células começam a se diferenciar e, via migração e segre-

gação dos distintos tipos celulares, se organizam como uma estrutura multicelular mi-

gratória, chamada lesma (“slug”), a qual se movimenta em direção à luz, umidade e

calor. Decorrido um certo período de tempo, essa estrutura para de se movimentar,

erguendo-se na forma de um corpo de frutificação, constituído por uma cabeça re-

pleta de esporos (células termo-resistentes que têm a função de iniciar um novo ciclo

de vida quando forem induzidos a germinar) e por um talo (formado por células mor-

tas), cuja principal função é sustentar a cabeça, mantendo-a distante do solo, e assim

permitir uma dispersão mais eficiente desses esporos. Veja figura a seguir.
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Figura 1 – Ciclo de vida da D. discoideum no sentido horário com ínicio no topo

Fonte: Encyclopedia of Life Sciences. Wiley & Sons, 2009.

A figura acima sintetiza bem o ciclo de vida da D. discoideum, mostrando cada uma

das etapas descritas anteriormente. Podemos ver claramente as células se agregando

e, a partir daí, dando início ao processo de desenvolvimento multicelular.

Esse tipo de agregação, que é condicionada pela presença de substâncias quími-

cas, recebe na Biologia o nome de evento quimiotático. Em suma, a quimiotaxia é um

movimento migratório de um organismo em direção a um estímulo químico, podendo

ser positiva (quando se dá no mesmo sentido da substância química) ou negativa

(quando ocorre no sentido oposto ao dessa substância).

Além do evento quimiotático descrito anteriormente, podemos citar ainda:

• O movimento dos espermatozoides em direção ao óvulo. Esse movimento é re-

sultado da atração que determinadas substâncias químicas, emitidas pela ca-

mada externa do óvulo, exercem sobre tais células (ver (KAUPP; KASHIKAR; WEYAND,

2008)).
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• A mobilidade e migração celular em vários processos fisiológicos e fisiopato-

lógicos. Esses deslocamentos desempenham papéis essenciais no desenvolvi-

mento e reparo de tecidos. As funções do cílio primário do fibroblasto via sina-

lização ciliar PDGFR𝛼, por exemplo, são utilizadas para monitorar o movimento

direcional das células durante a cicatrização de feridas (ver (SCHNEIDER et al.,

2010)).

• A expansão de um câncer. Durante esse processo, substâncias químicas atuam

de modo a estimularem células tumorais a invadirem o ambiente à sua volta,

resultando assim no crescimento do tumor (ver (MARTINET et al., 1992)).

• O mapeamento das células do sistema nervoso. Durante o desenvolvimento em-

brionário, determinadas células, estimuladas por algumas substâncias químicas,

migram para regiões específicas do embrião, para a partir daí dar início ao pro-

cesso de formação do sistema nervoso (ver (HWANG et al., 2015)).

A compreensão de eventos quimiotáticos como os descritos até aqui tem sido algo

muito desejado pela humanidade. O entendimento do processo de migração dos es-

permatozoides, por exemplo, poderia favorecer bastante o tratamento de infertilidade

e a metodologia contraceptiva sem hormônios. Por outro lado, a compreensão da mo-

bilidade das células do sistema imunológico seria capaz de contribuir fortemente com

a prevenção e o combate de doenças. E não podemos deixar de mencionar que o en-

tendimento do processo de mapeamento das células do sistema nervoso teria grande

potencial para evitar defeitos congênitos, e até mesmo abortos espontâneos, durante

o desenvolvimento embrionário.

Devido então ao seu importante papel para a compreensão de uma gama de fenô-

menos biológicos, a quimiotaxia atraiu o interesse de diversos pesquisadores ao longo

dos últimos anos, sendo descrita pela primeira vez em bactérias por Theodor Wilhelm

Engelmann (1843-1909) e Wilhelm Friedrich Philipp Pfeffer (1845-1920), e após isto,

em protozoários ciliados em 1906 por Herbert Spencer Jennings (1868-1947). É im-

portante mencionar que o significado da quimiotaxia na Biologia e na patologia clínica

foi amplamente aceito na década de 1930. Os aspectos mais importantes no controle

de qualidade de seus ensaios foram descritos por Sir Henry Harris (1925-2014) na



12

década de 1950 enquanto ele investigava o movimento das células na formação de

tumores (ver (HARRIS et al., 2008)).

A modelagem matemática da quimiotaxia, por sua vez, data dos trabalhos de Clif-

ford S. Patlak (1926-2014) em 1953. No entanto, o modelo matemático introduzido por

Evelyn Fox Keller (1936) e Lee Aaron Segel (1932–2005), no início da década de 1970,

é considerado um dos mais importantes para se entender agregação quimiotática (ver

(KELLER; SEGEL, 1970)). Esse modelo descreve o movimento macroscópico (mais es-

pecificamente o início da agregação) da ameba Dictyostelium Discoideum1 e tem sido

utilizado amplamente ao longo dos últimos anos (ver (EL-SAYED; RIDA; ARAFA , 2009;

AZEVEDO; CUEVAS; HENRIQUEZ , 2019; BLANCHET; CARRILLO; LAURENÇOT 2009; BLAN-

CHET; CARRILLO, 2008; HERRERO; VELÁZQUEZ, 1996; HORSTMANN, 2002; HORSTMANN,

2003; HORSTMANN, 2004; HORSTMANN; WINKLER, 2005; WINKLER, 2010)).

O modelo clássico de Keller-Segel (modelo KS), consiste de um sistema de equa-

ções diferenciais, o qual pode ser obtido heuristicamente da seguinte forma:

Sejam 𝑢 a quantidade de massa de um determinado material, 𝑉 o volume ocupado

por 𝑢, 𝑆 a superfície de 𝑉 e 𝑓 a quantidade de material acrescido/retirado de 𝑢. De

acordo com a equação geral de conservação de massa, a taxa de variação no tempo

da quantidade de material 𝑢 em 𝑉 é igual a taxa do fluxo de 𝑢, através da superfície

𝑆, somada a quantidade de material 𝑓 acrescido/retirado de 𝑢 em 𝑉

𝜕

𝜕𝑡

∫︁
𝑉
𝑢 𝑑𝑣 = −

∫︁
𝑆

Φ · 𝑛 𝑑𝑆 +
∫︁

𝑉
𝑓 𝑑𝑣, (1.0.1)

onde Φ é o fluxo do material 𝑢 e 𝑛 a componente normal da superfície 𝑆. Do Teorema

da Divergência temos ∫︁
𝑆

Φ · 𝑛 𝑑𝑆 =
∫︁

𝑉
∇Φ 𝑑𝑣,

e como a função 𝑢 é contínua e o volume 𝑉 é arbitrário, a equação (1.0.1) pode ser

reescrita como ∫︁
𝑉

(𝑢𝑡 + ∇Φ − 𝑓) 𝑑𝑣 = 0,

onde 𝑢𝑡 é a derivada parcial de 𝑢 no tempo. Segue então da contínuidade do inte-

grando que

𝑢𝑡 = −∇Φ + 𝑓. (1.0.2)
1 A agregação quimiotática da ameba Dictyostelium Discoideum foi descrita no início do presente capí-

tulo.



13

Observamos que esta equação é válida para transporte de fluxo em geral Φ, seja

por difusão ou por outros processos.

Uma vez que o fluxo em nosso modelo quimiotático contribui para dois termos di-

ferentes: o fluxo de difusão celular (Φ𝑑𝑖𝑓 ) e fluxo de quimiotaxia (Φ𝑄𝑢𝑖𝑚𝑖𝑜), escrevemos

Φ𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = Φ𝑑𝑖𝑓 + Φ𝑄𝑢𝑖𝑚𝑖𝑜.

Considerando a lei de Flick (ver (KUZMIN, 2010)), obtemos o fluxo de difusão celular

Φ𝑑𝑖𝑓 = −𝐷1∇𝑢

e o fluxo de quimiotaxia

Φ𝑄𝑢𝑖𝑚𝑖𝑜 = 𝜒𝑢∇𝑣,

onde 𝐷1 é o coeficiente de difusão celular, 𝜒 é o coeficiente de quimiotaxia e 𝑣 é

a quantidade de material do atraente químico. Substituindo agora Φ𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 na equação

(1.0.2), ficamos com

𝑢𝑡 = ∇ · (𝐷1∇𝑢− 𝜒𝑢∇𝑣) + 𝑓(𝑢, 𝑣) (1.0.3)

e a equação (1.0.3) nos dá a representação da taxa de variação no tempo da função

𝑢.

Repetindo o mesmo processo para o atraente químico 𝑣, obtemos a taxa de varia-

ção no tempo das concentrações do atraente químico

𝑣𝑡 = ∇ · (𝐷2∇𝑣) + 𝑔(𝑢, 𝑣)∇𝑣 − ℎ(𝑢, 𝑣), (1.0.4)

onde 𝐷2 representa o coeficiente de difusão do atraente químico e as funções 𝑔 e

ℎ regulam, respectivamente, as taxas de produção e de degradação desse mesmo

atraente.

Buscando ainda obter a formulação mínima para o modelo KS, assim como uma

facilidade razoável nos cálculos, assumiremos a partir de agora as seguintes hipóte-

ses:

• As células individuais passam por uma combinação de movimento aleatório em

direção a um atraente químico.

• A célula não morre nem se divide.
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• O atraente químico é produzido a uma taxa constante.

• A taxa de degradação do atraente químico depende linearmente de sua concen-

tração.

• O atraente se difunde passivamente pelo meio.

Admitindo essas condições, o termo de proliferação/morte celular 𝑓(𝑢, 𝑣) da equa-

ção (1.0.1) torna-se nulo, enquanto que as funções 𝑔 e ℎ em (1.0.4) passam a depender

apenas de 𝑢, e 𝑣 respectivamente. Considerando 𝐷1, 𝐷2 e 𝜒 como constantes positi-

vas, obtemos então a equação quase linear parabólica do modelo KS mínimo,⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢𝑡 = ∇ · (𝐷1∇𝑢− 𝜒𝑢∇𝑣),

𝑣𝑡 = 𝐷2Δ𝑣 + 𝑔(𝑢) − ℎ(𝑣),
(1.0.5)

onde 𝑢𝑡 é a taxa de variação da densidade celular 𝑢 em relação ao tempo, 𝐷1 é o

coeficiente de difusão da célula, 𝜒 é a sensibilidade quimiotática e 𝑣 é a concentração

de atraentes químicos. Na equação (1.0.5), 𝐷2 representa o coeficiente de difusão do

atraente químico e as funções 𝑔 e ℎ regulam as taxas de produção e de degradação,

respectivamente, desse mesmo atraente.

Ainda sobre o modelo clássico KS, se assumirmos que a concentração do atra-

ente químico independe do tempo, obtemos o modelo (padrão) parabólico-elíptico KS

abaixo, ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑡𝑢 = ∇ · (∇𝑢− 𝑢∇𝑣), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0,

−Δ𝑣 − 𝛾𝑣 = 𝑢, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0, 𝑣(𝑥, 0) = 𝑣0, 𝑥 ∈ R𝑛,

(1.0.6)

onde, 𝑢 e 𝑣 são os mesmos descritos acima para o modelo mínimo e 𝛾 é uma constante

positiva.

O sistema (1.0.6), conforme afirmado anteriormente, foi utilizado amplamente ao

longo dos últimos anos. Chamamos atenção aqui ao fato de que quando 𝛾 = 0, a vali-

dade do sistema (1.0.6) na estrutura da quimiotaxia é apoiada por alguns experimentos

com a bactéria Escherichia coli. (ver (CORRIAS; PERTHAME; ZAAG, 2004) e referências

do mesmo)).

Na literatura atual no modelo parabólico-elíptico KS em 2𝑑 para (1.0.6), denotamos

por 𝑀 a massa total das células: 𝑀 =
∫︀
R2 𝑢0(𝑥) 𝑑𝑥. Enfatizamos aqui o fenômeno da



15

massa limite. Quando 𝛾 = 0 em (1.0.6), teremos 𝑀 = 8𝜋 sendo o limite para a exis-

tência versus explosão da solução. As soluções existem globalmente para 𝑀 < 8𝜋 (a

difusão vence a competição), cuja explosão em tempo finito ocorre se 𝑀 > 8𝜋 (a agre-

gação supera a difusão). No caso crítico 𝑀 = 8𝜋, as soluções são conhecidas como

globais no tempo, mas sua norma em 𝐿∞ cresce até o infinito no tempo. O mesmo é

verdadeiro quando 𝛾 > 0 com uma condição de pequenez adicional no segundo mo-

mento de 𝑢0, para explosão apenas. Mencionamos aqui (DOLBEAULT; PERTHAME , 2004;

BLANCHET; DOLBEAULT; PERTHAME , 2006; BILER; CORRIAS; DOLBEAULT , 2011; CALVEZ;

CORRIAS; EBDE , 2012).

Em dimensão um, (1.0.6) admite soluções brandas com dados iniciais não neces-

sáriamente pequenos. Em dimensões mais altas, com dados iniciais suficientemente

pequenos temos resultados de suavidade em tempo finito, porém as soluções explo-

dem no tempo finito para grandes dados iniciais (ver (BURCZAK; GRANERO-BELINCHÓN,

2017)). O fenômeno de massa crítica foi derivado pela primeira vez em um domínio

limitado com simetria radial por Jaer e Lackhaus (ver (JÄGER; LUCKHAUS, 1992) e Nagai

(ver (NAGAI; SYUKUINN; UMESAKO, 2003)).

O caso duplamente parabólico é substancialmente mais difícil do que o parabólico-

elíptico. Em duas dimensões espaciais, o sistema parabólico-parabólico de Keller-

Segel compartilha muitas propriedades com o sistema parabólico-elíptico do mesmo

modelo. Em particular, existem soluções globais em ambos os casos, desde que sua

massa seja inferior a 8𝜋, no entanto, este limiar não é tão claro no caso parabólico-

parabólico como é no caso parabólico-elíptico, cujas soluções com massa acima de

8𝜋 nunca terão estabilidade. Em Biler et al. (ver (BILER; CORRIAS; DOLBEAULT, 2011)) os

autores também estudaram soluções auto-similares do modelo KS duplamente para-

bólico com 𝛾 = 0 e provaram que, em alguns casos, tais soluções existem globalmente

mesmo que sua massa total seja superior a 8𝜋. Se 𝑀 = 8𝜋, há existência e unicidade,

com estabilidade assintótica no tempo de soluções radialmente simétricas para um

sistema de quimiotaxia no plano R2 (ver (BILER et al., 2006)). Calvez e Corrias em (ver

(CALVEZ; CORRIAS, 2008)) construíram soluções globais positivas usando o método de

energia e desigualdades funcionais ad doc. é assumido que os dados iniciais são po-

sitivos (𝑢0, 𝑣0) ∈ 𝐿1(R2) ×𝐻1(R2) com pequena massa.

Em (BURCZAK; CIEŚLAK; MORALES-RODRIGO, 2011) os autores mostraram que o mo-
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delo KS unidimensional duplamente parabólico com difusão não linear possui soluções

globais, desde que a difusão não linear seja igual a (1 + 𝑢)−𝛽, 𝛽 < 1, independente-

mente do tamanho dos dados iniciais. Eles também provaram que no caso crítico

𝛽 = 1, o mesmo resultado é válido para massas iniciais menores do que uma cons-

tante prescrita.

Considere a partir de agora 𝑛 ≥ 3. Para o modelo de Keller-Segel clássico, com

𝛾 = 1, Nagai et al., em (NAGAI; SYUKUINN; UMESAKO, 2003), estudaram o compor-

tamento das soluções brandas limitadas com dados 𝑢0, 𝑣0, 𝜕𝑗𝑣0 ∈ 𝐿1(R𝑛) ∩ ℬ(R𝑛)

(1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛), onde ℬ(R𝑛) é o espaço de Banach das funções limitadas e unifor-

memente contínuas em R𝑛; ‖𝑢0 ‖𝐿1, ‖∇𝑣0 ‖𝐿1 e ‖∇𝑣0 ‖𝐿∞ são suficientemente peque-

nos, mas ‖𝑢0 ‖𝐿∞ não é necessariamente pequeno. Corrias e Perthame (ver (CORRIAS;

PERTHAME, 2006)), provaram a existência de soluções fracas positivas para o modelo

de Keller-Segel com condição inicial 𝑢0 ∈ 𝐿𝑞 e ∇𝑣0 ∈ 𝐿𝑛, com 𝑛/2 < 𝑞 ≤ 𝑛. Em

domínios limitados Ω ⊆ R𝑛 com fronteira suave, Winkler provou em (WINKLER, 2010)

que para cada 𝑞 > 𝑛/2 e 𝑝 > 𝑛 pode-se encontrar 𝜖0 > 0, de modo que a solução

obtida seja global limitada sempre que o dado inicial (𝑢0, 𝑣0) satisfaz ‖𝑢0 ‖𝐿𝑞(Ω) < 𝜖0

e ‖∇𝑣0 ‖𝐿𝑝(Ω) < 𝜖0. Por outro lado, para uma bola Ω e uma massa 𝑚 > 0, arbitraria-

mente pequena, existe 𝑢0, com
∫︀

Ω 𝑢0 = 𝑚, tal que (𝑢, 𝑣) explode em tempo finito ou

infinito. Soluções fracas em (𝐿∞(0,+∞);𝐿∞(R𝑛)) foram obtidas por Sugiyama e Ku-

nii em (SUGIYAMA; KUNII, 2006) para um modelo de Keller-Segel degenerado, com um

fator potência com termo aleatório e dado inicial não negativo (𝑢0, 𝑣0) ∈ 𝐿1 ∩ 𝐿∞ ×

𝐿1 ∩ 𝐻1 ∩ 𝑊 1,∞. Usando o método de Kato, recentemente Kozono e Sugiyama em

KOZONO; SUGIYAMA obtiveram resultados em espaços de Sobolev. Especificamente,

com 𝑚𝑎𝑥{1, 𝑛/4} < 𝑟 < 𝑛/2, foi provada a existência de uma única solução branda

(𝑢, 𝑣) ∈ [𝐶([0,+∞);𝐻 𝑛
𝑟

−2)∩𝐶((0,+∞), 𝐻2𝑟)]×[𝐶([0,+∞);𝐻 𝑛
𝑟 )∩𝐶1((0,+∞), 𝐿𝑟)], com

condição inicial (𝑢0, 𝑣0) pertencente a classe 𝐻
𝑛
𝑟

−2,𝑟 × 𝐻
𝑛
𝑟

,𝑟. Em (KOZONO; SUGIYAMA,

2008), o resultado de (KOZONO; SUGIYAMA, 2009) foi melhorado considerando agora o

dado em 𝐿( 𝑛
2 ,∞) × 𝐵𝑀𝑂, onde 𝐵𝑀𝑂 é o espaço das funções com oscilação média

limitada e 𝐿( 𝑛
2 ,∞) é um espaço de Marcinkiewicz. Considerando 𝑛 ̸= 3, os resultados

de Biler (ver (BILER, 1998)) produzem soluções globais brandas com dados em uma

certa classe de espaços de Morrey.

O interesse em equações diferenciais fracionárias (EDFs) está em alta entre pes-
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quisadores e cientistas devido ao seu forte potencial de aplicações em vários proble-

mas aplicados, como na corrosão eletroquímica, impedância elétrica em elementos

botânicos, difusão anômala, comportamento reológico celular, agregação quimiotática

em sistemas celulares, passeios aleatórios em tempo contínuo, estatística de Lévy,

modelo de infecção por HIV. As (EDFs) estão naturalmente relacionados a sistemas

com memória que existem na maioria dos sistemas biológicos. Também foi deduzido

que as membranas das células têm condutância elétrica de ordem fracionária. Mais

detalhes em (BOURNAVEAS; CALVEZ , 2010; ESCUDERO , 2006; GURUSAMY , 2017; PAZY ,

2012; SCHNEIDER; WYSS , 1989; SCHNEIDER, 1990; WYSS, 1986; ZEID; YOUSEFI; KAMYAD

, 2016).

Há um grande interesse matemático em desenvolver análise fracionária para o

modelo de Keller-Segel. Escudero (ver (ESCUDERO, 2006)), por exemplo, introduziu e

analisou um modelo fracionário, o qual fornecia uma descrição mais precisa da auto-

interação quimiotática de uma população de células, cujos movimentos não se davam

de modo aleatório. Uma investigação nessa direção se justifica não apenas pelo fato

de o problema ser desafiador, mas é também motivada pelo desejo de se compreender

certos fenômenos biológicos.

A difusão e a quimiotaxia são fundamentais para o movimento das bactérias. Apa-

receram evidências empíricas para substituir a difusão clássica por uma fracionária.

Acredita-se que esta abordagem pode ser útil para modelar estratégias de alimen-

tação de uma ampla classe de organismos. Em alguns deles, seu comportamento

para alimentar-se é baseado em um processo de Lévy gerado pelo operador de difu-

são espacial fracionária Λ𝛽 = (Δ)−𝛽/2, 0 < 𝛽 < 2, (ver (BURCZAK; CIEŚLAK; MORALES-

RODRIGO , 2011; BURCZAK; GRANERO-BELINCHÓN , 2016)). Em Langland e Henry (ver (

LANGLANDS; HENRY , 2010)) são introduzidos modelos mesoscópicos e macroscópicos

para o transporte em sistemas biológicos com quimiotaxia e subdifusão anômala.

No nível macroscópico, a subdifusão anômala pode ser modelada como movimento

browniano fracionário ou caminhos aleatórios, os chamados random walks na litera-

tura, de tempo contínuo (CTRWs). Desta forma, podemos modificar a equação de difu-

são usando um operador fracionário temporal. No modelo CTRW com lei de tempo de

espera em potência por exemplo, o operador fracionário de tempo é dado em termos

da derivada fracionária de Riemann-Liouville (ver (LANGLANDS; HENRY, 2010)). Além
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desses casos, a literatura recente investigou ainda a influência da heterogeneidade do

substrato na dinâmica do modelo KS por meio do cálculo fracionário (ver (LANGLANDS;

HENRY, 2010 ; NAGHIBOLHOSSEINI , 2015)).

Diante disto, somos levados a também voltar nosso olhar para um modelo fracio-

nário, a saber, o modelo fracionário de Keller-Segel para a quimiotaxia, dado a seguir:

Considere o sistema acoplado de equações diferenciais parciais em R𝑛, 𝑛 ≥ 2,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑢 = ∇ · (∇𝑢− 𝑢∇𝑣), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0,

𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑣 = Δ𝑣 − 𝛾𝑣 + 𝑢, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0, 𝑣(𝑥, 0) = 𝑣0, 𝑥 ∈ R𝑛,

(1.0.7)

onde, 𝑐𝐷𝛼
𝑡 é a derivada fracionária de Caputo de ordem 𝛼 ∈ (0, 1) (ver Definição 3.19),

𝑢(𝑥, 𝑡) representa a densidade celular, 𝑣(𝑥, 𝑡) descreve a concentração do atraente

químico e o parâmetro 𝛾 ≥ 0 denota a taxa de decaimento do atraente químico. Os

termos na primeira equação abrangem a difusão das células e o movimento quimio-

tático, enquanto que os da segunda expressão descrevem a difusão e produção de

atratores ao longo do tempo.

Quanto ao modelo KS com difusão fracionária, em R, podemos considerar o pro-

blema ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝜕𝑡𝑢 = −Λ𝛽𝑢− 𝜒𝜕𝑥(𝑢𝜕𝑥𝑣),

0 = 𝜕2
𝑥𝑣 + 𝑢.

(1.0.8)

Em Escudero (ver (ESCUDERO, 2006)) foi mostrado a regularidade global da solu-

ção no caso 𝛽 > 1, para um dado inicial 𝑢0 ∈ 𝐻1. Bournaveas e Calvez (ver (BOURNA-

VEAS; CALVEZ, 2010)) melhoraram o resultado estabelecido por (ESCUDERO, 2006) ao

enfraquecerem as hipóteses de regularidade sobre os dados inciais. Eles fornecem

uma classe de dados iniciais que dão origem à ausência de estabilidade assintótica

em tempo finito para 𝛽 < 1, bem como uma condição de pequenez para os dados ini-

ciais em 𝐿1/𝛽 implicando na existência global para 𝛽 ≤ 1. Quando 𝛽 = 1, temos o caso

crítico. Burczak e Granero-Belinch’on (ver (BURCZAK; GRANERO-BELINCHÓN, 2016a))

provaram neste caso que as soluções permanecem suave para qualquer dado inicial

e qualquer tempo positivo. Isto refuta a ausência de estabilidade assintótica de gran-

des dados conjecturada em (BOURNAVEAS; CALVEZ, 2010). Burczak et al. (ver (BURC-

ZAK; GRANERO-BELINCHÓN, 2017)), consideraram uma equação KS parabólica-eliptica
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bidimensional que combina o efeito de um termo logístico com difusão fracionária de

ordem 𝛽 ∈ (0, 2) (o termo logístico permite capturar células adultas). Eles obtiveram

existência de soluções regulares globais no tempo que emanam dos dados iniciais

sem restrições de tamanho para 𝑐 < 𝛽 < 2, onde 𝑐 ∈ (0, 2) depende dos parâme-

tros da equação. Burczak e Granero-Belinch’on (ver (BURCZAK; GRANERO-BELINCHÓN,

2016b)), obtiveram uma série de resultados de regularidade para o modelo KS du-

plamente parabólico generalizado em uma dimensão espacial. Zhai (ver (ZHAI, 2010))

estudou o modelo KS com difusão fracionária e um termo não local. Ele estabeleceu

a existência global, unicidade e estabilidade de soluções com dados iniciais (𝑢0, 𝑣0)

pequenos no espaço de Besov crítico 𝐵̇−(2−𝑛/𝑝)
𝑝,∞ × 𝐵̇𝑛/𝑝

𝑝,∞.

Para o modelo KS fracionário no tempo, Zayernouri e Matzavinos (ver (ZAYER-

NOURI; MATZAVINOS, 2016)) desenvolveram um esquema de divisão de tempo implícito-

explícito (IMEX) para um modelo Keller-Segel fracionário no tempo com operador tem-

poral fracionário dado em termos da derivada fracionária de Caputo. Em particular,

experimentos numéricos exibem a eficiência do esquema IMEX proposto na solução

do sistema KS fracionário (em tempo) para a quimiotaxia. Em (ATANGANA; ALKAHTANI,

2015) Atangana e Badr estudaram a existência de soluções para um modelo Keller-

Segel de ordem fracionária de Caputo-Fabrizio. Este modelo considera o efeito da

memória e também o movimento das bactérias dentro de diferentes camadas do meio

através do qual o movimento global está ocorrendo. Em (EL-SAYED; RIDA; ARAFA, 2009)

ARAFA et al. usaram o método de decomposição de Adomian para fornecer soluções

na forma de séries de potência para um modelo de quimiotaxia bacteriana fracioná-

ria no tempo em uma câmara de gradiente de difusão. As derivadas fracionárias são

descritas no sentido de Caputo. Em (KUMAR; KUMAR; ARGYROS, 2017) Kumar et al. de-

senvolveram um método de transformação de análise de homotopia modificado para

resolver um modelo KS fracionário no tempo.

Em (FERREIRA; PRECIOSO, 2011), os autores obtiveram resultados de existência

global e comportamento assintótico para o problema (1.0.7) com 𝛼 = 1, com condição

inicial pequena no espaço 𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞ × 𝐵̇0

∞,∞, com 𝑛 ≥ 2, 0 ≤ 𝜆 < 𝑛 e 𝑏 = 2 − 𝑛−𝜆
𝑟

, onde

𝒩 𝑠
𝑝,𝜆,𝑞 é um espaço homogêneo de Besov-Morrey (𝐵𝑀), de distribuições temperadas

módulo polinômios (observe que 𝐵̇0
∞,∞ = 𝒩 0

∞,𝜆,∞). Os espaços (𝐵𝑀) foram introduzi-

dos por Kozono e Yamazaki em (KOZONO; YAMAZAKI, 1994) para analisar equações de
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Navier-Stokes. Temos as seguintes inclusões:

𝐻
𝑛
𝑟

−2,𝑟 ⊆ 𝐿( 𝑛
2 ,∞) ⊆ ℳ𝑝,𝑛−2𝑝 ⊆ 𝒩 −𝑏

𝑟,𝜆,∞;

𝐻
𝑛
𝑟

,𝑟 ⊆ 𝐵𝑀𝑂 ⊆ 𝒩 0
∞,𝜆,∞;

𝐵̇
−(2− 𝑛

𝑝
)

𝑝,∞ ⊆ 𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞;

𝐵̇
𝑛
𝑝
𝑝,∞ ⊆ 𝒩 −𝑏

∞,𝜆,∞.

A presente dissertação encontra-se dividida em três capítulos. O capítulo 2, inti-

tulado “Preliminares”, tem por objetivo tornar o texto o mais auto-suficiente possível.

Nele algumas definições e propriedades dos elementos envolvidos neste trabalho se-

rão relembrados. Especificamente, semigrupos, operadores setoriais, operadores de

Mittag-Leffler, espaços homogêneos e estimativas do semigrupo do calor. Por fim,

enunciaremos resultados topológicos, que trarão garantia dos resultados aqui apre-

sentados.

Para o capítulo 3, denominado “O contexto fracionário para o modelo de Keller-

Segel", apresentamos o referencial fracionário do modelo KS, entre estes introduzi-

mos o espaço ambiente de trabalho denominado espaço de Fujita-Kato, o princípio

de Duhamel e as estimativas estruturais necessárias para controlar os operadores de

Mittag-Leffler associados ao modelo.

No capítulo 4, chamado de “Boa colocação do modelo de Keller-Segel em espaços

de Besov-Morrey", mostramos a existência e unicidade das soluções. Também para

o caso 𝛾 = 0, garantimos a existência de soluções auto-similares. Por fim, analisa-

mos o comportamento assintótico das soluções, monstrando que quando 𝛾 = 0, cada

solução auto-similar é um atrator global.
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2 PRELIMINARES

Este capítulo contém os pré-requisitos para o bom desenvolvimento do presente

trabalho.

Ao longo de todo o texto, (𝑋, ‖ · ‖𝑋) e (𝑌, ‖ · ‖𝑌 ) representam espaços de Banach.

A notação ℒ(𝑋, 𝑌 ) denota o espaço de Banach formado pelos operadores lineares

limitados de 𝑋 em 𝑌 , munido com a norma ‖𝑇 ‖ℒ(𝑋,𝑌 ). Quando 𝑋 = 𝑌 , abreviamos a

notação para ℒ(𝑋) e ‖ · ‖ℒ(𝑋).

Seja 𝐴 um operador linear com domínio 𝒟(𝐴) e imagem ℛ(𝐴) em 𝑋, representa-

mos por 𝜌(𝐴) o conjunto resolvente do operador 𝐴 : 𝒟(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋, isto é, o conjunto

dos 𝜆 ∈ C, tais que, o operador (𝜆 − 𝐴)−1 pertence a ℒ(𝑋) e considere 𝜎(𝐴) seu

espectro, isto é, 𝜎(𝐴) = C ∖ 𝜌(𝐴).

Para cada 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴) escrevemos 𝑅(𝜆;𝐴) = (𝜆 − 𝐴)−1 como sendo o operador

resolvente de 𝐴.

A notação 𝐵𝐶((0,+∞), 𝑋)) representa o conjunto das funções contínuas e limita-

das do intervalo (0,+∞) no espaço de Banach 𝑋.

2.1 OPERADORES SETORIAIS

Nesta seção faremos uma breve introdução à teoria dos semigrupos analíticos.

Para apresentar-mos os operadores setoriais, faremos algumas considerações sobre

semigrupos, semigrupos fortemente contínuos e geradores infinitesimais. Para mais

detalhes sobre a teoria de semigrupos, (ver (PAZY, 2012)).

A seguir temos um resultado simples, mas de fundamental importância na teoria

de semigrupos.

Definição 2.1.1. Dizemos que uma família de operadores lineares {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 ⊂ ℒ(𝑋)

é um semigrupo , se
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(i) 𝑇 (0) = 𝐼𝑋 ; (operador identidade em 𝑋)

(ii) 𝑇 (𝑠+ 𝑡) = 𝑇 (𝑠)𝑇 (𝑡), ∀ 𝑡, 𝑠 ≥ 0.

Definição 2.1.2. Um semigrupo fortemente contínuo (ou semigrupo de classe 𝐶0, ou

𝐶0-semigrupo) é um semigrupo {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0, tal que, para cada 𝑥 ∈ 𝑋,

‖𝑇 (𝑡)𝑥− 𝑥‖𝑋 → 0, quando 𝑡 → 0+. (2.1.1)

Lema 2.1.1. Seja {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 um 𝐶0-semigrupo, então existem constantes 𝑤 ≥ 0 e 𝑀 ≥

1, tais que

‖𝑇 (𝑡)‖ℒ(𝑋) ≤ 𝑀𝑒𝑤𝑡, ∀ 𝑡 ≥ 0. (2.1.2)

Demonstração. Mostraremos inicialmente que existe 𝜂 > 0, tal que, ‖𝑇 (𝑡)‖ℒ(𝑋) é limi-

tado, para todo 𝑡 ∈ [0, 𝜂]. Supondo por absurdo que exista uma sequência {𝑡𝑛}+∞
𝑛=1 ⊆

R+, tal que, lim𝑛→+∞ 𝑡𝑛 = 0 e para cada 𝑛 ∈ N temos ‖𝑇 (𝑡𝑛)‖ℒ(𝑋) ≥ 𝑛. Pelo Teo-

rema da Limitação Uniforme, segue-se que, para algum 𝑥 ∈ 𝑋, {‖𝑇 (𝑡𝑛)𝑥‖ℒ(𝑋)}
+∞
𝑛=1

é ilimitado, o que contraria (2.1.1). Portanto, ‖𝑇 (𝑡)‖ℒ(𝑋) ≤ 𝑀 para 𝑡 ∈ [0, 𝜂]. Sendo

‖𝑇 (0)‖ℒ(𝑋) = 1, então 𝑀 ≥ 1. Tome 𝑤 := 1
𝜂

ln𝑀 ≥ 0. Dado 𝑡 ≥ 0, ∃𝑛 ∈ N, tal que,

𝑡 = 𝑛𝜂 + 𝛿, onde 𝛿 ∈ [0, 𝜂) e além disso, usando a Definição 2.1.1, item (𝑖𝑖), temos

‖𝑇 (𝑡)‖ℒ(𝑋) = ‖𝑇 (𝜂)𝑛𝑇 (𝛿)‖ℒ(𝑋)

≤ ‖𝑇 (𝜂)‖𝑛
ℒ(𝑋)‖𝑇 (𝛿)‖ℒ(𝑋)

≤ 𝑀𝑛𝑀,

uma vez que 𝑛 = 𝑡−𝛿
𝜂

≤ 𝑡
𝜂
, obtemos

‖𝑇 (𝑡)‖ℒ(𝑋) ≤ 𝑀 𝑡/𝜂𝑀 = 𝑀𝑒𝑤𝑡.

E portanto, concluímos que se {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 é um 𝐶0-semigrupo, então é de ordem

exponencial.

Teorema 2.1.1. Seja {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 um semigrupo fortemente contínuo em 𝑋. Então, para

cada 𝑥 ∈ 𝑋 a aplicação

𝑇 (·)𝑥 : [0,+∞) −→ 𝑋

𝑡 → 𝑇 (𝑡)𝑥

é contínua. Além disso

lim
ℎ→0

1
ℎ

∫︁ 𝑡+ℎ

𝑡
𝑇 (𝑠)𝑥 𝑑𝑠 = 𝑇 (𝑡)𝑥, ∀ 𝑡 ≥ 0.
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Demonstração. Seja {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 um 𝐶0-semigrupo. Dado 𝑥 ∈ 𝑋, a continuidade para

𝑡 = 0 é uma consequência imediata da Definição 2.1.2. Considerando ℎ ≥ 0 e 𝑡 > 0,

temos então

‖𝑇 (𝑡+ ℎ)𝑥− 𝑇 (𝑡)𝑥‖𝑋 = ‖𝑇 (𝑡)𝑇 (ℎ)𝑥− 𝑇 (𝑡)𝑥‖𝑋

≤ ‖𝑇 (𝑡)(𝑇 (ℎ)𝑥− 𝑥)‖𝑋

≤ 𝑀𝑒𝜔𝑡‖𝑇 (ℎ)𝑥− 𝑥‖𝑋 ,

Logo, 𝑇 (𝑡+ ℎ)𝑥 → 𝑇 (𝑡)𝑥 quando ℎ → 0+. De forma análoga,

‖𝑇 (𝑡− ℎ)𝑥− 𝑇 (𝑡)𝑥‖𝑋 = ‖𝑇 (𝑡− ℎ)𝑥− 𝑇 (𝑡− ℎ+ ℎ)𝑥‖𝑋

≤ ‖𝑇 (𝑡− ℎ)(𝑥− 𝑇 (ℎ)𝑥)‖𝑋

≤ 𝑀𝑒𝜔(𝑡−ℎ)‖𝑥− 𝑇 (ℎ)𝑥‖𝑋 ,

sempre que 0 ≤ ℎ ≤ 𝑡 e portanto, 𝑇 (𝑡+ ℎ)𝑥 → 𝑇 (𝑡)𝑥 quando ℎ → 0−.

Concluímos assim que 𝑇 (𝑡+ℎ)𝑥 → 𝑇 (𝑡)𝑥 quando ℎ → 0, ou seja, 𝑇 (·)𝑥 é contínua.

Consequentemente, fixado 𝑡 ≥ 0 e dado 𝜖 > 0, existe 𝛿 > 0, tal que, |𝑠 − 𝑡| < 𝛿 ⇒

‖𝑇 (𝑠)𝑥− 𝑇 (𝑡)𝑥‖𝑋 ≤ 𝜖. Deste modo, se 0 ≤ ℎ ≤ 𝛿, então⃦⃦⃦⃦
⃦1
ℎ

∫︁ 𝑡+ℎ

𝑡
(𝑇 (𝑠)𝑥− 𝑇 (𝑡)𝑥) 𝑑𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑋

≤ 1
ℎ

∫︁ 𝑡+ℎ

𝑡
‖(𝑇 (𝑠)𝑥− 𝑇 (𝑡)𝑥)‖𝑋 𝑑𝑠

≤ 1
ℎ

∫︁ 𝑡+ℎ

𝑡
𝜖 𝑑𝑠 = 1

ℎ
(ℎ𝜖) = 𝜖,

e com isso encerramos a demonstração do Teorema.

Exemplo 2.1.1. Para 𝐴 ∈ ℒ(𝑋) a família de operadores

𝑒𝐴𝑡 :=
+∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛𝑡𝑛

𝑛! , ∀ 𝑡 ≥ 0.

é um 𝐶0-semigrupo.

Demonstração. Como por hipótese, ‖𝐴‖ℒ(𝑋) < ∞ e

‖𝑒𝐴𝑡 ‖ℒ(𝑋) =
⃦⃦⃦⃦
⃦

+∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛𝑡𝑛

𝑛!

⃦⃦⃦⃦
⃦

ℒ(𝑋)
≤

+∞∑︁
𝑛=0

(𝑡‖𝐴‖ℒ(𝑋))𝑛

𝑛! = 𝑒𝑡‖𝐴‖ℒ(𝑋) ,

temos 𝑒𝐴𝑡 ∈ ℒ(𝑋). Logo, a série converge absolutamente e uniformemente em sub-

conjuntos compactos de [0,+∞).
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Desta convergência uniforme e das propriedades da série, podemos verificar que

a família {𝑒𝐴𝑡; 𝑡 ≥ 0} define um semigrupo, pois ∀ 𝑡, 𝑠 > 0 temos

𝑒𝐴𝑡𝑒𝐴𝑠 =
+∞∑︁
𝑘=0

(𝐴𝑡)𝑘

𝑘!

+∞∑︁
𝑗=0

(𝐴𝑠)𝑗

𝑗!

=
+∞∑︁
𝑘=0

+∞∑︁
𝑗=0

(𝐴𝑡)𝑘(𝐴𝑠)𝑗

𝑘!𝑠!

=
+∞∑︁
𝑘=0

𝑘∑︁
𝑙=0

(𝐴𝑡)𝑙(𝐴𝑠)𝑘−𝑙

𝑙!(𝑘 − 𝑙)!

=
+∞∑︁
𝑘=0

1
𝑘!

𝑘∑︁
𝑙=0

(︃
𝑘

𝑙

)︃
𝑡𝑡𝑠𝑘−𝑙𝐴𝑘

=
+∞∑︁
𝑘=0

(𝑡+ 𝑠)𝑘𝐴𝑘

𝑘!
= 𝑒𝐴(𝑡+𝑠),

e para 𝑡 = 0, teremos o operador identidade 𝐼𝑋 . A família {𝑒𝐴𝑡; 𝑡 ≥ 0}, define ainda

um semigrupo fortemente contínuo, uma vez que

‖𝑒𝐴𝑡 − 𝐼𝑋 ‖ℒ(𝑋) =
⃦⃦⃦⃦
⃦

+∞∑︁
𝑛=1

𝐴𝑛𝑡𝑛

𝑛!

⃦⃦⃦⃦
⃦

ℒ(𝑋)

≤ 𝑡‖𝐴‖ℒ(𝑋)

+∞∑︁
𝑛=0

‖𝐴‖𝑛
ℒ(𝑋)𝑡

𝑛

(𝑛+ 1)!
≤ 𝑡‖𝐴‖ℒ(𝑋)𝑒

𝑡‖𝐴‖ℒ(𝑋) → 0, quando 𝑡 → 0+.

Definição 2.1.3. Seja {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 um semigrupo fortemente contínuo de operadores li-

neares. Chamamos de gerador infinitesimal ao operador linear 𝐴 : 𝒟(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋

definido por

𝐴𝑥 := lim
𝑡→0+

𝑇 (𝑡)𝑥− 𝑥

𝑡
, onde 𝒟(𝐴) =

{︂
𝑥 ∈ 𝑋; ∃ lim

𝑡→0+

𝑇 (𝑡)𝑥− 𝑥

𝑡

}︂
.

Teorema 2.1.2. Se 𝐴 é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente contínuo

de operadores lineares limitados {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 em 𝑋, então 𝐴 é linear, fechado e densa-

mento definido, isto é, 𝒟(𝐴) = 𝑋.

Demonstração. A demonstração pode ser vista em (PAZY , 2012, Corolário 2.5).

Proposição 2.1.1. Sejam {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 e {𝑆(𝑡)}𝑡≥0 dois 𝐶0-semigrupos que possuem o

mesmo gerador infinitesimal 𝐴. Então, para cada 𝑥 ∈ 𝑋, teremos

𝑇 (𝑡)𝑥 = 𝑆(𝑡)𝑥, ∀ 𝑡 ≥ 0.
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Demonstração. Seja 𝐴 o gerador infinitesimal comum dos semigrupos {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 e

{𝑆(𝑡)}𝑡≥0. Dados 𝑥 ∈ 𝒟(𝐴) e 𝑡 > 0, a aplicação

[0, 𝑡] ∋ 𝑠 → 𝑇 (𝑡− 𝑠)𝑆(𝑠)𝑥,

é diferenciável e

𝑑

𝑑𝑠
𝑇 (𝑡− 𝑠)𝑆(𝑠)𝑥 = 𝑑

𝑑𝑠
{𝑇 (𝑡− 𝑠)}𝑆(𝑠)𝑥+ 𝑇 (𝑡− 𝑠) 𝑑

𝑑𝑠
{𝑆(𝑠)}𝑥

= −𝐴𝑇 (𝑡− 𝑠)𝑆(𝑠)𝑥+ 𝑇 (𝑡− 𝑠)𝐴𝑆(𝑠)𝑥 = 0, (2.1.3)

onde em (2.1.3) usamos o fato de que o semigrupo 𝑇 (𝑡) comuta com 𝐴. Portanto,

𝑠 → 𝑇 (𝑡− 𝑠)𝑆(𝑠)𝑥 é constante e em particular

𝑇 (𝑡)𝑆(0)𝑥 = 𝑇 (0)𝑆(𝑡)𝑥.

Isto mostra que 𝑇 (𝑡)𝑥 = 𝑆(𝑡)𝑥, ∀ 𝑥 ∈ 𝒟(𝐴) 𝑒 𝑡 ≥ 0. Sendo 𝒟(𝐴) denso em 𝑋 e

𝑇 (𝑡), 𝑆(𝑡) limitados, então 𝑇 (𝑡)𝑥 = 𝑆(𝑡)𝑥, ∀ 𝑥 ∈ 𝑋.

Consideremos agora a possibilidade de estender o domínio do parâmetro de um

semigrupo para certos setores no plano complexo que incluem o eixo real não ne-

gativo. E, a fim de preservar a estrutura de semigrupo, o dominío onde o parâmetro

complexo variar deve ser um semigrupo aditivo de números complexos.

Definição 2.1.4. Seja 𝐴 : 𝒟(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 um operador densamente definido e

fechado. 𝐴 é chamado operador setorial se existem constantes 𝑎 ∈ R, 𝐶 ≥ 1 e

𝜑 ∈ (0, 𝜋/2), tais que, o setor

𝑆𝑎,𝜑 :=
{︁
𝜆 ∈ C ; 𝜑 ≤ | arg (𝜆− 𝑎)| ≤ 𝜋

}︁
⊂ 𝜌(𝐴),

e vale a estimativa

‖(𝜆− 𝐴)−1 ‖ℒ(𝑋) ≤ 𝐶

|𝜆− 𝑎|
, ∀ 𝜆 ∈ 𝑆𝑎,𝜑∖{𝑎}.

Se 𝑎 = 0 chamaremos 𝐴 de operador setorial positivo, e para facilitar a notação,

denotaremos 𝑆0,𝜑 apenas por 𝑆𝜑.
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Figura 2 – Subconjunto do Plano Complexo 𝑆𝑎,𝜑.

Fonte: Próprio autor.

Definição 2.1.5. Dizemos que 𝐻𝑎 é um caminho de Hankel, se existem 𝑟 > 0 e 𝜃 ∈

(𝜋
2 , 𝜋) tais que 𝐻𝑎 = 𝐻𝑎1 +𝐻𝑎2 −𝐻𝑎3 , onde:

𝐻𝑎1 =
{︁
𝑡𝑒𝑖𝜃 ; 𝑡 ∈ [ 𝑟, +∞)

}︁
,

𝐻𝑎2 =
{︁
𝑟𝑒𝑖𝑡 ; 𝑡 ∈ [−𝜃, 𝜃 )

}︁
,

𝐻𝑎1 =
{︁
𝑡𝑒−𝑖𝜃 ; 𝑡 ∈ [ 𝑟, +∞)

}︁
.

Também escrevemos 𝐻𝑎 = 𝐻𝑎(𝑟, 𝜃) para mostrar a dependência do ângulo e do raio.

Figura 3 – Caminho de Hankel 𝐻𝑎 = 𝐻𝑎(𝑟, 𝜃).

Fonte: Próprio autor.
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Definição 2.1.6. Sejam 𝜑1 < 0 < 𝜑2 e defina o setor Λ = {𝑧 ∈ C : 𝜑1 < 𝑎𝑟𝑔 (𝑧) < 𝜑2}.

Para 𝑧 ∈ Λ, seja 𝑇 (𝑧) um operador linear limitado. A família {𝑇 (𝑧) : 𝑧 ∈ Λ} é dita um

semigrupo analítico em Λ se

(i) a aplicação Λ ∋ 𝑧 → 𝑇 (𝑧) é analítica;

(ii) 𝑇 (0) = 𝐼𝑋 , e lim𝑧→0,𝑧∈Λ 𝑇 (𝑧)𝑥 = 𝑥 ∈ ℒ(𝑋), para cada 𝑥 ∈ 𝑋;

(iii) 𝑇 (𝑧1 + 𝑧2) = 𝑇 (𝑧1)𝑇 (𝑧2), para todos 𝑧1, 𝑧2 ∈ Λ.

Um semigrupo {𝑇 (𝑡) : 𝑡 > 0} é dito analítico se ele possui uma extensão a um

semigrupo analítico em algum setor Λ, contendo o eixo real positivo. Claramente, a

restrição de um semigrupo analítico ao eixo real é um 𝐶0-semigrupo.

Estaremos interessados então no problema oposto; isto é, dado um 𝐶0-semigrupo,

encontrar condições sob as quais possamos garantir que este semigrupo possa ser

estendido a um semigrupo analítico em algum setor Λ em torno do eixo real não-

negativo. Para isto, precisamos primeiro encontrar uma maneira de expressar o semi-

grupo em termos do seu gerador infinitesimal, e tal relação é dada pela transformada

inversa de Laplace.

Proposição 2.1.2. Seja 𝐴 o gerador infinitesimal do 𝐶0-semigrupo 𝑇 (𝑡), considerando

o Lema 2.1.1, para cada 𝜆 ∈ C, com 𝑅𝑒(𝜆) > 𝑤, teremos que 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴) e

(𝜆− 𝐴)−1𝑥 =
∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑇 (𝑡)𝑥 𝑑𝑡. (2.1.4)

Demonstração. Sob as hipóteses do Lema 2.1.1 defina

𝐹 (𝜆) =
∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑇 (𝑡) 𝑑𝑡.

Notemos que, para 𝑅𝑒(𝜆) > 𝑤, 𝐹 (𝜆) ∈ ℒ(𝑋), pois

‖𝐹 (𝜆)𝑥‖𝑋 ≤
∫︁ +∞

0
𝑒−𝑅𝑒(𝜆)𝑡‖𝑇 (𝑡)𝑥‖𝑋 𝑑𝑡

≤
∫︁ +∞

0
𝑒−𝑅𝑒(𝜆)𝑡𝑀𝑒𝑤𝑡‖𝑥‖𝑋 𝑑𝑡,

≤ 𝑀

𝑅𝑒(𝜆) − 𝑤
‖𝑥‖𝑋 .

Seja 𝐴 o gerador infinitesimal de 𝑇 (𝑡). Dado 𝑥 ∈ 𝑋, temos que

𝐴𝐹 (𝜆)𝑥 = lim
ℎ→0+

𝑇 (ℎ) − 𝐼𝑋

ℎ

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑇 (𝑡)𝑥 𝑑𝑡

= lim
ℎ→0+

1
ℎ

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡(𝑇 (ℎ+ 𝑡)𝑥− 𝑇 (𝑡)𝑥) 𝑑𝑡.
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Fazendo a mudança de variável ℎ+ 𝑡 = 𝑠, ficamos com

1
ℎ

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑇 (ℎ+ 𝑡)𝑥 𝑑𝑡 = 1

ℎ

∫︁ +∞

ℎ
𝑒−𝜆(𝑠−ℎ)𝑇 (𝑠)𝑥 𝑑𝑠,

e portanto

𝐴𝐹 (𝜆)𝑥 = lim
ℎ→0+

[︃
1
ℎ

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆(𝑡−ℎ)𝑇 (𝑡)𝑥 𝑑𝑡− 1

ℎ

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑇 (𝑡)𝑥 𝑑𝑡

]︃
. (2.1.5)

Por fim, realizando algumas manipulações algébricas no segundo termo de (2.1.5)

obtemos

1
ℎ

∫︁ +∞

ℎ
𝑒−𝜆(𝑡−ℎ)𝑇 (𝑡)𝑥 𝑑𝑡− 1

ℎ

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑇 (𝑡)𝑥 𝑑𝑡

= 1
ℎ

∫︁ +∞

0
[𝑒−𝜆(𝑡−ℎ) − 𝑒−𝜆𝑡]𝑇 (𝑡)𝑥 𝑑𝑡− 1

ℎ

∫︁ ℎ

0
𝑒−𝜆(𝑡−ℎ)𝑇 (𝑡)𝑥 𝑑𝑡

=
∫︁ +∞

0

𝑒𝜆ℎ − 1
ℎ

𝑒−𝜆𝑡𝑇 (𝑡)𝑥 𝑑𝑡− 1
ℎ

∫︁ ℎ

0
𝑒−𝜆(𝑡−ℎ)𝑇 (𝑡)𝑥 𝑑𝑡

= 𝑒𝜆ℎ − 1
ℎ

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑇 (𝑡)𝑥 𝑑𝑡− 𝑒𝜆ℎ

ℎ

∫︁ ℎ

0
𝑒−𝜆𝑡𝑇 (𝑡)𝑥 𝑑𝑡,

e passando o limite com ℎ → 0+ encontramos a igualdade

𝐴𝐹 (𝜆)𝑥 = 𝜆
∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑇 (𝑡)𝑥 𝑑𝑡− 𝑥 = 𝜆𝐹 (𝜆)𝑥− 𝑥.

Portanto, temos (𝜆−𝐴)𝐹 (𝜆)𝑥 = 𝑥, o que resulta em 𝐹 (𝜆)𝑥 = (𝜆−𝐴)−1𝑥, para cada

𝑥 ∈ 𝑋. Tomando agora 𝑥 ∈ 𝒟(𝐴) notamos que

𝐴𝐹 (𝜆)𝑥 = lim
ℎ→0+

𝑇 (ℎ) − 𝐼𝑋

ℎ

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑇 (𝑡)𝑥 𝑑𝑡

= lim
ℎ→0+

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡

[︃
𝑇 (𝑡+ ℎ) − 𝑇 (𝑡)

ℎ

]︃
𝑥 𝑑𝑡.

Como {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 é um semigrupo,

𝐴𝐹 (𝜆)𝑥 = lim
ℎ→0+

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑇 (𝑡)

[︃
𝑇 (ℎ) − 𝐼𝑋

ℎ

]︃
𝑥 𝑑𝑡,

e pelo Teorema da Convergência Dominada,

𝐴𝐹 (𝜆)𝑥 =
∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑇 (𝑡)𝐴𝑥𝑑𝑡 = 𝐹 (𝜆)𝐴𝑥,

e portanto, para cada 𝜆 ∈ 𝜌(𝐴), segue que, 𝐹 (𝜆) = 𝑅(𝜆;𝐴) com isso concluímos a

demonstração da Proposição 2.1.2.

Apresentaremos agora o teorema principal desta seção, que nos diz que se 𝐴 é

setorial, então −𝐴 é gerador infinitesimal de um semigrupo analítico. É possível ainda

provar que a recíproca é verdadeira, isto pode ser visto em (FRIEDMAN, 2008).
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Teorema 2.1.3. Se 𝐴 : 𝒟(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 é um operador setorial, então −𝐴 gera um

semigrupo fortemente contínuo {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 dado por

𝑇 (𝑡) := 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝑆𝑎,𝜃

𝑒𝜆𝑡(𝜆+ 𝐴)−1 𝑑𝜆, ∀ 𝑡 > 0. (2.1.6)

Para 𝑡 = 0, temos 𝑇 (0) = 𝐼𝑋 , onde 𝐼𝑋 é o operador identidade, considere 𝑆𝑎,𝜃 o

contorno em 𝜌(−𝐴) para algum 𝑎 ∈ R e 𝜃 ∈ (𝜋/2, 𝜋).

Além disso, {𝑇 (𝑡) : 𝑡 ≥ 0} é analítico no setor {𝑡 ̸= 0 : |𝑎𝑟𝑔 (𝑡)| < 𝜖}, para algum

𝜖 > 0. Para todo 𝑡 > 0, temos as estimativas

‖𝑇 (𝑡)‖ℒ(𝑋) ≤ 𝑀𝑒−𝑎𝑡 e ‖𝐴𝑇 (𝑡)‖ℒ(𝑋) ≤ 𝑀𝑡−1𝑒−𝑎𝑡,

para alguma constante 𝑀 > 0. Por fim, para cada 𝑥 ∈ 𝑋, vale

𝑑

𝑑𝑡
𝑇 (𝑡)𝑥 = −𝐴𝑇 (𝑡)𝑥, ∀ 𝑡 > 0. (2.1.7)

Demonstração. Assuma que 𝑎 = 0. Pelo teorema de Cauchy, a integral fica inalterada

quando o contorno 𝑆𝜃 é deslocado para a direita a uma pequena distância. Chamare-

mos este novo contorno de 𝑆 ′
𝜃. Então para 𝑡 > 0 e 𝑠 > 0, obtemos

𝑇 (𝑡)𝑇 (𝑠) = (2𝜋𝑖)−2
∫︁

𝑆𝜃

∫︁
𝑆

′
𝜃

𝑒𝜆𝑡(𝜆+ 𝐴)−1𝑒𝜇𝑠(𝜇+ 𝐴)−1 𝑑𝜇 𝑑𝜆

= (2𝜋𝑖)−2
∫︁

𝑆𝜃

∫︁
𝑆

′
𝜃

𝑒𝜆𝑡+𝜇𝑠

𝜇− 𝜆

{︁
(𝜆+ 𝐴)−1 − (𝜇+ 𝐴)−1

}︁
𝑑𝜇 𝑑𝜆

= 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝑆𝜃

𝑒𝜆𝑡(𝜆+ 𝐴)−1
[︃

1
2𝜋𝑖

∫︁
𝑆

′
𝜃

𝑒𝜇𝑠

𝜇− 𝜆
𝑑𝜇

]︃
𝑑𝜆

+ 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝑆

′
𝜃

𝑒𝜇𝑠(𝜇+ 𝐴)−1
[︃

1
2𝜋𝑖

∫︁
𝑆𝜃

𝑒𝜆𝑡

𝜆− 𝜇
𝑑𝜆

]︃
𝑑𝜇.

Como 𝜆 ∈ 𝑆𝜃 e 𝜇 ∈ 𝑆
′
𝜃, pelo Teorema de Cauchy

1
2𝜋𝑖

∫︁
𝑆

′
𝜃

𝑒𝜇𝑠

𝜇− 𝜆
𝑑𝜆 = 0 e

1
2𝜋𝑖

∫︁
𝑆𝜃

𝑒𝜆𝑡

𝜆− 𝜇
𝑑𝜇 = 𝑒𝜇𝑡,

o que nos garante

𝑇 (𝑡)𝑇 (𝑠) = 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝑆

′
𝜃

𝑒𝜇(𝑡+𝑠)(𝜇+ 𝐴)−1 𝑑𝜇 = 𝑇 (𝑡+ 𝑠),

isto é, que {𝑇 (𝑡) : 𝑡 ≥ 0} é um semigrupo. (Ver figura 4)
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Figura 4 – Contorno original e deslocado

Fonte: Próprio Autor.

É facil notar que, para valores pequenos de 𝜖 > 0, as estimativas e convergências

feitas no início desta seção continuam válidas no setor {𝑡 ̸= 0 : |𝑎𝑟𝑔 (𝑡) | < 𝜖}, portanto

o semigrupo é analitico. Além disso, fazendo a mudança de variável 𝜇 = 𝜆𝑡, para 𝑡 > 0,

obtemos

‖𝑇 (𝑡)‖ℒ(𝑋) =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑆

′′
𝜃

𝑒𝜇

(︃
𝜇

𝑡
+ 𝐴

)︃−1
𝑑𝜇

𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

ℒ(𝑋)

,

com 𝑆
′′
𝜃 sendo um caminho deslocado a uma pequena distância do caminho original

𝑆𝜃. Segue portanto, da analiticidade do integrando que

‖𝑇 (𝑡)‖ℒ(𝑋) =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑆𝜃

𝑒𝜇

(︃
𝜇

𝑡
+ 𝐴

)︃−1
𝑑𝜇

𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

ℒ(𝑋)

≤ 𝐶1

∫︁
𝑆𝜃

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑒𝜇

𝜇

⃒⃒⃒⃒
⃒ |𝑑𝜇| ≤ 𝑀.

Repetindo o processo acima, apenas com o adendo de que

‖𝐴(𝜆+ 𝐴)−1 ‖ℒ(𝑋) = ‖𝐼𝑋 − 𝜆(𝜆+ 𝐴)−1 ‖ℒ(𝑋) ≤ 1 + 𝐶,

obtemos

‖𝐴𝑇 (𝑡)‖ℒ(𝑋) ≤
∫︁

𝑆𝜃

𝐶2

𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑒𝜇

𝜇

⃒⃒⃒⃒
⃒ |𝑑𝜇| ≤ 𝑀

𝑡
.

Provaremos agora que lim𝑡→0+ 𝑇 (𝑡)𝑥 = 𝑥, para todo 𝑥 ∈ 𝒟(𝐴) e 𝑡 > 0. De fato,

𝑇 (𝑡)𝑥− 𝑥 = 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝑆𝜃

𝑒𝜆𝑡[(𝜆+ 𝐴)−1 − 𝜆−1]𝑥 𝑑𝜆
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= − 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝑆𝜃

𝜆−1𝑒𝜆𝑡𝐴(𝜆+ 𝐴)−1𝑥 𝑑𝜆,

e, portanto, fazendo a mudança de variável 𝜇 = 𝜆𝑡, temos

‖𝑇 (𝑡)𝑥− 𝑥‖𝑋 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑆𝜃

𝜇−1𝑒𝜆𝑡𝐴

(︃
𝜇

𝑡
+ 𝐴

)︃−1

𝑥
𝑑𝜇

𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑋

≤ 𝑡

(︃
𝐶3

∫︁
𝑆𝜃

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑒𝜇

𝜇

⃒⃒⃒⃒
⃒ |𝑑𝜇|

)︃
‖𝐴𝑥‖𝑋 .

Em outras palavras, concluímos que lim𝑡→0+ 𝑇 (𝑡)𝑥 = 𝑥, para todo 𝑥 ∈ 𝑋. Para cada

𝑥 ∈ 𝑋, segue da densidade de 𝒟(𝐴) em 𝑋, que existe {𝑥𝑛}+∞
𝑛=1 ⊂ 𝒟(𝐴) com 𝑥𝑛 → 𝑥,

quando 𝑛 → +∞. Como

‖𝑇 (𝑡)𝑥− 𝑥‖𝑋 ≤ ‖𝑇 (𝑡)𝑥− 𝑇 (𝑡)𝑥𝑛 ‖𝑋 + ‖𝑇 (𝑡)𝑥𝑛 − 𝑥𝑛 ‖𝑋 + ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖𝑋

≤ ‖𝑇 (𝑡)𝑥𝑛 − 𝑥𝑛 ‖𝑋 + (𝑀 + 1)‖𝑥𝑛 − 𝑥‖𝑋 , ∀ 𝑛 ∈ N,

temos

lim sup
𝑡→0+

‖𝑇 (𝑡)𝑥− 𝑥‖𝑋 ≤ (𝑀 + 1)‖𝑥𝑛 − 𝑥‖𝑋 ∀ 𝑛 ∈ N.

Finalmente, fazendo 𝑛 → ∞, deduzimos que

lim
𝑡→0+

‖𝑇 (𝑡)𝑥− 𝑥‖𝑋 = 0,

como queríamos.

Neste ponto provamos a igualdade (2.1.7). Considere 𝑥 ∈ 𝑋 e 𝑡 > 0. Da analitici-

dade do integrando, observamos que

𝑑

𝑑𝑡
𝑇 (𝑡)𝑥 = 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝑆𝜃

𝑒𝜆𝑡𝜆(𝜆+ 𝐴)−1𝑥 𝑑𝜆

= − 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝑆𝜃

𝑒𝜆𝑡𝐴(𝜆+ 𝐴)−1𝑥 𝑑𝜆+ 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝑆𝜃

𝑒𝜆𝑡𝑥 𝑑𝜆

= − 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝑆𝜃

𝑒𝜆𝑡𝐴(𝜆+ 𝐴)−1𝑥 𝑑𝜆

= −𝐴𝑇 (𝑡)𝑥.

Encerramos a demonstração, notando que se 𝑎 ̸= 0, então basta escolhermos o

operador setorial positivo 𝐴𝑎 dado por 𝐴𝑎 := 𝐴 − 𝑎. Neste caso, como demonstrado

acima, −𝐴𝑎 gera um semigrupo analítico {𝑇𝑎(𝑡) : 𝑡 ≥ 0}. Defina então a família de

operadores {𝑇 (𝑡) : 𝑡 ≥ 0} ⊂ ℒ(𝑋) por

𝑇 (𝑡) = 𝑒−𝑎𝑡𝑇𝑎(𝑡), ∀ 𝑡 ≥ 0.
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Claramente {𝑇 (𝑡) : 𝑡 ≥ 0} é um semigrupo analítico que tem −𝐴 como gerador

infinitesimal, já que

lim
𝑡→0+

𝑇 (𝑡)𝑥− 𝑥

𝑡
= lim

𝑡→0+

𝑒−𝑎𝑡𝑇𝑎(𝑡)𝑥− 𝑥

𝑡

= lim
𝑡→0+

[︃
𝑒−𝑎𝑡 − 1

𝑡

]︃
𝑇𝑎(𝑡)𝑥+ lim

𝑡→0+

𝑇𝑎(𝑡)𝑥− 𝑥

𝑡

= −𝐴𝑥,

e satisfaz, para todo 𝑡 > 0, as estimativas

‖𝑇 (𝑡)‖ℒ(𝑋) = ‖𝑒−𝑎𝑡𝑇𝑎(𝑡)‖ℒ(𝑋)

≤ 𝑀𝑒−𝑎𝑡,

e

‖𝐴𝑇 (𝑡)‖ℒ(𝑋) = ‖𝐴𝑒−𝑎𝑡𝑇𝑎(𝑡)‖ℒ(𝑋)

≤ 𝑀𝑡−1𝑒−𝑎𝑡,

para alguma constante 𝑀 > 0. Mais ainda, para cada 𝑥 ∈ 𝑋 temos

𝑑

𝑑𝑡
𝑇 (𝑡)𝑥 = 𝑑

𝑑𝑡

[︁
𝑒−𝑎𝑡𝑇𝑎(𝑡)𝑥

]︁
= −𝑎𝑒−𝑎𝑡𝑇𝑎(𝑡)𝑥− 𝐴𝑎𝑒

−𝑎𝑡𝑇𝑎(𝑡)𝑥

= −𝑎𝑒−𝑎𝑡𝑇𝑎(𝑡)𝑥− (𝐴− 𝑎)𝑒−𝑎𝑡𝑇𝑎(𝑡)𝑥

= −𝐴𝑒−𝑎𝑡𝑇𝑎(𝑡)𝑥

= −𝐴𝑇 (𝑡)𝑥, ∀ 𝑡 > 0.

Observação 2.1.1. Daremos duas sentenças simples que serão úteis ao longo deste

texto (ver (RENARDY; ROGERS, 2006)).

• Se 𝐴 : 𝒟(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 é um operador setorial positivo, então existem 𝛿 > 0 e

𝜃 ∈ (𝜋/2, 𝜋) tais que 𝑆𝛿,𝜃 ⊂ 𝜌(−𝐴) e ainda

‖𝑇 (𝑡)‖ℒ(𝑋) ≤ 𝑀𝛿𝑒
−𝛿𝑡, ∀ 𝑡 > 0,

para alguma constante 𝑀𝛿 > 0.

• Se {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0 é um semigrupo analítico e o operador linear −𝐴 : 𝒟(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋

é seu gerador infinitesimal, então 𝐴 é setorial.
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Proposição 2.1.3. Seja 𝐴 : 𝒟(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 um operador linear, tal que, 𝜌(𝐴) está

contido no semi-plano {𝜆 ∈ C, 𝑅𝑒(𝜆) ≥ 𝑤} e

‖𝜆𝑅(𝜆;𝐴)‖ℒ(𝑋) ≤ 𝑀, (2.1.8)

com 𝑤 ≥ 0, 𝑀 ≥ 1. Então 𝐴 é setorial.

Demonstração. Para demonstração (ver (LORENZI et al., 2004, Capítulo 1, Seção 1.3,

Proposição 1.3.12).

Provaremos a seguir, que o operador Laplaciano Δ em R𝑛 é setorial, ou seja, dado

𝜈0 ∈ (𝜋/2, 𝜋), existe uma constante 𝐶 > 0 tal que

‖(𝜆− Δ)−1 ‖ ≤ 𝐶

|𝜆|
, (2.1.9)

para todo 𝜆 ∈ ∑︀
𝜈0, onde

∑︀
𝜈0 = {𝜆 ∈ C ∖ {0}; | arg(𝜆) | < 𝜈0}.

Antes disso, vamos considerar a equação do calor⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢𝑡(𝑥, 𝑡) = Δ𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛,

(2.1.10)

com a condição inicial 𝑢0 tomada em 𝑋 = 𝐿𝑝(R𝑛), 1 ≤ 𝑝 < ∞. Aplicando formalmente

a transformada de Fourier em relação à variável espacial 𝑥, obtemos para 𝜉 ∈ R𝑛 fixo,

uma equação diferencial ordinária, dada por⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢̂𝑡(𝜉, 𝑡) = −|𝜉|2𝑢̂(𝜉, 𝑡), 𝜉 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0,

𝑢̂(𝜉, 0) = 𝑢̂0(𝜉), 𝜉 ∈ R𝑛,

(2.1.11)

cuja única solução é dada por:

𝑢̂(𝜉, 𝑡) = 𝑢̂0(𝜉)𝑔(𝜉, 𝑡), (2.1.12)

onde 𝑔(𝜉, 𝑡) = 𝑒−|𝜉|2𝑡.

Tomando agora a transformação de Fourier inversa em (2.1.12), obtemos que a

solução do problema linear (2.1.11), pode ser expressa via convolução como segue

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑔(·, 𝑡) * 𝑢0(𝑥), com 𝑔(𝑥, 𝑡) = 1
(4𝜋𝑡)𝑛/2 𝑒

−|𝑥|2/4𝑡. (2.1.13)
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A solução (2.1.13) gera um semigrupo {𝐺(𝑡)}𝑡≥0, chamado semigrupo do calor, via

convolução com o núcleo de Gauss-Weierstrass (2.1.13) (ver (LORENZI et al., 2004)),

isto é,

(𝐺(𝑡)𝑢0)(𝑥) = 1
(4𝜋𝑡)𝑛/2

∫︁
R𝑛
𝑒−|𝑥−𝑦|2/4𝑡𝑢0(𝑦) 𝑑𝑦, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0. (2.1.14)

com dado inicial (𝐺(0)𝑢0)(𝑥) = 𝑢0(𝑥).

Proposição 2.1.4. O operador Laplaciano Δ é um operador setorial em R𝑛.

Demonstração. Dado 𝑧 ∈ Z, com 𝑅𝑒(𝑧) > 0 e 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑛). Definimos

𝐺(𝑧)𝑓 = 𝑔𝑧 * 𝑓, (2.1.15)

com 𝑔𝑧(𝑥) = 1
(4𝜋𝑧)𝑛/2 𝑒

− |𝑥|2
4𝑧 , então

∫︀
R𝑛 |𝑔𝑧(𝑥)|𝑑𝑥 =

(︃
|𝑧|

𝑅𝑒(𝑧)

)︃𝑛/2

. Pela desigualdade de

Young, se 𝑧 ∈ 𝑆𝜃 e 𝜃 < 𝜋/2, temos

‖𝐺(𝑧)𝑢0 ‖𝐿𝑝 ≤ 1
(cos 𝜃)𝑛/2 ‖𝑢0 ‖𝐿𝑝 .

Para quaisquer 𝑢0 ∈ 𝐿𝑝(R𝑛) e 𝑔 ∈ 𝐿𝑝′(R𝑛), com 1/𝑝+ 1/𝑝′ = 1, tem-se

⟨𝐺(𝑧)𝑢0, 𝑔⟩ = 1
(4𝜋𝑧)𝑛/2

∫︁
R𝑛
𝑒−|𝑦|2/4𝑧⟨𝑢0(· − 𝑦), 𝑔⟩ 𝑑𝑦,

Provaremos agora a estimativa para o resolvente de Δ no semi-plano complexo

{𝑧 ∈ C : 𝑅𝑒(𝑧) > 0}. Considere 𝜆 = 𝑎 + 𝑏𝑖, com 𝑎 > 0, 𝑏 ≥ 0. Do Teorema Integral de

Cauchy temos

𝑅(𝜆; Δ)𝑢0 =
∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝐺(𝑡)𝑢0 𝑑𝑡 =

∫︁
𝛾
𝑒−𝜆𝑧𝐺(𝑧)𝑢0 𝑑𝑧,

com 𝛾 = {𝑧 ∈ C, 𝑧 = 𝑥− 𝑖𝑥; 𝑥 ≥ 0}, então cos 𝜃 < 1/2, e obtemos

‖𝑅(𝜆; Δ)𝑢0 ‖𝐿𝑝 ≤ 2𝑛/4‖𝑢0 ‖𝐿𝑝

∫︁ +∞

0
𝑒−(𝑎+𝑏)𝑥 𝑑𝑥

≤ (
√

2)𝑛/2

𝑎+ 𝑏
‖𝑢0 ‖𝐿𝑝

≤ 2𝑛/4

|𝜆|
‖𝑢0 ‖𝐿𝑝 .

e segue da Proposição 2.1.3 que Δ é setorial em R𝑛. Se 𝑏 ≤ 0, obtemos o resultado

desejado de maneira análoga, considerando 𝛾 = {𝑥+ 𝑥𝑖 : 𝑥 ≥ 0}.
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2.2 ESPAÇOS HOMOGÊNEOS

Nesta seção, definimos os espaços homogêneos de Morrey, Sobolev-Morrey e

Besov-Morrey, mostrando algumas de suas propriedades, por fim, faremos estimativas

para o semigrupo do calor. O termo “homogêneo" é justificado por uma propriedade

de homogeneidade da norma destes espaços. Tal propriedade é útil para o estudo de

equações diferenciais parciais via técnicas de escala. Estes espaços norteiam todo o

trabalho para a boa colocação, no sentido de Hadamard, para o problema (1.0.7).

Definição 2.2.1. Sejam 1 ≤ 𝑝 < ∞ e 0 ≤ 𝜆 < 𝑛. O espaço de Morrey homogêneo

ℳ𝑝,𝜆(R𝑛) é definido por

ℳ𝑝,𝜆(R𝑛) = {𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(R𝑛) : ‖𝑓 ‖𝑝,𝜆 < ∞},

com a norma dada por

‖𝑓 ‖𝑝,𝜆 = sup
𝑥0∈R𝑛;𝑅>0

𝑅− 𝜆
𝑝 ‖𝑓 ‖𝑝,𝑥0;𝑅, (2.2.1)

onde ‖𝑓 ‖𝑝,𝑥0;𝑅 denota a norma em 𝐿𝑝
(︁
𝐵𝑅(𝑥0)

)︁
de 𝑓 , isto é,

‖𝑓 ‖𝑝,𝑥0;𝑅 =
(︂ ∫︁

𝐵𝑅(𝑥0)
|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

)︂ 1
𝑝

e 𝐵𝑅(𝑥0) =
{︂
𝑥 ∈ R𝑛; |𝑥− 𝑥0| ≤ 𝑅

}︂
.

Observação 2.2.1. Se 𝑝 ∈ [1,∞) então ℳ𝑝,0(R𝑛) = 𝐿𝑝(R𝑛). Outro espaço conside-

rado na literatura é o espaço de medida do tipo Morrey ℳ𝜆(R𝑛), com 0 ≤ 𝜆 < 𝑛,

introduzido por (GIGA; MIYAKAWA, 1989). Esse espaço define o conjunto das medidas

de Radon 𝜇 sobre R𝑛, tais que

‖𝜇‖𝜆 = sup
𝑥0∈R𝑛;𝑅>0

𝑅−𝜆|𝜇|𝐵𝑅(𝑥0) < ∞,

onde |𝜇| denota a variação total de medida 𝜇. Em particular, tomando 𝜆 = 0, o espaço

ℳ0(R𝑛) = ℳ(R𝑛) coincide com o espaço das medidas de Radon sobre R𝑛 de variação

total finita.

Proposição 2.2.1. Sejam 𝑝 ∈ [1,∞) e 0 ≤ 𝜆 < 𝑛. O espaço de Morrey homogêneo é

um espaço de Banach.

Demonstração. Seja {𝑓𝑘}∞
𝑘=1 uma sequência de Cauchy em ℳ𝑝,𝜆(R𝑛). Em particular

{𝑓𝑘}∞
𝑘=1 é uma sequência de Cauchy em 𝐿𝑝

(︁
𝐵𝑅(𝑥0)

)︁
, como 𝑝 ∈ [1,∞) a completude
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de 𝐿𝑝
(︁
𝐵𝑅(𝑥0)

)︁
assegura que existe 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝐵𝑅(𝑥0)), tal que,

‖𝑓𝑘 − 𝑓 ‖
𝐿𝑝

(︁
𝐵𝑅(𝑥0)

)︁ → 0, quando 𝑘 → +∞. (2.2.2)

Queremos mostrar que 𝑓 ∈ ℳ𝑝,𝜆(R𝑛) e ‖𝑓 − 𝑓𝑘 ‖𝑝,𝜆 → 0. Para isso, notamos que

|𝑓(𝑥)|𝑝 = |𝑓(𝑥) − 𝑓𝑘(𝑥) + 𝑓𝑘(𝑥)|𝑝

≤ 2𝑝(|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑘(𝑥)|𝑝 + |𝑓𝑘(𝑥)|𝑝).

Assim,

1
𝑅𝜆

∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥 ≤ 2𝑝

(︃
1
𝑅𝜆

∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑘(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥+ 1
𝑅𝜆

∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓𝑘(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥
)︃

≤ 2𝑝

(︃
1
𝑅𝜆

∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑘(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥+ ‖𝑓𝑘(𝑥)‖𝑝
𝑝,𝜆

)︃
. (2.2.3)

Como a sequência {𝑓𝑘}∞
𝑘=1 é de Cauchy em 𝑀𝑝,𝜆(R𝑛), então existe uma constante

𝐶 > 0, tal que, ‖𝑓𝑘 ‖𝑝,𝜆 ≤ 𝐶, para todo 𝑘 ∈ N. Portanto, de (2.2.2) e (2.2.3), obtemos

1
𝑅𝜆

∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥 ≤ 2𝑝𝐶𝑝,

e segue daí que 𝑓 ∈ 𝑀𝑝,𝜆. Resta-nos mostrar que ‖𝑓 − 𝑓𝑘 ‖𝑝,𝜆 → 0, quando 𝑘 → +∞.

Para isso, observamos que

1
𝑅𝜆

∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑘(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥 ≤ 2𝑝

(︃
1
𝑅𝜆

∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓𝑚(𝑥) − 𝑓𝑘(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

+ 1
𝑅𝜆

∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥
)︃

≤ 2𝑝

(︃
‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑘 ‖𝑝

𝑝,𝜆

+ 1
𝑅𝜆

∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥
)︃
. (2.2.4)

Novamente usando o fato de que a sequência {𝑓𝑘}∞
𝑘=1 é de Cauchy em ℳ𝑝,𝜆(R𝑛),

dado 𝜖 > 0 arbitrário, existe 𝑛0 ∈ N, tal que,

‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑘 ‖𝑝,𝜆 ≤ 𝜖, (2.2.5)

para todo 𝑘,𝑚 ≥ 𝑛0. Daí, por (2.2.4) e (2.2.5), obtemos

1
𝑅𝜆

∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥 ≤ 2𝑝‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑘 ‖𝑝
𝑝,𝜆 + 2𝑝

𝑅𝜆

∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥

≤ 2𝑝𝜖𝑝 + 𝐶𝜖, (2.2.6)
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para todo 𝑘, 𝑚 ≥ 𝑛0. Como 𝜖 é arbitrário, segue então de (2.2.6) que 𝑓𝑘 → 𝑓 em

𝑀𝑝,𝜆(R𝑛), e a Proposição 2.2.1 está provada.

Proposição 2.2.2. Sejam 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ [1,∞], tais que, 1+ 1
𝑟

= 1
𝑝
+ 1

𝑞
. Assuma que 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑛)

e 𝑔 ∈ 𝐿𝑞(R𝑛), então 𝑓 * 𝑔 ∈ 𝐿𝑟(R𝑛) e

‖𝑓 * 𝑔‖𝐿𝑟 ≤ ‖𝑓 ‖𝐿𝑝‖𝑔‖𝐿𝑞 ,

onde o símbolo “ * ” denota o operador de convolução

(𝑓 * 𝑔)(𝑥) =
∫︁
R𝑛
𝑓(𝑥− 𝑦)𝑔(𝑦) 𝑑𝑦.

Demonstração. Para demonstracão (ver (FOLLAND , 1999, Proposição 8.9.)).

Lema 2.2.1. As seguintes afirmações para o espaço de Morrey homogêneo, são ver-

dadeiras:

(i) Sejam 𝑟, 𝑞 ∈ [1,∞) e 𝜆1, 𝜆2 ∈ [0, 𝑛). Se 𝑛−𝜆1
𝑟

= 𝑛−𝜆2
𝑞

, e 𝑟 ≤ 𝑞 então a seguinte

inclusão é contínua

ℳ𝑞,𝜆2(R𝑛) ⊆ ℳ𝑟,𝜆1(R𝑛). (2.2.7)

(ii) Sejam 𝑟, 𝑞, 𝑝3 ∈ [1,∞) e 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 ∈ [0, 𝑛). Se 𝑓 ∈ ℳ𝑟,𝜆1(R𝑛), 𝑔 ∈ ℳ𝑞,𝜆2(R𝑛),
1
𝑝3

= 1
𝑟

+ 1
𝑞

e
𝜆3

𝑝3
= 𝜆1

𝑟
+ 𝜆2

𝑞
, então 𝑓𝑔 ∈ ℳ𝑝3,𝜆3(R𝑛) e vale a desigualdade

‖𝑓𝑔‖𝑝3,𝜆3
≤ ‖𝑓 ‖𝑟,𝜆1

‖𝑔‖𝑞,𝜆2
. (2.2.8)

(iii) Para 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ e 0 ≤ 𝜆 < 𝑛, temos

‖𝑔 * 𝑓 ‖𝑝,𝜆 ≤ ‖𝑔‖𝐿1‖𝑓 ‖𝑝,𝜆, (2.2.9)

para toda 𝑔 ∈ 𝐿1(R𝑛) e 𝑓 ∈ ℳ𝑝,𝜆(R𝑛).

Demonstração. Para mostrar inicialmente (𝑖), tomemos 𝑓 ∈ ℳ𝑞,𝜆2(R𝑛). Da Definição

2.2.1, segue que 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(𝐵𝑅(𝑥0)), para todo 𝑅 > 0 e todo 𝑥0 ∈ R𝑛. Sendo 𝑟 ≤ 𝑞, existe

𝑝3 ≥ 1, tal que, 1
𝑟

= 1
𝑞

+ 1
𝑝3

e então, pela desigualdade de Hölder,

(︃∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓(𝑥)|𝑟 𝑑𝑥
)︃ 1

𝑟

≤
(︃∫︁

𝐵𝑅(𝑥0)
|𝑓(𝑥)|𝑞 𝑑𝑥

)︃ 1
𝑞
(︃∫︁

𝐵𝑅(𝑥0)
|1|𝑝3 𝑑𝑥

)︃ 1
𝑝3

= 𝐶
1
𝑟𝑅

𝑛
𝑝3

(︃∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓(𝑥)|𝑞 𝑑𝑥
)︃ 1

𝑞

= 𝐶𝑅
𝑛
𝑟

− 𝑛
𝑞

(︃∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓(𝑥)|𝑞 𝑑𝑥
)︃ 1

𝑞

, (2.2.10)
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onde 𝐶𝑅𝑛 é o volume de 𝐵𝑅(𝑥0). Assim,

𝑅− 𝜆1
𝑟

(︃∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓(𝑥)|𝑟 𝑑𝑥
)︃ 1

𝑟

≤ 𝐶𝑅
𝑛−𝜆1

𝑟
− 𝑛

𝑞

(︃∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓(𝑥)|𝑞 𝑑𝑥
)︃ 1

𝑞

≤ 𝐶𝑅− 𝜆2
𝑞

(︃∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓(𝑥)|𝑞 𝑑𝑥
)︃ 1

𝑞

. (2.2.11)

Tomando o supremo em (2.2.11) quando variamos 𝑥0 ∈ R𝑛 e 𝑅 > 0, concluímos

que

‖𝑓 ‖𝑟,𝜆1
≤ 𝐶 sup

𝑥0∈R𝑛,𝑅>0
𝑅− 𝜆2

𝑞 ‖𝑓 ‖𝐿𝑞(𝐵𝑅(𝑥0)) = 𝐶‖𝑓 ‖𝑞,𝜆2
.

Portanto, 𝑓 ∈ ℳ𝑟,𝜆1(R𝑛) e a inclusão ℳ𝑞,𝜆2(R𝑛) ⊂ ℳ𝑟,𝜆1(R𝑛) é contínua.

Para demonstrar o item (𝑖𝑖), usando a Desigualdade de Holder em 𝐿𝑝, obtemos

‖𝑓𝑔‖𝑝3,𝜆3
= sup

𝑥0∈R𝑛,𝑅>0
{𝑅− 𝜆3

𝑝3 ‖𝑓𝑔‖𝑝3,𝑥0,𝑅)

≤ sup
𝑥0∈R𝑛,𝑅>0

{𝑅− 𝜆1
𝑟

− 𝜆2
𝑞 ‖𝑓 ‖𝑟,𝑥0,𝑅‖𝑔‖𝑞,𝑥0,𝑅}

≤ sup
𝑥0∈R𝑛,𝑅>0

{𝑅− 𝜆1
𝑟 ‖𝑓 ‖𝑟,𝑥0,𝑅} sup

𝑥0∈R𝑛,𝑅>0
{𝑅− 𝜆2

𝑞 ‖𝑔‖𝑞,𝑥0,𝑅}

= ‖𝑓 ‖𝑟,𝜆1
‖𝑔‖𝑞,𝜆2

.

Como, 𝑓 ∈ ℳ𝑟,𝜆1(R𝑛) e 𝑔 ∈ ℳ𝑞,𝜆2(R𝑛). Então,

‖𝑓𝑔‖𝑝3,𝜆3
≤ ‖𝑓 ‖𝑟,𝜆1

‖𝑔‖𝑞,𝜆2
< ∞.

E portanto 𝑓𝑔 ∈ ℳ𝑝3,𝜆3(R𝑛).

Sejam 𝑔 ∈ 𝐿1(R𝑛) e 𝑓 ∈ ℳ𝑝,𝜆(R𝑛). Da Proposição 2.2.2, temos

‖𝑔 * 𝑓 ‖𝐿𝑝(𝐵𝑅(𝑥0)) ≤ ‖𝑔‖𝐿1(𝐵𝑅(𝑥0))‖𝑓 ‖𝐿𝑝(𝐵𝑅(𝑥0)) ≤ ‖𝑔‖𝐿1‖𝑓 ‖𝐿𝑝(𝐵𝑅(𝑥0)). (2.2.12)

Multiplicando a desigualdade (2.2.12) por 𝑅− 𝜆
𝑝 e tomando o supremo para todo

𝑥0 ∈ R𝑛 e todo 𝑅 > 0, ficamos com

‖𝑔 * 𝑓 ‖𝑝,𝜆 ≤ ‖𝑔‖𝐿1‖𝑓 ‖𝑝,𝜆. (2.2.13)

e o item (𝑖𝑖𝑖) está provado.

Proposição 2.2.3. A norma do espaço de Morrey homogêneo satisfaz a seguinte pro-

priedade de escala

‖𝑓(𝜎·)‖𝑝,𝜆 = 𝜎− 𝑛−𝜆
𝑝 ‖𝑓 ‖𝑝,𝜆, ∀ 𝜎 > 0. (2.2.14)
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Demonstração. Expandindo o termo ‖𝑓(𝜎·)‖𝑝,𝜆 encontramos

‖𝑓(𝜎·)‖𝑝,𝜆 = sup
𝑥0∈𝑅𝑛,𝑅>0

{︃
𝑅− 𝜆

𝑝

(︃∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓(𝜎𝑥)|𝑝 𝑑𝑥
)︃ 1

𝑝
}︃

= sup
𝑥0∈𝑅𝑛,𝑅>0

{︃(︃
𝜎𝑅

𝜎

)︃− 𝜆
𝑝
(︃
𝜎−𝑛

∫︁
𝐵𝜎𝑅(𝜎𝑥0)

|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥
)︃ 1

𝑝
}︃

= 𝜎− 𝑛
𝑝 𝜎

𝜆
𝑝 sup

𝜎𝑥0∈𝑅𝑛,𝑅>0

{︃
(𝜎𝑅)− 𝜆

𝑝

(︃∫︁
𝐵𝜎𝑅(𝜎𝑥0)

|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥
)︃ 1

𝑝
}︃

= 𝜎− 𝑛−𝜆
𝑝 ‖𝑓 ‖𝑝,𝜆,

com isto, mostramos que a igualdade (2.2.14) é verdadeira.

Vamos introduzir agora o espaço de Schwartz 𝒮(R𝑛), isto é, o espaço das fun-

ções cujas derivadas decrescem no infinito mais rapidamente que qualquer potên-

cia negativa de |𝑥|. Denotamos por 𝒮 ′(R𝑛) = 𝒮 ′ o dual topológico de 𝒮, ou seja, 𝒮 ′

é formado pelos funcionais em 𝒮. 𝒮 ′ é dito conjunto das distribuições temperadas.

Sejam 𝑈 um aberto do R𝑛 e uma função 𝑢 : 𝑈 → K (K sendo um corpo igual a

R ou C). Chamamos o conjunto 𝒞∞
𝑐 (𝑈) = {𝑢 ∈ 𝒞∞ : 𝑠𝑢𝑝𝑝 (𝑢) é compacto}, onde

𝑠𝑢𝑝𝑝 (𝑢) = {𝑥 ∈ 𝑈 : 𝑢(𝑥) ̸= 0}, de conjunto das funções teste.

Definição 2.2.2. Dizemos que uma sequência (𝑢𝑛)𝑛∈N de funções de 𝒞∞
𝑐 (𝑈) converge

para zero quando as seguintes condições são satisfeitas:

(i) Existe um compacto 𝐾 ⊂ R𝑛, tal que, 𝑠𝑢𝑝𝑝 (𝑢𝑛)𝑛∈N ⊂ 𝐾, para todo 𝑛 ∈ N.

(ii) Para cada multi-índice 𝛽, a sequência (𝐷𝛽𝑢𝑛)𝑛∈N converge para zero uniforme-

mente em 𝐾.

Se 𝑢 ∈ 𝒞∞
𝑐 (𝑈), dizemos que a sequência (𝑢𝑛)𝑛∈N de elementos de 𝒞∞

𝑐 (𝑈) converge

para 𝑢 em 𝒞∞
𝑐 (𝑈) quando a sequência (𝑢𝑛 −𝑢)𝑛∈N converge para zero no sentido dado

acima. O espaço vetorial 𝒞∞
𝑐 (𝑈) com esta noção de convergência é representado por

𝐷(𝑈) e é denominado espaço das funções testes em 𝑈 .

Definição 2.2.3. Seja 𝑢 ∈ 𝐿1(R𝑛). Definimos a transformada de Fourier de 𝑢, denotada

por ℱ(𝑢), como sendo a função ℱ(𝑢) : R𝑛 → C, dada por

ℱ(𝑢)(𝜉) =
∫︁
R𝑛
𝑒−2𝜋𝑖𝜉𝑥𝑢(𝑥) 𝑑𝑥, 𝜉 ∈ R𝑛.



40

Definição 2.2.4. Para cada função 𝑢 ∈ 𝐿1(R𝑛), definimos a transformada de Fourier

inversa de 𝑢, denotada por ℱ̃(𝑢) como sendo a função ℱ̃(𝑢) : C → R𝑛, dada por

ℱ̃(𝑢)(𝑥) = ℱ(𝑢)(−𝑥), 𝑥 ∈ R𝑛.

Observação 2.2.2. Uma vez que 𝒮(R𝑛) ⊂ 𝐿1(R𝑛), para cada 𝑢 ∈ 𝒮(R𝑛), as funções

ℱ(𝑢) e ℱ̃(𝑢) estão bem definidas e, além disso, pode-se mostrar que elas são rapida-

mente decrescentes no infinito. Mais ainda, ℱ : 𝑆(R𝑛) → 𝒮(R𝑛) e ℱ̃ : 𝒮(R𝑛) → 𝒮(R𝑛)

são isomorfismos contínuos e ℱ̃ = ℱ−1.

Definição 2.2.5. Seja 𝑧 ∈ C. O operador Laplaciano fracionário é definido por

(−Δ)− 𝑧
2𝑢(𝑥) = ℱ−1(| · |𝑧ℱ(𝑢))(𝑥), ∀ 𝑢 ∈ 𝑆(R𝑛).

Definição 2.2.6. Denotemos por 𝒫(R𝑛) o conjunto de todos os polinômios com 𝑛 va-

riáveis. Seja 𝜙 ∈ 𝐷(R𝑛), 0 ≤ 𝜙(𝜉) ≤ 1, para cada 𝜉 ∈ R𝑛, tal que, 𝑠𝑢𝑝𝑝 (𝜙) ⊆ 𝐷0 =
{︂
𝜉 ∈

R𝑛; 2−1 < |𝜉| < 2
}︂

e ∑︁
𝑘∈Z

𝜙𝑘(𝜉) = 1, ∀ 𝜉 ̸= 0,

onde 𝜙𝑘(𝜉) = 𝜙(2−𝑘𝜉), para 𝜉 ∈ R𝑛, e 𝑘 ∈ Z. Defina 𝜑(𝑥) = ℱ−1(𝜙)(𝑥) e 𝜑𝑘(𝑥) =

ℱ−1(𝜙𝑘)(𝑥) = 2𝑘𝑛𝜑(2𝑘𝑥), 𝑘 ∈ Z. Além disso, para 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 0 ≤ 𝜆 < 𝑛 e 𝑠 ∈ R, dada 𝑓

no espaço quociente 𝒮 ′(R𝑛)/𝒫(R𝑛) tal que ℱ−1(𝜙𝑘ℱ(𝑓)) ∈ ℳ𝑝,𝜆(R𝑛), para todo 𝑘 ∈ Z,

defina o número real ‖𝑓 ‖𝒩 𝑠
𝑝,𝜆,𝑞

por

‖𝑓 ‖𝒩 𝑠
𝑝,𝜆,𝑞

:=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(︃∑︀
𝑘∈Z

(︂
2𝑘𝑠‖𝜑𝑘 * 𝑓 ‖𝑝,𝜆

)︂𝑞
)︃ 1

𝑞

, 1 ≤ 𝑞 < ∞,

sup𝑘∈Z

(︂
2𝑘𝑠‖𝜑𝑘 * 𝑓 ‖𝑝,𝜆

)︂
, 𝑞 = ∞.

Definição 2.2.7. O espaço de Besov-Morrey homogêneo em R𝑛,𝒩 𝑠
𝑝,𝜆,𝑞(R𝑛), é o con-

junto das classes de equivalência, denotadas por 𝑓 , em 𝒮 ′(R𝑛)/𝒫(R𝑛), tal que, ‖𝑓 ‖𝒩 𝑠
𝑝,𝜆,𝑞

< ∞.

Observação 2.2.3. Em particular, quando 𝜆 = 0 na definição acima, temos o es-

paço de Besov homogêneo 𝐵̇𝑠
𝑝,𝑞(R𝑛). Além disso, 𝒩 𝑠

∞,𝜆,∞(R𝑛) = 𝐵̇𝑠
∞,∞(R𝑛), visto que

ℳ∞,𝜆(R𝑛) = 𝐿∞(R𝑛).

Proposição 2.2.4. Os pares (𝒩 𝑠
𝑝,𝜆,𝑞, ‖ · ‖𝒩 𝑠

𝑝,𝜆,𝑞
) e (𝐵̇𝑠

𝑝,𝑞, ‖ · ‖𝐵̇𝑠
𝑝,𝑞

) são espaços de Ba-

nach.
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Demonstração. O espaço de Besov é um caso particular do espaço de Besov-Morrey.

A demonstração de que (𝒩 𝑠
𝑝,𝜆,𝑞, ‖ · ‖𝒩 𝑠

𝑝,𝜆,𝑞
) é um espaço de Banach, pode ser vista em

(KOZONO; YAMAZAKI , 1994, Corolário 2.6).

Definição 2.2.8. Sejam 1 ≤ 𝑝 < ∞, 0 ≤ 𝜆 < 𝑛 e 𝑠 ∈ R𝑛. O espaço de Sobolev-Morrey

homogêneo ℳ𝑠
𝑝,𝜆(R𝑛) é definido por

ℳ𝑠
𝑝,𝜆(R𝑛) = (−Δ)− 𝑠

2 ℳ𝑝,𝜆(R𝑛)

e sua norma é dada por

‖𝑓 ‖ℳ𝑠
𝑝,𝜆

= ‖(−Δ) 𝑠
2𝑓 ‖𝑝,𝜆.

O espaço de Sobolev-Morrey (ℳ𝑠
𝑝,𝜆(R𝑛), ‖ · ‖ℳ𝑠

𝑝,𝜆
) é um espaço de Banach.

Proposição 2.2.5. O espaço de Sobolev-Morrey homogênegeo satisfaz a seguinte

relação de escala

‖𝑓(𝜎·)‖ℳ𝑠
𝑝,𝜆

= 𝜎𝑠− 𝑛−𝜆
𝑝 ‖𝑓 ‖ℳ𝑠

𝑝,𝜆
, ∀ 𝜎 > 0. (2.2.15)

Demonstração. Para justificar a igualdade (2.2.15), mostraremos primeiramente que,

dados 𝜎 > 0 e 𝑓 ∈ 𝒮 ′(R𝑛),

(−Δ) 𝑠
2𝑓(𝜎𝑥) = 𝜎𝑠((−Δ) 𝑠

2𝑓)(𝜎𝑥), ∀ 𝑥 ∈ R𝑛. (2.2.16)

Com efeito, uma vez que a transformada de Fourier de uma distribuição 𝑓 ∈ 𝒮 ′

satisfaz a propriedade

ℱ [𝑓(𝜎·)](𝜉) = 𝜎−𝑛ℱ [𝑓 ](𝜎−1𝜉), (2.2.17)

segue da Definição 2.2.7 e de (2.2.17) que

ℱ [(−Δ) 𝑠
2𝑓(𝜎·)](𝜉) = |𝜉|𝑠ℱ [𝑓(𝜎·)](𝜉)

= |𝜉|𝑠𝜎−𝑛ℱ [𝑓 ](𝜎−1𝜉)

= 𝜎−𝑛𝜎𝑠|𝜎−1𝜉|𝑠ℱ [𝑓 ](𝜎−1𝜉)

= 𝜎−𝑛𝜎𝑠ℱ [(−Δ) 𝑠
2𝑓 ](𝜎−1𝜉). (2.2.18)

Agora, usando (2.2.17) em (2.2.18), com −(Δ)2𝑓 no lugar de 𝑓 e, aplicando a trans-

formanda inversa, obtemos (2.2.16).
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Logo, utilizando (2.2.16) e a Proposição 2.2.3, segue que

‖𝑓(𝜎·)‖ℳ𝑠
𝑝,𝜆

= ‖(−Δ) 𝑠
2𝑓(𝜎·)‖𝑝,𝜆

= ‖𝜎𝑠((−Δ) 𝑠
2 )𝑓(𝜎·)‖𝑝,𝜆

= 𝜎𝑠𝜎− 𝑛−𝜆
𝑝 ‖(−Δ) 𝑠

2𝑓 ‖𝑝,𝜆

= 𝜎𝑠− 𝑛−𝜆
𝑝 ‖𝑓 ‖ℳ𝑠

𝑝,𝜆
. (2.2.19)

Observação 2.2.4. É possível fazer a seguinte identificação nos espaços de Besov-

Morrey

𝒩 𝑠
𝑝,𝜆,𝑞(R𝑛) = (−Δ) 𝑠

2 𝒩 0
𝑝,𝜆,𝑞(R𝑛), (2.2.20)

com a norma correspondente igual a

‖𝑓 ‖𝒩 𝑠
𝑝,𝜆,𝑞

= ‖(−Δ) 𝑠
2𝑓 ‖𝒩 0

𝑝,𝜆,𝑞
.

Lema 2.2.2. Sejam 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑟 ≤ ∞, 1 ≤ 𝑞 ≤ ∞, 𝑠, 𝜈 ∈ R e 0 ≤ 𝜆 < 𝑛. Então, a inclusão

𝒩 𝑠
𝑝,𝜆,𝑞(R𝑛) ⊂ 𝒩 𝜈

𝑟,𝜆,𝑞(R𝑛) (2.2.21)

é contínua se 𝑠− 𝑛−𝜆
𝑝

= 𝜈 − 𝑛−𝜆
𝑟

.

Demonstração. Para a demonstração (ver (MAZZUCATO, 2003)).

Proposição 2.2.6. (Propriedade de escala) Suponha que 1 ≤ 𝑝, 𝑞 ≤ ∞, 𝑠 ∈ R e

𝜆 ∈ [0, 𝑛). A norma do espaço de Besov-Morrey homogêneo satisfaz a seguinte pro-

priedade de escala

‖𝑓(𝜎·)‖𝒩 𝑠
𝑝,𝜆,𝑞

= 𝜎𝑠− 𝑛−𝜆
𝑝 ‖𝑓 ‖𝒩 𝑠

𝑝,𝜆,𝑞
, ∀ 𝜎 > 0. (2.2.22)

Demonstração. A demonstração será feita apenas para o caso 𝑞 = ∞, visto que, se

1 ≤ 𝑞 < ∞, a prova é analoga. Pela Observação 2.2.4 e da relação de escala em

ℳ𝑝,𝜆(R𝑛), temos que

‖𝑓(𝜎·)‖𝒩 𝑠
𝑝,𝜆,∞

= ‖(−Δ) 𝑠
2 [𝑓(𝜎·)]‖𝒩 0

𝑝,𝜆,∞

= ‖𝜎𝑠[(−Δ) 𝑠
2𝑓 ](𝜎·)‖𝒩 0

𝑝,𝜆,∞

= 𝜎𝑠 sup
𝑘∈Z

‖𝜑𝑘 * [(−Δ) 𝑠
2𝑓(𝜎·)]‖𝑝,𝜆

= 𝜎𝑠 sup
𝑘∈Z

𝜎− 𝑛−𝜆
𝑝 ‖𝜑𝑘 * [(−Δ) 𝑠

2𝑓 ]‖𝑝,𝜆

= 𝜎𝑠− 𝑛−𝜆
𝑝 sup

𝑘∈Z
‖𝜑𝑘 * [(−Δ) 𝑠

2𝑓 ]‖𝑝,𝜆
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= 𝜎𝑠− 𝑛−𝜆
𝑝 ‖(−Δ) 𝑠

2𝑓 ‖𝒩 0
𝑝,𝜆,∞

= 𝜎𝑠− 𝑛−𝜆
𝑝 ‖𝑓 ‖𝒩 𝑠

𝑝,𝜆,∞
.

Através dos estudos feitos acima, para os espaços homogêneos, a partir de agora,

faremos uso destes resultados para estimar o semigrupo do calor {𝐺(𝑡)}𝑡≥0, aplicado

a 𝑓 ∈ 𝑆
′ em espaços de Sobolev-Morrey e Besov-Morrey.

Lema 2.2.3. Sejam 𝑠1, 𝑠2 ∈ R, 𝑠1 ≤ 𝑠2, 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑞 ≤ ∞, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ e 𝜆 ∈ [0, 𝑛). Então

existe uma constante 𝐶 > 0, tal que,

‖𝐺(𝑡)𝑓 ‖ℳ𝑠2
𝑞,𝜆

≤ 𝐶𝑡−
𝑠2−𝑠1

2 − 1
2 ( 𝑛−𝜆

𝑟
− 𝑛−𝜆

𝑞
)‖𝑓 ‖ℳ𝑠1

𝑟,𝜆
, (2.2.23)

‖𝐺(𝑡)𝑓 ‖𝒩 𝑠2
𝑞,𝜆,𝑝

≤ 𝐶𝑡−
𝑠2−𝑠1

2 − 1
2 ( 𝑛−𝜆

𝑟
− 𝑛−𝜆

𝑞
)‖𝑓 ‖𝒩 𝑠1

𝑟,𝜆,𝑝
, (2.2.24)

para todo 𝑓 ∈ 𝒮 ′ e todo 𝑡 > 0.

Demonstração. Para a demonstração ver (FERREIRA , 2012, Lema 2.2).

Lema 2.2.4. Sejam 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑞 ≤ ∞ e 𝜆 ∈ [0, 𝑛). Então, para cada desigualdade abaixo,

existe uma constante positiva 𝐶, tal que,

‖∇𝑥𝐺(𝑡)𝑓 ‖𝑟,𝜆 ≤ 𝐶𝑡−1/2‖𝑓 ‖𝑟,𝜆, (2.2.25)

‖∇𝑥𝐺(𝑡)𝑓 ‖𝑞,𝜆 ≤ 𝐶𝑡−1/2‖𝑓 ‖𝑞,𝜆, (2.2.26)

‖∇𝑥𝐺(𝑡)𝑓 ‖𝑞,𝜆 ≤ 𝐶𝑡−
1
2 (1+ 𝑛−𝜆

𝑟
− 𝑛−𝜆

𝑞
)‖𝑓 ‖𝑟,𝜆, (2.2.27)

‖∇𝑥𝐺(𝑡)𝑓 ‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

≤ 𝐶𝑡−1/2‖𝑓 ‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

, (2.2.28)

‖𝐺(𝑡)𝑓 ‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

≤ 𝐶‖𝑓 ‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

, (2.2.29)

‖𝐺(𝑡)𝑓 ‖𝐵̇0
∞,∞

≤ 𝐶‖𝑓 ‖𝐵̇0
∞,∞

, (2.2.30)

‖𝐺(𝑡)𝑓 ‖𝐿∞ ≤ 𝐶𝑡−
1
2 ( 𝑛−𝜆

𝑞
)‖𝑓 ‖𝑞,𝜆, (2.2.31)

‖∇𝑥𝐺(𝑡)𝑓 ‖𝐿∞ ≤ 𝐶𝑚𝑖𝑛
{︁
𝑡−

1
2 (1+ 𝑛−𝜆

𝑟
)‖𝑓 ‖𝑟,𝜆 , 𝑡

− 1
2 (1+ 𝑛−𝜆

𝑞
)‖𝑓 ‖𝑞,𝜆

}︁
, (2.2.32)

‖∇𝑥𝐺(𝑡)𝑓 ‖𝐿∞ ≤ 𝐶𝑡−
1
2 ‖𝑓 ‖𝐵̇0

∞,∞
. (2.2.33)

Demonstração. Iniciamos a demonstração da desigualdade (2.2.25), notando que 𝑔(𝑥, 2𝑡)

= 𝑒
|𝑥|2
8𝑡 2− 𝑛

2 𝑔(𝑥, 𝑡) e 𝜕𝑔
𝜕𝑥𝑖

(𝑥, 𝑡) = −𝑥𝑖

2𝑡
𝑔(𝑥, 𝑡), para 𝑖 = 1, .., 𝑛, onde 𝑔(𝑥, 𝑡) é dado em

(2.1.13). Então, ⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜕𝑔𝜕𝑥𝑖

(𝑥, 𝑡) 1
𝑔(𝑥, 2𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ = 𝑡−

1
2 |𝑥𝑖|2

𝑛
2 −1𝑒− ‖ 𝑥 ‖2

8𝑡 .
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Uma vez que a expressão do lado direito é limitada superiormente, segue que,

existe uma constante 𝐶 > 0, tal que,

𝑡
1
2 ∇𝑔(𝑥, 𝑡) ≤ 𝑡

1
2 |∇𝑔(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐶𝑔(𝑥, 2𝑡). (2.2.34)

Dessa forma,

‖𝑡
1
2 (∇𝐺(𝑡)𝑓)(𝑥)‖

𝑟

𝐿𝑟(𝐵𝑅(𝑥0)) =
∫︁

𝐵𝑅(𝑥0)
|𝑡

1
2 (∇𝐺(𝑡)𝑓)(𝑥)|𝑟 𝑑𝑥

≤ 𝐶
∫︁

𝐵𝑅(𝑥0)
|(𝐺(2𝑡)|𝑓 |)(𝑥)|𝑟 𝑑𝑥

≤ 𝐶
∫︁

𝐵𝑅(𝑥0)

∫︁
R𝑛
𝑔(𝑦, 2𝑡)|𝑓(𝑥− 𝑦)|𝑟 𝑑𝑦 𝑑𝑥

≤ 𝐶
∫︁
R𝑛
𝑔(𝑦, 2𝑡)

∫︁
𝐵𝑅(𝑥0)

|𝑓(𝑥− 𝑦)|𝑟 𝑑𝑥 𝑑𝑦

≤ 𝐶𝑅𝜆‖𝑓 ‖𝑟
𝑟,𝜆. (2.2.35)

Por fim, elevando ambos os lados de (2.2.35) a 1
𝑟
, multiplicando por 𝑅− 𝜆

𝑟 e tomando

o supremo quando variamos 𝑥0 em R𝑛 e 𝑅 em (0,+∞), obtemos a desigualdade de-

sejada.

A demonstração de (2.2.26) segue os mesmos passos da demonstração (2.2.25),

substituindo 𝑟 por 𝑞. Dados 𝑥0 ∈ R𝑛 e 𝑅 > 0, de (2.2.36) temos que

‖𝑡
1
2 (∇𝐺(𝑡)𝑓)(𝑥)‖

𝑞

𝐿𝑞(𝐵𝑅(𝑥0)) ≤ 𝐶‖(𝐺(2𝑡)|𝑓 |)(𝑥)‖𝑞
𝐿𝑞(𝐵𝑅(𝑥0))

≤ 𝐶‖(𝐺(2𝑡)|𝑓 |)(𝑥)‖𝑞−𝑟
𝐿∞ ‖(𝐺(2𝑡)|𝑓 |)(𝑥)‖𝑟

𝑟,𝜆𝑅
𝜆. (2.2.36)

Multiplicando (2.2.36) por 𝑅−𝜆 e em seguida elevando a 1/𝑞, encontramos

𝑅− 𝜆
𝑞 ‖𝑡

1
2 (∇𝐺(𝑡)|𝑓 |)(𝑥)‖𝐿𝑞(𝐵𝑅(𝑥0)) ≤ 𝐶‖𝐺(2𝑡)|𝑓 |(𝑥)‖

𝑞−𝑟
𝑞

𝐿∞ ‖(𝐺(2𝑡)|𝑓 |)(𝑥)‖
𝑟
𝑞

𝑟,𝜆.

Multiplicando agora a última desigualdade por 𝑡−
1
2 e tomando o supremo para 𝑥0 ∈

R𝑛 e 𝑅 > 0, vemos que

‖(∇𝑥𝐺(𝑡)𝑓)(𝑥)‖𝑞,𝜆 ≤ 𝐶𝑡−
1
2
(︁
‖(𝐺(2𝑡)𝑓)(𝑥)‖𝐿∞

)︁ 𝑞−𝑟
𝑞 ‖(𝐺(2𝑡)𝑓)(𝑥)‖

𝑟
𝑞

𝑟,𝜆

≤ 𝐶𝑡−
1
2
(︁
𝑡−

1
2 ( 𝑛−𝜆

𝑟
)‖(𝐺(2𝑡)𝑓)(𝑥)‖𝑟,𝜆

)︁ 𝑞−𝑟
𝑞 ‖(𝐺(2𝑡)𝑓)(𝑥)‖

𝑟
𝑞

𝑟,𝜆

≤ 𝐶𝑡−
1
2
(︁
𝑡−

1
2 ( 𝑛−𝜆

𝑟
)‖𝑓 ‖𝑟,𝜆

)︁ 𝑞−𝑟
𝑞 ‖𝑓 ‖

𝑟
𝑞

𝑟,𝜆

≤ 𝐶𝑡−
1
2 (1+ 𝑛−𝜆

𝑟
− 𝑛−𝜆

𝑞
)‖𝑓 ‖𝑟,𝜆,

e assim, obtemos (2.2.29). Como consequência direta da desigualdade (2.2.34), temos

que

‖𝑡1/2(∇𝑥𝐺(𝑡)𝑓)(𝑥)‖𝒩 𝑠
𝑝,𝜆,∞

≤ 𝐶‖(𝐺(2𝑡)𝑓)(𝑥)‖𝒩 𝑠
𝑝,𝜆,∞

,
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onde, 𝐶 é uma constante positiva, e da desigualdade (2.2.26), obtemos

‖∇𝑥(𝐺(𝑡)𝑓)(𝑥)‖𝒩 𝑠
𝑝,𝜆,∞

≤ 𝐶𝑡−1/2‖𝑓 ‖𝒩 𝑠
𝑝,𝜆,∞

.

A demonstração de (2.2.31) segue diretamente de (2.2.26). Observando que 𝐵̇𝑠
∞,∞ =

𝒩 𝑠
∞,𝜆,∞, temos que (2.2.32) é caso particular de (2.2.31). Para demonstrar (2.2.33), por

(2.2.25) temos

‖𝐺(𝑡)𝑓 ‖𝐿∞ ≤ 𝐶𝑡−
1
2 ( 𝑛−𝜆

𝑟
)‖𝑓 ‖𝑟,𝜆.

e o resultado segue, pois ℳ𝑟,𝜆 ⊆ ℳ𝑞,𝜆, através do Lema 2.2.1. Considerando 𝑟, 𝑞 ∈

[1,∞) temos que (2.2.33) é válido para os dois casos, tomando então o mínimo entre

ambos os resultados, obtemos (2.2.34).

Por fim, temos que (2.2.35) é resultado da desigualdade (2.2.30) e do fato de termos

𝐿∞ →˓ 𝐵̇0
∞,∞.

Observação 2.2.5. Dados 1 ≤ 𝑝 < ∞ e 𝑠 > 0 temos então a seguinte equivalência

(ver (MAZZUCATO , 2003))

‖𝑓 ‖𝒩 −𝑠
𝑝,𝜆,∞

∼= sup
𝑡>0

𝑡𝑠/2‖𝑒Δ𝑡𝑓 ‖𝑝,𝜆, (2.2.37)

onde 𝑒Δ𝑡 denota o semigrupo do calor {𝐺(𝑡)}𝑡≥0 dado na Proposição 2.1.4. Para uma

discussão mais profunda sobre os espaços Besov-Morrey, veja (KOZONO; YAMAZAKI,

1994; MAZZUCATO, 2003).

2.3 A FUNÇÃO DE MAINARDI

Definição 2.3.1. A função de Wright, é assim chamada em homenagem a E. Maitland

Wright, que introduziu e investigou essa função em uma série de notas a partir de

1933, no âmbito da teoria das partições. A função é definida pela representação em

série, convergente em todo o plano complexo,

𝑊𝜆,𝜇(𝑧) =
+∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛!Γ(𝜆𝑛+ 𝜇) , 𝜆 > −1, 𝑧 ∈ C, 𝜇 ∈ C, (2.3.1)

sendo então 𝑊𝜆,𝜇(𝑧) uma função inteira.

A representação integral da função de Wright é dada por

𝑊𝜆,𝜇(𝑧) = 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎
𝑒𝜎+𝑧𝜎−𝜆 𝑑𝜎

𝜎𝜇
, 𝜆 > −1, 𝑧 ∈ C, 𝜇 ∈ C,
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onde 𝐻𝑎 é qualquer contorno de Hankel. A equivalência entre as representações em

série e integral é facilmente comprovada usando a fórmula de Hankel para a recíproca

da função Gama. De fato, temos para qualquer 𝜁 ∈ C, com 𝑅𝑒(𝜁) > 0,

1
Γ(𝜁) = 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎
𝑢−𝜁𝑒𝑢 𝑑𝑢. (2.3.2)

A troca entre série e integral é verdadeira pela convergêcia uniforme da série, e

sendo 𝑊𝜆,𝜇(𝑧) uma função inteira, segue-se

𝑊𝜆,𝜇(𝑧) = 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎
𝑒𝜎+𝑧𝜎−𝜆 𝑑𝜎

𝜎𝜇

= 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎
𝑒𝜎

[︃ +∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛!𝜎
−𝜆𝑛

]︃
𝑑𝜎

𝜎𝜇

=
+∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛!

[︃
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎
𝑒𝜎𝜎−𝜆𝑛−𝜇 𝑑𝜎

]︃

=
+∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛!Γ(𝜆𝑛+ 𝜇) ,

como desejávamos.

Em virtude de seu papel nas aplicações do cálculo fracionário, definiremos agora

uma função de Wright, chamada função de Mainardi, que foi apresentada pelo Italiano

Francesco Mainardi em seu livro em que estuda o conceito de viscoelasticidade para

o contexto fracionário (ver (MAINARDI , 2010)).

Definição 2.3.2. Seja 𝛼 ∈ (0, 1). A função de Mainardi 𝑀𝛼 : C → C é dada por

𝑀𝛼(𝑧) = 𝑊−𝛼, 1−𝛼 (−𝑧). Logo,

𝑀𝛼(𝑧) :=
+∞∑︁
𝑛=0

(−𝑧)𝑛

𝑛!Γ(1 − 𝛼(𝑛+ 1)) = 1
𝜋

+∞∑︁
𝑛=1

(−𝑧)𝑛−1

(𝑛− 1)! Γ(𝛼𝑛) sin (𝜋𝛼𝑛).

Já a representação integral para 𝑀𝛼(𝑧) é dada por

𝑀𝛼(𝑧) = 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎
𝑒𝜎−𝑧𝜎𝛼 𝑑𝜎

𝜎1−𝛼
.

Definição 2.3.3. Sejam 𝛼, 𝛽 ∈ R estritamente positivos. Então, 𝐸𝛼,𝛽 : C → C é a

função de Mittag-Leffler, dada por

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) =
+∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 𝛽) , (2.3.3)

onde se 𝛽 = 1, a denotamos por 𝐸𝛼(𝑧).
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Proposição 2.3.1. Seja 𝛼, 𝛽 > 0, 𝑧 ∈ C, escolhemos 𝐻𝑎𝑧 = 𝐻𝑎(𝜖𝑧, 𝜃) com 𝜖𝑧 > |𝑧|1/𝛼

e 𝜃 ∈ (𝜋/2, 𝜋) então

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) = 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎𝑧

𝜇𝛼−𝛽𝑒𝜇

𝜇𝛼 − 𝑧
𝑑𝜇.

Demonstração. Fixe 𝑧 ∈ C. Observe que se 𝐻𝑎 é um caminho de Hankel, por (2.3.2)

temos que

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) =
+∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 𝛽)

=
+∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎
𝜇−𝛼𝑘−𝛽𝑒𝜇 𝑑𝜇

= 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎

+∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

𝜇𝛼𝑘
𝜇−𝛽𝑒𝜇 𝑑𝜇

= 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎
𝜇−𝛽𝑒𝜇

+∞∑︁
𝑘=0

[︃
𝑧

𝜇𝛼

]︃𝑘

𝑑𝜇.

Como |𝑧|1/𝛼 < 𝜖𝑧 podemos afirmar que |𝑧| < |𝜇|𝛼, então⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑧𝜇𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒ < 1,

Portanto,

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) = 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎
𝜇−𝛽𝑒𝜇

[︃
𝜇𝛼

𝜇𝛼 − 𝑧

]︃
𝑑𝜇

= 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎

𝜇𝛼−𝛽𝑒𝜇

𝜇𝛼 − 𝑧
𝑑𝜇.

Definição 2.3.4. Tomando 𝑓 como na Proposição 3.1.1, podemos considerar uma fun-

ção 𝑓 : 𝒟(𝑓 ) ⊂ C → 𝑋, dada por:

̂︀𝑓(𝜆) :=
∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑓(𝑡) 𝑑𝑡,

onde {𝜆 ∈ C;𝑅𝑒(𝜆) > 𝛾} ⊂ 𝒟(𝑓 ), e 𝛾 é dado pela Proposição 3.1.1. Dizemos quê︀𝑓(𝜆) é a transformada de Laplace de 𝑓(𝑡). Em outras palavras, podemos definir o

mapa linear ℒ : 𝒟(ℒ) → ℱ(C, 𝑋), onde 𝒟(ℒ) := {𝑓 ∈ 𝐿1
𝑙𝑜𝑐([0,+∞), 𝑋); 𝑓 é de tipo

exponencial} e ℱ(C, 𝑋) é o conjunto das funções definidas no subconjunto dos nú-

meros complexos, com imagem contida em 𝑋. Denotamos por ℒ{𝑓(𝑡)}(𝜆) := 𝑓(𝜆) o

operador de transformada de Laplace.
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Proposição 2.3.2. Seja 𝛼 ∈ (0, 1), −1 < 𝑟 < ∞, 𝜆 > 0 e 𝑧 ∈ C. A função de Mainardi

𝑀𝛼 satisfaz as seguintes propriedades:

(i) 𝑀𝛼(𝑡) ≥ 0, para todo 𝑡 ≥ 0;

(ii)
∫︀+∞

0 𝑡𝑟𝑀𝛼(𝑡) 𝑑𝑡 = Γ(𝑟 + 1)
Γ(𝛼𝑟 + 1) ;

(iii) ℒ{𝛼𝑡−(1+𝛼)𝑀𝛼(𝑡−𝛼)}(𝜆) = 𝑒−𝜆𝛼;

(iv) ℒ{𝛼𝑡𝑀𝛼(𝑡)}(𝑧) = 𝐸𝛼,𝛼(−𝑧);

(v) ℒ{𝑀𝛼(𝑡)}(𝑧) = 𝐸𝛼(−𝑧);

onde 𝐸𝛼,𝛼 e 𝐸𝛼 são dados pela Definição 2.3.3.

Demonstração. (𝑖) A demonstração pode ser vista em (MAINARDI, 2010).

(𝑖𝑖) Note que, para 𝑟 > −1 e 𝛼 ∈ (0, 1), temos∫︁ +∞

0
𝑡𝑟𝑀𝛼(𝑡) 𝑑𝑡 =

∫︁ +∞

0
𝑡𝑟
[︃

1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎

𝑒𝜇−𝑡𝜇𝛼

𝜇1−𝛼
𝑑𝜇

]︃
𝑑𝑡

= 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎
𝑒𝜇

[︃ ∫︁ +∞

0
𝑡𝑟𝑒−𝑡𝜇𝛼

𝑑𝑡

]︃
𝑑𝜇

𝜇1−𝛼

Tomando 𝑤 = 𝑡𝜇𝛼, temos 𝑑𝑤 = 𝜇𝛼𝑑𝑡, e∫︁ +∞

0
𝑡𝑠𝑀𝛼(𝑡) 𝑑𝑡 = 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎
𝑒𝜇

[︃ ∫︁ +∞

0

(︁ 𝑤
𝜇𝛼

)︁𝑟
𝑒−𝑤 𝑑𝑤

𝜇𝛼

]︃
𝑑𝜇

𝜇1−𝛼

= 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎
𝑒𝜇

[︃ ∫︁ +∞

0
𝑤𝑟𝑒−𝑤 𝑑𝑤

]︃
1

𝜇𝛼𝑟+𝛼

𝑑𝜇

𝜇1−𝛼

= 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎
𝑒𝜇Γ(𝑟 + 1) 𝑑𝜇

𝜇𝛼𝑟+1

= Γ(𝑟 + 1)
[︃

1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎

𝑒𝜇

𝜇𝛼𝑟+1 𝑑𝜇

]︃

= Γ(𝑟 + 1)
Γ(𝛼𝑟 + 1) ,

conforme desejado.

Para provar o item (𝑖𝑖𝑖), temos que, para 𝜆 > 0

ℒ−1{𝑒−𝜆𝛼} =
+∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛 ℒ−1{𝜆𝛼𝑛}
𝑛!

=
+∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

𝑛!
𝑡−𝛼𝑛−1

Γ(−𝛼𝑛)

=
+∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛+1

(𝑛+ 1)!
𝑡−𝛼(𝑛+1)−1

Γ(−𝛼(𝑛+ 1))
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=
+∞∑︁
𝑛=0

𝛼(−1)𝑛

−𝛼(𝑛+ 1)𝑛!
𝑡−𝛼(𝑛+1)−1

Γ(−𝛼(𝑛+ 1))

=
+∞∑︁
𝑛=0

𝛼(−1)𝑛𝑡−𝛼𝑛

𝑛!
𝑡−(𝛼+1)

Γ(1 − 𝛼(𝑛+ 1))

= 𝛼𝑡−(𝛼+1)
+∞∑︁
𝑛=0

(−𝑡−𝛼)𝑛

𝑛!Γ(1 − 𝛼(𝑛+ 1))
= 𝛼𝑡−(𝛼+1)𝑀𝛼(𝑡−𝛼).

Para provar o item (𝑖𝑣)

ℒ{𝛼𝑡𝑀𝛼(𝑡)}(𝑧) =
∫︁ +∞

0
𝑒−𝑧𝑡𝛼𝑡𝑀𝛼(𝑡) 𝑑𝑡

=
∫︁ +∞

0

+∞∑︁
𝑛=0

(−𝑧𝑡)𝑛

𝑛! 𝛼𝑡𝑀𝛼(𝑡) 𝑑𝑡

=
∫︁ +∞

0

+∞∑︁
𝑛=0

(−𝑧)𝑛

𝑛! 𝑡𝑛+1𝛼𝑀𝛼(𝑡) 𝑑𝑡

=
+∞∑︁
𝑛=0

(−𝑧)𝑛

𝑛! 𝛼
∫︁ +∞

0
𝑡𝑛+1𝑀𝛼(𝑡) 𝑑𝑡

=
+∞∑︁
𝑛=0

(−𝑧)𝑛

𝑛! 𝛼
Γ(𝑛+ 2)

Γ(𝛼(𝑛+ 1) + 1) 𝑑𝑡

=
+∞∑︁
𝑛=0

(−𝑧)𝑛𝛼(𝑛+ 1)
Γ(𝛼(𝑛+ 1) + 1)

=
+∞∑︁
𝑛=0

(−𝑧)𝑛

Γ(𝛼𝑛+ 𝛼)
= 𝐸𝛼,𝛼(−𝑧), (2.3.4)

visto que (2.3.4) vem de (2.3.3).

Para provar o item (𝑣)

ℒ{𝑀𝛼(𝑡)}(𝑧) =
∫︁ +∞

0
𝑒−𝑧𝑡

[︃
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎

𝑒𝜇−𝑡𝜇𝛼

𝜇1−𝛼
𝑑𝜇

]︃
𝑑𝑡

= 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎

𝑒𝜇

𝜇1−𝛼

[︃ ∫︁ +∞

0
𝑒−𝑡(𝑧+𝜇𝛼) 𝑑𝑡

]︃
𝑑𝜇

= 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎

𝑒𝜇

𝜇1−𝛼

[︃
−1
𝑧 + 𝜇

(0 − 1)
]︃
𝑑𝜇

= 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎

𝑒𝜇𝜇𝛼−1

𝜇𝛼 + 𝑧
𝑑𝜇

= 𝐸𝛼(−𝑧), (2.3.5)

onde (2.3.5) é dada pela Proposição 2.3.1.
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2.4 OS OPERADORES DE MITTAG-LEFFLER

Definição 2.4.1. Sejam 𝛼 ∈ (0, 1) e 𝐴 : 𝒟(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 um operador setorial positivo.

Então, as funções fortemente contínuas

𝐸𝛼(−𝑡𝛼𝐴) := 1
2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎
𝑒𝜆𝑡𝜆𝛼−1(𝜆𝛼 + 𝐴)−1 𝑑𝜆, 𝑡 ≥ 0

e

𝐸𝛼,𝛼(−𝑡𝛼𝐴) := 𝑡1−𝛼

2𝜋𝑖

∫︁
𝐻𝑎
𝑒𝜆𝑡(𝜆𝛼 + 𝐴)−1 𝑑𝜆, 𝑡 ≥ 0,

com 𝐻𝑎 ⊂ 𝜌(−𝐴) dado pelo caminho de Hankel, (ver Definição 2.1.5) são chamados

de operadores de Mittag-Leffler.

Teorema 2.4.1. Sejam 𝑋 um espaço de Banach e −𝐴 : 𝒟(𝐴) ⊂ 𝑋 → 𝑋 o gerador

infinitésimal de um semigrupo analítico. Para cada 𝛼 ∈ (0, 1) podemos reescrever as

famílias de Mittag-Leffler {𝐸𝛼(−𝑡𝛼𝐴)}𝑡≥0 e {𝐸𝛼,𝛼(−𝑡𝛼𝐴)}𝑡≥0 por

𝐸𝛼(−𝑡𝛼𝐴) =
∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)𝑇 (𝑠𝑡𝛼) 𝑑𝑠 (2.4.1)

e

𝐸𝛼,𝛼(−𝑡𝛼𝐴) =
∫︁ +∞

0
𝛼𝑠𝑀𝛼(𝑠)𝑇 (𝑠𝑡𝛼) 𝑑𝑠, (2.4.2)

onde {𝑇 (𝑡) : 𝑡 ≥ 0} é o 𝐶0-semigrupo analítico gerado por −𝐴.

Demonstração. Se −𝐴 é um gerador infinitesimal de um semigrupo análitico {𝑇 (𝑡)}𝑡≥0

e 0 ∈ 𝜌(𝐴), então

𝑇𝛼(𝑡) = 𝛼
∫︁ +∞

0
𝑠𝜑𝛼(𝑠)𝑡𝛼−1𝑇 (𝑠𝑡𝛼) 𝑑𝑠, (2.4.3)

e

𝑆𝛼(𝑡) =
∫︁ +∞

0
𝜑𝛼(𝑠)𝑇 (𝑠𝑡𝛼) 𝑑𝑠, (2.4.4)

onde 𝜑𝛼(𝑠) é a função densidade de probabilidade definida em (0,+∞), cuja Transfor-

mada de Laplace é dada por

ℒ(𝜑𝛼)(𝑥) =
∫︁ +∞

0
𝑒−𝑠𝑥𝜑𝛼(𝑠) 𝑑𝑠

=
+∞∑︁
𝑗=0

(−𝑥)𝑗

Γ(1 + 𝛼𝑗) , 𝑥 > 0,

e satisfaz ∫︁ +∞

0
𝜑𝛼(𝑠) 𝑑𝑠 = 1, (2.4.5)
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e ∫︁ +∞

0
𝑠𝜂𝜑𝛼(𝑠) 𝑑𝑠 ≤ 1, 0 ≤ 𝜂 ≤ 1. (2.4.6)

De fato, ∀ 𝑥 ∈ 𝒟(𝐴) ⊂ 𝑋, temos pela Proposição 2.1.2 que

(𝜆+ 𝐴)−1𝑥 =
∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑠𝑇 (𝑠)𝑥 𝑑𝑠.

Seja ∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑠𝜓𝛼(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝑒−𝜆𝛼

,

com 𝜓𝛼(𝑠) = 1
𝜋

∑︀+∞
𝑛=1(−1)𝑛𝑠−𝛼𝑛−1 Γ(𝑛𝛼 + 1)

𝑛! sin (𝑛𝜋𝛼), e 𝑠 ∈ (0,+∞), para consulta,

deixamos ao leitor (MAINARDI; PARADISI; GORENFLO, 2007). Portanto, obtemos que

(𝜆𝛼 + 𝐴)−1𝑥 =
∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝛼𝜏𝑇 (𝜏)𝑥 𝑑𝜏

=
∫︁ +∞

0

∫︁ +∞

0
𝛼𝑡𝛼−1𝑒−(𝜆𝑡)𝛼

𝑇 (𝑡𝛼)𝑥 𝑑𝑠 𝑑𝑡

=
∫︁ +∞

0

∫︁ +∞

0
𝛼𝑡𝛼−1𝑒−𝜆𝑡𝑠𝜓𝛼𝑇 (𝑡𝛼)𝑥 𝑑𝑠 𝑑𝑡

=
∫︁ +∞

0

∫︁ +∞

0
𝛼𝜓𝛼(𝑠)𝑒−𝜆𝑡𝑇

(︃
𝑡𝛼

𝑠𝛼

)︃
𝑡𝛼−1

𝑠𝛼
𝑥 𝑑𝑠 𝑑𝑡

=
∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡

(︃
𝛼
∫︁ +∞

0
𝑠𝜑𝛼(𝑠)𝑡𝛼−1𝑇 (𝑡𝛼𝑠)𝑥 𝑑𝑠

)︃
𝑑𝑡, (2.4.7)

onde 𝜑𝛼(𝑡) = 1
𝛼
𝑠1− 1

𝛼𝜓𝛼(𝑠− 1
𝛼 ) é a função densidade de probabilidade definida em (0,+∞),

a qual satisfaz (2.4.5) e (2.4.6). Segue então, de (2.4.7), que

𝑇𝛼(𝑡) = 1
2𝜋𝑖

∫︁
Γ
𝑒𝜆(𝜆𝛼 + 𝐴)−1 𝑑𝜆

= 𝛼
∫︁ +∞

0
𝑠𝜑𝛼(𝑠)𝑡𝛼−1𝑇 (𝑡𝛼𝑠) 𝑑𝑠.

Por outro lado, para todo 𝑥 ∈ 𝒟(𝐴) ⊂ 𝑋, temos que

𝜆𝛼−1(𝜆𝛼 + 𝐴)−1𝑥 =
∫︁ +∞

0
𝜆𝛼−1𝑒−𝜆𝛼𝑠𝑇 (𝑠)𝑥 𝑑𝑠

=
∫︁ +∞

0
𝛼(𝜆𝑡)𝛼−1𝑒−(𝜆𝑡)𝛼

𝑇 (𝑡𝛼)𝑥 𝑑𝑠

=
∫︁ +∞

0
− 1
𝜆

𝑑

𝑑𝑡
[𝑒−(𝜆𝑡)𝛼 ]𝑇 (𝑡𝛼)𝑥 𝑑𝑠

=
∫︁ +∞

0

∫︁ +∞

0
𝑠𝜓𝛼(𝑠)𝑒−𝜆𝑡𝑠𝑇 (𝑡𝛼)𝑥 𝑑𝑠 𝑑𝑡

=
∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡

∫︁ +∞

0
𝜑𝛼(𝑠)𝑇 (𝑡𝛼𝑠)𝑥 𝑑𝑠 𝑑𝑡.

Portanto,

𝑆𝛼(𝑡) =
∫︁ +∞

0
𝜑𝛼(𝑠)𝑇 (𝑡𝛼𝑠) 𝑑𝑠
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Como são verdadeiras as identificações 𝑇𝛼(𝑡) ≡ 𝑡𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(𝐴𝑡𝛼) e 𝑆𝛼(𝑡) ≡ 𝐸𝛼(𝐴𝑡𝛼)

(ver (SHU; XU , 2013)), segue o resultado desejado.

Observação 2.4.1. É essencial assumirmos 𝛼 < 1, caso contrário a função de Mai-

nardi será divergente. Temos também que para 𝛼 → 1−, a função 𝑀𝛼(𝑡), para 𝑡 ∈ R+,

tende a função Delta de Dirac 𝛿(𝑡− 1) (ver (MAINARDI , 2010, pág. 242)).

Observação 2.4.2. Os operadores de Mittag-Leffler não apresentam a propriedade

abeliana, a qual, desempenha papel crucial na teria de semigrupos, uma vez que, para

qualquer 𝛼 ∈ (0, 1), existem 𝑡, 𝑠 ∈ [0,+∞), tal que, 𝐸𝛼

(︁
(𝑡+ 𝑠)𝛼

)︁
̸= 𝐸𝛼

(︁
𝑡𝛼𝐴

)︁
𝐸𝛼

(︁
𝑠𝛼𝐴

)︁
.

Teorema 2.4.2. Os operadores 𝐸𝛼(−𝑡𝛼𝐴) e 𝐸𝛼,𝛼(−𝑡𝛼𝐴) estão bem definidos de 𝑋 em

𝑋. Mais ainda, para 𝑥 ∈ 𝑋 seguem as afirmações:

(i) 𝐸𝛼(−𝑡𝛼𝐴)𝑥
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡=0

= 𝑥 e 𝐸𝛼,𝛼(−𝑡𝛼𝐴)𝑥
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡=0

= 𝑥;

(ii) As funções vetoriais 𝑡 → 𝐸𝛼(−𝑡𝛼𝐴)𝑥 e 𝑡 → 𝐸𝛼,𝛼(−𝑡𝛼𝐴)𝑥, são analiticas em

[0,+∞).

Demonstração. Para demonstração ver (NETO , 2013, Teorema 2.41).

2.5 MÉTODOS TOPOLÓGICOS

Definição 2.5.1. Seja (𝑋; 𝑑) um espaço métrico. O mapa 𝐹 : 𝑋 → 𝑋 é dito de contra-

ção se existe 𝑘 ∈ [0; 1), tal que,

𝑑(𝐹 (𝑥);𝐹 (𝑦)) ≤ 𝑘𝑑(𝑥; 𝑦); ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

Teorema 2.5.1. (SAHNI , 2003, Princípio de contração de Banach). Sejam (𝑀 ; 𝑑) um

espaço métrico completo não-vazio e 𝐹 : 𝑀 → 𝑀 uma contração. Então 𝐹 possui um

único ponto fixo.

Enunciaremos o resultado topológico que traz a garantia de boa colocação, no sen-

tido de Hadamard, para as soluções do modelo de Keller-Segel (1.0.7). Um argumento

de ponto fixo é apresentado no teorema abaixo.

Teorema 2.5.2. Seja 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 um mapa linear contínuo com norma 𝜏 . Suponha que

ℬ : 𝑋 × 𝑌 → 𝑋 é um mapa bilinear contínuo, isto é, existe 𝐶 > 0, tal que,

‖ℬ(𝑥1, 𝑦1)‖𝑋 ≤ 𝐶‖𝑥1 ‖𝑋‖𝑦1 ‖𝑌 , ∀ (𝑥1, 𝑦1) ∈ 𝑋 × 𝑌.
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Seja 0 < 𝜖 <
1

2𝐶(1 + 2𝜏) e 𝐵2𝜖 =
{︂
𝑥 ∈ 𝑋; ‖𝑥‖𝑋 ≤ 2𝜖

}︂
. Se ‖ 𝑥̃‖𝑋 ≤ 𝜖 e ‖𝑦‖𝑌 ≤ 𝜖,

então existe uma única solução 𝑥 ∈ 𝐵2𝜖 para a equação 𝑥 = 𝑥̃ + ℬ(𝑥, 𝑉 (𝑥)), onde

𝑉 (𝑥) = 𝑦 + 𝑇 (𝑥).

Demonstração. Considere o mapa 𝐺 : 𝑋 → 𝑋 dado por 𝐺(𝑥) = 𝑥̃ + ℬ(𝑥, 𝑉 (𝑥)). Para

𝑥 ∈ 𝐵2𝜖, temos que

‖𝐺(𝑥)‖𝑋 ≤ ‖ 𝑥̃‖𝑋 + ‖ℬ(𝑥, 𝑉 (𝑥))‖𝑋

≤ ‖ 𝑥̃‖𝑋 + 𝐶‖𝑥‖𝑋‖𝑉 (𝑥)‖𝑌

≤ ‖ 𝑥̃‖𝑋 + 𝐶‖𝑥‖𝑋(‖𝑦‖𝑌 + ‖𝑇 (𝑥)‖𝑌 )

≤ ‖ 𝑥̃‖𝑋 + 𝐶‖𝑥‖𝑋(𝜖+ 𝜏‖𝑥‖𝑋)

≤ 𝜖+ 2𝐶𝜖(𝜖+ 2𝜏𝜖) (2.5.1)

< 2𝜖,

onde usamos em (2.5.1), que

2𝐶𝜖(𝜖+ 2𝜏𝜖) < 𝜖,

logo

𝜖 <
1

2𝐶(1 + 2𝜏) , (2.5.2)

pela escolha de 𝜖, temos 𝐺(𝐵2𝜖) ⊂ 𝐵2𝜖. Em seguida, tomamos 𝑥, 𝑧 ∈ 𝐵2𝜖 e estimamos

‖𝐺(𝑥) −𝐺(𝑧)‖𝑋 = ‖ℬ(𝑥, 𝑉 (𝑥)) − ℬ(𝑧, 𝑉 (𝑧))‖𝑋

= ‖ℬ((𝑥− 𝑧), 𝑉 (𝑥)) + ℬ(𝑧, 𝑉 (𝑥) − 𝑉 (𝑧))‖𝑋

≤ ‖ℬ((𝑥− 𝑧), 𝑉 (𝑥))‖𝑋 + ‖ℬ(𝑧, 𝑉 (𝑥) − 𝑉 (𝑧))‖𝑋

≤ 𝐶‖𝑥− 𝑧‖𝑋‖𝑉 (𝑥)‖𝑌 + 𝐶‖𝑧‖𝑋‖𝑉 (𝑥) − 𝑉 (𝑧)‖𝑌

≤ 𝐶‖𝑥− 𝑧‖𝑋(‖𝑦‖𝑌 + 𝜏‖𝑥‖𝑋) + 𝐶‖𝑧‖𝑋(𝜏‖𝑥− 𝑧‖𝑋)

≤ 𝐶(‖𝑦‖𝑌 + 𝜏‖𝑥‖𝑋 + 𝜏‖𝑧‖𝑋)‖𝑥− 𝑧‖𝑋

≤ 𝐶(𝜖+ 4𝜏𝜖)‖𝑥− 𝑧‖𝑋 ,

e segue de (2.5.2) que 𝐶(𝜖 + 4𝜏𝜖) < 2𝐶(1 + 2𝜏)𝜖 < 1, então, pela Definição 2.5.1,

𝐺 é uma contração em 𝐵2𝜖, logo, pelo Teorema do ponto fixo de Banach, dado pelo

Teorema 2.5.1, concluímos a demonstração.
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3 CONTEXTO FRACIONÁRIO DO MODELO DE KELLER-SEGEL

Neste Capítulo, definimos a derivada fracionária de Caputo, através da derivada

fracionária de Riemann-Liouville, faremos a construção do espaço funcional de tipo

Fujita-Kato e através do princípio de Duhamel, mostraremos como obter soluções para

o modelo fracionário de Keller-Segel (1.0.7). Por fim, estimaremos via semigrupo do

calor, os operadores de Mittag-Leffler em espaços de Morrey e Besov-Morrey. Tais

resultados serão essenciais à obtenção dos resultados estabelecidos e provados no

Capítulo 4.

3.1 DERIVADAS FRACIONÁRIAS

Definição 3.1.1. Considere a função 𝑓 : [0,+∞) → 𝑋. Dizemos que 𝑓 é de tipo

exponencial, se existem constantes positivas 𝑡0, 𝑀 e 𝛾 ∈ R, tais que

‖𝑓(𝑡)‖𝑋 ≤ 𝑀𝑒𝛾𝑡, ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0.

Proposição 3.1.1. Seja 𝑓 : [0,+∞) → 𝑋, uma função localmente integrável e de tipo

exponencial. Então existe 𝛾 > 0, tal que,

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑓(𝑡) 𝑑𝑡,

é convergente se 𝑅𝑒(𝜆) > 𝛾.

Demonstração. Como por hipótese 𝑓 é de tipo exponencial, existem 𝑡0, 𝑀 > 0 e 𝛾 ∈ R

tais que

‖𝑓(𝑡)‖𝑋 ≤ 𝑀𝑒𝛾𝑡, ∀ 𝑡 ≥ 𝑡0.
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Então, ⃦⃦⃦⃦∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝑋

≤
⃦⃦⃦⃦∫︁ 𝑡0

0
𝑒−𝜆𝑡𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝑋

+
⃦⃦⃦⃦∫︁ +∞

𝑡0
𝑒−𝜆𝑡𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝑋

≤
∫︁ 𝑡0

0
𝑒−𝑅𝑒(𝜆)𝑡‖𝑓(𝑡)‖𝑋 𝑑𝑡+𝑀

∫︁ +∞

𝑡0
𝑒−(𝑅𝑒(𝜆)−𝛾)𝑡 𝑑𝑡

≤ 𝑒|𝑅𝑒(𝜆)𝑡0|
∫︁ 𝑡0

0
‖𝑓(𝑡)‖𝑋 𝑑𝑡+𝑀

𝑒−(𝑅𝑒(𝜆)−𝛾)𝑡0

𝑅𝑒(𝜆) − 𝛾
< ∞.

Lema 3.1.1. Se 𝑓 : R+ → C e 𝑔 : R+ → 𝑋 são funções de tipo exponencial, então

𝑓 * 𝑔 : R+ → 𝑋 é de tipo exponencial.

Demonstração. Por hipótese 𝑓 e 𝑔 são funções de tipo exponencial, portanto, existem

constantes 𝑡1, 𝑡2,𝑀1.𝑀2 > 0 e 𝛾1, 𝛾2 ∈ R tais que

|𝑓(𝑡)| ≤ 𝑀1𝑒
𝛾1𝑡, ∀ 𝑡 ≥ 𝑡1 e ‖𝑔(𝑡)‖𝑋 ≤ 𝑀2𝑒

𝛾2𝑡, ∀ 𝑡 ≥ 𝑡2. (3.1.1)

Sem perda de generalidade, podemos assumir que 𝑡 := 𝑡1 = 𝑡2 e que 𝛾2 ≥ 𝛾1. Com

isso, observamos que se 𝑡 ≥ 2𝑡, então∫︁ 𝑡

0
𝑓(𝑡− 𝑠)𝑔(𝑠) 𝑑𝑠 =

∫︁ 𝑡

0
𝑓(𝑡− 𝑠)𝑔(𝑠) 𝑑𝑠⏟  ⏞  

𝜁1(𝑡)

+
∫︁ 𝑡−𝑡

𝑡
𝑓(𝑡− 𝑠)𝑔(𝑠) 𝑑𝑠⏟  ⏞  

𝜁2(𝑡)

+
∫︁ 𝑡

𝑡−𝑡
𝑓(𝑡− 𝑠)𝑔(𝑠) 𝑑𝑠⏟  ⏞  

𝜁3(𝑡)

Estimando agora as parcelas 𝜁1, 𝜁2 e 𝜁3 da última igualdade, notamos inicialmente

que 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡 implica em 𝑡 ≤ 𝑡− 𝑠 ≤ 𝑡, e temos

‖𝜁1(𝑡)‖𝑋 ≤ 𝑀1

∫︁ 𝑡

0
𝑒𝛾1(𝑡−𝑠)‖𝑔(𝑠)‖𝑋 𝑑𝑠

≤ 𝑀1( sup
𝑠∈[0,𝑡]

𝑒−𝛾1𝑠)‖𝑔‖𝐿1([0,𝑡];𝑋)𝑒
𝛾1𝑡

≤ 𝑀̃1𝑒
𝛾1𝑡

≤ 𝑀̃1𝑒
𝛾2𝑡.

Quando 𝑡 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡− 𝑡, então 𝑡 ≤ (𝑡− 𝑠) ≤ 𝑡− 𝑡 segue daí que

‖𝜁2(𝑡)‖𝑋 ≤ 𝑀1𝑀2

∫︁ 𝑡−𝑡

𝑡
𝑒𝛾1(𝑡−𝑠)𝑒𝛾2𝑠 𝑑𝑠

≤ 𝑀1𝑀2𝑒
(𝛾1−𝛾2)𝑡

𝛾2 − 𝛾1
𝑒𝛾2𝑡 = 𝑀̃2𝑒

𝛾2𝑡.

Por fim, se 𝑡− 𝑡 ≤ 𝑠 ≤ 𝑡, então 0 ≤ (𝑡− 𝑠) ≤ 𝑡 e

‖𝜁3(𝑡)‖𝑋 ≤ 𝑀2

∫︁ 𝑡

𝑡−𝑡
𝑓(𝑡− 𝑠)𝑒𝛾2𝑠 𝑑𝑠

= 𝑀2(𝑚𝑎𝑥{1, 𝑒−𝛾2𝑡})‖𝑓 ‖𝐿1([0,𝑡);𝑋)𝑒
𝛾2𝑡 = 𝑀̃3𝑒

𝛾2𝑡.
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Tomando 𝑀̃ = 𝑚𝑎𝑥{𝑀̃1, 𝑀̃2, 𝑀̃3}, obtemos

‖𝑓 * 𝑔(𝑡)‖𝑋 ≤ 𝑀̃𝑒𝛾2𝑡, ∀ 𝑡 ≥ 2𝑡, (3.1.2)

e com isto concluímos a demonstração do Lema 3.2.1.

Proposição 3.1.2. Seja 𝑓 : [0,+∞) → C e 𝑔 : [0,+∞) → 𝑋, funções localmente inte-

gráveis e de tipo exponencial, suponha que ℒ é o operador transformada de Laplace.

Então a função 𝑓 * 𝑔 : [0,+∞) → 𝑋 é localmente integrável, de tipo exponencial e

ℒ{(𝑓 * 𝑔)(𝑡)}(𝜆) = ℒ{𝑓(𝑡)}(𝜆)ℒ{𝑔(𝑡)}(𝜆), (3.1.3)

onde 𝜆 está na região de convergência adequada de ambas as funções.

Demonstração. Uma função 𝜑 em C é dita localmente integrável se ℛ𝑒𝜑 e ℐ𝑚𝜑 o

forem. Por definição 𝜑 é localmente integrável se for integrável em cada subconjunto

compacto de seu domínio de definição. Mostraremos que se 𝑔 ∈ 𝒞∞
𝑐 e 𝑓 é localmente

integrável, então 𝑓 * 𝑔 é localmente integrável, para o caso real.

De fato, fixe 𝑔 ∈ 𝒞∞
𝑐 e escolha 𝑅 > 0, tal que, o suporte da 𝑔 esteja contido em

[𝑅,−𝑅]. Para cada 𝑦 ∈ R o suporte da função 𝑡 → 𝑔(𝑦−𝑡) está contido em [𝑦−𝑅, 𝑦+𝑅].

Faremos agora a verificação de que a convolução está bem definida em R. Para cada

𝑦 ∈ R fixado, temos

‖𝑓 * 𝑔 (𝑦)‖𝑋 =
⃦⃦⃦⃦∫︁

R
𝑓(𝑡)𝑔(𝑦 − 𝑡) 𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝑋

=
⃦⃦⃦⃦
⃦
∫︁ 𝑦+𝑅

𝑦−𝑅
𝑓(𝑡)𝑔(𝑦 − 𝑡) 𝑑𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑋

≤
∫︁ 𝑦+𝑅

𝑦−𝑅
|𝑓(𝑡)|‖𝑔(𝑦 − 𝑡)‖𝑋 𝑑𝑡

≤ max
𝑥∈R

‖𝑔(𝑥)‖𝑋

∫︁ 𝑦+𝑅

𝑦−𝑅
|𝑓(𝑡)| 𝑑𝑡

< ∞,

e o resultado segue. O Lema 3.1.1, por sua vez, nos garante que 𝑓 * 𝑔 é de tipo

exponêncial. Para obter a igualdade (3.1.3), notamos que

ℒ
{︁ ∫︁ 𝑡

0
(𝑓 * 𝑔)(𝑡) 𝑑𝑠

}︁
(𝜆) =

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡

∫︁ 𝑡

0
𝑓(𝑡− 𝑠)𝑔(𝑠) 𝑑𝑠 𝑑𝑡

=
∫︁ +∞

0

∫︁ +∞

𝑠
𝑒−𝜆𝑡𝑓(𝑡− 𝑠)𝑔(𝑠) 𝑑𝑡 𝑑𝑠

=
∫︁ +∞

0
𝑔(𝑠)

∫︁ +∞

𝑠
𝑒−𝜆𝑡𝑓(𝑡− 𝑠) 𝑑𝑡 𝑑𝑠,
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fazendo a mudança de variáveis 𝑡− 𝑠 = 𝜏 , ficamos com

ℒ
{︁ ∫︁ 𝑡

0
(𝑓 * 𝑔)(𝑡) 𝑑𝑠

}︁
(𝜆) =

∫︁ +∞

0
𝑔(𝑠)

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆(𝑠+𝜏)𝑓(𝜏) 𝑑𝜏 𝑑𝑠

=
(︁ ∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑠𝑔(𝑠) 𝑑𝑠

)︁(︁ ∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝜏𝑓(𝜏) 𝑑𝜏

)︁
= ℒ{𝑓(𝑡)}(𝜆)ℒ{𝑔(𝑡)}(𝜆),

conforme desejado.

Pode-se mostrar que a transformada de Laplace ℒ é um operador bijetivo e contí-

nuo (ver (PODLUBNY, 1999; WIDDER, 1946)). Dessa forma, podemos definir a transfor-

mada de Laplace inversa e concluir que a mesma está definida de maneira única. Em

geral, o cálculo da transformada de Laplace inversa requer técnicas de análise com-

plexa. A fórmula de inversão mais simples é dada pela chamada integral de Bromwich.

Definição 3.1.2. Seja 𝑓 : 𝒟(𝑓) ⊂ C → C, uma função integrável. Então

𝑓(𝑡) = ℒ−1{𝑓(𝜆)}(𝑡) = 1
2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑒−𝜆𝑡𝑓(𝜆) 𝑑𝜆, onde 𝑐 > 𝑐0, (3.1.4)

com 𝑐0 no semi-plano direito da convergência absoluta da integral da transformada de

Laplace. Para denotar a Transformada de Laplace inversa escrevemos ℒ−1. A integra-

ção é realizada ao longo da reta vertical 𝑅𝑒(𝜆) = 𝑐 > 𝑐0 no plano complexo de modo

que 𝑐 fique à direita de todas as singularidades da função 𝑓 .

Observação 3.1.1. Usando as mesmas notações da Proposição 3.1.2, podemos re-

escrever a igualdade (3.1.3) de outra maneira. Suponha que ℒ{𝑓(𝑡)}(𝜆) = 𝑓(𝜆) e

ℒ{𝑔(𝑡)}(𝜆) = 𝑔(𝜆), então∫︁ 𝑡

0
ℒ−1{𝑓(𝜆)}(𝑡− 𝑠)ℒ−1{𝑔(𝜆)}(𝑠) 𝑑𝑠 = ℒ−1{𝑓(𝜆)𝑔(𝜆)}(𝑡).

Definição 3.1.3. A função gama, definida em 𝒟( Γ ) := {C ∖ {0,−1,−2, ...}}, com

𝑅𝑒(𝑧) > 0, é dada por

Γ(𝑧) :=
∫︁ +∞

0
𝑠𝑧−1𝑒−𝑠 𝑑𝑠.

Afirmamos que a função gama é convergente. Com efeito, escrevendo Γ(𝑧) como

Γ(𝑧) :=
∫︁ 1

0
𝑠𝑧−1𝑒−𝑠 𝑑𝑠+

∫︁ +∞

1
𝑠𝑧−1𝑒−𝑠 𝑑𝑠,

e analisando cada integral, vemos que lim𝑠→+∞
𝑠𝑧−1

𝑒𝑠
= 0 implica na convergência de∫︀+∞

1 𝑠𝑧−1𝑒−𝑠 𝑑𝑠. Por outro lado, para 0 ≤ 𝑠 ≤ 1, temos 0 ≤ 𝑒−𝑠 ≤ 1, então a convergên-

cia de
∫︀ 1

0 𝑠
𝑧−1𝑒−𝑠 𝑑𝑠 depende apenas do fator 𝑠𝑧−1. Analisaremos três casos:
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(i) 𝑅𝑒(𝑧) > 0 ⇒
∫︀ 1

0 𝑠
𝑧−1 𝑑𝑠 = 1

𝑧
< ∞;

(ii) 𝑅𝑒(𝑧) = 0 ⇒
∫︀ 1

0 𝑠
𝑧−1 𝑑𝑠 = +∞;

(iii) 𝑅𝑒(𝑧) < 0 ⇒ 𝑅𝑒(𝑧 − 1) < −1 ⇒
∫︀ 1

0 𝑠
𝑅𝑒(𝑧−1) 𝑑𝑠 ≥

∫︀ 1
0 𝑠

−1 𝑑𝑠 = +∞,

temos a convergência da função gama, apenas no caso 𝑅𝑒(𝑧) > 0.

Exemplo 3.1.1. Seja 𝛾 ∈ C, com 𝑅𝑒(𝛾) > −1 e 𝑓 : [0,+∞) → C dada por 𝑓(𝑡) = 𝑡𝛾.

Então, para 𝑅𝑒(𝜆) > 0, temos

ℒ{𝑡𝛾}(𝜆) = Γ(𝛾 + 1)
𝜆𝛾+1 .

De fato, utilizando a Definição 3.1.2, para 𝑓(𝑡) = 𝑡𝛾, segue que

ℒ{𝑡𝛾}(𝜆) =
∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑡𝛾 𝑑𝑡. (3.1.5)

Fazendo 𝜆𝑡 = 𝑢, em (3.1.5), temos∫︁ +∞

0
𝑒−𝑢

(︂
𝑢

𝜆

)︂𝛾 𝑑𝑢

𝜆
= 1
𝜆𝛾+1

∫︁ +∞

0
𝑒−𝑢𝑢(𝛾+1)−1 𝑑𝑢 = Γ(𝛾 + 1)

𝜆𝛾+1 .

Definição 3.1.4. Considere 𝒟(𝐵) := {(𝛼, 𝛽) ∈ C2;𝑅𝑒(𝛼) > 0 e 𝑅𝑒(𝛽) > 0}. A função

definda por

𝐵(𝛼, 𝛽) =
∫︁ 1

0
𝑠𝛼−1(1 − 𝑠)𝛽−1 𝑑𝑠,

é chamada de função Beta.

Proposição 3.1.3. A função Beta está bem definida.

Demonstração. Para 𝛼, 𝛽 ∈ 𝒟(𝐵) considere 0 < 𝛿 < 1, temos que

𝐵(𝛼, 𝛽) =
∫︁ 𝛿

0
𝑠𝛼−1(1 − 𝑠)𝛽−1 𝑑𝑠+

∫︁ 1

𝛿
𝑠𝛼−1(1 − 𝑠)𝛽−1 𝑑𝑠

≤ 𝑚𝑎𝑥{1, (1 − 𝛿)𝛽−1}
∫︁ 𝛿

0
𝑠𝛼−1 𝑑𝑠+𝑚𝑎𝑥{1, 𝛿𝛼−1}

∫︁ 1

𝛿
(1 − 𝑠)𝛽−1 𝑑𝑠

= 𝑚𝑎𝑥{1, (1 − 𝛿)𝑦−1}𝛿
𝛼

𝛼
+𝑚𝑎𝑥{1, 𝛿𝛼−1}(1 − 𝛿)𝛽

𝛽
< ∞.

Lema 3.1.2. Podemos relacionar as funções gama e beta, da seguinte maneira

𝐵(𝛼, 𝛽) = Γ(𝛼)Γ(𝛽)
Γ(𝛼 + 𝛽) ,

onde 𝛼, 𝛽 ∈ C, tais que, 𝑅𝑒(𝛼) > 0 e 𝑅𝑒(𝛽) > 0.
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Demonstração. Note que

Γ(𝛼)Γ(𝛽) =
∫︁ +∞

0
𝑒−𝑡𝑡𝛼−1 𝑑𝑡

∫︁ +∞

0
𝑒−𝑢𝑢𝛽−1 𝑑𝑢.

Tomando 𝑡 = 𝑥2 e 𝑢 = 𝑦2, segue-se

Γ(𝛼)Γ(𝛽) =
(︃∫︁ +∞

0
𝑒−𝑥2

𝑥2(𝛼−1)2𝑥 𝑑𝑥
)︃(︃∫︁ +∞

0
𝑒−𝑦2

𝑦2(𝛽−1)2𝑦 𝑑𝑦
)︃

= 4
∫︁ +∞

0

∫︁ +∞

0
𝑒−𝑥2−𝑦2

𝑥2𝛼−1𝑦2𝛽−1 𝑑𝑥 𝑑𝑦.

Sejam 𝑅 = {(𝑥, 𝑦) ∈ R2; 𝑟 ≥ 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑟, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑟}, considere 𝐵1 e 𝐵2 os primei-

ros quadrantes dos círculos inscritos e circunscritos, respectivamente, ao quadrado

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑟 e 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑟. Seja 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒−𝑥2−𝑦2
𝑥2𝛼−1𝑦2𝛽−1, então

∫︁∫︁
𝐵1
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 ≤

∫︁∫︁
𝑅
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 ≤

∫︁∫︁
𝐵2
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦. (3.1.6)

Fazendo a mudança de coordenadas cartesianas para coordenadas polares, 𝑥 =

𝑟 cos 𝜃 e 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃. Desta forma,
⃒⃒⃒

𝜕(𝑥,𝑦)
𝜕(𝜌,𝜃)

⃒⃒⃒
= 𝜌 e 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜃. Então

∫︁∫︁
𝐵1
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 4

∫︁ 𝑟

0

∫︁ 𝜋/2

0
𝑒−(𝜌2 cos 𝜃+𝜌2 sin 𝜃)(𝜌 cos 𝜃)2𝛼−1(𝜌 sin 𝜃)2𝛽−1𝜌 𝑑𝜌 𝑑𝜃

=
∫︁ 𝑟

0
𝑒−𝜌2

𝜌2(𝛼+𝛽)−1𝑑𝜌
∫︁ 𝜋/2

0
(cos 𝜃)2𝛼−1(sin 𝜃)2𝛽−1 𝑑𝜃.

Analogamente,

∫︁∫︁
𝐵2
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 4

∫︁ 𝑟
√

2

0
𝑒−𝜌2

𝜌2(𝛼+𝛽)−1𝜌
∫︁ 𝜋/2

0
(cos 𝜃)2𝛼−1(sin 𝜃)2𝛽−1 𝑑𝜃.

Sendo

𝐴 =
∫︁ 𝜋/2

0
(cos 𝜃)2𝛼−1(sin 𝜃)2𝛽−1 𝑑𝜃,

e tomando 𝑤 = (cos 𝜃)2, temos 𝑑𝑤 = −2 cos 𝜃 sin 𝜃𝑑𝜃. E mais, (sin 𝜃)2 = 1 − 𝑤. Então

𝐴 = −
∫︁ 0

1

𝑤𝛼−1(1 − 𝑤)𝛽−1

2 𝑑𝑤 = 1
2

∫︁ 1

0
𝑤𝛼−1(1 − 𝑤)𝜌−1 𝑑𝑤 = 1

2𝐵(𝛼, 𝛽).

Agora, seja

𝐶1 =
∫︁ 𝑟

0
𝑒−𝜌2

𝜌2(𝛼+𝛽)−1 𝑑𝜌 =
∫︁ 𝑟

0
𝑒−𝜌2

𝜌2(𝛼+𝛽−1) 2𝜌
2 𝑑𝜌,

e analogamente,

𝐶2 =
∫︁ 𝑟

√
2

0
𝑒−𝜌2

𝜌2(𝛼+𝛽−1) 2𝜌
2 𝑑𝜌.
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Podemos observar que ∫︁∫︁
𝐵1
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 4𝐶1𝐴,

e ∫︁∫︁
𝐵2
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 4𝐶2𝐴.

Tomando 𝑣 = 𝜌2, temos 𝑑𝑣 = 2𝜌𝑑𝜌. Assim,

𝐶1 = 1
2

∫︁ 𝑟2

0
𝑒−𝑣𝑣(𝛼+𝛽)−1 𝑑𝑣

e

𝐶2 = 1
2

∫︁ 2𝑟2

0
𝑒−𝑣𝑣(𝛼+𝛽)−1 𝑑𝑣.

Quando 𝑟 → +∞,

𝐶1 = 𝐶2 = 1
2

∫︁ +∞

0
𝑒−𝑣𝑣(𝛼+𝛽)−1 𝑑𝑣 = 1

2Γ(𝛼 + 𝛽).

Portanto,

lim
𝑟→+∞

∫︁∫︁
𝐵1
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 4 lim

𝑟→+∞
𝐶1𝐴

= 41
2𝐵(𝛼, 𝛽)1

2Γ(𝛼 + 𝛽)

= 𝐵(𝛼, 𝛽)Γ(𝛼 + 𝛽).

E, analogamente,

lim
𝑟→+∞

∫︁∫︁
𝐵2
𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝐵(𝛼, 𝛽)Γ(𝛼 + 𝛽).

Como

Γ(𝛼)Γ(𝛽) = 4 lim
𝑟→+∞

∫︁ 𝑟

0

∫︁ 𝑟

0
𝑒−(𝑥2+𝑦2)𝑥2𝛼−1𝑦2𝛽−1 𝑑𝑥 𝑑𝑦

= 4 lim
𝑟→+∞

∫︁∫︁
𝑅
𝑒−(𝑥2+𝑦2)𝑥2𝛼−1𝑦2𝛽−1 𝑑𝑥 𝑑𝑦,

por (3.1.6) temos

𝐵(𝛼, 𝛽)Γ(𝛼 + 𝛽) ≤ Γ(𝛼)Γ(𝛽) ≤ 𝐵(𝛼, 𝛽)Γ(𝛼 + 𝛽).

Portanto,

𝐵(𝛼, 𝛽) = Γ(𝛼)Γ(𝛽)
Γ(𝛼 + 𝛽) ,

com 𝑅𝑒(𝛼) > 0, 𝑅𝑒(𝛽) > 0.
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Definição 3.1.5. Seja 𝛼 > 0. A função 𝑔𝛼 : R → [0,+∞) dada por

𝑔𝛼(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1

Γ(𝛼)𝑡
𝛼−1, 𝑡 > 0,

0 , 𝑡 ≤ 0,

é chamada função de Gel’fand-Shilov.

Lema 3.1.3. Dados 𝛼, 𝛽 > 0, então 𝑔𝛼 * 𝑔𝛽(𝑡) = 𝑔𝛼+𝛽(𝑡) para 𝑡 > 0.

Demonstração. Segue direto da Definição 3.1.6 que, se 𝑡 ≤ 0, então

𝑔𝛼 * 𝑔𝛽(𝑡) = 1
Γ(𝛼)Γ(𝛽)

∫︁ 𝑡

0
0 · 0 𝑑𝑠 = 0 = 𝑔𝛼+𝛽(𝑡).

Se 𝑡 > 0, então

𝑔𝛼 * 𝑔𝛽(𝑡) = 1
Γ(𝛼)Γ(𝛽)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑠𝛽−1 𝑑𝑠.

Tomando 𝑢 = 𝑠

𝑡
, temos 𝑑𝑠 = 𝑡𝑑𝑢, e então

𝑔𝛼 * 𝑔𝛽 (𝑡) = 1
Γ(𝛼)Γ(𝛽)

∫︁ 1

0
(𝑡− 𝑢𝑡)𝛼−1(𝑢𝑡)𝛽−1𝑡 𝑑𝑡

=
∫︁ 1

0
𝑡𝛼+𝛽−1(1 − 𝑢)𝛼−1𝑢𝛽−1𝑡 𝑑𝑡

= 𝑡𝛼+𝛽−1

Γ(𝛼 + 𝛽)𝐵(𝛼, 𝛽)

∫︁ 1

0
(1 − 𝑠)𝛼−1𝑠𝛽−1 𝑑𝑠

= 𝑡𝛼+𝛽−1

Γ(𝛼 + 𝛽)
= 𝑔𝛼+𝛽 (𝑡),

como desejávamos.

Definição 3.1.6. Sejam 𝛼 ∈ (0, 1) e 𝑓 ∈ 𝐿1(0, 𝑏;𝑋). O operador 𝐽𝛼
𝑡 𝑓 , definido por

𝐽𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) := 1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑓(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝑔𝛼 * 𝑓 (𝑡), (3.1.7)

para 𝑡 ∈ [0, 𝑏], é chamado de integral de ordem 𝛼 de Riemann-Liouville de 𝑓 .

Exemplo 3.1.2. A transformada de Laplace da integral de ordem 𝛼 de 𝑓 , dada pela

Definição 3.1.7, tem valor igual a

ℒ{𝐽𝛼𝑓(𝑡)}(𝜆) = 𝜆−𝛼𝑓(𝜆).
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Demonstração. Tomemos a função 𝑔𝛼, da Definição 3.1.6.. Então

ℒ{𝑔𝛼(𝑡)}(𝜆) =
∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡 𝑡

𝛼−1

Γ(𝛼) 𝑑𝑡,

fazendo a substituição 𝑢 = 𝜆𝑡, temos 𝑑𝑢 = 𝜆𝑑𝑡, e segue que

ℒ{𝑔𝛼(𝑡)}(𝜆) = 1
Γ(𝛼)𝜆𝛼

∫︁ +∞

0
𝑒−𝑢𝑢𝛼−1 𝑑𝑢

= 1
Γ(𝛼)𝜆𝛼

Γ(𝛼)

= 𝜆−𝛼.

Agora, da Definição 3.1.7 e pela Proposição 3.1.2, temos

ℒ{𝐽𝛼𝑓(𝑡)}(𝜆) = ℒ{𝑔𝛼 * 𝑓(𝑡)}(𝜆)

= ℒ{𝑔𝛼(𝑡)}(𝜆)ℒ{𝑓(𝑡)}(𝜆)

= 𝜆−𝛼𝑓(𝜆),

conforme desejado.

Lema 3.1.4. Seja 𝑓 ∈ 𝐿1(0, 𝑏;𝑋). Então para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑏]

lim
𝛼→0+

𝐽𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡).

Demonstração. Calculando diretamente o limite de 𝐽𝛼
𝑡 𝑓(𝑡), quando 𝛼 → 0+, encontra-

mos

lim
𝛼→0+

𝐽𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) = lim

𝛼→0+

⎛⎝ 1
Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝑓(𝑠) 𝑑𝑠

⎞⎠
= lim

𝛼→0+

⎛⎝− (𝑡− 𝑠)𝛼

𝛼Γ(𝛼) 𝑓(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑡

0

+
∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝑠)𝛼−1

𝛼Γ(𝛼) 𝑓 ′(𝑠) 𝑑𝑠
⎞⎠

= lim
𝛼→0+

− 𝑡𝛼

Γ(𝛼 + 1)𝑓(0) +
∫︁ 𝑡

0

⎛⎝ lim
𝛼→0+

(𝑡− 𝑠)𝛼

Γ(𝛼 + 1)

⎞⎠𝑓 ′(𝑠) 𝑑𝑠

= 𝑓(0) +
∫︁ 𝑡

0
𝑓 ′(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝑓(𝑡),

e o lema está provado.

Observação 3.1.2. Através do Lema 3.1.4 podemos estender a Definição 3.1.7 para

𝛼 = 0. Nesta caso 𝐽0
𝑎 passa a ser: 𝐽0

𝑡 𝑓(𝑡) := 𝑓(𝑡), isto é, o operador identidade.
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Definição 3.1.7. Sejam 𝛼 ∈ (0, 1), 𝑏 > 0 e 𝑓 ∈ 𝐿1(0, 𝑏;𝑋), com 𝑓 * 𝑔1−𝛼 ∈ 𝒲1,1(0, 𝑏;𝑋).

Definimos a derivada de Riemann-Liouville de ordem 𝛼, 𝐷𝛼
𝑡 𝑓(𝑡), por

𝐷𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) := 𝐷1

𝑡 𝐽
1−𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) = 𝐷1

𝑡

(︁
𝑔1−𝛼 * 𝑓

)︁
(𝑡), 𝑞.𝑡.𝑝. 𝑒𝑚 [0, 𝑏],

onde 𝐷1
𝑡 =

(︂
𝑑

𝑑𝑡

)︂
. Explicitamente, obtemos

𝐷𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) = 𝐷1

𝑡

⎧⎨⎩ 1
Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)−𝛼𝑓(𝑠) 𝑑𝑠

⎫⎬⎭, 𝑞.𝑡.𝑝. 𝑒𝑚 [0, 𝑏].

Exemplo 3.1.3. Sejam 𝛼 ∈ (0, 1), 𝛽 ∈ (−1,∞) e a função 𝑝(𝑡) = 𝑐𝑡𝛽. Então

𝐷𝛼
𝑡 𝑝(𝑡) = 𝑐

Γ(𝛽 + 1)
Γ(1 − 𝛼 + 𝛽)𝑡

𝛽−𝛼. (3.1.8)

Demonstração. De fato,

𝐷𝛼
𝑡 𝑝(𝑡) = 𝐷1

𝑡

{︃
1

Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)−𝛼𝑐𝑠𝛽 𝑑𝑠

}︃
. (3.1.9)

Tomando 𝑢 = 𝑠/𝑡, temos 𝑑𝑠 = 𝑡𝑑𝑢, e

𝐷𝛼
𝑡 𝑝(𝑡) = 𝐷1

𝑡

{︃
1

Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑡𝑢)−𝛼𝑐(𝑡𝑢)𝛽𝑡 𝑑𝑢

}︃

= 𝐷1
𝑡

{︃
𝑐𝑡1+𝛽−𝛼

Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(1 − 𝑢)−𝛼𝑢𝛽 𝑑𝑢

}︃

= 𝐷1
𝑡

{︃
𝑐𝑡1+𝛽−𝛼

Γ(1 − 𝛼)𝐵(1 − 𝛼, 𝛽 + 1)
}︃

= (1 + 𝛽 − 𝛼)𝑡𝛽−𝛼 𝑐

Γ(1 − 𝛼)𝐵(1 − 𝛼, 𝛽 + 1)

= (1 + 𝛽 − 𝛼)𝑡𝛽−𝛼 𝑐

Γ(1 − 𝛼)
Γ(1 − 𝛼)Γ(𝛽 + 1)

Γ(2 − 𝛼 + 𝛽)

= (1 + 𝛽 − 𝛼)𝑡𝛽−𝛼 𝑐

Γ(1 − 𝛼)
Γ(1 − 𝛼)Γ(𝛽 + 1)

(1 − 𝛼 + 𝛽)Γ(1 − 𝛼 + 𝛽)

= 𝑐𝑡𝛽−𝛼 Γ(𝛽 + 1)
Γ(1 − 𝛼 + 𝛽) .

Observação 3.1.3. Pelo exemplo anterior, tomando 𝛽 = 0, a derivada fracionária de

Riemann-Liouville de uma função constante é dada por

𝐷𝛼
𝑡 𝑐 = 𝑐

𝑡−𝛼

Γ(1 − 𝛼) .

Portanto, a derivada de Riemann-Liouville de uma função constante é diferente de

zero.
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Definição 3.1.8. Sejam 𝛼 ∈ (0, 1), 𝑏 > 0 e 𝑓 ∈ 𝐿1(0, 𝑏;𝑋), com 𝑓 * 𝑔1−𝛼 ∈ 𝒲1,1(0, 𝑏;𝑋),

onde 𝒲1,1(0, 𝑏;𝑋) denota o espaço de funções 𝐿1(0, 𝑏;𝑋) que possuem as derivadas

fracas de ordem menor ou igual que 1 em 𝐿1(0, 𝑏;𝑋). A derivada de Caputo de ordem

𝛼, denotada por 𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑓(𝑡), é definida da seguinte forma

𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) := 𝐷𝛼

𝑡

(︁
𝑓(𝑡) − 𝑓(0)

)︁
, 𝑞.𝑡.𝑝. 𝑒𝑚 [0, 𝑏],

onde, 𝐷𝛼
𝑡 é a derivada de Riemann-Liouvile.

Proposição 3.1.4. As seguintes propriedades são válidas em relação à integrais e

derivadas fracionárias: Dados 𝛼1, 𝛼2, 𝑏 ≥ 0 com 𝑓 ∈ 𝐿1(0, 𝑏;𝑋) e ℎ ∈ 𝐶(0, 𝑏;𝑋).

(i) 𝐽𝛼1
𝑡 𝐽𝛼2

𝑡 𝑓(𝑡) = 𝐽𝛼1+𝛼2
𝑡 𝑓(𝑡);

(ii) 𝐷𝛼1
𝑡 𝐽𝛼1

𝑡 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡);

(iii) Se 𝑔1−𝛼1 * 𝑓 ∈ 𝑊 1,1(0, 𝑏;𝑋), então;

𝐽𝛼1
𝑡

𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 1

Γ(𝛼1)
𝑡𝛼1−1{𝐽1−𝛼1

𝑠 𝑓(𝑠)}
⃒⃒⃒
𝑠=0

.

Além disso, se existe uma função integrável 𝜑, tal que, 𝑓 = 𝐽𝛼1
𝑡 𝜑(𝑡), então

𝐽𝛼1
𝑡 𝐷𝛼1

𝑡 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡);

(iv) 𝑐𝐷𝛼1
𝑡 𝐽𝛼1

𝑡 ℎ(𝑡) = ℎ(𝑡);

(v) Se 𝑔1−𝛼1 * ℎ ∈ 𝑊 1,1(0, 𝑏;𝑋), então 𝐽𝛼1
𝑡

𝑐𝐷𝛼1
𝑡 ℎ(𝑡) = ℎ(𝑡) − ℎ(0).

Demonstração. Expandindo o termo 𝐽𝛼1
𝑡 𝐽𝛼2

𝑡 𝑓(𝑡) encontramos a expresão

𝐽𝛼1
𝑡 𝐽𝛼2

𝑡 𝑓(𝑡) = 𝑔𝛼1 * (𝑔𝛼2 * 𝑓)(𝑡)

= (𝑔𝛼1 * 𝑔𝛼2) * 𝑓(𝑡)

= (𝑔𝛼1+𝛼2 * 𝑓)(𝑡)

= 𝐽𝛼1+𝛼2
𝑡 𝑓(𝑡).

Para o item (𝑖𝑖) usando o item (𝑖) 𝐷𝛼1
𝑡 𝐽𝛼1

𝑡 𝑓(𝑡) = 𝐷𝑡𝐽
1−𝛼1
𝑡 𝐽𝛼1

𝑡 𝑓(𝑡) = 𝐷𝑡𝐽
1
𝑡 𝑓(𝑡), pelo

Teorema Fundamental do Cálculo, temos que

𝐷𝑡𝐽
1
𝑡 𝑓(𝑡) = 𝑑

𝑑𝑡

(︃∫︁ 𝑡

0
𝑓(𝑠) 𝑑𝑠

)︃
= 𝑓(𝑡).
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(𝑖𝑖𝑖) Observe que 𝐷𝛼1
𝑡 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿1(0, 𝑏;𝑋), além disso

𝐽𝛼1
𝑡 𝐷𝛼1

𝑡 𝑓(𝑡) = 1
Γ(𝛼1)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼1−1𝐷𝛼1

𝑠 𝑓(𝑠) 𝑑𝑠

= 1
𝛼1Γ(𝛼1)

∫︁ 𝑡

0
𝐷1

𝑡 (𝑡− 𝑠)𝛼1𝐷𝛼1
𝑠 𝑓(𝑠) 𝑑𝑠.

Então, pela regra de Leibniz

𝐽𝛼1
𝑡 𝐷𝛼1

𝑡 𝑓(𝑡) = 𝐷1
𝑡

{︃
1

𝛼1Γ(𝛼1)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼1𝐷𝛼1

𝑠 𝑓(𝑠) 𝑑𝑠
}︃

= 𝐷1
𝑡

{︃
1

𝛼1Γ(𝛼1)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼1𝐷1

𝑡 𝐽
1−𝛼1
𝑠 𝑓(𝑠) 𝑑𝑠

}︃
,

e finalmente, integrando por partes

𝐽𝛼1
𝑡 𝐷𝛼1

𝑡 𝑓(𝑡) = 𝐷1
𝑡

{︃
1

𝛼1Γ(𝛼1)
{(𝑡− 𝑠)𝛼1𝐷𝛼1

𝑠 𝑓(𝑠)}
⃒⃒⃒𝑡
0

− 1
𝛼1Γ(𝛼1)

𝑡𝛼1{𝐽1−𝛼1
𝑠 𝑓(𝑠)}

⃒⃒⃒
𝑠=0

}︃

= 𝐷1
𝑡

{︃
− 1
𝛼1Γ(𝛼1)

𝑡𝛼1{𝐽1−𝛼1
𝑠 𝑓(𝑠)}

⃒⃒⃒
𝑠=0

+ 1
Γ(𝛼1)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼1−1𝐽1−𝛼1

𝑡 𝑓(𝑠) 𝑑𝑠
}︃

= − 1
Γ(𝛼1)

𝑡𝛼1−1{𝐽1−𝛼1
𝑠 𝑓(𝑠)}

⃒⃒⃒
𝑠=0

+𝐷1
𝑡 𝐽

𝛼1
𝑡 𝐽1−𝛼1

𝑠 𝑓(𝑠)

= 𝑓(𝑡) − 1
Γ(𝛼1)

𝑡𝛼1−1{𝐽1−𝛼1
𝑠 𝑓(𝑠)}

⃒⃒⃒
𝑠=0

.

Agora, se 𝑓(𝑡) = 𝐽𝛼1
𝑡 𝜑(𝑡), então pelo item (𝑖𝑖), concluímos que

𝐽𝛼1
𝑡 𝐷𝛼1

𝑡 𝑓(𝑡) = 𝐽𝛼1
𝑡 𝐷𝛼1

𝑡 𝐽𝛼1
𝑡 𝜑(𝑡) = 𝐽𝛼1

𝑡 𝜑(𝑡) = 𝑓(𝑡).

(iv) Usando o último item e o fato de que

‖𝐽𝛼1
𝑠 ℎ(𝑠)

⃒⃒⃒
𝑠=0

‖ ≤ ‖ℎ‖𝐶(0,𝑏;𝑋)
1

Γ(𝛼1)

∫︁ 𝑠

0
(𝑠− 𝜎)𝛼1−1 𝑑𝜎

⃒⃒⃒
𝑠=0

= 0,

concluímos que

𝑐𝐷𝛼1
𝑡 𝐽𝛼1

𝑡 ℎ(𝑡) = 𝐷𝛼1
𝑡 (𝐽𝛼1

𝑡 ℎ(𝑡) − 𝐽𝛼1
𝑡 ℎ(𝑠)

⃒⃒⃒
𝑠=0

) = 𝐷𝛼1
𝑡 𝐽𝛼1

𝑡 ℎ(𝑡) = ℎ(𝑡).

(𝑣) Finalmente, observe que se 𝐻(𝑡) = ℎ(𝑡) − ℎ(0), pelo item (𝑖𝑖𝑖) e do fato observado

no item (𝑖𝑣), obtemos

𝐽𝛼1
𝑡

𝑐𝐷𝛼1
𝑡 ℎ(𝑡) = 𝐽𝛼1

𝑡 𝐷𝛼1
𝑡 𝐻(𝑡) = 𝐻(𝑡) − 1

Γ(𝛼1)
𝑡𝛼1−1{𝐽1−𝛼1

𝑠 𝐻(𝑠)}
⃒⃒⃒
𝑠=0

= ℎ(𝑡) − ℎ(0).
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Lema 3.1.5. Suponha que 𝛼 ∈ (0, 1) e 𝑓 ∈ 𝐶1(0, 𝑏;𝑋). Então

𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) = 𝐽1−𝛼

𝑡 𝑓 ′(𝑡), 𝑞.𝑡.𝑝. 𝑒𝑚 [0, 𝑏].

Demonstração. Temos da Definição 3.1.9, que

𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) := 𝐷𝛼

𝑡

(︁
𝑓(𝑡) − 𝑓(0)

)︁
= 𝐷𝛼

𝑡 𝑓(𝑡) −𝐷𝛼
𝑡 𝑓(0)

= 𝐷1
𝑡

{︃
1

Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)−𝛼𝑓(𝑠) 𝑑𝑠

}︃
−𝐷𝛼

𝑡 𝑓(0)

= 𝐷1
𝑡

{︃
1

Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝑡

0
−𝐷1

𝑠(𝑡− 𝑠)1−𝛼

1 − 𝛼
𝑓(𝑠) 𝑑𝑠

}︃
−𝐷𝛼

𝑡 𝑓(0)

= 𝐷1
𝑡

{︃
1

Γ(1 − 𝛼)

(︃
− (𝑡− 𝑠)1−𝛼

1 − 𝛼
𝑓(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡

0
+
∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝑠)1−𝛼

1 − 𝛼
𝑓 ′(𝑠) 𝑑𝑠

)︃}︃
−𝐷𝛼

𝑡 𝑓(0)

= 𝐷1
𝑡

{︃
𝑡1−𝛼

Γ(1 − 𝛼)(1 − 𝛼)𝑓(0) + 1
Γ(1 − 𝛼)(1 − 𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)1−𝛼𝑓 ′(𝑠) 𝑑𝑠

}︃
−𝐷𝛼

𝑡 𝑓(0)

= 𝑡−𝛼

Γ(1 − 𝛼)𝑓(0) +𝐷1
𝑡

{︃
1

Γ(2 − 𝛼)

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)1−𝛼𝑓 ′(𝑠) 𝑑𝑠

}︃
− 𝑡−𝛼

Γ(1 − 𝛼)𝑓(0)

= 𝐷1
𝑡 [𝐽2−𝛼

𝑡 𝑓 ′(𝑡)]

= 𝐷1
𝑡 𝐽

1
𝑡 [𝐽1−𝛼

𝑡 𝑓 ′(𝑡)]

= 𝐽1−𝛼
𝑡 𝑓 ′(𝑡),

e assim, concluímos que 𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) = 𝐽1−𝛼

𝑡 𝑓 ′(𝑡), 𝑞.𝑡.𝑝. 𝑒𝑚 [0, 𝑏].

Proposição 3.1.5. Sejam 𝛼 ∈ (0, 1), e 𝐴 : 𝒟(𝐴) ⊆ 𝑋 → 𝑋 um operador setorial

positivo. Então para 𝑥 ∈ 𝑋, temos:

ℒ
{︁
𝐸𝛼(−𝑡𝛼𝐴)𝑥

}︁
(𝜆) = 𝜆𝛼−1(𝜆𝛼 + 𝐴)−1𝑥 (3.1.10)

e

ℒ
{︁
𝑡𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(−𝑡𝛼𝐴)𝑥

}︁
(𝜆) = (𝜆𝛼 + 𝐴)−1𝑥. (3.1.11)

Demonstração. Dados 𝑥 ∈ 𝑋, 𝛼 ∈ (0, 1) e 𝜆𝛼 ∈ 𝜌(−𝐴) por (2.1.4), temos que

𝜆𝛼−1(𝜆𝛼 + 𝐴)−1𝑥 = 𝜆𝛼−1
∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝛼𝑡𝑇 (𝑡)𝑥 𝑑𝑡.

Fazendo 𝑡 = 𝑤𝛼, segue-se

𝜆𝛼−1(𝜆𝛼 + 𝐴)−1𝑥 =
∫︁ +∞

0
𝛼(𝜆𝑤)𝛼−1𝑒−(𝜆𝑤)𝛼

𝑇 (𝑤𝛼)𝑥 𝑑𝑤

= −
∫︁ +∞

0

1
𝑤

(︃
𝑑

𝑑𝜆
𝑒−(𝜆𝑤)𝛼

)︃
𝑇 (𝑤𝛼)𝑥 𝑑𝑤.
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Do item (𝑖𝑖𝑖) da Proposição 2.3.2. e da Regra de Leibniz para integrais temos

𝜆𝛼−1(𝜆𝛼 + 𝐴)−1𝑥 = −
∫︁ +∞

0

1
𝑤

(︃
𝑑

𝑑𝜆

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑤𝑡𝛼𝑡−(1+𝛼)𝑀𝛼(𝑡−𝛼) 𝑑𝑡

)︃
𝑇 (𝑤𝛼)𝑥 𝑑𝑤

=
∫︁ +∞

0

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑤𝑡𝛼𝑡−𝛼𝑀𝛼(𝑡−𝛼)𝑇 (𝑤𝛼)𝑥 𝑑𝑡 𝑑𝑤.

Fazendo agora a mudança de variável 𝑠 = 𝑤𝑡, concluímos que

𝜆𝛼−1(𝜆𝛼 + 𝐴)−1𝑥 =
∫︁ +∞

0

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑠𝛼𝑡−(1+𝛼)𝑀𝛼(𝑡−𝛼)𝑇

(︃
𝑠𝛼

𝑡𝛼

)︃
𝑥 𝑑𝑡 𝑑𝑠.

Finalmente, tomando 𝑡−𝛼 = 𝜇, e usando o Teorema 2.4.1 encontramos

𝜆𝛼−1(𝜆𝛼 + 𝐴)−1𝑥 = −
∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑠

(︃∫︁ 0

+∞
𝑀𝛼(𝜇)𝑇 (𝜇𝑠𝛼)𝑥 𝑑𝜇

)︃
𝑑𝑠,

=
∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑠

(︃∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝜇)𝑇 (𝑠𝛼𝜇)𝑥 𝑑𝜇

)︃
𝑑𝑠,

=
∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝐸𝛼(−𝑡𝛼𝐴)𝑥 𝑑𝑡

= ℒ{𝐸𝛼(−𝑡𝛼𝐴)𝑥}(𝜆),

como desejado.

Tomando novamente 𝑥 ∈ 𝑋 e usando o Teorema 2.4.1, notemos que

ℒ
{︁
𝑡𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(−𝑡𝛼𝐴)𝑥

}︁
(𝜆) =

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑡𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(−𝑡𝛼𝐴)𝑥 𝑑𝑡

=
∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑡𝛼−1

(︃∫︁ +∞

0
𝛼𝑠𝑀𝛼(𝑠)𝑇 (𝑠𝑡𝛼)𝑥 𝑑𝑠

)︃
𝑑𝑡.

Para 𝑠 = 𝜔𝑡−𝛼, segue do teorema de Fubini, que

ℒ
{︁
𝑡𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(−𝑡𝛼𝐴)𝑥

}︁
(𝜆) =

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝑡𝑡𝛼−1

⎛⎝∫︁ +∞

0
𝛼𝜔𝑡−𝛼𝑀𝛼(𝜔𝑡−𝛼)𝑇 (𝜔)𝑥𝑡−𝛼 𝑑𝜔

⎞⎠ 𝑑𝑡
=

∫︁ +∞

0
𝜔

⎛⎝∫︁ +∞

0
𝛼𝑡−(1+𝛼)𝑀𝛼(𝜔𝑡−𝛼)𝑒−𝜆𝑡 𝑑𝑡

⎞⎠𝑇 (𝜔)𝑥 𝑑𝑤. (3.1.12)

Tomando agora 𝑡 = 𝜉𝑤1/𝛼 ficamos com

∫︁ +∞

0
𝛼𝑡−(1+𝛼)𝑀𝛼(𝜔𝑡−𝛼)𝑒−𝜆𝑡 𝑑𝑡 =

∫︁ +∞

0
𝛼(𝜉𝜔1/𝛼)−(1+𝛼)𝑀𝛼(𝜔(𝜉𝜔1/𝛼)−𝛼)𝑒−𝜆(𝜉𝜔1/𝛼)𝜔1/𝛼 𝑑𝜉

= 𝜔−1
∫︁ +∞

0
𝑒−(𝜆𝑤1/𝛼)𝜉(𝛼𝜉−(1+𝛼)𝑀𝛼(𝜉−𝛼)) 𝑑𝜉

= 𝑤−1ℒ
{︁
𝛼𝜉−(1+𝛼)𝑀𝛼(𝜉−𝛼)

}︁
(𝜆𝜔1/𝛼)

= 𝜔−1𝑒−𝜆𝛼𝜔, (3.1.13)
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onde (3.1.13) é resultado da Proposição 2.3.2, item (𝑖𝑖𝑖). Substituindo agora a igual-

dade (3.1.13) em (3.1.12), teremos

ℒ
{︁
𝑡𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(−𝑡𝛼𝐴)𝑥

}︁
(𝜆) =

∫︁ +∞

0
𝑒−𝜆𝛼𝜔𝑇 (𝜔)𝑥 𝑑𝜔 (3.1.14)

= (𝜆𝛼 + 𝐴)−1𝑥, (3.1.15)

onde a igualdade (3.1.15) é resultado da Proposição 2.1.2.

3.2 ESPAÇO FUNCIONAL DE TIPO FUJITA-KATO

A fim de garantirmos a existência de soluções para o problema (1.0.7), apresenta-

remos nesta seção o espaço funcional de tipo Fujita-Kato. O qual, atuará como base

dos resultados.

Lema 3.2.1. Assuma que [𝑢, 𝑣] é uma solução suficientemente regular, para o pro-

blema (1.0.7) com 𝛾 = 0. Então

𝑢𝜎(𝑥, 𝑡) := 𝜎2𝑢(𝜎𝑥, 𝜎2/𝛼𝑡), (3.2.1)

e

𝑣𝜎(𝑥, 𝑡) := 𝑣(𝜎𝑥, 𝜎2/𝛼𝑡), (3.2.2)

satisfazem também (1.0.7).

Demonstração. Suponha que [𝑢𝜎, 𝑣𝜎] como definido abaixo é solução de (1.0.7) para

𝛾 = 0. Procuremos os valores de 𝑎, 𝜇, 𝑐 e 𝑏, tais que

𝑢𝜎(𝑥, 𝑡) := 𝜎𝑎𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡) e 𝑣𝜎(𝑥, 𝑡) := 𝜎𝑐𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡).

Calculando a derivada de Caputo de ordem 𝛼 ∈ (0, 1) da função 𝑢𝜎, obtemos

𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑢𝜎(𝑥, 𝑡) = 1

Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝑡

0

𝜕𝑠𝑢𝜎(𝑥, 𝑠)
(𝑡− 𝑠)𝛼

𝑑𝑠

= 1
Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝑡

0

𝜕𝑠[𝜎𝑎𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑠)]
(𝑡− 𝑠)𝛼

𝑑𝑠

= 𝜎𝑎

Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝑡

0

𝜎𝜇𝜕𝑠𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑠)
(𝑡− 𝑠)𝛼

𝑑𝑠. (3.2.3)
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Fazendo a mudança de variável 𝜃 = 𝜎𝜇𝑠 em (3.2.3), obtemos

𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑢𝜎(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑎+𝜇

Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝜎𝜇𝑡

0

𝜕𝜃𝑢(𝜎𝑥, 𝜃)
(𝑡− 𝜃𝜎−𝜇)𝛼

𝜎−𝜇 𝑑𝜃

= 𝜎𝑎

Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝜎𝜇𝑡

0

𝜕𝑠𝑢(𝜎𝑥, 𝑠)
(𝑡− 𝜎−𝜇𝑠)𝛼

𝑑𝑠

= 𝜎𝑎

Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝜎𝜇𝑡

0

𝜕𝑠𝑢(𝜎𝑥, 𝑠)
𝜎−𝜇𝛼(𝜎𝜇𝑡− 𝑠)𝛼

𝑑𝑠

= 𝜎𝑎+𝜇𝛼

Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝜎𝜇𝑡

0

𝜕𝑠𝑢(𝜎𝑥, 𝑠)
(𝜎𝜇𝑡− 𝑠)𝛼

𝑑𝑠

= 𝜎𝑎+𝜇𝛼(𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡)).

Logo,

Δ𝑢𝜎(𝑥, 𝑡) − ∇(𝑢𝜎∇𝑣𝜎)(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑎+𝜇𝛼
{︁
Δ𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡) − ∇

(︁
𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡)∇𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡)

}︁
. (3.2.4)

Além disso, como 𝑢𝜎(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑎𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡), então

𝜕2𝑢𝜎

𝜕𝑥2
𝑖

(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑎+2𝜕
2𝑢

𝜕𝑥2
𝑖

(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡) ⇒ Δ𝑢𝜎(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑎+2Δ𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡).

De forma análoga, para 𝑣𝜎(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑐𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡), temos

𝜕2𝑣𝜎

𝜕𝑥2
𝑖

(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑐+2 𝜕
2𝑣

𝜕𝑥2
𝑖

(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡) ⇒ Δ𝑣𝜎(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑐+2Δ𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡).

Observando agora que

(i) ∇𝑢𝜎(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑎+1∇𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡);

(ii) ∇𝑣𝜎(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑐+1∇𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡);

(iii) (∇𝑢𝜎∇𝑣𝜎)(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑎+𝑐+2∇𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡)∇𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡);

(iv) ∇
(︁
𝑢𝜎∇𝑣𝜎

)︁
(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑎+𝑐+2

(︁
∇𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡)∇𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡) + 𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡)Δ𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡)

)︁
;

temos

Δ𝑢𝜎(𝑥, 𝑡) − ∇
(︁
𝑢𝜎∇𝑣𝜎

)︁
(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑎+2Δ𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡) − 𝜎𝑎+𝑐+2

(︁
∇𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡)∇𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡)

+𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡)Δ𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡)

= 𝜎𝑎+2
{︁
Δ𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡) − 𝜎𝑐

(︁
∇𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡)∇𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡)

+𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡)Δ𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡)
)︁}︁
.
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Tomando 𝑐 = 0, na igualdade acima ficamos com

Δ𝑢𝜎(𝑥, 𝑡) − ∇
(︁
𝑢𝜎∇𝑣𝜎

)︁
(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑎+2

{︂
Δ𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡) −

(︁
∇𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡)∇𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡)

+𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡)Δ𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡)
)︁}︂

= 𝜎𝑎+2
{︂

Δ𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡) − ∇
(︁
𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡)Δ𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡)

)︁}︂
,

e segue daí que

Δ𝑢𝜎(𝑥, 𝑡) − ∇
(︁
𝑢𝜎∇𝑣𝜎

)︁
(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑎+2

{︂
Δ𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡) − ∇

(︁
𝑢(𝜎𝑥, 𝜎𝜇𝑡)Δ𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡)

)︁}︂
. (3.2.5)

Logo, através de (3.2.4) e (3.2.5) obtemos o seguinte resultado

𝜇𝛼 = 2 ⇒ 𝜇 = 2
𝛼
,

e portanto 𝑐 = 0 e 𝜇 = 2
𝛼

.

Tomando 𝛾 = 0 na segunda equação de (1.0.7), ficamos com

𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑣(𝑥, 𝑡) = Δ𝑣(𝑥, 𝑡) + 𝑢(𝑥, 𝑡).

De maneira análoga a anterior, calculamos a derivada de Caputo de ordem 𝛼 da

função 𝑣𝜎 e encontramos

𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑣𝜎(𝑥, 𝑡) = 1

Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝑡

0

𝜕𝑠𝑣𝜎(𝑥, 𝑠)
(𝑡− 𝑠)𝛼

𝑑𝑠

= 1
Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝑡

0

𝜕𝑠[𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑠)]
(𝑡− 𝑠)𝛼

𝑑𝑠

= 𝜎𝑏

Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝑡

0

𝜕𝑠𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑠)
(𝑡− 𝑠)𝛼

𝑑𝑠. (3.2.6)

Tomando 𝜁 = 𝜎𝑏𝑠 em (3.2.6), obtemos

𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑣𝜎(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑏

Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝜎𝑏𝑡

0

𝜕𝜁𝑣(𝜎𝑥, 𝜁)
(𝑡− 𝜁𝜎−𝑏)𝛼

𝜎−𝑏 𝑑𝜁

= 1
Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝜎𝑏𝑡

0

𝜕𝑠𝑣(𝜎𝑥, 𝑠)
(𝑡− 𝜎−𝑏𝑠)𝛼

𝑑𝑠

= 1
Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝜎𝑏𝑡

0

𝜕𝑠𝑣(𝜎𝑥, 𝑠)
𝜎−𝑏𝛼(𝜎𝑏𝑡− 𝑠)𝛼

𝑑𝑠

= 𝜎𝑏𝛼

Γ(1 − 𝛼)

∫︁ 𝜎𝑏𝑡

0

𝜕𝑠𝑣(𝜎𝑥, 𝑠)
(𝜎𝑏𝑡− 𝑠)𝛼

𝑑𝑠

= 𝜎𝑏𝛼(𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡)).

Logo,

Δ𝑣𝜎(𝑥, 𝑡) + 𝑢𝜎(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑏𝛼
{︁
Δ𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡) + 𝑢(𝜎𝑥, 𝜎2/𝛼𝑡)

}︁
. (3.2.7)
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Além disso, como 𝑣𝜎(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡), então

Δ𝑣𝜎(𝑥, 𝑡) = 𝜎2Δ𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡),

e

𝑢𝜎(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝑎𝑢(𝜎𝑥, 𝜎2/𝛼𝑡).

Para 𝑎 = 2, segue-se

Δ𝑣𝜎(𝑥, 𝑡) + 𝑢𝜎(𝑥, 𝑡) = 𝜎2
{︁
Δ𝑣(𝜎𝑥, 𝜎𝑏𝑡) + 𝑢(𝜎𝑥, 𝜎2/𝛼𝑡)

}︁
. (3.2.8)

e temos de (3.2.7) e (3.2.8) que

𝑏𝛼 = 2 ⇒ 𝑏 = 2
𝛼
.

e com isso concluímos a demonstração do Lema 3.3.2.

Definição 3.2.1. Consideremos 𝛾 = 0 em (1.0.7). O mapa

[𝑢, 𝑣] → [𝑢𝜎, 𝑣𝜎], (3.2.9)

é chamado escala de (1.0.7). As soluções invariantes por (3.2.9) são chamadas solu-

ções auto-similares, isto é, 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜎2𝑢(𝜎𝑥, 𝜎2/𝛼𝑡) e 𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑣(𝜎𝑥, 𝜎2/𝛼𝑡). Notemos

que quando 𝑡 → 0+

𝑢0(𝑥) = 𝜎2𝑢0(𝜎𝑥) e 𝑣0(𝑥) = 𝑣0(𝜎𝑥), (3.2.10)

e segue daí que no estudo de soluções auto-similares, os candidatos naturais a dado

inicial são funções homogêneas

𝑢0(𝜎𝑥) = 𝜎−2𝑢0(𝑥) e 𝑣0(𝜎𝑥) = 𝑣0(𝑥), (3.2.11)

ou seja, os dados 𝑢0, 𝑣0 são funções homogêneas de graus −2 e 0, respectivamente.

Diante disso, somos motivados então a tomar os dados iniciais do problema (1.0.7) no

espaço 𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞ × 𝐵̇0

∞,∞, o qual é invariante por escala.

Sejam 𝑛 ≥ 2, 0 ≤ 𝜆 < 𝑛, 𝑎 = 2 − 𝑛−𝜆
𝑞

e 𝑏 = 2 − 𝑛−𝜆
𝑟

com 𝑞 ̸= 𝑟. A partir de agora,

olharemos para as soluções [𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑣(𝑥, 𝑡)] do problema (1.0.7) na seguinte classe de

tipo Fujita-Kato 𝒳1 × 𝒳2:
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𝒳1 =
{︂
𝑢 ∈ 𝐵𝐶((0,+∞),𝒩 −𝑏

𝑟,𝜆,∞); 𝑡𝛼𝑏/2𝑢 ∈ 𝐵𝐶((0,+∞),ℳ𝑟,𝜆),

𝑡𝛼𝑎/2𝑢 ∈ 𝐵𝐶((0,+∞),ℳ𝑞,𝜆)
}︂

e

𝒳2 =
{︂
𝑣 ∈ 𝐵𝐶((0,+∞), 𝐵̇0

∞,∞); 𝑡𝛼/2∇𝑥 𝑣 ∈ 𝐵𝐶((0,+∞), 𝐿∞)
}︂
.

Definindo as normas dos espaços 𝒳1 e 𝒳2, por

‖𝑢‖𝒳1
= sup

0<𝑡
‖𝑢(𝑡)‖𝒩 −𝑏

𝑟,𝜆,∞
+ sup

0<𝑡
𝑡𝛼𝑏/2‖𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆 + sup

0<𝑡
𝑡𝛼𝑎/2‖𝑢(𝑡)‖𝑞,𝜆 (3.2.12)

e

‖𝑣‖𝒳2
= sup

0<𝑡
‖𝑣(𝑡)‖𝐵̇0

∞,∞
+ sup

0<𝑡
𝑡𝛼/2‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞ , (3.2.13)

temos que (𝒳1, ‖ · ‖𝒳1
) e (𝒳2, ‖ · ‖𝒳2

) são espaços de Banach.

Lema 3.2.2. A norma ‖ · ‖𝒳1×𝒳2
é invariante por escala, isto é,

‖𝑢‖𝒳1
= ‖𝑢𝜎 ‖𝒳1

e ‖𝑣‖𝒳2
= ‖𝑣𝜎 ‖𝒳2

, (3.2.14)

onde 𝑢𝜎 e 𝑣𝜎 são dados pelo Lema 3.2.1.

Demonstração. Usando agora a equivalência dada em (2.2.39), segue que

sup
𝑡>0

‖𝑢𝜎(·, 𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

= sup
𝑡>0

‖𝜎2𝑢(𝜎·, 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

= sup
𝑡>0

𝜎2‖𝑢(𝜎·, 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

= sup
𝑡>0

sup
𝜉>0

𝜎2𝜉𝑏/2‖𝑒𝜉Δ𝑢(𝜎·, 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝑟,𝜆.

Note que

𝑒𝜉Δ𝑢(𝜎·, 𝜎2/𝛼𝑡) := 𝑔(·, 𝜉) * 𝑢(𝜎·, 𝜎2/𝛼𝑡)

=
∫︁
R𝑛
𝑔(𝑥− 𝑦, 𝜉)𝑢(𝜎𝑦, 𝜎2/𝛼𝑡) 𝑑𝑦

= 1
(4𝜋𝜉)𝑛/2

∫︁
R𝑛
𝑔(𝑥− 𝑦, 𝜉)𝑢(𝜎𝑦, 𝜎2/𝛼𝑡) 𝑑𝑦

= 1
(4𝜋𝜉)𝑛/2

∫︁
R𝑛
𝑒

−|𝑥−𝑦|2
4𝜉 𝑢(𝜎𝑦, 𝜎2/𝛼𝑡) 𝑑𝑦,
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fazendo a mudança de variável, 𝑦 = 𝜎−1𝑦, obtemos

𝑒𝜉Δ𝑢(𝜎·, 𝜎2/𝛼𝑡) = 𝜎−𝑛

(4𝜋𝜉)𝑛/2

∫︁
R𝑛
𝑒

−|𝑥−𝜎−1𝑦|2
4𝜉 𝑢(𝑦, 𝜎2/𝛼𝑡) 𝑑𝑦

= 1
(4𝜋𝜎2𝜉)𝑛/2

∫︁
R𝑛
𝑒

−|𝜎𝑥−𝑦|2

4𝜎2𝜉 𝑢(𝑦, 𝜎2/𝛼𝑡) 𝑑𝑦

= 𝑒𝜎2𝜉Δ𝑢(𝜎·, 𝜎2/𝛼𝑡).

Da Proposição 2.2.3 teremos

‖𝑒𝜉Δ𝑢(𝜎·, 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝑟,𝜆 = 𝜎− 𝑛−𝜆
𝑟 ‖𝑒𝜎2𝜉Δ𝑢( · , 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝑟,𝜆, (3.2.15)

e segue daí que

sup
𝑡>0

‖𝑢𝜎(·, 𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

= sup
𝑡>0

sup
𝜉>0

𝜉𝑏/2𝜎2−(𝑛−𝜆)/𝑟‖𝑒𝜎2𝜉Δ𝑢( · , 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝑟,𝜆

= sup
𝑡>0

sup
𝜉>0

𝜉𝑏/2𝜎𝑏‖𝑒𝜎2𝜉Δ𝑢( · , 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝑟,𝜆

= sup
𝑡>0

sup
𝜉>0

(𝜎2𝜉)𝑏/2‖𝑒𝜎2𝜉Δ𝑢( · , 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝑟,𝜆

= sup
𝑡>0

‖𝑢( · , 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

. (3.2.16)

Note que,

‖𝑢( · , 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

≤ sup
𝑡>0

‖𝑢( · , 𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

,

temos de (3.2.16) que

sup
𝑡>0

‖𝑢𝜎( · , 𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

≤ sup
𝑡>0

‖𝑢( · , 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

.

Por outro lado,

‖𝑢(·, 𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

= ‖𝑢(·, 𝜎2/𝛼(𝜎−2/𝛼𝑡))‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

≤ sup
𝑡>0

‖𝑢(·, 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

,

e tomando o supremo de ‖𝑢(·, 𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

, para 𝑡 > 0, obtemos a igualdade desejada.

Analisando agora a segunda parcela da soma de (3.2.12), segue de (3.2.1) e da

Proposição 2.2.3 que

sup
𝑡>0

𝑡𝛼𝑏/2‖𝑢𝜎(·, 𝑡)‖𝑟,𝜆 = sup
𝑡>0

𝑡𝛼𝑏/2‖𝜎2𝑢(𝜎·, 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝑟,𝜆

= sup
𝑡>0

𝑡𝛼𝑏/2𝜎2‖𝑢(𝜎·, 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝑟,𝜆

= sup
𝑡>0

𝑡𝛼𝑏/2𝜎2𝜎− 𝑛−𝜆
𝑟 ‖𝑢(·, 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝑟,𝜆

= sup
𝑡>0

𝑡𝛼𝑏/2𝜎2− 𝑛−𝜆
𝑟 ‖𝑢(·, 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝑟,𝜆

= sup
𝑡>0

𝑡𝛼𝑏/2𝜎𝑏‖𝑢(·, 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝑟,𝜆.
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Fazendo 𝑡 = 𝜎2𝑡 obtemos

sup
𝑡>0

𝑡𝛼𝑏/2‖𝑢𝜎(·, 𝑡)‖𝑟,𝜆 = sup
𝑡>0

(𝑡)𝛼𝑏/2‖𝑢(·, 𝑡)‖𝑟,𝜆.

Finalmente, procedendo de modo análogo para a terceira parcela da soma de

(3.2.12), 𝑡𝛼𝑎/2‖𝑢𝜎(·, 𝑡)‖𝑞,𝜆, encontramos

sup
𝑡>0

𝑡𝛼𝑎/2‖𝑢𝜎(·, 𝑡)‖𝑞,𝜆 = sup
𝑡>0

𝑡𝛼𝑎/2‖𝜎2𝑢(·, 𝜎𝛼/2𝑡)‖𝑞,𝜆

= sup
𝑡>0

𝑡𝛼𝑎/2𝜎2𝜎− 𝑛−𝜆
𝑞 ‖𝑢(·, 𝜎𝛼/2𝑡)‖𝑞,𝜆

= sup
𝑡>0

𝑡𝛼𝑎/2𝜎2− 𝑛−𝜆
𝑞 ‖𝑢(·, 𝜎𝛼/2𝑡)‖𝑞,𝜆

= sup
𝑡>0

𝑡𝛼𝑎/2𝜎𝑎‖𝑢(·, 𝜎𝛼/2𝑡)‖𝑞,𝜆,

e tomando 𝑡 = 𝜎2/𝛼𝑡, segue-se

sup
𝑡>0

𝑡𝛼𝑎/2‖𝑢𝜎(·, 𝑡)‖𝑞,𝜆 = sup
𝑡>0

(𝑡)𝛼𝑎/2‖𝑢(·, 𝑡)‖𝑞,𝜆.

Analisando agora a expressão (3.2.13) vemos que

sup
𝑡>0

‖𝑣𝜎(·, 𝑡)‖𝐵̇0
∞,∞

= sup
𝑡>0

‖𝑣(𝜎·, 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝐵̇0
∞,∞

= sup
𝑡>0

‖𝑣(·, 𝜎2/𝛼𝑡)‖𝐵̇0
∞,∞

(3.2.17)

= sup
𝑡>0

‖𝑣(·, 𝑡)‖𝐵̇0
∞,∞

, (3.2.18)

onde (3.2.17), segue diretamente da Proposição 2.2.6. Note que (3.2.18) é obtido com

mesmo raciocínio de (3.2.16).

Com relação a segunda parcela de (3.2.13), notamos que

sup
𝑡>0

𝑡𝛼/2‖∇𝑥𝑣𝜎(·, 𝑡)‖𝐿∞ = sup
𝑠>0

(𝑠𝜎−2/𝛼)𝛼/2‖𝜎∇𝑥𝑣(𝜎·, 𝑠)‖𝐿∞

= sup
𝑠>0

𝑠𝛼/2𝜎−1𝜎‖∇𝑥𝑣(𝜎·, 𝑠)‖𝐿∞

= sup
𝑠>0

𝑠𝛼/2‖∇𝑥𝑣(𝜎·, 𝑠)‖𝐿∞

= sup
𝑠>0

𝑠𝛼/2‖∇𝑥𝑣(·, 𝑠)‖𝐿∞ ,

e com isto, concluimos a demonstração do Lema 3.2.2.

3.3 PRINCÍPIO DE DUHAMEL

Nesta seção, construiremos as soluções brandas do modelo de Keller-Segel fra-

cionário de ordem 𝛼 ∈ (0, 1) através do princípio de Duhamel. Este conceito é base-

ado em uma construção formal. Suponha por um momento, que o par [𝑢, 𝑣] satisfaça
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(1.0.7). Aplicando 𝐽𝛼
𝑡 , da Definição 3.1.7, em ambos os lados da primeira equação

diferencial de (1.0.7), e usando a Proposição 3.1.4, item (𝑣), obtemos

𝐽𝛼
𝑡

(︁𝑐
𝐷𝛼

𝑡 𝑢(𝑡)
)︁

= 𝐽𝛼
𝑡

(︁
Δ𝑢− ∇(𝑢∇𝑣)

)︁
(𝑡)

𝐽𝛼
𝑡 𝐷

𝛼
𝑡 (𝑢(𝑡) − 𝑢(0)) = 𝐽𝛼

𝑡

(︁
Δ𝑢− ∇(𝑢∇𝑣)

)︁
(𝑡)

𝑢(𝑡) = 𝑢0 + Δ𝐽𝛼
𝑡 𝑢(𝑡) − 𝐽𝛼

𝑡 ∇(𝑢∇𝑣)(𝑡)

𝑢(𝑡) = 𝑢0 + Δ(𝑔𝛼 * 𝑢(𝑡)) − 𝑔𝛼 * ∇
(︁
𝑢∇𝑣

)︁
(𝑡). (3.3.1)

Assumindo agora que o par [𝑢, 𝑣] é de tipo exponencial e localmente integrável,

aplicamos a transformada de Laplace a ambos os lados de (3.3.1), e ficamos com

̂︀𝑢(𝜆) = 1
𝜆
𝑢0 + Δℒ{(𝑔𝛼 * 𝑢)(𝑡)}(𝜆) − ℒ{𝑔𝛼 * ∇

(︁
𝑢∇𝑣

)︁
(𝑡)}(𝜆)

= 𝜆−1𝑢0 + 𝜆−𝛼Δ𝑢̂(𝜆) − 𝜆−𝛼∇̂
(︁
𝑢∇𝑣

)︁
(𝜆), (3.3.2)

onde em (3.3.2), usamos o Exemplo 3.1.2. Segue então desta última igualdade que,

(𝐼 − 𝜆−𝛼Δ)̂︀𝑢(𝜆) = 𝜆−1𝑢0 − 𝜆−𝛼∇̂
(︁
𝑢∇𝑣

)︁
(𝜆).

Tomando 𝜆𝛼 ∈ 𝜌(Δ) encontramos

̂︀𝑢(𝜆) = 𝜆𝛼−1(𝜆𝛼 − Δ)−1𝑢0 − (𝜆𝛼 − Δ)−1∇̂
(︁
𝑢∇𝑣

)︁
(𝜆). (3.3.3)

Aplicando a transformada inversa de Laplace, em (3.3.3), temos

𝑢(𝑡) = ℒ−1
{︁
𝜆𝛼−1(𝜆𝛼 − Δ)−1𝑢0

}︁
(𝑡) − ℒ−1

{︁
(𝜆𝛼 − Δ)−1∇̂

(︁
𝑢∇𝑣

)︁}︁
(𝑡)

= 𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑢0 −
∫︁ 𝑡

0
ℒ−1

{︁
∇(𝜆𝛼 − Δ)−1

}︁
(𝑡− 𝑠)ℒ−1

{︁(︁
𝑢∇𝑣

)︁}︁
(𝑠) 𝑑𝑠 (3.3.4)

= 𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑢0 −
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1∇𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼Δ)(𝑢∇𝑣)(𝑠) 𝑑𝑠, (3.3.5)

onde (3.3.4), segue de (3.1.10), e da Observação 3.1.1. Note que (3.3.5) vem de (3.1.11).

Procedendo agora para a segunda equação de (1.0.7) de forma analoga à primeira,

aplicamos o operador 𝐽𝛼
𝑡 e obtemos

𝑣(𝑡) = 𝑣0 + 𝐽𝛼
𝑡 (Δ − 𝛾)𝑣(𝑡) + 𝐽𝛼

𝑡 𝑢(𝑡)

= 𝑣0 + (Δ − 𝛾)𝐽𝛼
𝑡 𝑣(𝑡) + 𝐽𝛼

𝑡 𝑢(𝑡)

= 𝑣0 + (Δ − 𝛾)(𝑔𝛼 * 𝑣)(𝑡) + 𝑔𝛼 * 𝑢(𝑡).
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Tomando a transformada de Laplace de 𝑣(𝑡), passamos a ter

̂︀𝑣(𝜆) = 1
𝜆
𝑣0 + (Δ − 𝛾)𝜆−𝛼̂︀𝑣(𝜆) + 𝜆−𝛼̂︀𝑢(𝜆). (3.3.6)

Multiplicando ambos os lados de (3.3.6) por 𝜆𝛼, obtemos

𝜆𝛼̂︀𝑣(𝜆) = 𝜆𝛼−1𝑣0 + (Δ − 𝛾)̂︀𝑣(𝜆) + ̂︀𝑢(𝜆),

e segue daí, para 𝜆𝛼 ∈ 𝜌(Δ − 𝛾), que

̂︀𝑣(𝜆) = 𝜆𝛼−1
(︁
𝜆𝛼 − (Δ − 𝛾)

)︁−1
𝑣0 +

(︁
𝜆𝛼 − (Δ − 𝛾)

)︁−1̂︀𝑢(𝜆).

Aplicando a transformada inversa de Laplace na igualdade acima temos

𝑣(𝑡) = ℒ−1{𝜆𝛼−1(𝜆𝛼 − (Δ − 𝛾))−1𝑣0}(𝑡) + ℒ−1{(𝜆𝛼 − (Δ − 𝛾))−1̂︀𝑢(𝜆)}(𝑡)

= 𝐸𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))𝑣0 +
∫︁ 𝑡

0
ℒ−1

{︁
(𝜆𝛼 − (Δ − 𝛾))−1

}︁
(𝑡− 𝑠)ℒ−1

{︁̂︀𝑢(𝜆)
}︁
(𝑠) 𝑑𝑠 (3.3.7)

= 𝐸𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))𝑣0 +
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼(Δ − 𝛾))𝑢(𝑠) 𝑑𝑠. (3.3.8)

A igualdade (3.3.7) vem da Observação 3.1.1 e de (3.1.10). Para (3.3.8) basta usar

(3.1.11). As expressões obtidas em (3.3.5) e (3.3.8) nos dão uma formulação integral

para modelo de Keller-Segel fracionário (1.0.7). Com base nisso, adotamos o seguinte

conceito para solução do problema (1.0.7).

Definição 3.3.1. Um par [𝑢, 𝑣] satisfazendo

𝑢(𝑡) = 𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑢0 −
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1∇𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼Δ)(𝑢∇𝑣)(𝑠) 𝑑𝑠 (3.3.9)

𝑣(𝑡) = 𝐸𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))𝑣0 +
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼(Δ − 𝛾))𝑢(𝑠) 𝑑𝑠, (3.3.10)

é chamado solução branda do problema de valor inicial (1.0.7), onde𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ),𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼Δ),

𝐸𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾)) , 𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾)) são os operadores de Mittag-Leffler, associados aos

operadores Δ e Δ − 𝛾, respectivamente.

3.4 ESTIMATIVAS ESTRUTURAIS PARA OS OPERADORES DE MITTAG-LEFFLER

Sejam 𝑋 um espaço de Banach e (−𝐴) := Δ : 𝒟(−Δ) ⊂ 𝑋 → 𝑋 o gerador infini-

tesimal do semigrupo analítico do calor {𝐺(𝑡)}𝑡≥0 (ver (LORENZI et al., 2005)). Segue do

Teorema 2.4.1, que

𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ) =
∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)𝐺(𝑠𝑡𝛼) 𝑑𝑠, (3.4.1)
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e

𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼Δ) =
∫︁ +∞

0
𝛼𝑠𝑀𝛼(𝑠)𝐺(𝑠𝑡𝛼) 𝑑𝑠, (3.4.2)

onde 𝑀𝛼(𝑠) é a função de Mainardi. A seguir estimamos os Operadores de Mittag-

Leffler, fazendo uso desta escrita.

Lema 3.4.1. Sejam 𝛼 ∈ (0, 1), 𝑛 ≥ 2, 0 ≤ 𝜆 ≤ 𝑛 − 2, 𝑛−𝜆
2 < 𝑟 < 𝑛 − 𝜆 < 𝑞 < ∞, 𝑏 =

2 − 𝑛−𝜆
𝑟

e 𝑎 = 2 − 𝑛−𝜆
𝑞

. Então existe uma constante positiva C, para cada desigualdade

abaixo, tal que,

‖∇𝑥𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑓 ‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

≤ 𝐶𝑡−𝛼/2‖𝑓 ‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

, (3.4.3)

‖∇𝑥𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑓 ‖𝑟,𝜆 ≤ 𝐶𝑡−𝛼/2‖𝑓 ‖𝑟,𝜆, (3.4.4)

‖∇𝑥𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑓 ‖𝑞,𝜆 ≤ 𝐶𝑡−𝛼/2‖𝑓 ‖𝑞,𝜆, (3.4.5)

‖∇𝑥𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑓 ‖𝑞,𝜆 ≤ 𝐶𝑡−
𝛼
2 (1+ 𝑛−𝜆

𝑟
− 𝑛−𝜆

𝑞
)‖𝑓 ‖𝑟,𝜆, (3.4.6)

‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑓 ‖𝑞,𝜆 ≤ 𝐶𝑡−
𝛼𝑎
2 ‖𝑓 ‖𝒩 −𝑏

𝑟,𝜆,∞
, (3.4.7)

‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑓 ‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

≤ 𝐶‖𝑓 ‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

, (3.4.8)

‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑓 ‖𝑟,𝜆 ≤ 𝐶𝑡−
𝛼𝑏
2 ‖𝑓 ‖𝒩 −𝑏

𝑟,𝜆,∞
, (3.4.9)

‖𝐸𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))𝑓 ‖𝐵̇0
∞,∞

≤ 𝐶‖𝑓 ‖𝐵̇0
∞,∞

, (3.4.10)

‖𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))𝑓 ‖𝐿∞ ≤ 𝐶𝑡−
𝛼
2 ( 𝑛−𝜆

𝑞
)‖𝑓 ‖𝑞,𝜆, (3.4.11)

‖∇𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))𝑓 ‖𝐿∞ ≤ 𝐶𝑡−
𝛼
2 (1+ 𝑛−𝜆

𝑟
)‖𝑓 ‖𝑟,𝜆, (3.4.12)

‖∇𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))𝑓 ‖𝐿∞ ≤ 𝐶𝑡−
𝛼
2 (1+ 𝑛−𝜆

𝑞
)‖𝑓 ‖𝑞,𝜆, (3.4.13)

‖∇𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))𝑓 ‖𝐿∞ ≤ 𝐶𝑡−
𝛼
2 ‖𝑓 ‖𝐵̇0

∞,∞
, (3.4.14)

para todo 𝑓 ∈ 𝒮 ′.

Demonstração. Para demonstrar (3.4.3) notamos que

‖∇𝑥𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑓 ‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

≤
∫︁ +∞

0
𝛼𝑠𝑀𝛼(𝑠)‖∇𝐺(𝑠𝑡𝛼)‖𝒩 −𝑏

𝑟,𝜆,∞
𝑑𝑠

≤
∫︁ +∞

0
𝛼𝑠𝑀𝛼(𝑠)𝐶(𝑠𝑡𝛼)− 1

2 ‖𝑓 ‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

𝑑𝑠 (3.4.15)

≤ 𝐶𝑡−𝛼/2
(︂ ∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)𝑠1/2 𝑑𝑠

)︂
‖𝑓 ‖𝒩 −𝑏

𝑟,𝜆,∞
(3.4.16)

≤ 𝐶𝑡−𝛼/2‖𝑓 ‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

, (3.4.17)

onde em (3.4.15), usamos a desigualdade (2.2.30) e em (3.4.16) o fato de termos∫︀+∞
0 𝑀𝛼(𝑠)𝑠1/2 𝑑𝑠 < ∞, pela Propriedade 2.3.2, item (𝑖𝑖), e o resultado segue.
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Para demonstrar (3.4.4) usamos um raciocínio análogo ao anterior.

‖∇𝑥𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑓 ‖𝑟,𝜆 ≤
∫︁ +∞

0
𝛼𝑠𝑀𝛼(𝑠)‖∇𝐺(𝑠𝑡𝛼)‖𝑟,𝜆 𝑑𝑠

≤ 𝐶𝑡−𝛼/2
(︂ ∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)𝑠1/2 𝑑𝑠

)︂
‖𝑓 ‖𝑟,𝜆 (3.4.18)

≤ 𝐶𝑡−𝛼/2‖𝑓 ‖𝑟,𝜆,

note que em (3.4.18) usamos a desigualdade (2.2.25). A prova da estimativa (3.4.5) é

análoga a anterior, trocando 𝑟 por 𝑞.

Para obter (3.4.6) notamos que

‖∇𝑥𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑓 ‖𝑞,𝜆 ≤
∫︁ +∞

0
𝛼𝑠𝑀𝛼(𝑠)‖∇𝐺(𝑠𝑡𝛼)‖𝑞,𝜆 𝑑𝑠

≤ 𝐶𝑡−
𝛼
2 (1+ 𝑛−𝜆

𝑟
− 𝑛−𝜆

𝑞
)
(︂ ∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)𝑠

1
2 (1−( 𝑛−𝜆

𝑟
− 𝑛−𝜆

𝑞
)) 𝑑𝑠

)︂
‖𝑓 ‖𝑟,𝜆,

uma vez que 1
2(1 − (𝑛−𝜆

𝑟
− 𝑛−𝜆

𝑞
)) > −1, segue da Proposição 2.3.2, item (𝑖𝑖), que

‖∇𝑥𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑓 ‖𝑞,𝜆 ≤ 𝐶
Γ(3

2 − 1
2(𝑛−𝜆

𝑟
− 𝑛−𝜆

𝑞
))

Γ(1 + 𝛼
2 (1 − (𝑛−𝜆

𝑟
− 𝑛−𝜆

𝑞
)))
𝑡−

𝛼
2 (1+ 𝑛−𝜆

𝑟
− 𝑛−𝜆

𝑞
)‖𝑓 ‖𝑟,𝜆

≤ 𝐶𝑡−
𝛼
2 (1+ 𝑛−𝜆

𝑟
− 𝑛−𝜆

𝑞
)‖𝑓 ‖𝑟,𝜆.

Como desejavamos.

Levando em consideração a inclusão 𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞ ⊂ 𝒩 −𝑎

𝑞,𝜆,∞, do Lema 2.2.2, obtemos

𝑡
𝛼𝑎
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑓 ‖𝑞,𝜆 ≤ 𝑡

𝛼𝑎
2

∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)‖𝐺(𝑠𝑡𝛼)‖𝑞,𝜆 𝑑𝑠

≤ 𝐶
(︂ ∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)𝑠− 𝛼

2 𝑑𝑠
)︂

‖𝑓 ‖𝒩 −𝑎
𝑟,𝜆,∞

≤ 𝐶
Γ(−𝛼

2 + 1)
Γ(−𝛼2

2 + 1)
‖𝑓 ‖𝒩 −𝑏

𝑟,𝜆,∞

≤ 𝐶‖𝑓 ‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

,

e com isso, mostramos a desigualdade (3.4.7).

Utilizando (2.2.26) mostraremos a seguir que (3.4.8) é verdadeira.

‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑓 ‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

≤
∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)‖𝐺(𝑠𝑡𝛼)𝑓 ‖𝒩 −𝑏

𝑟,𝜆,∞
𝑑𝑠

≤
(︂ ∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠) 𝑑𝑠

)︂
𝐶‖𝑓 ‖𝒩 −𝑏

𝑟,𝜆,∞

≤ 𝐶‖𝑓 ‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

.
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Expandindo os termos de 𝑡
𝛼𝑏
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑓 ‖𝑟,𝜆 e ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))𝑓 ‖𝐵̇0

∞,∞
encontramos

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑓 ‖𝑟,𝜆 ≤ 𝑡

𝛼𝑏
2

∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)‖𝐺(𝑠𝑡𝛼)𝑓 ‖𝑟,𝜆 𝑑𝑠

≤
(︂ ∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)𝑠− 𝑏

2 𝑑𝑠
)︂
𝐶‖𝑓 ‖𝒩 −𝑏

𝑟,𝜆,∞

≤
Γ(1 − 𝑏

2)
Γ(1 − 𝛼𝑏

2 )
𝐶‖𝑓 ‖𝒩 −𝑏

𝑟,𝜆,∞

≤ 𝐶‖𝑓 ‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

,

e ainda,

‖𝐸𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))𝑓 ‖𝐵̇0
∞,∞

≤
∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)𝑒𝑠𝑡𝛼𝛾‖𝐺(𝑠𝑡𝛼)𝑓 ‖𝐵̇0

∞,∞
𝑑𝑠

≤ 𝐶‖𝑓 ‖𝐵̇0
∞,∞

,

provando assim as estimativas (3.4.9) e (3.4.10).

A estimativa abaixo

‖𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))𝑓 ‖𝐿∞ ≤
∫︁ +∞

0
𝛼𝑠𝑀𝛼(𝑠)𝑒−𝑠𝑡𝛼𝛾‖𝐺(𝑠𝑡𝛼)𝑓 ‖𝐿∞ 𝑑𝑠

≤ 𝐶𝑡−
𝛼
2 ( 𝑛−𝜆)

𝑞

(︂ ∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)𝑠1− 1

2 ( 𝑛−𝜆
𝑞

) 𝑑𝑠
)︂

‖𝑓 ‖𝑞,𝜆

≤ 𝐶
Γ(2 − 1

2(𝑛−𝜆
𝑞

))
Γ(1 + 𝛼− 𝛼

2 (𝑛−𝜆
𝑞

))
𝑡−

𝛼
2 ( 𝑛−𝜆

𝑞
)‖𝑓 ‖𝑞,𝜆

≤ 𝐶𝑡
𝛼
2 ( 𝑛−𝜆

𝑞
)‖𝑓 ‖𝑞,𝜆,

mostra que (3.4.11) é valida. Já para demonstrar (3.4.12) notamos inicialmente que

‖∇𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))𝑓 ‖𝐿∞ ≤
∫︁ +∞

0
𝛼𝑠𝑀𝛼(𝑠)‖𝐺(𝑠𝑡𝛼)𝑓 ‖𝐿∞ 𝑑𝑠

≤ 𝐶𝑡−
𝛼
2 ( 𝑛−𝜆

𝑟
)
(︂ ∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)𝑠 1

2 (1− 𝑛−𝜆
𝑟

) 𝑑𝑠
)︂

‖𝑓 ‖𝑟,𝜆

Sendo 𝑟 > 𝑛−𝜆
2 , temos 𝑏 = 2 − 𝑛−𝜆

𝑞
> 0, 1

2(1 − 𝑛−𝜆
𝑟

) + 1 = 1
2(𝑏+ 1) > 0 e 1 + 𝛼

2 (𝑏− 1) > 0.

Logo,

‖∇𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))𝑓 ‖𝐿∞ ≤ 𝐶
Γ(1

2(𝑏+ 1))
Γ(1 + 𝛼

2 (𝑏− 1))𝑡
− 𝛼

2 (1+ 𝑛−𝜆
𝑟

)‖𝑓 ‖𝑟,𝜆

≤ 𝐶𝑡−
𝛼
2 (1+ 𝑛−𝜆

𝑟
)‖𝑓 ‖𝑟,𝜆.

Do mesmo modo procedemos com o termo ‖∇𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))𝑓 ‖𝐿∞ onde obtemos

‖∇𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))𝑓 ‖𝐿∞ ≤
∫︁ +∞

0
𝛼𝑠𝑀𝛼(𝑠)‖𝐺(𝑠𝑡𝛼)𝑓 ‖𝐿∞ 𝑑𝑠

≤ 𝐶𝑡−
𝛼
2 ( 𝑛−𝜆

𝑞
)
(︂ ∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)𝑠

1
2 (1− 𝑛−𝜆

𝑞
) 𝑑𝑠

)︂
‖𝑓 ‖𝑞,𝜆, (3.4.19)
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como 𝑎 = 2 − 𝑛−𝜆
𝑞
> 1, segue da Proposição 2.3.2., item (𝑖𝑖) que

‖∇𝐸𝛼,𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))𝑓 ‖𝐿∞ ≤ 𝐶
Γ(1

2(𝑎+ 1))
Γ(1 + 𝛼

2 (𝑎− 1))𝑡
− 𝛼

2 (1+ 𝑛−𝜆
𝑞

)‖𝑓 ‖𝑞,𝜆

≤ 𝐶𝑡−
𝛼
2 (1+ 𝑛−𝜆

𝑞
)‖𝑓 ‖𝑞,𝜆,

e provamos (3.4.13).

Finalizando nossa demonstração, usando (2.2.35) temos

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝐸𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))𝑓 ‖𝐿∞ ≤ 𝑡

𝛼
2

∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)‖∇𝐺(𝑠𝑡𝛼)𝑓 ‖𝐿∞ 𝑑𝑠

≤ 𝑡
𝛼
2

(︂ ∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)𝐶(𝑠𝑡𝛼)− 1

2 ‖𝑓 ‖𝐵̇0
∞,∞

𝑑𝑠
)︂

≤ 𝐶
(︂ ∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)𝑠− 1

2 𝑑𝑠
)︂

‖𝑓 ‖𝐵̇0
∞,∞

≤ 𝐶
Γ(1

2)
Γ(1 − 𝛼

2 )‖𝑓 ‖𝐵̇0
∞,∞

≤ 𝐶‖𝑓 ‖𝐵̇0
∞,∞

,

e fica demostrado (3.4.14). Com isto encerramos a demonstração do Lema 3.4.1.
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4 BOA COLOCAÇÃO DO MODELO DE KELLER-SEGEL EM ESPAÇOS DE

BESOV-MORREY

Neste Capítulo estudamos a existência e unicidade de soluções globais (em tempo),

pertencentes a classe de Fujita-Kato. Também analisamos o comportamento assintó-

tico das soluções do problema de valor inicial (1.0.7), com dados iniciais pequenos,

pertencente ao espaço de Besov-Morrey 𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞ × 𝐵̇0

∞,∞, com 𝑛 ≥ 2, 0 ≤ 𝜆 < 𝑛 e

𝑏 = 2 − 𝑛−𝜆
𝑟

.

4.1 SOLUÇÃO GLOBAL DO MODELO DE KELLER-SEGEL

Apresentamos a seguir o teorema que garante a existência e unicidade das so-

luções globais [𝑢, 𝑣] ∈ 𝒳1 × 𝒳2, no sentido de Hadamard, pertencentes a classe de

Fujita-Kato do problema (1.0.7). Soluções estas construidas pelo princípio de Duha-

mel, na Seção 3.3.

Teorema 4.1.1. Assuma que 𝑛 ≥ 2, 0 ≤ 𝜆 ≤ 𝑛−2, 𝑛−𝜆
2 < 𝑟 < 𝑛−𝜆 < 𝑞 < ∞ e suponha

que 𝑢0 ∈ 𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞ e 𝑣0 ∈ 𝐵̇0

∞,∞. Para 𝜖 > 0 suficientemente pequeno, existem 𝛿1 = 𝛿1(𝜖) e

𝛿2 = 𝛿2(𝜖) tais que o problema (1.0.7) tem uma solução global branda [𝑢, 𝑣] pertencente

a classe de Fujita-Kato 𝒳1×𝒳2, desde que ‖𝑢0 ‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

≤ 𝛿1 e ‖𝑣0 ‖𝐵̇0
∞,∞

≤ 𝛿2. Além disso,

a solução é única satisfazendo ‖𝑢‖𝒳1
≤ 2𝜖 e ‖𝑣‖𝒳2

≤ (1 + 2(𝑇4 + 𝑇5))𝜖, onde 𝑇4 e 𝑇5

são dadas no Lema 4.3.1.

A seguir, definiremos nas próximas seções os operadores ℬ e 𝒯 , e por fim, faremos

a demonstração do Teorema 4.1.1, usando um argumento de ponto fixo.
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4.2 ESTIMATIVAS PARA O OPERADOR BILINEAR ℬ

Nesta seção, definimos o operador bilinear ℬ como parte integrante da solução

do problema (1.0.7), e demonstramos sua contínuidade. Além disso apresentamos

um lema, bastante útil à demonstração do resultado de existência de solução para o

modelo fracionário de Keller-Segel.

Definição 4.2.1. Para 𝑡 ∈ (0,+∞), definimos o operador bilinear ℬ como

ℬ(𝑢, 𝑣)(𝑡) = −
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1∇𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼Δ)(𝑢∇𝑣)(𝑠) 𝑑𝑠, (4.2.1)

onde 𝐸𝛼,𝛼 é o operador de Mittag-Leffler é dado pela Proposição 3.1.5.

Lema 4.2.1. Sob as hipóteses do Teorema 4.1.1 existem constantes 𝑇1, 𝑇2 e 𝑇3, tais

que, para todo par [𝑢, 𝑣] ∈ 𝒳1 × 𝒳2,

sup
𝑡>0

‖ℬ(𝑢, 𝑣)(𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

≤ 𝑇1 sup
𝑡>0

‖𝑢(𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

sup
𝑡>0

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞ , (4.2.2)

sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖ℬ(𝑢, 𝑣)(𝑡)‖𝑟,𝜆 ≤ 𝑇2 sup

𝑡>0
𝑡

𝛼𝑏
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆 sup

𝑡>0
𝑡

𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞ , (4.2.3)

sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑎
2 ‖ℬ(𝑢, 𝑣)(𝑡)‖𝑞,𝜆 ≤ 𝑇3(sup

𝑡>0
𝑡

𝛼𝑏
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆 + sup

𝑡>0
𝑡

𝛼𝑎
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑞,𝜆)

× sup
𝑡>0

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞ . (4.2.4)

Demonstração. Utilizando a desigualdade (3.4.3) do Lema 3.4.1, segue

‖ℬ(𝑢, 𝑣)(𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

≤
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1‖∇𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼Δ)(𝑢∇𝑣)(𝑠)‖𝒩 −𝑏

𝑟,𝜆,∞
𝑑𝑠

≤ 𝐶
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼

2 −1‖(𝑢∇𝑣)(𝑠)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

𝑑𝑠

≤ 𝐶
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼

2 −1‖𝑢(𝑠)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

‖∇𝑣(𝑠)‖𝐿∞ 𝑑𝑠 (4.2.5)

≤ 𝐶
(︂ ∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼

2 −1𝑠− 𝛼
2 𝑑𝑠

)︂
sup
𝑡>0

‖𝑢(𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

sup
𝑡>0

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞

≤ 𝐶
(︂ ∫︁ 1

0
(1 − 𝑧)𝛼

2 −1𝑧− 𝛼
2 𝑑𝑧

)︂
sup
𝑡>0

‖𝑢(𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

sup
𝑡>0

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞

= 𝐶𝐵(𝛼/2, 1 − 𝛼/2) sup
𝑡>0

‖𝑢(𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

sup
𝑡>0

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞

= 𝑇1 sup
𝑡>0

‖𝑢(𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

sup
𝑡>0

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞ , (4.2.6)

onde em (4.2.5) usamos a inclusão contínua 𝐿∞ →˓ 𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞. Em (4.2.6) usamos a igual-

dade
∫︀ 1

0 (1 − 𝑧)𝛼
2 −1𝑧− 𝛼

2 𝑑𝑧 = 𝐵(𝛼/2, 1 − 𝛼/2), e o fato dessa integral ser finita, nos dá a

constante positiva 𝑇4 e assim obtemos a estimativa (4.2.2).
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Como 𝑡
𝛼𝑏
2 ‖ℬ(𝑢, 𝑣)(𝑡)‖𝑟,𝜆 ≤ 𝑡

𝛼𝑏
2
∫︀ 𝑡

0(𝑡 − 𝑠)𝛼−1‖∇𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼Δ)(𝑢∇𝑣)(𝑠)‖𝑟,𝜆 𝑑𝑠, segue

da desigualdade (3.4.4) que,

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖ℬ(𝑢, 𝑣)(𝑡)‖𝑟,𝜆 ≤ 𝐶𝑡

𝛼𝑏
2

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1(𝑡− 𝑠)− 𝛼

2 ‖(𝑢∇𝑣)(𝑠)‖𝑟,𝜆 𝑑𝑠

≤ 𝐶𝑡
𝛼𝑏
2

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼

2 −1‖(𝑢(𝑠)‖𝑟,𝜆‖∇𝑣(𝑠)‖𝐿∞ 𝑑𝑠

≤ 𝐶𝑡
𝛼𝑏
2

(︂ ∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼

2 −1𝑠− 𝛼
2 − 𝛼𝑏

2 𝑑𝑠
)︂

× sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖(𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆 sup

𝑡>0
𝑡

𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞ . (4.2.7)

Fazendo a mudança de variáveis 𝑤 = 𝑠/𝑡 em (4.2.7) , obtemos

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖ℬ(𝑢, 𝑣)(𝑡)‖𝑟,𝜆

≤ 𝐶
(︂ ∫︁ 1

0
(1 − 𝑤)𝛼

2 −1𝑤− 𝛼
2 (1+𝑏) 𝑑𝑤

)︂
sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖(𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆 sup

𝑡>0
𝑡

𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞

≤ 𝐶
(︂ ∫︁ 1

0
𝑠− 𝛼

2 (1+𝑏) 𝑑𝑠
)︂

sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖(𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆 sup

𝑡>0
𝑡

𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞ , (4.2.8)

em (4.2.8)
∫︀ 1

0 𝑠
− 𝛼

2 (1+𝑏) 𝑑𝑠 < ∞, e tem resultado positivo, pois 𝑛−𝜆
2 < 𝑟 < 𝑛 − 𝜆, implica

em, 𝑏 = 2 − 𝑛−𝜆
𝑟
< 1, portanto, 1 − 𝛼

2 (1 + 𝑏) > 0. Com isto concluímos que

sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖ℬ(𝑢, 𝑣)(𝑡)‖𝑟,𝜆 ≤ 𝑇2 sup

𝑡>0
𝑡

𝛼𝑏
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆 sup

𝑡>0
𝑡

𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞ ,

como desejavamos.

Por fim, faremos a seguinte estimativa

𝑡
𝛼𝑎
2 ‖ℬ(𝑢, 𝑣)(𝑡)‖𝑞,𝜆

≤ 𝑡
𝛼𝑎
2

∫︁ 𝑡
2

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1‖∇𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼Δ)(𝑢∇𝑣)(𝑠)‖𝑞,𝜆 𝑑𝑠

+𝑡𝛼𝑎
2

∫︁ 𝑡

𝑡
2

(𝑡− 𝑠)𝛼−1‖∇𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼Δ)(𝑢∇𝑣)(𝑠)‖𝑞,𝜆 𝑑𝑠

≤ 𝐶𝑡
𝛼𝑎
2

∫︁ 𝑡
2

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1(𝑡− 𝑠)− 𝛼

2 (1+ 𝑛−𝜆
𝑟

− 𝑛−𝜆
𝑞

)‖𝑢∇𝑣(𝑠)‖𝑟,𝜆 𝑑𝑠

+𝐶𝑡𝛼𝑎
2

∫︁ 𝑡

𝑡
2

(𝑡− 𝑠)𝛼−1(𝑡− 𝑠)− 𝛼
2 ‖𝑢∇𝑣(𝑠)‖𝑞,𝜆 𝑑𝑠 (4.2.9)

≤ 𝐶𝑡
𝛼𝑎
2

∫︁ 𝑡
2

0
(𝑡− 𝑠)

𝛼
2 (1+ 𝑛−𝜆

𝑟
− 𝑛−𝜆

𝑞
)−1‖𝑢(𝑠)‖𝑟,𝜆‖∇𝑣(𝑠)‖𝐿∞ 𝑑𝑠 (4.2.10)

+𝐶𝑡𝛼𝑎
2

∫︁ 𝑡

𝑡
2

(𝑡− 𝑠)𝛼
2 −1‖𝑢(𝑠)‖𝑞,𝜆‖∇𝑣(𝑠)‖𝐿∞ 𝑑𝑠

≤ 𝐶
(︂ ∫︁ 1

2

0
(1 − 𝑠)𝛼

2 (𝑏−𝑎+1)−1𝑠− 𝛼
2 (1+𝑏) 𝑑𝑠

)︂
sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆 sup

𝑡>0
𝑡

𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞

+𝐶
(︂ ∫︁ 1

1
2

(1 − 𝑠)𝛼
2 −1𝑠− 𝛼

2 (1+𝑎) 𝑑𝑠
)︂

sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑎
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑞,𝜆 sup

𝑡>0
𝑡

𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞ (4.2.11)

≤ 𝐶
(︂ ∫︁ 1

2

0
𝑠− 𝛼

2 (1+𝑏) 𝑑𝑠
)︂

sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆 sup

𝑡>0
𝑡

𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑠)‖𝐿∞
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+𝐶
(︂ ∫︁ 1

2

0
𝑠

𝛼
2 −1 𝑑𝑠

)︂
sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑎
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑞,𝜆 sup

𝑡>0
𝑡

𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞ (4.2.12)

= 𝑇3

(︂
sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆 + sup

𝑡>0
𝑡

𝛼𝑎
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑞,𝜆

)︂
sup
𝑡>0

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞ ,

em (4.2.9) usamos as desigualdades (3.4.5) e (3.4.6) do Lema 3.4.1. Para (4.2.10) se-

gue de 𝐿∞ →˓ ℳ𝑟,𝜆 e 𝐿∞ →˓ ℳ𝑞,𝜆. Em (4.2.11) usamos um raciocínio análigo ao de

(4.2.2) e finalizamos, observando que em (4.2.12) as integrais são finitas e positivas.

Com isto encerramos a demonstração do Lema 4.2.1.

Observação 4.2.1. Com as estimativas estabelecidas no Lema 4.2.1, vemos que para

[𝑢, 𝑣] ∈ 𝒳1 × 𝒳2,

‖ℬ(𝑢, 𝑣)‖𝒳1
= sup

𝑡>0
‖ℬ(𝑢, 𝑣)(𝑡)‖𝒩 −𝑏

𝑟,𝜆,∞
+ sup

𝑡>0
𝑡

𝛼𝑏
2 ‖ℬ(𝑢, 𝑣)(𝑡)‖𝑟,𝜆 + sup

𝑡>0
𝑡

𝛼𝑎
2 ‖ℬ(𝑢, 𝑣)(𝑡)‖𝑞,𝜆

≤ 𝑇1 sup
𝑡>0

‖𝑢(𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

sup
𝑡>0

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞

+𝑇2 sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆 sup

𝑡>0
𝑡

𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞

+𝑇3(sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆 + sup

𝑡>0
𝑡

𝛼𝑎
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑞,𝜆) sup

𝑡>0
𝑡

𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞ .

Usando então (3.2.12) e (3.2.13), obtemos as seguintes desigualdades

𝑇1 sup
𝑡>0

‖𝑢(𝑡)‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

sup
𝑡>0

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞ ≤ 𝑇1‖𝑢‖𝒳1

‖𝑣‖𝒳2
, (4.2.13)

𝑇2 sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆 sup

𝑡>0
𝑡

𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞ ≤ 𝑇2‖𝑢‖𝒳1

‖𝑣‖𝒳2
, (4.2.14)

𝑇3(sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆 + sup

𝑡>0
𝑡

𝛼𝑎
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑞,𝜆)

× sup
𝑡>0

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞ ≤ 𝑇3‖𝑢‖𝒳1

‖𝑣‖𝒳2
, (4.2.15)

somando (4.2.13), (4.2.14) e (4.2.15) e observando que 𝑇𝑖 ≤ (𝑇1 + 𝑇2 + 𝑇3), com 𝑖 ∈

{1, 2, 3}, obtemos a continuidade do operador bilinear ℬ no espaço 𝒳1.

‖ℬ(𝑢, 𝑣)‖𝒳1
≤ (𝑇1 + 𝑇2 + 𝑇3)‖𝑢‖𝒳1

‖𝑣‖𝒳2
. (4.2.16)

4.3 ESTIMATIVAS PARA O OPERADOR LINEAR 𝒯

De maneira análoga ao que foi feito com o operador ℬ, definimos aqui o operador

linear 𝒯 como parte integrante da solução do problema (1.0.7) e demonstramos sua

contínuidade.
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Definição 4.3.1. Definimos o operador linear 𝒯 como

𝒯 (𝑢)(𝑡) =
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼(Δ − 𝛾))𝑢(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡 ∈ (0,+∞). (4.3.1)

Lema 4.3.1. Sob as hipóteses do Teorema 4.1.1, existem constantes 𝑇4 e 𝑇5 tais que,

sup
𝑡>0

‖𝒯 (𝑢)(𝑡)‖𝐵̇0
∞,∞

≤ 𝑇4 sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑎
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑞,𝜆, (4.3.2)

sup
𝑡>0

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝒯 (𝑢)(𝑡)‖𝐿∞ ≤ 𝑇5(sup

𝑡>0
𝑡

𝛼𝑏
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆 + sup

𝑡>0
𝑡

𝛼𝑎
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑞,𝜆), (4.3.3)

para toda função 𝑢 ∈ 𝒳1.

Demonstração. Para demonstrar (4.3.2), utilizamos a inclusão contínua 𝐿∞ →˓ 𝐵̇0
∞,∞ e

a estimativa (3.4.11) do Lema 3.4.1, e teremos

‖𝒯 (𝑢)(𝑡)‖𝐵̇0
∞,∞

≤
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1‖𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼(Δ − 𝛾)𝑢(𝑠)‖𝐵̇0

∞,∞
𝑑𝑠

≤ 𝐶
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1‖𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼(Δ − 𝛾)𝑢(𝑠)‖𝐿∞ 𝑑𝑠 (4.3.4)

≤ 𝐶
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1(𝑡− 𝑠)− 𝛼

2 ( 𝑛−𝜆
𝑞

)‖𝑢(𝑠)‖𝑞,𝜆 𝑑𝑠

≤ 𝐶
(︂ ∫︁ 1

0
(1 − 𝑠)𝛼− 𝛼

2 ( 𝑛−𝜆
𝑞

)−1𝑠− 𝛼𝑎
2 𝑑𝑠

)︂
sup
𝑡>0

𝑡−
𝛼𝑎
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑞,𝜆, (4.3.5)

uma vez que 1 − 𝛼𝑎
2 > 0 e 𝑛− 𝜆 < 𝑞, através de (4.3.5), segue que

sup
𝑡>0

‖𝒯 (𝑢)(𝑡)‖𝐵̇0
∞,∞

≤ 𝐶
(︂ ∫︁ 1

0
𝑠− 𝛼𝑎

2 𝑑𝑠
)︂

sup
𝑡>0

𝑡−
𝛼𝑎
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑞,𝜆

= 𝑇4 sup
𝑡>0

𝑡−
𝛼𝑎
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑞,𝜆,

levando em conta que
∫︀ 1

0 𝑠
− 𝛼𝑎

2 𝑑𝑠 < ∞, obtemos a constante positiva 𝑇4. Por fim, das

estimativas (3.4.12) e (3.4.13) segue-se

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝒯 (𝑢)(𝑡)‖𝐿∞ ≤ 𝑡

𝛼
2

∫︁ 𝑡
2

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1‖∇𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼(Δ − 𝛾))𝑢(𝑠)‖𝐿∞ 𝑑𝑠

+𝑡𝛼
2

∫︁ 𝑡

𝑡
2

(𝑡− 𝑠)𝛼−1‖∇𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼(Δ − 𝛾))𝑢(𝑠)‖𝐿∞ 𝑑𝑠

≤ 𝐶𝑡
𝛼
2

∫︁ 𝑡
2

0
(𝑡− 𝑠)𝛼

2 (𝑏−1)−1‖𝑢(𝑠)‖𝑟,𝜆 𝑑𝑠

+𝐶𝑡𝛼
2

∫︁ 𝑡

𝑡
2

(𝑡− 𝑠)𝛼
2 (𝑎−1)−1‖𝑢(𝑠)‖𝑞,𝜆 𝑑𝑠

≤ 𝐶𝑡
𝛼
2

∫︁ 𝑡
2

0
(𝑡− 𝑠)𝛼

2 (𝑏−1)−1𝑠− 𝛼𝑏
2 𝑑𝑠 sup

𝑡>0
𝑡

𝛼𝑏
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆

+𝐶𝑡𝛼
2

∫︁ 𝑡

𝑡
2

(𝑡− 𝑠)𝛼
2 (𝑎−1)−1𝑠− 𝛼𝑏

2 𝑑𝑠 sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑎
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑞,𝜆
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≤ 𝐶
(︂ ∫︁ 1

2

0
(1 − 𝑠)𝛼

2 (𝑏−1)−1𝑠− 𝛼𝑏
2 𝑑𝑠

)︂
sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆

+𝐶
(︂ ∫︁ 1

1
2

(1 − 𝑠)𝛼
2 (𝑏−1)−1𝑠− 𝛼𝑎

2 𝑑𝑠
)︂

sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑎
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑞,𝜆

≤ 𝑇5(sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆 + sup

𝑡>0
𝑡

𝛼𝑎
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑞,𝜆),

e com isto completamos a demonstração do Lema 4.3.1.

Observação 4.3.1. Para 𝑢 ∈ 𝒳1, segue então do Lema 4.3.1 que,

‖𝒯 (𝑢)‖𝒳2
= sup

𝑡>0
‖𝒯 (𝑢)‖𝐵̇0

∞,∞
+ sup

𝑡>0
𝑡

𝛼
2 ‖∇𝒯 (𝑢)‖𝐿∞

≤ 𝑇4 sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑎
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑞,𝜆 + 𝑇5(sup

𝑡>0
𝑡

𝛼𝑏
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑟,𝜆 + sup

𝑡>0
𝑡

𝛼𝑎
2 ‖𝑢(𝑡)‖𝑞,𝜆)

≤ 𝑇4‖𝑢(𝑡)‖𝒳1
+ 𝑇5‖𝑢(𝑡)‖𝒳1

(4.3.6)

≤ (𝑇4 + 𝑇5)‖𝑢(𝑡)‖𝒳1
. (4.3.7)

onde (4.3.6) segue de (3.2.12) e em (4.3.7) é valido, pois 𝑇𝑖 ≤ (𝑇4 + 𝑇5) onde 𝑖 ∈ {4, 5},

e segue a continuidade do operador 𝒯 no espaço 𝒳2.

4.4 DEMONSTRAÇÃO DA BOA COLOCAÇÃO DO MODELO DE KELLER-SEGEL FRA-

CIONÁRIO

Faremos agora a demonstração do Teorema 4.1.1 utilizando a continuidade dos

operadores ℬ e 𝒯 . Usaremos agora um argumento de ponto fixo, a saber, o Teorema

2.5.2.

Demonstração. Consideremos as funções 𝑢̃ e 𝑣 dadas pelas expressões

𝑢̃ = 𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑢0 e 𝑣 = 𝐸𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))𝑣0, 𝑡 ∈ (0,+∞),

e tomemos 𝜖, tal que,

0 < 𝜖 <
1

2(𝑇1 + 𝑇2 + 𝑇3)(1 + 2(𝑇4 + 𝑇5))
, (4.4.1)

‖ 𝑢̃‖𝒳1
≤ 3𝐶‖𝑢0 ‖𝒩 −𝑏

𝑟,𝜆,∞
,

e das desigualdades (3.4.10) e (3.4.14), segue-se

‖𝑣‖𝒳2
≤ 2𝐶‖𝑣0 ‖𝐵̇0

∞,∞
.
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Escolhendo então ‖𝑢0 ‖𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞

≤ 𝛿1 = 𝜖
3𝐶

e ‖𝑣0 ‖𝐵̇0
∞,∞

≤ 𝛿2 = 𝜖
2𝐶

, teremos

‖ 𝑢̃‖𝒳1
≤ 𝜖 e ‖𝑣‖𝒳2

≤ 𝜖.

Aplicando o Teorema 2.5.2, concluímos que existe uma única solução 𝑢 ∈ 𝒳1, com

‖𝑢‖𝒳1
≤ 2𝜖, para a equação

𝑢(𝑡) = 𝑢̃+ ℬ(𝑢, 𝑣)(𝑡),

onde 𝑣 = 𝑣 + 𝒯 (𝑢) ∈ 𝒳2, e ℬ(𝑢, 𝑣) e 𝒯 (𝑢) são dados pelas Definições 4.2.1 e 4.3.1,

respectivamente. Além disso,

‖𝑣‖𝒳2
≤ ‖𝑣‖𝒳2

+ ‖𝒯 (𝑢)‖𝒳2

≤ 𝜖+ (𝑇4 + 𝑇5)‖𝑢‖𝒳1
(4.4.2)

≤ (1 + 2(𝑇4 + 𝑇5))𝜖,

onde em (4.4.2), usamos a Observação 4.3.1 e por fim, pela escolha do 𝜖 temos a

seguinte estimativa

‖𝑢‖𝒳1
≤ ‖ 𝑢̄‖𝒳1

+ ‖ℬ(𝑢, 𝑣)(𝑡)‖𝒳1

≤ 𝜖+ (𝑇1 + 𝑇2 + 𝑇3)‖𝑢‖𝒳1
‖𝑣‖𝒳2

≤ 𝜖+ (𝑇1 + 𝑇2 + 𝑇3)(2𝜖)(‖𝑣‖𝒳2
+ ‖𝒯 (𝑢)‖𝒳2

)

≤ 𝜖+ (𝑇1 + 𝑇2 + 𝑇3)(2𝜖)(𝜖+ (𝑇4 + 𝑇5)‖𝑢‖𝒳1
)

≤ 𝜖+ (𝑇1 + 𝑇2 + 𝑇3)(2𝜖)(𝜖+ (𝑇4 + 𝑇5)(2𝜖))

< 2𝜖,

isto implica que (𝑇1 + 𝑇2 + 𝑇3)(2𝜖)(𝜖+ (𝑇4 + 𝑇5)(2𝜖)) < 𝜖, e portanto

0 < 𝜖 <
1

2(𝑇1 + 𝑇2 + 𝑇3)(1 + 2(𝑇4 + 𝑇5))
,

e completamos assim a demonstração do Teorema 4.1.1.

4.5 SOLUÇÕES AUTO-SIMILARES

Nesta seção, mostraremos que para o caso 𝛾 = 0, a existência de soluções auto-

similares para o problema (1.0.7) segue do Teorema 4.1.1.
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Corolário 4.5.1. Considerando as hipóteses do Teorema 4.1.1, com 𝑢0 ∈ 𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞ e

𝑣0 ∈ 𝐵̇0
∞,∞ funções homogêneas de grau −2 e 0, respectivamente. Então a solução

[𝑢, 𝑣], obtida no Teorema 4.1.1, é auto-similar, isto é, satisfaz (1.0.7).

Demonstração. Tome 𝑢0 e 𝑣0 funções homogêneas de grau −2 e 0, respectivamente.

Segue de (FERREIRA; PRECIOSO, 2011), Observação 4.2, que a solução [𝑢, 𝑣], dada

pelo Teorema 4.1.1, é o limite da seguinte sequência de Picard:

𝑢1(𝑡) = 𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑢0,

𝑢𝑛+1(𝑡) = 𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑢0 −
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1∇𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼Δ))(𝑢𝑛∇𝑣𝑛)(𝑠) 𝑑𝑠,

𝑣𝑛(𝑡) = 𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑣0 +
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1∇𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼Δ))𝑢𝑛(𝑠) 𝑑𝑠,

com 𝑛 ∈ N. Além disso, as identidades

𝜎2(𝐺(𝜎2𝑡)𝑢0)(𝜎𝑥) = (𝐺(𝑡)𝑢0)(𝑥) (4.5.1)

e

(𝐺(𝜎2𝑡)𝑣0)(𝜎𝑥) = (𝐺(𝑡)𝑣0)(𝑥), (4.5.2)

são verdadeiras. De fato, expandindo 𝜎2(𝐺(𝜎2𝑡)𝑢0)(𝜎𝑥) obtemos

𝜎2(𝐺(𝜎2𝑡)𝑢0)(𝜎𝑥) = 𝜎2
∫︁
R𝑛
𝑔(𝑦 − 𝜎𝑥, 𝜎2𝑡)𝑢0(𝑦) 𝑑𝑦

= 𝜎2
∫︁
R𝑛

(4𝜋𝜎2𝑡)− 𝑛
2 𝑒− |𝑦−𝜎𝑥|2

4𝜎2𝑡 𝑢0(𝑦) 𝑑𝑦

= 𝜎2(𝜎2)− 𝑛
2

∫︁
R𝑛

(4𝜋𝑡)− 𝑛
2 𝑒− | 𝑦

𝜎 −𝑥|2

4𝑡 𝑢0(𝑦) 𝑑𝑦

= 𝜎2𝜎−𝑛
∫︁
R𝑛

(4𝜋𝑡)− 𝑛
2 𝑒− | 𝑦

𝜎 −𝑥|2

4𝑡 𝑢0(𝑦) 𝑑𝑦.

Fazendo a mudança de variável 𝑦 = 𝜎𝑧 ⇒ 𝑑𝑦 = 𝜎𝑛𝑑𝑧, temos

𝜎2(𝐺(𝜎2𝑡)𝑢0)(𝜎𝑥) = 𝜎2𝜎−𝑛
∫︁
R𝑛

(4𝜋𝑡)− 𝑛
2 𝑒− |𝑧−𝑥|2

4𝑡 𝑢0(𝜎𝑧)𝜎𝑛 𝑑𝑧

= 𝜎2
∫︁
R𝑛

(4𝜋𝑡)− 𝑛
2 𝑒− |𝑧−𝑥|2

4𝑡 𝜎−2𝑢0(𝑧) 𝑑𝑧

= (𝐺(𝑡)𝑢0)(𝑥).

Analisando agora o termo (𝐺(𝜎2𝑡)𝑣0)(𝜎𝑥) encontramos de maneira análoga

(𝐺(𝜎2𝑡)𝑣0)(𝜎𝑥) = (𝐺(𝑡)𝑣0)(𝑥). (4.5.3)
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Aplicando as igualdades (4.5.1) e (2.4.1) obtemos

𝜎2𝑢1(𝜎𝑥, 𝜎
2
𝛼 𝑡) = 𝜎2

∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)(𝐺(𝜎2𝑠𝑡𝛼)𝑢0)(𝜎𝑥) 𝑑𝑠

=
∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)(𝐺(𝜎2𝑡𝛼)𝑢0)(𝑥) 𝑑𝑠

= 𝑢1(𝑥, 𝑡),

e daí concluímos que 𝑢1 é auto-similar. Por outro lado, da igualdade (4.5.2) vemos que

(𝐸𝛼(𝜎2𝑡𝛼Δ)𝑣0)(𝜎𝑥) =
∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)(𝐺(𝜎2𝑠𝑡𝛼)𝑣0)(𝜎𝑥) 𝑑𝑠

=
∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)(𝐺(𝑠𝑡𝛼)𝑣0)(𝑥) 𝑑𝑠

= (𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑣0)(𝑥), (4.5.4)

e levando em conta que 𝑢1 é auto-similar, segue a identidade

𝜎2(𝐸𝛼,𝛼(𝜎2(𝑡− 𝑠)𝛼Δ)𝑢1(𝜎
2
𝛼 𝑠))(𝜎𝑥)

= 𝜎2
∫︁ +∞

0
𝛼𝑠𝑀𝛼(𝑠)(𝐺(𝜎2𝑠(𝑡− 𝑠)𝛼)𝑢1(𝜎

2
𝛼 𝑠)(𝜎𝑥) 𝑑𝑠

= 𝜎2
∫︁ +∞

0
𝛼𝑠𝑀𝛼(𝑠)

(︃∫︁
R𝑛

(4𝜋𝜎2𝑠(𝑡− 𝑠)𝛼)−𝑛/2𝑒
− |𝑦−𝜎𝑥|2

4𝜎2𝑠(𝑡−𝑠)𝛼 𝑢1(𝑦, 𝜎
2
𝛼 𝑠) 𝑑𝑦

)︃
𝑑𝑠

=
∫︁ +∞

0
𝛼𝑠𝑀𝛼(𝑠)

(︃∫︁
R𝑛

(4𝜋𝜎2𝑠(𝑡− 𝑠)𝛼)−𝑛/2𝑒− |𝑧−𝑥|2
4𝑠(𝑡−𝑠)𝛼 𝜎2𝑢1(𝜎𝑧, 𝜎

2
𝛼 𝑠) 𝑑𝑧

)︃
𝑑𝑠

=
∫︁ +∞

0
𝛼𝑠𝑀𝛼(𝑠)

(︃∫︁
R𝑛

(4𝜋𝜎2𝑠(𝑡− 𝑠)𝛼)−𝑛/2𝑒− |𝑧−𝑥|2
4𝑠(𝑡−𝑠)𝛼 𝑢1(𝑧, 𝑠) 𝑑𝑧

)︃
𝑑𝑠

= (𝐸𝛼,𝛼

(︁
(𝑡− 𝑠)𝛼Δ))𝑢1(𝑠))(𝑥). (4.5.5)

Das identidades (4.5.4), (4.5.5) podemos afirmar que 𝑣1 também é auto-similar.

De fato,

𝑣1(𝜎𝑥, 𝜎
2
𝛼 𝑡) = (𝐸𝛼(𝜎2𝑡𝛼Δ)𝑣0)(𝜎𝑥) + 𝜎2

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1(𝐸𝛼,𝛼(𝜎2(𝑡− 𝑠)𝛼Δ)𝑢1(𝜎

2
𝛼 𝑠))(𝜎𝑥) 𝑑𝑠

= (𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝑣0)(𝑥) +
∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1(𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼Δ)𝑢1(𝑠))(𝑥) 𝑑𝑠

= 𝑣1(𝑥, 𝑡),

e com isto vemos que 𝑣1 também é auto-similar.

Através de um processo indutivo podemos verificar que [𝑢𝑛, 𝑣𝑛] satisfaz a proprie-

dade de escala

𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝜎2𝑢𝑛(𝜎𝑥, 𝜎 𝛼
2 𝑡) e 𝑣𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝑣𝑛(𝜎𝑥, 𝜎 𝛼

2 𝑡),
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para todo 𝑛 ∈ N. Como a solução [𝑢, 𝑣] é o limite da sequência {[𝑢𝑛, 𝑣𝑛]}𝑛∈N em 𝒳1×𝒳2,

e a norma ‖ · ‖𝒳1×𝒳2
é invariante pela escala, segue-se que [𝑢, 𝑣] satisfaz (1.0.7), sendo

portanto, uma solução auto-similar.

4.6 COMPORTAMENTO ASSINTÓTICO

Nesta seção apresentamos um resultado de estabilidade assintótica para a solução

do problema (1.0.7) e monstramos que para o caso particular, 𝛾 = 0, cada solução

auto-similar é um atrator para soluções perturbadas, com dados iniciais homogêneos

de grau −2 e 0, em espaços de Besov-Morrey.

Teorema 4.6.1. Considerando as hipóteses do Teorema 4.1.1, com [𝑢, 𝑣] e [𝑢̄, 𝑣] duas

soluções dadas pelo Teorema 4.1.1, e dados iniciais [𝑢0, 𝑣0], [𝑢̄0, 𝑣0], respectivamente.

Sejam 𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ) e 𝐸𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾)) os operadores de Mittag-Leffler associados aos ope-

radores Δ e Δ − 𝛾, respectivamente. Então

lim
𝑡→+∞

(︂
𝑡

𝛼𝑏
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)(𝑢0 − 𝑢̄0)‖𝑟,𝜆 + 𝑡

𝛼𝑎
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)(𝑢0 − 𝑢̄0)‖𝑞,𝜆

+ 𝑡
𝛼
2 ‖∇𝐸𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))(𝑣0 − 𝑣0)‖𝐿∞

)︂
= 0, (4.6.1)

se, e somente se,

lim
𝑡→+∞

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖(𝑢− 𝑢̄)(·, 𝑡)‖𝑟,𝜆 = lim

𝑡→+∞
𝑡

𝛼𝑎
2 ‖(𝑢− 𝑢̄)(·, 𝑡)‖𝑞,𝜆

= lim
𝑡→+∞

𝑡
𝛼
2 ‖∇(𝑣 − 𝑣)(·, 𝑡)‖𝐿∞ = 0. (4.6.2)

Demonstração. Suponhamos inicialmente que a condição (4.6.1) se verifica. Sejam

[𝑢, 𝑣] e [𝑢̄, 𝑣] duas soluções brandas dadas pelo Teorema 4.1.1. Então

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖𝑢(𝑡) − 𝑢̄(𝑡)‖𝑟,𝜆 ≤ 𝑡

𝛼𝑏
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)(𝑢0 − 𝑢̄0)‖𝑟,𝜆 + 𝑈(𝑡), (4.6.3)

onde

𝑈(𝑡) = 𝑡
𝛼𝑏
2

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1‖∇𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼Δ)(𝑢∇𝑣 − 𝑢̄∇𝑣)(𝑠)‖𝑟,𝜆 𝑑𝑠. (4.6.4)
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Inferimos a seguinte estimativa a priori para 𝑈(𝑡):

𝑈(𝑡) ≤ 𝐶𝑡
𝛼𝑏
2

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼

2 −1‖(𝑢∇𝑣 − 𝑢̄∇𝑣)(𝑠)‖𝑟,𝜆 𝑑𝑠

≤ 𝐶𝑡
𝛼𝑏
2

(︂ ∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼

2 −1
(︂

‖(𝑢− 𝑢̄)(𝑠)‖𝑟,𝜆‖∇𝑣(𝑠)‖𝐿∞ + ‖∇(𝑣 − 𝑣)(𝑠)‖𝐿∞‖ 𝑢̄‖𝑟,𝜆

)︂
𝑑𝑠

≤ 𝐶𝑡
𝛼𝑏
2

(︂ ∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼

2 −1𝑠
𝛼
2 (1+𝑏)𝑠

𝛼𝑏
2 ‖(𝑢− 𝑢̄)(𝑠)‖𝑟,𝜆 𝑑𝑠

)︂
sup
𝑡>0

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑡)‖𝐿∞

+𝐶𝑡𝛼𝑏
2

(︂ ∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼

2 −1𝑠
𝛼
2 (1+𝑏)𝑠

𝛼
2 ‖(𝑣 − 𝑣)(𝑠)‖𝐿∞ 𝑑𝑠

)︂
sup
𝑡>0

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖ 𝑢̄(𝑡)‖𝑟,𝜆. (4.6.5)

Tomando 𝜎1 = 1 + 2(𝑇4 + 𝑇5), 𝜎2 = 𝑇1 + 𝑇2 + 𝑇3 e 𝜎̄1 = 𝜎1 + 2𝑇5 (notemos que

𝜎̄1 ≤ 2𝜎2), podemos escolher 𝜖 > 0 na demonstração do Teorema 4.1.1 de modo que

2𝜎2𝜎1𝜖 <
1
2 . Como

‖𝑢‖𝒳1
, ‖ 𝑢̄‖𝒳1

≤ 2𝜖 𝑒 ‖𝑣‖𝒳2
, ‖𝑣‖𝒳2

≤ 𝜖𝜎1, (4.6.6)

temos

𝑈(𝑡) ≤ 𝐶𝜖𝜎1

∫︁ 1

0
(1 − 𝑧)𝛼

2 −1𝑧
𝛼
2 (1+𝑏)(𝑡𝑧)𝛼𝑏

2 ‖(𝑢− 𝑢̄)(𝑡𝑧)‖𝑟,𝜆 𝑑𝑧

+2𝐶𝜖
∫︁ 1

0
(1 − 𝑧)𝛼

2 −1𝑧
𝛼
2 (1+𝑏)(𝑡𝑧)𝛼

2 ‖∇(𝑣 − 𝑣)(𝑡𝑧)‖𝐿∞ 𝑑𝑧. (4.6.7)

Na sequência estimamos a norma do termo ∇(𝑣− 𝑣) em 𝐿∞. Notando inicialmente

que

𝑡
𝛼
2 ‖∇(𝑣 − 𝑣)(𝑡)‖𝐿∞ ≤ 𝑡

𝛼
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))(𝑣0 − 𝑣0)‖𝐿∞ + 𝑉 (𝑡), (4.6.8)

onde

𝑉 (𝑡) = 𝑡
𝛼
2

∫︁ 𝑡

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1‖𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼(Δ − 𝛾))(𝑢(𝑠) − 𝑢̄(𝑠))‖𝐿∞ 𝑑𝑠. (4.6.9)

Obtemos a seguinte estimativa para 𝑉 (𝑡),

𝑉 (𝑡) = 𝑡
𝛼
2

∫︁ 𝑡
2

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1‖𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼(Δ − 𝛾))(𝑢(𝑠) − 𝑢̄(𝑠))‖𝐿∞ 𝑑𝑠

+𝑡𝛼
2

∫︁ 𝑡

𝑡
2

(𝑡− 𝑠)𝛼−1‖𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼(Δ − 𝛾))(𝑢(𝑠) − 𝑢̄(𝑠))‖𝐿∞ 𝑑𝑠

≤ 𝐶𝑡
𝛼
2

∫︁ 𝑡
2

0
(𝑡− 𝑠)𝛼

2 (1− 𝑛−𝜆
𝑟

)−1‖(𝑢(𝑠) − 𝑢̄(𝑠))‖𝑟,𝜆 𝑑𝑠

+𝐶𝑡𝛼
2

∫︁ 𝑡

𝑡
2

(𝑡− 𝑠)
𝛼
2 (1− 𝑛−𝜆

𝑞
)−1‖(𝑢(𝑠) − 𝑢̄(𝑠))‖𝑞,𝜆 𝑑𝑠

≤ 𝐶
∫︁ 1

2

0
(1 − 𝑠)𝛼

2 (𝑏−1)−1𝑠− 𝛼𝑎
2 (𝑡𝑠)𝛼𝑏

2 ‖(𝑢(𝑡𝑠) − 𝑢̄(𝑡𝑠)‖𝑟,𝜆 𝑑𝑠

+𝐶
∫︁ 1

1
2

(1 − 𝑠)𝛼
2 (𝑎−1)−1𝑠− 𝛼𝑎

2 (𝑡𝑠)𝛼𝑎
2 ‖(𝑢(𝑡𝑠) − 𝑢̄(𝑡𝑠)‖𝑞,𝜆 𝑑𝑠. (4.6.10)
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Faremos agora a estimativa para ‖ · ‖𝑞,𝜆 de 𝑡𝛼𝑎/2(𝑢 − 𝑢̄) usando as estimativas

(3.4.5) e (3.4.6) temos

𝑡
𝛼𝑎
2 ‖𝑢− 𝑢̄‖𝑞,𝜆 ≤ 𝑡

𝛼𝑎
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)(𝑢0 − 𝑢̄0)‖𝑞,𝜆 + 𝑆1(𝑡) + 𝑆2(𝑡), (4.6.11)

onde 𝑆1(𝑡) e 𝑆2(𝑡) são dados por

𝑆1(𝑡) = 𝐶𝑡
𝛼𝑎
2

∫︁ 𝑡
2

0
(𝑡− 𝑠)𝛼

2 (𝑏−𝑎+1)−1‖(𝑢− 𝑢̄)(𝑠)‖𝑟,𝜆‖∇𝑣(𝑠)‖𝐿∞ 𝑑𝑠

+𝐶𝑡𝛼𝑎
2

∫︁ 𝑡

𝑡
2

(𝑡− 𝑠)𝛼
2 (𝑏−𝑎+1)−1‖∇(𝑣 − 𝑣)(𝑠)‖𝐿∞‖ 𝑢̄(𝑠)‖𝑟,𝜆 𝑑𝑠, (4.6.12)

e

𝑆2(𝑡) = 𝐶𝑡
𝛼𝑎
2

∫︁ 𝑡
2

0
(𝑡− 𝑠)𝛼

2 −1‖(𝑢− 𝑢̄)(𝑠)‖𝑞,𝜆‖∇𝑣(𝑠)‖𝐿∞ 𝑑𝑠

+𝐶𝑡𝛼𝑎
2

∫︁ 𝑡

𝑡
2

(𝑡− 𝑠)𝛼
2 −1‖∇(𝑣 − 𝑣)(𝑠)‖𝐿∞‖ 𝑢̄(𝑠)‖𝑞,𝜆 𝑑𝑠. (4.6.13)

Temos as seguintes estimativas a priori para os termos 𝑆1(𝑡) e 𝑆2(𝑡):

𝑆1(𝑡) ≤
(︂
𝐶
∫︁ 1

2

0
(1 − 𝑧)𝛼

2 (𝑏−𝑎+1)−1𝑧− 𝛼
2 (1+𝑏)(𝑡𝑧)𝛼𝑏

2 ‖𝑢(𝑡𝑧) − 𝑢̄(𝑡𝑧)‖𝑟,𝜆 𝑑𝑧
)︂

sup
𝑡>0

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑠)‖𝐿∞

+
(︂
𝐶
∫︁ 1

1
2

(1 − 𝑧)𝛼
2 (𝑏−𝑎+1)−1𝑧− 𝛼

2 (1+𝑏)(𝑡𝑧)𝛼𝑏
2 ‖∇(𝑣 − 𝑣)(𝑡𝑧)‖𝐿∞ 𝑑𝑧

)︂
× sup

𝑡>0
𝑡

𝛼𝑏
2 ‖ 𝑢̄(𝑡)‖𝑟,𝜆 (4.6.14)

e

𝑆2(𝑡) ≤
(︂
𝐶
∫︁ 1

2

0
(1 − 𝑧)𝛼

2 −1𝑧− 𝛼
2 (1+𝑎)(𝑡𝑧)𝛼𝑎

2 ‖𝑢(𝑡𝑧) − 𝑢̄(𝑡𝑧)‖𝑞,𝜆 𝑑𝑠
)︂

sup
𝑡>0

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝑣(𝑠)‖𝐿∞

+
(︂
𝐶
∫︁ 1

1
2

(1 − 𝑧)𝛼
2 −1𝑧− 𝛼

2 (1+𝑎)(𝑡𝑧)𝛼𝑎
2 ‖ 𝑢̄(𝑡𝑧)‖𝑞,𝜆 𝑑𝑠

)︂
× sup

𝑡>0
𝑡

𝛼
2 ‖∇(𝑣 − 𝑣)(𝑡)‖𝐿∞ . (4.6.15)

Consideremos agora a seguinte notação:

𝐵1 = lim sup
𝑡→+∞

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖𝑢(𝑡) − 𝑢̄(𝑡)‖𝑟,𝜆,

𝐵2 = lim sup
𝑡→+∞

𝑡
𝛼
2 ‖∇(𝑣 − 𝑣)(𝑡)‖𝐿∞ ,

𝐵3 = lim sup
𝑡→+∞

𝑡
𝛼𝑎
2 ‖𝑢(𝑡) − 𝑢̄(𝑡)‖𝑞,𝜆.

Notemos que (4.6.6) implica em 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3 < ∞. Em seguida, calculamos o limite

superior em (4.6.3), (4.6.8) e (4.6.11), e então usar (4.6.7), (4.6.10) e (4.6.14), (4.6.15),

respectivamente, com o propósito de obter

𝐵1 ≤ (𝜖𝜎1𝐵1 + 2𝜖𝐵2)𝐶
∫︁ 1

0
(1 − 𝑧)𝛼

2 −1𝑧− 𝛼
2 (1+𝑏) 𝑑𝑧

≤ (𝜖𝜎1𝐵1 + 2𝜖𝐵2)𝑇2, (4.6.16)
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𝐵2 ≤ 𝐶
(︂ ∫︁ 1

2

0
(1 − 𝑧)𝛼

2 (𝑏−1)−1𝑧− 𝛼𝑏
2 𝑑𝑧 +

∫︁ 1

1
2

(1 − 𝑧)𝛼
2 (𝑎−1)−1𝑧− 𝛼𝑎

2 𝑑𝑧
)︂

(𝐵1 +𝐵3)

≤ 𝑇5(𝐵1 +𝐵3), (4.6.17)

e

𝐵3 ≤ (𝜖𝜎1𝐵1 + 2𝜖𝐵2)𝐶
∫︁ 1

2

0
(1 − 𝑧)𝛼

2 (𝑏−𝑎+1)−1𝑧− 𝛼
2 (1+𝑏) 𝑑𝑧

+(𝜖𝜎1𝐵1 + 2𝜖𝐵2)𝐶
∫︁ 1

1
2

(1 − 𝑧)𝛼
2 −1𝑧− 𝛼

2 (1+𝑎) 𝑑𝑧

≤ (𝜖𝜎1(𝐵1 +𝐵3) + 4𝜖𝐵2)𝑇3. (4.6.18)

Somando as desigualdades (4.6.16) e (4.6.18) e levando em conta a estimativa

(4.6.17) vemos que

𝐵1 +𝐵3 ≤ (𝜖𝜎1𝐵1 + 2𝜖𝐵2)𝑇2 + (𝜖𝜎1(𝐵1 +𝐵3) + 4𝜖𝐵2)𝑇3

≤ (𝑇2 + 𝑇3)𝜎1𝜖(𝐵1 +𝐵3) + 2𝜖(𝑇2 + 2𝑇3)𝐵2

≤ 2(𝑇2 + 𝑇3)𝜎1𝜖(𝐵1 +𝐵3) + 4(𝑇2 + 𝑇3)𝜖𝑇5(𝐵1 +𝐵3)

≤ 2(𝑇2 + 𝑇3)𝜖𝜎̄1(𝐵1 +𝐵3)

≤ 4𝜎2𝜎1𝜖(𝐵1 +𝐵3). (4.6.19)

Como 4𝜎2𝜎1 < 1, temos 𝐵1 = 𝐵3 = 0 e ainda 0 ≤ 𝐵2 ≤ 𝑇5(𝐵1 + 𝐵3) = 0. Com isto

provamos os limites em (4.6.2).

Mostraremos agora, que os limites em (4.6.2) implicam em (4.6.1). Assumindo que

𝐵1 = 𝐵2 = 𝐵3 = 0 e procedemos de modo análogo à demonstração das desigualda-

des (4.6.3), (4.6.8) e (4.6.11), obtemos

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)(𝑢0 − 𝑢̄0)‖𝑟,𝜆 ≤ 𝑡

𝛼𝑏
2 ‖𝑢(𝑡) − 𝑢̄(𝑡)‖𝑟,𝜆 + 𝑈(𝑡), (4.6.20)

𝑡
𝛼𝑎
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)(𝑢0 − 𝑢̄0)‖𝑞,𝜆

≤ 𝑡
𝛼𝑎
2 ‖𝑢(𝑡) − 𝑢̄(𝑡)‖𝑞,𝜆

+𝑡𝛼𝑎
2

∫︁ 𝑡
2

0
(𝑡− 𝑠)𝛼−1‖∇𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼Δ)((𝑢∇𝑣)(𝑠) − 𝑢̄∇𝑣(𝑠))‖𝑞,𝜆 𝑑𝑠

+𝑡𝛼𝑎
2

∫︁ 𝑡

𝑡
2

(𝑡− 𝑠)𝛼−1‖∇𝐸𝛼,𝛼((𝑡− 𝑠)𝛼Δ)((𝑢∇𝑣)(𝑠) − 𝑢̄∇𝑣(𝑠))‖𝑞,𝜆 𝑑𝑠

≤ 𝑡
𝛼𝑎
2 ‖𝑢− 𝑢̄‖𝑞,𝜆 + 𝑆1(𝑡) + 𝑆2(𝑡) (4.6.21)

e

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝐸𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))(𝑣0 − 𝑣0)‖𝐿∞ ≤ 𝑡

𝛼
2 ‖∇(𝑣0 − 𝑣0)(𝑡)‖𝐿∞ + 𝑉 (𝑡), (4.6.22)
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com 𝑈(𝑡), 𝑉 (𝑡), 𝑆1(𝑡) e 𝑆2(𝑡) dados em (4.6.7), (4.6.9), (4.6.12) e (4.6.13), respectiva-

mente. Tomando o limite superior nas estimativas anteriores temos que

lim sup
𝑡→+∞

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)(𝑢0 − 𝑢̄0)‖𝑟,𝜆 ≤ 𝐵1 + (𝜖𝜎1𝐵1 + 2𝜖𝐵2)𝑇2 = 0,

lim sup
𝑡→+∞

𝑡
𝛼𝑎
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)(𝑢0 − 𝑢̄0)‖𝑞,𝜆 ≤ 𝐵3 + (𝜖𝜎1(𝐵1 +𝐵3) + 4𝜖𝐵2)𝑇3 = 0,

e finalmente,

lim sup
𝑡→+∞

𝑡
𝛼
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼(Δ − 𝛾))(𝑣0 − 𝑣0)‖𝐿∞ ≤ 𝐵2 + 𝑇5(𝐵1 +𝐵3) = 0.

Com isto encerramos a demonstração do Teorema 4.6.1.

Como uma consequência do caso 𝛾 = 0, o Teorema 4.6.1 fornece um atrator em

torno de cada solução auto-similar.

Corolário 4.6.1. Sob as hipóteses do Teorema 4.1.1 assuma que 𝑢0 ∈ 𝒩 −𝑏
𝑟,𝜆,∞ e 𝑣 ∈

𝐵̇0
∞,∞ são funções homogêneas de grau −2 e 0, respectivamente. Seja [𝜑, 𝜓] ∈ 𝒞∞

0 ×

𝒞∞
0 e sejam [𝑢, 𝑣] e [𝜃, 𝜙] soluções brandas, dadas pelo Teorema 4.1.1, com dados

iniciais [𝑢0, 𝑣0] e [𝑢0 + 𝜑, 𝑣0 + 𝜓], respectivamente. Então, para o caso 𝛾 = 0, a solução

perturbada [𝜃, 𝜙] é atraída pela solução auto-similar [𝑢, 𝑣], no sentido de (4.6.2).

Demonstração. A demonstração do Corolário 4.6.1 consiste em mostrarmos que

lim
𝑡→+∞

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝜑‖𝑟,𝜆 = 0, (4.6.23)

lim
𝑡→+∞

𝑡
𝛼𝑎
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝜑‖𝑞,𝜆 = 0, (4.6.24)

lim
𝑡→+∞

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝜓‖𝐿∞ = 0. (4.6.25)

Lembremos que por hipótese 𝑛 ≥ 2, 0 ≤ 𝜆 ≤ 𝑛 − 2 e 𝑛−𝜆
2 < 𝑟 < 𝑛 − 𝜆 < 𝑞 < ∞.

Tomamos inicialmente 𝑛−𝜆
4−𝑏

< 𝑝1 <
𝑛−𝜆

2 , e isto implica em 𝑝1 < 𝑟, logo pelo Lema 2.2.3

temos que

‖𝐺(𝑡)𝜑‖𝑟,𝜆 ≤ 𝐶𝑡
− 1

2

(︁
𝑛−𝜆

𝑝1
−2+𝑏

)︁
‖𝜑‖𝑝1,𝜆. (4.6.26)

Observe que aplicando 𝜑 em (3.4.1) passando a norma ‖ · ‖𝑟,𝜆 e após isto, multipli-

car ambos os lador por 𝑡
𝛼𝑏
2 , obtemos

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝜑‖𝑟,𝜆 ≤ 𝑡

𝛼𝑏
2

∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)‖𝐺(𝑠𝑡𝛼)𝜑‖𝑟,𝜆 𝑑𝑠
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Desta útima desigualdade usando (4.6.26) inferimos que

𝑡
𝛼𝑏
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝜑‖𝑟,𝜆 ≤ 𝐶𝑡

−𝛼

(︁
1
2

(︁
𝑛−𝜆

𝑝1

)︁
−1
)︁(︃ ∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)𝑠− 1

2 ( 𝑛−𝜆
𝑝1

−2+𝑏)
𝑑𝑠

)︃
‖𝜑‖𝑝1,𝜆

≤ 𝐶𝑡
−𝛼

(︁
1
2

(︁
𝑛−𝜆

𝑝1

)︁
−1
)︁

Γ
(︁
1 − 1

2(𝑛−𝜆
𝑝1

− 2 + 𝑏)
)︁

Γ
(︁
1 − 𝛼

2 (𝑛−𝜆
𝑝1

− 2 + 𝑏)
)︁‖𝜑‖𝑝1,𝜆, (4.6.27)

onde em (4.6.27) usamos o fato de que inicialmente como 𝑛−𝜆
4−𝑏

< 𝑝1, então 𝑛−𝜆
𝑝1

<

4 − 𝑏 ⇒ 𝑛−𝜆
𝑝1

− 2 + 𝑏 < 2, portanto, −1
2

(︁
𝑛−𝜆
𝑝1

− 2 + 𝑏
)︁
> −1, e então podemos usar a

Proposição 2.3.2, item (𝑖𝑖) logo a propriedade (4.6.23) é verdadeira.

Para provar a propriedade (4.6.24) tome 𝑛−𝜆
4−𝑎

< 𝑝 < 𝑛−𝜆
2 e utilizando novamente o

Lema 2.2.3, temos a estimativa

‖𝐺(𝑡)𝜑‖𝑞,𝜆 ≤ 𝐶𝑡
− 1

2

(︁
𝑛−𝜆

𝑝
−2+𝑎

)︁
‖𝜑‖𝑝,𝜆. (4.6.28)

De maneira análoga ao obtido da propriedade (4.6.23), teremos

𝑡
𝛼𝑎
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝜑‖𝑞,𝜆 ≤ 𝑡

𝛼𝑎
2

∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)‖𝐺(𝑠𝑡𝛼)𝜑‖𝑞,𝜆 ,

a qual, por (4.6.28), implica em

𝑡
𝛼𝑎
2 ‖𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝜑‖𝑞,𝜆 ≤ 𝐶𝑡

𝛼𝑎
2 𝑡

− 𝛼
2

(︁
𝑛−𝜆

𝑝
−2+𝑎

)︁(︃ ∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)𝑠− 1

2

(︁
𝑛−𝜆

𝑝
−2+𝑎

)︁
𝑑𝑠

)︃
‖𝜑‖𝑝,𝜆

≤ 𝐶𝑡
− 𝛼

2

(︁
𝑛−𝜆

𝑝
−2
)︁

Γ
(︁
1 − 1

2(𝑛−𝜆
𝑝

− 2 + 𝑎)
)︁

Γ
(︁
1 − 𝛼

2

(︁
𝑛−𝜆

𝑝
− 2 + 𝑎

)︁)︁‖𝜑‖𝑝,𝜆,

com −1
2

(︁
𝑛−𝜆

𝑝
− 2 + 𝑎

)︁
> −1 e, 1 − 1

2

(︁
𝑛−𝜆

𝑝
− 2 + 𝑎

)︁
> 0, isto concluí o limite em (4.6.24).

Por fim, para provarmos a propriedade (4.6.25) tomamos 𝑝′ > 𝑛−𝜆, e usando (2.2.36),

aplicando o Lema 2.2.3, ficamos com

‖∇𝑥𝐺(𝑡)𝜑‖𝐿∞ ≤ 𝐶𝑡
− 1

2

(︁
1+ 𝑛−𝜆

𝑝′

)︁
‖𝜑‖𝑝′,𝜆. (4.6.29)

Utilizando então a estimativa (4.6.29) segue-se

𝑡
𝛼
2 ‖∇𝐸𝛼(𝑡𝛼Δ)𝜑‖𝐿∞ ≤ 𝐶𝑡

− 𝑛−𝜆
𝑝′

(︃∫︁ +∞

0
𝑀𝛼(𝑠)𝑠− 1

2

(︁
1+ 𝑛−𝜆

𝑝′

)︁
𝑑𝑠

)︃
‖𝜑‖𝑝′,𝜆

≤ 𝐶𝑡
− 𝑛−𝜆

𝑝′
Γ
(︁
1 − 1

2(1 + 𝑛−𝜆
𝑝′ )

)︁
Γ
(︁
1 − 𝛼

2 (1 + 𝑛−𝜆
𝑝′ )

)︁‖𝜑‖𝑝′,𝜆,

como 𝑝′ > 𝑛− 𝜆, então 𝑛−𝜆
𝑝′ < 1 ⇒ 1 + 𝑛−𝜆

𝑝′ < 2, e portanto, −1
2

(︁
1 + 𝑛−𝜆

𝑝′

)︁
> −1, segue-

se que 1 − 1
2

(︁
1 + 𝑛−𝜆

𝑝′

)︁
> 0, dessa forma encerramos a demonstração do Corolário

4.6.1.



96

5 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Buscou-se por meio de ferramentas da Análise Funcional e do Cálculo fracionário,

o estudo do sistema acoplado de equações do Modelo de Keller-Segel fracionário no

tempo para a quimiotaxia, de ordem 𝛼 ∈ (0, 1), em R𝑛, com 𝑛 ≥ 2, dado em (1.0.7).

Disso, concluímos a existência de solução global branda para o sistema (1.0.7), assim

como a existência de soluções auto-similares quando 𝛾 = 0. Analisamos também o

comportamento assintótico das soluções e obtivemos resultado de estabilidade no

tempo para estas soluções.

No entanto, se pensarmos em outras investigações para o sistema (1.0.7) alguns

problemas em aberto podem ser considerados. São eles:

(a) É possível encontrarmos soluções para o sistema acoplado de equações dife-

renciais parciais em R𝑛, 𝑛 ≥ 2,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐𝐷𝛼
𝑡 𝑢 = ∇ · (∇𝑢− 𝑢∇𝑣), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0,

𝑐𝐷𝛽
𝑡 𝑣 = Δ𝑣 − 𝛾𝑣 + 𝑢, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 > 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0, 𝑣(𝑥, 0) = 𝑣0, 𝑥 ∈ R𝑛,

(5.0.1)

onde, 𝑐𝐷𝛼
𝑡 e 𝑐𝐷𝛽

𝑡 são derivadas fracionárias de Caputo de ordem 𝛼, 𝛽 ∈ (0, 1),

respectivamente, com 𝛼 ̸= 𝛽 ? Se sim, também conseguimos concluir resultados

semelhantes aos vistos nesta dissertação? Ressaltamos que 𝛾, 𝑢(𝑥, 𝑡) e 𝑣(𝑥, 𝑡)

em (5.0.1) possuem as mesmas representações como no problema (1.0.7).

(b) Consideremos o problema (1.0.7). Assuma que 𝑞 > 𝑛 > 𝑟 > 𝑛
2 , 𝑢0 ∈ 𝒳1 e 𝑣0 ∈ 𝒳2,

onde

𝒳1 =
{︁
𝑢 ∈ 𝐵𝐶((0,+∞);𝐿( 𝑛

2 ,∞)); 𝑡
𝛼
2 (2− 𝑛

𝑞
)𝑢 ∈ 𝐵𝐶((0,+∞), 𝐿(𝑞,∞))

𝑒 𝑡
𝛼
2 (2− 𝑛

𝑟
)𝑢 ∈ 𝐵𝐶((0,+∞);𝐿(𝑟,∞))

}︁
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e

𝒳2 =
{︁
𝑣 ∈ 𝐵𝐶((0,+∞), 𝐵̇0

∞,∞); 𝑡𝛼/2∇𝑥 𝑣 ∈ 𝐵𝐶((0,+∞), 𝐿∞)
}︁
,

com 𝐿(𝑝,∞) sendo o espaço de Marcinkiewicz (denominado 𝐿𝑝-fraco). Definindo

as normas dos espaços 𝒳1 e 𝒳2, por

‖𝑢‖𝒳1
= sup

0<𝑡
‖𝑢(𝑡)‖( 𝑛

2 ,∞) + sup
0<𝑡

𝑡
𝛼
2 (2− 𝑛

𝑞
)‖𝑢(𝑡)‖(𝑞,∞) + sup

0<𝑡
𝑡

𝛼
2 (2− 𝑛

𝑟
)‖𝑢(𝑡)‖(𝑟,∞)

(5.0.2)

e

‖𝑣‖𝒳2
= sup

0<𝑡
‖𝑣(𝑡)‖𝐵̇0

∞,∞
+ sup

0<𝑡
𝑡𝛼/2‖∇𝑣(𝑡)‖∞, (5.0.3)

é possível obter soluções brandas globais em tempo [𝑢, 𝑣] de (1.0.7) pertencentes

a classe 𝒳1×𝒳2? E o que dizer do comportamento assintótico das soluções, caso

estas existam?
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