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RESUMO

Neste trabalho estudamos existéncia e unicidade de medidas invariantes
denominadas estados de equilibrio. Primeiro estudamos a existéncia e unicidade
para transformacfes expansoras por meio de propriedades espectrais do operador
de transferéncia de Ruelle-Perron-Frobenius, em seguida para a dindmica simbolica
e para difeomorfismos que satisfazem o Axioma A, usamos neste caso a nocao de
particbes de Markov e da semiconjugacdo entre a dinamica simbdlica e o
difeomorfismo restrito aos conjuntos chamados de basicos. Por fim, para
homeomorfismos expansivos com a propriedade de especificagdo com uma
abordagem do ponto de vista topolégico. Para fazer isso, estudamos conceitos
fundamentais de Teoria Ergddica, como entropia métrica e topoldgica,
transformacdes expansoras e expansivas, pressdo topologica, o principio
variacional, o operador de transferéncia de Ruelle-Perron-Frobenius e de Dinamica
Hiperbdlica como conjuntos hiperbélicos, em particular construiremos uma ferradura
de Smale como exemplo de conjunto hiperbdlico, Teorema da Variedade Estavel,
Teorema da Decomposicdo Espectral, Lema de Sombreamento, particdbes de
Markov e Teorema da Especificacdo. No final estudamos um exemplo onde ndo ha
unicidade do estado de equilibrio devido a ndo regularidade Holder continua do

potencial.

Palavras-chave: Estados de equilibrio. Transformacdes  expansoras.
Difeomorfismos Axioma A. Homeomorfismos com a propriedade de especificagéo.

Teoria Ergddica.



ABSTRACT

In this work, we study the existence and uniqueness of invariant measures
called equilibrium states. First we study the existence and uniqueness for expanding
maps by means of spectral properties of the Ruelle-Perron-Frobenius transfer
operator, then for symbolic dynamics and for diffeomorphisms that satisfy Axiom A, in
this case we use the notion of Markov and the semiconjugation between symbolic
dynamics and diffeomorphism restricted to the so-called basic sets. Finally, for
expansive homeomorphisms with the property of specification with an approach from
the topological point of view. To do it, we study fundamental concepts of Ergodic
Theory, such as metric and topological entropy, topological pressure, the variational
principle and the Ruelle-Perron-Frobenius transfer operator and Hyperbolic
Dynamics as hyperbolic sets, in particular we will build a Smale horseshoe as an
example of a hyperbolic set, The Stable Manifold Theorem, Spectral Decomposition
Theorem, Shadowing Lemma, Markov partitions and Specification Theorem.. In the
end, we study one example, where there is no uniqueness of the equilibrium state

due to the Holder continuous non-regularity of the potential.

Keywords: Equilibrium states. Expanding maps. Axiom A diffeomorphisms.

Homeomorphism with specification property. Ergodic Theory.
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1 INTRODUCAO

Teoria Ergédica é a disciplina matematica que estuda sistemas dinamicos munidos
de medidas invariantes. Neste trabalho, consideraremos um sistema dinamico como sendo
uma transformacao f : M — M, definida num espago M que na maioria das vezes serd
um espaco métrico compacto e que associa a cada estado x € M do sistema o estado
f(z) € M, no qual o sistema se encontrara uma unidade de tempo depois, que por
conseguinte associa o estado f2(x) € M em que o sistema se encontrard duas unidades
de tempo depois, e assim por diante. Trata-se portanto de um modelo de dinamica
com tempo discreto. Também na maioria dos casos suporemos que o sistema dinamico
é mensuravel, ou seja, que o espago M estd munido de uma o-algebra de subconjuntos
mensuraveis (geralmente a o-dlgebra de Borel).

O principal intuito deste trabalho é fazer um estudo amplo sobre objetos
matematicos chamados estados de equilibrio, que sao medidas de probabilidade invariantes
W tais que

nh)+ [ odu=sun{in+ [ o},

onde h,(f) é a entropia da transformacao f com respeito a medida p, ¢ é uma fungao
continua usualmente chamada de potencial e o supremo é tomado sobre todas as medidas
de probabilidade invariantes por f. O supremo do lado direito é chamado de pressao
topoldgica do potencial ¢. Os aspectos que estamos interessados em estudar dos estados
de equilibrio sao existéncia e unicidade. Vamos mostrar ao longo do texto que para
algumas classes de sistemas dinamicos a existéncia e unicidade do estado de equilibrio
para potenciais com certas propriedades (Holder continuo, diferencidvel, com variagdo

limitada, etc) é valida.
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O capitulo 1 deste trabalho traz os principais resultados de Teoria Ergddica que
serao usados ao longo do texto. As demonstragoes de tais resultados sao omitidas pois
existem excelentes bibliografias com as demonstracoes de tais resultados. No capitulo 2 é
que de fato iniciamos o nosso estudo. Este capitulo traz as definicoes de entropia métrica,
entropia topoldgica, Jacobianos, pressao topoldgica e finalmente de estados de equilibrio.
O capitulo também traz exemplos concretos do calculo da entropia métrica, da entropia
topoldgica e exemplos de estados de equilibrio.

O capitulo 3 aborda o primeiro caso em que ha existéncia e unicidade do estado de
equilibrio para a classe das transformagoes chamadas expansoras. Isto sera mostrado no
Teorema de Ruelle (Teorema 4.17). Além disso, outras propriedades importantes serao
obtidas, como por exemplo, que esta medida é um estado de Gibbs, com suporte igual a
todo espaco.

A ideia agora é ampliar a classe das transformagoes para as quais podemos garantir
que existe um tnico estado de equilibrio. Isto sera feito no capitulo 4, no qual mostraremos
que existe um tnico estado de equilibrio para dinamicas simbdlicas (Teorema 5.4), com o
auxilio de um outro importante resultado, que é o Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius
(Teorema 5.5). No mesmo capitulo, mostramos que existe tinico estado de equilibrio para
um difeomorfismo Axioma A quando restrito a um de seus conjuntos bdsicos (Teorema
5.55). Para fazer isso serd necessdrio conhecer varias definigoes e resultados de Dinamica
Hiperbdlica, a definicao de conjunto hiperbdlico, o Teorema da Variedade Estavel, o
Lema do Sombreamento, o Teorema da decomposicao espectral, particoes de Markov
entre outros. A existéncia de particoes de Markov tera papel fundamental, pois permitira
associarmos uma dinamica simbdlica a dinamica do conjunto hiperbdlico.

O capitulo 5 traz um outro caso para o qual hé existéncia e unicidade de estados
de equilibrio. E o caso de homeomorfismos expansivos que possuem a propriedade de
especificacdo, como mostramos no Teorema 6.6. Ainda neste capitulo demonstramos
um resultado importante chamado Teorema da especificacao, para provar que um
difeomorfismo Axioma A possui um iterado que, quando restrito a decomposicao dos
conjuntos basicos, satisfaz a propriedade de especificacao. Finalmente, no capitulo 6

damos um exemplo de dinamica simbdlica que possui dois estados de equilibrio: o ponto



chave deste caso é a construcao de um potencial que nao é Holder continuo.

12
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo, estabeleceremos algumas definicoes e resultados béasicos de Teoria
Ergédica essenciais para o entendimento da teoria dos capitulos seguintes.  As
demonstracoes de tais resultados foram omitidas, porém todas podem ser encontradas

na referéncia [7].

Definigao 2.1. Seja (M,B,pu) um espaco de medida e seja f : M — M uma

transformacao mensuravel. Dizemos que a medida p é invariante por f se
w(E) = pu(fY(E)) para todo conjunto mensurdvel E C M.

Nesse caso também dizemos que f preserva pu. Uma definicao equivalente a esta é

que f preserva u se, e somente se,
[ odn= [
para toda fungao p-integravel ¢ : M — R.

Teorema 2.2 (Desigualdade de Jensen). Seja f : M — I uma funcio em L'(p) e
¢ : I — R uma fungao convexa. Se pn é uma probabilidade em M e f é tal que [ fdu € I,

" ( / fdu> < [0 pyan 1)

Corolario 2.3. Seja ¢ : R — R uma fun¢ao convexa, seja (N\;); uma sequéncia de

entao:

nimeros reais nao negativos satisfazendo Y > A\ < 1 e seja (a;); uma sequéncia limitada

de numeros reais. Entao,

¢ (Z Az‘%) < Z Aig(ai) (2.2)
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A o-dlgebra gerada por uma familia & de subconjuntos de X é a menor g-algebra
o(&) que contém a familia £, ou seja, é a intersegao de todas as o-dlgebras que contém &.
Um resultado importante sobre o-algebras, que nos sera 1til mais tarde, afirma que
todo elemento B da o-dlgebra gerada por uma algebra é aproximado por algum elemento
A da algebra, no sentido de que a medida da diferenca simétrica pode ser tao pequena

quanto se queira.

Teorema 2.4 (Aproximacgao). Seja (M, B, 1) um espago de probabilidade e seja A uma
dalgebra que gera a o-dlgebra B. Entdo para todo € > 0 e todo B € B existe A € A tal que
n(AAB) < e.

Definicao 2.5. Suponhamos que p é uma medida de probabilidade invariante por uma
transformagao mensurdvel f : M — M. Diremos que o sistema (f, ) é ergédico se, para
todo conjunto mensurdvel F invariante (isto é u(EAf™'(E)) = 0), tem-se u(E) = 0 ou
u(E) = 1. Uma funcao mensuravel ¢ : M — R é dita invariante para pse ¢ = ¢ o f em
p-quase todo ponto. Uma condi¢ao equivalente a defini¢cao de ergodicidade é a seguinte:
toda funcao integravel invariante ¢ : M — R é constante em p-quase todo ponto. Dizemos

que o sistema (f, ) é misturador se

lim p(f"(A) N B) = p(A)u(B)

n—oo

para quaisquer conjuntos mensuraveis A, B C M. E imediato que um sistema misturador
é necessariamente ergddico: de fato, se nao é ergddico, existe algum conjunto invariante
AC M com0 < pu(A) < 1. Tomando B = M\ A vem que [7"(A)NB=AN(M\A) =10
para todo n. Logo, u(f~"(A) N B) = 0 para todo n, enquanto que pu(A)u(B) # 0. Logo
lim, u(f~"(A) N B) # pu(A)u(B) e o sistema nao é misturador.

Observagao 2.6. Eziste definicao para medida ergodica ndo invariante. Também €
interessante saber que o Teorema ergodico de Birkhoff pode ser obtido sem que a medida
seja invariante, por exemplo, veja o trabalho de Witold Hurewicz: FErgodic Theorem

Without Invariant Measure.

Lema 2.7. Se p e v sao probabilidades invariantes tais que p € ergodica e v €

absolutamente continua com relagao a p, entao p = v.
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Teorema 2.8 (Decomposi¢ao Ergddica). Seja M um espaco completo separdvel,
f: M — M uma transformacao mensurdvel e i uma probabilidade invariante. FEntao
existe um conjunto mensurdvel My C M com u(My) = 1, uma particao & de My
em subconjuntos mensurdveis e uma familia de probabilidades {pp : P € P} em M,

satisfazendo:
(a) up(P) =1 para fi-quase todo P € &;
(b) P pup(E) € mensurdvel, para todo conjunto mensurdvel E C M ;
(c) pp € invariante e ergédica para fi-quase todo P € &P

(d) wW(E) = [up(E)da(P), para todo conjunto mensurdvel E C M (i é a medida
quociente, definida por ((Q) = pu(x~Y(Q)) para cada Q na o-dlgebra B de P e
T M — & € a projecao natural que associa a cada x € M o elemento P (x) da

particdo que o contém).

Defini¢ao 2.9 (Esperancas Condicionais). Fixe uma sequéncia crescente qualquer
Py < Py < -+ <P, <--- de parti¢bes enumeraveis tal que P = \/°_ P, restrito a
algum conjunto My C M com medida total. Usaremos &, (x) para denotar o elemento
de &, que contém um dado ponto x € M. Seja ¢ : M — R uma funcao mensurdvel
limitada qualquer. Para cada n > 1, defina a esperanga condicional e,(¢) : M — R da
seguinte forma:

ealthz) = { 1(Pul2)) /%(m)wdu s u(Pn(x)) > 0

0 caso contrario.

Se 1) = ya para algum A C M mensuravel, entao a defini¢ao significa que

p(Pn(x) N A)
(Pnlx))

Lema 2.10. Dada qualquer funcao v : M — R mensurdvel limitada, existe um

en(¢7x> = (23)

subconjunto My de M com p(My) =1 tal que:

(a) e(y, x) = lim, e, (¢, x) existe para todo x € My,
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(b) e(v) : My — R € mensurdvel e € constante em cada P € 2.

(c) [du= [e()dp.

Teorema 2.11. Seja Py < Py < -+ < P, < -+ uma sequéncia crescente de parti¢oes
enumerdveis tais que U, Z, gera a o-dlgebra B dos conjuntos mensurdveis a menos de
medida nula. Entao, a esperanca condicional e(y) = lim,, e, (1)) coincide com v em quase

todo ponto, para toda funcao mensuravel limitada.

Definicao 2.12 (Deslocamentos de Bernoulli). Seja (X,C,r) um espaco de
probabilidade qualquer. Consideramos o espaco produto ¥ = X~ munido da o-4lgebra
produto B = CN e da medida produto = . Isto quer dizer que X é o conjunto de todas
as sequéncias (r,)nen com x, € X para todo n. Por definigdo, B é a o-dlgebra gerada

pelos cilindros
[m; A, .o An] = {(%5)ien : 7 € Ay para m < <n}

onde m < n e cada A; é um elemento de C. Além disso, u é caracterizada por
([ A, - Ag]) = [ v(A)). (24)
Podemos pensar nos elementos de X como representando os resultados de
sequéncias de experimentos regidos por uma mesma distribuicao de probabilidade v: dado
qualquer conjunto mensuravel A C X, a probabilidade de obtermos x; € A é igual a
v(A), qualquer que seja i. Além disso, os resultados dos sucessivos experimentos sao
independentes: de fato a relagao (2.4) significa que a probabilidade de z; € A; para todo
m < i < n é o produto das probabilidades de cada um dos eventos x; € A; separadamente.
O deslocamento (ou “shift”) de Bernoulli é a dupla (o, 1), onde a dinamica

o : Y — Y preserva a medida p e é definida por

7 ((#n)n) = (Tnt1)n:

Convém observar que é possivel substituir N por Z em toda a construcao, ou
seja, podemos considerar ¥ = X% como sendo o espaco das sequéncias bilaterais
(o Ty Xoyeey Tpy...). A dupla (o,u) é um deslocamento de Bernoulli

bilateral e o nesse caso é uma aplicacao invertivel.
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Definicao 2.13 (Deslocamentos de Markov). Consideremos X um conjunto finito,
digamos X = {1,...,d} para algum d > 2 munido da topologia discreta e da respectiva
o-algebra de Borel. Considere ¥ = X" munido da o-dlgebra produto e o deslocamento
c:X =% 0((xy)n) = 0((Tpe1)n). Suponha que é dada uma familia {P(x,*) : z € X}
de probabilidades em X, chamadas probabilidades de transicao. Como X ¢ finito,

essas probabilidades ficam completamente caracterizadas pelos valores
P; = P(i,{j}) paratodo1<i,j<d. (2.5)

Uma probabilidade p em X é chamada uma medida estacionaria relativamente

a familia de probabilidades de transicao se ela satisfaz
/P(:L‘, E)dp(z) = p(E) para todo conjunto mensuravel £ C X. (2.6)

Como X ¢ finito, uma medida estacionaria p em X fica completamente
caracterizada pelos valores p; = p({i}),1 < ¢ < d. Com esta notagao, (2.6) traduz-se

por

d
ZpiPiJ = p; paratodo 1 <j <d. (2.7)
i=1

Fixada uma medida estacionaria p qualquer (elas sempre existem, veja a observacao

2.15 abaixo), defina

M([m§ Amy - - - aan]) = Pam Pom,amss -+ Pan_1,an (2.8)

para todo cilindro [m; a,, ..., a,] em X. Esta funcao u se estende a uma probabilidade na
o-algebra gerada pelos cilindros e ¢é invariante pelo deslocamento ¢. Toda probabilidade
p obtida desta forma é chamada medida de Markov; além disso, o sistema (o, ) é
chamado deslocamento de Markov. Note que, quando F;; = p;, temos exatamente
o deslocamento de Bernoulli. Convém observar que toda a construcao é valida se

considerarmos ¥ = X%. Nesse caso, temos um deslocamento de Markov bilateral.

Definicao 2.14. Uma matriz P é dita matriz estocastica se satisfaz as seguintes

condigoes:

1. P; > 0 paratodo 1 <14,j <dj
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2. E;l:l P, ; =1 para todo 1 <i <d.
Observagao 2.15. Se denotarmos p = (p1,...,pa), a relagao (2.7) corresponde a
P'p=p (2.9)

onde P* representa a transposta da matriz P. Em outras palavras: medidas estaciondrias
correspondem precisamente aos autovalores da matriz transposta para o autovalor 1.
O famoso Teorema de Perron-Frobenius permite mostrar que tais autovalores sempre

existem.

Teorema 2.16 (Teorema de Perron-Frobenius). Seja A uma matriz d x d com
entradas ndao negativas. Entao existe A > 0 e existe algum vetor v # 0 com entradas
ndo negativas tal que Av = v e X > |y| para todo autovalor v de A. Se A admite
alguma poténcia cujas entradas sao positivas entao A > 0 e existe algum autovetor v com
entradas positivas. Ademais, \ > |7v| para qualquer outro autovalor vy de A. Além disso, o
autovalor A tem multiplicidade 1 e € o unico autovalor de A que admite algum autovetor
com entradas nao negativas.

Aplicando este teorema a matriz A = P*, concluimos que existem A > 0 e p # 0

com p; > 0 para todo i, tais que
d
Zpipi,j = A\p; para todo 1 < j <d,
i=1

somando sobre todos ost1=1,...,d obtemos que

d d

d
Z Zpipi,j = )\ij;
j=1

j=1 i=1
usando a propriedade 2 da matriz estocastica, o lado esquerdo desta desigualdade pode ser

reescrito como
d

d d
Zpi Z Pi,j = /\sz‘-
j=1 i=1

i=1
Lembrando que a soma das entradas de p € um nimero positivo, concluimos que

A = 1. Entdo, sempre ezistem vetores p # 0 satisfazendo (2.9).
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Lema 2.17. Seja P uma matriz estocdstica e seja p = (p1,...,pq) uma solu¢do de

P*p = p. Para cada n > 0, denote por P

7 1 < i, < d as entradas da matriz P".

Entao:
(a) Z;l:l PPy =1 para todo 1 <i < d e todon > 1;
(b) Zlepipﬁj = p; para todo 1 < j <d e todon > 1;
(¢) o hiperplano H = {(hq,...,ha) : b1 + -+ hqg = 0} € invariante por P*.

Definicao 2.18 (Equivaléncia Ergddica). Sejam p e v probabilidades invariantes
por transformagoes f : M — M e g : N — N, respectivamente. Dizemos que o0s
sistemas (f, 1) e (g,v) sdo ergodicamente equivalentes se podemos escolher conjuntos
mensuraveis X C M eY C N com pu(M\ X) =0e v(N\Y) = 0, e uma bijegdo

mensuravel ¢ : X — Y com inversa mensuravel, de tal forma que

G =v e ¢pof=gqgodap. (2.10)

Observagao 2.19. Os conjuntos X e Y na definicao de equivaléncia ergodica podem ser
escolhidos invariantes por f e g, respectivamente. De fato, considere Xo = Mo, f~™(X).
E claro da definicio que Xo C X e Xo C Y Xo). Como pu(X) = 1 e a intersegao
¢ enumerdvel, temos que pu(Xo) = 1. Analogamente, Yo = N9 "(Y) € subconjunto
mensurdvel de Y tal que v(Yy) = 1 e Yo C g 1(Yy). Além disso, por construgao,

Yo = ¢(Xo). Portanto, a restrigio de ¢ a Xy ainda é uma bije¢ao sobre Y.
Teorema 2.20. Suponha que (f, i) e (g,v) sao ergodicamente equivalentes. Entao
(i) (f, ) € ergddico se e somente se (g,v) € ergddico.
(i) (f,pn) € misturador se e somente se (g,v) € misturador.

Definicao 2.21. As propriedades de mistura e ergodicidade sao ditas invariantes de

equivaléncia ergddica.
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3 ENTROPIA E PRESSAO,
PRINCIiPIO VARIACIONAL E
ESTADOS DE EQUILIBRIO

3.1 Entropia Métrica
Seja (M, B, ;1) um espago de probabilidade.

Definigao 3.1. Uma particao de M ¢é uma familia finita ou enumeravel & de
subconjuntos mensuraveis de M disjuntos dois a dois e cuja uniao tem medida total.
Denotamos por #(x) o elemento da partigao que contém um ponto x. Dada qualquer
familia enumeravel de parti¢oes &7, definimos a soma das parti¢oes da familia &, como

sendo
\/t@n = {ﬂPn . P, € &, para cada n} .

Associamos a cada particao & a fungao mensuravel .5 : M — R chamada funcgao

de informacao, definida por

Ip(x) = —log u(Z(x)).

Entao chamamos entropia da particao & ao numero

HA(2) = [ Fodu= 3 ~u(P)log u(P).
Pc?
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Chamamos entropia condicional de uma particao &2 com relacao a uma particao

2 ao numero

H,(Z\2)= ZZ PﬂQlog P mQ)

(3.1)
e deo (@)

Ressaltamos que trabalharemos com particoes com entropia finita e que também

convencionaremos que 0log0 = 0.

Definicao 3.2. Dadas duas partigoes & e 2, dizemos que & é menos fina que 2, e
escrevemos & < 2, se todo elemento de 2 esta contido em algum elemento de &,
a menos de medida nula. Em geral, dadas duas partiges & e 2, a soma & \/ 2 é,

precisamente, a menos fina de todas as particoes Z tais que & < Z e 2 < X.
Lema 3.3. Sejam &, 2 e Z particoes com entropia finita. Entdo,

(i) H((PN 2)\Z) = H(P\ %) + Hu (2 \ (P #));

(i1) se P < 2 entio H, (P \Z) < H,(2\Z%) e H,(Z\ &) > H,(Z\ 2);
(iii) P < 2 se, e somente se, H,(Z \ £) = 0.
Demonstracao. Por definicao,

H(2\ 2\ D)= Y 3 -u(xnR)log " 0H)

XeP\| 2 RER W)

Mas, X € 22\/ 2 é, por definigao, da forma PN Q com P € &Z e Q € 2. Entao

H(2\/ 2\%) =Y —-nPNQNR)lo %
P.Q,R

w(PNQNR)

; PﬂQﬂR)loW

n(PNR)

+ > —u(PNQNR)lo

Ao u(R)

A soma do lado direito pode ser reescrita como

S Y u@ns)bo Q S+ZZZ (PNQ)NR)lo %

QE2 SeP\| # Pe? ReZz Q2
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=Y Y —u@nS)lo Q S +ZZ —u(P N R)log (P<2>R)

Qe2 SeP\| % PeP ReEZ

— H(2)\ @\/%» L H(P\R).
Isto demonstra o item (7). Agora, observe que se & < 2 , entao cada P € & se
escreve como UQC p @, onde cada () € £. Portanto,

H(2\%)=)_ > —uPNR) logw

P e (R)

(PN R)
=3 Y > —u@QnR) 1ogW

Pc? REZ QCP

< Z Z Z 1(Q N R)log —(/?(2)>R> H,(2\Z).

Pe? ReZ# QCP

Note ainda que, se P € & e R € #%, temos

RmP Zu RmQ).

2 nP) @
U nQ) _ . i \ "
ma vez que ZQC P m = 1, aplicamos o Corolario 2.3 a funcao convexa —a,
\ o Q) - nRNQ)
onde ¢(x) = xlogx, a sequéncia (A = e a sequéncia (a = ——7
(z) g (A@)acp (P) (ag)ocp M)

Assim, obtemos

()= X ()

para todo P € & e R € #Z. Consequentemente

HM<%\@)=ZM<P>¢( Rmp) ZM Z“ <R<8>Q))

PR QCP

= Sou@o (MBS — h 0 2

Isto prova o item (7i). Finalmente, usando a definigao de entropia condicional dada
m (3.1), observamos o seguinte: H, (2 \ £) = 0 se, e somente se, para todo P € & e
PN
Q € 2 tem-se u(PNQ) :Oouuzl.
1(Q)
Em outras palavras, ou @ é disjunto de P (a menos de medida nula) ou @ estd

contido em P (a menos de medida nula). Isto quer dizer que H,(#\ 2) = 0 se, e somente

se, ¥ < 2. O
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Definicao 3.4. Seja f : M — M uma transformagao mensurdvel, nao necessariamente
invertivel preservando uma medida de probabilidade . Dada uma particao &2 de M com

entropia finita, denotamos

n—1
P = \/ f7Y(2) para cada n > 1. (3.2)
i=0
Observe que o elemento &?"(x) que contém x € M esta dado por
PMx) = P(x) N fHP(f@) N0 TP (@)

Podemos notar que a sequéncia &" é nao-decrescente, isto ¢, P" < P"*! para
todo n, e portanto, pelo Lema 3.3 item (4i) aplicado a sequéncia " e com a partigdo Z
sendo tomada como vazia, concluimos que a sequéncia das entropias H,(Z”") também é
nao-decrescente.

Chamamos entropia de f com respeito a medida y e a particao & o limite
. ]- n N 1 n
h,(f, 2) :hmHHM(L@ ) :mfﬁHﬂ(,@ ). (3.3)

Esta entropia é tanto maior quanto mais fina for a particao. De fato, se & < 2
entdo #" < 2" para todo n. Usando o Lema 3.3 item (77), segue que H,(Z") < H,(2")

para todo n. Consequentemente,
P <2 = h,(f,P)<h,f 2). (3.4)
Finalmente, a entropia do sistema dinamico (f, ) é definida por

hu(f) = sup hy(f, ) (3.5)
onde o supremo é tomado sobre todas as partigoes com entropia finita.

Mostraremos agora que o limite em (3.3) existe sempre, e de fato é o infimo.

Lema 3.5. Se (a,), € uma sequéncia de nimeros reais tais que any, < an + a, para todo

n ep, entao
. a .. a
lim — = inf — € [—o0, 00).
n n n n
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Demonstracao. Fixe p > 0. Cada n > 0 pode ser escrito na forma n = kp + i, com

0 <17 < p. Entao

Un  Gkpy < a; Qg < a; ka, a; a

n  kp+i—kp kp —kp kp kp p’

Se n — oo, entao k — oco. Assim

, a a
limsup — < £

n n P
e portanto
. a . a
limsup — < inf 2.
n n
Mas,
.o a . . .a
inf £ < liminf —.
p noon
1 . , . Qp, . G,
Comparando as tltimas duas desigualdades, concluimos que lim,, — = inf, —.
n n
Se a,, = —oo para algum m entao, pela subaditividade, temos que a,, = —oo para todo
. a . a
n > m. Dai, lim,, — = —oo = inf,, —. O
n n

Lema 3.6. Seja f : M — M uma transformacdao mensurdvel preservando uma

probabilidade . Entao H, (™) < H, (™) + H,(2") para todo m,n > 1.

Demonstragio. Por definicio, 2+ = \/™Hr=1 f=i( ) = gm\/ f~™(2™). Portanto,

usando o item (7) do Lema 3.3 e considerando a particio Z = .# = {M}, vem que

Hu(t@m+n) = Hu(gzm\/f—m(gZN)) = Hu

]

Levando em conta o Lema 3.6 e aplicando o Lema 3.5 a H,(Z"), concluimos que

o limite em (3.3) sempre existe e é o infimo.

Observacao 3.7. Na prova do Lema 3.6 usamos os sequintes fatos gerais:
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1. H(Z \ A) = H,(Z) para toda particio &, onde A denota a particao trivial

M ={M}. A prova disso é simplesmente usar a defini¢io de entropia condicional:

PN M
A2\ t) = 3 —(p ) tog P DE) = ST (P logu(P) = H,(2),
Pe H Pes
2. H,(Z\ 2) < H,(Z) para quaisquer partigoes 2 e %. Para provar este fato, basta
usar a sequnda desigualdade dada no item (ii) do Lema 3.3, tomando a partigdo

P =M ={M}, que claramente satisfaz P < 2 e usar o item 1 desta observag¢ao.

3. H,(f™(P")) = Hy, (P") sempre que f : M — N é mensurdvel e 1 é uma
probabilidade em M. Faremos o caso em que m = 1. O caso geral seque por indug¢ado.
Comece notando que f.u € uma probabilidade em N, e se & € uma particao em N,
entao [~HP) = {f1(P): P € 2}¢ uma particio em M. Seque da definicao de
entropia da particao que:

Hy(f(2)) = Y —p(f(P)) log p(f = > —fu(P)log fou(P) = Hy, W (P).

pPe» Pew

Em particular, se M = N e a medida v € invariante por f, entdo f.pu = u, e portanto

Observacao 3.8. Uma outra desigualdade que serd tutil é a sequinte:
H,(2\] 2) = H(2)+ H,(2\ 2) < H,(2) + H,(2). (3.6)

A igualdade, vem do item (i) do Lema 3.3 quando tomamos a particao # = M =
{M}, junto com o item 1 da observacao 3.7 e notando que P \| M = . A desigualdade

vem da observacao 3.7 item 2.

Em geral, a principal dificuldade no calculo da entropia reside no célculo do
supremo em (3.5). Os resultados seguintes permitem simplificar esta tarefa em muitos
casos, identificando certas partigbes & que realizam o supremo. O resultado principal é

0 seguinte:
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Teorema 3.9 (Kolmogorov-Sinai). Seja &1 < Py < -+ < P, < --- uma sequéncia
nao-decrescente de partigoes com entropia finita tais que U PP, gera a o-dlgebra dos

conjuntos mensurdveis a menos de medida nula. Entao

hu(f) = liran hu(f, ). (3.7)
Precisaremos de trés lemas técnicos para demonstrar o Teorema de Kolmogorov-
Sinai:
Lema 3.10. Dado k > 1 e e > 0 existe 6 > 0 tal que, para quaisquer particoes finitas
gz:{Pl,...,Pk} EQ:{Ql,...,Qk},
w(PAQ;) <6 paratodo i=1,....k = H,(2\Z)<c¢
Demonstragao. Fixe k > 1 e ¢ > 0. Pela continuidade da fungao ¢ : [0,1] — R,
¢(xr) = —xlogx, existe v > 0 tal que ¢(z) < % para todo = € [0,7) U (1 — ~,1].
Tome 6 = % Dadas particoes &2 e 2 como no enunciado, denote por # a particao
cujos elementos sdo as intersegoes P, N @, com i # j e também o conjunto U¥_; P, N Q;.

Note que p(P; N Q;) < u(PAQ;) < ¢ para todo i # j, pois Q; C (), e portanto
FNQ; € (BNQY)U(QiN Pe). Entiio

L:me@ 2 D (n(R) ~ 1(PAQ) > S (uP) =8 =1-kl =1-1.

Portanto,

H(#) = Y —n(R)logu(R) = Y~ 6(u(R) < Y 5 = #%5 < <

Re# ReZ ReZ
Vem da definigdo de #Z que £\ 2 = Z\/Z#. Usando a igualdade dada na
equacao (3.6) da observagao 3.8

H,(2\2)=H,(2\] 2) - =H,(2\| %) — H(P) = H,(Z\ 2).
Finalmente, aplicando o item 2 da observacao 3.7 a igualdade acima, obtemos

H 2\ D)= H,(%Z\ P) < H,(B) < <.
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Lema 3.11. Seja & < -+ < P, < -+ como no Teorema de Kolmogorov-Sinai. Entdo

lim, H,(2\ Z,) =0 para qualquer parti¢ao finita 2.

Demonstragao. Escreva 2 = {Q1,...,Qk}. Dado qualquer ¢ > 0, fixe § > 0 como no
Lema 3.10. Seja A a &dlgebra formada pelas unioes finitas de elementos de U,%2,. Por

hipétese, A gera a o-dlgebra de todos os conjuntos mensuraveis. Logo, pelo Teorema de

aproximacao (Teorema 2.4), para cada ¢ = 1,..., k existe A; € A tal que
)
iAA; T 3.8
wQiAA) < (3.8)

O fato de que os (Q; sdo cobertura de M garante que os A; estao perto de o serem

também:
HAN (Upsds)) < (US4 (A4;\ Q) < 5 para todo (39)
e
P\ U A) < (U (@ \ A)) < °. (3.10)
Em seguida, defina
Ay para i =1
Q=14 A\ Ué;llAj para 1 <i <k
M\ U?;llAj para i =k
Entao 2" = {Q}, - ,Q}} é uma partigao de M. Afirmamos que
u(AAQ)) < g para todo i=1,--- k. (3.11)
Isto é imediato para i = 1. Para i > 1 temos que A; \ @) estda contido em

)
A; N (Uj<;A;).Logo, usando (3.9), obtemos que pu(4; \ Q) < 1 Isto prova a afirmacao
para todo 1 < i < k, uma vez que nesse caso @), \ A; =. Finalmente, para i = k, temos
que Q) \ Ay estd contido no complementar de UF_; A;. Logo, usando (3.10), vemos que

)
u(Qp \ Ax) < 1 Por outro lado A; \ Q) = A N (U;<xA;) e portanto pela estimativa em

(3.9) (A \ Q) < g Somando esta estimativa com a anterior, vem que p(A;AQ}) < g

Isto completa a prova da afirmacgao (3.11).

Combinando as desigualdades (3.8) e (3.11), obtemos que

(QiAQ}) < (QiAA) + p(AAQ;) <6 paratodo i=1,--- k.
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Agora, é claro que @) € A para todo . Entao, como se trata de uma familia finita,
podemos encontrar m > 1 tal que todo @) é uma uniao de elementos de &,,,. Em outras
palavras, a particao 2’ = {Q}, -+ ,Q}} ¢ menos fina do que &,. Entdo, notando que

2 < P, < P, paran > m, podemos usar o Lema 3.3 item (7i) duas vezes para obter
H,(2\ £, <H,(2\ Z,)<H,(2\2') paratodo n>m.
Usando o Lema 3.10 para as particoes 2 e 2’
H,(2\ £,) <H,(2\ Z,) < H,(2\ 2') <e paratodo n>m.

Isto completa a demonstracao.

]

Lema 3.12. h,(f,2) < h,(f, Z) + H, (2 \ &) para quaisquer particoes & e 2 com

entropia finita.

Demonstragao. Recordando da definigao de &?™ dada em (3.2) e pelo Lema 3.3 item (%),

para todo n > 1 vale que

H (2" "\ o) = H,(2"\] f @)\ (2" F7(2))
< H (2" \ 2") + Hu(f(2)\ [T(2)).

O dltimo termo ¢ igual a H, (2 \ &), porque a medida p é invariante por f.

Portanto a relacao anterior prova que
H,(2"\ #") <nH,(2\ &) paratodo n > 1. (3.12)

Lembrando que 2" < &™\/ 2" (Defini¢do 3.2 ) e usando novamente o Lema 3.3

item (i), segue que
H,(2") < H (2" \] 2") = HJ(P") + Hy(2"\ 2") < H(P") + nH,(2)\ 2).

Dividindo por n e passando ao limite quando n — oo obtemos a conclusao do

lema. O
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Demonstragcao do Teorema de Kolmogorov-Sinat. O limite em (3.7) sempre

existe, pois a propriedade (3.4) implica que a sequéncia h,(f, #,) é nao decrescente.

Portanto, ja temos que

hua(f) = sup hy(f, 2) 2 Tim b, (f, Pn).

Por outro lado, pelo Lema 3.12
hu(f, 2) < h,(f, P,) + H,(2\ £,) paratodo n.
Passando ao limite quando n — oo e usando o Lema 3.11
(1, 2) limb(f, 2,).

Finalmente, tomando o supremo sobre todas as particoes finitas 2, obtemos

() = sup by, 2) < lim by (£, ).
Isto conclui a prova. O

Corolario 3.13. Seja &2 uma particao com entropia finita tal que a unido dos

seus iterados P" = \/::01 f7UP) para cadan > 1 gera a o-dlgebra dos conjuntos

mensurdveis. Entao h,(f) = h,(f, 2).
Demonstracdao. Primeiro provamos que se &2 é uma particao com entropia finita, entao
h,(f, P) = h,(f, 2") para todo n > 1. (3.13)

De fato, observe que, dado qualquer k > 1

k—1 ‘ k—1 ‘ n—1 ' ntk—2
\/ (") = \/ f_z(\/ f7(2)) = \/ FUP) = gkt
=0 =0 j=0 1=0

Portanto,

h(f, 2") = lilgn %HN(Q”JF’“‘l) = lilgn %Hu(ﬁk) = h,(f, 2).

Agora a prova do corolario se resume a aplicar o Teorema de Kolmogorov-Sinai a

sequéncia #", observando que a equagao (3.13) vale para todo n. O]
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Uma particao & como no Corolario 3.13 é chamada partigao geradora, ou um

gerador do sistema. Outras consequéncias do Teorema de Kolmogorov-Sinai sao:

Corolario 3.14. Seja Py < Py < --- < P, < --- uma sequéncia nao decrescente de

particoes com entropia finita tais que diam &, (x) — 0 para p-quase todo x € M. Entao

hu(f) = lién hu(fa gzn)

Corolario 3.15. Seja &2 uma particao com entropia finita tal que, para p-quase todo

x € M, tem-se diam Z"(x) — 0. Entdo h,(f) = h,(f, Z).

3.2 Exemplos: entropia de alguns sistemas

Exemplo 3.16. Suponhamos que a medida invariante p estd suportada numa oérbita
periddica. Em outras palavras, existe x em M e k > 1 tal que f*(z) = z e a medida u é
dada por

1

Neste caso a medida s6 toma um numero finito de valores. Consequentemente,
a entropia H,(%?) também sé toma um ndmero finito de valores quando consideramos
. . .1 .
todas as particoes enumeraveis 2. Em particular, lim,, —H,(£") = 0 para toda partigao
n

& . Isto prova que neste caso h,(f) = 0.

Exemplo 3.17. Considere a transformacao expansao decimal f : [0,1] — [0,1], dada
por f(z) = 10z — |10x|. Sabe-se que f preserva a medida de Lebesgue p no intervalo

1—1 1 .
T’E} COmZ—l,"',lo.

1—1 4
R = 1.... 10"
Ton ,104 com 1% , , 10

[0,1]. Seja & a partigao de [0, 1] nos intervalos da forma <

Entao &™ é a particao nos intervalos da forma <
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Consequentemente

n i—1 1 t—1
H,(2") = | Z —M(<—10n >W})10gﬂ(( 107 71—0,1})
(5r rimlerm

oy 1
= ——— log —
< 107 10m

Portanto,

ha(f, 2) = lim %H#(@") — log 10.

Agora, como & ¢é uma particao geradora, segue do Corolario 3.13 que ,(f) =

h,(f, &) = log 10.

Exemplo 3.18. Considere o deslocamento o : ¥ — ¥ em ¥ = {1,...,d}", munido de
uma medida de Bernoulli y = N, e denotemos v({i}) = p; para cada i € {1,...,d}.
Seja & a partigdo de 3 em cilindros [0;a] com a = 1,...,d. Entdo &" é a particao em

cilindros [0;ay, ..., a,] de comprimento n. A entropia da partigao Z™ é

H(2" = Y —pl0ar,...,a,])logu([0;a1,. .., ay))

[0;a1,...,an]EP™

= Z —Day - - - Pay, log(pa1 .- 'pan)

A1,y...,0p
= > Py Dan Y 108(pa,
ai,...,an J

_ Z Z ~Pay - - - Pa, 108(Pa,)
B Z Z —Pay 108 (Pa;) Z Pay - - - Paj_1Pajiy - - - Pan-

a;i#j
Temos que Zai#j Pay - -+ Paj_1Paj i1 - - - Pa, = 1 uma vez que Zipi = 1. Portanto

n d

d
Z Z —Pa, 10g(pa,) Z Z —p,log(p,) = —n Zp’” log(p,)
r=1

j=1a;=1 j=1 r=1
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1
h,(o, Z) = hm H Zp,. log(py)-

Agora, como & é uma particdo geradora, segue do Coroldrio 3.13 que h,(0) =

hu(av ‘@) = - Zgzl Dr IOg(pT)'

Exemplo 3.19 (Entropia do Deslocamento de Markov). Seja ¥ = {1,...,d}" e
seja o : X — X a transformagao deslocamento. Seja p uma medida de Markov associada
a uma matriz estocastica P = (P, ;);; e um vetor de probabilidade p = (p;);. Provaremos

neste exemplo que:

Zpaz Pablog ab)
a=1

Considere & a partigao de X em cilindros [0;a] com a = 1,...,d. Entao, para cada
n, o iterado " é a partigao em cilindros [0;ay, ..., a,] de comprimento n. Lembrando
que u([0; a1, ..., an]) = PayPayas - - - Pa,_1.a,, Temos o seguinte:
g = Y —a(an. e logp(0ar .. .a.)

= Z —Par Parsaz - - - P00 108(Pay Py o - - Loy ,an)

ai,...,an
= Z —Pay LParaz - - Loy 1,00 108(Pay) + Z —Par Paraz - - - Lan 1,00 108( Py )+
A1,..nsQn A1,..sQn
-t Z —Pay Paras - Pay 1,00 108(Pay 1 a,)
Al,...,0n
= Z —Pa, log pal Z Pa1,a2 .. an 1,an+
a2;...,0n
Z —log(Fuy.a,) Z Par Parsaz - Pan_yjant
a1,a2 asz,...,an
St Z —log(Pa, 1,0n) Z Par Paras - - Pan_yan-
an—1,0n at,...,adn—2

Agora, vamos trabalhar sobre essa tltima igualdade. Comecando com

Z —Pay IOg Pay) Z Poas - Pan 1,00

az;...,an

Usamos que P é matriz estocastica (veja a definigdo 2.14) para concluir que
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Eag,..‘,an Pal7a2 st Pan—lyan = 1 Logo

Z ~Pay 108(Pa; ) Z Poyay - Pa, i an Z —Pay 10g(Pa, ) (3.14)

a2;...,an

A soma que restou pode ser abordada da seguinte forma: tome 2 < 7 < m e

estudemos
E —log(Pajfhaj) E Doy Paroas - - Pan_1.am (3.15)
aj-1,a;
onde a ultima soma é sobre todos os valores de ay,...,a;—2,a;41...,a, Vamos entao

reescrever (3.15) como

Z —log(Pa, .0 Z (Zpal awz) Piyas - Pay 4 (3.16)

aj—1,a;
Lembrando também que P*p = p, usamos o Lema 2.17 item b) e obtemos
> —108(Pa; 1a)) Y ParPasas - - Pans.an (3.17)
aj—1,a;
onde a ultima soma é sobre todos os valores de as,...,a;-2,aj41...,a,. Fazemos

sucessivas vezes os passos (3.16) e (3.17), porém, variando os a; até chegarmos em

Z - log(Paj—l,aj) Zpaj—lpaj—haj ce Panflyan'

aj—1,0;
onde a ultima soma ¢ feita sobre todos os valores de aj;1...,a,. Entao esta tltima

equacao pode ser reescrita como
§ _paj,lpaj,l,aj IOg aj— 1,aJ E PaJ,aj+1 cee Pan_l,an-
aj—1,a; Aj1ens@
Mas ja vimos que a ultima soma é 1. Consequentemente, para todo 2 < j < n

temos que

> —108(Pa, 10,) Y ParParas - Pawvan = >, —Pay1Pay 1.0, 108(Pay_a,). (3.18)

aj—1,a; aj—1,a;
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Portanto, usando (3.14) e (3.18) podemos reescrever H, (") como

Z pal log pal + Z Z pa] 1 a] 1,05 log(Pllj_1,llj)

Jj=2 aj—1,a;

= Z —Pa, log(pm) + (TL - 1) Z _papa,b 1Og(Pa,b)

a,b
—Z pallogpal n_l Zpaz Pablog )
a=1

Dividindo esta tltima igualdade por n e fazendo n — oo, obtemos que

d d
= Zpa Z _Pa,b log(Pa,b)'
a=1 b=1

Agora, como & é uma particdo geradora, segue do Coroldrio 3.13 que h,(0) =

hu(o, Z) :Za 1paZb 1 —Paplog(Pup).

3.3 Semicontinuidade da funcao entropia

Seja Mi(f) o conjunto das medidas de probabilidades invariantes por f. Vamos
analisar agora a fungdo v — h,(f) que associa a cada v € M;(f) a entropia h,(f).
Em geral essa fungao nao é continua, porém, veremos que sob algumas hipoteses, ela é
semicontinua superiormente em p: dado qualquer € > 0, tem-se que h,(f) < h,(f) +¢

para toda v suficientemente préxima (na topologia fraca*) de pu.

Teorema 3.20 (Semicontinuidade da Entropia). Seja &2 uma particao finita tal que
u(0) = 0. Entao, a funcio v — h,(f, &) € semicontinua superiormente em . Se além
disso, U, P™ gera a o-dlgebra dos subconjuntos mensurdaveis de M a menos de medida

nula. Entao a fungdo v w— h,(f) € semicontinua superiormente em fi.

Demonstragdo. Considere qualquer particao finita & de M cujo bordo 0% = |Jp., OP
satisfaz u(02?) = 0. Devido ao Teorema Portmanteau (veja a se¢ao 2.1 de [7]), a funcao
v +— v(P) é continua no ponto p, para todo P € &. Consequentemente, a fungao

vis H(P)=> —v(P)logv(P)

Pe»
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também é continua em p. A hipdtese sobre & também implica que pu(02?™) = 0 para
todo n > 1, uma vez que 0" C 0P U f~HOP)U...U f"T(IP). Assim, a fungao

v H,(2") é continua em p para todo n. Lembrando de (3.3), temos que
!
h,(f, &) = inf —H, (")
non

¢ semicontinua superiormente em g, porque o infimo de qualquer familia de funcoes
continuas é uma funcdo semicontinua superiormente. Agora, suponha que U, Z" gera
a o-algebra dos subconjuntos mensuraveis de M a menos de medida nula. Entao, dada
v préxima de p e € > 0, pela primeira parte da demonstragao, h,(f, &) < h,(f, &) +¢.
Como a entropia é nao decrescente h,(f, &) < h,(f). Por outro lado, pelo Coroldrio

3.13, hy(f, &) = h,(f). Portanto, h,(f) < h,(f) +e. O

Corolario 3.21. Suponha que M ¢é um espagco métrico compacto e que existe g > 0 tal
que toda particao finita &2 com diam & < gy satisfaz lim,, diam &" = 0. Entao, a funcdo
v = h,(f) € semicontinua superiormente. Consequentemente, essa funcgdao € limitada e o

seu supremo € atingido para alguma medida p.

Definicao 3.22. Uma transformacao continua f : M — M num espaco métrico compacto
¢ dita expansiva se existe g > 0 tal que d(f?(z), f/(y)) < o para todo j € N implica
que x = y. Quando f : M — M ¢é invertivel, dizemos que ela é expansiva no sentido
bilateral, se existe gy > 0 tal que d(f’(x), f/(y)) < & para todo j € Z implica que = = y.

Nos dois casos, €y ¢ chamado constante de expansividade de f.

Teorema 3.23. Seja f : M — M uma transformacao expansiva num espagco métrico
compacto e seja g9 > 0 uma constante de expansividade. Entdo tem-se lim,, diam &" =

para toda particao finita & com diam & < e.

Resulta do Teorema acima e do Corolario 3.21 que a funcao entropia de toda
transformacao expansiva num espaco métrico compacto é semicontinua superiormente
e existem probabilidades invariantes p cuja entropia h,(f) é maxima entre todas as

probabilidades invariantes de f.
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3.4 Entropia, Equivaléncia e Decomposicao Ergdédica

A entropia foi introduzida em Teoria Ergddica com o objetivo principal de
distinguir sistemas que nao sao ergodicamente equivalentes, especialmente no caso de
sistemas que sao espectralmente equivalentes e que, portanto, nao podem ser distinguidos
por meio de invariantes espectrais. Provaremos abaixo que a entropia é, de fato, um
invariante de equivaléncia ergddica. A definicao de equivaléncia ergddica, pode ser

consultada nas preliminares, definicao 2.18.

Teorema 3.24. Sejam f : M — M e g : N — N transformagoes preservando

probabilidades i em M e v em N. Se (f,u) é ergodicamente equivalente a (g,v), entdo

Demonstracao. Seja ¢ : M — N uma equivaléncia ergddica entre os dois sistemas. Isto
significa que ¢,u = v e existem conjuntos X C M e Y C N com medida total nos
respectivos espacgos, tais que ¢ é uma bijecao mensuravel de X em Y, com inversa
mensuravel. Além disso, vem da observacao 2.19 que os conjuntos X e Y podem ser
escolhidos invariantes. Seja & uma particao de M com entropia finita para u. A sua
restrigdo a X é uma particao de (X, u).

A respectiva imagem 2 = ¢(Z?) é uma particao de (Y,r) que, naturalmente,
também podemos ver como uma partigao de (N, v). Note que

H,(2) = —v(Q)logr(Q)

Qe2

= Y —v(¢(P))logv(¢(P))

P(P)EL

=" —6u(P)logd.0(P)

pPew
= > —u(P)log u(P)
pPew

= th(gz)'
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para todo n, segue também que
1 1
hy,(g,2) = lim HHV(QH) = lim EHH(Q") = h,(f, 2).

Tomando o supremo sobre todas as parti¢oes &, concluimos que h,(g) > h,(f).
Repetindo os mesmos calculos para a também equivaléncia ergddica entre os sistemas

Y =¢"': N — M, obtemos h,(g) < h,(f). Isto conclui a prova. O

Exemplo 3.25. Kolmogorov mostrou que a entropia dos deslocamentos unilaterais
11 111

(§,§> e (§,§,§> sao respectivamente, log2,log3. Usando o teorema acima,

foi possivel concluir que nem todos os deslocamentos de Bernoulli unilaterais sao

ergodicamente equivalentes.

No entanto, um resultado notéavel devido a Donald Ornstein afirma que a entropia

¢ um invariante completo para os deslocamentos de Bernoulli bilaterais:

Teorema 3.26 (Ornstein). Dois deslocamentos de Bernoulli bilaterais em espagos de

Lebesque' sdao ergodicamente equivalentes se, e somente se, as suas entropias sao iquais.

A entropia h,(f) é sempre uma funcdo afim da medida invariante ;. Mais ainda,

a propriedade de afinidade se estende para a decomposicao ergddica (ver Teorema 2.8) de
1:

Teorema 3.27 (Jacobs). Suponha que M é um espag¢o métrico separdvel. Dada qualquer
probabilidade invariante p, seja {up : P € P} a sua decomposi¢io ergddica. Entao

h(f) = [ hup(f)di(P) (quando um dos lados da igualdade € infinito o outro também é).

3.5 Jacobianos e formula de Rokhlin

Seja U um aberto do R?, seja m a medida de Lebesgue e seja f : U — U um

difeomorfismo local. Pela féormula de mudanca de variaveis,

m(f(A)) = /A | det D f(z)|dz (3.19)

1Se M é um espaco métrico completo separdvel e p é uma probabilidade boreliana sem &dtomos entao

(M, B, ) é um espago de Lebesgue.
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para todo A contido numa bola restrita a qual f é injetivo. Apresentaremos agora uma
nocao de jacobiano, que estende este tipo de relacao para transformacoes e medidas muito

mais gerais.

Definicao 3.28. Seja f : M — M uma transformacao mensuravel. Diremos que f
¢ localmente invertivel se existe alguma cobertura enumeravel {Uy : k > 1} de M
por conjuntos mensuraveis tais que a restricao de f a cada Uy é uma bijecao sobre a sua
imagem, a qual ¢ um conjunto mensuravel, e a inversa dessa bijecao também ¢é mensuravel.

Os subconjuntos mensuraveis destes conjuntos Uy serao chamados dominios de
invertibilidade. Se A é dominio de invertibilidade entao f(A) é um conjunto mensurével.
Observe, igualmente, que se f é localmente invertivel entdo a pré-imagem f~!(y) de
qualquer y € M é enumeravel: ela contém no maximo um ponto em cada Uy.

Seja n uma probabilidade em M, nao necessariamente invariante por f. Uma
fungao mensuravel £ : M — [0,00) é um jacobiano de f relativamente a 1 se a restrigdo

de £ a qualquer dominio de invertibilidade A é integravel com relacao a 7 e satisfaz

o(FA) = [ gan (3.20)

Proposicao 3.29. A definicio de jacobiano nao depende da escolha da cobertura {Uy :

k> 1),

Demonstragao. Seja {V,, : m > 1} uma outra cobertura. Todo subconjunto B de algum
V., pode ser escrito como uniao disjunta de conjuntos mensuraveis Ay C Ug, k > 1.

Entao, como os Ay sdo dominios de invertibilidade, n(f(Ay)) = [ 4, §dn, k = 1. Portanto,
n(f(B)) = 2, n(f(Ar) = 224 [a, §dn = [ &dn. O

Exemplo 3.30. Seja o : ¥ — X o deslocamento em ¥ = {1,2,...,d}" e seja u a medida
de Bernoulli associada a um vetor de probabilidade p = (p1,...,pq). Consideramos ¥
munido da distancia d((z;)ien, (¥i)ien) = 0V, onde N = N((;)ien, (¥i)ien) = inf{n : z, =
yn} € 0 € (0,1) é arbitrario. A restrigdo de o a cada cilindro [0;a] é uma transformagao
invertivel (Portanto {[0;a] : a € {1,2,...,d}} é a cobertura como na definigao 3.28).

Além disso, dado qualquer cilindro [0;a, ay, ..., a,] C [0;d],

1 1
w(o([0;a,aq,...,a,)) = pay - - - Pa,, = —([0;a,a1,...,a,]) = / —dp.
Pa [03a,1,....an] Pa
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Como a o-dlgebra gerada pelos cilindros elementares [0;a,ay,...,a,| coincide
com a o-élgebra gerada por todos os cilindros, entdao, naturalmente dado A C [0;q]

1
conjunto mensurdvel (dominio de invertibilidade), vale p(o(A)) = [, —du. Portanto
Pa

¢((zn)n)) = — é um jacobiano de o relativamente a p.
Pz

Definicao 3.31. Dizemos que uma medida 7 é nao singular com relacao a transformagao
f se a imagem de qualquer dominio de invertibilidade com medida nula também tem
medida nula: se n(A4) = 0 entdo n(f(A)) = 0. Por exemplo, se f : U — U é um
difeomorfismo local num aberto de R? e 1 é a medida de Lebesgue, entdo 1 é nao singular,
basta usar a férmula de mudanca de varidveis (3.19). Também toda probabilidade
invariante é nao singular.

Segue imediatamente da definigao (3.20) que se f admite jacobiano com relagao a

uma medida 7 entao essa medida é nao singular.A reciproca também é verdadeira:

Proposicao 3.32. Seja f : M — M uma transformagao localmente invertivel e seja n
uma medida boreliana em M, nao singular com relacdo a f. Entdo, existe algum jacobiano
de f com relagao a n e ele € essencialmente unico: dois jacobianos quaisquer coincidem

em n-quase todo ponto.

Demonstracao. Comecemos por provar a existéncia. Por definicao, f localmente invertivel
implica que existe uma cobertura enumerdvel {Uy : k > 1} de M por dominios de
invertibilidade de f. Defina, P, = U; e para cada k > 1, P, = U\ (U1 U...UU,_1). Entao
P ={P; : k > 1} é uma partigdo de M formada por dominios de invertibilidade. Para
cada P, € &, represente por 7 a medida em definida em Py por n,(A) = n(f(A)) para

todo conjunto mensuravel A C P,. A hipdtese de que 1 é nao singular implica que cada
dn

d(1lp, )

de Radén-Nykodim. Pelo Teorema de Radon-Nykodim & é uma funcao definida em Py,

N, € absolutamente continua com relagao a n restrita a Py. Seja & = a derivada

integravel com relagao a 7 e satisfazendo

n(f(A)) = me(A) = / ol (3.21)

para todo conjunto mensuravel A C Py. Considere a fungao £ : M — [0, 00) cuja restrigao

a cada P, € & esta dada por &. Todo subconjunto de Uy pode ser escrito como uniao
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disjunta de subconjuntos de Py, ..., P;. Aplicando (3.21) a cada um desses subconjuntos
e somando as respectivas igualdades, obtemos que 7(f(A)) = [, &dn para todo conjunto
mensuravel A C Uy, k > 1. Isto prova que £ é um jacobiano de f relativamente a 7.
Agora, provemos a unicidade. Suponha que £ e ( sao jacobianos de f relativamente
an e que existe B C M com n(B) > 0 tal que {(x) # ((x) para todo x € B. A menos de
substituir B por um subconjunto adequado, e permutar os papéis de £ e ( se necessario,
podemos supor que £(x) < () para todo z € B. De modo similar, podemos supor que

B esta contido em algum Uj. Entao,

n(B) = [ can< [ cin=n(s(B)).
B B
Esta contradicao prova que o jacobiano é essencialmente tinico. O]

Observagao 3.33. Usaremos a notagdo J,f para representar o (essencialmente unico)

jacobiano de f com relagao a n, quando exista.

O proximo Teorema exprime a entropia de uma medida invariante explicitamente

em termos do jacobiano.

Teorema 3.34 (Férmula de Rokhlin). Seja f : M — M wuma transformagao
localmente invertivel e seja p uma probabilidade invariante por f. Suponha que existe
alguma particao finita ou enumerdvel & tal que U, " gera a o-dlgebra de M e todo

P e & é dominio de invertibilidade de f. Entdo

)= [ log Iyt

Demonstrag¢ao. Consideremos a sequéncia de partigoes 2,, = \/?:1 f7(Z). Como £ ¢
parti¢do geradora, podemos usar o Coroldrio 3.13 e o fato que h,(f, &) = lim, H,(Z \

\/?:1 [77(2?)) para qualquer partigao &2 com entropia finita para concluir que

ha(f) = h(f. 2) = lim H,(2\ 2,) (3.22)
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Por definicao,

H,(Z\ 2,) Z Z —w(PNQy) log (P 0 GQn)

PeEP QnE2n (Q")
H(PNQn) M(PﬁQn)>
— (= ]
;Qg He )< W@ 0 (@)
- PN Q) Q”)) 3.23
1;@@;9 < w@n) /) (3:23)
Como anteriormente, ¢(z) = —xlogz. Seja e,(1,z) a esperanca condicional de

uma funcao v relativamente a partigdo 2, e seja e(1), x) o seu limite quando n vai para
infinito (estas nogoes foram introduzidas na definicdo 2.9 e no Lema 2.10). E claro da

definigao (2.3) que

en(xp,x) = % para todo = € @, e todo @, € 2,.
Portanto,
(P NQy
> ( e > Z/eben X, 2))du(z). (3.24)
PeP Qne2, /‘L Pep

Pelo Lema 2.10, o limite e(xp,z) = lim,e,(xp,z) existe para p-quase todo z.
Entao, observando que a fungao ¢ o e,(xp,z) é limitada, podemos usar o teorema da

convergéncia dominada para deduzir das relagdes (3.22), (3.23) e (3.24) que

—hmZ/qben \p2))dp(z)

PeZ
=Y [ timd(en(xr )dn(z)
-5 [ timélea . 2))du(a
= 3" [ otelen o)duto) (3.25)
Pe

Resta relacionar o integrando do lado direito com o jacobiano. Isso sera feito por meio

dos seguintes lemas:

Lema 3.35 (Férmulas de mudanca de variaveis). Seja f : M — M wuma
transformacao localmente invertivel e n uma probabilidade boreliana em M nao singular

com relacao a f. Valem as sequintes formulas de mudanca de varidaveis:
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(a) ff(A) edn = [,(¢ o f)Jyfdn para todo dominio de invertibilidade A C M e toda
fungao mensurdvel ¢ : f(A) — R tal que as integrais estio definidas (podendo ser
+00).

(b) [, vdn= ff(A) (Jif) o (fla)~tdn para qualquer fun¢ao mensurdvel 1 : A — R tal
7

que as integrais estao definidas (podendo ser 00 ).
Demonstragao. (a) Pela proposicao 3.32 existe algum jacobiano de f com relacao a 7
essencialmente unico. Ele satisfaz
a7 = [ sy (3.26)
conforme a equagao (3.20). Note que se ¢ = xp para algum conjunto B mensuravel entao,

usando a equagao (3.26)

/f e = 1B 0 (A) = (/A0 77 (B))
Anf-1(B) A

- / (v f) Iy fd.
A

Logo a afirmagao do item (a) vale para ¢ = xp. Pela linearidade da integral, o
resultado vale para fungoes simples. Agora, suponha que ¢ : f(A) — R é mensurédvel e ndo
negativa; existe uma sequéncia de fungoes simples ¢, : f(A4) — R tal que 0 < ¢, < pu11
para todo n e ¢ = lim,, ¢, para todo ponto x. Além disso, a sequéncia (@, o f)J, f também

¢ mondtona e lim,, (¢, o f)J,f = (p o f)J,f. Pelo Teorema da Convergéncia monétona:

/ odn = lim / ond) = lim / (on 0 f) T, fdn = / (9o ), fdn.
f(A) o Jf(A) nJA A

Finalmente, para ¢ : f(A) — R mensuravel arbitraria, escreva ¢ = ¢ — ¢~ onde
o1, ©~ 820 nao negativas, use a linearidade da integral e o resultado anterior.
(b) Dada uma fungdo mensuravel ) : A — R qualquer, note que ¢ = ( v ) o

Tof
(fla)™: f(A) — R ¢é mensurdvel. Aplicando a esta o item anterior, obtemos

[ (G e atin= [ (((55) e vt) os) ain= [ van

como queriamos mostrar. O]
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Lema 3.36. Para toda funcao mensurdvel limitada b : M — R e toda probabilidade

boreliana n invariante por f,

e(v,z) = U(f(x)) para n-quase todo x, onde V(y) = Z Jlf(z)
sef )
Demonstragao. Lembre que 2, = \/_; f7(2). Também usaremos a sequéncia de

partigoes P = \/;:01 [77(2). Observe que 2,(z) = Y2 f(z))) e P™(x) =
P(x) N 2, (z) para todo n e todo z. Entao,

bdn =
/@"—l(ﬂx» Z

pPe»

(0 1
—— o (flp) "dn.
/f<P>n@n—1<f<x>> Inf

Usando a férmula de mudanga de varidveis dada pelo Lema 3.35 item (b), podemos

reescrever a expressao do lado direito como

3 R CTICEY R

Pez

Portanto,

/ bdn = / . (3.28)
Zn=1(f(z)) Zn(z)
A hip6tese de que 7 é invariante dd que (2" (f(x))) = n(2,(z)). Dividindo

ambos os lados de (3.28) por este nimero, obtemos que
en(V,2) = € (¥, f(x)) para todo x e todo n > 1. (3.29)

Entao passando ao limite, e(y, z) = e/(zﬂ, f(z)) para n-quase todo z. Por outro
lado, de acordo com o Teorema 2.11, a hipdtese implica que ¢’ (’(/AJ, y) = @@(y) para n-quase

todo y € M. O

Vamos aplicar o Lema 3.36 a ¢ = xp e n = . Como f é injetiva em todo elemento
de 2, cada intersegao PN f~1(y) ou é vazia ou contém exatamente um ponto. Portanto,

segue do Lema 3.36 que e(xp,z) = xXp(f(z)), com

1
ily) = | TRy FY P
0 sey ¢ f(P)
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Entao, lembrando que a medida p é invariante,

[ oteteraduta) = [ otxn()duty

_ / (J—flogJ f) o (flp)"du
~ [ 1og i
:

(a ultima igualdade usa o Lema 3.35 item (b)). Substituindo esta expressdo em (3.25),

vem que
Z / log J, fdp = /log Jufdu,
pPes

tal como afirmado no Teorema. O

Lema 3.37. Seja f : M — M wma transformacao localmente invertivel e seja n uma
probabilidade boreliana em M nao singular com relagao a f. Entdo para toda funcdo
mensurdvel limitada v : M — R,

Jem=] > nf

zef~!(=z)
Demonstrag¢ao. Seja & uma partigao enumeravel em dominios de invertibilidade. Usando

a formula de mudanga de varidveis dada pelo Lema 3.35 item (b) e lembrando que a pré-
imagem f~!(z) de qualquer x € M é enumerdvel, segue que

/zpdn—Z/wdn—Z/(PJf (1) )dn(e)

P Pe

]

Lema 3.38. Seja f : M — M uma transformagao localmente invertivel e seja n uma
probabilidade boreliana em M nao singular com relagcao a f. Entao n € invariante por f

se, e somente se,

1
Z =1 para n-quase todo x € M.
zef~1(x) ol (2)
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Demonstracao. Usando a igualdade dada pelo Lema anterior considerando ao invés de v

foonn-] %

zef—1

a funcao ¥ o f,

(2)dn(z).

Mas (¢ o f)(2) = 9(x) uma vez que z € f’ (x). Portanto

1
/ e 7<z> dn(x).  (3.30)

Entao, se n ¢ invariante por f, o lado esquerdo de (3.30) é igual a [ +dn. Logo
1
Zzef_l(x) JT]f(’Z)

Por outro lado, se )

=1 para n-quase todo x € M.

1
cef-1(z) m =1 para n-quase todo x € M., entao o lado
direito de (3.30) ¢é igual a [ ¢dn e isto mostra que n ¢ invariante por f. O]
Lema 3.39. Seja f : M — M uma transformagao localmente invertivel e seja n uma

probabilidade boreliana em M nao singular com relagao a f. Entao para todo k > 1,

existe jacobiano de f* com relacdo an e ele é dado por

J, fk HJ f(fi(z)) para n-quase todo x € M. (3.31)

Demonstracao. Se f é localmente invertivel, entdo f* também é: Da hipdtese que f
¢ localmente invertivel existe alguma cobertura enumeravel {U; : k > 1} de M por
conjuntos mensuraveis tais que a restricao de f a cada Uy é uma bijecao sobre a sua
imagem, a qual é um conjunto mensuravel, e a inversa dessa bijecao também é mensuravel.
Daf note que {f*(Uy) : k > 1} é cobertura enumeravel de M por conjuntos mensurdveis
e que a restricao de f* a cada f~%(Uy) é uma bijecdo sobre a sua imagem. De acordo com
a proposicao 3.32 existe algum jacobiano de f* com relacdo a 1 essencialmente tinico.
Entao se A é um dominio de invertibilidade de f*, usando a férmula de mudanca

de varidveis dada pelo Lema 3.35 item (a), obtemos

/ Ty ftdn = n(f*(A)) = n(f*H(f(A) = / Ty f*dn = /(Jnfk_l o f)Jnfdn.
A F(A) A

(3.32)
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Portanto J,f* = (J,f*' o f)J,f para todo k e para n-quase todo x € M. A
férmula (3.31) é obtida por indugao em k: para k = 1 o resultado é imediato. Supondo

que (3.31) vale para k arbitrario, entao pelo que provamos em (3.32) e pela hipGtese de

inducao
k—1
T (@) = (Jyf* o (@) Ty f () = [] Jf (/@) I f ()
§=0
=17 @) f (@) =[] Juf (F ()
j=1 j=0
como queriamos mostrar. O

3.6 Entropia Topoldgica

Defini¢ao 3.40 (R. Adler, A. Konheim e M. McAndrew ). Seja M um espago
topoldgico compacto. Chamamos cobertura aberta de M qualquer familia T de abertos
cuja uniao é todo o M. Por compacidade, toda cobertura aberta admite uma subcobertura
finita (isto é, uma subfamilia que ainda é uma cobertura) com um ndmero finito de

elementos. Chamamos entropia da cobertura T ao nimero
H(YT) =1log N(T) (3.33)

onde N(T) é o menor numero tal que T admite alguma subcobertura finita com
esse numero de elementos. Chamaremos essa subcobertura de cardinalidade N(Y) de
subcobertura 6tima de T e a denotaremos por T,.

Dadas duas coberturas abertas T e A, dizemos que T é menos fina que A, e
escrevemos I < A, se todo elemento de A esta contido em algum elemento de Y. Se
T < A, entao N(Y) < N(A), porque se A, é a subcobertura étima de A, entao para cada
U € A, existe Vi € T tal que U C Vi;. Mas note que Ty, = {Vy : U € A,} forma uma
subcobertura finita de M por elementos de T e sua cardinalidade nao é maior que a de A,.
Em particular, a cardinalidade de Y, ndao é maior que a cardinalidade de T, . Portanto,

N(T) < N(A). Isto em especial mostra que

T<A = H)<HA). (3.34)
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Dadas coberturas Yy,...,Y,, denotamos por T;\/---\/ T, a sua soma, isto é, a
cobertura cujos elementos sao as interse¢oes Uy N---NU, com U; € T; para cada j. Note
que T; <Y V---\V T, para todo j.

Seja f : M — M uma transformacao continua. Se T é uma cobertura aberta de
M entao f(T) = {f7(A): A € T} também é uma cobertura aberta. Para cada n > 1,

denotamos
T =T\ SN\ ).

Observemos dois fatos importantes. Primeiro, note que N(T\/ A) < N(T)N(A).
De fato, sejam Y,, A, as subcoberturas o6timas de T e A, respectivamente. Entao,
T,V A, é subcobertura de T\/ A (podendo ndo ser a subcobertura o6tima T \/A)
com cardinalidade nao maior que o produto das cardinalidades de T, e A,. Logo a
cardinalidade de (T\/ A), ndo é maior que o produto das cardinalidades de T, e A,.
Consequentemente, N(Y\/ A) < N(T)N(A). Também, N(f~}(T)) < N(T). De fato,
basta observar que se T, é a subcobertura 6tima de T, entao f~'(T,) é subcobertura de
f7HY) (podendo nao ser a 6tima). Logo a cardinalidade de (f~*(T)), nao é maior que a

cardinalidade de T,. Resulta do que foi dito acima que a sequéncia H(Y") é subaditiva:
H(Y™ ™) = H(C™\/ f7"(1™)
=log N(Y™\/ f7™(T™))
< log N(Y™)N(f~™(Y"))
=log N(Y™) 4+ log N(f~™(T™))
=H(Y™)+ H((Y")
para todo m,n > 1. Em virtude do Lema 3.5,

A(f,) = lim %H(T”) — inf L (™) (3.35)

non
sempre existe. Ele é chamado entropia de f com respeito a cobertura T. A relacao
(3.34) implica que

T<A = h(f,T)<h(fA). (3.36)

Finalmente, definimos a entropia topoldgica de f como sendo

h(f) =sup{h(f,T): T é cobertura aberta de M}. (3.37)
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Em particular, se A é subcobertura de T entdo h(f,T) < h(f,A). Portanto,
a defini¢cao (3.37) ndo muda se restringirmos o supremo as coberturas abertas finitas.

Assim definida, a entropia h(f) é um nimero nao negativo, podendo ser infinito.

Defini¢ao 3.41 (Efim Dinaburg e Rufus Bowen). Seja f : M — M continua
num espaco métrico M, nao necessariamente compacto, e seja K C M um subconjunto
compacto qualquer.

Dados e > 0 e n € N, dizemos que um conjunto £ C M é um (n, ¢)-gerador de K,
se para todo x € K existe a € E tal que d(f*(z), f'(a)) < € para todo ¢ € {0,...,n — 1}.
Em outras palavras,

K C U B(a,n,¢),

ack
onde B(a,n,e) = {x € M : d(f(x), fi(a)) < e para i =0,...,n—1} é chamada de bola
dinamica de centro a, comprimento n e raio €. Note que {B(z,n,e) : x € K} é uma
cobertura aberta de K. Logo, por compacidade, sempre existem conjuntos (n, €)-geradores

finitos. Denotamos g, (f,e, K) = min{#E : E é (n,e)-gerador de K}. Definimos
, 1
g(f,E,K):thUp—IOggn(f,g,K). (338)
n n

Observe que a fungdo ¢ — ¢(f,e, K) é mondtona nao crescente. De fato, é
claro da defini¢do que se £ < g9 entdo todo conjunto (n,e;)-gerador também é (n,es)-
gerador. Portanto, g,(f,e1, K) > gn(f, €2, K) para todo n > 1 e, passando ao limite,

g(f,e1, K) > g(f,ea, K). Isto garante, em particular, que
o(f.K) = lim g(f.c. K) (3.39)
existe. Finalmente, definimos
g(f) =sup{g(f,K): K C M compacto}. (3.40)

Também introduzimos a seguinte nocao dual. Dados € > 0 e n € N, dizemos que
um conjunto £ C K é (n,e)-separado, se dados z,y € F, existe j € {0,...,n — 1}
tal que d(f7(x), f?(y)) > . Em outras palavras, se * € E entao B(z,n,&) nao contém

nenhum outro ponto de E. Denotamos s,(f,ec, K) = max{#FE : E é (n,¢)-separado}.
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Definimos
1
s(f,e, K) =limsup —log s,(f, ¢, K). (3.41)
n n

Observe que a fungao € — s(f, e, K) é mon6tona nao crescente. De fato, é claro
da defini¢do que se 0 < g1 < g9 entao todo conjunto (n,ey)-separado também é (n,e)-
separado. Portanto, s,(f,e1, K) > s,(f, €2, K) para todo n > 1 e, passando ao limite,

s(f,e1, K) > s(f,e2, K). Isto garante, em particular, que
s(f, K) = li_r}r(l)s(f,a, K) (3.42)
existe. Finalmente, definimos
s(f) =sup{s(f,K): K C M compacto}. (3.43)
E claro que g(f, K1) < g(f, Ks) e s(f, K1) < s(f, K») se K; C K,. Em particular
g(f)=g(f, M) e s(f)=s(f,M) se M é compacto. (3.44)

Proposicao 3.42. Tem-se ¢g(f,K) = s(f,K) para todo compacto K C M.
Consequentemente, g(f) = s(f).

Definicao 3.43. Definimos a entropia topoldgica de uma transformagao continua

f: M — M num espago métrico M como sendo g(f) = s(f).

Definicao 3.44. Quando M é um espaco métrico, chamamos diametro de uma
cobertura aberta T e denotamos por diam(Y) ao supremo dos diametros dos seus
elementos. Também, para cada cobertura aberta T, um niimero de Lebesgue para T,
é um numero real € > 0, tal que cada bola de raio € esta contida em algum elemento de

T. Denotaremos o supremo desses nimeros € por Leb(Y).

Proposicao 3.45. Suponha que M € um espago métrico compacto. Seja (Vi) qualquer

sequéncia de coberturas abertas de M tal que diam Y converge para zero. Entao,

Demonstracao. Dada qualquer cobertura aberta A, seja ¢ > 0 um numero de Lebesgue

de A. Tome n > 1 tal que diam Y, < e para todo k > n. Pela definigado de nimero
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de Lebesgue, segue que todo elemento de T esta contido em algum elemento de A. Em
outras palavras, A < Ty e, portanto, h(f, Tx) > h(f,A). Lembrando a defini¢ao (3.37),
isto prova que

liminf A(f, Tp) > h(f).
Também ¢ claro das definigdes que h(f) > sup, h(f, Tr) > limsup, h(f, k).

Combinando estas duas observacoes obtemos a conclusao da proposicao. O]

Teorema 3.46 (Bowen, 1971). Se M ¢ espago métrico compacto, entiao h(f) = g(f) =
s(f)-

Demonstra¢ao. Um conjunto E é (n,e)-gerador se, e somente se, a familia B(x,n,e¢),
r € FE, é uma subcobertura da cobertura Y,.) de todas as B(x,n,c) as quais,
por sua vez, ¢ subcobertura de Y¢, .y = Ya oV /[ (Tae) V-V (Yae). Por
definicao de ndmero de Lebesgue, T < T(1.) sempre que ¢ < Leb(Y). Usando que:
T<A = N(T)<N(A) e T™ < A" resulta que

gu(fr6, M) = N(T(ne) > N(T{ ) = N(XT?). (3.45)

Note que qualquer conjunto (n,e)-separado E com cardinalidade maximal deve
ser (n,e)-gerador; do contrério, existiria um ponto xy € M, tal que dist(xg,z) > e para
todo x € E. Mas assim E U {zo} seria um conjunto (n,¢)-separado, contradizendo a

maximalidade de E. Isto implica que
Sn(f,E,M) :#Ezgn(f,E,M) (346)

Agora, tome uma cobertura A com diam(A) < e. Seja E um conjunto (n,é¢)-
separado. Entao cada elemento de A™ contém no maximo um elemento de E. Por outro

lado, qualquer subcobertura de A™ cobre todos os elementos de F. Portanto
N(A") = sn(f,e, M). (3.47)
Combinando as férmulas (3.45), (3.46) e (3.47), vem que

N(A") = su(f e, M) = gn(f, e, M) = N(T")
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e portanto,

1 1
lim sup — log N(A"™) > lim sup — log s,,(f, e, M)
n no N

n

1 1
> lim sup Eloggn(f,e,M) > lim sup EN(T”).

A prova é completada passando o limite sobre uma sequéncia de refinamentos Y,
pondo g, = Leb(Yj) e escolhendo uma sequéncia de coberturas Ay com diam(Ag) <

Ek- O

3.7 Exemplos: Calculo da Entropia Topolégica

Exemplo 3.47 (Transformacgoes expansivas). Se f é expansiva com constante de

expansividade g9 > 0, entao

(a) h(f) = h(f,T) para toda cobertura aberta T com diametro menor que &;

1
(b) limsup,, —log # Fix(f™) < h(f), onde Fix(f") denota o conjunto dos pontos x € M
n
tais que f"(z) = x. Isto prova em especial que, para transformagdes expansivas a
entropia topologica € uma cota superior para a taxa de crescimento do niumero de

pontos periodicos.

Seja T qualquer cobertura aberta de M com diamYT < gy3. Afirmamos que
limy, diam Y* = 0. De fato, suponha que isso nao é verdade. E claro que a sequéncia
dos diametros é nao crescente. Entao existe 6 > 0 e para cada k > 1 existem pontos
T e yp num mesmo elemento de Y* tais que d(xy,y,) > 6. Por compacidade, podemos
escolher uma subsequéncia (k;); tal que existem z = lim; zy, e y = lim; y;, . Observe que
x # vy, de fato d(z,y) > §. Por outro lado, a escolha de xj e yx num mesmo elemento de
T* implica que

d(f'(xy), f'(yr)) < diam T para todo 0 <i < k.

Passando ao limite, vem que d(f(z), f'(y)) < diam T < &y para todo i > 0. Isto
contradiz a hipotese de que €y é uma constante de expansividade para f. Esta contradicao
prova a nossa afirmagao. Usando a Proposigao 3.45, segue que h(f) = h(f,Y), tal como

afirma o item (a).
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Para provar o item (b), seja T uma cobertura de M com diam Y < &g, onde & é
uma constante de expansividade de f. Afirmamos que cada elemento de T" contém no
maximo um ponto de Fix(f™). De fato, se z,y € Fix(f™) estdo no mesmo elemento de
Y™ entao d(fi(z), f'(y)) < diam T < gy para todo i = 0,...,n — 1. Como f"(z) = x e
™(y) = y, segue que d(f(x), fi(y)) < ¢ para todo i > 0. Por expansividade, isso implica

que x = y, 0 que prova a nossa afirmacgao. Segue que

1 1
lim sup - log # Fix(f™) < lim sup - log N(Y™) = h(f,Y).

n

Agora, basta tomar o limite quando o diametro de Y vai para zero.

Exemplo 3.48 (Deslocamentos de tipo finito). Seja X = {1,...,d} um conjunto
finito e seja A = (4;;);; uma matriz de transi¢ao: matriz quadrada de dimenséao d cujos
coeficientes tomam apenas os valores 0 ou 1 e tal que nenhuma linha ¢ identicamente nula.
Considere o subconjunto X} de ¥ = X das sequéncias (z,,), que sao A-admissiveis, ou
seja, tais que

A =1 para todo n € N, (3.48)

Tn,Tn+1

A restrigao do deslocamento o : ¥ — X% ao espago métrico compacto

invariante X} ¢ chamado de deslocamento unilateral de tipo finito associado a A.
O deslocamento bilateral de tipo finito associado a uma matriz de transicio A é
definido de maneira andloga, considerando ¥ = XZ e exigindo (3.48) para todo n € Z.
Neste caso também exigimos, como parte da definicaio de matriz de transicao, que as
colunas (nao apenas as linhas) de A sejam nao nulas. Calcularemos a entropia topoldgica
destas transformacoes. Para o enunciado precisamos de alguns comentarios prévios sobre
grafos de matrizes de transicao. Geralmente associamos a uma matriz de transicao A o
grafo orientado

Ga={(a,b) e X x X : Ayp = 1}.
Por exemplo, se quisermos esbocar o grafo da matriz de transigao

0 1

=

o o o
_
o = O
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pomos como vértices do grafo os pontos de X = {1, 2, 3,4}, e escrevemos uma seta ligando
os vértices a e b sempre que A, = 1 para todo a,b € X. A figura 1 descreve o grafo

associado a matriz A.
Lo .x; ~
/ ‘R\ NG,
I

|
|

4 N
2 )

Figura 1. Grafo associado a matriz A

Chamamos caminho de comprimento [ > 1 no grafo G4 a qualquer sequéncia
agp, ...,aq; em X tal que A,,_,,, = 1 para todo i, isto é, tal que sempre existe uma aresta
ligando a;_1 a a; (por exemplo, no grafo da Figura 1 1,2,4 é um caminho).

Lembre que o raio espectral p(B) de uma aplicagao linear B : R? — R? (isto é, o

méaximo dos valores absolutos dos autovalores de B) é dado por
p(B) = lim || B"||* = lim | trc B"|w, (3.49)

onde ||.|| representa uma norma qualquer no espago vetorial das aplicages lineares e trc
designa o trago da matriz. Todas as normas sao equivalentes, ja que estamos em dimensao

finita. Em geral, consideramos a norma de operador ||B|| = sup{W v # 0} mas
v

também serd ttil considerar a norma definida por

1Bl = ZIB,JI

1,j=1
Agora suponha que A é uma matriz de transigdo. Como os coeficientes de A sao
nao negativos, podemos usar o teorema de Perron-Frobenius (Teorema 2.16), para concluir
que A admite um autovalor nao negativo A4 que é igual ao raio espectral. Pela defini¢ao

de matriz de transicao, também temos que as linhas da matriz A sdo nao nulas. Entao o
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mesmo vale para A", qualquer que seja n > 1. Isto implica que todos os coeficientes do

vetor A,(1,...,1) s@o (inteiros) positivos e, portanto,

|1 An(1, ..., 1|
(L D]

Usando (3.49), obtemos que Ay = p(A) > 1 para toda matriz de transicao A.

[| ALl > > 1 para todo n > 1.

Vamos provar agora que: A entropia topoldgica de um deslocamento de tipo finito
o4 1 24 — X4 é dada por h(os) = logAys onde Ay é 0 maior autovalor da matriz de
transicao A.

Trataremos o caso de deslocamentos unilaterais. Consideremos a cobertura aberta

T de ¥ formada pelas restri¢oes
(0;ala = {(x); € X3 : wo = a}

dos cilindros [0;a] de M. Para cada n > 1, a cobertura aberta T" estd formada pelas

restricoes
05 ag, ..., an—1]a = {(z;); €X4 12 =a; para j=0,...,n—1}.

dos cilindros de comprimento n. Observe que este conjunto é nao vazio se, e somente se,
ag, . . ., ay—1 ¢ um caminho (de comprimento n—1) no grafo G 4: se o conjunto é nao vazio,
entao possui uma sequéncia (ag, ..., Gp—1, T, . ..) € Ez, e isto significa que A,, , ., = 1 para
i=1,...,n—1, portanto ag, . .., a,_1 € um caminho de comprimento n— 1 no grafo G 4; e
reciprocamente, se A,, , ., = 1 parai¢=1,...,n — 1, podemos montar uma sequéncia em
[0; ag, ..., @,_1]a pela propria definigdo de ¥. Como os cilindros sao disjuntos dois-a-dois,
esta observagao mostra que N(T") é igual ao nimero total de caminhos de comprimento
n — 1 no grafo G4, ou seja,

d
NI =) A =AM

ij=1

Pela férmula do raio espectral em (3.49), segue que
+ . 1 n . 1 n—1
h(cy,T) =lim—log N(T") = lim — log ||A""||s = log p(A) = log Aa.
n 1 n 1

Finalmente, como diam Y™ — 0, h(c}) = h(c}, T).
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Observacao 3.49. Ao final do exemplo anterior usamos a sequinte observacao: Se M €
um espago métrico compacto e T é uma cobertura aberta tal que diam(Y™) converge para

zero quando n — oo, entdo h(f) = h(f,T).

Observacao 3.50. Se o4 : ¥4 — X4 € um deslocamento de tipo finito entao

1
lim — log # Fix(c4") = h(oa).
non

3.8 Pressao Topologica

Definicao 3.51. Seja f : M — M uma transformacao continua num espago métrico
compacto. Chamamos potencial em M a qualquer fungao continua ¢ : M — R. Para
cada n € N, definimos ¢, : M — R por ¢, = Z?:_Ol ¢ o fi. Além disso, dado qualquer

conjunto nao vazio C' C M, denotamos
on(C) = sup{¢,(x) : x € C}. (3.50)

Dada uma cobertura aberta Y de M definimos

P,(f,0,T) = inf{z (V) : 5 ¢ subcobertura finita de T}. (3.51)
Uey
Note que
Uey Uey Uey vefr(vy)

Portanto a sequéncia log P, (f, ¢, T) é subaditiva e, portanto, o limite
1
non

existe (Lema 3.5). Finalmente, chamamos pressao do potencial ¢ relativamente a f
ao limite P(f,¢) de P(f,#,Y) quando o diametro de T vai para zero. A existéncia deste

limite é garantida pelo seguinte lema:

Lema 3.52. Eziste limgamy o0 P(f,®, 1), ou seja, existe P(f,$) € [0,00] tal que

li}gnP(f, ¢, Ti) = P(f, )

para toda sequéncia (Yy)x de coberturas abertas com diam Yy — 0.
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Demonstragao. Sejam (Yy)r e (Ag)r sequéncias quaisquer de coberturas abertas com
diametros convergindo para zero. Dado qualquer € > 0 fixe § > 0 tal que |p(x) —d(y)| < e
sempre que d(z,y) < 0. Por hipdtese, diam T}, < § para todo k suficientemente grande.
Para k fixado, seja o > 0 um numero de Lebesgue para Y. Por hipdtese, diam A,, < «
para todo m suficientemente grande. Pela definicao de niimero de Lebesgue, todo B € A,
esta contido em algum A € Ty. Observe que ¢, (A) < ne + ¢,,(B) para todo n > 1, uma

vez que diam Y, < §. Isto implica que

Pn(f7 ¢7 Tk) < enapn(f, ¢7 Am)

para todo n > 1 e, portanto, P(f, ¢, Tx) < e+ P(f,¢,A,,). Fazendo m — oo e depois

k — oo, obtemos que
limsup P(f, ¢, Ti) < e+ liminf P(f, ¢, A,,).
k. m

Como e > 0 é arbitrédrio, segue que limsup, P(f,#, Tx) < liminf,, P(f, o, An).
Permutando os papéis das duas sequéncias de coberturas, concluimos que os limites

limy P(f, ¢, Tx) e lim,, P(f, ¢, A,,) existem e sao iguais. O

Observacao 3.53. Sao consequéncias imediatas da definicao de pressao:

1. A pressao do potencial nulo coincide com a entropia topoldgica. De fato, dada uma

cobertura aberta Y, note que

P,(f,0,7) = inf{z 1: 5 € subcobertura finita de Y"} = N(T")

Uey

para todo n > 1. Portanto, h(f, ) = P(f,0,Y). Finalmente, fazendo o diametro
de cobertura Y tender a zero, obtemos h(f) = P(f,0).

2. A pressao € um invariante de equivaléncia topologica: Sejam f : M — M e
g : N — N transformacoes continuas em espacos métricos compactos. Se existe um
homeomorfismo h : M — N tal que ho f = goh entao P(g,$) = P(f,¢poh) para todo
potencial ¢ em N. Para provar este fato, comecamos notando que ¢¢ = ho fioh™!

e portanto, ¢, = S dpogi =S (poh)o fioh ' Entdo, se T ¢ cobertura
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aberta de N,

P.(9,0,T) = inf{z e®n(U) . v € subcobertura finita de Y™}

Uey

= inf{ Z (@eh)n(V) . n=1(y) ¢ subcobertura finita de h™1(T™)}.

Veh—

Observamos também que

AT =\ Ao () = \/ £ o (D) = (1 (0)

Dat,

implica que

P<g7¢7 T) = P(f7¢ © h? h71<fr>)

Fazendo o diametro de Y tender a zero, o didmetro de h™*(T) também tende a zero,

assim:

. Sejam f,g como no item acima. Se h: M — N € continua, sobrejetiva (este caso
nao exige que h seja injetiva) e satisfaz ho f = go h entao P(g,¢) < P(f,¢oh)
para todo potencial ¢ em N. A prova € semelhante a do item acima. Tome Y é

cobertura aberta de N e conclua que

Pu(g,¢,T) < Pu(f, ¢ 0 h,h ().

A desigualdade acontece porque a subcobertura finita de h=*(Y™) de M pode ter
mais abertos do que a de Y devido a sobrejetividade de h. Concluimos entao que
P(g,¢,Y) < P(f,¢oh,h Y(Y)). Fazendo o didmetro de h™*(Y) tender a zero, o
diametro de T também tende a zero e assim P(g,¢) < P(f,¢oh).

. Se h(f) € finita entao P(f,¢) < oo para todo potencial ¢ e caso contrdrio
P(f,$) = oo para todo potencial ¢. A prova dessa afirmagdao decorre dos sequintes

fatos: dada qualquer constante ¢ € R, temos P,(f,¢ + ¢, T) = €"P,(f, 9, 1) para
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todo n > 1 e, portanto, P(f,¢ + ¢, Y) = P(f,¢,Y) + ¢ para toda cobertura aberta
T. Logo,
P(f,¢+c)=P(f ¢)+c (3.54)

Também, € claro que

¢ <= P(f,¢) < P(f. ). (3.55)

Em particular, como inf ¢ < ¢ < sup ¢, seque de (3.54) e (3.55) que

h(f) +inf¢ < P(f,inf ¢) < P(f,¢) < P(f,sup¢) < h(f) +sup ¢

para todo potencial ¢. Caso h(f) = oo, temos P(f,p) = oo como afirmado.

Definigao 3.54 (Definicao de Pressao em termos de conjuntos geradores e
separados). Seja f : M — M continua num espago métrico compacto e ¢ : M — R
uma func¢ao continua.

Dados n > 1 e e > 0, defina

Go(f, b,¢) :inf{z @ . F é conjunto (n, e)-gerador de M}

el (3.56)
Su(f, ¢,€) :sup{z (@) . [ é conjunto (n, ¢)-separado de M?}.

el
Em seguida, defina
1
G<f7 ¢7 g) = lim sup g lOg Gn(f7 ¢7 5)

" (3.57)
S(f,¢.2) = limsup ~ log S, (f, ¢,)

n

e também
G(f,6) = G(f. 9,¢)
S(f,9) =lim S(f, 6,¢)

(3.58)

(os limites existem, porque as fungoes sao mondtonas em ¢).
Note que G,(f,0,e) = gn(f,€) e Sp(f,0,e) = s,(f,e) para todo n > 1 e todo
e > 0. Portanto, pelo Teorema 3.46, G(f,0) = g(f) e S(f,0) = s(f) sao iguais a entropia

topolégica h(f), uma vez que M é espago métrico compacto. Em geral, temos:
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Teorema 3.55. P(f,¢) = G(f,®) = S(f, ) para todo potencial ¢ em M.

Demonstracao. Considere n > 1 e € > 0. Vimos na prova do Teorema 3.46 que todo
conjunto (n, e)-separado maximal é (n, €)-gerador. Entao,
Su(f,0,e) = sup{z @) . ¢ conjunto (n, €)-separado de M}
L))

= sup{z () . [ é conjunto (n, £)-separado maximal de M} (3.59)
zckE

> inf{z (@ . [ é conjunto (n,e)-gerador de M} = G, (f, ,¢)

zeE

Isto implica que G(f, ¢,e) < S(f, ¢, ). Passando ao limite quando € — 0, obtemos
G(f,¢) <S(f,9).

Em seguida provamos que S(f,¢) < P(f,®). Sejam € e § nimeros positivos tais
que d(x,y) < ¢ implica |¢p(x) — ¢(y)| < e. Seja T qualquer cobertura aberta de M com
diam Y < §. Seja E C M qualquer conjunto (n, §)-separado. Dada qualquer subcobertura
v de T, é claro que todo ponto de E estd contido em algum elemento de . Por outro
lado, a hipétese de que E é (n,d)-separado implica que cada elemento de v contém no
maximo um elemento de E. Portanto,

T et < 37 80,
zeE Uey

Tomando o supremo em E e o infimo em ~y, obtemos que

Sn(f,0,0) < Pu(f, 0, 7). (3.60)

Segue que S(f,¢,0) < P(f,¢,T). Fazendo 6 — 0 (logo diam T — 0), concluimos
que S(f, o) < P(f, ), conforme afirmado.

Finalmente, provamos que P(f, ) < G(f,¢). Sejam € e 6 nimeros positivos tais
que d(z,y) < 60 implica |¢p(x) — ¢(y)| < e. Seja T qualquer cobertura aberta de M com
diamT < §. Seja p > 0 um numero de Lebesgue de T e seja £ C M um conjunto
(n, p)-gerador qualquer de M. Paracadaz € Eei=0,...,n—1, existe A,; € T tal que

B(f'(x), p) esté contida em A, ;. Denotamos,

)= ()£ (A
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Note que y(z) € T" e que B(x,n,p) C v(z). Logo, a hipétese de que E é (n, p)-

gerador implica que v = {y(z) : # € E} é uma subcobertura de T. Note também que
On(v(x)) < ne+ ¢n(x) para todo = € E,

uma vez que diam A, ; < ¢ para todo i. Segue que

Z €¢n(U) S ent Z ed’n(x)

Uey zeE

Isto prova que BP,(f, ¢, T) < ™G, (f, ¢, p) para todo n > 1 e, por consequéncia,
1
P(f;¢,T) < e +liminf ~G(f, ¢,p) <+ G(f, 9, p)-

Fazendo p — 0 vem que P(f,¢,T) < e+ G(f,#). Entao, fazendo ¢,6 e diam Y ir
para zero, P(f,¢) < G(f,¢). .

Teorema 3.56. Seja f : M — M wuma transformacgao continua num espaco métrico

compacto e seja ¢ um potencial em M. Entao:
P(f* ¢n) = kP(f, o) para todo k > 1.
Demonstra¢ao. Lembre que

Su(f, ¢0,¢) = sup{z @ . F ¢ conjunto (n, €)-separado de M}.

vE€E

Se E for um conjunto (n,¢)-separado para f*, entdo, dados quaisquer z,y €
E, existe j € {0,...,n} tal que d(f/(z),f'(y)) > e. Isto significa que para
algum i € {0,...,nk}, d(f'(z), fi(y)) > e. Portanto E é (nk,c)-separado para f.

Consequentemente,

Su(f*, dr:8) < Sur(f, b, €) < Pur(f, 6, 7).

A dltima desigualdade vem da equagao (3.60) do Teorema 3.55 ¢ T é uma cobertura

aberta de M com diam YT < €. Usando a subaditividade de P (f, ¢, T), vem

S(f*,6k,) = msup - log S,(f*, 66,€) < klim log P.(f, 6, T) < kP(f, 6, ).

n n
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Se fizermos € — 0, diam Y — 0. Portanto

Usando o Teorema 3.55

Por outro lado, dado & > 0, escolha § > 0 de modo que d(z,y) < ¢ implique

max d(f'(z), f'(y)) <e.

1<i<k—1

Se E é (n,d)-gerador de M para f*, entdo E é (nk,e)-gerador de M para f. De
fato, dado z € M, existe a € E tal que d(f* (), f*(a)) < d paratodoi € {0,...,n}. Mas
por hipétese d(f*(z), f¥(a)) < & para todo i € {0,...,n} implica que d(f(z), fi(a)) < e

para todo i € {0,...,nk}, ou seja, E é (nk,e)-gerador de M para f. Consequentemente,

Gn(fka ¢k7 5) Z Gnk<f7 Qb, 5)'

Portanto,
G(f", ox,0) > kG(f, ¢,¢).
Fazendo ¢, — 0,

G(f* d) > kG(f, ).

Usando o Teorema 3.55

3.9 Principio Variacional

Teorema 3.57 (Principio Variacional). Seja f : M — M uma transformagao continua
num espa¢o métrico compacto e seja My(f) o conjunto das medidas de probabilidade

mwvariantes por f. Entao, para toda funcao continua ¢ : M — R,

P(f, ) = sup {hu(f) + [otvive M1<f>} .
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Demonstracao. Inicialmente, provamos que para toda probabilidade invariante v, vale

ho(f) + / odv < P(f. ). (3.61)

Para isto, o seguinte Lema sera 1til:

Lema 3.58. Sejam ay,...,ar numeros reais € sejam pi,...,pr numeros nao neqativos

tais que p1+ ... +pr = 1. Seja A = Zle e%. Entao,

k
sz‘(ai —log p;) <log A. (3.62)
i=1

et
Além disso, vale a igualdade se, e somente se, p; = 0 para todo j.

aj

Demonstracao. Escrevat, = — e x; = p_; Note que Zle t; = 1. Como ¢(z) = —xlogx
6 (2

A
é concava,
k k
> tio(z) < ¢ (Z m)
i=1 i=1
e” p; ; ; ;
Note que t;¢(x;) = —7:; log % = %(ai —log p;) e que Zle tir; = Zle % =1.

Portanto, a desigualdade anterior pode ser reescrita na seguinte forma:

k
) 1
Z ]i(ai —logp;) < 1 log A.
i=1

Multiplicando por A obtemos a desigualdade do enunciado do lema. Além disso,
vale a igualdade se, e somente se, os x; sao todos iguais, ou seja se existe ¢ tal que p; = ce®
para todo 7. Somando sobre ¢ = 1,..., k vemos que nesse caso ¢ = —, conforme afirmado

A
no enunciado. [l

Seja & = {P,..., P} uma partigdo finita qualquer. Como toda probabilidade
invariante num espa¢o métrico é regular (veja a Proposicdo A.3.2 de [7]), segue que
v é regular. Portando, dado ¢ > 0 podemos encontrar compactos ); C P; tais que
v(P;\ Qi) < e para todoi=1,...,s. Seja Qy o complementar de | J;_, Q; e seja Py = 0.
Entao 2 = {Qo, Q1, . .., Qs} é uma partigao finita de M satisfazendo v(P,AQ);) < se para

todo:=0,1,---,s. Logo, pelo Lema 3.10,

H, (2 \ 2) < log2
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desde que € > 0 seja suficientemente pequeno (dependendo apenas de s). Fixe e e £ a

partir daqui e suponha que T é uma cobertura aberta de M satisfazendo
diam T < min{d(Q;,Q;) : 1 <i < j < s}. (3.63)

Pelo Lema 3.12, temos que h,(f, Z) < h,(f,2)+ H (2 \ 2) < h,(f,2) + log 2.

Portanto
ho(f, 2) + /(bdl/ < h,(f, 2)+ /(/ﬁdu + log 2. (3.64)
Provaremos agora que

h,(f, Q)+/gbdu§log2+P(f, b, 7). (3.65)

Observe que

1@+ [.dr< 3 -v(@ogr(Q)+ 3 v(Qsuplon(a) v € Q)

Qe2, QEZ,
= 3 @Q)(~logr(Q) + 6.(Q))
QeE2y

para todo n > 1. Usando o Lema 3.58 para A =}, (@) e > 0co, V(@) = 1,
obtemos
H,(2") + / Sndv < Y v(Q)(—log 1(Q) + ¢n(Q)) < log ( > e%(Q)) . (3.66)
QE2n QE2,

Seja v uma subcobertura finita qualquer de T". Para cada Q € 2" considere
qualquer ponto zg no fecho de @ tal que ¢,(zg) = ¢,(Q) (lembre que ¢,(Q) denota
o supremo de ¢, no conjunto ). Considere Uy € ~ tal que zg € Ug. Entao,
on(Q) < ¢n(Ug) para todo @ € @Q,. A condigao (3.63) implica que cada elemento de
T intersecta o fecho de nao mais que dois elementos de 2. Portanto, cada elemento de
T™ intersecta o fecho de, no maximo, 2" elementos de 2". Em particular, para cada
U € 7 existem nao mais que 2" elementos ) de 2" tais que Ug = U. Portanto:

Z e (@) < on Z e#n(U) (3.67)
QE2n Uey

para qualquer subcobertura finita v de T". Substituindo (3.67) em (3.66), obtemos

H,(2") + /(bdl/ <nlog2+log P,(f,¢,T).
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Dividindo por n e passando ao limite quando n — oo, obtemos a equagao (3.65)

exatamente como querfamos provar. Agora, substituindo (3.65) em (3.64), obtemos
h,(f, ,@)—l—/qbdug 2log2+ P(f, o, 7). (3.68)

Fazendo diam T — 0, segue que h,(f, ) + [ ¢dv < 2log2 + P(f,$) para toda
particao finita 9. Logo, h,(f) + [ ¢dv < 2log2 + P(f, ). Agora substitua f por f*
e o potencial ¢ por ¢;. Note que [ ¢pdv = fo:Ol ¢o fidv =k [ ¢dv, uma vez que v
é invariante por f. Usando também o Teorema 3.56 e o fato que h,(f*) = kh,(f) para

todo k € N, vem que

kh,(f) +k/¢du <2log2+ kP(f,0)

para todo £ > 1. Dividindo por k e passando ao limite quando k£ — oo obtemos, a
desigualdade (3.61).
Mostraremos agora que para todo € > 0 existe uma probabilidade p invariante por

f e tal que
m5)+ [ odu=S(7.0.2) (3.69)

Claramente, isto implica que o supremo dos valores de h,(f) + [ ¢dv quando v
varia em M (f) é maior ou igual que S(f,¢) = P(f,¢). Para cada n > 1, seja £ um

conjunto (n,e)-separado tal que

Sn(f, 0, ¢). (3.70)

Denotaremos por A a expressao no lado esquerdo desta desigualdade. Considere

as medidas de probabilidade v, e u, definidas em M por:
1 1 n—1
I én(z) — J
l/n—AZe 5m€Mn—an*Vn.
zeE 7=0

Como o espago das probabilidades é compacto, e lembrando a definigao (3.57),

podemos escolher uma subsequéncia (n;); — oo tal que:

1
1. n—log Sn,(f, ¢,€) converge para S(f, ¢,c) e
J
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2. py; converge para alguma probabilidade p na topologia fraca®.

Vamos mostrar que tal probabilidade p é invariante por f e satisfaz (3.69).
Dividimos o argumento em quatro passos.
Passo 1: Provamos que p é invariante. Seja ¢ : M — R uma funcao continua qualquer.

Para cada n > 1,

/wd Febtn) = Z/sOijdvn—/wdunJr%(/QOOf"an—/sodvn)

€, por Consequenma,

Restringindo a m = n; e passando ao limite quando j; — o0, vemos que

1
< —sup|g|.
n

[ ed(fipn) = [ @du, para toda fungdo continua ¢ : M — R. Mas sabemos que
probabilidades cujas integrais coincidem para toda fungao continua num espago métrico
compacto sao iguais. Portanto, f.u = p tal como foi afirmado.

Passo 2: Estimamos a entropia relativamente a v,. Seja & qualquer particao finita de
M tal que diam & < ¢ e u(042) = 0. A primeira condi¢ao implica que cada elemento
de 2™ contém no maximo um elemento de E. Por outro lado, todo elemento de E esta
contido em algum elemento de &". Logo,

H, (") = Z —v,({z})logv,({z}) = Z——e “og( %e n(2))

zel zeE

1
=log A E e On(z) =log A /gbndyn. (3.71)

zel

A 1ltima igualdade decorre diretamente da defini¢ao de v,.

Passo 3: Calculamos a entropia relativamente a p,. Considere 1 < k < n. Para cada

r € {0,...,k— 1}, seja ¢, > 0 o maior nimero inteiro tal que r + kg, < n. Em outras
n—r
palavras, ¢, = V 2 )J Entao,
gr—1

PN — T \/( \/ f—(kj—l-r)((@k)) \/ f—(qu+r)(<@n—(qu+r)>
=0

(o primeiro termo nao existe se r = 0 e o terceiro nao existe se n = kg, + r). Portanto,

Q7_1

yn an Z H —(kj+r) (@k)) +Hyn(<@T) —|—Hl,n(f_(qu+T)(@n_(qu+r)>>,
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Claro que #22" < (#2)k. Usando que: para toda parti¢io finita 2, H,(2) <
log #.2, segue que H,(P") < log#P" < log(#P)" = klog# 2. Pela mesma razao, o
ultimo termo na desigualdade anterior também é limitado por klog #&2. Entao, usando

também a observacao 3.7 item (3),

a1
H, (") <Y Hsen, (P*) + 2klog # 2 (3.72)
=0
para todo r € {0,...,k—1}. Agora, é claro que todo ntimero i € {0,...,n—1} se escreve

de maneira tunica na forma i = kj + r com 0 < j < ¢. — 1. Entao, somando (3.72) sobre

todo os valores de r,

—_

H, (2") <Y Hpi, (P%) + 2k log # 7 (3.73)

i

Il
o

A propriedade da concavidade da fungao ¢(z) = —zlogx implica que
RS k k
=D Hp, (2%) < Hy (97),
i=0
Combinando esta tltima desigualdade com (3.73), vemos que

H, (2") < —H, (2% + % log # 2. (3.74)

ol e

Por outro lado, pela definicao de p,,,

n—1
/ Dndvy = Z / b o fidy, = / ddin. (3.75)

i:O

Somando (3.74) e (3.75), obtemos
H, (7") + / bndy, < M(@’f) + / bd i, + il—klog#@. (3.76)

Passo 4: Traduzimos as estimativas anteriores para a medida limite p. Combinando

(3.71) e (3.76), vem que

2k
k (2" + /¢dun > —log A — —1og#3z
Pela escolha de E em (3.70), segue que

HH (P4 + [ odn > Ll0gS.(f.0.0) — Llog2 - Zog gz (377
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A escolha da particio & implica que u(02%) = 0 para todo k > 1, ja que

k—1

07 c | r(02).

i=0

Entao, p(P) = lim; pu,,, (P) para todo P € P* e, portanto,
H,(#*) =1lim H,, (7).
J J

Como a funcéo ¢ é continua, também temos [ ¢du = lim; [ ¢du,, . Portanto,

restringindo (3.77) a subsequéncia (n;); e passando ao limite quando j — oo,

a9 + / odp > S(f.9,2).

Passando o limite quando & — oo, vem que

ha(f, 2) + / bdu > S(f.6,).

Agora, fazendo ¢ — 0 (e consequentemente, diam & — 0), obtemos (3.69). Isto

completa a demonstragao do Principio Variacional. O
Abaixo mencionamos algumas consequéncias diretas do Principio Variacional.

Corolario 3.59 (Principio Variacional para entropia Topolégica). Se f: M — M
¢ uma transformacgao continua num espaco métrico compacto entdo a sua entropia
topologica h(f) coincide com o supremo das entropias h,(f) da transformacao f

relativamente a todas as probabilidades invariantes.

Demonstracao. Basta usar o item (1) da observacao a 3.53 e o Principio Variacional

(Teorema 3.57) para ver que

h(f) = P(f,0) = sup{hy(f) + /Odu (V€ Ml(f)} = sup{h,(f) : v € Mi(f)}.
]

Corolario 3.60. Seja f : M — M wuma transformagdo continua num espa¢o métrico
compacto e seja M.(f) o conjunto das medidas de probabilidade invariantes e ergédicas.

Entao,

PU.o) =swp {h()+ [ oaviv e}
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Em particular,
h(f) = sup{h.(f) : v € Mc(f)}

Demonstragao. Dada qualquer v € My (f), sejavp : P € & a sua decomposigao ergédica.

Pelo Teorema da decomposi¢do ergédica (Teorema 2.8) e pelo Teorema de Jacobs

(Teorema 3.27),
tuld)+ [odv= [ (o) + [ oave) dap).

Isto implica que

sup{h,,(f)+/¢dz/:u6/\/ll(f)} Ssup{hl,(f)—l—/d)du:I/E./\/le(f)}.

A desigualdade reciproca é trivial, uma vez que M.(f) € M;y(f). Agora basta

aplicar o Teorema 3.57. O

Outra consequéncia interessante ¢ que, para transformagoes com entropia
topoldgica finita, a funcao pressao determina o conjunto das medidas de probabilidade

invariantes:

Corolario 3.61 (Walters). Seja f: M — M uma transformagdo continua num espago
métrico compacto, com entropia topoldgica h(f) < co. Sejan uma medida com sinal finita
em M. Entaon é uma probabilidade invariante por f se, e somente se, [ ¢dn < P(f, )

para toda funcao continua ¢ : M — R.

Demonstracao. Veja o Corolério 10.4.3 de [7]. O

3.10 Estados de Equilibrio

Definicao 3.62. Seja f : M — M uma transformacao continua num espago métrico
compacto. Uma medida de probabilidade invariante p é um estado de equilibrio para

um potencial ¢ : M — M se ela realiza o supremo no principio variacional, ou seja, se

)+ [ o= PU1.0) = s {i()+ [oaviv e i}
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No caso particular em que ¢ = 0, também dizemos que p é uma medida de
maxima entropia. De agora em diante, denotaremos por E(f, ) o conjunto dos estados

de equilibrio.

O resultado abaixo mostra que o conjunto dos estados de equilibrio é convexo e

que seus elementos extremais sao ergodicos.

Teorema 3.63. Suponha que h(f) < co. Entao o conjunto dos estados de equilibrio para

qualquer potencial ¢ : M — R é um subconjunto convexo de My(f): mais precisamente,

dado t € (0,1) e dadas py, o € M1(f),

(1 - t)ﬂl +tus € 5<f7 (b) Ang {/JJ1>/JJ2} - S(fa (b)

Além disso, uma probabilidade invariante pu estd em E(f, ¢) se, e somente se, quase

toda componente ergddica de p estd em E(f, ).

Demonstrag¢ao. A hipétese de que a entropia topolégica é finita assegura que P(f, ¢) < oo
para todo potencial ¢, como vimos na observagao 3.53 item (3). Consideremos o funcional
U : My(f) — R definido por ¥(u) = h,(f) + [ ¢dp. Este funcional é linear e convexo,
uma vez que g, s (f) = (1=t)hy, (f)t+hu, (f) (veja o Teorema 8.1 de [8] ). Portanto

(L = t)pr + tpz) = (1= )W (1) + tW(p2)

para todo t € (0,1) e quaisquer uq, po € My(f). Entao W((1 — t)py + tue) é igual ao
supremo de VU se, e somente se,¥(u;) e U(uy) sdo iguais a esse supremo. Isto prova a
primeira parte da proposicao.

A prova da segunda parte é analoga: para cada probabilidade invariante pu, seja
{pp : P € &} a sua respectiva decomposigao ergédica. Segue do Teorema de Jacobs

(Teorema 3.27) que
V() = [ Wur)di(P). (3.78)
A relagao (3.78) da que ¥(u) = supV se, e somente se, V(up) = sup ¥ para
ji-quase todo P. O]

Corolario 3.64. Se E(f,¢) € ndo vazio entdo ele contém probabilidades invariantes
ergodicas. Além disso, os elementos extremais do convexo E(f,$) sao precisamente as

medidas ergodicas contidas nele.
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Demonstracao. Para provar a primeira afirmacao basta considerar as componentes
ergodicas de qualquer elemento de E(f,¢). Passemos a provar a segunda afirmagao.
Sabemos que M;(f) é convexo e que as medidas ergddicas sdo os elementos extremais
deste convexo. Portanto, se pu € E(f, ¢) é ergddica entao p é um elemento extremal de

M;(f). Com maior razao, p é um elemento extremal de E(f, ¢). Reciprocamente, se

JSRAG )

nao é ergodica entao podemos escrever
= (1—1t)uy +tus, com 0 <t <1 e py,u € Mi(f).

Pelo Teorema 3.63 temos que uq, 2 € E(f,¢) e, portanto, p nao é elemento

extremal do conjunto E(f, ¢). O

Um fato muito relevante é que o conjunto E(f,¢) pode ser vazio, conforme o

seguinte exemplo.

Exemplo 3.65. Seja f, : M, — M, uma sequéncia de homeomorfismos em espacos
métricos compactos tal que a sequéncia (h(f,,)), é crescente e limitada. A ideia é construir

um espaco métrico M e um homeomorfismo f : M — M com as seguintes caracteristicas:

1. M é a uniao de todos os M, com um ponto adicional, que representamos por oo,

com uma fungao distancia tal que (M,,),, converge para oco.
2. f fixa o ponto oo e a sua restricao a cada M,, coincide com f,.

Veremos entao que f : M — M nao tem nenhuma medida de maxima entropia.
Pelo Teorema 3.60, basta mostrar que nenhuma probabilidade invariante e ergédica realiza
i)

Passemos aos detalhes. Seja d,, a distancia em cada espago métrico M,,. Nao é
restrigao supor que d,, < 1 para todo n. Defina M = U, M,, U{co} e considere a distancia

d definida em M por:
n~2d,(z,y) se x € M, e y € M, com n>1
dlx,y)=4q " 72 sex €M, eyc M, comn>m

S i se x €M, e y=oco.
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Seja = sup, h(f,). Como os conjuntos {oo} e M,, n > 1 sdo invariantes e
cobrem todo o M, qualquer probabilidade ergédica p de f satisfaz u({oo}) = 1, ou entao
p(M,) = 1 para algum n > 1. No primeiro caso, h,(f) = 0. No segundo, p pode ser vista
como uma probabilidade invariante de f, e, portanto, h,(f) < h(f,). Em particular,
h,(f) < /8 para toda probabilidade y invariante e ergédica para f. A observacao anterior

também mostra que

sup{h,(f) : p invariante e ergédica para f}

= supsup{h,(f) : ¢ invariante e ergédica para f,}.

De acordo com o Teorema 3.60, isto significa que h(f) = sup,, h(f,) = 5. Desta
forma, fica provado que nenhuma medida invariante e ergédica de f realiza a entropia

topoldgica.

Contudo, existe uma classe ampla de transformacoes para as quais a existéncia de

estados de equilibrio esta garantida para todo potencial:

s

Lema 3.66. Se a funcdo entropia de f € semicontinua superiormente entao E(f,¢) é

compacto (na topologia fraca*) e nao vazio, para qualquer potencial ¢.

Demonstragao. Seja (i), uma sequéncia em M;(f) tal que h, (f) + [ ¢du, converge
para P(f,®). Por compacidade de M (f), a sequéncia admite algum ponto de acumulagao
(. A semicontinuidade da entropia, juntamente com a continuidade da integral, implica
que

)+ [ odn = imint by, () + [ édun = P(F,0)

Portanto, i é um estado de equilibrio, tal como afirmado. Analogamente, tomando
uma sequéncia qualquer (v,), em E(f,¢) vemos que qualquer ponto de acumulagao
v é um estado de equilibrio. Isto mostra que E(f,®) é fechado e, consequentemente,

compacto. ]

Sabemos que a funcao entropia de toda transformacao expansiva num espaco
métrico compacto é semicontinua superiormente devido ao Teorema 3.23. Isto juntamente

com o ultima Lema da que:
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Corolario 3.67. Seja f : M — M uma transformacao expansiva num espaco métrico

compacto. Entao todo potencial ¢ admite algum estado de equilibrio.

A unicidade é um problema mais complexo. No capitulo 2 definiremos a classe das
transformacoes expansoras, para as quais tem-se unicidade do estado de equilibrio para
todo potencial Holder. Nos capitulos 3 e 4 também estudaremos dinamicas para as quais

tem-se unicidade para potenciais Holder. Para finalizar, daremos dois exemplos simples.

Exemplo 3.68. Se f : M — M tem entropia topoldgica nula, toda probabilidade
invariante p é medida de maxima entropia, ja que h,(f) = 0 = h(f). Para um potencial

qualquer ¢ : M — R,

Pis.o)=sup{ [oivive min},

Logo, v é estado de equilibrio se, e somente se, ¥ maximiza a integral de ¢. Como
a fungdo v — [ ¢dv é continua e M;(f) é compacto, relativamente & topologia fraca*,

maximos existem para todo potencial ¢.

Exemplo 3.69. Seja o : ¥ — ¥ o deslocamento em ¥ = {1,...,d}" e seja p a medida de
Bernoulli dada por um vetor de probabilidade p = (py,...,pq). Como vimos no Exemplo

3.18,
d
hu(U) = Z —pilog(p;).
i=1
Afirmamos que esta funcao atinge o seu maximo exatamente quando os p; sao
todos iguais a cll De fato, usando o Lema 3.58 com os a; todos iguais a zero, temos que
A = d e a desigualdade (3.62) dada pelo Lema pode ser reescrita da seguinte forma:

d
hu(o) = Z —pilogp; < logd

i=1

para todas as medidas de Bernoulli pu. Para finalizar lembre que logd é exatamente

1 1
a entropia do deslocamento com relagao ao vetor de probabilidade <E’ S Além
disso, pode ser verificado que h(c) = logd. Portanto, a medida de Bernoulli dada pelo
1 1

vetor p = (8, cee ZZ) ¢ a unica medida de méaxima entropia entre todas as medidas de

Bernoulli.
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4 DINAMICA DAS
TRANSFORMACOES
EXPANSORAS E TEOREMA DE
RUELLE

Estudaremos nesse capitulo a dinamica das transformacoes expansoras, com o
objetivo de demonstrar a existéncia e unicidade de estados de equilibrio para potenciais
Holder continuos. Para isso, introduzimos o operador de Ruelle-Perron-Frobenius e
demonstraremos o Teorema de Ruelle. Também daremos condigdes em termos dos
potenciais que garantem quando os respectivos estados de equilibrio sao iguais (tal

resultado corresponde ao Teorema de Livsic).

4.1 Transformacoes Expansoras e o Operador de

Ruelle-Perron-Frobenius

Definicao 4.1. Uma transformacao continua f : M — M num espago métrico compacto
M ¢ dita expansora (ou o-expansora) se existem constantes o > 1 e p > 0 tais que para

todo p € M, a imagem da bola B(p, p) contém uma vizinhanga do fecho de B(f(p), p) e

A(f(x), f(y)) = od(z,y) para todo z,y € B(p, p). (4.1)

Exemplo 4.2. Seja o : ¥} — X% o deslocamento unilateral de tipo finito associado

a uma matriz de transigio A (veja também o exemplo 3.48). Consideramos em ¥7 a
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distancia definida por
d((xn)na (yn)n) = 27N’ N = mf{n e N: Tn 7& yn}

Entdo o} ¢ uma transformagao expansora. De fato, fixe p € (%, 1) eoc =2 A
bola de raio p em torno de qualquer ponto (p,), € X} é o cilindro [0;po]a que contém

esse ponto. A definicao da distancia d da que

d(JZ((wn)n)v UZ((yn)n)) = d((Tn+1)ns Ynt1)n) = 2d((Tn)n, (Yn)n)

para quaisquer (z,), € (Y), no cilindro [0; pola. Além disso, o ([0;po]a) é a unido de
todos os cilindros [0; ¢] tais que A, , = 1. Em particular, ela contém o cilindro [0; p;]4.
Como os cilindros sdo abertos e fechados de ¥, isto mostra que a imagem da bola de
raio p em torno de (p,), contém uma vizinhanga do fecho da bola de raio p em torno de

(Pnt1)n- Isto mostra que todo deslocamento de tipo finito é uma transformagao expansora.

Definigao 4.3. Seja f : M — M uma transformagao expansora. A equacao (4.1) mostra
que a restrigao de f a cada bola B(p, p) é injetiva, além disso, f(B(p, p)) contém o fecho
de B(f(p), p). Portanto, a restrigao de f a B(p, p)N f~1(B(f(p),p)) é um homeomorfismo

sobre B(f(p), p). Chamamos ramo inverso de f em p a inversa

hy : B(f(p),p) — B(p,p)

da restrigao de f a B(p,p) N f1(B(f(p), p)). Segue da defini¢ao que h,(f(p)) = p e que

foh,=r1d. A condigao (4.1) implica que h, é o~ '-contratora:

d(hy(2), hy(w)) < o7 d(f (hy(2)), f(hp(w))) = 07 d(z,w) para todo z,w € B(f(p),p).
(4.2)
Em geral, dado qualquer n > 1, chamamos ramo inverso de f" em p a
€composicao
hy = hpohypp)o---0hmag) : B(f"(p), p) = B(p,p)
dos ramos inversos de f nos iterados de p. Como anteriormente hy(f"(p)) = p e

[ o by =id, porque hgiy (f(f(p)) = f/(p) e fohpig) = id para todo 0 < j < n — 1.
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Também, f7 o h? = f/ohjo h}‘;(;) =1ido h;j_é) = h?;(i;) para cada 0 < j < n. Além disso,

usando a condicao (4.1) para o iterado f"/, vem que

AR ()), P () < o CDd(FI (P (), £ (F (i (w)))
= o DA (=), S (B () (43)

= o/7"d(z,w)
para todo z,w € B(f"(p),p) e todo 0 < j < n.

Vamos descrever alguns fatos sobre a dinamica das transformagoes expansoras que

utilizaremos mais adiante.

Lema 4.4. Se f: M — M ¢é expansora entao, para todo y € M,
' By.p) = U ha(By. )
zef~1(y)
Demonstracao. A relacao foh, = id implica que h,(B(y, p)) estd contido na pré-imagem
de B(y,p) para todo x € f~'(y). Portanto [~ (B(y,p)) D Uses-1(y ha(B(y,p)). Para
provar a outra inclusdo, seja z qualquer ponto tal que f(z) € B(y,p). Pela defini¢ao
de transformagao expansora, f(B(z,p)) contém B(f(z),p) e, portanto, contém y. Seja
h, : B(f(2),p) — M o ramo inverso de f que envia f(z) em z e seja © = h,(y). Tanto

z quanto h,(f(z)) estdo em B(z, p). Como f é injetiva em cada bola de raio p e f(z) =

f(ha(f(2))), segue que z = hy(f(2)). Portanto f~'(B(y,p)) C U,ep-1() ha(B(y,p)). O

Lema 4.5. Se f : M — M ¢€ expansora, f*(B(p,n+1,¢)) = B(f"(p),e) para todo p € M,

n>0eece(0,p.

Demonstracao. A inclusdo f"(B(p,n + 1,e)) C B(f"(p),e) é consequéncia imediata
da definicao de bola dinamica. Para provar a reciproca, considere o ramo inverso
hy : B(f"(p),p) — B(p,p). Dado qualquer y € B(f"(p),¢), considere x = h}(y). Entao,
fr(x) = fr(h3(y)) = id(y) = y e, pela propriedade (4.3),

d(f'(x), [ (p)) = d(f (hy (y)), [ (hy (p))) < o/ ~"d(f" (), f"(p)) < d(y, ["(p)) < ¢

para todo 0 < j < n. Isto mostra que x € B(p,n + 1,¢). Portanto f"(B(p,n+ 1,€)) D
B(f"(p),¢)- 0
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Corolario 4.6. Toda transformacao expansora é expansiva (veja a defini¢ao 3.22).

Demonstra¢ao. Suponha que existam z e w tais que d(f"(z), f"(w)) < p para todon > 0.
Isso implica f"(z) € B(f™(w), p) para todo n > 0. Portanto o mesmo ramo inverso que
envia f"(w) em w envia f"(z) em z. Logo z = hl'(f™(z)) para todo n > 0. Entao, a

propriedade (4.3) da que

d(z,w) = d(hy, (f"(2)), by (f" (w))) < o7"d(f"(2), f*(w)) < po™™".

1 < 1. Fazendo

Pela definicao de transformacao expansora ¢ > 1. Portanto o~
n — oo, concluimos que z = w. Portanto, p é uma constante de expansividade para

e O

Enunciaremos abaixo o Lema de sombreamento em sua versao para transformacoes
expansoras. A demonstragao neste momento serda omitida, contudo, demonstraremos este
Teorema na sua versao para Difeomorfismos Axioma A no Lema 5.37. Comecgaremos com

a seguinte definicao:

Definicao 4.7. Dado 6 > 0, chamamos d-pseudo-6rbita da transformacao f : M — M
qualquer sequéncia (z,,),>0 tal que d(f(z,), Tnt1) < 6 para todo n > 0. Dizemos que a

d-pseudo-Orbita é periddica se existe k > 1 tal que x,, = x,., para todo n > 0.

Lema 4.8 (Lema do Sombreamento). Suponha que f : M — M é uma transformagao
expansora. Para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que para toda 6-pseudo-drbita (x,), existe
x € M tal que d(f"(x),x,) < € para todo n > 0. Se € € suficientemente pequeno para que
2e seja uma constante de expansividade de f entao o ponto x € unico. Se, além disso, a

pseudo-orbita € periodica entao x € ponto periodico.

Vamos definir agora um importante objeto para o estudo dos estados de equilibrio,

que é o operador de transferéncia.

Definicao 4.9. Suponha que f : M — M é transformacao expansora num espago métrico
compacto e que ¢ : M — R é um potencial. O operador de transferéncia, ou

operador de Ruelle-Perron-Frobenius é o operador linear £ : C°(M) — C°(M)
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definido no espaco C°(M) das fungoes continuas complexas por
Loy)= > #Wg(a). (4.4)
zef~y)
Note que £ estd bem definido: Lg € C°(M) sempre que g € C°(M). De fato,
como vimos no Lema 4.4, para cada y € M existem ramos inversos h; : B(y,p) — M,
i =1,k da transformagao f tais que U_,h;(B(y, p)) coincide com a pré-imagem da

bola B(y, p). Entao
k

Lg= (e?g)oh;. (4.5)

i=1
restrito a B(y, p) e, claramente, esta expressao define uma fung¢ao continua.

Segue da definigdo que £ é um operador positivo: se g(z) > 0 para todo x € M
entdo Lg(y) > 0 para todo y € M. Notando que o nimero de pré-imagens de uma
transformacao expansora ¢é sempre finito: basta considerar uma cobertura finita do
compacto M por bolas de raio p e observar que qualquer ponto tem no maximo uma
pré-imagem em cada uma dessas bolas, verificamos que £ é um operador continuo: de
fato,

1£g| = sup [Lg| < grau(f)e™™? sup [g] = grau(f)e™[|g]], (4.6)

onde grau(f) = max{#f '(y) : y € M}. Como isso vale para todo g € C°(M), entao
I£]| < grau(f)er?.

De acordo com o teorema de Riesz-Markov, o dual do espago de Banach C°(M)
se identifica com o espago vetorial M(M) das medidas borelianas complexas. Entao,

podemos considerar o seu operador dual.

Definicao 4.10. O dual do operador de transferéncia é o operador linear £* :

M(M) — M(M) definido por

/gd(ﬁ*n) = /([,g)dn para todo g € C°'(M) e ne€ M(M). (4.7)

Este operador linear é positivo, no sentido de que se n é uma medida positiva entao

L*n também é uma medida positiva.

Estamos interessados em estudar propriedades espectrais de £ e £*. Como sao

operadores positivos, o raio espectral r(L£*) = (L) é autovalor de L*.
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Definicao 4.11. Um subconjunto fechado e convexo C' de um espaco de Banach E ¢é

chamado de cone se
aC C C paratodo >0 e CN(=C) = {0}. (4.8)
Dizemos que o cone C' é normal quando
inf{||z +y|| : z,y € C tais que ||z]| =||y|| =1} > 0. (4.9)

O resultado a seguir é uma consequéncia do Teorema de Banach-Mazur e pode ser

encontrado no livro de Deimling [2], capitulo 6, exercicio 12.

Lema 4.12. Seja C' um cone normal num espaco de Banach E e sejaT : E — E um
operador linear positivo sobre C, isto € T(C) C C. Entao, o raio espectral r(T*) = r(T)

¢ autovalor do operador dual T* : E* — E* e admite algum autovetor v* € C*.

4.2 Teorema de Ruelle para Transformacoes

Expansoras

Vimos até agora, condicoes que garantem a existéncia de algum estado de equilibrio
para um potencial (Lema 3.66 e Corolario 3.67). Mas nada foi dito a respeito da unicidade
deste objeto. O Teorema de Ruelle, que provaremos a seguir, garante existéncia e
unicidade do estado de equilibrio para a classe das transformacoes expansoras e para

todo potencial Holder. Daremos primeiros algumas defini¢oes.

Definicao 4.13. Uma transformacao f : M — M num espago métrico compacto é
topologicamente exata se para todo aberto U C M existe N > 1 tal que fN(U) = M.
Note que o deslocamento (exemplo 4.2) é uma transformagao expansora topologicamente

exata

Definicao 4.14. Uma medida, v é um estado de Gibbs se existem constantes K > 1
e P € R tais que

. v(B(z,n,¢))
K= e —np) =K e
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para todo © € M e todo n. Recorde que p,(x) = S0 o(fi(z)) e ¢ é um potencial no

espaco métrico compacto M.

Definigao 4.15. O sistema (f, ) é dito exato se dado B C M tal que existem conjuntos

mensuraveis B, satisfazendo B = f~"(B,,) para todo n > 1, entao p(B) = 0 ou u(B) = 1.

Definicao 4.16. O suporte de uma medida g é o conjunto dos pontos x € M tais que

(V) > 0 para toda vizinhanga V' de x. Denotamos o suporte de u por supp .
Agora vem o enunciado do Teorema.

Teorema 4.17 (Ruelle). Seja f @ M — M wma transformagio expansora
topologicamente exata num espaco métrico compacto e seja ¢ : M — R um potencial
Hélder. Entdao existe um unico estado de equilibrio p para . Além disso, a medida p €

um estado de Gibbs, é exata e supppu = M.

Antes de passarmos aos detalhes da demonstracao, faremos alguns comentarios
breves. Primeiramente, note que a existéncia de estado de equilibrio segue imediatamente
do Corolario 3.67, ja que vimos no Corolario 4.6 que toda transformacao expansora é
expansiva. No entanto este fato nao sera usado na demonstracao.

O outro comentério é que a férmula de Rokhlin, que usaremos mais adiante, ¢ valida
sob as hipéteses do Teorema de Ruelle: Se &2 é uma particao finita de M com diam & < p
(daqui em diante p serd o mesmo da definigao de transformagao espansora), entao para
cada n > 1, todo elemento de 9™ estd contido na imagem h"~'(P) de algum P € &
por algum ramo inverso A"~ do iterado f"~!. Logo & é uma particao em dominios de
invertibilidade. Como diam #" < ¢~"*1p para todo n, segue que U, P" gera a o-algebra

de M. Logo, a formula de Rokhlin vale para toda probabilidade invariante de f.

Demonstracao do Teorema de Ruelle. A demonstracao estd dividida em cinco
passos para facilitar a leitura. Ao inicio de cada passo explicamos o que pretendemos

provar.

Passo 1: Mostraremos que existe alguma probabilidade v em M tal que L*v = \v

(Lema 4.18), a qual chamaremos de medida de referéncia. Vamos provar que existe um
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Jacobiano de f com respeito a v (Lema 4.20), que seu suporte é o espago M inteiro
(Corolério 4.22) e que é um estado de Gibbs (Lema 4.25). Para esta ultima propriedade
provaremos dois resultados de controle da distor¢ao limitada (Lema 4.23 e Corolario 4.24),

e para estes a hipotese de que o potencial ¢ é Holder é fundamental.

Lema 4.18. Considere o raio espectral X = r(L*) = r(L). Entdo existe alguma

probabilidade v em M tal que L*'v = A\v.

Demonstragao. O conjunto CO (M) C C°(M) das fungdes continuas positivas é um cone
normal, e é preservado pelo operador de transferéncia £. Portanto, podemos aplicar o
Lema 4.12 com E = C°(M), C = CY(M) e T = L. A conclusao do Lema 4.12 significa
que £* admite algum autovetor (uma automedida) v € C?(M)* = {v € CO(M)* : v(¢) >
0 para todo 1 € C% (M)} no cone das medidas borelianas positivas finitas correspondente

ao autovalor A\. Normalizando v, podemos supor que se trata de uma probabilidade. [J

Definicao 4.19. A partir daqui sempre suporemos que v é uma medida de referéncia,
ou seja, uma probabilidade satisfazendo L£*v = Av para algum A > 0. De fato,

concluiremos na observagao 4.28 que A deve ser igual a r(L*) = r(L).

Lema 4.20. A transformacao f: M — M admite jacobiano relativamente a v, dado por

Jf = Xe”?.

Demonstrag¢ao. Seja A um dominio de invertibilidade qualquer de f. Seja (g,), uma
sequéncia de fungoes continuas convergindo em v-quase todo ponto para a funcao

caracteristica de A e tal que sup |g,| < sup x4 = 1 para todo n. Observe que
zef~1y) zef~1y)
A expressao do lado direito é menor ou igual que sup |g,| grau(f) < grau(f), e
imL(e ?g,)(y) =lm D ga(y) = D xaly) = xs0(y)
zef~y) z€f~1(y)
em v-quase todo ponto. Logo, usando o Teorema da convergéncia dominada, por um lado

temos

lir@/ﬁ(e_@gn)dvz /li}lnﬁ(@_‘pgn)dlfz /Xf(A)dV: v(f(A)),
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mas por outro lado, segue da definicao do operador dual do operador de transferéncia e

do Lema anterior que

hm/ﬁe “’gndy_hm/e “g,)d(LV) —hm/e “g,)d(Av) _hm/)\e Ygn)dv.

Novamente, pelo Teorema da convergéncia dominada

lim/(AeS"gn)dl/ = /lim()\e‘Pgn)dV = /()\e‘”XA)dl/ = /()\e“’)dl/.
n n A
Segue que v(f(A)) = [,( 1(Ae™?)dv, e portanto J, f = Ae”™? como afirmado. m

Lema 4.21. Seja f : M — M wuma transformagdo expansora topologicamente exata e

seja 1 qualquer probabilidade boreliana tal que existe J,f. Entao suppn = M.

Demonstragao. Suponha, por absurdo, que existe algum aberto U C M tal que n(U) = 0.
Note que f é uma aplicacao aberta, uma vez que é um homeomorfismo local. Entao, a
imagem f(U) também é um aberto. Além disso, podemos particionar U em uma uniao

finita de dominios de invertibilidade A. Para cada um deles,
WA = [ Ty =0, pois o) = .
A

Portanto, n(f(U)) = 0. Por indugao, segue que n(f™(U)) = 0 para todo n > 0.
Por outro lado, como supomos que f é topologicamente exata, existe N > 1 tal que

fN(U) = M. Como n(M) = 1, isto gera uma contradicao. O
Corolario 4.22. suppv = M.

Demonstracao. Segue do Lema anterior, uma vez que o Jacobiano de f com respeito a v

existe e é igual a Ae™ %, que é nao negativo. O

Nos préximos lemas, vamos estudar a variacio de ¢, () = S (f*(x)) dentro
de uma bola dinamica em z. Para isso utilizaremos a regularidade Holder do potencial.
Fixe constantes Ky > 0 e a > 0 tais que |p(z) — ¢(w)| < Kod(z,w)* para quaisquer

z,w e M.

Lema 4.23. Eziste K1 > 0 tal que para todon > 1, todo x € M e todoy € B(z,n+1,p),

on () = nly)| < Kaid(f"(x), f"(y)"
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Demonstragdo. Por hipétese, d(f7(z), f/(y)) < p para todo 0 < j < n. Entao, para cada
j=1,-++,n, o ramo contrativo h? : B(f"(z),p) — M de f7 que envia f"(x) em f"(z)

também envia f"(y) em f"7(y). Logo, lembrando da férmula em (4.3), temos que

A(f" (), 7 () = A @), W) < o (@), ()

para todo j = 1,--- ,n. Entdio,
|on(2) = pn(y)] < g [o(f7(2) = ¢(f ()]
_ Z o) — o w)
< Z Kod(F3(a), £ ()"
< Z Koo 3*d(f"(2), 1"(y)"

Portanto, tomando K; = K Z;’io o7 segue o desejado. O]

O lema acima permite compararmos o valor de J, f™ de dois pontos numa mesma

bola dinamica.

Corolario 4.24. FExiste Ky > 0 tal que para todo n > 1, todo v € M e todo
y € B(z,n+1,p),

Juf"(y)

Demonstracao. Pelo Lema 4.20, J,f = Ae™%?. Pelo Lema 3.39

n—1 n—1 v . _

T1"(2) = [T A (7)) = [T 1) = are TESAE) = yremen® - (4.11)

i=0 i=0

para todo z € Me todo n > 1. Entao, pelo Lema anterior
J [ (z
log ~ fngyg ‘ = [nlog A — ¢ (x) — nlog A + ¢, (y)]

= pn(z) = @nly)|
< Kyd(f"(x), f"(y)".

Por hipétese, d(f"(x), f"(y)) < p. Portanto, tomamos log Ky = K;p®. O
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Concluimos que v é um estado de Gibbs para f.

Lema 4.25. Para todo € > 0 suficientemente pequeno existe K3 = Ks(e) > 0 tal que,

escrevendo P = log \, vale

exp(pn(z) — nP)
para todo x € Me todon > 1.

Demonstragdo. Considere ¢ < p. Entao f|p(,. ¢ injetiva para todo y € M e,

consequentemente, f"|p(ne) € injetiva para todo x € M e todo n. Entao,

v("(B(x.n,€))) = / T, 1" (y)dv(y).

B(x7n7€)

Pelo Corolario anterior,
K3, f"(y) < Jf*(x) < Kod, [ (y)-
Entao, resulta das duas iltimas equagoes que
Ky w(f(B(z,n,¢e))) < J,f"(@)v((B(x,n,¢))) < Kov(f"(B(,n,¢€))). (4.12)
Pelo Lema 4.5 também temos que f"(B(z,n,e)) = f(B(f"(z),e)) e, portanto,
v(f*(B(z,n,€))) = [t (a0 Jvfdv. Além disso, temos

1> v(f"(B(z,n,e))) = /B(fnl( ) )Jl,fdu > min(Ae ?)v(B(f* H(z),e)) > a >0

para todo x € M e todo n. A expressao acima ¢ limitada de zero porque min(Ae=¥) > 0

e supprv = M. Portanto, Usando estas observagoes em (4.12), obtemos
K;'a < J,f"(z)v((B(x,n,¢))) < K. (4.13)

Agora, basta notar que J, f*(z) = \e #(®) = exp(nP — ¢,(x)), como vimos em

K
(4.11) e tomar Kj :max{—2,K2}. O
a

Passo 2: Mostraremos que existe alguma autofuncao positiva h associada ao
autovalor A > 0 do operador L. Ela sera construida como um ponto de acumulacao Cesaro
da sequéncia de funcées A™"L™1. Para mostrar a existéncia deste ponto de acumulacao
(Lema 4.30), mostramos no (Coroldrio 4.27) que esta sequéncia ¢ uniformemente limitada

e no (Lema 4.29) que ¢ equicontinua.
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Lema 4.26. Existe Ky > 0 tal que

E"l(yl)
L1 (y2)

para todo n > 1 e quaisquer yi,ys € Mcom d(y1,ys) < p.

Kyd(y1,92)* < log < Kyd(y1,y2)"

Demonstragao. Segue de iterar a equacao (4.5) que, dada qualquer fungao continua g,

L'g = Z(e@“g) o hl' restrito a cada bola B(y, p),

onde a soma ¢ sobre os ramos inversos h? : B(y, p) — M do iterado f". Em particular,

Lr(y) (el ohf(y) 3, ernhin)
L(ys) S, (en 1) o hi(yy) S, epn i)

Pelo Lema 4.23, para cada um desses ramos inversos A tem-se

o (hif (Y1) = pn(hif (y2))| < Kad(f" (R (y1), [ (hil (42)))" = Kad(yr, y2)*.

Consequentemente,

e~ Kd(y,y2)” < Lnl(yl) < eK1dlyr,y2)™

Portanto, basta tomar K, > K. O

Coroldrio 4.27. Erviste K5 > 0 tal que K5 ' < A\™"L"1(x) < K5 para todo n > 1 e todo
r e M.

Demonstracao. Observe que, para todo n > 1,

/)\_”ﬁnldl/: /)\_”d(ﬁ*"y) = /)\_”)\”dy =1. (4.14)
Em particular, para todo n > 1,

min A7"L"1(y) <1 < max A "L"1(y). (4.15)

yeM yeM

Como f é topologicamente exata, existe N > 1 tal que f¥(B(z,p)) = M para
todo © € M. Agora, dados z,y € M quaisquer, podemos encontrar 2’ € B(z, p) tal que
fN(2") = y. Entao, por um lado,

LNV (y) = LY(L ") (y) = Z e?r@ L (2) > e Lr(2f) > e Nswlel Ly (o).

zef~N(y)
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Por outro lado, o Lema 4.26 d& que L£"1(2") > L"1(x)exp(—Kyp®). Tome ¢ =

sup || e K > exp(Kyp*)e AN . Combinando as desigualdades anteriores vem que
LN (y) > exp(=Kup®)e N L (x) > KIAN L1 (2)
para todo z,y € M. Portanto, para todon > 1,
min A\~ £V > K max AL (4.16)
Combinando (4.15) e (4.16) obtemos,
max A\ "L"1 < K min \~"M £ N1 < K para todo n > 1
e fazendo m = n 4+ N, também resulta de (4.15) e (4.16) que

min A"™L™1 > K 'max AV N > K1 para todo m > N.

Para terminar a demonstracao, sé falta estender esta iltima estimativa para os
valores m = 1,--- , N. Para isso, observe que cada £™1 é uma fungao continua e positiva.
Logo, pela compacidade de M, o minimo de £™1 é positivo para todo m. Entao, podemos
tomar K5 > K tal que min A\™"£™1 > K5 ! para todo m = 1,--- , N. Entdo, para todo
n>1

Ks ' <K' <minA™"L£"1 < AL (z) < max A "L < K < K
para todo = € M. ]

Observagao 4.28. Seque imediatamente do Coroldrio 4.27 que o autovalor \ estd
unicamente determinado (em vista do Lema 4.18, isso quer dizer que A é necessariamente

igual ao raio espectral de L e L*)

Lema 4.29. FExiste Kg > 0 tal que

ATLM () = AL (y)| < Ked(x, y)*
para quaisquer n > 1 ex,y € M. Em particular, a sequéncia A\™"L"1 € equicontinua.
Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que d(z,y) < p. Pelo Lema 4.26,

L1(z) < L™1(y) exp(Kyd(z, y))
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e, portanto,
AL () — AL (y) < [exp(Kyd(z,y)Y) — AT L1 (y).

Tome K > 0 tal que |exp(Kyt) — 1| < K|t| sempre que [t| < p®. Entao, usando o
Corolério 4.27,

AL (x) = AL (y) < Kd(x,y)*A "L (y) < KKsd(x,y)®.

Refazendo o célculo anterior invertendo os papéis de = e y, obtemos A\™"L"1(y) —

AL (x) < KKsd(z,y)®. Portanto

AL (x) = AL (y)| < KKsd(z,y)® sempre que d(x,y) < p.

d «
(z.9) > 1. Segue disso, da desigualdade triangular e

a -

Quando d(z,y) > p, entao
do Corolario 4.27 que
d «
AL () — AL ()] < 2K < 20 DY)
pOé
Logo, basta tomar K¢ > max{K Ks5,2K5p~*}. H

Lema 4.30. O operador L admite alguma autofuncao h associada ao autovalor A, isto €,

a func¢ao h satisfaz Lh = Ah. Além disso,
o [hdv=1;
o Ky ' < h(x) < Ks;
o |h(z) — h(y)| < Kg¢d(x,y)* para todo z,y € M.

Demonstracao. Considere a sequéncia das médias

1n71 o
h,, = ﬁ;)\ irn.

O corolario 4.27 mostra que esta sequéncia é equilimitada, enquanto que o Lema
4.29 mostra que esta sequéncia é equicontinua. Entao, pelo teorema de Arzela-Ascoli,
existe alguma subsequéncia (h,,); convergindo uniformemente para uma fungao continua

h. Mostraremos agora que esta funcao h satisfaz todas as condic¢oes propostas pelo Lema.
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Primeiramente, como o operador £ é continuo

n;—1 n;—1 n;—1
1 . 1 < - A< ) )
Lh=L|1lim— L1 | = lim — I it — lim = —(j+1) pi+l
(gnniZ)\ L’l) h]imniZ)\ L7771 h?lniz)\ L7771
n;—1

= lim ni Z AL = lim Z ALY 4 lim 2 (AL —1)
i 1=0

—1 7 7

O primeiro termo do lado direito converge para Ah e o segundo converge para zero,
uma vez que a sequéncia A~"L"1 é limitada. Portanto, Lh = Ah tal como afirmamos.

Vimos em (4.14) que [A"L"ldv = 1 para todo n. Segue que [ h,dv =
[(1/n) S0 A=iLdy = 1 para todo n. Como A™"L£"1 é limitada, o teorema da
convergéncia dominada implica que, [ hdv = 1. As demais afirmacoes seguem de tomar

o limite Cesaro nas expressoes dadas pelo Corolario 4.27 e pelo Lema 4.29. O

Passo 3: Agora que temos a automedida v de L£* e a autofuncao h de L,
mostraremos que u = hr é um estado de equilibrio para ¢. Para isso, mostraremos
no (Lema 4.31) que p é uma probabilidade invariante por f, equivalente a medida de
referéncia v e suportada em todo M. Além disso, u é um estado de Gibbs e existe um
Jacobiano de f relativamente a . Grande parte dessas propriedades de p resultarao do
que ja provamos nos passos anteriores para a medida de referéncia v e para a autofuncao
h. Mostraremos que g é um estado de equilibrio para o potencial ¢ no (Lema 4.33)

juntamente com o (Corolério 4.32).

Lema 4.31. Considere a medida definida por u = hv, ou seja p(A) = fA hdv para
cada conjunto mensurdvel A C M, onde v é a medida de referéncia do passo 1 e h é
a autofuncao do passo 2. Entao p € uma probabilidade invariante por f, equivalente a
medida de referéncia v e suportada em todo M. Além disso, u € um estado de Gibbs e

eziste Jacobiano de f relativamente a p, dado por J,f = Xe ?(ho f)/h.

Demonstra¢ao. Do Lema 4.30 vem que u(M) = f hdv = 1 e, portanto, p ¢ uma medida

de probabilidade. Para mostrar a invariancia, note que para quaisquer fung¢oes continuas
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91,92 : M — R e para todo y € M,

L(grofg)w)= > e Dgi(f(x))ga(x)

zef~Hy)

=ay) Y, Wgx) (4.17)

zef~(y)

= g1(y)Lga(y).

Entao, para toda funcao continua g : M — R,

Jtendu= [(go paw) =x [(go naow) =" [(go praey)
= /\_I/C((gof)h)dy = /\_I/g(ﬁh)dl/ = /\_l/g(/\h)dy
= A_l)\/ghdl/: /gd(hu) :/gd,u. (4.18)

Isto prova que a probabilidade y é invariante por f. Do Lema 4.30, K5 ' < h(z) <
K5 para todo x € M. Portanto

K5~ 'w(A) < u(A) < Ksv(A) (4.19)

para cada conjunto mensuravel A C M. Logo u é equivalente a medida de referéncia v.
O fato acima, juntamente com o Corolario 4.22 da que supppu = M. Também
segue da relagao (4.19), juntamente com o Lema 4.25, que p é um estado de Gibbs:

v(B(z,n,¢)) < w(B(z,n,e)) <K v(B(z,n,e))

B = e e @u@) —nP) = xplpale) —nP) = explpala) —nP)

< K5K3

paratodox € M, n>1, P=1logAec > 0.

Finalmente para mostrar que existe Jacobiano de f relativamente a pu, considere
qualquer dominio de invertibilidade A de f. Entao, pela férmula de mudanca de varidaveis
dada pelo Lema 3.35 item (a),

B o o [ o)
u(f(4)) = /f = /f = [ stwo pav = [ g a

Pelo Lema 4.20, isto significa que

tal como foi afirmado. Isto conclui a prova do Lema. O
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Coroldrio 4.32. A probabilidade invariante p = hv satisfaz h,(f) + [ odu = P.

Demonstra¢ao. Combinando a férmula de Rokhlin (Teorema 3.34) com a expressao de

J,.f dada pelo lema anterior,

hu(f) = /log Jfdp = /log ()\e“’@) dp = log)\—/godu—i—/(loghof—log h)dyu.

Como p é invariante e log h é limitada (Lema 4.30), a tltima parcela é igual a zero.

Lembrando que P =log A, segue que h,(f) + [ ¢dp = P conforme enunciado. O
Lema 4.33. P(f,p) = P =logr(L). Portanto = hv é um estado de equilibrio para .

Demonstra¢ao. Mostraremos inicialmente que se n é uma probabilidade invariante por f

qualquer, satisfazendo

hy(f) +/90d77 > P (4.20)

(por exemplo: a probabilidade p), entao h,(f) + / wdn = P.

Seja g, = 1/J,f e considere também a funcao g = A\"'e?h/(ho f). Observe que

r) = —1gp() h(iB) = 1 @ (r
2, o= 2, Ay T w2

zef~1(y) zef~(y

_ Lh(y)  Ah(y)
= e = o] = 1. (4.21)

para todo y € M. Além disso, como 7 é invariante por f, segue do Lema 3.38 que

Z gn(z) =1 para n-quase todo y € M. (4.22)

zef~1(y)

Usando (4.20) e a férmula de Rokhlin (Teorema 3.34)

1
0< hn(f)+/s0dn—P - /log Jnfdn+/sodn—logA = /(logg—ﬂo—logh)dn- (4.23)
n
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Observe que pela definicao de g e a hipétese de que 7 é invariante por f

1
/(logg—+gp—log)\)dn:/(—loggn+g0—log)\)d77+0

n

:/(—loggn+g0—log/\)d77—|—/1oghofdn—/1oghdn

= /(—logg77 +loge? +log A\~ +logho f —logh)dn

h
= — —le®
/( log g, +log A" e (hof))dn

:/(—loggn—l—logg) dn = /log idn. (4.24)

9n

Lembrando que g, = 1/J, f, segue do Lema 3.37 que

log £
/ tog 2 = / Z P on (2ydn(y) = / > mla)log @) | dny). (425

zef~1(y) K

A esta altura precisamos do seguinte resutado:

Lema 4.34. Sejam p;, b;,1 = 1,--- | k nimeros reais positivos tais que Zle p; = 1. Entao
Elepi logb; < log <Zf:1 pibl) e a tgualdade acontece se, e somente se, 0s niumeros b;

forem todos iguais a Zle Pib;.

Demonstra¢ao. Tome a; = log(p;b;) no Lema 3.58. Entao a desigualdade no Lema 3.58
corresponde exatamente a desigualdade no presente lema:

k k

szlogb —Zpl a; = log ps) < log(} ") = log Zeb““ = log(}_ pibi).

i=1 i=1
Além disso, vale a igualdade se, e somente se,

s
ea‘j pb
D= & D= & b= nb

ko,
D i€ D im1 Pibi
para todo 7 =1,--- ., n. O
Para cada y € M, tome p; = g,(x;) e b; = log(g(x;)/g,(x:)), onde os x; pertencem

a f7'(y) (A quantidade dos z; é finita porque f é expansora). A igualdade (4.22) significa
que > .p; = Zzef,l(y) gn(z) = 1 para n-quase todo y € M. Entao podemos aplicar o
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Lema 4.34 e a igualdade (4.21) para obtermos
> gy(= )10g— ) < log Z gn
zef~1(y) zeft

= log Z g(m) =logl=0 (4.26)

z€f 1 (y)
para 7-quase todo y. Combinando as relagoes (4.23),(4.24),(4.25) e (4.26) obtemos:

0<n()+ [win-p= [ogLan= [ [ 3 g@)or L) | an) <. (421)

z€f~1(y)
Portanto, se n é uma probabilidade invariante por f qualquer, satisfazendo
)+ [ pdn > P, entao h,(f)+ [ @dn = P. Em particular isto vale para a probabilidade
p devido ao Corolario 4.32. Entao pelo principio variacional (Teorema 3.57), segue que
P(f,o) =P = h,(f)+ [pdu. Que P =logr(L), segue da observagao 4.28. Isto prova

que a probabilidade 1 = hr é um estado de equilibrio para o potencial . O

Passo 4: Mostraremos que a probabilidade ;1 = hv é o tnico estado de equilibrio
para o potencial ¢, isto serd feito no Corolario 4.38. O argumento depende fortemente
do seguinte resultado que provaremos no Lema 4.37: Todos os estados de equilibrio de ¢
sao equivalentes. Com esse resultado e algumas nogoes sobre as propriedades de medidas
ergddicas, decomposicao ergddica e lembrando que o conjunto dos estados de equilibrio é
convexo poderemos provar o Corolario 4.38. O Lema 4.35 e o Corolario 4.36 sao o ponto

de partida dessas ideias.

Lema 4.35. Se n € estado de equilibrio para ¢ entao suppn = M e

a0 () a(2)
Demonstragao. A igualdade (4.27) também implica que logi = (0 para quase todo
y € M. Logo vale a igualdade em (4.26) para quase todo ynE M. De acordo com o
Lema 4.34, isso acontece se, e somente se, os nimeros b; = log(g(z;)/g,(z;)) onde os z;
pertencem a f~!(y) sdo todos iguais. Em outras palavras, para n-quase todo y € M existe

um numero c(y) tal que

= c(y) para todo z € f~*(y).
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Além disso, lembrando as igualdades (4.22) e (4.21),

c)=cly) Y. ;@)= > cWglx)= Y g)=1

zef~1y) z€f~1(y) zef~1(y)
para n-quase todo y. Segue que g, = g em quase todo ponto, ou seja, a funcao
1 ho
- = Ae“p% é um jacobiano de f relativamente a 7. Isto prova a segunda afirmacao.
9

Para provar a terceira afirmacao, seja £ : M — R uma funcao continua qualquer.

Por um lado, usando a definicao do operador de transferéncia

e (1) = [3eom= [ | X e | )

zef~1(y)
e?(@) p 198
-/ P g (4.28)
Pela defini¢ao da funcao g e para todo = € f~1(y),
) h(z) o @) glx) o™
-\ 1, p0(z) =\ 1 () A\ AL = .
o) =2 e T =) T M) T )

Substituindo a ultima igualdade dada pelas implicag¢oes acima em (4.28), obtemos

Jeae (D)= [ 5 a8 | ano (4.20)

z€f~1(y)
. 1 .
Entao, lembrando que g = ¢, = J_f’ podemos usar o Lema 3.37 para concluir que
n
A 9()
/gd/: (h) / > Ny $ @) | dn)
z€f~1(y)
§(x) ( 1 )
= o= (=) | dny)
vt MO\

- f(3)

A
Como a funcao continua £ é arbitraria, isto mostra que L£* (%) = (Tn)’ como

afirmamos. A primeira afirmacao do enunciado é uma consequéncia imediata da existéncia

do Jacobiano com respeito a n feita na segunda afirmacao e do Lema 4.21. O
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Corolario 4.36. FExiste K7 > 0 tal que para todo estado de equilibrio n, todo n > 1, todo
x € M e todoy € B(x,n+1,p),

Demonstracao. Pelos Lemas 3.39 e 4.35,

Jof™(x IIJff IIM@W » f&ﬂu»

_ - IS (m)) ot PUP @) rmray AU ()
h(z) h(f(z)) h(fr—1(x))
ey (ho fM) n —pn(z) (RO ")
= ez @ B L) gy - 121D

- (Jyf" u Ohf n)) ().

para cadan > 1 (A dltima igualdade decorre da equagao (4.11) do Corolério 4.24). Entao,
usando o Corolério 4.24 e a desigualdade K5 ' < h(z) < K5 dada pelo Lema 4.30,

g —a_ I f (@) 7 h(x) _ Jo [ (x)h(f"(x))h(y) 4
K T S R T o W) AR
o f(y) )
Portanto, basta tomar K; = Ky K5* O

Lema 4.37. Todos os estados de equilibrio de ¢ sao equivalentes.

Demonstracao. Considere uma particao finita & de M tal que todo P € & tem interior
nao vazio e diametro menor que p. Como supp 7, = suppn, = M (pelo Lema 4.35) temos
que {n;(P):i=1,2 e P € 2} élimitado de zero. Consequentemente, existe C; > 0 tal

que

— < (] paratodo P € . 4.30
c, = 772(P) =01 P ( )

Vamos mostrar que esta relacao ainda vale para todo subconjunto mensuravel de
M, a menos de substituirmos C; por uma constante conveniente Cy > (.
Para cada n > 1, seja 2, a particaio de M formada pelas imagens h"(P) dos

elementos de P pelos ramos inversos h"™ do iterado f™. Pela definicao de jacobiano,
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n;(P) = fh”( P) Jy fdn;. Logo, integrando a desigualdade dada pelo Coroldrio 4.36,
K[ n @) < [ a @) <K [ @)
hn(P) hn(P) h

"(P)

Portanto

-1 n nZ(P) n
Ky () < W < K7 Jy, f"(x)

para qualquer € h™(P). Lembrando que J,, f = J,, f (O Lema 4.35 diz que o Jacobiano
de f de qualquer estado de equilibrio  de ¢ é J,f = XAe ?(ho f)/h ), segue que

Inp S (@) _ 2 (P)m (R (P)) I " ()

I @) = PP = N0, ) BT (4.31)

Combinando (4.30) e (4.31) e tomando Cy = C;K? vem que

) (P (h"(P)) _ m(h"(P))
) m(Pn(h(P))  1a(h™(P))

K7_2 — K7_2

<

p
— = < K% =05, 4.32
Co K2 =~ (P s Gty =0 (4.32)

Logo

L (P
G, = mw(p)) = 439

para todo P € &, todo ramo inverso h" de f™ e todo n > 1. Em outras palavras, (4.30)
vale para todo elemento de 2,,, com C5 no lugar de C4.

Agora observe que diam 2, < o "p para todo n, porque d(z,w) =
d(h (f™(2)), ki (f™(w))) < o "d(f"(z), f(w)) < o~ "p para todo z,w € Z,, uma vez que
f é expansora. Usando que toda medida de probabilidade num espaco métrico é regular,
para qualquer conjunto mensuravel B e qualquer J, podemos encontrar um compacto
F C B e um aberto A D B tais que 1;(A\ F) < 0 parai =1 e para i = 2. Seja %, a
uniao de todos os elementos da particao 2, que intersectam F. Temos que %, D F e,

supondo que n é suficientemente grande, %,, C A. Entao,
m(B) < m(A) <m(Zn) +0 e m(B) =m(F) > (%) — 0.

A relagao (4.33) da que n (%) < Cone(%,), uma vez que %, é uma uniao

(disjunta) de elementos de 2,,. Combinando estas trés ltimas desigualdades, obtemos

m(B) < (%) + 6 < Cona(%,) + 6 < Co(a(B) + ) + 6.
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Como ¢ ¢ arbitrario, concluimos que n(B) < Cyn(B) para todo conjunto
mensuravel B C M. Permutando os papéis das duas medidas e repetindo o tltimo
argumento, também obtemos que 13(B) < Coyni(B) para todo conjunto mensuravel

B C M. Portanto, < Oy 'ny(B) < m(B) < Cyna(B) para todo conjunto mensurével

B C M. Isto mostra que quaisquer dois estados de equilibrio de ¢ sao equivalentes. [

Corolario 4.38. A probabilidade p = hv é o unico estado de equilibrio para ¢. Além

disso, a medida de referéncia v também € unica.

Demonstracao. Sabemos que medidas ergddicas e equivalentes sao iguais. Juntando este
fato ao Lema 4.37, obtemos que todos os estados de equilibrio ergdédicos sao iguais. Por
outro lado, como vimos no Teorema 3.63 e no Corolédrio 3.64, as componentes ergodicas
de um estado de equilibrio sao estados de equilibrio ergédicos. Segue que existe um tnico
estado de equilibrio (igual a u), tal como afirmamos.

Como consequéncia, a medida de referéncia v também ¢é tinica: se existissem duas
medidas de referéncia distintas vy e vy entao p; = hvy e py = hvy seriam estados de
equilibrio distintos. Analogamente, a autofuncao positiva h é nica a menos de produto

por constante positiva. O

Passo 5: Mostraremos que o sistema (f, i) é exato (Veja a definigao 4.15 ).

Seja B C M tal que existem conjuntos mensuraveis B,, satisfazendo B = f~"(B,)
para todo n > 1 e suponha que u(B) > 0. Provaremos que p(B) = 1. Considere uma
particao finita & de M tal que todo P € & tem interior nao vazio e diametro menor que
p. Para cada n > 1, seja 2,, a particao de M cujos elementos sao as imagens h"(P) dos

conjuntos P € & pelos ramos inversos h" do iterado f".

Lema 4.39. Para todo ¢ > 0 e todo n > 1 suficientemente grande existe algum
h"(P) € 2, tal que
p(BORY(P)) > (1 —e)u(h"(P)). (4.34)

Demonstracao. Fixe ¢ > 0. Como a medida p é regular, dado qualquer 6 > 0 existe
algum compacto F' C B e algum aberto A D B satisfazendo u(A \ F) < §. Como

supomos que p(B) > 0, esta desigualdade implica que u(F) > (1 —e)u(A), desde que §
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seja suficientemente pequeno. Fixe § > 0 nessas condi¢oes. Note que diam 2, < ¢ "p

(vimos isso na prova do Lema 4.37). Entao, para todo n suficientemente grande, qualquer

elemento h"(P) de 2, que intersecta F' estd contido em A. Suponha que (4.34) fosse

falsa para todo h"(P). Entao, somando sobre todos h"(P) que intersectam I

p(F) < Y p(FORM(P) < Y w(BNAYP) < (1—e) Y p(h"(P)) < (1—e)u(A).
h"(P) hn(P) hn(P)

Esta contradigao prova que (4.34) é valida para algum h"(P) € 2,,. O

Considere qualquer h"(P) € 2, satisfazendo (4.34). Como B = f(B,) e
f™ o h™ = id no seu dominio, temos que f"(h"(P)\ B) = P\ B,. Entao, aplicando
o Corolario 4.36 a medida n = p,

u(P\ Bn) = [ g S K0 P\ B) ) (4.35)

uP) = [z K 0 (P (4.30)

(P
para qualquer x € h™(P). Note que a equagao (4.34) pode ser escrita como p(h™(P)) —
u(BNA™(P)) < ep(h™(P)) e que o lado esquerdo desta iltima desigualdade é precisamente
pu(h™(P)\ B). Entao, combinando esta ultima desigualdade com (4.35) e (4.36), obtemos

MPN\By) _ o 2p(0"(P)\ B) 2ep(h"(P))
pP) =T u(hn(P)) pu(h"(P))

Resumindo, mostramos que, dado qualquer € > 0 e qualquer n > 1 suficientemente

< K7 = K725.

grande existe algum P € £ tal que u(P\ B,) < K:%eu(P).
Como a particao &2 é finita, segue que existe algum P € & e alguma sequéncia
(nj); — oo tal que

(P \ By,) =0 quando j — oo. (4.37)

Fixemos P a partir daqui. Como P tem interior nao vazio e f é topologicamente
exata, por hipétese, existe N > 1 tal que f¥(P) = M. Seja P = PLU---U P, uma
particao finita de P em dominios de invertibilidade de f~. O Corolério 4.27 e o Lema

4.35 dao que J,fY = ANe=#¥(ho fN)/h é uma fungao limitada de zero e infinito. Note
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também que fN(P;\ By,) = NP\ Bp, 4+~ , uma vez que f~"(B,) = B para todo n.
Combinando estas duas observagdes com (4.37), obtemos que, dado qualqueri = 1,--- /s,

WS P\ Buya) = (P PAB) = [ T

P\B,
converge para zero quando j — oo. Agora, {fNV(P;) : i = 1,---,s} é uma cobertura
finita de M por conjuntos mensurdveis. Portanto, esta ultima conclusao implica que
p(M \ B, 4+n) converge para zero, ou seja, que p(B) = (B, +n) converge para 1 quando
j — oo. Isto significa que u(B) = 1.

Com isso, a demonstrac¢ao do Teorema de Ruelle (Teorema 4.17) esta completa. [

4.3 Aplicacao do Teorema de Ruelle: medidas

absolutamente continuas

Definicao 4.40. Dada uma probabilidade invariante y, chamamos bacia de p o conjunto

B(u) dos pontos x € M tais que

n—oo N,

lim lZsO(fj(ﬂf)) - /sodu

para toda funcao continua ¢ : M — R. E possivel provar que a bacia é sempre um

conjunto invariante. Além disso, se u é ergddica entdo B(p) tem p-medida total.
O que discutiremos nesta secao é motivado pelo seguinte resultado:

Teorema 4.41. Seja f : M — M wuma transformagao diferencidvel expansora numa
variedade compacta conexa M. Suponha que o jacobiano x +— det D f(x) é Hélder. Entao
f admite uma inica probabilidade invariante i absolutamente continua com relacdo a
medida de Lebesque m. Além disso, i € ergddica, seu suporte coincide com M e a sua

bacia tem medida de Lebesque total na variedade.

A demonstracao do teorema acima pode ser encontrada na referéncia [7]. No
teorema abaixo, mostramos que a unica probabilidade invariante obtida no teorema

anterior é na realidade o tnico estado de equilibrio dado pelo Teorema de Ruelle.
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Teorema 4.42. A probabilidade absolutamente continua invariante de f coincide com

o estado de equilibrio p do potencial ¢ = —log|det Df|. Consequentemente, ela é
d

equivalente a medida de Lebesque m, com densidade s Holder e limitada de zero e

dm
finito, e ela € exata.

Demonstracao. Primeiramente, devemos notar que o se det D f é Holder, entao logaritmo
¢ = —log|det D f| também é Holder: digamos que Cy > 0 e v > 0 sdo as constantes da
definicao Holder de det D f. Entao

[log[det Df(z)| —log|det Df(y)|| < [det Df(x) — det Df(y)| < Cod(x,y)"

para quaisquer z,y € M.
Considere o operador de transferéncia £ associado ao potencial ¢ = —log | det D f].
A medida de Lebesgue m de M é uma automedida do operador dual do operador de

transferéncia, correspondente ao autovalor A = 1, ou seja
L'm =m.

Para verificar esse fato, basta mostrar que L*m(E) = m(FE) para todo conjunto
mensuravel £ contido na imagem de uma bola B(y,p) por algum ramo inverso h; :
B(y,p) — M, i = 1,--- ,k (pois, pela compacidade de M, todo conjunto mensurdvel
pode ser escrito como uniao finita disjunta de subconjuntos E deste tipo). Usando a

definicao do operador de transferéncia, escrevemos,
L'm(E) = /XEd(,C*m)

= /(EXE)dm
k

_ /Z(e—log|deth|XE) o h;dm
=1

k
XE
_ _XE__ pdm.
/;Meth]o "

Entao, pela escolha de E e pela Formula de mudanca de variaveis do Lema 3.35

item (b),

Lrm(E) = /gld%%f! o hidm. = / (%) o (f) \dm = /XEdm = m(E).
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Isto prova que m é, de fato, um ponto fixo de L£*.

Agora basta aplicar a teoria anterior (do Lema 4.20 em diante) para A = 1 e
v = m. Encontraremos uma funcao Holder h : M — R, limitada de zero e infinito, tal
que Lh = h e a medida y = hm é o tnico estado de equilibrio para potencial . Como a
relacao p = hm diz que p é absolutamente continua com relacao a m, em vista do Teorema
4.41, segue que p também ¢é a tnica probabilidade invariante de f absolutamente continua
com relacao a m. O fato de que h = d_u é positiva implica que e m sao equivalentes.

dm
A exatidao foi o 1dltimo passo da prova do Teorema de Ruelle. O

4.4 Teorema de Livsic

Foi visto no Teorema de Ruelle que se f é expansora e topologicamente exata num
espaco métrico compacto e ¢ é um potencial Holder, entao existe um tnico estado de
equilibrio p para ¢. A partir de agora, denotaremos este estado de equilibrio por .
Nesta secao vamos discutir a seguinte questao: quando ¢ que os estados de equilibrio

e [ty de dois potenciais Holder ¢ e 1 sao iguais?

Definicao 4.43. Dizemos que dois potenciais ¢, ¢ : M — R sao cohomadlogos se existe
alguma funcao continua u : M — R tal que ¢ — ¥ = u o f — u. Em particular, dizemos

que um potencial ¢ é cohomdlogo a uma constante ¢ € R, quando ¢ —c=wuo f — u.

Definigao 4.44. Uma transformacao f : M — M definida num espaco topoldgico M é
dita topologicamente misturadora se dados quaisquer abertos nao-vazios U,V C M,

existe ng € N tal que f~"(U) NV é ndo-vazio para todo n > ny.

Observacao 4.45. Se uma transformacgao expansora num espa¢o métrico compacto é

topologicamente misturadora entao ela € topologicamente exata.

Teorema 4.46. Um potencial Hélder o : M — R é cohomdlogo a zero se, e somente se,

on(r) = S0 @(fi(x)) = 0 para todo = € Fix(f*) en > 1.
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Demonstra¢ao. Se ¢ — 0 =wuo f —u para algum u e x € Fix(f") é qualquer, entao

eulr) = S (@)~ ulr @)
=3 () 3 @)
= () - Y () =0

A igualdade das duas somas na uiltima linha, vem de ser f"(z) = z. Agora a
reciproca.

Suponha que ¢, (z) = 0 para todo z € Fix(f") e todo n > 1. Considere qualquer
ponto z € M cuja érbita é densa em M tal ponto existe porque f é topologicamente

misturadora e, consequentemente, transitiva. Defina u na érbita de z por meio da relagao

u(f"(2)) = u(z) + ¢n(2), (4.38)

onde u(z) ¢é arbitrario. Observe que

u(f"(2)) = u(f"(2)) = ar1(2) — pul2) = (f"(2)) (4.39)

para todo n > 0, ou seja

u(f(f"(2))) = u(f"(2)) = ¢(f"(2)) = 0.

Em outras palavras, o potencial ¢ é cohomélogo a zero sobre a érbita de z. Para

estender esta relagao a M, usaremos o seguinte fato:

Lema 4.47. A funcdo u € uniformemente continua na orbita de z.

Demonstragao. Dado qualquer € € (0, p), tome § > 0 dado pelo lema de sombreamento
(Lema 4.8). Suponha que k > 0 e [ > 1 sdo tais que d(f*(z), f¥7(z)) < ¢. Entédo a

sequéncia periddica (x,,), de periodo [ dada por
wo = fH(2), w1 = [ (2), - 2T = NR), = R (2)

é uma d-pseudo-6érbita. Logo, pelo lema de sombreamento, existe algum z € Fix(f!) tal

que d(f(x), ff¥*9(z)) < € para todo j > 0. Como tomamos € < p, isto também implica
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que x = hy(f'(z)), onde hy : B(f*"!(2), p) — M representa o ramo inverso de f' que envia

fE*(2) em f*(2). Pela desigualdade dada em (4.3), segue que
d(f(x), f*7(2)) < o7 d(f'(x), f*(2)) para todo 0 <j < 1. (4.40)
Pela definigao (4.38),

u(fH(2)) = u(f*(2)) = orni(2) = on(2) = @(f*(2)). (4.41)

Fixe constantes C' > 0 e v > 0 tais que |p(x) — ¢(y)| < Cd(x,y)” para quaisquer
x,y € M. Entao,

eu(f5(2)) = @ul@)] < D 1= 1p(f*(2) = (7 (2))] < Y 1= 1Cd(f(x), [ (2))".

J=0 Jj=0

Usando (4.40), segue que
o f5(2)) — ()] <Y 1= 100 0d(f (), f5H(2)" < Cre” (4.42)
=0

onde C; = "2 0~ "%. Lembre também que, por hipétese, ¢;(z) = 0. Logo, combinando
(4.41) e (4.42), obtemos que |u(f*(2)) — u(f*(2))| < Cie”. Isto conclui a prova do

lema. O

Segue do Lema 4.47 que v admite uma tinica extensao ao fecho da orbita de z, ou
seja, ao espaco ambiente M. Entao, pela continuidade de ¢ e u, a relagao de cohomologia

se estende a todo o M. Isto prova o Teorema 4.46. O
O seguinte Teorema, responde a questao dada no inicio da secao.

Teorema 4.48 (Livsi¢). Seja f : M — M wma transformagao expansora topologicamente
masturadora num espago métrico compacto e sejam ¢ e Y dois potenciais Holder em M.

As sequintes condicoes sao equivalentes:
(a’) Ko = Haps
(b) Eziste ¢ € R e uma fun¢ao qualquer w: M — R tal que ¢ —1p =c+uo f —u;

(c) O potencial ¢ — b é cohomdlogo a alguma constante ¢ € R;
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(d) Existe c € R e uma funcao Holder uw: M — R tal que ¢ —p =c+uo f—u;
(e) Eriste c € R tal que ¢n(x) — () = S0 d(fi(x)) — S0y w(fi(x)) = en para
todo x € Fix(f") en >0 ;
Além disso, as constantes ¢ em (b), (c), (d) e (e) coincidem.

Demonstrag¢io. E imediato da definicio 4.43 que (d) implica (c) e (c) implica (b).
Supondo que (b) seja verdadeira, temos que ¢ —1) = c+uo f —u. Entao, dado x € Fix(f™)

qualquer, vale que f"(z) =z e

60(2) — tnl) = 3 607 (@) — T v (@) = Y6~ ) (@)
=Y (et uo f (i) = ent Y (wo f - w)(f ()
=cn+u(f"(z)) —u(z) = en + u(z) — u(x) = cn.
Portanto, ¢, (z) — ¥, (x) = cn. Isto prova que (b) implica (e).
Supondo que (e) seja verdadeira, temos que ¢,(x) — ¥,(z) = cn para todo

r € Fix(f™) e todo n > 0. Isto significa que a fungdo ¢ = ¢ — ¢ — ¢ satisfaz
©n = On(x) — Yp(xz) — cn = 0 para todo = € Fix(f™) e todo n > 0. Note também
que ¢ é Holder: Se [, 82, a1, s sao constantes positivas fixas com a; > s tais que
|p(2) — d(w)| < Frd(z,w)* e |(z) —(w)| < Pad(z, w)*? para quaisquer z,w € M, entao
lo(2) — p(w)| < (Brd(z,w)* =2 + (y)d(z,w)** . Logo, pelo Teorema 4.46, o potencial
Holder ¢ : M — R é cohomodlogo a zero. Em outras palavras, ¢ — 1 é cohomodlogo a c.
Isto mostra que (e) implica (c).

Se (c) é verdadeira, entao ¢ — 1 é cohomdlogo a c. Logo ¢ é cohomdlogo a 1) + ¢,

e nesse caso, segue do principio variacional que

P(f b+ ) =sup{hu(f) + [ (04 )i v € Mi(1))
= sup{h.(f /¢du+/(w+c—¢)dv veMi(f)}
= sup{hu(f) + /¢du + /(uo f—u)dv:ve My(f)}
—sup{h() + [ odviv € Mi()) = P(F0)

(4.43)
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e segue da equacao (3.54) na observacgao 3.53 que P(f, 9 + ¢) = P(f,v) + ¢. Juntando

isso a (4.43), resulta que

P(f.¢) = P(f.¢) +c (4.44)

Por outro lado, dada qualquer probabilidade invariante v, repetimos os calculos

feitos dentro do supremo em (4.43), e obtemos

B (f) +/¢du —h(f) + /(w o)y = hy(f) + /wdu e (4.45)

Das igualdades em (4.44) e (4.45) fica claro que v é estado de equilibrio para ¢ se,
e somente se, v é estado de equilibrio para 1. Isto mostra que (c¢) implica (a).

Se (a) é verdadeira, ent@o fi5 = 1y € isto implica que essas medidas tém o mesmo
jacobiano. Em vista do Lema 4.31, isto quer dizer que

(hgo f)
hg

plhyo f) (4.46)

)\¢e_¢ = A\ye~ )
hey

Seja ¢ = log Ay — log Ay e seja u = loghyg — loghy. Estes objetos estao bem
definidos, uma vez que Ay, Ay, hy € hy sao positivos. Além disso, como as fungoes hy e hy,
sao Holder e limitadas de zero e de infinito (Lema 4.30), segue que a fungao u é Holder.

Aplicando o log em ambos os membros de (4.46),

log A\ — ¢ +loghyo f —loghg =log Ay, — 1 +1loghy o f —loghy = (4.47)
4.47

log Ay —log Ay, 4 log hy o f —loghy o f 4 loghy —loghg = ¢ — 1.

Finalmente, de (4.47), podemos reescrever (4.46) na seguinte forma:
c+loguof—u=¢—1.

Isto mostra que (a) implica (d). A prova do teorema estd completa. O



104

5 PARTICOES DE MARKOV,
DINAMICA SIMBOLICA
E TEOREMA DE RUELLE PARA
DIFEOMORFISMOS AXIOMA A

5.1 Dinamica simbodlica e o Teorema de Ruelle-

Perron-Frobenius

Primeiramente, considere o espaco produto

Se={12,... 0" =][{1.2,....,n}

zZ
formado por todas as sequéncias bilaterais (...,z_; ..., %0,...,%;,...) com z; €
{1,2,..., n} para todo i € Z. Uma sequéncia em 3, serd denotada simplesmente
por (z,)n, onde (x,), = {z;}32 .. Definimos o deslocamento (ou “shift”) bilateral

o, — X, por

o((#n)n) = o({zi}Z o0) = {Tin1}Z oo = (Tnt1)n:

Nesse caso, o é invertivel. Equipando {1,2,...,n} com a topologia discreta e 3,

1

com a topologia produto, resulta que o e 07" sao aplicagoes continuas. Nesse caso o é

um homeomorfismo. (Estas nogoes foram introduzidas na defini¢ao 2.12).
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Definicao 5.1. Para ¢ : ¥, — R continua definimos

varg ¢ = sup{|o((z,)n) — ¢((Yn)n)| : = = y; para todo i com |i| < k}.

Note que X3, é compacto: De fato {1,2,...,n} é um conjunto finito equipado com a
topologia discreta, portanto é compacto. O Teorema de Tychonoff afirma que afirma que
o produto de qualquer colecao de espacos topoldgicos compactos é compacto com respeito
a topologia produto. Logo 3, é compacto. Segue que ¢ ¢é uniformemente continua, e

assim limy,_, ., varg ¢ = 0.

Observacao 5.2. Podemos munir >, com a distancia

d((Zn)n> (Yn)n) = BN; (5.1)

onde B € (0,1) € qualquer e N é o maior inteiro nao negativo tal que x; = y; para cada i

com |i| < N e tornar X, um espa¢o métrico compacto.

Seja A = (A, ;);; uma matriz de transigao (lembre do exemplo 3.48). Considere o

subconjunto ¥4 de ¥, das sequéncias (z;); que sdo A-admissiveis, ou seja, tais que

A =1 para todo i € Z. (5.2)

L4, Ti41

A restricao do deslocamento o4 : ¥4 — ¥4 é chamado de deslocamento
bilateral de tipo finito associado a A.

Observe que ¥4 é invariante e fechado (no sentido de 04(X4) = X4). Entao,
sendo um subconjunto fechado do espaco métrico compacto X,,, segue que ¥ 4 é também

compacto.

Definicao 5.3. Definiremos F,4 como sendo a familia de todas as funcoes continuas
¢ : ¥4 — R para as quais vary ¢ < ba* para todo k > 0, para alguma constante positiva,
beac(0,1).

Note que se X 4 estiver munido com a distancia dada na observagao 5.2, entao para
qualquer ¢ € F4 e algum k>0

[6((@n)n) = ((Yn)n)| < varp ¢ < ba™ =b <%>kﬁ’“ =b (—)k d((@n)ns (Y)n)".
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Entao F4 € justamente o conjunto das fungoes que tém expoente de Holder positivo
com respeito a distancia d. De fato, se ¢ ¢ Holder, entao |¢((2n)n) — ¢((yn)n)| <
Cd((0)n, (Yn)n)? = CB% e portanto vary ¢ < ba*, com b=C e a = 3.

Denotaremos a partir de agora ¥} como o conjunto das sequéncias {z;1}3, €

{1,2,...,n}N = 3T que sdo A-admissiveis, ou seja, tais que

A =1 para todo i € N. (5.3)

Ty Ti+1

Também denotaremos as sequéncias de ¥ por (z,), = {z:11}5, (mas sempre
ficard explicito se esta sequéncia estd em X ou em $4). A restrigao do deslocamento
ok : ¥ — ¥ é chamado de deslocamento unilateral de tipo finito associado a A.
Geralmente chamamos a restrigao dos deslocamentos o4 ou 0 a quaisquer subconjuntos

fechados e invariantes, respectivamente de X, ou X7 de sistema dinamico simbdlico.

Esta secao e a proxima serao dedicadas a provar o seguinte Teorema, que nada

mais é que uma versao do Teorema de Ruelle do capitulo anterior para deslocamentos.

Teorema 5.4 (Existéncia e Unicidade de estados de equilibrio). Suponha que
0A @ 24 — X € topologicamente misturador e ¢ € Fa. Fxiste uma unica medida de
probabilidade (1 em ¥4 que é oa-invariante e € um estado de Gibbs, ou seja, existem

constantes ¢y > 0, co > 0 e P tais que

w({(Yn)n € X4 : x; =y; para todo i =0,...,m—1})
exp(—mP + ¢ ((z1)n))

Além disso, p € também o unico estado de equilibrio para ¢ € F4.

1 <

< Co.

O primeiro passo da demonstracao do Teorema 5.4 consiste em provar o importante
Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius. Ele darda a medida de referéncia v, o autovalor A
e a autofuncao h, semelhante ao que ocorreu nos Lemas 4.18, 4.30 da prova do Teorema
4.17. A automedida v e a autofuncao h serao objetos essenciais para o prosseguimento
da demonstracao do Teorema 5.4 que sé acontecerd na proxima secao, pois durante o

restante desta, estaremos provando o Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius.

Teorema 5.5 (Ruelle-Perron-Frobenius). Suponha que o4 : Y4 — X4 €

topologicamente misturador (lembre da definicao 4.44), ¢ € Fa N C(XH) onde C(XF)



107

denota o espago de todas as fungées continuas ¢ : Xk - R e L= Ly :C(X}) = C(XF) €

o operador de transferéncia como definimos em (4.4):

Lg((yn)n) = Log((yn)n) = > ) g (1)) (5.4)
(e)ne(e) ()

Entao existem X > 0, h € C(X}) com h > 0 e v € M(X}), onde M(X}) é o conjunto
das medidas de probabilidade em XY satisfazendo Lh = Ah, L*v = Av, [hdv =1 e

lim |[|A™"L™Mg — h/gdu|| =0 para toda g € C(X}).
m—0o0

Demonstracao. Comecaremos provando que existe v tal que L*v = Av.

Lema 5.6. Existe uma medida v € M(X}) tal que L*v = \v. Chamaremos essa tal

medida de medida de referéncia, como fizemos na defini¢ao 4.19.

Demonstracao. Vimos na definicao 4.9 que o operador L é positivo, portanto £1 > 0.

Entao temos que

Lp L
G(p) = = € M(XY) para toda p e M(XZH).
O operador G(u) é continuo na topologia fraca*: Sejac > 0e ® = {¢y,...,d,} uma

familia qualquer de fungdes continuas limitadas. Como £ é continuo (veja a definigao 4.9),
a familia © = {L¢,...,Lp,} também consiste de fungdes continuas limitadas. Entao

pela definicao do operador dual do operador de transferéncia £* (veja a definigao 4.10),

‘ [oaen - [ asz-d(ﬁ*o‘ = ' [copan- [ <£¢i>d<‘

e portanto o lado esquerdo é menor que € se o lado direito for menor que €. Isto quer

dizer que

e (tce M| [ieosin - [woad <o)

c{L¢Ce M(Z)): '/gbid(ﬁ*'r]) - /Qﬁid(ﬁ*C) < e} paratodo 7,® e e

e este dltimo fato mostra que £* é continuo. Consequentemente G(u) : M(X7) — M(ZF)
é continuo. Sabemos que X} é um espago métrico compacto. Entdo M(X}) munido da

topologia fraca® é compacto e além disso é convexo. Podemos usar o seguinte teorema:
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Teorema 5.7 (Schauder-Tychonoff). Seja F : V. — V uma transformacao continua
num espaco vetorial topoldogico V. Suponha que existe um conjunto compacto convexo

K CV tal que F(K) C K. Entao F(v) =v para algum v € K.

Entao concluimos que existe uma automedida v tal que G(v) = v. Entao se

A= [1d(L*v) > 0, vale que L*v = A\G(v) = Av. O

Provaremos o Teorema 5.5 por meio da sequéncia dos lemas seguintes. Sejam
b>0eac (0,1) constantes quaisquer de modo que var, ¢ < ba* para todo k& > 0.

Ponha B, = exp(} -1 2ba*) e defina o espaco de fungoes

A={fec(E}): f>0, / fdv =1, F((@a)n) < Buf((@0)0)

se x; = Z; para todo i € {0,...,m}}

Lema 5.8. Se A € uma matriz de transicao entdo, para todo M > 1, nenhuma linha de

AM ¢ identicamente nula.

Demonstragao. Seja S; = A;jq + Ajg + -+ + A;, a soma das entradas da linha ¢ da
matriz A. Por hipétese S; > 0 para todo i. Defina P,; = A, ;/S;. Note que P = P, ;
¢ uma matriz estocastica: De fato P;; = 0 se, e somente se, A;; = 0. Logo P,; > 0 e
S Py =201 Aij/Si = Si/Si = 1. Pelo Lema 2.17 item (a), temos que y_°_ | P} =1
para todo 1 < i < n e todo M > 1. Resulta disso que a linha i de AM ¢ nao nula, para

todo 7. O

Observacao 5.9. O Lema acima vale para as colunas de AM, M > 1, se supusermos que

A € matriz de transicao no sentido bilateral.
Considerando a sequéncia {A\™"L" f},>0, podemos encontrar uma autofuncao h.

Lema 5.10. Eziste uma fung¢ao h € A tal que Lh = \h e h > 0.

Demonstragao. Primeiramente checamos que A™'Lf € A quando f € A. Como £ é um

operador positivo \"ILf >0 e

/Alﬁfdz/ = /Alfd(.c*u) = /Alfd(Ay) = /fdu = 1. (5.5)
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Assumindo que z; = T; para todo i € {0,...,m}, segue que
Lf((xn)n) = Z eqﬁ((zn)n)f((zn)n) - Z eab((yn)n)f((yn)n)
(Zn)ne(ax)_l((l’n)n) {(yn)n A:VOqIO:l}
e
Lf((Zn)n) = Z €¢((2n)n)f((5n>n) — Z eqb((@n)n)f((gn)n).
(En)nE(UZ)_l((En)n) {(gn)n AZ?(]@‘()ZI}
Nesse caso {(Yn)n : Ayowo = 1} = {(Un)n : Agozo = 1} porque z; = z; para todo
¢ € 0,...,m. Também devido a isso, y; = y; para todo j7 € 0,...,m + 1. Entao como
feA

€¢((yn)n)f((yn)n) < e¢((9”)")Bm+1f(<37n)n)

_ aqm+1 =
< ?(F)n) b B f((Un)n)

< eI B f((Ga)n)-
Relacionando essa desigualdade com as duas igualdades dadas acima, resulta que

Lf((#n)n) < BnLf((Zn)n)- (5.6)

Considere qualquer (z,)n, (24)n € ¥}. Uma vez que AM > 0 (Veja o Lema 5.8)

existe (Jn)n € (05) ™ ((2,)n) com gy = 2. Para f € A

:CMf((xn)n) _ Z €¢M((y")n)f((yn)n)- (5_7)

(yn)n€(@ ) =M ((zn)n)

Recordando a definigao de ¢y, notamos que ¢ ((yn)n) = Zj]\igl A ((Yn)n)) >
—M]|®||. Desse fato, de (5.7) e observando que (¥,)n € (05) ™™ ((2,)n,), resulta que

EMf(($n>n) = eiMHd)Hf((gn)n)- (5.8)

Seja K = AMeMI9ll By, Entdo fazendo inducdo na relacio (5.5) e em seguida usando

a relagao (5.8),

1= / ANMLM fdy > / A Me=MIdl £ ((7,),)dv

(5.9)
> / A MG B F(2))dv = K F((20)a).
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Portanto, ||f|| < K uma vez que (z,), ¢ arbitrdria. Como [ fdv = 1, entdo
f((zn)n) > 1 para alguma sequéncia (z,), e assim obtemos de (5.9) que inf \™M LM f >
K1

Se x; = x; para todoi € 0,...,m. e f € A, temos que

= (Bm = DIf(Zn)n)] < (Bm = DIIfI| < (B = 1)K =0

quando m — oo, porque B, = exp(d ;.4 2ba*) — 1. Entdo A é uma familia
equicontinua e compacta devido ao Teorema de Arzeld-Ascoli. Notando que A é convexo
¢ nao vazio porque 1 € A, aplicamos o Teorema de Schauder-Tychonoff (Teorema 5.7) a
AL : A — A e conseguimos uma funcao h € A com A\"1Lh = h, ou seja, Lh = \h. Além
disso, inf h = inf \™MLMp > K1 O

Lema 5.11. Existe § € (0,1) de modo que para f € A, temos \™M LM f = 6h 4+ (1 —0)f

com f € A.

Demonstragao. Seja g = A\"M LM f —§h onde § é um nimero a ser determinado. Supondo
que §||h]] < K71, teremos que g > 0. Assuma que x; = 7; para todo i € {0,...,m}.

Queremos escolher § de modo que g((x,),) < Bng((Z,)n), ou equivalentemente

/\_MEMf((xn)n> - 5h((xn>n) < Bm/\_MEMf((jn)rJ - Bméh(@ﬂ)ﬂ) A
5(Bmh((3_7n)n> - h((xn)n>> < Bm)‘iMﬁMf((jn)m - AiMEMf((xn)O (5'10)

Dissemos na equagao (5.6) que para qualquer f; € A

m+1

Lfi((@n)n) < BnLlfi((Zn)n) = Bm+1€ba Lfi((Zn)n) < Bm—&-lebamﬁfl((fn)n)- (5.11)
Aplicando a desigualdade (5.11) para f; = A" LM=1f obtemos
AN ML f(2)0) € B € XM LM f((20)0). (5.12)

Temos que

h((zn)n) > (erlh((fn)n) (5.13)
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uma vez que h € A. Entao para obtermos (5.10), é suficiente que mostrarmos que
5(Bmh((jn)n> o (Bm)ilh((fn)n» < (Bm - Bm+1ebam))‘7M£Mf<<fn)n)v (5'14)
porque assumindo (5.14) e usando as equagoes (5.13) e (5.12), concluimos (5.10):

6<Bmh(@n)n) - h((xn)n)) < 5(Bmh((fn)n> - (Bm)ilh((q_;n)n))
< Bm)‘_MEMf((fn)n) - Bm+1ebam)‘_M£Mf<<jn)n)
)

< Bm)\_MﬁMf((jn)n - )‘_M*CMf((xn)n)-

Ainda, notando que §||h|| < K=! < inf A"M LM para concluirmos (5.14) é

suficiente mostrar que

(B — (Bu) IR < (B = Biae™" ) K (5.15)

1

Existe algum L de tal forma que os logaritmos de B, (B,)™' e Bji1e""

pertencem a [—L, L] para todo m. Sejam u;, us constantes positivas tais que
u(z —y) <e® —e¥ <uy(x —y) para todo x;y € [—L, L];z > y. (5.16)

De (5.15) e (5.16), vemos que para que (5.10) seja valida, ¢ suficiente que 6 > 0

satisfaca

8||hl|u1(log By, + log(By)) = 6|h|lui(log By, — log(B,) ™)
< Gl (o5 — st

= 0[h|[(Bm = (Br) ™) < K7 (Bm — Bungae™")

_ K—l(elogBm . elogBm+1eb°‘m)

< K 'uy(log By, — log Byy1™")
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ou seja,

4bam Tt - ,
Sl (5 ) = dllfuntab 3™

=0
= ol logexp( 3 2ba) + log(exp( 3 2ba)
k=m-+1 k=m+1

= 6||h||u (log By, + log(By)) < K uy(log By, — log Bpy1e™®”)

= K uy(2b Z Q™ o™ — 2b Z Q")
=0

=0
_ K—1u2(2b Z(am+1+j _ am+2+j) _ bam)
§=0

= K 'uy(2b0™ — ba™) < K tuy(2ba™ — ba™) = K tugba™

ou ainda

0 <6 < uy(l—a)(dau||h||K)~ .

Portanto se d é determinado dessa forma e se definirmos f = (1’;5), temos que

F((zn)n) < Bnf(Zy)n) sempre que x; = T; para todo i € 0,...,m e

[im [ in O, 125,

Isto prova que f € A. n

Lema 5.12. Ezistem constantes A >0 e € (0,1) tais que
IAT"L"f = hl| < AB™
para toda funcao f € A en > 0.

Demonstracao. Sejan = Mq+r com 0 < r < M. Verificamos por inducao em ¢ que
A MapMag — (1 — (1 —§)h+ (1—06)f, (5.17)

onde fq € A. De fato, o caso em g = 1 corresponde ao resultado do Lema 5.11. Admitindo
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que (5.17) seja verdadeira para 1 < n < ¢. Entao para ¢+ 1

A~MatD) pMgHD) g \=M pM(\=MaqpMq f)
= AMLM((1— (1= 8§)Dh+ (1 - 8)7f,)
(1= (1= ) MLM 4 (1= YA MLV,

B . o\ — A7M£2Mf 5
=1 —=(1=8)9h+(1—258)9A M( s —1_5)\Mh)

(1—(1=0)1—=6(1—=8)THh+ (1 —8) T\ 2M2My
(1= =0)7=06(1-0)" 1)h + (L= 01— (L= 8))h + (1= 6)°f2)
= (1= (1=8)" =81 =) + (1= = (L =8 )h+ (1 - 8)™* fy
(1= (1 =)+ =8 =L = )" — (L=8)")h+ (1 -0 [,
(1—(

1= &) Hh 4+ (1 —0)* .
Isto finaliza a prova de de (5.17). Como ||f,|| < K (Veja o Lema 5.10), temos que

INMaLMaf — p)| = [|(1 = 8)Th+ (1= 8)2f,|| < (1= 8)"(||h]| + K)

INRLnf = B = M LM )| = (A (A MagMe - )|
< sup LT (=8 (A + K)

0<r<™M
hl| + K
= sup e R (e
0<r<m ( 5)
Agora tome
hl| + K
A= sup [|A~ TE’"HM e fM=1-4.

0<r<M ( 6)

Segue que

H)\fn‘cnf_hH SABMq+M§AﬂMq+r:A6n-
[

Lema 5.13. Seja C, = {f € C(X}) :var, f =0}. Se FeA, fe€C,, f>0e fF#0,
egE)
J(fF)dv '

entao
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Demonstracao. Supondo que x; = T; para todo ¢ € 0,...,m., segue que
L'(fF)((zn)n) = >, W) (£ F) ((yn)n). (5.18)
(yn)n€(a )~ ((@n)n)
onde ¢ ((Yn)n) = Sy d((65)((yn)n)) € a soma é tomada sobre todas as sequéncias
(Yn)n do tipo (j1,- .-, Jr, o, Z1,...) tais que A;hxo = 1. Note que a soma na expressao

de L7(fF)((Z)n) é tomada sobre todas as sequéncias (¥, ), cujos os r primeiros simbolos
percorrem o mesmo conjunto que os r primeiros simbolos das sequéncias (y,), da soma
de L™(fF)((xn)n), € isto porque z; = Z; para todo i € 0,...,m. Como f € C,, entao
var, f = 0 implica que |f((z2)n) = f((wa)n)| = 0, ou seja f((2n)a) = f((wn)n) para
todas as sequéncias tais que z; = w; com ¢ = 0,...,r. Mas como z; = Z; para todo
i € 0,...,m, obtemos em especial que f(ji,...,Jr %o, Z1,..-) = f(J1,- -+, Jr, To, T1,--.)
porque estas sequéncias tem os r + m primeiro simbolos iguais. Dai como F € A,

F(jb e ,jr,xo,xl, . ) S BerrF(,jh e ,jr,i'o,i'l, .. ) €
qb((O'X)t(jl, . ,j,«, Lo, L1, - - )) — ¢((Uj4r>t(j1, R 7jr7 Ty, T, - - )) < Valyr—t ¢

Além disso:

r—1 r—1
By exp (Z Valyr—t Cb) < Byqr€Xp (Z bam”_t)

t=0 t=0

m—+r
= B, exp ( Z bal>

l=m+1

m-~+r
< B, exp < Z (ba! — 21)0/))

l=m+1

m-+r
= B,, exp ( Z —bo/) < B,,.

l=m+1
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Reunindo todas as expressoes obtidas, conseguimos a seguinte desigualdade

L(FE)(xn)n) = > e I (FF)((ya)n)

(yn)n€(@ )" ((@n)n)

- > exp(ieb(((ai{)t)(ﬁw-Jmfffowlw--)))
)

(4150750, 1 5. t=

(fF)(jl, Ce ,jT,LCo,ﬁCl, .. )

—_

r—

D S M

(J15+-5Jr>T0,%1,-.-) t

i
o

+ Valy4r—t ¢)) (fF)(jlv SR 7jr73_707i,17 e )

= Z exp <Z(¢((Uj)t(ﬁ, o Iy Toy Ty - - ~))>

(J15+-20r,T0,T1 5--)
r—1

Berr exXp <Z Val'p4r—t ¢> (fF)(]b cee ajra i‘vala ©e )

t=0

<Bn Y exp(iw((omh...,jr,zo,az-l,...)))
)

(J1seesfir L0, T 5 t=0

(FE)(G1s - Jrs To, T, - 2)
= Bp, Z ed)r((gn)n)(fF)((gn)n)

(Fn)n€(@ )" ((Zn)n)

= Bmﬁr(fF)«fn)n)-

Agora mostraremos que [(fF)dv > 0. Usando a equagao (5.9) do Lema 5.10,
porém trocando f por L"(fF'), obtemos

v fur

AMATNM (£ Yy

A~ M )\M—i-r )

-/
[
/ AM(FFYA(L M)
/>
/>

M£M+r fF)

v

L (fF)((zn)n)
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para qualquer sequéncia (z,),. Mas (fF)((wn)n) > 0 (porque f, FF > 0e fF # 0 por
hipétese) implica que L7(fF)((¢})"((wn)n)) > 0. Como também K~' > 0, temos que

J(fF)dv > 0. Finalmente, se g = %

foe= [
W/ "(fF)A(L )

- T 1>dy//\"”(fF)d()\7"1/)

entao

B

Com isso concluimos que g =

Lema 5.14. Para f €C,, FEA en >0
e (gE) — b [(E)av) < A8 [ 17Fldv
Para g € C(X7), temos que limy,_o [|[A"™L™g — h [ gdv|| = 0.
Demonstracao. Para f € C, escreva f = fT — f~ com f*, f~>0e f*,f~ € C,. Entao
e (R — b [ < A [ 17 Fla

Isto é claro se f£fF = 0. Para f*F # 0, aplicamos os Lemas 5.12 e 5.13:

—n—r rntr( £+
B i R T e el

— Il [l e (A )

< (/\f@\@) AB".

?Jf;—(]j;f;) € A (Veja o Lema 5.13) e o

Lema 5.12 diz que para toda g € A en > 0, |[N""L"g — h|| < Ap"

(5.19)

A 1ltima desigualdade ocorre porque

. Para concluir a

primeira parte do lema, basta repetir o célculo feito em (5.19) para f = f* — f~, usar a

desigualdade triangular e usar que F, f*, f= > 0.



117

Dada uma funcao g e € > 0, podemos encontrar r e funcoes f1, fo € C, de maneira
que f1<g< fae0< fo—fi<e Como—e< fi—fo<g—fo<g—fi<fa—fi<g,

segue que | [ f;dv — [ gdv| < e. A primeira parte do Lema com F = 1 implica que
e (i) = h [ gavl =1 g) = h [ (odosn (v~ [ gan
<Inmen () = [ (] + i [ (fdv = b [ gav
<Inmen () = [ (vl + ] [ (v = [ g
< <+ ellhll = (1 + [|Al)

para m suficientemente grande (note que [|[N"""L™(f;) —h [(fi)dv|] < AB™" [|fi|ldv < e
para m grande ). Uma vez que A" L™(f1) < A7 L™g < A™™L™(f3), segue que

Ixmerg—h [ gav] < =1+ )
para m suficientemente grande. Isto demonstra a segunda parte do Lema. O]

A prova do Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius (Teorema 5.5) esta completa. [

5.2 Demonstracao do Teorema 5.4: a construcao do

estado de equilibrio

Assumiremos que ¢ € F4NC(X}) e v, h, A sdao como no Teorema de Ruelle-Perron-
Frobenius (Teorema 5.5). Consideremos a medida p = hv, a qual vamos provar que é um

estado de equilibrio.
Lema 5.15. i € uma medida de probabilidade em X7, e € invariante por o} : ¥ — Xh.

Demonstragio. Que p = hv ¢ uma medida de probabilidade em ¥, é consequéncia do
Teorema de Ruelle-Perron-Frobenius, pois f2+ hdv = 1. Além disso fu = fhv, ou seja,
fu(zh) = fz* fhdv = [ fhdv. Resta mostrar que [ fdu = [(foo})du para toda fungao
f € C(X}). Fazendo um célculo semelhante ao que ¢ apresentado em (4.17) do Lema

4.31, vemos que para quaisquer g, go € C(Ejg)

L((g1003)92)((Yn)n) = g1((Yn)n) Lg2((Yn)n)-
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Em seguida, usando isto e imitando o calculo feito em (4.18) do Lema 4.31, segue

que [ fdu= [(foo})dpu. O

Como p é o invariante em Y7 existe uma maneira natural de estender p a uma

medida em todo > 4.

Lema 5.16. A medida ju que € o} -invariante em X7 pode ser estendida a uma medida i

que € o a-invariante em X 4.

Demonstragdo. Para f € C(X4) defina f* € C(X}) por

F{zi}Zo) = min{f((yn)n) : (Yn)n € ¥a, i = 2; para todo i > 0}.

Note que para m, n > 0, temos que

((fooh) o (@h)™)((Wp)p) = (f ©04)" ((Ym+p)p)
= min{(f o %) ((u;);) : (u;); € Xa, Ymri =u; ¥V i >0}
= min{f((un+5);) : (u5); € Ba, Ymin+i = Ungs ¥V i >0 e
U) = Yy -+ s Un—1 = Ymtn—11
=min{f((b;);) : (b;); = (Un+;); € Ba, Yminti = Unti

Vi>0e uozymv"'uun—lzym—kn—l}-

Por outro lado

(f o o™ ((yp)p) = min{(f o ok ™)((t;);) : (tj); € Zas ys =1 ¥ i >0}
= min{ f((tn+m+s)5) * (t5); € Bas Ymtnti = tmgnts ¥ i >0
e to = Yo, tntm—-1 = Ymsn—1}
= min{f((¢;);) : (¢j); = (tnrmrs)i € Xas Ymtnti = tmgnys V i >0

e to="Yo,---tntm—1 = ym—i—n—l}-

Agora repare que se tomarmos sucessivamente 7 = —n,—n + 1,...,0,1,...n,
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teremos

b—n+1 = Up—nt1 = UL = Ym+1 = tint1 = tntm—nt1 = Cont1
bo = Un+0 = Un = Ymin = tmtn = tntm+o = Co

bn—l = Up4n—-1 = U2n—1 = Ym+2n—1 = tm+2n—1 = tn—i—m—i—n—l = Cp—1

bn = Un4n = U2pn = Yon = t2n - tn+m+n = Cp.
Dessas trés igualdades, segue que

I(f o) o (o)™ = (fook™) || = o [((f o oh) o ()™ ) ((p)p) = (f 2 o™) " ((wp)o)

< |f((b;);) — f((e5))]-

Mas essas sequéncias (b;);, (¢j); coincidem para [j| < n como vimos acima.

Portanto, segue da definicio de variacdo que
70 o) o ()™ = (£ 00511 < 1F(b3)) = £((e))| < vara 5.
Consequentemente,
| [(roonydu= [(roarmyan =] [(Fooh)y e @)™du— [(Footmyda
=1 [((Foamy o ()" = (£ o k™) )
<1I(F 0 %) o (05)" (£ 0 75| < var, f

e var, f — 0 quando n — oo, porque f é continua. Consequentemente [ fdi =
lim,, o0 [(f 0 0%)*dp existe pelo critério de Cauchy. Também fi € C(X4)*, onde C(X4)*
denota o espago dual de C(X 4). Pelo Teorema da Representacao de Riesz, fi é uma medida

de probabilidade em 4, porque

n—o0

(Xa) = /1dﬂ = lim [(loo})"dp= lim /1@ =pu(EZh) =1
n—oo
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Além disso, note que

[troondi=tm [(Foayoaydn=tm [(fooryan= [ s

portanto, ji é o4-invariante. Também para f € C(X7),

[ in =t [(roaiydn=tm [(soondn=tim [ fin— [ i

A partir de agora, iremos denotar a extensao i também por pu.
Proposicao 5.17. p é misturadora para o : g4 — 4.

Demonstra¢ao. Comecamos destacando que é suficiente provar a condicao de mistura
para conjuntos E, F' na algebra gerada pelos cilindros, uma vez que esta algebra gera a

o-algebra dos conjuntos mensuraveis de ¥ 4, conforme o seguinte lema:

Lema 5.18. Suponha que lim,, u(f~"(A) N B) = u(A)u(B) para todo par de conjuntos A
e B em alguma dlgebra A geradora da o-dlgebra dos conjuntos mensurdveis. Entao (f, p)

€ misturador.

A demonstragao desse lema pode ser encontrada na referéncia [7]. Agora passemos
a prova da proposicio. Escreva ¢, ((2,)n) = Sorvy' (0% ((n)n)). Vamos checar por
inducao que

L7 f((xn)n) = Z e¢m((yn)n)f((yn)n) (5.20)

(yn)nEUA_m((xn)n)

para f € C(X}). O caso em que m = 1 é a definigdao do operador de transferéncia.
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Supondo que (5.20) vale para algum m, temos o seguinte para m + 1,

Emﬂf((l‘n)n) =L(L"[)((zn)n)
D SR IR

(Yn)n€oa™ ((@n)n)

=Y e oo e EIf((z,),)

(Wn)n€TA=1((xn)n) (zn)n€0a™™((yn)n)
=Y e [ S e f((z,),)
(Wn)n€oa=((zn)n) (zn)n€oa™ (yn)n)

= Z P (Gzn)n)) gfm((zn)n) £( (),

(zn)n€oa™™ " ((2n)n)

D D (CO)

(zn)n€oa™" "1 ((zn)n)

Isto prova o desejado. Agora, é imediato que para g € C(X7)

((L"f)-g)(xn)n) = > em (@) £((4,)0)g (0% ((Yn)n)) = L™ (f-(9005)) (@0 )n)-
(yn)n€oa ((zn)n) (521)
Sejam

E={(yn)n) €Xa:y; = a;, r <i < s}

F={(ya)n) €Xa:y; =b;, u<i<wv}

dois cilindros em 4. Podemos ainda supor que r = u = 0, porque a familia de tais
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cilindros ¢é geradora da o-algebra. Calculamos

pENT"F) = / XE Xorpdht

Xe (Xrpooy)du

xe (xrool)d(hv)

Il
— S S

hxg (xroo)dv

A "hxg (xFooi)d(A\"v)

A"hxe (xFooy)d(L"y)

ALY (hxe (xr o ay))dv

ALY (hxE) XF)dy
A tltima igualdade se d4 pela relacao (5.21). Agora,

WEN 04 F) - p(E)u(F)| = | / AL (h xe) x)d — p(Eu(F) (5.22)
|/ "(L"(hxE) xF dV—/XEdM/XFdM (5.23)
]/ "(L"(hxE) XF du—/hXEdu/hXde\ (5.24)

= | / ()\‘"E”(h X5) — h / hXEdu> Xrdv| (5.25)

< IV (exe) b [ hedvl] v(F). (5.26)

Lembre que C; = {f € C(X}) : varyf = 0} e note que xyg € Cs, pois E
¢ um cilindro de tamanho s, logo vars xgp = sup{|xe((zn)n) — xXe((Yn)n)| : = =
y; para todo i com 0 < i < s} eadiferenca |xp((Zn)n) —XE((Yn)n)| $6 pode ser |[0—0| ou
|1—1|, uma vez que ou (), (Tn)n € Fjaquex; = y; para0 < i < sou (Ty)n, (Tn)n & E.

Com isso o supremo da definicao de variacao é zero e var, g = 0, dai xg € C,;. Lembrando
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que a autofuncao h é positiva, resulta do Lema 5.14 que, para n > s

N2 he) — [ el < 45 [ xeldr (5.27)
_ Apn / wd(hv) (5.28)
— Ap / xody (5.29)
— AB"*u(E) (5.30)

onde /5 € (0,1). Juntando as desigualdades (5.27) e (5.22), obtemos
[(EN A" F) = p(E)u(F)| < A'B" 7 u(E)u(F)

paran > s, onde A’ = A(inf h)~!. Portanto, fazendo n — oo, vemos que |u(ENo s "F)—

p(E)u(F)| — 0, ou seja, p é misturadora para o4. O

Lema 5.19. Seja a = Y - varg¢ < 00. Se (Tp)n, (Yn)n € Ta com z; = y;, para
i€{0,...,m—1}, entdo

onde ¢ ((74)n) = Z;n:_ol Qb(afl((xn)n))

Demonstragao. Sejam (xy,)n, (Yn)n € X4 com z; = y;, para i € {0,...,m — 1}. Defina

(4n)n pOT
, y; parai >0
Yi =
r; parat < 0.
Uma vez que ¢ € C(Z%), o(d5((v))n) = o(0%((yn)n)) para k& > 0.
Consequentemente,
m—1
[Dm((z0)n) = o ((W)a)| < D 10(@ 4 (n)n)) — (5 ((Yr)n))]
k=0
m—1
S val'm—1—k Cb S a
k=0
como queriamos mostrar. O

Agora podemos verificar que 1 é um estado de Gibbs.
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Lema 5.20. p € o inico estado de Gibbs para ¢ € FaNC(XF).

Demonstracao. Seja E = {(yn)n € Xa @ x; = y; paratodo i = 0,...,m — 1} como

no numerador na defini¢io de estado de Gibbs. Para qualquer (z,), € X7} existe no

maximo uma sequéncia (y),), € 04" ((2n)n) com (y,)n € E (de fato (y,)n = (y, =
/I / - ’ / o P ,

T, Y1 = Ty Yol = Tm—1, Yy = 20, Yma1 = 21,--.) € € Tinica porque os simbolos das

sequéncias em E correspondentes aos indices 0,...,m sempre sdo os mesmos). Vamos

provar primeiramente que p é um estado de Gibbs usando o Lema 5.19:

L7 (hxe)((zn)n) = > e R (yn)n) X (Y )n)
(yn)n€oa=((2n)n)
< 3 0 (@) gfm () g =0m (@) (), ) 1o ((y)o)
(Yn)n€a="((zn)n)
< Z €¢m((wn)n)el¢m((yn)n)—¢m((ﬂcn)n)|h((yn)n)XE((yn)n)
(yn)n€a="((2n)n)
< ePm(@n)n)ea) )| Z XE((Yn)n)

(yn)n€aa=™((2n)n)

— 6¢m((xn)n)€a”h”

e assim

n(E) = / Xedp = / hxgdv
_ / by pd(N)
= A / hxpd(L™v)
= )\m/ﬁm(hXE)dz/

< A_me¢m(($")")e“||h||.

Tomamos ¢y = €?||h|]. Por outro lado para qualquer (z,), € X} existe pelo menos
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uma sequéncia (y/,), € 03™ M ((2,)n) com (y.), € E. Entdo

L™ M (hxe)(2)n) = > e @D R (y)) X5 ((Y)n)

(Yn)n€oaA™™ M ((zn)n)
> €¢m+NI((y'In)’ﬂ)h((y;>n)
= efmtar(Wn)n) = dm (@) (4 ), Yebm(@n)n)
= R SR () b (U)n)=bm (@) y (4 ) )b (@)

> it Heh (@) e=ap((y!),)efm (@)

> e~ Mlldllg=a(in f)edm (@)

u(B) = [ toxed
=\ M / hxed( A\t y)
=\ M / hxpd(L™ M)
= \~mM / LM (hy ) dy
S A== M =Ml g=agbm(@a)n) / du

= cl)\_me(bm((mn)n)

)

onde ¢; = A\ Me=Mli¢ll=a Portanto,

Cl)\_me¢m((rn)n) S N(E) S 02/\—m€¢m((1n)n)7

ou
1(E)
C1 S )\_me(bm((xn)n) S 027
ou ainda,
E
o < HE) < ¢, (5.31)

~ exp(—mlog A + ¢ ((x)n))
que é exatamente a condicao de Gibbs com P = log .

Agora veremos que este estado de Gibbs é tnico. Suponha que g’ é uma outra

medida satisfazendo
#(E)
< < d,. 5.32
VS P o) = @ (532
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Para (z,), € X4 seja E,((zn)n) = {(yn)n € X4 : x; = y; paratodo i =
0,...,m — 1}. Pela compacidade de ¥4, considere T,, um subconjunto finito de ¥4
de modo que ¥4 = U, ).z, Em((22)n) seja uma unido disjunta. Entao

Clleip,m Z ed’m((%@)n) S Z M%Em((l‘n)n))

(ﬁn)nETm (iEn)nETm

=1 Enl(@n)n) = #(Sa) =

(]}n)n ET’m

che_le Z ebm((@n)n)
(Tn)n€Tm

Disso segue que

¢, Z 6¢m((zn)n)<eP/m<C/2 Z ePm((@n)n)

(zn)n€Tm (zn)n€Tm

Entao

log ¢ + log Z efm@)n) | < P'm <logd, + log Z e#m((@n)n)

(Z'n)nETm (J»’n)neTm

1
e vemos que P’ = lim,,_,., — log <§ (n)n€T, e‘z’m((x“)”)) . O mesmo raciocinio pode ser
m n)n m

aplicado a p e encontraremos P = lim,,, ., — log (Z( e“bm((“’”)")), ou seja, P = P'.
m

xn)neTm

Das estimativas em (5.31) e (5.32), e sabendo que P = P’, temos:

/
gclemedbm((xn)n) < _M(Em((xn)n))
C1 C1

H(Bn(a)a)) < e e lon))
Como a algebra das unides finitas e disjuntas dos cilindros E,,((z,),) é geradora
da o-algebra dos conjuntos mensurdveis, tomando limites na desigualdade acima,
conseguimos que p'(E) < 2—/2 p(E) para qualquer Boreliano E. Em particular, se u(E) = 0,
entao p/'(E) = 0, ou seja 1é absolutamente continua com respeito a p. Pelo Teorema de
Radén-Nikodym p' = fu para alguma funcao f p-integravel. Tomando E um conjunto

mensuravel qualquer e usando que p ¢ invariante por o4,

/EfN:M/(E):/EdM,:/JEde:/EfOUAdN'

Como a derivada de Radén-Nikodym ¢ tnica em quase todo ponto, f = f ooy

em p-quase todo ponto. Como p é misturadora, segue que é ergddica e isto da que f
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é constante em p-quase todo ponto, por ser uma funcao invariante por o4 (lembre da

definigao equivalente de ergodicidade dada na definigao 2.5). Seja ¢ esta constante. Entao

1:N/<EA>:/de:/CdM:C'

Assim, p = . O

E importante notar que no enunciado do Teorema 5.4, ¢ é tomada em F4, enquanto
que, até agora, consideramos ¢ € Fu N C(X}) como no Teorema de Ruelle-Perron-

Frobenius. Vamos mostrar agora que p é o Unico estado de Gibbs para ¢ € Fu:
Lema 5.21. p € o unico estado de Gibbs para ¢ € Fa.

Demonstracao. A estratégia é mostrar que, qualquer ¢ € JF,4 é cohomodloga a uma
Y € FanC(Xh). Entdo como p é tnico estado de Gibbs para ¢ € Fa NC(X}) pelo
Lema 5.20, é possivel estender o resultado a ¢ usando a relacao de cohomologia sem

alterar a medida p. Faremos isso por meio dos dois lemas seguintes.

Lema 5.22 (Sinai). Se ¢ € Fa, entio ¢ é cohomdloga a alguma v € Fu com
Vv({zi}2 o) = v({wi}e ) sempre que x; = y; para i > 0.(Ou seja, v € FaNC(X})).

i=—00 i=—00

Demonstrag¢ao. Note que a condicao que ¥((z;)2_ ) = ¥((y:)2_.,) sempre que x; = y;

1=—00 1=—00

o
1=—00

para i > 0 diz exatamente que ¢» € F4 N C(XY), pois o valor de ¢ ({x; ) depende
apenas da sequéncia {x;}3°.
Para cada 1 <t < n, escolha {ax:}3>_., € ¥4 com ag; = t, defina r : ¥4 — X4

por r((zx)r) = (2})r onde

T para k > 0

e akz, para k <0.
Seja
u((zk)i) = Z(cé(ai;((xk)k)) — Oy (r(wr)r)))-

Uma vez que o”,((z)x) € 07y (r(x)x) coincidem de —j a = oo,

|60 (1)) — S(y (r((ze)i)))| < var; ¢ < b
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Como Z;’;O ba? < o0, u estd bem definida e é continua. Se x; = y; para todo

li| < n, entao, para j € {0,...,n},

|6(c%y((z0)r)) — (o ((ya)r))| < var,_; ¢ < ba™

[D(0h (r((2)r)) = S (r((y)))] < ba™ .
Consequentemente
B |
[ul(@r)e) — ul()e)l < D [@(eh((@ne)) — dlaa((mm)e)) + i (r((z4)i))
— oo (r((y)i))| +20 Y o
i>[5]
E
< 2b Za”‘j—l— Z o’
=0 i>[3]
4bals]
~1l-a
Isto mostra que u € F4. Consequentemente, ¢ := ¢ —u + (uo o) € Fa. Além
disso,
U((@e)k) = o((ze)r) + Z (D(oh (r((z)r))) = D0k ((2r)r)))

+ Z(¢(Jf4+1((xk)k)) — Qﬁ(Uil(?"(UA((xk)k)))))

= o(r((zr)i)) + Z(¢(0fl(r((ﬂfk)k))) = o(ah(r(oa((@r)i))))-

A expressao final depende apenas de {x;}°,, como desejavamos. ]

O seguinte lema afirma que para 1 cohomoélogo a ¢, a medida p que construimos

para ¢ é a mesma que a que resultaria se construissemos p para .

Lema 5.23. Suponha que ¢ cohomdlogo a 1 e que o Lema 5.21 € verdadeiro para ¢.

Entao este deve valer para 1 e piy = by
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Demonstragao. A relagao de cohomologia diz que ¢ — 1) = u — (uo 0,4). Entao

D ((@)n) — tm((@a))] = |3 (0 (@ade)) = 3 (0 ((a)a)

Dali,
o2l 1 e2llull

< <
exp(—mP + ¢p((Tn)n)) ~ exp(=mP + ¥ ((Tn)n)) ~ exp(—=mP + ¢p((Tn)n))
e o Lema 5.21 vale para 1, pois da definicao de estado de Gibbs para ¢,

G = 2l p(E)
1= AT S P + Gm(@n))

Note as constantes da defini¢ao de estado de Gibbs mudam, porém para P e p isso

< el = ¢,

nao ocorre. []

O Lema 5.21 fica demonstrado, porque ele é verdadeiro para ¢ € FaNC(X}). Pelo
Lema 5.22; existe ¢ € F4 que é cohomodlogo a ¢ e finalmente pelo Lema 5.23, concluimos

que o Lema 5.21 vale para ¢y € F4 e a medida permanece a mesma. O
Lema 5.24. p = iy € o0 unico estado de equilibrio para ¢ € F4.

Demonstracao. Segue do principio variacional que

P01, 6) = sup {hy(o—A) + / bdv v e Ml(aA)} > (o) + / odp. (5.33)

Provaremos agora que P(oa,¢) < h,(o4) + [ ¢du.
Considere a cobertura aberta T de ¥4 formada pelos cilindros E; = {(y,), € ¥4 :
i =10} para 0 < i < n. Como esta cobertura é étima,
Po(oa, 0, T Z e#m(C
cerm
onde C' é o cilindro, C = {(yn)n € X4 : a; = y; para todo 0 <i < m}, os a; sdo nimeros

inteiros entre 1 e n, satisfazendo A =1le

Ak ,0k+1

Om(C) = sup{dm((zn)n) : (¥n)n € C}.
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Dai, relembre que a pressao é o niimero
P(oa,¢) = Ploa, 6, 1) = lim % log Prn(04,9,T).
Dado o cilindro C, escolha (x,), com z; =a; (i =0,...,m—1) e

Como p1 = 14 € estado de Gibbs,

1(C)

R T () R

Entao somando, sobre todos os C' € T™,

> cexm W(C)
o < < ¢y =
' exp(—Pm) S perm xp(Gm((@a)a) T
1(Xa)
< <
a= exp(—Pm)Py(04,0,T) — © =
1
< <
a= exp(—Pm)Py(04,0,T) — © =
exp(Pm)
— - <K
= Pm(UA7¢>T) =
_ Pm(UA ¢ T) —
1 )y Wy < 1
@ = exp(Pm) — a =

¢ 'exp(Pm) < Pr(04,6,T) < ;' exp(Pm).
Portanto
.1 . .1 9
P =lim — (logc;" 4+ Pm) = lim — (log ¢; 'exp(Pm))

m m m 1M

1 1

< lim —log Pr(04,¢,T) < lim — (log ¢j 'exp(Pm))
mom

m m

—lim L (log e _
_hgbnm(logc1 +Pm)—P

1
e assim, P(o4,¢) = lim,, —log P,,(04,0,T) = P.
m

Se y; = x; para todo 7 = 0,...,m — 1, entao, lembrando que ¢ € F, implica que
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vary ¢ = ba* onde k > 0e b, a € (0,1), segue que

(D ((Yn)n) = Gmn((2n)a)l < D 16(04((yn)n)) — G4 ((@n)n)]

3

e
Il
o

< varg ¢+ vary ¢ + -+ +var|m| ¢
+VarL%J+1¢+...+Varmil¢
< varg ¢ +vary ¢ + -+ varjm| ¢

(5.34)
+ vary,, |my ¢+ -+ varg ¢

B
of + Z ba*
k=0

]
b ok <
k=0

3]

IA
i

0
|

vf3

|
DO

Consequentemente, se (z,,), € C, pelo que vimos acima, ¢, ((2n)n) =P < Om((Yn)n)

—p(C)log u(C) + /(J(bmdu > —p(C)log u(C) + p(C)(dm((2n)n) — p)

—pu(C)[log pu(C) — dm((Tn)n) + ]
—1(C)[log (cae™ Fmtom@nn)y — o ((2,),) +p]

—u(C)[logca — Pm+ ¢pm((2n)n) — dm((2n)n) + D]

> p(C)[Pm —logc, —pl.
Notando que & = {E,..., E,} é uma partigdo geradora, escrevemos
H,(2™) + /¢mdu = Y —u(C@)logu(C) + Y / Gmdpt

Cezpm Cezpm

=) ( 1(C) log u(C / ¢mdu)
Cepm

> > uC)[Pm—loge, — p]
cepm

= Pm —logcy — p.
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Entao

u(04) /fbdu:Wngn - (Hu(ﬁm) +/¢mdu)

1
> lim — (Pm —logcy —p) = P = P(0a,¢).

T m—oom

1
/ o = lim — / .
m—o00 M,

é consequéncia de f preservar a medida p. Juntando a desigualdade acima com (5.33),

Destacamos que

Concluimos que
P(o4,¢) = hu(oa) / Pdye.
Logo i é um estado de equilibrio para ¢.

Na continuacao, para provar a unicidade, precisaremos de alguns lemas.

Lema 5.25. Seja X wum espaco métrico compacto, v uma probabilidade em X e
2 = {Q1,...,Qn} uma particio de X. Suponha que {P,}>_, € uma sequéncia de
partigoes de modo que diam(Z,,) = maxpegy, diam(P) — 0 quando m — oo. FEntdo
existem particoes {EV", ..., E™} tais que cada E™ é uma unigo de membros de &, e

limy,, 00 w(E"AQ;) = 0 para cada i.

Demonstragao. Escolha compactos Ki,..., K, com K; C @Q; e u(Q; \ K;) < €. Seja
J
d = inf,,; d(K;, K;) e considere m tal que diam(%,,) < 7 Divida os elementos P € &,

em grupos cujas unioes sao {E7", ..., E™} de modo que
PCE"™se PNK; #0.

0
Como diam(Z2,) < Y qualquer P € £, pode intersectar no maximo um K.
Ponha os elementos P que nao intersectam nenhum K; em qualquer £". Entao Ei" D K;

(B AQ;) = (Qi \ Bf") + n(E" \ Qi)
< Qi \ Ky) + Z p(E™\ K;)

<5+u<X\UK> (n+1)e.

=1
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]

Lema 5.26. Sejam aq,...,a, numeros reais e Sejam pi, ..., Pm NUMET0S nao negativos

tais que s =p; + - +pp, < 1. Entao,

sz-(ai —logp;) <s (log Z e’ —log s) . (5.35)
i=1 i=1

Demonstragao. Escreva t; = Pi e note que Y i t; = 1. Use a equagao (3.62) do Lema
s

3.58 para escrever
m

Zti(ai —logt;) < logzm: e,

=1 i=1

Trocando t; por &,
s

- pi =
il R . < a;
Z . (a; — log p; + log s) < logZe
i=1 =1
ou ainda
Zpi(a,- —logp;) < slogZe‘” — Zpilogs = slogZe‘“ — slog s
i=1 i=1 i=1 1=1
como queriamos. O

Agora demonstramos a unicidade de p = 1.

Seja 1 € M;(oa) satisfazendo h,(o4) + [ ¢dn = P. Primeiro suponha que 7
seja singular em relagdo a p. Entao existe um conjunto mensurdvel B com o4(B) = B,
uw(B) =0en(B)=1. Seja & = {Py,...,P,}, onde P, = {(z,)n € X4 : kg = i} ¢ scja
D = UEL%JH((@)\/- VPV - -\/a}ﬁJ (Z2). Entao diam(2,,) — 0 (usamos a métrica que
definimos na observagao 5.2). Aplicando o Lema 5.25 a partigao { B, ¥ 4\ B}, encontramos
conjuntos E™ que sao formados por unides de elementos de 2,, e que satisfazem
(u+n)(BAE™) — 0 quando m — oo. Como u + 1 é o4-invariante e ogmﬂ%J(B) = B,

temos que (u + n)(BAF™) — 0 onde F™ = agmﬂ%J(Em) ¢ uma unido de membros de

PV N (D). Como hy(o4) = limy, %Hn(@m) ~inf,, %Hn(gzv. o (),

temos que

P=Ploao) =mfo)+ [ oan <o (2 + [o,n)
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N Pm< Y <—n(B)10gn(B)+[B¢mdn)-

Resulta de (5.34) que para (z,), € B € ™, ¢, < dp((x1)n) +p em B e assim

Pm<p+ ) 0(B)(~logn(B) + éu((n)n)

Beoym

<p+ Y n(B)(=1ogn(B) + dm((2n)n))

BCF™

+ Y n(B)(—logn(B) + ém((xn)n)) -

BCE \F™
Aplicando o Lema 5.26 as somas da ultima desigualdade,

Pm—p < (F™) Y (dm((2n)n) = logn(B))

BCF™

F0(Sa\F") Y (Snl(wn)n) —logn(B))

BCEA\F™

< n(F™)log ( Z exXp ¢m((xn)n>>

BCF™

+n(3a\ F™)log ( Z exp ¢m((xn)n)) + 2K*

BCE A\ F™

onde K* = supg<,;(—slogs). Rearranjando os termos e usando que p é um estado de
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Gibbs

—2K* —p <n(F™)log ( Z exXp ?bm((xn)n))

BCF™

NS\ Flog [ expon((@n)n) | + (—Pm)

BCEA\F™

n(F™)log ( Z exp O ((Tn n))

nEa\F™M)log | Y expom((wa)n)
BCEA\F™
+0(F")(=Pm) +n(Ea\ F")(—Pm)
= n(F™)log ( > exp(m((wn)n) — Pm))

BCFm™

+n(Sa\F™)log | Y exp(¢m((an)n) — Pm)

BCY \Fm™

< n(F™)log ( > cglu(B)> +n(Sa\ F™)log | > 'u(B)

BCF™ BCEA\F"L

<logey' +n(F™)log u(F™) +n(Xa\ F™)log u(Sa \ F™).

Fazendo m — oo, n(F™) — 1, p(F™) — 0. Assim a desigualdade acima é
contrariada.

Em geral, para ' € M;i(o4), escreva ' = fn + (1 — B)p/ onde § € (0,1),
n € Mj(oa) é singular com respeito a e p' € M;(oa) é absolutamente continua com
respeito a u. Como n e u' sao suportadas em conjuntos de disjuntos, a pressdao de ¢ com

respeito a medida n’ é a soma das pressoes com respeito as medidas n e y’ respectivamente:

Fy(oa,¢) = BPy(0a,¢) + (1= B)Pu(0a, ¢)

onde 0 Py(04,$) = hy(oa) + [ ¢dn. Suponha que Py(ca,¢) = P. Como P,(o4,¢) < P
e Py(0a,¢) < P pelo principio variacional, segue que P,(c4,¢) = P ou f = 0. Mas

provamos no inicio que P,(04, ¢) nao pode ser P. Assim f =0e 7' = p/. Como n' = 1/

. . : ., . dy dn

¢ absolutamente continua com respeito a p por hipétese, escreva ' = d—u Entao d_ é
H H



136

o s-invariante porque ' e i 0 sao. Como a derivada de Radén-Nikodym é tinica em quase
/

todo ponto, segue da ergodicidade de p que d—n é constante em quase todo ponto e essa
1

/ dnf
1:77(2,4):/%du:c/du:c.

Portanto, ' = p. Isto finaliza a prova da unicidade do estado de equilibrio

constante é 1:

1= flg- [
Temos também uma versao do Teorema de Livsi¢ para o 4:

Teorema 5.27. Seja g4 : X4 — X4 uma transformacgdao topologicamente misturadora e

sejam ¢, 1 € Fa. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(a) po = by

(b) existe ¢ € R tal que Op((Tn)n) — Um((Th)n) = Z?Lgl¢(02((xn)n)) -
Z;if)l (0y((zn)n)) = cm para todo (x,), € Fix(a}) ;

(c) existe c € R e uma fungdo qualquer u € F4 tal que
p—Y=cH+uooy—u

(d) existem constantes ¢, L € R de modo que |pm((2n)n) — Ym((xn)n) — cm| < L para

todo (xp)n € X4 e m > 0.
Se estas condigoes valem, entio ¢ = P(oa, @) = P(0a,1).

Demonstracao. Veja o Teorema 1.28 de [9]. O

Veja que pelos resultados acima, ampliamos a classe de fungoes para as quais vale a
existéncia e unicidade do estado de equilibrio. No Teorema de Ruelle do capitulo anterior,
provamos que o estado de equilibrio existe e é tinico para a classe das transformagoes
expansoras. Com o ultimo resultado, provamos que o deslocamentos bilaterais de tipo
finito (que nao sdo expansores) possuem um tunico estado de equilibrio para potenciais
em Fy.

No resto deste capitulo, vamos demonstrar a existéncia e unicidade de estados
de equilibrio para difeomorfismos Axioma A em conjuntos hiperbdlicos, para potenciais

Holder continuos.
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5.3 Difeomorfismos Axioma A

Suporemos agora que f : M — M é um difeomorfismo C* de uma variedade
Riemaniana compacta M. Entao a derivada de f pode ser considerada como uma
aplicagao df : TM — TM onde TM = UgenT, M é o fibrado tangente de M e
dfy : TpM — Ty M.

Defini¢ao 5.28. Um subconjunto fechado A C M é dito hiperbélico se f(A) = A e

cada espago tangente T, M com z € A pode ser escrito como soma direta
T.M=FE!®E;
de subespacos EY, E5 C T'M de modo que

(a) df(E3) = Ej ), df (E}) = EY(,;
(b) Existem constantes ¢ > 0 e A € (0,1) tais que

[|df" (v)]| < eA||v|| quando v e E; , n>0

l|df " (v)|] < eA"||v]| quando v € EY | n > 0;
(c) EY, B variam continuamente com z.

Um ponto z € M é nao errante se para toda vizinhanca U de x, existe k positivo
tal que U N f*(U) é nao vazio. Caso contrario, dizemos que z é errante.

O conjunto ©Q = Q(f) de todos os pontos nao errantes é fechado e como f é
difeomorfismo f(€2) = Q: de fato, o conjunto dos pontos errantes é aberto, pois se = é
errante, entao existe vizinhanca U de z tal que UNY,,., f"(U) = 0. Afirmamos que todos
os pontos de U sao errantes, dado y € U tome uma vizinhanga V' de y pequena o suficiente
de forma que esteja contida em U. Assim (VN J,-, f/"(V)) € (UNU,o f"(U)) = 0.
Portanto, € é fechado. Agora f(€2) C Q: se x € Q e U ¢é uma vizinhanca de f(x), entdo
f~Y(U) é uma vizinhanca de z. Portanto, existe k tal que f*(f~1(U)) N f~1(U) # 0 e

a imagem desta intersecao por f estd contida em f*(U) N U que é portanto nao vazio.
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Como f ¢é difeomorfismo f~1(Q) C Q: se z € Q e U é uma vizinhanga de f~!(z), entdo
f(U) é uma vizinhanca de x. Portanto, existe k tal que f*(f(U))N f(U) # () e a imagem

desta intersegao por f~! estd contida em f*(U)NU que é portanto nio vazio. Assim,

Q= (/7)) Cc f(OQ) c.

Um ponto x é periddico se f"(x) = z para algum n > 0. Denotemos por Per(f)

o conjunto dos pontos periddicos de f. Todo ponto periddico é nao errante, portando

Per(f) C (f). Como o conjunto Q(f) é fechado Q(f) D Per(f).

Definigao 5.29 (Smale). Diremos que um difeomorfismo f satisfaz o Axioma A se

Q(f) é hiperbdlico e Q(f) = Per(f), ou seja, o conjunto dos pontos nao errantes do

difeomorfismo f é hiperbdlico e é igual ao fecho do conjunto dos pontos periédicos de f.

A métrica Riemaniana de M é usada para descrever a condigao (b) da definigao
de conjunto hiperbdlico. Na verdade esta condicao nao depende de qual métrica é usada,
embora as constantes ¢ e A dependam. Uma métrica é adaptada (para um difeomorfismo

Axioma A f) se Q(f) é hiperbdlico com respeito a esta com constante ¢ = 1.
Lema 5.30. Todo difeomorfismo Axioma A admite uma métrica adaptada.

Demonstracao. Este lema é devido a Mather. Uma prova pode ser encontrada na

proposigao 4.2 da referéncia [11]. O

De agora em diante, usaremos sempre a métrica adaptada. Para x € M definimos

0s seguintes conjuntos:

(x) d(f"z, f"y) — 0 quando n — oo}
(x) d(f"z, f'y) < e para todo n > 0}
Wez)={ye M :d(f "z, f"y) — 0 quando n — oo}

(2) i

f "z, f"y) < e para todo n > 0}.

Chamamos os conjuntos W*(z) e W¥(z), respectivamente, de variedades estavel

e instavel do ponto z. Chamamos os conjuntos W?(x) e W¥(x), respectivamente,
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de variedades estavel e instavel de raio ¢ do ponto z. As vezes chamamos
Ws(z), W¥(zx) de variedades estavel e instavel locais.
O Teorema da variedade estavel é o principal fato por tras do comportamento dos

difeomorfismos Axioma A.

Teorema 5.31 (Variedade Estavel). Seja A um conjunto hiperbolico para um

difeomorfismo f de classe C". Para € > 0 pequeno sao vdlidas as sequintes conclusoes:

(a) WE(x), W¥(x) sao discos C" para x € A com T,W?(x) = ES e T,W*(x) = EY;

T

(b) d(f"(z), ["(y)) < A"d(z,y) paray € Wi (z), n >0, ed(f"(z), f"(y)) < A"d(z,y)
para y € W¥(x), n > 0;

(c) Wi(z), W¥(z) variam continuamente com x (na topologia C").
Demonstragao. Veja o Teorema 6.2 da referéncia [11]. O

Teorema 5.32 (Coordenadas candnicas). Suponha que f é um difeomorfismo Azioma
A. Para qualquer € > 0 pequeno, existe § > 0 de modo que W2(x) N WX(y) consiste de
um unico ponto que serd denotado por [x,y| sempre que x,y € Q(f) e d(x,y) <. Além
disso [x,y] € Q(f) e a funcao

] (@ y) € QUF) x Q(f) + d(z,y) <6} — Q(f)
¢ continua.
Demonstragao. Veja a proposi¢ao 7.2 da referéncia [11]. ]

Corolario 5.33. Seja A um conjunto hiperbdlico. Entao existe e > 0 tal que A € expansivo

em M: sex € N eye M comy # x, entdo
d(f*(x), f*(y)) > e para algum k € Z.

Demonstragdo. Escolha ¢ como no Teorema 5.32. Se for d(f*(z), f*(y)) < e para
r €N ye€ Metodo k € Z, entdo devemos ter y € Wi (x) e y € W¥(x). Portanto
y € Wi(zx) N W(z). Como d(z,z) =0 < 0, segue do Teorema 5.32 que W2(z) N W (z)

consiste de um utnico ponto. Como x também pertence a essa intersecao, entao xr =y. [J
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Teorema 5.34 (Decomposicao Espectral). Se f é um difeomorfismo Azioma A, entdo
podemos escrever Q(f) = QU Qe U---UQ, onde os §; sao conjuntos fechados e dois a

dois disjuntos com:

(a) f() = Qi e flo, € topologicamente transitivo: Para todo par de abertos nao

vazios U e V existe k > 1 tal que f~*(U) intersecta V;

(b)) Q = X1, UXo; U---UX,, ; com os X;,; fechados e dois a dois, f(X;;) = X1,
(X410 = X14) e f

x,. topologicamente misturadora.
Demonstracao. Veja o Teorema 3.5 da referéncia [9]. O]

Os conjuntos €2; do Teorema da Decomposigao Espectral de Q(f) sdo chamados
de conjuntos basicos de f. Note que se g = f™ e n é um multiplo de cada n;, entao os

conjuntos bésicos de g sdo os conjuntos Xj; e g|x;, ¢ misturadora.

Exemplo 5.35 (Ferradura de Smale). Descreveremos um importante exemplo de
Difeomorfismo Axioma A descoberto por Smale em 1960, quando este visitava o Rio de
Janeiro. Comegaremos esticando o quadrado I x I em uma barra (figura 2) por meio de
um mapa linear, em seguida dobramos esta barra em formato de ferradura e a colocamos
sobre I x I (figura 2).

Aqui, assumimos que as restricoes de f a B; e By sao mapas afins que esticam
verticalmente e contraem horizontalmente. Agora, estendemos f a uma mapeamento do
disco D? em si mesmo adicionando dois semidiscos a I x I (figura 3)

A imagem de f do semidisco inferior 7" esta contida em T e a extensao de f para
T pode ser escolhida contrativa. Portanto pelo Teorema do Ponto Fixo de Brower, f|r
possui um unico ponto fixo p;, que é atrator, uma vez que se x pertence a T, S ou a
AUCU D entao lim,,_,o f"(z) = p1. De fato os pontos que podem nao serem atraidos
para p; residem em B; U B,. Veremos que a ferradura de Smale é exatamente o conjunto
dos pontos que nao sao atraidos para P;. Agora adicionamos um ponto repulsor no pélo

norte de S? e extendemos f a um difeomorfismo de S? que continuaremos a chamar de
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B.

B,

A
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B, B

Figura 2: Primeira parte da construcao da ferradura

B.

B,

B1 CBz

Figura 3: Extensao ao disco D?

f. Defina as faixas horizontais
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Recursivamente definimos Uy, ;. , = By, N f~4(By,) N ...0 f~0"D(B; ) (isto d& 2"

faixas horizontais) onde i, 1, . ..,i,-1 € {1,2}. Analogamente defina as faixas verticais

e Vigoin, = Biy, N f(By) N ...0 fo=(B; ) (isto dd 2" faixas verticais) onde

Q05 %1, .-, in—1 € {1,2}. A figura 4 mostra os conjuntos V;; e U;;

S S

U.. Va
Iﬁ U, ~ B. -
C f C f B cB

— 5. | TR =

7
<

12

Figura 4: Esboco dos conjuntos Vj; e U;;

Tome

A= N Ui |0 N ‘ﬂ vV —{z: f"(2) e BBUB, Vn € Z} .

n2>0 |20, ,in—1 n>0 |iog,..., 1 20+tn—1

Este conjunto A é a ferradura de Smale. Note que A é intersecao de dois conjuntos
de Cantor. Por construgao A é compacto e f-invariante. Além disso, faixas horizontais
sao contraidas enquanto que as verticais sdo expandidas (as fibras E* sao as verticais,

enquanto que as fibras E*® sao horizontais), isto implica que A é um conjunto hiperbélico
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para f. Veremos que f|y é um difeomorfismo Axioma A. Para cada x € A, associamos

uma sequéncia infinita de zeros e uns (a,), como se segue

an(z) =0 se f'(z) e Vi

a,(z) =1 se f"(x) € V3

onde Vi, V5 estao na figura 5.

Vi V.

Figura 5: Conjuntos V;j e V5

Defina o mapa

q)iA—)ZQ

tal que ®(z) = (an(x))n. O leitor poderd ver em detalhes na referéncia [11] que o mapa
® da uma conjugagao entre f|, e o (isto é, faz o diagrama da figura 6 comutar), onde o

é a fungao deslocamento, dada por o((a,)n) = (@ni1)n-

1& A
o o

A

EQ%’ ZQ

Figura 6: Conjugagao entre f| e o
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Sabemos que os pontos periddicos de 35 sao densos em Yo, Além disso, se (a,)n
é um ponto periédico para o, entdo ®*((a,),) é um ponto periédico para f|,. De fato,
se 0°((an)n) = (an)n, entdo (f[a)" (@7 ((an)n)) = @~ (c*((an)n)) = @7 ((an)n). Logo os
pontos periédicos de A séo densos em A. Logo A = Per(f],). Vimos no inicio da secéo
que Q(f[a) D Per(f]a), por outro lado, temos que Q(f[x) € A = Per(f|). Como A é
hiperbdlico, resulta que Q(f|4) também é hiperbélico e Q(f|5) = Per(f|5). Resulta disso
que f|x é um difeomorfismo Axioma A. Na verdade, Q(f) = AU {p1} U {ps} = Per(f) é
um conjunto hiperbdlico (unido de trés conjuntos hiperbédlicos) entdo o resultado é mais

forte: f satisfaz o Axioma A.

Definigao 5.36. Uma sequéncia (,,), = {z;}%_, (a = —occ ou b = +00 sdo permitidos)

de pontos de M é uma a-pseudo-oOrbita se
d(f(z;),zi11) < a paratodo i=a,...,b— 1.
Um ponto z € M [-sombreia (z,), se
d(f'(x),r;) < B paratodo i=a,...,b.

Lema 5.37 (Lema do Sombreamento). Para cada > 0 existe « > 0 de modo que
b

cada a-pseudo-orbita {xz;};_, em 0 (isto é, cada x; € Q) é B-sombreada por um ponto

x € Q.

Demonstracdao. Seja € > 0 um nimero pequeno a ser determinado mais adiante e escolha
d € (0,¢) como no Teorema 5.32, isto é, W2 (x) NW(y) N # O sempre que z,y € € com
d(z,y) < 4. Tome L € N suficientemente grande de modo a ser A\re < g, onde A é dado
pelo Teorema da Variedade estavel. Além disso, tome o > 0 com a propriedade que se

{yi}L, é¢ uma a-pseudo-érbita em €2, entao
: 5 _
d(fj(yO),yj) < 5 para todo 53 =0,..., L.

. . . , . rL /
Considere primeiro a a-pseudo-érbita {z;}iZ, com r > 0. Defina

recursivamente para k € {0,...,r} por Ty =T €

Tirnyr = WEF(@00) VW (2eanz) € Q. (5.36)
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Repare que isto faz sentido, porque supondo que =z}, € WZ(xgL),

)
d(f(z)p), fi(zrr)) < Me < 3 (usamos aqui o item (b) do Teorema da Variedade
)
Estavel) e pela escolha de «, d(fL(ka),x(kH)L) = d(fY(xry), Terer) < 3 Assim,
0o 0

d(f (z)p) zenyr) < = 515 = 0 e 2y, 1y, estd bem definido. Agora ponha z = f~"" (] ).

Para i € {0,...,7rL}, escolha s tal que i € {sL,...,(s+ 1)L —1}. Entao
d(f'(x), [0 () = d(f 5 (@), fo0 ()

< d(fH (), fii(r*l)L(xl(r—nL))*’

A d(fTYE () f ()

Z d fl tL fz tLJrL(l'(t 1)L)) (537)
t=s+1
= > A ), £ )
t=s+1
. i A
< t;f <1

Na penitltima passagem, usamos que x;, € W;‘(fL(x’(t_l)L)) e usamos o item (b)

do Teorema da Variedade estavel. Por outro lado, como z’,;, € W?(zy) (olhe para (5.36)),
d(f = (), f 7 (war)) < e (5.38)

Mas pela escolha de o temos que

l\.’)IQf)

d(f'~" (2sp), 1;) < (5.39)

Pela desigualdade triangular e pelas equacoes (5.37), (5.38) e (5.39)

d(f'(w),2;) < d(f'(w), 7 (@) +d(f (@), [0 @) + d(f ™ (@), @)

A eyl
—A 2’

<

—_

€ )
e+ — < . Lembre

[ox ety s

que o 3 é dado. Isto mostra que a a-pseudo-érbita {z;}7L, é S-sombreada pelo ponto

z=f"H(z)) €

Agora escolha ¢ < 8 pequeno de modo a satisfazer
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Agora qualquer a-pseudo-érbita {z;}7, em € se estende para {z;}'%, quando
rL > n fazendo o seguinte: ponha x; = f""(z,) para i € {n,...,rL} e observe que essa

nova sequéncia também é uma a-pseudo-orbita, pois

d(f(x), wipr) = d(f(f7" (@), fOD 7 (@a)) = d(FHD 7 (@), fHY " (2,) = 0 <

Claramente, x € €} que sombreia essa pseudo-érbita estendida ird sombrear a

b

original. Em adicdo, se {z;};_, é uma a-pseudo-orbita finita, entdo o mesmo para

{xHa};’;g, e se x sombreia esta dltima, f~%(x) sombreia a a-pseudo-6rbita original. Logo

o Lema vale para a-pseudo-orbitas finitas.

+oo

Finalmente, se {z;};°°__ é uma a-pseudo-6rbita infinita em €2, entdo encontre uma

sequéncia 2™ € Q que f-sombreia {z;}7 e seja x = lim,, 2(™. Claro que x € Q, pois
Q) é fechado, e x B-sombreia {z;};:>°_ . Isto conclui a prova. O

5.4 Particoes de Markov

Para estudar a dinamica de f num conjunto basico ()5, vamos considerar
subconjuntos que se comportam bem com respeito a dinamica. Isso permitira verificarmos
que a dinamica de um difeomorfismo f que satisfaz o Axioma A em 2, é essencialmente
a mesma de um deslocamento de tipo finito.

Um subconjunto R C €2, é chamado de retangulo se este tem diametro pequeno

[z,y] € R sempre que z, y € R.

Um retangulo R é chamado de préprio se R é fechado e R = int(R) (int(R) é o

interior de R como subconjunto de €)). Para = € R, seja
Wé(zx,R) =W:(z)NR ¢ W*x,R) =W x)NR
onde € é como no Teorema 5.32 e o diametro de R ¢ pequeno quando comparado a ¢.

Lema 5.38. Seja R um retangulo fechado. Como um subconjunto de (g, R tem fronteira

OR=0°RUOJ"R
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onde

PR={xeR:x¢int(W*z,R))} e O"R={x € R:ax ¢ int(W*(z,R))}
e os interiores de W"(x, R), W*(x, R) sao subconjuntos de W*(x) N, W(x) N Q.
Demonstracao. Veja o Lema 3.11 da referéncia [9]. O

Definigao 5.39 (Partigoes de Markov). Uma particao de Markov de €, é uma

cobertura finita Z = {Ry, ..., R} de Q4 por retangulos préprios com
(a) int(R;) Nint(R;) = 0 para i # j;

(b) fW*(x, Ri)) D W*(f(x), R;) e f(W*(xz, R;)) C W*(f(x), R;) quando x € int(R;)
e f(x) € int(R;).

Note que, uma particao de Markov nao é exatamente uma particao de €2, porque

os R;’s nao sao necessariamente disjuntos.

Exemplo 5.40. Os conjuntos V), NA, Vo N A, onde V; e V5 sao os da na figurabe A é a

ferradura de Smale do exemplo 5.35 formam uma particao de Markov de A.

Exemplo 5.41 (Construgao de uma particao de Markov). Tome a matriz
A=

Seja X o espaco de fase sendo dado pelo toro T? e ¢ dada por A: isto é,

o(z,y) = ({r +y}, z).

A matriz A tem dois autovalores: A = (14 +/5)/2 e p = (1 —+/5)/2. Observe que
A>1e—1<pu<0. Associados a esses autovalores estao os autovetores vy, apontando
para o primeiro quadrante e v, para o segundo. Na figura 7, temos o esbogo das duas
linhas a partir da origem nas diregoes dos autovetores vy e v,. A agao de A em um vetor
é contrair sua v,-componente por |u| e expandir sua vy-componente por A. Note que 1 é

negativo, o que causa uma inversao de diregao além de uma contragao na v,-componente.
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Figura 7: O toro T? e as linhas com as dire¢des dos autovetores vy e v,

N6s nos referimos a direcao de vy como a direcao expansora e o de v, como a direcao
contratora. Na figura 8, desenhamos outra regiao com lados paralelos as diregoes
expansora e contratora. A regiao da figura 8 é chamada de regiao fundamental, nela
desenhamos a cole¢ao de retangulos abertos #Z = {R; : i = 1,2,3} como mostrado na

figura 9. Esta familia de retangulos é um exemplo de particao de Markov.

Figura 8: Regiao fundamental

Teorema 5.42. Seja )y um conjunto basico para o difeomorfismo f que satisfaz o Axioma

A. Entao Qg possui particoes de Markov % com diametros arbitrariamente pequenos.

Demonstracao. Seja [ > 0 muito pequeno e escolha a > 0 pequeno como no Lema do
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Figura 9: Particao de Markov

Sombreamento (Lema 5.37), ou seja, cada a-pseudo-érbita em Qg é S-sombreada em ).

Escolha v < % de modo que

d(f(z), fly)) < % quando d(x,y) < 7. (5.40)

Seja P = {p1,...,p,} um subconjunto v-denso de Q;, ou seja, 2, é uma v-vizinhanga'

de P e .
X(P) = {(qn)n € HP  d(f(g;),qj+1) < a para todo j} .

Repare que toda (g,), € X(P) é uma a-pseudo-6rbita. Logo o Lema do
sombreamento (Lema 5.37) garante que existe = := 0((g,)n) € Qs que S-sombreia (¢,)y.
Afirmamos ainda que este 6((g,),) é tnico: se z também [-sombreia (g, ),, entao pela

desigualdade triangular

d(f'(2), ['(0((ga)n))) < d(f(2), (gn)n) + A(S(O((g0)n)): (@n)n) < B+ B =2

para todo i € Z. Logo z € W3s(0((qn)n)) N W55(0((gn)n)) e portanto pelo Teorema 5.32,

10, é uma v-vizinhanca de P se estiver contido na unido de todas as bolas abertas de raio v centradas

em pontos de P.
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concluimos que z = 0((¢,),). Entdo fica definida uma fungao
0:3(P)— Qs

que a cada sequéncia (g,), € X(P) associa um ponto 0((¢,).) que B-sombreia (g, )y.
Esta fungao é sobrejetiva. De fato, seja x € 5. Queremos encontrar (g,), € 3(P)
tal que 0((g,)n) = =, ou melhor, queremos encontrar uma sequéncia (g,), que é [-
sombreada pelo ponto z. Considere a sequéncia (g,), € X(P) escolhida da seguinte
forma: para cada i € Z tome como ¢; um elemento de P que diste menos que v de f*(z),
ou seja, d(gi, f'(z)) < v para todo i € Z. A sequéncia (g,), construida dessa forma ¢é

[-sombreada em x, para ver isto, basta mostrar que ela é um a-pseudo-orbita:

d(f(g;), gj+1) < d(f(q;), 7 (@) + d( 7 (2), gja)
= d(f(qy), f(f)(2))) +d(f7(x), ¢j11)

«
<§+’y<a.

A peniltima desigualdade veio do fato de d(g;, f?(z)) < v para todo j € Z e de
(5.40). A ultima desigualdade veio da escolha de v < %. Logo 6 é sobrejetiva.

A demonstragao do Teorema 5.42 continua por meio da sequéncia de lemas a seguir:

Lema 5.43. A funcio 6 : X(P) — Qg € continua. Além disso, para quaisquer
(@n)ns (@)n € E(P) com qo = gy vale que 0[(gn)n, (@)n] = [0((gn)n), 0((q)n)]. Com
isso, seque que Ts = {0((qn)n) : (qn)n € X(P), qo = ps} € um retangulo fechado para cada
se{l,...,r}.

Demonstracao. Se 6 nao fosse continua, existiria v > 0 de modo que para cada N,
poderfamos encontrar sequéncias (qn)n, (gy)v € X(P) com gy, = ¢y, para todo
J € [=N, N] (isto diz que (¢n)n, (¢y)n tem o mesmo limite) sem que d(0(qn),0(qy)) < -
Como (gn)n, (¢y)n € X(P), entdo sao f-sombreadas respectivamente por 6((qny)n) €

0((¢y)n)- Portanto

d(f7(0((an)w)), 0((an,);)) < B
e (5.41)

d(f7(0((ay)n)).0((qy,);)) < B paratodo j € [-N,N].
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Entao usando que 6(qy,) = G(qfvj) para todo j € [-N, N], (5.41) e a desigualdade

triangular, temos

d(f(0((an)n)), F/(0((dy)n))) < 2B para todo j € [-N, N].

Tomando subsequéncias se necessario, podemos assumir que 6((qy)n) — = e

0((¢y)n) — vy quando N — oo. Entao
d(f(z), f/(y)) <28 paratodo j €Z e d(x,y) > 1. (5.42)

Como €2, é um conjunto hiperbdlico, o Corolério 5.33 diz que f

0. € expansiva. Em
nosso caso (5.42) diz que x,y € Wyz(x) N Wis(y) e que z # y. Entdo o correto conforme
o Coroldrio 5.33 seria que d(f7(z), f?(y)) > 28. Temos entao uma contradigao sobre a

expansividade de fl|qg,. Portanto 6 deve ser continua.

Para provar a segunda parte tome quaisquer (gu)n, (¢,)n € 2(P) com qo = ¢,

defina (¢;)n = [(¢n)n, (¢)n] € E(P) por

. qgj paraj >0
q; = , .
q; para j <0.

Entdo veja que
d(f7(0((ay)n)), 0((an)n)) < 28 para j >0 e d(f7(0((¢;)n)),0((g,)n) < 28 para j < 0.
Assim, 0((q;,)n) € W3g(0((gn)n) N W35(0((qp,)n), isto €,
0l(an)n; (g )n] = 0((g5)n) = 10((gn)n), O((g)n)];

como haviamos afirmado.

Agora, podemos mostrar que Ty = {0((¢n)n) : (n)n € 2(P), o = ps} é um
retangulo: para x,y € Ts, podemos escrever = 0((qn)n) ¢ y = 0((¢,)n) com qo = ps = ¢},

pois 6 ¢é sobrejetiva. Entao

[, 4] = [0((gn)n), 0((¢:)n)] = Ol(@n ) (45)n] € T

Além disso, Ty é fechado para cada s: repare que

Ts = {0((gn)n) : (an)n € B(P), qo = ps} = 0({(qn)n : @0 = ps}) = 6([0; ps]).-
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onde 0([0;ps]) é a imagem do cilindro [0;ps] que é formado por todas as sequéncias que
comegam em ps. Mas [0;ps] é um compacto, portanto Ty é a imagem de um compacto

por uma funcao continua 6, logo é fechado. O]

Note que os retangulos T tém diametros arbitrariamente pequenos (tomando «, 3

e 7 arbitrariamente pequenos).

Lema 5.44. f(W?*(x,Ts)) C W*(f(x),Ty) e f(W"(z,T5)) D W*(f(x), T1).

Demonstragao. Escreva x = 0((gn)n) com qo = ps € ¢ = p;. Considere y € W*(z,Ty) =
Ws(x) N Ty, y = 0((q,)n) € gy = ps- Entdo, notando que [z,y] € WX(y) N W2(x) N Ty

usamos o Teorema 5.32 para obtermos

y = [, y] = [0((qn)n), 0((€)n)] = O1(@n)n: (@)n] = O((@;)n)-

Mas se y [-sombreia (¢F),, entdo d(fj(y),q;) < [ para todo j € Z, de outra
forma, d(fj(f(y)),qjﬂ) = d(fj“(y),q;-‘ﬂ) < 8 para todo j € Z, ou seja, f(y) S-sombreia

(¢ 41)n, ou seja f(y) S-sombreia o((q})n) onde o é o deslocamento. Logo

fy) = F6Ug)n) = (o ((g3)n)) = 0(0[(gn)n, (¢,)n]) € T

porque a sequéncia o((q}),) tem p, como elemento em sua posigao zero. Uma vez que
F(y) € W(f(x)) (isto 6 imediato porque y € W2 (x)), temos que f(y) € W(f(2)) N T, =
We(f(x), Th).

Similarmente, pode-se demonstrar que f~'(W*(f(z),T;)) € W*(z,Ts) e isto d4
que f(W*(z,T5)) > W*(f(z),Ty). O

Como 0 é sobrejetiva, entdo 7 = {71, -- ,T,.} é uma cobertura de €25 por retangulos
e o Lema anterior dé exatamente a condigdo de Markov do item (b) da defini¢ao 5.39 para
estes retangulos. Contudo nada assegura que os 7} sao disjuntos e préprios. Por isso 7
ainda nao é a particao de Markov procurada. Para encontréd-la faremos mais argumentos
para decompor os retangulos 7T; em retangulos com os interiores disjuntos que ainda

satisfazem a condi¢ao de Markov. Para cada x € {2, sejam

T(x)={T; e 7: 2 € T;}
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T (2) ={Txy € 7: T, NT; # 0 para algum T} € 7(x)}.

Como 7 é uma cobertura fechada de €2, Z = €2\ Uj JT; é um subconjunto aberto

e denso de €2,. Também
Zr={xeQy:W2(x)NdT, =0 e W(x)Nd"Ty =0 para todo T}, € 7°(x)}
é aberto e denso em €),: de fato, podemos escrever Z* = D N E, onde

D ={x € Qy: W:(x)N 0T, =0 para todo T € 7*(x)}

E={zeQ;: WXx)N0"T, =0 para todo Ty € 7%(z)}

e é suficiente provarmos que esses dois ultimos sdo abertos e densos (a intersegao de dois
abertos denso é denso). Como as demonstragoes sao semelhantes faremos isto apenas para
D. Que é D é aberto segue da continuidade da funcao distancia w(z) = d(W2(z), 0°T}),
e notando que D = w™1((0,00)) (pré-imagem de um aberto por uma fungao continua).
Quanto a densidade, dado qualquer x € {2, queremos mostrar que existe um ponto a

arbitrariamente préximo de x com
W2(a) NO° Ty = 0. (5.43)

Seja 0 < g ey € Wg(x)No*Ty. E consequencia do Lema 5.38 que y pertence
a fronteira de W"(y,Ty) em W¥(y) N Q. Dail z = [y,z] e d(z,y) < 0. Assim, pela
continuidade de [+, -] podemos encontrar z € W (y) N (€2 \ Tx) tao préximo de y de modo
que

d(z,z) <0 e d([z x],y) <. (5.44)

Afirmamos que [z,z] é um dos pontos a que satisfaz (5.43). Suponha por
contradicao que Wi([z,z]) N T, # 0. Se t € W([z,x]) N 0Ty, entdao z = [z, ], ]
devido a (5.44) e z = [[z,z],y] = [t,y] € Tk pela escolha de t € W?([z,x]) N 0°T;. Mais
isso é uma contradigao porque z foi escolhido fora de Tj. Logo W:([z,z]) N 0°T, = 0 e
d([z,z],x) < d([z,z],y)+d(z,y) < 20 < e. Logo existem pontos arbitrariamente préximos

de z satisfazendo (5.43). Portanto D é denso em €);.
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Para T; N T}, # 0, defina (veja a figura 10)

T)={zeTy: W'z, T;)) N Tp # 0, Wz, Tj) NTy, # 0} = T; N T
T ={zeT;: W (iv,TJ)ﬂTk%OJ (a, Tj) N, = 0}
T ={z €T : W'z, Tj) N Tj, = 0, W*(x,Tj) N Ty # 0}
T ={e e Ty W'z, T;) N T, = 0, W*(z, T;) NT}, = 0}.

E WH [
T T2 =

I,

Figura 10: Representacao dos conjuntos 77"

Para x € Z* defina

=(Wint(T7) 2 €T, TN T; # 0 e 2 € T}, }.
Lema 5.45. Para x € Z*, R(x) é um retingulo aberto. Além disso, se y € Z*, ou
R(x) = R(y), ou R(z) N R(y) = 0.

Demonstragao. De fato é retangulo: ¢é suficiente mostrar que cada int(77,) é¢ um retangulo
aberto. Se a,b € T}y entao W*([a,b], T;) = W?(a,T;) e W*([a,b],T;) = W*(b, T;) porque
diam(77,) < diam(7}) < 28 é pequeno quando comparado com e. Portanto quando
a,b € Tpy, [a,b] € Tj. Como int(T},) C Ty, para todo a,b € int(17],), temos que

[a,b] € int(T}). Segue que R(z) é um retangulo aberto.
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Agora, suponha que y € R(z) N Z*. Vamos mostrar que sempre que isso acontece
R(x) = R(y), para isto, comecamos notando que neste caso 7(x) = 7(y): como
R(z) C 7(x) e R(x)NT; = @ paraT; ¢ 7(x), segue que os T; que contém x, necessariamente
contém y. Logo 7(x) C 7(y). Por outro lado ndo pode haver T que contenha y e nao
contenha x, se isso acontecesse x € T]”k para algum n € 2,3,4 e nesse caso y ¢ R(x).
Logo 7(x) D 7(y). Para T; € 7(x) = 7(y) e Ty N T; # 0, y pertence ao mesmo 17 que
x, porque R(x) C T}, consequentemente R(y) = ({int(T7,) :y € Tj, TrNT; #0 e y €
Ty = Wint(T7y) c 2 € Tj, TN T; # 0 e x € T}y } = R(x).

Finalmente ou R(z) N R(y) = 0, ou se R(z) N R(y) # 0, existe um 2’/ €
R(z) N R(y) N Z*, porque esta intersecao é aberta e Z* é denso. Pelo que mostramos

acima R(z) = R(y) = R(z). O

Como a quantidade dos 77, é finita, a quantidade dos R(z) também ¢é finita. Entao

definimos

X ={R(x):x€ 2"y ={Ry,...,Rn}.

Afirmamos que Z é a particao de Markov que buscamos.
Primeiro Z = {Ry, ..., R,,} é uma cobertura finita de 25 e cada R; é um retangulo
fechado. Mais ainda, esses retangulos sao préprios: para ' € Z*, R(2') = R(z) ou

R(2') N R(xz) = () como mostramos no dltimo Lema. Consequentemente

(R(@)\ R(z))n Z* = 0. (5.45)

Mas sendo Z* denso em €, (5.45) implica que R(z) \ R(z) tem interior vazio em
Q. Portanto R(x) = int(R(z)) = int(R(x)). Agora os elementos de Z sao os fechos dos

R(x), consequentemente para cada i € {1,...,m},

R; = R(z) = int(R(x)) = int(R;)

para x € Z*. Isto mostra que os retangulos R; sao proprios.

Vamos verificar o item (a) da defini¢do de particao de Markov: para R(z) # R(x)

correspondem conjuntos R;, R; com i # j tais que R; = R(x) e R; = R(2'). Entao

int(R;) Nint(R;) = int(R(z)) Nint(R(2")) = R(x) N R(z") = 0.
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Vamos verificar o item (b) da defini¢do de partigao de Markov.

Lema 5.46. Suponha que x,y € Z* N f~4(Z*), R(z) = R(y) ey € Wi(z). FEntao
R(f(x)) = R(f(y))-

Demonstragao. Mostraremos primeiro que 7(f(z)) = 7(f(y)). Se isto nao fosse verdade,

terfamos f(z) € T e f(y) ¢ T;. Seja f(x) = 0(c((gn)n)) com ¢1 = pj € go = ps. Entdo
x = 0((qn)n) € Ts e pelo Lema 5.44

fly) € fW? (2, Ty)) € W*(f (), T5),

contradizendo f(y) ¢ T;. Agora seja f(x), f(y) € T; e T, NT; # 0. N6s queremos
mostrar que f(z), f(y) pertencem ao mesmo 77,. Como y € WZ(x), entdao pelo Lema
5.44, f(y) € W2(f(x)), temos portanto que W*(f(y),T;) = W*(f(z),T};). Se supusermos

que f(z), f(y) ndo pertencem ao mesmo 77, iremos obter uma contradigao de
W (f ), ;) NTe =0, f(z) e W*(f(2),T;) N Tk (5.46)
Recorde que f(x) = 60(c((¢n)n)), @1 = pj, g0 = ps. Entéo pelo Lema 5.44
f(z) e W(f(2),T;) C f(W*(x,Ts)) ouainda z € W*(z,Ts).

Seja f(z) = 0(c((q,)n)) ¢4 = pr e ¢4 = pr. Entdo z € T, e f(W3(2,T3)) C
Ws(f(2),Tk). Agora, Ts € T(x) =7(y) e 2 € T, NTs # 0. Dai z € W*(x,Ts) NT; e assim

existe algum 2 € W*(y, T;) N T; quando x, y estdo no mesmo T7,. Entao
2 =z,yl = 2,2 €e W (2, T,) nW"(y, T}),

e f(2") = [f(2), f(W)] € W*(f(2), Te) "W (f (), T3) = W2(f (@) N"Te "W (f(y), T;) = 0

(usando que f(2), f(y) € T; e que este é um retangulo), e isto é uma contradigdo em

(5.46) . Logo R(f(x)) = R(f(y)). 0

Para 6 > 0 pequeno, os conjuntos

E:U{W;(z): zEUasTj} e B:U{Wf(Z): ZEUauTj}

J
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sdo fechados e nao sdo densos em lugar algum (isso significa que int(Y;) = 0
e int(Yy) = 0). Agora Z* D Q,\ (Y1 UY;) é aberto e denso. Além disso, se
r¢ (YUY N YY1 UY,) entao z € Z* N f~1(Z*) e o conjunto dos y € W#(x, R(x))

com y € Z*N f~YZ*) é aberto e denso em W?(z, R(x)) como um subconjunto de
W?(x) N Q. Pelo que provamos no ultimo Lema, R(f(y)) = R(f(z)) para tal y. Entao
pela continuidade de f

F(W*(z,R(x))) € W2(f(x)) N f(R(x)) € R(f(x)).

A desigualdade acima também mostra que f(W*(z, R(x))) C W#(f(x)). Dai
FW*(z, R(z))) € W*(f(x), R(f(x))). Se int(R;) N f~'(int(R;)) # B, entdo este é um
subconjunto aberto de €); e contém algum ponto x satisfazendo as condigoes acima,
com R; = R(r) e Rj = R(f(x)). Para qualquer 2/ € R; N f~Y(R;), temos que
Ws(x',R;) ={[«",y] : y€e W¥(z,R;)} e

W@, Ry)) ={[f(2'), f(y)] - y € W*(x, Ry)}
c{lf(a),2]: 2 e W*(f(2), R;)}
C LV (f(2), Ry)).
Isto prova a segunda inclusao do item (b) da defini¢ao de partigao de Markov. Para provar
a primeira, basta repetir o que foi feito para f~!, notando que Wi(z) = Wfs_l(x).

A prova do Teorema 5.42 esta completa. ]

5.4.1 Uma aplicacao das particoes de Markov:

a semiconjugacao entre > 4 e )

Uma das vantagens da existéncia de particoes de Markov para difeomorfismos
Axioma A é que podemos considerar um deslocamento de tipo finito que possui
essencialmente a mesma estrutura de orbitas da f.

Suponha que Z = {Ry, ..., R} é uma partigdo de Markov de um conjunto bésico

2. Definimos a matriz de transicao A = A(Z) por

1 se int(R;) N f~H(int(R;)) # 0

0 caso contrario.

Aij=
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Considere o deslocamento o4 : X4 — 24 associado a essa matriz A. Entao o4 e

fla. s@o semiconjugados, conforme o seguinte teorema.

Teorema 5.47. Para cada (ay,)m € Y4 0 conjunto ﬂjez [T R, consiste de wm tinico
ponto denotado por w((am)m). A fung¢io m : X4 — Qg € uma sobrejecao continua,

mooa = fom, en € injetiva no conjunto residual Y = Qg '\ UjeZ JHO°R UOR).

Lema 5.48. Suponha que v € R;, f(x) € R;, A;; = 1. Entao f(W*(z,R;)) C
We(f(z), R;) e f(W"(z, Ri)) D W*(f(x), R;).

Demonstracao. Consequéncia do Lema 5.44. O
Definimos os conjuntos 9°% = |J; 0°R; e 0"% = |, 0" R,
Proposicao 5.49. f(0°%) C O°F e f~H(0“XZ) C O"ZX.

Demonstracdo. Tome x € 0°R;. O conjunto |J;(int(R;) N f~'(int(R;))) é denso em R;.
Logo para qualquer z € R; podemos encontrar algum j e (z,), € int(R;) N f~(int(R;))
com lim, oo ¥, = z. Entao como int(R;) N f~1(int(R;)) # 0, Ai; = 1, z € R; e
f(z) € R;, segue do Lema 5.48 que f(W*(z,R;)) D W"(f(x),R;). Se f(x) ¢ 0°Z%

entdo W"(f(z), R;) é uma vizinhanga de f(x) em WX(f(z)) N Q. Mas assim, = €
YW (f(z),R;)) € W¥(x, R;). Logo W¥(x, R;) é uma vizinhanga de x em W* N Qy,
que contraria a hipétese de que z € 0°R;. Assim, mostramos que f(°*%) C 0°%. O

outro resultado é obtido de maneira similar. OJ

Lema 5.50. Sejam A C Wi (x)NQ e B C W (x)NQ. Entdo o retangulo [B, A] € prdprio
se, e somente se A =int(A) e B = int(B) sao subconjuntos de Wi (x) N e Wi (z) NQ

respectivamente.

Demonstracao. Se [B,A] ¢ préprio, entao [B,A] = int[B,A] = [int(B),int(A4)] =
[int(B), int(A)], logo A = int(A) e B = int(B). E imediato da hipétese do enunciado

que estes sdo subconjuntos de Wg(z) N Q e W¥(x) N Q. Reciprocamente, [B, A] =

[int(B),int(A)] = int[B, A, portanto é fechado e int[B, A] é um subconjunto de Q. [

Definigao 5.51. Sejam R, S dois retangulos. Dizemos S é um u-sub-retangulo de R

Se
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(a) S#0, SCR, S épréprio, e
(b) W*(y,S) =W"(y,R) paray € S.

Lema 5.52. Suponha que S € um u-sub-retangulo de R; e A;; = 1. Entdo f(S)NR; €

um u-sub-retangulo de R;.

Demonstragao. Escolha v € R; N f~1(R;) e D = W*(x, R;) N S. Como S é um u-sub-
retangulo, o item (b) da defini¢ao 5.51 da que
= W, R) = W*(z, R), D].
yeD
Como S é préprio e nao vazio, pelo Lema 5.50, D # () e D = int(D). Agora
fS) N Ry = J W (v, R) N Ry).

yeD

Pelo Lema 5.48, f(y) € R; e f(W"(y, Ri)) N R; = W*(f(y), R;). Assim,
f&0R = | Wi By) = W (f(2), By), f(D)]
y'ef(D)

Uma vez que R; = [W*(f(x),R;),W?*(f(x),R;)] é préprio, temos que
W*(f(x), R;) é proprio pelo Lema 5.50. Como f mapeia W?(x) N homeomorficamente
em uma vizinhanca de W2(f(z)) N, f(D) = int(f(D)) e assim f(S) N R; é préprio pelo
Lema 5.50, f(S) N R; # 0 quando f(D) # 0; se y” € f(S)N R;, entdo y” € W*(y', R;)
para algum y' € f(D) e W*(y", R;) = W*(y', R;) C f(S)NR;. Assim f(S)N R; é um
u-sub-retangulo de R;. O]

Agora podemos demonstrar o Teorema 5.47.

Demonstracao do Teorema 5.47. Se ajas - - - a, é uma sequéncia admissivel, ou seja,

A

aja;., = 1 para todo j =1,...,n —1, entao, podemos usar recursivamente o Lema 5.52
da seguinte forma: R,, é um u-sub-retangulo de R,,, portanto pelo Lema 5.52, f(R,, )N R,
¢ um wu-sub-retangulo de R,,, portanto pelo Lema 5.52, f(f(Ra,) N Ray) N Rey =
f2(Ra,) N f(Ra,) N Ry, é um u-sub-retangulo de R,, e repetimos este argumento n vezes

para concluirmos que

fH(Ray) O f 7 (Ray) N0 (R, ) N Ray = () f"7(Ray)
j=0
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¢ um u-sub-retangulo de R,,. Resulta disso que
To((@m)m) = () f7(Ra,)
j=—n
é nao-vazio e igual ao fecho de seu interior. Como a sequéncia m,(((a;,)m) é decrescente
(n<n+1<n+2<--- implica que 7, ((am)m) D Tni1((@m)m) D Tna2((@m)m) D -+-) e

¢é formada por compactos nao vazios, temos que

T((am)m) = ﬂ f_j(Raj) = ﬂ ﬂ f_j(Raj) £ ).

Se x, y € m((am)m), entdo f7(x), f/(y) € Ry, e
d(f/(z), f'(y)) < diam(R,,) < & para todo j € Z

onde ¢ é a constante de expansividade de f

definida. Como

T(oa((@m)m)) = ﬂ fﬁjRa]‘«}l =f (ﬂ fleajH) =f (m fkRak> = f(m((am)m)),

J J

0., portanto z =y e m: ¥4 — {2 estd bem

temos que m ooy = fom. Também 7 é continua: seja (a;)n € Xa. Suponha que
(bm)%) € Y4 é uma sequéncia que converge para (a,, ), quando j — co. Queremos mostrar

que ﬂ((bm)%)) converge para 7((a,;,),). Entendemos que a distancia que definimos em ¥ 4

¢ a mesma da observagao 5.2. Entao ((bm)%)) ; convergir para (a,), significa que

A(((bm) )5 (@m)m) = B¥P = 0, (5.47)

onde 5 € (0,1) e N(j) é o maior inteiro nao negativo tal que bgj) = a; para cada i com
i| < N(j). Por outro lado 7,((am)m) = My, fP(Ra,) é uma sequéncia encaixada
decrescente e que converge para m((a,)n,): isto significa que para n > ng, m,((am)m) esté

contida dentro de uma pequena vizinhanca U de 7((an,)m). Agora tome, N(j) > n > ny,

= n — N(j — N(j —
entdo ((@m)m) = My S 7(Ray) D i) S (Ra)) = M) F 7 (Ry) =
WN(j)((bm)%))j), logo WN(j)((bm)%))j) também estd contido em U. Fazendo n — oo,

N(j) — oo e observamos que W((bm)%))j) converge para m((am)m)-

Como 0°Z U 0"Z% ¢é fechado e nao é denso em lugar algum, segue do Teorema de

Baire que Y = Q\ U;¢y f/(0°2 U 0" Z) é residual.
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Agora a injetividade sobre o conjunto residual: para x € Y escolha a; com

fi(z) € Ry,. Como z €Y, fi(x) € int(R,,) e assim A, ,,,, = 1. Portanto a sequéncia

aj+1
(a;); pertence a X4 e x = 7((a;);). Se & = 7((by)m), entdo f/(z) € Ry, e b; = a; porque
int(Ry,) N Ry, = 0 se aj # b;j. Assim 7 ¢é injetiva sobre Y. Como 7 ¢é continua e ¥, é
compacto, segue que m(%,4) é um subconjunto compacto de {25 contendo o conjunto denso

Y, logo m(X4) = Q. O
Mais a frente, usaremos o seguinte Lema.

Proposigao 5.53. 04 : X4 — X4 € topologicamente transitivo. Se f|q, € topologicamente

misturadora, o mesmo vale para o4 : g4 — Xy

Demonstracao. Veja o Lema 3.19 da referéncia [9]. O

E interessante observar que em alguns casos m é uma bijecao, por exemplo quando
o conjunto hiperbdlico €2, é a ferradura de Smale (que é um conjunto de Cantor). Temos

a seguinte proposicao sobre isto.
Proposicao 5.54. m € uma conjugacao se (g € totalmente desconexo.

Demonstragao. Veja a proposi¢ao 18.7.8 da referéncia [5]. O

5.5 Estados de equilibrio para Difeomorfismos

Axioma A

Recorde que uma funcao é Holder continua se existem constantes a > 0 e 6 > 0
tais que |¢(z) — ¢(w)| < ad(z,w)?. O principal teorema deste capitulo que enunciamos
e provamos abaixo é devido a Bowen, e é uma versao do Teorema de Ruelle para

difeomorfismos Axioma A.

Teorema 5.55 (Bowen). Seja g um conjunto bdsico para o difeomorfismo Azioma A

f eseja ¢ Qs — R Holder continua. Entao ¢ possui um unico estado de equilibrio fis

com respeito a flq,.

Demonstra¢ao. Comecaremos enunciando um lema auxiliar.
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Lema 5.56. Ezistem ¢ > 0 e a € (0,1) para os quais o sequinte é vdlido: Se x € S,

ye M, ed(f*(x); ff(y)) <e para todo k € [—N, N, entio d(z,y) < a®.

Demonstragao. Sejam (x;,U;) cobertura de €, por cartas locais e seja € o nimero de
Lebesgue dessa cobertura. Se d(f"(x), f"(y)) < e, entdo f™(x) e f"(y) pertencem ao
aberto dominio de uma mesma carta local (z;,,U;,). Defina F,, :=; ., o fo xz_ml R —

R™. Denote 2™ = z;  (f™(x)) e y™ = z;,, (f™(y)). Pela compacidade de €, existe L tal
d

IRECOREAI

Sejam w = (z1,22) e z = (y1,y2) em E* @ E". Se ||x2 — y2|| > ||z1 — y1]|, entao:

< L para todo z # y com z,y € U,.

|1 En(w)s = Fn(2)oll = A = Oz — 3ol > A+ Oller — ]| > [ En(w)i — Fn(2)ill-
(5.48)

De fato, usemos em R™ a norma ||x; @ z2|| = max{||x1]],||z2||}. Numa vizinhanca

de 0,
Fyy = DF,,(0) + ¢, com ©,,(0) =0, [|[Dop|| <Ce 0< A+ <, A =(¢>1.
Entao

[ En(w)2 = Fn(2)a|| = [|IDEn(0)2(22 = 42) + pm(w)z = om(2)2]]
> A [z = ol | = ClJw = 2|

= (AT = Ollez = el = (A + Q|22 — 12|

[ Em(w)r = Fn(2ll = [IDEn(0)1(21 = 1) + @m(w)1 — om(2)1]]
< Mz =l + ¢lJw — 2]
< A+ Ollza — 2|

Agora, se [|(2%)2 — (°)a] = [/(2°)1 — (u°)1]], nsando (5.48), temos que ||(7); —

(y7)al] > ||(27)1 — (y7)1]| para todo j = 0,--- , N e assim,

Le > [[(z%)2 = (¥ )all = -+ = (AT = QN[22 = (1)ll = (A = QM) = ()]
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Portanto, d(z,y) < L?¢(A\™' — ()™ < o¥ para algum o € (0,1). Se [|(2°)s —
(Y)al| > |1(2°)1 — (¥°)1]], usamos (5.48) para F_y, F_5,--- , F_y e procedemos de modo

analogo ao que fizemos acima. O]

Sejam % uma particao de Markov de €2 de didmetro no maximo €, A a matriz
de transicao para Z e m : X4 — {2y como no Teorema 5.47. Seja ¢ = ¢pomw. Se

(Zn)ns (Yn)n € X4 com xzy, = y,, para k € [N, N|, entao

FH(r((@a)n)) = 7(@4((@n)n)) = 7((Zask)n) € R, para k € [-N, N]

FH @ (Wa)n)) = 7(054((Yn)n)) = 7((Yn+1)n) € Ry, para k € [-N, N].

Como R, = R,, para todo k € [N, N] e o diametro dos elementos da parti¢ao
de Markov sdo todos menores que ¢, segue que d(f*(m((xn)n)), fX(7((yn)n))) < €. Pelo
Lema 5.56, d(7((2)n), 7((yn)n)) < aN. Como ¢ Holder continua e ¢* = ¢ o,

[6*((@n)n) = 6" ((yu)u)| < ad(m((zn)n), 7(yn)a))” < ala”)". (5.49)

Isso significa que ¢* € Fyu, porque (5.49) diz que vary ¢* < a(a’)Y. Primeiro
assumimos que fl|g, é topologicamente misturadora. Pelo Lema 5.53, 04 : ¥4 — 34 é
topologicamente misturadora. Logo temos a medida de Gibbs ji4- dada pelo Teorema 5.4.
Sejam D, = 7= Y0°%) e D, = n~(0"%). Entao D, e D, sdo subconjuntos fechados de
Y4, cada um deles é menor que X4, 04(D,) C Dy e 0;'(D,) C D,. Como jig é 0a-
invariante (pelo Teorema 5.4), pgy-(0%(Ds)) = pig-(Ds). Usando que o'y (D,) C o%(D,),

temos que

[+ (ﬂ 02(D5)> = lim pg(04(Ds)) = pig-(Ds).

n>0 e
Agora, como pg« ¢ ergédica e (1,5,0%(Ds) € 04 invariante, sua medida é ou 0
ou 1. Uma vez que seu complementar ¢ um conjunto aberto nao vazio e tem medida
positiva, temos que fig«(Ds) = figr (ﬂnZO aj},(Ds)) = 0. De modo analogo, obtemos que
fig+(Dy) = 0.
Agora seja iy = Tufige, isto é, py(E) = pg (7~ Y(E)). Entdo ug é f-invariante,
porque 15(F1(E)) = por(m (FUE)) = por (05 (7 H(E)) = pige (7 1(E)) = po(E)
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uma vez que T o o4 = f om como vimos no Teorema 5.47 e w : 34 — )5 é uma bijecao
exceto no conjunto de medida nula |J,,., 0% (Ds U D,,). Mas isso significa que os sistemas
(04, pig+) € (f, pg) s@o ergodicamente equivalentes (veja a definigao 2.18). Em particular,

e € ergddica (Veja o Teorema 2.20) e o Teorema 3.24 diz que

Bo(F) = By (0).

E assim, devido ao estado de Gibbs pg4- ser também estado de equilibrio (veja a

construcao feita na secao 4.2

)

() + [ Gdo = b (o) + [ odns
= hy,.(0a) + /cbdml%*
by (o) + [ Gomdus (5.50)
— By, (0a) + / o diie
= P(oa,9")

Usando o item (3) da observacao 3.53 (porque 7 é sobrejetiva), temos que

P(oa,¢*) = P(oa,pom) > P(f, ). (5.51)

Pelo principio variacional

P(f,6) > hy,(f) + / b dps, (5.52)

Juntando (5.52), (5.50) e (5.51), concluimos que P(04,¢*) = P(f, ¢). Consequentemente
e € um estado de equilibrio para ¢ pelo que vimos na segao 4.2.

Sabemos que p4+ € Unico estado de equilibrio de ¢* pela construgao que fizemos
na secao 4.2, contudo isso nao é suficiente para garantir que py = T, g ¢ inico estado

de equilibrio para ¢. Para mostrar que p4 € Unico, precisamos do seguinte Lema

Lema 5.57. Para qualquer jp € My(f) existe v € My(04) com mw = p.

Demonstragao. Este fato bem conhecido é provado da seguinte maneira. F(gom) = [ gdu

define um funcional linear positivo em um subespago de C(X4). Por uma modificacao do
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Teorema de Hahn-Banach (veja [1]), F' se estende ainda positivo a todo C(X,4). Como

F(1) = F(lom) = 1, F éidentificado com alguma medida 5 € M(X,4). Pela compacidade,

seja v = limy_,q nik(ﬁ +(04)f + -+ (04 ).B). Entdo (o) =v e
rv = Jim L (9) 7 ((00.8) 4 (R0
= lim nikmw) FL(mB) o () 8)
= lim (- L)+ )
—00 N

= lim —nppu = pu.
k—o0 N

[]

Tendo em vista esse Lema, para qualquer estado de equilibrio p € M;(f) para
¢ existe v € My(04) com mv = pu. Entdo imitando a prova do Teorema 3.24, com
P partigao de Q,, 2 = 7 1(P) partigao de X4 (por causa da sobrejetividade de ),
conclui-se que h,(c4) > h,(f) e

hl,(aA)—l—/gZ)*duzh /qﬁowdu— #(f)—l—/qbdw*y

T / bdu = P(f,¢) = P04, &"). (5.53)

Mas o principio variacional diz que

P(os.6") > ho(oa) + / &*dv. (5.54)

Juntando (5.53) e (5.54), resulta que v é um estado de equilibrio para ¢*. Daf
V = [ j& que fg+ € 0 Unico estado de equilibrio para ¢* conforme a construcao que
fizemos na secao 4.2. Entao p = m.w = e~ = fty. Como p escolhida no inicio é
qualquer, p, € o tnico estado de equilibrio para ¢.

Resta fazer o caso em que Q, = X3 U--- U X, com f(Xy) = Xgi11 e [M|x,
topologicamente misturadora (Veja o Teorema 5.34 da decomposigao Espectral). Para
p € My(f), temos que pu(X;) = % e, portanto, p' = mu|x, € Myi(f™|x,). Por outro
lado, se p' € M1(f™|x,), entdo u € M;(f) onde

1m1
:—ZM (X1 N fR(E)).
m
k=0
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Verifica-se que a aplicagao que associa p € My(f) a cada u' € M;(f™|x,) define
uma bije¢do, h(f™|x,) = mhy(flx,) = mhu(f) e [ ¢md’ = m [ ¢dp. Encontrar
p maximizando h,(f) + [ ¢du é equivalente, portanto, a encontrar p/ maximizando
B (f™|x,) + [ dmdp’. Se ¢ é Holder em Q, entao ¢, serd Holder em X e, portanto,
como a conclusdo do teorema 5.55 é vélida para f™|x, topologicamente misturadora, o

Q.- [l

mesmo vale para f

Nesse caso também temos uma versao do Teorema de Livsi¢ para f difeomorfismo

Axioma A:

Teorema 5.58. Sejam ¢, ¥ : Qy — R duas funcgoes Holder continuas. As sequintes

condicoes sao equivalentes:

(a’) Mo = Hapy

(b) Existem constantes ¢, L € R de modo que |¢p(x) — m(x) — cm| < L para todo

x € Qs em>0.

(¢) Euiste ¢ € R tal que pm(2) — n(z) = 375" S04 ((20)n)) = X7ty 9(0s ((2a)a)) =

em para todo x € Fix(f™) ;

(d) Eziste c € R e uma func¢ao Hélder u : Qs — R tal que
¢p—tb=ctuof—u

Se estas condigoes valem, entao ¢ = P(f,¢) = P(f, ).

Demonstragao. Veja a proposicao 4.5 da referéncia [9]. O
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6 ESTADOS DE EQUILIBRIO
PARA HOMEOMORFISMOS
COM ESPECIFICACAO

Neste capitulo, vamos estudar uma outra abordagem feita por Bowen [10] para
garantir a unicidade de estados de equilibrio. A propriedade fundamental de tais sistemas
é chamada de especificacao, a qual definimos logo no inicio deste capitulo (Defini¢ao 6.1).

Bowen [10] demonstrou que todo homeomorfismo expansivo satisfazendo a
propriedade de especificagao admite um tunico estado de equilibrio para potenciais com
variacdo pequena em bolas dindmicas (ver defini¢ao 6.2). Esta abordagem d& outra

demonstracao para o Teorema 5.55, conforme verificamos na secao 5.2.

6.1 Definicoes e enunciado

Definigao 6.1. Suponhamos que f : M — M é um homeomorfismo no espago métrico
compacto M. Lembre que f é dita expansiva se existe ¢ > 0 (chamada constante de
expansividade) tal que, dados x,y € M com x # y existe n € Z tal que d(f"(z), f"(y)) >
e. Dizemos que f possui a propriedade de especificagao se para cada 6 > 0 existe um
numero inteiro p(d) para o qual o seguinte é vélido: se I, ..., I, sdo intervalos de nimeros
inteiros I; = [a;,b;] C Z, todos contidos em um intervalo [a,b] C Z, com d(I;, ;) > p(9)
para i # j (ou seja o espagamento entre cada um dos intervalos [; é maior ou igual a p(d)) e
T1,...,7, € M, entdo, existe um ponto x € M com fo=4P0) () =z e d(f*(z), f¥(x;)) < 6

parake l,,1=1,...,n.
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Intuitivamente, f atender a propriedade de especificacao significa que existe um
ponto x € M que d-sombreia parte das dérbitas dos x;, ou seja, se pensarmos que os [;
sao intervalos de tempo, a érbita de x fica préxima da orbita de cada um dos z;, em
determinados intervalos de tempo. Além disso esse ponto x é periddico com periodo
b—a+p(9).

Para o potencial ¢ € C%M) e n > 1, continuaremos a utilizar a notagao

on(z) =300 @(fi(2)).

Definigao 6.2. Chamaremos de V(f) o conjunto dos potenciais ¢ € C°(M) para os quais
existem € > 0 e L > 0 de modo que o seguinte é valido: se d(f*(x), f*(y)) < e para todo
0 < k < n, entao |p,(x) — vn(y)| < L.

Seja § > 0 uma constante de expansividade qualquer para f. Se ¢ € V(f),

definimos

ol = sup{|n() = pn(y)| : n > 1 e d(f*(2), f*(y)) <0 para todo 0 <k < n}

e
eIl == leoly + [leell,

onde || - || denota a norma uniforme.

Proposigao 6.3. (V(f),||| -|||) € um espago de Banach.

Demonstragdao. De fato, V(f) é um espaco vetorial, pois o, ¥ € V(f) e d(f*(z), f*(y)) <
e para todo 0 < k < n, implicam que |, (z) —¢n(y)| < L e |, (z) — ¥n(y)| < L. Usando

a estrutura de espago vetorial de C°(M):

(o +)n(x) = (0 + V) (W)] < lenlz) — Ln(W)] + [Yn(x) — Puly)| < 2L,

ou seja, ¢ + 1 € V(f). De modo semelhante, prova-se que cy € V(f) para todo ¢ € R.
Agora note que |p|; é finito. De fato, sejam ¢ > 0 e L > 0 sdo como na
definigao 6.2. Por expansividade, existe N € N tal que se d(f/(z), f/(y)) < ¢ para
todo |j| < N, entdo d(z,y) < ¢, pois do contrario, para todo n existiriam x,, y, € M
tais que d(f7(zy), f?(yn)) < & para todo |j| < n e d(x,,y,) > €. Por compacidade, existe

(nj); — oo tal que (xy,); e (yn,); convergem para pontos z e y, respectivamente. Entao,
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d(z,y) > e diz que = # y, mas d(f’(x), f/(y)) < § para todo j, por expansividade, diz
que x = y. Esta contradi¢ao prova que d(x,y) < €. Agora, se § < ¢, temos imediatamente

que |¢|f < L. Mas, se 6 >c en < N, entao

sup{|en(z) —on ()|} < 2N||¢ll.

Por tltimo, se 6 > € e n > N, entdao como d(z,y) < e, por expansividade,
d(f*(x), f*(y)) < e paratodo 0 < k <n— N. Daf |p, n(x) — on_n(y)| < L. Nesse caso,
ol = sup{|pn(z) — en(y)[}

< sup{|en-n(2) = en-n (W)} +sup{ D lo(f @)+ D le(f W)}

< L+2N]¢ll.

A questao agora é que |¢|f é apenas uma seminorma em V(f), ja que |p|; de
qualquer potencial constante é zero. Este problema é resolvido quando definimos |||g|||

como norma de V(f). Logo V(f) é um espago de Banach. ]
Agora, daremos uma condicao sobre o potencial ¢ para que ele pertenca a V'(f).

Definicao 6.4. Para ¢ > 0 e m > 0, definimos a seguinte variacao:

vary (f, ¢,€) == sup{lp(z) — ¢(y)| : d(f’(z), f(y)) < e para todo [j| < m}.
Proposigao 6.5. O potencial ¢ € V(f), se > ~_,vary,(f,p,e) < co.

Demonstragdo. Suponha d(f*(z), f*(y)) < € para todo 0 < k < n. Queremos mostrar
que |pn(z) — pu(y)| é limitado por um certo L. O primeiro passo é definir my =
min{k,n — k — 1}. O motivo desta definicio é fazer com que d(f(f*(x)), f7(f*(y))) < ¢

para todo |j| < myg, para que possamos fazer estimativas com a varia¢ao. Entao

vary, (f, . €) > sup{le(f*(x)) — o(f* W) - d(f7 (f5 (@), 1 (fF () <& ¥ [j] < m}
> |o(f*(x)) — o(f* ().
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Portanto

oue) — oa)] < 3 o5 (@) — oA w)
k=0

n—1
< var, (f.¢¢€)

k=0

<2 Zvarm(f, ©,€).

m=0

A ultima desigualdade segue porque m; = m no maximo para dois indices k, por
exemplo, se fosse 0 < n < 5, entao mg =0, m; =1, my =2, m3 =2, my=1, ms =0. A

prova termina tomando L =23 >°_ var,,(f, ¢, &) < oo. O

Este capitulo serd dedicado a provar o seguinte Teorema devido a Bowen [10]:

Teorema 6.6 (Bowen). Seja f : M — M wm homeomorfismo expansivo no espago
métrico compacto M com a propriedade de especifica¢ao. Entao cada potencial ¢ € V(f),
possui um tnico estado de equilibrio, que denotaremos por p = p,. Além disso p €

misturador com respeito a f e

1
= lim ——— e (@)g,
he G

zeFix (f™)

onde

Six(fe)= ), e

z€Fix (f™)

O potencial nulo pertence a V (f), portanto o Teorema 6.6 afirma que existe uma
unica medida de méaxima entropia. Antes de passarmos aos detalhes da demonstracao,
mostraremos que tanto o conjunto das f que possuem a propriedade de especificagao
quanto o conjunto V(f) sdo nao vazios. Faremos isso por meio do exemplo abaixo, no
qual mostraremos que um iterado de um difeomorfismo de uma variedade compacta que
satisfaz o Axioma A, quando restrito a decomposicao de um de seus conjuntos basicos,
satisfaz a propriedade de especificacao, e que potenciais diferenciaveis ou Holder, quando
restritos a um conjunto béasico ), pertencem a V(f|o,). Aproveitamos para discutir
existéncia e unicidade de estados de equilibrio nesse contexto.

Isto em particular dard outra demonstracao para o teorema principal do capitulo

4 (Teorema 5.55).
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6.2 Difeomorfismos Axioma A satisfazem a

propriedade de especificacao

Exemplo 6.7. Seja f : M — M difeomorfismo Axioma A de uma variedade compacta
e {0y C M um conjunto basico para f. Entao pelo Teorema de Decomposicao Espectral
(Teorema 5.34), f(€s) = Qs e fla, é expansivo pelo Corolario 5.33 (pois €25 é um
subconjunto fechado de um conjunto hiperbdlico, portanto é hiperbdlico), contudo f|q,
pode nao possuir a propriedade de especificacao. Para contornar isso, usamos novamente
o Teorema de Decomposicao Espectral para escrever 2, = X; U --- U X,, como uniao
disjunta de conjuntos compactos invariantes de modo que f(X;) = X;41, f(X,) = Xy e

f™|x, é topologicamente misturadora.

Mostraremos que, nessas condicoes, f"|x, possui a propriedade de especificacao.

Teorema 6.8 (Teorema da especificagao). Seja A um conjunto hiperbdlico compacto
localmente maximal para um difeomorfismo f tal que f|x € topologicamente misturadora.

Entao f|x tem a propriedade de especifica¢ao.

Antes de demonstrarmos o Teorema da especificagao, explicamos porque X; é um

conjunto localmente maximal para o difeomorfismo f".

Definigao 6.9. Um conjunto hiperbélico A ¢ dito localmente maximal (ou isolado) se

existe uma vizinhanca U of A em M tal que A =1, f(U).

Definicao 6.10. Um conjunto hiperbdlico A tem estrutura de produto local se para
e > 0 suficientemente pequeno e quaisquer x,y € A tais que d(x,y) < &, temos que

Ws(x) N Wh(y) € A.

Teorema 6.11. Um conjunto hiperbolico A tem estrutura de produto local se, e somente

se, € localmente maximal.
Demonstragao. Veja a proposi¢ao 6.4.21 em [5]. ]

E consequéncia do Teorema da Decomposigao Espectral (Teorema 5.34) que X;

tem estrutura de produto local e consequentemente, é localmente maximal, conforme o
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Teorema 6.11. O seguinte resultado também é consequéncia do Teorema da Decomposicao

Espectral.

Lema 6.12. Se A € um conjunto hiperbélico compacto localmente maximal para um
difeomorfismo f e f|an € topologicamente misturadora, entio os pontos periddicos de f

sao densos em A e a variedade instavel de cada ponto periodico € densa em A.
Demonstragao. Veja o Coroldrio 18.3.2 de [5]. O

Demonstracao do Teorema da especificagcao. Comecaremos mostrando que o
conjunto de todas as variedades instaveis sao uniformemente densas em um conjunto
hiperbdlico compacto localmente maximal para um difeomorfismo f, com [y

topologicamente misturadora.

Lema 6.13. Seja A um conjunto hiperbolico compacto localmente maximal para um
difeomorfismo f e f : A — A topologicamente misturadora. Se a > 0, entao existe

N €N tal que para x,y € A en > N, temos f"(W2(x)) N Wi(y) # 0.

Demonstracao. Um conjunto Y em um espaco métrico X é chamado e-denso se X ¢é
uma e-vizinhanca de Y. Temos estrutura de produto local, dada pelo Teorema 6.11,
entdo existe 6* > 0 tal que W¢(z) N W¥(y) consiste de no maximo um ponto sempre que

0 < ¢ < * e uma funcao £(9) tal que d(z,y) < £(0) implica que Wg(z) N W (y) # 0.

2 2
Seja 0 = min 6*,%,% Para escolher N, tome um conjunto 6(0;/ )—denso
{pr : k = 1,...,r} formado por pontos periédicos (com periodos t;). Pelo Lema 6.12

a variedade instavel de cada ponto periddico de A é densa em A, assim, existe my, tal que
(Wi (py)) é e(6)-denso para todo m > my, e todo k. Seja N = [[,_, mytx e note que
SN (W(pr)) é €(8)-denso para todo k.

Agora mostraremos que N satisfaz o que desejamos: para x,y € A, tome j tal que

d(z,pj) < 6(0;/2>, z € fN(Wi(p;)) tal que d(y, z) < e(5), e w € W¥(z) N W§(y). Entao

J7 (w) € W (F7(2)) € Wis(ps) © Wekaza (p)-

Assim,

(@/2) | £(a/2)

d(f N (w), ) < d(f N (w),p;) +d(z,p;) < ° 2 2

=¢e(a/2).



173

Assim, existe v € Wé/Q(f_N(w)) NW () e
FY () € FYWaja(2) VW3 a(w) © Y (We(x)) N Wealy) # 0

uma vez que § < %. Para z,y € Aen > N, f/(W%z)) NWi(y) D fAWL(f~N(z))) N
Waly) # 0.

Prossigamos com a prova do Teorema da especificagao. Para [ < min{e,0*} e
a = g, tomamos o N obtido com o Lema 6.13. Seja J > N tal que A/ < %, onde \ é
dado na definicao 5.28 de conjunto hiperbdlico. Sejam Iy, ..., I,, intervalos de nimeros
inteiros I; = [a;,b;] C Z, com a4y — by > J > N e P : ;- I; — M uma fungao tal
que para ti,ty € I;, tem-se que f27"(P(t;)) = P(t2). Denote x1 = f~*(P(a;)) e defina

Za, ..., T, da seguinte forma: supondo que x; é dado, pelo Lema 6.13 existe x;,; tal que

fort (@) € fUr T W () N WE(P(ak)) (6.1)

porque ayi 1 — by > N.

Para mostrar que x := z,, possui a Orbita desejada, note que, uma vez que
f*(x) € WE(P(ay)) por construcao, d(f"(xy), P(n)) = d(f™(zg), "™ (P(ax))) < a =
3¢ portanto concluimos pela desigualdade triangular que d(f™(x), P(n)) < §, uma vez

que esteja provado o seguinte Lema.

2
Lema 6.14. d(f"(z), f"(zx)) < ?6 para todon € Iy, k€ 1,...,m.

Demonstragao. Mostraremos que f%(x) € Wi, (f*(xx)). Uma vez que Y o A" < 2 e
3

a=3, é suficiente mostrarmos que f%(zy,) € W o e ar (=) (fo(x1)). Ser =1,

isto segue da equacio (6.1). Agora, suponha que fb (x;,) € WLQ)\JJF.“JFM‘,(T,D(]”Z”“ ().

Como for+r(xpypy1) € WE(fO%+ (2141)) € bpyr— b > 7J por construcao, segue do Teorema

da variedade estavel que

A(f* @hrrr), [ (@rer)) = T @), fT0 ()

< )‘Tjd(fbk”(kaﬂ), frrer (Thtr))

S /\TJO_/

e portanto f% (zpy,11) € W2 ;. (f** (214r)). Mas usando a hipétese de inducao, resulta

que fbk (xk;+r+1) E W;‘_,'_a)\‘]_;'_,,,_;'_a/\‘](rfl)_’_a)\‘lr (fbk (.Tfk;)) D



174

Resta mostrar que a érbita de x é periddica. Precisamos do seguinte resultado.

Teorema 6.15 (Anosov Closing Lemma). Seja A um conjunto hiperbdlico para
f U — M. Entdo existe uma vizinhanc¢a aberta V2O A, C' > 0 e g9 > 0 tal que
para € < g e qualquer e-pseudo-orbita (xg,...,x,) CV existe um ponto y € U tal que

f™(y) =y ed(f*(y),zx) < Ce para k =0,...,m — 1.
Demonstragao. veja o Teorema 6.4.15 de [5]. O

Iremos assumir que f < min{e/2C,¢,26*}/2, onde C é dado pelo Teorema
6.15 e tomaremos J > N como antes. Se ¢ > b,, — a; + J é o periodo desejado,
consideramos I1,..., L, {a1 + ¢}, consideramos P’ = P se t; € I, e P'(a; + q) =
P(a;). Da forma que foram construidos, estes intervalos tém espagamento no minimo
J entre si. Portanto, obtemos um ponto z’ = f%(z) € A tal que d(2/, fi(z')) <
d(2', P(ay)) + d(fi(z'), P(a1)) < 28 < %. Entdo temos uma %-pseudo—érbita e

consequentemente, pelo Teorema 6.15, existe um ponto z € A periédico de periodo

g, tal que d(f""(z), f"(2") < C’% = g para todo n € [0,q]. Resulta que
d(fr(2), P'(n)) < d(f"7 (2), f"(2")) + d(P'(n), f*(2')) <e.
Isto prova o Teorema da especificacao. O

Segue diretamente do Teorema 6.8 que f™|x, possui a propriedade de especificacao.

Exemplo 6.16. Mostramos no exemplo 5.35, que a Ferradura de Smale satisfaz o Axioma

A. Conforme o que mostramos acima, f"|x, possui a propriedade de especificacao.

Proposicao 6.17. Se ¢p : M — R € diferencidvel (ou é Hélder de expoente positivo),

entao p = 1)

Demonstracdao. Primeiramente, como f é um difeomorfismo que satisfaz o Axioma A,
resulta do Lema 5.56 que existem ¢ > 0 e a@ > 1 de modo que se x,y € () e
d(f*(z); f*(y)) < e para todo |k| < n, entdo d(z,y) < a™". Se v é diferencidvel, entdo

tem uma constante de Lipschitz L. Entao

Qs?f

Varn(@, f Qs 6) = Varn(w Qs €) < Ld(l',y) < La™".
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Como a_l S (Oa 1)7 22021 Varn(iﬁ Qs> f Qs 5) (f Qs)-
Igualmente, se v é Holder de expoente positivo, entao
var, (o, fla..€) < Cd(x,y)’ < La™™?
e também nesse caso, » -, var,(¢|q,, fla.,€) < 0. O

Com a proposicao acima e o Teorema da Especificagao, o Teorema 6.6 da outra
demonstracao para o Teorema 5.55. De fato, se ¢ é Holder de expoente positivo, entao
0 € V(fla.), entao v = p+po f+---+po P € V(f"|x,): de fato b € CY(M), e para
todo € > 0 tal que d((f™)*(z), (f")*(y)) < e para todo 0 < k < n, temos

() — Z w((f”)())]‘
< ‘_ D o (@) —w(fl(f”j(y)))‘
<nlL

onde L é tal que |p, () —pn(y)| < L, como na defini¢ao 6.2. Assim, se y; é o inico estado

de equilibrio de f"|x, com o potencial 9| x,, podemos mostrar de modo semelhante ao que
1

fizemos no final da demonstracao do Teorema 5.55 que g = — (g + -+ + pn) € My (f) é
n

o0 unico estado de equilibrio para f|q, e .

6.3 Estimativas da pressao topolégica

Relembre que um conjunto £ C M é (n,e)-separado (com respeito a f) se dados
x,y € E pontos distintos, existe um inteiro k tal que 0 < k < n e d(f*(x), f*(y)) > ¢
Definimos S, (f, ¢,) = sup{d_,cx€?"@ : E é conjunto (n,e)-separado}. (Lembre que
pal®) = 205 P (fi(@))).

Denotemos P, (f,¢) = h,(f) + [ ¢dv. Pelo Principio Variacional (Teorema 3.57),
sabemos que P(f, ) =sup{P,(f, ) : v € My(f)}. Seja Fix(f") ={z e M : f"(z) =z}
e

SEX(frp) = ) e (6.2)

zeFix (f7)
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Definimos

1
— ‘Pn(x)(s
Hen = gFix(F 0) 2 e

z€Fix (f™)
onde 4, ¢ a medida de Dirac, tal que 6,({z}) = 1. Note que para todo n, e, € My(f),
pois de fato é uma probabilidade:

S e)

e%(:r:)(sm(M) = SFiX(f 90)

Mso,n(M) = =1,

e é invariante

1
o (B = e 0),
® ( ( )) S}flx(fv QO) xeFix(§f_l(E)

:F_; ST ey,
S” (f’ 90) f(z)€eFix (f*)NE

:M%n(E)-

A segunda igualdade ocorre porque x € Fix (f") implica que ¢, (z) = ¢, (f(x)).
Agora, como M (f) é um espago métrico compacto com a topologia fraca*, existe

uma subsequeéncia p, », , com n, — oo tal que,

= Tim ji, (6.3)

existe e u € My(f).

Durante todo este capitulo, a sequéncia {ny }ren estara fixada e p serd o limite como
na equacao (6.3). Note que, em virtude do corolario 3.67, existe pelo menos um estado de
equilibrio v para qualquer potencial ¢. Entao nossa preocupacao é lidar com a unicidade
desse estado de equilibrio. O que mostraremos é o seguinte: se P,(f,p) = P(f, ), entao
V= .

Observe ainda que isto implica que se p' = limy_,o fty7, entdao Py (f,¢) = P(f,¢)
e portanto 1/ = p. Resultard disso que p = lim,_ o fty,,. Daremos inicio a prova do

Teorema estimando os valores de S, (f, ¢, ¢).

Demonstracao do Teorema 6.6.
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Lema 6.18. Para quaisquer €,6 > 0, suficientemente pequenos, existe uma constante

Cse tal que S, (f,¢,0) < Cs2 Syl f, @, €) para todo n > 0.

Demonstracao. Assumiremos que ¢ ¢é suficientemente pequeno de modo que 2¢ é uma

constante de expansividade. Entao por expansividade, existe N de modo que
se d(f*(x), f*(y)) < 2¢ para todo |k| < N, entao d(z,y) <6 (6.4)

(provamos isso na proposigao 6.3). Escolha a > 0 pequeno de modo que se d(z,y) < a,
entao

d(f*(z), f*(y)) <0 para todo k com |k| < N. (6.5)

Escolha n > 2N e sejam F um conjunto (n, ¢)-separado maximal e £ um conjunto
(n,d)-separado. Da maximalidade de F', segue que para cada = € E, existe um I(z) € F
de modo que d(f*(x), f'(I(z))) < € para todo i € {0,...,n — 1} (caso contrdrio, F U {z}
seria um conjunto (n, €)-separado, contradizendo a maximalidade de F'). Para a € F, seja

E,={r € E:l(x)=a}. Sexz, ye E,, entdo

d(f'(z), f'(y)) < d(f'(x), fU(2) +d(f'(I(z)), f(y) < e+e=2e
para todo i € {0,...,n — 1}. Assim, por indugao na equagao (6.4):

d(f (")), fE (Y () < 2 paratodo [k < N = d(f™(x), f¥(y)) <6
d(f*(f" (@), A () < 26 paratodo [k| < N = d(f** (), [ (y)) <6

d(f ("N (@), FF(f""N(y))) < 2¢ paratodo |k| <N = d(f*"(x), """ (y) < 0.

Portanto, d(f'(x), f'(y)) < ¢ para todo i € {N,...,n — N}. Como z,y € E,, e
portanto a E que é (n,d)-separado, segue que {x, y} é (n,d)-separado. Juntando isto a
equagao (6.5), segue que, ou d(x,y) > a ou d(f™(x), f*(y)) > a. De fato, se acontecesse
d(z,y) < a e d(f*(z),f*(y)) < «, terfamos d(f*(x), f*(y)) < & paratodo k €
{0,..., N} e d(f*(f™(x)), f¥(f*(y))) < 6 paratodo k € {—N,...,0}. Como ja temos
que d(f'(z), f'(y)) < d para todo i € {N,...,n— N}, {z, y} nao seria (n, §)-separado.

Seja () o nimero maximo de pontos que podem ser escolhidos do espago métrico

compacto M x M de modo que, quaisquer dois pontos estejam separados por uma
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distancia maior ou igual que « (é possivel fazer isso, pois, pela compacidade é possivel
cobrir M com uma quantidade finita de bolas de diametro «). Note que {(z, f"(z)) :

r € E,} é um tal conjunto com essa propriedade, pois, equipando M x M com

a distancia dp, de modo que dy((z, f™(x)), (v, f*(y))) = max{d(z,y),d(f"(z), f"(y))},
vemos que do((z, f™(x)), (y, f*"(y))) > a. Assim, #FE, < Q. Além disso, para = € E,,

d(f'(x), f'(a)) = d(f'(z), f'(I(x))) < € e entdo, como ¢ € V(f), |n(x) — pn(a)| < L. Daf

Do <Y HE) T < Qe Y e < QetS,(fpe)  (6.6)

relR acEF acEF

Tomando o supremo sobre todos os conjuntos E (n, d)-separados na equagao (6.6),

segue o resultado com Cj. = Qe”. O]

Lema 6.19. Para € pequeno existem constantes positivas E. e D. de modo que

n]f%

sz

k
HEESnj<f7<p7 ) < STL1+ +ng f ¥, €
j=1

sempre que ni,...,NE > 1.

Demonstragao. Seja E um conjunto (n; + --- + ny, €)-separado e, para cada j, F; um
conjunto (n;, g)—separado maximal. Para x € E, escolha g(z) = (¢1(x), - ,gx(2)) €
Fy X -+ x F, de modo que d(f™+ +mi-1%(z) fi(g;(x))) < g para todo 0 < i < n;
(isto é possivel, pois se fosse a desigualdade para algum j e i maior que g, entao
F; U {fmttmi-1(z)} seria (nj,%)—separado, contrariando a maximalidade de Fj). O

mapa ¢ : £ — Fy X --- x F, é injetivo: g(x) = g(y) = g;(x) = g;(y). Dal

A (), e () < (e (), f(g ()
Fd(fT (), £ (g5(y)

<5ty=e

para todo 0 <i < n; e 1 <j <k. Isto implica que x =y, jd que E é (ng + -+ + ny, €)-
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separado. Agora, como ¢ € V(f),

k ni+-+np—1 k
|Pr1 vt () — Z on, (95(2))| = | Z p(f'(x) - Z on; (95())|
k nij—1 k
=30 Y el @) — Y ey (@)
ko n—1
< Z | Z P(f(fmr(2))) = o (g5(2)]

= 3 o, (73 () — 5 ()

k
<> L=kL
j=1
Consequentemente,

Z€¢n1+...+nk (@) < Z RISy on; (95(2))

relR zel

< i Z LAy on; (v5)

7j=1 ijFj

k (6.7)

<L S et

Pelo Lema 6.18, existe uma constante C. 5. tal que Sy, (f, ¢, %) < Cepoe S, (f,0,€)
para todo n; > 0. Entao, tomamos D, = elC. /2, € tomamos o supremo sobre todos os
conjuntos E (nq + - - - + ny, €)-separados na equacao (6.7). Assim conseguimos a segunda
desigualdade Sy, 4....on, (f, 0, €) < H?:l D.Sy,(f,p,¢).

Agora, seja Ej um conjunto (n;, 3¢)-separado para cada j. Seja I; = [a;, a;+n;—1],
onde a;j = ny + -+ +nj_1 + (j — 1)p(e) e p(e) é como na definicdo 6.1. Entao
para cada z = (z1,...,2;) € E; X -+ X Ei, podemos encontrar z = z(z) tal que
d(f*(z), fi(z;)) < € para 0 < i < n;. Para ver isto, aplique a propriedade de
especificagdo para x1 = f~%(z1),...,2, = [~ "(z). Existird = xz(z) tal que
d(f"(x), fr(xj)) < € para todor € I;. Masr € I; = r = a;+icom 0 < i < nj;,

ou seja d(fV*(x), f1(25)) = d(f"(x), f1(f (x;))) = d(f"(z), [7(x5)) <e.
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O conjunto F = {z(z) : z € Ey X -+ X Ey} é (m,¢e)-separado onde m =
ny+ -+ n, + (E— 1)p(e): de fato, se x(z),z(w) € E sao quaisquer, entdo como
z,w € By X -+ X Fj, existem ntmeros ¢t;, com 0 < t; < n; para j = 1,...,k tais que
d(f%(z;), f¥(w;)) > 3e. Por outro lado, pelo que fizemos acima, d(f%*(x(2)), f'(z;)) < &
para 0 < i < n;j e d(f¥ " (x(w)), f{(w;)) < € para 0 < i < n;. Em particular, quando

i =t; para algum j € {1,... k},

A=), 9 ((2)) > A0 (25), 19 wy) — A (=), ()
A aw), S ()

>3 —2e=-=¢.

Além disso, vale que

n1+-+ni+(k—1)p(e)—1

pm(2(2)) = > p(f'(2(2)))

=0

(6.8)

ni++n;+ip(e)—

= anj Fo((2) + > w(fi(m(Z)))

J=1 \i=nit-A4n;+(—1)p(e)

>Z ¥n; (25) +Z e)llell)

- Z%(zj) — kL —kp(e)ll¢ll.

A pentltima desigualdade ocorre porque ¢ € V(f) e d(f%*(z), f'(z;)) < e para

0 <i < n; e porque ¢ > —||p||. Resulta da equacao (6.8) que

k
§ ) > ehlokr@liel §7 (Fieaen Ci) = oL@ TT 3 e )

z(z)eE reE; j=1z€ckE;

e tomando o supremo sobre todos os conjuntos E,E;, (m,e), (n;,3e)-separados,
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respectivamente,

k
Sm(f.p,8) > e MEPEIDTT S, (£, 0,32). (6.9)

j=1

Pela primeira parte deste Lema,

Sm(fv P, 5) = S(n1+.--+nk)+(k71)p(€)
k—1

< De Sy st (fr0,8) | | DeSpio) (£ 0:2) (6.10)

Jj=1
= Df Sn1+~~-+nk (f7 ' 5) (Sp(a)(fa 2 5>)k_

Portanto, usando as equagoes (6.9) e (6.10),

1

ok LAp@llel) K

Sn.(f,p,3¢).
k—1 H J\J T
D? (Sp(E)(fJ @, 8)) j=1

Pelo Lema 6.18, existe uma constante C; 3. tal que Sy, (f,¢,€) < Cesc S, (f, ¢, 3¢) para

Sn1+"'+nk (fa ¥, 5) >

todo n; > 0. Entao, tomamos
e~ (Ltp@E)llel)
DE maX{L Sp(E)(fa @, E)}OE,SE

e concluimos a prova do lema. O

E. =

Lema 6.20. Para € pequeno e todo n,
L wp
E Sn(frp,€) < ¢
onde P = P(f,¢) € a pressao do potencial ¢.

1
Demonstragao. Recorde que a P = P(f,¢) = lim._,¢limsup,,_,., —log S,.(f, p,€) (veja a
n

nP
eE . Entao, pelo Lema 6.19,

£

defini¢ao 3.54 e o Teorema 3.55). Suponha que S, (f, p,¢) >
Skn(f,,€) > (EESn(f,ga,g))k. Dal, resulta que

P = lim lim sup k:_ log Sin(f, ¢, €)

e—0 k—00

1
> lim lim sup p log (E-S,(f.¢,€))"

e—0 k—)oo

—hm logES (f,p,¢€)

1
> lim —nP = P.

e—=>0n
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Esta contradicao prova que a desigualdade do lado direito é verdadeira. A outra

desigualdade é verificada de maneira similar. O]

O proximo Lema diz que a entropia é a taxa exponencial do crescimento da

quantidade de orbitas periddicas.

Lema 6.21. FEzxistem numeros positivos dy e dy de modo que
die"” < Siix(f, p) < dye™”
para n suficientemente grande. Aqui P = P(f,¢) e SE¥™(f, ¢) é como na equagio (6.2).

Demonstrag¢ao. Para € pequeno (menor que uma constante de expansividade para f), o
conjunto Fix(f") é (n,e)-separado. De fato, se z,y € Fix(f") e d(f'(x), fi(y)) < € para
todo i = 0,...,n — 1, entao, d(f(z), fi(y) < € para todo i > 0, porque f*(zr) = x e

f™(y) = y. Por expansividade, isso implica que x = y. Consequentemente,

SEE(fo)= > e <sup {Ze%(m) LB é (n, ff)-sepafadO} = Su(fo0:8).

z€Fix (f™) el

Mas o Lema 6.20, d& que S, (f, p, &) < ELEG”P, entao tome dy = Eig
Considere agora n > p(e) e E um conjunto (n — p(e),3e)-separado. Pela
propriedade de especificacao aplicada ao tinico intervalo de ntiimeros inteiros [0, n — p(e)),
para cada z € E, encontramos um ponto x = x(z) tal que frPE-0+PE)(z) = 2. ou
seja, v = z(2) € Fix(f") e d(f(2), fi(z(2))) < e parai = 0,...,n — p(e) — 1. Entdo
o mapa z(-) é injetivo : x(z) # z(2') para z # 2/. De fato, se z, 2/ € F, entao existe
1 €{0,...,n—p(e)—1} tal que d(f'(2), f'(2")) > 3e. Agora x(z),z(2') € Fix(f™) pelo que
) < d(F (), P+, fiae) +
fi(2(2"))- Ou seja, d(f!(x(2)), f'(x(2))) > &. Como

mostramos acima. Dai, 3e < d(f'(2)

d(f'(2), f'(2(2)) < 2e +d(f'(x(2)),
mostramos no inicio Fix(f™) é (n, e)-separado, logo x(z) # z(z').

€)
Além disso, como d(f(z), fi(z(z))) <eparak=0,....n—p(e) =1, p € V(f) e
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p(fi(z(2)) = —llell,
n—p(e)+p(e)

pal(2) = D e(fi(a(2)

nfp(sz)(il n—p(e)+p(e)
= Z o(f'(x(2))) + Z p(f'(2(2)))
i=0 i=n—p(e)
n—p(e)—1 '
> Z p(f(2)) | = L=p)llell

= Spn—p(a)(z) —L— p(5>||90||

Consequentemente,
S,ljix(f, ©) = Z e#n(®) > Z e#n(z(2)) > Zewn_p@)(Z)*L*P(E)Il«PH.
z€Fix (f™) z(z)€Fix (f™) zeE

Tomando o supremo sobre todos os conjuntos E que sao (n — p(e), 3¢)-separado,

vem que

Srljix(fa 90) Z e_L_P(s)H(pHSn—p(E)(fa ®, 35)

Agora, pelo Lema 6.20,

1 ~L-PE)llsl
L FOIRS, L (f,0,38) > ——e L PEllellgpe)P — © np

——e¢
DS& ep(a)P D3€
e—L=P(@)lell
Finalmente defina d; = ———=——. Assim a demonstracao estd completa. O
ep(e)P D3€

6.4 1 é um estado de Gibbs
Com as estimativas anteriores, podemos provar que p é um estado de Gibbs (ver
definigao 4.14).

Lema 6.22. Para cada € pequeno, existem constantes A. > 0 e B. > 0 de modo que, para

cada y € M en > 1, temos que
AefrW)—nP < w(B(y,n, ) < B.e#nW)—nP,

O conjunto B(y,n,e) = {x € M : d(f'(z), f'(y)) <€ para i =0,....,.n—1} é a

bola dinamica, como definimos em 3.41.
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Demonstrac¢ao. Seja E, um conjunto (m,3e)-separado e 1 = n + m + 2p(e). Pela
propriedade de especificagao aplicada aos intervalos de nimeros inteiros I; = [0,n) e I, =
[n+p(e),n+p(e)+m), paracada z € E,, ey € M (aqui z, = y e z9 = f " PE)(2) como na
definicdo de especificacdo), encontramos um ponto z = z(z) tal que frPE)Fm=0+p(E) (1) =
z, ou seja, v = z(2) € Fix(f") e d(f'(z(2)), fi(y)) < e parai=0,---,n — 1. Também
e > d(fHHE((2)), IO (ay)) = d(fITPO(a(z), PR (fPO(2)) =
d(f7++PE) (2(2)), f7(2)) para j = 0,...,m — 1. Note que o mapa x(-) é injetivo em
E,,, como mostramos no Lema anterior: z(z) # z(z') para z # 2/. Além disso,

z(z) € B(y,n,e) NFix (f") e
or(2(2)) = en(y) — om(2)] = [(en(2(2)) — @nly)) + iw(fj(f”(x(z)))) — om(2)]

S LA+ [rn(f"(2(2) — pm(2)]
= L+ [miape) (f" (2(2))) = om(2)]
= L+ (pm( 79 (2(2)) = om(2))
+ (o) (" (@(2))) + @pe) (f 79 (2(2)))]
< 2L+ iy (" (2(2))) + @y (f7 P9 (2(2)))

< 2L+ 2p(e)|ell.

A primeira desigualdade da equagao acima é consequéncia de d(f*(x(z2)), fi(y)) < €
para i = 0,...,n — 1 e de ¢ € V(f), enquanto que a segunda é consequéncia
de d(f7++E)(z(2)), f7(2)) < ¢ para todo j = 0,....,m — 1 e de ¢ € V(f).

Consequentemente,

—2L = 2p(e)|lel| + @n(y) + om(2) < @p(2(2))

e portanto,

1
M%T(B(y? n 8)) Splx(f

) Z e¥r (z)

zeFix (fr)NB(y.n.e)

'

Z 1 Z o~ 2L=2p(E)||¢ll+¢n () +0m ()
(f? 80) zEFix (fT)OB(y,n,a)
> < b e mplelien) S e,

F(f ) =
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Tomando o supremo do lado direito sobre todos os conjuntos E,, que sao (m, 3¢)-

separados, temos que

1
for(Bly,n,€)) > .—e*QL*QP(E)HLPHﬂPn(y)Sm f, 0, 3¢).
(B9 2 grtr) e

Pelo Lema, 6.21,
1 1

. > .
SPx(fr) T daer”

Pelo Lema, 6.20,

1
S (f,0,3e) > emb,

o D3z—:
Combinando as trés ultimas desigualdades, vem que
L e 1 —2L—2p(e)|l¢l|+¢n (y)
Lo (B(y,n,e)) > D—sge W@ (o)l +en (y
L e meiellen)
D3s d2€(r—m)P
_ L 220l gon )
D dye(n+2p(e)P
1 1

— —W€72L72p(5)”¢’||e§0n(y)7np
.D3€ d2€ P\e

— Ageson(y)—nP
1 1

D_g,ngGQP(E)P
com k — oco. Como fi,,, — i na topologia fraca* e B(y,n,e) é um conjunto fechado,

onde A, = e 2=ElI?ll Tsto vale para todo r > n+2p(e). Entdo sejar = ny

1(B(y,n,€)) > imsup piyn, (B(y, n,€)) > Ae?n®)="F, (6.11)

k—o0

Para obter a outra desigualdade, note que para x € Fix(f") N B(y,n,¢) temos

|0r(2) = n(y) = Ern(f" (X)) = l@n(2) + @rn(f"(2)) = Pn(y) = @rn(f"(2))]
= |@n(2) —n(y)l < L
e note que f"(Fix(f")) N B(y,n,e) é (r — n,e)-separado se € é pequeno (de modo a ser

menor que uma constante de expansividade para f). Portanto,
1

B r(x)
I[,L%T(B(ya T, 6)) - SFIX— Z “
r <f7 QO) z€Fix (f7)NB(y,n,e)
S S’FIX; Z 6L+<Pn(y)+§07“*"(fn(z))
P9 e Prmtome)
1 n
< _elten) efronImE),
SEx(f,¢) -

z€Fix (fm)NB(y,n,e)
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Tomando o supremo do lado direito sobre todos os conjuntos (r — n, £)-separados,

temos que

1

T B T € S ~—6L+<p"(y)5’7“—n y Py E)-
:u%( (y )) Sflx(f, 90) (f ¥ )

Pelo Lema, 6.21,
1 1

< .
SE(Fe) = e

Pelo Lema, 6.20,
1
ST—n<f7 (p’ 6) S Ee(r—n)P‘

£

Combinando as trés ultimas desigualdades, vem que

1 1 el
A(B(y,n,e)) < —— Lton(y) _— (r-n)P _ enly)—nP _ B oen(y)—nP
lu“Pa ( (y n )) — dlerpe Ege dlEge e€
oL
onde B, = o Entao seja r = ng com k — oo. Como fi,,, — p na topologia fraca™ e
147

int(B(y,n,€)) é um conjunto aberto,
p(int(B(y,n,€))) < li}gn inf 1, (int(B(y,n,€))) < BoePr®=F, (6.12)
—00
Resulta das desigualdades (6.11) e (6.12) que

AP WP < (B(y,n,e)) < p(int(B(y,n,2¢))) < Bye?r WP 1= B epnW—nP

e portanto a desigualdade afirmada no Lema é verdadeira. O]

6.5 i é medida misturadora

Nesta secao, vamos comecar mostrando que p é parcialmente misturadora, isto é,

que o valor de p(P N f~™(Q)) ¢é limitado por multiplos de u(P)u(Q).

Lema 6.23. FEzistem constantes c; > 0 e co > 0 tais que

p(P)(Q) < Tininf (P 11 (@) < limsup (P 11 /(@) < op(Pp(@) (613)

para todos os conjuntos mensuraveis P, () C M.
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Demonstracao. Vamos demonstrar inicialmente a primeira desigualdade. Fixe algum e
pequeno de modo que 3¢ ¢ inferior a uma constante de expansividade de f. Sejam A e B
compactos com fronteira de medida nula e U, V' §-vizinhancas de A, B respectivamente

para algum 0 > 0. Por expansividade, existe N(9) tal que
d(x,y) < & sempre que d(f7(x), f’(y)) < € para todo |j| < N(6) (6.14)

(provamos isso na proposicao 6.3). Considere agora n > 2N (J) e quaisquer outros inteiros
s e t. Seja E; um conjunto (s, 3¢)-separado e E; um conjunto (¢, 3¢)-separado.

Defina os intervalos I; = [a;,b;] C Z para j = 1,2,3, 4 da seguinte forma

we-lg) nele

a2:b1+p(€) b2:a2+s
as = by + p(e) by =az+n

a4:bg +p(€) b4:a4—i—t.

Para cada z = (21, 22, 23, 24) em

0|3

FUElFix(m) N A) x B, x B (Fix(m) n B) x B,

usamos a propriedade de especificagdo (para os pontos x; = f~%(z;)) para encontrar
um ponto z = x(z) de modo que fHuPE) (z) = x e d(f¥H(x), f¥(z;)) < e para
0<k<bj—a;ej=1234. Agora afirmamos que x € U e que f%#E)(z) € V.
De fato, z; € f_L%J (Fix(f™) N A) implica que fL%J (z1) = f~*(z1) € A. Portanto,
para provar a primeira afirmacao, é suficiente mostrar que d(f7(x), f/(f~"(z))) < ¢
para todo [j| < N(§). Isto segue imediatamente de d(f“**(z), f*(z1)) < e para
0 <k < b —a; = n, pois reescrevendo d( f1+*(x), f¥(21)) = d(f T (x), fTF(f(21)))
e tomando j = a1 +k, vemos que a; < j < a; +n. Mas pela escolha de N(9), L%J < N(9).
Assim, a; < —N(0) < j < N(d) < a1 +n e vale d(f/(z), f(f~*(21))) < € para todo
|7] < N(6). Mas por (6.14), segue que d(zx, f~%(z1)) < J§. Como f~"(z) € Ae U é §-
vizinhanga de A, segue que x € U. A segunda afirmagao é provada de maneira semelhante:
f74(23) € BNFix(f*) e d(fo*(z), f¥(z3)) < e para 0 < k < b3 —az = n. Mas
reescrevendo d(f®VF(x), fF(z3)) = d(fatk(frrstE)(x)), frrE(f~%(23))) e tomando
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j = a1 + k, vemos que a; < j < a; +n. Mas pela escolha de N(J), \_%J < N(9).
Assim, a; < —N(6) < j < N(6) < a1 +n e vale d(fI(fm22E) (), f1(f4(23))) < ¢
para todo |j| < N(6). Mas por (6.14), segue que d(f"*+2P()(z), f~41(z)) < §. Como
f~%(z3) € B e V é 0-vizinhanca de B, segue que f7+s+%€)(z) € V.

Portanto, € U N f™=5=2P)(V) e, como F, e E, sdo respectivamente (s,3¢) e

(t,3¢) separados, a aplicacao x(-) é injetiva. Seja m := by —a; +p(e) = t+ s+ 2n+4p(e).

Entao
bys—a1+p(e) A
Pm(x(2)) = Z e(f(x(2)))
al-&j%_—l . b1+p(e)—1 ‘ asts—1 .
= > e(FPa)+ D o)+ D elf(«(2)
j=a1 j=b1 j=a2
ba+p(e)—1 as+n—1 ' b3+p(e)—1 .
+ > + Y e(PaN+ D e ()
J=b2 Jj=a3 Jj=bs
as+t—1 b4+P(€)—1 .
+ ) ¢ + Y elf(a(2)
Jj=a4 J=ba
Zso(fj(f‘”( (2)))) — p(E)l[ell + z_:so(fj(f”(w(@))) = p(e)llell
+ w(ff(f‘““’( (2)))) = pe)llell + Z p(f(f*(2(2))) = pe)llell
> on(21) = L+ @s(22) = L+ pnlz3) — L+ @u(21) — L — 4p(e) ][]
= ¢n(21) + @s(22) + @nlzs) + @i(21) — AL — 4p(e)||]|-
Consequentemente,

Z e (@(2)) > e 4L—4p(e)ll#ll Z e#n(z1) Z e“’"(z3)Ss(f, ©,3¢)S,(f, ¢, 3e). (6.15)

21 Z3

Como fr(fL3)(z)) = flEl(z) = fLEl(m(2)) = BN (2) = fo(21) = 2,
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resulta que ¢, (z1) = @n(fL%J (21)): de fato,

on(FL21(20) = (L3l () + - + (LB (20))
— o(fLBl )+ (=) + o (FPI () + - p(fF LI ()
= o(fBl )+ o ) + olz) + - o F LB ()
= @n(zl)'
Assim,

Z e‘Pn(Zl) — Z e‘#’n(zl)

21 aef L2l (Fix(fr)na)

— 3 eon(FLE (1))

#1821y erix(fr)na (6.16)

— Z e¥n (v)

yeFix(f")NA
= Mso,n(A)S}::iX(fa ©).

De modo analogo, provamos que

> ) = o (B)S(f ) (6.17)
Substituindo as equagdes (6.16) e (6.17) na equagao (6.15), temos
Y et > Oy (A) g (B) Sy (f, @) Ss(fo 0, 32)Si(f 0, 3¢). (6.18)
Agora,
Hom(U O f 7172200V = [SE(f, 0] > vl

z€Fix(fm)N(UNf—n—s=2p(e))

> [STE(f )] Z evm(@(2))

(6.19)

porque z(-) ¢é injetiva. Substituindo a equagao (6.18) em (6.19), e usando os Lemas 6.20,
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6.21, obtemos

pem© 070wy 2 LAy (315070305100, .52
> A e
(At B)
) O (At ).
b(d)*

onde b = e 4L~wEllell Definimos ¢; = e P Agora fixe s e n > N(0).

d2(D3€>2
Fazendo t — oo e tomando m = ny, temos que

(T O F7 2O V)) > msup g (U O f 2O (V) > eqppn(Apipn(B).

k—oo

Fazendo s — oo, temos que

liminf (U N f~

r—00

"(V) = cutipn(A)pn(B).

Finalmente, fazendo n — oo, temos que

hmlnfu(Uﬂ f ( )) = crlimsup gy n, (A) tp i, (B).

=00 k—00

Isto vale para quaisquer compactos A, B e quaisquer vizinhancas U D Ae V D B.
O lado direito converge para ciu(A)u(B). Fazendo § — 0, encontramos a primeira
desigualdade do Lema. Ressaltamos que é suficiente trabalhar com conjuntos compactos
com fronteira de medida nula pois estes aproximam qualquer conjunto mensuravel. Logo
a propriedade acima vale para quaisquer P, () mensuraveis.

Agora provemos a outra desigualdade de maneira similar. Para m = s+t +
2n + 4p(e) e x € Fix(f™) N AN fPE(B) existe tnico z(x) = (21,22,23,24) €
Fix(f™#)) x Fix(f"+7)) x Fix(f**7)) x Fix( ™), com d(f7(f*(x)), [/ (f*(z:))) < e

e0<j<b —a; prrai=1,2,3,4, onde

w=-3]  n=-[3)en
2 2
as = by + p(e) by =as+n
az = by + p(e) by = as + s
as = bs + p(e) by =ay +t.
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Cada z; é obtido aplicando a propriedade de especificacao para x nos intervalos

la1, a1 + n|, [ag, ay + nl, [ag, az + s, [a4, ay + t], a unicidade de z segue do fato de que o

conjunto dos pontos fixos é separado. Como na primeira parte da demonstracao desse

Lema,

d(f7(f%(x)), f7(f*(2))) < e para 0 < j < b; — a; e para i = 1,2, implica que

d(z,z1) < § e d(firar(fre@(x)), frra((fr7E)(z,))) < 8. Como z € Ae f*PE)(z) € B,

isto implica que z; € U e z, = f"*PE)(2,) € V. Além disso,

©m ()

bs—a1+p(e)
= Y i)
al"!jl_—l . b1+p(e)—1 . as+n—1 .
= Y e+ > elf@)+ D elfi()
Jj=a1 Jj=b1 Jj=az
ba+p(e)—1 az+s—1 ' bs+p(e)—1 '
+ Y@ + ) PN+ Y el @)
J=b2 j=a3 Jj=bs
aatt—1 ' batp(e)—1 |
+ Y PN+ ) elf ()
J=a4 Jj=ba
Z (FP(f" (a )))+p(€)||90||+Z_:sﬁ(fj(f“2($)))+p(€)||90||
AP @) + el + 3 el @) +pElel
<o

n(f(21)) + L4 on(f*(22)) + L+ @s(f*(23)) + L+ ([ (24)) + L + 4p(e) ||
Pn(

F(21) + en(f5(22)) + 0 (f*(23)) + e(f** (24)) + 4L + 4p(e) |l

(usamos que d(f7(f*(x)), f/(f*(2))) < ee0 < j < b —a; parai = 1,2,3,4 e que
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w € V(f)). Assim,

3 e#m(®) < % D A I SR )

z€Fix(fm)NANf~"—P()(B) z1€Fix(frtrENU zo€Fix(fntp(E))NV

Z e#s(£73(23)) Z Pt (f4(20))

23€Fix(f+7(©)) 24€Fix(f1+7()

% 3 ePnip(o)(F1 (1)) ) o) (72 (22))

z1€Fix(frtrE)NU 20 €Fix(fr+p())AV

Z e¥stp(e)([*3(23)) Z ePrip(e) ([ (21))

23 €Fix(fs+p(e)) 24 €Fix(ft+r(e))

= % Z e¥Pntpe)(#1) Z ePn+n(e)(22)

z1€Fix(frrE)nU z€Fix(frtrE)nV

5 eSos-s-p(s) (Z3) § €@t+p(6)(z4)

z3€Fix(fs+p(e)) 24 €Fix(ft+p(e))

1
S E Z €¢n+p(5>(21) Z egoner(s)(ZQ)Ss—s—p(E) (fa ©, E)St—s—p(s) (f7 ©, 8)'
Z1 z2

IN

onde b = e—4L—4p@E)llell Agora,
Z e¥nne)(21) — JT— (U)S,ijp 5)(f7 )
z1 €Fix(fnt+r()nU
e

Z ePr+ne)(72) — Hopn+p(e (V)Sg—lii(p 6)(f’ ?)-

2o €Fix(frtrE)NV

Resulta que

1[50 (f @)
b Sﬁfx(f,w)

Ss+p(€)(f7 @, g)SH-P(E) (fa 2 8)'

Lo m(AN fTPE(B)) < tgmp(e) (U ) Bpmip(e) (V)

Usando os Lemas 6.20 e 6.21, obtemos

—n—p(e 1 (d2)262(n+p(5))P 6(S+t)P

b d1 GmP

Mas s+t + 2n —m = —4p(e). Entao a estimativa acima é

d2)26—2p(a)P

—n—ple (
Hp,m (A N f B )(B)) < bd, (E )2 ,utp,ner(s)(U)#go,ner(s)(V)'
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<d2)26—2p(6)P

bd,(E.)?
m = ny, temos que

Definimos ¢, = Agora fixe n > N(J). Fazendo s, t — oo e tomando

N(A N fﬁnip(€)<B)) < h]ggolf Hp,ny, (A N fﬁsjn(B)) < CZNgo,n—i-p(e)(U)ugo,n-i-p(e)(V)'

Finalmente, fazendo n — oo, temos que

lim sup pu(AN f_"_p(a) (B)) < ¢ im sup fhe nytp(e) (U),u%nkﬂ,(a) (V)

n—00 k—o0

Isto vale para quaisquer compactos A, B e quaisquer vizinhancas U D Ae V D B.

O lado direito converge para cou(U)u(V). Fazendo § — 0, encontramos a segunda

desigualdade do Lema. O]

Com mais um pouco de esfor¢o, podemos mostrar que as desigualdades em (6.13)

implicam que a medida p é misturadora.

Lema 6.24. Se f for um homeomorfismo de um espagco métrico compacto M e p
uma medida Boreliana de probabilidade f-invariante, tal que para quaisquer conjuntos

Borelianos P, Q) as desigualdades em (6.13) valem, entao o sistema (f, ) € misturador.

Demonstra¢ao. Mostraremos inicialmente que, a inequagao do lado esquerdo em (6.13)
implica que o sistema (f x f,pu x p) é ergédico. Sejam A, B,C,D C M conjuntos
Borelianos. Entao

lim inf( x 2)((f % f)"(A x C) V(B x D)) = liminf[u(f"(A) N B)u(f"(C) 1 D)]

n—oo
> (e1)*W(A)u(B)u(C)u(D)
= (c1)* (e x ) (A x C)(p x p)(B x D).
A mesma desigualdade vale se trocarmos AxC' e B x D por unioes finitas e disjuntas

de produto de conjuntos. Uma vez que tais conjuntos aproximam cada P, () C M x M

mensuravel, temos que

lim inf (51 x p)((f x £)"(P) N Q) = (ex)*(u x 1) (P)(1 x 1)(Q),
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e f x f é ergddico com respeito a p x p. (se ndo fosse ergédico existiria P invariante
com 0 < (ux p)(P) < 1. Tome Q@ = M \ P, terfamos (u x p)((f x /)"(P)NQ) =
(ux u)(PNQ) =0, enquanto que (c1)?(p X p)(P)(p x 1)(Q) > 0 uma contradigao).
Agora, seja v a medida diagonal em M x M definida por v(E) = pu(m (ENA)),
onde A = {(z,z) :x € M} em : M x M — M é a projecao na primeira coordenada.
Considere também v, definida por v,(A x B) = u(f™(A) N B). A medida v, bem como
v, sao (f x f)-invariantes. De fato, é suficiente verificar isto para os retangulos porque

estes geram a o-dlgebra produto:

v((f x f)(Ax B)) =v(f(A) x f71(B))
=u(fH(A) N fH(B)) = u(ANB) =v(A x B)

v((f x /) "(A X B)) = va(f7H(A) x f71(B))
= u(f"H AN STHB)) = ul(f (A N B))
= u(f"(A) N B) = va(A X B).

Pela desigualdade do lado direito em (6.13), temos que

limsup v, (A x B) = limsup pu(f"(A) N B) < cou(A)u(B) = co(pp x p)(A x B)  (6.20)

n—o0 n—o0

Queremos mostrar que v,(A x B) converge para v(A x B). Seja n um ponto de
acumulacao qualquer da sequéncia v, na topologia fraca*. Se A, B C M sao conjuntos

abertos, entao

n(A x B) <liminfv,(A x B) <limsupv,(A x B) < cs(p x u)(A x B)

n—00 n—o00

por (6.20). Tomando unides finitas e disjuntas de produto de conjuntos abertos e
notando que estes conjuntos aproximam cada P C M x M mensuravel, deduzimos que
n(P) < co(pn x p)(P). Consequentemente, n é absolutamente continua com respeito a
px p. Uma vez que n é (f x f)-invariante e p x p é ergddica, usamos o Lema 2.7 e
concluimos que 7 = p X . Assim para quaisquer abertos A, B com p(0A) = pu(0B) =0,

temos

lim pu(f*(A) N B) = lim v, (A x B) = (u x u)(A x B) = u(A)u(B).

n—oo n—o0
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Concluimos, pelo Lema 5.18 que f é misturadora com respeito a . m

6.6 Conclusao da prova do Teorema 6.6

Lema 6.25. Se v € M (f) e P,(f,¢) = P(f,¢), entdo pn = v.

Demonstracao. Comegaremos provando que, se v é singular com respeito a u, entao
B(f,0) < P(f,9).

Suponha que v | p. Entdo existe um conjunto B C M (p + v)-mensuravel tal
que f(B) = B, u(B) = 0 e v(B) = 1. Para cada n > 1, definimos uma particdo &,
da seguinte forma. Primeiro fixe ¢ > 0 pequeno (de modo que 2e seja uma constante
de expansividade para f). Seja E, um conjunto (n,2¢)-separado maximal. Note que
B(z,n,e) N B(y,n,e) = 0 para z, y € E, com x # y, pois se existisse elemento nessa
intersegao, digamos z, terfamos que d(f?(z), f/(z)) < € e d(f?(2), f*(y)) < e para todo
0 < j < n. Consequentemente d(f?(y), f?(x)) < 2¢ para todo 0 < j < n e isto implica
que x = y, contradicdo. Mas sendo E,, um conjunto (n,2¢)-separado maximal, entao é
necessariamente (n, 2¢)-gerador de M, portanto, para todo a € M, existe x € E,, tal que
d(f(a), f/(x)) < 2e para todo 0 < j < n, ou seja, M C J,cp B(x,n,2e).

Escolha conjuntos borelianos P, tal que B(x,n,e) C P, C B(z,n,2¢) e &, =
{P, : x € E,} é uma partigao de M.

Agora diam f~ 5] (Z,) — 0 quando n — oo por expansividade. Nessas condigoes,
existem conjuntos C),, cada um formado pela uniao de elementos de &, de modo que
(/H—y)(f_L%J (Cr)AB) — 0 quando n — oo (veja o Teorema 2.4). Como B ¢é f-invariante,
(u+v)(C,LAB) — 0.

Como 2¢ é uma constante de expansividade para f, os iterados de &, por f"
geram a o-algebra de Borel e assim, pelo Corolario 3.13, h, (f") = h,(f", £,) < H,(Z,).
Assim h,(f) =n"th,(f") <n'H,(2,) e

n—1 n—1
1 1 , 1 ,
— nd = — ]d = — ]d — d
n/gp v n/;:()(pofu njgzo/goofy /gpu

porque v € M;(f). Agora, vamos supor por contradicao que P = P(f,») = P,(f, ).
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Entao

P = h,(f) +/godu < %[HV(,@”) +/<pndy]

e assim
nP < Z [—I/(Pm)logy(Px)—l—/ Ondv].
Pye2, Pr

Agora, ¢, < L+ ¢,(z) em P, porque ¢ € V(f) e x € E,. Assim

/PE ondv < L/m dv + / on(z)dv = Lu(P,) + on(x)v(P,)

nP < Y [=v(Py)logv(Py) + Lu(Py) + @n(2)v(Py)]

=L+ Y u(B)pala) —logr(P)] + Y w(P)lga(x) — logu(Py)].

Aplicando o Lema 5.26 a cada soma, obtemos
nP— L S V log ( Z e‘Pn(:E ) .y Cc) log ( Z eQOn(-'I?)>
P.CCh P,NCr=0
— v(Ch)logv(Cy) — v(Cy) log v(CY)

<v(C,)log ( Z e”"(l’)) + v(Cy,) log ( Z e‘””(x)> + 2K~
PoNCn=0

P,CCy NChp

onde K* = maxycp,1j(—tlogt). Rearranjando os termos,

—2K* — L < [v(C,) + v(C9))(—nP) + v(C,) log ( > e%@))

PyCCh
+1/(C’5)log< Z e“’"(’”))
0

PNCr=

<v(C,)log Z e“”"(r)_"P> + v(Cr) log ( Z e%(x)_”P)

PzCCn szcn:@

< v(C,)log Z A;M(B(x,n,e))) + v(C;) log ( Z A u(B(x n,e)))

P,CChp PrNCr=

<v(C,)log | AZ! Z ) +v(Cy) log (Aa_l Z M(P:c))

P,CCp P,NCr=0

< v(Cy)log (AZ1(C)) + v(Cr) log (AZ u(Cry)) -
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(usamos o Lema 6.22). Quando n — oo, v(C,) — 1 e u(C,) — 0, consequentemente,
v(Cy)log (AZTp(Cr)) — —oo e v(C8) log (A7 p(CS)) — 0. Isto contraria a desigualdade
acima. Portanto deve ser P,(f, ) < P(f, ).

Em geral, se v/ € M;(f), entdo v/ = av + (1 — a)/, onde v € M;(f) é singular
com respeito a p e p' € My(f) é absolutamente continua com respeito a u. Como p' e v

estao suportadas em conjuntos disjuntos,

Pu(f, ) = aP,(f ) + (1 —a)Pu(f,»). (6.21)

Suponha agora que P, (f,p) = P = P(f,¢). Nossa intencao é provar que v/ = p.
Ora, uma vez que v L pu, vale que P,(f,) < P. Mas, pelo principio variacional,

P,(f,o) < PePy(f,¢) <P eportanto, pela equacao (6.21)

P=P,(f,0)=abP,(f,¢) + (1 —a)Pu(f,¢) <P.

Com isso, concluimos que ou P,(f, ) = P ou @ = 0. Mas nao podemos ter P,(f,p) = P,
logo @ = 0 e temos v/ = i/ que é absolutamente continua com respeito a u. Como v/ é
invariante e u é invariante e ergddica, por ser misturadora, segue que v/ = p em virtude

do Lema 2.7. O

Do Lema anterior segue, em particular, que p é um estado de equilibrio, pois o
homeomorfismo com especificacdo admite algum estado de equilibrio (por expansividade)
e pelo Lema anterior este deve coincidir com p e além disso este é tnico. A prova do

Teorema 6.6 esta completa. O
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7 UM EXEMPLO DE
NAO UNICIDADE DO ESTADO
DE EQUILIBRIO

Nos capitulos 3, 4 e 5 foram exigidos algumas hipdteses sobre a regularidade do
potencial (¢ Holder ou ¢ € V(f)) para garantir a unicidade do estado de equilibrio. E
natural questionar se existem potenciais apenas continuos para os quais ocorrem ou nao
a unicidade. Essa pergunta for respondida positivamente por Hofbauer [4].

Neste capitulo, vamos descrever o exemplo dado por Hofbauer [4] da nao unicidade
do estado de equilibrio e alguns teoremas do artigo [4] sobre a condigao de Ruelle-Perron-
Frobenius e medidas homogéneas, estes tltimos serao citados sem a demonstragao, uma

vez que nosso foco é descrever o exemplo de nao unicidade do estado de equilibrio.

7.1 Descricao da familia de potenciais

Para estudarmos um exemplo onde nao ha unicidade no estado de equilibrio,

trabalharemos com potenciais especiais, os quais definiremos agora.
Definicao 7.1. Um cilindro é um conjunto do tipo
[m; X 2n] = {(Yi)ien € X4t 2 = yi para m <i < n}.

Defina My = SF\ [0;1] = X5\ {(zi)ien € X§ @ mo = 1}, ou seja, M,

é o conjunto de todas as sequéncias que nao comecam em 1. Para & > 0, defina



199

My, = {(z;)ienX} : zi = 1 para 0 < i < k—1e z # 1}. Entao os conjuntos My,
junto com a sequéncia {11 ---} formam uma partigdo de 3. Seja (a,) uma sequéncia de

nimeros reais com lima, = 0. Ponha sy = ag+ -+ - + a;. Defina g € C(X) por
9((xn)n) = ax para (z,), € My e g({11---}) =0 (7.1)

Enfatizamos que a fun¢do g é continua (pois é constante em cilindros M, e se
(Xn)n — {11---}, entdo g((xn)n) = ar — 0 = g({11---}) mas pode nado ser Hélder. De

fato, considere a sequéncia

2
ar = —3log <k:—+1> para k > 1.

Note que para todo 6 > 0,

l9((2)a) — g({11--- 1) _ 3log (53)
d((n)a, {11--- 1) L

— +00 quando k — oo (7.2)
20k

quando (x,), € M. (O denominador na férmula (7.2) vem da métrica que usamos no

exemplo 4.2 e a conclusao que este limite vai a infinito resulta da aplicacao da regra de

L’ Hospital duas vezes).

7.2 A condicao de Ruelle-Perron-Frobenius e

medidas homogéneas

Denotaremos por ¥} o conjunto das sequéncias (x,), = {z;}22, € {1,2,-- ,n}¥ =
Y5 que sdo A-admissiveis e o : X§ — X7 o deslocamento unilateral de tipo finito
associado a A. Denotaremos M(X%) como o conjunto das medidas de probabilidade em
Y4 e M,+(2}) € M(E}) como o conjunto das medidas de probabilidade em X que sao
of-invariantes. Para cada ¢ € C(X}), onde C(X¥) denota o espago de todas as funcoes
continuas ¢ : ¥ — R com a norma do supremo ||-||, definimos o operador de transferéncia

L=L,:C(X}) = C(X}) por

Lg(Yn)n) = ‘C¢g((yn)n) = Z e(z)((x")n)g((xn)n)‘ (7.3)

($n)n€(aj)71 ((yn)n)
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Definicao 7.2. Dizemos que ¢ satisfaz a condigao de Ruelle-Perron-Frobenius se
existe A > 0, h € C(X}) com h > 0 e v € M(X}) satisfazendo Lh = Ah, L*v = v,
[hdv=1e

lim [[A\""L™g — h/gdl/|| =0 para toda g€ C(X}).

m—0o0
A medida p definida por p = [ hgdv serd chamada de medida de Ruelle-Perron-

Frobenius

Provamos na secio 4.2 que se p € F4N C(XY), entao satisfaz a condigiao de Ruelle-
Perron-Frobenius e 1 = hv é o tnico estado de equilibrio para ¢. Isto é generalizado com

o seguinte Teorema.

Teorema 7.3 (Hofbauer). Seja ¢ satisfazendo a condi¢iao de Ruelle-Perron-Frobenius.

Entao pn = hv é o unico estado de equilibrio para .

Demonstracao. Veja Hofbauer [4]. O
1
Teorema 7.4. Se ) . e > ( )’ entdo g satisfaz a condi¢cao de Ruelle-Perron-
n _—
Frobenius.
Demonstracao. Veja Hofbauer [4]. O

Observe que, se o potencial g em (7.1) estd definido em C(X7), entao a condigao

1
do Teorema 7.4 é >~77 e > -7 =1

Definigao 7.5. Dizemos que g admite uma medida homogénea u € MJX(Z;E) se

existem c¢q, co > 0 e A > 0 tal que

p([05 g - - - 1)) pu([05 o - - - T—1])
N (P TIPS v (o Py R (74)

para cada (z,), € X para cada m > 0.

Repare que essa definicao é equivalente a definicao de estado de Gibbs.

Teorema 7.6. A funcao g definida em (7.1) tem uma medida homogénea se, e somente

oo g
sey o0k € convergente.

Demonstracao. Veja Hofbauer [4]. O
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7.3 0g11..y € um estado de equilibrio para g

Mostraremos agora que as fungoes g, que definimos em (7.1) dao exemplos de néao
unicidade do estado de equilibrio. Isto de certa forma poderia ser esperado, uma vez que
ela nao é Holder. Ao longo desta segao, consideraremos g € C(X3) = C({1,2}").

Veremos que sob a condicao ZZOZO e’ < 1, a medida dgq7..; ¢ um estado de

equilibrio para g.
Lema 7.7. Se >_.° e <1, entdo a pressao P(c},g) <O0.
Demonstracao. Veja Hofbauer [4]. O

Teorema 7.8. Se > [~ e < 1, entdo dp111..y € um estado de equilibrio para g. (aqui,

dp111.-y € a medida de Dirac suportada na sequéncia composta toda de 1's.)

Demonstragdo. Primeiro note que [ gddpr..; = g({111---}) = 0 e que a entropia
métrica hg{mm}(a;;) ¢ nula: de fato a medida dy11;...; s6 assume os valores 0 ou 1. Temos
que & = {[0;1],]0;2]} é uma particdo geradora. Entao a partigao &" é formada pelos
cilindros [0, z¢ - - - x,] com x; = 1,2 e 0 < i < n. Dal

h‘;{lll }<UA) h5{111 }(UAW@)

1 .

o1
= lim — Z —(5{111...}([])0 tee .Tn]) lOg (5{111...}([.’170 tee an

n n B
[xo--xn]EP™
Mas o termo dentro do somatério da iltima equagao é sempre zero, (as possibilidades sao:
1log(1) e lim, o —xlog(z)). Portanto hs,,, ,(0%) = 0 como afirmado.

Pelo Lema 7.7 temos que
P(GX,g) <0= h6{1114,4}(01§) + /9d5{111---}-
Por outro lado,
P(o}9) = () + [ gdu (7.5)

para toda p € M (X 2). Em particular P(oy,9) > hs,,,.,(04) + [gddgn..y e
consequentemente P(c},g) = h(;{mm}(cr;{) + [ gddgnr...y. O
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7.4 Outro estado de equilibrio para g

Lema 7.9. Sejam ¢, (¢n), € C(X5) com @, — ¢ quando n — oo e seja pi, um estado
de equilibrio para ¢,. Como MUX (X3) € um espago métrico compacto com a topologia
fraca*, existe uma subsequéncia convergente (fu,); de pu,. Entdo p = lim; o ft,, € um

estado de equilibrio para ¢.

Demonstracao. Comegamos provando a seguinte afirmacao: A fungao pressao é Lipschitz,

com constante de Lipschitz igual a 1:

[P(f,0) = P(f,¥)] < l¢ — ¢ (7.6)

para quaisquer potenciais ¢ e 1. A demonstracao desse fato é observar que ¢ <

¥ + ||¢ — ||. Logo, pelas equagoes (3.55) e (3.54) da observacao 3.53, temos P(f,¢) <
P(f,¥)+]|¢—1||. Trocando os papéis de ¢ e 1) obtemos a outra desigualdade. Aplicando

isto ao nosso caso, temos

P(oy,p) = lim P(c},¢n)

n—oo
= lim (hun(UZ) + / sondun>
n—oo
< Jin (o, )+ [ i)+ il — (7.7

= lim h,, (o})+ lim /(pd,uni
v 1—+00

< hu(UXH/sodu-

A primeira desigualdade de (7.7) vem de utilizar (7.6) para os potenciais ¢ e @, a
igualdade que vem em seguida ocorre porque lim,, , ||on—¢|| = 0 e a tltima desigualdade
ocorre porque lim; o hy, (04) < hy(o}) uma vez que p — hy,(oy) é semicontinua
superiormente. (Veja o Teorema 3.20.)

Agora, como P(c},¢) > hu(c}) + [ ¢du para toda p € MUX(EZF), segue que

P(o},¢) = hu(c}) + [ pdu e isto finaliza a prova do Lema. O

Lema 7.10. Seja u, € MUX(E;) e suponha que im,, o p,([0; 20 - - zpm_1]) existe para

cada cilindro [0;xo - - Tym—1]. Entdo w, converge na topologia fraca® para p € M+ (=3),
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a qual € unicamente determinada por
00+ wma]) = Tm g (050 - 2 1))
O principal Teorema deste capitulo é o seguinte.

Teorema 7.11 (Exemplo de nao unicidade do estado de equilibrio). Suponha que
g € a fungao que definimos em (7.1) satisfazendo

o

Zes’“ =1ce Z(k +1)e* =u™! < oo (7.8)
k=0 k=0

Entao g tem dois estados de equilibrio.

Demonstragao. Ja vimos que dy11;...} ¢ um estado de equilibrio para g, logo nosso objetivo
serd descrever a construcao de um estado de equilibrio distinto para g.

Para um bloco dado xg---x,,—1 # 11---1 escolha t tal que zg =---=x, 1 =1¢e
ry=2ertalquex,_1 =2ex, = -+ =2x,_1=1. Mostraremos que a medida p definida
por

o0
(05 g - - - Tpyy]) = hledr(@oar—22-) Z e’ para [0;20- - Tpm_q] # [0;11--- 1]
. e (7.9)
p((0;11---1]) = w Y (i —m+ 1)e™,

onde ht = ue=* "% ¢%, u & definido em (7.8) e e9(@o-ar22+) = (T (@) wor-zr32-))
¢ um estado de equilibrio para g.
Comecaremos observando que p realmente define uma medida. De fato, como os

cilindros geram a o-algebra de X7 e como
[ T+ =+ T = [N T+ -+ Ty 1] U [ Xy - - T, 2

¢ uma uniao disjunta, é suficiente verificar que definicao da medida de cada cilindro
é [m;xy, -z, é compativel com as definigdes das medidas dos seus subcilindros, no
sentido de que p([m; @, - - xy]) = p([m; Tpm - - 0, 1)) + p((m; T - - - 0, 2]). De forma
ainda mais simples, verificaremos isso para os cilindros que tém termo inicial na posicao

0. Isso é possivel porque os cilindros [m; x,, - - - x,,] sdo unides finitas de cilindros que tém
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termo inicial na posi¢do 0. Comecemos com um cilindro [0;zg - Zp_1] # [0;11---1].
Temos que [0;x0- - Tpm_1] = [0;20"+ Tpp1, 1] U [0; 20 2pm_1,2] € 0 t tal que 2, = 2 €
ro=---=1x;_1 = 1 para o cilindro do lado esquerdo é o mesmo para os dois cilindros do
lado direito. Assim nao h' é constante nesse caso. Entao

pw([0; 20+ Tpa]) = Rtedr(@orar—22-) Z e%i

i=m-—r
0o

(050 -y, 1]) = Bleroaesz) 57 g (7.10)

i=m+1-—r
()

H([0: 20~ 2y, 2]) = letmrirem12) § g  pfeomnsauamoiz)
1=0

A tnica alteragao na equagao da segunda linha é que o somatério parte de m+1—r
uma vez que o cilindro aumentou em uma unidade seu comprimento. O r nesse caso se
manteve o mesmo. Por isso a expressao de g, é a mesma da primeira linha. Porém na
segunda linha, a principal alteragao é que " = m+1 (' no lugar de r na defini¢ao (7.9)),
pois é na posicao m que o ultimo digito 2 do cilindro aparece. Dai a soma parte de 0,

oo

porque esse cilindro também tem comprimento m + 1 e por (7.8) > e* = 1. Agora,

Notamos que

gm+1(x0 .. .xm_12. . ) = gr(2o-- .:L'm_12. . ) _’_g(m_i_l)_r((o-Z)T(a?O . .xm_12. . ))

(
:gT‘(IO"'xT—22 )_|_gm1 (111...2...)
ot (7.11)
= gr(@o- - 2p92--+) Fag+ay+ -+ an
= gr(To- Tr 22+ ) + S
(o

Chamamos atengao aos seguintes detalhes: (0})"(zo - Tp_12--+) = 111---2--- porque
Ty =Ty =1e gy (111---2--+) =ag+ -+ + a,, porque g((c})(111---2---)) =
9((Yn)n) com (ypn)n € M,,—; para 0 < j < m. Entao juntando (7.11) a terceira equacao
de (7.10), temos

(05201, 2]) = B2 )i,

Agora é s6 observar que somando isto a segunda equacao de (7.10), obtemos a primeira
equagao de (7.10).

Analogamente, escreva [0;1---1] = [0;1---1,1]U[0;1---1,2], onde o cilindro do

lado esquerdo tem comprimento m e os do lado direito comprimento m + 1. Queremos
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mostrar que nesse caso p([0;11---1]) = p([0;11---11]) 4+ w([0; 11 - - - 12]). Note que

pl0; 11 1)) = w (i —m+1)e™,

>

7

M 2

p([0;11---11]) = u (i —m)e* :uZ(i—m)esi,

i=m+1
p([0;11---12]) = ue®m Z eSiggm+1(l-12:) Z e =u Z e’
i=m =0 i=m

porque nesse caso, t =m e r —1 = m. Isto mostra que p([0;11---1]) = p([0;11---11]) +
p([0; 11 -+ 12]) como desejavamos. Logo a medida é aditiva.

Para usar o Lema 7.9, vamos verificar que p é um limite de estados de equilibrio.

Considere g, definida por:

In((2)r) = g((x1)k) pPara (wx)r & Mo,
gn((zr)) = aén) para (zy)r € My, onde agn) — ag, aén) > ag e aén) > aénH) YV n.

(7.12)

Entao ) ;- et > 1, onde s,(gn) = aén)+a1+- --4ay. Consequentemente, g, satisfaz
a condi¢ao de Ruelle-Perron-Frobenius pelo Teorema 7.4. Pelo Teorema 7.3 w, = v,h, é
um estado de equilibrio para g,, onde v, e h, sao como na condi¢ao de Ruelle-Perron-
Frobenius para g,. O leitor poderd observar em [4] que a autofungao h, construida no
Teorema 7.4 é da seguinte forma:

o0

B ((z3)5) = u™ v (M)~ ZV(Ml) = h! para (z), € M;,

1=t

ha({11--- 1) =u™ Y AT,
=0

1
TR V(M)

u™
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Note que h,, é constante em [0;x¢ - - - Zp,—1] 7 [0; 11 - - - 1]. Assim,

Mn<[0; To-- ~SL‘m,1]) = /hn<§)X[0;zo~"$m1](§)dyn
:hZ/X[OxO o — 1]( )an

— A / £ (Xosayna)) (2)d0

_ gt y—r (gn)r (Yo - yr—12)
_hn)\”/ Z e dn/ridoTir= X[O;wommmfﬂ(yo yr,lg)an (7.13)

Yo Yr—1

= Rt T elon)r(@omwr—22- /X[Ol‘r am](2)dVy,

—ht)\ 69”) 20w Tr—22- [01 1 an

o0
—ht)\ egn) 20 Tp_22- EV”

i=m—r

Aqui z é uma sequéncia em X5, rtal que z,_; =2 ez, = -+ = ;1 = 1. Além
-2 2

disso
pn (0511 - Z (1 —m+ 1) (M;).

i=m

De fato, notando que v, ({111---}) =0,

pn ([0; 11 -+ 1]) = pn ([0; 11+ - 12]) + g ([0; 11+ 112]) + - - -

_ Z hr)\ r— 1 gn)r+1(w0 Tr—2e ZVH(MZ)
3 (7.14)

_ Zu Vn ZV’n )\ r—1 edrtar—1+- +aé").
Note que em geral, sdo vélidas as seguintes igualdades para v € M(X1):
wdte) = [ xandow) =[x

= /EXMOCZV (7‘15)

= /Zeg(iz)XMo (iz)dv = (n — 1)e®
i=1
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W) = [xandOw) = [xand(ew)

= /£XMde

= /Zeg(iz)XMk(ZZ)dV
i=1

= / > e (2)dy = e / Xt (2)dv = e (M)
=1

(7.16)

onde z é uma sequéncia em %7. Fazendo indugao na relacao (7.16) para v, e juntando

com (7.15) para n = 2, temos que

Vn(MT) — )\_T_lear+aT—1+"‘+aén>
n .
Substituindo isso em (7.14), temos

[e.e]

pn([03 11 1]) = > " uly, (M) (M) Y v (M)

— ™ i i Vn (M)

r=m i=r
00

) Z(@ —m + 1), (M;)

i=m
como querfamos provar.

Pelo Lema 7.10 ¢é suficiente mostrar que f,([0; x¢ - - zpm-1]) — w([0; 20 Tm_1]).
Faremos isso abaixo.

Defina

00
f(l’) _ ZesixiJrl e
=0

N
folx) =) e 2t

=0

2w
_ Z et Farteagitl
i=0

')
(n)_ o (n)_
— eao ag E eao+a1+ +a1xz+1 — €a0 aOf(ZL‘).

=0
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Entao f e f, s@o estritamente crescentes em [0,1], f(1) = > e =1e A, é

unicamente determinado por f, (A1) = 1.

Temos que f,, > fn,11 porque a(()n) > a(()n+1). Isto implica que A\, > A\,41 > 1. Fixe

¢ < 1. Entao existe N com f,(c) = e _“Of( ) < 1 para cada n > N (como f(c) < 1,

escolha N tal que ]a((]") — ap| < log para cada n > N). Portanto, uma vez que f,

1
f(c)
é crescente, \, < ¢ ! para cada n < N. Isto significa que A\, — 1 quando n — oo.

Note que

Ann(Mg) = /ﬁ(xMo)dz/n = /Zeg" 2y (i2)dy, = 9Dy, (D) = e ag”. (7.17)

=1

Antn(My) = /E(XMk)an = /Ze"" Dy, (iz)dvy,

(7.18)
:eg(lz)/XMk (2)dv, = e v, (My_q).
Juntando as equagoes (7.17) e (7.18), obtemos
vn(M;) = /\;z’—1€s§. : =\ Leaf"—a0gsi _y o5 quando n — oo. (7.19)

Assim,
Z v (M;) = " a0 Z A lest — Z e’ quando n — oo. (7.20)
1=t 1=t
pelo Teorema de Abel para série de poténcias.

Usando (7.19) e o Teorema de Abel para série de poténcias

[e.9]

S = (M) = 70 S0 - g DA

i=m i=t

— Z(z —m+1)e* quando n — oo.
Em particular, quando m = 0,

o0 oo 1
1 n i) —7 4+ 1)e” = — d — .
2:; i+ Dy (M) Z(z + 1)e . dquandon — oo
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(a ultima igualdade por 7.8). Consequentemente u™ — u, quando n — co. Segue disso,

junto com (7.19) e (7.20) que

o0
At = ul™ (v, (M) Z V(M) — ue™* Z e’ = h' quando n — oo.

=t

Por fim, note que

(gn)'r'(l‘o o .. I‘T_QQ Y ) = K[a(()n) _ ao] _I_ gT(:L‘O PO x']‘—22 .. )

— gr(zo -2 92--+) quando n — oo

onde K ¢ a quantidade de digitos 2 que aparece no bloco zg -2, 22 --

Assim fica provado que p,([0; 20 - xpm—1]) — w([0;20 - ;m—1]). Pelo Lema 7.10
(tn — i na topologia fraca*. Pelo Lema 7.9 p é um estado de equilibrio para g. que satisfaz
as condicoes da equacao (7.8). Mas para essa mesma g com »_ ;- e =1, §fq...} é um
estado de equilibrio conforme o Teorema 7.8 e p1 # df111...3, porque 0 = p({111---}) #

dp111..3({111--- }) = 1. Consequentemente o Teorema esta provado. ]

7.5 Um exemplo explicito

Por fim, explicitamos um potencial g que atende as condigoes da equagao (7.8).

Precisamos exibir uma sequéncia (ay), de ntimeros reais satisfazendo
(a) (ag)r — O;
(b) Tigen =1
(c) Sortolk+ 1)er < oo.

Escolha

k+2
ap = —3log (k—::_—l) para k > 1

—log <1 + Z ea1—i—~-~—i—ak> )

k=1
De fato:
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k+2
(a) Segue de log (k—j——l> — 0;

b OOZ eSk — g0 4 0o OO: edittar — oao (1 + Z‘X’: €a1+-~+ak) = eWe % = 1;
k=0 k=1 k=1

(€) ook +1)ess <ew +3 7 (k+1)(k+2)3 < .



1]
2]
3]
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