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RESUMO

Consideramos o estudo da equagao de calor semilinear escalar u; — Au = f(u), onde
f :[0,00) — [0,00) é uma fungao continua e ndo decrescente, mas nao precisa ser
convexo nem verifique qualquer condi¢ao do tipo lipschitz. Caracterizamos completamente
as fungoes f para as quais a equagao tem uma solugao local limitada no espag L4(2) para
toda condicdo inicial ndo negativa ug € L4(Q2), quando © C R?¢ é um dominio limitado
com condigoes de frontera de Dirichlet. Para ¢ € (1, 00) isso é verdadeiro se, e somente
se, limsup, . s~1+24/9 f(s) < 0o; e para ¢ = 1 se e somente se [[° s~ 1+ [F(s)ds < oo,

onde F(s) = sup f(t)/t. Isso mostra pela primeira vez a importancia da nao linearidade do
1<t<s

modelo clasico f(u) = u'+?9/? é verdadeiramente o “caso limite” quando ¢ € (1, 00), mas
nao é verdade quando assumimos o valor ¢ = 1 . Os mesmos resultados de caracterizagao
para o caso limitado sdo validos para a equacdo colocada em todo o espaco R%, sem a

condi¢ao de contorno de Dirichlet, assumindo a condicao adicional limsup,_,, f(s)/s < oco.

Palavras-chave: Equagao de calor semilinear. Problema com Dirichlet. Existéncia local.

Nao existencia. Explosao instantanea. Dirichlet kernel de calor.



ABSTRACT

We consider the semilinear scalar heat equation u; — Au = f(u), where f : [0,00) —
[0, 00) is a continuous and non-decreasing function, but it does not need to be a convex
function. We characterise completely those functions f for which the equation has a
local bounded solution in the space L4(£2) for every non-negative initial data uy € L?(S2),
when ©Q C R? is a bounded domain with Dirichlet boundary conditions. For q € (1,00)
this holds if and only if limsup,_,. s~ 1299 f(s) < oo; and for ¢ = 1 if and only if
[ s~ (2 P(5)ds < oo, where F(s) = sup f(t)/t. This show for the first time that the

142¢/d jg truly_the “boundary case” when ¢ € (1,00), but that

nonlinearity model f(u) =u
this is not true when we assume ¢ = 1. The same characterisation results for the bounded
case hold for the equation posed on the whole space R¢, without the Dirichlet boundary

conditions, assuming the additional condition lim, o f(s)/s < oo.

Keywords: Semilinear heat equation. Dirichlet problem. Local existence. Non-existence.

Instantaneous blow-up. Dirichlet heat kernel.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho trata da existéncia local de solugoes da equacao de calor semilinear escalar

ur — Au= f(u), u(0)=1wuy>0, (1.1)

em todo o espaco R? e em dominios limitados suaves 2 C R? com condicoes de
contorno de Dirichlet, quando uy € L9(2),1 < ¢ < co. Durante e sem perda de generalidade,
assumimos que €2 contém a origem. Fornecemos uma solugao completa para o problema
classico de caracterizar as fungoes f para as quais (1.1) possui uma solucao local limitada
em L7()) para todos os dados iniciais ndo negativos em L9({2). Talvez seja surpreendente
que esses resultados ainda nao estejam disponiveis na literatura, mas nao estao; nem
nossas caracterizagoes seguem o que foi provado anteriormente sobre (1.1). De fato, a
maioria dos resultados anteriores se concentra na nao linearidade especifica f(u) = u?
,com tratamentos mais gerais assumindo que f é convexo. Nao impomos restricoes nesse

artigo, exigindo apenas que f : [0, 00) — [0, 00) seja continuo e nao-decrescente.

A principal contribuicdo deste trabalho é identificar a caracterizacao correta para
o caso ¢ > 1 e g = 1. Dadas as premissas “corretas” sobre f, os métodos de prova de
existéncia/nao-existéncia nao sao dificeis, mas ainda requerem algum cuidado. Os resultados
da inexisténcia dependem de limites inferiores no nicleo de calor e, em particular em
limites inferiores para a acdo do semigrupo de calor em condicOes iniciais iguais a funcgao
caracteristica de uma bola. De uma maneira muito imprecisa, eles mostram que, para
g > 1, a equagdo do modelo com f(u) = uP “conta toda a histéria”, mas esse nao é

decididamente o caso quando g = 1.

A localizacao local de (1.1) para dados suaves se enquadra no escopo da teoria padrao
de equagoes parabdlicas que remonta a meio século (LADYZENSKAJA; SOLONNIKOV;
URAL’CEVA, 1968). No inicio dos anos 80, a teoria da boa postura foi estendida por
(WEISSLER, 1979; WEISSLER, 1980a; WEISSLER, 1981) incluir dados iniciais em espagos
de Lebesgue, com um termo de origem local de Lipschitz f satisfying a Lipschitz bound of

the form
(@) = f()] < Clu= |1+ [ul”™" + [o]"™) (1.2)
fornecendo condigbes suficientes para a existéncia local (e singularidade).

Em particular, nesses trabalhos e em muitos trabalhos subsequentes, a atencao
foi quase exclusivamente focada no modelo canonico com f(u) = |u[P"lu introduzido
por Fujita (1966). Por essa nao linearidade especifica, dada a g € (1,00), os resultados
pioneiros de (WEISSLER, 1979; WEISSLER, 1980a; WEISSLER, 1981), juntamente com

os de Giga (1986) e Brezis e Cazenave (1996), identificam um expoente critico px = 1+ 2



Capitulo 1. Introdugdo 8

de tal modo que (1.1) com f satisfatorio (1.2) esta localmente bem posicionado em L? se
e apenas se p < px; para p > px pode-se encontrar dados iniciais em L? para o qual nao
ha solucao local. Enquanto por ¢ > 1 a equacao é bem comportada quando p = px, para o
caso ¢ = 1 Celik e Zhou (2003) mostraram que, para o expoente critico px = 1+ % tem L!

dados iniciais para os quais nao hé solugdo (resolugao de um problema apresentado em

(BREZIS; CAZENAVE, 1996)).

Essa teoria foi estendida de varias maneiras. Uma direcao natural era estender a
teoria para classes de dados mais fracas (por exemplo, condigdes iniciais com valor de
medida), ver Brézis e Friedman (1981), por exemplo. Nesse sentido, Baras e Pierre (1985)
obtiveram uma condi¢ao necessaria e suficiente na condicao inicial para a existéncia local

de solugoes quando f é convexo.

Uma segunda direcao se concentra na explosao de tempo finito versus a existéncia
global. Na maioria dessas andlises, a forma particular da nao linearidade Fujita f(u) =
|u|P~u ou uma suposigao de convexidade relacionada desempenha um papel crucial, veja
por exemplo [1, 4, 7, 8,9, 12, 17]. Por exemplo, a homogeneidade de u? facilita o uso
de solugoes de similaridade - essa invariancia em escala também torna transparente o
papel do expoente critico, enquanto que para um processo convexo geral f pode-se usar a
desigualdade de Jensen. Observe que nao consideramos a explosdao em tempo finito aqui,

mas a inexisténcia local, ou seja, “explosao imediata” em algum sentido.

No entanto, a maioria desses resultados se decompode se considerarmos apenas que
f é monotonico. Nesse caso, para descrever completamente as condigoes de f garantindo
que uma condicao inicial em LY se surgir uma solucao local, precisamos entender melhor
o delicado equilibrio entre a acao de suavizagao do fluxo de calor e o efeito inverso da
fonte crescente. Neste artigo, fornecemos, para cada ¢ € [1,00), uma caracterizacao precisa
daqueles f para o qual a equagao (1.1) tem solugoes locais delimitadas em L9(2) para
todos os dados iniciais nao negativos ug € L9(€2). Observe que isso inclui o estojo delicado

qg=1.

Primeiro, mostramos que para g € [1,00), e se
lim sup s_(HQ?q)f(s) = 00 (1.3)

entdo existe um nao negativo ug € L9(€2) para qual equagao (1.1) ndo possui uma solucao
local delimitada em L9(f2). Desde a existéncia de um limite finito em (1.3) implica que
f(s) <C (1 + SH_%Z) por alguma constante C', monotonicidade de solugdes juntamente
com resultados cldssicos para (1.4) yields local produz existéncia local neste caso para
q € (1,00). Segue (ver Teorema (3.2) essa equacao (1.1) tem pelo menos um local L4

solucao vinculada a todos os aspectos nao negativos ug € LI(€)) se e apenas se

lim sup 3_(”27?) < 00.

§—00



Capitulo 1. Introdugdo 9

A “moral” disso é que, para g € (1,00), o problema do modelo com f(s) = s? em certo
sentido, conta toda a historia, uma vez que o caso critico reside precisamente na fronteira
entre existéncia / nao existéncia local. (Essa ideia talvez sempre tenha sido implicita nas

discussoes da literatura, mas nao teve uma prova rigorosa até agora.)

O caso ¢ = 1 é mais delicado e é conhecido por ser significativamente mais desafiador.

Como observado acima, Celik e Zhou [6] mostraram que para a equagao candnica
up — Au = uP (1.4)

com p = px = 1 + 2 existem dados iniciais ndo negativos em L'(R?) e L*(2) para o qual
nao hé solugao local. Pode-se, portanto, supor que, para ¢ = 1 a condi¢ao em (1.3) can ser
enfraquecido para

lim sup s_<1+27q)f(s) >0

(ou seja, o limite é finito, mas estritamente positivo) e ainda garante a inexisténcia de alguns
dados nao negativos uy € L*(Q2). De fato, significativamente mais é verdade: mostramos

que a condi¢ao
s U () = o0
k=1

para alguma sequéncia tal que sy > 6s,(6 > 1) é suficiente para um resultado inexistente.
Em particular, se f satisfaca esta condigdo, existem dados nao negativos em L'(Q) para o

qual ndo h4 solucio com u(t) € L'(Q) para qualquer ¢t > 0.

Para qualquer particular f essa condicao de série divergente parece dificil de verificar

na pratica, entao mostramos que ¢é equivalente a condigao integral

/OO 3_(1+%>F(s)ds =00, onde F(s)= sup M (1.5)
1 1<t<s b

Notavelmente, se a integral em (1.5) é finito, entdo uma versao de um argumento devido a
Sierzega [20] garante a existéncia local de um L' solugao vinculada a todos os aspectos
nao negativos uy € L'(€) (de fato, a solucao estd em L>®(Q)) para cada t > 0). Como
conseqiiéncia, obtemos nosso segundo resultado principal (Corolario (3.3)), ou seja, essa
equagao ((1.1) tem pelo menos um local L' solucao vinculada a todos os aspectos nao

negativos ug € L'({2) se e apenas se
oo t
/ 3_(1+%>F(s)ds < oo, onde F(s)= sup f§f>
1

Aqui a “moral” é que o problema do modelo nao conte a histéria toda.

Observamos aqui que nao tratamos a questao da singularidade neste papel, mas
concentre-se apenas na existéncia local. Por esse motivo, nao exigimos nenhuma suposicao
do tipo Lipschitz em f (tal como (1.2)).
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O artigo esta organizado da seguinte forma. Na Secao 2, provamos alguns limites
inferiores preliminares em solugoes da equacao do calor para uma condicao inicial que é
a funcao caracteristica de uma bola; essas sao as principais estimativas que usamos em
nossas provas. A secao 3 contém os resultados para ¢ > 1, com a Sec¢ao 4 tratando ¢ = 1.
Na Secao 5, discutimos o problema colocado em todo o espago e em um dominio limitado
com as condicoes de contorno de Neumann, e terminamos com uma breve recapitulacao e

discussao de problemas em aberto.
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2 PRELIMINARES

2.1 Espacos L?

Definicao 2.1. Sejam Q C RY um subconjunto aberto e p € R com 1 < p < 0o. Definimos

o seguinte conjunto,
LP(Q) ={f: Q= R; f € mensurdvel e |f|P € integrdvel }.

Este espago equipado com sequinte norma

Il = 151 = [ [ rra]

¢ um espaco de Banach.

No caso p = oo, definimos o sequinte conjunto
L>®(Q)={f:Q = R; f é mensurqvel e essencialmente limitadas em )}.

Este espagco munido com a sequinte norma

[l = [ flloc = sup esszealu(z)].
¢ um espaco de Banach.

Teorema 2.1 (Teorema da Convergéncia Mondtona). Seja {f,}nen uma sequéncia em
LY () tal que fo(x) < foi1(x) em quase todo ponto de Q e sup,, [o fn < 00, entdo fn(x)
converge para f(z) para quase todo ponto em Q. Aém disso, f € L*(Q) e lim, o [o | fz) —
f(x)|dx = 0.

Teorema 2.2 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja {f,}nen uma sequéncia em
LY(Q) tal que fn.(x) — f(x), quando n — oo, em quase todo ponto em (), e existe uma
fungio g que pertence a L*(Q) tal que | f,(z)| < g(x) em quase todo ponto de §) e para
todon € N, entdo f € LY(Q) e lim, o0 [ |f(x) — f(z)|dz = 0.

Definicao 2.2. Seja 1 < p < oo. Denotamos por L}, () o conjunto das fungoes u : 2 — R
tais que u|x € LP(K) para todo compacto K C €.

Sejam I um intervalo na reta e X um espaco de Banach com a norma || - || x.

Defini¢ao 2.3. Seja p € [1,00] e I um intervalo da reta. Definimos por LP(I,X) o
conjunto de todas as fungoes mensuraveis f : I — X tais que a fungio t — || f(t)]x

pertence a LP(I).
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Para f € LP(I,X), definimos no caso 1 < p < o0

Il = [0} "

No caso p = oo definimos

[ fllze(r,x) = supess|| f(t)||x-
tel

Denotamos por:

(i) C*(I,X), o espaco formado pelas funcdes que sdo k vezes continuamente diferencidveis

sobre I com valores em X.

(ii) D(I, X), o conjunto de todas as fungoes f : I — X com suporte compacto em I,
equipado com a topologia da convergéncia uniforme de todas as derivadas sobre

subintervalos compactos de 1.

(1if) L

(I, X), o espago das fungoes mensuraveis f : [ — X tais que f|; € LP(J, X) para

qualquer subintervalo limitado J de I.

(iv) Co(I, X), o fecho do conjunto D(I, X) em L*(I, X).

2.2 Semigrupos

Seja X um espago de Banach com norma || - ||.

Defini¢ao 2.4. Um operador A : D(A) C X — X, diz-se dissipativo se
[l = AAul] = [|ul]

para todo u € D(A) e A > 0.

Definig¢ao 2.5. Um operador A : D(A) C— X, diz-se m-dissipativo se
e A € dissipativo;
e para todo N\ >0 e f € X, existe u € D(A) tal que u — NAu = f.

Defini¢ao 2.6. Um semigrupo de operadores lineares em X € uma familia {S(t)}i>o tal

que

1. 8(0) = Ix, onde Ix € a identidade definida em X ;

2. S(s+1t)=5(s)S(t), para todo t,s > 0.
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Se {S(t)}i>0, além de cumprir as propriedades (i) e (i1), satisfaz
ing 15(0)2 = o] = 0,

para cada v € X, entdo € chamado de semigrupo fortemente continuo ou que é um

Cy-semigrupo.

Definicao 2.7. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares.

Seu gerador infinintesimal é o operador A : D(A) C X — X, onde

D(A) = {xeleggw 3}

. St)r—x  dS(t)x
Az = lgfgl ; i =0,

para x € D(A).

A teoria de semigrupo estd associada ao estudo do seguinte problema de Cauchy

{ Lo(t) = Ault),

4(0) = up, (2.1)

onde A : D(A) C X — X é um gerador de Cy-semigrupo. Esta associacao é dada da
seguinte forma: para cada uy € X, temos uma solucao u(t) = S(t)ug para o problema
(2.1).

Defini¢ao 2.8. Seja {S(t)}i>0 semigrupo fortemente continuo. Se |S(t)] < M, para

algum M > 1, entao é chamado de uniformentemente limitado.
Se M =1, entdo {S(t) }i>0 € dito um semigrupo de contragoes.
Teorema 2.3 (Hille-Yosida-Philips). Suponhamos que A : D(A) C X — X é um operador

linear. Entdo as sequintes afirmacoes sio equivalentes:

e A é um gerador infinitesimal de um semigrupo de contrag¢io {S(t)}i>o.

e A é m-dissipativo e D(A) = X.

2.3 Equacao do Calor

Seja Q C RY um subconjunto aberto e limitado com fronteira 9 suave. Consideremos o

seguinte problema

Ju(x,t
“g; ) Aulwt) =0, (2.1) € 2 x [0, 00), (2.2)
onde A = YN, (%22 é o operador Laplaciano.

A equagao (2.2) é chamada de equagao do calor homogénea.

Os seguintes resultados sdo conhecidos para o problema (2.2) :
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e Quando a condicdo inicial ug € H~'(), entao o problema (2.2) possui uma solugio
u € Hy(Q).

« Quando a condicao inicial ug € LP(£2), entdo temos os seguintes resultados

— No caso p = 2, o problema (2.2) tem uma solugdo u € D(A) = {u €
HNQ); Au e L2(Q)}.

— No caso 1 < p < 00, 0 problema (2.2) tem uma solucao u € W2P(Q) N W, ?(Q).

— No caso p = 1, o problema (2.2) tem uma solucio u € {u € Wy (Q); Au €
L)}

— No caso p = oo, o problema (2.2) tem uma solugdo u € {u € L®(2) N
Hi(Q); Au € L>=(Q)}.
A solugao do problema linear

u—Au =0em Q x (0,7),
u =0em 002 x (0,7),
u(0) =wuy >0, em €,

pode ser expressado da seguinte forma
S(t)uel(@) = | Kola, y: Ouo(y)dy, (23

onde uy € L'(Q) e Kq é o nticleo de calor de Dirichlet em Q. Do Teorema 2 e dos Lemas 8
e 9 de (BERG, 1990a), sabemos também que

Kq(z,y;t) > exp(—N?r%t /46%) (47t) N2 exp(—|z — y|?/4t), (2.4)

para t > 0, se o segmento de linha que une x e y estiver a uma distancia de pelo menos ¢

de 092.
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3 RESULTADOS

3.1 Estimativas por abaixo em solucoes da equacao de

calor

Um ingrediente importante dos nossos argumentos é o seguinte, simples, que limita inferior
a acao de equacao da funcao de calor na fun¢do Caracteristica de uma bola euclidiana.
Nés escrevemos B,(z) para a bola R¢ de raio r centrado em x, denotado por X, a funcio
caracterfstica de B, := B,(0), e use wy para o volume da bola unitaria R9.

A solugao da equacao do calor em €2 com condi¢oes de contorno de Dirichlet,

u—Au=0, uly,=0, u(z,0)=u(z)e L(Q) (3.1)

pode ser dada em termos do Kernel de calor Dirichlet K pela expressao

(e, t) = [S(t)uo)(x) = /Q Kolz, y; uo(y)dy.

As provas dos resultados desta secao usam o seguinte limite inferior no Kq : se o segmento
de linha se unir z e y é uma distancia pelo menos ¢ a partir de 02, entao o ntcleo de calor

Dirichlet Kq(z,y;t) é delimitada abaixo pelo niicleo de calor gaussiano R,

—d?x2%t —d —\af:—y|2
2

Ko(x,y;t) > e w2 (4mt)2 e for all ¢ > 0.

(Veja van den Berg (BERG, 1990b), Teorema 2 e Lemas 8 e 9.)

Lema 3.1. (BERG, 1990c) Existe uma constante absoluta cq € (0,1), isso depende apenas
de d, tal que para cada r > 0; para B, s C €,

para tudo 0 < t < 62,

d
S(t)XT Z Cdq (7" i \/z> XTJF\/E (32)

for all 0 < t < 62.
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Demonstragio. Para cada x tal que d(z,082) > ¢ lestimar abaixo em (3.1) implica que
para 0 < t < §2

[S(t)X,](r) = Ko(z,y,t)dy
B (0)
2,2 o—yl2
> e T (dnt) S e T dy
B, (0)
2,2 lz—y?

> (47Tt)_%/ e ® dy
r(0)

a ultima integral é radialmente simetrica e diminui con |z| e assim por |z| < r + V/t
escolhendo um vetor unidade u podemos escrever

e
e 1 dz

S t XT‘ > 7# 4 t 7%
[S)X;](x) =e (471) /Br((r+\/f)u)

_d?2x2 4 2
=e~ 4 T 2/ e 1P dw
B_r_

1 T
r ((305))
observe que, se e > r entao

o () <o (355

seglie-se que para r > v/t nés temos

s (205

logo

soxio 2 (7m) 2()

Usaremos esse resultado na forma de um dos dois corolarios simples a seguir.

Corolario 3.1. (LAISTER et al., 2016) Eziste uma constante ansoluta ag > 0 dependendo
apenas de d, tal que para qualquer r,6 > 0 para o qual B, 5 C €2,

/QS(t)erlE > qgr?

para todo 0 < t < min(?, r?).
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Demonstragao. Integrando la desigualdade (3.2) sobre

d
.
>
/Q S X, da >cq (H \/E) /Q X, sde

—c4 <T+T\/¥)dvolB(O, r+ V1)

—cq (r fﬁ)d (r + v2)? vol B, (0)

:'LUdCde.
[

Corolario 3.2. (LAISTER et al., 2016) Existe uma constante absoluta By > 0 dependendo
apenas de d, tal que para qualquer r,6 > 0 para o qual B, 5 C €2,

S()X, > BaX,,

para todo 0 < t < min(62,1?).

3.2 Dados iniciais em L4((2), ¢ € (1, 0)

Dadas essas preliminares, podemos provar nosso primeiro resultado inexistente. Tomamos
a seguinte definicao de (QUITTNER; SOUPLET, 2007) como nossa (esssencialmente
minima) definicdo de uma solugao de (1). Observe que qualquer solugao classica ou leve é
uma solugao integral local no sentido desta definicao (QUITTNER; SOUPLET, 2007, p.
77-78)

Definig¢ao 3.1. (LAISTER et al., 2016) Dado f : [0,00) — [0,00) e ug > 0 dizemos que
u € uma solugdo integral local de (1) em [0,T) e se u: Q2 x [0,T) — [0, 00] é mensurdvel,

finito em quase todos os lugares e satisfaz

u(t) = Sty + | "t — 5)F(u(s))ds (3.3)

quase todo lugar Q x [0,T).

Estaremos interessados em solugbes com dados iniciais nao negativos ug € L9(52)

que permanecem delimitados em L?(2). Para este fim, fazemos a seguinte definigao.

Definicao 3.2. (WEISSLER, 1980b) dizemos que vocé é um local L? solugio de (1) se u
¢ uma solugao integral local em [0,T) para alguns T >0 e u € L>*((0,7T); L%(Q2)). Se todo
ndo negativo ug € LI() dd origem a um local L? solugao, entdao dizemos que (1) tem a

propriedade de ezisténcia local em L1(€).
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Agora mostramos que existem condigbes iniciais nao negativas em L4(€2) para o
qual ndo hé local L? solugao se f satisfaz a condigao de crescimento assintético em (3.4).

Essa condigao é modelada na condi¢ao mais forte

e (1t
lim inf's (4 )f(s),

Como en Weissler (WEISSLER, 1980a) (Teorema 5, Corolarios 5.1 y 5.2), no requerimos

que f sea continuo.

Teorema 3.1. Sea f:[0,00) — [0,00) nao decrecente. Si g >1 e
lim sup S_(H%l)f(s) = 00 (3.4)
entao existe ug € L1() com ug > 0 tal que
u—Au= f(u), ulyg=0 u(0)=u (3.5)
Nao tem uma solugao local.

Demonstracio. Seap =1+ %Z. Se sequege (3.4) ;]ue podemos escolher uma sequencia ¢y
tal que ¢ > k e f(dr) > @led. Sea rp = e~ dk™ 4, uy, = B érX,, onde By é a constante
do corolério 3.2 e € constante suficientemente pequena com B, C () para cada k. Ademais

definamos

up(z) = g:uk

logo note que

d. _
|lug|lre = ﬁgleqk 2
entao
d. _
luollee <3 lluellze = S5tk
k k

da
<Brledd k< o0
k

logo
Uy € LQ(Q)

Si u(t) es solugtdao de (3.5) , entdo

u(t) = S(t)uo + [ "t — 5) fuls))ds

parau >0e f > 0 logo
u(t) > S(t)ug > S(t)ug
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para cada k fijo
ulfe 2 [, foto)ltde > [ Bl f(on)rde

z@%ri‘lf(cbk) vol By,
=B4re f (dr) riwa
cry 2 f ()"
=c(edy, 1
_Ck——(d-&-Zq) k

gt

Jim Jull 4, = 00 = fJufl o = o0
—00

logo u nao é um elemento de L>°((0,7"), LY(2)) para cada T > 0. O

Observamos acima que Laister, Robinson e Sierzega (2013) mostraram que sob

condigbes mais fortes

2
; - — z
SIHEOSUPS f(s) =00, v>¢q (1 + d)
existem dados iniciais nao negativos em L?(2) para o qual qualquer solugao local ndo esté

presente L},.(Q2) para todos pequenos ¢ > 0. E uma questdo em aberto interessante se essa

explosao forte ainda ocorre sob a condi¢ao mais fraca do Teorema (3.1).

Uma combinagao do resultado da explosao do Teorema 3.3 e resultados classicos
para a equacao de Fujita agora fornece nosso primeiro teorema de caracterizagao, sobre a

existéncia local em L?(Q2) quando ¢ > 1.

Teorema 3.2. Seja f:[0,00) — [0,00) nao decrecente e continua. Si ¢ > 1 entdo (3.5)

brene la propiedad de existencia local em L(Q2) se esomente se Sli_>r1010 sup s_(H%q)f(s) < 00

Demonstragio. Para o teorema (3.5) t, resta apenas provar que (3.5) tem solugao local
limitada em L9(£2) quando é cumprida lim sup sf(H%q)f(s) < 00.
De fato, dado

lim sup s ?f(s) < oo, p—1+%j

S§—00

segue-se que ha uma constante ¢ tal que

f(s) < e(1+ ")

logo por corolédrio (Corolario (3.2) em Weissle (WEISSLER, 1980a) se garante que existe
solucao “v” de (3.5) tal que v € L*>((0,T), L%(Q2)), entao
t t
v(t) = S(t)ug + c/ S(t—o)(1+vP)do > S(t)up + c/ S(t—o)f(v)dv
0 0
portanto v é supersolucao, logo existe solucao local de (3.5) (teorema em Robinson e

Sierzega). O
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Pode-se reformular o resultado acima em termos de quantidade

yx = sup{y > 0: lim sup s 7f(s) = oo}.

Com g% = d(”;l) equagao (3.5) nao possui existéncia local para todos os dados iniciais
nao negativos em L9 para ¢ < ¢*, mas faz por ¢ > ¢*. Nesse caminho ¢* define um
“expoente critico” para a classe geral de varidveis nao decrescentes f nés consideramos aqui.
Providenciou que ¢* > 1 existéncia / inexisténcia local no espago critico L?* é determinado
pelo comportamento de
. —Y*
lim sup s™7 f(s).

Quando ¢x = 1 a situagdo é mais delicada e um tanto surpreendente.

3.3 Dados iniciais em L'(Q)

3.3.1 Uma condic3o de nio existéncia de uma solucdo local L' solucdo

Como acabamos de observar, o comportamento das solugdes para dados iniciais em L*()
é mais delicado. Celik e Zhou (2003) mostraram que quando f(s) = s+i, existem dados
iniciais em L'(2) para o qual nao ha local L' solucdo. Isso sugere que quando ¢ = 1 a
exigéncia do teorema (3.1) pode ser enfraquecido. De fato, a exigéncia de que a soma em

(15) diverja é claramente mais fraca que a condigao assintética,

lim sup s~ ) f(s) > 0;

S$—00

= log(e+s)?
. ) s 2 o
com 0 < 3 < 1. Em particular, o crescimento algébrico f(s) = s'Ta de fato, ndao é o

pode ocorrer uma explosao para certos f para os quais o lim sup é zero, como f(s)

verdadeiro “limite” para L' explodir. Examinamos este exemplo com mais detalhes na
Secao 4.4.

Observe que na declaragdo do teorema a seguir nao incluimos a hipotese de que f é

continuo; isso nao é necessario para este resultado de explosao.

Teorema 3.3. Suponha que f : [0,00) — [0,00) € ndo decrescente e existe uma sequéncia
{sx} de tal modo que
Skl > Osg, 0>1,

> sk f(sk) = oo, (3.6)
k=1
ondep=1+ %. Eriste uma condigio inicial ndo negativa uy € L*(Q) de tal modo que
u — Au= f(u), ulygo=0, u(x,0)=u (3.7)

nao possui uma solucdo integral local que permaneca em L} () para t > 0 (Assim, em

particular, nao local L' solugdo existe).
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Antes de apresentarmos a prova adequadamente, é instrutivo apresentar um ar-
gumento muito simplificado para o “L!-like” dados iniciais 1y = &y, uma funcao delta
centralizada na origem (esses dados sdo L'-like tao longe quanto [ &y = 1). Para simplificar

ainda mais o argumento, colocamos o problema em todo o espaco RZ.

Uma vez que neste caso

—d |2

[S(s)do](z) = (4ms) 2 e 4s

segue-se que para cada k,
;2
S(s)do(z) > g X 5 for s <ty = coy

Es
e
47r)

(onde ¢ =

Agora para qualquer ¢ > 0, usando o fato de que [ga S(t) X, = wyr?,

fou ) 5= s(5mas 2 [ 5[ 50— 5)(5()m)as

tr

2300 [© [ 8= 9)X yds
k

123

trt1

—wi> f(o) [ dids
k

tot1
(2+d) 2+d

=cway_f(on)(t,* — )
k

(te=co’)  2cwd f(on6" = ol
k
(b1 = 06%) 2 (1= 0")wad f(r)d)," = o0,
k
usando (3.6). A prova do teorema (3.3) seguira linhas muito semelhantes.

Demonstragio. (Teorema (3.3)) Definir ¢ = c; sy, e definir

1 1 1
Up(r) = —a’X () where «, = (n’¢.,)4,

n2 " O

com (,, para ser escolhido mais tarde. Deixei

e}

uo(z) = D un(),
n=ng
com ng escolhido de modo que
1 1.
< dp := §x1€naf9]x|

no

Observe que i < dp e entao Bﬁwo C ) para todos n > ng, e essa

[ee]
luollL < den_2 < 0.

n=1
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Argumentando como na prova do Teorema (3.1), para qualquer escolha de n temos

/Qu(t; ug)dr > /Q/Ot S(t—s)f(S(s)uy)dsdx.

Agora consideramos a acao do semigrupo de calor nos dados iniciais vy

Segue-se do Lema (3.1) com 7 = X ¢ § = dy naquele

d
(6]

S(s)vo = cap————7X (1), /5

e (1+oz2s)% (2)+vs

assim [S(s)vo](x) > cqr para

1 i
lz| < o ++/s enquanto s <t, = min (587 <¢> _ ) :

¢k a?

e esse intervalo ndo estd vazio, desde que ¢, < Yal.

Agora para qualquer 0 < t < 2, usando coroldrio (3.1) temos
t
/ / S(t—s)f(S(s)vg)dsdx >Z/ / S(t —s)f(S(s)vg)dsdx
QJo tht1

:Z /W / S(t — 8)£(S(s)vo)dxds
>ch catr) /%/ (t — $)Xo-1, ssdrds
>achf cade) /tk“ (a+\/§) ds
>SS (cat) [ stas

onde a soma em k é tomada sobre os valores para os quais

Les(ed)

Vamos considerar k que atendem a esse requisito e a restrigao adicional que ~'5}

=atX..

IN
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Para cada um desses k£ temos

Lo 2 dyr 4y
ssds =—— ( ;. —tp )
/thrl 2+d k k+1

usando os fatos que ¢ri1 > 0oy e d;’“di < % Tao certamente
t , AR
[, 5t ) st5(mids =X steann) (1)
QJo A Dx

=c"Y"y f(s)si”s
k

onde a soma é assumida

2 _ % W 1y
{k' ad = Ort1 = o = (H— a2) } (38)

Para qualquer fixo ¢t com 0 < t < 62, uma vez n é suficientemente grande que

tna > 1 o conjunto (3.8) com ¥ =n"2eca=a, = (n2¢4nﬁ certamente contém
1
{k 1< ¢ and ¢4 < §¢<n} ={k ko <k<k,},

onde kg é o menor valor de k para qual ¢ > 1 e escolhendo ¢, de tal modo que ¢, +1 < %¢<n
podemos alcancar qualquer sequéncia desejada k,. Desde a 3>° f(sg)sy” = oo (por (3.6))
k=1

noés podemos escolher k,, de tal modo que

ko
=y fsk)sg”

k=ko

diverge como n — oc. O]

Observamos que, se assumirmos, além disso, que f(s) > c¢s para alguns ¢ > 0, entao
sob as condigoes do teorema 3.3 de fato, nao existe uma solucdo integral local de (3.7).
De fato, suponha que exista uma solugao integral local u : Q x [0,T) — [0, 00). Entéo,

por defini¢ao (3.1), u é finito em quase todos os lugares Q x [0,7"). Como todas as nossas
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estimativas sao realizadas dentro de By, de fato, mostramos que existe uma bola B C {2 e

um tempo §2 > 0 de tal modo que
/ u(y, s)dy = oo for all s € (0,87).
B

Agora conserte 7 = min(T, §2) e escolha qualquer (z,t) € B x {1 T}. Desde a u satisfaz

®) i
ate,t) = [ [ Kyt =) (uly, ) dyds
Zc/ozl /B K(z,y;t — s)u(y, s)dyds,

usando a suposicao de que f(s) > cs. Para s € {0, ﬂ et e [%,T} nos tert — s € [Z,T}.

Pela continuidade e positividade de K existe £ > 0 de tal modo que

il
477— )

K(z,y;0) > k para todos (z,y,0) € B x B X

de onde .
u(x,t) > ck/4 / u(y, s)dyds = 0.
o /B

Portanto u = oo em B X B, 7'], contradizendo o requisito de que u é finito em quase todos
os lugares 2 x [0, 7).

3.3.2  Uma condicdo integral equivalente para blowup

Desde que a condi¢ao em (3.6) é potencialmente estranho verificar na pratica, agora

formulamos uma condicao integral equivalente. Observe que quando @ nao diminui, a

condigao integral em (ii) do lema abaixo se torna a mais convencional

/oo s~UHP) f(5)ds = .

1

Lema 3.2. Suponha que f :[0,00) — [0,00) € ndo decrescente e p > 1. Entdo as duas

condigoes a sequir sao equivalentes.

(i) Existe uma sequéncia {si} de tal modo que spy1 > 0sg, 0> 1 ¢
Zs,;pf(sk) = 00.
k=1

(ii) [7° s PF(s)ds =00, onde F(s)= sup @

1<t<s

Demonstrag¢ao. Primeiro, mostramos que (i) implica (ii). Podemos aumentar a sequéncia

{sx} para uma nova sequéncia oy de tal modo que

>0 flow) = oo
k=0
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e além disso, escolhendo 1 < a < p,

Ok+1
Ok

1<6< <69,

incluindo pontos 67s; até sy < 07777 1s;.

Configuragao oy = 1 ndés podemos escrever

oo

/ s PF(s)ds :Z/ o s PE(s)
1 k=0" 7k
O roRt1
ZZ/ s PF(oy)ds
k=0"%
U o0 _ -y F(r)
> o, P — o "
. 1};)( k ot )ng
1 & o or
S
p— kzz:o g Ok+1 U£+1

1 = _
>——(07=07")> 0," f(ow),
p—1 k=0
a partir do qual (ii) segue.

Agora mostramos que (ii) implica (i). Escolher 6 > 1 e para k = 0, 1,2, ... deixei

o = 0%; Observe que F(s) < F(0,41) para todos s € (0, 041]. Existe uma sequéncia {k, }

com k, <n ek, >k, de tal modo que F(o,,1) = @ para alguns 7,, € (0%, , 0k, +1]-
Portanto £
o
F(s) < F(opt1) < bot1) para todos s € (0, 0p41].
O'kn
Portanto
Ok+1

/100 sPF(s)ds = i

sPF(s)ds < ZM /Un+1 s Pds.
n=1 on

O

n
Agora observe que hd uma sequéncia crescente n; de tal modo que

by = koo < K

njp LT m=my,ngg — 1,

e entao

iif(ak"ﬂ) /Un+1 s Pds :Zﬂak"j“) /U’“"jﬂ s Pds

=1 Ok, o j Uknj kn
f(Or, 1) foo

<Z Y / s Pds
J Tkn,; Tkn

o =
:]ngjlo-knj+1f(0-k,Lj+1>.

Levando s; = oy, 11 rendimentos (i). O
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3.3.3 Uma condicdo integral para a existéncia local

Agora mostramos que a condigao integral em (ii) do Lema (3.2) é suficiente para o L!
propriedade de existéncia local. Usaremos o seguinte teorema de Robinson e Sierzega
(2013) (Teorema 1, depois de Weissler (1981)) que garante a existéncia de uma solugao u(t)
de (1) dada a existéncia de uma supersolucao v(t), i.e. uma fungao satisfatéria (3.9). Para
uso posterior, observamos que Q = R?, com S(t) denotar a acdo do semigrupo de calor
(definido por convolugdo com o niicleo gaussiano) é uma opgao admissivel no Teorema
(3.4) (veja a discussdo nos “Comentdrios finais” em (ROBINSON; SIERZEGA, 2013)).

Teorema 3.4. Levar uyg > 0. E se f:]0,00) — [0,00) € continuo e nao diminui e existe
uma v € L*((0,T) x Q) de tal modo que

S(t)ug + /Ot S(t—s)f(v(s))ds <v(t) para todos t € [0,T] (3.9)

eziste uma solugdo integral local w de (1) em [0,T] com u(z,t) < v(z,t) para todos x € S
etel0,T].

Este teorema é provado através da construcao de uma sequéncia de supersolugoes

v, (t) definido pela configuracao vy(t) = v(t) e

Unt1(t) = F(vy,) = S(t)ug + /Ot S(t—s)f(va(s))ds.

Essa sequéncia é monotonicamente decrescente, é delimitada abaixo por S(t)ug, e, portanto,

tem um limite pontual u(¢) que pode ser mostrado para satisfazer
t
S(t)ug +/ S(t—s)f(u(s))ds =u(t) paratodos te€[0,7]
0

usando o Teorema da Convergéncia Mondtona.

Usando esse resultado, provamos um teorema da existéncia local; o argumento é
adaptado da prova da Proposi¢ao 7.2 em Sierzega (2012). Observe que nossa suposi¢ao
permanente de que ) é limitado é um ingrediente importante na prova, pois exigimos

Xq € Lt (Q)

Teorema 3.5. E se f:[0,00) — [0,00) é continuo, nio diminui e
/ s_(H%)F(s)ds < o0, onde F(s)= sup —= (3.10)
1

entdo para todo nao negativo uy € L*(Q) existe um T > 0 de tal modo que (3.5) tem uma
solugdo
u € L, ((0,7); L%(Q)) N C°([0, T]; L1().

loc

Em particular, (3.5) tem o local L' propriedade de existéncia.
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Demonstragio. E se ug0 entdo v(t) = Xq é uma supersolugao, ja que

t t
S(t)ug +/0 S(t— s)f(S(s)Xq)ds < /O S(t— ) {f(D)Xa} < tf(1)Xq < Xq
para todos t suficientemente pequeno.

Tratar ug # 0, definir f(s) = f(s) para s € [0,1] e f(s) = sF(s) para s > 1.
Entéo f(s) < f(s) e I (S : [1,00) — [0,00) é nao decrescente. Em particular, qualquer

supersolugao para a equacao

— Au = f(u) (3.11)

também é uma supersolucao para (3.5), e, portanto, mostrar que (3.5) tem uma solugao
suficiente para encontrar uma supersolugao para (3.11). Reescrito em termos de f ,a

condigdo integral em (3.10) torna-se
| D f(s)ds < oo,
1

. . —d
e depois da substituicdo s = 72 ndés obtemos

I

Agora mostramos que, para qualquer A > 1, v(t) = AS(t)ug + Xq é uma superso-

—d

f(r=)dr < .

M\Q_

lucao de (3.11) em algum intervalo de tempo adequado, i.e. satisfaz a condi¢ao (3.9) no

teorema (3.4). Para fazer isso, primeiro lembre-se da estimativa de suavizagao

—d
[S@)uol| e < ™2 [Juol| 1.

Portanto, obtemos
t

S(tug+ [ St —s)f(v(s))ds = S(t u0+/ (t —s)f(AS(s)ug + 1)ds

=S+ [ S -9 (f ot
F(AS(s)ug + 1)
AS(s)ug + 1

) (AS(s)ug + 1)ds

<S(t)up + Ot S(t— s)

(AS(s)ug + 1)ds.

Lo°
Desde o L* norma é uma constante escalar e S(t — s) é linear, segue-se que

t|| FAS(s)ug + 1)
AS(s)ug+ 1

ds} [S(t)uo + Xal,

Fw0 < S +{ |

LOO

()

Como S(t)Xq < X para todos t > 0. Agora, usando o fato de que nao diminui para

s>1,

¢ FIAS(s)uo + 1| z=)
F @) <50) °+{ |AS(s)uo + 1]~

{/ f 2ACS2HUO||L1)d8} [AS(t)uo + Xq),

2Acs72 ||lugl| L2
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para s suficientemente pequeno, uma vez que
IAS(s)ug + 1 1o = [|AS(8)ug||poe + 1 < Acs® |Juglrs + 1 < 24es? |Jug]| 1

para s suficientemente pequeno.

Portanto .Z (v)(t) ¢ delimitado acima por

1t(2Ac||uo||L1)772 dx, =d
(/O T2 f(12 )dT) [AS(t)uo + X

< AS(t)UO + XQ,

v

S(t)ug + (2Ac||uol|L1)

providenciou que ¢ é suficientemente pequeno. Existéncia local de uma solugao u(t) com
u(t) <wo(t) =2S(t)ug + Xq agora segue do teorema (3.4). Naquele u(t) é delimitado em
LY(2) agora segue do teorema (3.4). Segue que u € L2.((0,T); L>(Q)), i.e. ¢ uma solugio

cldssica. A partir da condigao integral em f, f(u) € L'((0,T); L*(f2)), de onde (3.3) segue
que u € C°([0, T); L*(2)). O

Portanto, obtivemos a seguinte caracterizacao desses f para o qual existe existéncia
local em L'(2).

Corolario 3.3. E se f : [0,00) — [0,00) € continuo e ndo diminui, entio (3.5) tem o
local L' propriedade de existéncia se e somente se
/ s_(H%)F(s)ds < o0, onde F(s)= sup —-.
1 1<t<s
Observamos que podemos aplicar a parte “existéncia local” dessa caracterizacao
(i.e. Teorema (3.5)) a uma nao linearidade g que ndo é decrescente ao encontrar uma
fungao nao decrescente f(s) de tal modo que g(s) < f(s), aplicando o Teorema (3.5) e

entdao deduzindo a existéncia local por comparacao. O exemplo da se¢ao a seguir fornece

um exemplo disso, além de uma ilustracao da aplicagdo do Corolério (3.3).

3.4 Resultados para todo o espaco e condicoes de fron-

tera

Vale ressaltar que, como eles dependem apenas dos limites inferiores gaussianos para o
nicleo de calor de Dirichlet, os resultados inexistentes dos Teoremas (3.1) e (3.3) sdo

validos com essencialmente as mesmas provas para as equagoes colocadas em todo o espaco
ou
R¢. Eles também sdo validos para condicoes de contorno de Neumann ( =0em 01|,

on
Desde a
KQN(m7y;t) ZKQD(xay;t)a :L',yEQ, t>07
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onde Qy e Qp denotam os niicleos de calor de Neumann e Dirichlet, respectivamente (a
prova segue por comparagao, ou pode-se usar métodos probabilisticos, veja em (BERG,

1989, Corolario 2.5), por exemplo).

No entanto, os resultados da existéncia local em todo o espago exigem alguns
suposicoes adicionais. E facil ver que se f(0) # 0 qualquer condicio inicial ndo negativa
d4 origem a uma solucio que nao esteja LI(RY) para qualquer ¢ € [1,00). De fato, desde

entao u(t) > 0 para todos ¢t > 0 temos

u(t) 2 [ St =) f(u()ds = [ S(t = )f(0)ds = £(0) ¢ LI(R).

Também exigimos uma condicao “derivada limitada no zecom condi¢oes de contorno de
Dirichletro”, a saber com condigoes de contorno de Dirichlet Sem essa condi¢ao, podemos
encontrar um resultado nio negativo. ug € LY(RRY) para o qual a solu¢io nio estd delimitada
L4(R%) para todos t > 0.

De fato, se (??) nao segura entdo existe s, — 0 de tal modo que s, < n™2 e

f(sn) > n?s,. Considere dados iniciais

= (zn)

=2
S,

o0
Uy = chlsnX
n=1 n

~ . =2 A .
onde o x,, sdo escolhidos de modo que B(x,,n7 s,? ) sdo disjuntos. Observe que |[ugl|r« <

-2 —q -
ocoeessandsa > 1. Entao

S(s)ug > D s, X

n=ng n

(7n)

-2 —4
d snd

para todos s < 1. Entao para t < 1 temos

t 0o
u(z,t) 2/0 > St —s)n’sn X %q(:cn)ds
n=1

nd s,

$ 00
2/ chTlQSnX —Tq(xn)ds
0 n=1 n

—2
nds
o0
ztchn2snX o —q(Ty)
n=1 nTsnd
e entao
e 00
/d lu(z,t)|%dz > (tca)!> n*sin~2s, ¢ = thZnQ(q—l) — oo,
* n=1 n=1
Para agora ¢ > 1 se tivermos, com p = 1 + %q,
f(s)

lim sups™Pf(s) <oo e limsup—= < o0
S—00 p f() s—0 p S

entao

f(s) <C(s + ")
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para alguns C' > 0. Para f(s) = C(s+ s?) nés podemos garantir o local L propriedade de
existéncia em R? do seguinte modo. Primeiro, resultados que garantem a L? propriedade
de existéncia local em todo o espago quando f(s) = 2C'sP pode ser encontrado em Weissler
(WEISSLER, 1979; WEISSLER, 1980a) (a andlise é valida em todo o espago), Teorema 1
em (GIGA, 1986) ou (ROBINSON; SIERZEGA, 2013) (consulte “Comentarios finais”).
Entdo, dado um nao negativo ug € LY(R?), deixei u(t) seja o local L7 solugdo obtida desta

maneira. Agora defina v(t) = e2“*u(t). Entao

vy — Av =20 + 29 (uy — Au)
=20’y + 2“1 20uP
=2C (v + (e2“")!PoP)
>C(v+ vP)

providenciou que (e2¢*)=? > %.Isso é legitimo, pois v é uma solucao classica forte para
t > 0. Segue-se facilmente que v é uma supersolucao no sentido integral do teorema (3.4)
em algum pequeno intervalo de tempo. A existéncia de tal supersolucao, limitada em
L%(R?), implica entdo a existéncia de uma solugao delimitada em L?(R¢) usando o teorema
(3.4).

Para ¢ = 1 existéncia local decorre dos argumentos do Teorema (3.5), agora
tomando
F(s) = sup ol
o<t<s U
e observando que se uy > 0 e é diferente de zero entao S(t)ug > 0 para todos t > 0 (isto
segue imediatamente da expressao para S(t)uy em termos do nucleo gaussiano). (E se
uy = 0 entdo obviamente u(t) = 0 é uma solugao desde f(0) = 0 pela condigao lim sup em

s=0.)

Resumimos formalmente no seguinte teorema.

Teorema 3.6. Deizei f: [0,00) —> [0,00) ser continuo e ndo diminuir e deizar @ = R.
Entao

(i) para q € (1,00) a equagao (1) possui a L9 propriedade de existéncia se e somente se

. f(s) . ~(1+2) ‘
Ll_r}%SllpT<OO e sll)rglosups i) f(s) < o0

(ii) a equagdo (1) possui a local L' propriedade de existéncia se e somente se

lim sup@ <oo e / 5_<1+27?)F(5)d5 < 00,
s—0 S 1

1
.t

onde F(s) = sup
0<t<s



31

4 RESULTADOS FINAIS

Nos caracterizamos completamente aqueles nao negativos, nao decrescentes, fungoes

continuas f para o qual a equacao
U — Au = f(u)7 u|8Q = 07 U(O) =up € LQ(Q)7 Uo Z 07

possui pelo menos uma solugao local delimitada em L4(Q2). Para 1 < ¢ < oo isso ocorre se
e somente se

lim sup sf(H%q)f(s) < 0,

enquanto para ¢ = 1 isso ocorre se e somente se
o0 9 t
/ s~ (1) < sup f()> ds < oo.
1 1<t<s U

Também demos resultados para as equacdes de todo o espaco R? e para o problema de

Neumann em um dominio limitado.

As partes inexistentes de nossos argumentos sao talvez as mais novas, usando
limites inferiores no nucleo de calor de Dirichlet devido a (BERG, 1989; BERG, 1990b)
para fornecer limites inferiores em solugoes da equacao do calor com funcoes caracteristicas
como dados iniciais e, portanto, limites inferiores em soluc¢oes do problema semilinear.
O L! caso se comporta de maneira muito diferente do problema em espacos com maior

integrabilidade, com a aparéncia do limite superior

sF(s) = s sup [fy)]

1<t<s
nos critérios de explosao e existéncia, uma surpresa.

Uma questao em aberto deixada por nossa analise baseada em L q é se temos “uma
explosao forte”, u(t) ¢ L7 para todos t > 0, quando ¢ > 1 e

2q 2
I I f(s) = 1+ =g (145
lim sup ™7 f(s) = oo, 76{ + d,q< +d)],

ou se existe uma transi¢do verdadeira de uma explosao tao forte (obtida em (LAISTER;
ROBINSON; SIERZEGA, 2013) para v > ¢ (1 + %) apenas para o comportamento ilimi-
tado %1_{% sup ||u(t)||« (obtido aqui no teorema (3.1) quando v = 1 + 2¢). Uma questdo
relacionada é se é possivel excluir a existéncia de solugoes integrais locais para uma classe
mais ampla de f do que fazemos na discussao no final da Se¢do 4.1 (atualmente exigimos
f(s) > Cs para alguns C' > 0).

Seria interessante tentar provar resultados de caracterizacao semelhantes em outras

escalas de espacos, como os espagos de Sobolev ou os de Besov. Isso exigiria técnicas
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diferentes, uma vez que nossos argumentos atuais nao levam em consideracao a suavidade

das solugoes, mas apenas sua integrabilidade.

Buscando generalizacao em uma direcao diferente, pode-se perguntar se existe uma
maneira de identificar o espago critico de Lebesgue para a classe mais geral de positivo,
mas nao necessariamente monétono. f, ou mesmo para geral f com sinal alterando dados
iniciais.

Por fim, observamos que nao tentamos aqui considerar o problema da singularidade.
Pela nao linearidade f(u) = |u[P~'u (NI; SACKS, 1985) provou nao ser singular para o
valor critico de p (Teorema 3); veja também (MATOS; TERRANEO, 2003) e (HARAUX;
WEISSLER, 1982). Seria interessante ver se é possivel obter uma caracterizagao exata desses
f que admitem solugbes tnicas, talvez baseadas em condigoes assintéticas generalizando
(2) da maneira que nossas condi¢oes para a existéncia local generalizam as taxas de

crescimento do exemplo candnico f(u) = |u|P~ u.

Lema 4.1. Eziste uma constante absoluta cq € (0,1), isso depende apenas de d, tal que

para cada r > 0; para B,y s C €,

d
)
St X, > X
0 _Cd<r+ﬁ> "

para tudo 0 < t < §2

Demonstragio. Para cada x tal que d(z,0§2) > ¢ lestimar abaixo em (3.1) implica que
para 0 < t < §2

a ultima integral é radialmente simetrica e diminui con |z| e assim por |z| < r + v/t

escolhendo um vetor unidade u podemos escrever

2

d
it dz

1S(8)X,](x) >e~ T (4nt) 4

/Br<<r+\/%>u>
=e~ = 71'7%/ e 1P duy

1 s
v ((2+M )“)
observe que, se e > r entao

o a) ) <2 ([ 2) )

seglie-se que para r > v/t nés temos
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logo

0

Corolario 4.1. FExiste uma constante ansoluta ag > 0 dependendo apenas de d, tal que

para qualquer r,0 > 0 para o qual B, s C €,
/ S(t)X,dx > agrt
Q
para todo 0 < t < min(6?%,1?)

Demonstragdo. Integrando la desigualdade (7) sobre

d
.
/Q S X, da >cq (H \/Z> /Q X, sde
d
=Cq <7«_|_T\/E> VOl B(O, r—+ \/E)

7°+\/7?

:wdCde

:cd< ! >d<r+\/¥)dv0131(0)

]

Corolario 4.2. FExiste uma constante absoluta By > 0 dependendo apenas de d, tal que

para qualquer r,6 > 0 para o qual B,1s C €,
St)X, > BaX, |
para todo 0 < t < min(6?%,7?)
Teorema 4.1. Sea f :[0,00) — [0,00) nao decrecente. Si g >1 e

lim sup s_<1+273>f(3) = 00 (4.1)

S§—00
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entao existe ug € L1() com ug > 0 tal que
—Au=f(u), ulyg=0, u(0)=u (4.2)
nao tem uma solucao local.

Demonstracio. Sea p =1 —i— . Se sequege (4. 1) que podemos escolher uma sequencia ¢y
tal que ¢p > ke f(or) > ¢keq Sea r), = epdk~d, up = [ ¢rX,, onde B4 é a constante
do Corolario e € constante suficientemente pequena com Bs,;, C ) para cada k. Ademais

definamos -
)= uy
k=1
logo note que

4. _
upl|pe = By 'eak™?

entao

d. _
luolle <3 lluellze = S5t k2
k

k
gﬁd_leng_Q < 00
k
logo
Uy € Lq(Q)

Si u(t) es solugtdao de (4.2), entdo

u(t) = S(t)uo + /Ot S(t—s)f(u(s))ds
para u > 0e f >0 logo
u(t) > S(t)ug > S(t)up

para cada k fijo

Julls 2 [, JuOltde = [ Gt (00 "ds
Zﬁdrkqf(ﬁbk) vol B,
=Biret f(dn) riwa
- d+2q]c( )
—C(Egb dk. §>d+2q¢zqek
_C/{;—*(d-ﬁ-%) k
: q __ _
Jim [Jull4, = 00 => [Jufl s = oo

logo u nao é um elemento de L>((0,7"), LY(f2)) para cada T > 0. O
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Teorema 4.2. Seja f : [0,00) — [0,00) nao decrecente e continua. Si q > 1 entdo (4.2)

brene la propiedad de existencia local em L(Q2) se esomente se lim sup sf(H%q)f(s) < 00

Demonstragio. Para o teorema (4.1), resta apenas provar que (4.2) tem solugao local
limitada em L9(2) quando é cumprida lim sup sf(H%q)f(s) < 00.
De fato, dado

lim sups Pf(s) <o, p=1+ 24

5—00 d

segue-se que ha uma constante ¢ tal que
f(s) < e(l+ )
logo por coroldrio (3.2) em (WEISSLER, 1980a) se garante que existe solucao “v” de (4.2)

tal que v € L*>°((0,T), L4(2)), entdo

t

v(t) = S(t)uo —I—c/OtS(t —0)(1+ovP)do > S(t)ug +c/0 S(t—o)f(v)dv

portanto v é supersolucao, logo existe solucao local de (4.2) (teorema em Robinson e

Sierzega).

]
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