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RESUMO

Consideremos o sistema parabdlico u; —aAu = f(v), v, —bAv = g(u) em Q x (0,7") , onde
a,b>0, f,g €[0,00) = [0,00) sdo fungdes continuas e nao decrescentes, e 2 é um dominio
limitado com fronteira 92 suave ou o espaco todo RY. Caracterizamos as funcées f, g para que
o sistema tenha solugao local para cada condigao inicial (ug,v,) € L"(€2) x L*(), ug,vo > 0,
1 < r,s < oo. Nesta direcdo consideramos também o problema parabdlico semilinear com
potencial singular u; — Au = |- |77 f(u) em Q2 x (0,7) com v > 0 e com condigoes de Dirichlet
na fronteira. A funcao f : [0,00) — [0,00) é continua e nao decrescente, e {2 é um dominio
limitado com fronteira 9 suave contendo a origem ou o espaco todo RY. Determinamos
condigbes para a existéncia e nao existéncia de solugdes para dados iniciais uy € L™ (), ug > 0,

com 1 <r < oo.

Palavras-chave: Sistema parabdlico acoplado. Equagao do calor com potencial singular.

Problema de Dirichlet. Existéncia local. Nao existéncia. Espacos de Lebesgue.



ABSTRACT

We consider the parabolic system u; — aAu = f(v),v; — bAv = g(u) in Q x (0,7) ,
where a,b > 0, f,g € [0,00) — [0,00) are continuous and non-decreasing functions, and
either © is a bounded domain with smooth boundary 9Q or the whole space RY. We
characterize the functions f, g so that the system has a local solution for every initial data
(ug,vy) € L™(Q2) x L*(2), ug,v9 > 0, 1 < r,s < co. In this direction we also consider the
semilinear parabolic equation with a singular potential u; — Au = |- |77 f(u) in Q x (0,T)
with v > 0 and Dirichlet conditions on the boundary. The function f : [0,00) — [0, 00)
is continuous and non-decreasing, and €2 is a bounded domain with smooth boundary 0f2
containing the origin or the whole space RY. We determine conditions for the existence and

non-existence of solutions for initial data ug € L"(£2),uq > 0, with 1 <r < 0.

Keywords: Coupled parabolic system. Heat equation with singular potential. Dirichlet

problem. Local existence. Non-existence. Lebesgue spaces.
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1 INTRODUCAO

No presente trabalho s3o obtidos resultados de existéncia local para o seguinte problema fracamente

acoplado com dados iniciais singulares

u —alAu = f(v) em Q x (0,7,
vy — bAv = g(u) em 2 x (0,7),
u=v =0 em 0 x (0,7), (1.1)
u(0) =uy >0 emQ,
v(0) =vp>0 em(,

onde a,b > 0, f,g:[0,00) — [0,00) sdo funcdes ndo decrescentes e continuas, uy € L"(2) e
vo € L*(Q2), com r,s > 1 Obtenemos também, resultados similares para o seguinte problema

parabdlico semilinear com potencial singular ou problema parabdlico de Hardy

u—Au =177 f(u) emQx(0,7),
u =0 em 0 x (0,7), (1.2)
u(0) =uy>0 em (2,

onde 0 <y <min{2, N}, [-|77: Q — [0,00), f:[0,00) — [0, 00) é uma funcdo ndo decrescente

e continua, uy € L"(2), com r > 1.

Em ambos problemas (1.1) e (1.2), consideramos que 2 C RY é ou um dominio limitado
com fronteira 9N suave ou Q = RY (neste caso, as condicdes de fronteira sdo omitidas), N > 1 e
T > 0.

A motivacao do estudo destes problemas esta relacionado com o seguinte problema

u—Au =uP em Q x (0,7,
u =0em9Q x (0,7, (1.3)
u(0) =wuy>0em Q,

ondep>0,T>0e)C RY é ou um dominio limitado com fronteira 9S) suave ou ) = R",
Quando p > 1, dos trabalhos de Brezis, Cazenave, Weissler, Quittner e Souplet (veja (BREZIS;
CAZENAVE, 1996), (WEISSLER, 1979), (WEISSLER, 1980), (WEISSLER, 1981) e (QUITTNER;
SOUPLET, 2019)), sabemos que existe de um valor critico p* = 1 + 2r/N tal que:

l.sep<per>1loup=p"er>1,entdo o problema (1.3) tem solucdo local, para cada
Uy € LT(Q)
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2.sep>p er>1oup=p"er=1,épossivel encontrar uma condic3do inicial uy > 0 no
espaco L"(€)) para a qual o problema (1.3) n3o tem solucdo (veja também (CELIK; ZHOU,
2003)).

Baras e Pierre em (BARAS; PIERRE, 1985) consideraram f(u) em lugar de «” no lado
direito do problema (1.3), e assumiram que f é uma funcdo continua e convexa. Eles determinaram
uma condic3o suficiente e necessaria sobre a condic3o inicial para a existéncia local de solucdes
para o problema (1.3). Recentemente, Laister, Robinson, Sierzega e Vidal-Lopez em (LAISTER et
al., 2016), consideraram f n3o negativa, continua e ndo decrescentes. Eles mostraram o seguinte
resultado:

Teorema 1. ((LAISTER et al., 2016)) Seja f : [0,00) — [0,00) uma funcdo continua e n3o

decrescente.

1. Quando €2 é um dominio limitado.

a) O problema (1.3) possui uma solucdo local para cada ug € L"(€2) com r > 1 se, e
somente se,
limsup ¢t f(t) < oo. (1.4)

t—o00

b) O problema (1.3) possui solucdo local para cada uy € L'(f2) se, e somente se,
/ TN R dE < oo, (1.5)
1
onde F(t) = sup f(o)/o.

1<o<t

2. Quando Q = RY as afirmacdes (a) e (b) permaneceram validas se substituirmos as condicdes
(1.4) e (1.5) por

limsup f(t)/t <oco e limsupt™® f(t) < oo, (1.6)
t—0 t—o0
limsup f(t)/t < oo e / t~ 2N P dt < oo (1.7)
t—0 1

respectivamente, onde F'(t) = sup f(o)/o.
0<o<t

No caso de sistemas parabdlicos acoplados, relacionados ao nosso problema (1.1), foram ini-
cialmente estudados por Escobedo e Herrero, em (ESCOBEDO; HERRERO, 1993) e (ESCOBEDO;
HERRERO, 1991). Especificamente, eles consideraram o seguinte problema

u—Au =v" em Q x (0,7),
v —Av =ulem Q x (0,7),
u =v=0em I x (0,7T),
u(0) =wup>0,v(0) =v9 >0 em

(1.8)
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com p,q > 1, pg > 1 e dados iniciais ug, vy € Cp(€2), onde C,(2) denota o conjunto das
funcBes continuas e limitadas. O mesmo problema, com dados iniciais uy € L"(€2),vy € L*(Q2)
el <r s < oo, foi considerado por Dickstein e Loayza em (DICKSTEIN; LOAYZA, 2008), e
por Quittner e Souplet em (QUITTNER; SOUPLET, 2019), (QUITTNER; SOUPLET, 2001) e
(QUITTNER; SOUPLET, 2002). A partir dos resultados obtidos nesses trabalhos, sabemos que

existem valores criticos
<1+2) <1+2> (19)
e =S\~ ) Qe =T\ AT .
p r N 1 s N

tais que:

1.Ser,s>1,p<p.eq<gqour>1s=1p<p.eq<q.entdo o problema (1.8) possui

uma solucdo. Quando © = R” é necessério assumir que r < ¢gs e s < pr.

2. Ser,s>1ep>p.ouq>q,. épossivel encontrar (ug,vg) € L"(2) x L*(€2), de modo

que o sistema (1.8) ndo admite uma soluc3o.

Inspirados nos trabalhos comentados anteriormente, na presente Tese, obtemos os seguintes
resultados
Teorema 2. Suponha r,s > 1 tais que |1/r — 1/s| < 2/N.

1. Seja 2 um dominio limitado. O problema (1.1) possui solucdo local para cada (ug,vg) €

L"(Q) x L*(£2), com wug, vy > 0 se, e somente se,

lim supt_(fJ“%)f(t) <oo e limsupt_(%%)g(t) < 00. (1.10)

t—o00 t—o00

2. Seja = RY. Se o problema (1.1) possui solucdo local para cada (ug,vs) € L"(RY) x

L*(RY), com ug, vy > 0, entdo

t S S
lim supf(/g < o0, lim supt_(f“%)f(t) < 00 (1.11)
t—0 t—o0
© t
limsupgf/s) <00, lim Supt_(?“%)g(t) < 00. (1.12)
t—0 t—o0

Reciprocamente, se as condicdes (1.11) e (1.12) s3o vélidas, entdo o problema (1.1), com

a = b, possui solucdo local para cada (ug,vo) € L"(RY) x L*(RY), com ug, vy > 0

Além disso, nas duas situaces anteriores, a solucdo do problema (1.1) pertence ao espaco
(L35 ((0,T), L=(2)))*.
Teorema 3. Sejam r > 1 e 2 um dominio limitado. Para ¢t > 0, definimos

F.(t) = sup f(o) G.(t) = sup 9(0) (1.13)

)
1<o<t OYT 1<o<t O"
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1. Se
/ = 1+2N B () dE < 0o / =2/ G ()t < oo, (1.14)

ent3o o problema (1.1), com a = b, possui solucio local para cada (ug, vy) € L"(2) x L*(Q),

g, vo > 0. Além disso, a solugdo pertence ao espaco [L:2.((0,T), L>(Q2))]>.

loc

2. Se
lim ¢/ [7 o UFNHY B (0)do = oo (1.15)
t—=0+ t—N/2
ou
/loo o~ UFINTIG (0)do = oo (1.16)

para algum £ > 0 quando r > 1 e ¢ = 0 quando r = 1 ent3o existe (ug, vo) € L"(Q) x L'(Q),
ug, vo > 0 tal que o problema (1.1) n3o possui solucio local. O valor 7' é o conjugado de
1 <r < oo e édefinida por 1/ =1—1/r.

Teorema 4. Sejam r > 1, a,b > 0, Q1 = RY e

- flo) A 9(0)

E(t)=s . Gt = s 1.17
0= 22 g GO= 00 1

para t > 0.
1. Se . .
lim supfl(/) < oo, lim supﬂr) < 00,
t—0t t—0t
/ t~ YN E (H)dt < oo / t~ U2/ G (1) dt < oo,

entdo o problema (1.1), com a = b, tem uma solucio local para cada (ug,vy) € L (RY) x

LY(RY). Além disso, a solucdo pertence ao espaco [L;2((0,T), L°°(R™))]2.

2. Se alguma das seguintes condicdes é verdadeira:

f(t) .
t

b) lim sup g(r) = 00

t—0t+
c) lim t’%/ o T+ (0)do = oo

t—0+ t—N/2

d)/ U(1+2T+€G()d0— (e>0ser>1,e=0ser=1),

1

entdo existe uma condicio inicial (ug,vg) € L"(RY) x LY (R™), ug, v > 0 tal que o problema

(1.1) n3o possui solucdo local.
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Os Teoremas 2, 3 e 4 fazem parte de um artigo que foi publicado no Journal of Differential
Equations (veja (APARCANA et al., 2020)). Com os resultados obtidos, alguns casos que estavam
na literatura em aberto foram resolvidos. Por exemplo, o caso r = 1,p = p. e ¢ < ¢.; 0 caso

s=1,p<peqg=¢q;0casor=s=1,p=p.eq=q.

Por outro lado, quando a nao linearidade tem um potencial que depende da varidvel espacial

x € Q, o problema é mais delicado. Loayza em (LOAYZA, 2006) considerou o seguinte problema
u — Au = a(x)u? + b(z)uP (1.18)

ondea € L*(Q)ebe L’B(Q), com 1 < a,f < oo, 2 dominio limitado com fronteira 02 suave, e
0 < g <1 < p. Nesse trabalho foram mostrados resultados de existéncia, unicidade e regularidade
das solucdes do problema (1.18), com condic3o inicial ug € L"(2), r > 1. De outro lado, Baras e
Goldstein estudaram o problema (1.18) em (BARAS; GOLDSTEIN, 1984) com a(x) = x| 2,
A >0, b(x) =0 e q=1. Eles mostraram que se A < \* e a condic3o inicial uy € L'(Q) verifica

|z|"%up(x)dr < oo, onde a é a menor raiz de (N —2 — a)ae = A, entdo o problema (1.18) tem
solucdo fraca positiva. Para o caso em que A > \*, o problema (1.18) ndo admite solu¢3o fraca ndo
negativa, com condic3o inicial ug € L*(2), ug > 0, ug # 0. O valor \* = (N —2)?/4 é a constante
6tima que corresponde 3 desigualdade de Hardy (veja também (CABRE; MARTEL, 1999)). O
caso em que a(z) = 0, b(z) = 2|77, com 0 < v < min{2, N}, e Q = R", foi considerado por
Slimene, Tayachi e Weissler, os quais mostraram em (SLIMENE; TAYACHI; WEISSLER, 2017)
que o problema (1.18) tem solucdo local para uy € L"(Q2), com r > 1, se 1 < p < p*, onde

. 2=

S L 1.19
p T (1.19)

Para p > p*, a unicidade falha, ou seja, existe uma soluc3o positiva para o problema (1.18) para a

(2—-7) 2(2—7)
1 142277 N>
N Tlsp<lt—g—onN=3

Motivados pelos resultados anteriores, obtemos os seguintes resultados para o problema

condi¢do inicial uy =0 em L"(2), se

(1.2).
Teorema 5. Sejar > 1

1. Suponhamos que 2 é dominio limitado com fronteira 0S) suave e 0 € 2. O problema (1.2)

possui uma soluc3o local para cada uy € L"(2), ug > 0 se, e somente se,

limsupt 7" f(t) < oo. (1.20)

t—o00

2. Suponhamos que 2 = RV,
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a) Sey < N/r,
limsupt 10/ f(1) < 00 e limsupt P f(t) < oo, (1.21)
t—0 t—o0

para algum e € (0,yr/N), ou

v>N/r e limsupt ™ f(t) < oo, (1.22)

t—o00
entdo o problema (1.2) possui solugdo local para cada ug € L"(2), com uy > 0.
b) Se v < N/r e limsupt =0/ £(#) = 0o ou limsupt P f(t) = oo, entdo existe
t—0 t—ro0

H
up € L"(€2) com uy > 0 tal que o problema (1.2) ndo possui solugio.
Teorema 6. Seja r = 1.

1. Suponhamos que 2 é dominio limitado com fronteira 92 suave, 0 € Qe F(s) = sup f(o)/o

1<0<s
para s > 1.
a) Se
/ s~ (C=NNHIP(5)ds = oo, (1.23)
1
entdo existe ug € L'(Q),uo > 0, tal que o problema (1.2) n3o possui solucio local.
b) Se
lim ¢7/2 / (t — s~ 2N)=124=C=D/N-1p(g)ds = 0, (1.24)
t—0 t—N/2

entdo para cada ug € L'(9),uo > 0, existe uma solucio local para o problema (1.2).

2. Suponhamos que Q2 = RY e F'(s) = sup f(o)/o para s > 0.

0<o<s

a) Se limsupt~ "M f() = oo ou

t—0

/Oo s7(CN/NHD P(5)ds = oo, (1.25)

1

entdo existe uy € L'(R™), uo > 0 tal que o problema (1.2) n3o possui solucio local.

b) Se
limsup ¢~ 7N £(1) < 0o (1.26)
t—0
e
lim {772 / (t — s 2/N)=24=C0/N=1p(5) 4 = 0, (1.27)
t—0 t—N/2

entdo para cada ug € L' (RY), 1y > 0, o problema (1.2) possui solucio local.
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Em relacdo a unicidade temos o seguinte resultado.
Teorema 7. Suponhamos que 0 < v < min{2, N} e f : [0,00) — [0, c0) diferenciavel. O problema
(1.2) possui uma dnica solucdo na classe L>((0,7'), L"(9)), se f'(u) € L>((0,T), L*(2)) para
cada u € L=((0,7),L"(2)), onde a« > N/(2—v) e l/a+1/r <1—~/N.

Os Teoremas 5, 6 e 7 fazem parte de um segundo artigo (veja (CASTILLO; GUZMAN-REA:;
LOAYZA, )), o qual encontra-se submetido. Os resultados obtidos estendem o caso f(s) = s”
até o momento considerado. Além disso, analisamos o caso onde as condicGes iniciais pertencem

ao espaco LI(Q), o qual, até onde sabemos, nao tem sido tratado mesmo no caso particular

f(s) = s,
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2 PRELIMINARES

2.1 Espacos L*

Nesta secdo apresentamos algumas propriedades dos espacos L”. Maiores detalhes podem ser
encontrados em (BREZIS, 2010), (EVANS, 2010) e (FOLLAND, 2013).

Definicao 2.1. Sejam ) C RY um subconjunto aberto e 1 < p < o00. Para 1 < p < oo temos
que
LP(Q) ={f:Q—=R; f é mensurdvel e |f|P € integrdvel }.

No caso p = oo temos
L®(Q)={f: Q= R; f é mensurdvel e 3 C > 0 tal que |f(x)| < C, q.t.p de Q},

onde q.t.p de € significa quase todo ponto de €.

O conjunto LP(2) é um espaco de Banach se consideramos a norma

1/p
</ If(if)l”dﬂﬁ) , se 1 < p < o0;
[fllze =§ e ,
supess|f(x)| = inf{C;|f(z)| < C, q.t.p de Q}, sep=o0.
zeQ

Os seguintes resultados apresentam algumas propriedades de convergéncia nos espacos
LP(92).

Teorema 2.2 (Teorema da Convergéncia Monétona). Seja { f, ynen uma sequéncia em L'(Q)

tal que fn(x) < for1(z) para quase todo ponto x de ) e Sup/ fn < 00. Entio f,(x) converge
Q

n

para f(x) para quase todo ponto em Q. Além disso, f € L'(2) e lim / |fu(z) — f(x)|dz = 0.
n—oo QO

Teorema 2.3 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja {f, }nen uma sequéncia em L'(Q)
tal que f,(x) — f(x), quando n — oo, para quase todo ponto x de ). Se existe uma fungao

g € L) tal que |f.(x)| < g(z) para quase todo ponto x de Q e para todo n € N, entdo
fer' (@) e fim [ |fu(x) = fl@)ldz = 0.

p
loc

Definigao 2.4. Seja 1 < p < co. Denotamos por Lj, () o conjunto das fungoes u : Q@ — R

tais que u|x € LP(K) para todo compacto K C §Q.
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Seja X um espaco de Banach com a norma || - || x.

Definicao 2.5. Sejam p € [1, 00| e I um intervalo da reta. Definimos por LP(I, X) o conjunto
de todas as fungoes mensurdveis f: I — X tais que a fungdo t — || f(t)||x pertence a LP(I).

Para f € LP(I,X), definimos no caso 1 < p < o0

IF o ={ | ||f<t>||§<dt}”p_

No caso p = oo definimos

[fllzoez,x) = sup ess|| f(2)] x-
tel
Denotamos por:

(i) C*(I,X), o espaco formado pelas funcdes que sdo k vezes continuamente diferenciaveis

sobre I com valores em X.

(i) D(I,X), o conjunto de todas as fun¢des f : I — X com suporte compacto em I,
equipado com a topologia da convergéncia uniforme de todas as derivadas sobre subintervalos

compactos de [.

(iii) LY (I,X), o espaco das funcdes mensuraveis f : I — X tais que f|; € LP(J, X) para

loc

qualquer subintervalo limitado J de [.

(iv) Co(I,X), o fecho do conjunto D(I, X) em L*(I, X).

2.2 Equacao do calor

Nesta secao apresentamos algumas propriedades do operador Laplaciano em alguns espacos e
algumas propriedades sobre a equacdo do calor homogénea. Para mais detalhes veja (CAZENAVE
et al., 1998) e (PAZY, 2012).

Seja 2 qualquer subconjunto aberto n3o vazio de RY, com N > 1. Consideremos o
seguinte operador A : D(A) C X — X, onde X é um espaco de Banach e D(A) é o dominio
do operador A. Quando A = —A, chamamos de operador Laplaciano e, nas seguintes situacdes,

dizemos que o operador A gera um semigrupo o qual denotaremos por {S(t)}+>o:

1. X = H Q) e D(A) = Hy(Q).
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2. X =L*Q) e D(A) = {u € H}(Q); Au € L*(Q)}.

3. X = LP(Q) com 1 < p < 0o e D(A) = WP(Q) N W, (Q).
4. X = LY(Q) e D(A) = {u € W' (Q); Au € LY(Q)}.

5. X = L®(Q) e D(A) = {u € L™(Q) N H}(Q); Au € L=(Q)}.
6. X = Co(Q) e D(A) = {u € Cy(Q); Au € Cp(Q)}.

Nos casos 3 e 4 precisamos que o subconjunto €2 tenha fronteira suave e no caso 5 precisamos

que o subconjunto €2 seja limitado.

Consideremos agora o seguinte problema

—Au =0em Q x (0,00),
u =0em 9Q x (0,00), (2.1)
u(0) = ug, em Q.

Proposicao 2.6. Seja u(t) = S(t)ug, comt > 0.

1. Seug € L*(2), entdo u € solugio do problema (2.1) eu € C([0,00), L*(2))NC((0, 00), L*()),
Au € C((0,00), L*(Q)). Além disso, temos

uec«am%ﬂam%
| Au| 2 < 277—5|

Lol
—=||uo|| L2,
2\/2_5 OllL

|uo||z2 para t >0,

|Vull2 < para t > 0.

2. Seug € HY(R), entdo u € C([0,00), Hy(Q)) e ||Aul|z < —HVUOHLQ para t > 0.

NeT
3. Se Auy € L*(Q), entdo u € C'([0,00), L*()), Au € C([0,00), L*(R)) e u(x,0) —
Au(z,0) = 0.

4. Seug € H*(Q) N Hy(Q), entdo u € C([0,00), H*(Q)).

Para a demonstracdo da Proposicdo veja (CAZENAVE et al., 1998, Proposicdo 3.5.2 e
3.5.3)

Uma das estimativas mais comuns para o semigrupo do calor nos espacos de Lebesgue, é

conhecida como efeito regularizante.
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Proposicao 2.7 (Efeito regularizante). Sejam 1 < ¢, < g, < o0, t >0 ey € L?(RY)

N 1 1

1Sl Lo < (47Tt)_7(a_5> [9]] o (2.2)

A demonstrac3o deste resultado pode ser encontrada em (CAZENAVE et al., 1998, Teorema
3.5.7) ou (QUITTNER; SOUPLET, 2019, Proposicdo 48.4).

Lema 2.8. Seja X C L) um conjunto compacto e seja r € (q,00|. Ezxiste uma fungio
I':(0,1] = (0,00) com lim I'(t) = 0, tal que
t—0+t

S @)uoll- < T(1),

N (1 1
para todo t € (0,1) e todo uy € K, onde a = ) ( — )
q

Para a demonstrac3o deste resultado veja (BREZIS; CAZENAVE, 1996, Lema 8).
Seja
S(t)ucl(@) = [ Ko, s uo(y)dy. (23
solucdo do problema (2.1), onde 1y € L*(Q2) e Kq é o nlicleo do calor de Dirichlet em Q.

Dos resultados apressentados por Van der Berg em (BERG, 1990, Teorema 2 e Lemas 8 e

9), temos as seguinte estimativa para Kg
Ko(z,y;t) > exp(—N?x%t /46%) (47t) N2 exp(—|z — y[/4t), (2.4)

para t > 0, desde que o segmento de reta que une = e y esteja a uma distancia de pelo menos ¢
de 01).

Agora, consideremos o seguinte problema

u—Au = fem Q x (0,00),
u =0em 9Q x (0,00), (2.5)
u(0) = ug, em €.

O seguinte teorema é um resultado de regularidade da solu¢do do problema (2.5). Este resultado é

conhecido como regularidade maximal.
Teorema 2.9. Sejam T > 0, p,q € (1,00), f € LP((0,T), LY(R)) e a fungio u definida por
u(t) = /Ot S(t—o)f(o)do.
Entdo uw € WHP((0,T), L1(S2)), Au € LP((0,T), L9(S2)) e existe uma constante C tal que
well oo,y 00y + | AU Lo (0,1),09) < CN fllze(0,7),20)-

Para mais detalhes veja (LAMBERTON, 1987, Corolario 1.1).
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2.3 Lemas importantes

Nesta secdo apresentamos dois resultados que serdo usados nos capitulos seguintes. O primeiro
deles é inspirado no resultado dado em (PINSKY, 1997, Lema 6) e o segundo resultado foi
estabelecido em (LAISTER et al., 2016, Lema 4.2).

Lema 2.10. Para v >0 et >0, a fungio H : RN — R definida por

lz—y|

H(z) = (47t —N/2/ xp | ———2 ) Jy|~d
(z) = (4mt) o 1 ly| " dy
atinge Seu mdxzmo em xr = O

Demonstracio. Para cada 6 > 0, definimos a seguinte funcio Hys : RY — R,

Hs(x) = (47rt)_N/2/

R

—|z —yl? -
— (6 7d
voo () 4 iy

Entao por (PINSKY, 1997, Lema 6) temos que Hs(z) < Hs(0) para cada € RY. Como
~v < N, o resultado segue do Teorema 2.1, fazendo § — 0. n

Lema 2.11. Sejam f : [0,00) — [0,00) uma fung¢do ndo decrescente e p > 1. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes :

(1) Eziste uma sequéncia {s}, .y tal que sp41 > 0sy,, com 0 > 1 e

i s " f(sg) = 0.
k=1

1<t<s

(i7) /U*Z’F(J)da = 00, onde F(s) = sup f(t)/t.
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3 EXISTENCIA LOCAL DE UM
SISTEMA PARABOLICO FRACA-
MENTE ACOPLADO EM ESPACOS
DE LEBESGUE

3.1 Introducao

Sejam () C RY ou um dominio limitado com fronteira 9 suave ou Q = RY, N > 1, a,b >0,
f,g :[0,00) — [0,00) funcBes continuas e ndo decrescentes, ug € L"(2) e vy € L*(Q2), com

1 <r,s < oo. Consideremos o seguinte sistema parabdlico

up —alAu = f(v) em Q x (0,7),
vy —bAv = g(u) em Q x (0,7),
u =v=0em I x (0,7,
u(0) =1wup>0,v(0) =vy >0 em Q.

(3.1)

No caso que 2 = RY as condicBes de fronteira s3o omitidas. O sistema (3.1) é chamado de
fracamente acoplado (veja (DICKSTEIN; LOAYZA, 2008)). Neste capitulo determinamos condi¢des
para a existéncia e ndo existéncia de solucdes do problema (3.1). Antes disso, definimos o conceito
de solucdo do problema (3.1) e apresentamos dois lemas (teis para a demonstracdo dos resultados

de n3o existéncia.

Definig¢ao 3.1. Sejam a,b >0, f,g:[0,00) — [0,00) fungdes continuas e (ug,vy) € L"(£2) X
L*(2), com ug,v9g > 0 el < r,s < oo. Un par (u,v), cujas coordenadas sao fung¢oes nao
negativas definidas em quase todo ponto de Q2 x (0,T), para algum T > 0, é dita uma solug¢do
do problema (3.1) se uw € L*((0,7),L" (), v € L=((0,T), L*(2)) e verificam o sequinte
sistema

ult) z&ﬁMmﬁf&@—ﬂﬂM®Mm
: (3.2)

t
o(t) =Syt + | Sult = 0)glu(0))do,
em quase todo ponto de 2 x (0,T), onde {S4(t) }+>0, para a > 0, é dado por S,(t) = S(at)

para t >0 e {S(t) }i>0 denota o semigrupo do calor (veja o Capitulo 1, para maiores detalhes,
ou veja (DICKSTEIN; LOAYZA, 2008) e (QUITTNER; SOUPLET, 2019, Capitulo III)).
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Daqui em diante denotamos por B,(z) C R" a bola centrada em & com raio p > 0, e

denotamos por Y, a fungdo caracteristica em B,(0).

Lema 3.2. Sejam o > 0 e 0 < 8 < N, e sejam p,d > 0 tal que B,yo5 C 2. Eziste uma

constante cy € (0,1), dependendo apenas de N, tal que

1. , N
Sa(t)Xp > cn (M) X p+v/at (3.3)
para todo 0 < t < 52/0z.
2.
Sa)] - [7Px, = i lat)PPx /g (3.4)

para todo 0 < t < min{&?, p*}/a.

Demonstragio. (i) segue diretamente de (LAISTER et al., 2016, Lema 2.1). Para mostrar
(ii), observemos que por hipdtese temos que B,;2s C €2, entdo para cada x € B /5, temos
dist(x,00Q) > . Assim, pela estimativa (2.4), para |z| < vat, temos

27r2at —|r— 2
[Sa(D)] - [P, )(a) 2 e (damt) 2 [ oSy Py
B
N2x24 ‘5‘2 ‘y‘2

>e 1 (4047nf)’N/2e’m e 2t |y| Pdy

22
> C(at)_’g/Q/ e '3 2| Pdz
B

P

Vat
27\'2a
onde C =e "4 (4ar)™N2e712 Como B, C B%, o resultado segue. O
at

Observacao 1. Quando Q = R" e uy € L*(RY) temos que
SWul(e) = [ Kilw = y)uoly)dy.

onde K (x) = (4nt) N2 exp(—|z|>/4t) é o niicleo do calor. Logo, argumentando como na
prova do (LAISTER et al., 2016, Lema 2.1), € possivel mostrar que existe uma constante
cy >0, dependendo apenas de N, para a qual a estimativa (3.3) € satisfeita para t > 0.

O seguinte resultado é uma extensdo do Lema 2.11 (y = 1).

Lema 3.3. Suponha que f : [0,00) — [0,00) é uma fungao ndao decrescente, ¢ > 1 ey > 0.

Entdao as sequintes condigoes sio equivalentes:
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(i) Existe uma sequéncia {si}r>1 tal que sgy1 > Osg, 0 > 1 e

Z s,l;qfwf(sk) = 00.
k=1

(i) / TR () dt = oo, onde F(t) = sup
1

Demonstragio. (i) = (i1) Como a sequéncia {sy}r>1 é nado decrescente e klim S = 00, entao
- —00

podemos assumir que s; > 1 para cada k > 1. Consequéntemente,

Rt >y / e p () de

1 k=0 " Sk
>S5 [ ap(s)dt
kO:OO Sk
>3 i’“) / T aar
k=0 Sk sk
s 3.5)
1 f(s _ _ (
= L I ey

a—1;= s

I < +1 SI;IZJ{I
=——> 5.7 f(sp) (1 - = )
q I 1= : . Sk, ot
> —— (1= 0" Y s T f (),

q—1 k=0

a partir disso, obtemos (7).

(i4) = (i) Escolhendo @ > 1 e consideremos a sequéncia {0 }r>1 dada por oy, = 6%,

para k > 1. Observemos que F'(s) < F/(0,41), Vs € (04, 0pq1]. Existe uma sequéncia {k,},-,

f(70)
T

com k, <nek, <k, tal que F(o,41) = para algum 7, € (oy,,, 0%, ]. Logo,

F(s) < F(ops1) < JW,VS € (on, Ont1]-
kn
Portanto,
> e [T o f(Oh,+1) (o1,
sTIF(s)ds =) sTIF(s)ds < Y ==~ s ds. (3.6)
1 n=1v9n n=1 O-k;n On

Notemos que hd uma sequéncia crescente n; tal que k,, = k, < kp 41, n =



Capitulo 3. EXISTENCIA LOCAL DE UM SISTEMA PARABOLICO FRACAMENTE ACOPLADO EM

ESPACOS DE LEBESGUE 23
Nj, -+, Mj41 — 1, € assim
= flo Tn+1 s f(Ukn.+1) Thpj+1
Z f(gkynﬂ) / o do = Z 407 */ "o o
n=1 kn In j=1 kn, Tkn,;
1 > f(akn +1) 1 1
- Z 2 (Jknq_akanrl)
1—q .
1 i FOkn 1) 1o Tk, .
= Ok, _
q—17 JZ i Ok +1
0e(ga~1 > g
_F o) Z Fon, +1)on 0
qg—1
Tomando s; = oy, 41 entdo temos (i). O

Lema 3.4. Sejam p > 0 e ¢ > 0 tal que pg > 1. Consideremos as sequéncias {(,}nen €
{0, }nen definidas por

p 1 qg 1
— — — =_C [ —_— — — = C 38
b G o 6 (38)
e
p 1 q 1
=z =d, e —— =dy, paran > 1, 3.9
9n Cn—l—l ' Cn 0n+1 » P ( )

com (p,0p > 0,0 < c; < dy €0 < cg < dy. Entao as sequéncias {(n}tnen, {0ntnen sao

sequéncias crescentes tal que P <dj e Cq < ds, para algum ng € N.
no no

Para a demonstracdo veja (DICKSTEIN; LOAYZA, 2008, p. 6)

3.2 Resultado de existéncia

Para os resultados de existéncia local, usamos o método de super e subsolucdo. Portanto, é

necessario definir o que entedemos por super e subsolucdo do problema (3.1).

Definicao 3.5. Sejam a,b >0, f,g:[0,00) — [0,00) fungdes continuas e (ug,vy) € L"(£2) X
L*(Q), com ug,vg > 0 e 1 <1 s < oo. Dizemos que um par (,v), cujas coordenadas sao
fungoes nao negativas definidas quase sempre em  x (0,7T), para algum T > 0, é uma

supersolugdo de (3.1) se
(@,v) € L>=((0,T), L"(2)) x L=((0,T), L*(2)),

e verificam
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Subsolugoes sao definidas analogamente, com desiqualdades invertidas.

O resultado a seguir é uma versdo, para o problema (3.1), do resultado da existéncia local
dado em (ROBINSON; SIERZEGA, 2013, Teorema 1).

Lema 3.6. Suponha que a,b > 0, f,g : [0,00) — [0,00) sdo fungoes continuas e nao
decrescentes, e (ug,vg) € L"(Q) x L*(Q), com ug,v9 > 0 e 1 <r s < oo. O problema (3.1)

admite uma solugao em Q2 x (0,T) se e somente se admitir uma supersolugio em €2 x (0,T).

Demonstragio. Por definigdo, toda solugdao de (3.1) é ao mesmo tempo uma supersolugao de
(3.1). Assim, precisamos apenas mostrar que a existéncia de uma supersolugao do problema
(3.1) implica a existéncia de uma solugao do problema (3.1). Para isto, consideremos u,v
fungoes nao negativas definidas em quase todo ponto de € x (0,7), e definimos os operadores
Fi,i=1,2; por t

FI(0)() = Sat)uo + /0 St — o) f(v(0))do,

t
Fo(w)(t) = Su(tyoo+ [ Sy(t = 0)glu(o))do.
Observamos que u > F1(v) e v > Fy(u), pois (u,v) é uma supersolugao de (3.1).

Usando a monotonicidade de f e g, e o fato de o semigrupo de calor preservar
a positividade, concluimos que F; e Fy sdo nao decrescentes. Portanto, se u; = F;(v),
v = Fa(u) e uprr = Fr(vg), ver1 = Falug), entdo up = F1(v) < u, v1 = Fo(u) < v, uy =
Fi(v1) < F1(v) = ug, vo = Fo(ur) < Fo(u) = v1, e assim sucessivamente. Por consequéncia ,
{ug tr>1 e {vk}i>1 sdo sequéncias nao crescentes.

Sejam

u(x,t) = kh_{go up(z,t) e wv(x,t) = kh_}rgo vg(x,t)

sempre que eles existem. Afirmamos que (u,v) é solucao de (3.1).

De fato, pela continuidade de f e g, e pelo teorema da convergéncia mondtona, é
possivel concluir que klgglo Fi(vg) = Fi(v) e Lim Fa(uy) = F2(u) quase sempre em Q x (0,7).

Assim, devido & construgao das sequéncias, temos u = F1(v) e v = Fy(u) quase sempre em
Qx(0,7). O

No seguinte resultado, determinamos a existéncia de solucBes para o problema (3.1) no

casor,s > 1.

Teorema 3.7. Sejam f,g : [0,00) — [0,00) fungoes continuas e nao decrescentes. Sejam
também a,b >0 er,s > 1 tal que |1/r —1/s| < 2/N.
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1. Considere Q um dominio limitado. O problema (3.1) possui uma solu¢ao local para cada

(ug,v) € L"(2) x L*(Q), com ug, vy > 0, se e somente se,

limsupt P f(t) < oo e limsupt %g(t) < oc. (3.10)

t—o00 t—o00

2. Seja = RY. Se o problema (3.1) possui uma solugio local para cada (ug,vy) €
L"(RY) x L¥(RY), com ug,vo > 0, entdo

t
lim sup fs(/r) < 00, limsupt ™ f(t) < oo, e (3.11)
t—0 t—oo
. 9(t) . g
limsup =+ < oo, limsupt %g(t) < oo. (3.12)
t—0 tr/s t—o00

Por outro lado, se as condigoes (3.11) e (3.12) sao verdadeiras, entio o problema (3.1),

com a = b, possui solugio para cada (ug,vo) € L"(RY) x L¥(RY) .

Nas duas situacies, a solugio encontrada para o problema (3.1) pertence ao espago [L32.((0,T), L=(Q)))°.

Observacao 2. Seque abaizo algumas observacoes sobre o Teorema 3.7.

1 2
1. A condigao |1/r — 1/s| < 2/N implica que os valores criticos p. = s ( + N) . Qe =
”

r (i + ;), verificam pe,q. > 1. Se 0 < p. < 1 ou 0 < q. < 1, € possivel tratar o
problema (3.1) num domimio limitado com uma condi¢io sobre a condig¢do inicial:
up(z),vo(x) > v dist(x,002) para todo x € Q e para alguma constante v > 0. Esta
condigdo foi usada para estudar o problema (1.3) com a nao linearidade f(t) = t** + P2
e0<p <1<pyem (LOAYZA, 2006).

2. Observamos que se f = g er = s, entao o Teorema 3.7 coincide com o Teorema 1 que

foi enunciado na introdugdo.

3. Se f(t) =t eg(t) =t? parat > 0, entdo a condi¢io (3.10) é a mesma obtida em
(QUITTNER; SOUPLET, 2019, Teorema 32.1). Além disso, as condigoes

t t
limsup& < oo e limsup & < 00
10 T t0 LT/

sao satisfeitas se s < pr er < qs. Essas condicoes foram consideradas no Teorema 2.3

de (DICKSTEIN: LOAYZA, 2008).

4. A parte de nao existéncia do Teorema 3.7 € mostrada usando argumentos similares de
(LAISTER et al., 2016). Na parte de existéncia local é mostrada usando o principio de

comparagao estabelecido no Lema 3.6.
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Demonstragio. (i) Sem perda de generalidade, assumimos que 0 € 2. Suponhamos que

o problema (3.1) possui solugao local para cada dado inicial (ug,vg) € L"(Q2) x L*(Q),

com ugy,vg > 0, e que a condi¢do (3.10) nao é valida, ou seja limsupt ¢ f(t) = oo ou
t—00

limsupt~%g(t) = oco. Vamos supor que hm supt Pe f(t) = 00, ja que o outro caso é tratado
t—o0

similarmente. Assim, existe uma sequenma {zk}k>1 tal que

2>k e flzp) > 20Nk (3.13)
Seja vy = Z v COM U, = QNCR,lszpk e zk,o,]cv/s = k2 para cada k > 1, onde cy é a constante

k=1
do Lema 3.2(i). Note que klim pr. = 0. Portanto, existe ky € N de modo que Bs,, C {2 para
— 00

k > ko. Observemos também que

oo
e <D vl

k=1

s = QNCle]lV/S Z zkpN/s = 2Nc]_\,1w11v/s Z k2 < 0.

[l

Seja (u,v) solugdo do problema (3.1) definida num intervalo [0, 7], para algum 7" > 0,
com condigao inicial (u(0),v(0) = (0,vy). Como v > 0e g > 0, de (3.2) e o Lema 3.2 temos
que

v(a) > Sy(o)vg > Sp(a)v, > 2V eyt 2155 (0) X, > 26X ptvbo = 2k Xpr» (3.14)
para 0 < 0 < pi/be k > ky. Como f é ndo decrescente, de (3.2) e (3.14), obtemos

> [ 84t = o) f(Sulo)u)do
> [ 1(e0)8u(t = 0)xdo (3.15)

t
> 2™ [ fe)xpdo

para 0 < o <t < min{T, p;/a, p; /b} e k > ko. Fixando ¢ € (0, min{T, p} /a, p;,/b}) e k1 €N
de modo que p; /2 < t para k > k. Entdo, de (3.15), obtemos

o

u(t) = CNQ_N/O " FE)Xdo > en27N o f (21) X
para k > k;. De (3.13) temos
lu(®)ller = faon” o™ 2wyl ey2 Nt Tk,
para k > ki. Como o lado direito tende para o infinito quando & — oo, temos uma contradigao.

Reciprocamente, seja (ug,vg) € L"(2) x L*(f2), com r,s > 1 e ug,vp > 0. Como

limsupt ™7 f(t) < co e limsupt %g(t) < oo, existe uma constante Cy > 0 tal que
t—o0 t—o0

f(t) < Co(1+17), g(t) < Co(1 + %) (3.16)
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para t > 0, onde p,. e ¢. sao dados em (1.9). Como |1/r — 1/s| < 2/N, temos que p., g. > 1.

Ademais, observamos que p.q. > 1.

A condigao (3.16) nos leva a considerar o seguinte sistema

ur — alAu = Co(l+v") em Q x (0,7,
vy — bAv = Co(1 4 u) em Q x (0,7),
u =v=0em I x (0,7),
u(0) = ug,v(0) = vy em €.

(3.17)

Quittner e Souplet, mostraram no Teorema 32.1 de (QUITTNER; SOUPLET, 2019), a
existéncia local para o problema (3.17) quando p.,q. > 1 e a = b = 1. Apresentamos a seguir,
seguindo as idéias de Brezis, Cazenave e Weissler dadas em (BREZIS; CAZENAVE, 1996),
(WEISSLER, 1979) e (WEISSLER, 1981), uma prova para o caso p., g. > 1 com p.q. > 1.

Sem perda de generalidade podemos assumir p. < ¢.. Temos que

N chC_l pc+1
- es=r .
pe+1 qge+1

2

Seja m1 € (r,8q.) com 1y > q. e seja Ny = N1 (pe + 1)/(g. + 1). Como p. < qe, pege > 1 € pela
definicao de 7y, temos que (pe+1)*¢e < pe(ge+1)* € ny > pe. Dai, concluimos que 1 € (s, rp.)
€2 2 Pe.

N (1 1 N (1 1
Sejamaz(—)eﬂz(—).Entéo
2\r m

1
0<aqg<1,0<fp.<1l,—— — < —,—— — < — (3.18)

T ) (3.19)
Consideremos o conjunto
K ={(u,v) € B; t*[Ju(t)llzn < 6,t([v(t)|[rr < & parat e (0,T)},

onde £ = Ey X Ey, By = L. ((0,7),L™(Q2)), Ey = Li5.((0,7),L™(£2)) e § > 0 ¢ escolhido

apropriadamente. Se

d(ur, us) = sup {t*|lus(t) — ua(t)|lzm } + sup {¢°||vi(t) — va(t)||ne}
tE(O,T) tE(O,T)

para uy = (ug, v1),us = (ug,v9) € K, entdo (K,d) é um espago métrico completo.
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Dado (u,v) € K, definimos o operador ®(u,v) = (®1(v), Po(u)) por

Oy (v)(t) = Su(t)up + Co /Ot Sa(0)1do + Cy /Ot Sa(t — o)vPe(o)do,

t t
@ww):&@m+%4&wmw+@4&wﬁm%@m
Usando a estimativa (2.2) e (3.18), temos

| Dro(t)|[Lm < || Sa ()] Lm + tHECH|QY™
Pedo (3.20)

t _N(pe_
+Co [ latt = o))" ju(o) 1
< 1Y Sq (B ]| Lm + TACH QY™ + CyCy 6P,

1 bc
onde Cy = / [a(1 — a)r%(ﬁfﬁl)a PPedo < oo. Analogamente temos
0
t’BHq)QU(t)HLng S t’BHSb(t)Uo”an + t1+500’9|1/772 -+ O()Cg(gqc, (321)
1 —N(ge_ L,
onde Cy :/ b(1 —0)] 2'm m/og"Ydo < oco.
0

Como lir(rll+ t]Sq () uol| L = lirél+ 7118y (t)vo|| zne = 0, devido ao Lema 2.8, concluimos
t— t—
de (3.20) e (3.21) que é possivel escolher § > 0 e T > 0 tal que (®yv, Pou) € K.

Similarmente, como foi mostrado em (3.20) e (3.21), podemos provar que para u; =

(U1,U1)7U2 = (U2702) c K

@1 (v1) () — @1 (v2) (1)l < CoC38Pe ™ d(u, v)

19| Do () (£) — () (£) ]| e < CoCad%d(u, v).

1
Tomando § suficientemente pequeno, de modo tal que CoCy6P™! < 1° CoCyo%™t < =,

=~ =

concluimos que ® é uma contragao estrita. Dai, temos que existe um ponto fixo (u,v), o qual

¢ uma solucao de (3.17).

Por outro lado, usando a estimativa (3.19) e argumentando como a estimativa (3.20),

temos

[a)ller < [uollzr + CoT[QI" + CoCad™,
1
onde 03 = / [a(l — g)]_%(ﬁ_?) ﬁpcda < 0. ASSIHI = Loo((o T) Lr(Q)) Procedendo

0
similarmente, temos v € L>((0,7), L*(£2)).

Para mostrar a regularidade de (@, v), usamos o argumento de bootstrap de (DICKS-
TEIN; LOAYZA, 2008, p.7) (ver também (SNOUSSI; TAYACHI; WEISSLER, 2001, p. 153)).
Ou seja, mostramos que existe uma constante C' > 0 tal que

1 1

A @ <o e FEE

1 < C, (3.22)
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para todo t € (0,7),com 1 <r <r < ocoel < s < s < oo Observe que a parte

de existéncia garante que a estimativa é valida para r; = n; = (o e 51 = 12 = 6. Sejam

e 1 .
1 Pe _ » = — — —. Entdo, por (3.18) temos que

4c
= ec
o Co G o

Pe 1 2 qe 1 2
— < —e = — — < —. 3.23
b G N G 6 N (3:23)

Sejam {Cn}n>1 € {0n}n>1 as sequéncias definidas como em (3.9), isto é,

C 1 C
Pe g e e

O Cuia G Oni
que (3.22) é valido para algum r; = (j, e s; = 0. Entao, do Lema 3.4 temos que as sequéncias

2 2
=dy, com 0 < <di < N el < <dy < N Suponhamos

{Gi}n>1 € {0n}n>1 sdo crescentes, e de (3.18) temos que

Pe 1 2 q. 1 2
— — < e < = 3.24
en CnJrl N Cn 9n+1 N ( )

Como
t t
() = Sa(t/2)u(t/2) + Cy / Sa(0)yado + Cy / St — o) (0)do,
t/2 t/2
t t
(1) = Sy(t/2)0(t/2) + Co / Sy(0)xado + C / Sy(t — o)ut (o) do,
t/2 t/2
para 0 < t < T, pela estimativa (2.2) temos

N (1 1 N1 1

A a e < 035150200200

s H () e

sot e [Ma ooyt i) 4R g, (325)
t)2

N1 1

72 0 g

e+ it F ) g

e de (3.22), (3.24), para r; = (i, temos que

N(1__1
Ric <k+1>Hﬂ(t)!|L<k+1 < C, para todo t € (0,T). (3.26)

Similarmente, obtemos

N(1__1
£? (: 9k+1)y|fa(t)HL9k+1 < C, para todo t € (0,7). (3.27)

A estimativa (3.22), para 1 = +00 e 53 = 400, se obtem por um ntimero finito de passos,
isto devido ao Lema 3.4. Assim, (@, ) € [LE.((0,T), L®(2))]*. Além disso, de (3.16) e (3.17)
vemos que (u,v) é uma supersolucao de (3.2). Portanto, pelo Lema 3.6 obtemos uma solugao

para o problema (3.2).
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(ii) Suponhamos que o problema (3.1) possui solucao local para cada dado inicial
(up,v0) € L"(RY) x L*(RY), com ug, vy > 0, e que a condicdo (3.11) ndo é valida, ou seja,
ou hm supt Pe f(t) = 0o ou hm 1 sup f(t)/t/" = co. O mesmo argumento pode ser usado se a

condlgao (3.12) nao é Verdadelra

Se limsup ¢t ™7 f(t) = oo, se procede similarmente como no item (i), pois a estimativa
t—00

do Lema 3.2 também se verifica, em RY (veja a Observacao 1).
Suponhamos agora que lim sup f(t)/t*/" = co. Entéo existe uma sequéncia { A\ }x>1 tal
t—0
que -
e S K73 FOw) = BB e lim A = 0.
— 00

Seja v = > vy, onde vy = () 7 2¥ M Xppr ok = (Mek?) /N e ¢y 6 a constante da Observagio
k=1
1. Observemos que

v s < Z ogll e = 2N ()" 1/szk < oo0.

n=1

Consideremos (u, v) solu¢do do problema (3.1), definida no intervalo [0, T], para algum
T > 0, com condigao inicial (u(0),v(0)) = (0, vp).

Como A, < k™3 entdo py > k*/N. Dali, existe ky € N tal que p, > max{a,b} para
k > ko. Pela estimativa do Lema 3.2 em R™ (Observacio 1), temos

Sp(o)os = ()28 NeSh(0) X
N
> ()2 [on/ (px + V0)| X,y s v (3.28)
Z )\kkaJ

para todo 0 < ¢ < 1. Como f é nao decrescente podemos proceder como na estimativa (3.28)
e obter
Sa(t = o) f(Sp(o)ve) = f(A)Salt — o)X,
> N2V ()X, pr=
2 C/N2_Nf()‘k)ka
para 0 < 0 <t < 1. Fixando t € (0, min{1,7}), temos

ut) > /OtSa(t—J) F(Sy(0)vy)do
> [Sutt = o) (Siloyu)do

t
> C/NQ_N/O f()‘k)kadU
> ten2 NERIAT Ty,
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Logo
(@) > en2 Ntwi kST (3.29)

Como o lado direito de (3.29) tende para o infinito quando k — oo, temos uma contradicao.

Por outro lado, seja (ug,v9) € L"(RY) x L*(RY). Suponhamos que

t
lim sup () <oo e limsupt™f(t) < o0
t—0 ts/r t—o00
¢ t
lim sup @ < oo e limsupt %g(t) < oo.
t—0 tr/s t—o00

Entao, existe Cy > 0 tal que
f(t) < Co(tm +17) e g(t) < Co(t"/* + t),

onde pe, ¢. sao dados por (1.9). A condigao |1/r — 1/s| < 2/N implica que p.,g. > 1. Além
disso, se  # s entdo s/r < 1 ou r/s < 1. Por este motivo, ndo seria possivel usar o argumento
de ponto fixo, como no caso €2 limitado. Devido a essa dificuldade, abordamos o problema

determinando uma supersolucao para o problema (3.1).

Sejam r > « > max{l,r/s}, f = sa/r, r1 = r/aep =1—1/a+ p./5. Entao

r,a,0>1,pp>1e
N

™= E(pl - 1)-

Ademais, wy = u$ + v € L™ (RY).
Consideremos o seguinte problema
{ uy —alAu = Cy(u+uP') em RY x (0,7),
u(0) = wp em RY,
onde €7 > Cymax{a, }. Do resultado da existéncia em (BREZIS; CAZENAVE, 1996,

Teorema 1) existe uma solucio local w € C([0,T], L™ (R™)) N L2 ((0,T), L"(RY)) para o
problema (3.30) tal que t%(l/”’l/"(])Hw(t)HLno < (O, para algum 79 > 71 e para alguma

(3.30)

constante Cy > 0. Ademais, pelo argumento de bootstrap (como foi mostrado para o caso {2
limitado), é possivel concluir que existe uma constante Cs > 0 tal que ¢ /"1 ||lw(t)|| 10 < Cy
para todo 1y < n < co. Assim, pela regularidade parabdlica (Teorema 2.9), concluimos que w
6C*emt € (0,T) e C*emzcRY.

Seja (a(t), 9(t)) = (wY*(t),w?(t)) para t € [0,T]. Entdao @(0) > uo, 9(0) > vy,
(@,0) € L®((0,T), L"(RY)) x L=((0,T), L*(RY)), e

1 1
iy — aAi = —w' 7w, — aAw) — g(—
o

«
> Cow'* Hw 4 wP)
= Co(0*/" + @P) > f().

— Dw'/* 2| Vw|?
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Similarmente, 9y — aAv > g(u). Portanto, é possivel concluir que (%, ?) é uma supersolugao
de (3.1). Assim, o resultado segue do Lema 3.6. O

O caso r = 1 ou s = 1 é tratado no seguinte resultado. Pela simetria do problema (3.1),
é suficiente considerar somente o caso s = 1, ou seja, estudar a existéncia local para condicGes

iniciais (ug, v9) € L"(Q) x L*(€2) com r > 1. Para um dominio limitado temos o seguinte resultado.

Teorema 3.8. Sejam f,g : [0,00) — [0,00) fungdes continuas e ndo decrescentes, r > 1,

a,b>0 e Q um dominio limitado. Para t > 1, definimos

f(o) 9(0)
F(t) = . G(t) = . 3.31
0= 2 s G0 = up ° (331
1. Se
/ tIHNE (#)dt < 0o e / =M@ (t)dt < oo, (3.32)
1 1

entdo o problema (3.1), com a = b, possui solugio local para cada (ug,ve) € L"(Q)x L ().

Além disso, esta solugdo pertence ao espaco (Lie.((0,T), L=(£2)))%.

2. Se
lim t_N/(W)/ e o_(1+2/N+1/T/)Fr(U)dJ =00 (3.33)
-

t—0t

ou

/ TN G () dE = oo, (3.34)
1

para algum € > 0 quando r > 1, e e = 0 quando r = 1, entdo existe (ug,vy) € L"(Q) x L*(Q),
ug,vg > 0 tal que o problema (3.1) ndo possui solugao local. O wvalor r' é o conjugado de

1<r<ooeédado por1/r=1—1/r.

Observagao 3. Seque abaizo algumas observacoes sobre o Teorema 3.8.

1. Quando r =1, temos que 1/r" =0, e o resultado é Jtimo.

2. Se f(t)=t" e g(t) =t? parat >0 com p,q > 1, entao a condigio (3.32) € verificada
quandop < 1/r+2/N eq/r < 142/N. A condicio (3.33) € satisfeita quando p > 14+2/N
parar =1ep>1/r+2/N parar > 1. A condigio (3.34) é verificada se q/r > 1+2/N.

3. Existe um vacuo entre a condigao / o 2N E (0)do = oo e a condigio (3.33). Em
1
geral,

/1 o RMNE (0)do > t_N/Qg*(H%*%H%FT(U)dJ
S NIE) [P NS B ()

t—N/2
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para 0 < t < 1. Mas, para f(t) = t* comp = 1/r +2/N e r > 1 temos que
/OOU_(IH/N)FT(U)da:oo e =N [T o WRINTE (0)do = 1.

1 t+—N/2
4. O item (i) do Teorema 3.8 é mostrado usando uma supersolugio apropriada do problema
(3.1) (see (3.36)). O item (ii) é mostrado considerando dados iniciais da forma X1 /4,

coma >0, quandor =1 ¢ |-|? com 0 < B < N/r quando r > 1.

5. A condicao a = b, na parte da existéncia, é necessaria para lidar com a supersolucao

(3.36).

Demonstragdo. (i) Adaptamos o argumento dado na prova do Teorema 4.4 de (LAISTER
et al., 2016). Suponhamos que (3.32) é verdadeira e definimos f(t) = f(t) para t € [0,1] e
f(t) =tY"F.(t) para t > 1. Entdao f(t) < f(t) para todo t >0 e f(t)/t*" : [1,00) — [0, 00) é
nao decrescente. De forma similar, definimos g : [1,00) — [0, 00) por §(t) = ¢(t) para t € [0, 1]
e g(t) =t"G,(t) para t > 1.

Como f < f e g < g, do Lema 3.6 vemos que ¢ suficiente encontrar uma supersolucio

(wq,wsy) para o problema

u —aAu = f(v) em Q x (0,7),

v —alAv = g(u) em Q x (0,7, (3.35)
u =v=0em 9N x (0,7),
u(0) = ug,v(0) = vy em Q.
Para t > 0, definimos w; e wy por
wn () = AL (O] + AL Ol + 1, a0
ws(t) = BS,(t)uy + BSa(t)vg + 1, '

onde A e B sao constantes positivas, os quais serao escolhidos apropriadamente.

Como uf, € L'(9), temos

lwi ()]l < AllSa(@)uplliA + AllSa(t)voll}4 + |92
< Alluol|r + Allvoll}4 + 12V,

lwa (B[l < BlSa(t)ugllr + BllSa(t)vollzr + [€2]
< Blluol[z- + Bllvollzr + (9.



Capitulo 3. EXISTENCIA LOCAL DE UM SISTEMA PARABOLICO FRACAMENTE ACOPLADO EM
ESPACOS DE LEBESGUE 34

Entdo, w; € L*®((0,00), L"(2)) e wy € L=((0,00), L*(R)). Ademais, por (2.2), temos

lwor()lo < AllSa(t)upllie + AllSa(t)voll~ + 1
< Alat) N ug|| 1 + Alat) N oo |14 +
< 24 (at)™Nr (3.37)
[wa()]lo < Blat)™™2||uol|;- + Blat) ?|jvg| 12 + 1
< 2Bt~ N2
para ¢ suficientemente pequeno, onde A; = A(|Juo||z- + |[voll}4) ¢ By = B(|Juo|[5 + |[vollL1)-

Por outro lado, como f(-)/(-)"/" é ndo decrescente em [1,00), de (3.37) temos

f|w2 |L°°)do

sz 1/7"

t f(QBlO'_N/Q)
< 3.38
_A@&W%wa (3.38)

2(2B)2/N oo 12 =
s IR e

Analogamente,

tg(llwi(o)] L) d
[wi(0) |7

g 2A10‘ N/2r

—/ 21410 N/2r r

_ 7”(2141)274/N —1—r—2r/N = _
- 3(0)do = Ca(t).

dsa (3.39)

Note que a finitude de C4(t) e Cs(t) é dada por supor que (3.32) é verdadeira.

Agora, como [S,(t)1]" < Sa(t)Y", Sa(t)xa < xa € f(-)/(-)" é ndo decrescente obtemos
Sultuo + [ Sult = o) Fws())do
= Sa(t)uo + /Ot Sa(t — U)Ww;/’“(a)da

g

Sa(t —0) {Bl/r[Sa(U)vo]l/r + B[S, (o) up)V + 1} do

IN

[Sa 1/7" (/ ”|w2 |1§1:°)da> {Bl/r[sa(t)vo]l/r + Bl/r[Sa(t)ug]l/r N 1}

[Sa(t)uo]l/r + Cl(t) {Bl/r[s ( )Uo]l/r + Bl/T’[S (t) r]l/r + 1}

<
< [1+ BV C(O)[Sa(t)ug)' " + Ca(8) BV [Sa(t)vo] V" + Cu (1),
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onde C é dado por (3.38). Similarmente,

= Sa(t)vg + Ot Sa(t — a)g(;ul(g»wi(a)da

< Su(t)vo + 3"~ 1( Iwi(0)llse) )[ATSa(t)u6+A’”Sa(t)vo+1]

[[wi ()7

<1431 ACy (1)) S (t)vo + 37 LA™ Cy (1) S, (t)up + 3" 1Oy ()

Por (3.32), temos que C(t),Cy(t) — 0 quando ¢t — 07. Assim, podemos escolher as
constantes A, B > 1 de modo que

. 1/r
1+ BYCi(t) < A< & 175)]

3r—102(

para t suficientemente pequeno. Portanto,
t -
Sultyuo+ | Sult = o) f(ws(0))do < wy(),
t
Su(t)vo + /0 Sult — 0)g(wi(0))do < wa(t),

para t pequeno. Logo, (wy,ws) é supesolucao de (3.35).
(ii) Sem perda de generalidade, vamos assumir que 0 € Q. Seja § > 0 de modo

o
que Bs; C €. Suponhamos que (3.33) é valido. Seja vy = 2VbV/2¢3} ZQ‘kagxl/ak com
k=1

N — N2k > 0 tal que 1/ < § para k > ko, para algum ky € N, e a sequéncia

ak Snk+1

{n1}x>1 serd escolhida apropriadamente mais adiante. Notemos que vy € L'(Q2) e

o0
[vol| 1 = 2V ey'wn D 27F < 0.
k=1

Agora, consideremos
(u,v) € L=((0,T), L"(Q)) x L=((0,T), L'(2))

solugdo do problema (3.1) com condicao inicial (u(0),v(0)) = (0,vp). Do Lema 3.2, temos

Sp(o)vg = QNbN/Qcﬁlang(U)Xl/ak
N
_ 1/ oy,
> oNpNRo—k N (L8 3.40
= k 1/0%_’_\/% X1/ay+Vbo ( )

> 2"“0_%
= X1/ap+vbo
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para 1/0zi <bos <86 ek>kp.

Como a fungao f é nao decrescente e o semigrupo preserva a positividade, temos

u(t) zAﬂ%@—gﬁwu@%mg

t
kN
> 1/(Mi)é‘a(lﬁ—ﬁ)f(2 O )X fap /i 4O (3.41)
t
= . f(2’ka’N/2)Sa(t—a)xl/aﬁmda
1/(be3)

para 0 < t < 62/b. Do Lema 3.2, e como Vbo + \/a(t —0) > \/min{a, b}t para todo o € [0, 1]
e 1/ay + Vbo + \Ja(t — o) < (2vVb + va)Vt para todo o € (1/(ba?),t), entdo obtemos

: g + V0 v
e o + o
f2 ka2 X o~ ——=do
/(b)) 1/ag + Vbo + +/a(t — o) Hertvbotyalt=o)

u(t) > CN/1

t
N/2 N —N/2 —k_—N/2y_N/2
> enb™2 2V + a) Nt X1 o 4+ /min )i /1/(bak)2 f27 o) o do.
Assim,

[u(®)]]£r N

- chN/Qw]lV/T (1/cy + /min{a, b}t) N2 /t f(Q_kO'_N/2)O'N/2dO'
- 2Vb+ a 1/(bay )2

t

> Op—N/2r / F(2 o N2) N2y
- 1/(ba2)

(3.42)

2*16(170%)]\]/2

_ (9—k(+2/N) =N/2r’ /

9—k—N/2

@)oo,

onde C > 0 é uma constante que depende somente de N,a e b.

De (3.6) e (3.7) vemos que existe uma sequéncia {si} tal que sx1 > sy, com 0 > 1, e

—N/(2r") © q N/ oo | a/N-1
¢ Awwﬂ-mmw§0@w > ()5,

7j=1
2 1 g9t —1
ondeq:1+N+ﬂeC’(9,q):(q_1)
/e > f(sj)sj_Q/N_1 — 00 (3.43)
j=1

quando t — 0.
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Fixando ¢ > 0 e k1 > ko tal que s,, > N2 De (3.42) temos

lut)||pr > 27K N Zk: /Skj+1 F(o)o~ NI g
83

J=nk,
ng

> 9k(L+2/N) Cy=N/2r’ 3 f(sj)/sj“ o—/N+2) g

. S
]:nkl J

Nk
= 2 hARINICENI S () (s N — s (3.44)

‘ J
J=Nkq

- —1-2/N
— 9~ k(1+2/N) cyy=N/2r’ Z f(sj)sgl_Q/N [1 _ <5j+1> ]

J="Nk, J

Nk
=(1- 6*1*2/N)2*k(1+2/N)Ct—N/zr' Z f(5j>sj—1—2/N_
J=Ney

Nk

Finalmente, como (3.43) é vilido, existe uma subsequéncia {n }x>1 tal que 27 ¥ 2N §™ f(50y5

diverge quando k — 0o, e assim temos uma contradi¢ao em (3.44). o
Suponhamos agora que (3.34) é valida. Consideramos dois casos:
Caso 1. r = 1. Como no caso anterior consideramos
uy = 2V a2yt i 2_kﬂ,ivxl/5k,
k=1
com [y = a_N/22k§nk+1 > 0 tal que 1/ < 0 para k > kg, para algum kg € N, e a sequéncia
{ng}n>1 é escolhida apropriadamente. Entdo, ug € L'(Q) e |luo|pr = 2Va™?cytwn i 27k,
Procedendo como no caso anterior se obtem o resultado. =
Caso 2. r > 1. Consideramos ug(z) = () 2| x5 com 3 = o © g = (1 + ;)_1 e > 0.

Portanto, uy € L"(2).

Da condigao (3.34) e do Lema 3.3, temos que existe uma sequéncia {5 }r>1 tal que
S > 05k, com 0> 1e > g(3)5, @V = .
k=1
Seja (u,v) uma solu¢do do problema (3.1) com condigao inicial (u(0),v(0)) = (ug,0).
Da estimativa (3.4) temos S,(0)ug > (aa)’ﬁ/zxﬁ, para 0 < o < §*/a. Assim, da estimativa

(3.3) temos

o) = [ it~ o)glS.()uo)do

> [ Su(t = 0)gl(a0) )y ardo

c t ac) P2 \/% ) o
> e [ gl(a0) >(ﬁ+m) T

—1-2/N
J
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2

para 0 <t < . Procedendo analogamente como na estimativa (3.44) obtemos

max{a, b}

t
Il = e [ gl(ar)#2)(a0)"do
0
2cy  [© _(H_M)
> -0
— af (at)*B/Zg(O-)U 7 do
2CN

2o (44
Rl P (0)o N ) do

0 _N+2
Z C Z g(Sj)Sj ? )

Jj=ko

onde &y, > (at)™/%. Assim, temos uma contradicao. ]

No seguinte resultado analisamos o caso r = 1 e } = R".

Teorema 3.9. Sejam f,g : [0,00) — [0,00) fungdes nao decrescentes e continuas, r > 1,
a,b>1eQ=RY. Parat >0, definimos

F.(t) = sup f(i)’ G.(t) = sup M. (3.45)
o<o<t 0/ 0<o<t O
1. Se , .
lim sup fl(/) < 00, lim sup @ < 00,
t—0+ t—0t

[N R @t <o e [T NG (1)t < o,
1 1

entdo o problema (3.1), com a = b, possui uma solugao local para cada (ug,vy) €

L"(RY) x LYRY). Além disso, a solugio pertence ao espago [L72.((0,T), L>=(RY))]2.

loc

2. Se algumas das sequintes condicoes sao verdadeiras:

f@) _
li
T

g(?)

b) lim sup =

t—0+

c) lim ¢t727 /N/2 O'_(1+%+%)Fr(0')d0'200.

t—0t

d)/ ~04R )G, (0)do =00 (> 0ser>1,e=0ser=1).

Entdo existe uma condicio inicial ug € L"(RY), vy € LY(RY),ug,v9 > 0 tal que o

problema (3.1) ndo possui solugao local.



Capitulo 3. EXISTENCIA LOCAL DE UM SISTEMA PARABOLICO FRACAMENTE ACOPLADO EM
ESPACOS DE LEBESGUE 39
Demonstragdo. (i) Seja (ug,vo) € L'(RY) x L*(RY). Das condigoes %1_{% fO/tY < 0o e
lir%g(t)/tr < o0, implica que f(0) = ¢(0) = 0. Assim, se (ugp,v9) = (0,0) temos que
—

(u,v) = (0,0) é uma solugdo do problema (3.1).

Suponhamos que (ug, vy) # (0,0). Seja

wi(t) = A[S()ug]" + A[S(t)u]'", e
wy(t) = BS(t)uf + BS(t)vo.

Entao, wy(t) > 0,wy(t) > 0 para t > 0. Argumentando como na demonstragao do Teorema
3.8 (i), com f(t) = f(t) e g = g(t) para t > 0, o resultado segue.

(ii) Usamos os mesmos argumentos utilizados na demonstragao dos Teoremas 3.7 e

3.8. [l
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4 EXISTENCIA LOCAL PARA A
EQUACAO PARABOLICA DE
HARDY EM ESPACOS DE LEBES-
GUE

4.1 Introducao

Sejam Q) C RY um dominio limitado com fronteira 9 suave ou Q@ =RY, N > 1, f:]0,00) =
[0, 00) uma fungdo continua e ndo decrescente, v > 0 e ug € L"(§2) com 1 < r < oo. Consideramos

o problema parabdlico com potencial singular

u—Au =177 f(u) em Q x (0,7,
u =0em 0Q x (0,7), (4.1)
uw(0) =wup>0em

onde T >0e|-]77:Q—[0,00).

A equagido (4.1) é também conhecida como a equacdo parabdlica de Hardy (veja (SLIMENE;
TAYACHI; WEISSLER, 2017)).

Neste capitulo apresentamos condicoes para a existéncia e ndo existéncia de solucdes locais

para o problema (4.1). Antes disso, definimos o que entendemos por solucdo do problema (4.1).

Defini¢ao 4.1. Seja uy € L' (), com uy > 0 e 1 < r < oco. Uma fungao ndo negativa u
definida quase sempre em €2 x (0,T), para algum T > 0, é dita solugao local do problema (4.1)
seuw € L>((0,7),L"(Q)) e verifica

u(t) = S0 + [ 8t = o)| |7 f(u(o))do (4.2)

quase sempre em ) x (0,T), onde {S(t)},5, denota o semigrupo do calor.

4.2 Resultado de existéncia

Para os resultados da existéncia local, usamos o método de super e subsolucdo. Super e subsolucao

sao entendidos no seguinte sentido.
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Definicao 4.2. Sejam f :[0,00) — [0,00) uma fungdo continua, v > 0, ug € L' (), ug >0
er > 1. Dizemos que uma fungdo nao-negativa, finita quase sempre e mensurdvel u definida

em Q2 x (0,T), para algum T > 0, é uma supersolugio de (4.1) se
i€ I¥((0,7), /()

e satisfaz
a(t) > S(t)uo + /0 S(t — )| - |7 f(@(0))do. (4.3)

Subsolugoes sao definidas analogamente, com desigualdades invertidas.

Lema 4.3. Suponhamos que f :[0,00) — [0,00) € uma fungio continua nao decrescente e
0<vy<N. Sejauy € L"(Q), up >0 er > 1. Entao, o problema (4.1) admite uma solugao

em Q x (0,T) , se, e somente se, admite uma supersolu¢io em € x (0,T).

Demonstragio. Por defini¢ao, qualquer solugao de (4.1) é uma supersolucao de (4.1). Assim,
precisamos apenas mostrar que a existéncia de uma supersolugao de (4.1) implica a existéncia

de uma solugdo de (4.1). Para isso, definimos o seguinte operador

T()(t) = Stuo + [ St = )| 7 f(ulor))do,

para toda funcao wu finita quase sempre, nao negativa e mensuravel em

Qx(0,7).

Note que u > F(u), devido a que u é supersolucao de (4.1). Ademais, F é nao
decrescente, ja que f é nao decrescente e o semigrupo do calor preserva a positividade.

Considere a sequéncia {u"},>o, dado por v’ = u, e F(u") = u".

Como F é nao decrescente, segue-se que a sequéncia {u"},>o é nao crescente quase
sempre em 2 x (0,7). Seja u(x,t) = lim u"(x,t) sempre que existir o limite. Da continuidade
n—oo
da fungao f, e aplicando o Teorema 2.1, temos lim F(u") = F(u). Portanto, devido a
n—oo

construgao da sequéncia, é possivel concluir que F(u) = u. O

4.3 Efeito regularizante

Usamos a seguinte estimativa.

Lema 4.4. Sejam N > 1 e 0 <~ < N, e sejam q1,q € (1,00] satisfazendo

1 ol 1
0<—<—+—<1.
q2 N q
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Entao, existe uma constante C' > 0 que depende de N,v,q1 e qo tal que

1S 176 < 06 EE)F g1 (4.4)

para todo t > 0 e todo ¢ € L™(S2), onde Q é um dominio limitado com fronteira suave de RY
ou Q =RY.

Demonstragio. Quando 2 = RY, o Lema é a Proposicio 2.1 de (SLIMENE; TAYACHI;
WEISSLER, 2017). Suponhamos que 2 é um dominio limitado suave e ¢ € L?(Q). Seja ¥ a
extensao zero de ¥ a RY, ie. ¥ = 1) em Q e ) = 0 em RY \ Q. Por (BERG, 1990, Lema 7)
temos que Kq(x,y,t) < K(z,y,t) para z,y € Q et > 0, onde Kq e K sdo os niicleos do calor

em © e RY, respectivamente. Portanto,

IS@ - ) @ < NSO 7)o@

N L_L)_l -

SCt 2\q1 ¢ QHdJHL‘H(RN)
N g_g>_1

=(Ct 2 \a1 a2 2||1/J||Lq1(ﬂ)-

4.4 Problema auxiliar

Seja  ou um dominio limitado suave com 0 € Q ou © = R™. Nesta secio estudamos a existéncia

de solucdes para o seguinte problema

u—Au = g(z,u) = |z|" + || 2uP em Q x (0,7),
u =0em 0Q x (0,7, (4.5)
u(0) =wuy>0em €,

onde ug € L"(Q), r > 1, e >0,i=1,2. Quando Q2 = RY prescindimos das condicGes de

fronteira.

Antes de estabelecer o resultado de existéncia, precisamos dos seguintes lemas preliminares.

Lema 4.5. Suponhamos que 0 < v < min{2, N},p>1er=N(p—1)/(2—2) > 1. Entao,

existe n > max{r,p} tal que
1 2 1 N-n

r T Np n T Np
Além disso, se 5= N(1/r —1/n)/2 temos que 0 < fp < 1,

(4.6)
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N 1
Z.(p—>+%+p5:1,
2 \n r 2
N (p 1 Y2
2. —([E—Z )+ 24+ (p-1)B=1
5 (n n>%_2 +(-1p

Lema 4.6. Seja p > 1 e seja {n,}n>1 uma sequéncia definida por

LT =c e — = =d, (4.7)
paran > 1 com 0 < ¢ < d. Entao {n,}n>1 € uma sequéncia crescente tal que nhjEO Np = ~+00.

Demonstragio. Por inducao, temos que {n, },>1 é uma sequéncia crescente. Suponhamos que
a sequéncia seja limitada superiormente. Entao, existe 7 tal que ILm N = 7. Como p > 1,
n—oo

assim temos que 71y > 7, o que é uma contradi¢ao. Portanto, segue o resultado. O]

A existéncia de solucdo do problema (4.5) é dada pelo seguinte resultado

Proposicao 4.7. Suponhamos que 0 < v; < min{2, N}, i = 1,2, p > 1 eug € L' () com
r=N(p—1)/(2—")>1. SeQ ou é um dominio limitado suave ou Q2 = RY e~ > N/r,

entdao o problema (4.5) possui uma solugdo local.

Demonstragio. A prova usa argumentos semelhantes aos usados em (SLIMENE; TAYACHI,
WEISSLER, 2017, Teorema 1.1)(iii)), no entanto, alguns cuidados devem ser tomados, pois o

problema considerado por eles é (4.5) com g(z,u) = || "u”.

Caso 1. Q = RY. Seja £ = L>=((0,T), L"(R™)) N L2.((0, 7)), L"(RY)), M > ||ugl|z-, § >0

loc

(serd escolhido apropriadamente mais adiante), e

K = {u cE;llut)|zr < M+1 e tP||u(t)||pm <6 parate (O,T)}, (4.8)
onde = N(1/r —1/n)/2 com n dado como no Lema 4.5. Equipando o conjunto K com a
distancia

d(u,v) = sup [[u(t) —v(t)|- + sup t°[u(t) = v(t)| n,
te(0,7) te(0,T)

temos que (K, d) é um espago métrico completo nao vazio.
Agora, definimos o operador ® : K — E por
t t
O(u)(t) = S(t)ug +/ S(t—o)l- ]*“da—i—/ S(t—o)|-| P (o)do, (4.9)
0 0

1 J

para todo u € K.
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Primeiro, mostramos que ®(u) € K. Seja m = N/~,. Como r > m, temos que
|- |7 =y + by com ¢ € L™ (RY) e ¢y € L™(RY), onde € > 0 suficientemente pequeno

paraquer >m-+em—1>¢€e

1 1 " 1 2
<— == < —. 4.10
m+e m N m—e¢ N ( )

Assim, das estimativas (2.2) e (4.10) temos

17l < [ IS@) W+ el

onde

o= [- Y (- D) s o= - (D] e

m — € T

Similarmente,

1l < [ 180 = o) + )

t 1 1 t 1 1
< (t_U)_%(K_E)le”[/mfeda%—/ (t_o')_%<r+e_ﬁ)Hw2HLm+edU (412>
0

—1 —1
@:P—N(l -ﬁ]mmm@agp_g(l —ﬁ]nwm%

m-—e 1 m-+e n

Usando a estimativa (4.4) com ¢, = n/p e go = r, com (isso é possivel devido a (4.6),

ja que 1/r — v /N =p/r —2/N), e pelo Lema 4.5(i) temos

= (Sup tBHu(t)HLn> /Ot(t—a)_g](g_i)_?gpﬁda (4.13)

0<t<T

S 056p7

1
p )_"/72

1
onde C5 = / (1— 0)_%(5_?
0

o Prg,
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Usando a estimativa (2.2), o Lema 4.4 com ¢; = n/p e g2 =1, e o Lema 4.5(ii) temos

72

Pl <8 [ - o) ¥ F o)
Stﬁ/ot(t—ar

p t
< (Sup t’3||u(t)||m> tﬂ/o (t— o) 2 (3% g gy

0<t<T

< C%5p7

n/p dO’

G=3)=F 1w (0) || poswddo

N4

(4.14)

p—1

1
onde Ci = / (1-— g)*%(T)ﬂ%g—ﬁpdg.
0

Como as constantes C; > 0,7 = 1,...,6 dependem somente de p,r,n,v e N, e pelo
Lema 2.8 temos que h%l tP11S(t)uo| L = 0, segue de (4.10)-(4.14) que ||®(u)(t)|;r < M +1, e
t—
sup t%||®(u)(t)||zn < 6 desde que § e T sejam suficientementes pequenos. Assim, ®(u) € K.
0<t<T

Por outro lado, similarmente como se estima em (4.13) e (4.14), se mostra que para
u,v € K,

sup [|®(u)(t) — 2(0)(t) - + sup 7] (u)(t) — D(v) ()|
t€(0,T) te(0,7) (4.15)

1
< 767 d(u,v) < Zd(u,v),
para alguma constante C;. Portanto, para 6 > 0 e T suficientemente pequeno temos que ®

é uma contracgao estrita. Dai, ® possui um ponto fixo u, a qual é uma solu¢ao do problema
(4.5).

Para mostrar a regularidade de u usamos o argumento de bootstrap de (DICKSTEIN;
LOAYZA, 2008, p. 7) e (SNOUSSI; TAYACHI; WEISSLER, 2001, p. 153). Especificamente,
mostramos que existe uma constante C' > 0 tal que

5

= |u(t)

e <C, (4.16)

para todo ¢t € (0,7"), s > r. Observemos que a parte da existéncia garante que (4.16) é valido

para s =1 = 19. Seja N(p — 1)/2ny = c. Entao, pelo Lema 4.5 temos que

P, N (p- 1) gE
— 4+ =<1, 0< = + =<1 4.17
n N 2 ( Mo 2 (4.17)
1
Seja {nn }n>1 a sequéncia definida em (4.7), ou seja, P —deomO<c<d<

-1 Tin
(2 — 72)/N. Suponhamos que (4.16) é valido para algum s = 7. Do Lema 4.6 temos que

{Nn}n>1 € crescente, e de (4.17) temos

D2 D Yo o 2
S+ 0< - + 2 <= 4.18
. N N  Mek+1 N N (4.18)
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Como
u(t) = S(t/2)u(t/2) +/ (t=o)|- 7" +]- [2u(0)]do,

para 0 <t < T,

ﬂ(l,#) ﬂ(l,#)

N e ()| s < E2NT R[S (E/2)u(t/2) || e
N(1_ 1 N(1i__ 1
AT | e A 22N TR T || e

(4.19)
+t

Pela Proposicao 2.7, temos

vl

ﬁ(iwll)|\5(t/2)u(t/2)HLnk+1 < o (Frw ), (%*i)HU(W)Hm-

N1

N(i__1_
Assim, de (4.16) para s = 1, temos ¢ ° (’” "k+1) S(t/2)u(t/2)| pm+1 < C. Da condicao (4.10
n

obtemos

T A G T P
t

/2
N(1__1 ¢ Y
412 (7‘ 77k+1)/ (t _ 0) <m+e nk+1)||¢2| Lmie
t/2
<o) + o3 (1) < C,
e por (4.18), (4.16) (para s = 77k) temos

E(l,#) N t ﬂ ,#>,L2
t 2\ LT e T "k“ (t—o) 2\ "wr) 2 y(o)||}ndo

t/2

< Ct? (T "Hl)/t t—o) 2(%7ﬁ)7%07%<$7%)d0
<C.

Assim, de (4.19), concluimos que existe uma constante C' > 0 tal que

ﬁ(l_#)
A I|U(t)||L7lk+1 SC, (420)

para todo t € (0,7).

A estimativa (4.16), para s = +00, é obtida em um ndimero finito de etapas. De
fato, como le N, = —+o0o, dado M > 0 suficientemente grande, existe 1, > 1 tal que
p/nv < (2 —72)/N. Portanto, procedendo da mesma forma como uma derivacao de (4.20),

com 741 = +00 e N, = Ny, obtemos o resultado desejado.

Caso 2. 2 um dominio limitado. Consideremos o espago métrico completo K e o operador
®: K — E como em (4.8) e (4.9) respectivamente (mudando € no lugar de RY). Observemos

que neste caso somente temos ¢ = |- |7 € L™7(Q) com m = N/v,.
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Se v1 > N/r, entao a demonstragdo da Proposi¢ao 4.7 é valida para o caso de 2 com
1y = 0. Quando v, < N/r sdo necesséarias algumas pequenas modificagoes para estimar o
termo I de (4.9). Se 3 = N/r, entdo r > m — € para € > 0 suficientemente pequeno de tal
forma que 1/(m —¢€) < 1/n+2/N. Entao, podemos estimar I como na dedugao de (4.11) e
(4.12) com 1y = 0. Quando y; < N/r estimamos I do seguinte modo.

t
12l < [ lrller < e,

t
1l < [ o7 5G3)

1_1

|- < o7 5 G),

N (1 1
para alguma constante C' > 0. Observe que de (4.6) temos 1 > 5 ( — ) :
roon

Note que as estimativas para J, em L"(2) e L"(Q2), dadas por (4.13) e (4.14), e (4.15)
sao validas neste caso. Portanto, é possivel concluir que ¢ tem ponto fixo, que é solugao de

(4.5).

O resultado de regularidade é obtido como no Caso 1. O

No préximo resultado analisamos o caso r > 1.

Teorema 4.8. Sejam f : [0,00) — [0,00) uma fungao continua e nao decrescente, r > 1 e
0 <~y <min{2, N}.

1. Suponhamos que 2 é um dominio limitado com fronteira 02 suave e 0 € Q. O pro-
blema (4.1) possui uma solugdo local para cada uy € L"(S2), ug > 0, se e somente se

limsup ¢ f(t) < oco.
¢

—00

2. Suponhamos que @ = RY.
a) Sey < N/r,

limsupt 1=0/N+ £(1) < 00 e limsupt? f(t) < oo, (4.21)

t—0 t—o0

para algum € € (0,~vr/N), ou

v>N/r e limsupt™® f(t) < oo, (4.22)

t—o0
entdo o problema (4.1) possui uma solugao local para cada uy € L"(S2), com uy > 0.
b) Sey < N/r elimsupt I=0/N () = oo ou limsupt™ f(t) = oo, entio existe
t—0 t—ro0

up € L™(Q2) com ug > 0 tal que o problema (4.1) nao possui solugao.
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Além disso, nos casos (i) e (ii)-(a) a solugcio u do problema (4.1) pertence ao espaco
i ((0,T),L>*(2)), e existe uma constante C' > 0 tal que t%(%_%)ﬂu(tﬂ

loc

r<s<ooete(0,T).

s < C, para

Observagao 4. Seque abaizo algumas observacoes sobre o Teorema 4.8.

1. As afirmagoes (a) e (b) do item (ii) sao ‘quase’ 6timo. De fato, o resultado € otimal se
e=0em (4.21) ey > N/r em (4.22).

2. Quando f(t) =¥ parat >0, com p > 1, a condigio limsupt ™ f(t) < oo € satisfeita
se e somente se p < p*. Além disso, como p > 1, a;;"?meim condi¢ao de (4.21) €
satisfeita para € > 0 suficientemente pequeno. Portanto, o Teorema 4.8 (ii)-(a) coincide
com o resultado da ezisténcia local dado pelo Teorema 1.1 de (SLIMENE; TAYACHI;
WEISSLER, 2017) com Q = R"™. Ademais, o item (b) mostra que p* é o valor critico

para a ezisténcia local de solugdes nao negativas do problema (4.1).

3. Se f(t) =t, entdo a condigio limsupt ™ f(t) < oo é sempre satisfeita. Assim, quando
t—00
Q € uma dominio limitado e 0 < v < min{2, N}, o problema (4.1) possui solugao local

para cada ug € L"(2),ug >0, r > 1.

Demonstragdo. (i) Suponhamos que o problema (4.1) possui solu¢ao para cada uy € L"(Q2),

uy > 0, e limsupt ™ f(t) = oo.
t—o0

Como limsup ¢ f(t) = oo, existe uma sequéncia {¢, }n>1 tal que ¢, >n e f(¢,) >
t—o0
e

Seja p, = qﬁ;r/Nn_?T/N. Como ILm pn = 0, entao podemos supor que Bs,, C ) para
n—,oo
o
cada n > 1. Seja uy = Z Up, onde u, = 0&12N¢nxpn, e cy € a constante que aparece no Lema

n=1
3.2. Observemos que

[e.9] o0
luoller <3 et 2¥uwi " pl/" = cxt2Vuwy" S n7? < .
n=1

n=1
Seja uw € L>((0,T"), L"(€2)) solugao do problema (4.1) com condi¢ao inicial u(0) = ug,

para algum 7" > 0. Como u > 0 e f > 0, entdo pelo Lema 3.2 temos

N
U(O') > S(U)Uo > S(U)un > 2N¢n <pn> Xpn+vo = ¢nXPn’

P+

para 0 < o < p2. Como f é ndo decrescente, temos

fw(0)) > f(én)Xpn 0 <0 < ph. (4.23)
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Por outro lado, de (2.3) obtemos

St =) 17 Xpn = £, S = 0)Xp,.-

Assim, para t € [p2/2, p2], por (4.2), (4.23) e pelo Lema 3.2, temos
t

ult) =[St = o) - [ f(S(o)un)do

> f(én) [ St =01 7xd0
> Cf(¢n) /O t Pr Xpp+vi—ado

pn/2
> Cf6n) [ o
> Cf(dn)Pe " Xpn-
Logo,
lu() e > wy"CF(da)ps "
> wy"Cem e (g, ) (4.24)
> w]lV/TC'e"/Tn_Qp*.
Como o lado direito de (4.24) tende ao infinito, quando n — oo, concluimos que u ¢
L*((0,7),L"(2)). Isto é uma contradicao.

Reciprocamente, suponhamos que limsupt ™ f(t) < co e ug € L"(Q2), com uy > 0.
t—o0

Entdo, existe uma constante Cy > 0 tal que f(t) < Co(1 + t¥"), para t > 0, onde p* =
r(2—7)/N +1.

Consideremos seguinte problema

w — Au = Co| - |7Y(1 +u”) em Q x (0,7)
v =0em 0Q x (0,7) (4.25)
u(0) = ug em €.

A existéncia de uma solugdo para o problema (4.25) é garantida pela Proposigao 4.7. A
solugdo encontrada para o problema (4.25) é uma supersolugao de (4.1), segue do Lema 4.3 a

existéncia de solugao local para o problema (4.1) e ademais, temos que pertence ao espago

L2 ((0,T), L®(9)).

loc

ii)-(a) Seja up € L™(RY), ug > 0. Consideramos duas situacoes:
(ii)-(a) Sej : ¢

Caso 1. Suponhamos que v < N/r, limsup ¢t~ 1< 7/N) £(1) < oo para algum € € (0,7r/N) e
t—0

limsupt* f(t) < oo. Entdo existe uma constante C; > 0 tal que
t—00

ft) < Oyt~ ~re 477, (4.26)
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para t > 0.

—1
Seja a = <7]’\7 — e) > 1. Pela desigualdade de Young, obtemos

1 t

o It St [N 4.27
-] S R (4.27)
onde a' é o conjugado de a, i.e., 1/a+1/a" = 1.
Seja v solugao local do seguinte problema
u— Au = C’1(|.- |_7;+u+ |- |7u") em RY x (0,7T), (4.28)
u(0) =wug, in R™.

A existéncia de v é garatida da seguinte forma. Seja {S4(t)}i>0 0 semigrupo do operador
A =—A—C1I. Como Sy(t) = e“*S(t) para t > 0, as estimativas (2.2) e (4.4) sdo validas para

1T YN

— > JE— —
ry — Ne r proce
dendo como na demonstragao da Proposi¢ao 4.7 encontramos a fungao w € L*((0,7'), L"(2)),

alguma constante do tipo Ce para t € (0,7]. Ademais, como ya =

para algum T > 0, verificando
t
o(t) = Salthuo +Ci [ Salt=0)(|- [T+ 70 (0))do
para t € (0,7). Entao, é possivel concluir que

v(t) = S(t)uo + C /Ot St —a)(v(o) + ][+ ][0 (0))do.

De (4.26), (4.27) e (4.28) observamos que v é uma supersolugao do problema (4.1).

Entao do Lema 4.3 concluimos que o problema (4.1) possui uma solugao.

Caso 2. Suponhamos que v > N/r e limsupt? f(t) < co. Entdo, existe uma constante
Cy > 0 tal que f(t) < Cy(1+7") para toégc; > 0. Seja w solugao local do seguinte problema
{ w—Au =Cy(|- |77+ |z w”") in RN x (0,7),

u(0) = up em RY,
dada pela Proposicao 4.7. Como w é supersolugao de (4.1), o resultado segue pelo Lema 4.3.

(ii)-(b) Consideremos dois casos:

Caso 1. v < N/r e limsup t’(l’%)f(t) = 00. Suponhamos que o problema (4.1) possui solugao
t—0
local, para cada ug € L"(R"), com ug > 0.

Como lim sup t_(l_LNr)f(t) = 00, entdo existe uma sequéncia {0, },>1, tal que o, < n?

t—0
_ar

e f(o,) > ¢"on V. Scja

o
N ~—1 -1, —2\r/N
o= 3ty = 2565 s 0 = (0307

n=1
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onde ¢y ¢é a constante da Observagao 1. Notemos que

[woll @y < D llunllr@yy = 3 N e wn anp < 2N et wi” Z n-
n=1 n=1

Seja uw € L*((0,7T"), L"(€2)) uma solucao local problema (4.1) com condigao inicial u(0) = ug
para algum T > 0. Note que p, > 1. Assim, para todo 0 < ¢ < 1, pela Observacao 1

S(o)u, = 2N5;\710'n5(0')xpn

Logo,
F(S(o)un) > f(on)Xpn, 0 <o <1 (4.29)

Observamos que de (2.3) temos S(t —0)| - |7 "x,, = pi, ' S(t — 0)x,,. Entéo, para todo
0<t<1<py,de (4.29) e pelo Lema 3.2, obtemos

u(t) = [t =0l flu(o))do
> | ts<t — )|+ 7 F(S(o)u)do
/ S(t—o)| - | xpudo
> flon)py” / S(t = o)xp,do
> e flon)py” /(: <pn +%>prn+md"

> 27 Nent (o) pn Xpn-

Dali,

1‘2

lu@®llr > 27 Nenwy tf(o)pr
> 2" NCNWN tf(Un) g

- —9(1-2
>2NchN/te on Vn 21

1/r

Z

=27 Nch te n_2<1_%) — 00

quando n — oco. Portanto, u ¢ L*((0,7), L"(f2)), o que é uma contradicao.

Caso 2. limsupt? f (t) = o0. Neste caso procedemos como na demonstragao do Teorema

t—o0
4.8(i) usando a Observagao 1 no lugar do Lema 3.2. O
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O caso r = 1 é tratado no seguinte resultado.

Teorema 4.9. Seja f : [0,00) — [0,00) uma funcao continua e ndo decrescente e seja

0 <~ < min{2, N}.

1. Suponhamos que Q é um dominio limitado com fronteira 02 suave e 0 € 2, e F(s) =

sup f(o)/o para s > 1.
1<0<s

a) Se

/OO o E=VNHIB(5) do = oo,
1

entdo existe ug € L*(Q),ug > 0, tal que o problema (4.1) ndo possui solugdo local.

b) Se
¢
lim t“’/Q/ Flo™™?)(t —0)26772do = 0, (4.30)

t—0 0

entdo para cada uy € L*(Q),ug > 0, o problema (4.1) possui solugdo local.

2. Suponhamos que Q =RY e F(s) = sup f(o)/o para s > 0.

0<o<s

a) Selimsupt M f(t) = 0o ou

t—0

/oo o (CIINT) B(5)do = oo, (4.31)
1

entdo existe ug € L*(RY),ug > 0 tal que o problema (4.1) ndo possui solugdo local.

b) Se
lim sup t~ ="M £(t) < 0o
t—0
€ t
lim t”’/2/ Fo™™?)(t — 0)"?6772do = 0, (4.32)
t—0 0

entdo para cada ug € L'(R™),ug > 0, o problema (4.1) possui solugio local.

Além disso, nos casos (i)-(b) e (ii)-(b) a solugao encontrada pertence ao espago Lis.((0,T), L>=(2)).

Observacao 5. Alguns coméntarios sobre o Teorema 4.9 sao dados a sequir:

1. Note que paray = 0, a condigio (4.30) (ou (4.32) ) se reduz a sequinte }fir% o NP (6)do =
%

t+—N/2
O; que se veriﬁca sempre que

/oo sTENP(0) do < oco.
1
Esta ultima condigao foi usada em (LAISTER et al., 2016) para mostrar a ezisténcia
local em L*(€2).
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2. Se f(t)=t° parat >0,p>1eQ =R, entio F(s) = s*" para s > 0. Note que
/t Flo™N2)(t — o) 207%do = /t(t —0) W= NP2 < oo,
0 0
se0<y<2ep<l+4+(2—r)/N. Além disso,
£1/2 / ! FloN2)(t — g)26=12 g — Ctl-r-Nw-DI/2
0

para alguma constante C° > 0. Logo, vemos que a condi¢io (4.32) é wverificada se
p <1+ (2—7)/N. Por outro lado, a condigio (4.31) € verificada se p > 1+ (2 —+)/N.
Portanto, concluimos que, neste caso, o valor critico é p* =1+ (2 —)/N que coincide

com o valor dado em (1.19) (parar =1).

t
3. Se f(t) =t parat >0 e Q um dominio limitado, entao, F(s) =1 e t7/2/ FloN?)(t -
0
o) 2672 de = Ct* /2. Assim, do Teorema 4.9 (i)-(b), temos que se 0 < v <
min{2, N}, entio o problema (4.1) possui solugio local para cada uy € L*(2),up > 0.

Demonstragdo. (i) (a) Suponhamos que / 0_(2777+1)F(0)d0 = o00. Entao pelo Lema

2.11, temos que existe uma sequéncia {si}r>0 tal que sgr1 > Osi, para algum 6 > 1, e
o) 2
—(*+1)
s N fsk) = o0.
k=1

Seja 0 > 0 suficientemente pequeno de modo que Bss C €2, e consideremos a sequéncia
{¢n}ns1, com ) = n?s, 1 > 0 (a sequéncia {k, },>1 serd escolhida mais adiante) tal que

1/1, < 0 para n > ng, para algum ny € N.

[e.o]
Seja ug = 2V eyt > n_zwévxl/wn, onde cy ¢ a constante do Lema 3.2. Note que

n=1

o0
Juol|rr < 2Veytwn Y n? < o0

n=1

Consideremos u € L>((0,T), L*(2)) uma solucao do problema (4.1) com «(0) = u,
para algum 7" > 0. Como uy > u,, para todo n € N. Entao, pelo Lema 3.2

S(o)uo = 2% ey'n =20 (o) x1yp, = 10720 X0 1y v

para 1/, <o <den > ng.

Observemos que de (2.3), temos que

St =) 7" X1 jpnvs = P St = 0)X1 )0t/
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Como f é nao decrescente e pelo Lema 3.2, temos

ut) = [ 5= |7 f(ulo))do

=/, F(n2a M) St = o) - |7 X g va o
/9%
t 9 -
> s f(n207N/?) (1/¢n+\/5> S(t — 0)x1/pp+yzdo

t 1 N N
> cn /1/w% F(n~20N2)(2/0) (1/% ff/;fjm) X1 /oy /o4 =5 A0

Assim, fixando t > 0 e seja ny > ng tal que Skp, = . Entao

Ol = 0N [ e 20 (16,4 v5) do

1/w2
> O(NA) [ fn20 V)0 2N do

1/97
Snp+1

201(N,fy)n_(2(NNV)L4)/ v flo)o¥ " 2o
t

2

kn o s
> C1(N,y)n — R Z /]+1 a%*%*2da
J=kn,
> Oy (N, 7)n _aWN—)+e) z": £(s; / 0%7%72d0 (4.33)
Jj= knl
b o FEo
= N TS f(sy) [
i, NNl
(2(1\77’7)#»4) kn l_l_l S 1 %7%71
- C2(N7 7)” N Z f(5j>5jN N I- <J+>
j=kn, Sj
k
EN-—)+1) a2
> (1= 03 F OGN % 0 3 flsp)s) N
]:knl
(=2
Logo, como Y s, ¥ +1)f(sk) = 00, existe uma subsequéncia {k, },>1 tal que (4.33) diverge,

k=1
quando n — oo. Isso contradiz a existéncia da solucao wu.

(b) Do Lema 4.3, é suficiente encontrar uma supersolugao v para o problema (4.1).
Seja ug € L'(Q), com ug > 0 e seja Q D Q tal que dist(Q,9Q) > 6 com § € (0,1). Definimos
Ug € Ll(Q) como a extensdo de ug para €2, , i.e. Gig = up em Q e @y = 0 em Q\Q Consideremos
o(t) = AS(t)io + xg, onde {S(t)}4=o denota o semigrupo do calor em € com condicoes de

Dirichlet na fronteira e A seré escolhida adequadamente. Entao pela estimativa (2.2), temos
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que & € L®((0,T), L(Q)). Além disso, temos
- N N
15(0)lloe < AL™% [|uollr +1 < 24872 Jlug|[ 1,

para todo t > 0 suficientemente pequeno.

(4.34)

Mostraremos que v = ¥|q, a restricao de ¢ a €2, é uma supersolugao do problema (4.1).

Como v > 1, usando a condigao (4.34) temos

S(t)uy + /0 St — o) - [ F(v(0))do

S0 i

= S(t)uo + [ S| |7 e
< S(tyuo + [ St = o) |7 F(o(0)]1=)ol0)do

< S(tuo + [ F (2402 ugll 1) S(t — o) - | To(o)do

— S(#)uo + A/Ot F (24072 ug| 1) St = o) - [ [S(0) ol do

t
+/ F (2402 ugl|11) S(t — 0)| - | xa do
0
para t suficientemente pequeno.

Agora estimamos os termos I e J do lado direito de (4.35).

Estimativa de I. De (2.3), para z € 2
S(t =)l 15(@)iol(x) = [ Kolw.yst— o)yl [ Koy, 2 0)io(=)dzdy

= || | Kalv. = 0)in(=) Kae,yit = o)yl " dyds

Do (BERG, 1990, Lema 7) temos que
Ko(z,y;t) < Kg(z,y;t) < K(,y3t)

para x,y € ,t > 0. Logo, pela identidade

lz—yl*  ly—=z* t Ux+(t—a)z2 |z — 2|?
(t—o) o _(t—a)ay t t
que vale para z,y, z € RY, temos
Kfl(yv Z3 O-) KQ(‘ru yat - U) S K(Z/? Z; O')K(.’L‘, yat - 0)
- - LIy =2 | |z -y
=g (t=0) b 4 o * (t—o)
— z? t or+(t—o0)z
— Co N2t _ o) N2 _|$ Z| . o
1t = o) T exp )P T4 — o) |V /

(4.35)

|
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para 0 < o < t. Assim, do Lema 2.10 obtemos

S(t = o)ll - 15(o)to] (x) )
< ChoN2(t - J)_N/Q/Qexp (_ |z — 2| ) fio(2) x

4t
[ {_M

—N/2 —N/2 ty[? — [z — 2\
<Cio (t—o) /Qexp "1 - o) [y dy/ﬁexp - Uo(z)dz

I Iy

or+(t—o)z

y= ¢

2
] iyl dydz

Note que

t 2
<o -0y [Lowp |- iy

l At —o)o
—7/24(y—=N)/2 |w|? -
< [(t — o)o] V2tV )// exp | —— |w| ™7 dw
RN
= Oy|(t — (7)0]—7/%@—1\7)/27

2
onde Cy = /N exp (—“Z’) |w|77dw < co. Ademais, da estimativa (2.4) temos
R

N2r?t |z — 2|2
- . > 0" 4 —N/2 .
Kg(x, z;t) > exp ( 152 ) (4rt) exp ( pr

parat > 0 e z, z € (). Portanto,

r— z|?
I, = /Qexp (—l ym | )uo(z)dz

N2 2
< (47rt)N/ZeXp< 4;2 Zf)/QK~(x,z;t)uo(z)dz

N272t
442

= (47t)™? exp < S(t)iig
< Cst™2S(t) g
set < 1, onde Cs = (47)V/% exp(N?7%/46%). Logo,
S(t = 0)[| - 1S(0)o)(z) < CLCoC5(t — a)a] /2725 (t) o,

e assim,

~ t
I < AC,Cy,Cst"25 (1) / F (240~ N2 |lug||2 ) [(t = 0)o] 7 *do. (4.36)
0
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Estimativa de J. Do Lema 4.4 (para ¢; = ¢ = 00) temos
t
J:i/F@AwamMQS@—ﬂﬁﬁWMU
0
t
< [ F (240 |jug|| 1) (t — o) do (4.37)
0

t
< t7/2/ F (ZAU*N/QHuOHLl) (t — o) 26772do.
0

De (4.35), (4.36) e (4.37) temos

awM+ﬂsu—@y\v@wmw )
< S(t)ug 4+ C1C,C5A (1) AS ()i + A(t)

onde

t
Ay =07 [ F (240 uol|ss) (+ — 0) 0~ 2o
0
—2/Ny

_ BN (B2 / T PNy (BN — )22,
0

com B = 2A|ug||p:.

Da condigao (4.30) temos que Pn(l) A(t) =0, e de (4.38) concluimos que
%

S(tuo+ [ St = o) |7 F(0(o))dor < oft),

se t é suficientemente pequeno. Portanto, v é supersolucao do problema (4.1).

(ii)-(a) Se limsup ="M £(t) = oo, procedemos com na demonstracao do Caso 1 do
t—0

Teorema 4.8(ii) - (b). Se / o~ @ INHE(5)do = oo, procedemos com na demonstracio do
1
Teorema 4.9 (i)-(a).
(b) Como lim sup ¢~ =7/N) £(t) < oo, entdo £(0) = 0. Assim, se uy = 0 temos que u = 0
t—0
é solucao do problema (4.1). Agora, suponhamos que ug # 0. Procedendo com na demonstragao

do Teorema 4.9(i) - (b), é possivel mostrar que v(t) = AS(t)ug > 0 é supersolugao do problema
(4.1) para A > 0 escolhido apropriadamente. Dai, a solucao é obtida pelo Lema 4.3. O

Em nosso ultimo resultado, estabelecemos o seguinte resultado de unicidade.

Teorema 4.10. Suponhamos que 0 < v < min{2, N} e f : [0,00) — [0, 00) € derivdvel. O pro-
blema (4.1) possui uma solugao inica na classe L°((0,T), L"(Q)) se f'(u) € L>=((0,T), L%())
para cada w € L>((0,7),L"(?)), onde « > N/(2—7) el/a+1/r <1—~/N.
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Observacao 6. Quando f(t) =t* para todo s >0 e p > 1. Definindo a =1r/(p — 1) temos
que a unicidade € valida em L*((0,T),L"(2)) ser > N(p—1)/(2—7) er > Np/(N — 7).
Isto coincide com os resultados de unicidade dados em (SLIMENE; TAYACHI; WEISSLER,
2017, Teorema 1.1(ii)) e (BREZIS; CAZENAVE, 1996, Teorema 4)(para v =0).

Demonstragio. Sejam u,v € L*((0,T"), L"(£2)) solugdes de (4.1) com condi¢ao inicial u(0) =

v(0) = up € L"(2). Entdo, u e v satisfazem

u(t) = Sty + [ "S(t—0)| - | f(ulo))do (4.39)

¢
o(t) = S(tuo+ | S(t=0)| |7 f(v(0))do: (4.40)
Subtraindo (4.40) de (4.39), e usando o Teorema do Valor Médio temos

u(t) —v(t) :/ St =) 17" (ulo)) = f(v(o))]do

— /Ot St =77 f (w(o)[ulo) — v(o)]do,

onde w(o) = Ou(o) + (1 — §)v(o) para algum 6 € (0, 1).

Assim, usando o Lema 4.4(com ¢o = r,1/q1 = 1/a+ 1/r) e a desigualdade de Holder,

temos
Ju(t) —v@®)|lzr < /Ot(t — )72 3| f(w(0)) | e lu(0) — v(0) || rrdo
< | F (w20, er @) /Ot(t — o) F|u(o) — v(0)]|-do.

N
Como %0 + % < 1, pelo Lema de Gronwall singular ((BREZIS; CAZENAVE, 1996, p.
a

288)) concluimos que u = v quase sempre em 2 x (0,7). O
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