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RESUMO
Consideremos o sistema parabólico ut− a∆u = f(v), vt− b∆v = g(u) em Ω× (0, T ) , onde

a, b > 0, f, g ∈ [0,∞)→ [0,∞) são funções contínuas e não decrescentes, e Ω é um domínio
limitado com fronteira ∂Ω suave ou o espaço todo RN . Caracterizamos as funções f, g para que
o sistema tenha solução local para cada condição inicial (u0, vu) ∈ Lr(Ω)× Ls(Ω), u0, v0 ≥ 0,
1 ≤ r, s < ∞. Nesta direção consideramos também o problema parabólico semilinear com
potencial singular ut−∆u = | · |−γf(u) em Ω× (0, T ) com γ > 0 e com condições de Dirichlet
na fronteira. A função f : [0,∞)→ [0,∞) é contínua e não decrescente, e Ω é um domínio
limitado com fronteira ∂Ω suave contendo a origem ou o espaço todo RN . Determinamos
condições para a existência e não existência de soluções para dados iniciais u0 ∈ Lr(Ω), u0 ≥ 0,
com 1 ≤ r <∞.

Palavras-chave: Sistema parabólico acoplado. Equação do calor com potencial singular.
Problema de Dirichlet. Existência local. Não existência. Espaços de Lebesgue.



ABSTRACT
We consider the parabolic system ut − a∆u = f(v), vt − b∆v = g(u) in Ω × (0, T ) ,

where a, b > 0, f, g ∈ [0,∞) → [0,∞) are continuous and non-decreasing functions, and
either Ω is a bounded domain with smooth boundary ∂Ω or the whole space RN . We
characterize the functions f, g so that the system has a local solution for every initial data
(u0, vu) ∈ Lr(Ω) × Ls(Ω), u0, v0 ≥ 0, 1 ≤ r, s < ∞. In this direction we also consider the
semilinear parabolic equation with a singular potential ut −∆u = | · |−γf(u) in Ω × (0, T )
with γ > 0 and Dirichlet conditions on the boundary. The function f : [0,∞) → [0,∞)
is continuous and non-decreasing, and Ω is a bounded domain with smooth boundary ∂Ω
containing the origin or the whole space RN . We determine conditions for the existence and
non-existence of solutions for initial data u0 ∈ Lr(Ω), u0 ≥ 0, with 1 ≤ r <∞.

Keywords: Coupled parabolic system. Heat equation with singular potential. Dirichlet
problem. Local existence. Non-existence. Lebesgue spaces.
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1 INTRODUÇÃO

No presente trabalho são obtidos resultados de existência local para o seguinte problema fracamente
acoplado com dados iniciais singulares

ut − a∆u = f(v) em Ω× (0, T ),
vt − b∆v = g(u) em Ω× (0, T ),

u = v = 0 em ∂Ω× (0, T ),
u(0) = u0 ≥ 0 em Ω,
v(0) = v0 ≥ 0 em Ω,

(1.1)

onde a, b > 0, f, g : [0,∞) → [0,∞) são funções não decrescentes e contínuas, u0 ∈ Lr(Ω) e
v0 ∈ Ls(Ω), com r, s ≥ 1 Obtenemos também, resultados similares para o seguinte problema
parabólico semilinear com potencial singular ou problema parabólico de Hardy

ut −∆u = | · |−γf(u) em Ω× (0, T ),
u = 0 em ∂Ω× (0, T ),

u(0) = u0 ≥ 0 em Ω,
(1.2)

onde 0 < γ < min{2, N}, | · |−γ : Ω→ [0,∞), f : [0,∞)→ [0,∞) é uma função não decrescente
e contínua, u0 ∈ Lr(Ω), com r ≥ 1.

Em ambos problemas (1.1) e (1.2), consideramos que Ω ⊂ RN é ou um domínio limitado
com fronteira ∂Ω suave ou Ω = RN (neste caso, as condições de fronteira são omitidas), N ≥ 1 e
T > 0.

A motivação do estudo destes problemas está relacionado com o seguinte problema
ut −∆u = up em Ω× (0, T ),

u = 0 em ∂Ω× (0, T ),
u(0) = u0 ≥ 0 em Ω,

(1.3)

onde p > 0, T > 0 e Ω ⊂ RN é ou um domínio limitado com fronteira ∂Ω suave ou Ω = RN .
Quando p > 1, dos trabalhos de Brezis, Cazenave, Weissler, Quittner e Souplet (veja (BREZIS;
CAZENAVE, 1996), (WEISSLER, 1979), (WEISSLER, 1980), (WEISSLER, 1981) e (QUITTNER;
SOUPLET, 2019)), sabemos que existe de um valor crítico p∗ = 1 + 2r/N tal que:

1. se p < p∗ e r ≥ 1 ou p = p∗ e r > 1, então o problema (1.3) tem solução local, para cada
u0 ∈ Lr(Ω).
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2. se p > p∗ e r > 1 ou p = p∗ e r = 1, é possível encontrar uma condição inicial u0 ≥ 0 no
espaço Lr(Ω) para a qual o problema (1.3) não tem solução (veja também (CELIK; ZHOU,
2003)).

Baras e Pierre em (BARAS; PIERRE, 1985) consideraram f(u) em lugar de up no lado
direito do problema (1.3), e assumiram que f é uma função contínua e convexa. Eles determinaram
uma condição suficiente e necessária sobre a condição inicial para a existência local de soluções
para o problema (1.3). Recentemente, Laister, Robinson, Sierzega e Vidal-López em (LAISTER et
al., 2016), consideraram f não negativa, contínua e não decrescentes. Eles mostraram o seguinte
resultado:
Teorema 1. ((LAISTER et al., 2016)) Seja f : [0,∞) → [0,∞) uma função contínua e não
decrescente.

1. Quando Ω é um domínio limitado.

a) O problema (1.3) possui uma solução local para cada u0 ∈ Lr(Ω) com r > 1 se, e
somente se,

lim sup
t→∞

t−p
∗
f(t) <∞. (1.4)

b) O problema (1.3) possui solução local para cada u0 ∈ L1(Ω) se, e somente se,∫ ∞
1

t−(1+2/N)F (t)dt <∞, (1.5)

onde F (t) = sup
1≤σ≤t

f(σ)/σ.

2. Quando Ω = RN , as afirmações (a) e (b) permaneceram válidas se substituirmos as condições
(1.4) e (1.5) por

lim sup
t→0

f(t)/t <∞ e lim sup
t→∞

t−p
∗
f(t) <∞, (1.6)

lim sup
t→0

f(t)/t <∞ e
∫ ∞

1
t−(1+2/N)F̃ (t)dt <∞ (1.7)

respectivamente, onde F̃ (t) = sup
0≤σ≤t

f(σ)/σ.

No caso de sistemas parabólicos acoplados, relacionados ao nosso problema (1.1), foram ini-
cialmente estudados por Escobedo e Herrero, em (ESCOBEDO; HERRERO, 1993) e (ESCOBEDO;
HERRERO, 1991). Especificamente, eles consideraram o seguinte problema

ut −∆u = vp em Ω× (0, T ),
vt −∆v = uq em Ω× (0, T ),

u = v = 0 em ∂Ω× (0, T ),
u(0) = u0 ≥ 0, v(0) = v0 ≥ 0 em Ω,

(1.8)
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com p, q ≥ 1, pq > 1 e dados iniciais u0, v0 ∈ Cb(Ω), onde Cb(Ω) denota o conjunto das
funções contínuas e limitadas. O mesmo problema, com dados iniciais u0 ∈ Lr(Ω), v0 ∈ Ls(Ω)
e 1 ≤ r, s < ∞, foi considerado por Dickstein e Loayza em (DICKSTEIN; LOAYZA, 2008), e
por Quittner e Souplet em (QUITTNER; SOUPLET, 2019), (QUITTNER; SOUPLET, 2001) e
(QUITTNER; SOUPLET, 2002). A partir dos resultados obtidos nesses trabalhos, sabemos que
existem valores críticos

pc = s
(1
r

+ 2
N

)
, qc = r

(1
s

+ 2
N

)
(1.9)

tais que:

1. Se r, s > 1, p ≤ pc e q ≤ qc ou r ≥ 1, s = 1, p < pc e q < qc então o problema (1.8) possui
uma solução. Quando Ω = RN é necessário assumir que r ≤ qs e s ≤ pr.

2. Se r, s ≥ 1 e p > pc ou q > qc, é possível encontrar (u0, v0) ∈ Lr(Ω) × Ls(Ω), de modo
que o sistema (1.8) não admite uma solução.

Inspirados nos trabalhos comentados anteriormente, na presente Tese, obtemos os seguintes
resultados
Teorema 2. Suponha r, s > 1 tais que |1/r − 1/s| ≤ 2/N .

1. Seja Ω um domínio limitado. O problema (1.1) possui solução local para cada (u0, v0) ∈
Lr(Ω)× Ls(Ω), com u0, v0 ≥ 0 se, e somente se,

lim sup
t→∞

t−( s
r

+ 2s
N

)f(t) <∞ e lim sup
t→∞

t−( r
s

+ 2r
N

)g(t) <∞. (1.10)

2. Seja Ω = RN . Se o problema (1.1) possui solução local para cada (u0, v0) ∈ Lr(RN) ×
Ls(RN), com u0, v0 ≥ 0, então

lim sup
t→0

f(t)
ts/r

<∞, lim sup
t→∞

t−( s
r

+ 2s
N

)f(t) <∞ (1.11)

e
lim sup
t→0

g(t)
tr/s

<∞, lim sup
t→∞

t−( r
s

+ 2r
N

)g(t) <∞. (1.12)

Reciprocamente, se as condições (1.11) e (1.12) são válidas, então o problema (1.1), com
a = b, possui solução local para cada (u0, v0) ∈ Lr(RN)× Ls(RN), com u0, v0 ≥ 0

Além disso, nas duas situações anteriores, a solução do problema (1.1) pertence ao espaço
[L∞loc((0, T ), L∞(Ω))]2.

Teorema 3. Sejam r ≥ 1 e Ω um domínio limitado. Para t ≥ 0, definimos

Fr(t) = sup
1≤σ≤t

f(σ)
σ1/r , Gr(t) = sup

1≤σ≤t

g(σ)
σr

(1.13)
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1. Se ∫ ∞
1

t−(1+2/N)Fr(t)dt <∞ e
∫ ∞

1
t−(1+2r/N)Gr(t)dt <∞, (1.14)

então o problema (1.1), com a = b, possui solução local para cada (u0, v0) ∈ Lr(Ω)×L1(Ω),
u0, v0 ≥ 0. Além disso, a solução pertence ao espaço [L∞loc((0, T ), L∞(Ω))]2.

2. Se
lim
t→0+

t−N/(2r
′)
∫ ∞
t−N/2

σ−(1+2/N+1/r′)Fr(σ)dσ =∞ (1.15)

ou ∫ ∞
1

σ−(1+2r/N+ε)Gr(σ)dσ =∞ (1.16)

para algum ε > 0 quando r > 1 e ε = 0 quando r = 1 então existe (u0, v0) ∈ Lr(Ω)×L1(Ω),
u0, v0 ≥ 0 tal que o problema (1.1) não possui solução local. O valor r′ é o conjugado de
1 ≤ r <∞ e é definida por 1/r′ = 1− 1/r.

Teorema 4. Sejam r ≥ 1, a, b > 0, Ω = RN e

F̄r(t) = sup
0<σ≤t

f(σ)
σ1/r , Ḡr(t) = sup

0<σ≤t

g(σ)
σr

(1.17)

para t > 0.

1. Se
lim sup
t→0+

f(t)
t1/r

<∞, lim sup
t→0+

g(t)
tr

<∞,
∫ ∞

1
t−(1+2/N)F̄r(t)dt <∞ e

∫ ∞
1

t−(1+2r/N)Ḡr(t)dt <∞,

então o problema (1.1), com a = b, tem uma solução local para cada (u0, v0) ∈ Lr(RN)×
L1(RN). Além disso, a solução pertence ao espaço [L∞loc((0, T ), L∞(RN))]2.

2. Se alguma das seguintes condições é verdadeira:

a) lim sup
t→0+

f(t)
t1/r

=∞;

b) lim sup
t→0+

g(t)
tr

=∞;

c) lim
t→0+

t−
N

2r′

∫ ∞
t−N/2

σ−(1+ 2
N

+ 1
r′ )F̄r(σ)dσ =∞;

d)
∫ ∞

1
σ−(1+ 2r

N
+ε)Ḡr(σ)dσ =∞ (ε > 0 se r > 1, ε = 0 se r = 1),

então existe uma condição inicial (u0, v0) ∈ Lr(RN )×L1(RN ), u0, v0 ≥ 0 tal que o problema
(1.1) não possui solução local.
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Os Teoremas 2, 3 e 4 fazem parte de um artigo que foi publicado no Journal of Differential
Equations (veja (APARCANA et al., 2020)). Com os resultados obtidos, alguns casos que estavam
na literatura em aberto foram resolvidos. Por exemplo, o caso r = 1, p = pc e q < qc; o caso
s = 1, p < pc, q = qc; o caso r = s = 1, p = pc e q = qc.

Por outro lado, quando a não linearidade tem um potencial que depende da variável espacial
x ∈ Ω, o problema é mais delicado. Loayza em (LOAYZA, 2006) considerou o seguinte problema

ut −∆u = a(x)uq + b(x)up (1.18)

onde a ∈ Lα(Ω) e b ∈ Lβ(Ω), com 1 ≤ α, β <∞, Ω domínio limitado com fronteira ∂Ω suave, e
0 < q ≤ 1 < p. Nesse trabalho foram mostrados resultados de existência, unicidade e regularidade
das soluções do problema (1.18), com condição inicial u0 ∈ Lr(Ω), r ≥ 1. De outro lado, Baras e
Goldstein estudaram o problema (1.18) em (BARAS; GOLDSTEIN, 1984) com a(x) = λ|x|−2,
λ > 0, b(x) = 0 e q = 1. Eles mostraram que se λ ≤ λ∗ e a condição inicial u0 ∈ L1(Ω) verifica∫

Ω
|x|−αu0(x)dx <∞, onde α é a menor raiz de (N − 2−α)α = λ, então o problema (1.18) tem

solução fraca positiva. Para o caso em que λ > λ∗, o problema (1.18) não admite solução fraca não
negativa, com condição inicial u0 ∈ L1(Ω), u0 ≥ 0, u0 6= 0. O valor λ∗ = (N−2)2/4 é a constante
ótima que corresponde à desigualdade de Hardy (veja também (CABRÉ; MARTEL, 1999)). O
caso em que a(x) = 0, b(x) = |x|−γ, com 0 < γ < min{2, N}, e Ω = RN , foi considerado por
Slimene, Tayachi e Weissler, os quais mostraram em (SLIMENE; TAYACHI; WEISSLER, 2017)
que o problema (1.18) tem solução local para u0 ∈ Lr(Ω), com r > 1, se 1 < p ≤ p∗, onde

p∗ = (2− γ)r
N

+ 1. (1.19)

Para p > p∗, a unicidade falha, ou seja, existe uma solução positiva para o problema (1.18) para a

condição inicial u0 = 0 em Lr(Ω), se (2− γ)
N

+ 1 < p < 1 + 2(2− γ)
N − 2 , N ≥ 3.

Motivados pelos resultados anteriores, obtemos os seguintes resultados para o problema
(1.2).
Teorema 5. Seja r > 1

1. Suponhamos que Ω é domínio limitado com fronteira ∂Ω suave e 0 ∈ Ω. O problema (1.2)
possui uma solução local para cada u0 ∈ Lr(Ω), u0 ≥ 0 se, e somente se,

lim sup
t→∞

t−p
∗
f(t) <∞. (1.20)

2. Suponhamos que Ω = RN .
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a) Se γ < N/r,

lim sup
t→0

t−[1−(γr)/N+ε]f(t) <∞ e lim sup
t→∞

t−p
∗
f(t) <∞, (1.21)

para algum ε ∈ (0, γr/N), ou

γ > N/r e lim sup
t→∞

t−p
∗
f(t) <∞, (1.22)

então o problema (1.2) possui solução local para cada u0 ∈ Lr(Ω), com u0 ≥ 0.

b) Se γ < N/r e lim sup
t→0

t−[1−(γr)/N ]f(t) = ∞ ou lim sup
t→∞

t−p
∗
f(t) = ∞, então existe

u0 ∈ Lr(Ω) com u0 ≥ 0 tal que o problema (1.2) não possui solução.

Teorema 6. Seja r = 1.

1. Suponhamos que Ω é domínio limitado com fronteira ∂Ω suave, 0 ∈ Ω e F (s) = sup
1≤σ≤s

f(σ)/σ
para s ≥ 1.

a) Se ∫ ∞
1

s−[(2−γ)/N+1]F (s)ds =∞, (1.23)

então existe u0 ∈ L1(Ω), u0 ≥ 0, tal que o problema (1.2) não possui solução local.

b) Se
lim
t→0

tγ/2
∫ ∞
t−N/2

(t− s−2/N)−γ/2s−(2−γ)/N−1F (s)ds = 0, (1.24)

então para cada u0 ∈ L1(Ω), u0 ≥ 0, existe uma solução local para o problema (1.2).

2. Suponhamos que Ω = RN e F (s) = sup
0<σ≤s

f(σ)/σ para s > 0.

a) Se lim sup
t→0

t−(1−γ/N)f(t) =∞ ou

∫ ∞
1

s−[(2−γ)/N+1)F (s)ds =∞, (1.25)

então existe u0 ∈ L1(RN), u0 ≥ 0 tal que o problema (1.2) não possui solução local.

b) Se
lim sup
t→0

t−(1−γ/N)f(t) <∞ (1.26)

e
lim
t→0

tγ/2
∫ ∞
t−N/2

(t− s−2/N)−γ/2s−(2−γ)/N−1F (s)ds = 0, (1.27)

então para cada u0 ∈ L1(RN), u0 ≥ 0, o problema (1.2) possui solução local.
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Em relação à unicidade temos o seguinte resultado.
Teorema 7. Suponhamos que 0 < γ < min{2, N} e f : [0,∞)→ [0,∞) diferenciável. O problema
(1.2) possui uma única solução na classe L∞((0, T ), Lr(Ω)), se f ′(u) ∈ L∞((0, T ), Lα(Ω)) para
cada u ∈ L∞((0, T ), Lr(Ω)), onde α > N/(2− γ) e 1/α + 1/r < 1− γ/N .

Os Teoremas 5, 6 e 7 fazem parte de um segundo artigo (veja (CASTILLO; GUZMÁN-REA;
LOAYZA, )), o qual encontra-se submetido. Os resultados obtidos estendem o caso f(s) = sp

até o momento considerado. Além disso, analisamos o caso onde as condições iniciais pertencem
ao espaço L1(Ω), o qual, até onde sabemos, não tem sido tratado mesmo no caso particular
f(s) = sp.
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2 PRELIMINARES

2.1 Espaços Lp

Nesta seção apresentamos algumas propriedades dos espaços Lp. Maiores detalhes podem ser
encontrados em (BREZIS, 2010), (EVANS, 2010) e (FOLLAND, 2013).

Definição 2.1. Sejam Ω ⊂ RN um subconjunto aberto e 1 ≤ p ≤ ∞. Para 1 ≤ p <∞ temos
que

Lp(Ω) = {f : Ω→ R; f é mensurável e |f |p é integrável }.

No caso p =∞ temos

L∞(Ω) = {f : Ω→ R; f é mensurável e ∃ C > 0 tal que |f(x)| ≤ C, q.t.p de Ω},

onde q.t.p de Ω significa quase todo ponto de Ω.

O conjunto Lp(Ω) é um espaço de Banach se consideramos a norma

‖f‖Lp =


(∫

Ω
|f(x)|pdx

)1/p
, se 1 ≤ p <∞;

sup
x∈Ω

ess|f(x)| = inf{C; |f(x)| ≤ C, q.t.p de Ω}, se p =∞.

Os seguintes resultados apresentam algumas propriedades de convergência nos espaços
Lp(Ω).

Teorema 2.2 (Teorema da Convergência Monótona). Seja {fn}n∈N uma sequência em L1(Ω)
tal que fn(x) ≤ fn+1(x) para quase todo ponto x de Ω e sup

n

∫
Ω
fn <∞. Então fn(x) converge

para f(x) para quase todo ponto em Ω. Além disso, f ∈ L1(Ω) e lim
n→∞

∫
Ω
|fn(x)− f(x)|dx = 0.

Teorema 2.3 (Teorema da Convergência Dominada). Seja {fn}n∈N uma sequência em L1(Ω)
tal que fn(x)→ f(x), quando n→∞, para quase todo ponto x de Ω. Se existe uma função
g ∈ L1(Ω) tal que |fn(x)| ≤ g(x) para quase todo ponto x de Ω e para todo n ∈ N, então
f ∈ L1(Ω) e lim

n→∞

∫
Ω
|fn(x)− f(x)|dx = 0.

Definição 2.4. Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Denotamos por Lploc(Ω) o conjunto das funções u : Ω→ R
tais que u|K ∈ Lp(K) para todo compacto K ⊂ Ω.
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Seja X um espaço de Banach com a norma ‖ · ‖X .

Definição 2.5. Sejam p ∈ [1,∞] e I um intervalo da reta. Definimos por Lp(I,X) o conjunto
de todas as funções mensuráveis f : I → X tais que a função t 7→ ‖f(t)‖X pertence a Lp(I).

Para f ∈ Lp(I,X), definimos no caso 1 ≤ p <∞

‖f‖Lp(I,X) =
{∫

I
‖f(t)‖pXdt

}1/p
.

No caso p =∞ definimos

‖f‖L∞(I,X) = sup
t∈I

ess‖f(t)‖X .

Denotamos por:

(i) Ck(I,X), o espaço formado pelas funções que são k vezes continuamente diferenciáveis
sobre I com valores em X.

(ii) D(I,X), o conjunto de todas as funções f : I → X com suporte compacto em I,
equipado com a topologia da convergência uniforme de todas as derivadas sobre subintervalos
compactos de I.

(iii) Lploc(I,X), o espaço das funções mensuráveis f : I → X tais que f |J ∈ Lp(J,X) para
qualquer subintervalo limitado J de I.

(iv) C0(I,X), o fecho do conjunto D(I,X) em L∞(I,X).

2.2 Equação do calor

Nesta seção apresentamos algumas propriedades do operador Laplaciano em alguns espaços e
algumas propriedades sobre a equação do calor homogênea. Para mais detalhes veja (CAZENAVE
et al., 1998) e (PAZY, 2012).

Seja Ω qualquer subconjunto aberto não vazio de RN , com N ≥ 1. Consideremos o
seguinte operador A : D(A) ⊂ X → X, onde X é um espaço de Banach e D(A) é o domínio
do operador A. Quando A = −∆, chamamos de operador Laplaciano e, nas seguintes situações,
dizemos que o operador A gera um semigrupo o qual denotaremos por {S(t)}t≥0:

1. X = H−1(Ω) e D(A) = H1
0 (Ω).
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2. X = L2(Ω) e D(A) = {u ∈ H1
0 (Ω); ∆u ∈ L2(Ω)}.

3. X = Lp(Ω) com 1 < p <∞ e D(A) = W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω).

4. X = L1(Ω) e D(A) = {u ∈ W 1,1
0 (Ω); ∆u ∈ L1(Ω)}.

5. X = L∞(Ω) e D(A) = {u ∈ L∞(Ω) ∩H1
0 (Ω); ∆u ∈ L∞(Ω)}.

6. X = C0(Ω) e D(A) = {u ∈ C0(Ω); ∆u ∈ C0(Ω)}.

Nos casos 3 e 4 precisamos que o subconjunto Ω tenha fronteira suave e no caso 5 precisamos
que o subconjunto Ω seja limitado.

Consideremos agora o seguinte problema
ut −∆u = 0 em Ω× (0,∞),

u = 0 em ∂Ω× (0,∞),
u(0) = u0, em Ω.

(2.1)

Proposição 2.6. Seja u(t) = S(t)u0, com t ≥ 0.

1. Se u0 ∈ L2(Ω), então u é solução do problema (2.1) e u ∈ C([0,∞), L2(Ω))∩C1((0,∞), L2(Ω)),
∆u ∈ C((0,∞), L2(Ω)). Além disso, temos

u ∈ C((0,∞), H1
0 (Ω)),

‖∆u‖L2 ≤ 1
2
√
t
‖u0‖L2 para t > 0,

‖∇u‖L2 ≤ 1
2
√
t
‖u0‖L2 , para t > 0.

2. Se u0 ∈ H1
0 (Ω), então u ∈ C([0,∞), H1

0 (Ω)) e ‖∆u‖L2 ≤ 1√
2t
‖∇u0‖L2, para t > 0.

3. Se ∆u0 ∈ L2(Ω), então u ∈ C1([0,∞), L2(Ω)), ∆u ∈ C([0,∞), L2(Ω)) e ut(x, 0) −
∆u(x, 0) = 0.

4. Se u0 ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), então u ∈ C([0,∞), H2(Ω)).

Para a demonstração da Proposição veja (CAZENAVE et al., 1998, Proposição 3.5.2 e
3.5.3)

Uma das estimativas mais comuns para o semigrupo do calor nos espaços de Lebesgue, é
conhecida como efeito regularizante.
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Proposição 2.7 (Efeito regularizante). Sejam 1 ≤ q1 ≤ q2 ≤ ∞, t > 0 e ψ ∈ Lq1(RN)

‖S(t)ψ‖Lq2 ≤ (4πt)−
N
2

(
1
q1
− 1
q2

)
‖ψ‖Lq1 . (2.2)

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em (CAZENAVE et al., 1998, Teorema
3.5.7) ou (QUITTNER; SOUPLET, 2019, Proposição 48.4).

Lema 2.8. Seja K ⊂ Lq(Ω) um conjunto compacto e seja r ∈ (q,∞]. Existe uma função
Γ : (0, 1]→ (0,∞) com lim

t→0+
Γ(t) = 0, tal que

tα‖S(t)u0‖Lr ≤ Γ(t),

para todo t ∈ (0, 1) e todo u0 ∈ K, onde α = N

2

(
1
q
− 1
r

)
.

Para a demonstração deste resultado veja (BREZIS; CAZENAVE, 1996, Lema 8).

Seja
[S(t)u0](x) =

∫
Ω
KΩ(x, y; t)u0(y)dy, (2.3)

solução do problema (2.1), onde u0 ∈ L1(Ω) e KΩ é o núcleo do calor de Dirichlet em Ω.

Dos resultados apressentados por Van der Berg em (BERG, 1990, Teorema 2 e Lemas 8 e
9), temos as seguinte estimativa para KΩ

KΩ(x, y; t) ≥ exp(−N2π2t/4δ2)(4πt)−N/2 exp(−|x− y|2/4t), (2.4)

para t > 0, desde que o segmento de reta que une x e y esteja a uma distância de pelo menos δ
de ∂Ω.

Agora, consideremos o seguinte problema
ut −∆u = f em Ω× (0,∞),

u = 0 em ∂Ω× (0,∞),
u(0) = u0, em Ω.

(2.5)

O seguinte teorema é um resultado de regularidade da solução do problema (2.5). Este resultado é
conhecido como regularidade maximal.

Teorema 2.9. Sejam T > 0, p, q ∈ (1,∞), f ∈ Lp((0, T ), Lq(Ω)) e a função u definida por

u(t) =
∫ t

0
S(t− σ)f(σ)dσ.

Então u ∈ W 1,p((0, T ), Lq(Ω)), ∆u ∈ Lp((0, T ), Lq(Ω)) e existe uma constante C tal que

‖ut‖Lp((0,T ),Lq) + ‖∆u‖Lp((0,T ),Lq) ≤ C‖f‖Lp((0,T ),Lq).

Para mais detalhes veja (LAMBERTON, 1987, Corolário 1.1).
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2.3 Lemas importantes

Nesta seção apresentamos dois resultados que serão usados nos capítulos seguintes. O primeiro
deles é inspirado no resultado dado em (PINSKY, 1997, Lema 6) e o segundo resultado foi
estabelecido em (LAISTER et al., 2016, Lema 4.2).

Lema 2.10. Para γ ≥ 0 e t > 0, a função H : RN → R definida por

H(x) ≡ (4πt)−N/2
∫
RN

exp
(
−|x− y|2

4t

)
|y|−γdy

atinge seu máximo em x = 0.

Demonstração. Para cada δ > 0, definimos a seguinte função Hδ : RN → R,

Hδ(x) ≡ (4πt)−N/2
∫
RN

exp
(
−|x− y|2

4t

)
(δ + |y|)−γdy

Então por (PINSKY, 1997, Lema 6) temos que Hδ(x) ≤ Hδ(0) para cada x ∈ RN . Como
γ < N , o resultado segue do Teorema 2.1, fazendo δ → 0+.

Lema 2.11. Sejam f : [0,∞) → [0,∞) uma função não decrescente e p > 1. As seguintes
afirmações são equivalentes :

(i) Existe uma sequência {sk}k∈N tal que sk+1 ≥ θsk, com θ > 1 e

∞∑
k=1

s−pk f(sk) =∞.

(ii)
∞∫
1

σ−pF (σ)dσ =∞, onde F (s) = sup
1≤t≤s

f(t)/t.
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3 EXISTÊNCIA LOCAL DE UM
SISTEMA PARABÓLICO FRACA-
MENTE ACOPLADO EM ESPAÇOS
DE LEBESGUE

3.1 Introdução

Sejam Ω ⊂ RN ou um domínio limitado com fronteira ∂Ω suave ou Ω = RN , N ≥ 1, a, b > 0,
f, g : [0,∞) → [0,∞) funções contínuas e não decrescentes, u0 ∈ Lr(Ω) e v0 ∈ Ls(Ω), com
1 ≤ r, s <∞. Consideremos o seguinte sistema parabólico

ut − a∆u = f(v) em Ω× (0, T ),
vt − b∆v = g(u) em Ω× (0, T ),

u = v = 0 em ∂Ω× (0, T ),
u(0) = u0 ≥ 0, v(0) = v0 ≥ 0 em Ω.

(3.1)

No caso que Ω = RN as condições de fronteira são omitidas. O sistema (3.1) é chamado de
fracamente acoplado (veja (DICKSTEIN; LOAYZA, 2008)). Neste capítulo determinamos condições
para a existência e não existência de soluções do problema (3.1). Antes disso, definimos o conceito
de solução do problema (3.1) e apresentamos dois lemas úteis para a demonstração dos resultados
de não existência.

Definição 3.1. Sejam a, b > 0, f, g : [0,∞)→ [0,∞) funções contínuas e (u0, v0) ∈ Lr(Ω)×
Ls(Ω), com u0, v0 ≥ 0 e 1 ≤ r, s < ∞. Um par (u, v), cujas coordenadas são funções não
negativas definidas em quase todo ponto de Ω× (0, T ), para algum T > 0, é dita uma solução
do problema (3.1) se u ∈ L∞((0, T ), Lr(Ω)), v ∈ L∞((0, T ), Ls(Ω)) e verificam o seguinte
sistema 

u(t) = Sa(t)u0 +
∫ t

0
Sa(t− σ)f(v(σ))dσ,

v(t) = Sb(t)v0 +
∫ t

0
Sb(t− σ)g(u(σ))dσ,

(3.2)

em quase todo ponto de Ω× (0, T ), onde {Sα(t)}t≥0, para α > 0, é dado por Sα(t) = S(αt)
para t ≥ 0 e {S(t)}t≥0 denota o semigrupo do calor (veja o Capítulo 1, para maiores detalhes,
ou veja (DICKSTEIN; LOAYZA, 2008) e (QUITTNER; SOUPLET, 2019, Capítulo III)).
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Daqui em diante denotamos por Bρ(x) ⊂ RN a bola centrada em x com raio ρ > 0, e
denotamos por χρ a função característica em Bρ(0).

Lema 3.2. Sejam α > 0 e 0 < β < N , e sejam ρ, δ > 0 tal que Bρ+2δ ⊂ Ω. Existe uma
constante cN ∈ (0, 1), dependendo apenas de N , tal que

1.

Sα(t)χρ ≥ cN

(
ρ

ρ+
√
αt

)N
χρ+

√
αt, (3.3)

para todo 0 < t ≤ δ2/α.

2.
Sα(t)| · |−βχρ ≥ c′N(αt)−β/2χ√αt (3.4)

para todo 0 < t ≤ min{δ2, ρ2}/α.

Demonstração. (i) segue diretamente de (LAISTER et al., 2016, Lema 2.1). Para mostrar
(ii), observemos que por hipótese temos que Bρ+2δ ⊂ Ω, então para cada x ∈ B√αt, temos
dist(x, ∂Ω) ≥ δ. Assim, pela estimativa (2.4), para |x| ≤

√
αt, temos

[Sα(t)| · |−βχρ](x) ≥ e−
N2π2αt

4δ2 (4απt)−N/2
∫
Bρ
e
−|x−y|2

4αt |y|−βdy

≥ e−
N2π2α

4 (4απt)−N/2e−
|x|2
2αt

∫
Bρ
e−
|y|2
2αt |y|−βdy

≥ C(αt)−β/2
∫
B ρ√

αt

e−
|z|2

2 |z|−βdz

onde C = e−
N2π2α

4 (4απ)−N/2e−1/2. Como B1 ⊂ B ρ√
αt
, o resultado segue.

Observação 1. Quando Ω = RN e u0 ∈ L1(RN) temos que

[S(t)u0](x) =
∫
RN
Kt(x− y)u0(y)dy,

onde Kt(x) = (4πt)−N/2 exp(−|x|2/4t) é o núcleo do calor. Logo, argumentando como na
prova do (LAISTER et al., 2016, Lema 2.1), é possível mostrar que existe uma constante
c′N > 0, dependendo apenas de N , para a qual a estimativa (3.3) é satisfeita para t > 0.

O seguinte resultado é uma extensão do Lema 2.11 (γ = 1).

Lema 3.3. Suponha que f : [0,∞)→ [0,∞) é uma função não decrescente, q > 1 e γ > 0.
Então as seguintes condições são equivalentes:
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(i) Existe uma sequência {sk}k≥1 tal que sk+1 ≥ θsk, θ > 1 e
∞∑
k=1

s1−q−γ
k f(sk) =∞.

(ii)
∫ ∞

1
t−qF (t)dt =∞, onde F (t) = sup

1≤σ≤t

f(σ)
σγ

.

Demonstração. (i)⇒ (ii) Como a sequência {sk}k≥1 é não decrescente e lim
k→∞

sk =∞, então
podemos assumir que sk ≥ 1 para cada k ≥ 1. Consequêntemente,

∫ ∞
1

t−qF (t)dt ≥
∞∑
k=0

∫ sk+1

sk

t−qF (t)dt

≥
∞∑
k=0

∫ sk+1

sk

t−qF (sk)dt

≥
∞∑
k=0

f(sk)
sγk

∫ sk+1

sk

t−qdt

= 1
q − 1

∞∑
k=0

f(sk)
sγk

(s−q+1
k − s−q+1

k+1 )

= 1
q − 1

∞∑
k=0

s−q−γ+1
k f(sk)

(
1− s−q+1

k+1

s−q+1
k

)

≥ 1
q − 1(1− θ(−q+1))

∞∑
k=0

s−q−γ+1
k f(sk),

(3.5)

a partir disso, obtemos (ii).

(ii) ⇒ (i) Escolhendo θ > 1 e consideremos a sequência {σk}k≥1 dada por σk = θk,
para k ≥ 1. Observemos que F (s) ≤ F (σn+1), ∀s ∈ (σn, σn+1]. Existe uma sequência {kn}n≥1

com kn ≤ n e kn ≤ kn+1 tal que F (σn+1) = f(τn)
τ γn

para algum τn ∈ (σkn , σkn+1 ]. Logo,

F (s) ≤ F (σn+1) ≤ f(σkn+1)
σγkn

,∀s ∈ (σn, σn+1].

Portanto,
∫ ∞

1
s−qF (s)ds =

∞∑
n=1

∫ σn+1

σn
s−qF (s)ds ≤

∞∑
n=1

f(σkn+1)
σγkn

∫ σn+1

σn
s−qds. (3.6)

Notemos que há uma sequência crescente nj tal que knj = kn < knj+1, n =
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nj, · · · , nj+1 − 1, e assim
∞∑
n=1

f(σkn+1)
σγkn

∫ σn+1

σn
σ−qdσ =

∞∑
j=1

f(σknj+1)
σγknj

∫ σknj+1

σknj

σ−qdσ

= 1
q − 1

∞∑
j=1

f(σknj+1)
σγknj

(σ1−q
knj
− σ1−q

knj+1)

= 1
q − 1

∞∑
j=1

f(σknj+1)
σγknj

σ1−q
knj+1


 σknj
σknj+1

1−q

− 1


= θq(θq−1 − 1)

q − 1

∞∑
j=1

f(σknj+1)σ−q−γ+1
knj+1 .

(3.7)

Tomando sj = σknj+1 então temos (i).

Lema 3.4. Sejam p > 0 e q > 0 tal que pq > 1. Consideremos as sequências {ζn}n∈N e
{θn}n∈N definidas por

p

θ0
− 1
ζ0

= c1 e q

ζ0
− 1
θ0

= c2 (3.8)

e
p

θn
− 1
ζn+1

= d1 e q

ζn
− 1
θn+1

= d2, para n ≥ 1, (3.9)

com ζ0, θ0 > 0, 0 < c1 < d1 e 0 < c2 < d2. Então as sequências {ζn}n∈N, {θn}n∈N são
sequências crescentes tal que p

θn0

< d1 e q

ζn0

< d2, para algum n0 ∈ N.

Para a demonstração veja (DICKSTEIN; LOAYZA, 2008, p. 6)

3.2 Resultado de existência

Para os resultados de existência local, usamos o método de super e subsolução. Portanto, é
necessário definir o que entedemos por super e subsolução do problema (3.1).

Definição 3.5. Sejam a, b > 0, f, g : [0,∞)→ [0,∞) funções contínuas e (u0, v0) ∈ Lr(Ω)×
Ls(Ω), com u0, v0 ≥ 0 e 1 ≤ r, s < ∞. Dizemos que um par (u, v), cujas coordenadas são
funções não negativas definidas quase sempre em Ω × (0, T ), para algum T > 0, é uma
supersolução de (3.1) se

(ū, v̄) ∈ L∞((0, T ), Lr(Ω))× L∞((0, T ), Ls(Ω)),

e verificam
ū(t) ≥ Sa(t)u0 +

∫ t

0
Sa(t− σ)f(v̄(σ))dσ,

v̄(t) ≥ Sb(t)v0 +
∫ t

0
Sb(t− σ)g(ū(σ))dσ.
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Subsoluções são definidas analogamente, com desigualdades invertidas.

O resultado a seguir é uma versão, para o problema (3.1), do resultado da existência local
dado em (ROBINSON; SIERŻĘGA, 2013, Teorema 1).

Lema 3.6. Suponha que a, b > 0, f, g : [0,∞) → [0,∞) são funções contínuas e não
decrescentes, e (u0, v0) ∈ Lr(Ω) × Ls(Ω), com u0, v0 ≥ 0 e 1 ≤ r, s < ∞. O problema (3.1)
admite uma solução em Ω× (0, T ) se e somente se admitir uma supersolução em Ω× (0, T ).

Demonstração. Por definição, toda solução de (3.1) é ao mesmo tempo uma supersolução de
(3.1). Assim, precisamos apenas mostrar que a existência de uma supersolução do problema
(3.1) implica a existência de uma solução do problema (3.1). Para isto, consideremos u, v
funções não negativas definidas em quase todo ponto de Ω× (0, T ), e definimos os operadores
Fi, i = 1, 2 ; por

F1(v)(t) = Sa(t)u0 +
∫ t

0
Sa(t− σ)f(v(σ))dσ,

F2(u)(t) = Sb(t)v0 +
∫ t

0
Sb(t− σ)g(u(σ))dσ.

Observamos que ū ≥ F1(v̄) e v̄ ≥ F2(ū), pois (ū, v̄) é uma supersolução de (3.1).

Usando a monotonicidade de f e g, e o fato de o semigrupo de calor preservar
a positividade, concluímos que F1 e F2 são não decrescentes. Portanto, se u1 = F1(v̄),
v1 = F2(ū) e uk+1 = F1(vk), vk+1 = F2(uk), então u1 = F1(v̄) ≤ ū, v1 = F2(ū) ≤ v̄, u2 =
F1(v1) ≤ F1(v̄) = u1, v2 = F2(u1) ≤ F2(ū) = v1, e assim sucessivamente. Por consequência ,
{uk}k≥1 e {vk}k≥1 são sequências não crescentes.

Sejam
u(x, t) = lim

k→∞
uk(x, t) e v(x, t) = lim

k→∞
vk(x, t)

sempre que eles existem. Afirmamos que (u, v) é solução de (3.1).

De fato, pela continuidade de f e g, e pelo teorema da convergência monótona, é
possível concluir que lim

k→∞
F1(vk) = F1(v) e lim

n→∞
F2(uk) = F2(u) quase sempre em Ω× (0, T ).

Assim, devido à construção das sequências, temos u = F1(v) e v = F2(u) quase sempre em
Ω× (0, T ).

No seguinte resultado, determinamos a existência de soluções para o problema (3.1) no
caso r, s > 1.

Teorema 3.7. Sejam f, g : [0,∞) → [0,∞) funções contínuas e não decrescentes. Sejam
também a, b > 0 e r, s > 1 tal que |1/r − 1/s| ≤ 2/N .
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1. Considere Ω um domínio limitado. O problema (3.1) possui uma solução local para cada
(u0, v0) ∈ Lr(Ω)× Ls(Ω), com u0, v0 ≥ 0, se e somente se,

lim sup
t→∞

t−pcf(t) <∞ e lim sup
t→∞

t−qcg(t) <∞. (3.10)

2. Seja Ω = RN . Se o problema (3.1) possui uma solução local para cada (u0, v0) ∈
Lr(RN)× Ls(RN), com u0, v0 ≥ 0, então

lim sup
t→0

f(t)
ts/r

<∞, lim sup
t→∞

t−pcf(t) <∞, e (3.11)

lim sup
t→0

g(t)
tr/s

<∞, lim sup
t→∞

t−qcg(t) <∞. (3.12)

Por outro lado, se as condições (3.11) e (3.12) são verdadeiras, então o problema (3.1),
com a = b, possui solução para cada (u0, v0) ∈ Lr(RN)× Ls(RN) .

Nas duas situações, a solução encontrada para o problema (3.1) pertence ao espaço [L∞loc((0, T ), L∞(Ω))]2.

Observação 2. Segue abaixo algumas observações sobre o Teorema 3.7.

1. A condição |1/r − 1/s| ≤ 2/N implica que os valores críticos pc = s
(1
r

+ 2
N

)
, qc =

r
(1
s

+ 2
N

)
, verificam pc, qc ≥ 1. Se 0 < pc < 1 ou 0 < qc < 1, é possivel tratar o

problema (3.1) num domímio limitado com uma condição sobre a condição inicial:
u0(x), v0(x) ≥ γ dist(x, ∂Ω) para todo x ∈ Ω e para alguma constante γ > 0. Esta
condição foi usada para estudar o problema (1.3) com a não linearidade f(t) = tp1 + tp2

e 0 < p1 < 1 < p2 em (LOAYZA, 2006).

2. Observamos que se f = g e r = s, então o Teorema 3.7 coincide com o Teorema 1 que
foi enunciado na introdução.

3. Se f(t) = tp e g(t) = tq para t ≥ 0, então a condição (3.10) é a mesma obtida em
(QUITTNER; SOUPLET, 2019, Teorema 32.1). Além disso, as condições

lim sup
t→0

f(t)
ts/r

<∞ e lim sup
t→0

g(t)
tr/s

<∞

são satisfeitas se s ≤ pr e r ≤ qs. Essas condições foram consideradas no Teorema 2.3
de (DICKSTEIN; LOAYZA, 2008).

4. A parte de não existência do Teorema 3.7 é mostrada usando argumentos similares de
(LAISTER et al., 2016). Na parte de existência local é mostrada usando o princípio de
comparação estabelecido no Lema 3.6.
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Demonstração. (i) Sem perda de generalidade, assumimos que 0 ∈ Ω. Suponhamos que
o problema (3.1) possui solução local para cada dado inicial (u0, v0) ∈ Lr(Ω) × Ls(Ω),
com u0, v0 ≥ 0, e que a condição (3.10) não é válida, ou seja lim sup

t→∞
t−pcf(t) = ∞ ou

lim sup
t→∞

t−qcg(t) =∞. Vamos supor que lim sup
t→∞

t−pcf(t) =∞, já que o outro caso é tratado
similarmente. Assim, existe uma sequência {zk}k≥1 tal que

zk ≥ k e f(zk) ≥ z
(s/r+2s/N)
k ek/r. (3.13)

Seja v0 =
∞∑
k=1

vk com vk = 2Nc−1
N zkχρk e zkρN/sk = k−2 para cada k ≥ 1, onde cN é a constante

do Lema 3.2(i). Note que lim
k→∞

ρk = 0. Portanto, existe k0 ∈ N de modo que B3ρk ⊂ Ω para
k ≥ k0. Observemos também que

‖v0‖Ls ≤
∞∑
k=1
‖vk‖Ls = 2Nc−1

N ω
1/s
N

∞∑
k=1

zkρ
N/s
k = 2Nc−1

N ω
1/s
N

∞∑
k=1

k−2 <∞.

Seja (u, v) solução do problema (3.1) definida num intervalo [0, T ], para algum T > 0,
com condição inicial (u(0), v(0) = (0, v0). Como v ≥ 0 e g ≥ 0, de (3.2) e o Lema 3.2 temos
que

v(σ) ≥ Sb(σ)v0 ≥ Sb(σ)vk ≥ 2Nc−1
N zkSb(σ)χρk ≥ zkχρk+

√
bσ ≥ zkχρk , (3.14)

para 0 < σ ≤ ρ2
k/b e k ≥ k0. Como f é não decrescente, de (3.2) e (3.14), obtemos

u(t) ≥
∫ t

0
Sa(t− σ)f(Sb(σ)vk)dσ

≥
∫ t

0
f(zk)Sa(t− σ)χρkdσ

≥ cN2−N
∫ t

0
f(zk)χρkdσ

(3.15)

para 0 < σ ≤ t ≤ min{T, ρ2
k/a, ρ

2
k/b} e k ≥ k0. Fixando t ∈ (0,min{T, ρ2

k0/a, ρ
2
k0/b}) e k1 ∈ N

de modo que ρ2
k/2 ≤ t para k ≥ k1. Então, de (3.15), obtemos

u(t) ≥ cN2−N
∫ ρ2

k
2

0
f(zk)χρkdσ ≥ cN2−Nρkf(zk)χρk

para k ≥ k1. De (3.13) temos

‖u(t)‖Lr ≥ f(zk)ω1/r
N ρ

(2+N/r)
k ≥ ω

1/r
N cN2−Nek/rk−2(2s/N+s/r).

para k ≥ k1. Como o lado direito tende para o infinito quando k →∞, temos uma contradição.

Reciprocamente, seja (u0, v0) ∈ Lr(Ω) × Ls(Ω), com r, s > 1 e u0, v0 ≥ 0. Como
lim sup
t→∞

t−pcf(t) <∞ e lim sup
t→∞

t−qcg(t) <∞, existe uma constante C0 > 0 tal que

f(t) ≤ C0(1 + tpc), g(t) ≤ C0(1 + tqc) (3.16)
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para t ≥ 0, onde pc e qc são dados em (1.9). Como |1/r − 1/s| ≤ 2/N , temos que pc, qc ≥ 1.
Ademais, observamos que pcqc > 1.

A condição (3.16) nos leva a considerar o seguinte sistema

ut − a∆u = C0(1 + vpc) em Ω× (0, T ),
vt − b∆v = C0(1 + uqc) em Ω× (0, T ),

u = v = 0 em ∂Ω× (0, T ),
u(0) = u0, v(0) = v0 em Ω.

(3.17)

Quittner e Souplet, mostraram no Teorema 32.1 de (QUITTNER; SOUPLET, 2019), a
existência local para o problema (3.17) quando pc, qc > 1 e a = b = 1. Apresentamos a seguir,
seguindo as idéias de Brezis, Cazenave e Weissler dadas em (BREZIS; CAZENAVE, 1996),
(WEISSLER, 1979) e (WEISSLER, 1981), uma prova para o caso pc, qc ≥ 1 com pcqc > 1.

Sem perda de generalidade podemos assumir pc ≤ qc. Temos que

r = N

2

(
pcqc − 1
pc + 1

)
e s = r

pc + 1
qc + 1 .

Seja η1 ∈ (r, sqc) com η1 ≥ qc e seja η2 = η1(pc + 1)/(qc + 1). Como pc ≤ qc, pcqc > 1 e pela
definição de η2, temos que (pc + 1)2qc ≤ pc(qc + 1)2 e η2 ≥ pc. Daí, concluimos que η2 ∈ (s, rpc)
e η2 ≥ pc.

Sejam α = N

2

(
1
r
− 1
η1

)
e β = N

2

(
1
s
− 1
η2

)
. Então

0 < αqc < 1, 0 < βpc < 1, pc
η2
− 1
η1
<

2
N
,
qc
η1
− 1
η2
<

2
N
, (3.18)

pc
η2
− 1
r
<

2
N
,
qc
η1
− 1
s
<

2
N
. (3.19)

Consideremos o conjunto

K = {(u, v) ∈ E; tα‖u(t)‖Lη1 ≤ δ, tβ‖v(t)‖Lη2 ≤ δ para t ∈ (0, T )},

onde E = E1 × E2, E1 = L∞loc((0, T ), Lη1(Ω)), E2 = L∞loc((0, T ), Lη2(Ω)) e δ > 0 é escolhido
apropriadamente. Se

d(u1, u2) = sup
t∈(0,T )

{tα‖u1(t)− u2(t)‖Lη1}+ sup
t∈(0,T )

{tβ‖v1(t)− v2(t)‖Lη2}

para u1 = (u1, v1), u2 = (u2, v2) ∈ K, então (K, d) é um espaço métrico completo.
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Dado (u, v) ∈ K, definimos o operador Φ(u, v) = (Φ1(v),Φ2(u)) por

Φ1(v)(t) = Sa(t)u0 + C0

∫ t

0
Sa(σ)1dσ + C0

∫ t

0
Sa(t− σ)vpc(σ)dσ,

Φ1(u)(t) = Sb(t)v0 + C0

∫ t

0
Sb(σ)1dσ + C0

∫ t

0
Sb(t− σ)uqc(σ)dσ.

Usando a estimativa (2.2) e (3.18), temos

tα‖Φ1v(t)‖Lη1 ≤ tα‖Sa(t)u0‖Lη1 + t1+αC0|Ω|1/η1

+C0

∫ t

0
[a(t− σ)]−

N
2 ( pc

η2
− 1
η1

)‖v(σ)‖pcη2dσ

≤ tα‖Sa(t)u0‖Lη1 + t1+αC0|Ω|1/η1 + C0C1δ
pc ,

(3.20)

onde C1 =
∫ 1

0
[a(1− σ)]−

N
2 ( pc

η2
− 1
η1

)
σ−βpcdσ <∞. Analogamente temos

tβ‖Φ2u(t)‖Lη2 ≤ tβ‖Sb(t)v0‖Lη2 + t1+βC0|Ω|1/η2 + C0C2δ
qc , (3.21)

onde C2 =
∫ 1

0
[b(1− σ)]−

N
2 ( qc

η1
− 1
η2

)
σ−αqcdσ <∞.

Como lim
t→0+

tα‖Sa(t)u0‖Lη1 = lim
t→0+

tβ‖Sb(t)v0‖Lη2 = 0, devido ao Lema 2.8, concluímos
de (3.20) e (3.21) que é possível escolher δ > 0 e T > 0 tal que (Φ1v,Φ2u) ∈ K.

Similarmente, como foi mostrado em (3.20) e (3.21), podemos provar que para u1 =
(u1, v1), u2 = (u2, v2) ∈ K

tα‖Φ1(v1)(t)− Φ1(v2)(t)‖Lη1 ≤ C0C3δ
pc−1d(u, v)

e
tβ‖Φ2(u1)(t)− Φ2(u2)(t)‖Lη2 ≤ C0C4δ

qc−1d(u, v).

Tomando δ suficientemente pequeno, de modo tal que C0C3δ
pc−1 ≤ 1

4 e C0C4δ
qc−1 ≤ 1

4,
concluimos que Φ é uma contração estrita. Daí, temos que existe um ponto fixo (ū, v̄), o qual
é uma solução de (3.17).

Por outro lado, usando a estimativa (3.19) e argumentando como a estimativa (3.20),
temos

‖ū(t)‖Lr ≤ ‖u0‖Lr + C0T |Ω|1/r + C0C3δ
pc ,

onde C3 =
∫ 1

0
[a(1 − σ)]−

N
2 ( pc

η2
− 1
r

)
σ−βpcdσ < ∞. Assim, ū ∈ L∞((0, T ), Lr(Ω)). Procedendo

similarmente, temos v̄ ∈ L∞((0, T ), Ls(Ω)).

Para mostrar a regularidade de (ū, v̄), usamos o argumento de bootstrap de (DICKS-
TEIN; LOAYZA, 2008, p.7) (ver também (SNOUSSI; TAYACHI; WEISSLER, 2001, p. 153)).
Ou seja, mostramos que existe uma constante C > 0 tal que

t
N
2

(
1
r
− 1
r1

)
‖u(t)‖Lr1 ≤ C e t

N
2

(
1
s
− 1
s1

)
‖v(t)‖Ls1 ≤ C, (3.22)
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para todo t ∈ (0, T ), com 1 ≤ r ≤ r1 ≤ ∞ e 1 ≤ s ≤ s1 ≤ ∞. Observe que a parte
de existência garante que a estimativa é válida para r1 = η1 = ζ0 e s1 = η2 = θ0. Sejam
c1 = pc

θ0
− 1
ζ0

e c2 = qc
ζ0
− 1
θ0
. Então, por (3.18) temos que

pc
θ0
− 1
ζ0
<

2
N

e qc
ζ0
− 1
θ0
<

2
N
. (3.23)

Sejam {ζn}n≥1 e {θn}n≥1 as sequências definidas como em (3.9), isto é,
pc
θn
− 1
ζn+1

= d1 e qc
ζn
− 1
θn+1

= d2, com 0 < c1 < d1 <
2
N

e 0 < c2 < d2 <
2
N
. Suponhamos

que (3.22) é válido para algum r1 = ζk e s1 = θk. Então, do Lema 3.4 temos que as sequências
{ζn}n≥1 e {θn}n≥1 são crescentes, e de (3.18) temos que

pc
θn
− 1
ζn+1

<
2
N

e qc
ζn
− 1
θn+1

<
2
N

(3.24)

Como
ū(t) = Sa(t/2)u(t/2) + C0

∫ t

t/2
Sa(σ)χΩdσ + C0

∫ t

t/2
Sa(t− σ)vpc(σ)dσ,

v̄(t) = Sb(t/2)v(t/2) + C0

∫ t

t/2
Sb(σ)χΩdσ + C0

∫ t

t/2
Sb(t− σ)uqc(σ)dσ,

para 0 < t < T , pela estimativa (2.2) temos

t
N
2

(
1
r
− 1
ζk+1

)
‖ū(t)‖Lζk+1 ≤ t

N
2

(
1
r
− 1
ζk+1

)
‖Sa(t/2)u(t/2)‖Lζk+1

+C1t
1+N

2

(
1
r
− 1
ζk+1

)
|Ω|1/ζk+1

+C1t
N
2

(
1
r
− 1
ζk+1

) ∫ t

t/2
(t− σ)−

N
2

(
pc
θk
− 1
ζk+1

)
σ
−N2

(
pc
s
− pc
θk

)
dσ

≤ 2
N
2

(
1
ζk
− 1
ζk+1

)
t
N
2

(
1
r
− 1
ζk

)
‖u(t/2)‖Lζk + C1t

1+N
2

(
1
r
− 1
ζk+1

)
|Ω|1/ζk+1

+C1t
N
2

(
1
r
− 1
ζk+1

) ∫ t

t/2
(t− σ)−

N
2

(
pc
θk
− 1
ζk+1

)
σ
−N2

(
pc
s
− pc
θk

)
dσ,

(3.25)

e de (3.22), (3.24), para r1 = ζk, temos que

t
N
2

(
1
r
− 1
ζk+1

)
‖ū(t)‖Lζk+1 ≤ C, para todo t ∈ (0, T ). (3.26)

Similarmente, obtemos

t
N
2

(
1
s
− 1
θk+1

)
‖v̄(t)‖Lθk+1 ≤ C, para todo t ∈ (0, T ). (3.27)

A estimativa (3.22), para r1 = +∞ e s1 = +∞, se obtem por um número finito de passos,
isto devido ao Lema 3.4. Assim,(ū, v̄) ∈ [L∞loc((0, T ), L∞(Ω))]2. Além disso, de (3.16) e (3.17)
vemos que (ū, v̄) é uma supersolução de (3.2). Portanto, pelo Lema 3.6 obtemos uma solução
para o problema (3.2).
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(ii) Suponhamos que o problema (3.1) possui solução local para cada dado inicial
(u0, v0) ∈ Lr(RN) × Ls(RN), com u0, v0 ≥ 0, e que a condição (3.11) não é válida, ou seja,
ou lim sup

t→∞
t−pcf(t) =∞ ou lim sup

t→0
f(t)/ts/r =∞. O mesmo argumento pode ser usado se a

condição (3.12) não é verdadeira.

Se lim sup
t→∞

t−pcf(t) =∞, se procede similarmente como no item (i), pois a estimativa

do Lema 3.2 também se verifica, em RN (veja a Observação 1).

Suponhamos agora que lim sup
t→0

f(t)/ts/r =∞. Então existe uma sequência {λk}k≥1 tal
que

λk ≤ k−3, f(λk) ≥ k3s/rλ
s/r
k e lim

k→∞
λk = 0.

Seja v0 =
∞∑
k=1

vk, onde vk = (c′N )−12Nλkχρk , ρk = (λkk2)−s/N e c′N é a constante da Observação

1. Observemos que

‖v0‖Ls ≤
∞∑
n=1
‖vk‖Ls = 2N(c′N)−1ω

1/s
N

∞∑
k=1

k−2 <∞.

Consideremos (u, v) solução do problema (3.1), definida no intervalo [0, T ], para algum
T > 0, com condição inicial (u(0), v(0)) = (0, v0).

Como λk ≤ k−3 então ρk ≥ ks/N . Daí, existe k0 ∈ N tal que ρk ≥ max{a, b} para
k ≥ k0. Pela estimativa do Lema 3.2 em RN (Observação 1), temos

Sb(σ)vk = (c′N)−12NλkSb(σ)χρk
≥ (c′N)−12N

[
ρk/(ρk +

√
bσ)

]N
χρk+

√
bσ

≥ λkχρk+
√
bσ

≥ λkχρk ,

(3.28)

para todo 0 < σ ≤ 1. Como f é não decrescente podemos proceder como na estimativa (3.28)
e obter

Sa(t− σ)f(Sb(σ)vk) ≥ f(λk)Sa(t− σ)χρk
≥ c′N2−Nf(λk)χρk+

√
a(t−σ)

≥ c′N2−Nf(λk)χρk
para 0 < σ ≤ t ≤ 1. Fixando t ∈ (0,min{1, T}), temos

u(t) ≥
∫ t

0
Sa(t− σ)f(Sb(σ)v0)dσ

≥
∫ t

0
Sa(t− σ)f(Sb(σ)vk)dσ

≥ c′N2−N
∫ t

0
f(λk)χρkdσ

≥ tcN2−Nk3s/rλ
s/r
k χρk .
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Logo
‖u(t)‖Lr ≥ cN2−N tω1/r

N ks/r. (3.29)

Como o lado direito de (3.29) tende para o infinito quando k →∞, temos uma contradição.

Por outro lado, seja (u0, v0) ∈ Lr(RN)× Ls(RN). Suponhamos que

lim sup
t→0

f(t)
ts/r

<∞ e lim sup
t→∞

t−pcf(t) <∞

e
lim sup
t→0

g(t)
tr/s

<∞ e lim sup
t→∞

t−qcg(t) <∞.

Então, existe C0 > 0 tal que

f(t) ≤ C0(ts/r + tpc) e g(t) ≤ C0(tr/s + tqc),

onde pc, qc são dados por (1.9). A condição |1/r − 1/s| ≤ 2/N implica que pc, qc ≥ 1. Além
disso, se r 6= s então s/r < 1 ou r/s < 1. Por este motivo, não seria possível usar o argumento
de ponto fixo, como no caso Ω limitado. Devido a essa dificuldade, abordamos o problema
determinando uma supersolução para o problema (3.1).

Sejam r > α > max{1, r/s}, β = sα/r, r1 = r/α e p1 = 1 − 1/α + pc/β. Então
r1, α, β > 1, p1 > 1 e

r1 = N

2 (p1 − 1).

Ademais, w0 = uα0 + vβ0 ∈ Lr1(RN).

Consideremos o seguinte problema ut − a∆u = C1(u+ up1) em RN × (0, T ),
u(0) = w0 em RN ,

(3.30)

onde C1 ≥ C0 max{α, β}. Do resultado da existência em (BREZIS; CAZENAVE, 1996,
Teorema 1) existe uma solução local w ∈ C([0, T ], Lr1(RN)) ∩ L∞loc((0, T ), Lη(RN)) para o
problema (3.30) tal que tN2 (1/r1−1/η0)‖w(t)‖Lη0 ≤ C2 para algum η0 > r1 e para alguma
constante C2 > 0. Ademais, pelo argumento de bootstrap (como foi mostrado para o caso Ω
limitado), é possível concluir que existe uma constante C3 > 0 tal que tN2 (1/r−1/η)‖w(t)‖Lη ≤ C3

para todo η0 ≤ η ≤ ∞. Assim, pela regularidade parabólica (Teorema 2.9), concluímos que w
é C1 em t ∈ (0, T ) e C2 em x ∈ RN .

Seja (ũ(t), ṽ(t)) = (w1/α(t), w1/β(t)) para t ∈ [0, T ]. Então ũ(0) ≥ u0, ṽ(0) ≥ v0,
(ũ, ṽ) ∈ L∞((0, T ), Lr(RN))× L∞((0, T ), Ls(RN)), e

ũt − a∆ũ = 1
α
w1/α−1(wt − a∆w)− a

α
( 1
α
− 1)w1/α−2|∇w|2

≥ C0w
1/α−1(w + wp1)

= C0(ṽs/r + ṽpc) ≥ f(ṽ).
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Similarmente, ṽt − a∆ṽ ≥ g(ũ). Portanto, é possível concluir que (ũ, ṽ) é uma supersolução
de (3.1). Assim, o resultado segue do Lema 3.6.

O caso r = 1 ou s = 1 é tratado no seguinte resultado. Pela simetria do problema (3.1),
é suficiente considerar somente o caso s = 1, ou seja, estudar a existência local para condições
iniciais (u0, v0) ∈ Lr(Ω)×L1(Ω) com r ≥ 1. Para um domínio limitado temos o seguinte resultado.

Teorema 3.8. Sejam f, g : [0,∞) → [0,∞) funções contínuas e não decrescentes, r ≥ 1,
a, b > 0 e Ω um domínio limitado. Para t ≥ 1, definimos

Fr(t) = sup
1≤σ≤t

f(σ)
σ1/r , Gr(t) = sup

1≤σ≤t

g(σ)
σr

. (3.31)

1. Se ∫ ∞
1

t−(1+2/N)Fr(t)dt <∞ e
∫ ∞

1
t−(1+2r/N)Gr(t)dt <∞, (3.32)

então o problema (3.1), com a = b, possui solução local para cada (u0, v0) ∈ Lr(Ω)×L1(Ω).
Além disso, esta solução pertence ao espaço (L∞loc((0, T ), L∞(Ω)))2.

2. Se
lim
t→0+

t−N/(2r
′)
∫ ∞
t−N/2

σ−(1+2/N+1/r′)Fr(σ)dσ =∞ (3.33)

ou ∫ ∞
1

t−(1+2r/N+ε)Gr(t)dt =∞, (3.34)

para algum ε > 0 quando r > 1, e ε = 0 quando r = 1, então existe (u0, v0) ∈ Lr(Ω)× L1(Ω),
u0, v0 ≥ 0 tal que o problema (3.1) não possui solução local. O valor r′ é o conjugado de
1 ≤ r <∞ e é dado por 1/r′ = 1− 1/r.

Observação 3. Segue abaixo algumas observações sobre o Teorema 3.8.

1. Quando r = 1, temos que 1/r′ = 0, e o resultado é ótimo.

2. Se f(t) = tp e g(t) = tq para t ≥ 0 com p, q ≥ 1, então a condição (3.32) é verificada
quando p < 1/r+2/N e q/r < 1+2/N . A condição (3.33) é satisfeita quando p ≥ 1+2/N
para r = 1 e p > 1/r+ 2/N para r > 1. A condição (3.34) é verificada se q/r ≥ 1 + 2/N .

3. Existe um vacuo entre a condição
∫ ∞

1
σ−(1+2/N)Fr(σ)dσ =∞ e a condição (3.33). Em

geral, ∫ ∞
1

σ−(1+2/N)Fr(σ)dσ ≥
∫ ∞
t−N/2

σ−(1+ 2
N

+ 1
r′ )+

1
r′Fr(σ)dσ

≥ t−N/(2r
′)
∫ ∞
t−N/2

σ−(1+2/N+1/r′)Fr(σ)dσ
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para 0 < t ≤ 1. Mas, para f(t) = tp com p = 1/r + 2/N e r > 1 temos que∫ ∞
1

σ−(1+2/N)Fr(σ)dσ =∞ e t−N/(2r′)
∫ ∞
t−N/2

σ−(1+2/N+1/r′)Fr(σ)dσ = r′.

4. O item (i) do Teorema 3.8 é mostrado usando uma supersolução apropriada do problema
(3.1) (see (3.36)). O item (ii) é mostrado considerando dados iniciais da forma αNχ1/α,
com α > 0, quando r = 1 e | · |−β com 0 < β < N/r quando r > 1.

5. A condição a = b, na parte da existência, é necessária para lidar com a supersolução
(3.36).

Demonstração. (i) Adaptamos o argumento dado na prova do Teorema 4.4 de (LAISTER
et al., 2016). Suponhamos que (3.32) é verdadeira e definimos f̃(t) = f(t) para t ∈ [0, 1] e
f̃(t) = t1/rFr(t) para t > 1. Então f(t) ≤ f̃(t) para todo t ≥ 0 e f̃(t)/t1/r : [1,∞)→ [0,∞) é
não decrescente. De forma similar, definimos g̃ : [1,∞)→ [0,∞) por g̃(t) = g(t) para t ∈ [0, 1]
e g̃(t) = trGr(t) para t > 1.

Como f ≤ f̃ e g ≤ g̃, do Lema 3.6 vemos que é suficiente encontrar uma supersolução
(w1, w2) para o problema 

ut − a∆u = f̃(v) em Ω× (0, T ),
vt − a∆v = g̃(u) em Ω× (0, T ),

u = v = 0 em ∂Ω× (0, T ),
u(0) = u0, v(0) = v0 em Ω.

(3.35)

Para t ≥ 0, definimos w1 e w2 por w1(t) = A[Sa(t)ur0]1/r + A[Sa(t)v0]1/r + 1,
w2(t) = BSa(t)ur0 +BSa(t)v0 + 1,

(3.36)

onde A e B são constantes positivas, os quais serão escolhidos apropriadamente.

Como ur0 ∈ L1(Ω), temos

‖w1(t)‖Lr ≤ A‖Sa(t)ur0‖
1/r
L1 + A‖Sa(t)v0‖1/r

L1 + |Ω|1/r

≤ A‖u0‖Lr + A‖v0‖1/r
L1 + |Ω|1/r,

‖w2(t)‖L1 ≤ B‖Sa(t)ur0‖L1 +B‖Sa(t)v0‖L1 + |Ω|
≤ B‖u0‖rLr +B‖v0‖L1 + |Ω|.
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Então, w1 ∈ L∞((0,∞), Lr(Ω)) e w2 ∈ L∞((0,∞), L1(Ω)). Ademais, por (2.2), temos

‖w1(t)‖∞ ≤ A‖Sa(t)ur0‖
1/r
L∞ + A‖Sa(t)v0‖1/r

L∞ + 1
≤ A(at)−N/2r‖u0‖Lr + A(at)−N/2r‖v0‖1/r

L1 + 1
≤ 2A1(at)−N/2r,

‖w2(t)‖∞ ≤ B(at)−N/2‖u0‖rLr +B(at)−N/2‖v0‖L1 + 1
≤ 2B1t

−N/2.

(3.37)

para t suficientemente pequeno, onde A1 = A(‖u0‖Lr + ‖v0‖1/r
L1 ) e B1 = B(‖u0‖rLr + ‖v0‖L1).

Por outro lado, como f̃(·)/(·)1/r é não decrescente em [1,∞), de (3.37) temos
∫ t

0

f̃(‖w2(σ)‖L∞)
‖w2(σ)‖1/r

L∞

dσ

≤
∫ t

0

f̃(2B1σ
−N/2)

(2B1)1/rσ−N/2r
dσ

= 2(2B1)2/N

N

∫ ∞
2B1t−N/2

σ−1− 1
r
− 2
N f̃(σ)dσ = C1(t).

(3.38)

Analogamente, ∫ t

0

g̃(‖w1(σ)‖L∞)
‖w1(σ)‖rL∞

dσ

≤
∫ t

0

g̃(2A1σ
−N/2r)

(2A1σ−N/2r)r
dsσ

= 2r(2A1)2r/N

N

∫ ∞
2A1t−N/2r

σ−1−r−2r/N g̃(σ)dσ = C2(t).

(3.39)

Note que a finitude de C1(t) e C2(t) é dada por supor que (3.32) é verdadeira.

Agora, como [Sa(t)ψ]r ≤ Sa(t)ψr, Sa(t)χΩ ≤ χΩ e f̃(·)/(·)r é não decrescente obtemos

Sa(t)u0 +
∫ t

0
Sa(t− σ)f̃(w2(σ))dσ

= Sa(t)u0 +
∫ t

0
Sa(t− σ) f̃(w2(σ))

w
1/r
2 (σ)

w
1/r
2 (σ)dσ

≤ Sa(t)u0 +
∫ t

0

∥∥∥∥∥ f̃(w2(σ))
w

1/r
2 (σ)

∥∥∥∥∥
L∞

Sa(t− σ)
{
B1/r[Sa(σ)v0]1/r +B1/r[Sa(σ)ur0]1/r + 1

}
dσ

≤ [Sa(t)ur0]1/r +
(∫ t

0

f̃(‖w2(σ)‖L∞)
‖w2(σ)‖1/r

L∞

dσ

){
B1/r[Sa(t)v0]1/r +B1/r[Sa(t)ur0]1/r + 1

}
≤ [Sa(t)ur0]1/r + C1(t)

{
B1/r[Sa(t)v0]1/r +B1/r[Sa(t)ur0]1/r + 1

}
≤ [1 +B1/rC1(t)][Sa(t)ur0]1/r + C1(t)B1/r[Sa(t)v0]1/r + C1(t),
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onde C1 é dado por (3.38). Similarmente,

Sa(t)v0 +
∫ t

0
Sa(t− σ)g̃(w1(σ))dσ

= Sa(t)v0 +
∫ t

0
Sa(t− σ) g̃(w1(σ))

wr1(σ) wr1(σ)dσ

≤ Sa(t)v0 + 3r−1
(∫ t

0

g̃(‖w1(σ)‖L∞)
‖w1(σ)‖rL∞

dσ

)
[ArSa(t)ur0 + ArSa(t)v0 + 1]

≤ [1 + 3r−1ArC2(t)]Sa(t)v0 + 3r−1ArC2(t)Sa(t)ur0 + 3r−1C2(t)

Por (3.32), temos que C1(t), C2(t)→ 0 quando t→ 0+. Assim, podemos escolher as
constantes A,B > 1 de modo que

1 +B1/rC1(t) ≤ A ≤
[

B − 1
3r−1C2(t)

]1/r

para t suficientemente pequeno. Portanto,

Sa(t)u0 +
∫ t

0
Sa(t− σ)f̃(w2(σ))dσ ≤ w1(t),

Sa(t)v0 +
∫ t

0
Sa(t− σ)g̃(w1(σ))dσ ≤ w2(t),

para t pequeno. Logo, (w1, w2) é supesolução de (3.35).

(ii) Sem perda de generalidade, vamos assumir que 0 ∈ Ω. Seja δ > 0 de modo

que B3δ ⊂ Ω. Suponhamos que (3.33) é válido. Seja v0 = 2NbN/2c−1
N

∞∑
k=1

2−kαNk χ1/αk com

αNk = b−N/22ksnk+1 > 0 tal que 1/αk < δ para k ≥ k0, para algum k0 ∈ N, e a sequência
{nk}k≥1 será escolhida apropriadamente mais adiante. Notemos que v0 ∈ L1(Ω) e

‖v0‖L1 = 2Nc−1
N ωN

∞∑
k=1

2−k <∞.

Agora, consideremos

(u, v) ∈ L∞((0, T ), Lr(Ω))× L∞((0, T ), L1(Ω))

solução do problema (3.1) com condição inicial (u(0), v(0)) = (0, v0). Do Lema 3.2, temos

Sb(σ)v0 = 2NbN/2c−1
N αNk Sb(σ)χ1/αk

≥ 2NbN/22−kαNk
(

1/αk
1/αk +

√
bσ

)N
χ1/αk+

√
bσ

≥ 2−kσ−N2 χ1/αk+
√
bσ

(3.40)
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para 1/α2
k ≤ bσ ≤ δ2 e k ≥ k0.

Como a função f é não decrescente e o semigrupo preserva a positividade, temos

u(t) ≥
∫ t

0
Sa(t− σ)f(Sb(σ)v0)dσ

≥
∫ t

1/(bα2
k
)
Sa(t− σ)f(2−kσ−N2 )χ1/αk+

√
bσdσ

=
∫ t

1/(bα2
k
)
f(2−kσ−N/2)Sa(t− σ)χ1/αk+

√
bσdσ

(3.41)

para 0 < t ≤ δ2/b. Do Lema 3.2, e como
√
bσ +

√
a(t− σ) ≥

√
min{a, b}t para todo σ ∈ [0, t]

e 1/αk +
√
bσ +

√
a(t− σ) ≤ (2

√
b+
√
a)
√
t para todo σ ∈ (1/(bα2

k), t), então obtemos

u(t) ≥ cN

∫ t

1/(bα2
k
)
f(2−kσ−N/2)

 1/αk +
√
bσ

1/αk +
√
bσ +

√
a(t− σ)

N χ1/αk+
√
bσ+
√
a(t−σ)dσ

≥ cNb
N/2(2

√
b+
√
a)−N t−N/2χ1/αk+

√
min{a,b}t

∫ t

1/(bαk)2
f(2−kσ−N/2)σN/2dσ.

Assim,

‖u(t)‖Lr

≥ cNb
N/2ω

1/r
N

(1/αk +
√

min{a, b}t)r

2
√
b+
√
a

N t−N/2 ∫ t

1/(bαk)2
f(2−kσ−N/2)σN/2dσ

≥ Ct−N/2r
′
∫ t

1/(bα2
k
)
f(2−kσ−N/2)σN/2dσ

= C2−k(1+2/N)t−N/2r
′
∫ 2−k(bα2

k)N/2

2−kt−N/2
f(σ)σ−(2/N+2)dσ,

(3.42)

onde C > 0 é uma constante que depende somente de N, a e b.

De (3.6) e (3.7) vemos que existe uma sequência {sk} tal que sk+1 ≥ θsk, com θ > 1, e

t−N/(2r
′)
∫ ∞

2−kt−N/2
σ−qFr(σ)dσ ≤ C(θ, q)t−N/(2r′)

∞∑
j=1

f(sj)s−2/N−1
j

onde q = 1 + 2
N

+ 1
r′

e C(θ, q) = θq(θq−1 − 1)
q − 1

t−N/(2r
′)
∞∑
j=1

f(sj)s−2/N−1
j →∞ (3.43)

quando t→ 0+.
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Fixando t > 0 e k1 ≥ k0 tal que snk1
≥ t−N/2. De (3.42) temos

‖u(t)‖Lr ≥ 2−k(1+2/N)Ct−N/2r
′

nk∑
j=nk1

∫ skj+1

sj
f(σ)σ−(2/N+2)dσ

≥ 2−k(1+2/N)Ct−N/2r
′

nk∑
j=nk1

f(sj)
∫ sj+1

sj
σ−(2/N+2)dσ

= 2−k(1+2/N)Ct−N/2r
′

nk∑
j=nk1

f(sj)(s−1−2/N
j − s−1−2/N

j+1 )

= 2−k(1+2/N)Ct−N/2r
′

nk∑
j=nk1

f(sj)s−1−2/N
j

1−
(
sj+1

sj

)−1−2/N


= (1− θ−1−2/N)2−k(1+2/N)Ct−N/2r
′

nk∑
j=nk1

f(sj)s−1−2/N
j .

(3.44)

Finalmente, como (3.43) é válido, existe uma subsequência {nk}k≥1 tal que 2−k(1+2/N)
nk∑

j=nk1

f(sj)s−1−2/N
j

diverge quando k →∞, e assim temos uma contradição em (3.44).

Suponhamos agora que (3.34) é válida. Consideramos dois casos:

Caso 1. r = 1. Como no caso anterior consideramos

u0 = 2NaN/2c−1
N

∞∑
k=1

2−kβNk χ1/βk ,

com βNk = a−N/22ks̃nk+1 > 0 tal que 1/βk < δ para k ≥ k0, para algum k0 ∈ N, e a sequência

{nk}n≥1 é escolhida apropriadamente. Então, u0 ∈ L1(Ω) e ‖u0‖L1 = 2NaN/2c−1
N ωN

∞∑
k=1

2−k.

Procedendo como no caso anterior se obtem o resultado.

Caso 2. r > 1. Consideramos u0(x) = (c′N )−1|x|−βχδ com β = N

r + ε′
e ε′ =

(
1 + 2

N

)−1
ε > 0.

Portanto, u0 ∈ Lr(Ω).

Da condição (3.34) e do Lema 3.3, temos que existe uma sequência {s̃k}k≥1 tal que

s̃k+1 ≥ θ̃s̃k, com θ̃ > 1 e
∞∑
k=1

g(s̃k)s̃−r−(2r)/N−ε
k =∞.

Seja (u, v) uma solução do problema (3.1) com condição inicial (u(0), v(0)) = (u0, 0).
Da estimativa (3.4) temos Sa(σ)u0 ≥ (aσ)−β/2χ√aσ, para 0 < σ < δ2/a. Assim, da estimativa
(3.3) temos

v(t) ≥
∫ t

0
Sb(t− σ)g(Sa(σ)u0)dσ

≥
∫ t

0
Sb(t− σ)g((aσ)−β/2)χ√aσdσ

≥ cn

∫ t

0
g((aσ)−β/2)

 √
aσ

√
aσ +

√
b(t− σ)

N χ√
aσ+
√
b(t−σ)dσ,
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para 0 < t <
δ2

max{a, b} . Procedendo analogamente como na estimativa (3.44) obtemos

‖v(t)‖L1 ≥ cn

∫ t

0
g((aσ)−β/2)(aσ)N/2dσ

≥ 2cN
aβ

∫ ∞
(at)−β/2

g(σ)σ−(1+N+2
β )dσ

≥ 2cN
aβ

∫ ∞
(at)−β/2

g(σ)σ−(r+ 2r
N

+ε)dσ

≥ C
∞∑
j=k0

g(s̃j)s̃
−N+2

β

j ,

onde s̃k0 ≥ (at)−β/2. Assim, temos uma contradição.

No seguinte resultado analisamos o caso r = 1 e Ω = RN .

Teorema 3.9. Sejam f, g : [0,∞) → [0,∞) funções não decrescentes e contínuas, r ≥ 1,
a, b > 1 e Ω = RN . Para t > 0, definimos

F̄r(t) = sup
0<σ≤t

f(σ)
σ1/r , Ḡr(t) = sup

0<σ≤t

g(σ)
σr

. (3.45)

1. Se
lim sup
t→0+

f(t)
t1/r

<∞, lim sup
t→0+

g(t)
tr

<∞,
∫ ∞

1
t−(1+2/N)F̄r(t)dt <∞ e

∫ ∞
1

t−(1+2r/N)Ḡr(t)dt <∞,

então o problema (3.1), com a = b, possui uma solução local para cada (u0, v0) ∈
Lr(RN)× L1(RN). Além disso, a solução pertence ao espaço [L∞loc((0, T ), L∞(RN))]2.

2. Se algumas das seguintes condições são verdadeiras:

a) lim sup
t→0+

f(t)
t1/r

=∞.

b) lim sup
t→0+

g(t)
tr

=∞.

c) lim
t→0+

t−
N

2r′

∫ ∞
t−N/2

σ−(1+ 2
N

+ 1
r′ )F̄r(σ)dσ =∞.

d)
∫ ∞

1
σ−(1+ 2r

N
+ε)Ḡr(σ)dσ =∞ (ε > 0 se r > 1, ε = 0 se r = 1).

Então existe uma condição inicial u0 ∈ Lr(RN), v0 ∈ L1(RN), u0, v0 ≥ 0 tal que o
problema (3.1) não possui solução local.
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Demonstração. (i) Seja (u0, v0) ∈ Lr(RN) × L1(RN). Das condições lim
t→0

f(t)/t1/r < ∞ e
lim
t→0

g(t)/tr < ∞, implica que f(0) = g(0) = 0. Assim, se (u0, v0) = (0, 0) temos que
(u, v) = (0, 0) é uma solução do problema (3.1).

Suponhamos que (u0, v0) 6= (0, 0). Seja

w1(t) = A[S(t)ur0]1/r + A[S(t)v0]1/r, e
w2(t) = BS(t)ur0 +BS(t)v0.

Então, w1(t) > 0, w2(t) > 0 para t > 0. Argumentando como na demonstração do Teorema
3.8 (i), com f̃(t) = f(t) e g̃ = g(t) para t ≥ 0, o resultado segue.

(ii) Usamos os mesmos argumentos utilizados na demonstração dos Teoremas 3.7 e
3.8.
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4 EXISTÊNCIA LOCAL PARA A
EQUAÇÃO PARABÓLICA DE
HARDY EM ESPAÇOS DE LEBES-
GUE

4.1 Introdução

Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado com fronteira ∂Ω suave ou Ω = RN , N ≥ 1, f : [0,∞)→
[0,∞) uma função contínua e não decrescente, γ > 0 e u0 ∈ Lr(Ω) com 1 ≤ r <∞. Consideramos
o problema parabólico com potencial singular

ut −∆u = | · |−γf(u) em Ω× (0, T ),
u = 0 em ∂Ω× (0, T ),

u(0) = u0 ≥ 0 em Ω,
(4.1)

onde T > 0 e | · |−γ : Ω→ [0,∞).

A equação (4.1) é também conhecida como a equação parabólica de Hardy (veja (SLIMENE;
TAYACHI; WEISSLER, 2017)).

Neste capítulo apresentamos condições para a existência e não existência de soluções locais
para o problema (4.1). Antes disso, definimos o que entendemos por solução do problema (4.1).

Definição 4.1. Seja u0 ∈ Lr(Ω), com u0 ≥ 0 e 1 ≤ r < ∞. Uma função não negativa u
definida quase sempre em Ω× (0, T ), para algum T > 0, é dita solução local do problema (4.1)
se u ∈ L∞((0, T ), Lr(Ω)) e verifica

u(t) = S(t)u0 +
∫ t

0
S(t− σ)| · |−γf(u(σ))dσ (4.2)

quase sempre em Ω× (0, T ), onde {S(t)}t≥0 denota o semigrupo do calor.

4.2 Resultado de existência

Para os resultados da existência local, usamos o método de super e subsolução. Super e subsolução
são entendidos no seguinte sentido.
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Definição 4.2. Sejam f : [0,∞)→ [0,∞) uma função contínua, γ > 0, u0 ∈ Lr(Ω), u0 ≥ 0
e r ≥ 1. Dizemos que uma função não-negativa, finita quase sempre e mensurável ū definida
em Ω× (0, T ), para algum T > 0, é uma supersolução de (4.1) se

ū ∈ L∞((0, T ), Lr(Ω))

e satisfaz
ū(t) ≥ S(t)u0 +

∫ t

0
S(t− σ)| · |−γf(ū(σ))dσ. (4.3)

Subsoluções são definidas analogamente, com desigualdades invertidas.

Lema 4.3. Suponhamos que f : [0,∞)→ [0,∞) é uma função contínua não decrescente e
0 < γ < N . Seja u0 ∈ Lr(Ω), u0 ≥ 0 e r ≥ 1. Então, o problema (4.1) admite uma solução
em Ω× (0, T ) , se, e somente se, admite uma supersolução em Ω× (0, T ).

Demonstração. Por definição, qualquer solução de (4.1) é uma supersolução de (4.1). Assim,
precisamos apenas mostrar que a existência de uma supersolução de (4.1) implica a existência
de uma solução de (4.1). Para isso, definimos o seguinte operador

F(u)(t) = S(t)u0 +
∫ t

0
S(t− γ)| · |−γf(u(σ))dσ,

para toda função u finita quase sempre, não negativa e mensurável em
Ω× (0, T ).

Note que ū ≥ F(ū), devido a que ū é supersolução de (4.1). Ademais, F é não
decrescente, já que f é não decrescente e o semigrupo do calor preserva a positividade.
Considere a sequência {un}n≥0, dado por u0 = ū, e F(un) = un+1.

Como F é não decrescente, segue-se que a sequência {un}n≥0 é não crescente quase
sempre em Ω× (0, T ). Seja u(x, t) = lim

n→∞
un(x, t) sempre que existir o limite. Da continuidade

da função f , e aplicando o Teorema 2.1, temos lim
n→∞

F(un) = F(u). Portanto, devido à
construção da sequência, é possível concluir que F(u) = u.

4.3 Efeito regularizante

Usamos a seguinte estimativa.

Lema 4.4. Sejam N ≥ 1 e 0 < γ < N , e sejam q1, q2 ∈ (1,∞] satisfazendo

0 ≤ 1
q2
<

γ

N
+ 1
q1
< 1.
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Então, existe uma constante C > 0 que depende de N, γ, q1 e q2 tal que

‖S(t)(| · |−γψ)‖Lq2 ≤ Ct
−N2

(
1
q1
− 1
q2

)
− γ2 ‖ψ‖Lq1 , (4.4)

para todo t > 0 e todo ψ ∈ Lq1(Ω), onde Ω é um domínio limitado com fronteira suave de RN

ou Ω = RN .

Demonstração. Quando Ω = RN , o Lema é a Proposição 2.1 de (SLIMENE; TAYACHI;
WEISSLER, 2017). Suponhamos que Ω é um domínio limitado suave e ψ ∈ Lq1(Ω). Seja ψ̃ a
extensão zero de ψ a RN, i.e. ψ̃ = ψ em Ω e ψ̃ = 0 em RN \ Ω. Por (BERG, 1990, Lema 7)
temos que KΩ(x, y, t) ≤ K(x, y, t) para x, y ∈ Ω e t ≥ 0, onde KΩ e K são os núcleos do calor
em Ω e RN , respectivamente. Portanto,

‖S(t)(| · |−γψ)‖Lq2 (Ω) ≤ ‖S(t)(| · |−γψ̃)‖Lq2 (RN )

≤ Ct
−N2

(
1
q1
− 1
q2

)
− γ2 ‖ψ̃‖Lq1 (RN )

= Ct
−N2

(
1
q1
− 1
q2

)
− γ2 ‖ψ‖Lq1 (Ω).

4.4 Problema auxiliar

Seja Ω ou um domínio limitado suave com 0 ∈ Ω ou Ω = RN . Nesta seção estudamos a existência
de soluções para o seguinte problema

ut −∆u = g(x, u) = |x|−γ1 + |x|−γ2up em Ω× (0, T ),
u = 0 em ∂Ω× (0, T ),

u(0) = u0 ≥ 0 em Ω,
(4.5)

onde u0 ∈ Lr(Ω), r > 1, e γi > 0, i = 1, 2. Quando Ω = RN , prescindimos das condições de
fronteira.

Antes de estabelecer o resultado de existência, precisamos dos seguintes lemas preliminares.

Lema 4.5. Suponhamos que 0 < γ2 < min{2, N}, p > 1 e r = N(p− 1)/(2− γ2) > 1. Então,
existe η > max{r, p} tal que

1
r
− 2
Np

<
1
η
<
N − γ2

Np
. (4.6)

Além disso, se β = N(1/r − 1/η)/2 temos que 0 < βp < 1,
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1. N2

(
p

η
− 1
r

)
+ γ2

2 + pβ = 1,

2. N2

(
p

η
− 1
η

)
+ γ2

2 + (p− 1)β = 1.

Lema 4.6. Seja p > 1 e seja {ηn}n≥1 uma sequência definida por

p

η0
− 1
η0

= c, e p

ηn−1
− 1
ηn

= d, (4.7)

para n ≥ 1 com 0 < c < d. Então {ηn}n≥1 é uma sequência crescente tal que lim
n→∞

ηn = +∞.

Demonstração. Por indução, temos que {ηn}n≥1 é uma sequência crescente. Suponhamos que
a sequência seja limitada superiormente. Então, existe η̃ tal que lim

n→∞
ηn = η̃. Como p > 1,

assim temos que η0 > η̃, o que é uma contradição. Portanto, segue o resultado.

A existência de solução do problema (4.5) é dada pelo seguinte resultado

Proposição 4.7. Suponhamos que 0 < γi < min{2, N}, i = 1, 2, p > 1 e u0 ∈ Lr(Ω) com
r = N(p− 1)/(2− γ2) > 1. Se Ω ou é um domínio limitado suave ou Ω = RN e γ1 > N/r,
então o problema (4.5) possui uma solução local.

Demonstração. A prova usa argumentos semelhantes aos usados em (SLIMENE; TAYACHI;
WEISSLER, 2017, Teorema 1.1)(iii)), no entanto, alguns cuidados devem ser tomados, pois o
problema considerado por eles é (4.5) com g(x, u) = |x|−γ2up.

Caso 1. Ω = RN . Seja E = L∞((0, T ), Lr(RN)) ∩ L∞loc((0, T )), Lη(RN)), M ≥ ‖u0‖Lr , δ > 0
(será escolhido apropriadamente mais adiante), e

K =
{
u ∈ E; ‖u(t)‖Lr ≤M + 1 e tβ‖u(t)‖Lη ≤ δ para t ∈ (0, T )

}
, (4.8)

onde β = N(1/r − 1/η)/2 com η dado como no Lema 4.5. Equipando o conjunto K com a
distância

d(u, v) = sup
t∈(0,T )

‖u(t)− v(t)‖Lr + sup
t∈(0,T )

tβ‖u(t)− v(t)‖Lη ,

temos que (K, d) é um espaço métrico completo não vazio.

Agora, definimos o operador Φ : K → E por

Φ(u)(t) = S(t)u0 +
∫ t

0
S(t− σ)| · |−γ1dσ︸ ︷︷ ︸

I

+
∫ t

0
S(t− σ)| · |−γ2up(σ)dσ︸ ︷︷ ︸

J

, (4.9)

para todo u ∈ K.
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Primeiro, mostramos que Φ(u) ∈ K. Seja m = N/γ1. Como r > m, temos que
| · |−γ1 = ψ1 + ψ2 com ψ1 ∈ Lm−ε(RN ) e ψ2 ∈ Lm+ε(RN ), onde ε > 0 suficientemente pequeno
para que r > m+ ε, m− 1 > ε e

1
m+ ε

<
1
m

= γ1

N
<

1
m− ε

<
2
N
. (4.10)

Assim, das estimativas (2.2) e (4.10) temos

‖I‖Lr ≤
∫ t

0
‖S(σ)(ψ1 + ψ2)‖Lr

≤
∫ t

0
σ−

N
2 ( 1

m−ε−
1
r )‖ψ1‖Lm−εdσ +

∫ t

0
σ−

N
2 ( 1

m+ε−
1
r )‖ψ2‖Lm+εdσ

≤ C1T
1−N2 ( 1

m−ε−
1
r ) + C2T

1−N2 ( 1
m+ε−

1
r ),

(4.11)

onde

C1 =
[
1− N

2

( 1
m− ε

− 1
r

)]−1
‖ψ1‖Lm−ε , C2 =

[
1− N

2

( 1
m+ ε

− 1
r

)]−1
‖ψ2‖Lm+ε .

Similarmente,

‖I‖Lη ≤
∫ t

0
‖S(t− σ)(ψ1 + ψ2)‖Lηdσ

≤
∫ t

0
(t− σ)−

N
2 ( 1

m−ε−
1
η )‖ψ1‖Lm−εdσ +

∫ t

0
(t− σ)−

N
2 ( 1

m+ε−
1
η )‖ψ2‖Lm+εdσ

≤ C3T
1−N2 ( 1

m−ε−
1
η ) + C4T

1−N2 ( 1
m+ε−

1
η ),

(4.12)

onde

C3 =
[
1− N

2

(
1

m− ε
− 1
η

)]−1

‖ψ1‖Lm−ε , C4 =
[
1− N

2

(
1

m+ ε
− 1
η

)]−1

‖ψ2‖Lm+ε .

Usando a estimativa (4.4) com q1 = η/p e q2 = r, com (isso é possível devido a (4.6),
já que 1/r − γ2/N = p/r − 2/N), e pelo Lema 4.5(i) temos

‖J‖Lr ≤
∫ t

0
(t− σ)−

N
2 ( pη− 1

r )− γ2
2 ‖up(σ)‖Lη/pdσ

≤
(

sup
0<t<T

tβ‖u(t)‖Lη
)p ∫ t

0
(t− σ)−

N
2 ( pη− 1

r )− γ2
2 σ−pβdσ

≤ C5δ
p,

(4.13)

onde C5 =
∫ 1

0
(1− σ)−

N
2 ( p

η
− 1
r

)− γ2
2 σ−βpσ.
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Usando a estimativa (2.2), o Lema 4.4 com q1 = η/p e q2 = η, e o Lema 4.5(ii) temos

tβ‖J‖Lη ≤ tβ
∫ t

0
(t− σ)−

N
2 ( pη− 1

η )− γ2
2 ‖up(σ)‖Lη/pdσ

≤ tβ
∫ t

0
(t− σ)−

N
2 ( pη− 1

η )− γ2
2 ‖up(σ)‖Lη/pdσ

≤
(

sup
0<t<T

tβ‖u(t)‖Lη
)p
tβ
∫ t

0
(t− σ)−

N
2 ( pη− 1

η )− γ2
2 σ−βpdσ

≤ C6δ
p,

(4.14)

onde C6 =
∫ 1

0
(1− σ)−

N
2 ( p−1

η
)− γ2

2 σ−βpdσ.

Como as constantes Ci > 0, i = 1, ..., 6 dependem somente de p, r, η, γ e N , e pelo
Lema 2.8 temos que lim

t→0+
tβ‖S(t)u0‖Lη = 0, segue de (4.10)-(4.14) que ‖Φ(u)(t)‖Lr ≤M + 1, e

sup
0<t<T

tβ‖Φ(u)(t)‖Lη ≤ δ desde que δ e T sejam suficientementes pequenos. Assim, Φ(u) ∈ K.

Por outro lado, similarmente como se estima em (4.13) e (4.14), se mostra que para
u, v ∈ K,

sup
t∈(0,T )

‖Φ(u)(t)− Φ(v)(t)‖Lr + sup
t∈(0,T )

tβ‖Φ(u)(t)− Φ(v)(t)‖Lη

≤ C7δ
p−1d(u, v) ≤ 1

4d(u, v),
(4.15)

para alguma constante C7. Portanto, para δ > 0 e T suficientemente pequeno temos que Φ
é uma contração estrita. Daí, Φ possui um ponto fixo u, a qual é uma solução do problema
(4.5).

Para mostrar a regularidade de u usamos o argumento de bootstrap de (DICKSTEIN;
LOAYZA, 2008, p. 7) e (SNOUSSI; TAYACHI; WEISSLER, 2001, p. 153). Especificamente,
mostramos que existe uma constante C > 0 tal que

t
N
2 ( 1

r
− 1
s

)‖u(t)‖Ls ≤ C, (4.16)

para todo t ∈ (0, T ), s ≥ r. Observemos que a parte da existência garante que (4.16) é válido
para s = η = η0. Seja N(p− 1)/2η0 = c. Então, pelo Lema 4.5 temos que

p

η0
+ γ2

N
< 1, 0 < N

2

(
p− 1
η0

)
+ γ2

2 < 1. (4.17)

Seja {ηn}n≥1 a sequência definida em (4.7), ou seja, p

ηn−1
− 1
ηn

= d com 0 < c < d <

(2 − γ2)/N. Suponhamos que (4.16) é válido para algum s = ηk. Do Lema 4.6 temos que
{ηn}n≥1 é crescente, e de (4.17) temos

p

ηk
+ γ2

N
< 1, 0 < p

ηk
− 1
ηk+1

+ γ2

N
<

2
N
. (4.18)



Capítulo 4. EXISTÊNCIA LOCAL PARA A EQUAÇÃO PARABÓLICA DE HARDY EM ESPAÇOS DE
LEBESGUE 46

Como
u(t) = S(t/2)u(t/2) +

∫ t

t/2
S(t− σ)[| · |−γ1 + | · |−γ2up(σ)]dσ,

para 0 < t < T ,

t
N
2

(
1
r
− 1
ηk+1

)
‖u(t)‖Lηk+1 ≤ t

N
2

(
1
r
− 1
ηk+1

)
‖S(t/2)u(t/2)‖Lηk+1

+t
N
2

(
1
r
− 1
ηk+1

)
‖I‖Lηk+1 + t

N
2

(
1
r
− 1
ηk+1

)
‖J‖Lηk+1 .

(4.19)

Pela Proposição 2.7, temos

t
N
2

(
1
r
− 1
ηk+1

)
‖S(t/2)u(t/2)‖Lηk+1 ≤ 2

N
2

(
1
ηk
− 1
ηk+1

)
t
N
2

(
1
r
− 1
ηk

)
‖u(t/2)‖Lηk .

Assim, de (4.16) para s = ηk, temos t
N
2

(
1
r
− 1
ηk+1

)
‖S(t/2)u(t/2)‖Lηk+1 ≤ C. Da condição (4.10)

obtemos

t
N
2

(
1
r
− 1
ηk+1

)
‖I‖Lηk+1 ≤ t

N
2

(
1
r
− 1
ηk+1

) ∫ t

t/2
(t− σ)−

N
2

(
1

m−ε−
1

ηk+1

)
‖ψ1‖Lm−ε

+t
N
2

(
1
r
− 1
ηk+1

) ∫ t

t/2
(t− σ)−

N
2

(
1

m+ε−
1

ηk+1

)
‖ψ2‖Lm+ε

≤ Ct1−
N
2 ( 1

m−ε−
1
r ) + Ct1−

N
2 ( 1

m+ε−
1
r ) ≤ C,

e por (4.18), (4.16) (para s = ηk) temos

t
N
2

(
1
r
− 1
ηk+1

)
‖J‖Lηk+1 ≤ t

N
2

(
1
r
− 1
ηk+1

) ∫ t

t/2
(t− σ)−

N
2

(
p
ηk
− 1
ηk+1

)
− γ2

2 ‖u(σ)‖pLηkdσ

≤ Ct
N
2

(
1
r
− 1
ηk+1

) ∫ t

t/2
(t− σ)−

N
2

(
p
ηk
− 1
ηk+1

)
− γ2

2 σ
−N2

(
p
r
− p
ηk

)
dσ

≤ C.

Assim, de (4.19), concluímos que existe uma constante C > 0 tal que

t
N
2

(
1
r
− 1
ηk+1

)
‖u(t)‖Lηk+1 ≤ C, (4.20)

para todo t ∈ (0, T ).

A estimativa (4.16), para s = +∞, é obtida em um número finito de etapas. De
fato, como lim

n→∞
ηn = +∞, dado M > 0 suficientemente grande, existe ηM > 1 tal que

p/ηM < (2− γ2)/N . Portanto, procedendo da mesma forma como uma derivação de (4.20),
com ηk+1 = +∞ e ηk = ηM , obtemos o resultado desejado.

Caso 2. Ω um domínio limitado. Consideremos o espaço métrico completo K e o operador
Φ : K → E como em (4.8) e (4.9) respectivamente (mudando Ω no lugar de RN ). Observemos
que neste caso somente temos ψ1 = | · |−γ1 ∈ Lm−ε(Ω) com m = N/γ1.
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Se γ1 > N/r, então a demonstração da Proposição 4.7 é válida para o caso de Ω com
ψ2 = 0. Quando γ1 ≤ N/r são necessárias algumas pequenas modificações para estimar o
termo I de (4.9). Se γ1 = N/r, então r > m− ε para ε > 0 suficientemente pequeno de tal
forma que 1/(m− ε) < 1/η + 2/N . Então, podemos estimar I como na dedução de (4.11) e
(4.12) com ψ2 = 0. Quando γ1 < N/r estimamos I do seguinte modo.

‖I‖Lr ≤
∫ t

0
‖ψ1‖Lr ≤ ‖ψ1‖LrT,

‖I‖Lη ≤
∫ t

0
σ−

N
2 ( 1

r
− 1
η )‖ψ1‖Lr ≤ CT 1−N2 ( 1

r
− 1
η ),

para alguma constante C > 0. Observe que de (4.6) temos 1 > N

2

(
1
r
− 1
η

)
.

Note que as estimativas para J , em Lr(Ω) e Lη(Ω), dadas por (4.13) e (4.14), e (4.15)
são válidas neste caso. Portanto, é possível concluir que Φ tem ponto fixo, que é solução de
(4.5).

O resultado de regularidade é obtido como no Caso 1.

No próximo resultado analisamos o caso r > 1.

Teorema 4.8. Sejam f : [0,∞)→ [0,∞) uma função contínua e não decrescente, r > 1 e
0 < γ < min{2, N}.

1. Suponhamos que Ω é um domínio limitado com fronteira ∂Ω suave e 0 ∈ Ω. O pro-
blema (4.1) possui uma solução local para cada u0 ∈ Lr(Ω), u0 ≥ 0, se e somente se
lim sup
t→∞

t−p
∗
f(t) <∞.

2. Suponhamos que Ω = RN .

a) Se γ < N/r,

lim sup
t→0

t−[1−(γr)/N+ε]f(t) <∞ e lim sup
t→∞

t−p
∗
f(t) <∞, (4.21)

para algum ε ∈ (0, γr/N), ou

γ > N/r e lim sup
t→∞

t−p
∗
f(t) <∞, (4.22)

então o problema (4.1) possui uma solução local para cada u0 ∈ Lr(Ω), com u0 ≥ 0.

b) Se γ < N/r e lim sup
t→0

t−[1−(γr)/N ]f(t) = ∞ ou lim sup
t→∞

t−p
∗
f(t) = ∞, então existe

u0 ∈ Lr(Ω) com u0 ≥ 0 tal que o problema (4.1) não possui solução.
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Além disso, nos casos (i) e (ii)-(a) a solução u do problema (4.1) pertence ao espaço
L∞loc((0, T ), L∞(Ω)), e existe uma constante C > 0 tal que t

N
2 ( 1

r
− 1
s

)‖u(t)‖Ls ≤ C, para
r ≤ s ≤ ∞ e t ∈ (0, T ).

Observação 4. Segue abaixo algumas observações sobre o Teorema 4.8.

1. As afirmações (a) e (b) do item (ii) são ‘quase’ ótimo. De fato, o resultado é otimal se
ε = 0 em (4.21) e γ ≥ N/r em (4.22).

2. Quando f(t) = tp para t ≥ 0, com p > 1, a condição lim sup
t→∞

t−p
∗
f(t) <∞ é satisfeita

se e somente se p ≤ p∗. Além disso, como p > 1, a primeira condição de (4.21) é
satisfeita para ε > 0 suficientemente pequeno. Portanto, o Teorema 4.8 (ii)-(a) coincide
com o resultado da existência local dado pelo Teorema 1.1 de (SLIMENE; TAYACHI;
WEISSLER, 2017) com Ω = RN . Ademais, o item (b) mostra que p∗ é o valor crítico
para a existência local de soluções não negativas do problema (4.1).

3. Se f(t) = t, então a condição lim sup
t→∞

t−p
∗
f(t) <∞ é sempre satisfeita. Assim, quando

Ω é uma domínio limitado e 0 < γ < min{2, N}, o problema (4.1) possui solução local
para cada u0 ∈ Lr(Ω), u0 ≥ 0, r > 1.

Demonstração. (i) Suponhamos que o problema (4.1) possui solução para cada u0 ∈ Lr(Ω),
u0 ≥ 0, e lim sup

t→∞
t−p

∗
f(t) =∞.

Como lim sup
t→∞

t−p
∗
f(t) =∞, existe uma sequência {φn}n≥1 tal que φn ≥ n e f(φn) ≥

en/rφp
∗

n .

Seja ρn = φ−r/Nn n−2r/N . Como lim
n→∞

ρn = 0, então podemos supor que B3ρn ⊂ Ω para

cada n ≥ 1. Seja u0 =
∞∑
n=1

un, onde un = c−1
N 2Nφnχρn , e cN é a constante que aparece no Lema

3.2. Observemos que

‖u0‖Lr ≤
∞∑
n=1

c−1
N 2Nφnω1/r

N ρN/rn = c−1
N 2Nω1/r

N

∞∑
n=1

n−2 <∞.

Seja u ∈ L∞((0, T ), Lr(Ω)) solução do problema (4.1) com condição inicial u(0) = u0,
para algum T > 0. Como u ≥ 0 e f ≥ 0, então pelo Lema 3.2 temos

u(σ) ≥ S(σ)u0 ≥ S(σ)un ≥ 2Nφn
(

ρn
ρn +

√
σ

)N
χρn+

√
σ ≥ φnχρn ,

para 0 < σ ≤ ρ2
n. Como f é não decrescente, temos

f(u(σ)) ≥ f(φn)χρn , 0 < σ ≤ ρ2
n. (4.23)
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Por outro lado, de (2.3) obtemos

S(t− σ)| · |−γχρn ≥ ρ−γn S(t− σ)χρn .

Assim, para t ∈ [ρ2
n/2, ρ2

n], por (4.2), (4.23) e pelo Lema 3.2, temos

u(t) ≥
∫ t

0
S(t− σ)| · |−γf(S(σ)un)dσ

≥ f(φn)
∫ t

0
S(t− σ)| · |−γχρndσ

≥ Cf(φn)
∫ t

0
ρ−γn χρn+

√
t−σdσ

≥ Cf(φn)
∫ ρ2

n/2

0
ρ−γn χρndσ

≥ Cf(φn)ρ2−γ
n χρn .

Logo,
‖u(t)‖Lr ≥ ω

1/r
N Cf(φn)ρ2−γ+N/r

n

≥ ω
1/r
N Cen/rφp

∗(φ−1
n n−2)p∗

≥ ω
1/r
N Cen/rn−2p∗ .

(4.24)

Como o lado direito de (4.24) tende ao infinito, quando n → ∞, concluímos que u /∈
L∞((0, T ), Lr(Ω)). Isto é uma contradição.

Reciprocamente, suponhamos que lim sup
t→∞

t−p
∗
f(t) < ∞ e u0 ∈ Lr(Ω), com u0 ≥ 0.

Então, existe uma constante C0 > 0 tal que f(t) ≤ C0(1 + tp
∗), para t ≥ 0, onde p∗ =

r(2− γ)/N + 1.

Consideremos seguinte problema
ut −∆u = C0| · |−γ(1 + up

∗) em Ω× (0, T )
u = 0 em ∂Ω× (0, T )

u(0) = u0 em Ω.
(4.25)

A existência de uma solução para o problema (4.25) é garantida pela Proposição 4.7. A
solução encontrada para o problema (4.25) é uma supersolução de (4.1), segue do Lema 4.3 a
existência de solução local para o problema (4.1) e ademais, temos que pertence ao espaço
L∞loc((0, T ), L∞(Ω)).

(ii)-(a) Seja u0 ∈ Lr(RN), u0 ≥ 0. Consideramos duas situações:

Caso 1. Suponhamos que γ < N/r, lim sup
t→0

t−(1+ε−γr/N)f(t) <∞ para algum ε ∈ (0, γr/N) e

lim sup
t→∞

t−p
∗
f(t) <∞. Então existe uma constante C1 > 0 tal que

f(t) ≤ C1(t1−
γr
N

+ε + tp
∗), (4.26)
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para t ≥ 0.

Seja a =
(
rγ

N
− ε

)−1
> 1. Pela desigualdade de Young, obtemos

| · |−γt1−
γr
N

+ε ≤ 1
a
| · |−γa + t

a′
. (4.27)

onde a′ é o conjugado de a, i.e., 1/a+ 1/a′ = 1.

Seja v solução local do seguinte problema ut −∆u = C1(| · |−γa + u+ | · |−γup∗) em RN × (0, T ),
u(0) = u0, in RN .

(4.28)

A existência de v é garatida da seguinte forma. Seja {SA(t)}t≥0 o semigrupo do operador
A = −∆−C1I. Como SA(t) = eC1tS(t) para t ≥ 0, as estimativas (2.2) e (4.4) são válidas para
alguma constante do tipo CeC1T para t ∈ (0, T ]. Ademais, como γa = γN

rγ −Nε
>
N

r
proce-

dendo como na demonstração da Proposição 4.7 encontramos a função w ∈ L∞((0, T ), Lr(Ω)),
para algum T > 0, verificando

v(t) = SA(t)u0 + C1

∫ t

0
SA(t− σ)(| · |−γa + | · |−γvp∗(σ))dσ,

para t ∈ (0, T ). Então, é possível concluir que

v(t) = S(t)u0 + C1

∫ t

0
S(t− σ)(v(σ) + | · |−γa + | · |−γvp∗(σ))dσ.

De (4.26), (4.27) e (4.28) observamos que v é uma supersolução do problema (4.1).
Então do Lema 4.3 concluímos que o problema (4.1) possui uma solução.

Caso 2. Suponhamos que γ > N/r e lim sup
t→∞

t−p
∗
f(t) < ∞. Então, existe uma constante

C2 > 0 tal que f(t) ≤ C2(1 + tp
∗) para todo t ≥ 0. Seja w solução local do seguinte problema ut −∆u = C2(| · |−γ + |x|−γup∗) in RN × (0, T ),

u(0) = u0 em RN ,

dada pela Proposição 4.7. Como w é supersolução de (4.1), o resultado segue pelo Lema 4.3.

(ii)-(b) Consideremos dois casos:

Caso 1. γ < N/r e lim sup
t→0

t−(1− γr
N

)f(t) =∞. Suponhamos que o problema (4.1) possui solução

local, para cada u0 ∈ Lr(RN), com u0 ≥ 0.

Como lim sup
t→0

t−(1− γr
N

)f(t) =∞, então existe uma sequência {σn}n≥1, tal que σn ≤ n−2

e f(σn) ≥ enσ
1− γr

N
n . Seja

u0 =
∞∑
n=1

un, un = 2N c̃−1
N σnχρn , ρn = (σ−1

n n−2)r/N
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onde c̃N é a constante da Observação 1. Notemos que

‖u0‖Lr(RN ) ≤
∞∑
n=1
‖un‖Lr(RN ) =

∞∑
n=1

2N c̃−1
N ω

1/r
N σnρ

N/r
n ≤ 2N c̃−1

N ω
1/r
N

∞∑
n=1

n−2 <∞.

Seja u ∈ L∞((0, T ), Lr(Ω)) uma solução local problema (4.1) com condição inicial u(0) = u0

para algum T > 0. Note que ρn ≥ 1. Assim, para todo 0 < σ ≤ 1, pela Observação 1

S(σ)un = 2N c̃−1
N σnS(σ)χρn

≥ 2Nσn
(

ρn
ρn +

√
σ

)N
χρn+

√
σ

≥ σnχρn+
√
σ

≥ σnχρn .

Logo,
f(S(σ)un) ≥ f(σn)χρn , 0 < σ ≤ 1. (4.29)

Observamos que de (2.3) temos S(t− σ)| · |−γχρk ≥ ρ−γk S(t− σ)χρk . Então, para todo
0 < t ≤ 1 ≤ ρn, de (4.29) e pelo Lema 3.2, obtemos

u(t) ≥
∫ t

0
S(t− σ)| · |−γf(u(σ))dσ

≥
∫ t

0
S(t− σ)| · |−γf(S(σ)un)dσ

≥
∫ t

0
f(σn)S(t− σ)| · |−γχρndσ

≥ f(σn)ρ−γn
∫ t

0
S(t− σ)χρndσ

≥ cNf(σn)ρ−γn
∫ t

0

(
ρn

ρn +
√
t− σ

)N
χρn+

√
t−σdσ

≥ 2−N c̃N tf(σn)ρ−γn χρn .

Daí,
‖u(t)‖Lr ≥ 2−N c̃Nω1/r

N tf(σn)ρ
N
r
−γ

n

≥ 2−N c̃Nω1/r
N tf(σn)ρ

N
r
−γ

n

≥ 2−N c̃Nω1/r
N tenσ

1− γr
N

n n−2(1− γr
N )σ−(1− γr

N )
n

= 2−N c̃Nω1/r
N tenn−2(1− γr

N ) →∞

quando n→∞. Portanto, u /∈ L∞((0, T ), Lr(Ω)), o que é uma contradição.

Caso 2. lim sup
t→∞

t−p
∗
f(t) = ∞. Neste caso procedemos como na demonstração do Teorema

4.8(i) usando a Observação 1 no lugar do Lema 3.2.
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O caso r = 1 é tratado no seguinte resultado.

Teorema 4.9. Seja f : [0,∞) → [0,∞) uma função contínua e não decrescente e seja
0 < γ < min{2, N}.

1. Suponhamos que Ω é um domínio limitado com fronteira ∂Ω suave e 0 ∈ Ω, e F (s) =
sup

1≤σ≤s
f(σ)/σ para s ≥ 1.

a) Se ∫ ∞
1

σ−[(2−γ)/N+1]F (σ) dσ =∞,

então existe u0 ∈ L1(Ω), u0 ≥ 0, tal que o problema (4.1) não possui solução local.

b) Se
lim
t→0

tγ/2
∫ t

0
F (σ−N/2)(t− σ)−γ/2σ−γ/2dσ = 0, (4.30)

então para cada u0 ∈ L1(Ω), u0 ≥ 0, o problema (4.1) possui solução local.

2. Suponhamos que Ω = RN e F̃ (s) = sup
0<σ≤s

f(σ)/σ para s > 0.

a) Se lim sup
t→0

t−(1−γ/N)f(t) =∞ ou
∫ ∞

1
σ−[(2−γ)/N+1)F̃ (σ)dσ =∞, (4.31)

então existe u0 ∈ L1(RN ), u0 ≥ 0 tal que o problema (4.1) não possui solução local.

b) Se
lim sup
t→0

t−(1−γ/N)f(t) <∞

e
lim
t→0

tγ/2
∫ t

0
F̃ (σ−N/2)(t− σ)−γ/2σ−γ/2dσ = 0, (4.32)

então para cada u0 ∈ L1(RN), u0 ≥ 0, o problema (4.1) possui solução local.

Além disso, nos casos (i)-(b) e (ii)-(b) a solução encontrada pertence ao espaço L∞loc((0, T ), L∞(Ω)).

Observação 5. Alguns coméntarios sobre o Teorema 4.9 são dados a seguir:

1. Note que para γ = 0, a condição (4.30)(ou (4.32)) se reduz à seguinte lim
t→0

∫ ∞
t−N/2

σ−(2/N+1)F (σ)dσ =
0, que se verifica sempre que ∫ ∞

1
s−(2/N+1)F (σ) dσ <∞.

Esta última condição foi usada em (LAISTER et al., 2016) para mostrar a existência
local em L1(Ω).
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2. Se f(t) = tp para t ≥ 0, p > 1 e Ω = RN , então F̃ (s) = sp−1 para s ≥ 0. Note que∫ t

0
F̃ (σ−N/2)(t− σ)−γ/2σ−γ/2dσ =

∫ t

0
(t− σ)−γ/2σ(N−γ−Np)/2dσ <∞,

se 0 < γ < 2 e p < 1 + (2− γ)/N . Além disso,

tγ/2
∫ t

0
F̃ (σ−N/2)(t− σ)−γ/2σ−γ/2dσ = Ct[2−γ−N(p−1)]/2,

para alguma constante C > 0. Logo, vemos que a condição (4.32) é verificada se
p < 1 + (2− γ)/N . Por outro lado, a condição (4.31) é verificada se p ≥ 1 + (2− γ)/N .
Portanto, concluímos que, neste caso, o valor crítico é p∗ = 1 + (2− γ)/N que coincide
com o valor dado em (1.19) (para r = 1).

3. Se f(t) = t para t ≥ 0 e Ω um domínio limitado, então, F (s) = 1 e tγ/2
∫ t

0
F (σ−N/2)(t−

σ)−γ/2σ−γ/2dσ = Ct(2−γ)/2. Assim, do Teorema 4.9 (i)-(b), temos que se 0 < γ <

min{2, N}, então o problema (4.1) possui solução local para cada u0 ∈ L1(Ω), u0 ≥ 0.

Demonstração. (i) (a) Suponhamos que
∫ ∞

1
σ−( 2−γ

N
+1)F (σ)dσ = ∞. Então pelo Lema

2.11, temos que existe uma sequência {sk}k≥0 tal que sk+1 ≥ θsk, para algum θ > 1, e
∞∑
k=1

s
−( 2−γ

N
+1)

k f(sk) =∞.

Seja δ > 0 suficientemente pequeno de modo que B3δ ⊂ Ω, e consideremos a sequência
{ψn}n≥1, com ψNn = n2skn+1 > 0 (a sequência {kn}n≥1 será escolhida mais adiante) tal que
1/ψn < δ para n ≥ n0, para algum n0 ∈ N.

Seja u0 = 2Nc−1
N

∞∑
n=1

n−2ψNn χ1/ψn , onde cN é a constante do Lema 3.2. Note que

‖u0‖L1 ≤ 2Nc−1
N ωN

∞∑
n=1

n−2 <∞.

Consideremos u ∈ L∞((0, T ), L1(Ω)) uma solução do problema (4.1) com u(0) = u0,
para algum T > 0. Como u0 ≥ un, para todo n ∈ N. Então, pelo Lema 3.2

S(σ)u0 ≥ 2Nc−1
N n−2ψNn S(σ)χ1/ψn ≥ n−2σ−N/2χ1/ψn+

√
σ,

para 1/ψn ≤
√
σ ≤ δ e n ≥ n0.

Observemos que de (2.3), temos que

S(t− σ)| · |−γχ1/ψn+
√
σ ≥ ρ−γk S(t− σ)χ1/ψn+

√
σ.
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Como f é não decrescente e pelo Lema 3.2, temos

u(t) ≥
∫ t

0
S(t− σ)| · |−γf(u(σ))dσ

≥
∫ t

1/ψ2
n

f(n−2σ−N/2)S(t− σ)| · |−γχ1/ψn+
√
σdσ

≥
∫ t

1/ψ2
n

f(n−2σ−N/2)
(
1/ψn +

√
σ
)−γ

S(t− σ)χ1/ψn+
√
σdσ

≥ cN

∫ t

1/ψ2
n

f(n−2σ−N/2)(2
√
σ)−γ

(
1/ψn +

√
σ

1/ψn +
√
σ +
√
t− σ

)N
χ1/ψn+

√
σ+
√
t−σdσ

Assim, fixando t > 0 e seja n1 ≥ n0 tal que skn1
≥ t−N/2. Então

‖u(t)‖L1 ≥ C(N, γ)
∫ t

1/ψ2
n

f(n−2σ−N/2)σ−γ/2
(
1/ψn +

√
σ
)N

dσ

≥ C(N, γ)
∫ t

1/ψ2
n

f(n−2σ−N/2)σ−γ/2σN/2dσ

≥ C1(N, γ)n−
(2(N−γ)+4)

N

∫ snk+1

t−
N
2

f(σ)σ
γ
N
− 2
N
−2dσ

≥ C1(N, γ)n−
(2(N−γ)+4)

N

kn∑
j=kn1

∫ sj+1

sj
f(σ)σ

γ
N
− 2
N
−2dσ

≥ C1(N, γ)n−
(2(N−γ)+4)

N

kn∑
j=kn1

f(sj)
∫ sj+1

sj
σ
γ
N
− 2
N
−2dσ

= C1(N, γ)n−
(2(N−γ)+4)

N

kn∑
j=kn1

f(sj)

s
γ
N
− 2
N
−1

j+1 − s
γ
N
− 2
N
−1

j
γ
N
− 2

N
− 1


= C2(N, γ)n−

(2(N−γ)+4)
N

kn∑
j=kn1

f(sj)s
γ
N
− 2
N
−1

j

1−
(
sj+1

sj

) γ
N
− 2
N
−1


≥ (1− θ
γ
N
− 2
N
−1)C2(N, γ)n−

(2(N−γ)+4)
N

kn∑
j=kn1

f(sj)s
γ
N
− 2
N
−1

j .

(4.33)

Logo, como
∞∑
k=1

s
−( 2−γ

N
+1)

k f(sk) =∞, existe uma subsequência {kn}n≥1 tal que (4.33) diverge,

quando n→∞. Isso contradiz a existência da solução u.

(b) Do Lema 4.3, é suficiente encontrar uma supersolução v para o problema (4.1).
Seja u0 ∈ L1(Ω), com u0 ≥ 0 e seja Ω̃ ⊃ Ω tal que dist(Ω, ∂Ω̃) ≥ δ com δ ∈ (0, 1). Definimos
ũ0 ∈ L1(Ω̃) como a extensão de u0 para Ω̃, , i.e. ũ0 = u0 em Ω e ũ0 = 0 em Ω̃\Ω. Consideremos
ṽ(t) = AS̃(t)ũ0 + χΩ̃, onde {S̃(t)}t≥0 denota o semigrupo do calor em Ω̃ com condições de
Dirichlet na fronteira e A será escolhida adequadamente. Então pela estimativa (2.2), temos
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que ṽ ∈ L∞((0, T ), L1(Ω̃)). Além disso, temos

‖ṽ(t)‖∞ ≤ At−
N
2 ‖u0‖L1 + 1 ≤ 2At−N2 ‖u0‖L1 , (4.34)

para todo t > 0 suficientemente pequeno.

Mostraremos que v = ṽ|Ω, a restrição de ṽ a Ω, é uma supersolução do problema (4.1).
Como v ≥ 1, usando a condição (4.34) temos

S(t)u0 +
∫ t

0
S(t− σ)| · |−γf(v(σ))dσ

= S(t)u0 +
∫ t

0
S(t− σ)| · |−γ f(v(σ))

v(σ) v(σ)dσ

≤ S(t)u0 +
∫ t

0
S(t− σ)| · |−γF (‖v(σ)‖L∞)v(σ)dσ

≤ S(t)u0 +
∫ t

0
F
(
2Aσ−N/2‖u0‖L1

)
S(t− σ)| · |−γv(σ)dσ

= S(t)u0 + A
∫ t

0
F
(
2Aσ−N/2‖u0‖L1

)
S(t− σ)| · |−γ[S̃(σ)ũ0]|Ω dσ

+
∫ t

0
F
(
2Aσ−N/2‖u0‖L1

)
S(t− σ)| · |−γχΩ dσ

= S(t)u0 + I + J.

(4.35)

para t suficientemente pequeno.

Agora estimamos os termos I e J do lado direito de (4.35).

Estimativa de I. De (2.3), para x ∈ Ω

S(t− σ)[| · |S̃(σ)ũ0](x) =
∫

Ω
KΩ(x, y; t− σ)|y|−γ

∫
Ω̃
KΩ̃(y, z;σ)ũ0(z)dzdy

=
∫

Ω̃

∫
Ω
KΩ̃(y, z;σ)ũ0(z)KΩ(x, y; t− σ)|y|−γdydz.

Do (BERG, 1990, Lema 7) temos que

KΩ(x, y; t) ≤ KΩ̃(x, y; t) ≤ K(x, y; t)

para x, y ∈ Ω, t > 0. Logo, pela identidade
|x− y|2

(t− σ) + |y − z|
2

σ
= t

(t− σ)σ

∣∣∣∣∣y − σx+ (t− σ)z
t

∣∣∣∣∣
2

+ |x− z|
2

t
,

que vale para x, y, z ∈ RN , temos

KΩ̃(y, z;σ) KΩ(x, y; t− σ) ≤ K(y, z;σ)K(x, y; t− σ)

≤ C1σ
−N/2(t− σ)−N/2 exp

{
−1

4

[
|y − z|2

σ
+ |x− y|

2

(t− σ)

]}

= C1σ
−N/2(t− σ)−N/2 exp

(
−|x− z|

2

4t

)
exp

− t

4(t− σ)σ

∣∣∣∣∣y − σx+ (t− σ)z
t

∣∣∣∣∣
2
 ,
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para 0 < σ < t. Assim, do Lema 2.10 obtemos

S(t− σ)[| · |S̃(σ)ũ0](x)

≤ C1σ
−N/2(t− σ)−N/2

∫
Ω̃

exp
(
−|x− z|

2

4t

)
ũ0(z)×

∫
Ω

exp
− t

4(t− σ)σ

∣∣∣∣∣y − σx+ (t− σ)z
t

∣∣∣∣∣
2
 |y|−γdydz

≤ C1 σ
−N/2(t− σ)−N/2

∫
Ω

exp
[
− t|y|2

4(t− σ)σ

]
|y|−γdy︸ ︷︷ ︸

I1

∫
Ω̃

exp
(
−|x− z|

2

4t

)
ũ0(z)dz︸ ︷︷ ︸

I2

Note que

I1 ≤ σ−N/2(t− σ)−N/2
∫

Ω
exp

[
− t|y|2

4(t− σ)σ

]
|y|−γdy

≤ [(t− σ)σ]−γ/2t(γ−N)/2
∫
RN

exp
(
−|w|

2

4

)
|w|−γdw

= C2[(t− σ)σ]−γ/2t(γ−N)/2,

onde C2 =
∫
RN

exp
(
−|w|

2

4

)
|w|−γdw <∞. Ademais, da estimativa (2.4) temos

KΩ̃(x, z; t) ≥ exp
(
−N

2π2t

4δ2

)
(4πt)−N/2 exp

(
−|x− z|

2

4t

)

para t > 0 e x, z ∈ Ω. Portanto,

I2 =
∫

Ω
exp

(
−|x− z|

2

4t

)
u0(z)dz

≤ (4πt)N/2 exp
(
N2π2t

4δ2

)∫
Ω
KΩ̃(x, z; t)u0(z)dz

= (4πt)N/2 exp
(
N2π2t

4δ2

)
S̃(t)ũ0

≤ C3t
N/2S̃(t)ũ0

se t < 1, onde C3 = (4π)N/2 exp(N2π2/4δ2). Logo,

S(t− σ)[| · |S̃(σ)ũ0](x) ≤ C1C2C3[(t− σ)σ]−γ/2tγ/2S̃(t)ũ0,

e assim,
I ≤ AC1C2C3t

γ/2S̃(t)ũ0

∫ t

0
F
(
2Aσ−N/2‖u0‖L1

)
[(t− σ)σ]−γ/2dσ. (4.36)
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Estimativa de J . Do Lema 4.4 (para q1 = q2 =∞) temos

J =
∫ t

0
F
(
2Aσ−N/2‖u0‖L1

)
S(t− σ)| · |−γχΩ̃dσ

≤
∫ t

0
F
(
2Aσ−N/2‖u0‖L1

)
(t− σ)−γ/2dσ

≤ tγ/2
∫ t

0
F
(
2Aσ−N/2‖u0‖L1

)
(t− σ)−γ/2σ−γ/2dσ.

(4.37)

De (4.35), (4.36) e (4.37) temos

S(t)u0 +
∫ t

0
S(t− σ)| · |−γf(v(σ))dσ

≤ S(t)u0 + C1C2C3Λ(t)AS̃(t)ũ0 + Λ(t)
(4.38)

onde

Λ(t) = tγ/2
∫ t

0
F
(
2Aσ−N/2‖u0‖L1

)
(t− σ)−γ/2σ−γ/2dσ

= B(2−γ)/N(B−2/N t)γ/2
∫ B−2/N t

0
F (σ−N/2)(B−2/N t− σ)−γ/2σ−γ/2dσ,

com B = 2A‖u0‖L1 .

Da condição (4.30) temos que lim
t→0

Λ(t) = 0, e de (4.38) concluímos que

S(t)u0 +
∫ t

0
S(t− σ)| · |−γf(v(σ))dσ ≤ v(t),

se t é suficientemente pequeno. Portanto, v é supersolução do problema (4.1).

(ii)-(a) Se lim sup
t→0

t−(1−γ/N)f(t) =∞, procedemos com na demonstração do Caso 1 do

Teorema 4.8(ii) - (b). Se
∫ ∞

1
σ−(2−γ)/N+1F̃ (σ)dσ =∞, procedemos com na demonstração do

Teorema 4.9 (i)-(a).

(b) Como lim sup
t→0

t−(1−γ/N)f(t) <∞, então f(0) = 0. Assim, se u0 = 0 temos que u = 0
é solução do problema (4.1). Agora, suponhamos que u0 6= 0. Procedendo com na demonstração
do Teorema 4.9(i) - (b), é possível mostrar que v(t) = AS(t)u0 > 0 é supersolução do problema
(4.1) para A > 0 escolhido apropriadamente. Daí, a solução é obtida pelo Lema 4.3.

Em nosso último resultado, estabelecemos o seguinte resultado de unicidade.

Teorema 4.10. Suponhamos que 0 < γ < min{2, N} e f : [0,∞)→ [0,∞) é derivável. O pro-
blema (4.1) possui uma solução única na classe L∞((0, T ), Lr(Ω)) se f ′(u) ∈ L∞((0, T ), Lα(Ω))
para cada u ∈ L∞((0, T ), Lr(Ω)), onde α > N/(2− γ) e 1/α + 1/r < 1− γ/N .
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Observação 6. Quando f(t) = tp para todo s ≥ 0 e p > 1. Definindo α = r/(p− 1) temos
que a unicidade é válida em L∞((0, T ), Lr(Ω)) se r > N(p− 1)/(2− γ) e r > Np/(N − γ).
Isto coincide com os resultados de unicidade dados em (SLIMENE; TAYACHI; WEISSLER,
2017, Teorema 1.1(ii)) e (BREZIS; CAZENAVE, 1996, Teorema 4)(para γ = 0).

Demonstração. Sejam u, v ∈ L∞((0, T ), Lr(Ω)) soluções de (4.1) com condição inicial u(0) =
v(0) = u0 ∈ Lr(Ω). Então, u e v satisfazem

u(t) = S(t)u0 +
∫ t

0
S(t− σ)| · |−γf(u(σ))dσ (4.39)

e
v(t) = S(t)u0 +

∫ t

0
S(t− σ)| · |−γf(v(σ))dσ. (4.40)

Subtraindo (4.40) de (4.39), e usando o Teorema do Valor Médio temos

u(t)− v(t) =
∫ t

0
S(t− γ)| · |−γ[f(u(σ))− f(v(σ))]dσ

=
∫ t

0
S(t− γ)| · |−γf ′(w(σ))[u(σ)− v(σ)]dσ,

onde w(σ) = θu(σ) + (1− θ)v(σ) para algum θ ∈ (0, 1).

Assim, usando o Lema 4.4(com q2 = r, 1/q1 = 1/α + 1/r) e a desigualdade de Hölder,
temos

‖u(t)− v(t)‖Lr ≤
∫ t

0
(t− σ)− N

2α−
γ
2 ‖f ′(w(σ))‖Lα‖u(σ)− v(σ)‖Lrdσ

≤ ‖f ′(w(·))‖L∞((0,T ),Lr(Ω))

∫ t

0
(t− σ)− N

2α−
γ
2 ‖u(σ)− v(σ)‖Lrdσ.

Como N

2α + γ

2 < 1, pelo Lema de Gronwall singular ((BREZIS; CAZENAVE, 1996, p.
288)) concluímos que u = v quase sempre em Ω× (0, T ).
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