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RESUMO

Neste trabalho, estudamos alguns resultados de difusao nao local usando o operador
laplaciano fracionario. Comegamos motivando o estudo da difusao em matematica
explicando brevemente a modelagem desses problemas e a necessidade do estudo da
difusdo nao local. Para isso apresentamos o operador laplaciano fracionario (operador
de difus@o nao local) usando duas versdes: uma com transformada de Fourier, e
outra abordagem por semigrupos. Estudamos algumas das desigualdades estruturais
principais que se tem para o laplaciano, como a Desigualdade de Sobolev Fracionaria
e a Desigualdade de Harnack. Mostramos alguns exemplos de fungoes s-harmonicas
e apresentamos uma funcao s-harmonica com laplaciano fracionario constante na bola.
Definimos os espacos fracionarios de Sobolev e apresentamos algumas inclusdes de
Sobolev e provamos o principio do maximo. Serd mostrado um resultado de densidade
que diz que toda funcao pode ser aproximada localmente por fungoes s-harmonicas.
Analisamos o fato notdvel que, em muitas ocasides, operadores nao-locais podem
ser equivalentemente representados como operadores locais em uma dimensao a mais.
Finalmente, apresentamos duas aplicacoes do laplaciano fracionario a dois modelos fisicos,
o modelo de ondas de dgua e o modelo Peierls-Nabarro relacionados a luxagoes de cristal, e

ofereceremos uma justificativa do procedimento de extensao via transformada de Fourier.

Palavras-chave: Difusao Nao Local. Operador Laplaciano Fracionario. Extensao

Harmonica.



ABSTRACT

In this paper, we study some nonlocal diffusion results using the fractional
Laplacian operator. We begin motivating the study of diffusion in mathematics briefly
explaining the modeling of these problems and the need to study non-local diffusion. To
do this, we present the fractional Laplacian operator (non-local diffusion operator) using
two versions: the Fourier transform, and another approach by semigroups. We study
some of the main structural inequalities that exist for the Laplacian, such as the Sobolev
Fractional Inequality and Harnack’s Inequality. We show some examples of s-harmonic
functions and present an s-harmonic function with constant fractional Laplacian in the
ball. We define the fractional Sobolev spaces and present some inclusions of Sobolev and
prove the maximum principle. We show a density result that says that every function can
be approximated locally by s-harmonic functions. We analyze the remarkable fact that,
on many occasions, non-local operators can be equivalently represented as local operators
in an extra dimension. Finally, we present two applications of fractional Laplacian to
two physical models, the water wave model and the Peierls-Nabarro model related to
crystal dislocations, and we will offer a justification for the Fourier transform extension

procedure.

Keywords: Non Local Diffusion. Fractional Laplacian Operator. Harmonic Extension.
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1 INTRODUCAO

Difusao é o processo pelo qual a matéria é transportada de uma parte de um
sistema para outra como resultado de movimentos moleculares aleatérios. Ha uma série
de fenomenos nas ciéncias fisicas que associamos com a ideia de difusao. Um exemplo
classico geralmente é dado pelo experimento em que um vaso cilindrico tem sua parte
inferior preenchida com solucao de iodo, por exemplo, e uma coluna de adgua limpa é
derramada na parte superior, com cuidado e devagar, para que nao sejam instaladas
correntes de conveccao. No inicio, a parte colorida é separada da clara por uma fronteira
nitida e bem definida. Mais tarde, verifica-se que a parte superior fica colorida, a cor fica
mais fraca em direcao ao topo, enquanto a parte inferior fica correspondentemente menos
intensamente colorida. Apods tempo suficiente, toda a solucao aparece uniformemente
colorida. Evidentemente, existe uma transferéncia de moléculas de iodo da parte inferior
para a parte superior do vaso que ocorre na auséncia de correntes de conveccao. Diz-se
que o iodo se difundiu na dgua, para mais detalhes e outros exemplos veja [6].

A palavra difusao deriva do latim diffundere, que significa “espalhar-se”. Para
comecar, podemos perguntar se a matematica é realmente relevante no estudo do processo
de difusao? A resposta é que a difusao é um topico que possui excelente modelagem
matematica, isto é, a difusao é um ramo das ciéncias naturais que agora estd firmemente
ligada a varias teorias matematicas que explicam seu mecanismo de trabalho de maneira
bem sucedida. A quantidade que difunde pode ser uma concentracao, calor, momento,
informacao, idéias, preco,... todo esse processo pode ser chamado de difusao e sua evolucao
é explicada pela andlise matematica. A descricao da propagacao de calor e difusao é dada
por meio de Equagdes Diferenciais Parciais (EDPs). O tipo de EDPs utilizadas sao as

chamadas parabdlicas, uma familia baseada no modelo mais classico, a equacao do calor
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linear que é chamada neste contexto a equacao de difusao. Os modelos lineares tem
prioridade quando aplicdvel em virtude de sua rica teoria e computagao mais facil, mas os
modelos nao lineares sao absolutamente necessarios em muitos contextos do mundo real.
Um exemplo nao linear bem conhecido é o Problema de Stefan (Lamé e Clapeyron, 1833;
Stefan 1880) o problema descreve a distribui¢ao de temperatura em um meio homogéneo
passando por uma mudanca de fase (como gelo e dgua). A equagao do calor deve ser
resolvida em ambos os meios separados, reunindo um determinado espaco D C R", e
a superficie de separacao pode se mover com o tempo de acordo com alguma lei de

transferéncia, o leitor podera consultar [15] para mais detalhes.

1.1 Equacao do calor. Modelo principal para difusao

Comecamos apresentando a equacao linear do calor.
Uy = Au.

Por muito tempo o estudo matematico do transporte de calor e a difusao foi quase
exclusivamente centrada na equagao do calor. Modelos matematicos de propagacao e
difusao de calor fizeram grandes progressos tanto em teoria quanto em aplicagao, a
teoria tem sido influenciado pela sua motivacao da Fisica, e por sua vez, os conceitos
e métodos derivado dele tem influenciado fortemente a Fisica e a Engenharia. Em
tempos mais recentes essa influéncia se espalhou ainda mais, para Biologia (por exemplo
com os movimentos de nutrientes até uma célula ou uma colecao de células quando
consideramos ecossistemas bacterianos), para a Economia (a equagao de Black-Scholes
modela a evolugao do preco dos ativos financeiros) e para Ciéncias Sociais (existem
modelos que se baseiam na ideia de que individuos interagem por meio de um campo
de comunicacao. Esse campo é induzido por cada individuo da sociedade modelando a
interagao informacional entre eles).

Quando o calor se propaga no espaco livre R™, o problema natural é o problema
do valor inicial

ur = Au,u(z,0) = f(z), (1.1)
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que e resolvido por convolugao com a versao evolutiva da funcao Gaussiana.

)
G(x,t) = (47t) 2 exp (Z’l—xt|) (1.2)
Note que G tem boas propriedades analiticas para ¢ > 0, mas para t = 0 temos

G(z,0) = §(x), uma massa de Dirac.

A difusdao de matéria é um dos assuntos mais antigo em Fisica, ja tratado por
Robert Boyle no século XV II com o estudo da difusao em sélidos. Depois do trabalho
de Fourier na propagacao de calor, Adolf Fick propos sua lei de difusao de matéria,
onde o fluxo de massa é proporcional ao gradiente de concentracao e vai na direcao de
concentracoes mais baixas. Isso leva a equacao do calor, como modelo matematico. Ele
também apontou a analogia fundamental entre difusao, conducao do calor e também
eletricidade. Na verdade, a lei de Fourier para condugao de calor (1822), a lei de Ohm
para eletricidade corrente (1827), a lei de Fick para difus@o em sélidos (1855), e a lei de
Darcy para fluxo hidrdulico (1856) tem uma forma de gradiente matematico semelhante.

A iteracao temporal das variaveis independentes com a mesma distribuicao levaram
a teoria de caminhadas aleatérias, nos primeiros tempos de Bernoulli. A conexao do
estudo probabilistico com o estudo via equacao do calor deu lugar apds a construcao do
movimento browniano como um rigoroso objeto matematico sob a forma do processo
Wiener. Na década de 1930, Kolmogorov investigou a equivaléncia dos dois pontos
de vista, isto é, a abordagem via equagao de calor (Equagoes Diferencias Parciais)
e a abordagem estocdstica via movimento Browniano (Probabilidade). Este topico é
abordado por muitos autores de EDPs, mencionamos [7] para mais detalhes. A observacao
experimental do cadtico movimento na natureza devido a efeitos mecanicos no nivel
microscépico é creditado a Robert Brown (1827), dai o rétulo “movimento browniano”.

Nesta dissertacao iremos focar no estudo do laplaciano fracionario. Vejamos qual
a motivacao para a criacao desse operador. A substituicao do operador laplaciano pelo
operador laplaciano fracionario é motivada pela necessidade de representar processos
envolvendo difusao anomala. Em termos probabilisticos, ele apresenta interacoes de longa
distancia em vez da interagao proximo-vizinho de caminhadas aleatérias e as interacoes de

curta distancia de seu limite, o movimento browniano. Os principais modelos matematicos
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utilizados para descrever tais processos sao os operadores fraciondrios, uma vez que
possuem propriedades especiais de simetria e invariancia, o que contribui para uma teoria
mais rica. Esses operadores sao geradores de processos estaveis de Lévy, que incluem saltos
e interacoes de longa distancia. Eles razoavelmente explicam a difusao anomala observada,
com aplicagbes na mecanica de continuum (elasticidade, deslocamento de cristal, fluxos
geostroficos, ...), fendmenos de transicao de fase, dinamica populacional, controle étimo,
processamento de imagens, teoria dos jogos, financas e outros.

Depois de um periodo muito ativo de trabalho sobre problemas envolvendo
operadores nao-locais, agora héd uma teoria bem estabelecida em vérias diregoes, como
equacoes semilineares e problemas com obstaculos, principalmente do tipo estacionario.

Em vez da equacao de calor a equagao de evolucao bésica é agora
u + (—A)°u = 0. (1.3)

Sabe-se que existe um semigrupo bem definido associado a esta equagao para cada
0 < s < 1 que resolve o problema acima em todo o espago. Embora no limite s — 1 a
equacao de calor padrao é recuperada, ha uma grande diferenca entre o operador local
—A que aparece na equagcao classica de calor e representa o movimento browniano de um
lado, e a familia nao local (—A)*, 0 < s < 1, por outro lado. No restante do artigo,
discutiremos algumas propriedades do operador laplaciano fracionario que ja sao bem
conhecidas em Equagoes Diferenciais Parciais classicas.

Todas as versoes do operador laplaciano fracionario que estudaremos nesta
dissertagao sao equivalentes quando o operador atua no R™. No entanto, para trabalhar
num dominio limitado € C R™ teremos que reexaminar todos eles. Por exemplo, usar
a transformada de Fourier nao faz sentido. Duas principais alternativas eficientes para
estudar laplacianos fracionarios em dominios limitados sao estudados em Probabilidade e
Equagoes Diferenciais Parciais, correspondendo a maneira diferente pela qual a informacao
vinda da fronteira e do complemento do dominio deve ser tomada em conta. Eles sao
chamados de Laplaciano Fracionario Restrito (LFR) e o Laplaciano Fracionario Espectral
(LFE), o leitor podera consultar [15] para mais detalhes. Nesta dissertacdo focaremos no

estudo do laplaciano fracionario em R™.
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A teoria da difusao linear teve muito progresso, e agora estd solidamente
estabelecida em teoria e aplicagdes. Entretanto, logo foi observado que muitas das
equacoes que modelam fenomenos fisicos sem simplificagao excessiva sao essencialmente
nao-lineares e suas caracteristicas mais salientes nao sao refletidas pelas teorias lineares
que foram desenvolvidas, apesar do fato de que tais teorias lineares foram e continuam a
ser muito eficientes para um grande niimero de aplicagoes. Podemos citar como exemplos
de modelos nao lineares o Problema do Obstéculo que é o problema de fronteira livre mais
famoso e pertence a classe de problemas estacionarios, conectados com equacoes elipticas
e a Equacao do Meio Poroso que aparece em modelos para gases em meios porosos, fisica
de alta energia, dindmica populacional e muitos outros, nos referimos a [15] para mais
detalhes.

A continuacao descrevemos o que foi feito em cada capitulo, iniciamos o capitulo
dois com algumas defini¢oes do operador laplaciano fracionario e mostramos a equivaléncia
entre as definicoes. Fazemos uma comparacao com o operador laplaciano classico que é
a média localizada nas proximidades de um ponto x, enquanto a média do laplaciano
fraciondrio ocorre em todo o espago (embora decafa no infinito), por isso esses operadores
sao chamados de nao-locais. Definimos os espacos fraciondrios de Sobolev W*? onde
s € (0,1) e 1 < p < oo e provamos algumas inclusoes, colocamos no apéndice a definigdo
dos espacos de Sobolev W#? (onde k inteiro ndo-negativo e 1 < p < o0) e algumas
propriedades das fungoes regularizantes, assim como um resultado de extensao para o
leitor fazer uma comparacao com os espacos fracionarios de Sobolev. Ainda no capitulo
dois apresentamos detalhadamente duas versoes do operador laplaciano fracionario: a
primeira via transformada de Fourier e a segunda uma abordagem por semigrupos, além
disso, exibimos a prova que as constantes dimensionais que aparecem nas diferentes
abordagens sao iguais. Discutimos alguns exemplos de fungoes s-harmonicas em detalhes e
apontamos algumas desigualdades estruturais, decorrentes de um principio de comparagao
fracionaria, tais como Desigualdade de Sobolev Fracionario, Desigualdade de Harnack,
discutimos a Férmula Generalizada de Co-area e provamos e o Principio do Méximo.
Apresentamos um resultado bastante surpreendente o qual afirma que todas as fungoes

podem ser localmente aproximadas por fungdes s-harménicas (em nitido contraste com
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a rigidez das fungoes harmonicas classicas) e concluimos o capitulo com um exemplo de
uma funcao com laplaciano fracionario constante na bola.

No capitulo trés lidamos com problemas de extensao harmonica onde o laplaciano
fracionario pode ser visto como o laplaciano cldssico em uma dimensao maior. E um
fato notdvel que, em muitas ocasioes, operadores nao-locais possam ser equivalentemente
representados como operadores locais (embora possivelmente degenerados ou singulares)
em uma dimensao a mais. Além disso, como contrapartida, varios modelos surgidos em
uma estrutura local dao origem a equagoes nao-locais, devido a efeitos de contorno. Assim,
para introduzir o problema de extensao e dar uma intuicao concreta, apresentaremos dois
modelos em fisica (no qual consideramos o caso particular em que expoente fracionario
5 = %) o modelo de ondas de dgua onde mostramos que o lapalaciano fracionario surge
quando se procura uma fungdo harmonica com dado em R" x {y = 0} e o modelo
Peierls-Nabarro relacionado a luxacoes de cristal, como o cristal ¢ um material cujos
os atomos sao exibidos de maneira regular, o modelo caracteriza as modificagoes causadas
por algum estresse externo e a motivagao é aplicar uma forga compativel com a estrutura
do cristal por ser mais simples e menos dispendioso. Concluimos o capitulo trés fornecendo

uma justificativa detalhada desse procedimento de extensao por meio da transformada de

Fourier.
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2 DIFUSAO NAO LOCAL E
APLICACOES

Neste capitulo apresentaremos algumas nocoes preliminares sobre o laplaciano
fracionério e o espaco de Sobolev fraciondrio. Além disso, apresentamos um exemplo de
uma fugao s-harmonica em R, , uma funcao com laplaciano fracionario constante na bola,
discutimos alguns principios méaximos e uma desigualdade de Harnack e apresentamos
uma propriedade de densidade local bastante surpreendente das funcoes s-harmonicas no
espaco das fungoes suaves.

Primeiro introduzimos as defini¢oes de difusao nao local.

Definigao 2.1. Seja u : R™ — R uma funcgdo suficientemente regular e seja s € (0,1) um

parametro fraciondrio. Entdo, o laplaciano fraciondrio de u é dado por

(—A)Su(a:) _ C(gv S) /n QU(ZL') — u<a|:y—|:_:€2)5_ u(m — y) dy (21)

onde C(n,s) € uma constante que depende de n e do parametro s, definida em (2.22) e

(2.27).

Por uma questdo de simplicidade podemos considerar em (2.1) u no espago de

Schwartz que definimos abaixo.

Definicao 2.2. O espaco Schwartz ou espaco de funcgoes que decaem rapidamente em R™

¢ o espago de fungoes
S(R") = {f € C*(R") |Va, B € N, sup |2%0sf(x)| < oo} (2.2)
zeR?

Vamos, agora, definir a transformada de Fourier e a transformada de Fourier

mversa.
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Definigao 2.3. Sejam f € S(R"), x € R" a varidvel espacial e £ € R™ a varidvel de
frequéncia, entao a transformada de Fourier e a transformada de Fourier inversa sao

respectivamente

J©) =FI©) = | e de (23)

fla):=F ' f@):= [ femde. (24)
R
Outra definicao 1til é a de Valor Principal

Definicao 2.4. Dada u no espago de Schwartz definimos o valor principal de u como
V.P./ Mdy = lim Mdy (2.5)
gn |7 — y|nT2s =0 Jpm\B. (@) [T — y|"T
Quando y estd em uma vizinhanga de z, em geral essa singularidade nao é integravel
no sentido de Lebesgue. Com efeito, préximo de z, temos que u(z) —u(y) se comporta em
primeira ordem como Vu(x) - (z — y), portanto a integral acima se comporta na primeira

ordem como
Vu(z) - (v — y)
’.CU _ y’n+23

(2.6)

cujo valor absoluto da uma integral infinita perto de z (a menos que Vu(z) = 0ou s < 3).

A ideia da definicao em (2.5) é que o termo em (2.6) calcula a média em uma
vizinhanca de x por simetria, uma vez que o termo é impar em relacao a x, e portanto
nao contribui para a integral se fizermos isso de maneira simétrica. Num sentido o valor
principal em (2.5) mata a primeira ordem da fungao no numerador, o que produz um
crescimento linear e concentra-se nos restos de segunda ordem.

A notagao em (2.5) nos permite escrever (2.1) da seguinte forma:

] Cln,s) [ 2u(x) —u(z+y) —ulz—y)
(-ayuw) - <52 [ e dy
_ C(n,s) lim/ 2u(x) —u(r + y2) —u(x — y)dy
2 =0 Jrm\B.(0) |y|rt2s
_ Cn,s) hm/ u(r) — u+(;t ) gy 4 C008) u(r) — ugf —y) dy
2 =20 Jgm\B.(0) |y |2 2 =0 Jpm\B.(0) |yt
C(n,s) .. / u(z) —u(n) C(n,s) .. u(@) — u(¢)
= ——lim dn + lim ———d(
2 0 Jgm\p(z) |T— |t 7 2 0 g gy T — (T

€20 Jrm\ B, (2) |z — n|nt2s
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mediante as mudangas de varidveis n = z 4+ y e ( = x — y obtemos

(=A)*u(z) = C(n, s)V.P. / Mdy (2.7)

T — y‘n+23

n

A expressao em (2.1) nao requer a formulacao do valor principal da integral, por
exemplo, tomando u € L*(R") e localmente C*(R™), usando a expansio de Taylor de u

em Bj, observa-se que

/ [2uz) —u@ +y) —u@ -y,

‘y’n+2$

gy [ D@
<llllmgey [ i [ Yy
R”\Bl Bq y|

< ||u||L°°(R”)/ |2 dy + || D?ul| ey [ |y 2y
R"\ By B

As integrais acima fornecem uma quantidade finita.

A férmula (2.7) também tem uma analogia estimulante com o laplaciano classico.
Ou seja, o laplaciano classico (até constantes de normalizacdo) é a medida do deslocamento
infinitesimal de uma fungao em média (esta é a propriedade “eldstica” das fungoes
harmonicas, cujo valor em um determinado ponto tende a reverter para a média em

uma bola ). De fato, cancelando as contribui¢bes impares, e usando que

[y =3 [ wwly=n [ -y
() k=1 Y Br(®) Br(z)

para qualquer ¢ € {1,2,...,n}, temos que

i, % (o)~ e | u(y)dy] ——hmi[ 1 (u(s) = ulo) ]

T*)O’]”Q r~>07’2

—_ 2 — . — — 3
=~ Jim, Tn+2|Bll/ w( )= 9) + 3Dl =) (o =)+ Ole — ) Jay
- ,,% O2rn+2|B1| Z /T(x v — i) (€5 — y;)dy
— 2 — ,2
7“1~> 027“n+2‘Bl| Z/T(:p a ) dy

1
S T ) —yPd
r1—>InU 2m“”+2|Bl|iZ1 rul@) /BT(x) =y

= —C,Au(z)
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para algum C),, > 0. Nesse espirito, quando comparamos a tltima férmula (2.8) com (2.7),
podemos pensar que o laplaciano fracionario corresponde a uma média ponderada da
oscilagao da func¢ao. Enquanto a média em (2.8) para o laplaciano classico esté localizada
nas proximidades de um ponto z, a média em (2.7) para o laplaciano fracionério ocorre
em todo o espago (embora decaia no infinito). Além disso, a homogeneidade espacial da
média em (2.8) tem um fator extra proporcional as varidveis espaciais da poténcia —2,
enquanto a poténcia correspondente na média em (2.7) é —2s (e isso é consistente para

s —1).

2.1 O espaco fracionario de Sobolev W?*?

Definiremos agora os espacos fraciondrios de Sobolev. Colocamos no apéndice os
espacos de Sobolev W*?(€)) onde k inteiro ndo-negativo e 1 < p < oo para fazer uma
comparagao com os espacos fracionarios de Sobolev. Seja () um conjunto aberto geral,
que pode nao ser suave em R". Para qualquer real s > 0 e para qualquer p € [1,00),
definimos os espagos fracionarios de Sobolev W*P. Na literatura os espagos fracionarios
de Sobolev também sao chamados de espagos de Aronszajn, Gagliardo ou Slobodeckij,
com o nome daqueles que os apresentaram, quase simultaneamente. Para mais detalhes
o leitor podera consultar [11].

Inicialmente lembramos a definicao de espago LP.

Definigao 2.5. Dado p € R com 1 < p < oo, u mensurdvel e ) subconjunto aberto de

R™ o espago LP(2) € o conjunto
P(Q):={u: Q=R | |[uff e L'(Q)} (2.9)
dotado da norma
[ [/Q|u(x)\pdx}p. (2.10)

Para obter mais detalhes sobre os espagos LP o leitor podera consultar [9].

Definiremos agora o espago fracionario de Sobolev, que é um espaco intermediario

de Banach entre L?(Q) e WP(Q).
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Definicao 2.6. Considere o expoente fraciondrio s € (0,1) fizado. Para qualquer

p € [1,00), o0 espago fraciondrio de Sobolev é

WP (Q) =: {u e (o) M =Wl g Q)} (2.11)

|z —y|r "

dotado da norma

ulx) —ul(y)|P .
|[ullwsr@) = [/Q ]u|f"dar:—i-/Q Qdedy} (2.12)

o =y

Observacgao 2.7. O termo

[Wlwerie) = [/Q QM‘M@}F

o — gl

¢ chamado semi-norma de Gagliardo de u.
Na seguinte proposicao é dada uma inclusao dos espagos fracionarios de Sobolev.

Proposigao 2.8. Sejap € [1,40) e0 < s < ¢ < 1. Seja Q C R"™ aberto eu : Q@ - R

uma funcao mensurdvel . Entdao
lullwsr@) < Cllullyss
para alguma constante positiva adequada C(n,s,p) > 1. Em particular,
WeP(Q) C W*P(Q).

Demonstracao. Fazendo a mudanca de variavel z = y — z temos que dz = dy e

2] = Jy— | > 1. Da,

ju(a)P [ 1
——————dxdy = ) u(@)Pd
L/flﬂ{lw—ylzl}\x—y\”+3p Q< an{fe—y|z1y [4 = Y[ )‘ ()
1

< ————dz ) |u(z)Pdx

_[)<L|>1|Z|n+sp )l ( )|

:C(n757p)/ |u(9€)\pdx

0

= C(n>87p)||u||1£p(g)v

1
onde C(n,s,p) = / dz < oo, pois n + sp > n.

|z|>1 |z|mtep
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Usando a estimativa acima e

u(z) = u(y)P < (Ju@)] + |u(y) )P < @max{[u(z)|, [u(y)[})" < 2°(Ju(@)[" + [uly)[").

Obtemos

_ p
// “g O ey
Qn{lz—y|>1} |90—y|” °
p p
Qn{lz—y|>1} |37— |" b

< 2F [/ﬂ </|Z|>1|Z|n;+spdz>|u(x)|pdac—F/Q (/Z|>l|Z|j+spdz)]u(x)|l’dx] (2.13)

=?Hamam/wmwm
Q

= 21 C(n, 5, p)||ull} 0

Por outro lado, como |z —y| <1 e s < s, entao

// (x) = - ‘pdxdy<// _“£ Waedy. (214
QN {jz—y|<1} |x—y|" P QN {jz—y|<1} Ix—yI" s'P

Entao por (2.13) e (2.14) obtemos

IS mndmy

_ |n+sp

Q |z
p —
T e, e,
Qn{ja—y[>1} ’33— |tsp Qn{ja—y|<1} |5L’— y|rtsp

< 2071 C(n, s, p)||ul|h, /Q QLdmd(y

o= g+

lu(z
T Vmpmw+mmm

ulx) —u p
spﬁwm@m+uuwam+4§}ll—ﬁlmw

o =yl

portanto

< O<n78’p)||u||Ws p )

onde C'(n,s,p) > 1 ji que é um mais uma constante positiva. Portanto

[lullenoy < Cllullyyvpq
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Mostraremos que o resultado da proposicao anterior também se aplica no caso
limite, isto é, quando s’ = 1, mas para isso temos que levar em consideracao a regularidade
da fronteira de €2 denotada por 0f2.

Para qualquer k € N e a € (0, 1], dizemos que Q e de classe C** se existir M > 0,
de modo que, para todo x € 912, existam uma bola B = B,(x), r > 0 e um isomorfismo
T:Q — Btalque T € C*(Q), T™* € C**(B), T(Q.) = BN, T(Qy) = BNIN e
Tl cre@) + 1T Hlcram) < M, onde

Q ={r=("2,) eR"'xR:|2/| <1, |z,] <1}
Q) ={r=(0"2,)eR"'xR:|2|<1,0< 2, <1}
Qo ={reQ:z,=0}

Temos agora a seguinte inclusao de espagos fracionéarios de Sobolev.

Proposigao 2.9. Seja p € [1,00) e s € (0,1). Seja Q um subconjunto aberto de R"™ de

classe C%' com a fronteira limitada e v : Q — R uma funcao mensurdvel. Entdo

lullwsr@) < Cllullwrr@)
com C = C(n,s,p) > 1. Em particular, W'?(Q) C W5r(Q).

Demonstragdo. Seja u € W1P(Q). Gracas as hipéteses de regularidade de 2 e pelo
Teorema A.20 no apéndice, podemos estender u para uma funcao @ : R” — R de modo
que @ € WHP(R™) e ||a||wrrwny < C|lul|lwrs) para alguma constante C.

Agora usando a mudanca de variavel z = y—z temos que dz = dy e |z| = |[y—z| < 1
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entao usando o Teorema de Fubini, temos que

// [u@) =uw)l” ;4 <// o) —u+ D)l
Qn{je—y|<1} |l'— |"+Sp B ’Z|"+s”
) —u(z+ )P 1
dzd
t/ﬂl 217 e
p
t
/ / / [Vl A Nar) dzde
By 0 |2|»7°
t
///|Vux+z\dtddx
" Bl |Z‘n+ps 1
t
/ / (/ |Va(x + tz)|P d)dtdz
oo do Vo T
|VUHLPR")
< [, | ey
= |[|[Va|l? 1 dtd
= [IVall7, g o s WT‘” z

< Ci(n, s,p)IIVﬂllip(Rn

< Ca(n, s, p)||ullwrr@),

(2.15)
obtemos
u(z) — u(y)” ]
—2 T dxdy < Cy(n, s, p)||ullwie@ + 2P7C(n, s, p)||u
| (n, 5, )1l o (n, 5, p)lull2,
renomeando a constante C'(n, s,p) concluimos que
lullyeni@y < Cns 8, D)l [ullyirn -
O

Observagao 2.10. Voltemos a definicio do espago W*P(Q). Vale a pena explicar por
que a definicao em (2.11) ndo pode ser estendida para o caso s > 1. Suponha que Q seja

um conjunto aberto conexo em R™, entdo qualquer fun¢ao mensurdvel u : 2 — R tal que

[ [ Ml o

o= gl
¢ realmente constante (veja referéncia [3] para mais detalhes). Esse fato estd estritamente

relacionado ao sequinte resultado que vale para qualquer u € WHP(Q).

lim (1_3)/9 QMCZ dy = 1/9\%\% (2.16)

531 |z — y|rtep
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para alguma constante Cy dependendo de n e p.

Quando s > 1 nao é um numero inteiro, escrevemos s = m + o, onde m é um
nimero inteiro, e o € (0,1). Nesse caso, o espago de Sobolev W*P(£2) consiste nas classes

de equivaléncia de fungoes u € W™P(§2) cujas derivadas D*u, com |a| = m, pertencem a

WoP(§2) a saber
WeP(Q) = {u e W™P(Q) : D*u € WP(Q),Va; |a] = m} (2.17)

e este é um espaco de Banach em relagao a norma

B =

lullwss@) = | ullymy + Y 1Dllyen) (2.18)

laj=m

se s = m é um inteiro, o espago W*P(2) coincide com o espago de Sobolev W™P((Q).

Coroldrio 2.11. Seja p € [1,00) e 5,8 > 1. Seja Q um subconjunto aberto de R™ de

classe C%t. Entdo, se s < s' temos que
WP(Q) C WP(Q).

Demonstracdo. Escrevemos s =k+oes =k +o¢ com k,k inteiros e 0,0 € (0,1). No
caso em que k = k' podemos usar a Proposicio 2.8 para concluir que W*"?(Q) C W*P(Q).

Por outro lado se k' > k + 1 usando a Proposicao 2.8 e a Proposicao 2.9 temos
Wk/+0/’p(Q) C Wk/,p(Q) C Wk+1,p(Q) C Wk—i—a,p(Q)
portanto W*"?(Q) C W*P(Q) como queriamos demonstrar. O

Como no caso classico de s ser um ndmero inteiro, qualquer fun¢ao no espaco
fraciondrio de Sobolev W#P(R"™) pode ser aproximada por uma sequéncia de fungoes suaves

com suporte compacto.

Teorema 2.12. Para qualquer s > 0, o espagco C3°(R™) de fungoes suaves com suporte

compacto é denso em W*P(R™).

Demonstragao. Consultar [2]. O
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Definicao 2.13. Definimos o conjunto Wi*(2) como o fecho de C§(2) na norma

|| - [lwsr) definido em (2.18). Além disso, tendo em vista o Teorema 2.12, temos
Wo*(R") = W*P(R").

Observagao 2.14. No caso p = 2 o0s espagos fraciondrios de Sobolev W*2(R™) e W*(R™)
acabam sendo espagos de Hilbert. Esses sao geralmente denotados por H*(R™) e H§(R™)

respectivamente.

Agora apresentaremos o operador laplaciano fracionédrio expresso em variaveis de

frequéncia de Fourier multiplicados por (27|£])*, como indicado no seguinte lema.

Lema 2.15. Seja u € S(R"), entao

(=A)u(z) = F((2rl¢)*a(€))- (2.19)

Observacao 2.16. A grosso modo, o lema acima caracteriza o operador laplaciano
fraciondario no espago de Fourier, tomando a poténcia s no multiplicador associado ao
operador laplaciano cldssico. Com efeito, usando a transformada inversa de Fourier,

temos que
—Au(z) =—-A(F H(a))(z)

=-A ( /. a(@ezm'&df)

— [ emeratg)emas
= F(arlela(©)),

assim, o laplaciano cldssico atua no espago de Fourier como um multiplicador de (2m|¢])%.
A partir disso e da equagao (2.19), seque-se também que o laplaciano cldssico € o

caso limite do fraciondrio, ou seja, para qualquer u € S(R™), temos que

lim (—A)*u = —Au e também lim (—A)*u = u.
s— 1 s— 0

Faremos agora a prova do Lema 2.15 que nos diz que (2.1) e (2.19) sdo equivalentes.
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Demonstragao. Apliquemos a transformada de Fourier a igualdade (2.1)

CAVu(a)) — C(n,s) 2u(z) —u(r +y) —u(x — y)
F-aru) =7 (950 [ el )

B / C(n, ) / 2ulw) —u@ty) —u@—y) ) amiveg,

2 |y|n+28
_ Cn,s) / / 2u(z) —u(x +y) —u(x — y)e_2”ix'§dx a0
2 n n |y‘n+23

=757 / !yﬁﬂs ( /Rn@u@:) —ule+y) —ule - y))e‘”’“dx) dy

vamos resolver a integral dentro do parentese da ultima igualdade. Usando as mudancas

de varidveis n = x +y e ( =z — y, temos
/ (2u(z) —u(z +y) — ulz —y))e ™ dx
/ u(z)e ™ dy — / u(z + y)e M dy — / u(z — y)e 7 dy
/ u()e=2mi=v- gy _ / w(Q)e 2
/R u(n)e 2™ e L gy — / u(¢)e 2 eI E ¢
Rn n
= 2i(€) — e Ei(E) — eI Si(g)

— ,&(5) (2 . 627”@/{ . e—27riy~§) )
Portanto

F(-ayue) =S [ L ([ ute) —la+) - e — e 7 ) dy

2
C(n,s) R 9 _ p2miyE _ o—2miy€
B d
2 /n ’U,(g) < |y|n+25 Y

_ O(Z, s) /n a(e) <2—2|c;|i(+227z§'y)) dy

) 1 —cos(2m€ -y
= C(n, s)u(f)/ |y\’5+25 >dy.
(2.20)
» ~ 1 ‘€|n+25
Fazendo a mudanga de varidvel z = [{|y temos que y = % entao =

€] |y‘n+2s - ’Z‘n+2s
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1
2n€ -y = 27€ - % além disso, dy = Wdz, dai, definimos
1 —cos(2w& -y
1) = [ =y
no
z
1 — cos (27?{ . —) 25
-/ ) e
" |Z|n+25 |£|n
1 —cos (27r§ : é)
= |¢|* dz.
|§| /R" |Z|n+2s <

Agora usaremos que J ¢é invariante por rotacoes, mais precisamente, consideramos uma
rotacdo R que envia e; = (1,0,---,0) em |'€T|’ que é Re; = — e chamamos R’ sua

€]

transposicao. Entao, usando a mudanca de varidvel w = R”z temos que

1 —cos (27T£ . i)
16 ~1e [ —m €1/,

_ |£|25/ 1 —cos (2w Re; - Z)dz
R"

|Z|n+2s
B |€|28 1 —cos (27TRTZ . 61) s
- . |RT z[+2s
1 — cos (2mwy)
—1e)2
- |§| S/Rn |w|n+2s dw.
1
Fazendo w = 2 tao dw = (2m)"dw t ind =
azendo W mw entdao dw = (27)"dw temos ainda que R )
(ainda denotando w como a varidvel de integragao), obtemos que
s 1 — cos (wy)

Note que essa tltima integral é finita. Com efeito, fora da bola By (onde By := B1(0))

1— 2
/ ’Li(;ﬂl)ldw < / —Hdw < 00,
R\ By |w|"t2s R\ By |w|mt2s

enquanto dentro da bola podemos usar a expansao de Taylor da fun¢ao cosseno e observar

1-— 2 1
/Lsgwl)ldwg/ |w|2dw§/ﬁdw<oo.
B |w["t B, lw|**?s A

Portanto tomando .
1 — cos (w) -

temos que

que
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segue de (2.21) que

e = FE,

aplicando em (2.20) temos
F((=A)u(n) = Cn, )a(€)(€) = 2r¢])*a(©)-
Logo aplicando a transformada de Fourier inversa na igualdade acima obtemos
(=A)u(z) = F ((2nlg)*a(§)) -

Como queriamos demonstrar. n

2.2 Abordagem semigrupos

Esta técnica é classica, mas também tem sido usada eficientemente em trabalhos
recentes. A ideia principal sobre a abordagem de semigrupo vem do uso explicito de
formulas para a fungao de Euler: para qualquer A > 0, usando integracao por partes e

uma substituicao 7 = A\t vemos que

—s['(—s) 1—s)

r(
/0 T

—S
o0

= /0 T E(e* —1)d7‘

e Tdr
. d

Portanto |,
AP = —/ 7 (e = 1) dt. 2.23

Entao aplica-se formalmente essa identidade a A := —A. Assim obtemos que

(—A)* = F(is) /OOO to 7 (e - 1) dt,
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isto é, interpretando 1 como operador identidade temos
1 o0
(—A)’u(z) = m/ 5 (eMu(z) — u(x)) dt. (2.24)

0
Formalmente se U(x,t) := e®u(x), temos que U(x,0) = u(x) e U = 5 (eAu(z)) =
Aertu(r) = AU, isto é, U(x,t) = e*u(x) pode ser interpretado como a solucio da
equacao do calor com o dado inicial u.

No seguinte lema vamos justificar as formalidades escritas acima.

Lema 2.17. A equacao (2.24) € verdadeira. Isto é, se U € S(R") e U = Ulx,t) € a

solucao da equacao do calor

U =AU, emt>0
U‘t:o =4

entao

(—A)u(z) = / 1 (U, 1) — ulx)) dt (2.25)
F(_S) o
Demonstragao. Ja sabemos que U é obtido por convolucao Gaussiana com massa unitaria

(veja [8]), isto é,

Ule,t) = / Gla—y, uly)dy = / Gy, yu(z — y)dy (2.26)

n

2
onde G(x,t) := (4nt)= exp(%ﬁ'z). Dai, fazendo a mudanga de variavel 7 := |Z—L obtemos

que

/OOO t5 (U (z,t) — u(x)) dt
= [T [ Gt - o) - i) d
[ G0t = ) - )iy

t_5_1(47rt)_7ne(7‘4yt‘2)(u(x —y) — u(x))dy] dt

[
/.

B /ooo / 7% (ely?) F [yl > (4r)" e (u(x — y) - u(:l?))d?j
[

n n 1
T |y|—n—2848+17-5+14—7_2€_7—(u(33 - y) - U(I))dy:| dr

_ 7_‘._2”225—1/ |:/ T_Tn-l—s—le—Tu(:E + y) + U(.T - y) - QU(Z') dy:| dr.
o R™

’y‘nJrZs

Ar

472
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Agora note que
/ 2 e T dr = F(g + )

dai, obtemos

/OO t5 (U2, t) — u(x)) dt

. +y) + ulr —y) — 2
:7T22281F(g+8)/ U(ZC y) ’Z|(;U+2sy> u(x)dy

— 7_‘_%"22571F(g —|—8)
B T2 2%0(2 + 5)

C(n,s)

Isso prova (2.25) escolhendo C(n, s) adequadamente. E, de fato, fornece o valor explicito
da constante C'(n,s) que é

2%T(5 +5)  2%sI(5 +s)

C(n,s) =——= = —5 2.27

(n,s) mz['(—s) mz2[(1 —s) (2.27)

onde usamos novamente que I'(1—s) = —sI'(—s) para todo s € (0, 1) isso prova o resultado
desejado. O]

Provaremos agora que a transformada de Fourier de uma Gaussiana ¢é ela propria.
Proposicao 2.18. Seja £ € R™ entao,
]-(e_”'g'Z) = / el = 2miw gy o=l (2.28)
Demonstra¢ao. Vamos fazer a prova inicialmente para n = 1. Se £ = 0 a equacao (2.28)
¢ a integral bastante conhecida

/ e gy = 1. (2.29)

o
Agora suponha que £ > 0 e considere a fungao f(z) = el que é uma func¢ao holomorfa
definida no conjunto dos numeros complexos, em particular, holomorfa no interior do
contorno g, representado na Figura 1
O contorno g consiste em um retangulo com vértices R, R+, —R+1i£, —R e

a orientagao positiva no sentido anti horario. Pelo Teorema de Cauchy ( veja [14]),

L ez =0
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—R+ i R+ i

Figura 1: Contorno de vg

A integral sobre o segmento real é simplesmente

R 2
I —/ e ™ dx,
-R

que converge para 1 quando R — oo. A integral no lado vertical a direita é
3

f(R+iy)idy
0

¢ 2
/ e~ w(R+1iy) Zdy
0
13

_ / B_W(R2+2iRy_y2)2Z'dy.
0

Iy

Essa integral vai para zero quando R — oo, pois & é fixo e podemos estimar por
|I_|_’ — ’/ w(R24+-2iRy—y?) Zdy‘

S/ ‘efﬂ(R2+2iRyfy2)2i‘dy

= / ™’ |dy

—7TR2

Analogamente, a integral sobre o segmento vertical a esquerda I_ também vai para zero

quando R — oo pelos mesmos motivos. Finalmente a integral sobre o segmento horizontal
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na parte superior é

-R
S = / efﬂ-(x‘i’ié)zdx
-k 2 ; 2
_ / e—T((I +2ixé—§ )dl’
R

R

2 —nx2 —2mi

— _67r§ / e~ 27rzac§dl,.
-R

Dai, somando as integrais temos que
O:/ fdz=IT+1,+1_+S (2.30)
TR
tendo em vista os cdlculos acima, fazendo R — oo em (2.30) obtemos que

o0
0=1—¢" / e~ o 2miTE

[e.9]

Portanto,

0
—qr2 _9ms 2
/ e ™ 27rz:c§dx —e &

[e.e]

0 que prova o caso n = 1. Para provar o caso geral aplicaremos o Teorema de Fubini, o

caso unidimensional que acabamos de provar e (2.29). Com efeito,
]:(B—WIEP) _ / 6—7r|aﬁ|2€—27rix~§dl,

[o.¢] o 5 5
:/ / e T e ML | o= 2Mienln g0 o,

[e.9]

o0 o 5 5 o 5
:/ / e 2 T tngTImiws | o= 2WiEntn </ 6”162’”’“£1d%> dxs...dx,
— o —0Q

o _
2 & &0 2 2 & 2
= e‘”gl/ / e e e T 2 miwsks | o= 2Wintn </ 6_”26_2””25261@) dxs...dx,
—00 —00 —0oQ

repetindo-se esse processo obtemos

—00

Fle Py = ol o8 o—mEl _ orlel?

isso prova o que queriamos. ]

Agora, faremos uma prova direta de que (2.22) e (2.27) sdo iguais, utilizando

métodos de Fourier e (2.23).
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Lema 2.19. Para todon € N, n>1, e s € (0,1) temos que

/ L—cos @muwn) ;,, _ m T~ o) (2.31)
n |w|nt2s sI'(5 + s)
Equivalentemente, temos que
1 — cos (w) 720(1 — s)
dw = . 2.32
/n |w|n+2s v 2255I(%5 + s) (2.32)

Demonstracao. A igualdade (2.31) é equivalente a igualdade (2.32). Com efeito, fazendo
Dai,

dw

(2m)"

a mudanga de variavel @ := 27w temos que dw = (27)"dw logo dw =

dw

et 201 —s) / 1 — cos (2mwy)
sT(Z+s)  Jpno ||t

B / 1 — cos (wy) dw
" |%|n+25 (27-‘-)71
1_ ~

|U~} |n+2s

portanto,

/ 1 — cos (u?l)d . wal(1—s)
W = :
n |u~)|n+25 22531“(% +S)

Agora comparando (2.1),(2.19) e (2.22) temos que
1 / 2u(z) —u(z +y) —u(z —y)

2 [ —1;;f:+<1;$1>dw |y |2

dy = F(2nle)*a©)). (233

Similarmente, comparando (2.1),(2.25) e (2.27), obtemos que

2237131#(% +5) 2u(z) —u(x +y) —ulx —y)
7r§11(1 ~s) /n lyln 2 dy (2.34)
- / 5 (U (2, ) — ule)) dr.

n =z

Além disso, veja (2.26), temos que U(z,t) := I'y*xu(z), onde I'y := G(z,t) = (47t) 2 e 4 .

Aplicando o Proposicao 2.18 e para qualquer ¢ > 0 fixo, usando a substituicao y =

z
At
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temos que dx = (vV4rt)"dy, assim,

F(T4(8)) :/n(47rt)_’felﬁ26_2””'5dx

—n —|Vanty|? .
~ (4nt) 7 / e 2 VIS (et dy

—/ e*ﬂ\ylze*%z‘y-(\/‘lwté)dy
_ 6—%\@5?

_ 6—47r2t|§\2

como consequencia,

F(T4(€)) = 1)a(€)
— (e~ AmHE? 1)@(5)

P

multiplicando por t=*~! e integrando sobre ¢ > 0, obtemos

]—'(/ t_s_l(U(x,t)—u(x))dt) = / 757 (e U 1) dra€)
= T(=s)(4m*¢])"a(s)
gragas a equagao (2.23) usando A\ = 472|¢|? agora tomando a transformada inversa de

Fourier, temos

| ) ~ (et = D) enF (e a)
aplicando em (2.34), obtemos

2237131#(% + 5) / 2u(z) —u(x +y) —u(z —y)

o 2s ——1 28 ~
g s dy = (2m)* F " (Jglil©))

agora lembrando (2.33)
1 / 2u(zr) —u(z +y) —u(x —y)
dw Jrn

2 Jen e jyl

Concluimos que

dy = F~((2n]¢])*a(6)).

2[(1 — s) _/ 1—cos(w1)dw

225sI'(§ + 5) N |w|n+2s

como queriamos demonstrar. O
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2.3 Desigualdade de Sobolev Fracionaria e Férmula

Generalizada de Co-area

Os espacos fracionarios de Sobolev possuem um grande nimero de importantes
desigualdades funcionais. Apresentaremos aqui a Desigualdade de Solbolev fracionaria e
a Formula de Co-area Generalizada.

A Desigualdade de Sobolev fracionaria pode ser escrita da seguinte forma.

Teorema 2.20. Para todo s € (0,1), p € (1,2) eu € Co™(R"),

DF )
loll sy < ©( [ [ 20 daay), (23

para algum C > 0, dependendo de n e p.

Demonstracao. Fixamos a > 0, r > 0, p > 1 e x € R". Entao, para todo y € R" temos
lu(z)] = |u(z) — u(y) + u(y)| < |u(x) —u(y)| + |u(y)| e assim, integrando sobre B, (x),

obtemos

1B, ||uz)] < / )~y + /B Ity

u
- [ RO yeay s [l
() |z —y| Br(x)
u u(xr) —u(y
<r / [ulz) = uly)| E)lder/ lu(y)|dy
@ Tl Br(z)

agora definindo a := % e usando a desigualdade de Holder (veja [8]) com expoentes p
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obtemos

_pb_ np np
e 257 e com expoentes o e S,

| Br||u(z)]

v [ Ju(z) — u(y)|
< / MO =¥ gy v [ )y
B (x) ‘x—y‘ p B,(x)
p—1

1
nts — p P P
([ ) (] o)
Bi(z) |T—y|vteP Br(z)
sp n(p—1)+sp
([ 1w
By ()

+

nzpdy) np (/ dy) np
Br(x)
ntsp p—1 u(x) — u(y)|? P
=r » (Cir")» (/ —| (z) n—(l—ys)| dy>
B (x) |{E - y| P

n(p—1)+sp n np
Hean B ([ 5 ay)
By (x)
—sp

1 n
u(zx) —u(y)|P P n(p=1)+sp n np
< Orts </ —| ( ) nsysz| dy) +Cr e </ |u(y)|nipdy)
By (x) [z — | By (x)

onde Cy = [ B1(0) dy e C' > 0. Entao, dividimos por r" e renomeando C', obtemos que

n—sp

ol = [(/U Wc@) e (f ru<y>|n’i’;pdy)”] .

Considerando a notacao

Ny UC T

o =y

n

g dy

fi= | luly)l”

Rn

temos que

s 1 —n ,  n—sp
[u(@)] < Cr* ((a)» +77(8) "),
elevando ambos os membros ao termo apropriado n’j—’;p e renomeando C, vemos que

np

[u(@)| ™5 < Ori (()r +r7 ()5 )77 (2:36)
(8) " _ —n,  n—sp 1
Tomando agora r := , com essa configuragao, temos que r» () = = («a)r.
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Assim, possivelmente renomeando C, nés temos na equagao (2.36)

u(@)[# < Cl)(B)¥

=C/f%%ﬁ%¥@(wmwwﬁw)

para algum C' > 0, e assim, integrando sobre x € R",

2

sp

i) ([ )
nsn dy < dxd u(y)|==rd
[ 1uta ([ [ 2t o) ([t =5ay

portanto, apds uma simplificacao, obtemos que

WP i)
loll sy < ©( [ [ 20 )

Agora iremos apresentar a Férmula de Co-area Generalizada.

Teorema 2.21. Para qualquer s € (0,1) e qualquer fung¢do mensurdvel u : Q — [0,1],

1 ! dxd
e [ Ly,
2 QJQ |I‘ - |n s 0 {zeQu(z)>t} J {yeQu(y)<t} |I‘ - y|n s

Demonstracao. Nés pedimos que para qualquer x,y € )

entao

lu(x) —u(y)| = /0 (Xgusty () X quzey (U) + Xquzey (@) X qusty (1)) di. (2.37)

Para provar isso, corrigimos = e y € () e trocando-os, podemos supor sem perda de

generalidade que u(z) > u(y). Entao definimos

gp(t) = X{u>t} (m)X{uﬁt} (y) + X{u<t} ($)X{u>t}<y)

por construcao

assim, sendo
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provando (2.37). Agora, multiplicando por ‘z+ e integrando (2.37) em 2 x 2, obtemos

y[mts

/ lu(z) —u(y )ldxdy :/1 // X{u>t}($)X{ugt}(y)+X{u§t}($)X{u>t}(y)dxdy gt
oo |z —yl"ts |z — y[nts
dxd dxd
/ </ / g %H—s / / - yn—i—s) dt
{u>t} J{u<t} |z —y| {u<t} J{u>t} |z -yl
dxdy
/ (/ I m)dt.
{u>t} J{u<t} |z —y|

2.4 Principio do Maximo e Desigualdade de Harnack

A Desigualdade de Harnack e o Principio do Maximo das funcées harmonicas sao
topicos classicos na teoria da regularidade eliptica, ou seja, no caso classico se uma funcgao
nao negativa é harmonica em B; (a bola de centro 0 e raio 1), entdo seu minimo e maximo
em B, (a bola de centro 0 e raio r) para r € (0,1) devem sempre ser comparaveis. Em

particular a funcao nao pode tocar o nivel zero em B,.

Definigao 2.22. Dizemos que uma fun¢ao u € S(R™) € s-harmdnica quando satisfaz

(—A)*u=0.

Vale ressaltar que a contrapartida fraciondria desses fatos é, em geral, falsa, como

mostra esse proximo resultado.

Teorema 2.23. Eziste uma funcao limitada v que € s-harmonica em By, ndo negativa

em By, mas tal que infg, u = 0.

Demonstracao. A ideia principal é que nds somos capazes de pegar o dado de fora de B;
de maneira adequada para “abaixar” a funcao dentro de B; até atingir o nivel zero. Ou

seja, tomando M > 0 e tomando uy; como a funcao que satisfaz

(—=A)°upy =0 em B,
uy =1—M em B;\ By (2.38)



38

Quando M = 0, a funcao uy, € identicamente 1. Quando M > 0, esperamos que ujs
se curve ja que o fato do laplaciano fracionario desaparecer em B; for¢a o quociente de
segunda ordem desaparecer em média (isto é, por (2.1), ou a formulagao equivalente em
(2.7)). De fato, afirmamos que existe M, > 0 tal que uy;, > 0 em B; com infp, uy, = 0.
Entao o resultado do Teorema seria alcancado tomando-se u := wuyy, .

Para verificar a existéncia desse M., mostramos que infp, uy; — —oo quando
M — oo. De fato, argumentamos por contradi¢ao, suponha que isso nao possa acontecer.

Entao para qualquer M > 0, terifamos que

ijrglf Uy > —a (2.39)
para algum a € R fixo. Definimos vy, := ==L Entdo por (2.38)
(—A)°vy =0 em B,
Vv = 0 em Bg \ Bg

vy =1 em R"\ ((B3\ Bs)U By).

—a+M-—1

i Tomando

Além disso, por (2.39), para qualquer z € B; temos que vy (z) >

limites quando M — oo, obtemos que vy, se aproxima de uma funcao v, que satisfaz

(—A)°ve =0 em B,
Voo = 0 em Bs\ By
Voo = 1 em R"\ ((Bs\ B2)U By).

e, para todo = € By, voo(x) > 1. Em particular, o0 maximo de v, ¢é atingido em algum

ponto x, € By, com vy (z,) > 1. Assim,

0 — V.P./ Voo () _U"O(y)dy

|0 — y[ 2

> VP/ ’Uoo(x*) — U:(y)
Bg\BQ |a7* - y|TL s
1-0

> V.P./ ——dy
Bs3\Bs |z — y|mt2s

> 0,

que ¢ uma contradigao. O
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Observacao 2.24. O Teorema 2.23 € apenas um caso particular do efeito que o dado
no infinito pode ter sobre o laplaciano fraciondrio. Por outro lado, a Desigualdade de
Harnack e o Principio do Maximo sao verdadeiros se, por exemplo, o sinal da fun¢ao u

for controlado em todo o R™.

Agora apresentaremos em detalhes um Principio do Maximo Global.
Teorema 2.25. Se (—A)*u>0em By eu >0 em R"\ By, entio u >0 em By.

Demonstrag¢ao. Suponha por contradi¢ao, que o ponto minimo x, € B satisfaz u(z,) < 0.
Entao u(x,) é um minimo em R" (pois u é positivo fora de By), seja y € By entdo temos
que 2u(zy) — u(ze + y) — u(z, —y) < 0. Por outro lado, se y € R" \ B, temos que
z, £y € R"\ By, logo u(x, +y) > 0 entao

0 < (=4)ufz.)

N |y|n+ s

< / 2u(zr,) — u(z, ++y2) —u(z, —y) dy
R\ By |y|rt2s

2u(x,
< / u(i) dy
R"\BQ |y|n y

<0

isso nos leva a uma contradigao. Portanto, u > 0 em B; como queriamos demonstrar. [

Similarmente ao Teorema 2.25 acima, pode-se provar um Principio do Maximo

Forte.

Teorema 2.26. Se (—A)*u >0 em By eu >0 em R"\ By, entdo u >0 em By a menos

que u seja identicamente nula.

Demonstracao. Observamos que u > 0 em todo R", gragas ao Teorema 2.25. Portanto,
se u nao for estritamente positivo, existe zq € By tal que u(zg) = 0. Assim,
0 < (=A)u(xg)

_ 2u(zg) — u(zo +y) — u(zg — y)
— ! dy
n |y|t2s

:_/ wao o) Tl =),
n |y|n+ s

<0

?
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pois, u(zg +y) e u(zro — y) sdo nado negativos, portanto

[ totn i),

|y|n+28
e assim, concluimos que u ¢é identicamente nula, como queriamos. O

Uma versao simples da desigualdade do tipo Harnack no sentido fracionario

também pode ser obtida da seguinte forma.

Proposicao 2.27. Suponha que (—A)*u >0 em By, com u > 0 em todo R". Entao

u(0) > c/ u(z)dz,
By
para ¢ > 0 adequado.

Demonstragao. Seja I' € C§°(B1), com I'(z) € [0,1] para todo z € R", e I'(0) = 1.

1
2

Fixamos € > 0, e seja
n:=u(0) +¢e>0. (2.40)
Definimos I',(x) := 2nI'(z) — a. Note que se a > 27, entdo I',(z) < 2n—a <0 < u(x) em

todo R™, consequentemente o conjunto {I', < v em R™} é ndo vazio, e podemos definir

ay = alerﬁgfn{Fa < wuem R"}.

Por construcao

a, < 2 (2.41)

Se a < n entao I',(0) = 2n —a > n > u(0) o que contradiz a defini¢ao de a,, entao

ay > 1. (2.42)
Note que
I, <uem todo R™. (2.43)
Nos pedimos que
exista zg € B_% tal que I'y, (z0) = u(zo). (2.44)

Para provar isso, supomos por contradi¢ao, que u > I',, em B%, isto é,

p:= ming—(u(z) — [y_(z)) > 0. Além disso, se z € R" \ Bu, temos que u(z) — I'y, (z) =
3 2
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u(z) — 2nl'(z) + a. = u(z) + a. > a, > n, por (2.42). Como consequéncia para todo
r € R",
u(z) = Lo, (x) = min{u, n} = p, > 0.

Entao se definirmos a, := a, — (&), temos que a, < a, e

u(z) — Ly, () = u(x) — Ty, (z) — ) > 5 > 0
isto estd em contradigdo com a definigao de a, provando assim (2.44).

De (2.44) temos que z € B_%, dai, (=A)°u(xy) > 0. Também |(—A)*T,, ()| =
2n|(—A)*T'(z)| < Cn, para todo € R", portanto por (2.43) e (2.44)

Cn = (=A)Ta,(z0) = (=A) u(xo)

= C(n.s)V.P, / Lo, (o) |;|ff;5<mo+y>

u(wo) — u(wo +y)
|y’n+25

dy — C(n, S)V.P./ dy

n n

Ly, (20) — T, (zo +y) — u(z0) + u(ro +y)

= C(n, S)V.P./ =T dy
-,
= C(n,s)V.P. / wlwo + y?y|n+2:<x0 +9) dy
—
Z C(n, S)VP/ U($0 + y) n+20;= (‘7:0 + y) dy
Bi(—0) ]yl

note agora que se y € Bi(—x), entao |y| < |zo| + 1 < 2, assim obtemos

C(n,s
Cn = EL+25) / [u(zo +y) — Lo, (20 + y)] dy.
2 Bi(—x0)

Observe que —I',, (x) = 2nl'(x) — a. < n, por (2.42), nds concluimos que

C(n,s
Cn > EL+25) {/ (u(zo +y) — n|Bi) dy} ;
2 Bi(—wo)

isto é, usando a mudanca de varidvel x = zo + y, recordando (2.40) e renomeando as

constantes, temos que

C(u(0) +¢)=Cn > / u(z)dx.

By
Dai, fazendo € — 0 o resultado segue. O]

2.5 Exemplo de Funcao s-harmonica

Nesta secao fornecemos um exemplo explicito de uma funcao que é s-harmonica

em R, = (0, 00).



Teorema 2.28. Para qualquer x € R, seja w,(x) := v = max{z,0}*. Entao

—cslx| 7%, se <0

(=A)%ws(x) =

0, se x>0,

para uma constante adequada cs > 0.

(~A)'wy(z)

Figura 2: Funcao s-harménica. (Figura obtida de [4]).

Para provar o Teorema acima, comecamos com alguns calculos preliminares.

Lema 2.29. Para todo s € (0,1) temos que

/1 (1+t)3+(1—t)5—2dt+/°° L+, 1

t1+2$ t1+2s s

Demonstragao. Fixando e > 0, integramos por partes:

/1 (1+t)3+(1—t)5—2dt

t1+25

1! d
= —2—5/ (L) + (L= #)" =2 et

1[4+t + 01—t —2]" 1 /1 s(1+41) 1 —s(1 —t)5!

2s 1%s . 25 /. t2s

1 l+ef+(1—e—=2] 1 [F(A+8) ' —1—1t)"
B P € ) Ml k) +_/(th) -t .

2s €2s 2 /. 1%

2

25 €28

! [o(1) —2° + 2] + % {/61(1 + 1) dt — /61(1 — t)51t2sdt}

T 2s

42

1 {(1+e)s+<1—e)s_2_28+2} 1 U:(Ht)s_lt_%dt_[(l_t)s_lt_zsdt}
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logo,

/1 (1+t)s+(1—t)s—2dt

t1+25

= o) -2 +9]+ {/51(1 LBy /51(1 - t)slt%dt]

onde o(1) converge para zero quando € — 0. Além disso, fazendo a mudanga de varidvel

t = ﬁ isto é, t = 1L+t entao, dt = ﬁdﬂ eset = ¢ temos t = T € quando

t =1 temos t = oo além disso,

~ s—1 ~ —2s
(1—t) 't = (1 b (L)
+1 1+t
= (1+ g)fs+1+28 (2'{) —2s

(
(1 n E)lJrs (i) —2s

assim,

1 00
/(1—t)51t23dt:/ (1 —1)* 1254t

1—e

Agora escrevendo t ao invés de ¢ como variavel de integragao, obtemos

t1+25

/1 (1+t)3+(1—t)5—2dt

= o) 2+ 2]+

rrl 1
/(1+t)s_1t‘25dt—/ (1—t)5_1t_23dt}

i 1 o)
/ (14t)*H2dt —/ (1 +t)5_1t_25dt]

€
1—e

(2.45)

= o) 2 2]+

N = N

€

1 1 T—e ()
=55 o) =2+ 2]+ 5 / (14 t)> M >dt — / (1+ t)s—lt—%dt]
¢ 1




agora, observamos que a primeira integral na direita pode ser limitada como segue,

€

0 §/1_6(1+t)8_1t‘23dt

€

1—e
< / (14 ) e dt

— (1 + 6)8_16_28 [t]elfs

= (1 s—1_—2s € .
(I1+€)" ¢ (—1_6 6)

— (1 + 6)5_16_28(1 . €>_1€2

— 6—254—2(1 +€)s—1(1 . €>_1

sendo assim,

€
1—e

lim (1+t)5 1t %dt = 0.

e—0 ¢

Entao, (2.45) satisfaz

/1 (1+t)5+(1—t)5—2dt

tl+25

€

1 1 — e
% (o(1) —2° +2) + 3 (/1 (1+t)* "t %dt — / (1+¢)5 1t 5dt
€ 1

—2°4+2 1 [~ 1,9
= — = 1+¢t)" "t ~dt.
2s 2/1 (1+1)

Agora integrando por partes, a integral entre 1 e infinito, vemos que

1 [ 1 [ d
- 14+t %4t = — 1725 (1 4+ t)dt
2 /1 (1+1) 2s dt( +1)
1
[t‘25(1+t - —/ —2st 1T (1 - t)5dt
225 0
- _ t 1 28
2s +/1 ( )
Portanto,
LA+t + (01—t -2 —2542 1 [
dt = S 1+ t) 2t
/0 ti+2s 2s 2/1 (1+1)
—25 49 9% o0
= S 1+ 8)t 125t
2s * 2s /1 (1+1)
1

== —/ (1+t)5t 125t
1

S

concluindo assim o que queriamos demonstrar.

44
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Do Lema 2.29 acima deduzimos a seguinte propriedade da funcao w,, cujo

laplaciano fracionario em 1 é zero.
Corolario 2.30. Seja ws como no Teorema 2.28. Entao,
(—A)*wy(1) = 0.

Demonstragao. Primeiramente note que a fungao ¢ — (1+¢)°+(1—¢)*—2 é par, portanto,

/1 (1+t)s+(1—t)s—2dt:2/1 L+ +(0-t) =2

|t’1+25 t1+2s

1
Vejamos a relagao entre as integrais em (—oo, —1] e [1,00). Fazendo a mudanga de varidvel
t = —t implica que dt = —df e se t — —oo temos que t — 0o e quando ¢t = —1 segue que

t = 1 portanto,

1=t -2 TA+6) -2 - ©(1+1)—2 .
i e e

assim, consideramos t como a variavel de integracao ao invés de t e pelo Lema 2.29,

©ws(1+ 1) +ws(1 —t) — 2wy(1)
. |t|1+28 dt
-1 1 00
B (1—1t)*—2 (14t +(1—t)°—2 (14t)° -2
_/_OO ‘t|1+2$ dt + . |t’1+2$ dt + . |t|1+2s dt
A4ttt -2 ©(1+1t)"—2
=2 /0 fir2s di+2 /1 T

VAt +(1—t)*—2 ©(141)° >~ dt
2 dt dt — 2
|:/0 t1+2s +/1 |t|1+28 /1v |t|1+25:|

1 < dt
—9|t o & |

s /1 W*QS}

Como
/°° N s R |
Lt 2s |, 2s
Dali,
C ws(1+1) +ws(1 —t) — 2ws(1) 1 1
dt=2|=-2-—|=0.

/_OO [£[1r2s s “9g

Portanto (—A)*w(1) = 0. Isso prova o resultado desejado. O

A contrapartida do Corolario 2.30 é dada pelo seguinte lema.



46

Lema 2.31. Seja w, como no Teorema 2.28. Entdo
—(—=A)*ws(—1) > 0.
Demonstracao. Temos que
ws(—1+t) +ws(—1 —t) = 2ws(—1) = (=1 + ).+ (-1 —1)5 >0
e nao ¢ identicamente zero, o que prova o resultado desejado. O

Agora faremos a prova do Teorema 2.28.

Demonstragao. Seja o € {—1,1} denotando o sinal de z € R\ {0} fixo. Afirmamos que

/°° ws(o(1+1)) +ws(o(1 —1t)) — 2w8(0)dt _ /°° ws(o +1t) +ws(o —t) — 2ws(0>dt.

|¢]1+2s [£[12s

o0 —00

(2.46)
De fato, a equacao (2.46) é obvia quando = > 0 (ou seja, 0 = 1), entdo supomos = < 0
(ou seja, 0 = —1) e fazendo a mudanga de varidvel 7 = —t logo d7 = —dt e se t — —o0

entao 7 — 0o e quando t — 0o temos que 7 — —oo. Assim, vemos que

/OO ws(o(14+1)) + ws(o(1 —t)) — 2ws(0) ”

‘t’1+23

Y A ws(—l—zf)—i—ws(—l—l—t)—2ws(<7)dlf
- - \t|1+23

[T w (14 T) Fwe (1 —7) —QwS(U)d
- - ]7\1“5 T
[ ws(a+7)+ws(o—7)—2ws(0)d
. = i

isso prova (2.46). Agora observamos que para qualquer r € R,
ws(|z(r) = (Jz[r)} = |2r] = |z[ws(r)

isto é,

ws(xr) = ws(o|z|r) = |z|*(or) = |z/*ws(or).

Entao fazendo a mudanca de variaveis y = tx temos dy = xdt e |y‘11+25 = +251|z|1 55 € por
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(2.46) obtemos que

/oo ws(x_’_y)—f—ws(l‘_y)_Qws(x)
ly[1+2

dy

[ et t) el ) i),
B - |x|25|t|1+25
/°° |z[*ws (0 (1 +1)) + [z[*ws(o (1 — 1)) — 2[z[*ws(0)
= dt
. |x’2$‘t|1+2$
o [ ws(o+ 1) +ws(o —t) — 2ws(o)
—lei [ e i
Isso diz que
) 2| (—A)*ws(—=1) se x<0
(—A)ws(z) =
|z|~*(=A)*ws(1) se z > 0.
Portanto, pelo Lema 2.31 e o Corolario 2.30 temos que
) —cslz|™F se <0
(—A)*ws(z) =
0 se x>0,
onde ¢; = —(—A)*ws(—1) > 0. O

2.6 Aproximacao local por funcoes s-harmonicas

Aqui mostraremos que as funcgoes s-harmonicas podem aproximar localmente
qualquer funcao dada, sem restrigoes geométricas. Este fato é bastante surpreendente
e é uma caracteristica puramente nao local, no sentido de que nao tem contrapartida
classica. De fato, no cenario classico, as funcoes harmonicas sao bastante rigidas, por
exemplo, nao podem ter um maximo local estrito e, portanto, nao podem aproximar uma
funcao com um maximo local estrito. O quadro nao local é completamente diferente,
como a oscilacao de uma funcao “de longe”pode tornar a funcao localmente harmonica,
quase independentemente de seu comportamento local.

O que segue é um resultado de aproximagao, por fungoes s-harmonicas.
Teorema 2.32. Seja k € N fizado. Entdo para qualquer f € C*(B1) e qualquer ¢ > 0
eristem R >0 eu € H*(R") N C*(R™) tais que

(=A)Yu(z) =0 em By

(2.47)
u=0 em R™\ Bg,
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ellf—ullerm,) <
Demonstracdao. Dividiremos a prova em trés etapas. Além disso, por simplicidade,
faremos a prova no caso unidimensional.
Etapa I: Reduzindo para monémios
Seja k € N fixo. Usamos em primeiro lugar o teorema de Stone-Weiestrass e temos

que para todo € > 0 e qualquer f € C*([0,1]) existe um polinémio P tal que

|f = Pllcr,) <€
Assim, basta provar esse Teorema para polinomios. Entao, por linearidade, basta prova

. A . N ~ A .
isso para monomios. De fato, se P(z) =) _,c,x™ encontra-se uma funcao s-harmonica

u,y, tal que
€
|t — 2™ || ormy) < Neo]!

: N
em seguida tomando u =Y " _ ¢,u™ temos que

m=0
N N
| — Pllescz,, =l Z Crtim = Y ™| o3,
m=0

= | Z Cm(tm — 2")||cx B,
N
< lemllfum — 2™ lor gy
m=0

N
<3 lenlio
m=0 Cm

=€
observe que a funcao u ainda é uma funcao s-harmonica, ja que o operador laplaciano
fracionario é um operador linear.
Etapa II: Abrangendo as derivadas
Provamos a existéncia de uma funcao s-harmonica em By, desaparecendo fora de
um compacto e com um numero arbitrariamente grande de derivadas prescritas. Ou seja,
mostramos que para qualquer m € N existem R > r > 0, um ponto z € R e uma funcao

u tal que
(—A)u(y) =0 em (x —r,x+7)
u=0 em R"\ (z— R,z+ R)

(2.48)
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Diu(z) =0 paratodo je€ {0,1,...,m—1}
D™u(z) = 1.

(2.49)

Para provar isso argumentamos por contradigao.
Considere Z o conjunto de todos os pares (u,z) de pontos = € R e de fungoes s-
harmonicas em uma vizinhanga de x, satisfazendo (2.48). Para qualquer par, associamos

0 vetor

(u(z), Du(z), ..., D™u(x)) € R™!
e seja V' o espago vetorial abrangido por esta construcao, ou seja,
V :={(u(x), Du(x), ..., D™u(z)), para (u,z) € Z}.

Afirmamos que

V' é um espaco linear. (2.50)
Com efeito, sejam Vi, V5 € V e a1, as € R. Entéo para todo i € {1,2}, temos que
Vi = {(us(x;), Du;(x), ..., D™u;(x;)) , para (u;, x;) € Z},

isto é, u; é s-harmonica em (x; — 3, x; +1;) e é nula em R\ (z; — R;, x; + R;), para algum

R; > r; > 0. Definimos
us(x) == aqur (v + x1) + agua(z + x2).
Por construgao, uz é s-harmonica em (—r3,r3), e nula em R \ (—Rj3, R3), com r3 :=
min{ry, 7o} e Ry := max{R;, Ry}, assim sendo (u3,0) € Z. Além disso,
Diug(x) = ay D’ uy (x4 1) + ag D7 ug(z + 2)
e assim
aVi+aVo =a (ul(xl), Duy(xq), ..., Dmul(aﬁl)) + as (ug(xQ), Dug(xg), ..., Dmug(xg))

= (Ug(fﬁg), DU3(£E3), ceey DmU,3($3))

pertence a V', provando assim (2.50).

Agora para completar a prova da Etapa II basta mostrar que

V =R (2.51)
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De fato, se (2.51) é verdadeiro, entdo em particular (0,...,0,1) € V que é o desejado na
Etapa II. Para provar (2.51) argumentamos por contradigao, isto é, se (2.51) nao ocorre,
por (2.50) temos que V ¢ um subespaco préprio de R™! e por isso estd em um hiperplano.

Assim, existe um vetor ¢ = (cg, ..., ¢,) € R™T1\ {0} tal que
V C{we R c.w =0}

Isto é, tomando (u,z) € Z o vetor ¢ = (co,...,¢;n) € ortogonal a qualquer vetor
(u(z), Du(z), ..., D™u(x)), logo

Z c;D’u(z) = 0.

j<m

Para encontrar uma contradicao agora encontramos uma funcao s-harmonica
apropriada e avaliamos em um ponto apropriado x. De fato, um bom candidato para
a funcao s-harmonica é 7%, como sabemos do Teorema 2.28, estritamente falando, esta
funcao nao é permitida aqui, ja que nao tem suporte compacto, mas digamos que
pode-se construir uma fun¢ao s-harmonica que tenha suporte compacto com o mesmo

comportamento proximo da origem. Com essa pequena observacao deixada de lado,
calculamos para z € (0, 1), préximo & origem
Dix®=s(s—1)-...-(s—j+1)z°

e multiplicando a soma por ™ * (para x # 0) temos que

chs(s — 1) (s—j+ 1™ =0

j<m
mas s € (0,1) e o produto s(s — 1) -...- (s — j + 1) nunca se anula. Portanto o polinémio
¢ identicamente nulo se, e somente se, ¢; = 0 para qualquer j, o que ¢ uma contradigao.
Isto completa a prova da existéncia de uma fungao u que satisfaz (2.48) e (2.49).
Etapa III Argumento de reescalonamento e conclusao da prova

Na etapa anterior, para cada m € N, fomos capazes de construir uma funcao
localmente s-harmonica u tal que u(z) = 2™ + o(z™™!) préximo & origem. Considerando
a explosao
u(Az)

uy(z) = R ™ + No(z™ 1)




51

temos que para A pequeno, uy € arbitrariamente préximo do monomio x™. Como afirmado

na primeira etapa, concluindo assim a demonstracao do Teorema 2.32. O]

Vale ressaltar que a flexibilidade das funcoes s-harmonicas do Teorema 2.32 pode
ter consequéncias concretas. Por exemplo, temos que uma populacao biolégica com
atitudes dispersivas nao locais pode se adaptar melhor localmente a uma distribuicao
dada de recursos, ou seja, espécies biologicas nao locais podem eficientemente usar recursos
distantes e elas podem se ajustar aos recursos disponiveis nas proximidades consumindo-
as (quase) completamente, tornando assim mais dificil o estabelecimento de uma espécie

competidora diferente.

2.7 Uma funcao com laplaciano fracionario constante

na bola
Nesta secao iremos calcular explicitamente o Laplaciano fracionario da funcao
Uz) = (1 - [z])3.

Em B; temos que
w?’l

(—A)'U(x) = C(n, 5)73(1 —5,8), (2.52)

onde C(n, s) é introduzido em (2.22) e B é a funcao especial Beta.
Seja u : R — R dada por u(z) = (1 — |2]*)5. Considere o laplaciano fraciondrio

restrito a (—1,1)
1

u(w) — u(z —y)

Lu(z) = V.P. /

Y
-1 |y[ 2
vamos calcular Lu(0). Por simetria temos que
1 2
: LA —y)

Fazendo a mudanca de varidavel w = y?, temos dw = 2ydy, logo QdTwE = dy, dai, integrando
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por partes obtemos

~ot [ 1 [

S S €2
—2s w=* 1 1 w=* .

=—_+l { — (1 —w) - —s(1 — S—d}

S +EIE>% S |:( 'lU) —S 2 /62 —S[ 8( w) ] v

1 6723 6723 1
= —= +lim [ + (1 - €é)* + / w (1 — w)s_ldw}

S e—0 S —S €2

1 —2s _ _—2s 1— 2\s 1
= ——+lim [6 Gy +/ w (1 — w)81dw]

s =0 s 2

aplicando o limite e usando a representacao integral da funcao Beta, ou seja,

1
Bla, ) = /0 211 = )t

obtemos que

1
Lu(0) = ——+ B(1 —s,s). (2.53)

s

Para calcular Lu(x), seja x € By e considere a mudanca de varidveis w = f:jy implica

que y = ;= assim, dy = (_1(_1;5;2 dw observe também que

o s z—w\?] (1 —zw)? — 22+ 20w —w?]° (1 —w?)*(1 — 2?)°
(1-y)=|1- = —
1 —zw (1 — zw)? (1 — zw)?s
e

_ 1_ 21142s
7=y = (1 — o) = w1 -2 (w v ) RSV kil i

1 —zw |1 — zw|t+2s
logo
1 B (1 o xw)l—i—Qs
]:c _ y’1+2s - |w|1+2s|1 _ x2’1+2s

como w = 1x:xyy sey = —1temos w =1 esey = 1entao w = —1. Agora usando as
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observacoes acima obtemos que

Lu(x) =V.P. /1 (L) - (L =y

1 ‘iL‘ _ y‘1+25

dy

2\ s (1—11}2)5(1—.732)5
L1 —a) = [ (—zw)® ] (1 —zw)'*? (1 —2?)

=V.P. /1 w128 (1—a2)+2s (1 — xw)zdw
1 2\— 25—142 2 2\— —1+42
(1—2*)75(1 — zw)* 12 — (1 —w?)*(1 — 2*)7%(1 — 2w) 112
=V.P. d
vrf, (1= 2w ul 7 !
1 25—1 2\s -1
T L e B L ()
=(1—2%)"°V.P. /1 i dw
1 _ _ an2)s _ 2s—1 __ _a2)\s _ _ -1
_ (1—x2)_SV.P./ 1—(1—w)®+(1—2w) 112+ (1—w?)*[1 —(1—aw) ]dw
~1 w2
1 1 — (1 _ ,w2)s 1 (1 - I,,w)Zsfl -1
_ _ 2\—s _ 2\—s
=(1—2*)"°V.P. /1 T dw+ (1 —27)°V.P. /1 PIE=E dw
1 2\s -1
oy (1 —w?)*[1 = (1 —zw)™]
+(1 —2°)°V.P. /1 PEEEE dw
= (1= 2%) 7" [Lu(0) + J (z) + I(x)],
portanto
Lu(z) = (1 —2%)"*[Lu(0) + J(z) + I ()] (2.54)
onde Lu(0) é dado por (2.53) e denotamos
1 25—1
. (1 —zw) -1
J(z) :=V.P. /_1 =T dw
e
1 2 -1
. (1—w?)*[1 —(1—aw)™!]
I(z):=V.P, /_1 o> dw.

Em J(z) temos que

1 2s—1 1
(1 —zw) 1
1 1 2s—1 1 — 2s—1 1
= lim {/ (1+wz) all ) dw — 2/ lesdw}

e—0 wit2s

fazendo a mudanga de variaveis t = i temos que dt = ;—%dw além disso, t = € implica

1

|t| — |t|1+28

_ 1 _ . . _ _ 1
w = < et=1implica w = 1, como |w| = 7 temos que T observe que
1 —2s

—2lim w2 dw :—QIim(w 1)
=0 J, e—0 ~ —2g '€

1 <—6_2S)
= — —lim
S e—0 S
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e
. V1 +w2)®> 4+ (1 — zow)? ! . [ 1 (t+2)271 4 (t — g)2s—1 2541
11_13% ¢ wi+2s dw = 11_1)% / . - "
=1 ‘ 2s—1 o N\2s—1
= /1 (t+2)* 7 + (¢ - 2) dt]
portanto
1 t 257 e t 257 < _ 2
J(z) =< +lim E+2) + lim (t==2) —lim [ =5
S e—0 2s 1 e—0 25 . 50 s
B O L S et O Gt Sl ) i
S e—0 2s 25 % 9 .
I Q+o)»2+(1—-2)» 1 (14 ex) + (1 — ex)? — 2
5 +—1
5 2s 25 e=0 €25
1 (1+2)%+ (1 —x)*
s 2s
Assim,
1 (1+2)>2+(1—2)*
=5 : 2.55
(@) = - > (255)

Para calcular I(x), com uma expansao de Taylor de (1 — wz)™! em 0, temos que

"1-(1—wr)™?

2\s
PE (1 —w?)*dw

I(z) =V.P. /

-1

1 _ oo k
—V.P M(l —w?)dw

—1 w2

a parte impar da soma desaparece por simetria, e assim
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Fazendo a mudanca de varidvel t = w? temos dt = 2wdw e integrando por partes obtemos

dt
I(x) :—2hm x%/ th=s=3(1 — £)®

1
= —lim :v%/ th=s N1 — t)dt

e—0 2
k=1

= —lim N 2 | —(1 = é¥)° - + /1(1 — ) st
N 6~>0k:1 k—s k—s €2

0 _ 2\s 2(k—s) 1
E : 2k € ) € . s _ 4\s—14k—s
11—{%{ k—s k:—S/E(l i dt]

2

para k > 1, o limite quando € vai para zero do primeiro somatério ¢ nulo, assim usando

) /1(1 — )Rt

) B(k+1—s,s).

a representacao da funcao Beta, temos que
) (
; (
k=1

Definicao 2.33. Seja ¢ um nimero complexo e k > 0 um nimero inteiro, o simbolo de

Pochhammer € definido como

1, para k=70
(@r = (2.56)
glg+1)...(¢+k—-1), para k>0.

usando a defini¢ao acima e propriedades bem conhecidas das fungoes Beta e Gama

conseguimos
—$ ~ —sI(k+1-s)I(s)

pos okl ss) k—sT(k+1)
_ —s(k —s)I'(k — s)I'(s)

(k — s)k!
 —s(k—s—-1)I'(k—s—1)['(s)
N !
 —s(k—s— 1)(kl:<: —s—=2)'(k—s—2)T(s)
B k!
 —s(k—s—1)(k—5—2)...(=s+ 1)['(—=s+1)['(s)
B k(1)
= B(1l—3s,s) (=5

k!
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portanto,

I(x) = B(1 —s,s) Zx% (_]j)k
k=1 '

pela defini¢ao da funcao hipergeométrica (ver [12]) obtemos

I(z) =—B(l—s,s)+B(1—s,s) Z(—S)kﬂ

e portanto

I(z) = B(1—s,s) [(1—2%)°®—1]
substituindo (2.53), (2.55) e I(x) em (2.54) obtemos

Lu(x) = (1= 2%) 7" [Cu(0) + J(z) + I(z))

:(1—x2)’S{B(1—3 s)—l—kl— (L+2)" +(1_x>S+B(1—s,s) [(1—:52)3—1]}

S s 225
1 S S
CB(l—s,s) - (1—gt) e UERTHAZ 2
2s
(2.57)
Agora escrevemos o laplaciano fracionario de u como
(=A)"u(x) /‘1 |u(x)] /°° |u(z)]
— =L ————d ————d
o ES I I S P e A e
- 1 > 1
— 2\s
~cute)+ (-2 | [ it [l
1 —2s 1— —2s
= Lu(x) + (1 — x2)s< to) " +{d-2)
2s
aplicando (2.57) temos que
(—A)u(x) =C(1,)B(1 —s,s). (2.58)

Para o caso n-dimensional, sem perda de generalidade e até rotagoes, consideramos

= (0,0,...,0,z,) com x, > 0. Mudamos para coordenadas polares © — y = th, com
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o U) V.P'/ S 0l el U 0P
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1 1— [22)* — (1 — |z + ht[?)* '
:_/ [V.P./( )" = (L= Je B ) g .
2 Jon, R [£]1+2
Fazendo a mudanca de varidvel ¢ = —|z|h, + Tv/|hx|> — |22+ 1 entdo dt =
VIhax2 — |22 + 1 d7 e notando que
1— |z +ht|* = (1 = 72)(|hpx* — |2* + 1)
entao devido a (2.58) temos que
_ 2\s __ _ 2\s
. [ U =0y,
e |£[1r2s
1 — 25_1_25hn 2 _ 2 1)8
v, [ U 0= Yl 1) e
R | = |2|hn + T/ |z — 2|2 4 1|12
VP / (L= J2)* = (A = 72) (= |22 + D) (Vo — |2 + D)2
=V.P. T
2| = |z hn 4 72 — 2] + 1[1#2 (|hnz|* = [z[* + 1)

(A=[2[)*~(A=72)*(|hnz|*—|z[*+1)*
_ (|hnz?—[z[>+1)°
= V.P./ s AT
R | —|z|hn+T4/|hnz|2—|z|2+1

\/|hn$|2_|z‘2+1

_ |x\2hi s _ _ +2\s
o [0 ) )
= V.r. . 2| |1—|—25
|| —|z[>+1

dr

T -

() »
B C(1,s) = B(l=s).

Agora a partir de (2.59) concluimos que

portanto,

(—=AYU(z) = C(n,s)B(1 —s,8)—

isso conclui a prova da igualdade (2.52).
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3 PROBLEMAS DE EXTENSAO E
APLICACOES

Dedicamos este capitulo a extensao do laplaciano fracionario que trata da
representacao de operadores nao-locais de forma equivalente a operadores locais em uma
dimensao a mais. Apresentamos as duas primeiras aplicacoes, o modelo de ondas de dgua
e o modelo de Peierls-Nabarro relacionados a luxagoes de cristal, deixando claro como
o problema de extensao aparece nesses modelos. Concluimos essa parte discutindo em
detalhe o problema de extensao via transformada de Fourier. A extensao harmonica do
laplaciano fracionario considerada aqui é devida a Luis Caffarelli e Luis Silvestre ([5] para
mais detalhes).

A ideia desse procedimento de extensao é que o operador nao local (—A)?® atuando
em funcoes definidas em R™ pode ser reduzido a um operador local, agindo sobre
fungoes definidas no meio espago de dimensao superior ]R’}fl = R" x (0,00). Definimos,

U: R — R tal que U(x,0) = u(r) em R, é solugio para a equagio
div(y'"*VU(z,y)) =0 em R}
entao, até as constantes, temos que

lim (4 ~%0,U(,9)) = (~A)'u(z).
Considere o espaco R’}fl dotado das coordenadas z € R" e y € (0,00). Vamos

mostrar que o laplaciano com s = % surge quando se procura uma fungao harmonica

em ]RT“I com dado em R" x {y = 0}. Assim, consideramos o seguinte problema local
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Dirichlet-Neumann
AU(z)=0 em R}

U(x,0) = u(xr) para z € R™
A funcgao U é a extensao harmonica de u, escrevemos U = Fu, e definimos o operador £

CcOomo

Lu(x) := —0,U(x,0) (3.1)

pedimos que
L=+\—-A, (3.2)

em outras palavras

L2 =—A,.

Com efeito, usando o fato que E(Lu) = —0,U (que pode ser provado por exemplo, usando

a representagao do kernel de Poisson para a solugao), obtemos

L2 = L(Lu)(z)
= —9,E(Lu)(z,0)
= —0,(~0,U)(x,0)
= ,,U(z,0)
= 9,,U(,0) + A,U(x,0) — AUz, 0)
= AU(z,0) — Au(a)
= —Au(a)

portanto

L2 =—A,
que conclui a prova de (3.2).

Observagao 3.1. Note que no cdlculo acima se definirmos Lu(x) = 9,U(z,0), o mesmo

cdlculo daria L2 = —A.

De certo modo nao é surpresa que uma equacao quadratica ofereca duas possiveis

solucoes. Mas, uma questao natural é como escolher a “certa”. Vamos discutir
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uma justificativa puramente geométrica, no caso unidimensional mais simples. Nos

perguntamos como ¢é a solu¢ao do problema

(=A)Yu(z)=1 em (—1,1)
u=0 em R\ (-1,1)

(3.3)

deve aparecer na varidvel estendida y. Primeiramente pelo Principio do Méaximo (
Teoremas 2.25 e 2.26) temos que u é positiva quando x € (—1,1) (j4 que (—A)%u(z) =1,
com dados zero fora). Entao a extensao harmonica U em y > 0 de uma funcao u que
é positiva em (—1,1) e zero fora de (—1,1) deve ter a mesma forma de uma membrana

eldstica sobre o semi-plano R3 que é restrito ao gréfico de u no traco {y = 0}.

Figura 3: A extensdo harménica. (Figura obtida de [}]).

Damos uma imagem desta funcao U na Figura 3. Observe a partir da imagem que

Su(z) é positivo, deduzimos

0yU(x,0) é negativo, para qualquer z € (—1,1). Como (—A)
que para tomar nossa imagem consistente com o Principio do Maximo, precisamos pegar
o sinal de £ oposto ao de 9,U(z,0). Isto dd uma justificativa geométrica da observacao
3.1, que é baseada somente nos principios do maximo (e em “como as fung¢oes harmonicas

classicas se parecem”).

3.1 Modelo de ondas de agua

Mostramos agora que o operador L surge na teoria das ondas de agua de fluidos
irrotacionais, incompressiveis, de pequena amplitude, considerando ondas longas.
Considere uma particula no mar, que estd no espago R™ x (0,1), onde o fundo

do mar é definido no nivel 1 e a superficie no nivel 0 ver Figura 4. A velocidade da
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particula é v : R" x (0,1) — R"" e escrevemos v(z,y) = (vx(x,y),vy(:c,y)), onde
vy : R" x (0,1) — R” é a componente horizontal e v, : R" x (0,1) — R é a componente
vertical. Estamos interessados na velocidade vertical da dgua na superficie do mar que
chamamos u(z), ou seja, u(x) := vy(z,0).

Em nosso modelo, a dgua ¢ incompressivel, assim div (v) = 0 em R™ x (0,1). Além
disso, no fundo do mar (desde que a dgua nao pode penetrar na areia), a velocidade tem
apenas a componente horizontal nao nula, portanto v,(z,1) = 0. Ademais, em nosso
modelo, assumimos que nao ha vortices: em um sentido matematico isso déd que v é

irrotacional, assim podemos escrevé-lo como o gradiente de uma funcao U : R** — R.

yzow

y=1 z e R"

Figura 4: O modelo das ondas de agua

Somos levados ao problema
AU =0 em R
OU(x,1)=0 em R" (3.4)
U(z,0) =u(z) em R"™
Seja L, como antes, o operador Lu(z) = —0d,u(x,0). Resolvemos o problema (3.4) usando

a transformada de Fourier e, até um fator de normalizacao, obtemos

olel — el
cu=5 (I e 0l6))
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Apresentaremos a abordagem desse problema de extensao no Teorema 3.4.

Observacao 3.2. Para frequéncias grandes &, este operador € assintotico a raiz quadrada

do laplaciano.

Lu~ F(|¢la(€)) = vV—Au.

3.2 Modelo de Luxacoes de Cristal

Um cristal é um material cujos os atomos sao exibidos de maneira regular. Devido
a algumas impurezas no material ou a um estresse externo, alguns dtomos podem se mover
de suas posicoes de repouso. O sistema reage a pequenas modificacoes, empurrando de
volta para o equilibrio. No entanto, modificagoes ligeiramente maiores podem levar a
deformagoes plasticas. De fato, se um deslocamento do atomo é da ordem do tamanho
da periodicidade do cristal, ele pode ser perfeitamente compativel com o comportamento
do material de larga escala, e pode levar a uma modificagao permanente.

Deslocamentos de atomos adequadamente sobrepostos também podem produzir
deformagcoes macroscépicas do material, e as deslocacoes de atomos podem ser movidos
por uma forga externa adequada, que pode ser mais efetiva se for compativel com a
estrutura periédica do cristal.

Essas consideracoes simples podem ser enquadradas em um cenario matematico
e também tem aplicagbes concretas em muitas industrias (por exemplo, na produgao de
uma lata de refrigerante, a fim de alterar a forma de uma folha de aluminio, é razoavel
acreditar que aplicar a forca certa a ela pode ser mais simples e menos dispendioso do
que, fundir o metal).

Também ¢é bastante popular descrever o movimento de deslocamento do atomo em
cristais em analogia com o movimento da lagarta (a grosso modo, é menos caro para a
lagarta produzir um defeito no alinhamento de seu corpo e deslocar esse deslocamento,
em vez de traduzir rigidamente seu corpo no chao).

O arcaboucgo matematico da luxacao apresentada aqui esta relacionado ao modelo
Peierls-Nabarro, que é um modelo hibrido no qual uma deslocacao discreta ocorrendo ao

longo de uma linha deslizante é incorporada em um meio continuo. A energia total no
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modelo de Peierls-Nabarro combina a energia eldastica do material em reacao as deslocagoes
Unicas e a energia potencial de deslocamento ao longo do plano de planeio. O principal
resultado é que, em um nivel macroscopico, as luxagoes tendem a se concentrar em pontos

unicos, seguindo a periodicidade natural do cristal.

] ] ] [ ] ] ®
] L ® [ ® ®
] ] ® C—@ ® ®

] ] ® ® ® ®

[ ] ] @ ® [ ] ®

Figura 5: Deslocamento de cristal. (Figura obtida de [4]).

Para introduzir um arcabougo matemaético para a luxagao de cristal, primeiro
“cortamos”o cristal com um plano. A configuracdo matematica sera entao, por
argumentos de simetria, o semi-plano R% = {(z,y) € R% y > 0} e a linha de deslizamento
serd o eixo x. Em uma estrutura cristalina os atomos sao exibidos periodicamente.
Nomeadamente, os atomos no eixo x tem a preferéncia de ocupar locais inteiros. Se
os atomos sairem de suas posicoes de descanso devido a um desajuste, o material tera
uma reacao elastica, tentando restaurar a configuragao cristalina. A tendéncia é recuar
0s atomos para suas posicoes originais, ou recriar por traducgoes, a configuracao periddica
natural. Esse efeito pode ser modelado pela definigao de v°(z) = v(z,0) é a discrepancia

entre a posicao do atomo x e sua posicao de repouso. Entao, a energia de deslocamento é

M) ::/RW(UO(x))dx, (3.5)

onde W é o potencial periédico suave, normalizado de tal maneira que W(u+1) =
W (u) para qualquer v € R e 0 = W(0) < W(u) para qualquer v € (0,1). Também

assumimos que o minimo de W é nao degenerado, ou seja, W”(0) > 0.
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Consideramos a fungao de deslocamento v(z,y) no semi-plano R%. A energia
elastica deste modelo é dada por
1 2
€(v) === \Vou(z,y)|“dzdy. (3.6)
2 RQ
+
A energia total do sistema é, portanto,

1

F() = e(v) + M%) = §/R2 \Vo(z,y)|*dedy + /RW(vo(x))dx. (3.7)

Ou seja, a energia total do sistema é a superposicao da energia em (3.5), que tende a
instalar todos os atomos em sua posigao de repouso (ou em outra posi¢ao equivalente a
ela do ponto de vista do cristal periédico) e a energia em (3.6), que é a energia eldstica
do préprio material.

Observe que algumas aproximagoes foram realizadas nesta construgao. Por
exemplo, o deslocamento do atomo altera a estrutura do proéprio cristal: para escrever
(3.5), estamos assumindo que os deslocamentos dos atomos individuais nao destrua
a periodicidade do cristal em larga escala, e é de fato essa estrutura periddica
“permanente” que produz o potencial W.

Além disso, em (3.6), supomos que um deslocamento de atomos “horizontal”ao
longo da linha {y = 0} provoca um deslocamento horizontal em {y = ¢} também. E claro
que a realidade, se um atomo em {y = 0} se move digamos para a direita, um dtomo em
nivel {y = €} é arrastado para a direita também, mas também levemente para baixo em
dire¢@o a linha de deslizamento {y = 0}. Assim, em (3.6) estamos negligenciando esse
deslocamento “vertical”. Essa aproximagcao ¢é, no entanto, razoavel, pois, por um lado,
espera-se que o deslocamento vertical seja insignificante em relacao ao horizontal e, por
outro lado a estrutura periédica vertical do cristal tende a evitar deslocamentos verticais
dos dtomos fora da faixa de periodicidade (do ponto de vista matematico, notamos que
levar em conta os deslocamentos verticais tornaria a funcao de deslocamento vetorial, o
que produziria um sistema de equagdes, em vez de uma tinica equacao para o sistema).

Além disso, a suposicao inicial de cortar o cristal se baseia em algum grau
de simplificacao, pois trata-se de estudar curvas de deslocamento em espacos que sao

“transversais”ao plano da fatia.
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De qualquer forma, tomaremos essas premissas simplificadoras (razodveis, afinal)
como garantidas, estudaremos suas consequéncias matemadticas e veremos como 0s
resultados obtidos estao de acordo com a experiéncia fisica.

Para encontrar a equagao de Euler-Lagrange associada a (3.7), vamos considerar
uma pertubacao ¢ € C5°(R?) com ¢(z) := ¢(z,0) e seja v um minimizador. Entao

d
F(v+ ep) =0, (3.8)
de 0

isto é,

—F(v+ep) = i [e(v +ed) + M0 + egb)]

de de
d [1
je{l/ [[Vo] +2Vv- Veg + Vg ] dmdy+/W(v°+e¢)dx}_
]RQ

Portanto considerando ¢ = 0 por (3.8) e (3.9) temos
/ Vv - Vodrdy + / W (v°)pdz = 0.
RZ R
Considere a principio o caso em que supp ¢ N ORZ = (), portanto ¢ = 0. Assim,

Vv - Vodxdy = 0.

RY
Pelo Teorema da Divergéncia (veja [10]), obtemos que
pAvdrdy = 0 para qualquer ¢ € Cg°(R?),
R
assim Av = 0 em R?. Por outro lado, se supp ¢ N IRZ £ (), entdo

_ ~ 10210
0 = /RQ dw(¢Av)dmdy+/W (v°)pdx

= —dx+ / W' (v°)pdz
oRZ.

/ 8ydl’+/W/ )dx
= [ -] e
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para ¢ € C{°(R) arbitrério portanto g—;(aj, 0) = W’(v°) para = € R. Portanto os pontos

criticos de F sao solugoes do problema
Av(z,y) =0 para z€R e y>0,
v(z,0) = v°(x) para z € R,
Oyv(z,0) = W'(v°(2,0)) para z € R,
e até constante de normalizagao, lembrando (3.1) e (3.2), temos que

—vV—=Auv(z,0) = W (v"(z,0)), para todo z € R.

A equacao de evolugao parabdlica correspondente é

ow(z,0) = —vV/—=Auv(z,0) — W (v°(x,0)).

N

Apés essa discussao para s = =, o leitor interessado poderd consultar [4] onde é considerado

o caso mais geral do laplaciano fracionario (—A)® para qualquer s € (0, 1).

3.3 Uma abordagem para o problema de extensao via

transformada de Fourier

Discutiremos aqui o operador de extensao do laplaciano fraciondrio através da
transformada de Fourier. Vamos considerar algumas notagoes. Denotamos pontos em
R = R"™ x (0,00) como X = (z,y), com z € R" e y > 0. Ao calcular gradientes em
R escrevemos Vyx = (V,,d,), onde V, é o gradiente em R". Além disso, em R’
muitas vezes tomaremos a transformada de Fourier na variavel x apenas, para y fixo igual

a zero. Também estabelecemos
a:=1-2s€(-1,1).

Agora, levamos em conta uma definicio alternativa dos espagos H*(R") =

W*2(R") através da transformada de Fourier.

Definicao 3.3. O espaco fraciondrio de Sobolev ]:[(R”) ¢ o conjunto de fungoes u € S(R™)

que satisfazem

~

||u||L2(R") + [U]G < 0
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onde

g = \/ [E1%[o(§)[2dE.
R
Para qualquer u € Wllgcl(O, o0), consideramos o funcional

G(u) := /000 t(Ju@)]? + |/ (¢)?) dt. (3.10)

Pelo Teorema 4 em [13], sabemos que o funcional G atinge seu minimo entre todas as

funcoes u € W' (0,00) N C°[0, 00) com u(0) = 1. Denotamos por g ao minimizador e

C.:=G(g) = min G(u). (3.11)

weW L1 (0,00)NC0[0,00)

loc
u(0)=1

O principal resultado desta secao é o seguinte.

Teorema 3.4. Seja u € S(R") e seja

Uz, y) = F " (a(€)g([€ly))- (3.12)
Entao,
div(y*VU) =0 (3.13)

para qualquer X = (z,y) € R’ffl. Além disso,

—y*0,U = C.(—A)°u (3.14)

y=0}

em R", tanto no sentido de distribuicoes quanto no limite pontual.

Para provar o Teorema 3.4, precisamos fazer alguns cdalculos preliminares.
Inicialmente, lembramos algumas propriedades tuteis da funcao minimizadora ¢g do
funcional G introduzida em (3.10).

Sabemos pela férmula (4.5) em [13] que
0<g<l, (3.15)

e da férmula (2.6) em [13] que
g9 <0 (3.16)
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também citamos a férmula (4.3) em [13], segundo a qual g é uma solugao de
g"(t) +at™'g'(t) = g(t) (3.17)
para todo t > 0 e a férmula (4.4) em [13], segundo a qual

lim g/ (t) = —C.,. (3.18)

t—0

Definicao 3.5. Para qualquer V € I/Vll’l(RTrl) definimos

oc

V], = \/ /R VRVX)X

Observe que [U], estd bem definido (possivelmente infinito) nesse espago. Além

disso, pode-se calcular [U], explicitamente no seguinte caso:

Lema 3.6. Seja ¢ € S(R") e

Uz,y) == F " (¥(€)g(|€ly)). (3.19)

Entao

[Ula = Cu[¥le. (3.20)

Demonstragao. Por (3.15) e como 1 € S(R™) temos que para qualquer y > 0 fixo, a funcdo
&= (€)g(|€ly) pertence a L?(R™) e portanto, podemos considerar sua transformada de
Fourier (inversa). Isso diz que a definigao de U estd bem colocada.

Pela definigao da transformada inversa de Fourier (2.4), temos que

V.U(z,y) =V, Rnw(é)g(\fly)e”'gd&
= [ iev@alelne<ic
= F (i€ (€)g(|€]y)) (z).

Assim, pelo Teorema de Plancherel (em [16])

. V.U (z,y)*de = s (&) g(|€ly)|Pde.
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Integrando sobre y > 0, e fazendo a mudanga de variaveis t = |{|y logo dt = |{|dy temos,

[rosvopax = [ e | [T ilaten ko) a
R+ R

0

_ 2 o [Tt Qﬂ]d
[ epwior | [ glarg 4

= [ e | [ eral g

0

= m%w&&&/ #lg(t)Pde
R - 0
— (0l [ lgte) e

0

Vamos agora provar que a seguinte identidade estd bem posta

0,U(z,y) = F (€1 (©)g'(1€]y))-

Para isso, observamos que

lg'()] < Cut™.

Para verificar isso, definimos ~(t) := t*|¢'(¢)|. Por (3.16) e (3.17), obtemos que

V) =g 0)
= —at" g (1) ~ (1)
=t [g"(#) + ot~/ (1)
= —tg(t)

< 0.
Consequentemente

(1) < lim (1) = lim 7°|¢'(7)| = C,

70t T—0t

onde usamos (3.18) na tltima identidade. Assim,

'l ()] = (1) < C,

portanto,

lg'(t)] < Gt ™,

o que prova (3.23).

(3.21)

(3.22)

(3.23)
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De (3.23) fazendo a mudanca t = |{]y logo t=* = || %y~ * temos que

€[]y (I€ly) < Cuy™le]' ()] € L*(R")

Provando assim (3.22).

Portanto, por (3.22) e pelo Teorema de Plancherel (em [16])

IayU(fv,y)IQdI=/ €171 (E) Pl (1€]y) *de.
R™ R™

Integrando sobre y > 0, e fazendo a mudanga de varidveis t = ||y logo dt = |¢|dy dali,

“9,U (x,y)Pdr = 202 | [ vele (1l Py | d
/Ml“y (@, y)["dz /Rn!&\ [ (6] U y°lg'(1€ly)] y] ¢

0

[ e [ / ta|g'<t>|2dt] ¢
Rn 0OO

= [l e P / 121g/(1) 2t
Rn ~ 0

— 2 al ./ 2d
WP, / 199/ (t)Pdt

Somando isso com (3.21) e por (3.11), temos

/ VIV U, ) PdX = [l / 9 g(0) 2t + 12 / 1909/ (t) Pt
R7H! 0 0

=Wl [ oo + 19 0] d

0

= CL[Y]%

portanto,

como queriamos demonstrar. O

Agora, dado u € L}, .(R"), consideramos o espaco X, de todas as fungoes

V € WEHR™) tais que, para qualquer z € R”, 0 mapa y — V(z,y) estd em C°(]0, 00)),
com V(z,0) = u(x) para qualquer z € R". Entao o problema de minimizar [-], sobre X,

tem uma solugao explicita.
Lema 3.7. Assuma que u € S(R™). Entao

min [V]? = [U)? = C,[a]%, (3.24)

VeXy

Uz, y) = F " (a(€)g(IEly))- (3.25)
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Demonstragao. Note que (3.25) é simplesmente (3.19) com v = 4, entao pelo Lema 3.6

temos que

Além disso, afirmamos que

U e X,. (3.26)

Para provar isso, primeiro observamos que

C*’TQS _ t2$|
S - @

19(T) — g(1)] P (3.27)

para provar (3.27), supomos sem perda de generalidade que T' > ¢ > 0. Portanto, por

(3.16) e (3.23) obtemos
90) - g0 =| [ g
< [ i

T
< / C.r~%dr
t

B C*‘Tl_a _ tl_a’
N 1l—a

_ C*‘T% _ t25|

N 2s

isso prova (3.27).

Entao, por (3.27), para qualquer y, 3 € (0,00), vemos que

C*’£|2s|y2s _ g28|
25 ’

l9([€ly) — g([€]7)] <

F (@) g(€ly)) — F (a()g(1€19)) |
= |71 (@) (a(l&ly) - 9(1€13))) |
[ a(©)(atlely) — allel)e=de]

< [ 1@ llaiehs) — glelllelas
C.|

2s ~25
|y — 7 25| ~
< 27 J S d
> 25 o |£| |u<€)| ga

provando assim (3.26).



72

Gragas a (3.26) e (3.20), para concluir a prova de (3.24), basta mostrar que, para
qualquer V' € X,,, temos que
V]z > U2 (3.28)

Para provar isso, seja V € X,,. Sem perda de generalidade, desde que [U], < oo
gragas a (3.20), podemos supor que [V], < co. Portanto, fixando y > 0 em quase todo

ponto, temos que
v | VLV (@ y)Pde <yt [ [VxV(z,y))Pde < oo,
Rn R
dai |V,V (z,y)|* pertence a L*(R"™). Logo, pelo Teorema de Plancherel (em [16])

| WVl = [ F(V @) P (3.20)

Agora, pela transformada de Fourier definida em (2.3) e aplicando o gradiente com relagao

a r dentro da integral obtemos

F(VaV(z,y)(€) = 5 VoV (x, y)e ™ de
= / n@fV(x,y)e_m’sdx
= i¢F (V(z,y)) (&),

dai, (3.29) torna-se

| wVafar = [ 6HFEV )P (3.30)
Por outro lado,
F(0,V(,9)(©) = 8,7V (2, )(©)
e assim, pelo Teorema de Plancherel (em [16]) temos
[oviewba = [ 1FOV@)©FE

_ /R 0, F (V () (©)de.

Resumimos este tltimo resultado com a identidade (3.30) e usamos a notacao ¢(&,y) =

F(V(z,y))(€) para concluir que

VxV(z,y)|dz =/ €O v)I* +19,0(&, y)I7] dé. (3.31)
R™ R™
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Assim, integrando sobre y > 0 e multiplicando por y*, deduzimos que

VE= [ v DRI + 0,0, 0] ded. (3.32)

+

Vamos primeiro considerar a integragdo sobre y, para qualquer & € R™\ {0} fixo,

e agora omitimos da notacao quando isso nao gerar nenhuma confusao. Definimos

h(y) == (&, 1€ y) entao, B/ (y) = |€]710,0(&, |€] y) dai, usando a mudanga de varidveis

t = ||y temos dt = |¢|dy
[ o lEPIoe )P + 180 dy = [ 1 TIEPlote. Jel 0P + o006 Il 0] o
: o T §

= e [ e ot M 0R + 19,006 k0] d
== [ e IhOR + o) d

0

= [E[*G(h).

dt

(3.33)
Agora, para qualquer A € R e w € W,2'(0,00) N C°0,00) com w(0) = A, definimos

loc
wy(r) = A\w(z). Portanto vemos que wy(0) = 1 e entao G(w) = N?*G(wy) > N2G(g) =
A2C,, devido a minimalidade de g, isso juntamente com o fato de que

h(0) = ¢(&,0) = F(V(,0))(§) = u(8),

obtemos que

G(h) > Cila(§)]*.

Como consequéncia, obtemos em (3.33) que

/0 g [IERIO(E, )2 + 10,66, )] dy > C.lela(e)P.

Integrando sobre £ € R™ \ {0}, obtemos que

Lo ePlote P + 0,06 ] dedy = c. [ ielae)Fas

+ +

Portanto, por (3.32),
[V]e = Culalé,

que prova (3.28), e assim (3.24), fica provado. O
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Agora faremos a prova do Teorema 3.4.

Demonstracao. Considere ¢ suave e com suporte compacto dentro de Ri“ e € > 0 pela

propriedade minimal de (3.24) temos que [U])? < [U + ep]? para qualquer ¢, ou seja,
02 [ P IVRUP = [Vx(U +e)(0)F]dX
R+
—/ y“[—ZEVXU-VXQO—GQ\VXQO(X)ﬂdX.
R+

Dai, dividindo por épsilon, fazendo ¢ — 0, usando a féormula de integracao por partes
(consultar [8]) e que ¢ tem suporte compacto em R além disso, n = (n,...,n"*?)

denota o vetor normal unitario, obtemos
0> _/ yaVXU . Vxﬁde
R+

= —/ y“(@xlU&mgo—l—...+8an8$ngo+8yU3ygo)dX
R+

__ [ /R Y 0UDpdX / y*0,U0,0dX
+

n+1
R+

:/ Oy (y°05, U ) pd X —/ Y0, Upn'dS + ..+
R+

OR7 !
/ 3y(y“8yU)g0dX —/ yaﬁyUgon"HdS
R R
_ / O, (400, U ) pd X + ... + / 9, (4°0,U) pd X
R+ R+
_ / (01, s 0y) (V5 U ) pdX
R
_ / div (y"V xU) pdX.
R

Portanto,
/ div(y*VxU)edX <O0. (3.34)
R+
Como (3.34) vale para toda ¢ e —¢ também tem suporte compacto em Riﬂ segue que

/ div(y*VxU)(—¢)dX < 0.
R+

Logo,
/ div(y*VxU)pdX > 0. (3.35)
Ry
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Dai, por (3.34) e (3.35) concluimos que
/ div(y*VxU)edX =0 Vo € C(RE).
R+
Portanto, concluimos que
div(y“VXU) = (.

Agora tomamos ¢ € C§°(R") (note que o suporte agora pode chegar a {y = 0}).
Definimos u, := u + ep, e U, como em (3.12), substituindo @ por 4. (note que (3.12) é o

mesmo que (3.25)), portanto usando o Lema 3.7 e definindo

eu(z,y) = F 1 (2(&)g(€]y)).

Observamos que

pu(,0) = FH(2(€)9(0)) = F((8)) = ¢(2) (3.36)

como consequencia
U2 = U +epds

N / Yy IVx (U + ep).[PdX
R+

=/ y“|VX(U)|2dX + 26/ y'VxU - Vxp,dX +€2/
R2TL RO+
+ +

» Y|V xp.*dX
R

n
+

=[U2 + 26/ . y*'VxU - Vxp.dX + o(e).
Ry

Portanto, usando (3.13), (3.36), a propriedade produto de um escalar e um vetor do

divergente e o Teorema da Divergéncia temos

Ul = [U]Z+2E/ ., Qiv(euy"VxU)dX + o(e)
Ry
(3.37)
= [U)? - 26/ oy*0,Udx + o(e).
R x {0}
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Além disso, do Teorema de Plancherel, pelo Lema 2.15 e o fato da imagem de ¢ ser real

obtemos
lide, = [0+ el

= [ lef1ta+ ep)e) g

= [ lelaterds + 2 [ leaeiaE@e + e [ ik
= ilf 2 | 1€PH(EREE + ol

= il + 2 [ €t + ol

=i+ 26 [ P (@) ot + o0

= [ + 2 / (=AY u(x)p(r)dr + ofe).

Comparando isso com (3.37) e por (3.24), obtemos

(U2 - QE/R o wy?0,Udz + o(€)
LD

—c. (il + 2 | (-8 utap(ada + o(0)

= [U]2 + 20*6/ (—A) updr + o(e)

n

entao,

—/ goy“(‘?yUdm:C*/ (—A)’updz,
R x{0} n
para qualquer ¢ € C§°(R™) que é a formulagao distributiva de (3.14). Além disso, em

(3.12) temos que
y'0,U(x.y) = F([€lal€)y"g (1€]y))
FHIel a©)(1ly)*g (1€]y))-

Portanto por (3.18), obtemos

lim y*9,U(w,y) = lim F* (| a(€)(1€ly)" (1)
= —C.F (i)
= —Cu(=A)%u(x),



7

essa é a formulagao de limite pontual de (3.14). Isto conclui a prova do Teorema 3.4. [



1]

78

REFERENCIAS

ABRAMOWITZ, M. AND STEGUN, I. A. Handbook of mathematical functions
with formulas, graphs, and mathematical tables, National Bureau of Standards
Applied Mathematics Series, 55 For sale by the Superintendent of Documents, U.S.
Government Printing Office, Washington, D.C. 1964

AbpAMS, R. A. Sobolev Spaces, Academic Press, New York-London, 1975.

Brezis, H. How to recognize constant functions. Connections with Sobolev spaces,
Uspekhi Mat. Nauk 57 (2002), no. 4 (346), 59-74; translation in Russian Math.
Surveys 57 (2002), no. 4, 693-708.

Bucur, C. AND VALDINOCI, E. Nonlocal diffusion and applications, accepted for

Publication for the Springer Series Lecture Notes of the Unione Matematica Italiana,

preprint arXiv:1504.08292, 2015.

CAFFARELLI, L. AND SILVESTRE, L. An extension problem related to the fractional

Laplacian, Comm. Partial Differential Equations, 32(7-9):1245-1260, 2007.

CRANK, J. The Mathematics of Diffusion, Oxford University Press, Second Edition,
1975.

EvaNns, LAWRENCE C., “ An introduction to stochastic differential equations”,

American Mathematical Society, Providence, RI, 2013.



8]

[10]

[11]

[14]

[15]

[16]

79

Evans, LAWRENCE C., Partial Differential Equations, Graduate Studies in

Mathematics, 19. American Mathematical Society, Providence, RI, 1998.

FoLLAND, G. B. Real Analysis: Modern Techniques and Their Applications, A
Wiley-Interscience Publication, Second Edition, 1999.

GILBARG, D. AND TRUDINGER, N. S. Elliptic Partial Differential Equations of

Second Order, Springer, 1998.

NEzzA, E. D. Pavatucci, G. AND VALDINOCI, E. Hitchhiker’s guide to the

fractional Sobolev spaces, Bull. Sci. Math., 136(5): 521-573, 2012.

OBERHETTINGER, F. Tabellen zur Fourier Transformation, Springer-Verlag, Berlin-

Gottingen-Heidelberg, 1957.

SERVADEI, R. AND VALDINOCI, E. On the spectrum of two different fractional

operators, Proc. Roy. Soc. Edinburgh Sect. A, 144(4):831-855, 2014.

STEIN, E. M. AND SHAKARCHI R. Complex Analysis, Princeton Lectures in

Analysis, 2. Princeton University Press, Princeton, NJ, 2003.

VAzQuEz, J. L. The mathematical theories of diffusion. Nonlinear and fractional

diffusion, Nonlocal and nonlinear diffusions and interactions: new methods and

directions, 205-278, Lecture Notes in Math., 2186, Springer, Cham, 2017.

YosipA, K. Functional Analysis, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg, New York,
1980.



80

APENDICE A - ESPACOS DE SOBOLEV

Neste apéndice apresentemos alguns resultados dos espacos de Sobolev.
Comecgamos introduzindo as defini¢oes e alguns dos principais resultados das derivadas
fracas, definimos os espacos de Sobolev e provamos que é um espaco de Banach.
Prosseguimos com resultados das funcoes regularizantes com teoremas de aproximacao

por funcoes suaves e concluimos com um teorema de extensao.

A.1 Espacos de Sobolev

Estabeleceremos agora algumas nogoes do que sao espagos de Sobolev bem como
a demonstracao do teorema de extensao, para mais detalhes o leitor podera consultar a

referéncia [8].

Definicao A.1. Seja U C R™ um conjunto aberto e C°(U) o espago das fungoes
infinitamente diferencidveis ¢ : U — R, com suporte compacto em U, ¢ €é chamada

funcao teste.

Agora daremos uma motivacao para a definicao de derivada fraca. Dada uma

fungao u € C'(U). Entao se ¢ € C>°(U) temos pela formula de integragao por partes que

/ngbxidx:—/quigbdx (i=1,..n)

pois, ¢ tem suporte compacto em U. Mais geralmente, se k é um inteiro positivo
ue C®U), ea=(n,..a, ¢ um multi-indice de ordem |a| = a3 + ... + a,, = Kk,
entao

/ uD*pdr = (—1) / Du¢dx

U U

onde D% = L. 20

83311 dxn™
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Definicao A.2. Considere U C R™ um conjunto aberto e 1 < p < oo. Se f: U — R
for uma fung¢ao mensurdvel e para qualquer compacto K C U temos [, |f(z)Pdz < oo,

dizemos que f € L} (U).

loc

No restante da secao consideramos U C R"™ um conjunto aberto, salvo quando

mencionarmos o contrario.

h

Definigao A.3. Suponha u,v € L, (U), e o um multi-indice. Dizemos que v é a'’*-

derivada parcial fraca de u, escrevemos
D%u = v, dai temos

/uDagbdx: (—1)|a|/ D*u¢dr, Yo € C=(U).
U U

Lema A.4. Uma o'"-derivada fraca de w se ewiste, é unicamente definida sobre um

conjunto de medida nula.

Demonstragdo. Sejam v, v € L} (U) satisfazendo:

/UuD%dx:(—na'/dex: (—1)”|/Uz7qﬁd:1:

para toda ¢ € C2°(U). Entao,
/(v — 0)¢dzr = 0 para toda ¢ € C2°(U).
U
Portanto, v — v = 0 em quase todo ponto. O
Exemplo A.5. Sejamn =1, U = (0,2), e

r se O<x<1

1 se 1<ax<?2.
Defina

1 se O0<ax<1

0 se 1<ao<?2

Mostre que u' = v no sentido fraco.



82

Demonstracao. Seja ¢ € C2°(U), devemos mostrar que

/0 : uglde = — /0 2 vodz.

Usando integragao por partes, a definicao de u, o Teorema Fundamental do Calculo e o

fato de ¢ € C°(U), temos

2 1 2
/ ud'de = / x¢'dr + / ¢'dx
0 0 1

:¢(1)—0—/01¢dx+0—¢(1)

O

Definigao A.6. O espago de Sobolev W*P(U) (1 < p < oo, k inteiro nao negativo)
consiste de todas as fungoes localmente integraveis u : U — R tal que para cada multi-

indice a com |a| < k, D*u existe no sentido fraco e pertence a LP(U). Ou seja,
Whe(U) = {ue LP(U) : D*u € LP(U) para todo 0 < |a| < k}.

Definicao A.7. Um espaco de Hilbert é um espaco vetorial com produto interno que

também é um espaco de Banach com a norma canonica definida pelo produto interno:

x| = <z, 0>

Observacao A.8. Se p =2, geralmente escrevemos
H*(U) = WHA(U) para (k= 0,1, ...).
A letra H ¢ usada, pois, H*(U) é um espaco de Hilbert.

Definigao A.9. Se u € W*P(U), definimos a norma

<Z‘a|§k Jo |Dau|pdx> " 1<p<oo

> lal<k €SS SUPy [ DYl p = 0.

||U||kap(U) :
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onde o ess sup;; € o supremo essencial definido como a menor cota superior essencial

(isto é, se u(z) < a para quase todo z € U).

Definicao A.10. Seja {um}:

_, uma sequéncia de fungoes e u € WHkP(U). Dizemos que

Uy, converge para u em WFP(U) e escrevemos
Uy — w em WEP(U)

se

im ||y, — ul|wrr@) = 0.
m—0o0

Observagido A.11. Denotamos por WyP(U) o fecho de C°(U) em WHP(U), isto ¢,

we WiP(U) se, e somente se, eziste uy, € C(U) tal que uy — u em WEP(U).
A seguir verificamos algumas propriedades das derivadas fracas.

Teorema A.12. Assuma que u,v € WHP(U), |a| < k, entdo

(1) Du € Whlelp(U) e DP(D%u) = D*(D%u) = D**Pu para todo multi-indice o, B com
ol + 18] < k.

(ii) Para cada A\, pp € R, Mu+ pv € WHP(U) e DY(Au + pv) = AD%u + uD, |of < k.
(iii) Se p € C=(U), entdo Yu € WEP(U) e

D% (Yu) = Z “ DPyp D Py (féormula de Leibiniz) (A.1)
B<a
« ol
onde ﬁ = m

Demonstragdo. (i) Fixando ¢ € C®(U) entdao D¢ € C°(U) assim, usando a defini¢ao
de derivada fraca temos
/ DuDPpdr = (—1)° / uD* P dx
U U
:(_1)|a|(_1)a|+lﬂ/Da+ﬂu¢dx

U

:(—1)|B/D°‘+'8ugbdx.
U
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Portanto, D?(D%u) = D**Pu no sentido fraco.

(17) Dada qualquer ¢ € C°(U). Entao

/D"‘(/\u—l—,uv)gbdx :(—1)|a/(/\u+,uv)Da¢dx
U U
= (—1)'0‘/ (AuD® 4+ pvD*) pdx
U
— (—1)ll o 1\l @
(—1) /U)\uD ¢dx + (—1) /U/wD ¢dx
:/)\Dau¢dx+/uDav¢d:I;
U U
—/ ()\Dau—l—,uDo‘v)qﬁdx.
U

Portanto, D*(Au + pv) = AD%u + puDv.
(7i) Faremos a prova por indugao sobre |a|. Suponha primeiro |a| = 1. Para qualquer

¢ € C*(U), aplicando a definicao de derivada fraca temos

/U buDpdr = /U w(D*¢)dx
— [ Drwe) - oD
= [ wprtoyts = [ woorias
= (—=1)l /U Duppda — /U up(Dp)da
= (—1)l /U [ DY + uD“y]pdx

logo, D®(tpu) = $:D%u + uD.
Agora assuma que [ < k e que a formula (A.1) é véalida para qualquer |a| < [ e qualquer
fungao ¢ € C°(U). Escolha um multi-indice a com |a| = 1 + 1. Entao o =  + 7 para

algum |3] =1 e |y| = 1. Entao para ¢ € C°(U) usando a defini¢ao de derivada fraca e a
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hipdtese de inducao temos que

/ YuD*¢dr = / YuDP (DY ¢)dx
U U

= (—1) / > 0 DY D" 7| D

o< \ O

(A.2)
’ D" (D¢ DP~u) ¢du

::(_1ym+vt/‘§:
U

o<p \ 7

= (=1l / > g (D7 DP~7u + D7 D=7 ) .
U

o< \ O

Chamando p = o + 7 de modo que 8 —o =+ v — (0 + ) = a — p, escrevemos

> ’ (D7D 7u 4 D7 D=7

o< \ O
a J—
=S ") prepeus 30 "\ properu
pse p= p<a—y P
usando a identidade
a— a—y o
+ = :
p—" p p

obtemos em (A.2)

Q
@ pr— a_p .
/U YuD*pdx /U E DY D Pu | ¢dx

p<a \ P

O

Teorema A.13. Para cada k = 1,2,... e 1 < p < 00, o0 espago de Sobolev WHP(U) ¢é

espaco de Banach.

Demonstragdo. Vamos mostrar que ||u||yx»y ¢ uma norma. Note que

HAUHwhwU)ZZAHUHthU)

|[w|lwrr@y = 0 se, e somente se, u = 0 em quase todo ponto
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sao imediatas pela definicio. Agora para qualquer u,v € W*?(U), se 1 < p < oo aplicando

a desigualdade de Minkowski temos

B =

lu+ollwsowy = | D IID"u+ D|[}, )
jal<k
1
< [ > (IDullow) + 1D [o@y)”

|| <k

p P
< Z ||Dau||§p((]) + Z ||Dav||§p(U)

|| <k || <K
= ||u||W’W(U) + ||U||Wk,p(U)-
Agora vamos mostrar que W#*?(U) é completo. Dada {u,,} sequéncia de Cauchy

em WHP(U). Entdo para cada |a| < k|, {D%u,,} é uma sequéncia de Cauchy em LP(U).
Como LP(U) é completo, existe u, € LP(U) tal que
D%y, — ug em LP(U) para |a| < k.
Em particular,
U, — u em LP(U).

Agora seja u € WH*P(U), vamos provar que D*u = wu, para (Ja| < k|). Fixando
¢ € C*(U), entao
uD%¢pdx = lim Uy D*Pdx

U m—r0o0 U
= lim (—1) / D%uy,pdx
m—00 U
= (1)l / U Pdx.
U
Portanto, D%, — D%u em LP(U) para |a| < k|, logo, u, — u em Wk»P(U). O

A.1.1 Convolucgao e suavizagao

A seguir, apresentamos ferramentas que nos permitem construir aproximacoes
suaves para determinadas fungoes.

Notagao: Se U C R" é aberto, € > 0, defina

Ue:={x €U :dis(x,0U) > €}.
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Definicao A.14. (i) Defina n € C*(R") por

Cexp (o), se |z|<1
n(x) = i
0, se |z > 1,

a constante C' > 0 € selecionada para que fRn n(x)dx = 1.

(i7) Para cara € > 0, defina

nda) = (%)

Chamamos 1 de fun¢do reqularizante padrao. As fungoes n. sio C°(R™) e satisfazem

Jan ne(x)dz = 1, supp(n.) € B(0, €).

Definicao A.15. Se f: U — R € localmente integrdvel, definimos sua requlariza¢ao

fe=nxf emU.

Isto €,

para x € U..

No teorema abaixo apresentamos algumas propriedades das fungoes regularizantes.

Teorema A.16. As sequintes afirmacoes sao satisfeitas:

(1) f© e C=(Ue).

(1i) f© — f em quase todo ponto com € — 0.

(1ii) Se f € C(U), entao f©— f uniformemente em subconjuntos compactos de U.
(

i?]) Se 1 < p< e f € Lloc(U)7 entao fe - f em Lloc(U)

Demonstragao. (i) Fixe © € U, i € {1,...,n} e h suficientemente pequeno tal que

x + he; € U.. Entao para algum conjunto aberto V' CC U temos

f(x+h6;L) (z) :% Uﬁel”rhez )f(y)dy_%/[]ne<x_y)f(y)dy
= b s
1 1 $+h€2 Yy z—y
:_H/V% ) = (=) fw)dy
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Como

1. x4+ he—y x—y 1on x—y
Fn(Hhe Ty L0y

uniformemente em V, %(m) existe e é igual a

One
— dy.
| et =y
Um argumento semelhante mostra que D®f¢(x) existe e
D*f @) = [ Dl =)y (o € V)

para cada multi-indice a. Isso prova (i).

(74) De acordo com o teorema da Diferenciacao de Lebesgue,

lir% |f(y) — f(z)|dy = 0 em quase todo ponto = € U. (A.3)
=0/ B, (2)

Fixe um ponto z. Entao por (A.3) obtemos
“(z) — = (x — d (T — z)d
@t =] [ty [ s
—]/ o=y @»—ﬂmuq
Be (z
<= [ aE=Hw) - sy
Be(x)

SC][ |f(y) — f(z)|dy — 0 quando € — 0
Be(z)

provando assim a afirmacao (7).

(iti) Suponha que f € C(U). Dado V CC U escolhemos V. CC W CC U como W é
compacto f é uniformemente continua em W. Portanto o limite em (A.3) é uniforme para
x € V. Consequentemente o calculo acima implica f¢ — f uniformemente em V.

(iv) Agora, suponha 1 < p < co e f € LP (U). Escolha um conjunto aberto V' CC U,

loc

como acima um conjunto aberto W tal que V CcC W CC U. Afirmamos que para € > 0

suficientemente pequeno
LN zr oy < NI pron)- (A.4)

Para ver isso, observe que se 1 < p < oo e x € V, pela desigualdade de Holder
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temos

1= e =)
S/ n P @ =y (o — o)l £ (0)ldy
Be(z)

1-1 p -3 ) -
< (/Be(@ e "(z —y)|” dy) (/BE@ ne(z — )| f ()| dy>

uma vez que f B.(x) ne(x —y)dz = 1, elevando a p, integrando sobre V' e usando o Teorema

de Fubini a desigualdade acima implica

Jrvas < ( / - y)lf(y)|pdy> dr
< /W | f(y)[P </B€(m) ne(z — y)dg;) dy

= [ 1ra,

desde que € > 0 seja suficientemente pequeno esta é a desigualdade (A.4).

Agora fixe VCC W CcC U, § > 0, e escolha g € C(W) de modo que

1 = gllzew) < 6.
Entao por (iii) e (A.4) obtemos
1f = flleeqry =If =9 +9 —g+9— flleev
<=9 leevy + [l9° = gllzogy + |l = Fllzrvy

<2[|lg = flleowy + 1l9° = gllzrvy
<26+ |9° = gllervy

uma vez que g¢ — ¢ uniformemente em V', temos limsup._q || f — f||zr(v) < 26. O

A.1.2 Aproximacao interior por fungoes suaves

Fixe um numero inteiro positivo k e 1 < p < co. Lembre-se de que U, := {x € U :

dis(xz,0U) > €}.

Teorema A.17. Suponha u € W*P(U) para algum 1 < p < 0o entdo u¢ — u em WP (U)

quando € — 0
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Demonstracao. Inicialmente pedimos que se |a| < k, entdo
D%uf = n x D em U, (A.5)

isto é, a derivada o!-parcial ordinédria da funcdo suave u¢ e a e-regularizacio da o!’-

derivada fraca de u. Para confirmar isso, calculamos para x € U,
Dt =D [ e =iy
= /U Dine(x — y)u(y)dy

= (=1l /UDZ‘m(x — y)u(y)dy.

Agora, para z € U, fixo a funcdo ¢(y) := n.(x —y) pertence a C°(U). consequentemente

pela definicao a*-derivada fraca obtemos

/UD;ne(fU — y)u(y)dy = (—1)* / ne(z — y)Du(y)dy

U

portanto,

Du :(—1)'“'“'/Une(x—y)DQU(y)dy

= [ne * D%u](z).
isso prova (A.5). Seja agora um conjunto aberto V- CC U. Por (A.5) e pelo Teorema A.16
temos D®u® — D%*u em LP(V') quando € — 0, para cada |a| < k. Consequentemente
= ullny = 32 11D = Doy = 0
o<k

quando € — 0. O

A.1.3 Aproximacao por funcoes suaves

A seguir, mostramos que podemos encontrar fungoes suaves que se aproximam em
- k - .o~ .
WHP(U) e nao apenas em W, *(U). Note que nio fazemos suposigoes sobre a suavidade

da 0U.

Teorema A.18. (Aprozimacgao global por funcoes suaves) Suponha que U seja limitado
e que u € WHP(U) para 1 < p < co. Entdo existem funcoes u,, € C®(U)NWHP(U) tais
que

U — u em WEP(U).
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Demonstragdo. Temos U = |J;2, U;, onde

Uy ={z €U : dis(z,0U) > %} (1=1,2,...)

escreva V; = U;y3 — U;11. Escolha também qualquer conjunto V, CC U tal que
U = U=, Vi. Agora seja {;}°, uma partigdo suave da unidade subordinada aos

conjuntos abertos {V;}2, isto é,

0<; <1, ¢ <C2(V;)

A6
Yoo =1 em U. A0

Em seguida, escolha qualquer fungao u € W*P(U). De acordo com o Teorema A.12
Yau € WFP(U) e supp(u) C Vi, Agora fixe § > 0. Escolha entdo ¢; > 0 tao pequeno

que u' 1= 7., * (P;u) satisfaca

H’LLZ - ¢iu“wk,p(U) S DYES (Z = O, 1, )

AT
supp(u') C Wi A

para W; := Uiy —U; D V; (i = 1,2,...). Escreva v := Yoo, ut. Esta fungdo pertence a
C*(U), pois para cada conjunto aberto V' CC U existe no maximo uma quantidade finita

de termos diferentes de zero na soma. Como u =Y .~ ¢;u, temos para cada V CC U

o D
v — U||wk,p(v) = || Zuz - Z¢iu||wk,p([])
i=0 i=0

Tome o supremo sobre os conjuntos V' CC U para concluir |[v — ul|yr.r@y < 6. O

A.1.4 Aproximacao global por funcoes suaves

Perguntamos agora quando quando é possivel aproximar uma determinada fungao
u € WEP(U) por fungdes pertencentes a C>°(U), e ndo apenas C*°(U). Tal aproximacao

requer alguma consideragao sobre a fronteira de U.
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Teorema A.19. (Aprozimagdo global por fungioes suaves até a fronteira). Suponha que
U seja limitado e OU seja C. Seja u € WHP(U) para algum 1 < p < co. Entdo existem

uncgoes u,, € C*°(U) tais que
Jung m q

U — em WFP(U).

Demonstracao. Fixe qualquer ponto x¢g € OU. Como a U é C!, existe um raio r > 0 e
uma funcdo C! v : R" ! — R tal que, renomeando os eixos coordenados, se necessario,
tenhamos

UN B.(xg) ={x € B.(x0) : ®p, > y(x1, ..., xn_1)}.

Considere o conjunto V := U N B%(:vo). Defina o ponto ¢ := z + Aee, paraxz € Ve >0 ¢
observe que, para algum nimero fixo A > 0 a bola B,.(z) esta contida em U N B,.(z() para
todo € V' e € > 0 suficientemente pequeno. Agora defina u.(z) = u(z€) para x € V esta
¢ a funcao u feita uma translacao Ae na direcao de e,. Em seguida escreva v = 7. * u..
A ideia é que nos movemos o suficiente para que “haja espaco para se suavizar dentro de

U”, claramente v € C*°(V). Agora pedimos que
v© — u em WHP(U). (A.8)
Para mostrar isso, considere o o multi-indice com || < k. Entao
|1D%" = D%l|o(vy < [[D*0° = D%l Lovy + || D%ue — Dul| o (v).

O segundo termo do lado direito vai para zero quando ¢ — 0, uma vez que a translagao
¢ continua na norma LT e o primeiro termo também vai para zero no limite, por
raciocinio semelhante do Teorema A.17. Selecione § > 0. Como a OU é compacta,
podemos encontrar uma quantidade finita de pontos z, € dU, raios r; > 0, conjuntos
correspondentes V; = U N B%(:L"f)) e funcdes v; € C=(V;) para i = 1,..., N tais que
U C Uz]\il B%(%) €

||vi = ullwro;) < 0. (A.9)

Tome um conjunto aberto Vi CC U de modo que U C vazl V; selecione, usando o Teorema

A.17, uma fungdo vy € C*=(Vp) que satisfaca

oo — u||W’faP(V,L-) <. (A.10)
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Agora seja {;}¥, uma particao da unidade subordinada aos conjuntos abertos {V;}¥,
em U. Defina v := Zf\io Y;u, usando o Teorema A.12 temos por (A.9) e (A.10) que para
cada |o| < k

N
|| D% — D%u||py < Z [[D*(¢hsvs) — D*(hyu)|| Lo (vi)

i=1
N

<O o = ullwraqyy
i=1

< CNoJ.

A.1.5 Extensoes

Nosso objetivo a seguir é estender fungoes no espago de Sobolev W1?(U) para se

tornarem fungoes no espago de Sobolev W1?(R"), onde 1 < p < oc.

Teorema A.20. (Teorema de extensio). Assuma que U € limitado e OU é C*. Selecione

um congunto aberto limitado tal que U CC V. Entao existe um operador linear limitado
E:WY(U) — Wh(R") (A.11)

tal que para cada u € WHP(U):
(i) Eu = u em quase todo ponto em U.
(17) Eu tem suporte dentro de V.

(ii7) || Eullwre@ny < Cllullwirwy, a constante C' dependendo apenas de p, U e V.

Demonstracao. Passo 1. Fixe 2° € OU e suponha primeiro que a QU é plano perto de z°,
situada no plano {z,, = 0}. Entdao podemos assumir que existe uma bola aberta B, com

centro x° e raio r, tal que

Bt =Bn{z,<0}cU
B~ =BnN{r, >0} CR"-U.

Passo 2. Suponha temporariamente também que u € C*(U), nés definimos entdo

a(z) = u(z) se x € BT (A12)

—3uU(21, oy o1, —Tp) + du(T1, 0 Ty1, — %) se x € BT
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Isso é chamado de reflexdo de ordem superior de w de BT a B~.
Passo 3. No6s pedimos que

u € CY(B). (A.13)

Para verificar isso, vamos escrever v~ |g-, u|p+. Demonstraremos primeiro

uy, =u; em {x, =0} (A.14)

De fato, de acordo com (A.12)

ou~ ou ou —T,

83;n (i[f) = 38—%(1:1, ey Tp—1, —.Z'n) — zaxn (iL'l, ey Tn—1, 9 )
logo,

_ ou ou
an ’{ngO} = Sﬁxn (xlu ceey Tn—1, O) - 28_%(:(:1, vy In—1, O)
0
= 3;71 (1, .0y Tpy_1,0)

isso prova (A.14). Agora desde que u™ = u~ em {z,, = 0}, vemos também que
Uy, [{wn=0y = U3 |{z,—0y Para i =1,2,..,n—1. (A.15)
Entao (A.14) e (A.15) implicam
DU (ap=0p = DU |z, =0}

para cada |o| < 1 o que prova (A.13).

Passo 4. Vamos verificar que

||ﬂ||W17P(B) < ||u||W1,p(B+)
para alguma constante C' que nao depende de u. Primeiramente observe que

ju(z) = u(y)[” < (Ju@)] + [u()])” < Clul@)]”) < 2°(Jul@)]?) < 2°(Ju(@) + [u(y) ).
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Dai,
ou ou T,
/B+ ’sz(x”pdl' + / |3axn (:Elv vy Tp—1, _xn) - ann (xb vy Tp—1, _?Mpdx
0 0 n
< /B+ |, () [Pdx + 2p/_ |38xu7; (@15 ey Tty — )|+ | — QT;(xl,...,xn_l,—%)’pdx

:/ |uxi|pd:v+3p2p/ |uxi|pd:17—|—2p2p/ |t |Pdx
B+t B+t B+t
= (14 3P2° 4 2%) / |, [Pdx

Bt

Pdzx.

=C [,

B+

Portanto concluimos que

@l lwresy < ||ullwies.

Passo 5. Vamos considerar a situacao que a QU nao seja necessariamente plana perto de
2°. Entao, utilizando a notacido e terminologia a partir do apéndice C' em [8], podemos
encontrar ¢ um mapa C', com inversa v tal que ¢ “achata a QU perto de 2" (ver Figura

6). Escrevemos y = ¢(z), x = ¥(y), u«(y) = u(1(y)). Escolha uma pequena bola B como

~ ., ”

Figura 6: Achatando a fronteira. (Figura obtida de [8]).

desenhado antes. Em seguida, utilizando passos de 1 a 3 acima estendemos u, de BT para

uma funcao w, definida em toda a bola B, tal que u, é Cl(B) e temos a estimativa

||u_*||W17P(B) < ||U*||W1’P(B+)-

Seja W =1 (B). Em seguida convertendo de volta para variavel z, obtemos uma extensao

u de u para W, com

|W||WLP(W) < ||UHW1’P(U)‘ (A.16)
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Passo 6. Uma vez que a U é compacta, existe uma quantidade finita de pontos z € U,
conjuntos abertos W; e extensoes u; de u para W; (i = 1,2,..., N) como acima, de modo
que oU C Uf\il W;. Pegue Wy CcC U de modo que U C Ui]ioVVi e seja {fi}Y, uma
particao da unidade associada. Escreva u := Zfil fiu;, onde uy = u. Entao utilize a a

estimativa em (A.16) e obtemos o limite

[[@llwrr@ny < [Jullwirw) (A.17)

para alguma constante C', dependendo de U, p,n, mas nao de u. Além disso podemos
providenciar o suporte de u para dentro de V CC U.

Passo 7. De agora em diante, escrevemos Eu := u, e observamos que o mapa u — FEu
é linear. Lembre-se de que a construcdo até agora assumiu u € C*(U). Suponha agora
u € WHP(U), escolha u,, € C*(U) convergindo para u em WP(U). A estimativa (A.17)

e a linearidade de E implica

| Bt — Bwl|lwiomny = [|E(tm — w)|lwie@n) < |[tm — wllwis@).-

Assim, {Eu,, }5°_, é uma sequéncia de Cauchy e converge para u =: Fu. Essa extensao,
que nao depende da escolha particular da sequéncia aproximada {u,,}°_;, satisfaz a

conclusao do teorema. O



