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RESUMO

Estruturas curvas são onipresentes na natureza, particularmente em matemática
aplicada. Os sistemas em que estão presentes incluem membranas, interfaces, espaços-tempo
curvos, mecânica dos fluidos, etc. Em contraste, os aspectos exaustivos da implementação
de quantidades geométricas tornam o uso de geometria diferencial muitas vezes inviáveis
para modelar sistemas em espaços curvos, sendo as aplicações limitadas a superfícies
triviais. Neste trabalho, apresentamos o Surf, um pacote de matemática simbólica que visa
contornar essa dificuldade, com funções para facilitar a modelagem interdisciplinar em
sistemas curvos. A idéia principal é ter uma superfície parametrizada como entrada e o
modelo de interesse escrito no plano. Como saída, obtemos o sistema modelo na superfície
curva desejada. Os operadores usuais para uma determinada superfície são implementados,
de modo que um modelo arbitrário possa ser imediatamente mapeado do espaço plano
para o espaço curvo. A simplicidade e utilidade de nossa abordagem é ilustrada com
algumas aplicações em uma variedade de problemas de pesquisa interdisciplinares: difusão
em um espaço curvo, deslocamento quadrático médio, mecânica quântica em superfícies e
modelagem da trajetória do C. elegans. Em algumas das aplicações, estendemos resultados
da literatura para domínios maiores. Esperamos que este pacote contribua para facilitar a
implementação da modelagem matemática em superfícies, cuja demanda vem crescendo
de maneira geral.

Palavras-chave: Modelagem Matemática em espaços curvos. Difusão em espaços curvos.
Deslocamento Quadrático Médio. Biologia Matemática. Mecânica Quântica em Superfícies.



ABSTRACT

Curved structures are ubiquitous in nature, particularly in applied mathematics. The
systems where they are present include membranes, interfaces, curved spacetimes, fluid
mechanics, etc. In contrast, the exhaustive aspects of implementing geometric quantities
make the use of differential geometry often infeasible for modeling systems in curved spaces,
with applications limited to trivial surfaces. In this work, we present Surf, a symbolic
mathematical package that aims to overcome this difficulty, with functions to facilitate
interdisciplinary modeling in curved systems. The main idea is to have a parameterized
surface as input and the model of interest written in the plane. As an output, we obtain
the model system on the desired curved surface. The usual operators for a given surface
are implemented, so that an arbitrary model can be immediately mapped from flat space
to curved space. The simplicity and usefulness of our approach is illustrated with some
applications in a variety of interdisciplinary research problems: diffusion in a curved space,
mean square displacement, quantum mechanics in surfaces and modeling of the C. Elegans
trajectory. In some applications, we extend literature results for larger domains. We hope
that this package contributes to facilitating the implementation of mathematical modeling
on surfaces, whose demand has been growing in general.

Keywords: Mathematical modeling in curved spaces. Diffusion in curved spaces. Mean
square displacement. Mathematical Biology. Quantum Surface Mechanics.
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1 INTRODUÇÃO

Geometria diferencial tem aplicações em diversas áreas, incluindo mecânica quântica
[2], difusão [3], biologia [4,5], relatividade geral [6], etc. Em muitas áreas de conhecimento,
um sistema modelo sobre um plano pode ser estendido a uma superfície curva com ajuda
da geometria diferencial. Isso torna o modelo mais realista, já que sistemas naturais
geralmente são corrugados. Superfícies simples como uma esfera, um toro ou um cilindro
elíptico, são descritas diretamente por coordenadas curvilíneas e ortogonais. Por outro
lado, superfícies mais complexas, por exemplo, a caixa de ovos, requerem coordenadas não
ortogonais, o que pode dificultar o cálculo de operadores diferenciais.

De fato, considerado o espaço-tempo curvo de Einstein, superfícies curvas estão
presentes em todos os lugares. Por exemplo, no micro-mundo biológico, onde é possível
observar as superfícies de membranas celulares e de músculos ventriculares ( Figura 1)

Figura 1 – Exemplos de superfícies curvas (Biologia).

Fonte [7, 8].

Diante disso, em muitas pesquisas a influência de propriedades geométricas como a
curvatura, são investigadas. Por exemplo (Figura 2), em trabalhos sobre: a amplitude da
enrugues de uma parede sinusoidal as forças hidrodinâmicas exercidas em uma partícula
fixada [9]; dobras criadas em superfícies curvas [10]; a transferência de calor em tubos
corrugados [11] e sobre a evolução da expansão populacional em superfícies com curvatura
[12].

Figura 2 – A influência da curvatura.

Fontes: [9–12].

Neste trabalho, apresentamos uma ferramenta computacional, chamada Surf, desti-
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nada ao ensino e pesquisa da geometria diferencial de curvas e superfícies. Implementamos
a ferramenta como um novo pacote para o sistema de álgebra computacional Maple.

No pacote Surf, incluímos funções que calculam os principais operadores diferenciais
sobre superfícies curvas: gradiente, rotacional, divergência, hessiana e o Laplaciano, sendo
aplicados, dependendo de suas definições, em funções escalares, vetoriais ou matriciais. Além
dessas, a partir de conceitos da geometria diferencial de curvas e superfícies, implementamos
outras funções que calculam: o vetor normal a uma superfície; o comprimento do arco
sobre superfícies; as curvaturas normal e geodésica; a curvatura de uma curva no plano,
no espaço, ou em uma superfície; a torção (geodésica); o operador de Weingarten; as
curvaturas gaussiana, média, e a segunda curvatura de Gauss; a primeira e a segunda
forma fundamental, os símbolos de Christoffel e a equação da geodésica.

Além de uma linguagem de programação interna dedicada à matemática que
permite criar funções, o Maple contém uma biblioteca com vários pacotes com funções para
diversas áreas da matemática e suas aplicações. Em vista disso, com objetivo de aplicar o
Surf a uma ampla gama de superfícies, escrevemos o código de modo que coordenadas
não ortogonais possam ser usadas. Como aplicações das funções acima mencionadas,
implementamos novos algoritmos tendo em mente dinâmica de fluidos, difusão, mecânica
quântica e biologia. Esses algorítmos foram finalizados como novas funções para o Surf.

Para uma primeira aplicação, implementamos funções que calculam os operadores
diferenciais que aparecem nas equações fundamentais da dinâmica de fluidos (as equações
de movimento, energia e continuidade), incluindo uma função específica para o tensor de
tensão viscosa.

Para difusão em superfícies curvas, que é essencial para processos industriais e
biológicos, obtemos uma função que calcula a série para o deslocamento quadrático médio
até um número arbitrário de termos obtidos primeiro por Castro-Villarreal [3], que calculou
até três termos para uma esfera. Com a nossa função, apresentamos oito termos para a
esfera, validando e ampliando o resultado da Ref. [3]. Desse modo, o Surf pode favorecer
investigações teóricas e experimentais como realizada na referência [13], onde utilizaram a
série para esfera obtida por [3], ( Figura 3).

Figura 3 – Trajetória simulada de um objeto pontual que se difunde em uma gota esférica,
obtida a partir da série do deslocamento quadrático médio.

Fonte [13].
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Para mecânica quântica, implementamos uma função que calcula o potencial
geométrico obtido por da Costa em [2], e que tem sido usado em uma variedade de
trabalhos (ver, por exemplo, [14–17] ).

Finalmente, nossa aplicação biológica é sobre o Caenorhabditis elegans (C. elegans)
que é um nematoide usado como sistema modelo ideal para investigações abrangentes
de biologia (ver [5], [18]). Ressaltamos que o C. elegans ( Figura 4) tem reconhecida
importância para ciências biológicas, de modo que, por duas vezes esteve envolvido
diretamente em estudos que resultaram no Prêmio Nobel de Fisiologia ou Medicina (2002
e 2006), além de ter sido utilizado no estudo que resultou no Premio Nobel de Química
em 2008 [19].

Figura 4 – C. Elegans.

Fonte: [4].

Portanto, nosso exemplo de aplicação biológica é uma função que descreve as
trajetórias (formas) do C. elegans, não só em duas dimensões como obtido em [4] a partir
de sua curvatura, mas, considerando o avanço tecnológico de métodos como a microscopia
que é utilizado em trabalhos sobre o C. elegans, implementamos uma função no pacote
Surf para obter a trilha em três dimensões, isto supondo uma função a ser conhecida e
que reflita a variação do nematoide no espaço.

No capítulo 2, revisamos alguns conceitos geométricos de curvas e superfícies, e
então apresentamos as fórmulas que definem os operadores diferenciais para superfícies
curvas que usamos para implementar o pacote Surf. No capítulo 3, apresentamos um
resumo sobre sistemas de álgebra computacional. No capítulo 4, descrevemos a estrutura
do pacote Surf, enfatizando as principais diferenças e novidades presentes no pacote, e os
métodos/procedimentos utilizados para sua implementação, além de descrevermos todas
as funções do Surf, enquanto o capítulo 5 contém as aplicações.

Finalmente, apresentamos nossas conclusões no capítulo 6, e incluímos um apêndice
com algorítimos sobre o deslocamento quadrático médio e as trajetórias de Caenorhabditis
elegans.
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2 PRELIMINARES

Para apresentar o pacote Surf, recordamos, na primeira parte da próxima seção,
vários conceitos e definições da geometria diferencial de curvas e superfícies. Estes, são
bem conhecidos e podem ser encontrados em vários livros, como em [20–24]. No entanto,
preferimos incluí-los para tornar esse texto autossuficiente.

2.1 Noções de geometria diferencial de curvas e superfícies

Um conjunto S de R3 é uma superfície regular se, para cada p ∈ S, existe uma
vizinhança U de p em R3 e uma aplicação σ : U ⊂ R2 → U ∩ S, onde U é um aberto de
R2, tal que

1. σ : U→ S é diferenciável;

2. σ : U→ U ∩ S é um homeomorfismo;

3. para cada p ∈ U, a diferencial dσp : R2 → R3 é injetiva.

A aplicação σ é dita uma parametrização da superfície S. Denotemos as funções
coordenadas de σ por x, y, z, e escrevemos σ(u, v) = [x(u, v), y(u, v), z(u, v)], σu = ∂σ

∂u
e

σv = ∂σ
∂v
.

O plano tangente a S em um ponto p ∈ S, denotado por TpS, é o plano gerado por
{σu, σv} que contem p. A aplicação <,>: TpS × TpS → R dada por < w1, w2 >= w1 · w2,
em cada ponto p ∈ S, é uma métrica induzida pelo produto interno usual de R3 sobre
S. As funções gij =< wi, wj >, i, j = 1, 2 são chamadas componentes (ou coeficientes)
da métrica e são importantes para obter muitas das propriedades intrínsecas de uma
superfície. A matriz da métrica é denotada por (gij), e sua inversa por (gij). Agora, sejam

E = ||σu||2, F =< σu, σv >, G = ||σv||2. (2.1)

Em termos de diferenciais, a métrica tem uma expressão quadrática dada por

I = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2, (2.2)

e é usualmente chamada de primeira forma fundamental da superfície S. Observe que, na
maioria dos textos de física, esta é representada por ds2.

Dos diferentes usos da primeira forma fundamental, seus coeficientes podem ser
usados para determinar o comprimento de curvas sobre uma superfície S. Assim, dada
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uma curva diferenciável γ : [a, b] ⊂ R→ R3, dizemos que γ está sobre S se γ(t) ∈ S, onde
t ∈ [a, b]. Neste caso, o comprimento exato de γ para t ∈ [a, b] é dado por

L =
∫ b

a

√
E(u, v)

(
du

dt

)2
+ 2F (u, v)du

dt

dv

dt
+G(u, v)

(
dv

dt

)2
. (2.3)

Lembremos que o comprimento de arco de uma curva γ(t) é a grandeza infinitesimal
do vetor γ′(t), isto é,

∫ b
a ||γ′(t)||dt. Comparando com a fórmula para métrica induzida em

uma superfície (2.2), ou seja, observando que ds2 = gijdudv = I, obtem-se a fórmula (2.3).

Dada uma curva diferenciável γ : [a, b] → R3, a velocidade com que os vetores
tangentes γ′(t), t ∈ (a, b), mudam de direção é chamada de curvatura da curva γ em t. Se
γ é parametrizada pelo comprimento de arco, sua curvatura é dada por

k(t) = |γ′′(t)|. (2.4)

É fácil mostrar que se o traço de γ é uma reta, então sua curvatura é nula. Portanto, k é
a função escalar que determina a extensão em que uma curva se desvia de uma linha reta.
Mais geralmente, se γ ∈ R3 é uma curva diferenciável, não necessariamente parametrizada
pelo comprimento de arco, a curvatura de γ pode ser obtida pela fórmula

k(t) = ||γ
′(t)× γ′′(t)||
||γ′(t)||3 . (2.5)

Para uma curva regular em R2, sua curvatura é dada por

k(t) = γ′′(t) · Jγ′(t)
‖ γ′(t) ‖3 , (2.6)

onde

J =
0 −i
i 0

 ,
é a estrutura linear complexa sobre um vetor (rotação por π/2 no sentido anti-horário).

Se a curva é um gráfico de uma função explícita y = ϕ(x) sobre o plano, então

k(x) = |ϕ′′(x)|
(1 + ϕ′(x)2) 3

2
. (2.7)

Em coordenadas polares, com γ(θ) = ~r(θ)eiθ, a curvatura da curva é

k(θ) = 2~r ′(θ)2 − ~r(θ)~r ′′(θ) + ~r(θ)2

(~r ′(θ)2 + ~r(θ)2) 3
2

. (2.8)

Se uma curva γ : [a, b] → R3 tem curvatura não nula, podemos definir o vetor
normal unitário por

N(t) = γ′′(t)
k(t) . (2.9)
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Para uma superfície S com parametrização σ, define-se o campo normal unitário
por

N(u, v) = σu × σv
||σu × σv||

, (2.10)

e a segunda forma fundamental de S é escrita como

II = edu2 + 2fdudv + gdv2, (2.11)

onde e =< σuu, N >, f =< σuv, N > e g =< σvv, N >, com N := N(u, v).

Sendo N definido ao longo de uma curva γ sobre S, com γ(0) = p, a aplicação linear
Wp : TpS → TpS definida por Wp = −Dγ′(0)N nos diz como S se curva na direção γ′(0),
ou seja, nos diz sobre a forma da superfície S. W é chamada de aplicação de Weingarten
ou operador de forma.

Como Wp ∈ TpS, podemos escrever

Wp(σu) = a1σu + a2σv, e Wp(σv) = a3σu + a4σv. (2.12)

. Logo,

e = I(Wp(σu), σu) = a1E + a3F,

g = I(Wp(σv), σu) = a2F + a4G,

f = I(Wp(σu), σv) = a1F + a3G,

f = I(Wp(σv), σu) = a2E + a4F.

De onde, segue que e f

f g

 =
E F

F G

a1 a2

a3 a4.

 (2.13)

Portanto, ao determinarmos os valores a1, a2, a3 e a4, obtemos que, em termos da base
{σu, σv}, esse operador é dado por

[Wp] = 1
EG− F 2

fF − eG eF − fE
gF − fG fF − gE

 . (2.14)

ComoWp é um operador linear auto-adjunto em cada TpS, existe uma base {w1, w2}
tal que Wp(w1) = λ1w1 e Wp(w2) = λ2w2. Os autovalores λ1 e λ2 são precisamente as
curvaturas principais de S em p.

Denotando por T o vetor unitário γ′, utilizamos os vetores N e T , calculados em
um ponto sobre S, para obtermos o vetor binormal a γ dado por

B = T ×N. (2.15)
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Portanto, se a curvatura de γ é não nula, tem-se o referencial ortonormal {T,N,B}
chamado de Triedro de Frenet ao longo da curva γ.

Além disso, como B′ é paralelo a N , defini-se o número real τ denominado torção
da curva γ, pela equação

B′(t) = τ(t)N(t). (2.16)

Como uma curva contida em plano tem torção nula, segue que τ é a função escalar que
determina a extensão em que uma curva não está contida em um plano. A torção pode ser
calculada pela fórmula

τ(t) = (γ′(t)× γ′′(t)) · γ′′′(t)
||γ′(t)× γ′′(t)||2 . (2.17)

Derivando as funções vetoriais T (s), N(s) e B(S) conclui-se, a partir da equações
(2.9),(2.15) e (2.16), que o triedro de Frenet {T (s), N(s), B(s)} para uma curva γ, com
curvatura k(s) não nula, satisfaz o sistema de equações diferenciais


T ′ = kN,

N ′ = −kT − τB, (Equações de Frenet).

B′ = τN.

Seja k(s) : I → R uma função diferenciável. O Teorema Fundamental das Curvas
planas, mostra que existe exatamente uma curva γ : I → R2, parametrizada pelo compri-
mento de arco s tal que a curvatura é k(s). Um teorema análogo para curvas no espaço
mostra que a curvatura k(s) > 0 junto com a torção τ(s) : I → R determinam uma única
curva no espaço.

Denotando B = γ′ ×N , a torção geodésica τg da curva γ é número real dado por

τg = B ·N ′. (2.18)

Como γ′′ tem uma componente paralela e outra perpendicular a S, escrevendo
γ′′(t) = knN + kgN × γ′(t), os escalares kn e kg são chamados, respectivamente, curvatura
normal e curvatura geodésica da curva γ, e são dados por

kn = γ′′(t) ·N(γ(t)), kg = γ′′(t) · (N(γ(t))× γ′(t))
‖ γ′′′(t) ‖3 . (2.19)

Diferente da curvatura normal, que depende dos coeficientes da primeira e da
segunda forma fundamental, a torção geodésica e a curvatura geodésica dependem apenas
dos coeficientes da primeira forma, isto é, são intrínsecas a superfície. Quando γ está sobre
S, a curvatura kg mede como γ está se curvando sobre S.
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Suponha que γ(t) = σ(x1(t), x2(t)) para x1, x2 : I → R. A curva γ é uma geodésica
se, e só se

d2xk

dt2
+ Γkij

2∑
i,j=1

dxi

dt

dxj

dt
= 0, k = 1, 2, (2.20)

onde Γmij : U → R, 1 ≤ i, j, k ≤ 2 são os simbolos de Christoffel (de segundo tipo), da
parametrização σ : U→ U ∩S calculados em (x1(t), x2(t)), definidos em termos da métrica
de S por

Γmij = 1
2g

km
{
∂gik
∂xj

+ ∂gjk
∂xi
− ∂gij
∂xk

}
. (2.21)

Uma propriedade extrínseca de S é a curvatura média, definida por

H = eG− fF + gE

2(EG− F 2) , (2.22)

enquanto se olharmos, mais uma vez, para a geometria intrínseca de S, a curvatura de
Gauss lê-se

K = eg − f 2

EG− F 2 , (2.23)

ou ainda, em termos dos coeficientes da primeira forma fundamental, K pode ser descrita
por

1
(EG− F 2)



∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1

2Evv + Fuv − 1
2Guu

1
2Eu Fu − 1

2Ev

Fv − 1
2Gu E F

−1
2Gv F G

∣∣∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1
2Ev

1
2Gu

1
2Ev E F
1
2Gu F G

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


. (2.24)

Podemos usar os dois conceitos anteriores para descrever as curvaturas principais
de S como

k1 = H +
√
H2 −K, k2 = H −

√
H2 −K. (2.25)

Da segunda forma fundamental, a segunda curvatura de Gauss de uma superfície
S é definida por ( [25,26])

KII = 1
(eg − f 2)2



∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−1

2euu + fuv − 1
2gvv

1
2eu −

1
2eu

fu − 1
2gu e f

1
2gv f g

∣∣∣∣∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −1
2ev

1
2e]gu

1
2ev e f
1
2gu f g

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

 . (2.26)
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2.2 Operadores diferenciais sobre superfícies curvas

Como nosso principal objetivo é desenvolver uma ferramenta que facilite a tarefa de
mapear sistemas modelos do espaço plano para um espaço curvo, um passo fundamental
é obter os operadores diferenciais apropriados no espaço curvo. Embora essa etapa seja
formalmente viável, a implementação analítica em uma superfície genérica pode ser
bastante difícil, ou mesmo incômoda. Nesta seção, revisamos os principais operadores
diferenciais em superfícies curvas que são implementados em nosso código ( para mais
detalhes veja [27–31]).

Gradiente

Com a mesma notação que usamos anteriormente, consideremos U ⊆ R3 um
subconjunto aberto, com U ∩ S 6= ∅.

Lembremos que um campo vetorial Y em um aberto U ⊆ R3 é uma função que
atribui a cada ponto p ∈ U , um vetor tangente Y ∈ TpS.

Seja ϕ : U ⊆ R3 → R uma função escalar diferenciável. O gradiente de ϕ é o único
campo vetorial diferenciável ∇ϕ, definido sobre U , tal que

∇ϕ ·X = X(ϕ), (2.27)

para todo campo vetorial X que opera em uma função escalar ϕ . O gradiente de ϕ pode
ser calculado pela fórmula

∇ϕ = gij
∂ϕ

∂xj
∂i. (2.28)

Seja V : U ⊆ R3 → R3 um campo vetorial (tensor de rank 1) definido por
V := V (v1, v2, v3). O gradiente de V é a matriz (tensor de ordem 2) dada por

∇V = ∇jv
igjgi, (2.29)

onde ∇jv
i = ∂jv

i + Γikjvk, e gi’s são vetores básicos obtidos a partir da parametrização
de S, não necessariamente unitários e mutualmente ortogonais. Enquanto a base dual é
formada pelos vetores gi’s da matriz inversa de (gi).

Divergência

A Divergência de um campo vetorial V , denotado por div V é a função escalar
definida por

div V = 1
√g

∂

∂xi
(vi
√

g), (2.30)

onde g é o determinante da matriz (gij).



Capítulo 2. Preliminares 21

Seja T um tensor de ordem 2. A divergência covariante de T é o vetor cuja j-ésima
coordenada é dada por

(div T)j = ∂Tij

∂xi
+ ΓikiTkj + ΓjkiTik. (2.31)

Rotacional (Curvilíneo)

O rotacional (ou curvilíneo) de um campo vetorial V é o campo dado por

∇× V = εijk∇ivjgk, (2.32)

onde ∇ivj = ∂ivj − Γkijvk, e o símbolo de permutação (ou simbolo de Levi-Civita) εijk é
definido por: εijk = g−1/2, se (i, j, k) é uma permutação impar; εijk = −g−1/2 se é uma
permutação par; ou εijk = 0, se dois dos índices são iguais, onde i, j, k ∈ {1, 2, 3}.

Laplace-Beltrami

Seja ϕ : S → R um função diferenciável. O Laplaciano de ϕ é a função escalar
∆ϕ : S → R, dada por

∆ϕ = div(∇ϕ). (2.33)

ou seja, a divergência de um campo gradiente. Intuitivamente, nota-se que ∆ϕ é proporci-
onal à diferença entre o valor médio de ϕ em uma vizinhança de um ponto p, e o valor
ϕ(p).

Em coordenadas, o Laplaciano de ϕ pode ser calculado pela fórmula

∆ϕ = 1
√g

∂

∂xi

(
gij
√

g
∂ϕ

∂xj

)
. (2.34)

Se V é um campo vetorial, o Laplaciano de V é o campo vetorial dado por

∇2V = ∇
(
∇V

)
−∇×

(
∇× V

)
. (2.35)

Hessiana

Dada uma função diferenciável ϕ : S → R, o Hessiano de ϕ é operador linear
(Hess ϕ)p : TpS → TpS, p ∈ S, dado por

(Hess ϕ)p(v) = ∇v∇ϕ. (2.36)

onde ∇v denota a derivada covariante. A matriz Hessiana de ϕ tem componentes

Hess(ϕ)ij = gij
(

∂2ϕ

∂xi∂xj
− Γkij

∂ϕ

∂xk

)
. (2.37)
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Exemplo

Os operadores apresentados acima são bem conhecidos e frequentemente encontra-
mos suas expressões para superfícies como esfera, cilindro, toro, etc. Aqui, vamos considerar
um exemplo em coordenadas não ortogonais, o que pode ser útil para tornar esse texto
autossuficiente. A princípio, notemos que os vetores de base covariantes e contravariantes
gi e g

i, não são necessariamente unitários. Sendo assim, considerando |gi| = Ô
gi · gi e

|gi| =
Ô

gi · gi, temos os seguintes vetores unitários

ĝi = giÔ
gii

e ĝ
i = g

i

Ô
gii

. (2.38)

Logo, se escrevemos um vetor V nas bases dadas por gi ou por g
i, isto é, V = V

i
gi ou

V = Vig
i, obtemos, respectivamente V = V

i
Ô

giiĝi ou V = Vi

Ô
giiĝ

i. Portanto, a respeito
das componentes físicas covariantes e contravariantes de um vetor V e de um tensor T,
segue as seguintes relações ( [28,30–32]):

V
(j) = V

j|gj| e V(j) = Vj

|gjj|
, (2.39)

T(ij) =
Ò

gii

Ò
gjjTij

. (2.40)

Como exemplo, seja X(u, v, w) = [u, v, (uv)2 + w]. Se w é constante, X := X(u, v)
é uma parametrização da superfície ( Figura 5) conhecida como calha cruzada [33].

Figura 5 – Calha cruzada.

Fonte: os autores (obtida com o sofware Maple).

Desde que w seja constante, obtemos Xu = (1, 0, 2uv
2) e Xv = (0, 1, 2vu

2). Logo,
a matriz da primeira forma fundamental e sua inversa são facilmente calculadas:

(gij) =
Q

a 1 + 4v
4
u

2 4u
3
v

3

4u
3
v

3 1 + 4u
4
v

2

R

b e (gij) =
Q

a
1+4v

2
u

4

1+4v4u2+4u4v2 ≠ 4u
3
v

3

1+4v4u2+4u4v2

≠ 4u
3
v

3

1+4v4u2+4u4v2
1+4u

2
v

4

1+4v4u2+4u4v2

R

b .

Seja Ï : U fl S æ R uma função escalar Ï := Ï(u, v). Para calcular o gradiente de
Ï, utilizamos a equação (2.39) para as funções componentes (ÒÏ)i = Ô

giig
ij ˆÏ

ˆxj . Logo,

ÒÏ =

Q

cca

Ô
4 u2v4+1(4 u

4
v

2+1) ˆ
ˆu Ï(u,v)

4 u4v2+4 u2v4+1 ≠ 4
Ô

4 u2v4+1u
3
v

3 ˆ
ˆv Ï(u,v)

4 u4v2+4 u2v4+1

≠ 4
Ô

4 u4v2+1u
3
v

3 ˆ
ˆu Ï(u,v)

4 u4v2+4 u2v4+1 +
Ô

4 u4v2+1(4 u
2
v

4+1) ˆ
ˆv Ï(u,v)

4 u4v2+4 u2v4+1

R

ddb . (2.41)
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Agora, supondo w variável, e derivando mais uma vez X, também com respeito a
w, temos que Xu = 〈1, 0, 2uv2〉, Xv = 〈0, 1, 2vu2〉 e Xw = 〈0, 0, 1〉. Assim, a matriz da
primeira forma de S passa a ser:

(gij) =


1 + 4v4u2 4u3v3 2uv2

4u3v3 1 + 4u4v2 2vu2

2uv2 2vu2 1

 . (2.42)

Para obtermos a inversa (gij), denotemos por L1, L2, L3 os vetores linhas de (gij), e
efetuamos as seguintes operações elementares: (1) L1 := L1

1+4v4u2 , (2) L2 := L2− 4u3v3L1,
(3) L3 := L3− 2v2uL1, (4) L2 := 1+4v4u2

4u4v2+4u2v4+1L2, (5)L1 := L2− 4u3v3

1+4v4u2L2, (6)L3 :=
L3− 2vu2

4u2v4+1L2, (7)L3 := (4u4v2 + 4u2v4 + 1)L3, (8)L2 := L2− ( 2u2v
4u4v2+4u2v4+1)L3, e por

último (9) L1 := L2− ( 2uv2

4u4v2+4u2v4+1)L3. Logo,

(gij) =


1 0 −2uv2

0 1 −2vu2

−2uv2 −2vu2 4u4v2 + 4u2v4 + 1

 . (2.43)

É necessário calcularmos os símbolos de Christoffel para a superfície S. Assim,

Γ3
11 = Γwuu

−uv2 ∂

∂u

(
4u2v4 + 1

)
− u2v

(
2 ∂

∂u

(
4u3v3

)
− ∂

∂v

(
4u2v4 + 1

))

+1
2
(
4u4v2 + 4u2v4 + 1

)(
2 ∂

∂u

(
2uv2

)
− ∂

∂w

(
4u2v4 + 1

))
= 2v2,

Γ3
12 = Γwuv

−uv2 ∂

∂v

(
4u2v4 + 1

)
− u2v

∂

∂u

(
4u4v2 + 1

)
+2

(
∂

∂u

(
2u2v

)
+ ∂

∂v

(
2uv2

)
− ∂

∂w

(
4u3v3

)) (
u4v2 + u2v4 + 1/4

)
= 4uv,

Γ3
22 = Γwvv

−uv2
(

2 ∂

∂v

(
4u3v3

)
− ∂

∂u

(
4u4v2 + 1

))
− u2v

∂

∂v

(
4u4v2 + 1

)
+1

2
(
4u4v2 + 4u2v4 + 1

)(
2 ∂

∂v

(
2u2v

)
− ∂

∂w

(
4u4v2 + 1

))
= 2u2.

Todos os demais símbolos Γ3
i3, Γ3

3,j, Γ1
ij e Γ2

ij, onde (i, j = 1..3), são nulos.
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Utilizamos as componentes da métrica da superfície S para obtermos os vetores
gi = gijgj, i, j = 1..3.

g1 = g11g1 + g12g2 + g13g3

= 〈1, 0, 0〉,
g2 = g21g1 + g22g2 + g23g3

= 〈0, 1, 0〉,
g3 = g31g1 + g32g2 + g33g3

= 〈−2uv2,−2vu2, 1〉. (2.44)

Segue que |g1| = 1, |g2| = 1 e |g3| =
√

4u4v2 + 4v4u2 + 1.

Agora, seja V : U ⊂ R3 → R3 uma função vetorial, onde V i := V i(u, v, w),
i = 1, 2, 3. Para calcularmos o gradiente de V , utilizamos as equações (2.38) e (2.39) para
cada componente da matriz ∇V e cada função coordenada de V . Com isso, temos que
(∇V )ij = (∂j(Vi

√
gii) + ΓikjVk

√
gkk)|gjj||gii|. Segue que:

∇1V
1 = (∂uV 1)

√
1 + 4u2v4,

∇2V
1 = (∂vV 1)

√
1 + 4u2v4,

∇3V
1 = (∂wV 1)

√
1 + 4u2v4

√
1 + 4u4v2 + 4v4u2,

∇1V
2 = (∂uV 2)

√
1 + 4u4v2, mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmm

∇2V
2 = (∂vV 2)

√
1 + 4u4vv,

∇3V
2 = (∂wV 2)

√
1 + 4u4v2

√
1 + 4u4v2 + 4v4u2,

∇1V
3 = (∂uV 3)

√
4u4v2 + 4v4u2 + 1 + V 3 16u3v2 + 8v4u

2
√

4u4v2 + 4v4u2 + 1
+ 2v2V 1 + 4uvV 2,

∇2V
3 = (∂vV 3)

√
4u4v2 + 4v4u2 + 1 + V 3 8u4v + 16v3u2

2
√

4u4v2 + 4v4u2 + 1
+ 4uvV 1 + 2u2V 2,

∇3V
3 = (∂wV 3)(4u4v2 + 4v4u2 + 1).

Para calcularmos a divergência de V utilizamos (2.39) e o determinante de (gij).
Desta forma obtemos

div V =
3∑
i=1

∂

∂xi
( Vi√

gii
).

= ∂V1

∂u

1√
1 + 4v4u2

− 4uv4V1

(1 + 4v4u2)3/2 + ∂V2

∂v

1√
1 + 4u4v2

− 4vu4V2

(1 + 4u4v2)3/2 + ∂V3

∂w

Consideremos

T =


T11(u, v) 0 0

0 T22(u, v) 0
0 0) 1

 , (2.45)
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A fim de determinarmos a divergência do tensor de segunda ordem T, utilizamos primeira-
mente a equação (2.40) para cada componente de T. Por tanto, da definição (2.31) temos
que (Div T)j = ∂(Tij

√
gii
√
gjj)

∂xi
+ ΓikiTkj

√
gkk
√
gjj + ΓjkiTik

√
gii
√
gkk. Em seguida, devemos

utilizar a equação (2.39) para as funções coordenadas do vetor Div T. Para concluir o
cálculo da divergencia, lembramos que os únicos símbolos de Christoffel não nulos de S
são Γ3

11 = 2v2, Γ3
12 = 4uv e Γ3

22 = 2u2. Logo,

div T =


4u2v4 ∂

∂u
T11(u,v)√

4u2v4+1 +
∂
∂u

T11(u,v)√
4u2v4+1

4u4v2 ∂
∂v

T22(u,v)√
4u4v2+1 +

∂
∂v

T22(u,v)√
4u4v2+1

2v2T11(u, v) + 2u2T22(u, v)

 . (2.46)

Em relação ao rotacional (2.32), como det(gij) = 1, temos que a permutação εijk

assumirá apenas os valores 0, 1 ou −1. Portanto, basta utilizarmos a equação (2.39), no
cálculo usual para o rotacional de V , para obtermos ∇× V , isto é,

∂
∂v
V 3(u, v)

√
4u2v4 + 1

− ∂
∂v
V 3(u, v)

√
4u4v2 + 1

4( ∂
∂u
V 2(u,v))u4v2
√

4u4v2+1 + 8V 2(u,v)u3v2
√

4u4v2+1 +
∂
∂u
V 2(u,v)√

4u4v2+1 −
4( ∂

∂v
V 1(u,v))u2v4
√

4u2v4+1 − 8V 1(u,v)u2v3
√

4u2v4+1 −
∂
∂v
V 1(u,v)√

4u2v4+1

 .

Os demais operadores, ou seja, Hessiana e Laplaciano de uma função escalar,
seguem diretamente das respectivas definições, sem demais atribuições referentes as suas
componentes. No caso do Laplaciano de uma função vetorial V , de acordo com a fórmula
(2.35), para se obter as componentes do vetor ∆V , basta repetir os procedimentos já
feitos para a divergência de V , obtendo assim uma função escalar, em seguida, calcular o
gradiente, obtendo assim um vetor, do qual deve-se subtrair o vetor obtido pelo rotacional
do rotacional de V .
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3 ALGÉBRICA COMPUTACIONAL

Há décadas, que o uso de algoritmos algébricos tem atraído interesse nas áreas de
ciência da computação, matemática e aplicações. Os primeiros softwares desenvolvidos
para realizar cálculos simbólicos foram, possivelmente, descritos em 1953 [34, 35]. No
entanto, muito antes disto, em 1921, cerca de cem anos antes da invenção do computador
como conhecemos hoje, o cientista Charles Babbage, prestes a realizar uma apresentação
científica, em meio a tabelas matemáticas, ao encontrar uma grande quantidade de erros,
exclamou: "Desejo a Deus que esses cálculos tenham sido executados a todo vapor". Algum
tempo depois, Babbage começou a idealizar o fim dos erros humanos com a primeira
máquina de computação [36].

Em paralelo ao avanço da computação, teorias matemática foram bem desenvolvidas
permitindo que objetos algébricos viessem a ser armazenados na memória de um computa-
dor, sendo utilizados para cálculos (simbólicos) sem perda de precisão e significância. Desse
desenvolvimento, surge a algébrica computacional como "a parte da ciência da computação
que projeta, analisa, implementa e aplica algoritmos algébricos" [37]. Consequentemente, o
tratamento de expressões matemáticas por meio de algorismos computacionais torna-se
amplamente utilizado em diversos campos da ciência [38–41].

Com passar dos anos, muitos softwares destinados a computação simbólica foram
desenvolvidos e aprimorados tornando-se poderosas ferramentas para lidar com diversos
tipos de problemas da matemática, engenharias e da ciência em geral. Conhecidos como
sistemas de álgebra computacional, ou ainda sistema CAS, do inglês computer algebra
system, esses softwares apresentam recursos para produzir gráficos e manipular expressões
matemáticas em forma analítica (simbólica) e numérica [42–46].

Exemplos de sistemas CAS:

• REDUCE

Sistema para cálculos algébricos cujo desenvolvimento iniciou-se em 1963 por Tony
Hearn durante o pós-doutorado em Física Teórica na Universidade de Stanford.
Naquele ano, durante trabalhos com diagramas de Feynman, Hearn imaginou se os
cálculos que realizava poderiam ser feitos por computador. Em 1968, Tony Hearn
disponibilizou para diversos pesquisadores cópias do software [47]. Em 2008, o Reduce
passou a ser disponibilizado sob uma licença BSD modificada.

O sistema fornece uma linguagem de programação completa, com uma sintaxe
semelhante a outras linguagens de programação modernas.

https:// reduce-algebra.sourceforge.io/ index.php

https://reduce-algebra.sourceforge.io/index.php
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• DERIVE

Foi um sistema CAS, desenvolvido pela Soft Warehouse em Honolulu Warehouse
in Honolulu, Hawaii, agora de propriedade da Texas Instruments. O software foi
implementado em muLISP. Em 2007 foi descontinuado em favor da calculadora
TI-Nspire. A última versão disponibilizada foi Derive 6.1 para MS-Windows.

• MAXIMA

É um software descendente de Macsyma, o célebre sistema de álgebra computacional
desenvolvido por Joel Moses, William Martin e outros no Instituto de Tecnologia
de Massachusetts (MIT) no final da década 60. O Macsyma foi revolucionário em
sua época e muitas ideias incluídas nele são atualmente usadas em outros programas
como o Maple e o Mathematica. Em 1982 o Macsyma teve seu desenvolvimento
descontinuado. No entanto, William Schelter manteve uma versão adaptada a lingua-
gem Lisp conhecida por Maxima para diferenciar do Macsyma. Em 1998, Schelter
obteve permissão para distribuir Maxima sobre licença GNU GPL.

http://maxima.sourceforge.net

• MAPLE

É um sistema algébrico computacional comercial de uso genérico que tem sido
utilizado por engenheiros, cientistas e matemáticos para resolver diversos problemas
em muitos setores e disciplinas técnicas [48]. Seu desenvolvimento começou no início
da década de 80 pelo grupo de computação simbólica na Universidade de Waterloo,
no Canadá. Desde 1988, o Maple passou a ser desenvolvido e comercializado pela
Maplesoft, uma companhia canadense fornecedora de softwares e serviços para
educação, ciência, tecnologia, engenharia e matemática.

A interface do software é bem amigável, ou seja, permite inserir expressões matemá-
ticas de forma semelhante a notação matemática tradicional. O Maple é baseado em
um kernel, escrito em C, que fornece a linguagem Maple. A maioria das funcionali-
dades do software é fornecida por bibliotecas que em geral são escritas na própria
linguagem Maple.

https://maplesoft.com

• MATLAB

Comumente relacionado com sistemas de álgebra computacional, o Matlab é uma
plataforma de programação comercial, projetada especificamente para engenheiros
e cientistas. O software é baseado na linguagem Matlab, baseada em matriz que
permite a expressão mais natural da matemática computacional. A linguagem Matlab
permite analisar dados, desenvolver algoritmos, criar modelos e aplicativos.

http://maxima.sourceforge.net
https://maplesoft.com
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O Matlab foi criado no final da década de 70 por Cleve Moler, no departamento de
ciência da computação da Universidade do Novo México. Em 1984, foi reescrito em
C por Moler e Steve Bangert, da Universidade de Stanford. No mesmo ano fundaram
a MathWorks empresa que continua desenvolvendo o software.

https://www.mathworks.com/products/matlab.html?s_tid=hp_ff_p_matlab

• MATHEMATICA

É um programa de computador que implementa um sistema de álgebra computacional.
Foi desenvolvido por StephenWolfram em meados da década de 80, tendo sua primeira
versão disponibilizada em 1988, e atualmente continua em desenvolvimento pela
empresa Wolfram Research.

Com pacotes para tratamento numérico, algébrico e gráfico, o Mathematica tem
sido amplamente utilizado em diversas áreas, como: engenharia, ciências biológicas e
exatas, economia e finanças, ensino da matemática, etc.

https://www.wolfram.com/mathematica/

Alguns desses sistemas algébricos contém em sua estrutura, um núcleo, que é
responsável em executar as operações em baixo nível, e uma biblioteca com a maior parte
de suas funcionalidades, composta de funções destinadas a diversas áreas de aplicação.
Em parte, o aprimoramento de sistemas CAS ocorre devido ao desenvolvimento de novos
pacotes com novas funções podendo serem incluídas em suas bibliotecas.

Os pacotes são conjuntos de algorítimos (códigos) salvos em arquivos específicos
de um CAS. Geralmente são desenvolvidos a partir das linguagens de programação dos
próprios sistemas. Esses algorítimos, uma vez salvos como pacotes, podem ser acessados pelo
Kernel, em momentos posteriores, disponibilizando aos usuários as funções implementadas
em seu desenvolvimento sem a necessidade de reescrever os códigos para executa-los.

Muitos pesquisadores têm utilizado desses recursos computacionais para desenvolver
pacotes a fim de tratar problemas diversos. Alguns exemplos podem ser encontrados nos
sites dos sistemas CAS, ou em trabalhos publicados, como nas referências [49–54]. Quanto
a literatura para o desenvolvimento de pacotes sugerimos [55–60], além dos manuais dos
CAS.

https://www.mathworks.com/products/matlab.html?s_tid=hp_ff_p_matlab
https://www.wolfram.com/mathematica/
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4 O PACOTE SURF

4.1 Procedimentos

Com a finalidade de desenvolvermos uma ferramenta que possa facilitar a modelagem
matemática de sistemas em espaço curvo visando possíveis aplicações reais, escolhemos o
sistema de álgebra computacional Maple. Nossa escolha se deu pelo fato da Universidade
Federal de Pernambuco (UFPE) ter obtido licenças ilimitadas para uso de alguns CAS,
bem como por nossa afinidade com o sistema Maple.

Sobre o desenvolvimento da ferramenta, é útil enfatizar abordagens alternativas e
inspiradoras disponíveis na literatura, como o livro de John Oprea [22] e o livro de Alfred
Gray [24] que abordam a teoria da geometria diferencial com linguagens de programação
dos softwares Maple e Mathematica, respectivamente.

Em relação ao Maple, ressaltamos que o software combina um eficiente mecanismo
matemático com mais de 5000 funções destinadas a praticamente todas as áreas da
matemática, com uma interface amigável para análise, exploração, visualização e solução
de problemas matemáticos. Portanto, utilizamos a linguagem de programação Maple,
versão 2016, e finalizamos nossa ferramenta como um pacote Maple, o qual denominamos
Surf.

Na proxima seção, a fim de explicarmos a metodologia utilizada no desenvolvimento
do Surf, optamos por exemplificar os procedimentos gerais utilizados para desenvolver um
pacote no sistema Maple.

4.1.1 Um pacote Maple

No Maple, pacotes são módulos, isto é, comandos estruturados em blocos de
códigos, com os quais se organizam e exportam as funções que constituem um pacote.
Essas funções podem receber expressões arbitrárias em Maple, que geralmente são definidas
como procedimentos. Por sua vez, um procedimento é uma expressão válida que pode ser
atribuída a um nome.

A estrutura básica de um pacote escrito na linguagem Maple deve conter: inicial-
mente o comando module() o que indica o início do módulo; em seguida, a opção option
package que informa ao Kernel do sistema Maple que o código escrito no módulo refere-se
a um pacote; o comando export seguido dos nomes atribuídos aos procedimentos (funções),
que poderão ser utilizados pelo usuário; e para concluír, o comando end module: que
finaliza o módulo.

Esboço da estrutura do código de um pacote em Maple:
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> NomedoPacote:=module ( )
> opt ion package ;
> export funcao1 , funcao2 ;
>
> funcao1 :=proc ( argumento1 , argumento2 )
> Algoritmo1 ;
> end proc :
>
> funcao2 :=proc ( argumento1 , argumento2 , argumento3 )
> Algoritmo2 ;
> end proc :
>
> funcao3 :=proc ( argumento1 )
> Algoritmo3 ;
> end proc :
>
> end module :

Notemos que os argumentos argumento1, argumento2 e argumento3 recebem
informações necessárias para que a função, na qual o argumento foi utilizado, seja executada.
Além disso, as informações são restritas a cada respectivo algorítimo, como uma variável
de valor fixado e local.

Sublinhamos que ao utilizarmos um contorno, como no esboço acima, estamos nos
referindo a uma planilha de trabalho do software Maple.

Agora, apresentamos um exemplo, que possa ser verificado, de um pacote escrito
no Maple. De fato, nesse exemplo, não pretendemos tratar da programação em Maple, mas
apenas, uma introdução sobre o processo de criar, estruturar, salvar e executar um pacote
no Maple. Lembramos, como mencionado no capítulo anterior, que na literatura específica
de cada sistema CAS, existem materiais sobre programação nas suas linguagens específicas.
Decerto, o Help do sistema Maple contém excelentes informações sobre o desenvolvimento
de pacotes.

Nosso exemplo é um pacote que denominamos por MeuPacote, cujo código apre-
sentamos na página 31. Nele, incluímos duas funções que disponibilizamos com o comando
export.

A primeira função, denominada funcao1, contém apenas um argumento, argumento1.
Nela implementamos três variáveis locais text1,text2 e text3. Observe que ao definirmos
uma variável local dentro de um procedimento, só podemos utiliza-la com o valor de
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definição, dentro do respectivo procedimento. Em nossa função, enquanto atribuímos uma
string na primeira variável text1, utilizamos a segunda para converter o argumento1 em
string, e a terceira text3 para concatenar as outras duas.

A segunda função, funcao2, contém um único argumento, argumento2, e duas
variáveis locais denominadas com os mesmos nomes text1 e text2. No entanto, em funcao2,
a variável text1 chama a primeira função, funcao1, para o argumento dado em argumento2
enquanto a variável text2 converte text1 para o tipo lista, e no comando return, a função
nativa do Maple, nops, é utilizada para calcular quantos caracteres tem a saída de funcao1.
Segue o código de nosso exemplo:

text

> MeuPacote:=module ( )
> opt ion package ;
> export funcao1 , funcao2 ;
>
> funcao1 :=proc ( argumento1 )
> l o c a l text1 , text2 , t ext3 ;
> text1 := "Um pacote no Maple , por : " ;
> text2 := convert ( argumento1 , s t r i n g ) ;
> text3 := cat ( text1 , t ext2 ) ;
> return ( text3 ) ;
> end proc :
>
> funcao2 :=proc ( argumento2 )
> l o c a l text1 , t ext2 ;
> text1 := funcao1 ( argumento2 ) ;
> text2 := convert ( text1 , l i s t ) ;
> return ( nops ( text2 ) ) ;
> end proc :
>
> end module :

Para utilizar um pacote no Maple devemos usar o comando with, cuja sintaxe é
acompanhada do nome do pacote entre parênteses. O Maple, uma vez identificado pelo
kernel, que o nome corresponde a um pacote instalado em sua biblioteca, retorna as funções
que foram indicadas no código do pacote com o comando export. No nosso caso, ainda não
instalado o pacote, obtemos o mesmo resultado se utilizarmos o comando with na mesma
planilha de trabalho que contém o código, e se este já tenha sido executado.

Assim, ao executar Enter em algum local do código MeuPacote, devemos obter
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com o comando with(MeuPacote) os nomes das funções funcao1 e funcao2.

Caso a planilha de trabalho do Maple seja fechada, mesmo tendo salvo o arquivo
MeuPacote.mw com o código do pacote, ao reiniciar sistema, o Maple não identificará o
novo pacote. Neste caso, se usarmos o comando with(MeuPacote), o sistema retornará
uma mensagem de erro:

“Error, invalid input: with expects its 1st argument, pname, to be of type ‘module‘,
package, but received MeuPacote.”

Para que o Maple identifique nosso pacote, é necessário salvar o código como um
arquivo da biblioteca do Maple, cuja extensão é .mla, e executar sua instalação em uma
pasta identificada como biblioteca (Library) para o sistema Maple.

Para isso, com o arquivo MeuPacote.mw aberto, vamos realizar as seguintes etapas:

1. Criar uma pasta que iremos utilizar para salvar os arquivos do pacote, ou utilizamos
qualquer outra já existente. No nosso exemplo, criamos uma pasta com nome
MinhaBib.

2. Em seguida, iniciamos o pacote:

> with (MeuPacote ) ;
[ funcao1 , funcao2 ]

3. Definimos uma variável libFilename, com o caminho para a pasta MinhaBib onde
iremos criar um repositório .mla:

> l ibF i l ename :="/ Users /marce lop i ropo /MinhaBib/MeuPacote . mla " :
>

Observe que o caminho /Users/marcelopiropo/MinhaBib/ depende de cada com-
putador em que o Maple foi instalado, e do diretório onde pretende-se criar o
pacote.

Utilizamos o comando savelib para criar/salvar o arquivo MeuPacote.mla na pasta
MinhaBib:

> s av e l i b (MeuPacote , l i b ra ryF i l ename ) ;

Os argumentos do comando savelib são: o nome do pacote e a variável com o caminho
para o repositório que contém o arquivo .mla.

Após a etapa 4, o pacote já deverá está gravado no arquivo da biblioteca do Maple
MeuPacote.mla, na pasta MinhaBib. Nesse momento o pacote está pronto para ser
instalado em um sistema Maple de versão igual ou mais recente a que foi utilizada
para obter o arquivo .mla.
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Agora, tratamos da instalação do pacote no Maple. Das formas possíveis, vamos
utilizar a que consideramos mais fácil e intuitiva, de modo a disponibilizar o pacote para
outros usuários.

1. Utilizamos o pacote InstallerBuilder específico para criar instaladores:

> with ( I n s t a l l e r Bu i l d e r ) ;
[ Build , I n t e r a c t i v e ]

2. Após executar o comando Interactive:

> I n t e r a c t i v e ( ) ;

É aberta uma interface (Figura 6 ) de construção de instaladores:

Figura 6 – Construtor de instalador.

Fonte: print screen da janela de Construtor de instalador do software Maple.

Preenchemos os dados do construtor de instalador:

a) Nome da Caixa de Ferramentas: MeuPacote. Esse nome será usado para o
instalador (extensão .mla) e para a pasta de instalação;

b) Autor: Marcelo;

c) Versão: Maple xx;

d) Localização do Instalador: /Users/marcelopiropo/Desktop. Esse é local onde o
InstallerBuilder irá criar o instalador, não tendo qualquer influência quando o
pacote for instalado posteriormente. Note que utilizamos um local diferente de
onde está o arquivo de biblioteca do Maple (o pacote), pois nosso instalador
(.mla) será criado com mesmo nome;

e) Lista de arquivos: Aqui, devemos selecionar o arquivo MeuPacote.mla;
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f) Selecionamos a opção Desinstalador. Isso faz com que o instalador inclua um
arquivo MeuPacote_Unistall.mla durante a instalação do pacote;

g) Deixamos para leitor a escolha para a seção Configurar Painéis do Instalador.

3. Após clicar em Construir, o sistema abre uma janela de confirmação. Basta clicar
em ok (Figura 7).

Figura 7 – Finalização do construtor de instalador.

Fonte: print screen da aplicação ao finalizar o construtor de instalador.

Nesta etapa, o instalador (um arquivo MeuPacote.mla) deve ter sido construído
com sucesso pelo sistema. Sugerimos modificar o nome desse arquivo, por exemplo,
MeuPacoteInstalador.mla.

4. Para instalar o pacote no sistema Maple, basta clicar duas vezes no arquivo MeuPa-
coteInstalador.mla e seguir o processo de instalação clicando em Sim, next, next e
Done, nas janelas que serão abertas pelo sistema (Figura 8).

Figura 8 – Etapas da instalação de um pacote.

Fonte: print screen das aplicações durante o processo de instalação.

Após a conclusão do processo de instalação, deverá ser criado no diretório raiz do Ma-
ple três pastas: toolbox,MeuPacote e lib, contendo os arquivos MeuPacote_unistall.mla,
installer-log.txt e MeuPacote.mla (Figura 9).

Ressaltamos que há outras formas de instalação, inclusive utilizando linhas de
comando, com a possibilidade de criar diretórios personalizados. No entanto, optamos
pela forma que consideramos mais intuitiva, sendo de fácil instalação até para um recente
usuário do Maple.
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Figura 9 – Diretório de instalação.

Fonte: print screen do diretório de instalação no sistema operacional macOS.

Banco de dados de ajuda

Um banco de dados de ajuda do Maple é um arquivo de extensão .help que armazena
uma coleção de planilhas (.mw). Planilhas .mw podem ser convertidas para arquivos de
ajuda e, uma vez implementadas em um arquivo .help, podemos adiciona-lo ao índice do
sistema de ajuda do Maple.

No próprio sistema de ajuda do Maple podemos encontrar informações para criação
de páginas de ajuda. Os procedimentos necessários podem ser obtidas, por exemplo,
procurando por Overview of Creating Help Pages in Maple na ajuda disponibilizada no
sistema.

4.2 O pacote Surf

O Surf é um pacote Maple desenvolvido para o ensino e pesquisa da geometria
diferencial em superfícies curvas, com aplicações em dinâmica dos fluidos, difusão em
superfícies, mecânica quântica e biologia. A ideia principal é considerar um sistema modelo
no espaço plano, e a partir da parametrização de uma superfície curva, obter o sistema
modelo no espaço curvo desejado (Figura 10 ).

Figura 10 – Diagrama da ideia principal do pacote Surf.

Fonte: os autores.
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Nesse sentido, referimos ao tratamento simbólico de problemas aplicados do plano
para espaços curvos, o que passa necessariamente pelo cálculo de operadores diferenciais,
tais como: gradiente, divergência, Laplaciano, rotacional e Hessiana. Assim, o pacote Surf
foi iniciado com a implementação de funções para o cálculo simbólico desses operadores
diferenciais que são fundamentais tanto para avaliação como compreensão teórica de
diversos campos da ciência.

Antes de continuarmos com Surf, convém fazermos uma observação a respeito do
cálculo desses operadores com algumas funções nativas do Maple. Primeiro destacamos que
os pacotes Physics[Vectors], VectorCalculus e DifferentialGeometry, nativos da biblioteca
do Maple, têm funções para calcular os operadores diferenciais Gradiente, Divergencia,
Rotacional e Laplaciano.

O primeiro, Physics[Vectors], permite o cálculo dos operadores: gradiente para uma
função escalar, o rotacional (Curl) e a divergência (Divergence) para uma função vetorial,
e laplaciano (Laplacian) de funções escalares ou vetoriais. Esse operadores são calculados
no Physics[Vectors] em coordenadas cartesianas, cilíndricas e esféricas denotadas por
{φ, r, ρ, θ, x, y, z}.

O pacote VectorCalculus, por sua vez, tem funções para o cálculo dos mesmos
operadores calculados pelo Physics[Vectors], no entanto, em VectorCalculus é possível
calcula-los em outras coordenadas curvilíneas ortogonais predefinidas, sendo um total de
13 sistemas em duas dimensões e 24 em três. Além disso, é possível utilizar o comando
AddCoordinates para incluir um novo sistema de coordenadas. No entanto, quando inserimos
a informação de um sistema não ortogonal, o Maple retorna a seguinte mensagem:

Warning, the unit Vectors in the new coordinate system are not orthogonal, only
added to global coordinate systems.

Além desses dois pacotes, destacamos o DifferentialGeometry por ter recursos
notáveis dedicados a diferentes áreas, tais como, variedades, análise tensorial, álgebra de
lie e assim por diante. Neste pacote, o Laplaciano pode ser calculado em coordenadas
curvilíneas para uma dada métrica de uma superfície. No entanto, sua implementação
pode ser bastante abstrata para problemas práticos, como modelar sistemas em espaços
curvos com um ponto de vista experimental e fenomenológico [61].

No pacote Surf, todas as funções foram implementadas com algoritmos baseados na
métrica de uma superfície. Assim, diferente das funções nativas do Maple, os operadores
podem ser obtidos em coordenadas curvilíneas não necessariamente ortogonais. Além da
possibilidade de serem aplicados à funções escalares, vetoriais e matriciais, dependendo
de suas definições. Além disso, outro aspecto importante é que a sintaxe das funções do
Surf tem como argumento central a parametrização de uma superfície, o que o torna uma
ferramenta fácil de usar para cientistas e estudantes de diversas áreas de pesquisa e ensino.
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Na próxima seção, apresentamos cada função do Surf, ou seja, os operadores
diferenciais e as demais funções sobre a geometría de curvas e superfícies, para em seguida,
no capitulo 5 mostrarmos nossas aplicações.

4.3 Funções do pacote Surf

Iniciamos essa seção apresentando os argumentos mais comuns utilizados como
entrada às funções do Surf.

Argumentos de entrada:
metric: Argumento opcional usado para modificar o tipo de entrada para o argumento
param.
param: Esse argumento aceita, dependendo da função, uma parametrização de uma
superfície regular. Exemplo:

[r ∗ cos(u), r ∗ sin(u), v].

Ou a expressão da métrica quando o argumento metric é usado. Exemplo:

a ∗ dr2 + b ∗ drdu+ 2c ∗ du2 + dv2.

vars: Usado para incluir as variáveis independentes da parametrização dada em param.
Exemplo: [r, u, v].
paramcurv: Substitui o argumento param, quando a parametrização de uma curva é
esperada. Exemplo: [u(t), v(t), z(t)].
var: Uma variável independente para uma curva dada no argumento paramcurv. Exemplo:
t;
point: Usado para incluir dois elementos numéricos, coordenadas de um ponto. Exemplo:
[0, π];
func: Para incluir uma função escalar ou vetorial. Exemplo: f(u, v).
vecfunc: Para incluir uma função vetorial. Exemplo: < f(u, v), g(u, v), h(u, v) >.
int: Ponto inicial e final de um intervalo. Exemplo: [0, 1].
output: é usado para modificar a saída de algumas funções.

Funções básicas (curvas e superfícies)

Antes de introduzirmos as funções básicas do pacote, esclarecemos que para facilitar
o uso dos comandos (funções), adicionamos um ”s” ao início dos nomes das funções,
diferenciando daquelas que possuem nomes correspondentes no Maple. Mais detalhes e
outros exemplos de parametrizações de superfícies conforme utilizadas neste texto, podem
ser obtidas em [33]. As figuras apresentadas nos exemplos foram construídas no software
Maple com os comandos plot3d, spacecurve e intersectplot, sendo os dois últimos funções
do pacote plot.
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4.3.1 sNormalVector

A função sNormalVector(param, vars) calcula o vetor unitário normal (2.10) a
uma superfície com parametrização dada em param. Quando o argumento opcional point
é usado, a função sNormalVector(param, vars, point) calcula o vetor unitário normal a
superfície no ponto indicado em point.

Figura 11 – Superfície helicoidal tubular.

Fonte: os autores (obtida com o sofware Maple).

Exemplo

• Vetor normal a uma superfície helicoidal tubular.
Começamos com uma superfície helicoidal tubular T(u, v) (Figure 11):

tubularsurf := [(a+ r ∗ sin(u)) ∗ cos(v), (a+ r ∗ sin(u)) ∗ sin(v), p ∗ v + r ∗ cos(u)]. (4.1)

Para parâmetros genéricos (u, v), o vetor normal é

> sNormalVector(tubularsurf , [u, v]);



(−r(cos(u))2+sin(u)a+r) cos(v)+cos(u) sin(v)p√
(p2−r2)(cos(u))2+2 sin(u)ar+a2+r2

(−r(cos(u))2+sin(u)a+r) sin(v)−cos(u) cos(v)p√
(p2−r2)(cos(u))2+2 sin(u)ar+a2+r2

cos(u)(a+r sin(u))√
(p2−r2)(cos(u))2+2 sin(u)ar+a2+r2


.

No ponto (u, v) = (π4 ,
π
4 ), o vetor normal é

> sNormalVector(tubularsurf , [u, v], [Pi/4, P i/4])



2 a+r
√

2+2 p
2
√

2 p2+2 r2+4
√

2ar+4 a2

2 a+r
√

2−2 p
2
√

2 p2+2 r2+4
√

2ar+4 a2

r
√

2+2 a
2
√

2
√

2ar+2 a2+p2+r2


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4.3.2 sCurveLength

A função sCurveLength(paramcurv, var, int) calcula o comprimento de arco de uma
curva em R3 com parametrização dada pelo argumento paramcurv. Omitindo o argumento
int, temos a função comprimento. Incluindo os argumentos int, param e vars, a função
sCurveLength(paramcurv, var, int, param, vars) calcula o comprimento de arco da curva
sobre a superfície. Eq. (veja Eq. 2.3).

Exemplo

• O comprimento da curva de Viviani
A curva de Viviani é a interseção de uma esfera com um cilindro (Figura 12).

Figura 12 – Curva de Viviani.

Fonte: os autores (obtida com o sofware Maple).

Fórmulas paramétricas:

.vivianicurve := [r ∗ (1 + cos(t)), r ∗ sin(t), 2 ∗ r ∗ sin((t/2))]. (4.2)

.sphere := [2 ∗ r ∗ cos(v) ∗ cos(u), 2 ∗ r ∗ cos(v) ∗ sin(u), 2 ∗ r ∗ sin(v)]. (4.3)

.cylinder := [r ∗ (1 + cos(u)), r ∗ sin(u), v]. (4.4)

Note que o comprimento de arco da curva de Viviani sem considera-la incorporada
a uma superfície é

> sCurveLength(vivianicurve, t)

r(
∫ p2
p1

√
(cos (t/2))2 + 1 dt)

Para obter o comprimento total, fazemos

> sCurveLength(vivianicurve, t, [−2 ∗ Pi, 2 ∗ Pi])

8
√

2csgn (r) rEllipticE
(√

2
2

)



Capítulo 4. O pacote Surf 40

Considerando a curva sobre um cilindro, a função comprimento de arco passa a ser

> sCurveLength(vivianicurve, t, [−2 ∗ π, 2 ∗ π], cylinder , [u, v], symbolic)

r
∫ 2π
−2π

√
−r2 (cos (t))2 + (cos (t))2 + r2 dt

A solução é

> sCurveLength(vivianicurve, t, [−2 ∗ π, 2 ∗ π], cylinder , [u, v])

8 csgn
(

1
r

)
r2EllipticE

(√
r2−1
r

)

Repetindo este procedimento, considerando a curva na esfera, temos que

> sCurveLength(vivianicurve, t, [−2 ∗ Pi, 2 ∗ Pi], sphere, [u, v], symbolic)

2r2 ∫ 2π
−2π

√
− (cos (t))2 (cos (v))2 + (cos (v))2 dt

Calculando

> sCurveLength(vivianicurve, t, [−2 ∗ Pi, 2 ∗ Pi], sphere, [u, v])

16 r2EllipticE
(
i sin(v)
cos(v)

)
csgn

(
1

cos(v)

)
cos (v)

4.3.3 sCurveCurvature

A função sCurveCurvature(paramcurv,var,param,vars) calcula a curvatura (2.5)
de uma curva diferenciável definida no plano, no espaço tri-dimensional, ou sobre uma
superfície.

Observação: se incluirmos os argumentos param e vars, então o argumento pa-
ramcurv deve ser: a parametrização de uma curva, se tem três elementos, ou funções
coordenadas da curva que serão aplicadas a parametrizaçao da superfície, se tem dois
elementos.

Exemplo

• Para uma curva explícita, fazemos

> sCurveCurvature(a ∗ cos(t) + a ∗ t ∗ sin(t), t)

|a(− cos(t)+t sin(t))|

(1+a2t2(cos(t))2)3/2

• Para uma curva plana



Capítulo 4. O pacote Surf 41

> sCurveCurvature([a ∗ cos(t), b ∗ sin(t)], t)

ab

((−a2+b2)(cos(t))2+a2)3/2

Exemplo

Figura 13 – Translação de um sinusoide ao longe de uma parábola.

Fonte: os autores (obtida com o sofware Maple).

• Considere uma superfície gerada pela translação de um sinusoide ao longe de uma
parábola (Figura 13):

sinusoidsurface := [u, v,−a (u− b)2 − c cos
(
nπ v

d

)
+ ab2 + c]. (4.5)

Agora, considere uma curva sobre a superfície acima, assumindo u, a, b, c, d, n fixos,
com v = t.

Sua curvatura em R3 é

> sCurveCurvature([u, t,−a (u− b)2 − c cos
(
nπ t
d

)
+ ab2 + c], t)

cn2π2d cos(nπ td )(
−c2n2π2(cos(nπ td ))2

+c2n2π2+d2
)3/2

A curvatura da curva sobre a superfície é

> sCurveCurvature(sinusoidcurve, t, sinusoidsurface, [u, v])

2 cn2π2 cos(nπ vd )a(−u+b)

d

√
−c2n2π2(cos(nπ vd ))2

+(1+4 a2(−u+b)2)d2+c2n2π2
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4.3.4 sTorsion

A função sTorsion(paramcurv,var) calcula a torção (2.17) de uma curva com
parametrização dada por paramcurv. Quando o argumento opcional geodesic é usado, a
função sTorsion(paramcurv,var,geodesic) calcula a torção geodésica de uma curva (2.18).

Exemplo

• A torção da curva de Viviani é

> sTorsion(vivianicurve, t)

3 cos( t2)
(3 cos( t2 )2+5)r

A torção geodésica

> sTorsion (vivianicurve, v, geodesic)

− 3r cos( t2)
4 cos( t2 )2+4

4.3.5 sNormalCurvature

A função sNormalCurvature(param,vars,paramcurv,var) calcula a curvatura normal
(2.19) de uma curva dada em paramcurv sobre a superfície especificada em param.

Exemplo

• A curvatura normal de uma curva dada pela parametrização da superfície sinusoid
(4.5), considerando v = t e u constantes.

γ(t) := [u, t,−a (u− b)2 − c cos
(
nπ t

d

)
+ ab2 + c]. (4.6)

> sNormalCurvature(sinusoidsurface, [u, v], γ(t), t)

(
cn2π2d cos(nπ td )

)(
−c2n2π2(cos(nπ td ))2

+c2n2π2+d2
)−1√

−c2n2π2(cos(nπ vd ))2
+(1+4 a2(−u+b)2)d2+c2n2π2

4.3.6 sGeodesicCurvature

A função sGeodesicCurvature(param,vars,paramcurv,var) calcula a curvatura geo-
désica (2.19) de uma curva sobre uma superfície .
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Exemplo

• A curvatura geodésica de uma curva dada pela equação (4.6)

> sGeodesicCurvature(sinusoidsurface, [u, v], γ(t), t)

2 cn2π2 cos(nπ td )a(−u+b)

d

√
−c2n2π2(cos(nπ vd ))2

+(1+4 a2(−u+b)2)d2+c2n2π2

4.3.7 sSurfaceCurvature

A função sSurfaceCurvature(param,vars) calcula por padrão a curvatura de Gauss
(2.23) da superfície dada no argumento param. Quando output = mean, a função sSur-
faceCurvature(param,vars,opt=mean) calcula a curvatura média (2.22). Se output = se-
condgauss, então a função GaussCurvature(param,vars,output = secondgauss) calcula a
segunda curvatura de Gauss ( 2.26). Quando output = mean, a função sSurfaceCurvature
calcula as curvaturas principais.

Exemplo

• As curvaturas de um sinusoid ao longo de uma parábola:

Lembrando que o sinusoid ao longo de uma parábola é dado por:

sinusoidsurface := [u, v,−a (u− b)2 − c cos
(
nπ v

d

)
+ ab2 + c] :

A curvatura de Gauss:

> sSurfaceCurvature(sinusoidsurface, [u, v])

− acn2π2 cos(nπ vd )d2

8

(
−c2n2π2(cos(nπ vd ))2

4 +d2( 1
4 +a2(−u+b)2)+ c2n2π2

4

)2

A curvatura média:

> sSurfaceCurvature(sinusoidsurface, [u, v], output = mean)

2d

(
π2(cos(nπ vd ))2

ac2n2

2 +π2n2( 1
4 +a2(−u+b)2)c cos(nπ vd )−a(c

2n2π2+d2)
2

)
(
−c2n2π2(cos(nπ vd ))2

+(1+4 a2(−u+b)2)d2+c2n2π2
)3/2

A segunda curvatura de Gauss (por simplicidade, calculamos esta para a esfera):

sphere := [rcos(v)sin(u), rsin(v)sin(u), rcos(u)].
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> sSurfaceCurvature(sphere, [u, v], output = secondgauss)

− 1
r(sin(u))4

Exemplo:

• Para uma superfície de revolução, as curvaturas principais são obtidas:

> sCurvatureSurface([F (u) cos(v), F (u) sin(v), H(u)], [u, v], output = principal)


d
du
H(u)

F (u)
√

( d
du
F (u))2

+( d
du
H(u))2

,
( d
du
F (u)) d2

du2H(u)−( d
du
H(u)) d2

du2 F (u)(
( d
du
F (u))2

+( d
du
H(u))2

)3/2


Primeira e segunda forma fundamental

4.3.8 sFirstForm

A função sFirstForm(param,vars) calcula a primeira forma fundamental (2.1) de
uma superfície com parametrização dada por param.

Por padrão, a saída da função sFirstForm é a forma em sí. Uma observação:
quantidades relacionadas que podem ser úteis para modelar sistemas no espaço curvo
podem ser obtidas especificando a saída desejada. Se output = matrix, ou inverse, ou det,
ou indet, ou coeff, obtem-se a matriz da primeira forma, sua inversa, seu determinante,
o determinante da matriz inversa, ou uma lista com os coeficientes da primeira forma,
respectivamente.

Exemplo

• A primeira forma fundamental da superfície tubular.

A expressão da métrica

> sFirstForm(tubularsurf , [u, v])

r2du2 − 2 r sin (u) pdu dv +
(
− (cos (u))2 r2 + 2 sin (u) ar + a2 + p2 + r2

)
dv2

A matriz da forma

> sFirstForm(tubularsurf , [u, v], output=matrix)

 r2 −r sin (u) p
−r sin (u) p − (cos(u))2 r2 + 2 sin(u)ar + a2 + p2 + r2


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O determinante

> sFirstForm(tubularsurf , [u, v], output=det)

− cos(u)2r4 − r2 sin(u)2p2 + 2 sin(u)ar3 + a2r2 + p2r2 + r4

A matriz inversa

> sFirstForm(tubularsurf , [u, v], output=inverse)

 (cos(u))2r2−2 sin(u)ar−a2−p2−r2

r2((cos(u))2r2+(sin(u))2p2−2 sin(u)ar−a2−p2−r2)
sin(u)p

r((cos(u))2r2+(sin(u))2p2−2 sin(u)ar−a2−p2−r2)
− sin(u)p
r(cos(u)2r2+sin(u)2p2−2 sin(u)ar−a2−p2−r2) −((cos(u))2r2+(sin(u))2p2−2 sin(u)ar−a2−p2−r2)−1



O determinante da matriz inversa

> sFirstForm(tubularsurf , [u, v], output=indet)

− 1
r2((cos(u))2r2+(sin(u))2p2−2 sin(u)ar−a2−p2−r2)

Uma lista com os coeficientes da métrica

> sFirstForm(tubularsurf , [u, v], output=coeff)

[r2,−r sin (u) p,− (cos (u))2 r2 + 2 sin (u) ar + a2 + p2 + r2]

4.3.9 sChristoffelSymbols

Quando o argumento vars é uma lista com duas variáveis, a função sChristoffelSym-
bols(param,vars) calcula os símbolos de Christoffel (2.21) de uma superfície mergulhada
(de variáveis vars) in R3 . Se a lista vars tem três variáveis, a função sChristoffelSymbols
calcula os símbolos de Christoffel no espaço em coordenadas dadas por param.

Por padrão, a função retorna matrizes com os símbolos de Christoffel. Nesse caso,
os símbolos são ordenados da seguinte forma

Γkij =
Γk11 Γk12

Γk21 Γk22

 , (4.7)

se calculados em uma superfície. Ou se consideradas três coordenadas curvilíneas,

Γkij =


Γk11 Γk12 Γk13

Γk21 Γk22 Γk23

Γk31 Γk32 Γk33

 . (4.8)
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Quando o argumento opcional output=list é usado, a função sChristoffelSymbols retorna
uma lista com os símbolos não nulos e sem repetir os simétricos:

[Γ1
11,Γ1

12,Γ1
21,Γ1

22,Γ2
11,Γ2

12,Γ2
21,Γ2

22].

Quando a entrada para o argumento param é uma métrica, deve-se incluir o argumento
metric, isto é, sChristoffelSymbols(param,vars,metric). Neste caso, param deve ser a forma
quadrada de uma métrica.

Por padrão, sChristoffelSymbols calcula os símbolos de segundo tipo. Para calcular
os símbolos de primeiro tipo, devemos utilizar o argumento firstkind.

Exemplo

• Os símbolos de Christoffel sobre uma superfície tubular, considerando a = 0, r = 1, p = 1,
dada por:

modtubular := [(sin(u)) ∗ cos(v), (sin(u)) ∗ sin(v), v + cos(u)]. (4.9)

> sChristoffelSymbols(modtubular , [u, v])

Γ1
ij =

 − sin (u) cos (u) (sin (u))2 cos (u)
(sin(u))2 cos(u)

(
(cos(u))2 − 2

)
sin(u) cos(u)



Γ2
ij =

 − cos(u) sin(u) cos(u)
sin(u) cos(u) − (sin(u))2 cos(u)



Exemplo

• A partir da expressão da métrica de uma superfície:

> sChristoffelSymbols(dr2 + r2du2 + r2 sin(u)2dv2, [r, u, v], output=list)

[
Γ1

22 = −r,Γ1
33 = −r sin(u)2,Γ2

12 = 1
r
,Γ2

33 = − sin(u) cos(u),Γ3
13 = 1

r
,Γ3

23 = cosu
sinu

]

Exemplo

• Símbolos de Christoffel de primeiro tipo dados por uma métrica:

> sChristoffelSymbols
(
r2du2 + dv2, [r, u, v],metric, output=list, firstkind

)
[
Γ111 = u

2 −
r
2 ,Γ112 = r

2 ,Γ211 = u
2 −

r
2 ,Γ212 = r

2 ,Γ311 = u
2 −

r
2 ,Γ312 = r

2

]
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4.3.10 sGeodesicEquations

A função sGeodesicEquations(param, var, paramcurve, var) calcula as equações da
geodésica de uma curva sobre uma superfície.

Exemplo

As equações diferenciais das geodésicas sobre uma superfície definida por σ(u, v) =
[u, v, u2 + v2].

> sGeodesicEquations([u, v, u2 + v2], [u, v], [u(t), v(t)], t)


d2

dt2
u (t) + 4u( d

dt
u(t))2

4u2+4 v2+1 + 4u( d
dt
v(t))2

4u2+4 v2+1 = 0

d2

dt2
v (t) + 4v( ddtu(t))2

4u2+4 v2+1 + 4v( d
dt
v(t))2

4u2+4 v2+1 = 0



4.3.11 sSecondForm

A função sSecondForm(param,vars) calcula a segunda forma fundamental (2.11)
de uma superfície com parametrização dada em param.

A função sSecondForm retorna por padrão a forma, e pode ser modificada com
procedimento análogo a função sFirstForm. Assim, usando as opções matrix, inverse, det,
indet, coeff, tem-se: a matriz da forma; a inversa, os determinantes, ou uma lista com
coeficientes, respectivamente.

Exemplo

• A segunda forma de uma superfície tubular é obtida por :

> sSecondForm (tubularsurf , [u, v])

− r(a+r sin(u))du2√
(p2−r2)(cos(u))2+2 sin(u)ar+a2+r2

− (2 cos(u))2rpdu dv√
(p2−r2)(cos(u))2+2 sin(u)ar+a2+r2

− sin(u)(−(cos(u))2r2+2 sin(u)ar+a2+r2)dv2
√

(p2−r2)(cos(u))2+2 sin(u)ar+a2+r2

• E sua representação matricial:

> sSecondForm (tubularsurf , [u, v], output = matrix)


− r(a+r sin(u))√

(p2−r2)(cos(u))2+2 sin(u)ar+a2+r2
− (cos(u))2rp√

(p2−r2)(cos(u))2+2 sin(u)ar+a2+r2

− (cos(u))2rp√
(p2−r2)(cos(u))2+2 sin(u)ar+a2+r2

− sin(u)(−(cos(u))2r2+2 sin(u)ar+a2+r2)√
(p2−r2)(cos(u))2+2 sin(u)ar+a2+r2


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Operadores diferenciais sobre superfícies curvas

Os operadores diferenciais podem ser calculados sobre qualquer superfície curva (
com métrica não singular), seja em coordenadas curvilíneas ortogonais ou não-ortogonais.

Adicionando o argumento opcional symbolic, a função não calcula as derivadas
explicitamente. Com isso, a expressão do operador pode se assemelhar à fórmula padrão
da função. Em alguns casos com o argumento symbolic, o operador não atuará em uma
função constante, não retornando o resultado nulo desejado para tal.

4.3.12 sGradient

A função sGradient(param,func,vars) calcula o vetor gradiente (2.28) de uma função
escalar dada em func, sobre uma superfície dada pela parametrização, param. O argumento
var aceita duas ou três variáveis. Se forem especificadas três variáveis, o operador calcula
o gradiente em três dimensões.

Quando func é uma função vetorial, a função sGradient retorna uma matriz
representação do tensor de segunda ordem dada por Eq. (2.29).

No argumento param podemos inserir termos da forma quadrática de uma métrica
(2.2) se func é uma função escalar e o argumento opcional metric é incluído.

Exemplo

• O gradiente de uma função escalar sobre uma uma superfície helicoidal tubular:

> sGradient (tubularsurf , f(u, v), [u, v])



(
−(cos(u))2r2+2 sin(u)ar+a2+p2+r2

)
∂
∂u
f(u,v)

r

(
(cos(u))2p2−(cos(u))2r2+2 sin(u)ar+a2+r2

) + sin(u)p ∂
∂v
f(u,v)

(p2−r2)((cos(u))2+2 sin(u)ar+a2+r2)
√
−(cos(u))2r2−2 sin(u)ar+a2+p2+r2p sin(u) ∂

∂u
f(u,v)

r

(
(p2−r2)(cos(u))2+2 sin(u)ar+a2+r2

) +
√
−(cos(u))2r2+2 sin(u)ar+a2+p2+r2 ∂

∂v
f(u,v)

(p2−r2)(cos(u))2+2 sin(u)ar+a2+r2



Exemplo

• O operador gradiente de uma função escalar f(u, v) sobre uma superfície de métrica

mtrc = a*du**2-b*dudv+c*dv**2,

é obtido por

> sGradient (mtrc, f(u, v), [u, v],metric)

 4
√
ac ∂
∂u
f(u,v)

4 ac−b2 + 2
√
ab ∂
∂v
f(u,v)

4 ac−b2

2
√
cb ∂
∂u
f(u,v)

4 ac−b2 + 4
√
ca ∂
∂v
f(u,v)

4 ac−b2


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Exemplo

• O gradiente de uma função vetorial sobre uma esfera:

> sGradient(sphere,< r sin(π2 cos(v)), r π2 sin(v), rcos(v) >, [r, u, v]) :


sin( r cos(v)

2 ) −π sin(v)
2

−
rπ sin(v) cos(π cos(v)

2 )
2 −r cos(v) sin(u)

r sin(u)
π sin(v)

2 sin(π cos(v)
2 )

π cos(v)
2 −cos(v) sin(u)

sin(u)

cos(v) 0 sin(v)
sin(u) + sin(π cos(v)

2 ) + π sin(v) cos(u)
2 sin(u)



4.3.13 sDivergence

A função sDivergence(param,func,vars) calcula a divergência (2.30) de uma função
vetorial dada no argumento func. Neste caso, a sDivergence é uma função com valores
reais. Quando func é uma matriz com componentes de um tensor de segunda ordem,
sDivergence(param,func,vars) é uma aplicação com valor vetorial em R3 como dado por
(2.31) .

Se o argumento opcional metric é incluído e func é um vetor, no argumento param
podemos inserir uma métrica (2.2).

Exemplo

• A divergência de uma função vetorial definida sobre uma tira helicoidal cilíndrica:

> sDivergence(cylindricalstrip, < V 1(u, v), V 2(u, v), V 3(u, v) >, [r, u, v])

V 1(u,v)
r

+
∂
∂u
V 2(u,v)√
c2+r2 + ∂V 3(u,v)

∂v

Exemplo

• A divergência sobre uma superfície com métrica mtrc, dada por

dr**2+u*du**2+dudv+dv**2.

> sDivergence(mtrc, < V 1(u, v), V 2(u, v), V 3(u, v) >, [r, u, v],metric)

2

( ∂
∂u

V 2(u,v)

)
√

4u−1

2
√
u

−V 2(u,v)
√

4u−1
4u3/2 + V 2(u,v)√

u
√

4u−1


√

4u−1 + ∂
∂v
V 3(u, v)
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Exemplo

• Divergência de uma matriz sobre uma tira helicoidal cilíndrica:

Tij :=


T11 (u, v) T12 (u, v) T13 (u, v)

T12 (u, v) T22 (u, v) T23 (u, v)

T13 (u, v) T23 (u, v) T33 (u, v)



> sDivergence(cylindricalstrip, T ij, [r, u, v])


∂
∂u

T21(u,v)
r

+T11(u,v)
r

−T22(u,v)
r

+
( ∂
∂v
T31(u,v))√c2+r2

r

( ∂
∂v
T32(u,v))c2

r2 + ∂
∂v
T32(u,v)+

( ∂
∂u

T22(u,v))c2
√
c2+r2r2 +

∂
∂u

T22(u,v)√
c2+r2 +T12(u,v)c2

√
c2+r2r2 +T12(u,v)√

c2+r2 +T21(u,v)c2
√
c2+r2r2 +T21(u,v)√

c2+r2

( ∂
∂v
T33(u,v))c2

r2 + ∂
∂v
T33(u,v)+T13(u,v)√

c2+r2 −
cT12(u,v)

r2 +
( ∂
∂u

T23(u,v))c2
√
c2+r2r2 +

∂
∂u

T23(u,v)√
c2+r2 − cT21(u,v)

r2



4.3.14 sCurl

A função sCurl(param,funcvec,vars) calcula o rotacional (curvilineo) (2.32) de uma
campo vetorial dado por funcvec.

No argumento param podemos inserir uma métrica (2.2) se o argumento opcional
metric é incluído.

Figura 14 – Tira helicoidal cilíndrica.

Fonte: os autores (obtida com o sofware Maple).

Exemplo

• Rotacional de uma função vetorial definida sobre uma superfície (tira) helicoidal cilíndrica
(Figura 14) dada pela parametrização:

cylindricalstrip := [r cos (u) , r sin (u) , cu+ v]. (4.10)
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> sCurl(cylindricalstrip, < V 1(u, v), V 2(u, v), V 3(u, v) >, [r, u, v])



∂
∂u
V 3(u,v)
r

− ( ∂
∂v
V 2(u,v))√c2+r2

r

( ∂
∂v
V 1(u,v))√c2+r2

r

−
∂
∂u
V 1(u,v)
r

+ V 2(u,v)√
c2+r2



Exemplo

• O rotacional de uma função vetorial sobre uma superfície de métrica

mtrc := a(u, v) ∗ drdr + b(u, v) ∗ du2 + c(u, v) ∗ dv2.

> sCurl(mtrc,< f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v) >, [r, u, v],metric)



V 3(u,v) ∂
∂u
c(u,v)

2c(u,v)
√
b(u,v)

+
∂
∂u
V 3(u,v)√
b(u,v)

− V 2(u,v) ∂
∂v
b(u,v)

2
√
c(u,v)b(u,v)

−
∂
∂v
V 2(u,v)√
c(u,v)

∂
∂v
V 1(u,v)√
c(u,v)

+ V 1(u,v) ∂
∂v
a(u,v)

2a(u,v)
√
c(u,v)

−
∂
∂u
V 1(u,v)√
b(u,v)

− V 1(u,v) ∂
∂u
a(u,v)

2a(u,v)
√
b(u,v)



4.3.15 sLaplacian

A função sLaplacian(param,func,var) calcula o operador Laplace-Beltrami de uma
função escalar ou vetorial (2.34).

Se o argumento opciona metric é incluído e func é uma função escalar, no argumento
param podemos inserir uma métrica (2.2).

Exemplo

• O Laplaciano de uma função escalar sobre a superfície helicoidal tubular:

> sLaplacian(tubularsurf , f(u, v), [u, v], symbolic)

∂
∂u

((−r2(cos(u))2+2 sin(u)ar+a2+p2+r2) ∂
∂u

f(u,v)+sin(u)p( ∂ ∂vf(u,v))r
r
√

2 sin(u)ar+(p2−r2)(cos(u))2+a2+r2

)
+ ∂
∂v

(
sin(u)p ∂

∂u
f(u,v)+( ∂

∂v
f(u,v))r√

2 sin(u)ar+(p2−r2)(cos(u))2+a2+r2

)
r
√

2 sin(u)ar+(p2−r2)(cos(u))2+a2+r2

Exemplo

• Para o hiperbolóide de revolução de uma folha, com métrica
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mtrc := a2 ∗ (v2 + 1) ∗ du2 − 2 ∗ a2 ∗ du ∗ dv + (a2) ∗ dv2,

o Laplaciano é obtido por:

> sLaplacian(mtrc, f(u, v), [u, v],metric)

(v3+v) ∂
2

∂v2 f(u,v)+( ∂
∂v
f(u,v))v2+( ∂

2
∂u2 f(u,v))v+( ∂2

∂v∂u
f(u,v))v− ∂

∂u
f(u,v)− ∂

∂v
f(u,v)

a2v3

Exemplo

• O Laplaciano de uma função vetorial sobre um cilindro:

> sLaplacian([r cos(u), r sin(u), v], < V 1(u, v), V 2(u, v), V 3(u, v) >, [r, u, v])



−V 1(u,v)
r2 − 2 ∂

∂u
V 2(u,v)
r2 + ∂2

∂v2V 1 (u, v) +
∂2
∂u2 V 1(u,v)

r2

∂2

∂v2V 2 (u, v) +
∂2
∂u2 V 2(u,v)

r2 − V 2(u,v)
r2 + 2 ∂

∂u
V 1(u,v)r

2

∂2

∂v2V 3 (u, v) +
∂2
∂u2 V 3(u,v)

r2



4.3.16 sHessian

A função sHessian(param,func,vars) calcula a matriz Hessiana de uma função
escalar (2.37) .

Se o argumento opcional metric é incluído, isto é, sHessian(param,func,vars,metric),
a função sHessian requer que no argumento param, seja inserida a expressão da métrica
de uma superfície (2.2).

Exemplo

• A matriz hessiana de uma função definida sobre uma tira de um helicoidal cilíndrico :

> sHessian(cylindricalstrip, f(u, v), [r, u, v])


0 −

∂
∂u
f(u,v)
r

+ c ∂
∂v
f(u,v)
r

0

−
∂
∂u
f(u,v)
r

+ c ∂
∂v
f(u,v)
r

∂2

∂u2f (u, v) ∂2

∂v∂u
f (u, v)

0 ∂2

∂v∂u
f (u, v) ∂2

∂v2f (u, v)



Exemplo

• A hessiana sobre um cone:
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> sHessian(dr2 + (4 ∗ r2 ∗ sin(v)2 ∗ du2/)a2 + r2 ∗ dv2, f(u, v), [u, v],metric)


∂2

∂u2f (u, v) + 4
(
∂
∂v
f (u, v)

)
sin (v) cos (v) ∂2

∂v∂u
f (u, v)− cos(v) ∂

∂u
f(u,v)

sin(v)

∂2

∂v∂u
f (u, v)− cos(v) ∂

∂u
f(u,v)

sin(v)
∂2

∂v2f (u, v)



4.3.17 sWeingarten

A função sWeingarten(param,vars) calcula o operador de Weingarten de uma
superfície curva dada em param.

Exemplo

• Sobre a superfície dada pela parametrização (4.5)

> sWeingarten((sinusoidsurface), [u, v])


− r cos(u) sin(v)((cos(v))2r2+1)

((2 (cos(u))2r2−r2)(cos(v))2−(cos(u))2r2+r2+1)3/2
r sin(u) cos(v)((cos(v))2r2−r2−1)

((2 (cos(u))2r2−r2)(cos(v))2−(cos(u))2r2+r2+1)3/2

− r sin(u) cos(v)((cos(u))2r2+1)
((2 (cos(u))2r2−r2)(cos(v))2−(cos(u))2r2+r2+1)3/2

r cos(u) sin(v)((cos(u))2r2−r2−1)
((2 (cos(u))2r2−r2)(cos(v))2−(cos(u))2r2+r2+1)3/2



• Sobre a superfície tubular dada pela parametrição (4.1):

> sWeingarten((tubularsurface), [u, v])


((−p2r+r3)(cos(u))2−r3+(−3 a2−p2)r) sin(u)−a(−3 (cos(u))2r2+a2+p2+3 r2)

((p2−r2)(cos(u))2+2 sin(u)ar+a2+r2)3/2
r

− p(r+sin(u)a)

((p2−r2)(cos(u))2+2 sin(u)ar+a2+r2)3/2

− p√
(p2−r2)(cos(u))2+2 sin(u)ar+a2+r2r

− sin(u)√
(p2−r2)(cos(u))2+2 sin(u)ar+a2+r2


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5 APLICAÇÕES

Neste capítulo, ilustramos a diversidade de áreas onde as aplicações do pacote Surf
podem ser implementadas. Mostramos como resultados atuais da literatura poderiam ser
facilmente re-obtidos e às vezes até melhorados com o uso deste pacote. Apresentamos
abaixo, algumas funções adicionais que implementamos no Surf para aplicações específicas
nas áreas de mecânica dos fluidos, mecânica quântica, difusão e biologia.

5.1 Mecânica dos fluidos no espaço curvo: continuidade, tensão viscosa, energia e fluxo de
fluidos

Como exemplo de uma possível aplicação de mecânica de fluidos em superfícies
curvas, podemos mencionar o estudo de instabilidades de interface em células curvas de
Hele-Shaw [62]. A influência da curvatura da superfície na dinâmica do fluido foi explorada
com o objetivo de controlar geometricamente algumas das propriedades do fluxo. Isso foi
feito em sistemas onde a implementação geométrica era analiticamente viável, como esfera,
cone e uma superfície de curvatura negativa constante, por exemplo [63–69].

Aqui enfatizamos três equações básicas da mecânica dos fluidos em sua forma
diferencial, que são descritas em termos dos operadores diferenciais vistos no capítulo
anterior ( [32, 70–73]). A primeira delas, a equação da continuidade, pode ser expressa por

∂ρ

∂t
+ div(ρ~V ) = 0, (5.1)

onde ρ é a densidade do fluido e ~V (u, v) sua velocidade no ponto (u, v).

5.1.1 sContinuityEquation

Usando a função sDivergence para uma função vetorial, obtemos diretamente a
nova função sContinuityEquation que determina a equação da continuidade para um fluxo
de um fludo sobre uma superfície curva.

Em sContinuityEquation(param,vecfunc,vars), a função densidade é, por padrão,
constante. Para modificar esta condição, podemos incluir a opção density = function, onde
function deve ser uma função com as variáveis desejadas.

Exemplo:

• Seja V =< V1(u, v), V2(u, v), V3(u, v) >. Supondo que a função densidade depende
da variável t, a equação da continuidade sobre uma esfera é:
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> sContinuityEquation(sphere, V, [r, u, v], density = rho(t), symbolic) :

d
dt
ρ (t) +

∂
∂r (ρ(t)V 1(u,v)r2 sin(u))

r2 sin(u) +
∂
∂u

(ρ(t)V 2(u,v)r sin(u))
r2 sin(u) +

∂
∂v

(ρ(t)V 3(u,v)r)
r2 sin(u) = 0

5.1.2 sViscousStress

Usando principalmente sFirstForm do pacote Surf, obtemos uma função sViscous-
Stress que determina o tensor de tensão viscosa

πij = (η − 2
3σ)gijV m

,m + σ(gimV j
,m + gjmV i

,m), (5.2)

sobre uma superfície curva, onde η e σ são os coeficientes de viscosidade de bulk e shear,
respectivamente.

A função sViscousStress(param,func,vars) retorna o tensor de tensão viscosa, deno-
tado por πij.

Incluindo o argumento opcional Stokes, a função sViscousStress retorna os com-
ponentes do tensor de tensão viscosa considerando a hipótese de Stokes para o segundo
coeficiente de viscosidade.

Exemplo

• O tensor de tensão viscosa em uma tira cilíndrica (Figura 14) , assumindo a hipótese de
Stokes:

> sViscousStress(cylindricalstrip, < V 1(u, v), V 2(u, v), V 3(u, v) >, [r, u, v], Stokes)

π11 = 0
π12 = σ

(
− V 2(u,v)r

(c2+r2)3/2 +
∂
∂u
V 1(u,v)
r2 − c ∂

∂v
V 1(u,v)
r2

)
π13 = σ

(
− c ∂

∂u
V 1(u,v)
r2 + (c2+r2) ∂

∂v
V 1(u,v)

r2

)
π21 = σ

(
− V 2(u,v)r

(c2+r2)3/2 +
∂
∂u
V 1(u,v)
r2 − c ∂

∂v
V 1(u,v)
r2

)
π22 = σ

(
2 ∂
∂u
V 2(u,v)

r2
√
c2+r2 −

2c ∂
∂v
V 2(u,v)

r2
√
c2+r2 + 2V 1(u,v)

r3

)
π23 = σ

(
− 2cV 1(u,v)

r3 +
∂
∂u
V 3(u,v)
r2 − c ∂

∂v
V 3(u,v)
r2

)
− σ

(
c ∂
∂u
V 2(u,v)

r2
√
c2+r2 +

√
c2+r2 ∂

∂v
V 2(u,v)

r2

)
π31 = σ

(
− c ∂

∂u
V 1(u,v)
r2 + (c2+r2) ∂

∂v
V 1(u,v)

r2

)
π32 = σ

(
− 2cV 1(u,v)

r3 +
∂
∂u
V 3(u,v)
r2 − c ∂

∂v
V 3(u,v)
r2

)
− σ

(
c ∂
∂u
V 2(u,v)

r2
√
c2+r2 +

√
c2+r2 ∂

∂v
V 2(u,v)

r2

)
π33 = σ

(
2c2V 1(u,v)

r3 − 2c ∂
∂u
V 3(u,v)
r2 + 2(c2+r2) ∂

∂v
V 3(u,v)

r2

)



Capítulo 5. Aplicações 56

5.1.3 sEnergyEquation

Agora, com as funções sFirstForm e sViscousStress, nós ganhamos a função sE-
nergyEquation(param,funcvec,vars) que determina a equação da energia

ρ
[
∂

∂t

(
h+ 1

2ViV
j

)
+ V j(h+ 1

2ViV
j),j
]

= ∂p

∂t
+ (Viπij),j + ρViF

iqi,i. (5.3)

onde h é a entalpia, p é a pressão, F i é a força de campo (corporais) body force, e qi é a
componente do vetor de fluxo de calor.

Por padrão, na função sEnergyEquation(param,funcvec,vars), as forças body e Heat
flux são representadas simbolicamente por [F1, F2, F3] e [q1, q2, q3], respectivamente. Para
atribuir novas funções coordenadas, devemos usar os argumentos bodyforce and heatflux
igualando-os a funções desejadas.

Também por padrão, o tensor de tensão viscosa é representado na equação de
energia simbolicamente por πij. O argumento opcional viscousstress (ou apenas stress)
usa a função sViscousStress para calcular o tensor πij e substituir na saída da função
sEnergyEquation.

Exemplo

• A equação da energia em uma tira cilíndrica:

> sEnergyEquation(cylindricalstrip, < V 1(u, v), V 2(u, v), V 3(u, v) >, [r, u, v])

ρ
(
V 2(u,v)(V 1(u,v) ∂

∂u
V 1(u,v)+V 2(u,v) ∂

∂u
V 2(u,v)+V 3(u,v) ∂

∂u
V 3(u,v))√

c2+r2

)
+ρ

(
V 3 (u, v)

(
V 1 (u, v) ∂

∂v
V 1 (u, v) + V 2 (u, v) ∂

∂v
V 2 (u, v) + V 3 (u, v) ∂

∂v
V 3 (u, v)

))
=

V 1(u,v)π̂11+r3( ∂
∂u
V 1(u,v))π̂12+

r3( ∂
∂v
V 2(u,v))̂π23

c2+r2
r

+ρ(t)(V 1(u, v)F̂1 + V 2(u, v)F̂2 + V 3(u, v)F̂3)− q̂r(r,u,v)+r( ∂
∂r
q̂r(r,u,v))

r

−r3( ∂
∂u
q̂u(r, u, v))− r3( ∂

∂v
q̂v(r,u,v))
c2+r2

5.1.4 sMotionEquation

A terceira e última das equações básicas da mecânica dos fluidos que incluímos no
pacote Surf é a equação do movimento,

ρ(fi − Fi) = gjkΓij,k, (5.4)

onde Γij = −pgij+πij são as forças de viscosidade e pressão. Desta fórmula, nós construímos
a função sMotionEquation.
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Exemplo

• A equação do movimento sobre um cilindro:

> sMotionEquation(cylinder,< V 1(u, v), V 2(u, v), V 3(u, v) >, [r, u, v])

V 2(u,v) ∂
∂u
V 1(u,v)

r
− (V 2(u,v))2

r
+ V 3 (u, v) ∂

∂v
V 1 (u, v)

= − ∂
∂r
P (r, u, v) + π̂11(r,u,v)

r
+ r

(
∂
∂r
π̂11(r, u, v)

)
+ ∂
∂u
π̂12(r, u, v) + r

(
∂
∂v
π̂13(r, u, v)

)
− π̂22(r,u,v)

r

V 1(u,v)V 2(u,v)
r

+ V 2(u,v) ∂
∂u
V 2(u,v)

r
+ V 3 (u, v) ∂

∂v
V 2 (u, v)

= 1
r

(
− ∂

∂u
P (r, u, v) + 2π̂21(r, u, v) + r2

(
∂
∂r
π̂21(r, u, v)

))
+1
r

(
r
(
∂
∂u
π̂22(r, u, v)

)
+ r2

(
∂
∂v
π̂23(r, u, v)

))

V 1(r,u,v)V 3(r,u,v)
r

+ V 1 (r, u, v) ∂
∂r
V 3 (r, u, v)

+V 1 (r, u, v) ∂
∂u
V 3 (r, u, v) + V 3(r,u,v) ∂

∂v
V 3(r,u,v)

r

= −1
r

(
∂
∂v
P (r, u, v) + 2 π31 (r, u, v) + r2 ∂

∂r
π31 (r, u, v)

)
= 1

r

(
(r2 ∂

∂u
π32 (r, u, v) + r ∂

∂v
π33 (r, u, v)

)

5.2 Deslocamento quadrático médio

Seja P : S×S×R+ → R+ a função densidade de probabilidade para uma partícula
sobre uma superfície S, isto é, P (σ, σ′, t) é a probabilidade de encontrar uma partícula em
um elemento de volume dv movendo-se σ′ em um tempo t.

Supomos que o processo de difusão seja governado pela equação de difusão

∂P (σ, σ′, t)
∂t

= D∆gP (σ, σ′, t), (5.5)

onde ∆g é o operador Laplaciano-Beltrami (equação 2.34) em termos de σ = (u, v), e D o
coeficiente de difusão. Sua solução formal é dada pela evolução do núcleo do calor

P (σ, σ′, t) = exp(Dt∆g)P (σ, σ′, 0). (5.6)

A expansão de Taylor do operador exponencial na equação acima é dada por

exp(Dt∆g) =
∞∑
n=0

(Dt)n
n! (∆g)n. (5.7)
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Note que, considerando Ω : S → R um observável físico definido sobre a superfície
S, e supondo que Ω seja bem comportada sob ação do operador Laplaciano ∆g, a média
(ou valor médio esperado) de Ω no tempo t é dada por

〈Ω(σ)〉t =
∫
S
P (σ, σ′, t)f(σ′)dv.

Utilizando a equação de difusão (5.5) e a identidade∫
S

(
Ω(σ)∆P (σ, σ′, t)− P (σ−, σ′, t)∆Ω(σ)

)
=
∫
∂S

(
Ω(σ)∂P

∂µ
− P ∂Ω(σ)

∂µ

)
, (5.8)

obtém-se
∂k〈Ω(σ)〉t

∂tk
= Dk

∫
S
Ω(σ)∆k

gP (σ, σ′, t)dv. (5.9)

Segue que

∂k〈Ω(σ)〉t
∂tk

∣∣∣∣∣
t=0

= Dk∆k
gΩ(σ′). (5.10)

Conclui-se que o valor esperado para o observável físico é dado pela série formal [74]

〈Ω(σ)〉t =
∞∑
n=0

(−Dt∆g)n
n! Ω(σ)

∣∣∣
σ=σ′

. (5.11)

Da equação (5.11), obtemos a seguinte função implementada no pacote Surf.

5.2.1 sMeanSquareDisplacement

A função sMeanSquareDisplacement calcula a expansão do deslocamento quadrático
médio (em tempo curto) para uma superfície curva. Com a sintaxe sMeanSquareDisplace-
ment(param,func,vars,n), a função retorna o nth termo da expansão; com o argumento
opcional expansion, a saída é a soma dos termos até a ordem nth. O argumento func deve
ser uma função que forneça a distância geodésica da origem ao ponto de variáveis dada
em vars, ou até mesmo a distância geodésica projetada que pode ser mais apropriada em
medições de microscopia [75].

Exemplo:

• Expansão do deslocamento quadrático médio para uma esfera:

> sMeanSquareDisplacement(sphere, r2u2, [u, v], 8, expansion)

4Dt− 4D2t2

3r2 − 8D3t3

45 r4 − 44D4t4

315 r6 − 248D5t5

1575 r8 − 12296D6t6

51975 r10 − 422992D7t7

945945 r12 − 4830676D8t8

4729725 r14

Observe que, na ref. [3], a expansão foi obtida analiticamente para uma esfera com
até três termos apenas.
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Exemplo:

• Expansão do deslocamento quadrático médio para um plano corrugado ( ver figura 10 ),
considerando a distância geodésica projetada:

Considere a superfície corrugada definida por:

boxeggs := [u, v, z ∗ cos(m ∗ u)sin(m ∗ v)].

Para z = 0 obtemos o resultado no plano uv:

> sMeanSquareDisplacement(subs(z = 0, boxeggs), u ∗ u+ v ∗ v, [u, v], 1)

4Dt

que é o resultado clássico para o deslocamento quadrático médio no plano.

• Agora, na superfície boxeggs, obtemos o primeiro termo:

> sMeanSquareDisplacement(boxeggs, u ∗ u+ v ∗ v, [u, v], 1)

2Dm2r2t+4Dt
r2m2+1

O segundo termo:

> sMeanSquareDisplacement(boxeggs, u ∗ u+ v ∗ v, [u, v], 2)

4D2t2m6r4+8D2t2m4r2

m6r6+3m4r4+3 r2m2+1

E o terceiro termo

> sMeanSquareDisplacement(boxeggs, u ∗ u+ v ∗ v, [u, v], 3)

32D3t3m12r8+72D3t3m10r6+32D3t3m8r4−96D3t3m6r2

3m10r10+15m8r8+30m6r6+30m4r4+15 r2m2+3

5.3 Potencial geométrico da Costa

Dado um ponto p na superfície S, seja R uma vizinhança de p em R3 parametrizada
por

R(q1, q2, q3) = σ(q1, q2) + q3N(q1, q2), (5.12)
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onde N(q1, q2) é o vetor unitário normal a S em p = (q1, q2). Denotando R = R(q1, q2) e
N = N(q1, q2) , segue de [2] que

∂R

∂qi
= ∂r

∂qi
+ q3

∂N

∂qi
. (5.13)

Como ∂N
∂qi

está em TpS,

∂N

∂qi
=

2∑
j=1

αij
∂r

∂qj
, (5.14)

onde αij são dados pela equação de Weingarten.

α11 = 1
g

(g12h21 − g22h11), α12 = 1
g

(g21h11 − g11h21).

α21 = 1
g

(g12h22 − g22h12), α22 = 1
g

(g12h21 − g11h22).

Segue que

∂R

∂qi
= ∂r

∂qi
+ q3

∂N

∂qi

=
(
δij + αijq3

) ∂r
∂qj

∂R

∂q3
= N(q1, q2). (5.15)

As componentes do tensor métrico na vizinhança R são dadas por

Gij = ∂R

∂qi

∂R

∂qj
, i, j = 1, 2, 3, (5.16)

Utilizando a equação (5.15), as seguintes igualdades foram obtidas por [2].

Gij =gij + [αg + (αg)T ]ijq3 + (αgαT )ijq2
3,

Gi3 =G3i = 0, i = 1, 2; G33 = 1,

e

dV = f(q1, q2, q3)dq1dq2dq3, (5.17)

onde f(q1, q2, q3) = 1 + tr(αij)q3 + det(αij)q2
3

A equação de Schrödinger em coordenadas curvilíneas dadas pela métrica Gij é

~2

2m

3∑
i,j=1

1√
G

∂

∂qi
(
√
GGij ∂ψ

∂qj
) + V (q3)ψ = i~

∂ψ

∂t
, (5.18)
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onde G = det(Gij).

Da equação (5.18), obtêm-se o potencial geométrico da Costa definido por

V = − ~2

2m(M2 −K), (5.19)

onde M := M(u, v) and K := K(u, v) denotam, respectivamente, as curvaturas média e
Gaussiana.

5.3.1 sVdaCosta

A função sVdaCosta calcula o potencial geométrico de energia sobre uma suerfície
curva.

Exemplo:

• Consideremos a superfície conica dada por:

conicalsurface := [v ∗ S(u) ∗ cos(u), v ∗ S(u) ∗ sin(u), v] : (5.20)

onde S(u) = 1 + µ sin(mu).

O potencial geométrico de energia sobre uma superfície conica:

> sVdaCosta(conicalsurface, [u, v])

−h2
(

2 ( d
du
S(u))2

+(S(u))2−S(u) d
2

du2 S(u)
)2

(1+(S(u))2)2

8mv2
(

(S(u))4+( d
du
S(u))2

+(S(u))2
)3

Figura 15 – (a) Superfície cônica com a curva da diretriz na forma de sinusoide circular;
(b) Superfície ondulada de revolução de uma sinusoide.

(a) (b)

Fonte: os autores (obtida com o sofware Maple).
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Exemplo:

• O potencial geométrico de energia sobre uma superfície corrugada de revolução de um
sinusoide (Figura 15b) :
Seja

sinusoidcorrug := [a sin
(
nπz

b

)
cos(v), a sin

(
nπz

b

)
sin(v), z]. (5.21)

> sVdaCosta(sinusoidcorrug, [z, v])

−~2b2
(

2 a2(cos(nπ zb ))2
π2n2−π2a2n2+b2

)2

8ma2(sin(nπ zb ))2
(
a2(cos(nπ zb ))2

π2n2+b2
)3

Exemplo:

• O potencial geométrico de energia sobre um catenoide, como obtido na referência [76]:

> sVdaCosta([R ∗ cosh(z/R) ∗ cos(u), R ∗ cosh(z/R) ∗ sin(u), z], [u, z])

− ~2

2m cosh
(
z
R

)4
R2

5.4 Caenorhabditis Elegans

Figura 16 – C. Elegans.

Fonte: [4].

O Caenorhabditis Elegans (C. elegans) é um nematódeo considerado um sistema
modelo em biologia por ser um dos organismos mais simples com sistema nervoso (Figura
16).

Dada sua forma trasparente, os caminhos (ou formas) do C. elegans são rastreados
a um nível macroscópio com uso de ferramentas microscopia de video, em um dispositivo
que hoje é conhecido como worm tracker [77–79]. Todo o seu genoma e conectoma foram
sequenciados [80,81] para que se possa correlacionar a variabilidade no comportamento
motor de C. elegans com suas propriedades microscópicas. Portanto, há uma grande
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expectativa de que, ao entender profundamente o comportamento macro e microscópico
do C. elegans, que tem apenas 302 neurônios, pode-se entender princípios fundamentais
de outros organismos vivos.

Na ref. [5], métodos de geometria diferencial de curvas em R2 foram usados em
conjunto com técnicas de análise de componentes principais entre outros para rastrear
automaticamente o caminho de C. elegans. De fato, pode-se recuperar experimentalmente
a curvatura do C. elegans em séries de Fourier, usando o teorema fundamental para curvas.
Notavelmente, com apenas 4 modos de Fourier, é possível encontrar até 95% de suas
trajetórias.

Posteriormente, em [4], foi mostrado que se alguém considerar a curvatura do C.
elegans como uma função harmônica, pode-se recuperar a maioria de suas formas.

Aqui, podemos recuperar os resultados de [4], integrando a curvatura

k(s) = A sin(qs+ φ), (5.22)

pelo teorema fundamental das curvas em R2 (pag. 18), onde A é a amplitude da variação
do corpo, q é o wavevector, ou seja, é a magnitude do vetor de onda (forma), e φ é a fase
da onda harmônica. Assim, ilustramos as formas de um C. elegans ( ver em [4] ) , com
q = 0.7 e φ = 3 fixados, sendo A = 0.42, A = 1.4 e A = 2.09, respectivamente ( Figuras
17a,17b e 17c).

Figura 17 – Formas de C. elegans no plano.

(a) (b) (c)

Fonte: os autores (obtida com o pacote Surf ).

Apesar do enorme sucesso de rastrear o comportamento de C. elegans através desta
estratégia, pode-se ter novos insights se o rastreamento pudesse ser feito em microscopia
tridimensional. A microscopia tridimensional está se tornando mais presente na modelagem
de sistemas vivos. Portanto, em algum momento, será necessário desenvolver ferramentas
que possam estender o formalismo Eingenworms para microscopia tridimensional. Os
aspectos da geometria diferencial de tal extensão são possíveis integrando a equação de
Frenet (2.1), que é o chamado teorema fundamental para curvas em R3 (Pag. 18). Em
contraste com a modelagem em R2, onde apenas a curvatura era o ingrediente necessário
para inferir a forma do verme, aqui a curvatura e a torção da curva definem a forma de um
C . elegans Nas figuras (18a) e (18b) ilustramos formas (faixas) de C. elegans no espaço.



Capítulo 5. Aplicações 64

Figura 18 – Formas de C. elegans no espaço.

(a) (b)

Fonte: os autores (obtida com o pacote Surf ).

O atual, estado da arte do rastreamento de C. elegans baseia-se no pressuposto de
que é modelado como um objeto unidimensional, isto é, uma curva. Podemos facilmente
incluir espessura na modelagem deste nematoide usando ferramentas de geometria diferen-
cial para melhor ilustrar o C. elegans em três dimensões. Na verdade, um tubo pode ser
parametrizado da seguinte forma [24].

5.4.1 sPlotWorm

A função sPlotWorm(wormparam,var,initialpoint, endpoint) retorna a trilha ou
forma do corpo de um verme C. elegans no plano e no espaço.

Quando o argumento wormparam é uma função escalar da curvatura, o sPlotWorm
retorna a forma de C. elegans no plano. Quando o argumento wormparam é uma lista
com duas entradas, ou seja, uma função curvatura e outra torção, sPlotWorm retorna a
forma do germe no espaço. Se o argumento wormparam é uma lista com três entradas,
que descreva uma curva parametrizada, a função sPlotWorm retorna uma ilustração de
um C. elegans com um tubo parametrizado.

Exemplo:

• C. Elegans no plano.

> sPlotWorm(0.4 ∗ t ∗ sin((t/.7) + 1), t,−1, 8);
> sPlotWorm(2.09 ∗ sin(0.5 ∗ t+ 3), t, 0, 6);
> sPlotWorm(0.4 ∗ sin((t/2) + 3t), t,−1, 4);

.
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Exemplo:

• C. elegans no espaço:

> sPlotWorm([1.84 ∗ sin(.7 ∗ t+ .5), cos(t)], t, 3, 9)
> sPlotWorm([3 ∗ cos(t), .3 ∗ t ∗ sin(3 ∗ t)], t, 3, 9)

.

Exemplo:

• Ilustração da forma de um C. elegans com um tubo parametrizado.

> sPlotWorm([3 ∗ cos(t), .3 ∗ t ∗ sin(3 ∗ t), t], t, 3, 9)
> sPlotWorm([2.09 ∗ sin(.5 ∗ t+ 5), t, 0], t, 3, 9)

.
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6 CONCLUSÃO

Neste trabalho utilizamos o sistema de algébra computacional Maple para desen-
volver o novo pacote denominado Surf, para o tratamento da geometria diferencial de
curvas e superfícies. Ressaltamos que todas as funções do Surf foram implementadas com
algorítimos baseados na métrica de uma superfície, o que nos permite obter resultados em
superficies curvas com coordenadas não necessariamente ortogonais.

Dividimos as funções do Surf em três grupos. O primeiro grupo contém funções
envolvendo curvas e superfícies que incluímos com o propósito de preencher lacunas que
podem surgir durante estudos de superfícies curvas. Tais funções calculam: o vetor normal
em um ponto determinado de uma superfície; a curvatura de uma curva na superfície; seu
comprimento de arco; a torção (geodésica); as curvaturas normal e geodésica de uma curva;
a equação da geodésica; o operador Weingarten; a curvatura de Gaussiana; a segunda
curvatura de Gauss e a curvatura média.

O segundo grupo contém as principais funções do pacote Surf, que são: a primeira e
a segunda forma fundamental; os símbolos de Christoffel; o gradiente de funções escalares
ou vetoriais; a divergência de uma função vetorial ou matricial; o rotacional; a Hessiana; e
o Laplace-Beltrami de funções escalares ou vetoriais.

Com essas funções, podemos estudar exemplos não triviais e não comuns na litera-
tura, e construir novas funções para o pacote Surf. Dessa forma, obtemos o terceiro grupo
de funções com aplicações dos outros dois grupos nas diferentes areas de conhecimento:
dinâmca dos fluidos, difusão em superfícies, mecânica quântica e biologia.

Para dinâmca dos fluidos, obtemos funções que produzem as equações da continui-
dade, da energia, e do fluxo de um fluido, além de uma função específica para o cálculo do
tensor de tensões viscosas.

Com a função que implementamos para o cálculo da expansão do deslocamento
quadrático médio, em tempo curto, reproduzimos os três termos da expansão para a esfera
obtida inicialmente por [3]. De fato, apresentamos oito termos da expansão, validando e
expandindo o resultado. Além disso, como o Surf permite obter o deslocamento quadrático
médio para qualquer superfície curva, nossa função pode ser útil para estudos teóricos e
experimentais como realizado em [13], quando utilizaram a expansão obtida em [3] para
medir trajetorias de nanoparticulas.

Para mecânica quântica, obtemos uma função para calcular o potencial geométrico
quântico com base na teoria proposta em [2]. Com nossa função, reproduzimos a expressão
do potencial para o catenoide obtido em [76].
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Em nossa última aplicação, obtemos uma função que descreve as trilhas do ne-
matoide C. Elegans. Com nossa função, além de reproduzimos as trilhas no plano, como
obtido por [4], podemos obter trilhas de um C. elegans no espaço tridimencional.

Para concluir, é oportuno informar que o pacote Surf será disponibilizado na
plataforma github, no endereço eletrônico https://github.com/marcelopiropo/Surf, com
licença CC0 1.0, tendo sido submetido para publicação em [82].
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AAPÊNDICE A - ALGORITMOS

Algoritmo 1: Expansão do núcleo do calor
input : X Parametrização de uma superfície;

vars variáveis independentes da superfície;
f função escalar;
n Ordem n.

output : Termo de n=ésima ordem da expansão do núcleo do calor em tempo curto
em X

1 for k = 1 .. n do
2 L[k] = (−i)k(Dt)k∆k

gf

k! ;
3 nL[k] = numer(L[k])
4 dL[k] = denom(L[k])
5 for j = 1..2 do
6 if lim

qj→0
nL[k] = 0 and lim

qj→0
dL[k] = 0 then

7 m=1
8 for i = 1..m do
9 if lim

qj→0
∂inL[k]
∂qj

= 0 then

10 m=m+1
11 else
12 nL[k] := ∂inL[k]

∂qj

13 end
14 end
15 m=1
16 for i = 1..m do
17 if lim

qj→0
∂idL[k]
∂qj

= 0 then

18 m=m+1
19 else
20 dL[k] := ∂idL[k]

∂qj

21 end
22 end
23 s[k] = nL[k]

dL[k]
24 else
25 s[k] = lim

u=o
L[k]

26 end
27 nL[k] = numer(s[k])
28 dL[k] = denom(s[k])
29 end
30 return s[k]
31 end
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Algoritmo 2: C. elegans
input : X. Função curvatura; ou lista com curvatura e torção

v Variável
s0 valor inicial para v
sf valor final para v

output : Traço (ou corpo) de C. elegans no plano ou no espaço
1 if numelems(X) = 1 then
2 eq1← ∂x(s)

∂s
= cos(θ(s))

3 eq2← ∂x(s)
∂s

= sin(θ(s))
4 eq3← ∂θ(s)

∂s
= X

5 sys← {eq1, eq2, eq3}
6 ci← [θ(0) = 0, x(0) = 0, y(0) = 0]
7 else if numelems(X) = 2 then
8 eq1← ∂x(v)

∂v
= t1(s);

9 eq2← ∂y(v)
∂v

= t2(s) ;
10 eq3← ∂z(v)

∂v
= t3(s) ;

11 eq4← ∂t1(v)
∂v

= ck ∗N1(s) ;
12 eq5← ∂t2(v)

∂v
= ck ∗N2(s) ;

13 eq6← ∂t3(v)
∂v

= ck ∗N3(s) ;
14 eq7← ∂N1(v)

∂v
= −ck ∗ t1(v) + ctau ∗ b1(v) ;

15 eq8← ∂N2(v)
∂v

= −ck ∗ t2(v) + ctau ∗ b2(v) ;
16 eq9← ∂N3(v)

∂v
= −ck ∗ t3(v) + ctau ∗ b3(v) ;

17 eq10← ∂b1(v)
∂v

= −ctau ∗N1(v) ;
18 eq11← ∂b2(v)

∂v
= −ctau ∗N2(v) ;

19 eq12← ∂b3(v)
∂v

= −ctau ∗N3(v) ;
20 sys← {eq1, eq2, ..., eq12};
21 ic← [x(0) = 0, y(0) = 0, z(0) = 0, t1(0) = 1, t2(0) = 0, t3(0) = 0, N1(0) =

0, N2(0) = 1, N3(0) = 0, b1(0) = 0, b2(0) = 0, b3(0) = 1];
22 end
23 sol ← solução numérica do sistema sys com condições ci;
24 Plotar sol para s0 ≤ v ≤ sf
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