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RESUMO

Nesta dissertagcédo, baseada no artigo [17], consideramos um sistema de
difusdo néo-local acoplado néo-linear. Inicialmente, usamos o expoente critico
de Fujita e, em seguida, o segundo expoente critico para determinar a taxa critica
de decaimento dos dados iniciais na regido de coexisténcia de solugdes globais
e ndo-globais. Tais resultados coincidem com os do classico sistema do calor.
Ademais, além de generalizar os resultados no caso escalar, obtidos por J.
Garcia-Melian e F. Quiros em [8], mas excluimos a condicdo de monotonicidade
no nucleo J (onde J € uma funcdo ndo-negativa compacta e radialmente simétrica
com integral unitaria). As principais técnicas sao modificando o método de fungéo
de teste reescalonado com uma nova funcgéo de teste em vez de a funcéo propria
do operador nao local para lidar com a explosédo da solucéo, e selecionado um
espaco normado completo adequado através das estimativas obtidas por J.

Terra e N. Wolanski em [15] para obter as soluc¢des globais.

Palavras-chave: Difusdo n&o-local. Expoente critico de Fujita. Sistemas

parabolicos. Solucdes globais. Solucbes nao-globais.



ABSTRACT

In this work, which is based on the article [17], we consider a nonlinear
nonlocal diffusion system. Initially, we use Fujita's critical exponent and the
second critical exponent to determine the critical decay rates of initial data in the
region where global and non-global solutions coexist. The results coincide with
the classic heat system. Furthermore, beside generalizing the results in the scalar
case, obtained by J. Garcia-Melian and F. Quiros in [8], we also exclude the
monotonicity condition on the kernel function J (where J is a compact non-
negative and radially symmetrical function with integral equal to 1). The main
techniques are to modify the rescheduled test function method with a new test
function instead of the own function of the non-local operator to deal with the
explosion of the solution, and selecting a suitable complete standard space using
estimates obtained by J. Terra and N. Wolanski in [15] to get global solutions.

Keywords: Non local diffusion. Fujita critical exponent. Parabolic systems.

Global solutions. Non-global solutions.
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1 INTRODUCAO

A equacao do calor e os sistemas relacionados a essas equag¢oes modelam varios
fenomenos do tipo difusivo. Estudos referentes a existéncia local de solu¢des para tais
problemas sdo bem conhecidos. E natural analisar condicdes sobre as quais as solugoes
sao globais e condigoes sobre as quais a solugdo nao é global. Em particular, difusoes
nao-locais sao de interesse em problemas biologicos e biomédicos.

Nesta dissertacao, cujos resultados foram obtidos por Jinge Yang no artigo [17],

estudaremos o seguinte sistema de difusao nao-local

(
u=Jxu—u+oP, zcRY, t>0,

w=Jxv—v+ul, xRN t>0, (1.1)

Ku(ﬂc,O) =uy(z), v(z,0)=v9(z), ze€RY,

onde p,qg > 1e J € C, (]RN ) ¢ uma fun¢do nao-negativa e radialmente simétrico com
integral igual a 1, i.e,
J(z)=J(—2) VzeRY e NJ(z)dz:l.
R
Aqui, * denota a convolucao usual em RY e ug e vy sdo funcoes ndo-negativas e limitadas.
Sem perda de generalidade, assumimos que o suporte de J é a bola unitaria fechada, ou
seja supp (J) = By.

O problema (1.1) foi considerado em [17] e modela a iteragdo de duas populagoes
com difusao nao-local (veja [3]), onde w e v representam as densidades de duas
populagoes respetivamente, e J (x,y) indica a densidade de distribui¢ao de probabilidade
do movimento de um ponto x para y. Inicialmente observamos que, no caso de dados

iniciais continuos e com suporte compacto uy e vy, a partir de [1], concluimos que a



INTRODUCAO 9

solucao de (1.1) pode ser escrita, pelo principio de Duhamel, como

u(:zc,t):/RNG(m—y,t)uo(y)dqu/o /RNG(m—y,t—s)vp(y,s)dyds, )

vty = [ Ga-vwdrs [ [ G-y dids

> £ JEn
onde G (z,t) = e 0 + W (x,t), com W (x,t) = e* E #, J*™ representando as
n!
n=1

(n — 1) vezes convolucao de J consigo mesmo, n contando o nimero de J's, de modo
que por convencio J* =4, J*' = J (onde § é o delta de Dirac). A existéncia local de
solucoes e o teorema de comparacao sao obtidos por técnicas padroes.

Sabe-se que a equacao de difusdo nao-local linear u; = J * u — u tem muitas
propriedades similares com a equacao cléssica do calor u; = Au (por exemplo, o principio
do méaximo; veja [14,16]).

Para equagoes de difusdo ndo-locais e nao-lineares, Garcia-Melidn e Quiros [§]

provaram que o problema de Cauchy

u=J*xu—u+uP, em RY x(0,00),

(1.3)
u(z,0) =ug(z), xRN,
tem o mesmo expoente critico p. =1 + % da equacao classica do calor nao-linear
up = Au + uP. (1.4)

Assim, se 1 < p < p., a solucao explode em tempo finito para qualquer dado inicial nao-
negativo e nao-trivial uy € L* (RN ) N L> (RN ) Por outro lado, conclui-se que se p > p.,
entdo existem solugdes globais para dados iniciais pequenos ug € L' (RY) N L> (RY).
E mencionado que o nicleo J nio apenas satisfaz as condicdes em nosso trabalho atual,
mas também esta decrescendo radialmente. Em 1966, H. Fujita deu inicio ao estudo do
expoente critico de Fujita p. (veja) [7]. Além disso, a fim de descrever a taxa critica de
decaimento dos dados iniciais na regiao do parametro de coexisténcia de solugoes globais
e nao-globais, Lee e Ni introduziram em [10] o conceito de segundo expoente critico para

(1.4). Agora consideremos o sistema do calor acoplado

uy = Au+ 0P, vy = Av + u. (1.5)
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As equagoes em (1.5) fornecem um exemplo simples de um sistema de difusao-
reacao. Tais equacdes podem ser usadas para descrever o modelo de propagacao do
calor em uma mistura de combustivel composta por dois componentes. Neste caso, u e
v representam as temperaturas dos componentes em interacao, a condutividade térmica
é suposta constante e igual para ambas as substancias, e é assumida uma liberagao de
energia em volume dada por algumas poténcias de u e v.

Em 1991, Escobedo e Herrero [5] deduziram a curva critica de Fujita como
(pg), = 1+ £ max{p+1,q+ 1}, ou seja, se 1 < pg < (pq), cada solugdo explode em

tempo finito, e se pg > (pq)., existem tanto solugoes globais como nao-globais. Sejam

c)

uo () ~ |z] ™% vo (z) ~ 2| ", |&| — oo, Mochizuki [13] provou na regido de coexisténcia

pq > (pq),. que existem solugoes globais de (1.5) se a > a9 = % eb > by = %,
enquanto a solugdo explode em tempo finito se 0 < a < Q(Z’—J_rl) oul <b< Q(q—J_rl) (veja
q—1 pg—1

também [4,11]).

Motivado pelos trabalhos acima, nosso principal interesse neste trabalho é ver como
o termo nao-linear afeta o comportamento assintético das solugoes.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma: no Capitulo 2 apresentamos
alguns conceitos preliminares como os espacos LP, espacos de Solbolev, equacao do calor.

No Capitulo 3 lidamos com a curva critica de Fujita do problema (1.1) com o
seguinte

Teorema 3.1 A curva critica de Fujita do sistema (1.1) é
2
(pg) =1+ ymax{p+1,¢+1},

ou seja, qualquer solugdo nao-negativa e nao-trivial do sistema (1.1) explode em tempo
finito se 1 < pq < (pq).,, enquanto que existem solugoes globais e nao-globais se pg > (pq),,
dependendo do “tamanho” dos dados iniciais.

No Capitulo 4 para estudar o segundo expoente critico, introduzimos os seguintes
espagos:

I, = {gzﬁ € BC(RY)| ¢(z)>0, liminf|z|"(z) > O} :

|z|—00

|z|—o00

I* = {gb € BC(RY)| ¢(x)>0, limsuplz|'d(z) < oo} ,
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ondea > 0e BC (RN ) denota o espaco das funcdes continuas e limitadas em RY. Temos,
entao, o seguinte resultado.

Teorema 4.2 Seja pq > (pq),, com dados iniciais nao-triviais e nao-negativos ug (z) =

c’

A (), vo () = pp (z), v € RY. Sejam

2(p+1 2(q+1
o= 20 2(e])

pg—1 pg—1"
i) Sea>ageb> by, €l ¢ el entdao existe uma solugio global, ndo-negativa e

nao-trivial de (1.1) desde que \ e p sejam suficientemente pequenos e nao-negativos.

ii) Se0 <a<agoul<b<by, ¥el, el entdo existe uma solugao de (1.1) que

explode em tempo finito.

Como observado no artigo [17], “os teoremas acima implicam que os resultados sao
coincidentes com o sistema do calor classico [5,13]. Nao apenas estendemos os resultados
no caso escalar [8] para o caso de um sistema, mas também excluimos a condigdo de
monotonicidade no niicleo J. Conseguimos através de uma modificagado do método da
funcao teste reescalonada com uma nova funcgao teste, em vez da auto-func¢ao do operador
nao-local, lidar com a explosao da solucao, e selecionando um espago completo adequado
através das estimativas obtidas por Terra e Wolanski [16], obtivemos a solugdo global.
Além disso, da prova do Teorema 4.2, é possivel obter estimativas da solugao global em

relagao a x e t”.
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2 CONCEITOS BASICOS

Este capitulo tem como principal objetivo inserir a linguagem e os conceitos basicos,
bem como um pouco da notagao que utilizaremos no restante desta dissertacao. Para mais

detalhes, veja as referéncias [2] e [6].

2.1 Espacos L”

Consideramos uma funcéo v : U — R, onde U é um subconjunto aberto de RY.

Definicao 2.1 Se u é uma func¢ao mensuravel em U e 1 < p < oo, definimos

LP(U) = {u :U — R u é mensurdvel e [luf|, < oo},

[ull, := [/ |u|pd$} .
U

Vejamos algumas propriedades desse espaco.

onde

2.1.1 Propriedades basicas
Lema 2.2 Sea,b>0e0< <1, entdo
' < da+ (1 —N\)b.

Demonstragao. Para b = 0 o resultado é 6bvio. Suponha, entdo, que b # 0. Dal,

dividindo a expressio a*b'~* < Xa + (1 — \) b por b e considerando ¢ = a/b > 0, obtemos

< AM41-— N\
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Logo, é suficiente mostrar que a desigualdade acima é valida para todo t > 0. Para isto,

defina a funcio f por f(t) :=t* — A\t. Note que
ft)y = Mt =x=x(t*1-1).
Além disso, temos que f'(t) = 0 se, e somente se, t = 1. E, para t = 1, temos que
ffy=x(A-1)<o.
Consequentemente, f () < f (1) =1 — A. Portanto, para todo t > 0, temos
=A< (1-N)
isto é,
<A1 =N,

para todo t > 0. O

Teorema 2.3 (Desigualdade de Hélder) Assuma que 1 < p,q < 0o, pt+q¢ 1 =1. Se
uwe LP(U) ev e LYU), entio

lwolly < lfull,llvll,
Demonstragao. Se [[ul|, = 0 ou [[v]|, = 0 o resultado ¢ imediato, pois

[ul,=0 ou [jv[|,=0 = u=0 ou v=0 quase sempre
= wv =0 quase sempre

— ur], =0,

Suponha, entdo, que [|ull,, # 0 e [[v]|, # 0. Sendo a = [ul”,b = [v]? e A = 110 segue do lema
anterior que

1 1
[ul o] < —Jul” 4+ =[ol". (2.1)
p q

Integrando a desigualdade (2.1) sobre U, obtemos

1 1
/ luvl dz < —lully + = [v]l7. (2.2)
U p q
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Considere agora, a = [|ul|,"[|v[|7. Substituindo u por au na desigualdade (2.2), temos
[ fowlde < Haulg + 3ol
Y
aP p 1 q
o [ lde < 2yl + 2ol
Y
a —1
[ lwlde < 2l + Kl
Ou seja,
1 1
thMISEWMAML+5WMJﬂM
Portanto,
luolly < Jlullpllvll,
como queriamos. [l

Teorema 2.4 (Desigualdade de Minkowski) Se 1 < p < oo e u,v € LP(U), entdo
[+ oll, < lull, + o],
Demonstracgao. Para p = 1, segue da desigualdade triangular que
u+vf < fuf + o]
Integrando sobre U, obtemos
lu+olly < flully + flofl;.
Além disso, se u + v = 0 quase sempre, o resultado também é imediato. De fato,
0= flu+wvll, < lull, + v,
Observe agora que, se 1 < p < oo e u+ v # 0, entao
lu+ v < (Ju| + |v]) Ju+ o
Dai, usando a desigualdade de Holder e relembrando que (p — 1)q = p, obtemos

[ eoran <l e o+ ol o+ o,

_ 0””**”“)([ﬂu+mam)3
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Portanto,

lu+oll,, < [lull, + [[oll,-

Isso prova o teorema. 0
Usando a desigualdade de Minkowski, é possivel mostrar que o espago LP(U), com

p > 1, é um espago normado com norma |[[-[| .
Definicao 2.5 Definimos
|ull, :=supess|u(x)| =inf {M; |u(z)| < M, em quase todo ponto v € U} .
zelU

Assim,

L>(U) :={u:U — R; u é mensurdvel e |lul|_, < oo} .

A partir dos espagos LP(U) e de um novo conceito de derivada vamos definir na préxima

secao novos espacos, conhecidos como espacos de Sobolev.

2.2 Espacos de Sobolev

Nesta secao definiremos os espagos WP (U), conhecidos com espagos de Sobolev,
ondem € N, 1 <p<ooelU C RN éum aberto. As propriedades destes espacos sdo
muito utilizadas em aplicagoes da teoria das equagoes diferenciais parciais. Aqui, C2°(U)
denota o espaco das fungoes ¢ : U — R com suporte compacto em U e infinitamente

diferenciaveis.

2.2.1 Derivada fraca

Seja u € C* (U). Se ¢ € C>* (U) podemos ver, através de integracio por partes,

/U wty, dr = — /U e, b, (2.3)

com j = 1,---,n. Os termos de fronteira sdo nulos na integracao por partes pois se ¢

que

possui suporte compacto em U, entao ¢ é zero em OU. Diante desta motivacao, temos a

seguinte
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Defini¢do 2.6 Sejam u,v € L}, (U), onde
L. (U):= {u U —=R;ue LY V), para todo V C VcU comV compacto} ,

e seja o um multi-indice. Dizemos que v é a derivada parcial fraca de ordem « de u, a

qual denotamos por D*u = v, quando, para todo ¢ € CX(U), vale

/UuDo‘(bdx: (—1)|a|/Uvgz5d:E. (2.4)

A partir do conceito de derivada fraca vamos, na préxima secio, definir os espagos de

Sobolev. Tais espagos tém bastante aplicacao na teoria das EDPs.

2.2.2  Definicao dos espacos de Sobolev

Fixe 1 < p < 0o e m um inteiro nao-negativo.

Definigao 2.7 O espago de Sobolev W™P (U) consiste de todas as fungoes localmente
somaveis u : U — R tais que para cada multi-indice o com |a| < m, D% existe no
sentido de derivada fraca e pertence a LP (U). Se w € W™P (U), definimos a norma de u

por:

S =

)
Z / | D*ulPdx para 1 <p < oo,
U

||U||Wm,p(U) = loj<m

Z supess |D%| para p = 0.
U

\ |a|<m

E possivel mostrar que o espaco de Sobolev W™ (U) é um espago de Banach. O caso
p = 2, em particular, é bastante utilizado nas aplicacoes em equagoes diferenciais parciais.
Neste caso, o espaco de Sobolev W™? (U) é representado por H™ (U). O espago H™ (U)
¢ um espago de Hilbert com produto interno definido para u,v € H™ (U), por
<U, U)m == Z <Dau, DaU>L2(U)
|a|<m

Na préxima secao determinaremos a solugao da equagao do calor.



CONCEITOS BASICOS 17

2.3 A equacao do calor
Na matematica, o estudo das solu¢oes de equacoes na forma
u —eAu =0

comecou no inicio do século X7X e perdura até hoje. Tal equacao, conhecida como
equacao do calor, esta associado a processos de dissipacao de calor. Nesta se¢ao, faremos

inicialmente um estudo sobre a equacao do calor com ¢ = 1:
u — Au = 0. (2.5)

Aqui, consideraremos t > 0 e x € U, onde U C RY é um aberto. Estudaremos também a,

equacao do calor nao-homogénea, dada por
u — Au = f, (2.6)

onde f é uma funcao conhecida que, na fisica, representa uma fonte de calor no sistema.
Nosso objetivo, entdo, é encontrar solucoes para equagao do calor. Para isto, vamos
comecar supondo que suas soluc¢oes possuem uma forma especifica com o intuito de reduzir
a equagao (2.5) a uma equagao diferencial ordindria separavel. Primeiramente, observe

que se u é solucao de (2.5) entdao dado A € R, para u (Az, \*t), temos
Ny (z,t) — N2Au (z,t) = N (ug (v, t) — Au (2, t)) = 0.

Logo, u (Az, \*t) também é solugdo da equacdo (2.5). Isto indica que a razao é, onde

r = |x|, é importante para equagao do calor e sugere a seguinte mudanga de variavel para

u(:v,t):v<%2) =0 (@>,

para alguma funcdo v que sera convenientemente determinada. Suponha que a solugao

t>0exeRN:

u (z,t) pode ser escrita na forma:

w(z,t) = tlav (%) , (2.7)
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onde «, 3 sdo constantes e v : RY — R é uma fungdo. Para obter a identidade (2.7),

basta observar que a equacgio (2.5) satisfaz para todo A > 0,z € RY e t > 0 a seguinte
igualdade:

u(z,t) = Xu (N, \t) .
Considerando A\ = t~! e definindo v (y) := u (y, 1), temos

v(y) =Au (Ny,\) = &u (%, 7).

ta
Substituindo a expressao (2.7) na equagao (2.5), obtemos

=

~(a+1),, (X ~(at+1) ¥ (ﬁ) ~(a+28) <£) _
at v(t5>+ﬁt tﬁ'DU 5 +1 Av =0.

tB
Tome B =1

5 ha equagao anterior. Dal

1
av + §y.DU + Av =0,
onde y = t Pz = t 2z

Agora, escreva v na forma v(y) = w(]y|) para algum
w:RY = RY. Assim,

1 / " n-—
ozw+§7“w +w" +

r
_ d n
comr=|ylel= 2. Sendo a = 7, segue que

2w + grw’ +w” + = =0
n,.n—1 1,.n,,/ n—1, ./ -1 n—2 =
srihw + grtw’ e 4 (n— 1) R’ =
n—1,\" | 1(m,\ _
(r"w') + 1(r"w) =0
— /
' 4+ rtw = a,

para alguma constante a. Assumindo que lim w = w’ = 0, segue que a = 0. Logo,

T—00
, 1
w = —=rw.
2
Entao, para alguma constante b, temos
2
_r
w="be 1
Concluimos, entao, que
lzI?
u(z,t) = e
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é solugao da equacao (2.5).

Da discussao feita anteriormente temos a seguinte
Definigao 2.8 A funcdo

2
(2.) ﬁe_T se RN t>0
o (x,t) = T

0 se zeRN <0

¢ chamada de solucao fundamental da equagdo do calor.

2.3.1 Problema de valor inicial

Agora vamos usar a solucdo fundamental ¢ para encontrar uma soluc¢do para o
problema de Cauchy

uw—Au=0 em RY x (0,00),
(2.9)

u=g em RY x{t=0}.
Para isto, note primeiramente que para (x,t) # (0,0) a fungao u (z,t) = ¢ (x,t) é solugao
da equacdo do calor. Além disso, para y € RY fixo, u(z,t) = ¢ (v —y,t) também ¢é

solugdo da equacao (2.5). Consequentemente,

u(r,t) = RNeb(ﬂff—yﬂf)g(y)dy= (47T1t)3 /RN e“x7*3'2g(y)dy (2.10)

¢ uma solucao para o problema de Cauchy. Vejamos agora como determinar a solugao

para o problema de Cauchy nao-homogéneo (2.6).

2.3.2  Problema nao-homogéneo
Considere o seguinte problema de Cauchy nao-homogéneo

u—Au=f em RY x(0,00),
(2.11)
u=0 em RYx{t=0}.

Observe primeiramente que dados y € RY e s € (0,¢), a funcio ¢ (z — y,t — s) é solugio

para a equacao do calor. Além disso, fixado s, a funcao

w=uletis)= [ 6=yt f0s)dy
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é solucao de
w (8) —Au(s) =0 em RY x (0,00),
t(559) (55) (0, 00) (2.12)
u(s)=f(;s) em RN x{t=s}.
Note que o problema de Cauchy (2.12) é um problema de Cauchy da forma (2.9) com

tempo inicial ¢ = s. Logo, u (+; s) ndo pode ser solugdo do problema (2.11).

2.4 Observacoes

Esta secao é dedicada a coletar algumas propriedades para mnosso problema

principal.

Observagio 2.9 Sejam a e b positivos e ¢ > 1. Entdo a7 +b"/1 < C(a + b)l/q, onde C'

¢ uma constante positiva.
De fato, considere a funcio f ()\) := A9, com ¢ > 1 e A > 0. Entdo temos que
I a-
fr) = Z -9/
q

Logo

o=t (ﬂ) AA-20/a _ .
g\ ¢

pois ¢ > 1. Assim, f é concava para baixo em R*. Se f é continua e cdncava, entao

f(x;y) > f(x);f(y)' Dai,

f(a+b):f<2a;2b) —(atb) > f(2a);f(2b)

(2a) -; (2b) 20 (a% +b%> |

V

2 1 a-1 1
Isto implica que a7 + bs < —(a + b)flf —2' (a+ b)flf, ie.,
2a

Q=

1 1
as +bs < Cla+0b)e,

onde ¢ > 1. O

Observagao 2.10 Se W(z,t) :=e™* Z

n=1

" (x)
n!

, entdo [|[W][ gy =1 —€™".
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0 n JEn
De fato, como W (x,t) =e™* Z A, temos que

— n!
W (x,t)dx
RN
ftt2 ftt3
= / ettJ(x)dI—l—/ ‘ (J*J)(x)dx+/ ‘ (J*J*J)(x)dx—l-'“
RN RN 2' RN 3'
o—ty2
= et J () dx + / J(x—y)J (y)dydz
RN RN JRN
eftt?)
+ / (JxJ)xJ)(z)de+---.
3' RN
Pelo teorema de Fubini, segue que
W (x,t)dx
RN
_tt2 —t 3
= e 't+ / / (x—vy da:'dy—i- / / (JxJ)(z—vy)J (y)dydz
RN JRN RN JRN

e 't?
= et 4 5 / / J(z —y)dxJ (y)dy
. RN JRN
e 't?
+ / / / J(x—y—2)J(2)dzJ (y)dydx + - -
3' RN JRN JRN
tt2 ftt3
= ety S / / / y)dyJ (x —y — z) J (2) dzdx + - - -
RN JRN JRN

tt2 ftt3
= —tt+ / / 2)dzJ (x —y —z)dx + - --
. RN JRN

—ttn

= e’tt+e_2!t2+e_3tzt +eot St
_ 67t<t+ﬁ+£++ﬂ+>

- 2! 3! n!

- e—t<1+t+§+§+~-+%+---—1)
= et(e—1)

= 1—e¢et,

como afirmamos. O



3 EXPOENTE CRITICO
FUJITA

3.1 Resultado principal

Neste capitulo, consideramos o expoente critico de Fujita do sistema

(
w=Jxu—u+vP, xRN >0,

w=Jxv—v+ul, xRN, t>0,

\u(:v,O) =up(x), v(z,0)=uv(x), z€RN

Diferente do caso escalar [8] empregamos o método da funcao teste reescalonada [12], em

lugar do método de Kaplan [9], mesmo no caso subcritico 1 < pg < (pq),. Para lidar

com a natureza nao-local, precisamos adotar uma nova funcao teste e uma funcao como

a funcao teste reescalonada no caso subcritico e critico, respetivamente.

Teorema 3.1 ([17], Teorema 1) A curva critica de Fujita do sistema (1.1) é

2
(rq), =1+ NmaX{p+ 1,q+1},

ou seja, qualquer solugdo nao-negativa e nao-trivial do sistema (1.1) explode em tempo

finito se 1 < pq < (pq),, enquanto que existem solugdes globais e nao-globais se pq > (pq)...,

dependendo do “tamanho” dos dados iniciais.
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3.2 Prova do Teorema 3.1

Sem perda de generalidade, suponha p > ¢. Assuma, também, que (u,v) é uma
solugdo global nao-negativa e nao-trivial do sistema (1.1).

Primeiro, provaremos o caso quando 1 < pg < (pq),.. Escolha

c@) =l e (1) ey ((-1,1)

satisfazendo ¢ = 1 em [0, %) e < ¢ < 1. Sejam m e q expoentes conjugados, ou seja,

mt+qgt=1 <m = q%l) e considere

X

tr(@)=¢(5), TR, wR(t)qum(%),tzO.

Multiplicando a primeira equacdo de (1.1) por £gtbp e integrando em @ = RY x (0, c0),

obtemos

/OOO/RNvp(x,t)fg($)¢3(t)dxdt = /OOO/RN(ut—J*u—i—u)(x,t)gR(x)¢R(t)dxdt

_ /OOO /RN wp (2,0) € (2) U (1) dxdf

I

—/OM/RN<J*u—u><x,t>§R<x>wR<t>dxdf-

-~

Ip)

(3.1)

A seguir, vamos estimar I; e Is. Temos que

L= /0 h /R e (0,1) €5 () (1)t = /R ) /O e (2, ) € (@) g (1) dt e

Integrando por partes em ¢, obtemos

I, = /RNU(:C,t)gR( z)Pr (t °°da:—/RN/ (z,t) € (2) Yy (t) dtdx

= @@= [ [ g (0 v @) s
= [ g @t - [ @) ds
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Como g (t) = o™ (%), temos, pela regra da cadeia, que

Vr(t) = mo" () ¢ ()

Uma vez que m = -L entaom — 1 = -L — 1 = —.
q—1’ qg—1 q—1

o (i) = (1) =% (i) = [+ (1)) =i

Por outro lado, como ¢ (t) € C5° ((—1,1)) é tal que ¢ =1 em [0,3) e 0 < ¢ < 1, temos,

12

pelo teorema do valor médio, que existe um % € (%, 1) satisfazendo
(1) —o(3) t t
1 =¢' (=) <o B2 <C.

Note que, se t ¢ [%2, RQ}, entdo 75 ¢ [4,1]. Assim,

2

Como

X[ r2 =
[
0, caso contrario,

temos que
¥k (1)) < CR’%;%X[%{RQ]-

Dai, segue que

I < CR /RR /R w0 a o) O (1) dudt — / o (2) En () da.

RN

Agora, vamos estimar I,. Lembre-se que

L :/OOO/RN (J %1 — ) (@, ) €n (2) b (£) dudt.

(3.2)

(3.3)
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Pelo teorema de Fubini, as propriedades de que J ¢é radial e simétrica, temos

/]RN (Jxu—u)(x,t)&g (z)dx

- /RN(J*u)(:c,t)fR(x)dx—/ u(w,t)&p (v) do

RN

_ /RN/RNJ(m—y,t)u(y,t)&g(x)dydx— | Er(@)u (@t da
- [ ([ e roa@a)uwni- [ s@uod
_ /RN (/RNJ(y—x,t)fR(m)cM)u(y,t)dy_/RNfR(x)u(xat)dx
= [ U = [ @ et ds
- [ Ut @t [ telw)ulends
= [ Uxtn—ta) @) u (o0

Portanto, temos que

L= /O /]R (T €n) (@) w ) (1)l (3.4)

Pela definicao de convolucao, as propriedades de que J é radial, simétrica e sua integral é
igual a 1, fazendo mudanca de varidavel z = y—x = dz = dy e usando a desigualdade

" > 14 x,Vr e R, obtemos
(J %€ —Er) (1) = / J (& — y) €r (v) dy — Er (2)
RN

J(y—)¢r(y)dy — &r (v) J (2)dz

N RN

J(z)@(ﬁz)dz—/NJ<z>sR<x>dz

N R

J(2) (€r (x4 2) = &r (2)) dz
(2) (e_IJPrcsl2 — e_llg;;) dz

J(2) (eé('“”wﬂz?) _ e) 0z

<

N

I
— T T

N
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N
(£ 1 2
= —e =&? J(z2) = |2 T2 + |2 dz.
]RN()R2<Z§1 \|>
De acordo com a simetria de J, segue que

/RN J(2) zidz = /RN J(—2) zdz.

Seja y = —z, donde concluimos que dy = (—1)Ndz. Entao

/RNJ(Z>ZidZ:_/RNJ(y)yidy:_/RNJ(Z)ZidZ'

Ou seja,

/ J (2) zidz = 0.
RN
Ademais, temos que J (2) 2] >0 = / J (2)]z*dz > 0. Portanto:
RN
/ J(2)zdz=0 e A(J):= / J(2) |z]?dz > 0. (3.5)
RN RN
Consequentemente, (J * &g — &) () > —A(J) R™%¢x (). Dai, temos o seguinte:
-, < A(J) R_Z/ / u(z,t) & (2) Vg (t) dedt
0o JrN
< CRQ/ / w(z,t) Eg (7)Y} (t) dedt (3.6)
0o JrN
pois %<1 e 0<uygr(t) <L

Entéao por (3.1), (3.3), (3.6) temos que

/ / 0P (2,1) Er (2) VR (t) dzdt

< on /R [ ulente) v @ dudt = [ o (o) (o) do

+CR//RN (2,1) € () 3 (1) dudt
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R2
= COR” / / (z,t) &R (v )da:dt
RN

_ANuo(x)fR(x)dx+CR_/O ANu(x,t)fR(x)¢é(t)dxdt

R2 . . .
ror” / /RN u (x,t) Ep (2) P (t) dedt + CR™ /R 2 /R (e, t) Er (@) ¥ (1) dadt

R2
= CR™ / /RN (,t)€R (x )dmdt—/RNuo(m)ﬁR(a:)dx
R2
+CR™? / . / u(x,t) g (2) %@ (t) dzdt
2 Jan
R? 1
CR2/0 /RNu(x,t) Er(z) g () dxdt—/RN uo (z) &g (z) dx
+CR2/R / u(z,t) &R (x) @D% (t) dxdt
RN

R2
CR~ t) drdt — d
< / /RN (2,t) & (x (t) dxdt /]RNuo(x)gR(a:) x

Portanto, usando a desigualdade de Holder em z e depois em ¢, temos que

/OOO /RN v? (z,t) Er () Ur (t)d:rdt+/ ug (z) &g (7) dz

R2
= CR” / / (z,t) &R (v (t) dxdt
RN

/R“(m)fé()w ()& () drdt

IN

’ /RN (“ (¢, 1) €4 (2) ¥ (t)) ¢ (2) dadt

L v (L s

(VAN
Q
3
o\_>
%

VAN
Q
:U
w
A
o\
%
N
T
<
Y
%%
H~
zﬁr’*,
:U
@
230
Q.

&
v
v
v
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= CR™ (/0R2 /RN u? (z,t) Eg () YrR (1) dxdt) % (/0R2 - g () dwdt)

Como Er(x)dr =
RN

RNdz = dx, obtemos

_l=? >
/ e rZdr, fazendo a mudanga de varidvel z = %,
RN

{r (v)dr = RN/ e’ dy = RN
RN RN

R2 R?
/ ¢r () dodt = / RNz dt = RN "2r2
0 RN 0

q—1

N (g—1)

R2 ! N4+2 (g—1)
/ Er () dedt = RV 2
0 RN
Logo,

/000 /RN VP (x,t) Ep (x) Yp (t) dedt + /RN uo () &g (z) dz

o wiy [ a
< CR2RW+2) quﬁg( ql) (/ / u? (x,t) &g (2) YR (1) dmdt) ]
0 RN

Portanto,

| [ i [ s

N2 R? q
< RN )< / / w? (z,t) Er (2) Y (1) d:rdt) .
0 RN

Repetindo o mesmo procedimento na segunda equagao de (1.1), ao invés da primeira,

(3.7)

conclui-se que

/000 /RN u? (x,1) Er () YR (1) dxdt+/RN vo (x) Eg (z) do

e [ v
<cr¥%S / / o (2,1) € () tn (£) devdt |
o JrN
Substituindo (3.8) no lado direito de (3.7) e pela desigualdade Young, obtemos

/OOO/RN P (x,t)fR(x)¢R(t)dxdt+/IRN ug () &g (z) dx
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N (N+2) N [ v
CR « | CR P VP (2,t) &g () YR (t) dodt
o Jrvy

N+2) N (N+2) R? pa
= CORN~ p t t) dzdt
(/ /RNU z,t)Er () Yr (t) dv )
R2 pq
CRN(li 1 2(P+1) p d d
(/ /RNU xtfR()¢R()xt>

1) 2t v

N(1-55) = =5 ) P 2 P
<OR T ) t (/R /RNUP (z,8) &r (@ )wR()dﬂﬁdt>

pg—1

N2 R?
CR / /RN ZEtfR )I/JR()d[Edt

Q=

IN

IN

pq

IN

IN

Logo,

/000 /RN oP (z,t) Eg (2) g (t) dedt + /RN uo () €r (7) da

2(p+1)

R? (3.9)
<CRY 1 L P (x, dxdt.
< cx [ ] w0 @) vt o

Como / up (x) &g (x) dx é ndo-negativo, temos
RN

Am[RNUp(x,t)fR(x)wR(t)de’dtSCRN pa—1 _|__ /RNUP T t)fR( )wR()dxdt

(1—-)/ / xth()wR()ddeCRN—%
RN

> 2(p+ 1
/ / OP (x,1) Eg () g (1) dedt < CRN™ iy , pois 1——>0.
0 JRN pq

Se 1 < pq < (pq)., onde (pg), =1+ % max{p+ 1,¢+ 1} por hipdtese, entao

2 2
1<pq<1+Nmax{p+1,q+1}:1+N(p+1),
poisp > q e
2(p+1) Npg—1)—2(p+1
N 2+l Npg—1)-2(p+ )<o,

pqg—1 pqg—1
jd que pg —1 < 2 (p+1), o que implica N (pg —1) —2(p+1) <0 e 1 < pg. Por outro

lado, se R — oo, entao

[

+ )

s

=0

.Q
,_.

lim /00/ VP (2,) g (2) b () dedt < lim CRN™
RN

R—o0 0 R—o00
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lim /Oo /RN o (2,1) En (2) Vp (1) dadt = 0

R—o0

/ / lgn VP (2,t) Eg (2) YR (t)dzdt = 0

/ / v (z,t)dxdt =0 = v=0 (contradigdo).
RN
Isto contradiz o fato que v é uma solugao nao trivial.

Sepq:1+%H1ax{p+1,q+1}:1+%(p+1),entéoN—%:O. Logo, se R — oo,

/ / vP (x,t) dedt < C. (3.10)
0o JrN

Em seguida, lidamos com o caso critico. Seja ¢ (x) € C§° (By), tal que ( = 1 em B% e

temos que

¢ > 0. Denote (g (z) := ¢ (%), z € RY. Multiplicando a primeira equagio de (1.1) por
Cr (z) YR (t) e integrando em @), obtemos

/0°° /RN vP (2,1) Cr (7) Yg (t) drdt
/0Oo /RN ug (z,t) Cr () ¥r (t) dxdf— /OOO /RN (J *u—u) (z,t) Cr (z) ¥R (£) d:zcdf,

13 14

Agora, estimaremos I3 e I;,. Observe que

13:/000 /RN w (258) Cp () o (8) dxdt:/RN /Ooout (2,8) Cpy () g (1) dtdl.

Integrando por partes, obtemos

Iy = /RNu(x,t)CR( x) g ()], “dx—/RN/ u(z,t) Cp (2) Wy (t) dtdx

= [ @ @dn = [ [T u ¢ v s
= [ [ u@nc@untdet - [ @)@

Assim
K,,(R)+/RN 0(7)Cp(z /OOO/RNuxtCR()z/);?(t)da:dt

/OO/R (J*u—u)(2,) Cr () g (t) drdt.
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Como g (x) (p (x) é ndo-negativo, entao

- /O‘” /RN u(2,t) Cp () Vg (1) dadt

b (3.11)
_/o RN (J xu—u)(z,t)Cr(2) Yr (1) ddl.

Podemos obter, a partir de (3.2), que

| [ w0y deat < R /R [ ue.0¢n @) vk 0 dac

- CR /R (f )G O [ e G ) i) at.

Como ( tem suporte compacto, temos que

Cr (@) =¢ (%) -1,

T

Hl<t e G@=c(5

) —0, z € RV \ By
1
Uma vez que 9}, (t (RL) e, como ¢ tem suporte compacto, entao

t R2 2 : R2 2 . . t
) 2 <1 em 7,]% p0187§t§R o que implica —1<ﬁ§1

[T w0 @ v (0 dode < R /R [ w12

Agora, temos que (J * (g — (gr) () = /RN J(2) (C (:C]—;z) —( <%>)dz Pela formula

de Taylor, segue diretamente que
) —C(F) = (i) —CH) = GV)CE) +3 GV (=)

N Z T N 2% x+ 0z
_ - - e

Assim,

onde 6 € [0,1]. Por (3.5) temos que / J (z) zidz = 0. Como J tem suporte compacto e
RN
supp(J) = By, entao

= Zi x al 2i%; x+0z
e = [ 16 (56 (5)+ 3 s (S5 e
i=1 ij—=1
al Zi N ZiZj ZE+¢92
_ / J(z ;Rg%( >dz+/RNJ(z)i;2R2Cxﬂj( . )dz
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N
1 x40z
= 5@ /]RN J(z) Z 2i%jCaia; <—R )dz

1,j=1

N N
1 / T+ 0z T+ 0z
= — J(z ZzZCmJ( >dz+/ J(z 2i2iCa;z; (—)dz
(), 99w, (S i [ 003 s (2
N
1 x+ 0z
= o . J(2) ”221 2i2jCaia ( R )dz

x40z
= 2RZZ/ ZszCxixj( 7 )dz.

1,7=1
Como ¢ (z) € C§° (By), tal que ( =1 em B% e ( >0, entao

T+ 60z
R

GB% = (=1 = (=0

x+ 0z
XiX 4 Scj
Gon ()|

pois se ¥ ¢ Bl\B%, entdo 3 < |&R9Z| < 1 onde 6 € [0,1], =z € B;. Logo,

B <|e+02 <R

Ademais,
x4+ 0z

Se £ < |z +6z] < |z +|0z] < |z + 1 entdo & —1 < |z|. Dai, se |z — [0z <
|z + 6z < R, entdo |z| < R+|0z| < R+1, donde |z| < R+1. Logo, £ —1 < |z| < R+1.

Portanto, temos que

[(J*Cr —(r) (2)] =

x4+ 0z
5 22/ J(z zlz]gw]( R )dz

i,0=1

<CR™* X{E 1<|e|<Rt1}

Assim, podemos escolher R suficientemente grande para que

-1, < CR—2/ / u(z,t) Vg (t) dedt
0 £ _1<jz|<R+1

R2
< C’R_Q/ L u(x,t) dedt (3.13)
B _1<[e|<R+1

RQ
< CR™ / / (x,t) dxdt,
x|<2R

pois ¢g (t) = ¢™ (4 ), onde ¢ tem suporte compacto e ¢ (4) = 1, para > € [0,1) e

¢ (#) < 1para 5 € [3,1). Substituindo (3.13) e (3.12) em (3.11), usando a desigualdade
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de Holder em x e depois em t e a observagao 2.9, obtemos

K, (R)

IN

IN

IN

R? R2
CR_2/ / u (z,t)dzdt + C’R2/ / u (z,t) dadt
2 Jiz<R 0 f<|z|<2R
R? N
CR™ (u (x,t) 15> Imdxdt
2 Jiz|<r
R? N
+COR- / / )15) 1w dadt
|:(:\<2R
CR- / </ o1 d:v)q</ 17 mda:) dt
z |ng< vl > |zgR< )

2

cone [0 ( /

3

=
IN
8
IN
)
=
/N
<
B
=
[S—y
Q=
N———
<)
QU
&
\_/
Q|
—
-

INEY

1

[ () ()
& (/ e ) )
CR~ ( / / o mt)dmdt>q<vol(BR) )f

L CR-2 (/0R2 /{f§|m|§2R u? (z, t)dxdt) q ((vol (Bar) — vol <B%>> R2> ’
o[ [ i) o)
2 Jjal<r

qg—1

e </R2 A<Ia¢|<2R Wi t)d:cdt) q ((a (N) (2R)N —a(N) (%)N) R2> N

CR”(@( RN“ ( / /x L xtd:pdt)
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_ R2 1
+ 03—2(((2)N - (i)N) a (N) RN+2) 0 / / ul (z,t)dadt
0 E<lz|<2R
R2 ¢
CRNUT ( / / ul (z, t)dxdt)
2 Jal<r
v [ [ 7
+CR a ul (x,t)dxdt
0 H<|z|<2R
1 1
N (Nt2) R? q R2 q
CR a ul (z,t)dedt | + / ul (z,t)dzdt
22 Jjzl<R 0 JE<pz|<2R

R? R? ‘
N_ (N+2)
CR a / / u? (x, t)dxdt + / / ul (z,t)dzdt | .
22 Jiz|<R 0 JE<[<2R
(3.14)

Onde vol (B,) = r¥a (N) e temos que —2 + (N + 2) (l—é) = —2+N+2—@ =

N — (N+2)
-

IN

IN

IN

Da mesma forma, também podemos obter que

LR = [ [ )G e) v () dadt

Ni(N+2) R2 R2
< CR Z / / VP (az,t)da:dt—i-/ / VP (x, t)dxdt | .
2 Jiz|<R 0 B<z|<2R

Combinando (3.14) com (3.15), observando que se £ < £ = ((z) =1 e 112_; <

AL

%2 = g (t) =1 e lembrando que pg = (pq), , obtemos

K, (&) <RV (2, £)dwdt + (2, £)dadt
o 2 Jpen <

4 2

Q=

</R216 \x|§§ u? (z,t) Cr (z) Yr (t dxdt—l—/ /<|$| e (z,t)Cr (x )wR(t)da:dt>

< CRN ( /0 h /R (@) Cn (1) Vn (D)drdt + /0 h /R (@) Cr () (t)dxdt);

q
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CRNUT (/OO / ul (z,t) Cr (x) YR (t)d:z:dt) ’
0o JrN

<
_(N+2) 1
= C (Lq (R))
R? R? %
< CRNUT RN / / WP (. t)dadt + / / o (. t)dadt
2 Jisl<R 0 JE<p|<r
9 9 R? R2 q
— ORN-OiRY / / a;td:z:dt+/ / P (z,t)dxdt
|m|<R R<\x|<23
R? R? Pq
< C / / vP (x,t)dxdt—i—/ / VP (z,t)dxdt
2 Jl<r 0 JE<e|<2R
R? R2 Pq
= C / / xtdxdt+/ / xtdmdt—/ / Pz, t)dxdt | .
\:c|<R |ac|<2R |z[< %
Portanto,
Ky (§)

R? R? R?
<C / / vP (x,t)dxdt —|—/ / VP (z, t)dxdt — / / VP (x, t)dxdt
2 Jlz|<R 0 Jiz|<2R 0 Ja<®

Fazendo R — oo, obtemos

| =

lim K, ( )
R—o0
lim/ / vP (x,t) ¢
R—o0 RN
/ / VP (z,t)dzdt <0,
0 JRWN

N:J

() ¥n (t) ddt <0,

/ / v (z,t)dedt =0 = v=0em RY x (0,00) (contradigo).
RN

Isto contradiz o fato que v é uma solucao nao trivial.
Isto finaliza a demonstragdao do Teorema 3.1.

A prova da existéncia global sera feito no Teorema 4.2.

Q=
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4 SEGUNDO EXPOENTE
CRITICO

4.1 Introducao e resultado principal

Neste capitulo, a fim de descrever a taxa critica de decaimento dos dados iniciais
na regiao de coexisténcia das solugoes globais e nao-globais, provaremos o Teorema 4.2

que refere-se ao segundo expoente critico. Inicialmente, introduzimos o seguinte lema.

Lema 4.1 ([16], Proposicao 1) Assuma que a € (0, N) e ¢ € I*. Entdo

(+0f [ W—y06wdy < C (10l + 10lmgs)) (A1)

RN

(4 )! [ W =)0 @y <€ (ol + Wollmgm) . (02

onde W é definido em (1.2), C' é uma constante positiva que depende apenas de N e J, e

a

12 (®) = {o e 12 (®) 5 g = (11, <00
a Lo (RN)
Demonstragdo. Primeiro mostraremos (4.1). Se ¢ é muito pequeno, a desigualdade é
6bvia. Logo, basta provar o resultado para t grande.

Agora por hipdtese ¢ € I* = limsup|y|’®(y) < oo = |y (y) < C =
|y|—o00

o (y) < Cly|™ < Ct*, Fazendo a mudanca de varidvel z = (14+t)y = (1+1t) 'z =

y = 1+ t)_Ndz = dy, pela observagao 2.10. Temos que
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Wi(x—y,t)o(y)dy

]RN
- Wir—y,t)o(y)dy + Wiz —yt)o(y)dy
ly|<t ly|>t
= W(r—y,t)o(y)dy + W (x —y,t) 6% (y) 67 (y) dy
ly|<t ly| >t
< ol Wiz —y,t)dy + |I¢IIEM(RN)/ Ct2W (z —y,1)dy
ly|<t ly|>t
< (U 12P) 10 gry [ W@ —y,t)dy
ly|<t
(1+8)? .
+ o5 gk W —y,t)dy
(1+1)% EREN) J st
= o] Wi(x—y t)d.yﬂLC(%Jr );||¢|| Wz —y,t)dy
FEED ] e ’ (L+6)F T ETED s ’
a C
< (1+0)"2 ¢l Wz —y,t)dy + ——= |0l 1= W(x—y,t)dy
FEED ]yt (L)% TED Jys
< Whsen [y gV DA E [
< ot L Y, y 0107 Jan y,t)dy
||¢||LW(RN)/ . Cllll Lo vy
= &CD W (p— (1t ) de + —E2ED (e —y ) d
ot [, W= A+ de+ T+ 0 Jur (z —y,t)dy
< ”(b”LgO(EN) C”(]ﬁHLoogRN)
- (14+t)2 (14t) 2
<

Logo, temos que
1+ 0f [ W =000 ) dy <O (16l zqan) + 19eien))
A demonstracgao da desigualdade (4.2) é completamente andloga. O

O principal resultado deste capitulo é o seguinte teorema.

Teorema 4.2 ([17], Teorema 2) Seja pg > (pq)., com dados iniciais ndo-triviais e
ndo-negativos uy (r) = M\ (), vo () = pe (z), v € RY. Sejam

2(p+1) ~ 2(g+1)
== -/ e by = ——2.
pq—1 pqg—1
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i) Sea>ageb>by, Y €1 ¢ €1°, entdo existe uma solugio global, nao-negativa e

nao-trivial de (1.1) desde que \ e p sejam suficientemente pequenos e nao-negativos.

it) Se 0 < a<agoul<b<by, p€l, p€l, entio existe uma solugio de (1.1) que

explode em tempo finito.

4.2 Prova do Teorema 4.2

i) Note que é suficiente considerar o caso em que ag < a < N e by < b < N com
up = \p € 1%, vy = pp € I°. Ademais, observamos que, se A e u sdo suficientemente
pequenos entao existe uma solucao global nao-trivial e nao-negativa. No caso em que

a> N eb> N, a conclusao pode ser obtida pelo teorema de comparacao.

Sejam @ € (ag,a) e b € (by, b) satisfazendo
ag—2>b,  bp—2>a

E claro que up € I*, vy € IV

Considere o espago normado completo
X = {(u,v) € C([0,00); L (RY)) x C ([0,00); L= (RM)) | |(w,v)||x < M},
com a norma
a b
[[(u, )|l x = sup {(1 +6)2 [u@)ll oo @y + (1 + )2 [|o(E) || oo mvy + [[u(E) || Lo ) + IIU(t)IIL;;O(RN)} )

onde M > 0 é uma constante a ser determinada posteriormente.

Denote o operador M [(u,v)] := (M [(u,v)], Ms[(u,v)]) com

M [(u,0)] (z,t) = e tug (z) + Wz —y,t)up (y) dy + /0 e~ P (2, 5) ds

RN

t
s [ ] W =gt 90 () duds,
0 RN

Mo [(u,v)] (z,t) = ety (x) + W(x —y,t)v (y) dy + /0 e~y (z, 5) ds

RN

t
+/ W(x—y,t—s)u?(y,s)dyds.
0 JRN
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Seja (u,v) € X. Pela Observagao 2.10, temos que [|[W|| i gny =1 — €™, bp > i+ 2.

a

a b b —a
Como v (y,5) = ((1 +lyP?) (y,s>) (L4 10) 7 < o (1+1o*) ¥ pelo Lema
4.1 (desigualdade (4.1)), a defini¢ao de Lg"(RN ) e pela defini¢do do espago X . Temos

t
[ [ @—ut—9)0 s dys
RN

t t
= /2 W(:c—y,t—s)vp(y,s)dyds—i-/ Wz —y,t—s)v"(y,s)dyds
RN

t N
5 /R

=/ W (2 =yt —5) 0 (g 8) 0% (3, ) dyds
]RN

t
+/ Wz —y,t—s)v” (y,s)dyds
t JpN

< [T Wt 90t G dylo 9l ds
RN
t
—l—[ Hv(s)Him(RN)/NW(x—y,t—s)dyds
< / [ W=t = ) o @l (4 1?) P dullo 9] s
10 I £~ )y
L . . ; bp—a
2 a —a =b b
< [T we-nt=9 @l F (0 9T oo)l,)
0 JRN b b
t 5
[0+ ) W (¢ = 5) o
2
o ba [ o 52 ~(p—a)
< @l Wo =yt —s) (1+|yP) Fdy(L ) 7 ds
0 RN
t —bp
HoOl [ +s) Fas
b t
2
P 2 2\ 3 —(bp—a)
= v ()l Wiz —yt—s)(L+yl°) > dy(L+s)" = ds
b Jo JRN
¢ —bp
HoOl [ s Fas
b t
t 5
< / W(x—y,t—s)(1+|y|) dy(l—i—s) ds—i— Mp/ (1+s)2ds
RN t

2
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IN

IN

IN

IN

IN

<

: = ) (1407 (1+i)_75p+1
CMP/ (I+t—s)2(1+s) = ds+ MP _ — 2
0 241 S +1
¢ —bp
2 s -~ (bp-a) 1+4)2 "
CMP/ (1+t—s)2(1+59) T ds + MP —%
—bp
0 T+1

l~7p72)

(~ —(
CMP/ (b t—s) T (14s) 7 Lds+CMP(L+1) 3
0

ol

CMP(1+§)_2&/ (L4s) 5 ds - OMP(1 1) 5
CMP(1+ g)%‘"’ (

CMP(L+ 1) 7+ CMP(L4 1) o

—(bp—2)

) +COMP(1+1)" 2

CMP(1+ %)%a + CMP(1+ t)%a pois _(b§_2) <
2CMP(14+1)7 < CMP(1+1)7 pois (14 1)% <C1+1)7,

—a

pelo Lema 4.1, para ¢ (y) = (1 + [y|°) * , obtemos
[t = () Tty < 0t = 9F (10l + [oleian)

além de isso se (1+ 1) <(3+4H=
como 0<s<h = lbi-s2lbh = (I+t-s)F <(144)7
—2 41

e bp>a+2 = bp-—a>2 = “re) o o (9

= o4

2

.
: <0.

2

Ademais, temos que

. t
/ e P (1,8)ds < / e o (s) oo vy ds
0 0

t r
- / eI+ 5)F o (5)|[ds
0 b

t r
< Mp/ e_(t_s)(l—l—s)#ds
0

5, —ip b i
= M? /e( S)(14—5)2ds—i—/e( (1 +5)2 ds
0 5

t t by
e )ds + / (1+s)72 ds
3

Mp</02

IN
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L, t .
MP /6_2d8+/ <1+—> ds
0 i 2
, —bp
= (Gt 04 7)
< wr(sca+n7 T ica T
= M7 <tC(1+t)_7a_1>

< OMP(1+1)7,

IN

pois 0<s<fi = 1<I1+s<1+%f = (1+8)%@§<1)%@:17 _TBP<O,
L<s<t = L>t—-s>0 = —L1<—(t—-s)<0 = el =1
L<s<t = 1+i<1+s<1+t = (1+s)72 <(1+1%)7,
0<s<l = t>t-s>t = —A<—(t—-s5)<-t = eI <es
(1+§)7pr§0(1+t)7§"§0(1+t)_7“‘1 pois 2 <t 1
e > (144 5 T <1+ <o
Dali,
/t e P (2,5) ds < CMP(1 + t)_T&. (4.3)
0

Portanto, pelo Lema 4.1 (desigualdade (4.1)), obtemos que

t
/ e SyP (2, 5) ds
0

M)l < letw @] +| [ Wa—yt)u <>d4

RN

W(l’ - yat - S) vP (ya S) d’de

RN

C+C0+07 (ol gy + ol zqeny ) + O+ Mv

IN

+ O +8)7 MP

IN

C(l—f—t) <||u0||LOO(RN)+ ||u0||Loo (RN ) +C(1_|_t)77aMp.
Assim,
’Ml [(u U)” < C(l + t) (HUOHLOO RN) + HUOHLOO(RN > + 0(1 + t)%lMp (44)

Por outro lado, pela estimativa (4.2), a definigao do espago X e pelo fato que Ep >a+ 2,

a b b —=a a —a
a igualdade ve (y, s) = <(1 +1[yl*)*v (v, 8)) (L+1517) % <o lfe (L +[5l) * e pelo
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Lema 4.1 e a desigualdade (4.2) com ¢ (y) = (1 + |y ) E , obtemos que
2 [t
(1+|x|2)2// Wz —y,t—s)v*(y,s)dyds
0 JRN
= ) [ W= 90 ) () duds
RN
< (4P / LW =t =50 s) dulo (9] s
% ¢ 2 r—%
< / (1)t [ W=t =)l @I+ o) Pyl ()] s
a a —a b Epja
5 b 2 = b
< / LHP)E [ W=yt 9) o)l (14 1) dy (14 9)7 o ()] )
a+bp a % —(bp a)
= lo)lze * (1+\x| We—yt—s) (1) dy(1+s) T ds
0
t a —(bp—d)
< C’Mp/ (1—|—|x| )2(1+|x| ) B (1+s) T ds
0
t ~(r-a)
= C’Mp/ (1+s) ds
0
~(p-a) ~(iv-a)
0LV £ L) S ¢ E2)
—(bp a) +1 (bp a) +1
< CMP.
a 2 b 3 =a a 9 —a
Além disso, vo (z,8) = | (1+ |z] )QU(I,S)) (1+ |z ) 2 <o)l (1 +]z|7) %, pelo
b

Lema (4.1) o espago L* (RY), também temos que

(1+[z*)? /e =)y (y, ) ds
0

e

I (1 + [2]) 20 (y, 5) 0”5 (y, 5) ds

s) é a p—@
(14 1) 0 (5.9 0 () ds

IN

/t
/t

IA

_ 2 a a 9 =a pfg
[0t 2 s (1) T 1o )1

Y A ¢ e e
= /e lo () 2= ( (14 5)= Nl (5)] e ds

aytpoa [t —(bp-a)
= o)t / e I(1 4 5)" T ds
b 0

ds
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= MP(l—et)<CMP,

(bp—a) i
pois 0<s<t = 1<1+4s<t+1 = (1+4s) 2z <172 =1

Portanto, temos que

(bt ]| < |14 o) et )

(NI

s [ W= nou )

st
+ (1+|x!2)2/ e P (1, 5) ds
0

st
+ (1+|x!2)2/ Wz —y,t—s)v" (y,s)dyds
0 JrN

IN

C +C (ljtoll ey + 10l pegany ) + CMP + CMP

IN

C <||u0||Lg°(RN) + ||u0||Loo(RN)> + C'MP.

Logo,

(1+ 12 M [(1,0)]| < € (ol oy + oll gy ) +CMP. (45)

Repetindo os argumentos para a obtengao de (4.4) e (4.5), concluimos que
=t =b
Mo ()| < O+ )7 (ol eqam, + ol oy ) + €1+ 1) F b,

‘U+um?MmmM

< C (Jvoll ey + ool oy ) + CMY.
As desigualdades acima juntamente com (4.4) e (4.5) implicam que

M (u, )| x = (M [(w, )], Ma [(u, 0)]) ]| ¢

= sup {1+ O3 1M (0, 0] ()l gy + (L 07 M [ 0)] (Ol

te(0,00)

F M [ 0)] (O] o ey + (M2 [(w,0)] (t)HLgo(]RN)}

IN

sup {(1L+0F ((1+07 (C (o ey + o ()l wr) ) + CMP))

t€[0,00)
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N

(140 (1407 (C (oo Ollgeqany + 100 Ol gamy ) +CM) )
1AM 000 Ol

{c ((Huo (O] oo vy + lluo (t)||LOO(RN)> + Mp)

(1 [22)F M 0] ()], + (L [2)

b
2

IA
w
=
o

o0 (#)l] oo vy + 1o (t)||Loo<RN>) + Mq)
o ()l gz, + o (Ol e,y ) + A7)

HUO (t)HLEO(RN) + ||U0 (t)HLoo(RN)) + Mq>}

IA
w
=
T

oo (8) e vy + M + M) |

IN

C(|luo Ol Lo vy + 1o @)l oo vy + [lvo (t)HLgo(RN) + llvo ()l oo (mvy
+ MP + M9).

Portanto, temos que
M (2 0) < C (It gm vy + et ey + ol ey + [0 oy + MP + M)

Desta forma, podemos escolher A, ;1 e M suficientemente pequenos para que M leve X em
se mesmo. Aplicando um processo analogo, pode-se provar que M é uma contracao estrita,
desde que M seja escolhido ainda menor, se necessario. Entao, temos que ug (z) = A (),

vo (z) = pp (), A, p>0ep, ¢ > 1. Logo:

IM(u,0)llx < OOl gy + MYl gy + 1l 1] oo vy + 1l @l e vy + MP + M)
= C(MWHL;O(RN) +)‘”¢HL°°(RN) +#||90HL§°(RN) +H||90HL°<>(RN)) +CMP + CM?

tome 7y = max {\, u}

IN

C’Y(‘W“Lg(ﬂ@’) + ’WHLO@(RN) + HSO“LEO(RN) + H‘PHLOO(RN)) + CMP + CM?
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escolha CMP~ ' < I ACMT! < = CMP<¥paCcMi<¥

1
3
< Hp ML HE=M

Isto prova a parte i) do Teorema 4.2.

ii) Sem perda de generalidade, podemos assumir que a € (0,a9) com ug € I,. Assim,
existe Ry tal que uy > Clz|™", para todo |r| > Ry. Agora, suponha, para efeito de

contradigao, que existe uma solugao global nao-trivial e ndo-negativa (u,v) de (1.1). Pela

estimativa (3.9), obtemos que

/OOO /RN VP (2,t) Er (2) YR (t) dodt + /}RN uo () € () da

2(p+1)

R2
CRY 1 + L P dadt.
< wx [ ]t €n @) v ) dadt

Assim,

_2(ptl)

(1 — p%) /OOO /RN vP (2,t) €g (2) g (t) dedt + /RN ug () g (r) dz < CRN ™ oot

Como (1 - piq) /0 /RN VP (x,t) g () YR (t) dzdt é ndo-negativa, entao

2(pt1)

/ﬁwmwﬂmmscHWWA:cHVw
RN

. _ 2(p+1) ;
pois ag = < = Dai,

a2
/ up () e 7 dr < CRN™,
RN
Observe que, se R < |z = 1< 12 fazendo y =5 = dy= R Ndzx =
RNdy = dx. Logo obtemos
—|o|?

~lz| _
/ up (x) e’ dr > Clx| " ”* dx
RN

RN

_a == —a =2
= / Clz| "e w2 d:U—i—/ Clz|™"e " dx
Br

RN\Br

_aq =P
> / Clz| "e " dx
RN\Bg

= C R_“|y|_ae_|yl2RNdy

RN\B,;

= C’/ Rz % " RN dx
RN\ B,
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= CRN_“/ ]a:\_ae"”ﬁda:
RN\B;

> CRNfa’

para todo R > Ry. Portanto,
s
CRN= > [ Clz| % ® dv>CR"™* = R >1.
RN
Como a — ag < 0, fazendo R — oo na desigualdade acima, concluimos que 0 > 1, o que é

um absurdo. Isto completa a demonstracao do teorema. 0
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