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RESUMO 

 

Nesta dissertação, baseada no artigo [17], consideramos um sistema de 

difusão não-local acoplado não-linear. Inicialmente, usamos o expoente crítico 

de Fujita e, em seguida, o segundo expoente crítico para determinar a taxa crítica 

de decaimento dos dados iniciais na região de coexistência de soluções globais 

e não-globais. Tais resultados coincidem com os do clássico sistema do calor. 

Ademais, além de generalizar os resultados no caso escalar, obtidos por J. 

Garcia-Melian e F. Quiros em [8], mas excluímos a condição de monotonicidade 

no núcleo 𝐽 (onde 𝐽 é uma função não-negativa compacta e radialmente simétrica 

com integral unitária). As principais técnicas são modificando o método de função 

de teste reescalonado com uma nova função de teste em vez de a função própria 

do operador não local para lidar com a explosão da solução, e selecionado um 

espaço normado completo adequado através das estimativas obtidas por J. 

Terra e N. Wolanski em [15] para obter as soluções globais. 

 

Palavras-chave: Difusão não-local. Expoente crítico de Fujita. Sistemas 

parabólicos. Soluções globais. Soluções não-globais. 

 

 

 



ABSTRACT 

 

          In this work, which is based on the article [17], we consider a nonlinear 

nonlocal diffusion system. Initially, we use Fujita's critical exponent and the 

second critical exponent to determine the critical decay rates of initial data in the 

region where global and non-global solutions coexist. The results coincide with 

the classic heat system. Furthermore, beside generalizing the results in the scalar 

case, obtained by J. Garcia-Melian and F. Quiros in [8], we also exclude the 

monotonicity condition on the kernel function 𝐽 (where 𝐽 is a compact non-

negative and radially symmetrical function with integral equal to 1). The main 

techniques are to modify the rescheduled test function method with a new test 

function instead of the own function of the non-local operator to deal with the  

explosion of the solution, and selecting a suitable complete standard space using  

estimates obtained by J. Terra and N. Wolanski in [15] to get global solutions. 

 

Keywords: Non local diffusion. Fujita critical exponent. Parabolic systems. 

Global solutions. Non-global solutions. 
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1 INTRODUÇÃO

A equação do calor e os sistemas relacionados a essas equações modelam vários

fenômenos do tipo difusivo. Estudos referentes à existência local de soluções para tais

problemas são bem conhecidos. É natural analisar condições sobre as quais as soluções

são globais e condições sobre as quais a solução não é global. Em particular, difusões

não-locais são de interesse em problemas biológicos e biomédicos.

Nesta dissertação, cujos resultados foram obtidos por Jinge Yang no artigo [17],

estudaremos o seguinte sistema de difusão não-local
ut = J ∗ u− u+ vp, x ∈ RN , t > 0,

vt = J ∗ v − v + uq, x ∈ RN , t > 0,

u (x, 0) = u0 (x) , v (x, 0) = v0 (x) , x ∈ RN ,

(1.1)

onde p, q > 1 e J ∈ Cc

(
RN
)

é uma função não-negativa e radialmente simétrico com

integral igual a 1, i.e,

J (z) = J (−z) ∀ z ∈ RN e
∫
RN

J (z) dz = 1.

Aqui, ∗ denota a convolução usual em RN e u0 e v0 são funções não-negativas e limitadas.

Sem perda de generalidade, assumimos que o suporte de J é a bola unitária fechada, ou

seja supp (J) ≡ B̄1.

O problema (1.1) foi considerado em [17] e modela a iteração de duas populações

com difusão não-local (veja [3]), onde u e v representam as densidades de duas

populações respetivamente, e J (x, y) indica a densidade de distribuição de probabilidade

do movimento de um ponto x para y. Inicialmente observamos que, no caso de dados

iniciais contínuos e com suporte compacto u0 e v0, a partir de [1], concluímos que a
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solução de (1.1) pode ser escrita, pelo princípio de Duhamel, como
u (x, t) =

∫
RN

G (x− y, t)u0 (y) dy +

∫ t

0

∫
RN

G (x− y, t− s) vp (y, s) dyds,

v (x, t) =

∫
RN

G (x− y, t) v0 (y) dy +

∫ t

0

∫
RN

G (x− y, t− s)uq (y, s) dyds,

(1.2)

onde G (x, t) = e−tδ +W (x, t), com W (x, t) = e−t

∞∑
n=1

tnJ∗n (x)

n!
, J∗n representando as

(n − 1) vezes convolução de J consigo mesmo, n contando o número de J ′s, de modo

que por convenção J∗0 = δ, J∗1 = J (onde δ é o delta de Dirac). A existência local de

soluções e o teorema de comparação são obtidos por técnicas padrões.

Sabe-se que a equação de difusão não-local linear ut = J ∗ u − u tem muitas

propriedades similares com a equação clássica do calor ut = ∆u (por exemplo, o princípio

do máximo; veja [14,16]).

Para equações de difusão não-locais e não-lineares, Garcia-Melián e Quiros [8]

provaram que o problema de Cauchyut = J ∗ u− u+ up, em RN × (0,∞) ,

u (x, 0) = u0 (x) , x ∈ RN ,

(1.3)

tem o mesmo expoente crítico pc = 1 + 2
N

da equação clássica do calor não-linear

ut = ∆u+ up. (1.4)

Assim, se 1 < p < pc, a solução explode em tempo finito para qualquer dado inicial não-

negativo e não-trivial u0 ∈ L1
(
RN
)
∩ L∞ (RN

)
. Por outro lado, conclui-se que se p > pc,

então existem soluções globais para dados iniciais pequenos u0 ∈ L1
(
RN
)
∩ L∞ (RN

)
.

É mencionado que o núcleo J não apenas satisfaz as condições em nosso trabalho atual,

mas também está decrescendo radialmente. Em 1966, H. Fujita deu início ao estudo do

expoente crítico de Fujita pc (veja) [7]. Além disso, a fim de descrever a taxa crítica de

decaimento dos dados iniciais na região do parâmetro de coexistência de soluções globais

e não-globais, Lee e Ni introduziram em [10] o conceito de segundo expoente crítico para

(1.4). Agora consideremos o sistema do calor acoplado

ut = ∆u+ vp, vt = ∆v + uq. (1.5)
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As equações em (1.5) fornecem um exemplo simples de um sistema de difusão-

reação. Tais equações podem ser usadas para descrever o modelo de propagação do

calor em uma mistura de combustível composta por dois componentes. Neste caso, u e

v representam as temperaturas dos componentes em interação, a condutividade térmica

é suposta constante e igual para ambas as substâncias, e é assumida uma liberação de

energia em volume dada por algumas potências de u e v.

Em 1991, Escobedo e Herrero [5] deduziram a curva crítica de Fujita como

(pq)c = 1 + 2
N
max {p+ 1, q + 1}, ou seja, se 1 < pq ≤ (pq)c cada solução explode em

tempo finito, e se pq > (pq)c, existem tanto soluções globais como não-globais. Sejam

u0 (x) ∼ |x|−a, v0 (x) ∼ |x|−b, |x| → ∞, Mochizuki [13] provou na região de coexistência

pq > (pq)c que existem soluções globais de (1.5) se a > a0 = 2
p−1

e b > b0 = 2(q+1)
pq−1

,

enquanto a solução explode em tempo finito se 0 < a < 2(p+1)
pq−1

ou 0 < b < 2(q+1)
pq−1

(veja

também [4,11]).

Motivado pelos trabalhos acima, nosso principal interesse neste trabalho é ver como

o termo não-linear afeta o comportamento assintótico das soluções.

Esta dissertação está organizada da seguinte forma: no Capítulo 2 apresentamos

alguns conceitos preliminares como os espaços Lp, espaços de Solbolev, equação do calor.

No Capítulo 3 lidamos com a curva crítica de Fujita do problema (1.1) com o

seguinte

Teorema 3.1 A curva crítica de Fujita do sistema (1.1) é

(pq)c = 1 +
2

N
max {p+ 1, q + 1},

ou seja, qualquer solução não-negativa e não-trivial do sistema (1.1) explode em tempo

finito se 1 < pq ≤ (pq)c, enquanto que existem soluções globais e não-globais se pq > (pq)c,

dependendo do “tamanho” dos dados iniciais.

No Capítulo 4 para estudar o segundo expoente crítico, introduzimos os seguintes

espaços:

Ia =
{
ϕ ∈ BC

(
RN
)
| ϕ (x) ≥ 0, lim inf

|x|→∞
|x|aϕ (x) > 0

}
,

Ia =

{
ϕ ∈ BC

(
RN
)
| ϕ (x) ≥ 0, lim sup

|x|→∞
|x|aϕ (x) <∞

}
,
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onde a ≥ 0 e BC
(
RN
)

denota o espaço das funções contínuas e limitadas em RN . Temos,

então, o seguinte resultado.

Teorema 4.2 Seja pq > (pq)c, com dados iniciais não-triviais e não-negativos u0 (x) =

λψ (x), v0 (x) = µφ (x), x ∈ RN . Sejam

a0 :=
2 (p+ 1)

pq − 1
e b0 :=

2 (q + 1)

pq − 1
.

i) Se a > a0 e b > b0, ψ ∈ Ia, φ ∈ Ib, então existe uma solução global, não-negativa e

não-trivial de (1.1) desde que λ e µ sejam suficientemente pequenos e não-negativos.

ii) Se 0 < a < a0 ou 0 < b < b0, ψ ∈ Ia, φ ∈ Ib, então existe uma solução de (1.1) que

explode em tempo finito.

Como observado no artigo [17], “os teoremas acima implicam que os resultados são

coincidentes com o sistema do calor clássico [5,13]. Não apenas estendemos os resultados

no caso escalar [8] para o caso de um sistema, mas também excluímos a condição de

monotonicidade no núcleo J . Conseguimos através de uma modificação do método da

função teste reescalonada com uma nova função teste, em vez da auto-função do operador

não-local, lidar com a explosão da solução, e selecionando um espaço completo adequado

através das estimativas obtidas por Terra e Wolanski [16], obtivemos a solução global.

Além disso, da prova do Teorema 4.2, é possível obter estimativas da solução global em

relação a x e t”.
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2 CONCEITOS BÁSICOS

Este capítulo tem como principal objetivo inserir a linguagem e os conceitos básicos,

bem como um pouco da notação que utilizaremos no restante desta dissertação. Para mais

detalhes, veja as referências [2] e [6].

2.1 Espaços Lp

Consideramos uma função u : U → R, onde U é um subconjunto aberto de RN .

Definição 2.1 Se u é uma função mensurável em U e 1 ≤ p <∞, definimos

Lp (U) :=
{
u : U → R ; u é mensurável e ∥u∥p <∞

}
,

onde

∥u∥p :=
[∫

U

|u|pdx
] 1

p

.

Vejamos algumas propriedades desse espaço.

2.1.1 Propriedades básicas
Lema 2.2 Se a, b ≥ 0 e 0 < λ < 1, então

aλb1−λ ≤ λa+ (1− λ) b.

Demonstração. Para b = 0 o resultado é óbvio. Suponha, então, que b ̸= 0. Daí,

dividindo a expressão aλb1−λ ≤ λa+ (1− λ) b por b e considerando t = a/b ≥ 0, obtemos

tλ ≤ λt+ 1− λ.
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Logo, é suficiente mostrar que a desigualdade acima é válida para todo t ≥ 0. Para isto,

defina a função f por f (t) := tλ − λt. Note que

f ′ (t) = λtλ−1 − λ = λ
(
tλ−1 − 1

)
.

Além disso, temos que f ′ (t) = 0 se, e somente se, t = 1. E, para t = 1, temos que

f ′′ (1) = λ (λ− 1) < 0.

Consequentemente, f (t) ≤ f (1) = 1− λ. Portanto, para todo t ≥ 0, temos

tλ − λt ≤ (1− λ)

isto é,

tλ ≤ λt+ 1− λ,

para todo t ≥ 0. �

Teorema 2.3 (Desigualdade de Hölder) Assuma que 1 ≤ p, q ≤ ∞, p−1 + q−1 = 1. Se

u ∈ Lp(U) e v ∈ Lq(U), então

∥uv∥1 ≤ ∥u∥p∥v∥q.

Demonstração. Se ∥u∥p = 0 ou ∥v∥q = 0 o resultado é imediato, pois

∥u∥p = 0 ou ∥v∥q = 0 =⇒ u = 0 ou v = 0 quase sempre

=⇒ uv = 0 quase sempre

=⇒ ∥uv∥1 = 0.

Suponha, então, que ∥u∥p ̸= 0 e ∥v∥q ̸= 0. Sendo a = |u|p, b = |v|q e λ = 1
p

segue do lema

anterior que

|u| |v| ≤ 1

p
|u|p + 1

q
|v|q. (2.1)

Integrando a desigualdade (2.1) sobre U , obtemos∫
U

|uv| dx ≤ 1

p
∥u∥pp +

1

q
∥v∥qq. (2.2)
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Considere agora, α = ∥u∥−1
p ∥v∥

q
p
q . Substituindo u por αu na desigualdade (2.2), temos∫

U

|αuv| dx ≤ 1
p
∥αu∥pp +

1
q
∥v∥qq

⇓

α

∫
U

|uv| dx ≤ αp

p
∥u∥pp +

1
q
∥v∥qq

⇓∫
U

|uv| dx ≤ αp−1

p
∥u∥pp +

1
αq
∥v∥qq.

Ou seja, ∫
U

|uv| dx ≤ 1

p
∥u∥p∥v∥q +

1

q
∥u∥p∥v∥q.

Portanto,

∥uv∥1 ≤ ∥u∥p∥v∥q,

como queríamos. �

Teorema 2.4 (Desigualdade de Minkowski) Se 1 < p <∞ e u, v ∈ Lp(U), então

∥u+ v∥p ≤ ∥u∥p + ∥v∥p.

Demonstração. Para p = 1, segue da desigualdade triangular que

|u+ v| ≤ |u|+ |v| .

Integrando sobre U , obtemos

∥u+ v∥1 ≤ ∥u∥1 + ∥v∥1.

Além disso, se u+ v = 0 quase sempre, o resultado também é imediato. De fato,

0 = ∥u+ v∥p ≤ ∥u∥p + ∥v∥p.

Observe agora que, se 1 < p <∞ e u+ v ̸= 0, então

|u+ v|p ≤ (|u|+ |v|) |u+ v|p−1.

Daí, usando a desigualdade de Hölder e relembrando que (p− 1)q = p, obtemos∫
U

|u+ v|pdx ≤ ∥u∥p
∥∥|u+ v|p−1

∥∥
q
+ ∥v∥p

∥∥|u+ v|p−1
∥∥
q

=
(
∥u∥p + ∥v∥p

)(∫
U

|u+ v|pdx
) 1

q

.
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Portanto,

∥u+ v∥p ≤ ∥u∥p + ∥v∥p.

Isso prova o teorema. �

Usando a desigualdade de Minkowski, é possível mostrar que o espaço Lp(U), com

p ≥ 1, é um espaço normado com norma ∥·∥p.

Definição 2.5 Definimos

∥u∥∞ := sup ess
x∈U

|u (x)| = inf {M ; |u (x)| < M, em quase todo ponto x ∈ U} .

Assim,

L∞ (U) := {u : U → R ; u é mensurável e ∥u∥∞ <∞} .

A partir dos espaços Lp(U) e de um novo conceito de derivada vamos definir na próxima

seção novos espaços, conhecidos como espaços de Sobolev.

2.2 Espaços de Sobolev

Nesta seção definiremos os espaços Wm,p (U), conhecidos com espaços de Sobolev,

onde m ∈ N, 1 < p < ∞ e U ⊂ RN é um aberto. As propriedades destes espaços são

muito utilizadas em aplicações da teoria das equações diferenciais parciais. Aqui, C∞
c (U)

denota o espaço das funções ϕ : U → R com suporte compacto em U e infinitamente

diferenciáveis.

2.2.1 Derivada fraca
Seja u ∈ C1 (U). Se ϕ ∈ C∞

c (U) podemos ver, através de integração por partes,

que ∫
U

uϕxj
dx = −

∫
U

uxj
ϕ dx, (2.3)

com j = 1, · · · , n. Os termos de fronteira são nulos na integração por partes pois se ϕ

possui suporte compacto em U , então ϕ é zero em ∂U . Diante desta motivação, temos a

seguinte
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Definição 2.6 Sejam u, v ∈ L1
loc (U), onde

L1
loc (U) :=

{
u : U → R ; u ∈ L1 (V ) , para todo V ⊂ Ṽ ⊂ U com Ṽ compacto

}
,

e seja α um multi-índice. Dizemos que v é a derivada parcial fraca de ordem α de u, a

qual denotamos por Dαu = v, quando, para todo ϕ ∈ C∞
c (U), vale∫

U

uDαϕ dx = (−1)|α|
∫
U

vϕ dx. (2.4)

A partir do conceito de derivada fraca vamos, na próxima seção, definir os espaços de

Sobolev. Tais espaços têm bastante aplicação na teoria das EDPs.

2.2.2 Definição dos espaços de Sobolev
Fixe 1 ≤ p ≤ ∞ e m um inteiro não-negativo.

Definição 2.7 O espaço de Sobolev Wm,p (U) consiste de todas as funções localmente

somáveis u : U → R tais que para cada multi-índice α com |α| ≤ m, Dαu existe no

sentido de derivada fraca e pertence a Lp (U). Se u ∈ Wm,p (U), definimos a norma de u

por:

∥u∥Wm,p(U) :=



∑
|α|≤m

∫
U

|Dαu|pdx

 1
p

para 1 ≤ p <∞,

∑
|α|≤m

sup ess
U

|Dαu| para p = ∞.

É possível mostrar que o espaço de Sobolev Wm,p (U) é um espaço de Banach. O caso

p = 2, em particular, é bastante utilizado nas aplicações em equações diferenciais parciais.

Neste caso, o espaço de Sobolev Wm,2 (U) é representado por Hm (U). O espaço Hm (U)

é um espaço de Hilbert com produto interno definido para u, v ∈ Hm (U), por

⟨u, v⟩m =
∑
|α|≤m

⟨Dαu,Dαv⟩L2(U).

Na próxima seção determinaremos a solução da equação do calor.



CONCEITOS BÁSICOS 17

2.3 A equação do calor

Na matemática, o estudo das soluções de equações na forma

ut − ε∆u = 0

começou no início do século XIX e perdura até hoje. Tal equação, conhecida como

equação do calor, está associado a processos de dissipação de calor. Nesta seção, faremos

inicialmente um estudo sobre a equação do calor com ε = 1:

ut −∆u = 0. (2.5)

Aqui, consideraremos t > 0 e x ∈ U , onde U ⊂ RN é um aberto. Estudaremos também a

equação do calor não-homogênea, dada por

ut −∆u = f, (2.6)

onde f é uma função conhecida que, na física, representa uma fonte de calor no sistema.

Nosso objetivo, então, é encontrar soluções para equação do calor. Para isto, vamos

começar supondo que suas soluções possuem uma forma específica com o intuito de reduzir

a equação (2.5) a uma equação diferencial ordinária separável. Primeiramente, observe

que se u é solução de (2.5) então dado λ ∈ R, para u (λx, λ2t), temos

λ2ut (x, t)− λ2∆u (x, t) = λ2 (ut (x, t)−∆u (x, t)) = 0.

Logo, u (λx, λ2t) também é solução da equação (2.5). Isto indica que a razão r2

t
, onde

r = |x|, é importante para equação do calor e sugere a seguinte mudança de variável para

t > 0 e x ∈ RN :

u (x, t) = v

(
r2

t

)
= v

(
|x|2

t

)
,

para alguma função v que será convenientemente determinada. Suponha que a solução

u (x, t) pode ser escrita na forma:

u (x, t) =
1

tα
v
( x
tβ

)
, (2.7)
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onde α, β são constantes e v : RN → R é uma função. Para obter a identidade (2.7),

basta observar que a equação (2.5) satisfaz para todo λ > 0, x ∈ RN e t > 0 a seguinte

igualdade:

u (x, t) = λαu
(
λβx, λt

)
.

Considerando λ = t−1 e definindo v (y) := u (y, 1), temos

v (y) = λαu
(
λβy, λ

)
= 1

tα
u
(

y
tβ
, 1
t

)
.

Substituindo a expressão (2.7) na equação (2.5), obtemos

αt−(α+1)v
( x
tβ

)
+ βt−(α+1) x

tβ
.Dv

( x
tβ

)
+ t−(α+2β)∆v

( x
tβ

)
= 0. (2.8)

Tome β = 1
2

na equação anterior. Daí

αv +
1

2
y.Dv +∆v = 0,

onde y := t−βx = t−
1
2x. Agora, escreva v na forma v (y) = w (|y|) para algum

w : RN → RN . Assim,

αw +
1

2
rw′ + w′′ +

n− 1

r
w′ = 0,

com r = |y| e ′ = d
dr

. Sendo α = n
2
, segue que

n
2
w + 1

2
rw′ + w′′ + n−1

r
w′ = 0

n
2
rn−1w + 1

2
rnw′ + rn−1w′′ + (n− 1) rn−2w′ = 0(
rn−1w

′)′
+ 1

2
(rnw)′ = 0

rn−1w
′
+ 1

2
rnw = a,

para alguma constante a. Assumindo que lim
r→∞

w = w′ = 0, segue que a = 0. Logo,

w′ = −1

2
rw.

Então, para alguma constante b, temos

w = be−
r2

4 .

Concluímos, então, que

u (x, t) =
b

t
n
2

e−
|x|2
4t .
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é solução da equação (2.5).

Da discussão feita anteriormente temos a seguinte

Definição 2.8 A função

ϕ (x, t) :=


b

(4πt)
n
2
e−

|x|2
4t se x ∈ RN , t > 0

0 se x ∈ RN , t ≤ 0

é chamada de solução fundamental da equação do calor.

2.3.1 Problema de valor inicial
Agora vamos usar a solução fundamental ϕ para encontrar uma solução para o

problema de Cauchy ut −∆u = 0 em RN × (0,∞) ,

u = g em RN × {t = 0} .
(2.9)

Para isto, note primeiramente que para (x, t) ̸= (0, 0) a função u (x, t) = ϕ (x, t) é solução

da equação do calor. Além disso, para y ∈ RN fixo, u (x, t) = ϕ (x− y, t) também é

solução da equação (2.5). Consequentemente,

u (x, t) =

∫
RN

ϕ (x− y, t) g (y) dy =
1

(4πt)
n
2

∫
RN

e−
|x−y|2

4t g (y) dy (2.10)

é uma solução para o problema de Cauchy. Vejamos agora como determinar a solução

para o problema de Cauchy não-homogêneo (2.6).

2.3.2 Problema não-homogêneo
Considere o seguinte problema de Cauchy não-homogêneout −∆u = f em RN × (0,∞) ,

u = 0 em RN × {t = 0} .
(2.11)

Observe primeiramente que dados y ∈ RN e s ∈ (0, t), a função ϕ (x− y, t− s) é solução

para a equação do calor. Além disso, fixado s, a função

u = u (x, t; s) =

∫
RN

ϕ (x− y, t− s) f (y, s) dy
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é solução de ut (·; s)−∆u (·; s) = 0 em RN × (0,∞) ,

u (·; s) = f (·; s) em RN × {t = s} .
(2.12)

Note que o problema de Cauchy (2.12) é um problema de Cauchy da forma (2.9) com

tempo inicial t = s. Logo, u (·; s) não pode ser solução do problema (2.11).

2.4 Observações

Esta seção é dedicada a coletar algumas propriedades para nosso problema

principal.

Observação 2.9 Sejam a e b positivos e q > 1. Então a1/q + b1/q ≤ C(a+ b)1/q, onde C

é uma constante positiva.

De fato, considere a função f (λ) := λ1/q, com q > 1 e λ ≥ 0. Então temos que

f ′ (λ) =
1

q
λ(1−q)/q.

Logo

f ′′ (λ) =
1

q

(
1− q

q

)
λ(1−2q)/q < 0,

pois q > 1. Assim, f é côncava para baixo em R+. Se f é continua e côncava, então

f

(
x+ y

2

)
≥ f (x) + f (y)

2
. Daí,

f (a+ b) = f

(
2a+ 2b

2

)
= (a+ b)

1
q ≥ f (2a) + f (2b)

2

=
(2a)

1
q + (2b)

1
q

2
=

2
1
q

2

(
a

1
q + b

1
q

)
.

Isto implica que a
1
q + b

1
q ≤ 2

2
1
q

(a+ b)
1
q = 2

q−1
q (a+ b)

1
q , i.e.,

a
1
q + b

1
q ≤ C(a+ b)

1
q ,

onde q > 1. �

Observação 2.10 Se W (x, t) := e−t

∞∑
n=1

tnJ∗n (x)

n!
, então ∥W∥L1(RN ) = 1− e−t.
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De fato, como W (x, t) = e−t

∞∑
n=1

tnJ∗n (x)

n!
, temos que∫

RN

W (x, t) dx

=

∫
RN

e−ttJ (x) dx+

∫
RN

e−tt2 (J ∗ J) (x)
2!

dx+

∫
RN

e−tt3 (J ∗ J ∗ J) (x)
3!

dx+ · · ·

= e−tt

∫
RN

J (x) dx+
e−tt2

2!

∫
RN

∫
RN

J (x− y) J (y) dydx

+
e−tt3

3!

∫
RN

((J ∗ J) ∗ J) (x) dx+ · · · .

Pelo teorema de Fubini, segue que∫
RN

W (x, t) dx

= e−tt+
e−tt2

2!

∫
RN

∫
RN

J (x− y) J (y) dxdy +
e−tt3

3!

∫
RN

∫
RN

(J ∗ J) (x− y) J (y) dydx

+ · · ·

= e−tt+
e−tt2

2!

∫
RN

∫
RN

J (x− y) dxJ (y) dy

+
e−tt3

3!

∫
RN

∫
RN

∫
RN

J (x− y − z) J (z) dzJ (y) dydx+ · · ·

= e−tt+
e−tt2

2!
+
e−tt3

3!

∫
RN

∫
RN

∫
RN

J (y) dyJ (x− y − z) J (z) dzdx+ · · ·

= e−tt+
e−tt2

2!
+
e−tt3

3!

∫
RN

∫
RN

J (z) dzJ (x− y − z) dx+ · · ·

= e−tt+ e−tt2

2!
+ e−tt3

3!
+ · · ·+ e−ttn

n!
+ · · ·

= e−t
(
t+ t2

2!
+ t3

3!
+ · · ·+ tn

n!
+ · · ·

)
= e−t

(
1 + t+ t2

2!
+ t3

3!
+ · · ·+ tn

n!
+ · · · − 1

)
= e−t (et − 1)

= 1− e−t,

como afirmamos. �
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3 EXPOENTE CRÍTICO DE

FUJITA

3.1 Resultado principal

Neste capítulo, consideramos o expoente crítico de Fujita do sistema
ut = J ∗ u− u+ vp, x ∈ RN , t > 0,

vt = J ∗ v − v + uq, x ∈ RN , t > 0,

u (x, 0) = u0 (x) , v (x, 0) = v0 (x) , x ∈ RN .

(1.1)

Diferente do caso escalar [8] empregamos o método da função teste reescalonada [12], em

lugar do método de Kaplan [9], mesmo no caso subcrítico 1 ≤ pq ≤ (pq)c. Para lidar

com a natureza não-local, precisamos adotar uma nova função teste e uma função como

a função teste reescalonada no caso subcrítico e crítico, respetivamente.

Teorema 3.1 ([17], Teorema 1) A curva crítica de Fujita do sistema (1.1) é

(pq)c = 1 +
2

N
max {p+ 1, q + 1},

ou seja, qualquer solução não-negativa e não-trivial do sistema (1.1) explode em tempo

finito se 1 < pq ≤ (pq)c, enquanto que existem soluções globais e não-globais se pq > (pq)c,

dependendo do “tamanho” dos dados iniciais.
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3.2 Prova do Teorema 3.1

Sem perda de generalidade, suponha p ≥ q. Assuma, também, que (u, v) é uma

solução global não-negativa e não-trivial do sistema (1.1).

Primeiro, provaremos o caso quando 1 < pq ≤ (pq)c. Escolha

ξ (x) = e−|x|2 e ϕ (t) ∈ C∞
0 ((−1, 1))

satisfazendo ϕ ≡ 1 em
[
0, 1

2

)
e 0 ≤ ϕ ≤ 1. Sejam m e q expoentes conjugados, ou seja,

m−1 + q.−1 = 1
(
m = q

q−1

)
e considere

ξR (x) = ξ
( x
R

)
, x ∈ RN , ψR (t) = ϕm

(
t

R2

)
, t ≥ 0.

Multiplicando a primeira equação de (1.1) por ξRψR e integrando em Q = RN × (0,∞),

obtemos∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt =

∫ ∞

0

∫
RN

(ut − J ∗ u+ u) (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt

=

∫ ∞

0

∫
RN

ut (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt︸ ︷︷ ︸
I1

−
∫ ∞

0

∫
RN

(J ∗ u− u) (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt︸ ︷︷ ︸
I2

.

(3.1)

A seguir, vamos estimar I1 e I2. Temos que

I1 =

∫ ∞

0

∫
RN

ut (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt =

∫
RN

∫ ∞

0

ut (x, t) ξR (x)ψR (t) dtdx.

Integrando por partes em t, obtemos

I1 =

∫
RN

u (x, t) ξR (x)ψR (t)|t=∞
t=0 dx−

∫
RN

∫ ∞

0

u (x, t) ξR (x)ψ′
R (t) dtdx

= −
∫
RN

u0 (x) ξR (x) dx−
∫
RN

∫ ∞

0

u (x, t) ξR (x)ψ′
R (t) dtdx

= −
∫ ∞

0

∫
RN

u (x, t) ξR (x)ψ′
R (t) dxdt−

∫
RN

u0 (x) ξR (x) dx.
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Como ψR (t) = ϕm
(

t
R2

)
, temos, pela regra da cadeia, que

ψ′
R (t) = mϕm−1

(
t
R2

)
ϕ′ ( t

R2

)
1
R2

= mR−2ϕm−1
(

t
R2

)
ϕ′ ( t

R2

)
.

Uma vez que m = q
q−1

, então m− 1 = q
q−1

− 1 = 1
q−1

. Logo,

ϕm−1

(
t

R2

)
= ϕ

1
q−1

(
t

R2

)
= ϕ

m
q

(
t

R2

)
=

(
ϕm

(
t

R2

)) 1
q

= ψ
1
q

R (t) .

Por outro lado, como ϕ (t) ∈ C∞
0 ((−1, 1)) é tal que ϕ ≡ 1 em

[
0, 1

2

)
e 0 ≤ ϕ ≤ 1, temos,

pelo teorema do valor médio, que existe um t
R2 ∈

(
1
2
, 1
)

satisfazendo

ϕ (1)− ϕ
(
1
2

)
1
2

= ϕ′
(
t

R2

)
≤
∣∣∣∣ϕ′
(
t

R2

)∣∣∣∣ ≤ C.

Note que, se t /∈
[
R2

2
, R2

]
, então t

R2 /∈
[
1
2
, 1
]
. Assim,

ϕ′
(
t

R2

)
= 0 se t /∈

[
R2

2
, R2

]
e
∣∣∣∣ϕ′
(
t

R2

)∣∣∣∣ ≤ C, se t ∈
[
R2

2
, R2

]
.

Como

χ[
R2

2
,R2

] =


1, se t ∈
[
R2

2
, R2

]
,

0, caso contrario,

temos que

|ψ′
R (t)| ≤ CR−2ψ

1
q

Rχ
[
R2

2
,R2

]. (3.2)

Daí, segue que

I1 ≤ CR−2

∫ R2

R2

2

∫
RN

u (x, t) ξR (x)ψ
1
q

R (t) dxdt−
∫
RN

u0 (x) ξR (x) dx. (3.3)

Agora, vamos estimar I2. Lembre-se que

I2 =

∫ ∞

0

∫
RN

(J ∗ u− u) (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt.
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Pelo teorema de Fubini, as propriedades de que J é radial e simétrica, temos∫
RN

(J ∗ u− u) (x, t) ξR (x) dx

=

∫
RN

(J ∗ u) (x, t) ξR (x) dx−
∫
RN

u (x, t) ξR (x) dx

=

∫
RN

∫
RN

J (x− y, t)u (y, t) ξR (x) dydx−
∫
RN

ξR (x)u (x, t) dx

=

∫
RN

(∫
RN

J (x− y, t) ξR (x) dx

)
u (y, t) dy −

∫
RN

ξR (x)u (x, t) dx

=

∫
RN

(∫
RN

J (y − x, t) ξR (x) dx

)
u (y, t) dy −

∫
RN

ξR (x)u (x, t) dx

=

∫
RN

(J ∗ ξR) (y)u (y, t) dy −
∫
RN

ξR (x)u (x, t) dx

=

∫
RN

(J ∗ ξR) (x)u (x, t) dx−
∫
RN

ξR (x)u (x, t) dx

=

∫
RN

(J ∗ ξR − ξR) (x)u (x, t) dx.

Portanto, temos que

I2 =

∫ ∞

0

∫
RN

(J ∗ ξR − ξR) (x)u (x, t)ψR (t) dxdt. (3.4)

Pela definição de convolução, as propriedades de que J é radial, simétrica e sua integral é

igual a 1, fazendo mudança de variável z = y−x ⇒ dz = dy e usando a desigualdade

ex ≥ 1 + x,∀x ∈ R, obtemos

(J ∗ ξR − ξR) (x) =

∫
RN

J (x− y) ξR (y) dy − ξR (x)

=

∫
RN

J (y − x) ξR (y) dy − ξR (x)

∫
RN

J (z) dz

=

∫
RN

J (z) ξR (x+ z) dz −
∫
RN

J (z) ξR (x) dz

=

∫
RN

J (z) (ξR (x+ z)− ξR (x)) dz

=

∫
RN

J (z)

(
e−

|x+z|2

R2 − e−
|x|2

R2

)
dz

=

∫
RN

J (z)

(
e−

1
R2 (|x|2+2⟨x,z⟩+|z|2) − e−

|x|2

R2

)
dz
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=

∫
RN

J (z) e−
|x|2

R2

(
e−

1
R2 (2

∑N
i=1 xizi+|z|2) − 1

)
dz

≥
∫
RN

J (z) e−
|x|2

R2

(
− 1

R2

(
2

N∑
i=1

xizi + |z|2
))

dz

= −e−
|x|2

R2

∫
RN

J (z)
1

R2

(
2

N∑
i=1

xizi + |z|2
)
dz.

De acordo com a simetria de J , segue que∫
RN

J (z) zidz =

∫
RN

J (−z) zidz.

Seja y = −z, donde concluímos que dy = (−1)Ndz. Então∫
RN

J (z) zidz = −
∫
RN

J (y) yidy = −
∫
RN

J (z) zidz.

Ou seja, ∫
RN

J (z) zidz = 0.

Ademais, temos que J (z) |z|2 > 0 ⇒
∫
RN

J (z) |z|2dz > 0. Portanto:

∫
RN

J (z) zidz = 0 e A (J) :=

∫
RN

J (z) |z|2dz > 0. (3.5)

Consequentemente, (J ∗ ξR − ξR) (x) ≥ −A (J)R−2ξR (x). Dai, temos o seguinte:

−I2 ≤ A (J)R−2

∫ ∞

0

∫
RN

u (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt

≤ CR−2

∫ ∞

0

∫
RN

u (x, t) ξR (x)ψ
1
q

R (t) dxdt

pois 1
q
< 1 e 0 ≤ ψR (t) ≤ 1.

(3.6)

Então por (3.1), (3.3), (3.6) temos que∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt

≤ CR−2

∫ R2

R2

2

∫
RN

u (x, t) ξR (x)ψ
1
q

R (t) dxdt−
∫
RN

u0 (x) ξR (x) dx

+CR−2

∫ ∞

0

∫
RN

u (x, t) ξR (x)ψ
1
q

R (t) dxdt
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= CR−2

∫ R2

R2

2

∫
RN

u (x, t) ξR (x)ψ
1
q

R (t) dxdt

−
∫
RN

u0 (x) ξR (x) dx+ CR−2

∫ R2

2

0

∫
RN

u (x, t) ξR (x)ψ
1
q

R (t) dxdt

+CR−2

∫ R2

R2

2

∫
RN

u (x, t) ξR (x)ψ
1
q

R (t) dxdt+ CR−2

∫ ∞

R2

∫
RN

u (x, t) ξR (x)ψ
1
q

R (t) dxdt

= CR−2

∫ R2

0

∫
RN

u (x, t) ξR (x)ψ
1
q

R (t) dxdt−
∫
RN

u0 (x) ξR (x) dx

+CR−2

∫ R2

R2

2

∫
RN

u (x, t) ξR (x)ψ
1
q

R (t) dxdt

≤ CR−2

∫ R2

0

∫
RN

u (x, t) ξR (x)ψ
1
q

R (t) dxdt−
∫
RN

u0 (x) ξR (x) dx

+CR−2

∫ R2

0

∫
RN

u (x, t) ξR (x)ψ
1
q

R (t) dxdt

≤ CR−2

∫ R2

0

∫
RN

u (x, t) ξR (x)ψ
1
q

R (t) dxdt−
∫
RN

u0 (x) ξR (x) dx.

Portanto, usando a desigualdade de Hölder em x e depois em t, temos que∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt+

∫
RN

u0 (x) ξR (x) dx

≤ CR−2

∫ R2

0

∫
RN

u (x, t) ξR (x)ψ
1
q

R (t) dxdt

= CR−2

∫ R2

0

∫
RN

u (x, t) ξ
1
q

R (x)ψ
1
q

R (t) ξ
q−1
q

R (x) dxdt

= CR−2

∫ R2

0

∫
RN

(
u (x, t) ξ

1
q

R (x)ψ
1
q

R (t)

)
ξ

1
m
R (x) dxdt

≤ CR−2

∫ R2

0

(∫
RN

(
u (x, t) ξ

1
q

R (x)ψ
1
q

R (t)

)q

dx

) 1
q
(∫

RN

(
ξ

1
m
R (x)

)m
dx

) 1
m

dt

= CR−2

∫ R2

0

(∫
RN

uq (x, t) ξR (x)ψR (t) dx

) 1
q
(∫

RN

ξR (x) dx

) 1
m

dt

≤ CR−2

(∫ R2

0

((∫
RN

uq (x, t) ξR (x)ψR (t) dx

) 1
q

)q

dt

) 1
q

×

(∫ R2

0

((∫
RN

ξR (x) dx

) 1
m

)m

dt

) 1
m
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= CR−2

(∫ R2

0

∫
RN

uq (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt

) 1
q
(∫ R2

0

∫
RN

ξR (x) dxdt

) q−1
q

.

Como
∫
RN

ξR (x) dx =

∫
RN

e−
|x|2

R2 dx, fazendo a mudança de variável z = x
R

, donde

RNdz = dx, obtemos ∫
RN

ξR (x) dx = RN

∫
RN

e−|z|2dz = RNπ
N
2

∫ R2

0

∫
RN

ξR (x) dxdt =

∫ R2

0

RNπ
N
2 dt = RN+2π

N
2

(∫ R2

0

∫
RN

ξR (x) dxdt

) q−1
q

= R(N+2)
(q−1)

q π
N
2

(q−1)
q .

Logo,∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt+

∫
RN

u0 (x) ξR (x) dx

≤ CR−2R(N+2)
(q−1)

q π
N
2

(q−1)
q

(∫ R2

0

∫
RN

uq (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt

) 1
q

.

Portanto, ∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt+

∫
RN

u0 (x) ξR (x) dx

≤ CRN− (N+2)
q

(∫ R2

0

∫
RN

uq (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt

) 1
q

.

(3.7)

Repetindo o mesmo procedimento na segunda equação de (1.1), ao invés da primeira,

conclui-se que ∫ ∞

0

∫
RN

uq (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt+

∫
RN

v0 (x) ξR (x) dx

≤ CRN− (N+2)
p

(∫ R2

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt

) 1
p

.

(3.8)

Substituindo (3.8) no lado direito de (3.7) e pela desigualdade Young, obtemos∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt+

∫
RN

u0 (x) ξR (x) dx
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≤ CRN− (N+2)
q

CRN− (N+2)
p

(∫ R2

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt

) 1
p


1
q

= CRN− (N+2)
q C

1
qR

N
q
− (N+2)

pq

(∫ R2

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt

) 1
pq

≤ CRN(1− 1
pq )−

2(p+1)
pq

(∫ R2

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt

) 1
pq

≤

(
CRN(1− 1

pq )−
2(p+1)

pq

) pq
pq−1

pq
pq−1

+
1

pq

(∫ R2

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt

) 1
pq

pq

≤ CRN− 2(p+1)
pq−1 + 1

pq

∫ R2

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt.

Logo, ∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt+

∫
RN

u0 (x) ξR (x) dx

≤ CRN− 2(p+1)
pq−1 + 1

pq

∫ R2

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt.

(3.9)

Como
∫
RN

u0 (x) ξR (x) dx é não-negativo, temos

∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt ≤ CRN− 2(p+1)
pq−1 +

1

pq

∫ R2

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt(
1− 1

pq

)∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt ≤ CRN− 2(p+1)
pq−1∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt ≤ CRN− 2(p+1)
pq−1 , pois 1− 1

pq
> 0.

Se 1 < pq < (pq)c, onde (pq)c = 1 + 2
N
max {p+ 1, q + 1} por hipótese, então

1 < pq < 1 +
2

N
max {p+ 1, q + 1} = 1 +

2

N
(p+ 1) ,

pois p ≥ q e

N − 2 (p+ 1)

pq − 1
=
N (pq − 1)− 2 (p+ 1)

pq − 1
< 0,

já que pq − 1 < 2
N
(p+ 1), o que implica N (pq − 1) − 2 (p+ 1) < 0 e 1 < pq. Por outro

lado, se R → ∞, então

lim
R→∞

∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt ≤ lim
R→∞

CRN− 2(p+1)
pq−1 = 0
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lim
R→∞

∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt = 0∫ ∞

0

∫
RN

lim
R→∞

vp (x, t) ξR (x)ψR (t)dxdt = 0∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) dxdt = 0 ⇒ v ≡ 0 (contradição).

Isto contradiz o fato que v é uma solução não trivial.

Se pq = 1+ 2
N
max {p+ 1, q + 1} = 1+ 2

N
(p+ 1), então N − 2(p+1)

pq−1
= 0. Logo, se R → ∞,

temos que ∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) dxdt ≤ C. (3.10)

Em seguida, lidamos com o caso crítico. Seja ζ (x) ∈ C∞
0 (B1), tal que ζ ≡ 1 em B 1

2
e

ζ ≥ 0. Denote ζR (x) := ζ
(
x
R

)
, x ∈ RN . Multiplicando a primeira equação de (1.1) por

ζR (x)ψR (t) e integrando em Q, obtemos

Kp (R) :=

∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) ζR (x)ψR (t) dxdt

=

∫ ∞

0

∫
RN

ut (x, t) ζR (x)ψR (t) dxdt︸ ︷︷ ︸
I3

−
∫ ∞

0

∫
RN

(J ∗ u− u) (x, t) ζR (x)ψR (t) dxdt︸ ︷︷ ︸
I4

.

Agora, estimaremos I3 e I4. Observe que

I3 =

∫ ∞

0

∫
RN

ut (x, t) ζR (x)ψR (t) dxdt =

∫
RN

∫ ∞

0

ut (x, t) ζR (x)ψR (t) dtdx.

Integrando por partes, obtemos

I3 =

∫
RN

u (x, t) ζR (x)ψR (t)|t=∞
t=0 dx−

∫
RN

∫ ∞

0

u (x, t) ζR (x)ψ′
R (t) dtdx

= −
∫
RN

u0 (x) ζR (x) dx−
∫
RN

∫ ∞

0

u (x, t) ζR (x)ψ′
R (t) dtdx

= −
∫ ∞

0

∫
RN

u (x, t) ζR (x)ψ′
R (t) dxdt−

∫
RN

u0 (x) ζR (x) dx.

Assim,

Kp (R) +

∫
RN

u0 (x) ζR (x) dx = −
∫ ∞

0

∫
RN

u (x, t) ζR (x)ψ′
R (t) dxdt

−
∫ ∞

0

∫
RN

(J ∗ u− u) (x, t) ζR (x)ψR (t) dxdt.
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Como u0 (x) ζR (x) é não-negativo, então

Kp (R) ≤ −
∫ ∞

0

∫
RN

u (x, t) ζR (x)ψ′
R (t) dxdt

−
∫ ∞

0

∫
RN

(J ∗ u− u) (x, t) ζR (x)ψR (t) dxdt.
(3.11)

Podemos obter, a partir de (3.2), que

−
∫ ∞

0

∫
RN

u (x, t) ζR (x)ψ′
R (t) dxdt ≤ CR−2

∫ R2

R2

2

∫
RN

u (x, t) ζR (x)ψ
1
q

R (t) dxdt

= CR−2

∫ R2

R2

2

(∫
BR

u (x, t) ζR (x)ψ
1
q

R (t) dx+

∫
RN\BR

u (x, t) ζR (x)ψ
1
q

R (t) dx

)
dt.

Como ζ tem suporte compacto, temos que

ζR (x) = ζ
( x
R

)
= 1,

∣∣∣ x
R

∣∣∣ ≤ 1 e ζR (x) = ζ
( x
R

)
= 0, x ∈ RN \BR.

Uma vez que ψ
1
q

R (t) = ϕ
m
q
(

t
R2

)
e, como ϕ tem suporte compacto, então

ϕ

(
t

R2

)
≤ 1 em

[
R2

2
, R2

]
pois R2

2
≤ t ≤ R2 o que implica − 1 ≤ t

R2
≤ 1.

Assim,

−
∫ ∞

0

∫
RN

u (x, t) ζR (x)ψ′
R (t) dxdt ≤ CR−2

∫ R2

R2

2

∫
BR

u (x, t)dxdt. (3.12)

Agora, temos que (J ∗ ζR − ζR) (x) =

∫
RN

J (z)

(
ζ

(
x+ z

R

)
− ζ

( x
R

))
dz. Pela formula

de Taylor, segue diretamente que

ζ
(
x+z
R

)
− ζ

(
x
R

)
= ζ

(
x
R
+ z

R

)
− ζ

(
x
R

)
=
(
z
R
.∇
)
ζ
(
x
R

)
+ 1

2

(
z
R
.∇
)2
ζ
(
x+θz
R

)
=

N∑
i=1

zi
R
ζxi

( x
R

)
+

N∑
i,j=1

zizj
2R2

ζxixj

(
x+ θz

R

)
,

onde θ ∈ [0, 1]. Por (3.5) temos que
∫
RN

J (z) zidz = 0. Como J tem suporte compacto e

supp(J) = B1, então

(J ∗ ζR − ζR) (x) =

∫
RN

J (z)

(
N∑
i=1

zi
R
ζxi

( x
R

)
+

N∑
i,j=1

zizj
2R2

ζxixj

(
x+ θz

R

))
dz

=

∫
RN

J (z)
N∑
i=1

zi
R
ζxi

( x
R

)
dz +

∫
RN

J (z)
N∑

i,j=1

zizj
2R2

ζxixj

(
x+ θz

R

)
dz
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=
1

2R2

∫
RN

J (z)
N∑

i,j=1

zizjζxixj

(
x+ θz

R

)
dz

=
1

2R2

(∫
B1

J (z)
N∑

i,j=1

zizjζxixj

(
x+ θz

R

)
dz +

∫
RN\B1

J (z)
N∑

i,j=1

zizjζxixj

(
x+ θz

R

)
dz

)

=
1

2R2

∫
B1

J (z)
N∑

i,j=1

zizjζxixj

(
x+ θz

R

)
dz

=
1

2R2

N∑
i,j=1

∫
B1

J (z) zizjζxixj

(
x+ θz

R

)
dz.

Como ζ (x) ∈ C∞
0 (B1), tal que ζ ≡ 1 em B 1

2
e ζ ≥ 0, então

x+ θz

R
∈ B 1

2
⇒ ζ ≡ 1 ⇒ ζxixj

≡ 0.

Ademais,
x+ θz

R
∈ B1 \B 1

2
⇒

∣∣∣∣ζxixj

(
x+ θz

R

)∣∣∣∣ ≤ C,

pois se x+θz
R

∈ B1 \ B 1
2
, então 1

2
≤
∣∣x+θz

R

∣∣ ≤ 1 onde θ ∈ [0, 1] , z ∈ B1. Logo,
R
2
≤ |x+ θz| ≤ R.

Se R
2
≤ |x+ θz| ≤ |x| + |θz| ≤ |x| + 1 então R

2
− 1 ≤ |x|. Dai, se |x| − |θz| ≤

|x+ θz| ≤ R, então |x| ≤ R+ |θz| ≤ R+1, donde |x| ≤ R+1. Logo, R
2
−1 ≤ |x| ≤ R+1.

Portanto, temos que

|(J ∗ ζR − ζR) (x)| =

∣∣∣∣∣ 1

2R2

N∑
i,j=1

∫
B1

J (z) zizjζxixj

(
x+ θz

R

)
dz

∣∣∣∣∣ ≤ CR−2χ{R
2
−1≤|x|≤R+1}.

Assim, podemos escolher R suficientemente grande para que

−I4 ≤ CR−2

∫ ∞

0

∫
R
2
−1≤|x|≤R+1

u (x, t)ψR (t) dxdt

≤ CR−2

∫ R2

0

∫
R
2
−1≤|x|≤R+1

u (x, t) dxdt

≤ CR−2

∫ R2

0

∫
R
4
≤|x|≤2R

u (x, t) dxdt,

(3.13)

pois ψR (t) = ϕm
(

t
R2

)
, onde ϕ tem suporte compacto e ϕ

(
t
R2

)
≡ 1, para t

R2 ∈ [0, 1
2
) e

ϕ
(

t
R2

)
≤ 1 para t

R2 ∈ [1
2
, 1). Substituindo (3.13) e (3.12) em (3.11), usando a desigualdade
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de Hölder em x e depois em t e a observação 2.9, obtemos

Kp (R) ≤ CR−2

∫ R2

R2

2

∫
|x|≤R

u (x, t)dxdt+ CR−2

∫ R2

0

∫
R
4
≤|x|≤2R

u (x, t) dxdt

= CR−2

∫ R2

R2

2

∫
|x|≤R

(
u (x, t) 1

1
q

)
1

1
mdxdt

+CR−2

∫ R2

0

∫
R
4
≤|x|≤2R

(
u (x, t) 1

1
q

)
1

1
mdxdt

≤ CR−2

∫ R2

R2

2

(∫
|x|≤R

(
u (x, t) 1

1
q

)q
dx

) 1
q
(∫

|x|≤R

(
1

1
m

)m
dx

) 1
m

dt

+CR−2

∫ R2

0

(∫
R
4
≤|x|≤2R

(
u (x, t) 1

1
q

)q
dx

) 1
q
(∫

R
4
≤|x|≤2R

(
1

1
m

)m
dx

) 1
m

dt

= CR−2

∫ R2

R2

2

(∫
|x|≤R

uq (x, t)dx

) 1
q
(∫

|x|≤R

1dx

) 1
m

dt

+CR−2

∫ R2

0

(∫
R
4
≤|x|≤2R

uq (x, t)dx

) 1
q
(∫

R
4
≤|x|≤2R

1dx

) 1
m

dt

≤ CR−2

(∫ R2

R2

2

∫
|x|≤R

uq (x, t)dxdt

) 1
q
(∫ R2

R2

2

∫
|x|≤R

1dxdt

) 1
m

+CR−2

(∫ R2

0

∫
R
4
≤|x|≤2R

uq (x, t)dxdt

) 1
q
(∫ R2

0

∫
R
4
≤|x|≤2R

1dxdt

) 1
m

= CR−2

(∫ R2

R2

2

∫
|x|≤R

uq (x, t)dxdt

) 1
q(
vol (BR)

R2

2

) 1
m

+CR−2

(∫ R2

0

∫
R
4
≤|x|≤2R

uq (x, t)dxdt

) 1
q((

vol (B2R)− vol
(
BR

4

))
R2
) 1

m

= CR−2

(∫ R2

R2

2

∫
|x|≤R

uq (x, t)dxdt

) 1
q(
α (N) RN+2

2

) q−1
q

+CR−2

(∫ R2

0

∫
R
4
≤|x|≤2R

uq (x, t)dxdt

) 1
q((

α (N) (2R)N − α (N)
(
R
4

)N)
R2
) q−1

q

= CR−2
(
α (N) RN+2

2

) q−1
q

(∫ R2

R2

2

∫
|x|≤R

uq (x, t)dxdt

) 1
q
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+CR−2
((

(2)N −
(
1
4

)N)
α (N)RN+2

) q−1
q

(∫ R2

0

∫
R
4
≤|x|≤2R

uq (x, t)dxdt

) 1
q

≤ CRN− (N+2)
q

(∫ R2

R2

2

∫
|x|≤R

uq (x, t)dxdt

) 1
q

+CRN− (N+2)
q

(∫ R2

0

∫
R
4
≤|x|≤2R

uq (x, t)dxdt

) 1
q

≤ CRN− (N+2)
q

(∫ R2

R2

2

∫
|x|≤R

uq (x, t)dxdt

) 1
q

+

(∫ R2

0

∫
R
4
≤|x|≤2R

uq (x, t)dxdt

) 1
q



≤ CRN− (N+2)
q

(∫ R2

R2

2

∫
|x|≤R

uq (x, t)dxdt+

∫ R2

0

∫
R
4
≤|x|≤2R

uq (x, t)dxdt

) 1
q

.

(3.14)

Onde vol (Br) = rNα (N) e temos que −2 + (N + 2)
(
1− 1

q

)
= −2 + N + 2 − (N+2)

q
=

N − (N+2)
q

.

Da mesma forma, também podemos obter que

Lq (R) :=

∫ ∞

0

∫
RN

uq (x, t) ζR (x)ψR (t) dxdt

≤ CRN− (N+2)
p

(∫ R2

R2

2

∫
|x|≤R

vp (x, t)dxdt+

∫ R2

0

∫
R
4
≤|x|≤2R

vp (x, t)dxdt

) 1
p

.

(3.15)

Combinando (3.14) com (3.15), observando que se R
4
< R

2
⇒ ζR (x) ≡ 1 e R2

16
<

R2

2
⇒ ψR (t) ≡ 1 e lembrando que pq = (pq)c , obtemos

Kp

(
R
4

)
≤ CRN− (N+2)

q

(∫ R2

16

R2

32

∫
|x|≤R

4

uq (x, t)dxdt+

∫ R2

16

0

∫
R
16

≤|x|≤R
2

uq (x, t)dxdt

) 1
q

= CRN− (N+2)
q ×(∫ R2

16

R2

32

∫
|x|≤R

4

uq (x, t) ζR (x)ψR (t)dxdt+

∫ R2

16

0

∫
R
16

≤|x|≤R
2

uq (x, t) ζR (x)ψR (t)dxdt

) 1
q

≤ CRN− (N+2)
q

(∫ ∞

0

∫
RN

uq (x, t) ζR (x)ψR (t)dxdt+

∫ ∞

0

∫
RN

uq (x, t) ζR (x)ψR (t)dxdt

) 1
q
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≤ CRN− (N+2)
q

(∫ ∞

0

∫
RN

uq (x, t) ζR (x)ψR (t)dxdt

) 1
q

= CRN− (N+2)
q (Lq (R))

1
q

≤ CRN− (N+2)
q

CRN− (N+2)
p

(∫ R2

R2

2

∫
|x|≤R

vp (x, t)dxdt+

∫ R2

0

∫
R
4
≤|x|≤2R

vp (x, t)dxdt

) 1
p


1
q

= CRN− (N+2)
q C

1
qR

N
q
− (N+2)

pq

(∫ R2

R2

2

∫
|x|≤R

vp (x, t)dxdt+

∫ R2

0

∫
R
4
≤|x|≤2R

vp (x, t)dxdt

) 1
pq

≤ C

(∫ R2

R2

2

∫
|x|≤R

vp (x, t)dxdt+

∫ R2

0

∫
R
4
≤|x|≤2R

vp (x, t)dxdt

) 1
pq

= C

(∫ R2

R2

2

∫
|x|≤R

vp (x, t)dxdt+

∫ R2

0

∫
|x|≤2R

vp (x, t)dxdt−
∫ R2

0

∫
|x|≤R

4

vp (x, t)dxdt

) 1
pq

.

Portanto,

Kp

(
R
4

)
≤ C

(∫ R2

R2

2

∫
|x|≤R

vp (x, t)dxdt+

∫ R2

0

∫
|x|≤2R

vp (x, t)dxdt−
∫ R2

0

∫
|x|≤R

4

vp (x, t)dxdt

) 1
pq

.

(3.16)

Fazendo R → ∞, obtemos

lim
R→∞

Kp

(
R

4

)
≤ 0,

lim
R→∞

∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) ζ R
4
(x)ψR

4
(t) dxdt ≤ 0,∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t)dxdt ≤ 0,∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t)dxdt = 0 ⇒ v ≡ 0 em RN × (0,∞) (contradição).

Isto contradiz o fato que v é uma solução não trivial.

Isto finaliza a demonstração do Teorema 3.1. �
A prova da existência global será feito no Teorema 4.2.
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4 SEGUNDO EXPOENTE

CRÍTICO

4.1 Introdução e resultado principal

Neste capítulo, a fim de descrever a taxa crítica de decaimento dos dados iniciais

na região de coexistência das soluções globais e não-globais, provaremos o Teorema 4.2

que refere-se ao segundo expoente crítico. Inicialmente, introduzimos o seguinte lema.

Lema 4.1 ([16], Proposição 1) Assuma que a ∈ (0, N) e ϕ ∈ Ia. Então

(1 + t)
a
2

∫
RN

W (x− y, t)ϕ (y) dy ≤ C
(
∥ϕ∥L∞

a (RN ) + ∥ϕ∥L∞(RN )

)
(4.1)

e (
1 + |x|2

)a
2

∫
RN

W (x− y, t)ϕ (y) dy ≤ C
(
∥ϕ∥L∞

a (RN ) + ∥ϕ∥L∞(RN )

)
, (4.2)

onde W é definido em (1.2), C é uma constante positiva que depende apenas de N e J , e

L∞
a

(
RN
)
:=

{
φ ∈ L∞ (RN

)
; ∥φ∥L∞

a
=
∥∥∥(1 + |x|2

)a
2φ
∥∥∥
L∞(RN )

<∞
}
.

Demonstração. Primeiro mostraremos (4.1). Se t é muito pequeno, a desigualdade é

óbvia. Logo, basta provar o resultado para t grande.

Agora por hipótese ϕ ∈ Ia ⇒ lim sup
|y|→∞

|y|aϕ (y) < ∞ ⇒ |y|aϕ (y) ≤ C ⇒

ϕ (y) ≤ C|y|−a ≤ Ct−a, Fazendo a mudança de variável z = (1 + t) y ⇒ (1 + t)−1z =

y ⇒ (1 + t)−Ndz = dy, pela observação 2.10. Temos que
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∫
RN

W (x− y, t)ϕ (y) dy

=

∫
|y|<t

W (x− y, t)ϕ (y) dy +

∫
|y|≥t

W (x− y, t)ϕ (y) dy

=

∫
|y|<t

W (x− y, t)ϕ (y) dy +

∫
|y|≥t

W (x− y, t)ϕ
1
2 (y)ϕ

1
2 (y) dy

≤ ∥ϕ∥L∞(RN )

∫
|y|<t

W (x− y, t) dy + ∥ϕ∥
1
2

L∞(RN )

∫
|y|≥t

Ct−
a
2W (x− y, t) dy

≤
(
1 + |x|2

)a
2 ∥ϕ∥

L∞(RN )

∫
|y|<t

W (x− y, t) dy

+C
(1 + t)

a
2

(1 + t)
a
2

t−
a
2 ∥ϕ∥

1
2

L∞(RN )

∫
|y|≥t

W (x− y, t) dy

= ∥ϕ∥L∞
a (RN )

∫
|y|<t

W (x− y, t) dy + C

(
1
t
+ 1
)a

2

(1 + t)
a
2

∥ϕ∥
1
2

L∞(RN )

∫
|y|≥t

W (x− y, t) dy

≤ (1 + t)N−a
2 ∥ϕ∥L∞

a (RN )

∫
|y|<t

W (x− y, t) dy +
C

(1 + t)
a
2

∥ϕ∥L∞(RN )

∫
|y|≥t

W (x− y, t) dy

≤
∥ϕ∥

L∞
a (RN )

(1+t)
a
2

∫
RN

W (x− y, t) (1 + t)Ndy +
C∥ϕ∥L∞(RN )

(1 + t)
a
2

∫
RN

W (x− y, t) dy

=
∥ϕ∥

L∞
a (RN )

(1+t)
a
2

∫
RN

W
(
x− (1 + t)−1z, t

)
dz +

C∥ϕ∥L∞(RN )

(1 + t)
a
2

∫
RN

W (x− y, t) dy

≤
∥ϕ∥

L∞
a (RN )

(1+t)
a
2

+
C∥ϕ∥

L∞(RN )

(1+t)
a
2

≤ C

(1+t)
a
2

(
∥ϕ∥L∞

a (RN ) + ∥ϕ∥L∞(RN )

)
.

Logo, temos que

(1 + t)
a
2

∫
RN

W (x− y, t)ϕ (y) dy ≤ C
(
∥ϕ∥L∞

a (RN ) + ∥ϕ∥L∞(RN )

)
.

A demonstração da desigualdade (4.2) é completamente análoga. �

O principal resultado deste capítulo é o seguinte teorema.

Teorema 4.2 ([17], Teorema 2) Seja pq > (pq)c, com dados iniciais não-triviais e

não-negativos u0 (x) = λψ (x), v0 (x) = µφ (x), x ∈ RN . Sejam

a0 =
2 (p+ 1)

pq − 1
e b0 =

2 (q + 1)

pq − 1
.
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i) Se a > a0 e b > b0, ψ ∈ Ia, φ ∈ Ib, então existe uma solução global, não-negativa e

não-trivial de (1.1) desde que λ e µ sejam suficientemente pequenos e não-negativos.

ii) Se 0 < a < a0 ou 0 < b < b0, ψ ∈ Ia, φ ∈ Ib, então existe uma solução de (1.1) que

explode em tempo finito.

4.2 Prova do Teorema 4.2

i) Note que é suficiente considerar o caso em que a0 < a < N e b0 < b < N com

u0 = λψ ∈ Ia, v0 = µφ ∈ Ib. Ademais, observamos que, se λ e µ são suficientemente

pequenos então existe uma solução global não-trivial e não-negativa. No caso em que

a ≥ N e b ≥ N , a conclusão pode ser obtida pelo teorema de comparação.

Sejam ã ∈ (a0, a) e b̃ ∈ (b0, b) satisfazendo

ãq − 2 > b̃, b̃p− 2 > ã.

É claro que u0 ∈ Ia, v0 ∈ Ib.

Considere o espaço normado completo

X :=
{
(u, v) ∈ C

(
[0,∞);L∞

ã

(
RN
))

× C
(
[0,∞);L∞

b̃

(
RN
))

| ∥(u, v)∥X ≤M
}
,

com a norma

∥(u, v)∥X := sup
t≥0

{
(1 + t)

ã
2 ∥u(t)∥L∞(RN ) + (1 + t)

b̃
2 ∥v(t)∥L∞(RN ) + ∥u(t)∥L∞

ã (RN ) + ∥v(t)∥L∞
b̃
(RN )

}
,

onde M > 0 é uma constante a ser determinada posteriormente.

Denote o operador M [(u, v)] := (M1 [(u, v)] ,M2 [(u, v)]) com

M1 [(u, v)] (x, t) := e−tu0 (x) +

∫
RN

W (x− y, t)u0 (y) dy +

∫ t

0

e−(t−s)vp (x, s) ds

+

∫ t

0

∫
RN

W (x− y, t− s) vp (y, s) dyds,

M2 [(u, v)] (x, t) := e−tv0 (x) +

∫
RN

W (x− y, t) v0 (y) dy +

∫ t

0

e−(t−s)uq (x, s) ds

+

∫ t

0

∫
RN

W (x− y, t− s)uq (y, s) dyds.
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Seja (u, v) ∈ X. Pela Observação 2.10, temos que ∥W∥L1(RN ) = 1− e−t, b̃p > ã+ 2.

Como v
ã
b̃ (y, s) =

((
1 + |y|2

) b̃
2v (y, s)

) ã
b̃ (
1 + |y|2

)−ã
2 ≤ ∥v (s)∥

ã
b̃
L∞
b̃

(
1 + |y|2

)−ã
2 , pelo Lema

4.1 (desigualdade (4.1)), a definição de L∞
b̃
(RN) e pela definição do espaço X . Temos∫ t

0

∫
RN

W (x− y, t− s) vp (y, s) dyds

=

∫ t
2

0

∫
RN

W (x− y, t− s) vp (y, s) dyds+

∫ t

t
2

∫
RN

W (x− y, t− s) vp (y, s) dyds

=

∫ t
2

0

∫
RN

W (x− y, t− s) v
ã
b̃ (y, s) vp−

ã
b̃ (y, s) dyds

+

∫ t

t
2

∫
RN

W (x− y, t− s) vp (y, s) dyds

≤
∫ t

2

0

∫
RN

W (x− y, t− s) v
ã
b̃ (y, s) dy∥v (s)∥

p− ã
b̃

L∞(RN )
ds

+

∫ t

t
2

∥v (s)∥p
L∞(RN )

∫
RN

W (x− y, t− s) dyds

≤
∫ t

2

0

∫
RN

W (x− y, t− s) ∥v (s)∥
ã
b̃
L∞
b̃

(
1 + |y|2

)−ã
2 dy∥v (s)∥

p− ã
b̃

L∞(RN )
ds

+

∫ t

t
2

∥v (s)∥p
L∞(RN )

∥W (t− s)∥L1(RN )ds

≤
∫ t

2

0

∫
RN

W (x− y, t− s) ∥v (s)∥
ã
b̃
L∞
b̃

(
1 + |y|2

)−ã
2 dy

(
(1 + s)

−b̃
2 ∥v (s)∥L∞

b̃

) b̃p−ã

b̃

ds

+

∫ t

t
2

∥v (s)∥pL∞
b̃

(1 + s)
−b̃p
2 ∥W (t− s)∥L1(RN )ds

≤ ∥v (s)∥
ã
b̃
+ b̃p−ã

b̃
L∞
b̃

∫ t
2

0

∫
RN

W (x− y, t− s)
(
1 + |y|2

)−ã
2 dy(1 + s)

−(b̃p−ã)
2 ds

+ ∥v (s)∥pL∞
b̃

∫ t

t
2

(1 + s)
−b̃p
2 ds

= ∥v (s)∥pL∞
b̃

∫ t
2

0

∫
RN

W (x− y, t− s)
(
1 + |y|2

)−ã
2 dy(1 + s)

−(b̃p−ã)
2 ds

+ ∥v (s)∥pL∞
b̃

∫ t

t
2

(1 + s)
−b̃p
2 ds

≤ Mp

∫ t
2

0

∫
RN

W (x− y, t− s)
(
1 + |y|2

)−ã
2 dy(1 + s)

−(b̃p−ã)
2 ds+ Mp

∫ t

t
2

(1 + s)
−b̃p
2 ds
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≤ CMp

∫ t
2

0

(1 + t− s)
−ã
2 (1 + s)

−(b̃p−ã)
2 ds+Mp

(1 + t)
−b̃p
2

+1

−b̃p
2

+ 1
−
(
1 + t

2

)−b̃p
2

+1

−b̃p
2

+ 1


≤ CMp

∫ t
2

0

(1 + t− s)
−ã
2 (1 + s)

−(b̃p−ã)
2 ds+Mp

−
(
1 + t

2

)−b̃p
2

+1

−b̃p
2

+ 1


≤ CMp

∫ t
2

0

(1 + t− s)
−ã
2 (1 + s)

−(b̃p−ã)
2 ds+ CMp(1 + t)

−(b̃p−2)
2

≤ CMp
(
1 + t

2

)−ã
2

∫ ∞

0

(1 + s)
−(b̃p−ã)

2 ds+ CMp(1 + t)
−(b̃p−2)

2

= CMp
(
1 + t

2

)−ã
2

(
0− 1

−(b̃p−ã)
2

+1

)
+ CMp(1 + t)

−(b̃p−2)
2

≤ CMp
(
1 + t

2

)−ã
2 + CMp(1 + t)

−(b̃p−2)
2

≤ CMp
(
1 + t

2

)−ã
2 + CMp(1 + t)

−ã
2 pois −(b̃p−2)

2
< −ã

2

≤ 2CMp(1 + t)
−ã
2 ≤ CMp(1 + t)

−ã
2 pois

(
1 + t

2

)−ã
2 ≤ C(1 + t)

−ã
2 ,

pelo Lema 4.1, para ϕ (y) =
(
1 + |y|2

)−ã
2 , obtemos∫

RN

W (x− y, t− s)
(
1 + |y|2

)−ã
2 dy ≤ C(1 + t− s)

−ã
2

(
∥ϕ∥L∞

ã (RN ) + ∥ϕ∥L∞(RN )

)
,

além de isso se
(
1 + t

2

)−b̃p
2

+1 ≤
(
1
2
+ t

2

)−b̃p
2

+1 ≤ C(1 + t)
−b̃p
2

+1,

como 0 ≤ s ≤ t
2

⇒ 1 + t− s ≥ 1 + t
2

⇒ (1 + t− s)
−ã
2 ≤

(
1 + t

2

)−ã
2

e b̃p > ã+ 2 ⇒ b̃p− ã > 2 ⇒ −(b̃p−ã)
2

< −1 ⇒ −(b̃p−ã)
2

+ 1 < 0.

Ademais, temos que

∫ t

0

e−(t−s)vp (x, s) ds ≤
∫ t

0

e−(t−s)∥v (s)∥p
L∞(RN )

ds

=

∫ t

0

e−(t−s)(1 + s)
−b̃p
2 ∥v (s)∥pL∞

b̃

ds

≤ Mp

∫ t

0

e−(t−s)(1 + s)
−b̃p
2 ds

= Mp

(∫ t
2

0

e−(t−s)(1 + s)
−b̃p
2 ds+

∫ t

t
2

e−(t−s)(1 + s)
−b̃p
2 ds

)

≤ Mp

(∫ t
2

0

e−(t−s)ds+

∫ t

t
2

(1 + s)
−b̃p
2 ds

)
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≤ Mp

∫ t
2

0

e−
t
2ds+

∫ t

t
2

(
1 +

t

2

)−b̃p
2

ds


= Mp

(
t
2
e−

t
2 + t

2

(
1 + t

2

)−b̃p
2

)
≤ Mp

(
t
2
C(1 + t)

−ã
2
−1 + t

2
C(1 + t)

−ã
2
−1
)

= Mp
(
tC(1 + t)

−ã
2
−1
)

≤ CMp(1 + t)
−ã
2 ,

pois 0 ≤ s ≤ t
2

⇒ 1 ≤ 1 + s ≤ 1 + t
2

⇒ (1 + s)
−b̃p
2 ≤ (1)

−b̃p
2 = 1, −b̃p

2
< 0,

t
2
≤ s ≤ t ⇒ t

2
≥ t− s ≥ 0 ⇒ − t

2
≤ − (t− s) ≤ 0 ⇒ e−(t−s) ≤ e0 = 1,

t
2
≤ s ≤ t ⇒ 1 + t

2
≤ 1 + s ≤ 1 + t ⇒ (1 + s)

−b̃p
2 ≤

(
1 + t

2

)−b̃p
2 ,

0 ≤ s ≤ t
2

⇒ t ≥ t− s ≥ t
2

⇒ −t ≤ − (t− s) ≤ − t
2

⇒ e−(t−s) ≤ e−
t
2 ,(

1 + t
2

)−b̃p
2 ≤ C(1 + t)

−b̃p
2 ≤ C(1 + t)

−ã
2
−1 pois −b̃p

2
< −ã

2
− 1

e e
t
2 ≥

(
1 + t

2

) ã
2
+1 ⇒ e

−t
2 ≤

(
1 + t

2

)−ã
2
−1 ≤ C(1 + t)

−ã
2
−1.

Daí, ∫ t

0

e−(t−s)vp (x, s) ds ≤ CMp(1 + t)
−ã
2 . (4.3)

Portanto, pelo Lema 4.1 (desigualdade (4.1)), obtemos que

|M1 [(u, v)]| ≤ |e−tu0 (x)|+
∣∣∣∣∫

RN

W (x− y, t)u0 (y) dy

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ t

0

e−(t−s)vp (x, s) ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ t

0

∫
RN

W (x− y, t− s) vp (y, s) dyds

∣∣∣∣
≤ C + C(1 + t)

−ã
2

(
∥u0∥L∞(RN ) + ∥u0∥L∞

ã (RN )

)
+ C(1 + t)

−ã
2 Mp

+C(1 + t)
−ã
2 Mp

≤ C(1 + t)
−ã
2

(
∥u0∥L∞(RN ) + ∥u0∥L∞

ã (RN )

)
+ C(1 + t)

−ã
2 Mp.

Assim,

|M1 [(u, v)]| ≤ C(1 + t)
−ã
2

(
∥u0∥L∞(RN ) + ∥u0∥L∞

ã (RN )

)
+ C(1 + t)

−ã
2 Mp. (4.4)

Por outro lado, pela estimativa (4.2), a definição do espaço X e pelo fato que b̃p > ã+ 2,

a igualdade v
ã
b̃ (y, s) =

((
1 + |y|2

) b̃
2v (y, s)

) ã
b̃ (
1 + |y|2

)−ã
2 ≤ ∥v (s)∥

ã
b̃
L∞
b̃

(
1 + |y|2

)−ã
2 e pelo
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Lema 4.1 e a desigualdade (4.2) com ϕ (y) =
(
1 + |y|2

)−ã
2 , obtemos que(

1 + |x|2
) ã

2

∫ t

0

∫
RN

W (x− y, t− s) vp (y, s) dyds

=
(
1 + |x|2

) ã
2

∫ t

0

∫
RN

W (x− y, t− s) v
ã
b̃ (y, s) vp−

ã
b̃ (y, s) dyds

≤
(
1 + |x|2

) ã
2

∫ t

0

∫
RN

W (x− y, t− s) v
ã
b̃ (y, s) dy∥v (s)∥

p− ã
b̃

L∞(RN )
ds

≤
∫ t

0

(
1 + |x|2

) ã
2

∫
RN

W (x− y, t− s) ∥v (s)∥
ã
b̃
L∞
b̃

(
1 + |y|2

)−ã
2 dy∥v (s)∥

p− ã
b̃

L∞(RN )
ds

≤
∫ t

0

(
1 + |x|2

) ã
2

∫
RN

W (x− y, t− s) ∥v (s)∥
ã
b̃
L∞
b̃

(
1 + |y|2

)−ã
2 dy

(
(1 + s)

−b̃
2 ∥v (s)∥L∞

b̃

) b̃p−ã

b̃
ds

= ∥v (s)∥
ã
b̃
+ b̃p−ã

b̃
L∞
b̃

∫ t

0

(
1 + |x|2

) ã
2

∫
RN

W (x− y, t− s)
(
1 + |y|2

)−ã
2 dy(1 + s)

−(b̃p−ã)
2 ds

≤ CMp

∫ t

0

(
1 + |x|2

) ã
2
(
1 + |x|2

)−ã
2 (1 + s)

−(b̃p−ã)
2 ds

= CMp

∫ t

0

(1 + s)
−(b̃p−ã)

2 ds

= CMp

(
(1+t)

−(b̃p−ã)
2 +1

−(b̃p−ã)
2

+1
− (1+0)

−(b̃p−ã)
2 +1

−(b̃p−ã)
2

+1

)

≤ CMp.

Além disso, v
ã
b̃ (x, s) =

((
1 + |x|2

) b̃
2v (x, s)

) ã
b̃ (
1 + |x|2

)−ã
2 ≤ ∥v (s)∥

ã
b̃
L∞
b̃

(
1 + |x|2

)−ã
2 , pelo

Lema (4.1) o espaço L∞
b̃

(
RN
)
, também temos que(

1 + |x|2
) ã

2

∫ t

0

e−(t−s)vp (y, s) ds

=

∫ t

0

e−(t−s)
(
1 + |x|2

) ã
2 v

ã
b̃ (y, s) vp−

ã
b̃ (y, s) ds

≤
∫ t

0

e−(t−s)
(
1 + |x|2

) ã
2 v

ã
b̃ (y, s) ∥v (s)∥

p− ã
b̃

L∞(RN )
ds

≤
∫ t

0

e−(t−s)
(
1 + |x|2

) ã
2 ∥v (s)∥

ã
b̃
L∞
b̃

(
1 + |x|2

)−ã
2 ∥v (s)∥

p− ã
b̃

L∞(RN )
ds

=

∫ t

0

e−(t−s)∥v (s)∥
ã
b̃
L∞
b̃

(
(1 + s)

−b̃
2 ∥v (s)∥L∞

b̃

) b̃p−ã

b̃
ds

= ∥v (s)∥
ã
b̃
+ b̃p−ã

b̃
L∞
b̃

∫ t

0

e−(t−s)(1 + s)
−(b̃p−ã)

2 ds
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≤ Mp

∫ t

0

e−(t−s)(1 + s)
−(b̃p−ã)

2 ds

≤ Mp

∫ t

0

e−(t−s)ds

= Mp (1− e−t) ≤ CMp,

pois 0 ≤ s ≤ t ⇒ 1 ≤ 1 + s ≤ t+ 1 ⇒ (1 + s)
−(b̃p−ã)

2 ≤ 1
−(b̃p−ã)

2 = 1.

Portanto, temos que

∣∣∣∣(1 + |x|2
) ã

2M1 [(u, v)]

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣(1 + |x|2

) ã
2 e−tu0 (x)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(1 + |x|2
) ã

2

∫
RN

W (x− y, t)u0 (y) dy

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(1 + |x|2
) ã

2

∫ t

0

e−(t−s)vp (x, s) ds

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣(1 + |x|2
) ã

2

∫ t

0

∫
RN

W (x− y, t− s) vp (y, s) dyds

∣∣∣∣
≤ C + C

(
∥u0∥L∞

ã (RN ) + ∥u0∥L∞(RN )

)
+ CMp + CMp

≤ C
(
∥u0∥L∞

ã (RN ) + ∥u0∥L∞(RN )

)
+ CMp.

Logo, ∣∣∣∣(1 + |x|2
) ã

2M1 [(u, v)]

∣∣∣∣ ≤ C
(
∥u0∥L∞

ã (RN ) + ∥u0∥L∞(RN )

)
+ CMp. (4.5)

Repetindo os argumentos para a obtenção de (4.4) e (4.5), concluímos que

|M2 [(u, v)]| ≤ C(1 + t)
−b̃
2

(
∥v0∥L∞(RN ) + ∥v0∥L∞

b̃
(RN )

)
+ C(1 + t)

−b̃
2 M q,∣∣∣∣(1 + |x|2

) b̃
2M2 [(u, v)]

∣∣∣∣ ≤ C
(
∥v0∥L∞

b̃
(RN ) + ∥v0∥L∞(RN )

)
+ CM q.

As desigualdades acima juntamente com (4.4) e (4.5) implicam que

∥M (u, v)∥X = ∥(M1 [(u, v)] ,M2 [(u, v)])∥X

= sup
t∈[0,∞)

{
(1 + t)

ã
2 ∥M1 [(u, v)] (t)∥L∞(RN ) + (1 + t)

b̃
2∥M2 [(u, v)] (t)∥L∞(RN )

+ ∥M1 [(u, v)] (t)∥L∞
ã (RN ) + ∥M2 [(u, v)] (t)∥L∞

b̃
(RN )

}
≤ sup

t∈[0,∞)

{
(1 + t)

ã
2

(
(1 + t)

−ã
2

(
C
(
∥u0 (t)∥L∞

ã (RN ) + ∥u0 (t)∥L∞(RN )

)
+ CMp

))
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+(1 + t)
b̃
2

(
(1 + t)

−b̃
2

(
C
(
∥v0 (t)∥L∞

ã (RN ) + ∥v0 (t)∥L∞(RN )

)
+ CM q

))
+
(
1 + |x|2

) ã
2 ∥M1 [(u, v)] (t)∥L∞(RN )

+
(
1 + |x|2

) b̃
2 ∥M2 [(u, v)] (t)∥L∞(RN )

}
≤ sup

t∈[0,∞)

{
C
((

∥u0 (t)∥L∞
ã (RN ) + ∥u0 (t)∥L∞(RN )

)
+Mp

)
+C

((
∥v0 (t)∥L∞

b̃
(RN ) + ∥v0 (t)∥L∞(RN )

)
+M q

)
+C

((
∥u0 (t)∥L∞

ã (RN ) + ∥u0 (t)∥L∞(RN )

)
+Mp

)
+C

((
∥v0 (t)∥L∞

b̃
(RN ) + ∥v0 (t)∥L∞(RN )

)
+M q

)}
= sup

t∈[0,∞)

{
2C
((

∥u0 (t)∥L∞
ã (RN ) + ∥u0 (t)∥L∞(RN )

)
+Mp

)
+2C

((
∥v0 (t)∥L∞

b̃
(RN ) + ∥v0 (t)∥L∞(RN )

)
+M q

)}
≤ sup

t∈[0,∞)

{
C(∥u0 (t)∥L∞

ã (RN ) + ∥u0 (t)∥L∞(RN ) + ∥v0 (t)∥L∞
b̃
(RN )

+ ∥v0 (t)∥L∞(RN ) +Mp +M q)
}

≤ C
(
∥u0 (t)∥L∞

ã (RN ) + ∥u0 (t)∥L∞(RN ) + ∥v0 (t)∥L∞
b̃
(RN ) + ∥v0 (t)∥L∞(RN )

+Mp +M q
)
.

Portanto, temos que

∥M (u, v)∥X ≤ C
(
∥u0∥L∞

ã (RN ) + ∥u0∥L∞(RN ) + ∥v0∥L∞
b̃
(RN ) + ∥v0∥L∞(RN ) +Mp +M q

)
.

Desta forma, podemos escolher λ, µ e M suficientemente pequenos para que M leve X em

se mesmo. Aplicando um processo análogo, pode-se provar que M é uma contração estrita,

desde que M seja escolhido ainda menor, se necessário. Então, temos que u0 (x) = λψ (x),

v0 (x) = µφ (x), λ, µ > 0 e p, q > 1. Logo:

∥M (u, v)∥X ≤ C(λ ∥ψ∥L∞
ã (RN ) + λ∥ψ∥L∞(RN ) + µ∥φ∥L∞

b̃
(RN ) + µ∥φ∥L∞(RN ) +Mp +M q)

= C(λ ∥ψ∥L∞
ã (RN ) + λ∥ψ∥L∞(RN ) + µ∥φ∥L∞

b̃
(RN ) + µ∥φ∥L∞(RN )) + CMp + CM q

tome γ = max {λ, µ}

≤ Cγ(∥ψ∥L∞
ã (RN ) + ∥ψ∥L∞(RN ) + ∥φ∥L∞

b̃
(RN ) + ∥φ∥L∞(RN )) + CMp + CM q
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escolha CMp−1 ≤ 1
3
∧ CM q−1 ≤ 1

3
⇒ CMp ≤ M

3
∧ CM q ≤ M

3

≤ M
3
+ M

3
+ M

3
=M.

Isto prova a parte i) do Teorema 4.2.

ii) Sem perda de generalidade, podemos assumir que a ∈ (0, a0) com u0 ∈ Ia. Assim,

existe R0 tal que u0 ≥ C|x|−a, para todo |x| ≥ R0. Agora, suponha, para efeito de

contradição, que existe uma solução global não-trivial e não-negativa (u, v) de (1.1). Pela

estimativa (3.9), obtemos que∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt+

∫
RN

u0 (x) ξR (x) dx

≤ CRN− 2(p+1)
pq−1 + 1

pq

∫ R2

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt.

Assim,(
1− 1

pq

)∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt+

∫
RN

u0 (x) ξR (x) dx ≤ CRN− 2(p+1)
pq−1 .

Como
(
1− 1

pq

)∫ ∞

0

∫
RN

vp (x, t) ξR (x)ψR (t) dxdt é não-negativa, então∫
RN

u0 (x) ξR (x) dx ≤ CRN− 2(p+1)
pq−1 = CRN−a0 ,

pois a0 = 2(p+1)
pq−1

. Daí, ∫
RN

u0 (x) e
−|x|2

R2 dx ≤ CRN−a0 .

Observe que, se R ≤ |x| ⇒ 1 ≤ |x|2
R2 , fazendo y = x

R
⇒ dy = R−Ndx ⇒

RNdy = dx. Logo obtemos∫
RN

u0 (x) e
−|x|2

R2 dx ≥
∫
RN

C|x|−ae
−|x|2

R2 dx

=

∫
BR

C|x|−ae
−|x|2

R2 dx+

∫
RN\BR

C|x|−ae
−|x|2

R2 dx

≥
∫
RN\BR

C|x|−ae
−|x|2

R2 dx

= C

∫
RN\B1

R−a|y|−ae−|y|2RNdy

= C

∫
RN\B1

R−a|x|−ae−|x|2RNdx
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= CRN−a

∫
RN\B1

|x|−ae−|x|2dx

≥ CRN−a,

para todo R ≥ R0. Portanto,

CRN−a0 ≥
∫
RN

C|x|−ae
−|x|2

R2 dx ≥ CRN−a ⇒ Ra−a0 ≥ 1.

Como a− a0 < 0, fazendo R → ∞ na desigualdade acima, concluímos que 0 ≥ 1, o que é

um absurdo. Isto completa a demonstração do teorema. �
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