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RESUMO

A Teoria dos Jogos € a teoria dos modelos matematicos que estuda as escolhas de
decisfes Gtimas sob condicOes de conflito de dois ou mais agentes que interagem entre si.
Essa teoria pode ser usada em diversas areas do conhecimento, sendo umas destas na
Biologia, mais precisamente na evolucdo de espécies, onde é conhecida como Teoria do
Jogos Evolucionarios. Neste trabalho, inicialmente, apresentamos o conceito de jogos,
revisamos alguns tipos de jogos e estratégias, e apresentamos a formulacdo do Equilibrio de
Nash. Em seguida, usamos o conceito da Teoria dos Jogos Evolucionérios para deduzir e
definir a Equacdo do Replicador, onde tal equacdo é um modelo de sistema dindmicos
formado por Equagdes Diferenciais Ordinarias, o qual nos ajuda a entender a evolugédo de
determinadas espécies. A partir disso, analisamos a Equacdo do Replicador bem como sua
relacdo com equilibrio de Nash e a Equacdo Geral de Lotka - Volterra. Por fim, baseado no
estudo de D Basanta et al [4] usamos a Equacdo do Replicador através de simulagdes no
software MATLAB para analisar a evolucado temporal do carcinoma de prostata e possiveis

formas de tratamento.

Palavras-chave: Teoria dos Jogos. Equilibrio de Nash. Teoria do Jogos Evolucionarios.

Equacao do Replicador. Carcinoma de Prostata.



ABSTRACT

Game Theory is the theory of mathematical models that studies how to make
optimal decision choices under conditions of conflict between two or more agents that
interact with each other. This theory can be used in several areas of knowledge, one of
which is in Biology, more precisely in the evolution of species, where it is known as the
Theory of Evolutionary Games. In this work, | started, we present the concept of games,
we review some types of games and strategies, and we present the comparison of the
Nash Equilibrium. Then, use the Evolutionary Game Theory concept to deduce and
define the Replicator Equation, where that equation is a model of dynamic system formed
by Ordinary Differential Equations, or which helps to understand the evolution of
conditions. From there, we analyzed the replicator equation as well as its relation to the
Nash equilibrium and the general Lotka - Volterra equation. Finally, based on the study
by D Basanta et al [4] uses the Replicator Equation using simulations in the MATLAB
software to analyze the temporal evolution of prostate carcinoma and possible forms of

treatment.

Keywords: Game Theory. Nash Balance. Evolutionary Game Theory. Replicator

Equation. Prostate Carcinoma.
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1 INTRODUCAO

Durante o dia a dia, em casa ou no trabalho, ou em uma atividade de lazer, &
comum as pessoas se depararem com situacOes que demandam a escolha de determinadas
estratégias e usa-las a fim de que se possa resolver da melhor forma possivel a situagao
presente. Por exemplo, quando um casal procura saber qual a melhor opg¢do para sair,
se & o futebol ou cinema, qual o melhor investimento para o seu capital, quais produtos
langar no mercado, na Economia, nas elei¢gdes, em jogos de xadrez, em um jogo de par ou
impar, etc. Existe uma teoria que nos permite analisar qual a melhor solucdao para cada
um desses tipos de problemas, a Teoria dos Jogos.

A Teoria dos Jogos pode ser definida como a teoria dos modelos matematicos
que estuda a escolha de decisdes dtimas sob condig¢des de conflito de duas ou mais pessoas
que interagem entre si. Em outras palavras, ela estuda as escolhas de estratégias quando o
custo e beneficio de cada uma destas nao & fixo, mas depende sobretudo, da estratégia
escolhida pelos outros indiv'iduos, como os exemplos acima.

A Teoria dos Jogos se deu a partir do surgimento da teoria da probabilidade (€
0 estudo matematico das probabilidades). O estudo mais analitico sobre a teoria da
probabilidade teve inicio com o filosofo, matematico e fisico francés Blase Pascal, junta-
mente com o matematico francés Fermat, través desses estudos desenvolveram a teoria da
probabilidade em jogos de azar utilizando regras matematicas.[1]

Os estudos iniciais em teoria dos jogos nao eram de grande interesse da comu-
nidade académica da época. Mas, a partir de 1928 o matematico John von Neumann
mudou esta situacdo. Neumann demonstrou que todo jogo finito de soma zero com duas
pessoas possui uma solucdo em estratégias mistas. Nessa mesma época Oskar Morgenstern

(1902-1977), economista alemao, estava por publicar o livro Implicagdes Quantitativas do
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comportamento do Maximo, que discute qual deveria ser a unidade de analise econdmica:
o individualismo ou a interagdo social. John von Neumann, que trabalhava em muitas
areas da ciéncia, mostrou interesse em economia €, junto com o economista Oscar Mor-
genstern, publicou o classico “The Theory of Games and Economic Behaviour” em 1944
e, com isto, a teoria dos jogos invadiu a economia e a matematica aplicada [22], [26].

Em 1950, o matematico John Forbes Nash Junior formou-se na Universidade de
Princeton com a tese Non-Cooperative Games (Jogos Nao-Cooperativos, publicada em
1951) tese essa que lhe proporcionou o prémio Nobel de Economia em 1994, e sua biografia
foi motivo de filme o qual & intitulado no Brasil por:“ Uma Mente Brilhante ”. Em
“Equilibrium Points in n-Person Games” ¢ “Non-cooperative Games”, Nash provou a
existéncia de um equilibrio de estratégias mistas para jogos nao-cooperativos, denominado
Equilibrio de Nash (conceito que sera detalhado mais tarde), equilibrio esse que se
tornou um dos principais conceitos da Teoria do Jogos. Dessa forma, a Teoria dos Jogos
se tornou uma importante ferramenta para estudar diversos tipos de interacdes envolvendo
pessoas, modelando tais interacdes como um jogo. Até mesmo a interac@o e evolugao de
especies.

A interacdo entre as diferentes espécies sempre foi um dos principais temas de
interesse da Biologia. Bidlogos como John Maynard Smith e Prince que foram um dos
grandes pioneiros nos estudos desses tipos de interacdo, notaram que poderia usar o0 con-
ceito de teoria do jogos para melhor compreender a interagao de especies, como evoluiam.
A partir disto, surgia a Teoria dos Jogos Evolucionarios, como mais uma ferramenta
para compreender a Dinamica das PopulacBes de organismos e como elas se comportam
em um ambiente.

Sob o principio basico do Darwinismo (organismo mais apto & selecionado pelo meio
e transmite suas caracteristicas aos seus descendentes), a Teoria dos Jogos Evolucionarios &
uma maneira de pensar sobre a evolugao em nivel fenotipico (caracteristicas observaveis de
um individuo) quando as aptiddes de fendtipos particulares dependem de suas frequéncias
na populacdao. Enquanto que uma suposicao central da teoria classica dos jogos & que
0s jogadores comportam-se racionalmente e de acordo com algum critério de interesse

proprio, tal suposicao estaria claramente fora de lugar no contexto evolucional. Em vez
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disso, o critério da racionalidade & substituido pelo de dindmica e estabilidade populacional
(pois como ndo é possivel estudar as estratégias que uma determinada espécie ira escolher
pois considera-se que ela ndo & racional, entao a forma de preveé seu comportamento futuro
é através da sua dindmica, como ela se relaciona com outras espécies e isso & possivel
analisando a sua frequéncia em uma populagao) e o critério de interesse proprio pela
aptidao darwiniana [20]. Nesse tipo de jogo as estrategias de um determinado organismo
sao suas caracteristicas fenotipicas (caracteristicas observaveis de um individuo, a forma
que ela age no ambiente que se encontra), onde essas estratégias ja sao pré-determinadas
por um ser, 0 Replicador.

O Replicador & um ser capaz de se auto-replicar ou seja, que gera uma prole idéntica
a si proprio. Dessa forma, com o intuito de analisar como se da a evolugdo temporal
de determinadas espécies, estamos na verdade interessados em analisar a dindmica do
Replicador. Tal analise & possivel por meio da Equacao do Replicador.

A Equagdo do Replicador (sera apresenta nos capitulos seguintes), que foi con-
cebida por Taylor e Jonker, @ um modelo de sistema din@micos formados por Equac0es
Diferenciais Ordinariais, que ajuda a compreender a evolugao temporal de determinadas
espécies atraveés das sua frequéncia numa populacdo. Esta equacdo baseia-se no principio
de que semelhante gera semelhante e leva em conta a disseminacdo do mais apto. Com
isso, esta dindmica retrata a propagacao das estratégias proporcionalmente ao sucesso
delas [6] [25] .

Por meio da Equacao do Replicador, por exemplo, pode-se analisar como se da a
evolucdo temporal de um cancer de prostata e sugerir possiveis formas de tratamento,
uma vez que um cancer se desenvolve devido uma mutacao que ocorre nas células fazendo
com que elas se proliferem indiscriminadamente, replicando células com suas mesmas
caracteristicas [14]. Nesta dissertacdo, focaremos na dinamica do replicador continua e
na analise da evolucao temporal de um cancer de prostata, onde algumas definicbes e
resultados usados no decorrer da mesma sao encontrados no apéndice A.

Na segunda secao, cuja referéncias principais foram [6] [22] , s@0 apresentados o
conceito de jogos matematicamente, alguns tipos de jogos como jogos simétricos, deter-

minadas estratégias e o Equilibrio de Nash.
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Posteriormente, na terceira se¢ao, que & uma parte fundamental deste trabalho,
faremos o estudo da dinamica do replicador continua de forma qualitativa, concentrando-
se em jogos simétricos, usando como referéncias principais [6] [11]. Nesta secdo & abordada
a associacdo entre a Teoria dos Jogos Classicos apresentados na secdo 2 e a Teoria dos
jogos Evolucionarios e a partir disso a dedu¢@o e definicdo da Equacdao do Replicador.
Ainda na se¢do 3, serdo mostrados resultados envolvendo a Equagao do Replicador bem
como sua relacdo com o Equilibrio de Nash e a Equacao Geral de Lotka-Volterra.

Por fim, na quarta se¢@o que & a principal parte deste trabalho, baseado no artigo de
D Basanta et al [4] , foi usada a Teoria dos Jogos Evolucionarios para deduzir uma Equagao
do Replicador no caso de um carcinoma de prostata (Cancer no estroma prostatico),
considerando como jogadores células tumorais e células estromais pois suas interagdes sao
essenciais no desenvolvimento de tal cancer. A partir disso, foram feitas analises sobre
certas condi¢Oes de como se da a evolugdo temporal de tal cancer e possiveis formas
de tratamento . Essas analises foram feitas por meio de simulagOes, implementando
a Equacao do Replicador obtida nessa situagado do carcinoma de prostata no software
MATLAB, usando o algoritimo de Runge-Kutta. Por Gltimo, ainda nessa se¢a@o, foi feita
a analise dos pontos de equilibrio e de suas estabilidades da Equagdo do Replicador obtida,

a fim de que se possa ter um controle sobre as evolug@o de tais células.
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2 TEORIA DOS JOGOS

A Teoria dos Jogos pode ser definida como a teoria dos modelos matematicos que
estuda a escolha de decisdes 6timas sob condi¢des de conflito de dois ou mais agentes que
interagem entre si. Em outras palavras, ela estuda as escolhas de estratégias quando o
custo e beneficio de cada uma destas nao é fixo, mas depende sobretudo, da estratégia
escolhida pelos outros individuos. Nesta se¢cdo, tomando como base [6] [11] [22], apresen-
taremos o conceito da Teoria Classica dos Jogos descrevendo certas situagdes em forma
de um jogo com o intuito de compreender o conceito da Teoria do Jogos Evolucionarios
que sera visto na proxima se¢do. Para isto, veremos a definicado de um jogo bem como
alguns exemplos de jogos, entre eles, o Dilema dos Prisioneiros. Veremos também alguns
tipos de jogos como 0 jogo simétrico que sera o tipo de jogo considerado nos capitulos
posteriores, determinadas estratégias entre elas as puras e mistas, e por fim, apresentamos

a formulacdo do Equilibrio de Nash e algumas observagdes ao seu respeito.

2.1 Jogos

Um jogo & constituido de jogadores. Cada jogador por sua vez possui estratégias
de como agir conforme regras predefinidas. Para cada estratégia usada, escolhida no

conjunto de todas as situag¢des possiveis ou perfil , existira um ganho (payoff).

Definicao 1. Um jogo € constitudo por:
t) Um conjunto finito de jogadores, denotado por G ={g,, g, - - -, Gn}-
ii) Um conjunto finito de estratégias puras do jogador g; , denotado por Ei = {ei, e, ..., emi}

onde#Ei =2 ei=1,2,...,n.
tii) um vetor e = (em:, em, ..., emn) chamadlo de perfil de estratégias puras, per-
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tencente ao produto cartesiano

Y
E= Ei=EiXE X XEj
i=1

onde tal produto € denominado espac¢o de estratégias puras do jogo, e que emi € E;
representa uma estratégia pura para o jogador gi € G comi=1,2,...,n .
tv) Uma fungdo utilidade
U: E — R
e —— Ui(e)
que determina o ganho para cada estratégia pura e € E usada por um jogador gi € G .

v) Uma Matriz de payoff (Matriz de ganho), cujos elementos desta matriz sdo os

ganhos dos jogadores gi € G.

Exemplo 1. (DILEMA DOS PRISIONEIROS) Dois ladrdes, Paulo e Carlos, sdo captura-
dos e acusados de um mesmo crime. Presos em selas separadas e sem poder se comunicar
entre si, o delegado de plantao faz a seguinte proposta: Cada um pode escolher entre
confessar (c) ou negar (n) o crime. De acordo com as seguintes regras:

i) Se nenhum confessar, ambos serao submetidos a uma pena de 1 ano.

i) Se os dois confessarem, ambos terdo pena de 5 anos.

iii) Se um confessar e 0 outro negar, o que confessou sera libertado e o outro sera conde-

nado a 10 anos de prisao.

Denotando Paulo e Carlos como os jogadores g: e g. respectivamente, neste caso temos:

O conjunto dos jogadores
G= {gl, 92}
As estratégias puras

E: ={c, n}, E; ={c, n}.

O espaco de estratégias puras
E=E X E.={(c, ¢), (c,n), (n, c), (n,n)}.

As fungdes utilidades
U:E—-R
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correspondente ao ganho de Paulo dado por
Ui(c, c)= =5, Ui(c, n) =0,
Ui(n,c)=-10, Ui(n,n)=-1.

e

U:E—-R

correspondente ao ganho de Carlos dado por

U:(c, c)= -5, U:(c, n) =0,

U:(n,c)=—-10, Uy(n,n)=-1.

Logo, considerando os ganhos dos jogadores g: e g. para esse jogo, temos a seguinte a
matriz de payoff

Carlos
confessar negar
confessar | (-5,-5) (0,-10)
negar (-10,0) (-1,-1)

Paulo

onde em cada entrada dessa matriz o primeiro valor refere-se ao payoff do jogador “li-

nha”Paulo e o segundo valor refere-se ao jogador “coluna”Carlos.

Exemplo 2. (BATALHA DOS SEXOS)

Joao e Maria desejam sair para passear. Contudo, Jodo prefere sair para assistir um jogo
de futebol (f) enquanto Maria prefere ir ao cinema (c). Dessa forma

i) Se ambos forem para o jogo de futebol, o nivel de satisfacdo de jodo sera 10 e o de
Maria 5.

ii) Se ambos forem para o cinema, o nivel de satisfacao de Maria sera 10 e o de Jodo 5.
iii) se ambos sairem sozinhos, ambos ficarao insatisfeitos, com nivel de satisfacao 0 para
cada um.

Seja jodo o jogador g e maria o jogador g.. Para esse jogo temos:
0 conjunto de jogadores

G= {gl, 92}



As estratégias puras serdo

E ={f,c}, E.={f c}.

portanto, o espaco de estratégias puras

E=E X E={(, f), (f, ¢), (c, ), (c, c)}.

As funcdes utilidades

U:E—-R

correspondente ao ganho de Joao dado por
U(f,f) =10, U(c,T) =0,
U.(f,c) =0, Ui(c,c) =5.

€

U.:E—R

correspondente ao ganho de Maria dado por
U.(F, F) =5, Us(c, T) =0,
U.(f,c) =0, U.(c, c) = 10.

A matriz de payoff sera

Maria
futebol cinema
futebol | (10,5) | (0,0)
cinema | (0,0) (5,10)

Joao

Existem diferentes tipos de jogos. Entre eles, falaremos de alguns a seguir.
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Definicao 2. Um jogo ¢ simultaneo quando os jogadores movem-se simultaneamente,
ou desconhecem previamente as acoes de seus adversdrios (tornando-os efetivamente si-

multdneos).

Exemplo 3. Os exemplos 1 e 2 dados anteriormente, e um jogo de par ou impar sao

exemplos de jogos simultaneos.

Jogos simultaneos podem ser representados pela forma normal, onde tal repre-
sentacao consiste em descrever um jogo em matrizes de payoffs. Essa descricado & da

seguinte maneira: Por simplicidade, considere um jogo com dois jogadores g: e g.. Sejam

A= (aij) € Mnxme B = (bij) € Mnxm ,

matrizes de payoffs dos jogadores g: e g. respectivamente, onde n = #E, , m = #E; e aijj €
R representa o ganho do jogador g quando este usa a estratégia eii € E, e 0 jogador g, usa
a estratégia ej; € E,. De forma analoga, bij € R representa o ganho do jogador g.
guando este usa a estratégia ej: € E, e 0 jogador g usa ei € E.. Entdao a matriz de
pares ordenados (aij, bij) é a representacdo pela forma normal, cujo nimero de linhas
(respectivamente colunas), correspondem a quantidade de estratégias puras disponiveis
para o jogador ¢ (respectivamente jogador g.). Com isto, uma entrada (i,j) da matriz
com o par (aij, bij) significa que

quando o jogador g: escolha a i-&sima estratégia e o jogador g: escolha a j-&sima estratégia
0 ganho do primeiro & ajj e do segundo bij. Como exemplo temos o jogo Dilema dos

Prisioneiros (ex:1) e a Batalha dos Sexos (ex:2).

Definicao 3. Um jogo simétrico, € aquele no qual os payoffs para os jogadores ao usarem
uma estratégia, dependem somente da estratégia escolhida, e ndo de quem estd jogando.

isto significa que E, = E, e A' = B. Exemplo Dilema dos Prisioneiros.

Definicao 4. Um jogo € de soma zero quando as matrizes A e B satisfazem:
aij+bij=0

para todo (i,j). Ou seja, a quantidade de ganho para um jogador € a perda para o outro.
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Exemplo 4. (JOGO CARA E COROA)

Cada jogador g: e g. lancam uma moeda pro alto. Ao cair, se ambas as moedas apresenta-
rem cara ou coroa o jogador g: ganha 1 real de g.. Mas, se uma apresentar cara e a outra
coroa entdo o jogador g. que ganha 1 real do jogador g.. A matriz de payoff para este jogo &

oF

cara  coroa
cara | (1,-1) | (-1,2)
coroa | (-1,1) | (1,-1)

Definicao 5. Dizemos que uma estratégia ei € E, € uma estratégia dominada ou

Jortemente dominada por uma estratégia e« € E., quando independente da escolha

do outro jogador, o ganho de g por usar €ii € menor do que seu ganho por usar €x. Ou
seja,

aij<ag Vj=1,...,#E.
Se,

aij <ag Vj=1,...,#E,

dizemos que ei € fracamente dominada por ex. Analogamente se define os mesmo
conceitos para elementos deE (por simplicidade estamos considerando jogos com dois

jogadores).

Exemplo 5. Considere um jogo cuja matriz de payoff & dada a seguir:

0
€1 €n €3 ey
e | (5.2) | (26) | (1.4)| (0.4)
ep | (00) | 32| (21)| (1.1)
e | (7.0) ] 22) | (1Y) | (B.1)
e | (99 (1.3)| (0,2) | (43)
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Vamos analisar as estratégias dominadas.

1. A estratégia e; para o jogador ¢g. € dominada pela estratégia e.. Pois,
de(5,2)e(04)==4> 2,
de (0,0)e(1,1) == 1>0,
de(7,00e(51) == 1>0,
de(9,5)e(48) == 8>5.
descartando a 1° coluna temos

€n €3 &y
e | (26) | (1.4) | (0.4)
ep | 32) | (21) | (1.1)
e | (22)| (11| (B
ey | (1,3)](02) | (48)

O

2. Para o jogador gi, as estratégias e: e e. s30 estritamente dominadas respecti-
vamente por e, e e:. Eliminando as linhas das estratégias dominadas (mesmo
processo do item 1) temos

02
€» €3 €4
€212 |21 | (11
e;s | (22) | (11) | (5.1)

3. A estratégia e para o jogador g. & estritamente dominada pela estratégia e». Logo

02
€ €24
€21 (32| (1,1
e;3 | (22) | (5,1)
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4. A estratégia ex para o jogador ¢. é estritamente dominada pela estratégia e».

Assim
02
€
€| (32
. 2le2
e13 (212)

Por fim, a estratégia e; do jogador g: & estritamente dominada por pela estratégia e. e
portanto, a solugdo do jogo & (en, ex).

Definicao 6. Seja {ex,€ex, ..., enk} 0 conjunto de estratégias puras de um jogador gk .

Chama-se de estratégia mista de um jogador gk , o vetorp = (pi, Py, - - ., Pn) pertencente

=

ao simplexo Sn = {(X;, Xz, ...,%n) € R™; Xi = lexi > 0}. Isto &, p € uma distribuicdo
i=1

de probabilidade, sendo pi a probabilidade de cada estratégia pura eik usada pelo jogador

gk em suas jogadas.

O ganho esperado para o0 jogador g ao usar uma estratégia mista p € Sn e jogador
g uma estratégia ej. € E; & dado pela j-ésima coluna do vetor p'A, que sera representado

por (p'A); . Dessa forma, se o jogador g: usa p € Sn € 0 jogador g. usa g € Sm, 0 ganho
esperado de g € p*Ag. De forma analoga, para o jogador g. , p'‘Bq € o seu ganho por
jogar g quando g: joga p.

Definicao 7. Uma estratégia p € Sn € chamada de melhor resposta para estratégia
g € Sm se satisfaz

p'Ag = x'Aq V x €S,.
fixado g € Sm, denotamos o conjunto
MR(q) ={p € Sn; p'Ag = x'Aq V x €Sn}
como sendo o conjunto de melhores respostas para g.

Proposicao 1. MR(q) f= @.
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Demonstracao: Temos que Sn & compacto, pois & limitado e fechado. Logo pelo Teorema

de Weierstrass, a funcdo

X € Sn — x'Aq
atinge seu maximo em Sn , ou seja, 3p € Sn, tal que
(P)'Aq = X'Aq
Portanto, MR(q) f= @. u
Proposicao 2. MR(q) ¢ compacto.
Demonstracio: Como MR(q) & limitado uma vez que MR(q) C Sn e Sn & compacto,

basta mostrar que MR(q) é fechado. Com efeito, tome a € MR(q). Entao existe uma

sequéncia (pk)ken € MR(q) tal que

lim pk = a.

k— oo

Como (pk)ken € MR(q), temos que
(p)'Aq = x*Aq V x €Sn.

Fazendo k — oo, entdo

(a)!Ag = x'Aq V x€S,

logo, a € MR(q) implicando que MR(q) é fechado. Portanto, como MR(q) & limitado e
fechado,M R(q) & compacto. ]

Proposicao 3. MR(q) € convexo.

Demonstracao: Sejam p,r € MR(q). para s € [0, 1] temos que

[(A—s)p+srTAg = [(1—s)p'+sr]Aq
= (1—s)p'Ag+sr'Aq
> (1 — s)x'Ag + sx'Aq
= Xx'Aq

logo 0 segmento de reta [p, r] € MR(q). Portanto, MR(q) é convexo. u
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2.2 Equilibrio de Nash

Considere um jogo com dois jogadores g: e g. que possuem respectivamente as
estratégias puras E;, E: e A = (@ij)nxm, B = (bij)nxm COMO suas matrizes de payoffs,
onde n =#E, e m = #E,.

Definicao 8. Um Equilibrio de Nash (EN) para um jogo, consiste em um par de

estratégias (P, q) € Sn X Sm que satisfaz
p'Ag > X'Aq ¥x €Sh e p'Bg=p'By Vy € Sm. (2.1)

Um par de estratégias (p,q) € Sn X Sm € dito um Equilibrio de Nash Es-
trito (ENE) para o jogo se em (2.1) vale que

p'Aq >x'Aq VxeSn—{p}e pBq>pBy Vye Sn—{q} (2.2)

Proposicao 4. Um (ENE) € da forma (ei, fj) € Sn X Sm onde e; e fj pertencem as bases

candnicas de seus respectivos espagos.
Demonstracao: Seja p € um ENE. Por (2.2)
P'Ag>XxAqQV xe S, — {plepBg>pByVye Sn— {q}

Assume para efeitos de contradicdo que p fe {ei,...,en}. Como a desigualdade acima vale

V x € Sy — {p}, em particular vale que

p'Aq >efAq=(Aq); V] €supp(p)={i€{l,...,n}pi>0} peSn.

> > >
Como pi=1,entdop'Aq=  pi(p*Aq)>  pi(Aq)i = p'Aq. Logo p'Aq > p'Aq,
i=1 i=1 i=1
que é um absurdo. Portanto, p € {e;,...,en}. Analogamente segue que q € {f,,...,fm}.
Portanto se (p,q) sao ENE, (p,q) & da forma (ei, fj). |

Note que (p,q) € Snh X Sm € um EN quando
p € MR(q) ={p € Sn; p'Aq > x'Aq V x € Sp}
g€ MR(p)={q € Sm;p'Bq = p'By VY € Sn}

ou seja, um EN & a melhor estratégia de um jogador sobre seu oponente.
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Observacao 1. Nem sempre a melhor estratégia de um jogo, serd um EN.

De fato, considere o jogo Dilema dos Prisioneiros (exemplo 1). A melhor es-
tratégia para os dois jogadores seria que ambos optassem por negar o crime, porém devido
as circunstancias, ao analisarem a melhor estratégia para si, acabam optando por confes-
sar. lembrando que Paulo € jogador g e Carlos o jogador §., vamos analisar como iSSo
acontece:

t) Se 0. optar por confessar, e gi confessar, g pegard U,(confessar, confessar) = —5. Se
0. negar, pegard U(negar, confessar) = —10. Entdo se §: confessar, a melhor estratégia
para ¢ € confessar.

i) Se g. optar por negar, e g: confessar, g pegard U.(confessar, negar) = 0. se g negar,
pegard Ui(negar, negar) = —1. Nesse caso a melhor a melhor estratégia para g também
€ oonfessar.

Dessa forma, Olhando do ponto de vista de Paulo, o mesmo optaria por confessar. Anali-
sando na mesma linha de raciocinio, Carlos também optaria por confessar. Portanto em
termos de estratégia pura (confessar,confessar) € o equilibrio de nash para o jogo Dilema

do Prisioneiros.

. z
Observacao 2. Em termos de estratégia mistas, (1, 0)(1,0) € S, X S, € o Equilibrio

de Nash do jogo Dilema dos Prisioneiros.
Com efeito, seja

-5 0
A=1 I
-10 -1
a matriz de paycf)f df gl. Pélra todox=(t, 1 - e S t@%s_%u%
t1-t - - = tl-t
00 !
0 U
-10 -1 0 _10
= —5t—10+10t
= 5t—-10
< -5 (pois0 <t <1)
- E 5 0 1

I
[
(@)

i
]
]

~10-1 0
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Dessa forma, tomando p = (1,0) eq = (0, 1) entdo p'A q > X'Aq ¥ x € Sn. Considerando
0 I
-5 —-10
B=1 0
0o -1

a matriz de payoof de 9. V y[:[(s, 1-— s)[e S; temos que.

- I 5 _10 s - I 55-10
10 °* = 10 - ﬁ
0 0 l - ]
0 -1 l1-s5s —1+s
= bs—-10
< 5 (poisOSs_S 1)
- I 5 10 1
= 10 - 00
0 -1 0

Logo parap=(1,0),q=(1,0)ey=(s,1 — s) € S, temos que p'B q = pBYy Vy € S,.
Portanto, p = (1,0) eq= (1, 0) € 0 EN para o jogo Dilema dos Prisioneiros.

Usando a mesma linha de raciocinio, verifica-se que 0s pontos
-._ . =xZ

'(1,0),(1,0)2; "(0,1), 0, 1)2 e 61, 1¢

33 33
sa8o EN do jogo batalha dos sexos (exemplo 2). Além disso, através de argumentos
otimizacdo os pontos citados tanto no jogo Dilema dos Prisioneiros bem como no jogo
Batalha do Sexos sao os Unicos EN de seus respectivos jogos (ver [22]). Note também que
0 jogo Batalha dos Sexos nos mostra que os conjuntos MR(p) e MR(q) podem possuir

mais de um elemento.

Assim, um par de estratégias (p,q) € Sn X Sm & um ENE quando

{p} = MR(q) e {q} = MR(p) .

Os jogadores de um jogo simétrico possuem as mesmas estrategias, papeis indis-
tinguiveis. Para tal jogo onde a matriz de payoff € A € Mnxn, a definicdo de Equilibrio
de Nash & semelhante a de Equilibrio de Nash para jogos assimétricos, que & um tipo de

jogo onde em maior parte os jogadores possuem estratégias diferentes ja que € possivel ter
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jogos com estratégias iguais porém, se trata de um jogo assimétrico como por exemplo o

jogo Batalha dos Sexos (exemplo 2).

Vamos estudar os EN de jogos simétricos que sao da forma (p, p) € Sn X Sn, onde
p & uma melhor resposta para si mesmo. isto &,

p'Ap = x'Ap V x€ S,. (2.3)

Dessa forma para um jogador g, temos que p € MR(p). Note que de (2.3) aplicando a
transposta em ambos os lados

p'Alp = p'A'x == p'Bp > p'Bx.

ou seja, para o jogador g:, p € MR(p).
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3 DINAMICA DO REPLICADOR

O Replicador & um ser capaz de se auto-replicar ou seja, que gera uma prole idéntica
a si proprio. Dessa forma, com o intuito de analisar como se da evolugao temporal de
determinadas espécies, estamos na verdade interessados em analisar a Dinamica do Re-
plicador. Nesta se¢cao, tomando como base as referéncias [6] e [11], abordaremos conceito
da Teoria dos Jogos Evolucionarios para deduzir e definir a Equac@o do Replicador. Em
seguida, analisaremos sua Dinamica vendo alguns resultados a seu respeito e mostrando

a sua relac@o com Equilibrio de Nash e a Equacao Geral de Lotka-Volterra.

3.1 A Equacao do Replicador

Na Teoria Classica dos Jogos, 0s jogadores sdo racionais em suas ag¢des no sentido
que cada jogador decide sua propria estratéegia visando um ganho. Entretanto, na Teoria
dos Jogos Evolucionarios os organismos (jogadores) que interagem entre si (jogo), nao sao
racionais. As estrategias dos organismos sdo suas caracteristicas fenotipicas, que ja sao
pré - determinadas por um ser, o Replicador. O ganho (payoff) & aptidao ao ambiente no
qual esta vivendo , que no sentido Darwiniano significa o seu sucesso reprodutivo.

-z

Assume que uma populacdo é constituida em n-tipos de replicadores denotados

por E,, E,, ..., En que participam de um jogo, onde esses tipos podem serem vistos como

sendo n estratégias, e Seja x; a frequéncia relativa da populac@o do tipo i, com

=
X=X, X, ..., Xn) €Sh={(x;, X2, ..., Xn) € R"; xi=1exj >0}
i=1
O vetor x pertencente ao simplexo Sn @ denominado de estado da populacao.

Exemplo 6. Em uma populagao com 100 individuos, 40 sdo do tipo E;, 35 do tipo E. e
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25 do tipo Es. Logo
40 35 25

X =100 100" * " 100

Definimos fi(x) como sendo a aptidao (fitness) de Ei, onde a aptidao representa o
quao bem uma espécie esta adaptada em um determinado ambiente, sendo associado ao
Seu sucesso reprodutivo.

Vamos supor que a populac@o & suficientemente grande e que as geracdes sao in-
distingu"1veis, dessa forma podemos assumir que o estado x(t) evolui no simplexo S, como
uma funcao diferenciavel de t. Logo a taxa de crescimento i' do replicador E;i sera uma

i
medida de seus sucessos reprodutivo. Pelo principio basico do Darwinismo ( organismo
mais apto é selecionado pelo meio e transmite suas caracteristicas aos seus descendentes)
podemos expressar tal sucesso como a diferenca entre a aptidao fi(x) de Ei e a média das

aptidoes T(x) = = Xi(t)fi(x) da populagdo. Assim obtemos
i=1
Xi I o
Xi = fix)-f(x) , i=1,2,...,n (3.1)

Definicao 9. O sistema de equacdes (3.1) € chamado de Equacao do Replicador .

A Dinamica do replicador descreve a evolug@o da frequéncia de estratégias em uma
populacdo. Note que, se as funcBes fi forem localmente lipshitzianas, entdo as solugdes

de (3.1) estao unicamente determinadas pelas condicOes iniciais ( teorema de Picard).

Proposicao 5. Se as funcdes fi forem localmente lipshitzianas, entdo Sn € invariante

pelo fluxo de (3.1).

Demonstracao: Queremos mostrar que se a condi¢go inicial xi(0) € Sn, entdo x(t) €

Sn VYt e R. Com efeito, definindo a seguinte func¢ao

S:R——R
=
t — S(b)= xi(t)
i=1
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e considerando Xi(t) solugado de (3.1) temos que

. =
S@t) = X'i(t) _
E
= O ~ 09),
= =
= xR0 — _xiOf (9,
= = :

= 00 -F0) _ xi() “pois F(x) = . xi(t)fi(x)
== S(t) = F(X)(1-S().
Dessa forma a solugdo constante S(t) = 1 & solugao de S(t). E assim toda soluggo de x(t)
de (3.1) com condicao inicial

=
S(0) = xi(0) =1
i=1
=
cumpre S(t) = xi(t) =1 Vtel, ondel & o intervalo de definicao de xi(t). Portanto,
i=1
as solucgoes de (3.1) comegam em Sy e permancem, sendo assim o simplex Sn invariantes
por (3.1). [ |
Note também que a face de Sn denotado por Sn(J) = {(X;,...,Xn); Xi =0Vi e J},
tal que J C {1, ..., n}, também & invariante pelo fluxo de (3.1). Pois, se xi(0) =0Vi € J
e assumindo fi como sendo localmente lipshtiziana para todo i, pela unicidade das solugdes
maximais temos que xi(t) =0 Vie Vt € 1, onde | & o intervalo de definicao de x(t), e

dessa forma a face Sn(J) & invariante por (3.1).

Observacao 3. A existéncia e a unicidade das solugdes de (3.1) e o fato de que o com-

pacto Sn € invariante por (3.1), garante que o intervalo de definicdo de toda solugdo com

oondicdo inicial em Sn € 1 = R.(ver [24])

Considere um jogo simétrico com n estratégias puras R, R, ..., Rn e seja U €
Mnxn @ matriz de payoff deste jogo. Suponhamos que cada tipo E; corresponde uma
estratégia mista deste jogo P' € Sn. Seja aij = (P')'UPJ o ganho de um tipo Ei ao

interagir com um tipo Ej, temos que a matriz A := (aij) € Mnxn Sera a matriz de
payoff do jogo com n estratégias puras, onde cada uma delas representando um tipo E;
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de replicador. Dessa forma, a aptidao fi(x) do tipo Ei numa populagdo de composi¢ao

X = (X1, X3, ...,Xn) € Sn sera dado por
fi(x) = (AX);i

e a aptidao média da populagdo como sendo

= =
f(x) = xifix) =  xi(Ax)i = x'Ax.

i=1 i

Portanto, teremos como a Equacado do Replicador
) I
Xi =Xi (AX)i —x'Ax , i=1,2,...,n ¥YxeR" (3.2)

De agora em diante, utilizaremos como Equagao do replicador a expressao (3.2)
restrita a Sn. Note que o lado direito da equacdo (3.2) & uma fungdo lipshtziana, pois
é uma funcao continuamente diferenciavel definida no compacto Sn, logo sua derivada &
limitada e como consequéncia a funcdo sera lipshtziana. Com isso, as solugdes de (3.2)

estao unicamente determinadas pelas condigOes inicias e como ja foi visto (Proposi¢ao 5),
=

Sn e em particular int(Sn) = {(X, X ...,Xn) € R"; Xi = lex; > 0} sdo invariantes
i=1

por (3.2) e as solugdes com condi¢Oes inicias em Sp estdo definidas em R.

Proposicao 6. Se x(t) € uma solugcdo de (3.2) com condigcdo inicial satisfazendo X;j(0) f=
0, temos que

-z
=0 (A
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Demonstracao: Com efeito,
z

d™xi™ _ XX — XX
dt X (x5)? ’
_ Xi[(AX)i = X'AX]x; — XiXi[(AX); — X'AX]
°
_ Xi(AX)ixj — xiX'Axxj — XiXj(AX)j + XiXX'AX
i’ ?
_ XiXi[(AX)i — (Ax)i]
(xj)? ’
q- b2
Xi Xi
el A (GO GO

A proposicao 6 nos permite analisar a frequéncia de uma espécie do tipo Ei com
— . X
relaggo a uma do tipo Ej. Por exemplo, se (Ax)i — (Ax); = O terlamosque 2° = ¢ com
i
c constante. Assim a frequéncia dos tipos E; e Ej estariam em uma razao constante ao

longo do tempo.

Proposicao 7. A adicdo de uma constante bj a todas as entradas da j-ésima coluna da

matriz A ndo altera a equagdo (3.2) .

Demonstracao: Seja

000 - bj 0 -
8. [ 00 bj g |
] b -
00:- - b ---0
Note que dados ej e ej vetores da base candnica do R" pertencentes ao simplexo Sn e
=
X(t) € Sn onde Xi = 1 temos que
i=1 b3

eBj=hje! exBj= =Xibj e'=bj  xet=pe' == eB;=x'B;. (3.3)
i j J ] J !
i=1 i=1
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Logo, para cada i=1,2,. . . ,n temos que 5
Xi = X[ (A+Bj)x —Xt(A+Bj)X],
|

= xi[e'(A + Bj)x — x'(A + Bj)x] ,

= Xi[e'Ax + eiBjx — X'Ax — x'Bjx] ,

= Xi[(e'Ax — x'AX) + (e Bjx — x'BjX)],

= Xi[(AX)i — x'AX) + (e'Bj — X'Bj)X] .
Portanto por (3.3) teremos,

Xi= Xi[(AX)i — x'AX)].
|

a proposicao (7) nos ajudara mais adiante a obter resultados importantes com relagao a

Equacao do Replicador (3.2).

Proposicao 8. Se o produto P(t) =  (Xi(t))* estd bem definido, sua derivada satisfaz

P=P af(AX)i — X'AX]
onde x(t) € solugdo de (3.2).

Demonstracido: Usando a regra do produto e considerando Ai = ai[(Ax)i —X'AXx], temos



32

Y

) a1—1y ai a g
P(t) - 0(1X1] 1X1 I:2(X|(t)) + Xll dt (X(;Z e nXan) ,
n
Y an
= ox "' X1[(AX)1— x‘AX)] (xi(t))™ + x4 d (X ' -nx )
i=2
— 1 AX) + Xt t )a|+ Xa Xan ,
= [ A) = X Ax)f]((xxt» "X (55 O
1 on
i=1 "
n n
Y Y d
— /11 . (Xl(t))ai + Xdzla2X@;2—1X-2 -_3(Xl(t))ai + meaz dt (Xéz L ,Xﬂn) 1
Y n - Y n

=1 ?(X (D)% + X oy X*35x [(Ax) X'AX)] (X ()% + x*! x”‘2 - ()ﬁ‘t2 <3 - XY,
=4 BR@)+ o [(A) — xA] ¥ on )+ X (xe-x)
1 1 2 dt 3 n
i=1 i=1

z
Y ai a1 02 g
= A - i)+ XEIXF G (X - - - %),

n—1 Y z q
= A GGO) 4xAxB T g ()
i=1

n—1 Ty -z . 3
= Ai i) +xUx%+ - % o x2 [(AX)n — XAX]
i=1 i=1
-1 Ty .Z Y
= Ai iM)* +  (xi(£)% an[(AX)n — X'AX],
i=1 i=1 i=1
n =~n z
= A ()
i=1 =1

Portanto, como tomamos Ai = ai[ (Ax)i — Xx'Ax],

, =
P=P af(Ax)i — X'AX].
i=1
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=

i:l

Xi = 1}. A restricdo

Teorema 1. Fixados ¢, C, C; reais positivos. Seja H = {x € R?;
da transformagdo projetiva

T: H
X

—— H
— T X) =y, comy

ao S; fornece uma conjugacdo entre a Equagcdo do Replicador

Xi= Xi[(AX)i — X'AX)]

com Equagdo do Replicador
yi= Vil(Ay)i — Y'Ay)],

a..
ondeA=(—1).
Cj
Demonstracao: Considere h como sendo a restricdo de T ao S:;. temos que:

1.h(S)CSs
h(x) = goyffglto, tg;&]gﬂ.:&zéi&’ ¥3) € h(S;) entdo existe X = (X1, X, X5) € S: tal que
i &5 ¢ X _
j=17T1]
:3‘ % 5% -
y>0e yzi—iig—:lzsy €S
| i ]?):1 CJXJ 1 3

Logo, h(S:) C S..

2. h & injetiva.
Sejam x, z € Ss tal que h(x) = h(z). Para todo i = 1, 2, 3 temos que
=

=
Xi Zi
C X cz X z ! ! 1 1
. . - 1 1 . -
11 — 11 == — == =1 — =1 == —
= = = = = =
CjX;j CjZj CiXj Cjzj CjXj Cjzj CjX;j Cjzj
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Portanto,
X - Zi X =2Z.
= = ol
CjZj
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3. h & sobrejetiva.

Com efeito, como h & continua e S: & simplesmente conexo, entao h(S:) é simples-
mente conexo.
afirmacao: as faces S;(J) de S; estao contidas em h(S:).

De fato, pois dado x € S:;(J) existe i =1, 2, 3 tal que x; = 0. Dessa forma,

e assim as faces S;(J) estao contidas em h(S:). Logo, pela conexidade de h(S:) e por
esta ultima afirmagdo podemos garantir que S; C h(S:). Dai, Pelo item 1 temos que
h(S:) C S; entd@o, h(S:) = S; e portanto h & sobrejetiva.

4. DT(x) @ um isomorfismo Vx € S;, onde DT (x) & a derivada de T no ponto X.
=

Note que dado x € H temos que Xi =1leassim, xs =1 — xi1 — X.. Logo, com X;
i=1

escrita em fung@o das variaveis x;, x., a transformagdo T pode ser reescrita da seguinte

forma
- =
CiX CoX
T (X1 , )5): 171 ’ 272
CX1+CXo+C3(1—X1— %) CX1+CXo+Ci(1—X1— X)
Assim,
- z
5 € CXi+ X +6(1 — X — X)) — eXi(C — )
o Ti(x,x) = ’
0x1 () [cxi+ e+ ¢(1 — xi — X)P
Y _ CiCsX2 — CiC3X2 + CiCs
_:>_8x] Tl (Xl 1 Xz) -

[cxi +CXo + G(l—x — x)P? .

—CiXi(C—C3)
[cxi +Cxe + c(l—x — x)P

8 _
o T(x, x)) =

CiCs3X1 — Ci1C2Xi
[exi +CXe 4oyl —x — X))

— 0
=== T, (X, %)
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—C2X2(C1 — Cs3)
[exi +CXe 4oyl —x — X))

) —
P T,(x, x,) =

C2C3X2 — C1C2Xo
[exi +CXe 4 oy(1—x — X))

- z
G eXi+toXo+ (1l =X —X) —CXf(C — X)

— ol —
_:>_6x1 T2 (Xl ) XZ) -

orF2(X1,%2)

E £A AW [a]
[Cxr+F X ¥ (I —xr = X}

Ci1CoX1 — C2C3X1 + CaCs

== T (x,, = .
Ox2 260:%) [exi +CXe + (1 —xi — )P
Como
6_(31 T1(X1, Xz) 5(12 T1(X1, Xz) .
det[DT (x)] _ - i
- a -
- _a_
ento T2 (X1, X2) oxs To(X1, X2) =
CiCxX2 — CiCsXa + CiCs Ci1C3X1 — CiCaXi

[cxi + e +C(1 — X — Xz)]2 [cxi +exe +C(1 — xi — Xz)]2
det[DT(X)]z ="

L] o

FaSWa VAV Fa FaNaSA V2 oS VA VAR B o S
UIZU3A CIVIAZ CUIVIAI VIU3IAT T UIU

[cxi +ex +C(1 — X — Xz)]2 [cxi +ex +C(1 — xi — Xz)]2 '

usando a propriedade do determinante,

det[DT (X)]ﬂ — 1 CiC2X2 — CiCsX2+ CiCs CiC3X1 — CiCaXi .
_ _ 4 —CCX —CCX +CCa=
[cxi + cxa + C3(1 — xi —x)]*, e 2 19 2 clex | 23 23
Tomando
1
A=

[cxi TOX +(l-x — x:)]*
e calculando o determinante temos,

- z
detDT(X)]p = 4 C1Cz(C:~)2 - ClCz(Ca)2X1 + (01)20203X1 — C1Cz(C3)2Xz + CI(CZ)ZCS

- z
= A CCG(C — C:Xi + CXi — CXo + CoX)

1 zZz

= [C1X1+C2X2+C%(1_X1_X2)]4 [CICQCG CIXI+CZX2+C3(1—X1—X2) ]
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Ci1C2Cs
[cxi+ex +6(1 — xi — x))P
base de R%. Portanto, DT (x) & um isomorfismo.

Logo, det[DT (X)]b’ = 0 para todo x € H, onde g &

5 h:S; — S; @ um difeomorfismo.
Pelo item 4, temos que DT (x) & um isomorfismo para todo x € H, logo pelo teorema da

funcdo inversa, dado a € H existem abertos V sae W s T(a) tal que
T:V-W

é um difeomorfismo. Dessa forma, h & um difeomorfismo local e como pelo item 2 h &
injetiva, portanto h & um difeomorfismo global.

6. Finalmente, h & a conjugagdo entre a equagao (3.2) com a Equacgao do Replicador

com matriz
A = - Qi
cj
Com efeito, considere x(t) solugcao da Equagao do Replicador (3.2), e note que
= =
(AX)i = aijxj e X'Ax = XiaijXj .
j=1 i,j=1
—CiXj
dardeyi = temos
CkXk
k=1
3 3
= =
CiX'i  CkXk — CiXi CiX 'k
Vi = =1 k=1
(" o)’
k=1
3 3
= =

3 3 L )
CiXi (AX)i — X'AX CkXk — CiXi  CkXk (AX)k — X'AX

k. k—1

—1
=1 K=

(" ox)’
k=1
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3 3 3 3
= = = =
CiXi(AX)i CkXk — CiXiX'AX  CkXk — CiXi ckXk(AX)k + CiXi  CkXkX'AX
_ k=1 k=1 k=1 k=1
(" cow)’
k:l
3 3
= =
CiXi(AX)i CkXk — CiXi CikXk(AX)k
_ ket k=1
(" o)’
k=1

> > s =

CiX; ajX;j CkXk — CiX; CrXk AkjXj

. k=1 k=1 .
— i =8¢ 3 =1 ,
(Z Ckxk)z
k=1
EZex E X x5 I
= i_ T a”)( CkXk akj ’
cxx =1 k=1 =1 CkXk
k=1 k=1
=
cxi EEa; - 5 cxag CX
= — C X
= j k
il k  Ci 3
CkX i1 C j= ]
k=1 K=l rj=1 CkXk

k=1
- ) z
multiplicando em ambos os lados da igualdade por 3p | CpXp, teremos

Vi o_ _oxi TEai gxi E oo ag cx E
= = o= ,E o=

CpXp Ckxk 1= CpXp ’ CpXp CkXk
p=1 k=1 p=1 p=1 k=1

I — — 1
E OV Ai-YAY L 5
Definindo 7 (t) = > cx (s)ds , temos que 9 z (t) = 3 c X (t). Da"1, note que
0 p=l PP dt p=1 PP

g I _ 1
nos permite escrever Y& (t)) = JLE:—X‘ Portanto, yi =i (Ay)i — y'Ay

p:l pp
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3.2 Relacoes entre o Equilibrio de Nash e a Equacao
do Replicador
Lembrando que um ponto de equilibrio de uma equacao diferencial
(t dx T(t, X)
X(t) = =X =T1(t,
=

e um ponto x € R" tal que
x(t) = f(t,X) =0,

0s pontos de equilibrio da Equagao do Replicador (3.2) sdo 0s pontos X € Sy, tais

que

(AX)i = X'Ax V i €supp(x)
ondesupp (x) = {i €{1,...,n} x 0}. Note que os pontos x € int(Sn) satisfa-
zemsupp(x) = {1, ..., n}, entdo os pontos de equilibrio de (3.2) em int (Sn) satisfazem

(AX)i = X'Ax V i € supp (X).

Observacao 4. Todo ponto de equilibrio de (3.2) em int (Sn) € solugdo do seguinte sis-

tema linear

g (AX) = (A= = B

com n incognitas e n equagoes.

A primeira condigdo do sistema (AX) = (AX), =+ = (AX)n se dd pelo fato que
se X € intSn € um ponto de equilibrio, entdo (AX)i = X'AX i € supp(X). E a segunda €

pela definicdo de X € intSp.

Nas faces de Sn 0s pontos de equilibrio de (3.2) sdo determinados de forma analoga

pois, fixado J C {1, . . ., n}, os pontos de equil 1brio de (3.2) na face

Sn(@) ={(x, ..., xn);xi=0Viel}
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sao

X ESn; (AX)i=x'Ax Vi ZJ.

Dessa forma, todo ponto de equilibrio de (3.2) na face Sn(J) & solug@o de n—#J equagoes

e n —#J incognitas ( ja que i £ J), ou seja,

o (A)i=(AX); Vi,j &
o= Xi=1
I
iZJ

Para os casos onde J = {j}, isto & J & unitario, temos que Sn(J) = ej € o ponto de

equil 1brio de (3.2). Por exemplo, supondo J = {2}, seja

a b c
A=[ d e f[
- a b ¢ 0
- b3
e¢Ae:= 010 1 def 1 =e.

I -
I -

Por outro lado

Logo para i = | =2 i=

ponto de equil 1brio.
Existem relagdes entre os pontos de equilibrio da Equagao do Replicador (3.2) e

0 Equilibrio de Nash (EN) para um jogo simétrico com matriz A, dentre elas veremos as

seguintes

Teorema 2. Se (p,p) € um EN do jogo cuja matriz de payoff € A, entdo p € um ponto de
equilibrio do sistema (3.2) .



40

Demonstracao: Como (p,p) &€ um EN, entdo satisfaz
P'Ap > X'Ap V x € S,
em particular, satisfaz p'Ap > e'Ap = (Ap)i V i. Devemos mostrar que

(Ap)i = p'Ap V i € supp(p)

Para isto suponhamos que existe j € supp(p) tal que
(Ap)j < p*Ap (considera-se 0 caso < pois como p é EN os (inico casos possiveis sdo <).

=
Dessa forma,lembrandoque  pi = 1 teremos que
i=1
n n

= =
PAp = pi(p'Ap) > _ pi(Ap)i = p'Ap == p'Ap > p'Ap

0 que & um absurdo! logo, (Ap)i = p'Ap Vi € supp(p) e portanto p &€ um Equilibrio de
Nash. |

Teorema 3. Se (p, p) € um equilibrio de Nash estrito (ENE) e estdvel do jogo com matriz

de payoff A, entdo p € um ponto assintoticamente estdvel de (3.2) .

Demonstracao: Por hipotese (p, p) @ um ENE e em particular € EN, logo pelo teorema
anterior temos que p & um ponto de equilibrio de (3.2) . Como p &€ ENE pela Definicao 8,

equacao (2.2) (secao anterior ), temos que

p'Ap > x'Ap ¥x € Sn — {p}.

pela proposicao 4, os pontos que sao ENE pertencem as bases candnicas de seus respectivo

espacos. Dessa forma como (p,p) € um ENE existe ei com i = 1,...,n tal que p = ei.
Assim,

efAei > xtAei VYx € Sh — {ei}. (3.4)
Logo,

xtAei — el Aei< 0V x €S, — {ej}
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em particular,

efAei —etAei <0 Vj f=1, pois ej € Sp. (3.5)

Note que para cada j f=i a fun¢do dada por pelo mapa
y —— ¢ Ay —y'Ay

€ continua uma vez que A & uma matriz e e*j, y sdo pontos de Sn C R", logo se trata de
soma de fungBes continuas que é continua. Dessa forma pela continuidade do mapa e por

(3.5) existe s; > 0 tal que V x € B(ei, Sj) N Shtem-se que
efAx — x'Ax <0 (3.6)
Além disso, fixado y € Sn — {ei}, a continuidade da funcao
z—— @'Az — y'Az
e a desigualdade (3.4) garantem que existe si(y) > 0 tal que para todo x € B(ei, si) N Sn
elAx — y'Ax > 0.

Note que como Sn & compacto, existe si > 0 tal que para todo x € B(ei,Si) N Sh €
y e Sn - {e|}1

eiAX — Y'AX>0 .
E m particular se y = x € B(ei,si) N Sn —{ei}, entdo

efAX —X'Ax >0 (3.7)

Tomando s = min{s;, s, ..., sn} € fixando xo € B(ei,s) N Sn — {ei} e tv € R, temos que
se ¢ = (¢1, ¢, ...,¢n) & asolucdo maximal do problema de Cauchy dado por (3.2) onde
#(0) = xo € B(ei, S) N Sn, temos que ¢(t) € B(ei,S) N Sn Vt > 0 (devido a invariancia das

solugcBes no compacto Sn ) e por (3.6) e (3.7) ¢(t) satisfaz respectivamente

Q% = ((49)i — gt4g) <0 Yj f=1i

s
= ()~ ¢4g) >0,
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Logo,
¢i = ¢i((Ag)i — p'Ap) <0 Vj £ i
¢i = ¢i((Ag)i — $'A$) >0,
Assim, cada coordenada de ¢ € estritamente mondtona e como ¢(t) € B(ei,s)NSn Vt > 0
também & limitada, entdo o lim ¢#(t) existe, e tal limite pertence B(ei,s)  Sn \t > 0

{t— o0
aff: img(t) =ei=p

t— oo
Com efeito, suponha que o limi— ¢(t) = X f=ei, como ¢ & uma solugdo maximal do pro-
blema de Cauchy dado por (3.2), x& um ponto de equilibrio do sistema (3.2) pertencente a

B(ei, s) N Sn — {ei} . Logo,

(AX)i — X'Ax =0 == efAXx — X'Ax =0
contradizendo (3.7), pois-x deveria cumprir e'Ax= x'Ax > 0. Portanto, lim ¢(t) =ei =p
|

t— oo

e dessa forma p & assintoticamente estavel. [ ]

Teorema 4. Se p € o w-limite de uma orbita do sistema (3.2) contido no intSn, entdo

(p,p) € um EN do jogo cuja matriz de payoff € A.

Demonstraciao: Seja ¢ uma solucdo de (3.2) tal que {4(t),t € R} C int(Sn). Suponha

que tlirpo ¢(t) = p mas (p,p) nao &€ EN. Por um lado, como {p} = o({4(t);t € R}) entdo
p & um ponto de equilibrio de (3.2). Dessa forma

P'Ap = (Ap)i Vi € supp(p) .
Por outro lado, por definicao se (p,p) &€ um EN, entao

P'Ap = X'Ap V x € S == p'Ap = elAp V i == p'Ap = (Ap)i V i.

mas, estamos supondo que (p,p) nao & um EN, entao existe j tal que
(Ap); > p'Ap.

Note que que se (p,p) ndo & um EN, existe X € S onde
p'Ap < x:]Ap

= = p
== p'Ap<_ Xxi(Ap)i = Xi(Ap)i + Xj(Ap);
i=1 iew(m jé#su )
= xi(p'Ap) + Xi(Ap); -
iesupp(p) JZsupp(p)
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Dessa forma, j € {1, ..., n} — supp(p) tal que (Ap);j > p'Ap, logo existindo s > 0 onde
(Ap)j — p*Ap > s. Pela continuidade da expressdo, existe um 6 > 0 tal que se y €
B(p,d) N Sn entdo (Ay)j — y*Ay >s. Dessa forma para t suficientemente grande tal que
o(t) € B(p,0), e pelo fato de ¢(t) ser solugao de (3.2), temos que

#it) s == ¢ (t) >eIN%O) =y (0)et (integrado com relagdo a t, de 0 a t)
¢

j == pj = limew ¢i(t) > liMi o ¢i(0)e™ = +oo

que & um absurdo uma vez que p & um ponto de equilibrio do sistema (3.2) tal que

=
p € int(Sn) ou seja, pi = 1. Portanto, (p,p) € um EN. u
i=1

Teorema 5. Se um ponto de equilibrio p do sistema (3.2) € estdvel no sentido Lyapounov,

entdo (p,p) € um EN do jogo cuja matriz de payoff € A.

Demonstracao: Com efeito, suponha que para efeito de contradi¢do que p & um ponto de

equilibrio estavel no sentido lyapounov mas (p,p) nao & um EN. Entao existe X € Sp tal

que
= = . =
p'Ap <x'Ap == p'Ap< xi(Ap)i= Xi(P'Ap) + Xj(Ap)j
i iesupp(P) J#supp(p)
portanto, existe j € {1,..., n} — supp(p) e s > 0 tal que:

(Ap); — p'Ap >s
Pela continuidade da expressao, existe 6 > 0 tal que se x € B(p,d) N Sn, tem se que
(AX)j — X'Ax>s (3.8)

Por outro lado como p & estavel, por defini¢cao existe um §) > 0 tal que se xo € B(p, &) NSn
entao ¢(t) € B(p,d) N Snh Vt > 0 onde ¢ = (¢, ..., dn) € a solugdo maximal do problema
de Cauchy dado por (3.2) onde ¢(0) = x,. Logo, fixado x; € B(p,#) n —{p} com
J € supp(x:) e por (3.8) temos que

2i(t)

Pi
== $j > eSTEOD = ¢;(0)et == limiw ¢j(t) = +00

>9 \thO
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e dessa forma temos que ¢(t) € B(p,d) N SnVt > 0, ou seja que p n3o seria estavel, o que
& uma contradi¢ao. Portanto, (p,p) € um EN. [ |

Resumindo
i) (p,p) @ EN == p & um ponto de equilibrio.
ii) (p,p) @ ENE == p & um ponto de equilibrio assintoticamente estavel
iii) {p} = w(x) para algum ponto x € intS, == (p,p) & EN.

iv) p & ponto de equilibrio estavel == (p,p) & EN.

Proposicao 9. Nenhuma das condicdes acima vale a reciproca.

Demonstracao:

para i) Considere o sistema (3.2) com n=2 e

l 12
0 A=D
2 1
temos que e & ponto de equilibrio uma vez que
[ Coon 00 == (Ae) =1
12 1
Ae = [ 00 0= 0 1 -
[ C 2 1 0 2
e . b S
etAe= 10 =1== e'Ae
=1== (Ae)=e Ae'onde 1 € supp (e)
0 0 : 1 11 1 1
1 1
2 0 0
mas nao & EN, pois r
etAe= 01 =2>1=¢'Ae
0 0 1l
1
? 2

e para e; ser EN deveria acontecer

elAe; > x'Ae; V x €5,

portanto nao valendo a reciproca de 1).
para ii) considere o sistema (3.2) com n=2 e
U 01 0

A=l 0
10
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nesse caso, como o simplexo sera S, podemos considerar o vetor (x;, 1 —xi) € S, logo

0 00 0 I I
01 X 1-—-x
AX =17 00 =1 0
1 O 1[_ Xl [ Xl
€ 1-—x
X!AX = (X 1-x)
| | U 0 :2(1—X1)X1.
X1
Assim,
X1 =X ¢AX), —x'Ax I
- z
=X (1 — X1) - 2(1 - X1)X1
logo,
X1= X1(l — X1)(1 —2X1) .
-1 1% . .
Dai, note que p= ~,~ & ponto de equilibrio pois
22
1 1 1
X1 = X1(l - X1)(1 - 2X1) = 2-(1 - 2—)(1 - 22) =0

e assintoticamente estavel, uma vez que definindo uma funcao F como
F (X1) = X1(1 - X1)(1 - 2X1)

temos

FJ(X1) = (1 — X1)(1 — 2X1) — Xl(l — 2X1) — 2X1(l — X1) == FJ(l)Z: -1 2< 0.

Mas, 0 0
- 01 1 %471 _1
XtAp: X1 1—X 0 d _2

10 0 1_

o 2

0 _

C 11020 1

p p: ==

22 5 .o 2
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logo, x!Ap = p'Ap Vx = (x,1 —x) €S, e dessa forma (p,p) ndo é ENE pois deveria
acontecer ptAp > x*Ap Vx = (x;,1 — xi) € S.. Portanto, ndo vale a reciproca de ii).
Para iii) Considere o sistema (3.2) com n:D2 e

11

A:[

1
1
Por umladoetAei = 1, eV X = (x,1 —x) €8S, temos que x'Ae; = 1.  Assim

et Ae, = x'Ae. Em particular e'Ae > x*Ae,, logo (e, e) & EN.
Por outro lado, como um ponto qualquer x € S, pode ser escrito como (xi, 1 — X;) note

que
== (Ax) =1

0 00 0 B &

11 Xi
Aax=0 tho % _ 4

11 — Xi
: N

X'AX = x 1-x [ [ =1== (A% =xAxV xeS,.
1

Ou seja, todo ponto x € S, é ponto de equilibrio do sistema (3.2) com tal matriz de payoff

A. Dessa forma, e f= o(x) ¥x € S, — {e:}, devido x ser ponto de equilibrio. Portanto, a
reciproca de iii) é falsa.

para iv) Considere o sistema (3.2) comn=2 e

11
Por um lado considere p = (E’ z) temos que

0 l[ — =0 l: _
- — —x1 o —1Hp T -
tA _ 1 1 . 2 _- 12* 2 .
P AP 0 0y 2 2 1 127 2
2 2 -1 0 2 —5
eVx=Kx,1-—x)€S
0 0 0 i _
I g 4 1
a2 - T 2
. - ZD 0 1[ 0 ~ I U 1
_ _ -1 0 1 _= x5 1 x °C =
XAp_ Xi 1 Xi 1 1 1 1 2
2 —
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Logo, p'Ap = x'Ap Vx € S, eassim p é EN.

Por outro lado, 00 L -
0 -1 X _ —1+Xx
(AX) =1 =
0 0 [ a
_1 0 1 — Xl _Xl
e
X'AX= x 1_x Z[ —l+x - =Xk -1 —x(1-x).
1 1 1 1 1 1
—Xi
Dessa forma, 5
X = X (AX)I — XtAX
- z

= xi (x—=1)=-x(x—=1)+x(1-x)
= x - (1 —x)+x(1 —x)+x(1—x)

Portanto o sistema (3.2) com a matriz A em questao pode ser escrito como
X' = X1(l — X1)(2X1 - 1)

1
logo para p = é E) temos que

1 1 1

X125 (1=5)(2, ~ 1)=0

com isso, p & um ponto de equilibrio. Definindo
G(X1) = X1(1 - X1)(2X1 - 1)
teremos
GXx)=01-x)2x - 1) —x(2x —1) +2x(1 —x) == G()='>0.
2 2
i 1. . o 11 . .
Assim, p = > E) e um ponto de equilibrio instavel. Logo, p = (E, E) e EN, mas & um
ponto de equilibrio instavel, Portanto, n3o vale a reciproca de iv). |
Proposicao 10. Se p € um ponto de equilibrio de (3.2) em intSn , entdo (p,p) € EN.

Demonstracao: Com efeito, como p & um ponto de equilibrio de (3.2) em int(Sn) entao
(Ap)i = p'Ap V i . Logo,
= =
(Ap)i = p'Ap <= p'Ap = xi(p'Ap) =  xi(Ap) = X'Ap VX € Sn.
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Assim, p'Ap = x'Ap V x € S, . Em particular,
ptAp > x'Ap VX € Sh.
Portanto, p € um EN. m

Teorema 6. Todo jogo simultaneo, simétrico, com dois jogadores e com um nimero finito

de estratégias puras, tem pelo menos um equilibrio de Nash.

Demonstracao: Para s € R considere o campo

V s . Sn - Rn
dado por
Vis(x) = xi[(AX)i — x'Ax —ns]+s i=1,...,n. (3.9)
a equagao,
X =V3(x) (3.10)

vale para todo x € R" e suas solugBes existem e estdo unicamente determinadas pelas
condigOes iniciais. Note ainda que (3.10) & uma pertubacao (acréscimos de constante) da

equacao (3.2).
tomando s > 0 suficientemente pequeno, temos que

afirmacdo 1: 0 Sy e int(Sn) sdo invariantes por (3.10).

= .
Com efeito, seja S : R — R, dado por S(t) = Xi(t) onde x(t) & solucao de (3.10).
temos que : =

S(t) = X'i

- z
_ Xi[(AX)i — X'AX — ns] + s
ifl n n n
= = = =
= _xli(Ax)i - . 1xi(x‘Ax) — . Xins+_ s
1= = 1= 1=

n

=

= xX!Ax — X'AX  Xi — ns_ | Xi+ns
1= 1=

= =
= x'"Ax(1 — i—1Xi) +ns(1 —  xi)

M-

= (X'Ax + ns)(1 — S(t))
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Dessa forma, como a fungd@o constante S(t) = 1 é solugdo de (x'Ax + ns)(1 — S)=0,

entdo toda solugdo x(t) de (3.10) com condicdo inicial satisfazendo S(t)) = 1 satisfaz
S@) = zixi =1Vt € R. Logo, Sn & invariante por (3.10). Agora, considere uma

solugao x(t) de (3.10) com condigdo inicial
x(0) € Sn(J) ={(X, X2, . . ., Xn); Xi=0VieJCA{L,,,, n}}.

Sendo xi(0) = 0, por (3.10) teremos que Xi(0) = s > 0 e dessa forma para um vizinhanca
de 0 temos que Xi(t) > 0 para todo t nessa vizinhanga. Como Xx(t) € Sn para todo t > 0,
podemos concluir que xi(t) > 0 paratodo t > 0 e para todo i € J. Logo, o fluxo de (3.10)
sobre 0 bordo de S esta direcionado para o intSn (pois para x € int(Sn) tem-se que x;i >
0) e assim as solugOes estardo em intS, para todo t. Portanto, int(Sn) também e

invariante por (3.10).

De agora em diante, vamos considerar apenas a restricdo de (3.10) ao Sn.

Defina

Fs:Sn— R"
dado por Fs = x + 6V %(x) onde 6 > 0.
afirmacao 2. F5(Sn) C {x € R™; ?xi =1}.

. =
Vi = Xi + & Xi[(AX)i — xX'AX — ns] +s

dessa forma,
Vi = Xi + oxi(AX)i — Oxix'AX — dxins + Js

entao,
n n n n n
= = = = = =
Y = Xi+  oxi(AX)i —OoxX'AX  Xi —nds  Xi+  Js,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
= 1 + Ox'AX — Ox'AX — nds + nds ,

=1.
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=
Sendo assim, y pertence ao hiperplano {x € RY,  xi= 1} e portanto Fs(Sn) C {x €

i=1
=
R";  xi = 1} paratodo 6.
i=1
Como F;s & continua no compacto S, , pois & soma de fungbes continuas , e 0
campo em 0Sn aponta para o intSn (como vimos na afirmacgao 1) , entdo juntamente com
afirmacao 2 podemos afirmar que Fs(Sn) C Sn para ¢ suficientemente pequeno. Entao

para ¢ suficientemente pequeno Fs & uma func@o onde,

Fa‘:Sn—’Sn.

Pelo teorema do ponto fixo de Brower, existe um ponto fixo p(s) em S, tal que
- I
Fs p(s) =p(s).

Dessa forma, s

p(s) +oV* p(s) =p(s) == V3(p(s)) =0
Note também que pelo mesmo argumento visto na afirmacao 1, o comportamento do fluxo
de (3.10) sobre o bordo 0Sn nos diz que p(s) pertEnce ao int (Sn). Com isso, p(s) € int (Sn)
e um ponto de equilibrio de (3.10) pois V*° p(s) =0 e satisfaz

- L
pi(S)[ p(s) ; — P(S)'Ap(s) —ns]+s =0
Logo,
“Ap(s) - p(s)tAp(s) —-ns= ~ o) < 0 pois p(s) >0 jaque p(s) €int(Sn) (3.11)

Dai, Seja (sk)kn Uma sequéncia monotona decrescente no intervalo (o, s], onde lim sk =

k— oo

0. Como a sequencia {p(sk)}ken pertence ao compacto Sy, pelo teorema de Bolzano-

Weierstrass existe um conjunto infinito N C N para o qual a sequencia {p(sk) }kencn &
convergente. Entdo seja lim p(sk) =p, p ¢ Sn. logo por (3.11)
keN/

- 2
Ap(sk) ; — p(sk)'Ap(sk) — nsk <0
fazendo k € N’ C N tender ao infinito, teremos que

(Ap)i — pAp <0
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Assim,
(Ap)i < pAp == elAp < p'Ap Vi=1,,,n

entao como vale para os vetores da base ei de Sn entao

X'Ap < p'Ap V x € S
Portanto, p &€ um EN. m

Teorema 7. Se todo ponto de equilibrio x de (3.2) que seja um EN, € regular, isto €,

det DV'(x) f=0 onde V' € o campo definido em (3.9) com s = 0, ou seja o campo
Xi = [(AX)i —X'AX]
entdo hd apenas um numero finito deles.

Demonstracdao: Suponha por absurdo que ha infinitos pontos de equilibrio de (3.2)
em Sn que sao EN e & regular. Entdo considere {P,,P,,...,Pm,...} 0 conjunto infinito
enumeravel de tais pontos em S,. Pela compacidade de Sn existe uma subsequéncia
(Pm, )xen de (Pm)men que converge para um ponto de Sy, seja lim Pm,= p € Si. Por uma

k— o0

lado p também & regular, logo |DV'(p)| > ¢ para algum ¢ > 0. além disso, como V'

e um campo diferenciavel entao podemos escreve-lo da seguinte forma: seja x € Sn onde
p +Xx € Sp, temos
V(p+x) — V'(p) = DV (p)x + r(x)

r(x) _
onde limy—o X =0.
rex) dado © _
De lim,., — — 0. dado _ > 0 existe 5 > 0 tal que

X| 2

o< |x] <o == _m_< ¢ — [r(x)| < 9|x|.
=X " 2 2

Logo parad > Otal que,se 0 < |[x| <dep+Xx € S

0 0 0 _ c
IV(p+x)—V “(p) =DV (p)x| = [r(x)] <2—IXI



Por outro lado

- 0 oz - 0 z - 0 z . 0 0 z
[V (p+x)=V'(p) —DV'(e)x | = [DV'(p)x—V'(p+x)— V'(p)
> DV x| = IV(p+x) — V' (p)|

Assim,

C
DV @)X = V(P +x) = V'] =< r) | =<, Ix]
0 ERVL
= oy - RNV
x| 2
0 0
== |V (p+X)_V (p)| > |Dvo(p)| _ E
[X] 2
s & ¢
- 272
Desta forma,

v ‘(P+x) _ VO(IO)|
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X >0V xeR,0O<I|x| <5 ep+xeESn. (3.12)
X
Mas, para o0 > 0, existe Ko € N tal que para todo k > ko, temos que
0<|Pm —pl <9.
Com isso,
o- - zz 0 z z z|
Vip+ Pme—p =V | |VOP —-V'(P '=g
|Pm, — Pl |Pmk — pl
pois V' & um campo continuo e k & suficientemente grande tal que  limk— o Pm, =P,

z z
garantido que |V °(p™ — V °(p) | = 0 para k suficientementye grande. E isto contradiz

(3.12). Tal contradicao se da ao supormos que existe uma quantidade infinitas de pontos

de equilibrio de equilibrio de nash ,pois a partir disto conseguimos montar a sequéncia

que ocasionou a contradicdo. Portanto ha apenas uma quantidade finita de pontos de

Equilibrio de Nash que sdo regulares.
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3.3 Jogo Pedra-Papel-tesoura

O Jogo Pedra-Papel-tesoura € um jogo simétrico caracterizado por trés estratégias

puras Ei, E;, Es, com a seguinte regra

E. vence E: ,
E; vence E, ,
E. vence E: .

Se ambos usam a mesma estratégia pura, ocorre 0 empate. A matriz de payoff para um
jogador gk nesse jogo & dado por
E DV
A=@j)=_V E D
DV E
onde E,D,V significa empate, derrota e vitoria respectivamente para tal jogador. Isto
significa que quando um jogador gk usa Ei, i = 1, 2, 3 o resultado do jogo para ele & E,D,V
conforme a estratégia E;j, Ei., Ei-: usada pelo outro jogador respectivamente (com essa
analise identificamos Eo com E; e E: com E. ) .
atribuindo valores Jij, respeitando as seguintes desigualdades
iy < Ai < i
Aim1,i < 4i < Aigi
tal que Aii1 e Ai—.,i s80 os valores que representa a derrota (D),Aii & o valor associado

ao empate(E), Aii-: e Ai.,i 0s valores associado a vitoria (V). Entdo, pela proposi¢do 7
0 sistema

X'i = Xi[(AX)i — x'Ax],i=1,2,3
permanece inalterado se somarmos a A uma matriz cujos elementos da i-ésima coluna sao

—Jii. Com isso, efetuando tal soma para i=1,2,3 teremos a seguinte matriz

A= b 0 -a (3.13)
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onde as constante aj,b; sdo positivas . Portanto, podemos reescrever 0 sistema acima

como

Xi=x[(Ax)i — X'Ax], i=1,2,3. (3.14)

Observacao 5. Como visto na observacdo 4, os vértices €i sdo pontos de equilibrio de

(3.14),uma vez que tal sistema € um caso particular de (3.2) .

Proposicao 11. Se A ndo € singular (A € invertivel), entdo ndo hd pontos de equilibrio

em oS —{81, €, 83}

Demonstracao: De fato, fixei € {1, 2, 3} e considere x = sej + (1 — s)ej, onde j=i+1 e

s € (0, 1). Note que para i=1, e considerando os ei como sendo a base candnica do R?,
temos

x=sei+(1—9s)e=(,1—s5,0) € dSh— {e, e, e}

dat,
[ 00 [ 0 I
0 -a b S —a(l —5s)
b 0 -—a 0O 1_sD_D bis I
A= 00 O | i
Logo, : —a b, 0 0 —ais + bz(l — S)
(AX) = —a(l —s)=—a(l—-5s),j=1+1
e
- —a(l —s)
XAX= ¢1_s0 E bis I = —a(l-s)s+h(1-s)s = —aj(l—s)s+hi(1-s).
[
0 I
—ais+ by(1 - s)

Generalizando, (Ax)i = —aj(1 — s) e xX'Ax = —aj(1 — s)s + bi(1 — s)s.
Assim, por um lado,

(AX)i — X'Ax = —aj(1 — s) +saj(1 — s)s — bi(d — s)s,
= (1 — s) (—aj +ajs) +bi(s — 1)s,
=@ — s)aj(s — 1) + bi(s — 1)s,
= (s—1) (2 — s)aj + bis) .
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Por outro lado,

0 —a bs
detA = det[ b, 0 -a , = -aaa+ bibobs f=10
—ai b, 0

pois A & nao-singular. Com isso, e pelo fato de s € (0, 1) temos que (Ax)i — x'Ax f=0¢
portanto nao ha pontos de equilibrio em 6S — {e;, e, e:}. u

Observacao 6. O sistema (3.14) possui um tinico ponto de equilibrio em int(Sn) .

Para demonstrar isso vamos mostrar que o sistema:

(AX): = (AX)2 = (AX)s
3

i Xi=1

Possui uma unica solucdo.

Com efeito, seja x = (X1, X, X3) € IntSy, temos que

0 0 [0 [ il
0 —a bs X1 —aXs + bsxs
AX =1 b, 0 —a3 E 1 X E = 0 bixi — asxs 0 -
—ai b2 O X3 : U
Assim, —aXi + bxe
[

0 (AX) = baxs — axe
(AX)2 = bixi — asxs

: (AX); = bxs — ax
Com isso,

(AX)1 = (AX): &= bXs — axe = bixi — asXs <= bxi + axxe — (as + bs)xs =0

(AX)s = (AX)1 &= bXo — axi = bXxs — aXe <= axi — (& +bh)x. + bxs =0

lembrando que  xi=1, dessa forma podemos representar o sistema da seguinte forma
i=1

I 00 0 0 0
b, a —a — Db X1 0
a —a-—-bh b; n =n 0

[ X m a 0
11 , fBxs 0

X3 1
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calculando o determinante da matriz desse sistema, teremos
0

bi a —a— b i
det =—ba - bb+ap;—aa;—ab;—(a,a;+ap,+apbh)
€l a —ax— bs 0
1 0 —bib; — aa
1 1 1
logo,
i bi a —a— b i

dE,"[D a, —a& —b b, 0 = aa—a—aa—ab —ab—ah,—bib,—bibbb: <0

Portanto o sistema admiteuma tnica solugdo e consequentemente um tnico ponto de

equilibrio.

Observacao 7. (ver [11]) O tnico ponto de equilibrio de (3.14) em int(Sn) €

1
p= A—A(azaz + ash, + bobs, avas + aibs + bibs, avax + azb + b1b2)

Com [
by A —a— b -
AA = _det[ a —ady — b2 b3
1 1 1

. Pela observagdo anterior podemos perceber que AA > 0.

Proposicao 12. O ponto de equilibrio p de (3.14) pertencente ao € int(Sn) satisfaz

1
P'/AP = " {detA
AA



57

Demonstracao: com efeito,

p'Ap = (Ap): = bsps — ap:

1
m[bs(alaz + ab, + biby) — a(auas + aibs + bibs)]

1

:—AA[a1a2b3 + abib; + bib.bs — aaia: — aibsa: — bibsal]

1
= m[b1bzb3 — a1das]

1
Portanto, p'Ap = = detA. (O resultado tamb&m & valido considerando ptAp = (Ap)
AA ’
ou p*Ap = (Ap): pois p & ponto de equilibrio). u

Lema 1. Sejaq=(q, 0 ..., 0n) € int(Spn) e : R"— R dado por
Y n
p)=

i=1
X

entdo q € o ponto de mdximo da fungcdo ¢ restrita a Sn.

Demonstracao: Primeiro temos que

- =
0 0 0
vexy= 4% 9%
ox1 Ox2 0Xn
- Y ~—1 z
= gy X g X
i=1 if=
- ) fqn
= qlﬁ X(i:lla ,Qn Xr:] ]
if—
1
p 3
—_ -glvxqi’ '1gn n qu 4
B x! i X" i
i=1 i=1
—_ qul gl; "1gn
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logo, ] 5

Ve =900 (L, o
Uma vez que Sn & compacto, considere ¢ = maxfa € R;Sn n{x € R";¢(X) = a} f= G
note que um ponto de maximo X de ¢ em Sy intersecta a hipersuperficie de nivel ¢ de ¢
(ou seja, a curva de nivel obtida pela imagem inversa ¢-'(c)). Defina w : R" — R dado
por

y(X)=xi+X+...+X,Xxi=0Vi=1...,n.

Entdo, Sn = v'(1) e Vy(x) = (1,1,...,1). Como desejamos encontrar o ponto de
maximo da fung¢do y, supondo X com tal ponto entdo pela condi¢gao de multiplicador de
Lagrange existe A € R — {O}tal que

_ 3
V() = AVH(X) == (1,....1) = 1¢(X) q—Xl_l,gx;l . (3.15)

Afirmacao 1 : A condi¢@o (3.15) é satisfeita para X = q.

Para mostrar isso, & suficiente mostrar que conseguimos encontrar o valor de A paraX = .

Como
-q g_z
1,1,...,1) = A 4.,
( ) = i¢q€c(3)(lm, ... Gl)
= (Ag(q), A6(q). - - ., 14())
logo,

1=74(q) e como q € int (S, )tem-sequeq O R'eassim, 2 :_¢5<q)

Afirmacao 2: q & Unico.
Suponha que exista r € intSn que também cumpre (3.15). Entao

1= L Vi=1,...,n == 1)L =29 vij=o % _di Vij=or =q2 Vi j
Ii Fi rj ri rj ; q
1 1 i
como r, q € intSp, temos

z_

1= ri El
i=1 ]

i

R
o= 1=y

==1j =0 Y]

[

i=1

Portanto, g & o ponto de maximo da fung@o ¢ restrita a Sn. |
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Teorema 8. As seguintes condicoes sdo equivalentes para a equagdo (3.14):
(a) p € assintoticamente estdvel

(b) p € globalmente estdvel

(c) det A>0

(d) ptAp > 0 onde p € ponto de equilibrio do sistema (3.14)

Demonstracao: Primeiro note que ¢ < d & imediato.
De fato, uma vez que p € ponto de equilibrio de (3.14) , pela proposicao 12, temos que

1
P'AP =~ detA
AA

e como vimos na observacdo 7, AA > 0. Segue que detA > 0 se, e somente se, p*Ap >0 .

Vamos mostrar as demais equivaléncias. Para isto, considere a seguinte equagao

0 b, —as
xi=x[(BX)i — XBx],i=1,2 3talqueB=" —a1 0 b5 : (3.16)
U ll
b —a 0

onde o0s aij, bj sd0 as mesmas constantes da matriz A em (3.13) e que

det B = bib:bs — avaas > 0.

De forma analoga a demonstracao da observacao ( 6 ), podemos mostrar que existe um

anico ponto de equilibrio v € intS; da equagdo (3.16). De fato pois

[ 0 O [ O 0
0 b —as Vv, bov, — asvs

Bv :[ —aa 0 b . Vz[[ = ] —aw +bsvs .
b, —a 0 Vs bivi — av:

Logo,

i (Bv): = bov, — asvs
(Bv), = —awvi + bsvs
: (Bv); = bwvi — aws

Dessa forma, sendo v um ponto de equilibrio do sistema (3.16), entao

VvIBv = (Bv): = (Bv). = (Bv); =cC.
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Assim, temos que

(Bv)i=(Bv): = bwv; — asvs= —avi + bwvs = —avi+bwvs — bwv, +asvs =0.
Logo,
—avi — bwv,+ (@ +b)vs=0.
e da igualdade (Bv); = (Bv),, temos

bwvi—aw. = bv,—a:vs <= bwv,—avs—bivitav: = 0 <= —bvit(atbh)v.—a:v; =0

e Como vi = 1, teremos
i=1

0 0 0 0
i —a —h, a + b A 0
—b a+bh —a3 —
Vi - 0.
1 1 1 00 a a 0
V3 1

onde o determinante da matriz do sistema &
—ai — alas — aas — ai — abh; — ashy — biby — bobs — bib; <0

Portanto, v & o Unico ponto de equilibrio do sistema (3.16). Como visto na proposi¢ao

(12), v satisfaz 1
VIBV = " 4etB
AB

onde,
i —a —h a+h
AB = —det[ —-b a+h —a3
1 1 1
ou seja,

AB = — (—aa — aa; — aa — ab, — asby — abs — ah, — bib, — bib:) > 0.

Pelo teorema 1, a transformacdo projetiva F : S; _, S; dado por F(x) =y onde

Yi = _ % (tome cj = - ) & uma conjugag3o entre o sistema (3.14) e o seguinte sistema
;X Vi
=1 Vj
0 —Vody vibs -
Vib 0 —vias (3.17)
Xi=X[(Cx)i — x'Cx], i=1,2,3tal que C="_ _ -

—Viai 210} 0
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Dessa forma, o jogo cuja matriz C & do tipo pedra-papel-tesoura e satisfaz

vibi — viaaia = ¢ (pois vIBv = (Bv): = (Bv). = (Bv); =c).

Y
Seja ¢(x) = X%, onde q = F(p) € intSn & ponto de equilibrio de (3.17).

. i=1
Considere

: _ d
¢ (x(V) = i (x(©))

e x(t) solugdes de (3.17), temos que

¢ (x(1) = (Va(x), x(1) 5
= (@) 4% O ,(><',X2,...,xn))(lema1),

1
- K1 X2 Xn b

= ¢(¥) zQi[(CX)i —x1Cx] (zpois X(t) & solugdo onde ;= x;,[(Cx)i — x'Cx]),

M
T

n

=
_ =1 R ) _I:] )
= ¢¢§E(x)) ok xq'icx)%x (po?s'xt >c(|i’=’ 1, g € intSy),
i=1

= —¢(x) [(x — a)'Cx] .

Note também que (x — q)*Cq = 0 pois como ¢ & ponto de equilibrio

(Cq)i — g'Cq=0

e (Cq) = (Cq). = (Cq):. Entao, e'Cq=1¢e"'Cq=1e'Cq Assim, e'Cq —q'Cqg = 0. Como
é valido para a base candnica ent3o & valido para x € Sy, isto &, x'Cq — q*C q=0 de onde

segue que (x — q)'C g = 0. logo temos

F(x®) = —4(X) [(x — a)'Cx — (x — g)'Cq],
= —¢() [(x — @) (Cx — Ca)],
= —¢(x) [(x — a)'C(x — a)l
= —¢(¥) [£'C  onde &=(&, &, &) =(x—q) .

Como 0 0 1

0 —Voay vsbs fl
JCE=(E¢.¢) vb' o —vali o &n

30 53
—Viai v2b, 0

()
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teremos
0 —&vhay + &Vibs
= 1 2
5C§ (a_.:x é: 5)3 éclv]bl_ 53V3a3 0
[ I
Portanto —&viar + SHabs

éﬁCf = —&Ehar + EEVshs + EEVibL — E&Svsas — SSviar + EEVRD
= (vibi — voa) && + (Wb — vias) && + (b — vian) &6
=cébi& + ché + b, (pOiS vibi — Viaain = C)
Com isso, teremos que ¢(t) = —cop(X)[EE + &G + &

Além disso, como ¢ = x —q onde X,q € Sn observe que:
EE+EE+ES=L(E+E+E) - (E T4 )L<0

onde a desigualdade & estrita V¢ f= 0, isto € VYx f= g. O sinal de ¢ nos da as seguintes
informac0es sobre o comportamento das soluges de (3.17) :

1) Se ¢ = 0 entdo ¢ € constante ao longo das orbitas de (3.17), digamos ¢(X) =
a Yx € Sn. Desta forma, a imagem inversa ¢~ determina as curvas de nivel a onde
localmente teriamos Orbitas periddicas, e como g & o Gnico ponto de equilibrio, tais orbitas

estariam no entorno de g, ou seja ¢ seria um centro.

2) Sec >0, entdo ¢(x) > 0 para todo x € intS: — {q}, entdo pelo teorema de

Lyapunov, temos que
o(X) NintS: C {x € intS;; #(x) = 0}
Logo pela lema 1, g & o Unico ponto de maximo da funga@o ¢, assim ¢(q) =0, e
w(X) N intSs C {q}

onde g & ponto de equilibrio e neste caso g & assintoticamente estavel e globalmente estavel.
3) Se ¢ < 0 entdo ¢(x) < 0 para todo x € intS; — {q} de onde segue também pelo

teorema de Lyapunov que a(x) C {q}. Ou seja, as orbitas de (3.17) se afastam de g a
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medida que o parametro t cresce(t — +o0), exceto pela drbita constante {q} uma vez que
q & um ponto de equilibrio. Como para toda solugao x(t) € intS; — {q} a fungdo

t — #(x(1)
Y -
€ decrescente (pois ¢(x) < 0) e limitada ja que ¢(x) = X% com x, q € int(S:), entdo
i=1
0 limt—. ¢ (X(t)) existe.
afirmacdo lim 4 (x(t)) =0
t—+o00
Com efeito, suponhamos por absurdo que lim ¢ (x(t)) = r > 0 para alguma solugao x(t)
t—+o00

de (3.17) em intS; — {q} entdo obtemos o (X(t:))) C ¢~'(r). Dessa forma, como as oOrbitas

se afastam de {q} quando t — +co isso nos diz que q £ o ((x(to))), Logo pelo teorema de
Poincaré-Bendixon o conjunto o (X(to)) & uma orbita periddica, ou seja, ¢ seria constante

ao longo dessa Orbita. Mas, ¢ € estritamente decrescente ao longo das solu¢des de (3.17)
em intS: — {q}, o que & uma contradi¢dao. Portanto limi—.« ¢ (X(t)) = 0 e toda solucao

em intS; — {q}, tende a 0S; quando t — +o0, pois para que tal limite aconteca, xi — 0
para algum i.

Logo, pelo fato dos sistemas (3.14) e (3.17) serem topologicamente conjugados, temos que

-+ sec=0 & p & centro.
+ se ¢ >0 & p & assintoticamente estavel e globalmente estavel.
+ se c <0 & p @ instavel, uma vez que as orbitas se dispersam para oS:.

E como det B = det A = b;b.b; — aja,a: e AB > 0 teremos

c =V'Bv _detB _ detA

AB AB
Com isso, ¢ > 0 se, e somente se, det A > 0 concluindo assim que p & assintoticamente

estavel e globalmente estavel se, e somente se, detA > 0. Portanto, a © b ¢ & d. .

3.4 A Equacao Geral de Lotka-Volterra

A Equacao Geral de Lotka-Volterra descreve a dindmica populacional de individuos

que interagem entre si num ambiente fechado. Para n-populacOes a Equacao Geral de
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Lotka-Volterra & dado por (ver [11])

- = z
Xi=Xi ri+ aiX; 1=1,2,...,n. (3.18)
j=1

onde:
Xi — & a densidade de uma populagao,
ri — sdo as taxas intrinsecas de crescimento (ou decrescimento),

aij — descreve o efeito do j-ésima populag@o sobre a i-ésima populacao.
Os ajj podem ser positivos, negativos ou nulos depedendo se a influéncia da populagao j

é positiva, negativa ou neutra respectivamente, sobre o crescimento da populacao i.

A matriz A := (aij) & chamada de matriz de interacao.

Observacao 8. Dado j C {1,2,...,n}, a unicidade das solugbes garantem que toda
solugdo x(t) de (3.18) com condigdo inicial X(0) € {x € R"; xi = 0 Vi € j} satisfaz
x(t) € {x € R xi=0 Viej}. Logo, R! € invariante por esta equagdo.

A equacao (3.18) descreve todas as interag0es entre as populactes assumindo que

a influéncia de uma populagao sobre taxas de crescimento per capita das demais & linear.

Definicao 10. O sistema (3.18) € dito competitivo, quando as interagdo entre as po-
pulagoes € do tipo competitiva (individuos competem uns com o0s outros), isto €, os coefi-

cientes aij da matriz de interacdo sdo negativos.

Definicao 11. O sistema(3.18) € dito cooperativo, quando as interagoes entre as po-

pulagoes sdo do tipo cooperagcdo (individuos cooperam uns com os outros). Neste caso,
ai<Oeaj >0 Vi j.

Quando a interacao & do tipo simbiose, que & um tipo de relacdo harmonica que
e neutra para um dos envolvidos, a matriz de interacdo para essa relacdo € como da

cooperagdo, exceto pelo fato de que ajj = 0 para algum (ndo todos) i f=j.
Quando se tratar do caso onde a Equacao Geral de Lotka-Volterra (3.18) modelar
uma relac@o de predador-presa entre duas populag0es, as entradas da matriz de interaga@o

Sao

a.>0,ax<0 e ai<o0
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onde para i=1 refere-se a populaga@o de predadores e para o indice i=2 as de presas.

Teorema 9. A equagcdo Lotka-Volterra bidimensional

X=Xx(a+bx+cy),
( Y) (3.19)
y=y(d+ex+fy)

ndo admite orbita periodica isolada.

Demonstracido: Suponha que y seja uma orbita periddica de (3.19) em R%. Entao
pela aplicagdo do teorema de Teorema de Poincaré-Bendixon (Al) existe um ponto de
equilibrio de (3.19) em int(y) C int(R?%.) onde int(y) & a componente convexa limitada

de R2\y. Dessa forma, as isoclinas

(a+bx+cy)=0,
(d+ex+fy) =0,

devem se intersectar no int(R%) e tal interseccao dever conter apenas um ponto . Pois
caso contrario, se tal interseccdo contivesse mais de um ponto as retas descritas pelas

equacOes acima seriam coincidentes. logo nao poderia existir orbita periddica y ja que
a mesma teria ponto de equil‘ibrio em seu interior e como as retas isoclinais contem 0s
pontos de equilibrio de (3.19) , elas iriam se intersectar com a 0rbita periddica y e isso
nao poderia acontecer. Note também que tais retas nao poderiam ser paralelas, pois como
y possui ponto de equilibrio em seu interior entao teria que se intersectar com umas das
isoclinas. Mas um ponto de equilibrio deve satisfazer as equag@es (3.19) simultaneamente.
Com isso, as isoclinas

a b d e
{(0, —)+s—o)s € R} e {(0, —p) sl —g)s € R}

ndo s3o paralelas, e portanto & f=¢.
Define G(x,y) =x (@ + bx +cy) , H(X, y) =y (d + ex + fy) e B(x, y) =x*~'y*~' onde a,
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serdo especificadas mais adiantes. A divergéncia do campo de vetores (BG, BH) sera

div(BG, BH) = ai[x‘)‘—lyﬁ—lx(a + bx + cy)] +_6 [x*='y*='y(d + ex + fy)]

x oy
= 9 xeyf(a+ bx + coy)] +-C [xalyA(d + ex + fy)]
Ox oy

= [ax*-'y#-'(a+ bx + cy) + x*y#=-'b] + [x*~'ByP-'(d + ex + Fy) + x*~'y/f]
= x*~'y/~'[a(a + bx + cy) + xb + B(d + ex + fy) + yf]
= B(x, Y)laa + x(ab + fe + b) + y(ac + g+ ) + pd] .

Dessa forma, com o intuito de aplicar o teorema de Bendixon-Dulac (A2) escolhemos a, S

tais que
ob+ fe+b=0,
oc+ pBf+f=0,
com isso, obtemos
an(BG) + Qay(BH) = Blaa + Bd]. (3.20)

Note que como bf f= ce, ja que as isoclinas ndo sao paralelas, entdo « e B estdo unicamente
determinados. Como estamos considerando que (3.19) admite orbita peridodica y, entao

pelo teorema de Bendixon- Dulac (onde B(x,y) sera a fun¢ao de dulac), temos que
aa+ pd=0.

Logo de (3.20),
go de (3.20) 5 5
~x(BG) = 5 (BH)
que & uma condicao de integrabilidade para o campo vetorial bidimensional (BH,-BG).

Portanto, existe uma fungao V=V/(x,y) definida em R2, tal que

2R

=BH e Z - _BgG

oy
A derivada da funcao
t—— V(x(1), y(t)) .

satisfaz

Vo= (TV(Y), (0 9)) = Y8k+ YYy = BHG ~ BGH = 0.
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Portanto, V (X,y) = 4, onde A &€ uma constante. Assim, as orbitas de (3.19) estao contidas
em curvas de nivel da fungdo V. Em particular y @ uma curva de nivel V. Dessa forma,
pela continuidade de V nas orbitas do sistema (3.19), > ndo & uma orbita periddica isolada.

Portanto, (3.19) nao admite orbita periddica. [

Observacao 9. Note que os pontos de equilibrio da equagcdo de Lotka-Volterra (3.18) no

int (R7) ={(x, X, . .., Xn) € R"; xi > 0} satisfazem

ri + aijx; =0 1=1,2,...,n
i=1

isto €, sdo solucoes do sistema linear
AX = (—h, PR _rn)t

Os pontos de equil 1brio nas faces de R\, sdo determinados de forma andloga.

Observacao 10. Em geral, existe no mdximo um ponto de equilibrio de (3.18) em

int (RY) que € no caso quando det(A) f= 0. Dessa forma, teremos wma Unica solucdo

no sistem linear AX = (—r,..., —rn)' e consequentemente um tinico ponto de equilibrio.

Teorema 10. O int(R%) contém o a-limite ou o w-limite de algum ponto de R". Sé €

somente se, a Equagcdo de Lotka-Volterra (3.18) admite um ponto de equilibrio no int (R",).

Demonstracao: (<) Por hipotese seja p € int(R™) um ponto de equilibrio de (3.18).
Nesse caso a(p) = w(p) = p € int (R"). Portanto, a(p) = w(p) € int (R"),
(=) Suponha que (3.18) nao admita ponto de equilibrio em int (R"). Defina a aplicacao

f:R" —— R"

dada por
fX)=Ax+r ie fiX)=ri+(AxX)i i=1,...,n.
Note que

(i) o conjunto ¥ int(R") ndo contém a origem uma vez que (3.18) nao possui ponto de
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oy z, :
equilibrio ( ri + iy QX f=0 Vi=1,...,n).
- 3
(ii) O conjunto f int(R™) & convexo, pois & a imagem de um conjunto convexo por uma

funcao afim.

. z
De fato, dado s, g € f int (R") , 3 a, b € int(R") tal que
s=f(@ =Aa+r e g=f(b)=Ab+r

logo,
st+(1—-t)g = (Aa+nNt+ (1 —-t)(Ab+r)
= Aat+tr+ (1 — t)Ab + (1 — )r
=Aat+ (1 — t)bgrr
- 3
= fat+(1-t)h te[0,1].
. z

Como at+ (1 —t)b e int (R"),assim st+ (1 —t)g& f int(R") e portanto convexo.
Dessa forma por (i) e (ii) existe um hiperplano H contendo a origerzn 0 € R" (onde H sem
perda de generalidade pode ser H = Ax) tal que H N f int (R") = @. Estez hiperplano

separa 0 R" em duas componentes conexas uma das quais contém f int (R%) . Com isso,

tome v = (vi,V,,...,Vn) f= 0 ortogonal & H e contido na mesma componente conexa de
. z .
f int (R}) ouseja
- z
(v, X)=0 VxeH e (v,y)>0 Vyef int(R}) .

Considere a seguinte fun¢ao de Lyapunov

V:RY ——- R

X —— V(X = vilnxi ,
i=1
logo se x(t) & solucao de (3.18) com condicao inicial x(0) = x, € int(R"),temos
que:
Vo=

= vifi(x)
i=1
= (vi, f(x)) >0.
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Assim, V & crescente ao longo das orbitas no int (R"). Dessa forma, int (R",) ndo contém

a-limite ou w-limite pois caso contrario , o(x) N int(R") f= @, Entao pelo teorema de
Lyapunov ter’ilamos que

w(x) N int (R") C {int (R"): V' (x) = 0}

Mas, {int(R);V (x) = 0} = @ ja que V (x) > 0 em int (R"). Logo, o(x) nint(R") = @,
contradizendo a hipbtese! Portanto, (3.18) admite ponto de equilibrio em int (R"). u

Se existir um Gnico ponto de equilibrio interno p € int(R"), e se a solugdo x(t) nao
converge para um ponto limite nem para o infinito, entdo a média temporal da trajetoria

converge para p. De maneira informal, isso & 0 que nos diz o seguinte teorema.

Teorema 11. Se (3.18) admite um tnico ponto de equilibriop = (p,...,pn) € INt(R7) e

existe um conjunto compactoK C int(R") coma propriedade que para todox € int(R'),
existe umt €R} tal que X(t) C K Vt>z, entdo

1 I

lim Xi(t)dt = pi

T-ooT —7 ¢

onde X(t) € a solugdo que passa por Xx.

Demonstracao: Por hipdtese K & compacto. Logo existem constantes positivas a ¢ b

com propriedades que para todo x € int(R?) existe - € R" tal que
a<x(t)<b Vt>z e Vi=1,...,n
Fixado x € int (R) considere z > 0 tal que
as<xit)<hb Vt>7z Vi=1,...,n.

Em int (R".) temos que

=
Inx;)) =r; + aijxj i=1,...,n
JA)
j=1

integrando c?m respeito af de Tz a* Tjobtemos
T(nx ydt=""Tr Tx dt

= Inxi(T) — Inxi(z) = ri(T —7) + faij} i

T
) Xi dt
=1 T
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. 1 x oI
L Rl ORI
Seja 4 : R —— R} onde ¢ (T) = "x , dt. Note que
I 1 dr N
a<xit)<b= ) adt<T ) xi(t) dt < T—s . b dt
logo, a < ¢i(T) <b,i=1,...,n. Seja (Tk)ken UMa sequéncia tal que Tx > 7z Yk € N.

- z - - - - -
Como ¢i(Tk) ken € limitada, segue pelo teorema de Bolzano-Weierstrass que existe uma

3
subsequéncia convergente ~ ¢; (Tk) KenJen - Seja g = I|m #(Tk).

Assim 5
lim “Inx (T)—Inx (r) =r+ " a I|m¢(T )
i i j=1
j=1 &ijd;
keN' Tk — T > ij j k
n
=>0=r+ keN/

entao g = (0, Q, ..., 0n) & um ponto de equilibrio de (3.18 Ecomo
q=1(q,0 On) g = IOI o ¢(TK)Q> 5200 (: 1 )
keN’

temos que g € int(R") e portanto pela unicidade de p, gi = pi. u

3.5 A relacio entre a Equaciao do Replicador e a
Equacao Geral de Lotka - Volterra

Como vimos anteriormente tanto Equacao do Replicador quanto a Equacao Lotka-
Volterra sa8o modelos que estudam a Dinamica de determinadas populacfes. O teorema a
seguir, nos diz que se quisermos analisar espécies em um determinado ambiente, podemos

utilizar tanto a equagao do replicador quanto a Equacao de Lotka-Volterra.

Teorema 12. Existe um difeomorfismo de S, = {x € Sp; Xn > 0} em R""! que leva

orbitas da equagdo do Replicador (3.2) em orbitas da Equagcdo Geral de Lotka-Volterra

T = I
Vi =Vi i+ ﬁijyjilzl,---,n—l (3'21)
j=1

onde ri = @in — ann e A = (au) € Min-yxin-n com 9..1 = dij —anj .



Demonstracao: Defina Z = {z € R"; z» = 1} e considere o campo

V:Z—-R"

dado por
b n—1 b3
Vie)z Nt Q4 i=1,...,n-1
j=1
" Vn(z) =0

Note que

H:RY!— Z
dado por Hi(y) =vyi, i =1,...,n—1e Hn(y) = 1 & um difeomorfismo cujo inverso &

H-':Z—- R ondeH-(2)=z,i=1,...,n—1

€ uma conjugacao entre (3.21) e a equagdo
7 =V ().

Agora considere a transformagao projetiva

dado por

Afirmacdo: a funcgo, G : S, — Z dado por

G(=",i=1...,n
Xn
e ainversa de F.
Com efeito,
Fropy = S0 - & = n =oy =1,
| zn = x = Xno

71
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e como z, = 1,

x Zi
F (2) Z] z
- i
. n
Gi(Z) =_' = . = =z

Logo G & inversa de F. Fn(2) {—Jz_nl— Zn
.7
j=17)

Dessa forma, temos que F & uma fungdo continua com inversa continua, segue F
€ um homeomorfismo. Alem disso, como F e sua inversa sao diferenciaveis (pois suas
fungdes coordenadas sao ) nas respectivas superficies onde estao definidas, temos que F &
um difeomorfismo. Note que , para efeitos didaticos considerando A € Mix: temos que

a;p —ay ap —ap a3 —ags
~ [
A= p &1 8 8p—apn dy—ag
a3 —ay a3 —ayp adz —ag

e subtraindo anj das colunas da matriz A € M.x. teremos
0

ajp — &y ap —ay ap—ayy Ay Ay

@ —ay Ay —aQy Gy —aAy3 dyg —ay
A —(as4i) = -

S -

A3 —a41 Axn —ae A3z —asz A3y — ags

que nos fornece
ay —ay agp —ap a3 —au Ay — Ay

Q) —a4 Qp —ay A3 —ady3 Ay — Ay

Q) —ay Ay T8y @3 Ay Ay Ay

]

0 @31 a4 @3 _ Qg a3 _ a3 A3g _ Ay
0 0 0 0

Entao pela proposicao 7, temos que a equagdo do replicador (3.2) permanece inal-

terada com a adi¢do da constante —anj a todas as entradas da j-&sima coluna da matriz
A. Assim, podemos reescrever a equacgao (3.2) como

I — — I
Xi=Xi (AX)i —x'Ax , i=1,...,n (3.22)
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onde A pode ser escrita na forma de blocos como

S
A= @i) = A
0 0

Logo se x(t) & uma solucao de (3.22) com condicdo inicial x(0) = x: € S,, temos que

1600 = 20,
= %[(A); - (Ax)a], (proposigao §),
= Gi(IE)1 s pois(Ax)n =0,
=Gi(x) ° aijXj

- g
=Gi(X) aijX;j

= Gi(xX) _3ijGj(X) XnZ, ,
R p3p 3

= n—1

=Xn Gi(xX) ainGn(x)+ -aijGj(X) ;
i=1 2.2

b3 - n—1_ . _
= Xn aijGj(x) pois G (x) = =1
Gi(X) ain + j-;

Assim X - > 22
4Gi(x) =xn Gi(X) an+ ! &;iGj(X)
g n i in | &ibj

ij=
d =d(Xn) =
7 On) = () =0

Dessa forma, denotando ri = ain = ain —amcomi=1,..., ng}?temos

d zn—l
i) =xn Gi(x) ri+ . &;Gj(x)
d =d(Xn) =
dth(X) dt(xn ) 0
ou seja,

d
5500 =XV (G()) (3.23)

Pelo lema de mudanca de velocidade (ver apéndice A), a imagem de G pela orbita de x

z

& a Orbita de G(x;) pelo sistema Z = V(z). Como H-':Z — R”J:1 € uma conjugagao
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entre (3.21) e o sistema Z = V (z), Portanto H-'0G : §, — R""! & aplicacdo desejada
pois & a composi¢ao de fungdes diferenciaveis e sua inversa é diferenciavel por também ser

composicao de fungdes diferenciaveis. [ |

Corolario 1. a restricdo de (3.2) ao intSn € a restricdo de (3.21) ao intR""! sdo dife-

rencialmente equivalentes.

Demonstracao: Com efeito, mostramos no teorema que era valido a equivaléncia para

"1 e S, entdio em particular vale para int(R"!) e intSp. u

Corolario 2. Para n=3 a equagdo do replicador ndo possui orbita periddica isolada.

Demonstracdo: Pelo teorema 12 temos a equivaléncia entre a Equagdo do replica-
dor e a Equacao de Lotka-Volterra. Dai, pelo teorema 9 a Equacdo de Lotka-Volterra

bidimensional
X=x(a+bx+cy),

y=y(d+ex+fy)
nao possui orbita peridodica isolada. Portanto, para n=3 a Equagdo do Replicador nao

possui orbita periddica isolada. [ |

Teorema 13. A aplicacdo F : R — S, dado por,
Fy)=—4—i=1,...,n
! =
Yi

i=1
leva orbitas da Equagdo Lotka-Volterra n-dimensional
z 3
i+ = i
yizyilri+(Ay)l=yi 77 agy L i=1....n
j=1

Em orbitas da Equagdo do replicador (3.2) com Matriz A.

Demonstracao: Seja y(t) a solucdo maximal do problema de Cauchy
[

y=Vi(y)

© Y0 =Y
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onde o campo V = (V,,...,Vn) : R" = R" & da forma
Viy) =yi[ri+ (Ay)]i=1,...,n.

Temos que
- 2z = =
d d _ i Vi o YiTYi Vi
2, fiZi
thi(Y) = =

j Yij
_ Sn+ A 1'_
Eiiy -y My, [ri + (Ay)i]
S = I

=

= y [N+ (A hg’ SSAURIG]
p Yi + Ay- zi'—l ! zi'-l
) s [ri+(Ay)i] 1= yJ]T =Ly [ri + (Ay);]
=t jn=1 Yij & z, z
5. v E . yJ+(Ay). yjyj—ru LYt
_ yE Ly 2 Yj(AY)j1

. S (Av); " -+ -3 =
- i=1 Yi (AY)i Yi yfAy])yj

n

= = YiFiy) F1Yi L Ye
z -1 YiE 3 Yi 33

—_ z z Aii ™ thl J n_ Ai; =

S TRYEOegn T g e Y '

= Flyry) T aiRily), i Ry "

g -:I’l = z = =
«F W=y FO) (@aF) - F) AF ),

j=1 j=1
Assim definindo um campo

W:(W],W2,...,Wn):8n—’Rn
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dado por,

I z
Wi=vyi (Ay)i—y'Ay , i=1,...,n

temos que

d = Xz

th ()= N W (F (y)) .
Portanto, pelo lema de mudanca de velocidade a orbita cuja condi¢do inicial &€ y» da
Equacdo Lotka-Volterra é levada por F na orbita cuja condicao inicial & F (y,) da Equacao

do Replicador. -

Este Gltimo teorema nos diz que a dindmica da equagao lotka-Volterra n-dimensional

pode ser projetada numa superficie (n-1)-dimensional.
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4 INVESTIGANDO AS INTERACOES
TUMOR - ESTROMA DO CANCER
DE PROSTATA : Percepcoes clinicas e

biologicas de um jogo evolutivo

O carcinoma de prostata, segundo o Instituto Nacional de Cancer (INCA), & o
segundo mais comum entre os homens no Brasil (atras somente do cancer de pele nao-
melanoma) [13]. Nesta se¢do, baseado na metodologia de D Basanta et al [4], vamos
estudar como se da a evolucao temporal desse tipo de cancer. Para isto, veremos alguns
fatores que influenciam na sua formacgao e progressao, em seguida usaremos o conceito de
Teoria dos Jogos Evolucionarios para descrever essa situa¢gao em um jogo, e consequente-
mente deduzir e definir a Equacao do Replicador para tal situacdo. Dessa foma, usaremos
a Equacao do Replicador para analisar a evolucdo temporal do carcinoma de prostata
que sera feito por meio de simulagBes, implementando a equagdo no software MATLAB,
usando o algor'itimo de Runge - Kutta , e a partir disso discutiremos os resultados obtidos
e veremos possiveis forma de tratamento. Por fim, analisaremos os pontos de equilibrio e

das suas estabilidades obtidas da Equacao do Replicador nesse jogo.

4.1 O principal

A prostata &€ uma glandula do sistema genital masculino, localizada na frente do

reto e embaixo da bexiga urinaria. O seu tamanho varia com a idade. Em homens mais
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jovens, tem aproximadamente o tamanho de uma noz, mas pode ser muito maior em
homens mais velhos.

A funca@o da prostata é produzir o fluido que protege e nutre os espermatozoides no
sémen, tornando-o mais lquido. Logo atras da prostata, estdo as glandulas denominadas
vesiculas seminais, que produzem a maior parte do lquido para o sémen. A uretra, que
transporta a urina e o sémen para fora do corpo através do pénis, atravessa o centro da

prostata. (ver Figura 1)

Uretra
Pénis,

Vesicula
seminal

Prostata

\
Tumor

cancerigeno
Préstata g

~Escroto

Figura 1 : Prostata e a sua localizacao

Envolvendo a prostata, existe uma capsula fibroelastica rica em masculo liso, que
envia septos que entram na glandula, formando o estroma prostatico. O estroma & cons-
tituido pelo tecido conjuntivo, sua fun¢do & dar suporte e nutricado a glandula, manter
unidas suas diferentes partes, conduzir vasos, nervos e dutos excretores e eventualmente
recobrir a glandula como um todo, formando tal capsula fibroelastica. Ademas, o fluido
liberado por esse 6rgao é produzido pela porcao secretora , sendo essa porcdao constituida
por tecido epitelial.

A formagao do cancer (carcinogénese) e a sua progressao se da por meio de pro-
cessos evolutivos nos quais as interacOes entre as células tumorais (células que sofreram
uma alteracao no seu DNA, fazendo com que elas crescam e se multipliguem de forma
desordenada) seu ambiente e o0 estroma circundante resultam na sua proliferacao indis-
criminadamente, consequentemente, no comportamento clinicamente maligno. Dentre os
tipos de cancer, o carcinoma & aquele que ocorre em células do tecido epitelial. O car-

cinoma de prostata, Segundo o Instituto Nacional de Cancer (INCA), & o segundo mais
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comum entre 0os homens no Brasil (atras somente do cancer de pele ndo-melanoma).
Estudos demonstram que células inflamatorias estao envolvidas na promocgao de
tumores em muitos lugares incluindo a prostata ( [2];[18];[19]). Ademais, também Ja
foi demonstrado que fibroblastos (células constituinte do tecido conjuntivo) associado ao
carcinoma provenientes de tumores de prostata humanos, podem promover o desenvol-
vimento ou formacao do tumor ([3];[8]; [16];[21]). Portanto, percebe-se que as células
circundantes ao tumor desempenham um papel fundamental na progressao do cancer,
sendo essas células, no caso do cancer de prostata, encontradas no estroma.
Vamos analisar a progressao do carcinoma de prostata como um jogo da Teoria
dos Jogos Evolucionarios. Isto sera feito sob a visao de tumores como ecossistemas e
estudando a evolugao de trés populacdes celulares diferentes ao longo do tempo:
i) Celulas Estromais (CS) sao as células que circundam o tumor proporcionado suporte
e nutricdo. aléem disso, as CS ao se interagirem com certas células tumorais, produzem
fatores de crescimento que beneficiam ambas.
i) Células tumorais Dependentes (CD), que sao celulas que necessitam do suporte micro-
ambiental e sao capazes de cooptar células estromais para seu crescimento;
iii) Células tumorais Independentes(Cl) que ndao requerem suporte microambiental asso-

ciado ou nao ao estroma.

4.2 0O Jogo

Sejam «, S, v, ep 0s custos e beneficios para interacao das células em questao
deste jogo , onde os mesmo pertencem ao intervalo (0,1). « & o beneficio mutuo para a
cooperac@o entre uma CS e uma CD, ja que CS é responsavel pela progressao das células
tumorais que ainda sao dependentes de seus recursos, sendo neste caso as CD. S refere-se
ao custo das CD pela extragao de recursos do microambiente. Portanto, presume-se que
uma CD ao se interagir com uma outra CD tenha o dobro de custo, ou seja 2. Como
ambas dependem do microambiente para sobrevivéncia e crescimento, sua aptidao sera
1—-2p. y & o custo da CI por ser micro ambientalmente independente. Desse modo, pode

se considerar que a aptidao de uma CI ao interagir com qualquer uma das outras trés
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células sera constantemente 1 —y uma vez que esse tipo celular, alem da independéncia do
microambiente, produz seus proprios fatores de crescimento. Por Gltimo, p representa um
beneficio da CD obtido ao interagir com Cl, uma vez que esta produz espagos e fatores de
crescimento compartilhaveis. Ainda & importante lembrar que como CS & uma célula com
funcao de nutrigao e suporte do microambiente, uma interacao de duas células desse tipo
entre si resultam em uma aptidao 0. Essa mesma aptidao aplica-se numa interagdo entre
CS e ClI, pois a ClI independe do microambiente. Sendo assim, temos a seguinte matriz de

payoff deste jogo:

CS CD CI
CS 0 o 0
CD|1f+a| 128 | 1-p+p
Cl 1-y 1-y 1-y

Uma vez que um cancer se desenvolve devido uma mutagdo que ocorre nas células
fazendo com que elas se prolifere indiscriminadamente, replicando células com suas mes-

mas caracteristicas, pode se aplicar a Equacao do Replicador
L L
Xi = Xi (AX)i — x'Ax

descrita no capitulo anterior para estudar como se da a evolugao temporal da populagao
de células, que neste caso sao as células estromais (CS), células tumorais dependentes
(CD) e celulas tumorais independentes (CI). Tal estudo sera caracterizado pelas quatro
variaveis do modelo: o, f,y € p.

Como ja foi visto, x; representa a frequéncia de um tipo Ei, ou seja, a propor¢ado

de indiv'1duos em um determinado tempo. Para este jogo considere S,D, e | como sendo

as proporcdes das CS, CD e ClI respectivamente onde S =1 — D — I. Assim, o estado da

populagdo € x = (S,D , 1) em S;. A matriz de payoff sera
[
0 a 0 :

A= 1-B+a 1-28 1—f+p.
1—y 1—y 1—y



Dessa forma, note que

: 0 a o S
Ax=  1-p+a 1-2§ 1-B+p - D_

oD 0
= 0 @=B+a)S+(1-25D+(1 - S+p)l -
L=—»NS+@Q—yD+A -l

oD

= - pra)StA-2HD+A-f)
@~ E+D+D

oD

= Q- praStA-2HD+A—Fo)
QAQ-9»9@A-D-1+D+1)

3

[ b 0
= 5 @-B+a)S+(1 28D+~ +p)l-
1=
logo,
- 31 D i
X'AX = S D I - (1—ﬁ+0€)s+(1—2ﬂ)D+(l—ﬂ+p)|::
(1-7)

. z
=SaD+D (1 -f+a)S+1L—28D+1 —f+p)l + (L))l
= D'Sa+(—f+@S+AL—28D+(1—f+p)l+ -y

= DTS- pr20)+ (- 2D+ (L)
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Lembrando que
(AX), = aD
(AX: = (1—B+a)S+(1—28)D+(1—pB+p)l
(A): = (1-1y)
representa as aptiddes absolutas das células S, D e | respectivamente e
xtAx =D S(1 — f + 2a) + (1 — 28)D + (1 —/3+p)|z+ 1 -l

a aptidao média da populagao de células, de acordo com a Equagdo do Replicador, temos

que
S =ZS [(Ax)[__ X'AX] - 5
=S aD-DS(L—f+2a)+ (L —28D+@—f+p)l — (1 — I
I . z z

= SDa-SAL+2a-8)—(1-28D—(L-B+p)l —(L-7)1 ,

D = D[(AX)_ x'AX]
3 ; 3 3
=D S1-p+a)+D —S(1+2a—pB)—1(1—-B+p)+(1—-28)(1—-D) +Ily+p—p) ,
I = | (AX)_ xtAxJ 5 5
=1 1—9)-DS(L—-—f+20)+(L—-28D+(L—B+p)l — (1L—I
- Iz(D-—S(l—ﬁ+2a)—(l—2,8)D—(1—ﬁ+p)|z+(1—y)(1—l)z.

Portanto, as equagOes que permitira estudar a dinamica das CS, CD, CI sera
- z z

= SD a-S(L-f+2)-1(1-f+p)-DL-25) ~1(1-) : :
D =D 5(1—ﬁ+06)+D-—5(1—ﬂ+20<)—|(1—ﬁ+p)+(1—2ﬁ)(1—D) +1(y +p—p)

I . > I
| = 1 D -SQ-B+2a)-1(1-B+p)—-DA-28) +1-7»)A-1)

Assume-se que cada uma das populag¢des tumorais (CD e CI) é igualmente provavel
de surgir da populacao epitelial normal (nao modelada), pois nao ha evidéncias conclu-
sivas de uma das anormais necessariamente surgindo da outra (por exemplo: células |
aparecendo como células D mutantes ou vice-versa).

Como o surgimento de tumores estromagénicos (CD) versus aqueles independen-

tes do estroma(Cl) & de grande interesse, Vamos explorar a dinamica desses resultados.
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Iremos fazer isso considerando varios cenarios, ou seja fazendo alteragdes nos parametros
a, B, yep.

Nas figuras fig2E e fig2D, podemos ver como se da a evolucao no tempo da Equagao
do Replicador para dois exemplos especificos. Nelas podemos perceber como peguenas
mudancas na aptidao dos fendtipos das Cl (conforme determinado por y ) ou das CD
(conforme determinado por S, p e a ) podem resultar em grandes mudancas na dindmica
da populac@o, levando a resultados fundamentalmente diferentes. Na fig2E: Uma vez
que o & um beneficio de cooperagao entre uma CS e uma CD, e p & um beneficio de
cooperag@o entre uma CD e uma CI, para um valor suficientemente alto de o (« = 0.5) e
um valor baixo de p (p = 0.1), significa que as CD obtém um beneficio maior da interagdo
cm as CS do que cm as CI. Dessa forma, considerando uma baixa aptidao geral das CI
(y = 0.8), as Cl & rapidamente levada a extin¢ao pois a vantagem da cooperagdo se
sustenta , onde devido o y ser um custo alto, as Cl gastam bastante para sobreviver e por
o ser relativamente alto, as CD & que mais se beneficia por receber bastante nutrientes
do estroma, logo promovendo as CD e CS. Na fig2D: Temos que as Cl um pouco mais
adaptada (com y = 0.75 ao invés de y = 0.8 ) mantém o crescimento e, a medida que se
torna uma parte cada vez maior da populac@o tumoral, a mesma interrompe a cooperagao
entre as CD e CS ja iniciada, levando a extin¢ao as CS e tornando as CD a uma parte

menor da populagdao tumoral.
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(a) fig2E: Temos o comportamento da evolugao (b) fig2D: Temos o comportamento da evolugao tem-
temporal das celulas em estudo, CS CD e CI, onde poral das celulas em estudo, CS CD e CI, onde as
as proporgoes iniciais para cada uma das populagoes proporgoes iniciais para cada uma das populagoes de
de CD e CI foi de_‘| 84como S+D+1=1 re- CD e CI foi de_l_1046 como S+D+1 =1 resultando
sultando em 1 —L]O“ a propor¢ao inicial para as em 1 — T20_4 a propor¢ao inicial para as CS. Os va-
CS. Os valores escolhidos para a, £, y e p foram lores escolhidos para a, f,yep foram a=0.5,4 =
a=05,=07,y=08¢ep=0.1 0.7,y=0.75e p=0.1

Figura 2 : Alteracao na aptidao do fenotipo das CI

Durante a progressao do tumor, o microambiente esta suscetivel a alteracdes por
meio de intervengOes externas (por exemplo, tratamento) e também pelas proprias células
tumorais. Uma vez que S representa um custo das CD por depender do microambi-
ente, entado no momento que o microambiente sofre uma alteragdo o0 mesmo acontece
no parametro . Na fig3E: Percebe-se um comportamento semelhante com a fig2D. Mas,
na fig3E a populacdo de CS chega a extingdo mais lentamente e como & de se esperar de-
vido 0 aumento de custo para f = 0.8 a populagao de CD se torna menor com rela¢ao na
fig2D resultando na dominancia em propor¢tes maiores para as Cl ja que & uma celula mi-
croambiental independente. Na figgD: Considerando um microambiente extremamente
agressivo (ou extramente pobre em recursos) onde £ = 0.9, isso ocasiona uma deses-
tabilizacao na cooperacao entre as CS e CD levando-as a extingao e consequentemente
as Cl se torna a Gnica predominante entre essa células estudadas ja que independe do

microambiente.
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Figura 3 : Alteracdo na aptidao do fenotipo das CD

4.3 Implicacoes terapéuticas

Tendo em vista as informacOes obtidas do nosso modelo, e que estao presentes na
figura 2, & notavel que pequenas mudancas na aptidao do fendtipo das Cl ocasionam
mudancas relevantes, causando até mesmo transi¢cdes de uma independéncia estromal
para um tumor estromagénico. Além disso, levando em consideracao os dois diferentes
fenotipos apresentados pelos graficos, pode se dizer que eles sao sensiveis a diferentes
tipos de terapia. Por exemplo, para as células I, o tratamento a partir da manipulagao
de uma via bioldgica (como a mTOR) poderia afetar especificamente esse tipo celular.
Pois as Cl produzem seus proprios fatores de crescimento e proliferacdo por meio de uma
sinalizagao interna que ocorre entre elas, ou seja uma comunicag¢ao, no qual essa comu-
nicacao & possivel por que cada célula & programada para receber uma informagao, mais
precisamente elas sao dotadas de receptores que reconhecem as moléculas sinalizadoras,

como proteinas ou hormdnios. E 0 mTOR & uma proteina que tem um papel fundamental
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no crescimento, proliferagdo e manutencdo das células, agindo internamente nas células,
processo este chamado de sinalizagdo intracelular. Quando as células do corpo perdem
a habilidade de controlar a atividade do mTOR, caso conhecido como imperatividade de
MTOR, isso faz com que as células se multipliquem indiscriminadamente e simultanea-
mente. baseado nisso, o objetivo & inibir o mMTOR de forma que haja um controle nesse
crescimento e multiplicagao.([4], [7])

Ja em relagao as CD, uma terapia com foco na manipulagao das CS ou na sina-
lizaga@o entre o tumor e o estroma (terapia hormonal como por exemplo a castragao) seria
mais efetiva para esse tipo celular. Isso por que no corpo humano existe um hormonio
chamado de andrbogeno, que & um hormonio que estimula ou controla a origem de de-
senvolvimento de caracteristicas proprias masculinas, como por exemplo a testosterona.
A testosterona estimula as células do cancer de prostata a crescerem. Entao, reduzir os
niveis de androgenos ou impedi-los de atuar nas células cancerigenas da prostata muitas
vezes faz com que os tumores diminuam de tamanho ou crescam mais lentamente por um
tempo, e como as CD dependem diretamente do estroma, elas poderiam ser diretamente
afetadas . E optam por ser como por exemplo a castragao, cirrgica ou clinica, pois seria
uma forma mais eficaz uma que vez que estudos mostram que a supressao ineficaz de
androgeno esta associada @ maior mortalidade por cancer de prostata. Entao diminuir
a quantidade de testosterona que seria produzido em maior parte pelos test’iculos seria 0
tratamento ideal ([4],[15]). Ademais, como 0s estados estacionarios (comportamento
final das células a parti de um determinado tempo) ndo depende somente dos parametros
mas também das populacOes relativas, 0 momento da terapia pode mudar drasticamente
o resultado.

A aplicagao de uma terapia em diferentes tempos & mostrada na figura 4. No
caso dessa terapia simulada, que possivelmente representaria um inibidor de mTOR, afe-
tando preferencialmente as ClI, percebe-se que o efeito final da terapia & notavelmente
influenciado pelo tempo de iniciacdo, alterando fortemente o resultado. Na fig4E: Uma
iniciacao precoce do tratamento (quando ainda ha competicao entre | e D) leva a extingao
das ClI; enquanto na fig4D: O comeco mais tardio do tratamento & ineficaz contra as Cl,

onde a mesma tende a predominar no ambiente. Aplicando este mesmo conceito em uma
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terapia mais direcionada ao estroma (por exemplo, manipula¢do hormonal) ndo produziu
diferencas significativas, sugerindo que um pequeno atraso no inicio & menos importante

nessa estratégia terapéutica.
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(a) figdE: Temos o comportamento da evolugao
temporal das celulas em estudo, CS CD e CI , onde
as proporgoes iniciais para cada uma das populagoes
de CD e CI foi de_‘lg4como S+D+1=1 re-
sultando em 1 _L104 a proporgao inicial para as
CS. Nesse caso, a simulacao de inicio de tra-
tamento Se deu no tempo t=336 e durou em
todo intervalo (336 , 2000), cujo valores escolhidos
para a, f,7ep antes do tratamento foram a =
05,6=0.7,y=0.75¢ p=0.1 e apos o inicio
do tratamento foram a=0.5,4=0.7,y=0.8¢
p=0.1

evolugdo temporal das células
: T T T

—0—(CS
—&—CD|]
—

o o
o @
AR T T OO

o
=

o
>

o
o
T

proporgao das células
e
=

=) o =
i o o
e T

=)
o

00 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Tempot
(b) figdD: Temos o comportamento da evolugao tem-
poral das celulas em estudo, CS CD e CI , onde as
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e apds o inicio do tratamento foram a

Figura 4 : Tratamento direcionado as CI
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Tendo em vista que o tratamento anterior ndo ocasionou resultados significativos
contra as CD, uma estratégia terapéutica diferente foi adotada (mudando a durag¢do da
terapia direcionada ao estroma). Na figura 5, leva-se em consideragao que a aplicagao
de tal terapia afetaria sobretudo o beneficio que as CD obtém ao interagir com CS («
reduzido), dessa forma & perceptivel que a duragao da terapia altera fortemente o resultado
do jogo. O resultado ( FighC ) recapitula a realidade clinica da evolugao da resisténcia a

terapia hormonal (por exemplo, cancer de prostata resistente a castragao).

evolugio temporal das células evoluglio temporal das chlulas , evolugao temporal das células

Figura 5 : Tratamento direcionado ao estroma - Temos o comportamento da evolu¢ao temporal das células

em estudo, CS CD e CI, onde as proporgdes iniciais para cada uma das populacdes de CD e CI foi de _1.
10

ecomo S + D + 1 =1 resultando em 1 — T:”” a proporg¢do inicial para as CS. Tais figuras representam as

simulacdes feitas sobre a hipotese de uma terapia hormonal direcionada ao estroma, cujo valores escolhidos
para a, B, y e p em todos os casos antes e depois do tratamento forama=0.5, =0.7,y =0.8
e p = 0.1 e durante o tratamento foram a = 0.1, f = 0.7,y = 0.8 e p = 0.1 € 0 tempo de in"1cio do
tratamento se deu em t=75 . Na primeira figura (ftg5A) , o tratamento ocorreu no intervalo de [75, 123].
Na segunda figura (ftg5B), se deu no intervalo de [75, 133] e por Gltimo, na terceira figura (ftg5C) o

tratamento ocorreu no intervalo de [75, 135] .

4.4 Discussao

Nem todos os tumores que se desenvolvem na prostata se tornam fatais. Mas aque-
les que tornam, podem tomar dois caminhos diferentes e distintos: torna-se independente
do microambiente (representando um cenario de cancer de prostata de pequenas células)
ou cooptar certas células estromais para sustentar a progressao do tumor (como acontece
na doenca metastatica 0ssea). Neste trabalho foram apresentados 0s principais aspectos
da dinamica evolutiva do cancer de prostata, incluindo a progressao em dire¢do a resul-

tados letais que podem ser estromagénicos (resultantes de intera¢des mutualisticas entre



89

0 tumor e certas células estromais) ou independentes do estroma. Através dos resultados
obtidos vimos que independentemente da adequacao do Fenodtipo | (determinado por y),
houve um aumento na propor¢ao de Cl quando o microambiente se tornava pobre em
recursos (caracterizado pelo um alto valor para o parametro ) conforme visto nas figuras
fig3E e fig3D. Para os casos onde « & suficientemente alto, representando que o estroma
poder ser suportado pelo tumor, ha um grande beneficio na relag@o entre as CD e as CS,
de forma que, o tumor como um todo tem uma grande relagdo com as células estromais.
Dessa forma, a interag@o entre as CD e CS pode levar as Cl a extingdo (fig2E). Por outro
lado, isso pode ser descrito como as células tumorais sao particularmente efetivas em es-
timular o suporte estromal - a chave & 0 processo interativo, ndao tanto o comportamento
absoluto da célula.

O resultado menos frequente & com relagdo a coexisténcia dos trés fendtipos. Para
tal coexisténcia & necessario que o seja suficientemente alto de forma que haja a co-
laboracao entre CD e CS mas que nao leve as Cl a extin¢do, e um valor alto para p
Permitindo a coexisténcia entre CD e CI. Assim, as CD pode se beneficiar de fatores de
crescimento produzido por Cl e ainda a cooperagao com o estroma & mais suscetivel para

a sustentac@o dos trés fendtipos em uma estratégia estavel evolucionaria.(ver figura 6)
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10

resultando em 1 — % a proporcao inicial para as CS. os valores escolhidos para a,f,yep foram a =

0.5,6=0.7,y=0.75ep = 0.8.
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Para combater o surgimento de resisténcia a castracao (e efeitos colaterais) no
tratamento do cancer de prostata metastatico, muitos médicos adotaram esquemas de
dosagem nao padronizados para suas terapias de ablacao de andrdgenos, que & um processo
de retirada de Androgeno (ou androgénio).

Um estudo recente sugeriu que o uso dos niveis de testosterona medidos pelo pa-
ciente como guia ou 0 uso de um esquema intermitente em oposi¢ao a dosagem constante
retardavam o inicio da resisténcia a castracao [5]. Esse estudo mostra que horarios al-
ternativo trazem beneficios, mas ainda n3o existe um padrao de atendimento para isso.
Esse fato foi explorado através da analise com diferentes tempos de inicio e duragdo de
tratamento direcionado ao estroma, onde mostrou diferencas importantes e esséncias nos
resultados com diferentes horarios. Percebe-se que o inicio com periodo curto de trata-
mento ( Figura 5A ) ndo resulta em nenhuma mudanca relevante no jogo. Ja a iniciacao
por longa durag@o ( Figura 5C), como previsto, mostra a evolugao da resisténcia a cas-
trac@o e uma transicdo de fase para um novo estado estacionario dominado pelas CI,
que sera insensivel a futuras manipulac®es com essa terapia, exigindo uma mudanca de
estratégia. Porém, ha uma duracao ideal ( Figura 5B ) no qual as CD sao reduzidas sem
um aumento irreversivel nas Cl. Quando a terapia € retirada, 0s niveis comecam a retor-
nar ao estado estacionario original dominado pelas CD, uma situagdo em que a terapia
‘estromal-direcionada’ funcionara novamente.

Por meio desses resultados, considerados em conjunto, sugerem que diferentes te-
rapias provavelmente tém um valor diferente para os dois principais tipos de tumores: 0s
tumores D provavelmente sao melhores tratados através da manipulagao estromal (por
exemplo, terapia hormonal), ja os tumores | seriam melhores tratados inicialmente com
um agente bioldgico, como um inibidor de mTOR.

Independentemente do tempo e do cronograma, o surgimento de resisténcia a cas-
tracao & amplamente inevitavel dado um periodo de tempo suficientemente longo. Dessa
forma, esses resultados sugerem que quando esse surgimento ocorrer, uma mudanca na
estratégia de tratamento estd em ordem. E como pode ser visto em outros trabalhos,
sugere-se que a adicdo de inibidores da mTOR a terapia hormonal apds o inicio da re-

sisténcia a castrag@o [23] pode ser promissora.
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4.5 Conclusao

Nesse estudo referente ao carcinoma de prostata, foi apresentado um modelo ma-
tematico aparentemente simples que nos possibilitou compreender como as células estro-
mais podem influenciar na progressao do cancer de prostata. Os resultados aqui Visto
foram qualitativos, porém ressaltam a importancia de compreender as intera¢des tumor
estroma na direcao nao somente dos resultados tumorais (malignos ou ndao), mas também
de seu impacto em novas abordagens terapéuticas potencialmente novas.

Esse modelo nos proporciona um suporte tedrico para compreender as observagoes
clinicas. Ele nao concede recomendag®fes quantitativa para o tempo e duragao da terapia
(limitada pela natureza arbitraria tempo neste modelo), mas recomenda varias hipoteses
testaveis. Destaca-se a importancia das CS na selegc@o de fenotipos especificos para células
tumorais, pois como foi visto, se houver uma grande interaga@o entres células dependentes
e células estromais, as células dependentes podem tornar-se predominantes. E importante
salientar que os resultados sugerem que a coexisténcia de células microambientais depen-
dentes e do estroma nem sempre & robusta e que alteragdes como as resultantes de uma
terapia direcionada podem transformar o tumor no tipo independente do estroma mais
agressivo.

A importancia de um modelo abstrato como esse, nao & necessariamente a in-
terpretacao direta dos resultados, pois muitos dos parametros testados ainda nao sao
biologicamente testaveis ou acionaveis. Mas, em vez disso, usar 0 proprio método para
determinar novas estratégias terapéuticas. No paradigma clinico do cancer de prostata me-
tastatico, tornou-se cada vez mais importante o desenvolvimento de estratégias racionais
para testar novos esquemas de sequéncia e tempo. Por exemplo, o padrao determinado
pelo tempo de manipulacao hormonal até a falha, talvez nao seja mais a melhor estratégia
(chega um momento em que as células tumorais tornam-se resistentes ao tratamento hor-
monal, ou seja, ele ndo funciona mais) - mas como podemos eticamente e racionalmente
incluir essas novas terapias sem alguma orientacdo? Os resultados deste modelo sugerem
que, com o esforco multidisciplinar de bidlogos, chnicos e tedricos, estratégias racionais

podem ser sugeridas a partir de hipdteses até entdo nao testadas desses novos agentes. Nao
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acredita-se que os resultados apresentados neste estudo sejam a resposta final & questao do
cancer de prostata, mas espera-se que eles iniciem conversas entre disciplinas e estimulem

novos tipos de perguntas.

4.6 Analise dos pontos de equilibrio

Temos que as equagdes que estudam a dinamica da evolugao das células sao dadas

por

S = S[D(a—S@A—p+20) — (L - f+p)— DA - 28) — I(1 = )]

D D[S - f+a)+D (=Sl — f+2a) — (L — f+p) + (1 — 28)L — DY) + 1y +p — P)]
' = 1D (-S@ - B+20) — 11— p+p) — DL — 28) + (1 — »)(L — 1] .

Uma vez que S,D el pertence ao intervalo [0, 1] tal que S+ D +1 =1, pode-se analisar

0s pontos de equilibrio destas equacdes considerando D = 1 —S — | e assim tal analise

sera feita estudando as equacdes

S[D( ~ S(L —f+2a) =1L = f+p) = DL~ 20) — 1L =N 41
I[D(~S(1—B+2a) —I(1 = f+p) —D(L - 2B) + (L = y)(1 — ] .

Com isso, temos 0S possiveis €asos:

0
S
0 I

)S=0;1¢e|[0,1];

iS e [0,1];1=0;

iii)S,1 € [0,1]tal que S + | = 1;

iv) S,1 €(0,1)talque0<S+I<1.
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Para o casoi),comoD=1-S—1

S =0e

) z. z

' = 1D —-S(L—B+20)—1(L—B+p)—D(L—28) +(1 -y —1)
IAI-S-D(ESQA-B+20) =11 —-B+p)— (1 -S-DA—-28)+@1 -2 - 1]
I[1-0-N(-01-B+2a) - 11 -B+p)—(1-0-D(1-28))+Q—»)2-N] (§=0)
I-A-DIL=B+p)— A=D1 -28)+1 -y -]
IA-D[-1Q-B+p)—(1-DA-28)+(1 —y)]
IA-=D[-1A—-B+p)—1+28+] — 128 +1 —y]

=1 -D[-1QA—-pB+tp—1+2h)+28— 7]

=11 =D [-1B+p)+28 — 7]

Assim, para encontrar os pontos de equilibrio faga I = 0. Logo,

1A= D[-1B+p)+28-7]=0

¢
I=0,1=1e
B +2p_y=0= 1=
B+p
Da’1, uma vez que | € [0, 1],
28—y
O0<I<l1l == 0=< <1
B+p
== 0=2f8—-y=pf+p
= f-y=p.

Lembrando que o, ,y,p € (0,1), Entao os pontos de equilibrio para esse caso sao

28—y

I=0,1=1el=
' talquep —y < p.
B+p @ld B—r=p

Para o caso ii), como D =1 — S temos
I =0e
S =S[1—S(a—S@—pg+20)— 01 —+p)— (1 -9 —28) -0 —)]
=S[1—S(@— S(L— B+2a) — 1+28+S — S28)]
=S(1—S)[a—S@L—B+2a—1+28) —1+24]
=S — S) [a — S(B+ 2a) — 1+ 24]
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Logo, S = 0 se, e somente se,

SA—-9[a—SB+2a) —1+26]=0

¢
S=0,S=1e 5
-1+ +
a_S(B+2a) _1+2=0 = g=—L1+2b*a
£+ 2a
Dai,como S € [0, 1],
0<S<1 == Os#sl
== —1+2f+a=<p+2a
== —l1+p=<a.
: A -1+ 2B+
Portantotalspontodeequnlbrlosaos:O,S:1eS:—‘utal que _1+8 _a.
B+ 2a B =
Para o caso iii) ondeS+I[:1taI que S, 1 € [0, 1], temosqueD=1—-S — 1 =0. Logo
- DS =81 —y)
S I T Q1 [

Assim,S=0el =0se, esomentese, S=0=1¢el =1jaque(l—-y)f=0.
Para o caso iv), faca S=0el =0. Logo,

1)S[B(a = SA = p+2a) = 11 = B+p) — DA —=28) = (1 = »)]=0
0 2)ID(=SA—-p+2a) =11 - p+p) = DA -28)+(1 —-»A-N]=0
Como S, | f= 0 pois ambos nesse caso pertencem ao intervalo (0,1), temos

- 1)D(a—SA —-pB+20) — (1 —B+p)— DA —-28)—-1(1—y)=0
0 2D (-S@ —B+2a) — 1L —B+p)—DA—-28))+(1—»@—-1D=0
Assim,

0 1)a_s(1_,8+206)—|(1—ﬂ+p)—D(1—2ﬁ):l—([;L—_Z)

2) _S(l_ﬂ"'za)_|(1—,5+p)—D(1—2ﬁ):_(1_VI:))(1_|)

Substituindo D =1 — S — | Note que

~S(1 — f+20) — (L — f+p) — DL — 28) = —S(1 — f+2a) — (L — f+p) — (L — 2p)
+S(1 — 28) +1(1 — 2p)
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Logo,

—S(1—p+2a) —1(1—B+p) —D(1—2p) = —S(1—p+2a—1+2B)— (1L —f+p—1+28)—1+28
(5] portanto,

—S(L—f+20) — (L= B+p)— DL —28)=—S(B+2a) — I(B+p) — 1L+25.

Com isso o sistema sera da seguinte forma

1)05_S(ﬂ+2a)_l(ﬂ+p)_1+2ﬂ:|_(1_—2)_
i 1-5—1
[ 2) _S(ﬁ+2a)_|(ﬂ+p)_1+2ﬁ=_(1_7)(1—|)
1-S—-1

Subtraindo 2 de 1,
1A =—p+@A-=y)(A-=1D
o= = a—aS—al=1—y
1-S—1 (1— o —7)

== S=—]—

(24
Substituindo S em 2 tem-se

1B +20) + T2 g 420y —1(p+p) — 1+2p= — ==
a 1+|+l—a—2_|
a
Da’1,
!é’+ ) + . _
(B + 20) + 2OC—(,3+206)—JL(‘M)—I(ﬁ’+p)—1+2ﬂ:_0‘(1 (A = 1)
% a o+l —oa—y
segue que,
1 y
|('8+20‘)_l(ﬁ+/’)+0‘(1_|)+,5(a_—1—07+2)+2—2a—2y—1:0
logo, -, s
a—p)+f o ° +l-a-2p=0
Portanto,
Iz—ﬁ(l+a—y)—a(l—a—2y)
a(a — p)
Dessa forma , substituindo o valorde lem S = —1 — (1_%2) tem -se

_BAtrta=—p+tal=-a=2y) = (a=p)1=a=1y)
alo — p)

S
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4.7 Anadlise de estabilidade dos ponto de equilibrio

Uma vez que estamos sobre a condicdo que D = 1 - S — I, pelo sistema (4.1)
considere
. z
FSD=SQL-S—Da—-SA—-p+20) — 11 —B+p)—(1—-S—-DA—-28) —SIA-7)
z

G, Hh=1(1-S - I)-—S(l—ﬁ+2a)—|(1—/>’+p)—(1—S—I)(1—2ﬁ) +1(1—y)Q-1).
como visto na se¢@o anterior,

—S(L—B+2a) — (L — B+p) — DL — 28) = —S(B+20) — I(B+p) — 1+ 28

logo podemos escrever
z

F(S,I):S(l—S—I)-a—S(,B+2a)—I(ﬁ+p)—1+2ﬁ) —SI(1 — )
. z
GSES,D=1(1-S—-1) —=S(B+2a)—1(B+p)—1+28 +I1Q—p)Q -1
Assim,

oF
35 = (=S —D(@—S(E+20) —1(+p) —1+28) = S(a = S(5 +2a) = 1B +p) — 1+25),

—S(L =S —D(B+2a) — 1(1 —v),

oF i )3

o = ~Sa—SE+20 — 1)~ 1425 —S(L=S ~ D +p) ~SL-1),

aG - z

o =1 —S(B+20) —1(B+p) —1+28 —1(1—S — (B +2a),

oG - z - z
S =A=S—1) —SB+2) —1(B+p)—1+28 —1 —S(B+2a)—I(B+p) — 1+25

L =S —D@B+p)+ (L — - 2.
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Para o caso i), temos que S = 0. Logo

oF
a5 = @=D@—1(B+p)—1+28) —1(1—7),

oF
— =0,
ol

i =
g = | —1B+p)—1+28 —1(1 -1 +20a),

] > S >
o1 S @D —1@B+p)—1+28 —1 —1(B+p)—1+28 — 11— 1)(B+)p)
+1 — )@ — 21).

Nesse caso, os pontos de equil ‘1brio encontrados para I foram

28—y

I=0,1=1lel=
' talque f —y < p.
B+p @l B—r=p

Ent3o para

+ 1 = 0 (aplicar nas derivadas parciais acima quando S=0)

OF oF _,
i L A
G _, oG
E a-
A matriz jacobiana sera
[ OF [ M
o, a_1v2p 0
J @ n=0 98 4 _0 0
F,tt ' ) _[ o
oG- oG _
oS ol 0 2p =

0 polindmio caracteristico de Jr.t«+ € dado por
- z. 3
Pirc(d) =det(Bru(S,1) —AL) = (a—1+28)—-1 (28—y) -4

onde I, &@ matriz identidade de ondem 2. Como Os autovalores de uma matriz sao as raizes

do polindbmio caracteristico, entao

Pirc() =0 = A=a—1+2B0u1=28—y.
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Portanto, os autovalores sao A =a —1+28e L, =208 — y.

E de grande interesse encontrar pontos de equilibrio estaveis. Para que isso acontega,
todos os autovalores associados a matriz jacobiana de um sistema de equag0es diferencias
ordinarias deve ter parte real negativa. Dessa forma, vamos analisar sobre quais condigdes

isso acontece. Neste caso,
n<0e <0 & a—1+28<0e28—y<0
l—a b4
& ﬁ<_2_eﬂ<20ndea,ﬁ,ye(0,1).

i L .
Entao o ponto de equilibrio (S, 1) = (0,0) € estavel para f < mln{—g : 2}.
2 2

+ | = 1(aplicar nas derivadas parciais quando S = 0)

OF oF _ .
RS A
oG oG

- L1-B+p F=rv—Btp,

a matriz jacobiana sera

SR oE gy o
0o ol ; g 0
Jru(S, )= = )
oG oG i
i ol _
55 B 1-p+p y—=p+p

tendo como polindmio caracteristico

- L
PircD) =(-1~-»)-2) (¢ -B+p) -4

Cujos autovalores sera A1 = —(L —p) e Lh =y — f +p.

Note que A, = —(1 —y) <0, entdo basta analisar A, =y — f + p. entao
L<O0sy—-p+p<0
Sy<pf-p
Como B,p € (0,1), tem -se que -1 < B —p < 1. Mas, y >0, entdo para que a Gltima

desigualdade seja satisfeita, os valores para g, p € (0, 1) devem cumprir g —p > 0. Dessa

forma, o ponto (S, 1) = (0, 1) & ponto de equilibrio estavel quando y € (0, g —p) tal que
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z
Ny — B+ p)(B+2a)

bp € (0,1).
|_J?_z
B+p
oF (V—l)(ﬁ+p)+(y—/>’+p)a
as B+p
OF
_ =0
ol
oG 1 z
s = prp N0 -1 -
oG

a7 ﬂ—[ 28—y —B+p)].

Como a matriz jacobiana & dado por
[

Jru(S, 1) =
I

entao o polindmio caracteristico sera

=y =DB+p)+(y—L+pa
Pl (ﬂ) = B +p —A
Logo os autovalores s3o
2= (@ =DB+p)+(y =L +p)a ol

B+p

oF
oS

oS

p+p ’

6_F:
ol

ol

[-2B =)y —B+p)] -4

B+p

1

=ﬂ+—p[—(2ﬁ — N — B+p).

Uma vez que S+ p > 0 pois & soma de nUmeros positivos, para que A e A, sejam ambos

negativos é suficiente e necessario que

(—DB+p)+ (@ —p+pa<0e— 28—y —p+p)<0.
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Se 28— y>0,

C=LEED o pepye@ps- - s+ >0

1— +
o ! VL(B p)>(y—/3+p)e(y—l>’+p)>0

(L =2)(8+p)
g ya > —prp)er>p-p

1B+

L.ogo, com o > (y — B+ p)ey> S — ptemos que o ponto de equil 1brio
2=v.. .. . 28—y, .

(0, ) € estavel. Se 28 — y <0, analogamente, o ponto de equilibrio (0, )@
B+ p B+p

. (1 —»)(B+p)
estavel para "

>@ -p+p)ey<pB-p
Para o caso ii) temos que | = 0. logo
oF
oS

(1 —S)(a —S(B+2a) —1+2B) —S(a — S(B +2a) — 1+ 28) —S(1 — S)(B + 2a),

oF
ol

—s'a—S(ﬂ+2a)—1+2ﬁz—8(1—8)(ﬁ+p)—8(1—y),
— =0,

. z
%_? (1-5) =S@+20)—1+24 +(1-7).

—1+26+a
p+ 2a

Como os pontos de equil 1brio encontrados para S foram S=0,S=1eS=
tal que —1 + S < a, temos que

+S=0
Teremos o ponto de equilibrio (0,0), que ja foi analisado no caso i), onde tal ponto é

estavel para < min{l—_zg : Jé}

-S=1
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oF oF
sg=—@—1+p), =y+a—p,

oG _ 0 oG
E -t
a matriz jacobiana &

—(a—1+p)y+ta—p
OIS
0 1—y

Assim, o Polindmio caracteristico sera
- zl z
Pirc()= —(a—-1+p)-4 (L-y)-4

Dessa forma, os autovalores sio A = —(a =1+ p)e L= (1 —y).

Como 4, =(1 —y) >0, pois y € (0,1), entdo o pontos de equilibrio (1,0) & instavel.

g-2= 1+2p
p+ 20
z z
OF  (a—=1+2P)1—-p+a) OF _ (a—=1+2p) (1 —b’+a)(B+p)+(1 — )
oS ~ B+ 2a v ol B+ 2a B+ 2a y
6G:0 0G _ —a(l =p+a)+ (1 —y)(B +20)
os ol B+ 20 ’
Assim teremos a seguinte matriz jacobiana
z z
(a=1+28)1-p+a) (a—=1+2p) (1—B+a)(b’+p)+1
- - 1-7) 4
p+ 2a p+ 2a p+ 2a
JF,tt(S, |): .
\
b el —f+ @)+ (L~ (B +20) H
L+ 2a ’
Com isso, temos como polindmio caracteristico
- z - z
_ (a=1+28)1 -+ a) —a(l-—f+a)+ (1 —y)(+2a)
Pa it (L) = — 5+ 2 -2 B+ 2 -
Cujos autovalores sao
Q= (a—=1+28)1 —p+a) ol = —a(l —p+a)+ (1 — p)(f+2a)
1~ — =

p+2a p+ 20
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Uma vez que (S + 2a) > 0 pois a e S sao positivos, entao

AM<0elhh<0 o —(a—1+2)(1l—-—p+a)<0e —a(l—-—p+a)+ (AL —p)(F+2a) <0
S —(a—1+28)<0e(l—p)+2a)<a(l —p+a)

ol —-p+a
= (a_1+2ﬂ)>Oey>l_‘(E%l
l1-a p+20—a(l —p+a)
< T <her> B + 20 '
1— —1+2
Como— 4> Oep € (0, 1), logo podemos concluir que o ponto de equil'lbrio(a—ﬁ, 0)
2 p+ 2a

L+20—all—p+a)
B+ 2 '
para o caso iii), onde S+1 =1, os pontos de equil 1brio encontrados foramS=0,1 =0

. 1-
é estavel desde que g € (—2 Q, Dey>

e I = 1. entdo tem -se as condigOes:

1)(S,1) =(0,0)

2)(S,1)=(0,1)

onde ambas ja foram analisadas no caso i).

para o caso iv), temos que os pontos de equil 1brio encontrados foram

_=BAt+ta—y)—a(l —a—2y) eS = pA+a—y)+a(l —a—2y) —(a—z))(l—a—v).

a(a = p) ala = p)
Lembrando que de

i 3
F(S)=SA~S~1)a—SE+2)—1(B+p)~ 1428 —SI1-7)
GS,1)=1(L—S—1) —S(B+2a) —1(B+p) —1+28 +1(L—p)(L—1)

temos,

oF
—s = (L=S—D(@—S(E+20) —1(+p) —1+28) = S(a — S(B +2a) — 1B +p) — 1+25),

—S(L =S —D(B+2a) — 1(1 —v),

oF i 3

ol = —Sa—-SB+2a)—1(f+p)—1+28 —SA-S—-DEB+p)—S(1—y),

aG - z

o =1 —S(B+2a) —1(B+p)—1+28 —I(1—S —1)(B+24)

oG - z - z
S =-S—1) ~SB+20)—1(B+p) ~1+28 —1 —S(B+2a)—1(B+p) —1+28

1L —=S—D@B+p)+ (1L — - 2.
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Note que algumas expressdes como
+1-S—1

cao—S(B+2a) —1(f+p) —1+2p
+ =SB +20) — (B +p) —1+2p

. . - —SAl+to—y)—all—a—-2
sd8o comuns em todas as derivadas parciais. Substituindo | = plro=y) ol —a=2) e

a(o = p)

_BQra=p)tal—o=2y) = (a=p)1=a=7y) nessas expressdes temos

a(a — p)

S

1_—2
a

'1-S—1=

—Bl—yv+a) —a(l —a—2y)
a—p

co—S(B+20) —1(f+p) —1+2p=

L _S(B+20) (B +p) _1+2p=e=ple=flra=y) —al—a=2y)

(@ — p)
Dessa forma,
oF 1 I z :
= -fl-y+a)a—a(l-—a-2y)+ (L —y)a-—p)B+2a) (-1l -y +a)
oS o*(a — p)? z
—a(l—a—2y) —(a—p)AL—a—-y) ,
oF _ pA—-—y+a)+ta(l—a—2y)—(a—p)A—a—1y)"
o = pr ~H === a2

+L =B +p)a—p)+ @A —y)a—p)a ,

—y+ta)ta(l —a— -

00 o M=prarall=a=2 ()0 p1—y+a)—ald—a—2)
oS o’(a — p)? z

. Ha —p)A =B +2a)
oG _ 1 ™ 2 2

= — (A =pala—p) = (a=pla+pLl+a—-ypa+ta(l—a—2y)
ol o’(a — p)? 5.
—A=nBtp)a—-p) —pA—-yta)—all-a—=2)

Para analisar a estabilidade do ponto

b33

BAra—p+al—a=2y)—(a=p)l—a—y) =fA+a—p)—a(l—a—2y)E%
a(a — p) a(a = p)
vamos usar o critério de Routh — Hurwitz para polindmios de segundo grau, que diz o
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seguinte:

Seja P(x) = x’ + axx + a um polindmio caracteristico de segundo grau obtido
através da matriz jacobiana de um sistema de equacOes diferenciais ordinarias. Os pontos
de equilibrio de tal sistema é estavel se, e somente se, os coeficientes ai >0 com i =1, 2.

Como a matriz jacobiana do sistema em questao &

[G_F(?_F:

oS OJoI
Jru(S, 1) = ,
I oG 8G !

oS ol

entao o polindmio caracteristico de segundo grau sera

P (1) = det(Jru(S, 1) — Al)
" OF z'aG z OF 8
= ot a Tt T aoes

- z
oG ©oF
oF +@M+ oF oG

— =)’ — -
== Pirc() =4 - (", * oS ol — ol oS

Dessa forma, pelo o critério de Routh — Hurwitz o ponto de equilibrio

LA+oa—P)+al—a—2y) —(a—p)A—a—7) —pl+a—y)—a(l—a—2y)Z

a(o — p) ’ alo — p)
" oF x - £ oG oF 0GT
e estavel se, e somente se, +@ <0 e ok — = >0.
- z oS ol oS ol ol oS
Para ok +8—G <0, temos queg &
oS ol ’ os < T or ASSIM

. =
Bl —y+a)a—a'(l—a—2p)+1A—y)(a—p)B+2a) (—p(l—y+a)—a(l—a—2y)
. —(a—p)L—a—)P
< @ =pala—p)+(a—p)a’ = pl+a—p)a—o (L —a—2y)+1—p)B+p)a—p)

. =
BL—y+oa)+a(l —a— 2y)
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- z
oF 0G  OF oG 0FoG _ OF 0G
Para _ >0, > . Logo,
oS ol ol oS oS ol ol 0S

- B y+a)a dA o 290+ (e p)B+20E_ LA _y+a) _al _a_2y)
)3

1Z.,
—(a=p)t-a-y)" -1 -p)a(a-py-(« —‘p)giﬂf(l +o—y)a+ o (l—a—2y) £
i —QL-n@B+tp)a—p) —BAL-y+ta)+tall—a—2y)
< - A y+a)+al a 2y) (@ p@A a B LA yt+taa oA a 2y)
sz
- - - = L=+ - )+ (L =)o - p)a
“BA yra)+rall o 2pE(a pd pA y+a) al a 2y)
N - T
- - - +a — p)(L — 9)(B + 20)

Portanto, pelo o critério de Routh — Hurwitz o ponto de equilibrio

(8(1+a—v)+a(1—a—2v)—(a—/))(l—a—y) —b’(l+a—y)—a(1—a—2v))
ola — p) ala — p)

é estavel quando as desigualdades acima sao satisfeitas.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Essa dissertagao tratou da importancia da Teoria do Jogos, mostrando sua aplica¢ao
na area da biologia, mais precisamente na evolugdo de determinadas espécies, sendo co-
nhecida como Teoria do Jogos evolucionarios. Por meio da Teoria dos Jogos Evolu-
cionario, considerando jogos simétricos, deduziu-se a equag@o do replicador, onde se tor-
nou uma grande ferramenta para compreender a evolucao de espécies por meio da analise
da frequéncia de estratégia das mesmas e que embora aparentando ser um modelo sim-
ples, como vimos através dessa equagao pode-se obter varios resultados importantes. No
caso do carcinoma de prostata, que era nosso principal objetivo de analise da evolugao
temporal, baseado no estudo de Basanta et al, ndo acredita-se que os resultados obtidos
pela Equacao do Replicador sejam a resposta final a questao do cancer de prostata, mas
esses resultados em conjunto com outras areas de conhecimento acabam se tornando um

norte para possiveis formas de tratamentos mais eficazes e controle da doenca.
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APENDICE A - ALGUMAS DEFINIC()ES E RESULTADOS

Neste apéndice trazemos as defini¢ces e resultados relacionados as equag0es dife-
renciais ordinarias (EDO), que serao usados nos capitulos posteriores. As demostracdes
dos resultados descritos aqui podem ser lidos nas suas respectivas referéncias.

Definicao: O conjunto

=
Sh={x=(Xi,Xz,...,%n) € R"; xi=1lexj= 0}
i=1

é denominado simplexo Sy.

Definicao: O conjunto

=
int(Sn) = {(x1, %, ...,xn) € R"; xi=1exi > 0}
i=1

¢ chamado o interior de S .

Definicdo: SejaJ ; {1,...,n},J f= @. O conjunto
Sh(@)={(x, ..., Xn) €Sy xi=0Vie}

é dito uma face de Sh. A unido de todas as faces de S, € chamado de fronteira de S, e

é denotado por 0Sn.

Definicao: Seja X = (x;,...,Xn) € R". O conjunto

supp(x) ={ie{1,...,n}; xi O}.

é denominado de suporte do ponto x.

Definicao: Em R", 0 octante ndo-negativo & o conjunto
Ri={xe R xi=0Vi=1,...,n}.
Definicdo: O interior de R" € 0 conjunto

int(R)={xeRxi>0Vi=1,...,n}.
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Teorema de Picard:[24] Seja
f:Q:[to— S,to+S] X [Xo— 5,XO+5] —— R"

uma funcdo continua e lipschtiziana em Q. Se [f| < M, isto &, limitada em Q, ent3o existe
uma Gnica solucao do problema de Cauchy

Do =f(t,x)
T ox(t) = %o

em l, =[to — « t + a] onde a = min{s 0 }.
Teorema de Peano:[24] Seja f uma fungao continua em Q definido como no teorema

de Picard, se |[f| <M em Q o problema de Cauchy

U ox = f(t,X)
0 X(to) = Xo
0
tem pelo menos uma solucao em I, onde o = min{s, M }.

Teorema do Ponto Fixo de Brouwer: [17] Toda aplicacdao continua

g:{xeR" x| <1} ——{x € R" x| <1}

possui (pelo menos) um ponto fixo.
Teorema de Poincaré-Bendixson: [24] Seja ¢(t) = ¢(t, p) uma curva integral do
campo

f:ACR"——= R"

definida para todo t > 0 onde A & aberto, tal que y, ={g(t, p) = 0} (semi-orbita

positiva) esteja contido no compacto K C A. Suponha que o campo f possua um nimero
finito de pontos de equilibrio em w(p). Tém-se as seguintes alternativas;

a) Se w(p) contém somente pontos regulares, entao w(p) € uma Orbita peridodica.
b) Se w(p) contém pontos regulares e pontos de equilibrio, entdo w(p) consiste de um

conjunto de orbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos de equilibrio quando

t— =
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c) Se w(p) ndo contem pontos regulares, entdo w(p) € um ponto de equilibrio.

(A1) Aplicacao do teorema de Poincaré - Bendixson:[24] Seja

f:ACR——R?

uma campo vetorial de classe C' no aberto A. Se y & uma orbita periddica de f tal que

int(y) C A, entdo existe um ponto de equilibrio de f no int(y).
Sejam

V:YCR"——-R"W:XCR"——R"e¢:R"—={s € R;s > c>0}

aplicacDes continuas e localmente lipschtzianas, onde ¢ & uma constante positiva, e

F:X——Y

um homeomorfismo diferenciavel.
Lema de mudanca de velocidade:[6] [10] Se a solugdo maximal x do problema de
Cauchy

Cx=W(X)
- : X(0) = Xo

d 1 -
satisfaz —F(Xx) = é:V (f(x)) entao a imagem por F da orbita de x, pelo sistema x =

W (x)Z & a orbita de F (x;) =pelo sistema y =V (y) &

método de Bendixon-Dulac:[11] Seja f = (f,f.) : S — R? um campo vetorial de
classe C' definido num conjunto simplesmente conexo S = R?. Se divf (x) > 0 para todo
X € S entdo, x = f(x) ndao admite orbita periddica.

(A2) Teorema de Bendixon-Dulac:[11] Seja f = (f, ) : S — R? um campo
vetorial de classe C' definido num conjunto simplesmente conexo S = R2. Se existe uma
funcdo B : S — R’ tal que a divergéncia do campo x — B(X)F (x) & positiva em todo
ponto de S, entao x = f(X) nao adimite orbita periddica. Uma funcdo B cumprindo tais
condicOes deste enunciado é chamado de func¢ao de Dulac.

Teorema de Lyapnov:[11] Seja X= f(x) uma EDO que independe do tempo para

algum subconjunto G de R", Considere

V:G——R
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continua diferenciavel. Se para alguma solug@o x(t) tal que a derivada do mapa
t —— V (x(1)

satisfaz a inequagdo V > gou (V' < 0), entdo o(x) NG C {x € G:V (x) = 0}. O mesmo

vale para a(x) N G, onde
w(X) ={q € A C R"; 3 uma sequencia de tempos (tn)nen cOm t, — +oco e X(tn) — g, quandon — oo}

é omega limite de x, e

a(xX) ={q € A C R"; 3 uma sequencia de tempos (tn)nhen cOM t, — —o0 e X(tn) — q,quandon — oo}

é 0 alpha limite de x.
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