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RESUMO

Nesta tese, tratamos de refinamentos para testes de hipoteses em modelos espaciais lineares
gaussianos com repeticdes. Nos obtivemos um fator de correcao de Bartlett para a estatistica da
razdo de verossimilhancas baseado na verossimilhanca perfilada modificada proposta por |Cox
e Reid (1987). Além disso, desenvolvemos novos ajustes para a estatistica da razao de verossi-
milhan¢as com base nos trabalhos de Skovgaard (SKOVGAARD et al., |1996; |SKOVGAARD, [2001)).
Um outro teste de hipéteses em modelos lineares gaussianos com repeti¢des foi apresentado,
com o intuito de averiguar se a parte espacial do modelo € relevante, utilizando os desenvolvi-
mentos dos ajustes para a estatistica da razdo de verossimilhancas com base nos trabalhos de
Skovgaard. Estudos de simulacdo de Monte Carlo foram considerados para avaliar e comparar
numericamente o desempenho dos testes propostos nesta tese, assim como o teste da razao de
verossimilhancas tradicional e sua versdo original corrigida por Bartlett (DE BASTIANIL, 2016),
em amostras finitas. Ademais, um exemplo utilizando dados reais foi ilustrado com o objetivo

de utilizar todas as ferramentas apresentadas na tese.

Palavras-chaves: Correcao de Bartlett. Geoestatistica. Medidas repetidas. Teste da Razdo de

Verossimilhancas. Verossimilhancga perfilada.



ABSTRACT

In this thesis, we deal with refinements for testing hypotheses in linear Gaussian spatial
models with repetitions. We obtained a Bartlett correction factor for the likelihood ratio statis-
tics based on the modified profiled likelihood proposed by|Cox e Reid|(1987). Also, we developed
new adjustments to the likelihood ratio statistics based on the work of Skovgaard (SKOVGAARD et
al., [1996;|[SKOVGAARD), 2001). Another test of hypotheses in linear Gaussian models with repeti-
tions was presented, to verify if the spatial part of the model is relevant, using the developments
of the adjustments for the likelihood ratio statistics based on the works of Skovgaard. Monte
Carlo simulation studies were considered to numerically evaluate and compare the performance
of the tests proposed in this thesis, as well as the traditional likelihood ratio test and its original
version corrected by Bartlett (DE BASTIANL 2016), in finite samples. Besides, an example using

real data was illustrated in order to use all the tools presented in the thesis.

Keywords: Bartlett correction. Geostatistical. Likelihood ratio test. Profile likelihood. Repeated

measures.
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1 INTRODUCAO

Modelos baseados em dados georreferenciados tém sido investigados por vérios autores, nao se
limitando apenas a agronomia, geologia, meteorologia, climatologia, entre outros, mas também
tem sido levado em consideracao em outras dreas como a econometria espacial e epidemiologia,
por exemplo.

Dois agronomos, [Youden e Mehlich (1938) viram na andlise de varidncia uma ferramenta
util para mensurar a escala de variacdo espacial. Entretanto, esta mesma técnica foi redesco-
berta por outros autores, como por exemplo, Krumbein e Slack (1956) em geologia e [Webster
e Butler| (1976) em ciéncia do solo. Matérn| (1960) reconheceu as consequéncias da correlacao
espacial e derivou, teoricamente, seus efeitos nas estimativas globais. O engenheiro D. G. Krige
percebeu que suas estimativas de graus de minérios em um bloco eram melhoradas se fossem
levados em conta os graus de minérios em blocos vizinhos (KRIGE, [1951). O mesmo conceito
de autocorrelagcdo surgiu na Franga, praticamente ao mesmo tempo, sendo o matemdtico G.
Matheron (MATHERON, [1963)), o responsdvel por solucionar problemas de estimacdo da teoria
de processos aleatdrios.

Em sismologia, [Veneziano e Dyck| (1987) tentaram predizer a localiza¢do e magnitudes de
terremotos, através da estimacao da taxas de terremotos de varias magnitudes ao redor de regides
de interesse. Kielland e Tubman| (1994) discutiram as implicacdes da utilizacdo do sistema de
navegacdo geografica na incerteza espacial tanto posicionamento da embarcacao com relacao
ao mapa quanto no mapa de profundidade de superficies, utilizado para planejar a rota de nave-
gacao.

Nesta tese, estudamos o efeito do erro de localizacdo em estatistica espacial, mais especi-
ficamente em um subcampo, a Geoestatistica, que estuda a relagdo da varidvel resposta com
varidveis explicativas levando em consideracdo a localizacdo geografica de cada ponto obser-
vado. A localizacdo geogréfica € fixa. Importantes trabalhos realizados estdo em Krige (1951)
e Matheron (1963) que sdo os precursores de ajustes de modelos levando em consideracdo essa
localizacdo. Mardia e Marshall| (1984) descreveram o método de maxima verossimilhanca em
modelos lineares Gaussianos na situacdo especifica de residuos correlacionados.

Atkinson|(1997)), que derivou algumas propriedades de segundo momento em modelos Geo-
estatisticos. Chiles, Delfiner et al.|(1999) derivaram a funcdo de variancia entre duas observagdes
quaisquer cujas localizagdes sofreram alguma perturbacdo, sendo esse processo espacial com
média constante. |Zhu, Eickhoff e Yan (2005) propuseram inferéncia em uma classe de modelos
espaco-temporais para dados multivariados através do algoritmo Monte Carlo EM.

Uribe-Opazo, Borssoi e Galeal(2012) estudaram a influéncia de valores atipicos em modelos
lineares espaciais Gaussianos. Nesse trabalho foram usadas técnicas de diagnostico para avaliar
a sensibilidade dos estimadores de maxima verossimilhancga, fun¢des de covariancia e no predi-

tor linear para pequenas perturbacdes ou mesmo nas hipéteses de um modelo espacial linear.
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DE BASTIANI et al.| (2017) analisaram o rendimento da soja usando o modelo linear es-
pacial Gaussiano com repeticdo (MLEGr) e linear espaco-temporal Gaussiano, com dados de
produtividade de soja cinco anos, com covaridveis. Como critério de selecado de modelos foi
verificada a bondade do ajuste através do critério de informacao de Akaike (AKAIKE, [1998)) e
também valores atipicos, conduzindo a uma andlise de diagndstico de influéncia. Considerando
ainda o trabalho de DE BASTIANI et al. (2017)), em um primeiro MLEGr ajustado para os dados
de produtividade de soja, os autores verificaram que nenhuma das covaridveis eram significati-
vas ao nivel de significancia de 5% através de testes de hipdteses formulados sobre o modelo.

A estatistica de razdo de verossimilhancas (LR), sob condicdes de regularidade e hipétese
nula (Hy), converge em distribuicdo para qui-quadrado (Xfo) com erro da ordem n~! em grandes
amostra Contudo, em amostras pequenas essas aproximacoes pela distribuicao ng pode ndo
ser satisfatoria, conduzindo a taxas de rejeicao bem distorcidas. No entanto, faz-se necessdrio
desenvolver técnicas de aperfeicoamento das estatisticas de teste de tal forma que melhore a
aproximacdo das distribui¢des dessas estatisticas pela distribuicdo X; produzindo inferéncias
mais precisas em amostras finitas e principalmente de tamanho pequeno ou moderado. Bartlett
(1937) propds um versdo aperfeicoada da estatistica LR, digamos LR*, sendo estudada posteri-
ormente por diversos autores como Lawley|(1956),|Cordeiro|(1987), Barndorft-Nielsen e E. Hall
(1988), Ferrari, Cysneiros e Cribari-Neto (2004), Cysneiros e Ferrari (2006)) e|Aradjo, Cysneiros
e Montenegro| (2017), entre outros.

Na presenca de parametros de perturbacdo, inferéncias podem ser baseadas na funcdo de
verossimilhanca perfilada. Esta depende apenas do parametro de interesse, uma vez que € obtida
da verossimilhanca original em que os parametros de perturbagdo sao substituidos por seus esti-
madores de mdxima verossimilhanca obtidos para cada valor fixado dos parametros de interesse.
Vale salientar que a presenca de um nimero considerdvel de pardmetros de perturbacdo também
deteriora a qualidade das aproximagdes envolvidas nas inferéncias que se baseiam em resulta-
dos assintéticos. Varios ajustes para a fun¢do de verossimilhanga perfilada e para estatisticas da
razdo de verossimilhangas derivadas de tal funcdo tém sido propostos. Nesta tese enfocaremos
o ajuste de |Cox e Reid| (1987). Para uma andlise detalhada sobre os ajustes para a fun¢do de
verossimilhanca perfilada ver Pace e Salvan| (1997) e |Severini| (2000).

Melo, Ferrari e Cribari-Neto| (2009) obtiveram refinamentos (baseados em DiCiccio e Stern
(1994))) para os testes da razao de verossimilhancas e razdo de verossimilhangas perfiladas modi-
ficadas (baseada na proposta de|Cox e Reid| (1987)) em modelos lineares mistos. As estatisticas
de razdo de verossimilhancas modificadas desenvolvidas neste cendrio sao as que modificam o
logaritmo da fun¢do de verossimilhanga (log-verossimilhanga), dita funcdo de verossimilhanca
perfilada, proposta por Cox e Reid (1987) e sua versao corrigida por Bartlett (1937).

Duas vertentes da teoria assintdtica de alta ordem serdo utilizadas nesta tese, a saber: a ob-

tencao de ajustes para verossimilhangas perfiladas (que reduzam o problema da deterioracio da

' Se {a,} e {b,}, n > 1, sdo duas sequéncias de nimeros reais, denotamos a,, = o(b,), ou seja, {a, } é de

ordem menor que {b, }, se lim,,_,~ a, /b, = 0 e denotamos por {a, } = O(b,), ou seja, {a, } é de ordem no
méximo igual a {b, }, se existe um ndmero real M > 0 tal que |a,, /b,| > M.



13

qualidade das aproximacdes envolvidas nas inferéncias que se baseiam em resultados assintoti-
cos) e a obtencao de ajustes para estatisticas de teste (que reduzam a distor¢ao de tamanho do
teste em amostras finitas através de uma aceleracao da taxa de convergéncia do tamanho verda-
deiro para o tamanho nominal (assintético)).

DE BASTIANI (2016) obteve um fator de corre¢dao de Bartlett no MLEGr. Foram apre-
sentados dois estudos de simulacdo, um sobre o modelo linear simples (uma covaridvel, um
parametro de interesse a ser testado) e o outro o modelo linear multiplo (com duas covaridveis,
dois parametros de interesse a serem testados). Em ambas as simulagdes apresentadas, o nimero
de réplicas e de observagdes foram fixados. Além disso, foi verificado ainda a proximidade da

média e variancia das estatisticas LR e LR* com as médias e variancias teéricas da distribui¢ao

X2

Utilizaremos o conjunto de dados apresentado em DE BASTIANI| (2016), como um exem-
plo motivacional que serd reanalisado com a metodologia desenvolvida nesta tese. Os dados
utilizados foram coletados numa drea de 7,20 x 7, 20m em uma drea experimental com 1, 33ha
no Centro de Pesquisa Eloy Gomes na Cooperativa Agropecudria de Desenvolvimento Tecnold-
gico e Econdmico Ltda (COODETEC), na cidade de Cascavel, Parand - Brasil. Foram coletados
dados de produtividade de soja e quatro atributos quimicos do solo nos anos de 1998 (Y(y)),
1999 (Y(2)), 2000 (Y{3)), 2001 (Y(4)) e 2002 (Y{5)). Em cada ano foram coletadas 253 observa-
coes referentes a produtividade da soja. Da mesma forma, os quatro atributos quimicos do solo
foram observados nos mesmos anos e sdo consideradas como varidveis explicativas do modelo:
fosforo (P)[mgdm ™3], potassio (K) [cmoledm ™3], célcio (Ca) [cmolcdm ™3] e magnésio (Mg)
[emolcdm™3]. O objetivo € entender a relagdo dos atributos quimicos com a produtividade de
soja. A Tabela[I] apresenta uma andlise descritiva dos dados de produtividade de soja, divi-
didos para cada correspondente a uma repeticdo no modelo espacial linear com repeticdes. As
unidades amostrais foram observadas nos mesmos locais geogrificos em cada repeti¢do (ano).
Nos anos de 1999 e 2002 a produtividade de soja destoa em alguns aspectos dos demais anos,
como por exemplo, 1° e 3° quartis menores se comparados aos demais anos. Dentre os dois anos,
1999 e 2002, a média/mediana de produtividade de soja do ano de 2002 é bem menor. Além
disso, o ano de 2002 apresenta maior variabilidade de produtividade de soja entre as observagoes

dentre todas as repeti¢des.

Tabela 1 — Analise descritiva da varidvel produtividade de soja.

Ano  Min. 1°Quartil Mediana Média 3°Quartil Max. Var.

1998  1.190 2.420 2.740 2.755 3.050 4.140 0.237
1999  0.690 1.960 2.190 2.154 2.390 3.610 0.158
2000 1.260 2.930 3.150 3.106 3.330 3.980 0.143
2001 1.310 2.520 2.720 2.644 2.880 3340 0.135
2002 0.190 0.770 1.220 1.283 1.820 2.340 0.330

Na Figura[l|estao apresentados os histogramas de cada repeticao para dados de produtividade
de soja. As Figuras[I|(a), [I[(b), [I}(c) e[I(d), referente aos anos de 1998, 1999, 2000 e 2001, respec-
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tivamente, nota-se unimodalidade. Os dados de produtividade de soja nos anos de 2000 e 2001
apresentam assimetria negativa, diferente dos anos de 1998 e 1999, um pouco mais simétricas.
O ano de 2002, na Figura [I[e), apresenta dados de produtividade de soja com bimodalidade,
novamente, o mais discrepante de todos os anos. Considere Y = vec(Y(1), Y(2), Y(3), Y(a), ¥(5))-
Assim, Y possui distribuicdo empirica vista na Figura [I[f). Nesta figura, nota-se uma distri-
buicido assimétrica negativa. A Figura [2| (DE BASTIANI, 2016) mostra os boxplots para cada
repeti¢do. Na figura apenas o ano de 2002, novamente, difere dos demais anos. Todas repeticdes

possuem observacdes que podem ser classificados como outliers, exceto 2002.

Figura 1 — (a), (b), (¢), (d), (e) sdo histogramas dos dados de produtividade de soja para cada
uma das cinco repeti¢des (1998, 1999, 2000, 2001 e 2002, respectivamente) e (f) €
um histograma de Y.

() (b) (c)

frequéncia relativa

06 08
I I
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0.2
I

0.0
L

Fonte: O AUTOR (2020).

A seguir, DE BASTIANI (2016) ajustou 0o MLEGr com estrutura de covariancia Gaussiano
e, utilizando as estatisticas LR e sua versdo corrigida por Bartlett, executou diversos testes de
hipéteses no modelo relacionando a produtividade de soja e os atributos quimicos do solo. Nesta
tese, utilizaremos outra estrutura de covariancia no MLEGr, além de complementar com outras

estatisticas de testes a mesma problemdtica. A discussdo dessa aplicacdo serd feita ao final do
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Figura 2 — Boxplot de produtividade de soja nos anos de 1998 (Y(1)), 1999 (Y{2)), 2000 (Y3)),
2001 (Y{4)) e 2002 (Y(5)).
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Fonte: DE BASTIANI (2016)

Capitulo[3]

Neste trabalho, complementamos o estudo de simulacdo de DE BASTIANI| (2016) para ava-
liar o desempenho dos testes baseados na estatistica da razdo de verossimilhancas no MLEGr
em diversos cendrios de simulagdo, variando tamanhos de amostra, nimero de réplicas, além de
pardmetros de interesse e perturbacdo. Foram utilizadas versdes modificadas da estatistica razdo
de verossimilhancas, em particular, sua corre¢ao de Bartlett. Considerando que o nimero de pa-
rametros de perturbacdo pode influenciar de maneira negativa nas inferéncias a cerca do modelo,
utilizamos uma versdo da estatistica LR baseada na fun¢do de verossimilhanca perfilada de Cox
e Reid (1987), visando corrigir tal efeito dos parametros de perturbacdo, sendo necessdrio a
ortogonalizacao de parametros. Como uma das contribui¢des da tese, desenvolvemos o fator de
correcao de Bartlett para a estatistica LR baseada nessa fun¢ao de verossimilhanga perfilada.

Além dessas estatisticas utilizadas, recorremos também a ajustes da estatisticas de razdo de
verossimilhancas. Skovgaard (SKOVGAARD et al., [1996; SKOVGAARD, 2001)) propds dois ajus-

tes para a estatistica LR, os quais foram utilizadas como alternativas para o estudo em testes
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de hipdteses para o MLEGr. Diferente das estatisticas baseadas na correcao de Bartlett, esta
dupla de estatisticas apresenta relacdo com a estatistica da razdo de verossimilhangas sinali-
zada (BARNDORFF-NIELSEN, 1986, 1991), sendo esta uma versao para testes quando tem-se
apenas um parametro de interesse. Portanto, o caso em que tem-se um vetor de parametros de
interesse foi a extensao desenvolvida por Skovgaard. Ambas as estatisticas propostas sdo assin-
toticamente equivalentes e dependem de derivadas com relacdo ao espaco amostral, que podem
ser aproximadas por quantidades que dependem do logaritmo da funcdo de verossimilhanga até
a segunda ordem, ordem menor das corre¢des de Bartlett que necessitam nao s dessas deri-
vadas até a quarta ordem, mas também suas esperancas. Ademais, ao contrdrio das estatisticas
baseadas na fun¢ao de verossimilhancga perfilada propostas por Cox e Reid (1987)), esses ajustes
nao necessitam de ortogonaliza¢do dos parametros.

Ferrari e Cysneiros (2008]) desenvolveram novos ajustes a estatistica da razdo de verossi-
milhangas em modelos ndo lineares da familia exponencial. Esses ajustes foram baseados na
proposta de Skovgaard (2001).

Melo| (2009) desenvolveu ajustes para a estatistica da razao de verossimilhangas em modelo
com erros nas varidveis multivariado baseado na proposta de [Skovgaard (2001). Além disso, de-
senvolveu também um refinamento para teste de hipdteses no modelo estrutural eliptico baseado
na proposta de |Skovgaard et al.[(1996).

O presente trabalho € dividido de forma a apresentar o MLEGr e suas caracteristicas, em
seguida, procedemos ao método de estimacao dos parametros e por fim apresentamos os testes
de razdo de verossimilhanga perfiladas modificadas (LRcgr) e usual no MLEGr no Capitulo [2]
No Capitulo [3] apresentamos as principais contribui¢des do nosso trabalho, a saber: a obtengéo
do fator de corre¢ao de Bartlett (DICICCIO; STERN, |1994) a estatistica LRcg na proposta de Cox e
Reid (1987), ajustes a estatistica LR, LRgk; € LRgk», baseadas na proposta de Skovgaard. Além
disso, apresentamos o célculo do fator de correcao de Bartlett a estatistica LR desenvolvido por
DE BASTIANI (2016) e complementamos a andlise a dados reais iniciadas neste capitulo. A
comparagdo da performance dos diferentes testes apresentados nesta tese estdao no Capitulo f]
0s quais sdo analisados em funcdo da proximidade das probabilidades de rejeicdo da hipdtese
nula. Além disso, temos como objetivo, analisar a influéncia do nimero de parametros de inte-
resse, do nimero de parametros de perturbacdo, do tamanho da amostra e do ndmero de réplicas
nos desempenhos dos testes e comparé-los entre si. Comparamos também a média e a vari-
ancia das estatisticas com as quantidades correspondentes da distribuicao de referéncia. Vale
salientar que em relagdo ao estudo de simulag¢ao dos testes baseados nas estatisticas LR e LR",
foram explorados outros cendrios além dos que DE BASTIANI (2016)) utilizou. Por fim, apre-
sentamos algumas consideragdes finais sobre o nosso trabalho no Capitulo[5] Nos apéndices [A]
e [C| detalhamos a obtengdo dos fatores de correcdo de Bartlett para as estatisticas da razdo
de verossimilhangas e razdo de verossimilhangas perfiladas modificada e também a obtencao
das quantidades necessdrias ao cdlculo da estatistica de razdo de verossimilhangas ajustada de

Skovgaard, respectivamente.
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2 DEFINIGAO DO MODELO MLEGR E ASPECTOS INFERENCIAIS

A dependéncia espacial € uma caracteristica que pode estar presente nos dados georreferencia-
dos. Assim, essa dependéncia espacial mensurada de maneira eficaz se torna fundamental para
revelar o nivel de interdependéncia geogréfica entre as varidveis, além da forca desse relaciona-
mento (SEIDEL; OLIVEIRA, 2014). Uma das formas de estudar a interdepedéncia dos elementos
amostrais € atraves da modelagem paramétrica da forma da matriz de covariancia.

Dados com medidas repetidas tém sido estudados em diversos dreas como por exemplo bio-
logia, medicina e agricultura, entretanto poucos trabalhos podem ser encontrados sobre o tema
no campo da geoestatistica. Neste campo, as observacdes sdo retiradas de diferentes unidades
experimentais, cada uma com localizacdo geografica diferente, sendo cada varidvel observada
mais de uma vez. Tendo como pressuposto independentes realizacdes do processo, pode-se veri-
ficar através de teste de hip6teses quais das varidveis explicativas devem fazer parte do modelo.

Quando o numero de observagdes € pequena, € importante usar estratégias que tornem infe-
réncias mais precisas. O teste razao de verossimilhancas apresenta distor¢des de tamanho quando
a amostra € pequena ou moderada, porque a aproximagio da distribui¢iio x? limite possui erro
de ordem n~!. Dessa distribui¢io limite é que os valores criticos sdo obtidos.

Nosso principal objetivo € desenvolver testes de hipdteses baseados nas estatisticas da razao
de verossimilhangas original e razdo de verossimilhancgas perfiladas modificada baseada pro-
posta de (Cox e Reid (1987) para o modelo linear espacial Gaussiano com repeticao (MLEGr).
Abordaremos também inferéncia para estimar os parametros da classe de modelo de familia
Matérn! (1960). O capitulo segue com a apresentacdo do modelo linear espacial Gaussiano com
repeti¢cdes na Segdo 2.1 Em seguida, na Segdo [2.2] apresentamos alguns aspectos inferenciais
da classe de modelos da familia Métern, a saber: a estimacdo dos parametros e os testes de hipd-
teses da razdo de verossimilhangas e razdao de verossimilhancas perfiladas modificada baseada
na proposta de |Cox e Reid| (1987).

2.1 DEFINICAO DO MODELO MLEGR

Considere um processo estocdstico Gaussiano {Y(;)(s),s €S}, em que S é um subconjunto
de R*, sendo k a dimensdo do espaco euclidiano e ¢+ = 1,...,r, sendo r o nimero de rea-
lizagGes deste processo. Utilizaremos como notagdo o subscrito (i) quando nos referirmos a
alguma repeticdo e diferir de outras quantidades que aparecerdo no decorrer da tese. Ainda,
utilizamos o espaco euclidiano bidimensional, ou seja, & = 2. Além disso, Y ;) = Y(;(s) =
(Yi)(s1),--.,Y()(sn)) é observado em lugares conhecidos (DE BASTIANI et al., [2015), ou seja,
as coordenadas geogréficas as quais as unidades experimentais observadas sdo conhecidas. Seja

Y = vec(Yq), Y2),..., Y()) um vetor aleatério de r processos estocdsticos independentes,
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cujo cada processo tem tamanho n. O operador "vec" concatena as colunas da matriz como um
vetor. Se, para i > 1, o processo Y ;) € Gaussiano, isto &, (Y(;)(s1), ..., Y{;)(sn)) tem distribui-
¢ao normal multivariada, entdo este processo pertence a familia Gaussiana de distribui¢des.

O modelo para este processo, na sua forma matricial, pode ser expresso como

Y(s) = X(s)B + e(s), 2.1)
emque = (B1,...,0p Bpi1,---,3,)" éum vetor de dimensdo g x 1 de pardmetros desconhe-
cidos, X(s) = X = vec(X(1), X(2), ..., X(;)) € a matriz modelo de dimensdes nr x ¢, cujos
elementos de X;), as covaridveis observadas na repeti¢do ¢, paras = 1,2,...,r, sdo da forma
= x(s;),paraj =1,...,nel =1,...,q. Além disso, € = vec(€(1), €2), - - -, €)) é um erro

estocdstico de dimensdes nr x 1, com distribui¢do normal multivariada, tendo como média o
vetor 0 e matriz de covariancia X.

A matriz de covaridncia de Y;), para i = 1,...,7, que SuUpomos ser um processo estaci-
ondrio, com o comportamento do processo sendo o0 mesmo para qualquer regido escolhida, e
isotrépico, é representada por X(;y = [C;(sy, s, )|, uma matriz de dimensdo n x n, ndo-singular,
simétrica e positiva definida. A isotropia € definida no sentido fraco (STEIN, [1999) quando se

assume que existe uma constante m e uma fungido C' em [0, co) tal que

E[Y(s)|=m e
Cov[Y(s,), Y(sy)] = C(|[ss — sy])),

em que ||-|| indica a distancia Euclidiana entre os pontos s, e s,. Assim, a condi¢do de isotro-
pia estabelece que ndo existem razdes para distinguir uma direcdo da outra no espago consi-
derado. N6s assumimos também que ¥(;) = [C(sy,s,)], parai = 1,...,7, em que se omite
o indice ¢ da fun¢do C propositalmente. Além disso, veremos que a matriz bloco diagonal
Y = diag{¥(1),X(2),..., X} pode depender de um vetor de pardmetros, por exemplo, ¢ =
(¢1, P2, P3, Pa) ", € portanto B(P) = diag{X1)(4),X(2)(¢), ..., E()(#)}. quando consideramos
especificamente a funcdo de covariincia da classe Matérn.

De forma geral, a classe de funcdes de covariancia apresenta a restricdo da fun¢ao ser posi-
tiva definida, sendo comum a utilizacao de funcdes que atendem a essa condi¢do. Um exemplo

da classe de fung¢des de covariancia é chamada fungdo de covariancia de Matérn, definida como

P2 o
C(duv> = m(duv/¢3) K¢4(duv/¢3), duv > 07

(bl + ¢27 duv = 07

emque K, (u) = % [§° 2 exp{—3u(z+2~")}dz é a fungdo modificada de Bessel do terceiro

tipo, de ordem w, d,,,, = ||S,—S,|| € ¢ > 0, parak = 1,2, 3, 4. Diversos comportamentos podem
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ser obtidos dessa classe de fungdes de covariancia. Por exemplo, para ¢, = 1, obtemos correlacao
elementar de Whittle| (1954), quando ¢, — oo temos a funcio de correlacdo Gaussiana, definida

como

¢2 exp {_(duv/¢3)2} ) duv > 07
¢1 + ¢27 duv = 0,

enquanto que para ¢, = 0.5 € obtida uma estrutura de covariancia exponencial.

Clduw) =

A matriz de covariancia € definida como

Xy = 011, + 02R(d3, d4), (2.2)

em que I, é a matriz identidade e R(¢3, ¢4) é uma matriz simétrica, ambas com dimensdes
n X n; ¢1 € um parametro conhecido pelo "efeito pepita", que representa a magnitude da aparente
descontinuidade na origem, ¢, é chamado "sill", ¢3 representa uma fun¢do do alcance, ou seja,
0 quao rapidamente a correlagao decresce conforme a distancia entre os pontos muda e ¢4, € um
parametro de forma da familia Matern. Aqui, a matriz R € obtida através de um caso especial da

funcdo de covariancia de Matern, chamado exponencial, com funcio de covariincia dada por

Cldy) = @2 exp(—duv/P3), duy >0 .

¢1 + 2, duy = 0.

De acordo com [Stein| (1999)), para um processo espago-temporal observado em um local
espacial fixo e pontos suficientemente distantes no tempo, € razodvel assumir que as observagoes
de diferentes tempos sdo independentes realizagdes de um campo aleatério. |(Goodall e Mardia
(1994) explicam que podemos remover o efeito do tempo dos dados e entdo podemos ver o os
dados como medidas repetidas independentes no espago.

O modelo em (2.T)) pode ser reescrito como um modelo linear misto dado por

Y i\ (s) = pey(s) + bpy(s) + T (s), parai =1,...,7,

em que p(;)(s) = X(;)(s)B € um vetor de dimensdo n x 1, b(;y(s) ~ N,(0,:R) e 7(;(s) ~
N, (0, ¢11,). Alémdisso, b;)(s) e T(;)(s) sdo independentes. Note que na equagdo (2.1), €(;y(s) =
b(i) (S) + T() (S)

2.2 ASPECTOS INFERENCIAIS

Seja® = (B7,¢")" um vetor (¢ + 4) x 1 de parAmetros do modelo definido por (2.1)), tendo
em vista que ¢ é a dimensdo do vetor 8 e 4 é a dimensao do vetor ¢. O logaritmo da fungdo de

verossimilhanca (log-verossimilhanga) pode ser expresso como
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16:Y) = "2 log(2m) — 1 log|S| — (Y~ XB) S (Y — XB). (2.4)

em que |-| denota o determinante de uma matriz. Assumimos que [(f;Y) seja regular com
respeito aos componentes de € até a quarta ordem. Introduzimos a seguinte notagdo a fim de

representar as derivadas do logaritmo da funcdo de verossimilhanga:

A1)
Y s,
_9%(6)
Uin = 0B;0¢a
oo )
% 98,00,0d

etc, em que os indices j, [, k, . . . estdo reservados para denotar os componentes do vetor 3 e 0s
indices a, b, ¢, . . . para denotar os componentes do vetor ¢.
Consequentemente, os cumulantes conjuntos das derivadas da log-verossimilhanga sdo de-

finidos como:

rjk = E[Uj],

Kkt = BlUjul,
etc. A fungdo escore total de § tem a forma U(f) = (U;,U, )", sendo seus componentes
Ug = (Us,, -+ ,Us,) " eUp = (Ug,, -+ ,Us,)". Em notacio matricial, temos:

NO) e
Ug=—2"=X%X
B OB ¢

e Uy = (Uy,, -+, Us,)" em que Uy, = —5tr[E7 8] — 1 (Y — XB) 'S, (Y — XB), sendo

Y, =0%/0¢;e X" = 087! /0¢; em que j = {1,2,3,4}.

O vetor de parAmetros B considerado pode ser decomposto como 3 = (¥, ¥/)" sendo
U, = (B,...,8,) " éovetorcontendo os primeiros pelementosde B, ¥ = (Bpi1, Bpi2,---55q) "
é o vetor contendo os tltimos ¢ — p elementos de B e @ = (@1, Po, 3, d4) " sdo vetores de pa-
rametros de perturbacdo, respectivamente. Da mesma forma, consideramos a decomposicao da
matriz modelo X = (X, Xy), em que X, é uma matriz rn X p formada pelas primeiras p
colunas de X e X; é uma matriz rn x (¢ — p) formada pelas dltimas ¢ — p colunas de X.

Nesta tese, vamos fazer inferéncia em relacdo ao vetor de pardmetros de interesse W,. Na
presenca de parametros de perturbagdo, inferéncias podem ser baseadas na func¢ao de verossi-

milhanga perfilada. Esta depende apenas do pardmetro de interesse, uma vez que € obtida da
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verossimilhanca original em que os parametros de perturbacao sao substituidos por seus estima-
dores de maxima verossimilhanga obtidos para cada valor fixado dos pardmetros de interesse.
Embora a verossimilhanca perfilada goze de algumas propriedades semelhantes as que sdo va-
lidas para a verossimilhanga genuina, ela pode apresentar, por exemplo, vicios na funcdo escore
e na informacao.

Cox e Reid| (1987) definiram uma versao modificada da verossimilhanca perfilada explo-

rando as consequéncias da ortogonalidade entre os parametros de interesse e os de perturbagao
em que um termo de ajuste € incorporado a verossimilhanga perfilada anteriormente a estima-
cdo. Esta € uma versao penalizada do logaritmo da fun¢do de verossimilhanca perfilada em que
a penalizagdo leva em conta a informacao sobre o parametro de perturbagao para cada valor do
parametro de interesse.
Como proposto por [Zucker, Lieberman e Manor (2000) (Equacdo (2), pagina 829), os para-
metros de interesse ¥, e os parAmetros de perturbacio ¢; = (¥, ¢")" foram ortogonali-
zados, resumindo-se na reparametrizagio v = (W], ¥/ ¢")" em:t = (¥],(",¢")7, em
que ¢ = ¥, + (X[ Z71X)IX[E71X,¥,. Podemos reescrever X8 = XU, + X;(, com
X, = [Im — Xl(XIE_le)_leTZ_l} X, em que I, representa a matriz identidade de or-
dem nr.

O logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca perfilada de ¥ é dado por:

o~ ~

lp(‘I’o;Y) = l(‘I’o;C(‘I’o)7¢(‘I’o)>Y)
nr 1 B
=5 log 2m — 3 Zlog]ﬁ(iﬂ + Z(i)TZ(i)lZ(i)
i=1
nr 1 1
= _——log2r — =log|®| - =Z'27'Z 2.
20g7r20g\\2 , (2.5)

sendo Z =Y — X, Wy — X;¢, £ (W) e p(Ty) sdo os estimadores de méxima verossimilhanga de
¢ e ¢, respectivamente, para um valor fixo ¥. Para a obtencdo do EMV de ¥,,, \ffo, é necessario
maximizar a fun¢do na Equacgdo com as restrigdes Ug = 0 e Uy = 0 (WRIGHT; NOCEDAL,
1999).

A fungdo escore total de ¢ tem a forma U(x) = 9l(¢)/0r = (Uy,, U/, U )". Em notagio

matricial, temos:

Uy, = X}, 872,
U, =X/2'Z

e Uy = (Uyg,,...,Us,)" que possui elementos da forma

J

1 1
Uy, = —5tr [£718,] + 90Xy, '872 - 2787
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e Xp,; = 0X4/0¢;, para j = {1,2,3,4}.
As segundas derivadas da log-verossimilhanga dada em (2.5) sdo determinadas pelas expres-

soes dadas abaixo:

62[(1') I To—1
oW, 00, —Xo 27 Xo,
) 0
oW
82l(b) 1 Te—1 I To—1
00, =X, 72+ X, %',
a0 T
- - X/21x
aCa¢ ! b
?1(e) T
X'y (y-X
8<8¢] 1<y ( 1()
c
Pl _ L (2515 ] - X, BUIX W0 + ¥ (X, B X B+ X, Z
8¢]8¢k 2 j 0 “*0k 05 0 075k 0k j 0j k
1t
- 52252,

em que X, = 09X, /0.
A matriz de informacao esperada de Fisher para o vetor ¢

K 0 Ky, v, 0 0
K, = —E[0?l(1)/0u0L"] = Yoo = 0 Kee Kegl o
O K‘P‘P
0 Ky Koo

em que as componentes sao dadas por

Kyw, = - X, 71X,
Kee = - X/ 271X,
K¢y tem elementos K¢y, = X[ 57 X(W, para j = {1,2,3,4} e Kyy tem elementos Ky 4, =
tr [2]-_124 - \IIOTX{)jTZJ‘ngk\IIO, para j e k variando em {1, 2, 3,4}. A matriz Ky, possui
dimensdo p x p, K¢¢ tem dimensdo (¢ — p) x (¢ — p), K¢g = K«IC de dimensdo (¢ — p) x 4
e Kgg com dimensdo 4 x 4. Importante observar que devido ao processo de ortogonalizacio
efetuado, a matriz K,, € bloco diagonal. A ortogonalidade de pardmetros € definida a partir da

esperanga do produto cruzados entre 6; € ¥, e 0, € ¢ sdo nulos, ou seja,

ol ol il
B laes aej =B laasaer] =0

que tem reflexo na matriz de informagao K, cujo elementos referentes a 6, e 6,. serao nulos.
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2.3 ESTIMACAO DO PARAMETRO ¢

O estimador de maxima verossimilhanca (EMV) de 8 € obtido como solucdo da equagdo

ol(0

B=(X"='X)"'XT2 Y.

Entretanto, o EMV de ¢ nao possui solu¢do em forma fechada. O logaritmo da fungdo de

verossimilhanca perfilada é dado por

L($:Y) = 1($;B(9),Y)
= —% log 2 — log|¥| — ;QTE_IQ

sendo p =Y — X(XTE71X)"*XTE"1Y, que depende apenas de ¢.

A aplicacdo de teoria assint6tica a dados espaciais € complicada pelo fato que existem dois
diferentes quadro assint6ticos: aumento do dominio, na qual a minima distancia entre dois pontos
amostrais € limitado longe do zero e portanto esse dominio espacial da observagao € ilimitado e
o preenchimento assintdtico, na qual as observacgdes sdao tomadas cada vez mais densamente em
um dominio fixo e limitado. Zhang e Zimmerman| (2005) compararam a estimacdo de maxima
verossimilhanca sobre esses dois quadros diferentes na familia de covariancia Matérn e encon-
traram que o comportamento de amostragem finita tendem a concordar com as inferéncias de
preenchimento assintético. Assim, as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros
de covariancia sdo tipicamente consistentes e assintéticamente normais (MARDIA; MARSHALL,
1984), entretanto nem todos os pardmetros podem ser estimados de maneira consistente sob
estrutura de dominio fixo (CHEN; SIMPSON; YING, 2000). Stein (1999) € uma das referéncias para
mais detalhes relacionado a dominio fixo, enquanto Zhang e Zimmerman| (2005) discutem qual

o quadro mais apropriado dos dois diferentes quadros assintéticos relacionados anteriormente.

2.4 TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANGAS NO MLEG,

Nosso objetivo € testar a hipdtese nula Hy : ¥y = \IIO(O) contra Hy : ¥y # \IIO(O), em que \IIO(O)
€ um vetor conhecido. A estatistica razdo de verossimilhancas (LR) para testar H, versus H; €

dada por

LR =2 [1,(¥,) — ,(¥(")], (2.6)

~T 2T ~T T 5T =
emque = (¥,,( ,¢ )T é0EMV irrestritode tei = (¥ ¢’ ¢T)T é 0 EMV restrito para
L em que & e & sdo o EMV restrito de ¢ e ¢ sob H, em que [, € o logaritmo da fun¢do de veros-
similhanca perfilada apresentada na equagao 1b e ¥, denota 0 EMV de ¥,. Assintoticamente
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e sob H, a estatistica LR tem distribuicao Xf).

Cox e Reid (1987) definiram uma versao modificada da verossimilhanga perfilada, em que
um termo de ajuste € incorporado a verossimilhanga perfilada anteriormente a estimacao. Con-
siderando, portanto, os parametros de perturbagio ¢ = ((",¢")" e os parAmetros de interesse

ortogonais. A log-verossimilhanca perfilada modificada correspondente para ¥ é dada por

e (o) = 1,(0) — 3 Tog | Iy (B(20))].

em que [y, denota a matriz de segundas derivadas de [ com respeito a ¢.
A estatistica da razdo de verossimilhancas perfiladas modificada (LRcR) para o teste de H

versus H; € dada por

LRcg = 2 [lcr(Wo) — ler (%)), 2.7

em que ¥, € o valor de ¥, que maximiza a fungao [-g. Assintoticamente e sob H, a estatistica

LRcg, tem distribuicdo x2.
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3 CORREGCAO DE BARTLETT PARA A ESTATISTICA DA RAZAO DE VEROSSIMILHAN-
CAS

Em problemas regulares (COX; HINKLEY, |1979), a estatistica da razdo de verossimilhancas (LR)
tem, sob a hipétese nula (H;), uma distribuicdo qui-quadrado (y?) aproximadamente, em amos-
tras grandes, ou seja, x> com p graus de liberdade, em que p € a diferenca entre as dimensdes
dos espagos paramétricos sob as hipéteses alternativa (H;) e Hy. O teste da razdo de verossimi-
lhancgas envolve estimagdo dos parametros sob as hipéteses nula e alternativa. Para a estatistica
LR o erro dessa aproximacao € de ordem n~1, isto é, O(n‘l), em que n € o tamanho da amostra
(BARNDORFF-NIELSEN; E. HALL), [1988)).

Os testes sao usualmente baseados na comparagdo das estatisticas com o valor critico ob-
tido da distribuicdo x? de referéncia para um nivel de significAncia nominal fixado. Em geral,
h4 grande dificuldade em se determinar a distribuicio exata da estatisticas LR. Esta é a razdo
pela qual os testes t€ém sido construidos com base em resultados assintéticos. No entanto, as
aproximacoes resultantes podem ndo ser boas para amostras pequenas ou mesmo de tamanho
moderado pois os testes podem apresentar taxas de rejeicao bastante liberal rejeitando muito
mais a hipéteses H do que deveria.

A correcdo de Bartlett € utilizada para melhorar a qualidade da aproximacdo da estatistica
da razdo de verossimilhancas pela distribuicdo y2. A ideia de modificar a estatistica LR por
um fator de correcdo, visando a produzir uma estatistica modificada (L R*) com o primeiro mo-
mento igual ao da distribui¢do x?, é devida a Bartlett (1937). Deve-se destacar que tal fator ndo
depende do valor da estatistica LR, mas podem depender de parametros desconhecidos e, neste
caso, estes devem ser substituidos por suas respectivas estimativas de maxima verossimilhanca
sob Hy.

Em problemas regulares, a estatistica LR* tem distribui¢ao assintética x,,> com erro de ordem
n~?2 (ver BarndorfF-Nielsen e E. Hall (1988)). Assim, temos que Pr[LR > z,] = a + O(n™!),
tem-se Pr[LR* > z,] = a + O(n~?), em que z,, € o quantil (1 — «) da distribui¢do y,?. Um
método geral de obten¢do da constante que aparece no fator de correcdo foi desenvolvido por
Lawley| (1956) e uma revisao sobre correcio de Bartlett a estatistica LR pode ser encontrada em
Cordeiro e Cribari-Neto| (2014).

Melo, Ferrari e Cribari-Neto| (2009) desenvolveram os fatores de corre¢do de Bartlett para
as estatisticas da razdo de verossimilhangas usual e razdo de verossimilhancas perfiladas modi-
ficada baseada na proposta de Cox e Reid (1987) em modelos lineares mistos.

Pires et al. (2018) propuseram refinamento de inferéncia para a distribuicdo Pareto genera-
lizada baseadas nas propostas de Cox e Reid (1987, 1993), Barndorfi-Nielsen (1983), Fraser e
Reid| (1995)) e |Severini (1999)).

Araujo, Cysneiros e Montenegro| (2017) propuseram um refinamento do teste de heterosce-

dasticidade baseado na estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas modificada proposta
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por Cox e Reid (1987)) nos modelos ndo lineares simétricos heterosceddsticos.

Desta forma, considere o modelo em estudo, sendo o vetor de pardmetros ¢ particionado da
seguinte format = (], (7, ¢")7, com ¥, o vetor p x 1 de parmetros de interesse e (', ¢ ")
sdo os vetores de parAmetros de perturbacdo de dimensdes (¢ — p) x 1 e 4 x 1, respectivamente.

Nosso interesse € testar a hipotese Hy : ¥y = \IIO(O) contra Hy : ¥ # \IIO(O), em que \Il(()o) é
um vetor p dimensional de constantes especificadas, no modelo linear espacial gaussiano com
repeti¢des, utilizaremos inferéncia assintética de segunda ordem.

Para grandes amostras, a distribui¢do da estatistica da razdo de verossimilhancas, LR, pode
ser aproximada pela distribui¢cao Xf;- No entanto, a aproximacao resultante pode ndo ser satisfa-
toria para amostras pequenas, conduzindo assim a taxas de rejei¢ao bastante distorcidas. Bartlett
(1937) propds um fator de corre¢do (1 + ¢/p)~! que é multiplicado 2 estatistica LR, produzindo

uma estatistica da razdo de verossimilhangas modificada (LR*) dada por

LR

LR = ——
1+¢/p

(3.1)
com média mais préxima do valor esperado da distribuicdo x2. A constante c é obtida a partir

de cumulantes da log-verossimilhanca e serd discutida a seguir.

3.1 OBTENGAO DO FATOR DE CORREGAO DE BARTLETT NO MLEGR

Assim como Melo, Ferrari e Cribari-Neto| (2009), uma das contribui¢des desta tese estd na ob-
tencao do fator de correcao de Bartlett para o modelo geoestatistico utilizando a verossimilhanca
perfilada.

DE BASTIANI (2016) desenvolveu uma expressao para ¢, sendo ¢ fungdo de cumulantes e

de derivdadas de cumulantes, de ordem n !, expresso da senguinte forma

c= Z ()\rstu - Arstuvw) - Z()\rstu - )\Tstuvw)a (32)
\I’O»Cvlp (»¢
em que
rs tu 1
Arstu =K K Z"’irstu - (K'Tst)u - ('Lirt)su )
€

1 1
)\rstuvw :/irslituﬁvw {Hrt'u (6"131“1) - ("isw)u) + <4Hsvw - (Kvsw)'u>

+(ﬁrt)v("isw)u + ("%ﬂt)u(’ﬂem)fu} .

com x™ = k1) representando o elemento (r, s) da inversa da matriz de informacio de Fisher
K de ¢, sendo as derivadas dos cumulantes em relagdo aos componentes do vetor ¢ dadas por
enquanto (Kgy )y = Okgw /Oy € (Krt)su = 0kt /OL,0L,,. Na Equagdo (3.2), enquanto o primeiro

somatorio 7, s, t, u, v, w variam em todos os pardmetros do modelo (¥ ,{",¢")", no segundo
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somatorio os mesmos indices variam apenas nos parimetros de perturbacdo (', ¢")". Os ter-
ceiros e quartos cumulantes e derivadas dos cumulantes podem ser encontrados no Apéndice [A]

DE BASTIANI|(2016) obteve o fator de correcao de Bartlett para a estatistica LR no MLEGrt,
a Equacdo [3.2|resume-se a

1 . 1 ) 1 )
ab . jk ab .cd, .jk ab, . jk  .lo
c= E {—2/41 K’ /fabjk;+1f€ KR KabjKedle — 5/’6 KK Kb (Kiok — 2(Kio)k)
3 1

+/<a“b/<:fk/<ajl/-€abj (2(5]%)1 - 2/4:]%1) — 2/€ab/€fg/€jk/€abj/€fgk:| ,

em que os indices a, b, c e d variam em elementos de ¥, f e g em elementos de { e j, k,l e 0
em elementos de ¢. Em notagao matricial, temos

B B2 T B .
c—tr<rD <—2M+4P—2(c+u)'y )) (3.3)

em que D, M, P sao matrizes de dimensao 4 x 4 dadas por

D= ;tr (2;121) :
M = tr {(X{)TEAX{))A (XBTZI;;XB 4 2X61T21;1X6)} ’
P - (5% (7)) (X))

e, e v sdo vetores de dimensdo 4 cujo k-ésimos elementos sdo tr [D~1Ay],
—1 -1
tr [(X()TElX()) (X()TE,TX{))} e tr [(XIEle) (XIE,;le)], respectivamente, em

que
Ay = ;tr =780 - ;tr = S - ;tr =¢8],

em que k, ¢ e [ variam nos indices {1, 2,3, 4}. Introduzimos a seguinte notagio ¥, = 0%/0¢y,
Ty = 0°8/0¢0¢;, B8 = 0871 0¢y, Tt = 0°E71/0¢0¢; e X}, = 0X},/O¢by, para
(k,1) € {1,2,3,4}. No Apéndice[A]estdo apresentados os desenvolvimentos para a obtencdo da
quantidade c.

E importante salientar que a férmula somente envolve operacdes simples de matrizes e
pode ser facilmente implementada em pacotes de computacdo simbdlica e linguagens que permi-
tam executar operagoes simples de dlgebra linear, tais como Ox, R, MAPLE, MATHEMATICA,
etc. Estes resultados sdo similares aos obtidos por Melo, Ferrari e Cribari-Neto (2009).

A seguir, apresentaremos algumas contribuicdes importantes para testes de hipdteses nos
modelos geoestatisticos. Um estudo extenso de simulagao foi realizado nesta tese com o intuito
de analisar o efeito da influéncia do nimero parametros de perturbac¢iao, do nimero parametros
de interesse, além do nimero de repeticoes no MLEGr como contribui¢do, uma vez que em DE
BASTIANI (2016) s6 foram apresentados dois simples resultados numéricos.

No Capitulo 2] foi mostrado como fica o teste da razdo de verossimilhangas perfiladas mo-
dificado (LRcr) baseado no ajuste de |Cox e Reid| (1987). Este ajuste de Cox e Reid para a
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verossimilhanca perfilada, reduz o impacto de parametros de perturbacdo na inferéncia resul-
tante, conduzindo a testes que produzem taxas de rejeicao abaixo dos niveis nominais. Contudo,
a partir dos resultados de DiCiccio e Stern| (1994), Cysneiros e Ferrari (2006) desenvolveram
o refinamento de um teste de heteroscedasticidade baseado em verossimilhanga perfilada mo-
dificada em modelos ndo lineares da familia exponencial, baseado na proposta de |Cox e Reid
(1987).

Ferrari, Cysneiros e Cribari-Neto| (2004) propuseram o refinamento de um teste de hete-
roscedasticidade baseado em verossimilhancga perfilada modificada no modelo normal linear,
estendendo os resultados de [Ferrari e Cribari-Neto| (2002) para abordar o caso em que o para-
metro de interesse (heteroscedasticidade) é multidimensional.

Definimos a estatistica da razdo de verossimilhancas perfiladas modificadas corrigida como
LRcr
1+ccr/p’
em que a estatistica LRcg foi definida em de tal forma que, em problemas regulares, a

LR}y = (3.4)

Pr[LR{y > 2] = a4+ O(n~?) em que z, é o quantil (1 — ) da distribui¢do x?, enquanto que
Pr[LRcg > z4] = a + O(n™1). Isto é, o erro de aproximacdo por x? para a distribui¢io nula
de LRcy € de ordem n~!, enquanto que o erro desta aproximagio para a distribui¢do de LR €
reduzido a ordem n~2. DiCiccio e Stern| (1994, p. 404, equagdo (25)) definiram uma expressdo

geral para ccr que pode ser escrita como

1
Ccr = {4TTUTStf§rstu - /iruTSt(K‘rst)u + (ﬁruﬁst - VTuVSt)(KTS)tU_

1 1 1
_ (4ﬁru7.8t7-vw + 5,‘-éjtuTszm — BTtuTsztv> e

+ (Féruﬂstmvw + ﬂruliswﬁtv o VTuffsthv)’frst(’fuv)w_
o (,‘ituK,Stﬁvw o VTUVSt)("irs)t(Kuv)w o (K,Tu)w o (Kruﬁswlivw o VruVStVUw)(’@"s)t(’ﬂm)u}};

emque V™ = K" —7" 7" = Kk %We, sendo wy;, elemento da matriz K Yoo parte referente a
W, de K~1. Os indices , s, t, u, v, w percorrem todos os elementos do vetor¢ = (¥, ", ¢7)".
Da mesma forma que feito anteriormente, todas as quantidades sdo obtidas individualmente,
analisados os produtos e parcelas e, por fim, simplificadas. Dessa simplificacdo, resulta

. 1 . . .
ab . jk ab .cd, jk ab .jk .lo ab k
Cop = E {—/i K’ /@abjk—kin KRR Kapjlear + K KK Kapj (Kri)o + K k1T K9 KabjK fgk+

+ 2/4;“b/<;fjf<;kl/<;abj(/£fk)l},

sendo a, b, ¢, d indices para se referir aos componentes de ¥y, f e g aos componentes de ¢
e j,k,l e m aos componentes de ¢. A partir da ultima simplificacdo foi obtida a expressdo
geral, em nota¢cdo matricial, da constante da corre¢do de Bartlett para a estatistica de razao de

verossimilhancas baseada na fun¢ao log-verossimilhanca perfilada ajustada, definida por

1
cer = tr [D7! <—M +-P+ mT) + 4T K%y, (3.5)

4
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em que D, M, P e -y sdo definidos acima, enquanto ¢; é tr [D‘lEk}, sendo
By = —tr [S 5SS 4 /260 (B8] + 1/2tr [8, 5

uma matriz de dimensdo 4 x 4. No Apéndice Bl estdo apresentados os desenvolvimentos para a
obtencio da quantidade ccg. E importante salientar que a férmula (3.5 somente envolve ope-
racoes simples de matrizes e pode ser facilmente implementada em pacotes de computacdo
simbdlica e linguagens que permitam executar operagdes simples de dlgebra linear, tais como
Ox, R, MAPLE, MATHEMATICA, etc. Estes resultados sdo similares aos obtidos por Melo,
Ferrari e Cribari-Neto| (2009)).

Uma nova contribuicao deste trabalho € a obten¢ao de ajustes para a estatistica da razao de ve-
rossimilhancas (LR) com base nos resultados de Skovgaard| (2001) nos modelos lineares espaci-
ais com repeticoes. Estes ajustes t€ém ampla aplicabilidade, pois sdo védlidos para testar quaisquer
hipéteses nulas que estabelecam um vetor de valores fixados para uma parte do vetor de parame-
tros do modelo. Estes novos ajustes apresentam uma vantagem em relacao ao ajuste de Cox e Reid
(1987) por serem invariantes segundo reparametriza¢des da forma (v, 1) — (v, ((v,v)), sendo
v o vetor de parametros de interesse, 1 o vetor de parametros de perturbacdo e ( uma fungao de
v e 1. Outra vantagem € a aplicacdo direta a estatistica da razdo de verossimilhancas, enquanto
que o ajuste de Cox e Reid, ao contrério, € aplicado a funcdo de verossimilhanga perfilada, a
qual deve ser maximizada segundo as hip6teses nula e alternativa para, posteriormente, obter-se
a estatistica ajustada. Outra vantagem adicional € que ndo € necessdria a ortogonalizacdo entre
os parametros de interesse e os de perturbagdo. Estes novos ajustes apresentam uma vantagem
em relagdo ao fator de correcdo de Bartlett uma vez que sd@o mais simples de serem obtidos pois
requerem cdlculos dos cumulantes de derivadas do logaritmo da fung¢do de verossimilhangas
até segunda ordem, enquanto que o cdlculo do fator de correcdo de Bartlett € mais complexo e
requer a obten¢do dos cumulantes de derivadas do logaritmo da fun¢do de verossimilhancas até
a quarta ordem.

Uma generalizacido da estatistica da razdo de verossimilhangas sinalizada modificada de
Barndorff-Nielsen para o caso em que o parametro de interesse € multidimensional com propri-
edades similares ao caso unidimensional é proposta por Skovgaard (2001).

A estatistica da razao de verossimilhancas ajustada para o teste de H, é dada por
1 2
LRg = LR <1 — —log p) , (3.6)
ou sua versdo assintoticamente equivalente
LRSKZ =LR -2 10g P, (37)
em que p € definido por

(Tio)”
2—-1 = jad g Ay | (38)
LR?/ (L’ _ L’)T(U’)_lU

p = 320N T g V21T g 712132
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sendoU = (Uy,,U,)", Uy, = 0l(¥g,p)/0%oe U, = 0l(¥y,p)/0p,T = 0*1(¥,p)/dwdw’,
a matriz de segundas derivadas, com w € {¥,¢}. Aqui, J,, representa a matriz de segundas
derivadas referente aos parimetros de perturbagio, com dlmensao (g—p+4) x(g—p+4),
U=U®%),U=U®%),J =J@1),J = J@). Além disso, J~IT I T U ~TT ' Jel—
L' ~ h1!'Jsio aproximacoes de|Skovgaard et al. (1996) e Skovgaard (2001)), respectivamente,
sendo I = E[—J], h = cov,, [U(to), (o) — 1(1)] | eT = cov,, [Ult), Ut)] |
Sob H), as estatisticas LRgk; € LRsk, sd@o aproximadamente distribuidas como uma X?D com

Lo= LL L Lo=tL,L=L"

alto grau de precisao (SKOVGAARD), 2001, pdg. 7). Diferentemente de LRgk», LRgk; € sempre
ndo-negativa, além de ter como caso particular a estatistica R*%, quando se testa apenas um para-
metro em H, ou seja, p = 1, sendo R* uma versdao modificada da estatistica de verossimilhanca
sinalizada (BARNDORFF-NIELSEN, 1986, 1991). Sob H, R* tem distribui¢cao normal padrao
com erro da ordem de n =3/,

Ferrari e Cysneiros| (2008) desenvolveram estatisticas da razao de verossimilhancas ajustadas
segundo a proposta de Skovgaard| (2001) para os modelos ndo-lineares da familia exponencial. E
de se destacar que, neste contexto, os resultados ndo se limitam a testes de heteroscedasticidade,
mas abrangem testes de quaisquer hipdteses nulas que estabelecem um vetor de valores fixados
para uma parte do vetor de pardmetros do modelo. Dentre todas as estatisticas apresentadas,
aquelas que produziram melhores testes de heteroscedasticidade foram LR e LRgk».

Todos os desenvolvimentos para a obten¢do das quantidades nas equagoes e foram
feitas no Apéndice [C|

E de se destacar aqui, que os nossos resultados nio se limitam apenas a testar Hy : ¥y = 0
mas abrangem testes de quaisquer hipdteses nulas que estabelecem um vetor de valores fixados
para uma parte do Vetor de parﬁmetros do modelo. Por exemplo, poderiamos testar a seguinte
hipétese Hy : ¢ = sendo q§

Observando a Equagao @), nota-se uma sequéncia de produtos de determinantes. Nesta
sequéncia apenas os determinantes de J op € J oy Seriam diferentes, ja que o vetor de perturbacdo
para o novo teste de hipétese seria = (87, ¢;) ", em que B = (¥],¢"), embora as matrizes J
e J se mantenham com a mesma estrutura jé discutida. Continuando a andlise, de toda a fracdo

apenas LR seria alterado, ou seja,
LR = LR(¢Y") = 2 [l,(2) — Lp(65")] ,

em que l,(¢p2) = L(¢po; \il\g(qbg), C(a), d1(d2),Y) é a fungio de log-verossimilhanga perfilada.
Dessa forma, todos os desenvolvimentos no Apéndice [C|continuam tteis para executar este novo

teste de hipdtese.

3.2 APLICACAO

Nesta sec¢do, continuamos a analisar o exemplo descrito no Capitulo[IJcom a finalidade de ilustrar
a teoria apresentada nesta tese. E importante mencionar que|DE BASTIANI et al.| (2017) também

analisou este conjunto de dados. Nele, analisaram que tipo de estrutura de covariancia era a mais
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adequada aos dados e as estruturas de covariincias espaciais (Gaussiano, exponencial e Matern
com ¢4 = 1) apresentaram menor AIC do que as estruturas de covariancia espago-temporais e
portanto, sdo indicadas a serem utilizadas. Os autores acreditam que a independéncia temporal
entre as repeticdes se deve ao fato de que o periodo de observagao entre uma realizagcdo e outra
¢ muito longo.

Considere o modelo na Equacdo com as quatro varidveis explicativas P, K, Ca e Mg
relacionadas a 31, B2, 03 € (4, respectivamente, além do intercepto ;. A mesma fungio de co-
variancia exponencial descrita no capitulo anterior foi selecionada.

O objetivo € efetuar diversos testes de hipdteses a dados reais utilizando as diversas esta-
tisticas de teste apresentadas: razao de verossimilhangas usual (LR), razdo de verossimilhanca
baseada no ajuste de Cox e Reid| (1987), suas versdes corrigidas por Bartlett (LR* e LRy, res-
pectivamente), além dos ajustes de [Skovgaard (2001) (LRsk; € LRgk»).

A Tabela[2]apresenta um resumo dos testes de hipéteses executados, com a primeira coluna
identificando a hipdtese nula. Na tabela sdo encontrados os valores observados das estatisticas
de teste e seu respectivo p-valor, entre paréntesis.

Para esses dados de produtividade de soja apenas o primeiro teste, Hy : ; = 0, apresentou
p-valores maiores que zero. Neste teste, apenas ao nivel de significancia 1% nao rejeitamos Hy,
diferente dos niveis 5% e 10%, nos quais rejeitamos Hy. Para todos os demais testes, rejeitamos

a hip6tese nula para todos os niveis de significancia usuais 1%, 5% e 10%.
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Tabela 2 — Testes de hip6teses usando diversas estatisticas baseadas na razao de verossimilhan-
cas: usual (LR), baseada na verossimilhanca perfilada ajustada (LRcg), suas respec-
tivas correcdes de Bartlett (LR* e LRy e as versdes ajustadas de Skovgaard (LRgk;

e LRgsk»), com p-valor (entre paréntesis).

Hy LR LR* LRk LRix LRski LRsko
f1=0 496 474 415 437 406 4,02
0,03) (0,03) (0,04) (0,04) (0,04) (0,04)

B2=0 2623 26,16 2574 26,11 25,59 25,59
(0,00) (0,000 (0,000 (0,00) (0,00) (0,00)

B3 =0 1556 1528 14,81 1523 14,75 14,74
(0,00) (0,000 (0,000 (0,00) (0,00) (0,00)

B1=0 22,61 21,85 20,47 21,38 20,39 20,33
(0,00) (0,000 (0,000 (0,00) (0,000 (0,00)

Br=pP2=0 28,67 2791 27,66 2805 2505 24,92
(0,00) (0,000 (0,000 (0,00) (0,00) (0,00)

B1=p3=0 22,73 22,08 2126 21,83 20,26 20,19
(0,00) (0,000 (0,000 (0,00) (0,00) (0,00)

fr=P1=0 22,67 21,88 20,59 2124 20,23 20,16
(0,00) (0,000 (0,00) (0,00) (0,00) (0,00)

Bo=p3=0 33,09 32,17 30,02 30,65 2924 29,12
(0,00) (0,000 (0,000 (0,00) (0,000 (0,00)

Bo=p1=0 37,22 3597 3371 34,12 3338 33,27
(0,00) (0,000 (0,000 (0,00) (0,00) (0,00)

Bs=p1=0 2047 2886 2698 27,36 2581 25,69
(0,00) (0,000 (0,000 (0,00) (0,00) (0,00)

fr=P2=pP3=0 34,71 3352 32,07 32,58 30,88 30,77
(0,00) (0,000 (0,000 (0,00) (0,000 (0,00)

Br=Pa=P1=0 41,11 3986 37,54 3791 37,09 3699
(0,00) (0,000 (0,000 (0,00) (0,00) (0,00)

P2=P3=P1=0 43,42 41,60 38,52 39,04 3932 3921
0,00) (0,000 (0,000 (0,00) (0,00) (0,00)
Bi=Pa=P3=Ps=0 47,16 4592 4144 4182 42,83 4273
0,00) (0,000 (0,00) (0,00) (0,00) (0,00)
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, nosso objetivo é comparar o desempenho (ou a performance) dos diferentes
testes apresentados anteriormente baseados nas seguintes estatisticas, a saber: razao de verossi-
milhangas usual (LR), razdo de verossimilhangas perfiladas modificada (LRcR), suas respectivas
versdes corrigidas (LR* e LR(g), razdo de verossimilhancas ajustada (LRsk;) e sua versdo as-
sintoticamente equivalente (LRgk»). Os desempenhos dos testes sdo avaliados em funcdo da
proximidade das probabilidades de rejeicao da hip6tese nula, sendo esta verdadeira (probabili-
dade do erro tipo I), aos respectivos niveis nominais dos testes.

As simulacdes realizadas sdo baseadas no modelo linear espacial gaussiano com repeti¢ao
apresentado em (2.1). A hipétese nula considerada é H, : ¥y = \I!(()O), em que \Il(()o) € o vetor nulo
p-dimensional.

No modelo linear apresentado na equacao , com matriz de covaridnciaX = vec(Xy),..., X)),
sendo X;y, © = 1,...,7, tem forma dada pela Equagio e R(¢3, ¢4) dada pela Equacao
(2.3), a fungdo de covaridncia exponencial. O valor dos pardmetros considerados no estudo foi
Br = 0,00 parak =1,...,pe ;= 0,50paral = p+1,...,q, ¢1 = 0,55 e ¢ = 2,85.
Como ¢3 representa uma fungdo do alcance da correlagdo como discutido no Capitulo [2|e por
simplicidade, este pardmetro foi fixado como 30% da distancia Euclidiana méxima. O nimero
de repeticdes e tamanhos amostrais considerados foram, respectivamente, » = {5,7,9,11, 13}
en = {25,36,49}. Os tamanhos da amostra foram escolhidos de forma a termos uma grade
regular de observagdes, ou seja, observagdes dispostas da forma /n x /n. Essa ndo é uma con-
dicdo necessdria para utilizacdo do modelo, pois as unidades amostrais podem ser observadas
em qualquer ponto no espago. Devido ao alto custo computacional, apenas para alguns casos es-
pecificos foi considerado também o nimero de repeticdes r = 20. O custo computacional reside
no fato de vetores e matrizes de dimensdes n serem impactados pelas r repeti¢cdes, implicando
em dimensdes de ordem nr quando considerado um modelo matricial.

A matriz de covaridveis X(;) da ordem n X ¢ para a primeira réplica foi gerada como amos-
tras aleatérias da distribuicdao uniforme entre 0 e 1. Em seguida, consideramos a construcao
X = vec(Xy, X2y, -, X)), com Xy = X1y, Vb = 2,...,7.

O numero de réplicas considerado foi 10000 e os niveis nominais utilizados foram o =
(1%, 5%, 10%}.

Para realizar as simulacdes foi utilizada a linguagem de programacdo matricial Ox (DOOR-
NIK, 2009). Para cada tamanho de amostra e cada nivel nominal considerado, calculamos as
taxas de rejeicdo de cada teste, isto é, estimamos, via simula¢do, Pr[LR > z,|, Pr[LRcgr > z,],
Pr[LR* > z,|, Pr[LR{y > z.|, Pr[LRsk; > z,] e Pr[LRsx» > x,], em que x, é o quantil
(1 — «) apropriado da distribui¢ao X;Q;- Todas as entradas das tabelas apresentadas sdo porcenta-
gens. Ao final do Capitulo, realizamos a andlise do poder dos testes, no qual consideramos uma

perturbag@o d, variando entre {0, 1; 1,5}, em cada componente do vetor de interesse ¥y,.
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Inicialmente, temos como objetivo analisar a influéncia do nimero de parametros de inte-
resse, do nimero de parametros de perturbacdo, do tamanho da amostra e do nimero de réplicas
nos desempenhos dos testes e comparéa-los entre si. Além disso, comparamos a média e a vari-
ancia das estatisticas com as quantidades correspondentes da distribuicao de referéncia.

A Tabela 3] apresenta resultados de simulagéo para ¢ — p = 2 (parametros de perturbagio),
r = 5 (numero de réplicas) e diferentes valores de n e p. Variamos p para analisar o efeito do
nimero de pardmetros de interesse nos diferentes testes e variamos o n para avaliar o efeito do
tamanho da amostra nos diferentes testes.

Para n = 49, observamos que o teste da razdo de verossimilhancas usual (LR) € liberal, Por
exemplo, quando p = 5 e a = 10%), a taxa de rejeicéo do teste é 10,48%. A tendéncia do teste
em rejeitar com frequéncia demasiada a hipétese nula € atenuada pela correcdo de Bartlett de
forma que o teste da razdo de verossimilhangas corrigido (LR™) apresenta distor¢des de tamanho
menores. Por exemplo, sua taxa de rejeicao para a mesma situagdo € 9,86%.

O desempenho do teste baseado na estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas modi-
ficadas (LRcg) € pior que a sua versdo corrigida, a razdo de verossimilhangas perfiladas modi-
ficadas corrigida (LR{g), que também apresenta desempenho bem melhor que o teste LR, pois
sua taxa de rejei¢do estd mais proxima do nivel nominal. O desempenho dos testes LR* e LR
sdo bem parecidos nesse cendrio, as taxas mais préximas. Novamente, quando p = 5e o = 10%),
as taxas de rejeicao de LR e LR* sdo, respectivamente, € 9,65% e 9,82%.

Os testes baseados nas estatisticas da razao de verossimilhangas ajustadas LRgk; e sua versao
equivalente assintéticamente, LRg», tiveram pior desempenho do que o teste LR, apresentando
taxas de rejeicao mais distantes dos niveis nominais, porém conservativas na maioria dos casos.
Notamos que o impacto do niimero de parametros de interesse foi mais marcante nos testes
baseados nas estatisticas LR, LRgk; € LRgk». Para estes testes, quando o nimero de parametros
de interesse aumenta, as taxas de rejeicao desses testes permanecem mais instdveis em relacao
aos respectivos niveis nominais do que quando os testes sdo baseados nas outras estatisticas.

Em suma, para o estudo de simulagdo apresentado na Tabela 3| temos que os testes LR",
LRcr € LR( apresentaram melhores desempenhos.

As conclusdes anteriores também se verificam para outros niveis nominais, até mesmo para
niveis nominais muito pequenos (o = 1%). A Tabela 4] apresenta resultados de simulago para
p = 2 (parametros de interesse), 7 = 5 (nimero de réplicas) e diferentes valores de n e ¢ — p.
Variamos ¢ — p para analisar o efeito do nimero de parametros de perturbacdo nos diferentes
testes e variamos o n para avaliar o efeito do tamanho da amostra nos diferentes testes.

Podemos observar que quando temos poucos parametros de perturbacdo, observamos que
o teste LR (baseado na estatistica da razdo de verossimilhangas original) apresenta taxas de
rejeicdo acima do nivel nominal considerado. Por exemplo, quando o = 10%, ¢ — p = 3 e
n = 36, a taxa de rejeicdo do teste LR € 11,18%. Ja o teste LR* (baseado na estatistica da ra-
730 de verossimilhancgas corrigida, respectivamente) foi eficaz em reduzir a taxa de rejeicao do

teste LR exibindo taxa de rejeicdo menor e mais préxima do nivel nominal considerado, a saber
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Tabela 3 — Tamanhos dos testes para tamanhos de amostras n = 36 e n = 49, n°® de repeti¢des
r = 5 en®de [’s em perturbacdo ¢ — p = 2, para diferentes niveis nominais usuais
e parAmetros de interesse p = {2,3,4,5,6}.

a=10% n =36 n =49
P LR LR* LRk LR{ LRski LRsko LR LR* LRk LR{ LRski LRsko
2 10,85 10,40 10,23 10,37 10,17 10,16 10,77 10,23 10,04 10,21 10,00 10,00
3 11,27 10,64 1042 10,59 991 9,91 10,62 10,12 9,89 10,06 9,83 9,81
4 1096 10,25 10,07 1020 9,69 9,66 10,60 9,98 9,72 9,94 9,46 9,46
5 11,15 10,44 10,29 1042 9,62 9,59 10,48 9,86 9,65 9,82 9,25 9,25
a=5% n =36 n =49
P LR LR* LRcr LR¢z LRski  LRsko LR LR* LRcr LR¢z LRski  LRsko
2 5,78 5,44 5,33 5,46 5,20 5,19 5,42 5,15 5,10 5,15 5,10 5,10
3 5,64 5,27 5,16 5,28 4,83 4,81 5,55 5,26 5,15 5,25 5,03 5,03
4 5,75 5,32 523 525 4,81 4,80 5,47 5,06 4,98 5,09 4,73 4,72
5 5,79 5,32 5,18 5,27 4,63 4,62 5,22 4,78 4,69 4,78 4,44 4,41
a=1% n =36 n=49
P LR LR* LRk LR& LRski  LRska LR LR* LRk LR& LRski  LRska
2 1,19 1,06 1,05 1,07 1,05 1,05 1,25 1,15 1,09 1,15 1,09 1,09
3 1,27 1,12 1,07 1,09 1,02 1,01 1,18 1,08 1,02 1,06 0,99 0,99
4 1,26 1,12 1,05 1,10 0,99 0,98 1,21 1,02 0,95 1,01 0,93 0,93
5 1,08 0,91 0,89 0,90 0,77 0,77 1,03 0,89 0,86 0,90 0,83 0,81

10,67%, embora ainda ligeiramente liberal. Os desempenhos dos testes LRcgr € LR¢y (baseados
nas estatisticas da razao de verossimilhangas perfiladas modificadas e razao de verossimilhangas
perfiladas modificadas corrigidas) sdo bem melhores que os dos testes LR e LR pois suas taxas
de rejeicao estdo mais proximas dos niveis nominais. Para a mesma situagcdo acima, temos que
as taxas rejeicdo dos testes LRcr € LR s@o 10,21% e 10,38%, respectivamente.

Dentre todos os testes considerados, os testes LRgk; € LRgk, (baseados nas estatisticas ajus-
tadas de Skovgaard) foram os que apresentaram, em geral, taxas de rejeicdo mais préximas dos
niveis nominais. Para a mesma situa¢do acima, temos que as taxas de rejeicdao dos testes sao
9,94% (LRsk1) € 9,93% (LRgsk»).

E interessante notar que quando aumentamos o niimero de pardmetros de perturbacdo o im-
pacto é bem mais marcante nos testes LR e LR* do que para os testes LRcr, LRz, LRsk; €
LRgk,. Também observa-se (nestas situagdes apresentadas) que o aumento no nimero de para-
metros de perturbagcdo impacta no desempenho de LRy, que ndo foi efetiva, a deixando mais
liberal quando comparada com LRcg.

Além disso, notamos também que para o nimero de parametros de perturbacao fixo, a me-
dida que aumentamos o tamanho da amostra, quase todos os testes t€ém taxas de rejeicdo mais
proximas do niveis nominais, excetuando os casos dos testes LRgk; € LRgk, nos niveis nominais
a = 10% e a = 5%. Os testes LR e LR* ainda sdo liberais, apresentando taxas de rejei¢do acima
do niveis nominais.

Os mesmos comportamentos podem ser verificados para os demais niveis de significancia.

Em suma, para o estudo de simulac@o apresentado na Tabela 4] temos que os testes LRs;,
LRsk2, LRcr € LR( apresentaram melhores desempenhos, nesta ordem.

Na Tabela |5| apresentamos comparag¢oes da média e da variancia das estatisticas LR, LR,
LRcr, LRg, LRsk1, LRsk» € da distribuigcdo )(129, para o caso em que ¢ — p = 2 (nimero de

parametros de perturbacio), r = 5 (numero de réplicas) e diferentes valores de p (niimero de
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Tabela 4 — Tamanhos dos testes para tamanhos de amostras n = 36 e n = 49, n°® de repeti¢des
r = 5 e n°de (’s de interesse p = 2, para diferentes niveis nominais usuais e
pardmetros de perturbagdo ¢ — p = {2, 3,4}.

a=10% n =36 n =49
q LR LR* LRk LR{ LRski LRsko LR LR* LRk LR LRski LRsko
2 10,85 10,40 10,23 10,37 10,17 10,16 10,77 10,23 10,04 10,21 10,00 10,00
3 11,18 10,67 10,21 10,38 9,94 9,93 11,02 10,41 10,00 10,12 9,86 9,85
4 11,37 10,81 10,32 1043 9,73 9,72 11,31 10,72 10,08 10,22 9,71 9,71
a=5% n =36 n =49
q LR LR* LRk LR¢z LRski LRsko LR LR* LRk LR¢z LRski LRsko
2 5,78 5,44 5,33 5,46 5,20 5,19 5,42 5,15 5,10 5,15 5,10 5,10
3 5,90 5,56 5,29 5,41 5,01 4,98 5,68 5,32 5,03 5,11 4,97 4,96
4 6,23 5,78 543 5,51 4,92 4,87 5,91 5,51 5,07 5,17 4,88 4,88
a=1% n =36 n =49

q LR LR* LRk LR LRski  LRska LR LR* LRk LR&r LRski  LRska
2 1,19 1,06 1,05 1,07 1,05 1,05 1,20 1,08 1,05 1,09 1,09 1,09
3 1,28 1,18 1,02 1,05 0,98 0,96 1,26 1,16 1,08 1,13 1,01 1,00
4 1,41 1,32 1,09 1,12 0,89 0,87 1,37 1,28 1,10 1,16 0,97 0,96

pardmetros de interesse) e n.

Para n = 25, os resultados da Tabela[5|mostram que a medida que aumentamos o nimero de
parametros de interesse, as estatisticas LRz, LRcr, LR", apresentam médias e varidncias mais
préoximas da média e da variancia da distribui¢do de referéncia (ng) do que as estatisticas LRgk;,
LRsk» e LR, nesta ordem. Por outro lado, essas medidas para LR excedem as da distribuicao Xfy,
enquanto que essas medidas para LRgk; € LRgk», ficaram abaixo as da distribuicao X;Z;-

Ainda na mesma tabela, paran = 36, os resultados mostram que a medida que aumentamos o
nimero de parametros de interesse, as estatisticas LRcgr, LR{g € LR*, LRsk1, LRsk> € LR, nesta
ordem, apresentam médias e variancias mais proximas da média e da variancia da distribuicao
de referéncia (Xf)) do que a estatistica LR. Essas medidas para LR excedem as da distribuicdo
X

Por fim, para n = 49, os resultados mostram que a medida que aumentamos o nimero de
parametros de interesse, as estatisticas LRcr, LRsk; € LRgsk», nesta ordem, apresentam médias
e variancias mais préximas da média e da variancia da distribui¢do de referéncia (Xfo) do que a
estatistica LR(g, LR* e LR. Essas medidas para LR excedem as da distribui¢do X;.

A Tabela[6]apresenta resultados de simulagdo paran = 36, ¢ — p = 2 e diferentes valores de
r e p. Variamos r para analisar o efeito do nimero de réplicas nos diferentes testes e variamos
0 p para analisar o efeito do nimero de parametros de interesse.

Podemos observar que para um nimero pequeno de réplicas, o teste LR apresenta-se bem
liberal, isto €, apresentando taxas de rejeicao acima do nivel nominal considerado. Especialmente
quando o ndmero de parAmetros de interesse diminui. Por exemplo, quando o« = 10% e r = 5,
a taxa de rejeicdo do teste é superior a 10%, isto €, 11,27%. O teste LR" foi eficaz em reduzir a
taxa de rejeicao do teste LR exibindo taxa de rejei¢do menor e mais proxima do nivel nominal
considerado, a saber 10,64%. Observamos também que o teste LRcg apresenta taxas de rejeicao
mais préxima do nivel nominal do que a sua versdo corrigida (LR{g). Para a situagdo acima,
as taxas de rejeicdo dos testes sdo 10,42% (LRcr) € 10,59% (LR{R). E interessante notar que

dentre todos os testes, os testes LRgk; € LRgk, foram os que apresentaram, de forma geral,



37

Tabela 5 — Média e varifincia para tamanhos de amostras n = {25,36,49}, n® de repeti¢des
r = 5, n%de [3’s em perturbacdo ¢ — p = 2, para diferentes niveis nominais usuais e
parAmetros de interesse p = {2,3,4,5,6}.

média variancia
n|p| x) LR LR* LR LR&% LRsxi LRsk || x; LR LR* LR LR&% LRsxi LRsk
20 2 198 1,9 1,92 191 1,83 1,80 4 381 357 357 355 3,58 3,51
30 3 305 295 294 294 291 2,89 6 607 569 563 565 578 5,77
25 | 4| 4 407 394 392 393 389 3,88 8§ 810 760 7,50 754 752 152
50 5 518 501 497 499 471 4,68 10 1062 995 977 987 96l 9,60
6 6 624 604 59 602 567 563 121295 12,11 11,89 12,02 11,76 11,67
2] 2 208 203 202 203 1,9 1,87 4 429 412 405 4,10 398 3,95
30 3 3,12 305 303 304 295 2,93 6 652 624 614 621 602 600
36 | 4| 4 409 400 398 400 3,97 3,96 8 852 816 807 813 799 798
50 5 514 503 500 502 498 497 10 10,60 10,15 10,03 10,11 998 9,97
61 6 616 602 59 601 59 599 12 12,62 12,07 1191 12,02 11,99 11,99
20 2 209 205 203 205 19 1,98 4 430 4,14 408 4,13 404 404
30 3 305 299 297 299 294 292 6 637 615 606 614 603 6,02
49 | 4| 4 410 402 400 402 39 3,95 8 833 804 794 803 801 8,00
51 5 509 500 497 499 498 498 10 10,17 982 971 981 99 996
61 6 613 602 600 602 59 599 12 12,18 11,76 11,64 11,74 1193 11,93

taxas de rejeicdo mais préximas do nivel nominal, a saber 9,91% (LRgk;) € 9,91% (LRgk,). E

interessante notar que quando aumentamos o nimero de réplicas as taxas de rejei¢do de todos

os testes aproximam-se do nivel nominal, como era o esperado.

Vale ressaltar aqui também que o aumento do nimero de pardmetros de interesse fez com

que todos os testes tivessem taxas de rejei¢do mais proximas do nivel nominal, embora o teste

LR ainda apresente uma taxa de rejeicdo acima do nivel nominal. O mesmo comportamento

pode ser verificado para os demais niveis de significancia.

Em suma, para o estudo de simulagdo apresentado na Tabela[6] temos que os testes LRs;,

LRsk2, LRcr, LR € LR" apresentaram melhores desempenhos, nesta ordem.

Tabela 6 — Tamanhos dos testes para tamanho de amostra n = 36, n® de repeti¢des r = {5,7,9}

e n® de 5’s em perturbacdo ¢ — p = 2, para diferentes niveis nominais usuais e

parAmetros de interesse p = {3,4}.

p=3 p=4
a=10%
r LR LR* LRer LR LRski LRsko LR LR* LRk LR LRski LRsko
51 11,27 10,64 1042 10,59 991 9,91 10,96 10,25 10,07 10,20 9,69 9,66
7 | 10,78 10,45 10,24 10,36 10,01 10,01 | 10,67 10,17 10,04 10,14 9,65 9,65
9 | 10,58 10,13 10,05 10,08 10,02 10,01 | 10,33 10,02 10,02 10,08 9,79 9,79
a=5%
51 564 5,27 5,16 5,28 4,83 4,81 5,75 5,32 5,23 5,25 4,81 4,80
71 573 5,52 541 5,45 5,17 5,17 5,30 5,01 4,95 5,01 4,76 4,76
9| 518 4,99 5,02 5,05 4,98 4,98 5,17 4,98 491 4,99 4,90 4,89
a=1%
5 1,27 1,12 1,07 1,09 1,02 1,01 1,26 1,12 1,05 1,10 0,99 0,98
7 1,17 1,06 1,04 1,04 1,03 1,03 1,14 1,05 1,07 1,10 0,96 0,96
9| 1,11 1,02 1,01 1,01 1,02 1,01 1,10 0,99 1,03 1,03 0,98 0,98

A Tabela[7) apresenta resultados de simulagdo para n = 25, ¢ — p = 2, p = 4 e diferentes
valores de 7. Variamos r para analisar o efeito do nimero de repeticdes nos diferentes testes.

Podemos observar que para um nimero pequeno de repeti¢des, o teste LR apresenta taxas

de rejei¢do mais proximas dos niveis nominais enquanto que os demais testes sao conservativos.



38

Por exemplo, quando e = 10% e r = 5, o teste LR tem taxa de rejei¢do igual a 10,35% enquanto
que os testes LR*, LRcr, LRcr*, LRsk; € LRsk» apresentam as seguintes taxas de rejeicao 9,25,
9,10, 9,18, 8,25 e 8,24, respectivamente. Porém, conforme vai aumentando o nimero de répli-
cas, observamos que todos os testes t€ém taxas de rejeicdo mais proximas dos niveis nominais.
Novamente, para o« = 10% e r = 20 as taxas de rejeigao dos testes LR, LR*, LRcg, LR{g LRsk|
e LRgk», sdo respectivamente iguais a, 10,06, 9,97, 9,94, 10,04, 9,94 e 9,94. Ressaltamos aqui
que ndo ha um favoritismo entre os testes LRcg € LRz, embora o teste LRy teve uma taxa de
rejeicdo mais proxima do nivel nominal considerado.

Observamos também que o impacto do nimero de réplicas para estes testes, quando o nu-
mero de réplicas aumenta, as taxas de rejeicdo dos testes LR, LR*, LRcg € LR{i permanecem
mais estdveis em relacdo aos respectivos niveis nominais do que quando os testes sdo baseados
nas estatistica LRgx; € LRgk».

O mesmo comportamento pode ser verificado para os demais niveis de significancia.

Tabela 7 — Tamanhos dos testes para tamanhos de amostras n = 25, n® de repeti¢cdes r =
{5,7,9,11,13,20} e n® de 3’s de interesse p = 4, para diferentes niveis nominais
usuais e parametros de perturbagcdo g — p = 2.

o =10%

r LR  LR* LR LR LRsx LRsgo
5 1 1035 925 910 918 825 824

7 || 1028 952 945 951 876 873

9 || 10,75 10,19 10,09 1021 9,53 952

11 |[ 10,19 989 981 992 962 961

13 10,15 9,91 9,90 10,02 9,70 9,69
20 10,06 9,97 9,94 10,04 9,94 9,94
a=5%

5 5,18 4,63 4,51 4,56 3,96 3,95
7 5,05 4,58 4,50 4,55 4,13 4,12
9 5,39 4,98 4,92 4,95 4,61 4,59
11 5,11 4,89 4,75 4,87 4,53 4,52
13 5,08 4,94 4,81 4,95 4,72 4,72
20 5,01 4,97 4,91 5,01 4,92 4,92
a=1%

5 1,09 0,91 0,92 0,92 0,71 0,70
1,13 0,97 0,98 0,98 0,79 0,79
9 1,22 1,10 1,10 1,10 0,98 0,98
11 1,15 1,08 1,08 1,08 0,84 0,84
13 1,10 1,06 1,06 1,06 0,89 0,89
20 1,06 1,02 1,03 1,03 0,96 0,96

3

A Tabela[§|apresenta resultados de simulagdo obtidos sob a hipétese alternativa paran = 25,
r="7p=2q—p=2 a= 10% e diferentes valores de 6; = d, = ¢ com ¢ variando de
0,1a1,5. Sdo desconsiderados os testes que nas simulagdes de tamanho mostraram-se liberais
(ou conservativos), ou seja, aqueles que apresentaram, sob H, taxas de rejeicdo superiores
(ou inferiores) aos niveis de significancia nominal. Os testes desconsiderados sao baseados nas

estatisticas LR, LRgk; € LRgk». Entdo, comparamos os poderes dos testes e observamos que eles
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sao bem semelhantes. Notamos uma leve vantagem para os testes baseados nas estatisticas LRcg

e LR, uma vez que apresentaram menor distor¢do de tamanho.

Tabela 8 — Poder dos testes para tamanho de amostra n = 25, n® de repeticdo » = 7 e n®de 3’s
de interesse p = 2 e de perturbacdo ¢ — p = 2, para diferentes niveis nominais usuais

e diferentes valores de 9.

a=10%

é LR* LRk LR
0,1 10,64 10,60 10,62
0,2 || 14,31 1420 14,20
0,3 || 20,80 20,74 20,78
04 || 30,31 30,12 30,14
0,5 || 41,38 41,29 41,35
0,6 || 53,61 53,46 5348
0,7 || 65,83 6565 65,72
0,8 || 76,70 76,47 76,51
0,9 || 8596 85,73 85,74
1,0 || 92,03 92,05 92,05
1,5 {] 9991 9991 9991
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

Resumimos as principais contribui¢des tedricas desta tese nos seguintes itens:

@

(ii)

(iii)

@iv)

Apresentamos no Capitulo 2| uma breve introdu¢do ao modelo linear espacial Gaussiano
com repeti¢ao (MLEGr), métodos de estimacado, aspectos inferenciais e dois testes a saber:
o teste da razdo de verossimilhangas e o teste da razdo de verossimilhancas perfiladas

modificadas.

No Capitulo |3 revisamos a obtencdo do fator de corre¢do de Bartlett derivado por |DE
BASTIANI (2016)) para a estatistica da razao de verossimilhan¢as no MLEGr. Além disso,
neste trabalho derivamos uma expressao para o fator de correcao de Bartlett (proposto por
DiCiccio e Stern (1994)) para a estatistica da razdo de verossimilhangas baseada em uma
verossimilhanca perfilada modificada proposta por Cox e Reid (1987) no MLEGrt. Obte-
mos entdo um teste da razdo de verossimilhancas perfiladas modificadas corrigido, que €
preciso até segunda ordem. A férmula da correcdo € dada, em notagdo matricial, e pode ser
implementada facilmente em qualquer sistema de computacdo algébrica. Apresentamos

uma aplicagdo a dados reais.

No Capitulo[3] foi utilizada a abordagem da verossimilhanga perfilada modificada proposta
por Cox e Reid (1987), que requer uma parametrizagdo ortogonal entre os parametros de
interesse e os de perturbacdo. Desenvolvemos estatisticas da razao de verossimilhancas
ajustadas baseadas na proposta de Skovgaard (2001)) para o MLEGr. Vale salientar aqui
que, neste contexto, nossos resultados ndo se limitam apenas em testar um subconjunto
do vetor de parimetros 3, mas abrangem testes de quaisquer hipéteses nulas que esta-
belecem um vetor de valores fixados para uma parte do vetor de pardmetros do modelo.
Isto €, podemos estar interessados em testar um subconjunto do vetor de parametros 7.

Apresentamos uma aplicacdo a dados reais.

No Capitulo ] realizamos um extenso estudo de simulagido de Monte Carlo para analisar
o desempenho dos diferentes testes apresentados na literatura e neste trabalho. Os desem-
penhos dos testes sao avaliados em fun¢@o da proximidade das probabilidades de rejei¢ao
da hipétese nula, sendo esta verdadeira (probabilidade do erro tipo I), aos respectivos ni-
veis nominais dos testes. Analisamos também a influéncia do ndmero de parametros de
interesse, do nimero de parametros de perturbacdo, do tamanho da amostra e do nimero
de réplicas nos desempenhos dos testes. Além disso, comparamos a média e a variancia
das estatisticas com as quantidades correspondentes da distribuicdo y? de referéncia e

realizamos também um estudo do poder dos testes.

Além dessas contribui¢des, concluimos o seguinte:
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a) Em relac@o aos estudos de simulacao dos tamanhos dos testes concluimos que os testes

LR", LRcr e LR{ apresentaram melhores desempenhos do que os demais testes.

b) Em relagdo aos estudos de simulacao realizados com o objetivo de analisar a influéncia
do nimero de parametros de perturbacdo no desempenho dos testes, concluimos que os
testes LRsk1, LRsk2, LRcr € LR apresentaram melhores desempenhos em relagdo aos

demais testes.

¢) Em relagdo aos estudos de simulacao realizados com o objetivo de analisar a influéncia do
nimero de pardmetros de interesse no desempenho dos testes, concluimos que os testes

LR*, LRcr € LR{ apresentaram melhores desempenhos em relacdo aos outros testes.

d) Em relagdo aos estudos de simulacao realizados com o objetivo de analisar a da variagdao

do nimero de réplicas, os testes LRcr € LR apresentaram o melhores desempenhos.

e) Nas simulacdes envolvendo o poder dos testes, os testes LRcg € LR apresentaram van-

tagens em relag@o ao teste LR, uma vez que apresentaram menor distor¢ao de tamanho.

Em suma, os testes ajustados apresentam desempenhos melhores em amostras de tamanho

pequeno do que os testes originais.
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ANEXO A — CALCULOS PARA OBTENGAO DE C

Neste Apéndice estdo descritos os passos para obtencao do fator de correcao de Bartlett para a
estatistica de razao de verossimilhancas no modelo linear espacial Gaussiano com repeticoes.
Este fator foi obtido porDE BASTIANI (2016).

Considere inicialmente o logaritmo da fungdo de verossimilhanga dada por
nr 1 1 o ra
I=1lY)= —?log(27r) - 510g|2| - §Z Y7,

emquet = (¥, (,9)eZ=Y — X[¥, — X,(.

Considere o vetor ¢ = (U] ,(",¢")7, em que ¢, é o 7-ésimo elemento de ¢. A notagio
de tensor foi adotada para os cumulantes da log-verossimilhanga: k., = E[0?1(1)/0L, O,
Krst = B[031(L) /0L, 0t,0L), . . ., e também para as derivadas dos cumulantes: (ks ); = Ok, /Oy,
(Kps)tw = 0%Fps/OL1OLy, . . .. A matriz de informagdo tem elementos — k.5, sendo elementos — k"
elementos de sua inversa. 7% = K,.,k*Wqp, sSendo w,, elemento da matriz inversa de "®, para
(r,s) € Wq. Os indices a, b, ¢, d em referencia aos componentes ¥y, f, g em referencia ¢ e indi-
ces j, k, 1, o para elementos ¢.

Lawley (1956) desenvolveu uma formula para o fator de corre¢ao de Bartlett, ¢, que € dado

por
C = Z (/\rstu - )\rstuvw) - Z(/\rstu - )\rstuvw)a
¥o.(.9 ¢.o
em que
rsytu 1
/\rstu ="\ {4)\7’51?14 - (Arst)u - (/\Tt)su] y
€

1 1
)\rstuvw :/\TS)\tu)\vw {/\rtv (6)\suw - (/\sw)u> + </\svw - (Asw)v)

4
+()\rt)v()\sw)u + ()‘rt)u()‘sw)v} :
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A seguinte notacao e resultados foram usados para obter c.

Z=Y - X,¥, - X,
oX},

=0
v, ’
0X{
0 _ 0’
¢
8X6 / Ty —1 —1y T =1~/
XBj ' Te-1 1y Ty-1 Ty—1 Iy Tyl
% — lek - 2X1(X1 2 Xl) Xl Zk X1<Xl 2 Xl) Xl 2] XO
— X (X 27X X B X,
X, B7'X} =0,
X/E7!1X) =0,

Xpy, E7'Xy, =0.

As derivadas de primeira ordem da log-verossimilhanga sdo:

Ol(e)

1 Ty—1

=X/, '2"'7
0w, %o
Ol(e) Ty-1

= X/2'Z
¢ !
Ol(e) 1 -1 T Tyl L e
5o, ~ ot DEAER 75 > Z- 1737,

em que X; = 08/0¢;, X{; = 0X{,/0¢; e £ = 087! /0¢;.

As derivadas de segunda ordem sdo

a0

- X"y IxX
W, 0 0
?l) 0
oV,0C S
82Z(L) Te_ Teae—
=X 274+ X 277
oV ,00; 07 TR S
?1(¢)
= -X,2°'X
8(8( 1 1,
21(¢) -
=X'2 Yy -X
90, 1 <)
.00, ~ 2 j &k 0 A0k 0j 0 0 \“*0jk Ok ~j 07~k
925] ¢k
1 _
- -7'%;Z,

2
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em que X, = 0Xq,; /0.

As derivadas de terceira ordem sao

Ple) 0
oW oW 0¥,
o
oW oW O
agl(l’) T /
— 2 x1T®X
0¥ 0¥ (00, 0 % Xo,
Ple)  Pl)
OW,ICIC  O¥eIDp;
83l(b> ;o Te- 1 Te— 1 Te— 1 Tg—
oV,0¢;00 - <X0jk n Xoj S+ Xy T+ X ijl) Z,
Ple)
acocos
01(e) _ Ty—1
aacos, T X
() _ Ty—1
906,00, X E (Y -=Xi()e
_oly Lo [2*12.] AL VR (X' Tslex), s e X TS
8¢]8gbk8¢l 2 kl <9 2 Jkl 0 0lk 7 0k ly 05k l

Ta_ Ta— Ta_ Ta— 1 _
+ Xy 2k1+X6j Y+ Xg Ekj1+X/Ojkl by 1)Z_§ZTEjkllZ7

X5 = 0% /06y, B5 = 055! /0dy e X5 = 0X{/ 0.
As derivadas de quarta ordem sdo dadas por

P _ oxi Text _xTE, X
a\poa\lloa¢]a¢k - 0k 740 0 jk<20>
() O (¢)

I L T T

Calculando as esperancas das derivadas obtidas acima, obtemos

?1(¢)
ov ¥,

Ky,o, = E [ ] = -X'®7IX],
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e de maneira similar

Ky, =0,
Ky, =0,
Kee = —X/ 271X,
K¢y, = X{ T X0,
Kyw,s, = —X{ Z; ' X,
K0 =0,
Ko, = =X E;'X,
Keo,o, = X| 55 X W,
Ky,w,c =0,
Ky,woco, =0,
Kaowop,6, = —2X087 Xy — X' 251X,
Ko = —;tr (2515 ] - WX X, 0,
Kg,0, = —2tr |5 5,57'5] + ;tr =m + ;tr D
+ ;tr =m

Menos a matriz de informacgao de Fisher € dada por

Kyw, 0 0
0 Ke Ko
0 qu, Kys
Usando a regra de inversao de matrizes de Rao et al.| (1973)), as matrizes inversas formadas sio:
K¥o¥o — Kgly K = (Kgp — KK Kep) ™ K¢ = K + K KGKPKLK ' e
K = —K  KK?'. As derivadas dos cumulantes sdo
(Kuw,); = X' 251X,
(Kwow,)je = —2X0.5; ' X0 — X{' 81X,
(Ke); = —X/ 77X,
(Keg )k = XIZJ'_ISXE)\IIO + XIZJ'_lX{)k‘I’m
(Koo = —tr |3, 15,5715, + ;tr (28]

+ ;tI‘ [2]_12kl} .

Da ortogonalidade entre Wo e ((T,¢")" temos k% = k% = (kas)jp = Kjfa = Kjfap = 0. E

portanto € possivel mostrar que Agped = Aabfg = Aabjf = Afgap = 0 € também Kpjp = (Kapj )k =



50

Kjkab- ApOs algumas manipulagdes algébricas, o fator de correg¢do de Bartlett reduz-se a

ab/ijk

1 ) 1 ) 1
ab , .jk ab .cd jk lo
c= g {—2,% K" Kabjk + ZKZ KR KabjKedle — 5/@ K Kabj (Kiok — 2(Kio)k)

. 3 1 4
+/<a“b/<afk/<a]l/<;abj (2(/§fk)l — 2/£ka> — §/§ab/§fg/‘€]k/€abj/§fgk

Em notacdo matricial, o fator de correcao € dado por

1 1 1 1
— tr { K% {—M P—( — 0+ = ) T
c tr{ 5 —1—4 2( 6—1—21/ T

em que g, 6 ¢ v sdo vetores de dimensdao m cujo j-ésimo elementos sdo, respectivamente,
tr [K#A,|, tr [K®'B)| e tr [-K% (X[5;'X,)].
A matriz B, contem o m-ésimo vetor coluna (QXIE;,;X{) + 2X1TEJ-_1X6,€> V. Estes re-

sultados sao similares aos obtidos por Melo, Ferrari e Cribari-Neto| (2009).
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ANEXO B - CALCULOS PARA OBTENGAO DE C¢r

Nesta se¢do estardo os célculos necessdrios para obtengdo de cor. Considere a expressao pro-
posta por DiCiccio e Stern (DICICCIO; STERN, |1994) dada por

1
CoR = Z { *TTUTStK:rstu . K;TUTSt(HT'St)u 4 (Kru,ist o Vruyst) (’irs>tu_ (B 1)
\FO,Ca¢

1 1 1
o <4ﬁru7_st7_vw + 7/€tu7_sw7_tv o STtuTsztv> st K+

2

ru,.st, ow ru,.sw , .tv ru,.Sw ., tu
+ (R™RTRE™ + KRR — VRV Kyt (K ) w—

o (Ktu/{/st/ivw o VTUVSt)(’@"s)t(/iuv)w o (K/ru)w _ (Eruﬁswﬁvw o VTUVSthw)(Krs>t(’€uv)w}7

rs

emque V"™ = K5 —7"5, 7" = K,pk*“Wap, Sendo wy;, elemento da matriz inversa K Y0¥, conforme

apresentado no apéndice anterior. Os indices 7, s, t, u, v, w percorrem todos os componentes de

L= (\1'07€7¢>'

Considere inicialmente o logaritmo da funcdo de verossimilhanca dada por
nr 1 1 o ra g
[=1(Y)= —?log(%r) — 510g|2| — §Z Y7,

emquet = (¥, (,9)eZ =Y — X;¥;, — X,(.

As derivadas de primeira, segunda, terceira e quarta ordens da funcao de log-verossimilhanca
ja foram apresentadas no Apéndice anterior[A] ndo sendo necessdrio sua reprodugdo. Da mesma
forma, as derivadas de cumulantes e algumas matrizes definidas anteriormente serdo utilizadas
neste apéndice.

Sejam a, b, ¢, d indices para se referir aos componentes de ¥, f e g a0 componentes de ¢ e
J, k,l e m aos componentes de ¢. Da ortogonalidade entre ¥ e ¢, temos que x,;, elementos da

b — kb Além disso

matriz Ky, 30 0 e portanto 7% = (. Note também que 7
Vruytv — (liru _ Tru)(ﬁtv _ Ttv) — /{ruﬁltv + liru,rtv _ Trulitv + 7_7’u7_tv7

e portanto k™K"Y — VU = 7R — 77U Ainda, (Kab)k = Kabk © Kabed = Kabe = Kabf =
(Kab)ow = (Kaf)tu = (Kqj)w = 0. Assim, a equagdo (B.1)) se resume a

. 1 . . .
ab .7k ab .cd, jk ab ,.jk  .lo ab k
CoR = E { — KK Kbk + Zli KK Bapjlear + KRR Kapj (Kri)o + K k1T K9 KabjK fgkt

+ QIiabI{fj/{klliabj (’ffk)l },
que pode ser simplificado, em forma matricial, como

1
ccr = tr [KW’ {—M +P+ (61 + 25*){} + 4 K%y,
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em que ~* é um vetor tr [K""”DJ}, sendo a matriz D’ = £, 'S, 5715, §* é um vetor definido
como tr [K SO Fi } , sendo £ a matriz definida como (sz:;,jxg + XIE;ng,J U,. O vetor n*
¢ definido como tr {K"’CGJ'] ,sendo G7 = —XlTEj_le. No caso de se testar Hy : ¥y = 0, entdo
+ T K%n*.

1
CCR = tr K¢¢ {—M + EP +§1’YT}
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ANEXO C - CALCULOS PARA OBTENGCAO DE p

Nesta secdo estardo os cdlculos necessarios para obtencdo de p. Essa quantidade apresenta

~

h= (hgys ¢ s hg ) = covig [U(ko), Llto) = L@)] lyy—zuzs = Euo [U20) (Le0) = L(0))] 5z

(C.1)

jaque E, [U(to)] = 0. Assim, procedemos a obtencdo de U (¢) = 0l(¢)/O¢ a partir de [ dado na
equagdo (2.4). Desta forma,

Ug, = Ug,(t) = X}, 7' Z,
U( = Uc(b) = X;r Y 'Z e
1 B 1 _ Ta—
Us, = Uy, (b) = 5t =7y - 5252+ X, 87

emque Z =Y — XU, — X,(, sendo X = X{(4) e Xj; = Xi;(4) = 0X{/d¢;. Impor-
tante observar também algumas esperangas que foram utilizadas. Considere antes, K e F duas
matrizes sem relagdo com Y, p = pu(t) = XU + Xy, o = p(to) = Xpo¥oo + Xi€o,
sendo X, = X{(do) € Zo = Z(ty) =Y — po. Utilizamos algumas esperangas no decorrer dos
desenvolvimentos. Elas foram obtidas de (PETERSEN; PEDERSEN et al., 2008)) e algumas delas sao

E,, (KU, (%)] = KE, [Uy,(t)] =0, (C.2)
E, [(KZ)'| =B, [Z)] K" = (o — po)" K" =0, (C.3)
B [(K2)| =B [27] KT = (u—po)" K7, (C4)
Ei |20 50" Zo| = tr [55'50| = N, (C.5)
E,, [2"FZ| = tr [FSg] + (4o — 1) "= (o — ). (C.6)

Utilizamos também o intercambio entre derivada e integral, sob a suposi¢do de que se trata de
um caso de regularidade. Portanto, sendo ¢(Y) uma fungdoem Y e [(Y;e0) = >, In [f(Y;¢0)]
a fun¢do de log-verossimilhanca de Y, temos a relagdo

/g 1(Y;10)dY

e sua derivada é

OE,, g s |
T o / I 520)dY = [ 5o 9V )IYi0)} a¥ C.7)

Para obtermos /, separamos a esperanca na equagdo (C. 1) em duas, E,, [U (o) L(1o)] e By, [U (o) L(1)].

Importante ressaltar que estas esperangas ainda se resumem a
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E,, [U(t0) L(20)] = —;ELO [UGso) (20%5'20)] e (C.8)
E,, [U(to)L(t)] = —; E, [Ult) (2'S7'2)]. (C.9)

Para resolvermos a equagdo (C.8)), considere a equagdo (C.5) e a diferenciacdo em ambos os
lados por ¥y, ( e ¢

0= [ (~2X% ' S5'%0) f(Yiwo) dY + [ (2]%5'2) 3fa<;'L> Y
0= [ (~2X/5'20) f(Yiw)dY + [ (2]5;2) WS?MW
0= / (~29 3 X0, =o' Z0 + 29 To} Zo) F(Yi00)dY + / (27552, W .

das quais resultam, respectivamente,

Ebo [U‘I’o (LO)L(LO)] =0,
By, [Uc(t0) L(2o)] = 0,
E.o [Us, (20) L(to)] = —;tr (25, 20|,

Da mesma forma, a solucdo para a equacao (C.9) passa pela diferenciacdo de ambos os lados

da equacdo (C.6)), com relagdo a ¥, ¢ e ¢, sendo obtido

2X60T2_1(ﬂ0 _/J'> _ / (ZTZ_lz) afE:II;IO)dY
2X[ S (o — p) = / (z's'2) of (;2% “) gy,
e[S, + 2(Xo0,%o0) T (o — 1) = [ (27572 afg;%%)dY’

das quais resultam, respectivamente

X}y B (o — p),
—X{Z (o —p)e

By, [Uw, (¢0) L(2)]
By, [Uc(t0) L(¢)]

E.o U, (t0) L(v)]

1
—itr [27120]} - (Xooj\po)—rzil(ﬂo — ,u)
Portanto, h tem suas componentes definidas como
hay, = Xbo T (4o — ),
he = X{Z7 (4o — p)

~ 1 1
h¢j = —§tr {2@120} + 5131' [2—1204 + (Xooj\ljo)—rz_l(,uo — ,U,)

~

T = cov,, {U(L()), U(L)T} |

-~ ~
Lo=t,Lt=L
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que tem forma

Togw, Twee Twep
T=\Tew, T T
Tow, Toc  Tog
sendo Y,y = E,, {UQ(LO) Ub(b)—r}, para {a,b} € {¥,(,¢}. Inicialmente, para obtermos os

componentes por linha da matriz, calculamos a esperanca E, [U (L)T} para cada componente,
utilizando as equagdes (C.2}C.6)), obtendo

(o — p) 27X, (C.10)
(o —p) ' Z71Xy, (C.11)

El—o {U‘I’o (L)T}
By [Uc(0)"]

ELo |:U¢j (L)T}

1 -1 1 -1 1 Te-—1
—tr =7y - —tr (25180 — S0 =) S (o — )+ (C12)

+

(IJ»O — ,u)TE_le)j\Ilo.

Derivando todas as equag¢des acima com respeito a ¥ e usando o argumento da equagao (C.7)

teremos a primeira linha de TA‘, sendo, respectivamente,
Tea—
T‘I’O‘I’o = X60 by 1X67
Tea_
T\I’OC = X60 )Y 1X17
Ta— Ta_
T‘I’0<1>j = _X60 by 1(/“'0 - /1') + XE)O by 1X/0j\II0'

Da mesma forma, para as segunda e terceira linhas da matriz 'f‘ basta derivarmos com
relagdo a e ¢; as equagdes (C.10HC.12), obtendo respectivamente,

Tew, = (Xp) ' E7'XG,
Tee = X, 71X,
Teo, = =X B (po — ) + X 71X, ¥

T Tg -1

T<15,7-\I/o = lI’OOXSOj X X{),
T T -1

Tquc = ‘1’00X60j Y Xy,

1
T¢j¢k = _5“' {2_1203} - ‘I'JOXBOjTE_l(NO —p) + ‘IIE)—OXSOjTE_lxé)k‘IIO-
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