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RESUMO

Considere as seguintes desigualdades estabelecidas por Caffarelli, Kohn e Nirenberg [1],

]g;\*bp|u\pd:v 2e < ’ —2a 2
< Cup x| 7*|Vul“dz
RN RN

onde N >3, —c0o<a< (N—-2)/2,a<b<a+1,ep=2N/(N—2+2(b—a)). Neste
trabalho estudamos algumas questdes fundamentais sobre essas desigualdades, como as melhores
constantes de mergulho, a existéncia e nao-existéncia de fungdes extremais e suas propriedades
qualitativas. Enquanto o caso a > 0 foi estudado extensivamente e uma solucdo completa é
conhecida, pouco se sabe sobre o caso a < 0. Nossos resultados para o caso a < 0 revelam
alguns novos fendmenos que estdo em contraste marcante com aqueles para o caso um a > 0.
Finalmente, também provamos resultados de rigidez: uma variedade Riemanniana aberta e
completa M com curvatura de Ricci ndo-negativa, de dimensao /N > 3, na qual desigualdades

do tipo Caffarelli-Kohn-Nirenberg sdo satisfeitas estd préxima do espago Euclidiano R

Palavras-chave: Desigualdades Caffarelli-Kohn-Nirenberg. Funcdes Extremais. Variedades

Completas. Curvatura de Ricci Nao-Negativa.



ABSTRACT

Consider the folling inequalities due to Caffarelli, Kohn, and Nirenberg [1]

]g;\*bp|u\pd:v 2e < ’ —2a 2
< Cup x| 7*|Vul“dz
RN RN

where N > 3, —o0o <a < (N—2)/2,a<b<a+1,andp = 2N/(N =2+ 2(b—a)).In
this work, we study some fundamental questions concerning these inequalities such as the best
embedding constants, the existence and nonexistence of extremal functions, and their qualitative
properties. While the case a > 0 has been studied extensively and a complete solution is known,
little has been known for the case a < 0. Our results for the case a < 0 reveal some new
phenomena which are in striking contrast with those for the case a > 0. Finally, we also proved
a rigidity results: a complete open Riemannian manifods M with non-negative Ricci curvature
of dimension N > 3 in which some Caffarelli-Kohn-Nirenberg type inequalities are satisfied are

close to the Euclidean space RY.

Keywords: Caffarelli-Kohn-Nirenberg Inequalities. Extremal Functions. Complete Manifolds.

Non-Negative Ricci Curvature.
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1 INTRODUCAO

Antes de enunciarmos as Desigualdades de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, abreviamente
CKN, vejamos um pouco sobre a desigualdade de Hardy. A desiguadade de Hardy! afirma que
para qualquer dominio dado Q C RN, com N > 3eu € C5° (), tem-se

2 u? 2
K /—dxg/ Vu|2dx (1.1)
Q

@ |z[?
onde K = % Embora a constante K2 seja a melhor constante, no sentido que

2
ueCE N0} fy trda

b

o infimo nunca € atingido. Este fato acarretou numa busca para se melhorar essa desigualdade
de varias maneiras. Por exemplo, Brezis e Vazquez, em [3] mostraram que se € é limitato, entdo

para algum v > 0, temos

(1.2)

. 2/p 2 . IN
0 (/ |u|pdx> + KQ/ U4z < / |Vul?dz, 1<p<
Q o |x|? Q N

Uma consequéncia de (1.2) € que o operador

i

P=-A-"
|2

é coercivo em L?(2), no sentido que

2
inf / |Vul? — uu—Q dx >0, sempre que pu < K?.
lull 2 (y=1 Jo |z]
Para outras melhorias da desigualdade de Hardy (1.1) veja apéndice A do livro [4]. De
modo paralelo a esta busca por melhorias da desigualdade de Hardy, em [1], entra uma familia
muito mais geral de desigualdades, Caffarelli, Kohn, e Nirenberg estabeleceram as seguintes

desigualdades: existe uma constante C' > 0 tal que para toda u € C5°(RY),

2/p
(/ |x\bpyu|pdx) <C [ Jal™IVufde (1.3)
RN RN
onde N > 3,
< <N_2 <b<a+l 2N (1.4)
— c = . .
S T e G VN> SR ()

' Em [2], G. H. Hardy estabeleceu desigualdades para funcdes reais, conhecidas como ‘Desigualdades de Hardy’.
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As desigualdades de Caffarelli-Kohn-Nirenberg (1.3) contém como caso particular a
desigualdade de Hardy, pois se escolhemos a = 0, b = 1, teremos p = 2, e assim a desigualdade
(1.3) fica da forma

/}RN 2|2 [uf?de < C/RN Vu|2dz.

Também a desigualdade CKN contém como caso particular a desigualdade de Sobolev, pois se

escolhemos a = b = 0, teremos p = 2* e assim a desigualdade (1.3) fica da forma

N
(/ |u)? d:c) < C’/ |Vu|*dz.
RN RN

Uma vez provada a desigualdade CKN, podemos nos perguntar sobre varias questoes:

e Melhores constantes (como definir?).

e Funcdes extremais (existéncia e/ou nao-existéncia). Claro que a essa pergunta estd embu-

tida uma outra: em que espaco procurar estas fungdes?

e Caso haja funcdes extremais, quais s@o as suas propriedades?

As perguntas anteriores sdo de interesse puramente analitico. No entanto ha também
perguntas a se fazerem de outros interesses, como a seguinte: “IR”Y € a tnica variedade Riemanni-
ana onde vale uma desigualdade do tipo CKN?” Claro que estd pergunta estd muito vaga, sendo
mal formulada, porém tornando mais preciso a ideia por trds desta pergunta, provaremos que:
Toda variedade Riemanniana aberta e completa, com curvatura de Ricci ndo-negativa, na qual
é satisfeita uma desigualdade do tipo CKN estd “préxima” do espago euclidiano R”, quando
dizemos “préximo”’, queremos dizer que M € difeomorfa (ou até mesmo isométrica) ao espaco

Euclidiano RY.

Os casos V =2 e N = 1 ndo serdo tratados nesta dissertagdo. As condigdes para estes

casos sdo, para N = 2,

2
—co<a<0, a<b<a+1, e pzb ;
—a
epara N =1,
<a< L —|—1<b< +1 2
—co<a<—=, a+ = a € P=—F—F57 -
5 p ~U= R R ;)

Este trabalho € constituido de 6 capitulos (5 sem a introdu¢do). No Capitulo 2 estabele-
cemos todos os resultados preliminares para o estudo e compreensao do tema aqui abordado.
Faremos uma breve revisdo de Andlise Funcional e conceitos relacionados, bem como uma
estensdo revisdo de conceitos de Geometria necessarios (principalmente para o capitulo 6).
Também definimos os espagos de Sobolev, e discutimos rapidamente resultados de regularidade.

No Capitulo 3 fornecemos uma prova direta das Desigualdades CKN com apenas ferramentas
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analiticas. A prova serd bem simples: basea-se num argumento de interpolagcdo. No Capitulo 4
fornecemos uma prova da desigualdade CKN diferente da apresentada no capitulo. Faremos uso
de vérios resultados e conceitos de Andlise e de Geometria. Também neste capitulo € introduzido
conceitos que serdo usados largamente no capitulo 5. No Capitulo 5 iniciamos o estudo da
busca pelas melhores constantes para desigualdade CKN, bem como a busca por resultados que
garantam a existéncia e ndo-existéncia de funcdes extremais. De fato, mostra-se que as funcdes

extremais sdo solugdes nao-negativas de energia minima da seguinte equagao:
—div(|z|7?*Vu) = |z||uf"2u  em RY.
ou seja, as funcdes extremais para CKN sao solu¢des de energia minima da equagao
—div(|z|™?*Vu) = |z| v, >0, emRM.

Mostraremos que as solugdes da equag@o acima possui simetrias e algumas propriedades especi-
ais. Por fim, no Capitulo 6, sendo S(a,b) a melhor constante de CKN para certos pardmetros
a, b satisfazendo (1.4) e V;(r) o volume da 7-bola em R”, o objetivo principal deste capitulo é

provar o seguinte teorema:

Teorema 1.0.1. Seja C > S(a,b)~"/? uma constante. Seja M uma variedade Riemanniana
aberta e completa, de dimensdo N = dim M > 3, com a curvatura de Ricci ndo-negativa.
Fixado um ponto xo € M e denotando por p a fungdo distncia em M de xy. Seja B(x,r) a

bola geodésica de centro x € M eraio r. Assumindo que para toda u € C3° (M), nds temos

1/p 1/2
( / p_bp|u|pdV) gc( / ,0_2“|Vu|2dV>
M M

Entdo para todo x € M, vale

vol[B(z,7)] > (C~'S(a,b) "2 = 0-aVy(r), ¥r>0.

Note que a desigualdade de integrais acima é a desigualdade CKN no caso M = R". Este
resultado tem algumas consequéncias para variedades com curvatura de Ricci ndo-negativa. Por
exemplo, combinado este resultado com o famoso teorema de comparacgdo de volume de Bishop-
Gromov, concluimos que nas mesmas hipéteses do teorema 1.0.1, que se C' = S(a, b) ™/, entio

M ¢é isométrica ao espago Euclidiano RY.
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2 PRELIMINARES DE ANALISE E GE-
OMETRIA

2.1 Espacos de Hilbert

Suporemos que o leitor esteja familiarizado com os conceitos de espacos métricos: ex-
tensodes de aplicagdes uniformemente continuas em espagos métricos completos, completamento
de espacos métricos. Para uma referéncia sobre este tema, veja [5], capitulo 7.

Para os conceitos abordados aqui usaremos como referéncia principal o livro [6], e o apéndice
em [7].

Definicao 2.1.1. Um espaco de Hilbert é um espago vetorial (real ou complexo) H equipado

com um produto interno tal que H é completo na norma || - || = +/(-,-).

Uma sequéncia {e, } em H ¢ dita uma base ortonormal de H se satisfaz as seguintes

propriedades:

a) |len|| = 1 paratodo n e (e, e,) = 0sem # n;
b) O subespago linear gerado por {e, } é denso em H.

Teorema 2.1.1. Seja {e,} uma base ortonormal. Entdo Vu € H, temos

o0 n
u="> (u,ey)ex, i.e u= Jim > (u, ex)e,
k=1 k=1

e [[ull* = X |(u, ex) .

Sejam agora D um subespaco densode H e f : D — R um funcional linear. A norma de f é

definida por:
()
7= sup T2
zen\(0} ||l
O funcional de f € dito limitado se || f|| < co. Se f é limitado, entdo f é uniformemente continua,
donde f se estende, unicamente, a um funcional também denotado por f definido em todo H

com a mesma norma.

Teorema 2.1.2 (Representacdo de Riez). Para todo funcional linear limitado f em H, existe um
tinicov € H tal que f(x) = (z,v) Vo € H. Além disso, || f|| = ||v||.

Introduziremos agora conceitos de convergéncia fraca.

Uma sequéncia {x)} em um espaco de Hilbert converge fracamente a x se paratodo y € H,

(zh,y) = (2,9)
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Neste caso escrevemos xy — x. Se x — x, isto é ||z — z|| — 0, entdo x;, — x. Desse modo, a
nocao de convergéncia (dita convergéncia forte) implica convergéncia fraca. A topologia gerada
por esta no¢do de convegéncia (fraca) é dita a ropologia fraca de H, veja [6], capitulo 3. A

topologia forte de H é a topologia usual, gerada pela norma de H.

Dizemos que um subconjunto A C H € fracamente limitado em H se paratodo y € H,
o conjunto {(z,y) : x € A} é limitado em R. O seguinte teorema estabelece que limita¢do de

um subconjunto, no sentido fraco, é equivalente a limitacao no sentido forte.

Proposicao 2.1.1 (Principio da limitacdo Uniforme). Todo subconjunto fracamente limitado em

um espago de Hilbert é fortemente limitado, isto é limitado na norma.

Dizemos que um subconjunto K C H é fracamente compacto se toda sequéncia {x;} C

K contém uma subsequéncia {zy, } que converge fracamente para algum x € K.

Proposicao 2.1.2 (Compacidade fraca da bola unitaria). Em todo espago de Hilbert H, a bola

unitiria B = {z € H : ||z|| < 1} é fracamente compacta.

Assim sendo, toda sequéncia limitada num espaco de Hilbert A admite uma subsequéncia
fracamente convergente. Vale mencionar que a bola unitdria B € compacta, no sentido forte, se,

e so se, dimH < oo.

2.1.1 Operadores Unitarios

Um operador T' em um espago de Hilbert /7 € uma mapa linear 7' : D — H, onde D é
um subespaco linear de H, chamado de dominio de T' e denotado por dom(7"). Dizemos que 7" é
densamente definido se dom(T") é denso em H. Definimos a norma do operador T por

Tx
7= s AT
zedom(T)\{0} ||‘T”

A finitude da norma de 7' é equivalente a continuidade uniforme de 7'. Logo, se 7' € densamente
definido e ||T’|| < oo, entdo o operador T se estende unicamente a um operador definido em H,

com a mesma norma. Um operador 7" € dito limitado se dom(T") = H e ||T|| < oc.

Agora sejam H; e H, espacos de Hilbert munidos de produto interno (-,-); e (-, )2
respectivamente.
Um operador unitdrio (ou transformacgdo unitaria) de H; para H, € uma aplicacdo linear
inversivel U : H; — H, que preserva o produto interno: (Uz,Uy), = (z,y); para todo
x,y € H,. Tomando y = x, obtemos que todo operador unitdrio é uma isometria: |Uz ||y = ||z||.
Reciprocamente, pode-se mostrar que toda isometria sobrejetiva entre espacos de Hilbert € um
operador unitdrio. A norma de um operador unitdrio é sempre igual a 1.
Os operadores unitarios desempenham o papel de “isomorfismo” na categoria dos espagos de
Hilbert; eles ndo s6 preservam a estrutura linear e topoldgica, mas também preservam a estrutura

métrica.
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2.1.2 Diferenciabilidade de funcionais

Usaremos como referéncia o capitulo 1 de [8].
Definicao 2.1.2 (Diferenciabilidade a Gateaux). Seja F' : U — R onde U é um aberto num

espago de Banach X. O funcional F tem derivada de Gdteaux A € X* emu € X se, Vh € X,

1
lim i [F(u+th) — F(u) — (A,th)] =0, ondet € R.
—

A derivada de Gateaux em u é denotada por F'(u).

Definicao 2.1.3. O funcional F tem derivada de Fréchet A € X* emu € X se

.1 _
]lzgr(l)m[F(u—i—h)—F(u)—(A,h)]—O.

Dizemos que um funcional F estd em C'(U,R) se a derivada de Fréchet existe € é
continua em U.
Seja X = H um espaco de Hilbert. Pelo teorema da Representacao de Riez, existe um tinico
vetor VF'(u) € H, dito o gradiente de F' em u, tal que Vh € H,

(VF(u),h) = F'(u)h .

Observacao 2.1.1.  a) A derivada de Gateaux é dada por

F/(w)h = (F/(u), h) = Jim 0t = F(uw)

t—0 t

b) Toda derivada de Fréchet é uma derivada de Gdateaux. Usando o teorema do valor médio,

pode-se mostrar o seguinte resultado

Proposi¢io 2.1.3. Se F tem derivada de Gateaux em U continua, entdo F € C1(U, R).

Muitas esquagdes da Fisica-Matemadtica podem ser escritas na forma F’(u) = 0 em
algum espaco de Hllbert apropriado H. A equacdo F'(u) = 0 é dita Equacdo de Euler-Lagrange

do funcional F' : H — RR. A solu¢Ges dessas equacdes sdo assumidas no sentido fraco, isto €

(VF(u),h) =0 YheH.

2.2 Geometria Riemanniana

Nesta secao faremos uma revisdo de ferramentas de geometria necessdrias para o desen-

volvimento deste trabalho. Usaremos como referéncia os livros [9-12]
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Definicao 2.2.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M, de dimensdo
n, é uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno g, no espago
tangente T, M, que varia diferenciavelmente no seguinte sentido: se v : U C M — z(U) C

R™ é um sistema de coordenadas locais em torno de p, entdo para todo q € U, a funcdo

gij(zt, ... a") =g, (aii (q), %(q)) é diferencidvel para todo i, j, onde q = (z', ... x").

Definicao 2.2.2. Uma variedade diferencidvel munida de uma métrica Riemanniana é chamada
variedade Riemanniana, e escrevemos (M, g) para especificar qual a métrica riemanniana

estamos considerando.

Exemplo 2.2.1. Tomando M = R" com 8‘; = e;, onde ¢; € o i-ésimo vetor da base candnica, a

métrica dada por g;; = &} torna M uma variedade riemanniana.

Denotaremos a métrica g por (-, -) quando estiver claro a métrica com a qual estivermos

o]
Ozt

convenc¢do de Einstein para indices: omitiremos o simbolo de somatorio e interpretamos indices

trabalhando. Por simplicidade, denotaremos os campos coordenandos

por 0;. Adotaremos a

repetidos no mesmo termo como indicador desse somatorio.

Denotemos por 7'M o fibrado tangente de M, I'(T'M') o espacos do campos vetoriais
suaves em M e por C*°(M) o anel das funcdes reais suaves definidas em M.

Definicao 2.2.3. Uma conexdo afim NV em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacdo

V:TM x T(TM) — TM
(X,Y) = VxY

que satisfaz as seguintes propriedades:

1) Se X € T,M,entdo VxY € T,M.
2) ParatodoY € I'(T'M), a aplicagdo V.Y é C*(M)-linear em T'M.
3) Paratodo p € M, a restricdo de V em T,M x I'(T'M) é bilinear.

4) Se f é uma fungdo diferencidvel, entdo Vx(fY) = fVxY + X(f)Y.

Veremos a seguir que a métrica Riemanniana determina de maneira tinica a escolha de

uma conexdo Riemanniana para a variedade M. Para isto precisamos dos seguintes conceitos.

Definicao 2.2.4. Uma conexdo é dita

(a) compativel com a métrica g, se é vdlida a relacdo

X(Y,Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ), X,Y,ZecD(TM).
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(b) simétrica (ou livre de tor¢do) quando ¥V X,Y € I'(T M),
ViY - VyX = [X,Y].

Teorema 2.2.1 (Levi-Civita). Em toda variedade Riemanniana M existe uma vinica conexdo

afim’V em M simétrixa e compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstragcdo. Veja por exemplo [10]. [

Observacao 2.2.1. A conexdo dado pelo teorema acima é chamada conexdo Riemanniana de
M, ou conexdo L-C de M. A menos de mengdo explicita, toda variedade estard munida com a

conexdo L-C.

Especificaremos agora a conexio em termos de coordenadas. Sejam (U, (z')) um sistema
de coordenadas, e os campos coordenados X; = 0; em U. Podemos escrever, desse modo,
Vx,X; = > F Xk Os coeficientes Ffj sao chamados simbolos de Chrisoffel da conexao.
Quando trabalharmos com a conexdo Riemanniana, podemos obter uma expressao cldssica dos

simbolos de Christoffel em termos dos coeficientes da métrica Riemanniana dada por
1
T = 5 2_A0i9m + 039mi — Omgij g™ (2.1)

Fixe V conexdo riemanniana em M/, introduziremos agora o conceito de paralelismo.

Proposicao 2.2.1. Sejam c : [ — M uma curva, e V um campo vetorial ao longo de c. Entdo
existe uma unica correspondéncia que associa V a um outro campo vetorzal V- ao longo de c,

denominado derivada covariante de V' aolongo de c, tal que:

a) Z(V+w)=2Y 4 DV
b) %(fV) V + f2V o> onde [ é uma funcdo diferencidvel em 1.

c) Se V é induzido por um campo de vetores Y € I'(T'M), i.e V(t) = Y(c(t)), entdo

DY) =VewY

Definicao 2.2.5. Sejam M uma variedade riemanniana e NV a conexdo riemanniana de M. Um
campo vetorial ao longo de uma curva ¢ : I — M é chamado de paralelo se 2Y = 0 para todo
tel

Proposicao 2.2.2. Seja c : I — M uma curva diferencidvel em M, e Viy um vetor tangente a M
em c(ty), i.e Vo € Touo) M. Entdo existe um tinico campo vetorial paralelo V' ao longo de c tal

que V (to) = Vi. Denotamos por V (t) o transporte paralelo de Vi ao longo de c.

Demonstragdo. Veja [10], capitulo 2. [
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Considere a aplicagdo
P = Pc,to,t : Tc(to)M — Tc(t)M

definida por: P(v) é o transporte paralelo do vetor v ao longo da curva c. E possivel mostrar
que se {ey, ..., e,} € uma base ortonormal em Ty, M, entdo {E;(t),..., E,(t)} é uma base
ortonormal ao longo de ¢(t) para todo ¢, onde E;(t) := P, +(e;). Desse modo, o transporte

paralelo € uma isometria linear.

2.2.1 Aplicacdo Exponencial: geodésicas, raio de injetividade e com-
pletude

Introduziremos a seguir a nog¢do de geodésicas como curvas de aceleracdo nula. E
possivel verificar que tais curvas possuem a propriedade de minimizar comprimentos para pontos
“suficientemente proximos”, e além disso, se uma curva é minimizante, entdo, necessariamente,

deverd ser uma geodésica.

Definicao 2.2.6. Uma curva parametrizada v : I — M é uma geodésica se ' (t) é um campo

paralelo ao longo de (t), a saber %v’ = 0.

A proposicdo a seguir afirma que se a velocidade v € suficientemente pequena, existe uma

Unica geodésica passando por um ponto ¢, com velocidade v, definida para um certo intervalo

(=6, 6).

Proposicao 2.2.3. Dado p € M, existem um aberto V.C M,p € V, niimeros 6,¢ > 0 e uma

aplicagdo suave
v:(=0,0) xU — M, ondeU :={(q,v):q€VeveT,Mcom|v| <e}

tais que a curva t — (t,q,v), t € (—0,0), € a unica geodésica de M que no instante t = 0

passa por q com velocidade v, para cada q € V e cada v € T,M com |v| < e.

E possivel aumentar a velocidade da geodésica diminuindo seu intervalo de definicao ou

vice-versa. Tal fato € decorrente do seguinte lema.

Lema 2.2.1 (Homogeneidade de uma geodésica). Se a geodésica 7(t,q,v) estd definida no
intervalo (—9,6), entdo a geodésica (t, q,av), a > 0, estd definida no intervalo (—g, g) e
vale

v(t, q,av) = v(at, q,v) .

Desse modo, pela proposi¢do anterior e pelo lema de homogeneidade, podemos tornar
o intervalo da geodésica uniformemente grande em uma vizinhanga de p. Mais precisamente,

obtemos:
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Proposicao 2.2.4. Dado p € M, existem uma vizinhanca V' de p em M, um niimero ¢ > 0 e

uma aplica¢do suave
v:(=2,2) xU — M, ondeUd :={(q,w) : q €V ew € T,M com |w| < €}

tais que a curva t — (t, q, w) é a tinica geodésica de M que no instante t = 0 passa por q com

velocidade v, para cada q € V e cada w € T,M com |w| < e.

A proposic@o acima nos permite introduzir o conceito de aplicagdo exponencial. Consi-
deremos p € M e U C T'M aberto como na proposi¢do anterior. Entdo a aplicacdo exponencial

sera definida como
v
exp(g,v) = 1(Lg,0) = <Iv\,q, M) .

Podemos considerar a aplicacdo exponencial restrita a um aberto do espago tangente 1, M, isto
¢é, definimos
exp, : B(0) C TyM — M

por exp,(v) = exp(q,v). Geometricamente, exp,(v) € o ponto de M obtido percorrendo um
comprimento igual a |v|, a partir de ¢, sobre a geodésica que passa por ¢ com velocidade igual
a ITUI Por simplicidade, denotamos +,(t) a geodésica partindo por p com velocidade v, a saber
7(0) =pe~'(0) =v,comv € T,M.

Proposi¢ao 2.2.5. Dado q € M, existe ¢ > 0 tal que exp, : B.(0) C TyM — M é um
difeomorfismo de B.(0) sobre um aberto de M.

Se exp, € um difeomorfismo em uma vizinhanga V' da origem de T, M, U = exp, (V)

¢ chamada uma vizinhanga normal de p. Se B, (0) é tal que B,.(0) C V/, chamamos B, (p) :=

exp,(B,)(0) a bola normal de centro p e raio r > 0.

Uma vez que a exponencial é um difeomorfismo local em cada ponto, € possivel induzir
através da aplicacdo um sistema de coordenadas natural na variedade M da seguinte maneira:
Fixemos {ey, ..., e,} uma base ortonormal de 7, M e isomorfismo de £ : R" — T,M, dado

por E(z!, ..., 2") := 2'¢;. Se V € uma vizinhanga normal de p, entdo
p:=FE"o(exp,)': V= R"
€ um sistema de coordenadas, dito coordenandas normais em torno de p.

Proposicio 2.2.6 (Propriedades de coordenadas normais). Seja (U, (2)) um sistema de coorde-

nadas normais em torno de p.

(a) Para todo v = a'0; € T,M, a geodésica 7, é representada nesse sistema de coordenadas

pelo segmento radial

desde que v,(t) C V.
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(b) As coordenadas de p sdo (0, ... ,0).

(c) A componentes da métrica em p satisfazem: g;;(p) = 5;'» para todo 1, 7. Além disso,

Ok9i;(p) = 0 para todo i, j, k (em particular Ff;- (p) =0).

Agora, introduziremos uma distdncia numa variedade riemanniana M. Suponha M
uma variedade riemanniana conexa. Considere p, ¢ € M dois pontos. Dizemos que uma curva
a : [a,b] — M ligando p a q é admissivel se o é C' por partes, com a(a) = p e a(b) = q. Para

toda curva o admissivel ligando «(a) a a(b), definmos o comprimento de «, L(«) por

L(a) = /ab o/ ()]t = /ab\/g(a’(t),a’(t))dt.

Dados p, ¢ € M, definimos a distancia entre p e ¢, d(p, q) por
d(p,q) = inf L(«), onde o infimo é tomado sobre todas as curvas admissiveis ligando p a q.
Um curva « : [a,b] — M ligando p a ¢ é dita minimizante se L(«) = d(p, q).

Teorema 2.2.2. (M, d) é um espaco métrico.

Fixado um ponto p € M, a fungdo r : M — R dada por r(q) = d(p, q) é uma fungéo
de Lipschitz. A fun¢do r € dita a funcao distdncia radial em p. Num sistema de coordenadas
normais U em torno de p a fun¢do distancia radial r é diferencidvel em U \ {p}, de fato todo
pondo ¢ € U, é daforma ¢ = exp,(v) para algum v € B.(0) C T,M. Assim, ¢ = v(1), onde

v(t) = exp,(tv) € uma geodésica minimizante |t| < e. Logo, d(p, q) = L(7) = |v|, e vale

r(q) = \/(5(31)2+---+(:L‘")2, seq=(x',...,2") €U

O campo radial unitdrio, ou campo radial -2- é o campo definido em U \ {p} por

0 )
—(ex,(0) = 7 (o))
Num sistema de coordenadas normais,

0 !
E(z) =3 @@- .

Lema 2.2.2. O campo gradiente de r coincide com o campo radial, isto é

0
dr = —.
gradr = —-

Em particular, gradr é um campo unitdrio.

Para tratarmos da completude de (M, d), vejamos a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.2.7. Uma variedade Riemanniana M conexa é geodesicamente completa se para
toda geodésica maximal v : I — M, tivermos I = R. A saber, M é geodesicamente completa

se exp,, estd definida em todo T, M para todo p € M.
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O teorema a seguir € um resultado chave para o estudo de variedades Riemannianas,
uma vez que um dos aspectos mais interessantes da Geometria é compreender a ligacdo entre

propriedades locais e propriedades globais da variedade.

Teorema 2.2.3 (Hopf-Rinow). As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

(1) A variedade Riemanniana M é completa como espaco métrico;

(2) Para algum ponto p € M, todas as geodésicas partindo de p sdo infinitamente estendiveis;
(3) Todas as geodésicas sdo infinitamente estendiveis (i.e M é geodesicamente completa);
(4) Todo subconjunto fechado e limitado de M é compacto;

(5) Sendo M conexa e completa, entdo todo par de pontos (p, q) de M pode ser interligado

por uma geodésica cujo comprimento de arco é igual a d(p, q), a saber ~ é minimizante.

De acordo com o teorema acima sabemos que exp,,(rX), com || X|| = 1, estd definidade
paratodor € Re X € S"1. Sabemos que também a aplicagio exponencial é diferenciavel.
Desta forma, considere a aplicagdo: p : S" ! — (0, 00|, onde p(X) = sup{r > 0 : y(s) =
exp,(sX), s € [0,7], é minimizante}. E possivel mostrar que aplicacio ; é uma aplicacdo

continua, veja por exemplo [10], cépitulo 13.

Defini¢éio 2.2.8 (Raio de injetividade). O mimero 6, := inf{u(X) : X € S"' C T,M} é
chamado de raio de injetividade em p. O raio de injetividade de M é definido como 6 = inf{o, :
pe M}

Desse modo, ¢, > 0 para todo p € M, e assim § > 0. E possivel mostrar que toda

variedade compacta M possui raio de injetividade positivo, 6 > 0.

2.2.2 Curvaturas, Isometrias

Definicao 2.2.9 (Curvatura de Riemann). O tensor curvatura de Riemann R, ou tensor curvatura
R, de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia que associa a cada para X,Y &
(T M) uma aplicagdo R(X,Y) : I'(TM) — I'(T' M) dada por

R(X,Y)Z =VyNxZ —VxVyZ + Vixy4, Z¢€ [(TM),
onde V é a conexdo Riemanniana de M.

Exemplo 2.2.2. Se M = R", entdo R = 0, veja [10].

O tensor de curvatura R é C'°°(M )-trilinear. O tensor de curvatura satisfaz as seguintes

propriedades:
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a) R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z;

b) RIX,Y)Z+ R(Z, X)Y + R(Y,Z)X =0;

¢) (RIX,Y)Z, W) =(R(Z,W)X,Y)

d) (R(X,Y)Z,W)=—(R(X, Y)W, Z)
Observe que por (c), para cada p € M, fixado X € T,M, a aplicagdo R(X,-)X : T,M — T,M
¢ auto-adjunta.

Relacionado com o tensor de curvatura de Riemann estd a curvatura seccional (ou Riemanniana),

que passamos a definir.

Proposicao 2.2.7. Seja o C T,,M um subespago bi-dimensional do espago tangente 1,,M e seja,
X,Y € o dois vetores L.1. Entdo a quantidade

(RXYIXY)
BEY) = RpvE— %)

ndo depende da escolha dos vetores XY € o.

Definicao 2.2.10 (Curvatura seccional). Dados um ponto p € M e um subespago bi-dimensional
o C T,M o niimero ral K(X,Y) =: K (o), onde {X,Y } é uma base qualquer de o, é chamado

curvatura seccional de o em p.

E possivel mostrar que aplicacio K é “diferencidvel”. Veremos no tltimo capitulo
desta dissertacdo que além do fato que a curvatura seccional tem interessantes interpretagdes
geométricas, sua importincia provém do fato de que o conhecimento de K (o), para todo
o, determina completamente a curvatura R. Finalizamos esta sec@o tratando do conceito de

isometria.

Definicao 2.2.11 (Isometria local). Sejam M, N variedades riemannianas e F' : M — N uma
aplicagdo diferencidvel. Se para todo p € M, u,v € T,M, vale

<DpF(u)vaF(U)>F(p) = (u,v),,

entdo F' é dita uma isometria local.

Pelo Teorema de Funcdo Inversa, se uma aplicacdo diferencidvel F' entre variedades
riemannianas é uma isometria local, entdo F' € um difeomorfismo local. Se F' € um difeomorfismo

e isometria local, entdo F' € dita uma isometria global.

Proposicao 2.2.8 (Naturalidade da conexdo L-C). Seja F' : (M, g) — (M , §) uma isometria

local. Sejam N e N as conexées L-C de M e M respectivamente. Entdo
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a) Se X,Y € I'(TM), entdo

DF(VxY) = Vprx)DF(Y).

b) Sec: 1 — M éuma curva suave e X é um campo veotrial ao longo de c, entdo DF(X)

é um campo vetorial ao longo de c e

D D

DF|—X)=—=DF(X).

(dt > dt (X)

c) F mapea geodésicas em geodésicas: se v é uma geodésica em M com ponto inicial p
e velocidade inicial V, entdo F o~ é uma geodéscia em M com ponto inicial F(p) e

velocidade inicial D,F (V).

d) Se R e R é o tensor de curvatura de M e M respectivamente, entdo para todo X,Y, 7 €
[(TM), tem-se

R(DF(X),DF(Y))DF(Z) = DF(R(X,Y)Z), ie. F*R=R.

e) Se X,Y € T,M sdo L., entdo K(X,Y) = K(DF(X),DF(Y)), a saber a curvatura

seccional é invariante por isometrias locais.

Demonstracdo. Para uma prova de a), b), ¢), veja proposi¢ao 5.6 em [11]. E d), e) seguem

diretamente dos itens anteriores. ]

Proposicio 2.2.9 (Naturalidade da aplicacio Exponencial). Seja F : (M, g) — (M, §) uma

isometria local. Entdo, para todo p € M, o seguinte diagrama comuta:

T,M 25 Tpy M

exppl ieXPF@)

M———sM

F

Demonstragdo. Veja proposi¢ao 5.9 em [11]. [

2.2.3 A Medida Riemanniana e a Forma Volume

Usaremos dois resultados gerais sobre variedades que se encontra no livro [13], capitulos
Seb.

Lema 2.2.3. Seja M uma variedade diferencial, de dimensdo n. Sejam (U, (")) sistema da

coordenadas em M, e f*, ..., f" fungdes suaves em U. Entdo

af

df* A NdFT = det | =5
If f e (axj

)dml/\.../\dw”.
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Demonstragdo. Ver livro [13], capitulo 5, sec¢do 18. [

Lema 2.2.4. Sejam agora M e M, variedades diferenciais, com mesma dimensdo n. Seja
F : My — My um difeomorfismo, considere (x') e (y') sistema de coordenadas em torno de
p € My e F(p) € M. Entdo:

F*dy(p) = det(D,F)dxz(p), Vp € M, (2.2)

onde F*dy é a n—forma pull-back da n—forma dy, que estd definida numa vizinhaca de F (p).

Demonstragdo. Sendo (z',... x")e (y',...,y") cartas em torno de p e F'(p) respectivamente,
locamente temos: F/((z!,...,2")) = (F' ..., F"),onde F' := y’ o F (= F*y"). Dai,

Frdy(p) = F*'(dy' A...Ndy")(p)
= (dF*y" A ... NdF*y")(p)
= dF'A...ANdF"™(p)
= det(D,F)dz' A... Adx"(p),

onde na ultima igualdade usa-se o lema anterior. [

Agora, no contexto do lema anterior, sejam w; € wy n—formas de suporte compacto em
M, e M, respectivamente. Sabe-se que [y, wi € [y, w2 estdo bem definidas (ver [13], capitulo
6). Logo, por calculo avancgado e pelo lema anterior,

F*WQ == W9
M1 M2

onde o sinal € +1 se I preserva orientagdo, i.e det D,F' > 0, e —1 se inverte orientagdo, i.e
det D,F' < 0.

Seja (M, g) uma variedade riemanniana de dimensdo n, e seja ' C M subconjunto
compacto contido em algum sistema de coordenadas (U, (")), tal que x(K) C R"™ é mensurdvel

(a Lebesgue).

Definicao 2.2.12. O volume de K é

Vol(K) = /

Vgoxldz.. . dz" |

onde g = det(g;;), gi; = 9(0;,0;) e da' ... da™ é a medida de Lebesgue em R™.

Lema 2.2.5. A definicdo acima ndo depende do sitema de coordenadas adotado

Demonstracdo. Seja (U, (y')) um outro sistema de coordenadas que contém K, entdo denota-
tando d¥e &? os i-ésimos campos coordenados nos sitemas de coordenadas (z°) € (y'), temos
que: dado p € UNU, 07], = JF|o0f %
yor ' :x(U) — y(U).

p» onde Jf = provém do Jacobiano de
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Desse modo, (g;;) = J*(g};)J (conta imediata), onde J* denota a matriz transposta de

J. Logo, obtem-se: \/g*(p) = | det J|,/g¥(p), e assim
Voyoy tdyl.. . dy" = \/gy oy t(yox~b)|det J|dy'...dy" = g* ox~Idz'...dz". Na

penultima igualdade foi usado mudanga de varidveis. ]

Observacao 2.2.2 (Caso mais geral). Seja A C M subconjunto mensurdvel, a saber para qual-
quer sistema de coordenadas (U, (x)), a imagem por (x) de AN U é uma conjunto mensurdvel
em R™. Sejam, desse modo, {(U,, (x4))} atlas localmente finito, e {p.} parti¢do da unidade

subordinada a este atlas. Definimos:
lA——E/ o o) tdat L dam .
Vo ( ) — xa(AﬂUa)(p \/g) © (':C ) Lo Lo

Pode-se verificar que vol( A) ndo depende da parti¢do {p,}, também verifica-se que tal defini¢do
ndo depende da escolha de atlas localmente finito. Caso a soma divirja, dizemos que o volume
de A é infinito.

Definicao 2.2.13. O elemento volume Riemanniano (ou desnidade de volume riemanniano) em
(M, g)é
AV, = (par/9) 0 (zo) "da) ... dzl .
o

Até agora, ndo assumimos que M é uma variedade orientada. Seja M uma variedade
orientada.
Seja {F;} um referencial ortonormal em torno de uma vizinhaga de p € M. Trocando, se
necessdrio, Iy por — Iy, podemos obter um referencial ortonormal orientado em uma vizinhaca
depe M.

Proposicao 2.2.10. Suponha (M,g) variedade riemanniana orientada de dimensdo n. Entdo,

existe uma unica n-forma S diferencial tal que
QEy,....B,)=1,
para cada { E;} referencial ortonormal orientado.

Observacao 2.2.3. A n—forma () cuja existéncia e unicidade é garantida por esta proposi¢do é

dita forma volume Riemanniano. Denotamos () por dV,.

Demonstragdo da proposicdo 2.2.14. Unicidade: Suponha inicialmente que tal () exista. Se
(Ey, ..., E,) é um dado referencial ortonormal orientado, e (¢!, ..., €") € o correfencial dual
(métrico), entdo podemos escreer 2 = fe! A ... A €" localmente para alguma fungio f. Por

hipétese de existéncia de €2, devemos ter Q = ¢! A. .. A€”. Logo, ) estd unicamente determinada.

Existéncia: Defina Q localmente por Q = €' A...A€™. Se (B, ..., E,) é outro referencial

ortonormal orientado, com correferencial (éy,...,¢,), seja, entdo, 2 = € A ...€,. Assim,
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onde estiver definido, podemos escrever F; = A’ E; onde (A7) é uma matriz C*°. Como os
referenciais sdo ortonormais, segue-se (A7(p)) é uma matriz ortogonal em todo ponto onde
estiver definida, logo det(Ag) = 1 pois as bases sdo orientadas positivamente. Desse modo,
QE,...E,) = QALE;,...,ALE;) = det(ADQ(E,,...,E,) = 1-1 = Q(E,,...,E,).
Assim, Q=q. Portanto, () estd globalmente definida. O

Lema 2.2.6. Seja (M, g) variedade riemanniana orientada. Entdo em qualquer sistema de

coordenadas (num atlas compativel com a orientagdo) (x%), a forma volume tem expressdo local:

dv, = del A...Ndx",  onde g;; = g(0;,0;) .

n

Demonstragdo. Sejam (U, (z')) uma carta orientada em p € M. Temos dV, = fdz'A...Adx
para alguma f € C*°(M).

Sejam (E;) referencial ortonormal orientado, numa vizinhaga de p, e (¢') o correferencial dual.
Entdo, nessa vizinhaga de p, tem-se J; = Ag Ej e

f=dVy(d,...,0,) = " A... A€ (D, ...,0,) = det(A]). Por outro lado, g;; = (0;,0;) =
(AFEy, AYEy) = AFAL(Ey, ) = AFALS, = 32, AFAS,

A dltima expressdo acima é a (i, j)—entrada da matriz AT A, onde A = (A?). Assim,
det(g;;) = det(ATA) = (det A)>.
Logo, f = det(A) = +,/det(g,;;). Como ambos os referenciais (0;) e (£;) sdo orientados,

tem-se f = +,/det(g;;)- O

Desse modo, sendo M orientada, e escolhendo um sistema de coordenadas que preserva

a orientacao, entdo a densidade de volume é a n—forma volume.

2.3 O operador de Laplace-Beltrami

Como g é métrica riemanniana, introduzimos o isomorfismo b : 7'M — T*M dado por
b(X) = g(-, X). Esse isomorfismo é chamado de isomorfismo musical, denotamos b~" por 1. E
comum denotar b(X) por X°.
Localmente, temos b(a?9;) = g;;a’dx’, e #(b;dz") = ¢"/b;0;. Tal isomorfismo € caracterizado

pela relacao
Vw e T*M, X € TM, vale g(#(w),X) = w(X) (ou g~ w, X") = w(X)).
Seja f € C'(M). Entdo df é uma 1—forma em M.
Definicao 2.3.1. O campo gradiente de f é o campo vetorial dado por:
gradf := df* .

Isto é, grad(f) € o tinico campo tal que ¥p € M, g(gradf(p), X) = df,(X) VX € T,M
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Em um sistema de coordenadas locais (U, (")), temos df = 0; fdz", logo localmente

temos
gradf = (97 9,1)0; . (2.3)
Em particular, para // = R" munido da métrica euclidiana, (2.3) € o gradiante conhecido de R".
Definicao 2.3.2. Dado X campo diferencidvel em M, o divergente de X é a funcdo:
divX(p) = tr{Y — VyX(p)},
onde V é a conexdo L-C.

Proposicio 2.3.1. Dado (U, (x')) sistema de coordenadas. Se X = X'0;, entdo:
divy = > o (X'g) -
V95
Demonstragdo. Para uma prova desta proposic¢ao veja capitulo 1 de [14]. 0

O célculo do divergente de um campo X tem uma expressao mais simples se considera-
mos um referencial ortonormal { E;}. De fato, sendo { £; } referencial ortonormal ao longo de

um aberto U, entao
divX = Z(VEiX, E;)

Consequentemente, para toda f € C1(M),
div(fX) = fdivX + (gradf, X) .

Da secdo anterior, com a medida volume dV,, podemos integrar fun¢des de suporte compacto
em (M, g). Seja Cy(M) o espago das fungdes continuas de suporte compacto em M. Entdo

Vf € Co(M), definimos (mantendo a notagdo da se¢do anterior)
dVv, = / o (2%) Y par/g%) o (z)1dzt ... dx™.
L= o Fo ) (a0 ()

E possivel mostrar que a integral estd bem definida, e satisfaz todas as propriedades que a integral
usual de Lebesgue deve satisfazer.
Teorema 2.3.1 (Divergéncia). Seja X € I'o(T'M), entdo

/ divXdV, =0. 2.4)

M
Demonstragdo. Podemos supor que suppX C U, onde (U, (x%)) € um sistema de coordenadas.
Dai,

: 1 i
/M divxXdy, = /M 520 (Xyg) av,
= 0;(X* ox tdz
/fﬂ(supr ) ( \/E)

= 0. (andlise no R")
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Defini¢do 2.3.3. Dado f € C*(M), definimos o operador de Laplace-Beltrami de f por

Af = div(gradf) .
Pela expressdo local do divergente, localmente A f é dado por
1 g
- 0; (/99" 0;f) . (2.5)
75550 (Vi)
Observemos que no espaco euclidiano R", A € o laplaciano usual.

Teorema 2.3.2 (Férmula de Green). Sejam f, h funcoes diferencidveis em M com uma delas de

suporte compacto. Entdo:
. / FARAY, = / (grad f, gradh)d / hAFAV, | 2.6)

Demonstracdo. Temos que div(fVh) = fAh + (gradf, gradh). Como fVh tem suporte

compacto, pelo Teorema da Divergéncia (2.4), segue o resultado. [

Em particular, quando M € uma variedade compacta, toda fun¢do tem suporte compacto.
Se M € uma variedade compacta, entdo da Férmula de Green (2.6) concluimos que o operador
—A satisfaz Vf, h,

G) [ f=amav, = [ h(=Apav,, i) [ f(=AFav, > 0.

Observacao 2.3.1. O cdlculo do operador de Laplace se torna mais simples usamos referenciais

ortonormais. De fato, sendo { E;} um referencial ortonormal ao longo de um aberto U, entdo

Af| = (Vreradf, E;) .

%

U

Lema 2.3.1. Sejam [ e h fungées diferencidveis em M. Entdo

(a) grad(f + h) = grad(f) + grad(h), A(f +h) = Af + Ah;

(b) A(fh) = hAf + 2(gradf, gradh) + fAh.

Agora exiberemos uma expressao para o operador de Laplace em variedades produto.
Sejam X, Y variedades diferencidveis de dimensdo n e m respectivamente, e seja M = X x Y a
variedade produto: se (p, q) € M e (z%) e (y’) sdo coordenadas em torno de p e g respectivamente,
entdo ((z°), (v/)) sdo coordenadas (em M) em torno de (p, q).
Identificamos T{, , )M = T, X & T,Y. Se (X, gx)e (Y, gv) sdo variedades riemannianas, entdo
definimos a métrica g em M como:

g9=9x + gy

A variedade (M, g) é dita variedade Riemanniana produto de (X, gx) e (Y, gy).
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Lema 2.3.2. Seja (M, g) a variedade Riemanniana produto de (X, gx) e (Y, gy ). Entdo:

a) det g = det gx det gy;

b) Se dVx e dVy sdo as medidas riemannianas em X e Y respectivamente, entdo a medida
riemanniana dV, em (M, g) € dada por dV,, = dV,dVy (medida produto);

¢) O operador de Laplace-Beltrami em (M, g) é dado por
A=Ax+Ay.

Demonstragdo. Veja [7], capitulo 3. 0

2.4 Espacos de Sobolev H"?(M)

Trataremos com a defini¢do apresentada nos livros [15, 16], pode-se consultar também o
apéndice do livro [7].
Fixemos (M, g) uma variedade riemanniana com conexao riemanniana V. Seja B()M) a menor
o-algebra contendo todos os abertos. Seja A(M) a familia de todos os conjuntos mensurdveis.
Dai, A(M) forma uma c-dlgebra, e B(M) C A(M). Logo, a medida dV, é uma medida em
A(M), desse modo (M, A(M),dV,) é um espago de medida, e podemos definir os espagos L?

como de costume.

Seja 1 < p < o0, 0 espago LP(M) consiste (da classe de equivaléncia ¢.t.p) das fungdes

|L» < oo onde

| fller = (/M |f|pd1/;>l/p‘

O espago L} (M) consiste das fungdes f tais que f € LP(2) para todo 2 aberto em M com

mensurdveis tais que || f

fecho compacto.

Proposicdo 2.4.1. O espagco C° (M) é denso em LP, 1 < p < oo.
Demonstragdo. Veja [7], capitulo 4. 0

Agora, paracadak = 1,2,3,...,e u € C®°(M), denotamos V*u a k—ésima derivada
covariante (Vu = u). Temos por exemplo, V'u = Vu = du, e em coordenadas (z'), as
componentes de Vu sdo dadas por (Vu); = du, isto é Vu = (Vu);dz". J& V?u por exemplo,
as componentes em coordenadas sdo dadas por (Vu);; = 0;,0;u — Ffj@ku.

Observemos que Vu € a 1—forma du, e (Vu, Vu) := (du, du). Usando o isomorfismo musical,

du* = gradu, temos que (Vu, Vu) = (gradu, gradu). Logo, |Vu| = |gradu|, onde Vu é a
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primeira derivada covariante.

Para toda u € C°°(M ), definimos, para k£ € IN, em coordenadas locais, a norma
(VEu|? = g . g (VR (Vku)jlmjk )

Se k =1, |V'u|?* = |gradu|? como j4 tinhamos.

Observacio 2.4.1. |V*u|? estd bem definida, isto é ndo depende do sistema de coordenadas
adotado, (veja [15]).

Dados k € IN, p > 1 real, seja
CHP(M) = {u € C%(M),¥j =0, .. k:/ IViuPdV, < oo} .
M

Notemos que C5°(M) C C*P(M). Para v € C*P(M), definimos a norma

k . 1/p
Julls =3 ([ 19upav; )
j=0 M

Defini¢iio 2.4.1. O espaco de Sobolev H*?(M) é definido como o completamento de C**(M)

com respeito a norma || - || grw.p-

Observacao 2.4.2.

a) Esta definicdo depende da métrica g. Caso M seja compacta, é possivel mostrar que

H*P(M), definido anteriormente, ndo depende da métrica [15].

b) Podemos ver H**(M) como subespaco de LP(M). De fato, seja || - ||, a norma de LP
definida como antes. Podemos checar: (1) Toda sequéncia de Cauchy em
(C*P(M), || - | grr) € uma sequéncia de Cauchy em (LP(M), || - ||,) e;
(2) Toda sequéncia de Cauchy em (C*P(M),|| - ||gr») que converge para 0 no espago
(LP(M), || - ||), também converge para 0 em (C*P(M), || - || gren )-
Desse modo, podemos ver H*?(M) como subespago de LP (M) constituido das funcoes

u € LP(M) que sdo limites em (LP(M),|| - ||,) de sequéncias de Cauchy em {u,,} em

(C*P(M), || - || g ), € definimos ||ul| gr.o como antes, onde |Viu|, para 0 < j < k, sd@o

agora limites em (L (M), || - ||,) das sequéncias de Cauchy {|V?u,,|}.

c¢) O espaco H*(M) = H"?(M) é um espaco de Hilbert com produto interno proveniente

da norma || - || gx.2. Quando k = 1, o produto interno em H*(M) fica da forma:

(u,v) g1 = /Mu v+ (Vu, Vo)dV,.
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Em particular, L? (M) = H*?(M). Pela observagdo (b), para toda u € H', gradu estd
bem derinido, e em coordenadas locais, tem a expressdo: gradu = (¢”(Vu);)9;. Assim sendo, o

produto interno em H' (M) pode se visto como
(u,v) g = / u - v+ (gradu, gradv)dV,.
M
Para mais detalhes sobre esta definicao, veja por exemplo [15, 16].

Proposicao 2.4.2. Sejam (M, g) uma variedade completa, h : R — R uma fungdo de Lipschitz
(ou seja diferencidvel em quase todo ponto), e u € H'"P(M), p > 1. Se hou € LP(M), entdo
houe H'”(M)e

[V(hou)(z)| = b (u(z))| - [Vu()]

para quase todo x € M. Em particular, para todo w € H"' (M), |u| € H'" (M), e |V|u|| =

|Vu| em quase todo ponto.

Demonstragdo. Veja [16], proposicdo 2.5. U
Definiciio 2.4.2. O conjunto HY" (M) é definido como o fecho de C° em H*?(M).
Proposicio 2.4.3. Se M é completa, entdo Hy"(M) = H“(M). A saber, se M é completa,
entdo C3° (M) é denso em H"*(M).

Demonstragcdo. Veja [16], capitulo 2. [

2.4.1 Mergulho de Sobolev: resultados principais

A seguir apresentaremos os teoremas fundamentais sobre espacos de Sobolev, de modo

que possamos ter ferramentas para as proximas discussoes a serem feitas nesta dissertacao.

Teorema 2.4.1 (Imersao de Sobolev). Sejam k e [ inteiros com k > 1| > 0, p e q dois niimeros
reais satisfazendo 1/p = 1/q — (k — 1) /n. O teorema de imersdo de Sobolev assegura que para

R", H*P < HYP continuamente.

Teorema 2.4.2 (Mergulho de Sobolev). Se 1 < q < n, entdo para toda v € H"(R™)
[ull, < K(n, @) [IVullg ,
coml/p=1/qg—1/n

n—gq r/q[ C(n+1)
n(g—1) I'(n/¢)T'(n —n/q+ 1)on—1

Assim, K (n, q) é a melhor constante de mergulho H9 C LP. Além disso, as funcdes que atingem

K(ng) = 1" [

n—1

a igualdade sdo da forma

ur(z) = A+ |z[@) 0 X >0.
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Teorema 2.4.3. O teorema do mergulho de Sobolev é vdlido para toda variedade completa M
com curvatura (seccional) limitada e raio de injetividade 6 > 0. A saber, existe C' = C(n, q) tal
que

Vu € HY |lu|lz» < C||Vul|La -

Assim sendo, o mergulho de Sobolev € vélido em toda variedade compacta. A seguir
veremos uma versao do Teorema de Rellich-Kondrakok no caso em que a variedade é compacta.

No entanto, antes relembremos de um resultado para o caso euclidiano.

Teorema 2.4.4 (Kondrakov). Seja k > 0 um inteiro, p e q niimeros reais satisfazendo 1 >
1/p > 1/q—k/n > 0. Se Q C R" é aberto e limitado e tem fronteira OS) de classe C* (ou

lipschitziana), entdo a seguinte imersdo é compacta
H"1(Q) — LP(Q) .
Isto é, toda sequéncia limitada em H"9(Y), admite subsequéncia convergente em LP ().

Uma consequéncia desse teorema € que caso a variedade M ndo seja compacta, ainda
assim, ganhamos o seguinte resultado: se {v,, } € uma sequéncia limitada em H*9, entdo {v,}

admite uma subsequéncia convergente em L (M).

Teorema 2.4.5. O teorema de Kondrakok é vdlido para variedades Riemannianas compactas

M. Assim, a seguinte imersdo é compacta:

H"Y(M) < LP(M), onde 1 > 1/p>1/q—k/n >0.

2.4.2 Mergulho de Sobolev em H!(C)

Um exemplo importante a ser usado nos capitulos posteriores € a variedade riemanniana
(C,g),onde C = R x S"~! é o cilindro, e g é a métrica induzida da métrica euclidiana em R,
Vale salientar que a métrica no cilindro é a métrica produto de R x $"~ 1, a saber ¢ = gr + ggn—1,
pois a métrica em S™~! é a métrica induzida da métrica de R™.

Como g é a métrica produto, segue-se que as geodésicas y(¢) em C sdo da forma

(t) = (at +b,5(t))

onde a,b € R e 3(t) é geodésicaem S™ !, que ou é constante igual a um ponto ou é um grandes

circulos.

Proposicao 2.4.4. (C, g) é uma variedade riemanniana completa, com cuvatura limitada e raio

de injetividade 6 > 0. Portanto, vale o mergulho de Sobolev.

Demonstragdo. Para usar o mergulho de Sobolev, precisamos verificar as hipdteses geométricas:

completude, raio de injetividade positivo e curvatura limitada.
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Completude: Como S"~! € completa, segue-se que toda geodésica v(t) pode ser definida em
todo ¢ € R. Logo, por Hopf-Rinow, C uma variedade completa.

Raio injetivo: Para mostra que o raio de injetividade o é positivo, observemos que o raio de
injetividade da esfera é dg.—1 = 7, pois Vp € S™°!, §, = . Portanto, pela defini¢do de
geodésicas em C, toda geodésica y(t) € minima para ¢ € [0, 7], isto € o raio de injetividade do
cilindro 6 = 7 > 0.

Curvatura limitada: Fixado t, € R, a aplicagdo F (t,0) = (t + t,0) é uma isometria em C,
pois DF' = Id (identidade) e a métrica g é a métrica produto.

Como a curvatura seccional K € invariante por isometria, para cada (¢, §) ponto, K¢(t,0) =
K¢(0, 0), basta usar a isometria F'_;. A saber, com a métrica produto g, a curvatura seccional
do cilindro € constante ao longo das retas (t) = (¢, 0) (# fixado). Por compacidade de 5™,
K¢(0,0) é limitada. Portanto, vale o mergulho de Sobolev H'4(C) C L*(C). H

2.5 Regularidade

Nesta se¢do veremos brevemente resultados de regularidades e um resultado do tipo

principio do minimo. Usamos com referéncia principal os livros [7, 17].

Seja (M, g) variedade riemanniana. Assuma que M seja completa. Considere o problema
—Au+au=f, emM,
onde A é o operador de Laplace em M, o é uma constante, e f € L?(M).
Teorema 2.5.1 (Regularidade). Seja u uma solucdo fraca da equacdo —Au + au = f em
HY(M). Se f € C*(M), entdo u € C*(M).

Demonstragdo. Veja [7], corolario 7.3. [

Agora trataremos de um principio do minimo.

Defini¢iio 2.5.1. Dados o € R, u € C*(M), u é dita

a) a—superharmonica em M se —Au + au > 0;
b) a—subharmoénica em M se —Au + au < 0;

¢) a—harménica em M se —Au + au = 0.

Quando o = 0 na definicdo acima, o prefixo “ « ” € omitido, obtendo assim a defini¢ao

usual de fun¢@o harmonica, subharmodnica e superharmonica.

Proposicao 2.5.1 (Principio do minimo forte). Suponha que M seja conexa, e uw uma funcdo
ndo-negativa a—superharméonica em M, com o € R. Se u(xo) = 0 em algum ponto xo € M,

entdou=0em M.
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Demonstragdo. Veja [7], corolario 8.14. [

2.5.1 Regularidade de H'(R)

Verificaremos que toda fungdo f € H'(R) € continua. Sejam U C R™ aberto limitado e
0 < a < 1. Dizemos que uma fun¢do u : U — R € Holder-continua de expoente o (em U) se a

quantidade:
[U]o == sup Ju(z) = uly)] é finita .
sty T —yl®
Defini¢fio 2.5.2. O espaco de Holder C*(U) consiste de todas as fungdes u € C*(U) com a

norma

lullera = > 1D uller + > [D u]ay
18|<k |Bl=k

onde | DPu|| o = sup, 7 | D u(z)|.

Ou seja, 0 espago C*(U) consiste de todas as fungdes u que sdo k—vezes diferencidveis
e que tem a k—ésima derivada parcial Holder continua com expoente o (em U). Caso U nao seja
limitado, dizemos que uma funcao u : U — R € localmente Holder continua com expoente o

em U se u é Holder continua com expoente em cada subconjunt 2 C U, com Q C.

Definiciio 2.5.3. O espaco C1*(U) consiste de todas a fungdes v € C*(U) cujas k—ésimas
derivadas parciais sdo localmente Hélder continuas em U e para todo || < k, supg | DPul <

Q.

A seguir enunciaremos uma versao do teorema de Imersao de Sobolev.

Teorema 2.5.2. Seja U C R" aberto limitado, com OU de classe C*. Assuma que v € H k (U),
comk > 1.Sek >n/2, entdou € Ck_[%]_l’a(U) onde

o { [g} +1— %, sen/2 ndo é inteiro

qualquer niimero positivo < 1,se n/2 é inteiro.

Além disso, existe C' > 0 tal que

il (g1 < Cllale

Demonstracdo. Uma prova para este teorema pode ser encontrada em [17], capitulo 5. [

Uma consequéncia desse teorema é que quandon = 1 e f € H'(R), tem-se f €
CY%(R). De fato, f € H'(R) implica f € H'(U) para U C R aberto limitado. Como

k =1 > 1/2, pelo teorema anterior f € C%*(U). Desse modo, f € C%*(R) para algum

a € (0,1). Em particular, f é continua.
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3 A DESIGUALDADE CKN: UMA
PROVA ANALITICA

Iremos neste presente capitulo nos basear no artigo feito por Aldo Bazan e Wladimir
Neves em [18]. Provaremos as desigualdades de Caffarelli-Kohn-Nirenberg (CKN) por um argu-
mento de interpolacdo conveniente. Primeiro provaremos um lema, consistindo da desigualdade
CKN para o caso b = a + 1, utilizando um campo vetorial apropriado, onde na demonstracio
obtemos uma boa constante para a desigualdade (para este caso b = a + 1). Depois, provaremos
um segundo lema (que serd o caso b = a), onde a desigualdade de Sobolev é usada para uma
fungdo conviniente e, no fim, aplicaremos o que foi provado no lema anterior. O caso geral
da desigualdade CKN serd provada, como ja dito, por um argumento de interpolacao entre os
dois casos anteriores, i.e. b = a + 1 e b = a. O enunciado das desigualdades CKN € o seguinte

Teorema

Teorema 3.0.1. Existe uma constante C' > 0 tal que para toda u € C§°(RY),

2/p
(/ |a:|_bp|u|pda7) < c/ 22| Vu[2dz 3.1)
RN RN
onde N > 3,
ca< Y2 <b<a+l 2N
— 00 a a a e =
o o 4=V OT L PENT O O —a)

Observacao 3.0.1. Quando a = b = 0, a desigualdade CKN é na realidade a desigualdade de
Sobolev, pois p = 2*. Quando a = 0 e b = 1, a desigualdade CKN é a desigualdade de Hardy,
poisp = 2.

Antes de demonstrarmos, iremos introduzir algumas nota¢des e a Desigualdade de Young.
Denotaremos por dz = medida de Lebesgue em RY; | - | denota a norma Euclidiana em R” e o
valor absoluto em IR, dependendo do contexto obviamente; € por fim V' - W denota o produto

interno (euclidiano) de V' com W

Lema 3.0.1 (Desigualdade de Young). Sejam p e q niimeros reais positivos tais que 1 /p+1/q = 1.
Entdo para quaisquer niimeros reais positivos a e b, temos:
P B
ab< =4 = (3.2)
p q

Equivalentemente:
VYA€ (0,1), a*'™ < Xa+(1—\)b.
Em particular, temos: Yo > 0, V,W € RV
VP LW
+a :

V~W§ofp| |
b q
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onde p,q > 1 sdo tais que 1/p +1/q = 1.

Agora provaremos o teorema. Comecemos provando dois lemas, casos: b = a+ 1 e
b = a. A demonstracdo da desigualdade CKN serd provada por um argumento de interpolagao.
Lema 3.0.2 (Caso b = a + 1). Sejam u € C°(RY), N > 3,

N —2 2N
—o<a< ——b=a+1,p=

S
2 N-24+2-1
Fnido () V(o)
u\xr u\xr
L. om0 S /. RrEaid (3.3)
onde

4
Catl = N —2— 2q)2

é uma boa constante.

Demonstracdo. Seja F: RN \ {0} — RY campo vetorial dado por:

1 T

F@) == @

Como a < 32, tem-se 2b — N < 0, e segue que [ estd bem definido.

Calculando o divergente de F', temos:

1

divE(r) = oy —divllel™2]

1

= % N (|$|_2bdiv[x] + V|:L‘|_2b . x)
1 - — 00—

= 5N (|a7| BN (x4 22 (2R 2R 1)
1

- ob — N (|$|_2bN— 2b|x|_2b>

= |$|—2b

Logo,

Jul® 2 1;
/ dor = —/ |ul“divFdz .
RN |x|? RN

Entdo, aplicando o teorema Green (2.6), e usando a desigualdade de Young, obtemos:

[ o (25 (T

2 F2 \V/ 2
< o e[ 17 do+a? | Vol (3.4)
RV |z] 20 RY |72
onde usamos o fato de |V|u|| = |Vu| (q.t.p), e @ > 0. Agora observemos que b = a + 1 implica
F? 2 1 1
| | _ |{E| |l’|2a —

|z|~22 (20 — N)2|g|4at4 (N —2—2a)?|z?
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Portanto, de (3.4) temos

|u(z)? a? Juf? o [ [Vul?
dz < / d / dz
/]RN |z |2 v= (N —2—2a)% g~ |z]? v RN |z|? ‘

0 que implica

a’ Ju(z)|* |Vul®
S / de < -2/ dz .
( (N—2—2a)2> Ry [z =Y ey Jafpe

E assim, , ,
ju()] _ [V
/RN P dz < f(a; N, a) /RN o dz
onde (V-2 207
—2—2a
i N,a) = .
fla;N,a) a?(N —2—2a)? —at
Pelo Teste da Segunda Derivada, o ponto de minimo para f, com o = variavel, é o = & _\%—2“.
Logo,
7 N—-2-2a) 4
V2 (N —2—2a)?
€ o valor minimo para f. Desse modo, tome ¢, = m 0
Lema 3.0.3 (Caso b = a). Sejam u € C*(RN), N >3
e N -2 b 2N o
—00 < a =a, p= =2".
) 7 p N _ 2
Entdo:
2/p
(/ |x|_ap|u|pd:p> < (N, a)/ 2|2 Vu(z)2dz | (3.5)
RN RN

onde c(N, a) é uma constante positiva que depende de N e a.

Demonstragdo. Vamos usar a Desigualdade de Sobolev para a fungdo: f(z) = |z| *u(z). De
fato, pela hipétese do pardmetro a, f € H'(R") (veja lema A.0.1 no apéndice).

Assim, )
2/2*
([, ol oepds) ™ < K20V2) [ 90l 0)Pde
RN RN

Vamos agora calcular |V (|z|~%u)|, temos
V(2| ) = |2~ (Vu — (alz| 2u)z) .

Assim,
V(2| w)? = |27 (|Vul® = 2(aulz| )z - Vu+ o[z 2[uf?) .

Desse modo,

ENCE [Vu(z)]” y [u(@)]” 2au(x)
/]RN V(x| %u)|*de = /]RN ———dz + o O dav—/]R z - Vu(z)de

|z |2 N |z2letD) N |z[2(etD)

2
_ /N AL
R

|x|2a
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Vamos estimar as integrais [, e 3. Para I, pelo lema anterior (caso b = a + 1), temos que

[Vu(z)[?

2
I <a Ca+1/]RN de

Para I3, pela desigualdades de Young (A = 1), tem-se:

L (uf | |2 Vul?
I; < 2 d
s < 2l RN |x|2et+2 ( 2 + 2 .

2 \V4 2
[ dz + |af Vel dx
|x|2a

Vul|?
< al(an +1) [ V0

RY |z

dx

Dai, combinando os resultados obtidos, tem-se:

—a YVu(x)|?
/RN V(2] "w)[Pdz < (1 + a*copr + |af + [alcatn) /]RN ||xT2a>|dx
Portanto,
2/2* 2
</ |x|_“p]u|pdx> < ¢(N, a)/ de ’
RN RV |z|2
onde

o(N,a) := K*(N,2) [1 + |a| + (a® + [a])car1 ]
L]

Agora estamos em condi¢des de provar o caso mais geral, pois obteremos a desigualdade

CKN por interpolacio dos dois lemas anteriores. Antes, precisaremos do seguinte lema

Lema 3.0.4. Se p = 2(1 —0) +2%0, com 0 € (0, 1), entdo

ON )

Demonstracdo. Se p = 2(1 — 6) + 2*0, entdo pode-se verificar imediatamente que

_2(N —2)+40
P=""N 2
Mas p = 2N/(N — 2+ 2(b— a)), donde
2N _2(N —2)+40
N-24+20b—-a)  N-2
0 que implica
2N(N —2) = [2(N —2)+40][N —2+2(b—a)]

= 2(N —2)>+4(N —2)(b—a) + 40(N — 2) + 80(b — a).
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Desse modo,
2N2—4N:2N2—8N+8+49(N—2)+[4(N—2)+8«9](b—a)
Assim,
A4[(N =2)+20](b—a) = 2N? —4N —2N? + 8N — 8 —46(N —2)
= 4[(N —2)8(N —2)]
Logo
h_g—1__ NV
TN 2t
Agora, temos
. NGO
dai
bp=2(1—0)(a+1)+2"0 + [{]
Onde
N6 N@?
= 20 —-2(1-46 —2F
f ( )N— 240 N —2+20
B 2NO(N —2+20) —2(1 —0)NO(N — 2) — 2N?2p?
B (N —2)(N — 2+ 20)
B 2N?0 — ANO + ANG? — 2(1 — 0)N?0 +4N6O(1 — 0) — 2N262
o (N —2)(N —2+20)
B 2N20 — ANO +4NO? — 2N?0 + 2N%0% 4 4NO — ANO? — 2N?0?
B (N —2)(N — 2+ 20)
= 0.
O

Teorema 3.0.2. Seja u uma funcdo em C°(RYN) com N > 3 e assuma que

N —2— 2N

—o0<a< <b< 1 = :
00 < a , aso0=<a+1l, ep N—2+20b—a)

Entdo existe uma constante positiva C = C(N, a) tal que

p 2/p 2
/ [l dz <C [Vl dx .
o [l B fa

Demonstracdo. Inicialmente, notemos que sob as hipéteses do Teorema (3.0.2), p € [2, 2*], pois

0<b—a<1. 0Oscasosp=2ep = 2" foram verificados nos dois lemas anteriores. Assim,

consideremos o caso mais geral 0 < b —a < 1, esejad € (0,1) tal que

p=2(1—-0)+2%0
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Tal f existe pois: 0 <b—a<1=2<p<2".Comop= ﬁg(b_a), segue pelo lema anterior
que
N6
b= l—
R > ;7
e também

bp=2(1—-0)(a+1)+2%0a .
Desse modo, para cada u € C{)”(IRN )s

Ju(z)[? |u[20-0)+270
/]RN |z|bP - /]RN |z [2(1=6)(a+1)+2"0a

u@))> .\ Ju(z))*\’
(o ente) ()

onde aqui usamos a Desigualdade de Holder com exponetes p = 1/(1 — 6) e ¢ = 1/6. Como o

resultado € vélido para cada uma das integrais do membro direito da desigualdade acima (casos:

b=a+ 1eb= a), segue-se o desejado! O
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4 A DESIGUALDADE CKN: UMA
PROVA “GEOMETRICA”

Iremos neste capitulo e no préximo nos basear em tépicos discutidos no excelente artigo
de Florin Catrina e Zhi-Qiang Wang [19]. Neste capitulo provaremos a desigualdade CKN por
uma abordagem diferente daquela apresentada no capitulo anterior. Comegaremos introduzindo
uma familia de transformacdes que converterdo nosso problema original em um problema
definido em R x $¥~!, o cilindro. Os dois problemas serdo mostrados como equivalentes em

um sentido que serd especificado com precisao.

4.1 Preliminares

Sejau € C5°(RY), defina as normas,

b l/p 2 2 1/2
fullg = ([ Jal™luldz) e ullgg = ( [ lol | Vuftdo)
onde N > 3,

< <N_2 <b<a+1 2N
— 00 a a a e = .
o o 4=V OTLC PENT O —a)

Pelas escolhas dos parametros a, b € p, as normas dadas acima estdo bem definidas (veja lema
A.2.1). Desse modo, as desigualdades CKN podem ser reescritas como: 3C' > 0 : Vu € C5°(RY),
lullZe < Cllullgse. (4.1)

Seja Ly (R™Y) o completamento de C3°(R™) com respeito a norma || - || .z, e seja D*(RY) o

completamento de C5°(R™) com respeito ao produto interno:

(u,v) = / |z|2*Vu - Voda .
RN

Note que a norma || - || 512 provém do produto interno acima. Precisaremos do seguinte lema.
2N .
Lemad4.1.1. Paraa < (N —2)/2, a<b<a-+1lep= N zrap ) vale:

D2(RY) = CRRY\ {op) =

e também

LE(RN) = CE(RN\ {0}) 4.
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Demonstracdo. Pela defini¢do de D12?(RY), é suficiente mostrarmos que C5°(RY) € C° (RN \ {0}) M

Seja p(t) uma fungdo lombada tal que

pt)=1; t>2

p(t)=0; 0<t<1.
Sejau € C°(RY) dado, e defina

ue(x) == p(lz|/e)u(z) .

Por construgio, {u. : ¢ > 0} é uma sequéncia de fungdes em C5°(RY \ {0}), pois para |z| < e,
ue(z) = 0,1ogo supp(ue) C {x : |z| > €} para todo € > 0.

Notemos que u. — u quando € — 0, e

e =l = [ a9 = w)*da

_ P lzl/€) u
= Jx fmx + (p(|z|/€) — 1)Vudz
Logo,
lim ||ue — ul|* = lim 2| 72|V (ue — v)|*da
e—0 e—0 JRN
, 2
= lim o || 2 <p<|$€’/€)‘z|x + (p(|z|/€) — 1)Vu> dx
, 2
_ /RN 2|72 (113% (” “f'/e);'x + (p(|z| fe) — 1)Vu>> do (%)
= 0.
Portanto u. — u, nanorma || - || 512, quando € — 0. Em (x) usamos o Teorema da Convergéncia

Dominada (TCD), veja apéncide A.4.

Analogamente, para mostrarmos que L} (RY) também é o completamento de C5° (RN \
{0}) sob anorma || - || .» é suficiente mostrarmos que C5°(R") C Cg°(RN \ {0})"“5. De fato,
dado u € C5°(RY), considere u, como antes. Entdo,

hee—ullyy = [ lel . — ulda
= [l (/) = 17dz
RN
Como p(|z|/e) — 1 (quando € — 0) Yz, segue-se, pelo TCD, que

lg u —ulfy = [ Jal 7l g (/) — 1pda

= 0.

Logo, u € O (RV \ {0144 O



Capitulo 4. A DESIGUALDADE CKN: UMA PROVA “GEOMETRICA” 43

Seja agora (C, g) a variedade Riemanniana, onde C = R x SV~ (C RV 1) € o cilindro,
com g a métrica induzida pela métrica euclidiana em R" . Mostraremos que o problema (4.1),
isto € as desigualdades CKN, em R" ¢ equivalente a um problema modelado em C num sentido
que serd dado em breve. Veremos no préximo capitulo que tal formulacgio acarretard em muitas

consequéncias.

Adotaremos a seguinte nomeclatura: por du denotaremos o elemento de volume Rie-
manniano em C; e para pontos em C, usaremos ou a notacdo y, identificando como um ponto de
RN* ou (t,0), paraindicar t € R, § € SV~L,

Dado v € C°(C), definau € C*(RY \ {0}) por

u(z) = |xlfwv (—ln |z, |i|> : 4.2)

Observe que tal relagdo (4.2) € bijetiva. A saber, dado u € C°(R™ \ {0}), definav € C5°(C)
por

—2—2a

v(t,0) = e fu(e™9) .
Considere a seguinte aplicacio

{ F:RV\ {0} —¢C
F(z) = (~Infa], &) .

Claramente /' € uma aplicacdo suave. De fato, /' € um difeomorfismo que inverte a orientagdo.

Lema 4.1.2. Vz € RY \ {0}, det(D,F) = —|z| ™.

Demonstragdo. Dado x € R™ \ {0}, escolha a base ortonormal em {2, vy,...,vuy_1}, onde
2 (z) = x/|z| (vetor radial na dire¢do de z) e vy, . .., vy_; sdo vetores tangentes & S,, a esfera

de raio ||, de centro 0.
Recordemos que para se calcular D, F(v), escolhemos a(t) curvaem RY \ {0} tal que a(0) = =,
a/(0) = v e fazemos D, F(v) = (F o a)’(0). Assim, para calcularmos D, F/(-2), escolhemos a

curva o(t) = x + =t.

||

Logo,
Fla(t)) = (-m (1 + ’;) 7, é')
t T
Assim,
o 1 1
(Foa)(t) = (_1‘1‘?5/|$||I|’0> )
Ou seja,

(Foa)(0)=(=|z["",0) .
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Agora, para calcular D, F(v;), escolnemos uma curva (3;(t) sobre a esfera S, com
B:(0) =z e B(0) = v,.
Desse modo, F'(f3;(t)) = (— In |z|, ﬂi(t)), donde

||

(FoB)(0)= (o”)
Assim, concluimos que

(Foa)(0)=——(1,0), e (Fof)(0)=—

Portanto

Lema 4.1.3. Para todo v € C§°(C), temos
F Nz = / du .
/NU( (x))]z|"Vda | vdu

Demonstracdo. Sendo dr a forma volume em R”Y \ {0} e du a forma volume em C, entdo
Frdu = —|z| Vdx (veja 2.2).
Logo, vale

[ o F@)(=Dlelde =~ [ van.

4.2 Demonstacao geometrica para CKN

Comecemos observando a seguinte proposicao.

Proposi¢ao 4.2.1. Dado u € C*(RN \ {0}), temos
N —2—2a\?
(1) / 2| 2| Vul*dr = / |Vov|? + vf + (a) v2d.
RN c 2
) [ el tiupas = [ Pan
@ [ Jel e = [ jordp
Onde a, b e p satisfazem as hipoteses CKN, u e v satisfazem (4.2)

Demonstragdo. Fixe u e v relacionados por (4.2), ou seja:

u(z) = [z[Tv(F(z))

ondey = —¥=2=2¢¢ ['(z) = (— In|z], ﬁ) Vamos agora calcular | Vu| com v dado acima. Seja
{4 eq,...,ey_1} um referencial ortonormal local em C. Denotamos grad(v) por V. Assim,
localmente,

N-1

d\ d —
Vv = <Vv,dt> % + Z <V'U,€Z'> €; .

i=1
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2
Logo, |Vu|? = <Vv, %> + |Vov|?, onde Vv = SN (Vo, e;) e;. Note que, por definigdo de
gradiente, <V'U, %> = dv(%) = 4v = v,. Portanto,

|Vo]? = v + |Vev]?.

Agora, como na demontracao do lema 4.1.2, seja {%, Vg, ..., VN } base ortonormal em
T,(RV \ {0}) = R", onde 2 ¢ o vetor radial na dire¢do de z, e v; € T,(S,), sendo S, a
esfera de raio |z| centrada na origem. Podemos escolher vy = e;,...,uy = ex_1. Temos
u(z) = |z[Yv(—In|z|, |i—|), daf sendo r = |x| et = —Inr, segue-se:
0 dv 1
—u=~r""lu(=1 y27 <_)
5t =T v(=Inr,z/r)+r il s
Logo,
ou
eyt N ]
o 77 (—vg + o)

Para calcular (Vu, v;), procedemos da seguinte forma: seja a(t) curva em S, com a(0) = z e
o/(0) = vy, daf F(a(t)) = 5(t), onde B(t) = (— In |x|, %) Desse modo, 5'(0) = & = “=L e

I

(Vi) = Zula(®))]

Logo,

= 2071 {(—Ut + ) + |V9v]2}

N—2-2a \>
_ —(N-2-20)-2 l(_vt _ 2%) + \Vevlzl

N —2—2a \?
= ‘I|_N+2a l(?}t + 5 av) + ‘V@UF] .

Na expressdo acima, recorde que v estd sendo calculado em F'(z). Portanto,

N —2—-2a \?
[ e vaiar = /N|x|_2“|x|_N+2“<(vt+2av> —|—|ng|2> dz
R R

N —2—-2a \?
= /]RN |~ ((Ut L E— av) + |VgU|2> dz

N —2—2a \?
- / <(vt + R av) + |ng|2> dp (pelo lema 4.1.3)
c

2

N-—-2-2
= /cvf—l— <2a> v2+|V9v|2du—|—(N—2—2a)2/cvvtd,u.



Capitulo 4. A DESIGUALDADE CKN: UMA PROVA “GEOMETRICA” 46

Mas a segunda integral acima é zero, pois, como v € C§°(C), segue-se

/vvtd,u = / vugdp
¢ supp(v)

= — veody .
supp(v) e

Onde da penultima integral a ultima integral, utiliza-se integracao por partes. Portanto, a parte

(1) estéd provada.

Por fim provaremos agora a parte (2). Note que

N—-2—-2a

e e e U]
= 2"l
Onde
( b N —-2— Qa)
(07 = - - —
9 p
20+ N-2-2a
N—2+2(b—a)
2
Como p = #@f(bia), segue-se que o = —N. Assim |2|~P|ulP = |z|~N|v(F(z))[?, e pelo
lema (4.1.3)

Ll urae = [ joldn.
C JC
O

Consideremos, agora para cada a, b parametros da hipétese CKN, a familia de transfor-

macdes definidas por

{ ®: C2(C) — CE(RN\ {0})

®(v) = u, ondeu e v sdo relacionados por (4.2) .

Uma vez que C € variedade Riemanniana completa, C5°(C) é denso em H'(C), sob a

norma provinda do produto interno (-, -), dado por:
(v,w) = / Vou-Vw + vwdp
c

segue que C5°(C) também € denso em H'(C) sob a norma, provinda do produto interno

(N =2 —2a)?

(U,w):/Vv-Vw—i— vwdpy
c

(N—2—2qa)?
2

Sobolev H*(C), munido do produto interno acima. Pela proposigdo anterior, o0 mapa ® é um
operador continuo entre os espagos (C3°(C), || - [|z1) e (CgO(IPLN \ {0}),] - Hgé,z). Por defini¢éo

que € equivalente ao anterior, ja que > 0. Dessa forma, consideramos o espaco de
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de DL2(RY) e pela densidade de C°(C) em H'(C), segue-se que o mapa P se estende a um
mapa continuo entre os espagos de Hilbert H'(C) e DL2(RY), de fato a estensdo de ® é uma
isomorfismo de espacos de Hilbert. Denotaremos tal extensao por ® também. Em resumo temos

0 seguinte proposi¢ao:

Proposi¢io 4.2.2. O mapa ® : H'(C) — DL*(RY) dado anteriormente é um isomorfismo de
espagos de Hilbert, onde o produto interno em H'(C) é:

(N —2 —2a)?

(v,w):/CVU-Vw+ vwdp .

Observemos que seguindo um raciocinio andlogo, a proposicado (4.2.1) implica também
que o mapa P se estende a uma isometria sobrejetiva entre os espagos de Banach LP(C) e

LE(RY), que também denotaremos tal extensdo por .

Como observado em (2.4.4), pela geometria de C vale o mergulho de Sobolev: H!(C) —
L? (C). Como H'(C) C L?*(C), entdo H'(C) pode ser visto como um subespaco de L?(C) N
L*¥(C).

Lemad4.2.1. Sel <r < s <t entdo L"NL" C L*
Demonstragcdo. Veja proposi¢ao 6.10 em [20] [

Pela hipétese sobre os parametros a € b, temos 2 < p < 2*. Logo, L*(C) N L* (C) C
L*(C). Assim, ainclusdo S : H'(C) < L?(C) é continuo. Em resumo temos o seguinte diagrama

de operadores continuas

H'(€) —— L¥(C)
| N
D,2(RY) Ly(RY) .
Teorema 4.2.1 (Prova geométrica para CKN). Existe uma constante C' > 0, tal que Yu €
C5e(RY),

lullZy < Cllulzee

Demonstragdo. Pelo mergulho de Sobolev, temos que existe C' > 0 tal que
lWliZe < Cllvlin Vv e HY(C).

Via o isomorfismo de Hilbert @, |uf|g12 = |[v|[ onde u = ®(v), e também vale |ju||» =
||v||». Portanto,

lullzy < Cllullgea .

o que finaliza a prova da desigualdade (4.1). Observe também que a constante C' depende das

normas dos espacos LP(C) e H'(C) cujas respectivas normas dependem dos paramétros a, b €
. [
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5 MELHORES CONSTANTES, EXIS-
TENCIA E NAO-EXISTENCIA DE
FUNCOES EXTREMAIS PARA A DE-
SIGUALDADE CKN

Aqui fixaremos os parametros, para N > 3,

< <N_2 <b<a+l = 2N
CSASs Ty R0 AT L O PN T O —a)

(5.1)

Uma vez provado a desigualdade CKN, vale o mergulho D2(RY) — LY(RY) continuo.

Considere o seguinte conjunto

D:{(a,b)E]R2:—oo<a< — ,a§b§a+1}. (5.2)
Assim, a desigualdade CKN implica que a quantidade
S(a,b) := inf E.p(u) € positiva para (a,b) € D.
u€Dy? (RN)\{0}
onde
Jrw 2|72 Vul?dz 2N

E.p(u) = , mp = .
#u) (Jrw |$|_bp|u|1’dx)2/p b N—-2+2(b—a)

Temos que S(a, b) é a melhor constante de mergulho para CKN:

2/p
(/ |a:|—bpyu\pdx) < S(ab) [ el Ve
RN RN

Defini¢do 5.0.1. Uma fungdo uy € DL*(RYN) € dita extremal para S(a,b), se E,p(ug) =
S(a,b).

Veremos que as fungdes extremais para S(a, b), sdo solu¢des que minimizam a energia

da seguinte equacdo diferencial parcial, dita equacdo de Euler-Lagrange:
—div (]:L’\’QaV@ = |z|"PuP™t,  uw>0em RY. (5.3)

Essa equacdo € considerada como um protétipo de equagdes elipticas degeneradas nao-lineares
que modelam fendmenos fisicos (veja por exemplo [21] e suas referéncias, ou também veja [8],
capitulo 1). Para as desigualdades CKN (4.1) e a equacdo (5.3) iremos associar um problema
de minimizacdo equivalente a equacio de Euler modelada em C, o cilindro que foi estudado no
capitulo anterior.

Recorde que as desigualdades CKN (4.1) contém a desigualdade cléssica de Sobolev (a = b = 0)
e a desigualdade de Hardy (a = 0, b = 1) como casos especiais, que desevolveram importantes

resultados em muitas aplicagdes em virtude do conhecimento sobre:



Capitulo 5. MELHORES CONSTANTES, EXISTENCIA E NAO-EXISTENCIA DE FUNCOES EXTREMAIS PARA
A DESIGUALDADE CKN 49

- As melhores constantes.

- Fungdes extremais e suas propriedades qualitativas.

Sobre as questdes acima, veja [22, 23], [1] e [24-27], para ter mais detalhes. Desse modo,

podemos fazer estas mesmas perguntas para (4.1), isto é:

- Qual é a melhor constante (explicitamente)?
- Existe, ou ndo existe fungdes extremais?

- Caso existam, quais as propriedades qualitativas das fun¢des extremais de (4.1)?

E claro que tais perguntas estdo baseadas nos parimetros a, b variando na regido (5.2), quando
N > 3. Neste capitulo responderemos a tais perguntas. Observemos inicialmente a homogenei-

dade de CKN, isto € se uma func¢do u satisfaz

2/p
([ el lrae) " <0 [ a2 vupde
RN RN

entao

2/p
</ |:B|_bp|cu|pdx> gc/ 2|72V (cu) Pz Ve € R\ {0} .
]RN ]RN

Muito progresso foi feito para (a, b) variando na regido particular

N —2
0<ac< 5 a<b<a+1,

a qual nos referimos como a regido “a-ndo-negativo” em (5.2). De fato, para a desigualdade de
Sobolev (a = b = 0), foi provado por Aubin [22] e Talenti [23] que

NwyT?(N/2) ) 2N

$(0,0) = N(N — 2) < 2TV

onde wy é o volume da bola unitiria em R", e a familia da fun¢des extremais para este caso sdo

multiplos das funcdes
= ! A>0
W B 120

Em [26], Lieb considerou o caso a = 0, 0 < b < 1, provando que a melhor constante ¢ dada por:

)

NwyT?((N — bp)/(2 — bp)) )(2—bp)/(N—b:n)

S(0,b) = (N = 2)(N — bp) <(2 —bp)T((2N — 2bp) /(2 — bp))

e a familia de funcdes extremais é:

1

u(zr) = O T [ 2 A>0.
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Em [27], Chou e Chu consideraram toda regido a-ndo-negativo: a > 0, a < b < a+ 1, e
provaram que a melhor constante é

NwyI?((N = bp)/(2 = bp + 2a)) >(—Nb_+“
(2 = bp+2a)L'((2N — 2bp)/(2 — bp + 2a)) ’

S(a,b) = (N —2—2a)(N — bp) (

e que, para a > 0, as fun¢des extremais sao multiplos das fungdes

1
u(x) = N—2—2a )\ > O .
(X + |z]|2-tp+2e) 2=072a

O objetivo deste capitulo € discutir o estudo desenvolvido por F. Catrina e Z.-Q. Wang,
em [19], visando a reobten¢do dos resultados listados acima, bem como resultados semelhantes
aos citados para a regido “negativa”: @ < 0 e a < b < a + 1. Além disso, discutiremos
propriedades qualitativas das solugdes da equagdo de Euler (5.3), como invaridncias e simetrias,

entre outros.

A abordagem do problema em [19], o qual nos baseamos, ¢ bem diferente daquela
usada nos artigos citados anteriormente, [22,23,26,27], nos quais o problema (4.1) € trabalhado
diretamente com o espago D1%(RY). Recorde que fizemos um ‘desvio’ para converter o problema
(4.1) em um problema equivalente definido em H'(C), no capitulo anterior, via (4.2). Seguiremos
esta mesma ideia aqui, trabalharemos principalmente com o problema equivalente em H'(C).
Esta reformulacdo do problema CKN (4.1) nos permite fazer uso de ferramentas analiticas, como

um argumento de compacidade por exemplo.

5.1 Preliminares

5.1.1 Desigualdade CKN e a Equacéo de Euler

Vamos relacionar as funcdes extremais de CKN com as ground states solutions da
equacdo de Euler. Antes vamos definir alguns conceitos. Recordemos que a, b sdo parametros na
regiao

2N

{@b): 0 <a<(N=2)/2 asbsatlle =g 7=

Uma solugdo do equagdo Euler-Lagrange (5.3), é uma func¢@o ndo-negativa satisfazendo: L'(u) =

0, onde o funcional energia L é:

1 1
L(w) = 5 /}RN ol Ve~ /RN 2| |ufPdz .

Definicao 5.1.1. Uma solucdo ug da equagdo (5.3) é dita ser de energia minima (ground state)

se ug > 0evale 0 < L(ug) < L(u) para toda u solugdo de (5.3).
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Procuramos solugdes de (5.3) no espago DL2(RY). Observe que H'(RY) ¢ D*(RN).

Considere o problema

—div(|z|2*Vu) = |z|"PuP~!, em RN
(P): 12(RN
u€DRY), u>0

Fixado u # 0 em D1?(RY), defina, parat > 0

t2 tP
oult) = L(tu) = 5 /}RN el | Vulde — /RN |t |ulPdz .

Dai, 1
S |72 Vul2dz \ 72
! te) = t, = .
Pults) =0 (fRN o] Plapde
Lema 5.1.1. .
bults) = 1—(b—a) ( Jgv|z|7?Vul*dz \72
W TN (J 2| PP lulpda)?? )
Demonstragdo.
gbu(t*) = L(t*u)
2
1 f]a:\_2“|Vu|2dac H/ —_9 2
= —_ a d
s (Fiepopar) [eriouras
L (Jlal 2| Vul?de) 7= [ el
—— d
p< [ el lulrde ol de
2 2
L ([ |z Vu|*dz ) 7= (/ —2 2 >£_2
= —_ a d
2( [ el olulrde oVl da
1 —2a 24\ 722 =
4 J |z~ Vu[*dz (/|x]bp]u‘pdx>
p \ J]a]Plufpdz
L el VuPde)TE L (S a2V de) 7
2 ([la|tplupdz)7= P (f |a]-P|ufrdz)7E
L (e VuPde) P 1 (f a2 Vude)
2 ((f |a|-te|ulpda)?/p)72 D (([ |2] -t |ulrdz)®?)72
(el VapPde \FE (11
— \ (e lulpde)?7p 2 p)
Recorde p = Wg(b_a),dai
1 1 1-(b—a)
2 p N
Logo,
bult) 1—(b—a) [ Jgv|z|72|Vul?*dz \*?
TN (Jr |27 |ulpdz)?/?
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Por outro lado, observemos que se u satisfaz a desigualdade CKN, entdo |u| também
satisfaz, pois |V|u|| = |Vu| q.t.p. Desse modo, se u é uma func¢ao extremal, entdo |u| também é
uma fung¢do extremal. Portanto, o infimo na defini¢do de S(a, b) pode ser tomado apenas com

u > 0em DL2(RYN); e assim do lema anterior, tem-se

_inf L(tiu) = _inf Ou(ts)
ueDy " (RYN), u>0 ueDy " (RN), u>0
1—(b—a) - Jen |72 Vul2dz |72
N w€DL(RN), u>0 (fRN \x|_bp|u]1’da:)2/1’

Observagio 5.1.1. O caso b = a + 1 implica que ¢,(t.) = 0 Vu € DL2RYN). Veremos

posteriormente que este caso ndo admite funcdes extremais.

Logo, o infimo
R e

wedl2(®Y), w20 (Jpv ||~ |ufPdz)?/P

¢ atingido por v se, e somente se, ¢, ug € uma solugdo de energia minima de (P), onde t,. = t,(uo).

Logo, provamos

Proposicao 5.1.1. As solucdes de (P) de energia minima estdo relacionadas biunivocamente

com as fungoes extremais de CKN (4.1), exceto o caso b = a + 1.

5.1.2 Resultados preliminares
Para a, b, p em (5.1), definimos o funcional F,;(v) em H*(C) \ {0} por
o eV (M) et
R A

onde V = % + Vy € o operador gradiente em C. Observe que [}, ; € um funcional continuo em

H'(C), jaque H'(C) — L*(C). Recordemos do operador @, definido no capitulo 4,

®: HY(C) — DL*(RY) (isomorfismo de espacos de Hilbert),

onde se v € C5°(C), u = ®(v) € C(RN \ {0}) sdo relacionados por (4.2).
Como ® é uma isometria entre os espagos LP(C) e LE(RY), segue que se u € DL2(RY) e

v € H'(C) sdo relacionados por @, entdo F,,(u) = F,;(v), onde

ow |22 Vuf2de
E, = .
o) = e 2l P lapdz)?r

Ou seja, provamos

Proposi¢io 5.1.2. Sejam u € DL*(RY) e v € H'(C) tais que u = ®(v). Entdo

Eab(u) = Fab(’lj) .

) )
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Um resultado que serd utilizado com frequéncia sobre o mapa ¢ € o seguinte lema

Lema 5.1.2. Dado v € H*(C). Sendo u(z) = ®(v)(z), vale
N-—2-2a x
u(x)=|z|7 2 w (—ln]a:\, ) .
|z

Demonstragdo. Dado v € H'(C), existe {v,} C C°(C) sequéncia de Cauchy em H!(C) tal
que, para y-q.t.p, tem-se v(t, 0) = lim, v,(t, 0). Logo, se u(z) = ®(v)(x), entdo

u(z) = ®(v)(z) (definigdo )
= lim ®(v,)(z) (continuidade de P)

N—-2—2a

= liqgn(|x|_ z )UnOF(x) (v, € C°(C))
= |z|7 2 <117{nvn>oF(x).

Desse modo,

onde F(z) = (—In|z|,z/|x|). O

A seguinte proposicdo relaciona a equagdo (5.3) com uma equagao eliptica no cilindro C.

Proposicao 5.1.3. Se u é solucdo ndo-negativa de
—div (|a:\’2“Vu> = || PPuP?

em RY, entdo v, com v = ®(v), satisfaz:

comv > 0emC, ondet = —1In|z| e Ay é 0 operador de Laplace em SN-1

Demonstragdo. De fato, se u € solucao (fraca) da equacdo acima, entdo u € ponto critico do

funcional energia associado a equagdo, e entdo Vw € DL2(RY),
L'(u)w = / 2| 2*Vu - Vwdr — / 2| ~PuP wda = 0.
RN RN

Como @ € um isomorfismo entre os espagos de Hilbert D1?(RY) e H'(C), segue-se que para

u=®()ew=P(vy), tem-se

N —2—2a

2
5 ) v vgdp .

/ 2| 2*Vu - Vwdr = / Vv -V + (
RN c
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Por outro lado, pela defini¢cdo de ¢ e do lema anterior (5.1.2), temos que

N—-2—2a N—-2—2a

ol tude = [ el (e (@) (2 v (P) do
= [ Tl PO (w7 () de
_ /R ™ (0 ) (F(x))da

= /vp’lvod,u.
c

. . . ~ —)— 2
Agora, note que o funcional energia associado a equa¢io —vy; — Agv + (m) v =P,
parav > 0em H'(C) é

N —2—2a\? 1
a) v2du—f/\v|pdu.
2 pJe

As solugdes em H'(C) da equagdo sdo os pontos criticos de Le, isto é

Le(wv) = [ 190 + (

N —2—2a\?
Le(v)vg = / Vo - Vg + <2a> vvedp — / VP uedpu = 0.
c c
Pelas observagdes feitas até aqui e pela bijecao de ®, segue-se o resultado desejado. [

Desse modo, coletando essas proposicdes, obtemos o seguinte teorema

Teorema 5.1.1. Com a, b e p em (5.1), temos

a) Seu € DL (RN) e v € H'(C) sdo relacionados por ®, entdo E,,(u) = F,4(v).

b)

S(a,b) = Fo.p(v) .

inf
veH!(C)\{0}
c) As solugoes dos problemas abaixo estdo em bijecdo (5.3) e

{ —Av + (WY@Q =Pl

5.4)
ve HY(C), v>0.

5.2 Invariancia do Problema

A fim de estudarmos as propriedades simétricas das solucdes deste problema (5.3),
iremos examinar a invarancia do problema sob a operador ®. Nocasoa =b=0,p=2"eo

problema (5.3) fica:

—Au =urt,
ue Dy*RY), u>0.
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Neste caso (e dnico), o grupo de movimentos rigidos em RY, é um grupo de simetria para (5.3)
no seguinte sentido: se 7'(z) = Uz + y é um movimento rigido (U € O(N), y € RY) e u é uma

solucdo, entdo u o T' é solucdo. De fato dado v € @(1)’2(IRN ),
/N V(uoT)(x)  Vu(zr)de = /N Vu(z) - Vo(T7*(z))|det U|dz (mudanga de varidvel)
R R
= / N uP~H(2)v(T~Y(2))dz  (pois u é solucdo de 5.3)
R

= / Ny uPY(T(z))v(z)dz (também mudanga de varidvel).
R

Agora, retornemos ao caso mais geral. Considere o problema (5.4) equivalente ao
problema (5.3).

Proposicao 5.2.1 (Invariancia por dilatagdes). Se u é solugdo de (5.3), entdo

ur(x) =72 u(rw)

é solugdo de (5.3), VT > 0.

Demonstragdo. Sejav € H'(C) tal que u = ®(v). Como u € solugdo de (5.3), v € solugio de

(5.4) pelo Teorema 5.1.1. Por outro lado, temos que

uT(l‘) = TWU(T&:)
N—-2—-2a N—-2—-2a
= 7 =2 |rz|7 2 wv(—In|rz|,7x/|Tz]) (Lema5.1.2)
= |:C|’N72272av(—1n |z| —InT,z/|x|) .

Ou seja, se u, = $(v,), entdo v, (t,0) = v(t—InT, ). Sendo v uma solucdo de (5.4), claramente

v, satisfaz (5.4). Logo segue que u, satisfaz (5.3). ]

Assim, “dilatar”, no sentido acima, em R corresponde a “transladar” em C na diregao t.

Proposicao 5.2.2 (Invaridncia por inversao). Se u é solugdo de (5.3), entdo

_ (N—9-9a T
u(x) = |z| V=220, <|x|2>

é solugdo de (5.3).

Demonstragdo. Sejav € H'(C), tal que u = ®(v), entdo

N—-2—2a
T

- 2
(e

_N-2-2a x
= |z|7 2 v(ln\x!,) .
]

Ou seja, se u = P(v), entdo v(t,0) = v(—t,0), onde v = ®(u). Por hipdtese, u € solugdo de

X

|z

i) = [o7 2 -

) (Lema 5.1.2)

'zl

(5.3), logo v € solucdo de (5.4). Notemos que v € também solugdo de (5.4), portanto u € solugdo
de (5.3). [
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5.3 Solucdes Radiais

Seja @};%(]RN ) o subespago de DL?(RY) constituindo de fungdes radiais, a saber
D, % (RY) € constituido das fungdes u € DL?(RY) tais que u(z) = u(|z|). Definimos

R(a,b) =  inf Eop(u) .
ueDl? (RV)\{0}

Pela teorema (5.1.1), temos que

R(a,b) = inf F, .
(a,0) veH}i?C)\{o} »(v)

onde H(C) consiste das fungdes v que ndo depende de 6§ € S™~ 1.

O objetivo dessa sec¢@o é encontrar um valor exato para R(a,b), e uma forma exata das
solucgdes radiais que alcancam R(a,b) quando a < b < a + 1. Para estudar as solugdes radiais

de (5.3), estudamos as solugcdes positivas de

com v(t, ) = v(t). Ou seja, procuramos solu¢des da EDO de segunda ordem:
(¥): ="+ Nv=0v""1 ve H(R),v>0

com p > 2, pois b < a + 1. Antes de tudo, procuremos por solugdes v de (*) positivas que sejam
de classe C? e estejam em H'(R). Considerando a EDO (), chamemos w = “£v. Assim, pela

regra da cadeia
, d dw dv

= —Uu = — .
dt dv dt
Substituindo em () a expressdo acima, considerando v = varidvel, temos

d
—we 4 M2 = Pt
dv

logo obtemos a seguinte equacao separdvel

v

wdw = (A — v ) dv.

Logo,
2 )\2 2
w—:—vz—fvp o w? =\ = SoP.
2 2 p p

Como queremos v € H'(R), devemos ter v decrescente (em médulo) para |¢| suficientemente

grande, para que assim tenhamos também

)\2
Z 0% — P > 0.
2 P

Assim, escolhemos

A2 1 ) (
w = —m (o sinal “—"" € para termos v decrescente).
p
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@ — _ )\2U2 _ gvp
dt \/ P

1
——dv=—t+C. 5.5
/,/)\21)2—21)? ‘ i -2
p
=1

Usando o ‘ Wolfram Alpha ‘ para calcular a integral acima, obtemos:

Ou seja,

se, € somente se,

21 p\'/? 2)/2 ~
(I)= -2 arcsin | A <2> v=®P=2/2)  ondei = +/—1.

(p—

Como arccos’(z) = — arcsin’(z), segue arcsin(z) = — arccos(z) + C, C' = constante. Logo,

2 p\/? —(p—2)/2
(I):M[MCCOS(A(2> v )/>+C].

Dai, substituindo (/) em (5.5):

Logo,

1/2 _
A (p) v D/2 g [)\(]922)@ + C”)i}

Ap —2)

= Cosh[ ( 5 (t4—(7)].

Ou seja,

1/2 B
p=PV2 = 1<2> cosh [/\@2 2>(t+0/)1

2,0\ 1/(p=2) —2/(p=2)
vo= ()\2p> (cosh <)\(]?2_2)(t+0')>> :

Lema 5.3.1. A funcdo

é positiva, e estd em H'(R).
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Demonstragdo. Escreva v(t) = A(cosh(Bt))~%®=2) onde A = (A\2p/2)"/?=2 > 0e B =
A(p —2)/2 > 0. Claramente v > 0. Agora, devemos mostrar que v,v’ € L*(R). Observe que
cosh(Bt) < P! para todo t > 0. Logo,

/vz(t)dt = 2/ t)dt  (paridade de v*(t))
R

< AQ/ e 4B/(P=2)qt < 0.
0

Desse modo, v € L?(RR). Agora, observe que

2
V'(t) = —ﬁA(cosh(Bt))_p/(p_Q)Bsinh(Bt)
p_

= C(cosh(Bt)) /@Y sinh(Bt) onde C = —2AB/(p — 2).

Dai,
(v'(t))> = C?(cosh(Bt))"%/?=2) sinh?*(Bt)
= (C?(cosh(Bt))~2/P=2(cosh?(t) — 1)
= C*((cosh(Bt))">#=2 — (cosh(Bt)) /)
Desse modo,
/ W)t = 2 / )2dt (paridade de (v/(1))2)
R
= 207] ) (I Ny .
onde
(1) = / (cosh(Bt))2"2dt < / “2B/(-Ddt < oo
0 0
e
(1) = / (cosh(Bt))~#/P=2)qt < / e 2B/t < o0 .
0 0
Logo, v € L*(R). Portanto v € H'(R). O
Observacao 5.3.1. Vale salientar que hd um passo crucial no cdlculo da integral (I): a substi-
tui¢do “arcsin(z) = — arccos(z) + C'”. Se ndo fosse feito esta substituicdo, encontrariamos a
fungdo

2,\ 1/(p—2) —-2/(p—2)
y(t) = <)\2p> <sinh <)\(192—2)(t + C”)))

que estd definida para t # —C'. Note que esta fungdo y(t) € positiva e ndo pertence a L*(R).
Uma vez que queridmos solugdes positivas em H'(R) (que estdo associadas as funcdes extre-

mais) se fez necessdrio a substituicdo de arcosseno para arcocosseno.

Proposicao 5.3.1. As solucdes positivas de (x) que estdo em H'(R) sdo exatamente as transla-

olt) = </\;p> 1/(p—2) (COSh (/\(192_2)t>>2/(p2) |

¢oes da fungdo
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Demonstragdo. Seja u € H'(R) uma solugdo de (*) positiva. Pela regularidade de H'(R),
temos que u € H'(R) — CP%(R). Por (x), v’ = Au — u?"!, logo v’ € C2*(R), e em

loc loc

particular, v € C?(R). Desse modo, u € uma solugdo positiva cldssica de (x). Assim, pela

observagdo anterior, devemos ter u(t) como uma transla¢do de

22 1/(p—2) N — 2 -2/(p-2)
t— <2p> <cosh <<p2)t>> .

Concluimos portanto que as tnicas solugdes radiais positivas em H'(C) de
2. _ . p—1
—v — DU+ XN v =

sdo translacdes em ¢t de

2,\ 1/(p—2) . -2/(p—2)
v(t) = <)\2p> (cosh <>\<p22)t>> (5.6)

#g(b_a) e A ==2=2¢ coma < b < a+ 1. Logo, v(t) so as solugdes radiais de

energia minima. Agora, vamos explicitar a fun¢do v em termos dos parimetros a, b e p. Por um

onde p =

célculo direto, temos que

p—2 21— (b—a)) Np  N(N—2-—2a)?
p N "2 AN-2+2(b—a))’

Assim, substituindo esses valores em (5.6), obtemos

N—2+2(b—a)

N(N —2—2q)? | *0-0-an
u(t) = X
4N =2+2(0b—a))
2(N—2+2(b—a))

R =

N—2+2(b—a) (N—242(b—a))

o-(ivcrim) (RS T

Portanto

Retornando a RY, a solugdo radial u(z) em R" de (5.3) correspontende por ® a esta
v(t) é

N—-2—-2a

u(x) = ®(v)(z) = [z[7 = v(=In|z]) .

Chamando

N—2+2(b—a)

_(N-2-2a)(1—(b—a) [ N(N-2-2¢)?° \ 00
TN 24200 ’5_<4(N—2+2(b—a)))
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€
(N —2+2(b— a))

T 20-(b—a)

tem-se

N—-2—2a 2'7
= Blal” -
(Il + Ja]=)”
P
(L4 [zPe)’

Dai, substituindo os valores de «, /3, v na expressdo acima, temos

N—2+2(b—a)
N(N —2— 2&)2 4(1=(b—a)) _N—2-2a N—2-2a
ur) = \IN 25 20—a) d e X

N—2+2(b—a) 1
2 2(1-(b—a))

N—24+2(b—a) °
2(1—(b—a))(N—2—2a) 2(1—(b—a))
1+ |:13’ N—2+2(b—a)

Simplificando, obtem-se finalmente que

N—2+2(b—a)
TI-(-a) 1

voanea - O

N(N — 2 —2a)? )
2(1—(b—a))(N—2-2a) \ 2(1—(b—a))
(1 + ’J;‘ N—2+2(b—a) )

u(z) = ((N— 2+2(b—a))

Observacao 5.3.2. Como as solugées radiais positivas de (5.4) sdo translagoes de (5.6), pela
proposigdo (5.2.1) segue que as solucdes positivas, radiais, de (5.3) sdo as dilatagcoes, no sentido
da proposigao (5.2.1), de (5.7).

Vamos agora calcular a energia R(a, b) das solugdes radiais em H'(C). Como a fungdo

v dada em (5.6) € solugdo de —v” + \?v = vP~ !, segue-se por integragiio por partes que
/ v+ N2%dt = / vPdt .
R R

Logo para v(t) dada por (5.6), vale

Jrvd + XAt [poPdt
(Jr Updt)Q/p (/r Updt>2/p
p—2
_ (/ Updt) " (5.8)
R

-2

Para calcular esta dltima integral, denote por ¢ = (%)p/(p ), m = @ en = ZTPQ, entdo vP
p

se escreve como
vP(t) = ¢ (cosh(mt))™

Assim, .
Ry p—
R R cosh”(mt)
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u variavel z = €™, dai dx = me , ou sej = &£ 8
Faca a mudanca de variavel mt dai d mtdt, ou seja dt fﬁj e também

cosh™(mt) = (evmf_i_ze—vvzt)” = e—;nt (1 + (emt)2>n = xz_nn (1 + $2)n

Logo,

/vpdt = c/ = a dx
R o (I1+2%)" ma

c 00 2nn1
et
mJo (1+a?)

I

Usando novamente o ‘ Wolfram Alpha ‘ para calcular /, temos,

[ v (3)
1+x2 P(%ﬂ) ’

Substituindo este valor em (5.8), obtemos

onde I'(s) é a fun¢do gamma.

n

/vpdtzc T F<2>
R

. ) (5.9)
m T ()
Usando o fato de, para 2z # 0, —1, —2..., I'(z) = 7~ /222571 (2)I'(2 4 1/2), assim
p(EL) op (2 ly - Y
2 2 " 2) 21T(n/2)
Logo, substituindo a igualdade acima em (5.9), obtem-se
oy~ oV T(3)
/R“ dt = = =
7r(3)
' (3)
= ) 5.10
mI'(n) ( )

Assim, substituindo os valores

. & p/(p—2) . (p_ 2))\ 2p
P : 9 p—2
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em (5.10), obtem-se finalmente que

p—2

=2 A2y [20F2/(=212 (P_)\ P
(/Rvpdt> = 2]?( ,\(p2)F<2p<p) 2))

2 p—2

L wp 20 o (TR(GE)N T
T2 (p—2)r-2/p\e-2)/p 2%

p—2
= 2p/p>\2—<p—2>/p b r (p%)) '
2 (h—2)02 \ 1 (2)

p—2
A(@+2)/p r2(-2)\ "
R TE ( T ((sz)))
=

Agora, retornemos ao cdlculo de R(a, b). Como v(t) é uma solugdo de energia minima,

segue que

R(a,b) = F,,(v)
Jo v+ No2dt
(J vrdt)*’”
ON-1 f]R Ut2 + )\2U2dt
(on-1)?P ([ vpdt)??

2 P pp
= (on-1)P /P 2p /\(ﬁ?)/};)/? (F <p_2)) |
_ — 5
(r—2) r(.2)

Aqui, denotamos oy _1 = U(SN _1), onde do é a medida de SV~ e denotando wy o volume da

bola unitdria em R”, usando coordenadas polares, verifica-se o (S N *1) = Nwy. Reescreveremos

R(a,b) da seguinte forma:

UNAFQ (%) !
R(a,b) = 2pA\¥? p—2
(a,b) p ((p_ T (I%))

A®-2/2 [ NoyT? (025)\ 7
2 2
= 2(pA)A /p>\(p—2)/2 P

Substituindo em R(a, b) os valores A = (N — 2 — 2a)/2,p = 2N/(N — 2 + 2(b — a)), temos



Capitulo 5. MELHORES CONSTANTES, EXISTENCIA E NAO-EXISTENCIA DE FUNCOES EXTREMAIS PARA
A DESIGUALDADE CKN 63

enfim

2(1—(b—a))
N

R(a,b) = (5.11)

N(N — 2 — 2a)’ ( Nt (za=ti=ay)

N —2+ 2(b _ a) 2(lf(bfa))(N7272a)F ((1 N )

N—-242(b—a) —(b—a))

Portanto, organizando estes resultados obtidos, tem-se

Proposicao 5.3.2. A menos de uma dilacdo, no sentido da proposicdo (5.2.1), todas as solugoes
radiais em RY de (5.3) sdo explicitamente dadas por (5.7), e R(a,b) é dado por (5.11).

Forneceremos uma exprecdo explicita para as “dilatacdes”, no sentido da proposi¢ao
(5.2.1), de (5.7). Recorde que as “dilata¢des” (5.2.1) em R” correspondentes as translagdes
v(t,0) — v(t + C,0) sdo da forma:

u(z) = ur(x) == TN_é_Qau(Tx) , ondeT=e¢9>0.
Logo, as dilatacdes de (5.7) sdo da forma
N—2+2(b—a)
N(N — 92— 2a)2 1(1—(b—a)) 7_(N—2—2a)/2
ur(x) = —ar20-a) -
() (N —=242(b—a)) 2(1—(b—a)) (N —2—2a) ]\;(ff(im
(1 + |7—x| N—2+2(b—a) )

Chamando
_ 21 —=(b—a))(N —2—2a)

N—-24+2(0b-a) ’

temos que o - § = N — 2 — 2a, e assim

N —2+42(b—a)
2(1—=(b—a))

8=

N-2+3(-a)
(z) < N(N — 2 — 2a)? ) 10-(b-a) (N—2-2a)/2
ur(z) = T
(N—-2+2(b—a)) (1+ |7-x|a)ﬁ

N—-242(b—a) N—2—2a
4

_ N(N —2—2q)* \ -0y T

(N =2+2(b—a)) ToB (7= + |x]®)P
N—2+2(b—a) N—2-2a

B N(N —2—2q)* \ 000 =72

-\ -2420-a) (T +fal)?

Desse modo, substituindo os valores de «, 3 € trocando 7 por 771, obtemos finalmente

N-—242(b—a) o
() N(N—Q—QQ)Q 41 —(b—a)) 7_N222a
U\r) = |
T (N -2+ 2(b — Cl)) 2(1=(b=a))(N—2—2a) 2(1=(b—a)) (N—2—2a) %
( N—2+2(b—a) + |.’]j| N—2+2(b—a)
(5.12)

Observacao 5.3.3.

1. Nocasoa > 0,a <b < a+ 1, R(a,b) é exatamente a melhor constante encontrada por

Chou e Chu em [27]. De fato, como comentando no inicio deste capitulo, Chou e Chu
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encontraram
2—bp+2a

NuyI? (;508-) Nt
S(a,b):(N—Q—Za)(N—bp)( v ))

(2 — bp + 2a)T ( ;ﬁf;jg;

dai, basta observar (veja apéndice A) que

o ()

(N—2—2a)(N—bp):2<

2—bp+2 = N2222002) o (N —bp) /(2—bp+2a) = p/(p—2). Assim, S(a,b) = R(a,b).
Analogamente, no caso a = 0, 0 < b < 1, R(a,b) é exatamente a melhor constante
encontrada por Lieb em [26], i.e. S(0,b) = R(0,b).

2. Nocasoa > 0,a <b < a+1,amenos de uma dilatacdo (e também translagdo no caso
a = b = 0) a expressdo (5.7) fornece todas as solu¢des de energia minima para (5.3), que
alcangcam a igualdade nas desigualdades CKN. Observe que a menos de uma constante
ndo-nula, as fung¢des u,(z) em (5.12) sdo as fungdes extremais de CKN encontradas por

Chou e Chu, no caso a > 0, e por Lieb, no caso a = 0.

5.4 A nao-existéncia de Funcdes Extremais e Melhores
Constantes

Usaremos a relagdo entre os espagos DL2(RY) e H'(C) via o isomorfismo @, e também
a relacdo entre as solugdes de (5.3) e as solugdes positivas de (5.4) para estabelecer os resultados

desta secdo. O teorema principal desta se¢do €

Teorema 5.4.1.

(I) S(a,b) é continua em (5.2).
(II) Parab = a + 1, temos
N —2—2a\?
S(a,a+1) = <2a)

e S(a,a+ 1) nunca é atingida.

(IIl) Para a < 0 e b = a, temos S(a,a) = S(0,0) (onde S(0,0) é a melhor constante de
Sobolev). E, também, S(a,a) nunca é atingida, isto é ndo existe fungdo extremal para

S(a,a).

Observacao 5.4.1. De (1l) concluimos um fato observado na introdugdo da dissertagcdo. Recorde
que se a = 0, a desigualdade CKN (4.1) é a desigualdade de Hardy, com p = 2. Logo (Il)

implica que ndo existe fungdo extremal para a desigualdade de Hardy.
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Para provar este teorema, precisaremos de dois lemas.

Lema 5.4.1. Fixados (ag,by) € D, entdo

limsup S(a,b) < S(ao,by) -

(a,b)—>(a0,b0)

Demonstragdo. Sabemos que S(a,b) = inf F, ;,(v), comv € H'(C), v # 0.

Antes de tudo, como C5°(C) é denso em H'(C), dados v € H'(C) e § > 0, existe vy € C5°(C),
tal que ||vg — v|| g1 < 9.

Seja € > 0 dado. Pela continuidade de F,, em H'(C), tome vy € C5°(C), tal que F,, 5, (vg) <
S(agp, bo) +€/2. Podemos supor vy > 0, pois caso contrério, trocando v por |v|, temos F,, ,(|v]) =
F,p(v), pois |V|v|| = |Vv| p-q.t.p.

Comop = 2N/(N — 2+ 2(b— a)), segue que (a,b) — (ag, by) implica p — py, onde
po = 2N/(N —2+2(by—ay)). Dai, pontualmente em C, temos que Vy € C, vale vf(y) — vi°(y).
Para todo p € [2,2*], v (y) < v3(y) se vo(y) < 1,evh(y) < v2 (y) se vo(y) > 1. Como v(y) e
vZ (y) sdo integraveis, pelo Teorema da Convergéncia Dominda, segue:

lim /Upd :/vmd )
(a,b)—(ao,bo) Jo ° =,

A fungdo A(a) := Y=2-2% ¢ continua em a, segue que existe § > 0, tal que se |(a, b) — (ao, by)| <
4, temos pelo “limite” acima que F, ,(v) < Fy, 5, (v) +€/2, Vv € HY(C).

Dai, para |(a, b) — (ag, bo)| < 0, S(a,b) < F,p(vo) < Fugp,(v0) + €/2.

Logo, S(a,b) < S(ag,by) + €/2 4 €/2 = S(ag, by) + €. Portanto, fazendo ¢ — 0,

limsup S(a,b) < S(ag,by)
(a,b)%(ao,b())

]

Lema 5.4.2. Sejamp = 2N/(N —2+2(b—a)), e {pn} C [2,2*| uma sequéncia que converge

para p. Se uma sequéncia {u,,} é uniformemente limitada em H'(C) por M > 0, entdo:

(i) sep € (2,2%), entdo
lim / [ —
c

n—oo

(ii) se p=2oup = 2% entdo
tim sup [ (Jun[** = 1) < 0.
n—00 C

Recordemos que {u,, } € uniformemente limitada por M > 0 em H'(C) se ||u, || m < M

para todo n.
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Demonstrag¢do do Lema 5.4.2, parte (i). Para ¢ € [2,2], considere a fungao

F&) = [ Mm@l = fun ()Pl

Note que pelo Teorema da Convergéncia Dominada, f € diferenciavel, e vale

(e) :/CHun|cln|un||d,u,

Logo, pelo Teorema do Valor Médio, existem fungdes &,, : C — (2, 2*), para cada n, tais que

£0n) = £)] = pa = o [ a0 s

Como f(p) = 0, segue da igualdade acima que

[ al = Pl = Lo = pl [l 1 ] s

Sejam p € (2,2%), ¢ > 0 tais que [p — €,p + €] C (2,2*), e seja n. tal que para todo n > n,,

tem-se |p, — p| < e.Logo,p —e <&, <p+esen > ne.

Como | In |u,|| = In |uy| se |u,| > 1, e |In|u,|| = lnin se 0 < |u,| < 1, segue-se portanto,

|un]

1
[l = Pl < o = p1 ([ a7 g+ o ——du | -
c Jun|>1 0<un|<1 |t |

Agora, para concluirmos, precisamos mostrar que as duas ultimas integrais sdo limitadas quando
n — 0Q.

Como (Inz)/2" — 0 quando x — oo (r > 0), segue-se que existe C' > 0 tal que Inz < Cz”
para todo z > 1. Logo,

Inu(z) < Cu(x)> =P+ para todo z, com u(z) > 1

In <C —— Pparatodo z,com 0 < u(r) < 1.

Seja agora
Je |Vul® + w?dp

m
weHICO\0}  (Jo [ulPdp)/»
Pelo Mergulho de Sobolev (2.4.4), S,(C) > 0, e entdo obtemos que

. M 2/2
Tdu< C
= <52*(C)>

Sp(C) ==

/ |, [P I |y, | dp < C/ [y,

M
P In1/|u,|d <O/ Pdu<o[=—") .
[ = ke < € [ < (52*((3))

Portanto, quando p,, — p,
[l = falPldge = 0.
c
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Demonstragcdo do Lema 5.4.2, parte (ii). Usa-se o mesmo método anterior.

Para p = 2, p,, — p implica p,, > 2, daf para 0 < |u,| < 1, tem-se |u, [P» — |u|? < 0.
Como
[l —laPdn= [l =Pt [ — o
C [un|>1

0<|un|<1
segue-se
/C P — [ufdp < " — [uf2dp.

|un|>1
Agora, aplicamos o Teorema do Valor Médio e um raciocinio andlogo ao caso (i), e conclui-se

que 0 € uma cota superior para o conjunto

{/Iu - [, [P — JuPdp @ n€ ]N}.

Assim, lim sup,,_, ., Je |un|P" — |ul?dp < 0.

Para p = 2*, se p,, — p, entdo p,, < p, logo de |u,| > 1, tem-se |u, |"» — |u,|? < 0. Dai,

[l ans [ o
C 0<|un|<1

e o raciocinio € andlogo ao que ja foi feito. [

Zdp,

Demonstragdo do Teorema 5.4.1, parte (I). De acordo com Lema (5.4.1), € suficiente mostrar-

mos que:
liminf S(a,b) > S(ao, bo).

(a,b)—(ao,bo)
Mostremos este fato por contradi¢do. Assuma que existe subsequéncia (a,, b,) — (ao, bo) tal
que lim S(ay,,b,) < S(ag,by). Logo, existe ¢ > 0 tal que para cada ny € N, existe n > ny
tal que S(a,,b,) < S(ag,by) — €. Para este ¢ > 0, considere a sequéncia {v,} C H'(C)
tal que S(ay,b,) +€/2 > F,, 4, (v,), a saber cada v, pertence ao espago LP*(C), com p,, =

2N/(N — 2 + 2(b, — a,)). Por abuso de nota¢@o, estamos usando o mesmo n para indexar a

/ |v,|Prdpe = 1.
c
Dat, F,,, , (vn) < S(an,b,) +€/2 < S(ag,by) — €+ €/2, logo F,, 1, (v,) < S(ao,bo) — €/2.

Desse modo, como ||vy, ||, = 1 paratodone F,, s, (v,) < S(ag, by) — €/2 para todo n, segue-se

sequéncia. Podemos supor

que {v, } é uma sequéncia uniformente limitada em H'(C). Do lema 5.4.2, obtemos

/c v, [P dp — /c |va|P°dpe se n — oo, pois p, — p.
Assim

(vn) + O(1) > Fuyp(vn) > S(ag, bo).

n,bn

Fo, b, (0n) = Fuyo(v) > S(ag,by), ousejaF,

Logo, acabamos de verificar que existe sequéncia {v, } C H'(C) tal que F,, 4, (v,) > S(ag,bp)-

Portanto, S(a,, b,) > S(ag, by), 0 que é uma contradicao. O
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Observacio 5.4.2. Uma prova similar mostra que R(a, b) é continua para todo (a,b) em (5.2),

incluindo a borda superior {b = a + 1} para a qual ndo existe solugio radial.

Demonstragdo do teorema 5.4.1, parte (II). Seb =a+ 1,entdop = 2, e

Je IVol? + (2=2720)" 2dp
Jev*dp
fo [VvAdu N (N —-2— 2a)2
Jovidu 2 ’

Fa,a+l (?}) =

Logo, para todo v € H'(C), temos

N—z—mﬁZ

2
) ) 0usejaS(a,a—|—1)2< 5

N —2—2a
Foar1(v) > (

2

Passo 1. Existe sequéncia {v,} C H'(C) tal que:

(i) v, ndo dependede 0, isto é v,, é uma funcdo radial para todo n;

(ii) Fyar1(vn) = [(N —2—2a)/2]* quando n — oc.

Consequentemente

N—2—%U2

S(a,a—i—l):( 5

Prova do Passo 1. Considere a sequéncia de fungdes reais f,, () = exp(—2) X[0,00)(7), onde x é

a funcdo caracteristica. Fixado n, temos

/ fo2dz = /Oo exp (—23j> dx
R 0 n
= %/ exp(—u)du
0

= n X constante.

e também (—2/n)
, exp(—x/n
fulw) = = ZE @)

Como f!(x) < 1/(1+ x?), que € integrdvel, segue-se pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

lim [ (f/(z))’dz = /Rlim (exp(;x/n)

n—oo JR) n—r00

= 0.

2
X[0,00) (x)) dz

Assim, existe ng > 0, tal que para todo n > ny tem-se

JCAREESE
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Agora, definindo v,, : C — R, por v,(t,0) = f,.(t). Temos que v,, ndo depende de 6 e
que v, € H'(C). Assim,

. N 24 2d¢ 1
Je [V un|"dp _ Jr(v0) < — paran > n.
Jov3du Jg vdt n
Pontanto, 2
1 N —2—2a
Faa n S . 9 )
a+1(Un) n - < 2 )
2
e assim, [, o1 (vn) — (%) :

Passo 2. Nao existe v € H'(C) tal que F, ,.1(v) = S(a,a + 1), de fato ndo existe funcdo
extremal para S(a,a + 1).
Prova do Passo 2. Notemos inicialmente que para A\ > 1, a equagdo —Av + A\?v = v ndo admite

soluc¢do ndo-nula. De fato, se v € H'(C) é uma solugio da equagio acima, entdo

/ IVol?dp = (1 — A\?) / v?dpu.
c ——Jc

<0
Logo, |Vv| = 0 p-q.t.p. Dai, v é constante, donde v = 0 (pois é a tnica func¢do constante
integravel em C).
Consideremos entdo o caso 0 < A < 1. Assim, fazendo A = & ’22’2“, obtemos
N -4 e N -2
—<a< ——.
2 2

Agora, suponhamos, por contradi¢do, que S(a,a + 1) seja alcan¢da por alguma fungio v €
HY(C), i.e. F,411(v) = S(a,a+ 1). A menos de uma constante multiplicativa, v é solugio
ndo-negativa de (5.4) para (N —4)/2 < a < (N — 2)/2. Pelo principio do minimo, v > 0 (ver
Proposi¢do 2.5.1). Seja agora f(t) a média de v na esfera com ¢ constante, a saber

1) == [ o(t,0)do(0),

ON JSN-1

onde oy = o(SV1) é a drea da esfera. Como v > 0, devemos ter f(¢) > 0 q.t.p.

Afirmagdo: f € H'(R).

De fato, precisamos verificar: f € L?(R) e f’ existe e estd em L?(RR), onde f’ denota a derivada
fraca de f.

Como o(SV1) < oo, pela Proposi¢io 6.12 em [20], existe uma constante C' > 0 tal que

2
t,0)do) <C *(t,0)do.
(/SN1U(7 ) 0) - SNAU(’ ) g

Dai,

/Rf2dt = /11{((711V/9va(t’9)d0>2dt

< © [ P2 0)dodt
UN R SN71

C
= 0‘72 C/UQdM.

N
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Onde na tltima integral acima usamos o Teorema de Fubini. Como v € H' C L2, segue-se
portanto que f € L?. Uma vez exibido a derivada fraca f’, a garantia de f’ € L*(R) seguird de
forma andloga ao que foi mostrado para concluir f € L?(R).

Afirmamos.
1 dv
’t:— t,0)d t
f@t) s g (B 0)do atp.

De fato, dado ¢ € C{°(R),

[ e - _/ (UN Lo 0600 (6))
_ //SN u(t, 0)'do(0)dt

= —— c,ov(t 0)dp  (Teorema de Fubini)

ON
1 d
= — wd: (t, 9)du (definicdo de v € HY)
= / / . J¢'do(f)dt (Teorema de Fubini)
S 1

_ /R< /Sle;;(te)>gpdt.

Por simplicidade, escrevemos

f't)=— ve(t, 0)do

oN JSN-1

Observemos agora que esta fungdo f satisfaz — f” = (1 — \?)f em H'(R).

De fato, devemos mostrar
/ flg'dt = (1 —)\?) / fgdt, paratodog e H'(R).

Dado g € H'(R), identificamos g como uma fungio em C = R x SV~ onde pomos g(t,6) :=

g(t), e também g, = ¢', por abuso de notac¢ao. Desse modo,

1
/f’g/dt = /(/ ’Utd0> g'dt
R R \OpyN JSN-1

1
= — / vi.g'dp (Teorema de Fubini)
ON JC
1
= — Vv Vgdu (pois Vyg = 0)
ON
1
= (1- )\2)—/ vgdp  (pois v satisfaz (5.4))
oN JC

= / fgdt (Teorema Fubini, novamente).
R

Logo, f satisfaz a EDO linear de segunda ordem — f” = (1— \?) f. Para concluir a demonstrago,
¢ suficiente mostrarmos que f = 0 g.t.p, pois f = 0 implica v = 0, o que € uma contradicao.
De fato, como f € H'(R), segue que f € C2%(R) pela regularidade de H'(R). Logo, f” =

loc
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(A2 —1)f € C2%(R), isto é f € C%. Em particular, f € C?(R). Desse modo, f é uma
solucdo cldssica de —f” = (1 — A\?)f. No entanto, as solu¢des classicas da EDO acima sdo

combinacdes lineares de “senos” e “cossenos” ja que A2 < 1. Ou seja, existem Cp, Cy, € R
tais que f(t) = Oy cos(v/1 — A2t) + Cysin(v/1 — A2t). Entretanto, f € H', logo devemos ter
f(t) = 0 quando |t| — oo. Isto € C, = Cy = 0. Portanto, f(¢) = 0 q.t.p., e assim encerramos a
prova. 0

Por fim provemos a ultima parte do Teorema (5.4.1).

Demonstragdo do teorema 5.4.1 parte (IIl). Se b = a, entdo p = 2*. O casoa = b = 0 € bem
conhecido pelo o que j4 discutimos na duas secdes anteriores, a saber “Invaridncia do Problema”
e “Solugdes Radias”. As fungdes extremais de S(0, 0) sdo dadas unicamentes por

7(N=2)/2

N
Usry(2) :C<72+ DT 7>0, CeR,yeR"™.

Passo 1. Para a € (—%, %) U,y € DLARN).

Prova do Passo 1. Devemos mostrar que ||U,, || 512 < oo para todo 7 > 0, y € RY. Escrevendo

U=U,,e0; = 8‘?62- como a ¢-ésima derivada parcial, temos por um célculo direto que

CrN-2/2 (N _ 9)
CRFRFRIZAY

Dai
1

CRFEMRICA

VU(x) =C" onde C' = —~C7W=2/2(N — 2)
Logo

10llgze = [ lal™|Vufda

2
— 0/2/ —2a |Jf—y| dr .
O o W =y

Para calcular esta ultima integral, por causa da expressao |x|_2a, dividimos a integral em

€ menor que R > 0 e a outra quando

outras duas, uma quando |x x| € maior que R (para R
sufientemente grande). Podemos supor, que y = 0, pois y # 0 nao atrapalhara a analise desta
integral.

Supondo y = 0, temos que analisar a integral

|x|—2a+2
[,
RN (72 + |z]2)N

Para |z| suficentemente grande, (72 + |z|?) ™" = O(|z|2V), isto &, existem A > 0 e R > 0 tais

que
1 A

<
(P +RP)¥ = P

para x| > R .
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Logo,

2042 —2a+2 20t2
iy PN (R Ry
RN (72 + [z[2)N jz|<R ( 72 + [z[?)N jal>R (72 + |2*)¥

| 2a+2 |x|*2a+2
/ M qr4A [ o

le)<r (T2 + |x|2)N e[>R  |z|*N

IN

=:I1 =:1s

Para I,, temos

I, — / |~ 2a=242N) g
|z|>R
= O'N/ p(2a=242N) . N=1q;, (coord. polares, v. [20])
R

= O'N/ T7(2a71+N)d7“.
R

A iltima integral converge se, e s6 se, —(2a — 1+ N) + 1 < 0. Ousejaa > — 52

Para I;, temos

|ZB| 2a+2
I :/ —dx
' al<r (72 + |z|2)N
1

1 1
< - —2a+2d : <
— 72N Jig<r =1 o pots (72 + |x)2)N — 72N

R
ON _ _
o r 2a+2,’,,N 1d7"

oav (coord. polares)

R
ON —2a—1-N
) dr.
T 0

A dltima integral converge se, e s6 se, —(2a — 1 — N) + 1 > 0. Ou seja, a < % No entento,
temos por hipétese do parametro a que a < %

Portanto,
/ 2|2 |VU [2da
RN

converge se, € somente se,

E( N -2 N—2>
a 7 g .

Passo 2. Sey € SY 1 C RN, a € (—(N —2)/2,0), entdo
$(0,0) = lim E, ,(Uy,).

Prova do Passo 2. Recordemos que pela observacdo 5.3.3, 5(0,0) = R(0,0), e também

*

2" 2
2*) 2

R(0,0) = EolUry) = ([ 1Us,
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d:z:)

2(N 2) 2
2
= / 2)dx
72+\x—y\)

2% -2

Explicitamente, sabemos que

*

EoolUn) = ([, 10

PE3

/RN e T2|Z| I~ TNdZ> (mudanga de varidvel: z = y + 72, dr = 7Vd2)

Portanto,

(/RN )T —s00)

Por outro lado, para a € (—(N — 2)/2, (N — 2)/2), pelo Passo 1, E, ,(U-,) estd bem
definido e temos que

2* 2

—2a Ur 2d . N PE
Ea a(Uq—,y> - f]RN |$| |V 7y| :s ox / ‘l’|_2 “ 4 Ndl’
| (e ] =2 | U | dar)?! RY (72 + o = yI?)

Fazendo a mudanca de varidvel z = y + 72 (.. doz = 7™Vdz), obtemos

2% 2 2% 2

—2% TNTN > —2* 1 -
Ea,a(Ur,y) - (/IRN 72 + ] T2N(1 + ‘Z|2)Ndz> B </]RN 72 +y (1"“Z|2)Ndz>

Desse modo,

2* . 1
Eoo(Ur 2= / e d
( ) (U 7?})) RN |TZ + y| (1 + |Z|2)N z

* * 1 * 1
—2 —2 -2
= “ “ d a/ dz 4+ O(1).
g /]RN 12 (14 |22V a RN (14 |2]2)N : (7)

Entdo, fixandoy € SN 1 C RN e —(N —2)/2 < a < 0, tem-se —2*a > 0 e

o*

. s 1 : —2%a —2%a 1
71_% (Ea,a(U‘r,y)) = /]RN Wdz + 71_% <T /]RN ’Zl Wdz + O(T))
1
= ——d
o T
— 5(0,0)7=.
Portanto, para —%>2 < a < 0 e |y| = 1, temos que

lim E, .(U,) = 5(0,0) .

T—0
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Passo 3. S(a,a) = S(0,0) para todo a < 0.

Prova do Passo 3. Por defini¢do

S(a,a) = inf E,.(u).
() ueD (RM\{0} )

Do Passo 2 segue que S(a,a) < S(0,0) paraa € (—(N — 2)/2,0). Por outro lado, se a < 0,
entdo Vv € H'(C),

2 2
eIVl () e el Vol (52) v
(Je lv 2*dﬂ)2/2* (Jelv 2*dﬂ)2/2*

Logo, a < 0 implica F, ,(v) > Fyo(v) > S(0,0) para todo v € H*(C). Dai, S(0,0) > S(a,a)

para todo a < 0. Portanto, se a € (—%, 0), teremos S(a,a) = S(0,0).

Foa(v) = Foo(v) .

Desse modo, para concluir a demonstragdo, falta mostrarmos S(a,a) = S(0,0) se

a < —2>2 Para isso, fixemos inicialmente a; € (—M, O). Como S(ay,a1) = 5(0,0), dado

2
€ > 0, existe v € H'(C) tal que
Fy, o (v) < S(0,0) + €. (5.13)

Denotando A(a) = (N — 2 — 2a)/2, observemos que podemos escrever para v acima,

Ie IV|? + Map)*v?dpu

R TA N
_ S VPP e o)) de e
A R R AT 2
— Fo,o(v)+(>\(a1)2_,\(o)2)(fcflcvvz*d)/;/2*. (5.14)

#0

Como Fyo(v) < Fy, a0, (v) €5(0,0) < Fyo(v), concluimos de (5.13) e (5.14) que

Foo(v) + (Ma1)® — A(0)?) Je UQduz/z* < Foo(v) + €.

(Je [v]*dp)
Logo,
Je v*dp < €
(fe " dp)?2 = Aar)* = A(0)*
Agora, dado a < —%, para esta v, tem-se
2
Faalt) = Fan0)+ 0" = o))

e(Ma)* = Mar)?)
Alar)? = A(0)?

B Aa)? = Aar)?

= 5(0,0)+¢ (1 + Nay)? = )\(0)2>

Aa)? = A0)* )
Aar)? = A(0)2)

< 5(0,0)+e€e+

= S(o,o)+e(
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Comoa < a; <0,

Aa)? — X\(0)?

Nar)2 = A(0)? <1, pois \(x) cresce na medida em que = < 0 decresce.

Desse modo, F,,(v) < S5(0,0) + €. Dai, S(a,a) < S(0,0) + € para todo ¢ > 0. Logo,
S(a,a) < S(0,0). Portanto, S(a,a) = S(0,0) para todo a < —~>2,

Passo 4. Nao existe fungdo v € H*(C) tal que F, ,(v) = S(a,a) para todo a < 0.

Prova do Passo 4. Suponha, por contradi¢do, que para algum a < 0 e v € H'(C), tenhamos
F,.(v) = S(a,a). No entanto, devemos ter F, ,(v) > Fyo(v) > S(0,0). Logo S(a,a) >

5(0,0), o que € uma contradigdo. O

5.5 A existéncia de Fungdes Extremais

Nesta secdo, provamos a existéncia de fungdes extremais para a < 0ea < b <
a + 1. Enunciaremos inicialmente resultados necessarios para o desenvolvimento desta secao.

Precisaremos dos seguintes lemas

Lema 5.5.1 (Brezis-Lieb). Sejam 1 < p < oo e {v,} C LP(C). Se {v,} é uma sequéncia
limitada em L?(C) e v, — v (u—q.t.p) em C, entdo

T (lenlle = 1o = vll) = ol

Demonstracdo. A demonstracdo € similar a prova do lema 1.32 feito em [28]. Omitimos esta

prova aqui. 0

Observacao 5.5.1.

a) O lema anterior é um refinamento do Lema de Fatou.

b) Em todo espaco de Hilbert,

o — = T (uall? = i — ) = [
De fato, note que ||u, — u||* = ||un||* — 2(un, w) + ||u||?. Logo, ||u.||* — |lun — u||* =
2(Up, u) — ||ul|?, e assim
i unll? — et — ]2 = 2 lim 10, 0) — [Jd? = ]

Lema 5.5.2 (Lema de Localizagdo). Seja M uma variedade diferencidvel. Dado u € L{, (M),

uz()<:>/ up =0, Yo € C5°(M) .
M

1

ioc € nula se, e somente se, é nula no sentido das distribuicoes.

Isto é, uma fungdo L

Demonstragcdo. Vejalema4.1 em [7]. [
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A demonstracdo do préximo lema € similar a prova do lema 1.21 em [28].

Lema 5.5.3 (Lema Lions). Sejar > 0e 2 < q < 2*. Se {w,} C H'(C) é uma sequéncia
limitada e se

sup |wy,|?dp — 0 quando n — oo,
yeC J Br(y)NC

entdo w, — 0 em LP(C) para todo 2 < p < 2*. Aqui B,(y) denota a bola em RN+ com raio r

e centro Y.
Demonstragcdo. Veja apéndice (A.5) desta dissertacao. [

Um resultado util, que também sera utilizado, € a seguinte proposicao.

Proposicao 5.5.1. Sejam H, e H, espagos de Hilbert e sejal’ : Hy — Hy um operador linear.

Se 'T' é continuo no sentido forte, entdo I’ é continuo no sentido fraco.
Demonstragdo. Veja [6], capitulo 3. [

Agora, enunciaremos o teorema principal desta se¢ao.

Teorema 5.5.1 (Existéncia de Fungdes Extremais). Paraa < 0 ea < b < a+ 1, S(a,b) é

sempre alcancada.

Demonstragcdo. A prova deste teorema serd dada por um argumento de compacidade. Fixemos
a<0ea<b<a+1,dai2 < p < 2*. Considere uma sequéncia minimizante {w, } C H'(C)
para S(a,b), a saber

S(a,b) = nh—glo Fop(wy).

Podemos supor que
/ lw,[Pdp =1 Vn > 1,
c

e assim ||wy, || ;1 — S(a,b), isto é
N —2—2a\>
/ |Vw|? + <2a> wy,*dp — S(a,b) quandon — oco.
c

Claramente, {w,, } € limitada em H'(C) para n suficientemente grande. De acordo com o Lema

de Lions (5.5.3), como [ |w,|Pdu = 1, existe § > 0 tal que, para r > 0 fixado, tem-se

lim inf (sup |wn\2d,u> =6>0.
c

n—=o0 \ yec JB,(y)N

Ou seja, existe uma subsequéncia {w,, } tal que

lim sup/ |wy, [Pdp =6
B, (y)nC

j—00 yec
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Dai, existe {y;} C C tal que

lim <lim/ |wnj|2du> =4.
J ? Br(yi)ﬁc

Portanto, passando a uma subsequéncia, podemos afirmar que existem {y,} C C e {w,} tais

que, para n suficientemente grande,

/ lwa|2dp > §/2 .
BT(yn)

Defina agora v, (y) := w,(y + y,) paray € C desde que y + y,, € C. Precisamente, considere a
aplicagdo T : RV — RN*! dada por T'(y) = y + v, onde ,, € C. Desse modo, consideremos
a retri¢do de 7" ao cilindro,

T(C :C— (T],0) .

SejaA={yeC :y+y, €C}, entdio A = (T‘C)_l(C). Sendo 7" uma bijecao, T‘C também o é,
assim segue que A = C, e também vale T’ ‘C(C ) =C.Daiv, =w,o T‘C. Observemos também

que det(DT‘c) = 1 e notemos que para y,, € C, T'(B,(0)) = B, (y,). Assim,
By(ya) NC = T(B,(0) N C) = T| (B,(0))
Logo,

/ walfdy = [ [, [2dps
By (yn)NC T(B,-(0)NC)

::!/ wn (Y + yn)dp
B,(0)NC

= / v 2dp
B(0)NC
Dessa forma,
2
v dp > 0/2 .
/B,«(o)mc K /

Escolhayy € Ce R > r > 0, tais que B,.(0) N C C Bg(yo) NC, e assim

)
vpldu > = . (5.15)
/BR(yo)ﬁC a 2
Claramente,
L walan = [ Juwnfran =1
c c
e

N —2—2a\>
/ IV, |* + (2a) v 2dp — S(a,b), n — oo. (5.16)
c
De (5.16), para n suficientemente grande, a sequéncia {v,,} € limitada em H'(C).

Por um lado, como H*(C) é espago de Hilbert, entdo a sequéncia possui uma subsequén-
cia fracamente convergente, a saber existe v € H'(C) tal que Up; —~vemH 1(C). Por outro lado,

pelo Teorema de Kondrakov,{v,,} possui uma subsequéncia convergente (no sentido forte) em
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L} ., isto é existe vy € L2 (C) tal que v, — vo em L% _(C).

Afirmagdo. v = vg q.1.p.

Prova da Afirmagdo. De fato, notemos inicialmente que L?(C) C L% (C) C L (C).

Como v,, = vem H'(C),e H'(C) — L?(C) continuamente, segue que v,,, — v em L*(C). Em
2

loc

particular, v, — v em L} _(C). Por outro lado, temos também que v,, — vy em L% (C). Logo,

por unicidade de limite fraco, segue-se v = vy q.t.p.

Passando a uma subsequéncia se necessério, podemos supor que v,, — v em L2 _(C),

desse modo existe subsequéncia {v,,} de {v,} tal que v,, — v q.t.p. Portanto, sem perda de

generalidade, podemos supor

v, — wv fracamente em H'(C),

v, — v em L (C),

loc

v, — v emgq.t.pemC.

Queremos mostrar que S(a, b) = ||v]|z:.

Como [, |v,|Pdp = 1 para todo n, de acordo com o Lema de Brezis-Lieb (5.5.1), temos que

lim ||v, — v||fs + |Jv|[5» = 1. (5.17)

n—o0

Note também que para v,,,v € H'(C), vale a desigualdade (4.1) CKN
[vllZoS(a,b) < |lvllzn e llva = vl72S(a,b) < [l — vllZ
Recorde que se v, — v, entdo im(||v, |21 — [Jvn — v]|51) = [|v]|%:. Assim,
S(a,b) = lim foall3

= ol + lim flon — ol

> S(a,) ol + lim 1o, — ol

= 5(a,) [(loll5)?P + (1 = ol,)27].
Dai, obtem-se a seguinte desigualdade

(lolfge)*? + (1 = [lullz)*? < 1. (5.18)
Devemos mostrar que |[v||}, = 1 para assim obtermos S(a, b) = ||v||3:.
Afirmagao. ||v||}, = 1.
Prova da Afirmagdo. Pelo lema de Fatou, ||v||7, < 1. Suponha, por contradi¢do, que ||v||}, =
C < 1. Entdo, de (5.18), 1 > C?/P + (1 — C)?/»,

Pelas propriedades de poténcia, sendo ¢,7 € Rtaisque 0 <t < ler < 1, valet” > t.
De (5.15), temos que C' > 0, pois v # 0. Como C' < 1 e (1 — C) < 1, segue-se que C%? > C'e



Capitulo 5. MELHORES CONSTANTES, EXISTENCIA E NAO-EXISTENCIA DE FUNCOES EXTREMAIS PARA
A DESIGUALDADE CKN 79

(1 —C)*? > 1 — C uma vez que 12; < 1. Dai, combinado (5.18) com as desigualdades acima,
obtemos
1>CP+(1-C)"">C+1-C=1,

o0 que é uma contradic@o, logo devemos ter |[v]|7, = 1.

Portanto, ||v||3;: = lim,, e ||t |31 = S(a,b), provando assim que existe uma fungdo

extremal para S(a,b)sea <0ea <b<a+ 1. O

5.6 Quebra de Simetria: Funcoes extremais n&o-radiais

O objetivo desta secdo € concluir um fendmeno interessante sobre a regido negativa a < 0.
Vimos que na regido a > 0, S(a,b) = R(a, b). No entanto, estabeleceremos que dentro da regido
negativa a < 0, poderd ocorrer S(a,b) < R(a,b) coma < b < a + 1. De acordo com o teorema
5.5.1, S(a, b) é sempre alcancado paraa < 0 e a < b < a+ 1. Logo, se S(a,b) < R(a,b), entdo

a func¢do extremal necessariamente serd uma fun¢do ndo-radial.

Teorema 5.6.1 (Quebra de Simetria). (I) Existe ay < 0 e uma fungdo h(a) definada para
a < ayg, satisfazendo h(ag) = ag, a < h(a) < a+ 1 paraa < ap, ea+1—h(a) = 0
quando —a — oo, tal que para cada (a,b) satisfazendo a < ag e a < b < h(a), a funcdo

extremal para S(a,b) é ndo-radial.

(1) Existe um subconjunto aberto H dentro da regido a-negativa contendo o conjunto {(a,a) €
R?: a < 0}, tal que para todo (a,b) € H com a < b, a func¢do extremal para S(a,b) é

ndo-radial.

Os resultados de (1) e (1I) serdo provados por ideias diferentes. Para () a ideia € usar uma
técnica de bifurcagdo e mostrar que para certos (a, b) na regido a < 0, por uma pertubagdo de
uma solug¢ao radial v, dada em (5.6), existem dire¢cdes em que a energia I, ;, decresce. Como
S(a,b) é atingido, a func@o extremal deve ser ndo-radial. Por outro lado, para (II), iremos

comparar S(a,b) com R(a,a), e a conclusdo seguird por um argumento de continuidade.

Primeiro faremos a prova de (I). Aqui trabalharemos diretamente com H'(C). A lineari-
zacdo de (5.4) em torno de uma solucdo radial v,, (5.6), decompde a equagao (5.4), por separagdo

de varidveis, em muitas EDOs.

Denotaremos por o, = k(N — 2 + k) o k-ésimo autovalor de —A, em S¥~1, e por
@y a autofuncdo associada a oy, veja [29] capitulo 5, secdo 4 para mais detalhes. Para cada k

considere o problema de autovalor em p abaixo
~fu+XNf+apf = (p— Do f =pf em H'(R)

Notemos por um lado que a expressdo “— fi; + A2 f + af — (p — 1)v,"~2f” € a linearizagdo

da equagio (5.4) em torno de v, na dire¢do w(t,0) = f(t)pr(0), e por outro lado, o problema
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de autovalor também € na dire¢do de w(t, 6). Este problema de autovalor é bem definido pois
va(t) — 0 quando |t| — oo. Denotemos por . € f o primeiro autovalor e a autofung@o

correspondente (positiva) do problema de autovalor descrito acima.

Primeiro mostraremos que existem ay < 0 e uma fun¢do a < h(a) < a + 1 definida para

a<aptalquea < agea < b < h(a) implica p; < 0. De fato, para cada k > 0,

IR = (p = Dur
fr 1N .
Hik FEHL(R)\{0} Jg f2dt

Como v, € H'(R), temos que

Jg Vai? + N0 + ap® — (p — 1v,P 20, 2de
Jg vo2dt
Jr Vai® + N0 + v, — (p — 1)vPde
Jg va2dt '

e <

Como v, é uma solugdo radial de (5.4), segue-se que [ Vas? + AN2v,2dt = [ v,Pdt, e assim

Jrve? — (p— Dy, Pdt
Jr vo2dt

B Jr vaPdt
(p )vaazdt+ak'

e < Qy,

(5.19)

Para oy = 0, claramente temos 1y < 0. Sendo v, dado por (5.6), pelo lema (5.6.2), que se
encontra no final desta se¢cdo, obtem-se

( )vaapdt B N(1—=(b—a))(N —2—2a)*

P v2dt T (N—2+20—a)(N—1+(0b—a)

Logo, para a; = N — 1, temos

N(1 = (b—a))(N — 2 — 2a)?

(N—2+2(b—a))(N—1+(b—a))+N_1'

< —

Queremos mostrar que existe ag < 0 e uma fungio a < h(a) < a + 1 definida para a < ag tal

que para a < b < h(a), tem-se p; < 0. De fato, 1 < 0 <

N(1 = (b—a))(N — 2 — 2)?
TIN—2520—a)(N—1xlb—ay V10
=
N(1 = (b—a))(N — 2 — 2)?
(N—2120—a)(N—1+(b—a))

Comob—a > 0,tem-se —(b—a) <0e

>N-—-1. ()

N(1 = (b= a))(N — 2 — 2a)? N(N =2 — 2a)?
(N—2420—a)(N—1+0-a) (N—2120—a)(N—1+(b—a))’
N—-2+4+20b—-a)>N-2eN—-1+(b—a)> N — 1, portanto

1 1 1 1
< < .
N_2+2b—a) N-2° N_-1+(b—a) “N_1
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Logo,
N1 —(b—a))(N —2—2a)? N(N — 2 — 2a)?
N—2420—a)(N—1t0-a) “N-p(N=1

Assim, de (*) e () obtemos

N(N — 2 — 2a)?

Noyw—n N1

(N —2—2a)® > (N—1)2+N]\;2

N —2 N—-2 N-1|N-=-2
—2a>—(N—2)+(N—1)1/T<:)a< 5T \/ N (% % %)

Defina ap := Y52 — 821, /822 Como N > 3, segue que ag < 0, e de (* * *), segue que ju; < 0

se a < ag. Agora vamos definir h(a) para a < ag. Procedendo de modo similar, encontramos

n1 < 0 se, e somente se,
2N

a<b<h(a):=14+a-—
I(a) +/l(a)* — 8

onde [(a) = w + 3. Logo, 11 < 0 é negativo para (a, b) na regido {(a,b) : a < ag, a <

b < h(a)}. Notemos que a + 1 — h(a) — 0 quando —a — 0.

As quantidades ag e h(a) dadas anteriormente mostrardo a propriedade afirmada em
(5.6.1), parte (I).
Observe que fungdo wy(t, 0) := fi(t)px(0) satisfaz a seguinte equagdo

—Awy + Nwy, — (p — DL 2wy, = ppwy, . (5.20)

De fato,
—Awy, = —flop + anfrpr , Nwp = N frpr -
Logo,

—flon + arfeor + A fror — (0 — Do 2 frpx
= (— o anfi N fi = (p— 1)Uap_2fk) Pk
= UpfrPr = Wy -

—Awy, + Nwy, — (p — Dv 2wy,

Precisaremos do seguinte lema:
Lema 5.6.1. Para s suficientemente pequeno, existe § = 6(s) tal que 6(0) = §'(0) =0 e
/ |V + 6(s)wo + swq[Pdp = 1.
c

Além disso, se (a,b) € tal que p; < 0, que vale para a < ag e a < b < h(a), entdo para s

suficientemente pequeno,

Fop(ve +6(s)wy + swy) < Fyp(vy) - (5.21)
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Prova do teorema 5.6.1, parte I. Pelo lema anterior, para s pequeno, |v, + 6(s)wo + swq|r» = 1.
Entdo, de (5.21) temos que F, (v, + 0(s)wo + swy) < Fyp(ve) = R(a,b) se (a,b) é tal que
w1 < 0. Portanto, para estes (a,b), tem-se S(a,b) < R(a,b). Pelo teorema 5.5.1, S(a,b) é

sempre alcancado, e assim a fun¢ao extremal deve ser ndo-radial. [

Prova do lema 5.6.1. Antes de tudo, podemos supor |v,|r» = 1. Defina
G(9,s) = / |va + dwo + swy [Pdp.
c

Recordemos que para cada k > 0, wy = fi(t)pr(0), onde ¢q é apenas uma fungdo constante
positiva, e (¢, € o primeiro harménico na esfera. Temos que G(0,0) = [, |v,[Pdp = 1, e pelo

T.C.Dominada vale

p
aG(O,O) _ /C O(|va + dwp + swy|P)

ED a6

dp = p/ v Twedp > 0 (pois woy > 0).
(8,5)=(0,0) ¢

Pelo Teorema da Fungdo Implicita, existe € > 0 tal que para |s| < ¢, § = 0(s) é diferencidvel,
comd(0) =0e
G(6(s),s) =1 parals| <e. (5.22)

Diferenciando (5.22) com respeito a s, tem-se:

oG , G
5(5(3), s)-0'(s) + g(é(s),s) =0 para|s| <e. (5.23)
Por outro lado, observemos que como ¢1(—60) = —p1(0) (veja [29]), temos pelo T.C.Dominada

que

%(0,0) = p/cvap_lwldu
= p [0 re0)dp
= —p/cva”‘lfw(—@du
= (/SN @(—9)(10) vP it (du = dt X do)
= = [ ([, @I-0Y o) o e
= ( / N_lgp(e)da) v frdt
- /C v o) dp (dp = dt x do)
= —p/cvapflwldu.
Assim, %—S(O, 0) = 0. Logo, de (5.23), temos

9G a6
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o que implica ¢’(0) = 0. Entdo a funco d(s), definida em |s| < ¢, é tal que 6(0) = ¢'(0) =0e
por (5.22),
/ |vg + dwy + swy[Pdp =1 para |s| < e.
c

Para mostrar (5.21), precisamos conhecer ¢”(0). Diferenciando (5.23) com respeito a s
novamente, temos

82G , oG LG e o
S (0(s),8) - 81(5) + S (0(s),8) - 0"(5) + 5 5 (0(s),8) + 5 (8(5), ) - 8(s) = 0.

Fazendo s = 0 na expressdo acima, como ¢’(0) = 0, segue

oG ” 0*G
55(0,0)-8"(0) + 55(0,0) = 0.
Temos pelo T.C.Dominada novamente
0*G

550.0) = p(p—1) /C v 2w 2dp.
Como 24(0,0) = p fp va""wodp > 0, segue

5(0) = _p(p = 1) Jeva"widu
D fC Uapilwod/ﬁ

Agora, sabendo que A = A(a) = (N — 2 — 2a)/2 e denotando, por simplicidade, F,;, =

Fop(ve + 6(s)wy + swy), tem-se

Jo IV (vg + 0(8)wo + swy) > + A2 (va + 6(s)wp + swy)*dp
(Je [va + 8(s)wo + swi [Pdp) "
Je IV (vg 4+ (s)wo + swi) > + N (v, + 6(s)wo + swy)>dp

= ] por (5.22)

= / IV (va + 6(s)wo + swi)|* + N*(va + 6(s)wo + swy)*dp

Fa,b =

- /|wa|2+v(va>2dﬂ+5 /|Vw 12+ Nwo2du

:Fa,b(va)

+32/C (Vw2 + AN2w 2dp 4 26(s) /C YV, - Vwy + A (vawo)dp

+2s /c Vo - Vwy + Nogwidp 4 255(s) /c Vwy - Vw;y + Nwow,dp
= Fop(va) + 52/C IVw:|? 4+ XNw 2dp + 6(s)? /c |Vwo|? + Nwy*dp

+28(s) /C Vo - Vg + A2(vewo)de + 2 /c Ve - Vawy + Nogwdu

+256(s) /c Vwg - Vwy + Nwow, dp.

Como §(0) = §'(0) = 0, segue-se que (s) = O(s?) quando s — 0. Dai, §%*(s) = O(s?) e
sd(s) = O(s?). Logo,

Fop(va +6(s)wo + swy) = Fup(ve) + 52/ (Vw:|? + XN2w 2dp + 25/ Vo, - Vwi + Nv,w dp
c c

+26(s) /c Vv, - Vwy + Nogwedp + O(s?) .
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Recordemos por um lado que v, é uma solugdo radial de (5.4), logo
/ Vv, - Vwy + Noawedp = / v Twedp e / Vg - Vwy + Noudp = / vt dp.
c c c c

Mas
190G

L Twdp = =—=(0,0) = 0
JL v i = 5(0,0) =0

logo
/ Vv, - Vw; + )\2vaw1d,u =0.
c

Por outro lado, de (5.20) tem-se:
/c |Vw:|? + XNw ?dp = (p — 1) /c v P 2w Adp + ul/cwIQdu.
Desse modo
Fop(va +6(s)wo + swy) = Fop(ve) + 82 {(p —1) /c v 2w Adp 4 /Cwlzd,u} +2s5-0
+25(s)/cvap_1w0du +0(s?) .
Assim,
Eop(va +6(s)wo + swy) = Fop(ve) + 82 {(p —1) /c VP 2w 2 dp + /c wfdu]
+26(s)/cvap_1wod,u +0(s%) .

Usando a igualdade acima e o fato de

_ P—2,,. 2
5(8):_(29 L) Jeva"widp

2
2 Je v twodp ol

nds obtemos para s suficientemente pequeno
Fop(va +60(s)wo + swy) = Fup(ve) +5*(p—1) /c v 2w Adp 4 % /c wi?dp
—s*(p—1) /c v " 2widp 4 O(s?)
= Fop(va) + 8 /Cwlgdu +0(s%) .
Portanto, se (a, b) é tal que p; < 0, entdo
Fop(va + 6(s)wo + swy) < Fyp(va)

0 que conclui a prova do lema. U

Prova do Teorema 5.6.1, parte II. Antes de tudo, notemos que R(a,a) > S(a,a) = S(0,0)
para a < 0. De fato, recorde que pela observacdo (5.3.3), S(0,0) = R(0,0). Da expressdo (5.11),

obtemos
2
N(N —2)2 [ NwyT2(&)\ ¥
R(0,0) = <N 2) (2(;0—]\;) (2))
- N T(V)
=
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e também N

R(a,a) = NUV&%; o (2(];&?21;2( ?J)V))
Dai,

20(N)
(N =2—-2a)? 1
N (N —2)? ((N—2—2Q)>2/N
N—2
2(N—1)

Logo, para a < 0, temos que

o - (M5

Portanto, para a < 0, R(a,a) > S(0,0).

Mostremos agora que para todo ag < 0, existe ¢y > 0 tal que |(a,b) — (ag,a0)| < €
com a < b, S(a,b) é atingido por uma fungdo nao-radial, para que assim exista um subconjunto
aberto H contendo a regido {(ag,a0) € R? : ag < 0}, tal que S(a,b) < R(a,b) para todo
(a,b) € H,coma < b.

Pela continuidade de R(a, b) em (5.2), quando (a,b) — (ag, ap), temos que R(a,b) — R(ag, ag) >
S(ag, ap) = S(0,0). Por outro lado, pela continuidade de S(a,b), temos S(a,b) — S(ag, ap)
quando (a, b) — (ag, ap). Portanto, para todo ay < 0, existe ¢y > 0 tal que S(a,b) < R(a,b) se
|(a,b) —(ag, ap)| < €9 coma < b. Pelo teorema 5.5.1, S(a, b) é atingido, e devido a desigualdade

(a,

estrita S(a,b) < R(a,b), a fun¢do extremal deve ser ndo-radial. O

Lema 5.6.2. Se v = v, dado em (5.6), entdo

JroPdt N1 —(b—a))(N —2—2a)?
Jgv2dt  (N—24+20b—a))(N—-1+(b—a))’

Demonstragdo. Denote por

1
A2p\ P2 2 AMp —2 4
:<p> [ A (k) B

(p—2)

2

entdo podemos escrever

1
P — - 2 — 2
(t) Cpcosh”(mt) e vit)=c
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Pela féormula (5.9), temos que

/ vPdt = v o (%)

m F("TH

e /v2dt:62ﬁrggg )
ST

SN—

2

Agora, observemos que:

k 2
2 p—2 p—2 2
¢ 4
E+1 — +1 2 -2 1
iJrlzLJrlz P +1= 3P :("+)
2 2 2(p — 2) 2(p — 2) 2

Assim, pela propriedade da fungdo Gamma: I'(z + 1) = 2I'(2), temos

()-r(se) ()

Diante disso,

Jr vPdt _ _ 72F<g>1ﬂ(%>
O = P e (as)
=TTy (T ()
= @—%f”kil

1

Substituindo os valores ¢ = (A—Qp) [y

5 — na expressao acima, obtem-se
p—2

(r—2)

Jg vPdt = ( 2) )\ip ,% _ &p 47
Jpozdt P 2 ) A1 pt+2’

Recorde que A = (N —2—2a)/2ep=2N/(N —2+2(b—a)). Assim, p — 2 = %g(_;_)i),
A(N—1+(b—a))

p+2= N—3r3(-a) © finalmente obtemos
JroPdt 41— (b—a))(N —2—2a)*(2N)(N —2+2(b—a))
P=2) “ea = O(N —2+2(b—a))24(N — 1 + (b— a))
N1 —(b—a))(N —2—2a)?
(N—=2+4+2b—a)(N=1+(b—a))’
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6 DESIGUALDADES CKN E VARIEDA-
DES RIEMANNIANAS: A INFLUEN-
CIA DA CURVATURA

Neste capitulo abordaremos exclisuvamente a discussao feita no artigo do Manfredo
P. do Carmo e Changyu Xia em [30]. Nesse artigo, prova-se que uma variedade riemanniana,
aberta, completa M de dimensao n, maior ou igual a trés, com curvatura de Ricci ndo-negativa
na qual desigualdades do tipo Caffarelli-Kohn-Nirenberg sdo satisfeitas, estd proxima do espaco
Euclidiano R".

6.1 Teorema principal

Vamos fixar algumas notagdes para este capitulo. Seja n > 3 inteiro. Consideremos os

parametros a, b e p tais que

0<a<™? <b<a+1 2n
a s a a = .
= 2 4= P T 20— a)

No contexto do capitulo anterior, estamos considerando (a,b) em (5.2), com a > 0. Defina
K. := S(a,b)~2, ou seja

(fn |72 Vu2dar) /2

w2 RON0} ([ ] ulpd)

-1 _
Ka,b -

Seja M variedade riemanniana de dimensdo n. Denotaremos por dV, o elemento de volume em
M, e V pelo gradiente em M, ou seja V = grad. Por B(xz, r) denotamos a bola geodésica de
centro x € M e raio r > 0, e por vol[B(z, )] o volume de B(z, ). Nosso propdsito é provar o

seguinte Teorema.

Teorema 6.1.1. Sejam C' > K,;, uma constante e M uma variedade riemanniana aberta
completa com curvatura de Ricci ndo-negativa. Fixado um ponto xy € M, denote por p(-) =

dist(+, zo) a fungdo distancia em M de x(. Assuma que se u € C3°(M), tem-se

1/p 1/2
(/ p_bp|u|pdVg) <C (/ p—2a|vu|2dvg> . 6.1)
JM M

Entdo para todo x € M, temos Vr > 0,
vol[B(z,7)] > (C7 Ky ) ™77 Va(r)

onde Vy(r) é o volume da bola euclidiana de raio v em R".
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Observacao 6.1.1.

1. Este Teorema possui vdrias consequéncias para variedades com a curvatura de Ricci

nao-negativa. Consequéncias de natureza Geométrica e Topologica.

2. O Teorema da Comparagdo de Bishop-Gromov, (veja [9], capitulo 3, se¢do 4), nos diz que
se M € uma variedade riemanniana completa com curvatura de Ricci ndo-negativa, entao
para todo x € M, vale vol[B(z,r)] < Vy(r), com igualdade valendo se, e sé se, B(z, )
€ isométrico a bola de raio » em R". Precisaremos deste teorema neste capitulo também.

Forneceremos uma demonstragdo desse teorema.

A demonstrac¢do do teorema principal desse capitulo, (6.1.1), serd feita ap6s enunciarmos
resultados e defini¢Oes preliminares. Iremos na proxima se¢do enunciar conceitos e resultados
para entrarmos na discuss@o e no contexto do teorema (6.1.1). Serd adotado como referéncia os
livros [9, 10, 12,31].

6.2 Preliminares

Eses preliminares ndo foram abordados no capitulo 2, pois ndo havia a necessidade dos

seguintes resultados para o desenvolvimento da teoria dos capitulos anteriores.

6.2.1 Campos de Jacobi e Espagos de curvatura constante

Os campos de Jacobi sao desenvolvidos como uma forma de relacionar ao conceito de
curvatura a no¢ao de geodésica. Abordaremos nesta secdo apenas sua defini¢do e resultados que

serdo relevantes para o desenvolvimento deste capitulo. Fixe (M, g) variedade riemanniana, com
dim M > 2.

Definicao 6.2.1. Um campo de Jacobi ao longo de uma geodésica v é um campo vetorial Y ao

longo de 7, satisfazendo a equacdo de Jacobi:

Y,/—FR(")//,Y)’}// — 0,

, . 2
onde R é o tensor de curvatura de Riemann, Y' = %Y eY" = %Y.

Proposicao 6.2.1 (Existéncia e Unicidade). Seja v : [0, L] — M uma geodésica. Entdo, dados
u, v € Ty0)M, existe um tinico campo de Jacobi 'Y tal que Y (0) = u e Y'(0) = v, definido em
0, L].

Demonstragcdo. Veja [10]. [

Observacio 6.2.1. Pode-se mostrar que se Y (0) e Y'(0) sd@o ortogonais a +'(0), entdo Y (s) é

ortogonal a v (s) para todo s.
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Proposicao 6.2.2. Seja v : [0, L] — M uma geodésica, e H : [0, L] x (—¢,€) — M uma
variagdo por geodésicas de 7y (isto é, H(s,0) = v(s), e para cada s = s fixado, H(sg,t) é uma

geodésica em M ). Entdo:

Y(s) := 85;[(5, 0)

é um campo de Jacabi ao longo de . Reciprocamente, todo campo de Jacobi pode ser gerado

por uma varia¢do por geodésicas H (no sentido acima).
Demonstragdo. Ver, por exemplo, [10], capitulo 5. [l

Uma consequéncia dessa proposi¢ao é:

Corolario 6.2.1. Sejam p € M, u,v € T,M. Seja vy a geodésica dada por (s) = exp,(sv), e
Y o campo de Jacobi tal que Y (0) = 0 e Y'(0) = . Entdo vale

D, (exp,)(su) = Y (s).

Observacao 6.2.2. Em outras palavras, a derivada do mapa exponencial é descrita por campos

de Jacobi ao longo de geodésicas radias.

Demonstragdo do coroldrio 6.2.1. Em T,,M com a métrica euclidiana g,, o campo de Jacobi
X ao longo da geodésica s — sv tal que X (0) = 0e X'(0) = u € apenas X (s) = su. Assim,
o campo de Jacobi X é gerado pela variagdo (s,t) — s(v + tu). Como todas as curvas nesta
variagdo sdo geodésicas radias, a variagdo, em M, de v, dada por H (s, 1) := exp,(s(v + tu)) é

uma variagdo por geodésicas. Esta variacdo gera o campo de Jacobi:
Y(s) = Dsy(exp,)(X(s)).
Temos que Y'(0) = 0 e Y'(0) = Dy(exp,)(X'(0)) = u. O

Definicio 6.2.2. Seja v uma geodésica em M, um ponto ~y(t,) é dito ser conjugado a y(ty) ao
longo de ~y se existe campo de Jacobi Y, Y # 0, tal que Y (ty) = Y (t1) = 0.

Observacao 6.2.3. Pode-se verificar que se uma geodésica ndo pode minimizar apos o seu
primeiro ponto conjugado (veja [10], capitulo 5). E possivel mostrar que se um campo de Jacobi
Y satisfaz Y (tg) = Y (t1) = 0, entdo Y (t) L~/ (t) para todo t.

Agora trataremos do conceito de espacos de curvatura constante.

Definicao 6.2.3. Dizemos que uma variedade riemanniana M tem curvatura seccional contante
Kk € R, se
K(X)Y)=k

para todo {X,Y'} C T,M L.I, e para todo p € M, onde K é a curvatura seccional de M.
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Exemplo 6.2.1. O espaco euclidiano R™ tem curvatura K = 0. A esfera unitdria S, munida da

métrica induzida da métrica em R™, tem curvatura K constante igual a 1.

Proposicao 6.2.3. Uma variedade riemanniana M tem curvatura seccional constante k se, e

somente se, para todop € M, X,Y,Z € T,M, temos:
R(X,Y)Z =r{(X,2)Y —(Z,Y)X} .
Demonstragdo. Veja [10] capitulo 4. [

Definiremos agora o tensor de Ricci.

Definic¢ao 6.2.4. Dado p € M, definimos o tensor de Ricci, Ric : T,M x T,M — IR, como

Rice(X,Y) =tr{Z — R(X,Z)Y}.

Pelas propriedades do tensor de curvatura de Riemann, o tensor de Ric é simétrico, isto
¢ Ric(X,Y) = Ric(Y, X). Numa base {ey, ..., e,} ortonormal de 7,,M, Ric tem a seguinte
expressao

Ric(X,Y) =) (R(X,¢;)Y, ¢;).
J

Denotamos por M, uma variedade riemanniana de curvatura seccional constante .

Proposicao 6.2.4. Em M,, Ric(X,Y) = k(n —1)g(X,Y) para todo X,Y € TM.

Demonstragdo. Pela proposi¢do anterior, R(U, V)W = x{(U, W)V — (W, V)U}. Fixado um
referencial ortonormal { £; }, temos

Ric(X,Y) = i<R(X,Ei)KEi>
— Zf}(@(x, YVVE; — (Y, E) X}, E;)
- niﬂx, Y)(EL B) — (V. B)(X, )}
_ Fé{@(, Y) — (X, E)Y. E))

= rn(X,Y) — kD (X, E)Y, E;)
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Agora, mostraremos que variedades de mesma dimensdo, e de mesma curvatura seccional

contante sdo localmente isométricas.

Sejam M e M duas variedades de mesma dimenséo. Sejam p € M, j € M. Fixe uma
isometria linear ¢ : T, M — TI;M -Seja V' C M uma vizinhaga normal de p tal que exp; esteja

definida em 7 o expp_1 (V). Defina a aplicagdo
F:V — M, porF(q) = exp; i 0 expp_l(q).

Dado ¢ € V, existe uma tnica geodésica p.c.a em M tal que v : [0, L] — M, com v(0) = p,
v(L) = ¢. Indequemos por F; o transporte paralelo ao longo de v de v(0) a y(¢).

Defina ¢; : Ty M — TW)M por ¢, (v) = ]50,t oio Py, '(v), onde P(Lt ¢ o transporte
paralelo ao longo da geodésica, p.c.a, 7 : [0, L] — M dada por 7(t) = F(v(t)). Observe que
como F; € uma isometria segue que ¢, € isometria. Finalmente, indequemos por R e R as

curvaturas de M e M respectivamente.

Teorema 6.2.1 (Cartan). Com as notagoes acima, se para todo q € V, Yvy,va,v3,v4 € T, M,

tem-se

(R(v1, v2)vs, va)q = (R(¢y(v1) 1 (v2))de(v3), b1 (va)) (g

entio F : V. — F(V) é uma isometria (local) com DF, = i.

A demonstragdo apresentada aqui € baseada na que foi feita em [10], capitulo 8. Precisa-

remos dessa demonstracdo pois nela hd uma ideia que serd utilizada em breve.

Demonstragdo. Queremos mostrar que Vw € 1,V ||DF,(W)|| = ||w|| paratodo g € V.
Como exp, ‘V ¢ um difeomorfismo, existe campo de Jacobi Y ao longo de y talque Y(0) =0 e
Y(L) = w, asaber Y (t) = Dy,(exp,)(two) para algum wy € T, M.

Pela regra da cadeia:

DF(Y(t)) = D(exp;)oioD(exp,)”" o D(exp,)(twp)
= D(exp;)(ti(wp))
= Y(t).

Observemos que Y é campo de Jacobi ao longo de 5(t) = exp;(ti(wy)) satisfazendo Y(0)=0
e Y'(0) = i(wp).

Afirmagdo: ¢,(Y (t)) = Y (t). Se provarmos essa afirmacio, entdo, como ¢, é isometria, teremos
Y (@) = ||Y (¢)]|, e sabemos que || Y (¢)| = || DF(Y (t))]||, donde F' sers uma isometria local.

Prova da afirmagdo. Seja {es, ..., e,} uma base ortonormal de 7,,//, com e; = 7/(0). Sejam

{Ei(t),...,E,(t)} o transporte paralelo ao longo de v dessa base (F;(t) = +/(t)). Logo
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Y (t) = >, vi(t)Ei(t). Como Y (t) é campo de Jacobi, segue-se

0 = Y"#t)+ RO @®),Y )Y (t)
= 2 U OE() + X yR(E(t), Bi(t) Er (1),

Pelas propriedades do tensor R, o operador R, = R(7/'(t),-)Y'(t) : TywyM — TyumM é
auto-adjunto. Logo, R, (1)(E;(t)) = Y 1(Re, (E)), Ex) Ex(t) para todo j. Ou seja,

R(E\,E;)Ey =) (R(E\, E;j)E, Ex)E;  ao longo de (t).
K
Logo,
0 = > ukBi(t) + 3_(R(Ey, Ei)Ey, Ex) Ey(t)
k ik

= > |ui+ D _(R(E\, E)Ey, Ey)| Ei(t). (6.2)
k i

Por outro lado, pela linearidade do transporte paralelo, ¢.(Y (t)) = >, y;(t)¢:(E;(t)).
Por hipotese, (R(Er, ;) Er, B} = (R(6,(Ev), 6u(E;))ou(Er), 6u(Ex) para todo j, k.
Portanto ¢;(Y'(¢)) satisfaz (6.2), a saber ¢,(Y (t)) é campo de Jacobi. Além disso, ¢.(Y (t))
satisfaz as mesmas condicdes inicias de Y'(¢). Por unicidade de campos de Jacobi ¢, (Y (1))
Y ().

[

[

Assim, finalizamos a prova do teorema.

Observacao 6.2.4.

a) Vale salientar que nessa demonstragdo, poderiamos substituir a hipdtese pela seguinte

propriedade:

(R(Y, )y w) = (R(Y, )Y, @) (%)

para todo q €'V, v,w € TyM, e 0,0 € TF(q)]\Z/, onde 7 = F (7). Mas a expressdo (x) é

simétrica em v e w, logo propriedade (x) é equivalente a

(R(Y )y, v) = (R(7,0)7,0) (%)
que é equivalente a curvatura seccional satisfazer
K(+,v) = K®#,7) (6.3)

para todov € T,M e v € Tp(q)M, de modo que {v,~'} seja L.I. Pelas propriedades
do tensor de curvatura, basta considerar v € [y/']* em (6.3). Desse modo, se K (v',-) =

K(¥',-), entdo uma mesma prova mostra que a aplicacdo F é uma isometria local.
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b) A mesma prova do Teorema de Cartan (6.2.1) mostra que se €xp,, e exp; sdo difeomor-
fismos, entdo nas condi¢oes do Teorema de Cartan, I estd definida em todo M e é uma

isometria (global).

Corolario 6.2.2. Sejam M, e M., variedades de mesma dimensdo, e mesma curvatura seccional
constante. Sejam p € M e p € M. Entdo fixado uma isometria linear entre T,M e Ty M, existem

vizinhangas V de p e V de p e uma isometria (local) F - V — V.

As variedades completas que possuem curvatura seccional constante, simplesmente
conexa sao chamadas formas espaciais. Em breve, trabalharemos com bolas geodésicas neste
tipo de variedade. A seguir apresentamos o Teorema de Classificagdo de Cartan, o qual afirma
que essencialmente as Unicas variedades riemannianas completas, simplesmente conexas, com
curvatura seccional constante  sdo o espago Euclidiano R"”, a esfera redonda, de raio R, $% € o
espaco hiperbodlico H%, de raio R. Para uma definicao desses espagos, e uma demonstracao do

seguinte teorema, veja [10], capitulo 8, e [9], capitulo 2.

Teorema 6.2.2. Seja M, uma variedade riemanniana completa, simplesmente conexa de curva-

tura seccional constante. Entdo M, é isométrica a:

a) R", se k =0;
b) S%, se k > 0, onde R = 1//k;

c) H, se k <0, onde R =1/v/—k.

Finalizaremos esta esta discussdo exibindo os campos de Jacobi num espaco M,.. Dado
k € R, seja S,(t) a solugdo da EDO

X"+ kX =0,
satisfazendo X (0) = 0 e X’(0) = 1. Pela teoria geral de EDOs lineares, sabemos que:

1/y/ksin(y/kt), k>0
Sli(t) = t? k=0
1/y/—ksinh(v/—kt), K <O.
Seja v uma geodésica p.c.a em M. Pela expressao do tensor de curvatura R no espaco M,;, o

campos de Jacobi ortogonais a +' satisfazem a equagao:
YY"+ kY =0.

Desse modo, dado condigdes iniciais Y'(0) = 0, Y'(0) = £ € [¢/(0)]*, a solugdo da equagio
acima é

Y (t) = Se(t)Poy(€) (6.4)

onde Py, : ToyM — T M € o transporte paralelo ao longo de 7.
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Proposicao 6.2.5. Se M tem curvatura seccional constante k ao longo de uma geodésica p.c.a
v : R — M, entdo v(0) tem um ponto conjugado ao longo de v se, e sé se, k > 0, que neste
caso (L /+/K) é o ponto conjugado a ~(0) para toda inteiro L. Além disso, estes s@o os tinicos

pontos conjugado a v(0) ao longo de .

Demonstragdo. Veja a expressao (6.4). [

6.2.2 Coordenadas normais maximal e o Volume Riemanniano

Supohamos agora que (M, g) seja uma variedade Riemanniana completa. Seja p € M
fixado, defina p(x) = dist(z,p) Vo € M, onde dist(-, -) denota a distancia geodésica em M.
Entdo p(x) € uma fung¢do continua e de Lipschitz em M, e assim p é diferencidvel em g.£.p.

Para cada p € M, a aplicagdo exponencial exp, : T,M — M € diferencidvel. Dado
X € T,M, seja~y(t) a tinica geodésica partindo de p na dire¢do X. Entdo exp,(tX) = ~(t) para
todo ¢ > 0. Quando t € pequeno, y € a tinica geodésica minima partindo de p a exp,(tX), isto é
p(v(t)) = ||/ ()|l = || X||- Vale ressaltar que este fato pode ser violado se ¢ ndo for suficiente-
mente pequeno. Seja ty := sup{t > 0 : |j é a Ginica geodésica minimizante partindo de p a y(t)}.

Pelo Teorema de Hopf-Rinow, ¢, estd bem definido, isto é o supremo existe.

Definicao 6.2.5. Se t(, < oo, entdo (ty) € dito um cut-point (ponto de corte) de p. A saber, (1)

é minimal até o instante t = to, em ~y(t).

Observaciio 6.2.5. E possivel mostrar que se y(t) é minimal até t, entdo Dyx (exp,) € inversivel
parat € (0,ty) (veja [10]).

Definicao 6.2.6. (Cut-Locus). O conjunto de todos os cut-point de p é chamado de Cut-Locus, e
é denotado por Cut(p).

Seja $" ' = {X € T,M : ||X|| = 1} esfera unitdria em T,M. Dado X € $¥~!, por
definigdo, existe no maximo, um cut-point na geodésica exp,,(tX), t > 0. Se exp,(toX) = q é
o cut-point de p, entdo pomos p(X) := dist(p, ¢). Se ndo existe um cut-point, isto é t, = oo,
pomos (X)) = co. Pode-se mostrar que a fungdo 4 : S, — R U {oo} é continua em $"~! para
todo p € M, onde em R U {oco} considermos uma topologia conveniente (v. [10], cdpitulo 13).

Dizemos que (X)) é o cut-locus a p na dire¢do de X.

Com a notacdo aqui introduzida, temos pela expressado (6.4) e pela observagdo (6.2.3) a

seguinte proposi¢ao

Proposicao 6.2.6. Se M tem curvatura seccional constante k ao longo de uma geodésica
p.ca~y : R — M, entdo se k < 0, v ndo tem cut-locus, i.e u(v'(0)) = oo; se k > 0,

p(v'(0)) = 7//x.
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Considere agora F, = {tX : 0 <t < p(X), X € $"'}. Pela defini¢do da aplica¢do

exponencial exp,, temos que

Lema 6.2.1. exp, : ), — exp,(F,) é um difeomorfismo.

Demonstragdo. Pela observagio (6.2.5), exp,, € um difeomorfismo local em E;,. Por unicidade
de geodésica minimizante e pela definigao de £, segue-se que exp,, € injetiva em £,. Portanto,

exp, |, € um difeomorfismo. O

Por construgdo, temos que C'ut(p) = exp,(9F,) e vale

Coroldrio 6.2.3. Vp € M, M = exp,(E,) U Cut(p), e a unido é dijunta.

Desse modo, exp,, : £, — M \ Cut(p) origina um sistema de coordenadas normais

maximal em torno de p.

Lema 6.2.2. Para todo p € M, C'ut(p) tem medida nula.

Demonstragdo. Pela continuidade de p, 1 € integravel em g1, logo seu grifico, OF),, tem

medida nula em 7, M. Como exp, é de classe C", segue que exp,(0E,) tem medida nula.  [J

Agora recorde que para calcular Dy, (exp,,)(u) com ¢ > 0, consideramos Y () campo de
Jacobi ao longo de 7(t) = exp,(tv) tal que Y'(0) = 0 e Y’'(0) = u, e assim
Y(t)

Dyy(exp,)(u) = —~

Diante disso, do corolario (6.2.3) e do lema (6.2.2), temos

vol(M) = /M v, = /E exp,*dV .

Vamos calcular esta ultima integral em termos de campos de Jacobi. Como feito anteriormente,
tome 7(t) = exp,(tu) geodésica partindo p, e considere uma base ortonormal {u, ey, . .., €, } em
T,M. Sejam Y; campos de Jacobi tais que Y;(0) = 0 e Y;/(0) = e; Em particular, Y; é ortogonal
a ' para todo 7. Dai, temos que Dy, (exp,)(u) = 7'(t) € Dy (exp,)(e;) = tYi(t).

Lema 6.2.3. (Lema de Gauss). Sejam u,v € T,M e vy a geodésica dada por ~(t) = exp,(tv).
Entao,

<Dw(expp)u, Dtv(expp)v> = (u, ),

()

Demonstragcdo. Veja [10]. [
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Logo, pelo Lema de Gauss, o jacobiano, em termos da base fixada inicialmente, de

Dy, (exp,) € igual a \/det(A), onde

1 0 0 o 0
0 gt 'Y, t71Ys) g(t7'Y5,t71Ys) ... g(t7'Y,, t71Yh)
A= [0 gt Yot Ye) gt Ya sy L gt Yt YY)
0 gt 'Ya,t7'Y,) g(t™'Va,t7'Y,) ... g(t7Y t7Ye))
Denotando J(t, u) pelo jacobiado, tem-se
J(t,u) =tV /det g (Y, Y)).
Dotando 7,,M = R™ de coordenadas polares, temos que
(exp,)"dV, = t"~'J (¢, u) didu. (6.5)
—_——
det g(Y3,Y;)
Observacdo 6.2.6. J(t,u) ndo depende da escolha de {ea, ..., e,} por causa do determinante
da métrica, de fato se {€, . .., el } é uma outra base ortonormal em T, M, entdo det(g(Y;,Y;)) =
det(g(Y7, Y)).

Se p(u) € a distancia do cut-locus a p na dire¢do de u € $¥ 1, entdo pelo Teorema de

Fubini tem-se w
w(u
vol(M) = / 1 / LI (t, w)dtdu.
sn—1.J0

Observacdo 6.2.7. Em [12], calcula-se o volume via a formula acima de (S", can), (H", can),
(CP", can).

Para integrais de fungdes reais, temos

/ fdV, = /S . / F(exp, (tu)).J (¢, u)t"dtdu. 6.6)

6.2.3 O Teorema de comparacédo de volume de Bishop-Gromov: Curva-
tura de Ricci

Teorema 6.2.3 (Teorema de comparacdo de volume Bishop-Gromov). Seja M uma variedade
riemanniana completa, com dim M = n > 2, e k € R tais que Ricy (X, X) > r(n — 1)|X|?
para todo X € T'M. Entdo para todo x € M, R > 0,

vol[B(xz,r)] < Vi(r).

Onde. V(1) denota o volume da bola geodésica de raio r no espaco M,. A igualdade vale para

um r fixado se, e somente se, B(x,r) é isométrica a bola de raio r no espagco M,.
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Por simplicidade, escrevemos Ric(M) > k(n — 1) para dizer Ricy (X, X) > r(n —
1)| X|2. Este teorema decorre de um resultado prévio, também devido a Bishop. Denotaremos

por $(z,t) a fronteira da bola geodésica de centro x e raio ¢.

Teorema 6.2.4 (Bishop). Seja v uma geodésica p.c.a em M tal que a curvatura de Ricci ao
longo de v é maior ou igual a (n — 1)k, isto é Ric(v'(t),7'(t)) > (n — 1)k, para alguma

constante k € R, para todo t € (0, u(u)) com u = ~+'(0). Entdo

("1 (t,w) Si(t)
ey T R ey
em (0, pu(u)), e também vale
t" It u) < S"H(t), paratodot € (0, p(u)] (6.7)

onde

(1) se k>0, S.(t) =sin(y/kt)/v/k 0<t<m/k

(2) se k=0, Sp(t) =t 0 <t<oo

(3) se k <0, Si(t) =sinh(v/—kt)/v/—kK 0<1t< 0.
Aigualdade em (6.7) vale em t =ty € (0, u(u)] se, e somente se

R(Y'(t), )Y (t) = Klpyy -

para todo t € (0,t,]. Desse modo, a igualdade acima vale se, e s6 se, K(+'(t),-) = Kk para todo

t € (0,t), onde K é a curvatura seccional de M.

Observacao 6.2.8.

a) Ndo serd abordada a demonstragcdo desse teorema, para ndo perdermos o foco deste
capitulo, mas uma demonstragdo completa deste fato encontra-se em [9] capitulo 3
(teorema 3.4). Observe também que esse teorema implica o teorema de Bonnet-Myers

(caso k > 0).

b) A desigualdade
("1 (t, u)) S (t)
tn=1J(t,u)

implica que a fungdo

¢ ndo-crescente.
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Observacio 6.2.9. Num sistema de coordenadas polares (t,u) em S(t) = {v € T, M : |jv|| =
t} a esfera centrada em 0 € T, M de raio t, o elemento de volume de S(z,t), é dado por
t"1J(t,u)du, de fato

vol[S(z, £)] = /S U u)du

onde du é o elemento de drea em S"'. Agora, se M, é um espaco de curvatura seccional
constante k, entdo a fungdo S™~1 do teorema anterior é, na realidade, o elemento de volume de
B(x,t) em My, veja [9], capitulo 3.

Demonstragdo do Teorema de Comparacdo Bishop-Gromov. Dadosr > Oep € M,
vllBp,n] = [ v,
B(p,r)

= *dV
/EpﬁB(r)(expp) g
min{u(u),r}
:/ / ' "I (¢, u)dtdu
$n=1.J0
< / / Sr=l(¢)dtdu
$n—1.Jo

— vol[$" ] / O
0
= vol(Bg(r)) = Vi(r).
Se vale a igualdade vol[B(p, )] = V,.(r) para algum r > 0, entdo B(p,r) C M \ Cut(p). Além
disso, t" 1 J(t,u) = S"71(t) paratodo t € (0, ], pelaigualdade (6.7), temos que K (V/(t),-) = &

para todo ¢ € [0, r]. Logo, pelo teorema 6.2.1, precisamente pela igualdade em (6.3), B(p,r) é

isométrica a B,(r), a bola de raio r em M,. O

Finilizamos essa se¢do com uma consequéncia do teorema de Bishop. A consequéncia é

a seguinte proposi¢ao

Proposicao 6.2.7 (Gromov). Seja V (z,r) = vol[B(x,r)]. A fun¢do

¢ ndo-crescente.

Demonstragdo. Escrevendo A, (t) := S™!(t), o teorema de Bishop pode ser reescrito como

"I (t, )

A0 é ndo-crescente em ¢. (6.8)

Se k > 0, (6.8) vale para t € [0,7/+/k]. Seja S(t) a esfera em T, M centrada em 0, de raio ¢.
Entdo (6.8) implica
fS(t)me "It u)

¢ ndo-crescente em . (6.9)
Jsy Ax(t)
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A possivel existéncia de cut-locus de x (caso E, # T, M) ndo apresenta dificuldade aqui. Sejam,
f(t) = Jswnp, t" Tt u)due g(t) = [5) Ax(t)du, entdo

vol(B(x,r)) = /0 " F(6)dt

r

Vilr) = vol[Bo(r)] = [ glt)at
0
onde B, (t) = bola geodésica de raio ¢ no espago M,,.

Lema 6.2.4. Sejam f, g duas fungdes continuas tais que f(s) > 0, g(s) > 0e f(s)/g(s) é

= /Ot f(s)ds

G(t) = /t g(s)ds.

0

ndo-crescente para s > (. Sejam

Entdo F(t)/G(t) é ndo-crescente parat > 0.

Demonstragdo. Sejam 0 < ry < r; < ro. Temos que

F(r) = Fro) _ J7 f(s)ds _ Sy Jio(s)ds
G(r1) = G(ro) [y g(s)ds [ g(s)ds
Como f(s)/g(s) > f(r1)/g(r1) para todo s € [rg, r1], segue-se que
F(r) = F(ro) _ f(r)
G(r1) = G(ro) — g(r1)
Analogamente, como f(s)/g(s) < f(r1)/g(r1) paracada s € [rq,rs], tem-se

(1)
(r2) — G(r) _ [(r)
() — G(r) = glr)’

Q=

Desse modo,
F(ri) = Fro) _ F(rs) = G(r)

G(Tl) — G(’I"o) - G(T‘Q) — G(T‘l) '
Como F(0) = G(0) = 0, escolhendo ¢ = 0, segue-se que
Fri) _ F(ra) = G(r)
G(r1) — G(r2) = G(r1)

Logo,

De (6.9) e pelo lema anterior, segue-se diretamente que

vol[B(x,r)]
Vi(r)

€ ndo-crescente em r > (. Portanto, concluimos a prova da proposi¢ao. [
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6.3 Consequéncias do Teorema principal

6.3.1 Consequéncia Geométrica

Uma consequéncia de cariter geométrico do Teorema 6.1.1 € o seguinte corolédrio

Corolario 6.3.1. Uma Variedade Riemanniana completa aberta M, de dimensdo n, com curva-

tura de Ricci ndo-negativa, na qual a desigualdade

1/p 1/2
(/ p_bp|u|pdvg> < Ka) (/ p‘2“|W\2dVg> , Vue G (M),
M M

€ satisfeita, é isométrica ao espago euclidiano R".

Demonstragdo. Do Teorema (6.1.1), temos que vol[B(z, )] > Vy(r) para todo r > 0. Combi-
nado isto com o Teorema de comparacdo de volume de Bishop-Gromov, temos que vol[B(z, )] =
Vo(r) para todo r > 0. Assim, por esse mesmo teorema, B(z, ) é isométrica a bola euclidiana

de raio 7. Denotemos a bola euclidiana de raio r por B(r). A saber, a isometria é
F: B(z,r) — B(r)

dada por F' := (exp)gn 0 i o (exp,, )", onde (exp)g~ € a aplicagdo exponencial de R™. Como
a igualdade vol[B(x,r)] = Vy(r) vale para todo r > 0, segue que Cut(xy) = &. Isto é, toda
geodésica partindo de o € minimizante e, portanto, exp, € um difeomorfismo em 77, M. Pelo
teorema de Hadamard (v. [10], capitulo 7), (exp)gr~ é um difeomorfismo global em TR". Logo,
a aplicac@o F’ estd globalemnte definida em M, isto é F' : M — R", e portanto € uma isometria
global. [

Desse modo, R™ € a unica (a menos de uma isometria) Variedade Riemanniana aberta,

completa, onde desigualdades do tipo Caffarelli-Kohn-Nirenberg sdo satisfeitas.

6.3.2 Consequéncias Topoldgicas

Trataremos aqui de conceitos de topologia algébrica, como Grupo Fundamental e Espaco
de Recobrimento. Nao enunciaremos tais conceitos para nao deixar o capitulo extenso, apenas
sugerimos excelentes livros para esse tema. Sobre a definicao de Grupo Fundamental e Espacos
de Recobrimento consulte [32], parte II, capitulo 9. Por exemplo, uma importante informagao
sobre o conhecimento do grupo fundamental de uma variedade M completa, 7 (M), € que num
sentido bem preciso, o grupo 7 (M) age isometricamente em M (o recobrimento universal de
M), e a finitude do grupo m; (M) implica na finitude das folhas do espago M. Para os detalhes

precisos consulte [10], capitulo 8, secdo 4.

Um teorema devido a Cheeger e Colding em [33] (secdo 7, teorema 7.3) estabelece que

dado n > 2, existe uma constante 6(n) > 0 tal que em toda variedade M Riemanniana aberta
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completa, dimensdo n, com curvatura de Ricci ndo-negativa onde vale:
vol[B(p,r)] > (1 —6(n))Vo(r)

para algum p € M e todo r > 0, é difeomorfa a R".
Assim, combinando o Teorema 6.1.1 e o Teorema Cheeger-Colding, deduzimos o seguinte

resultado de rigidez topologica para variedades com curvatura de Ricci ndo-negativa.

Corolario 6.3.2. Dadon > 3, existe uma constante positiva ¢ = €(n, a, b) tal que toda variedade
riemanniana completa aberta, de dimensdo n, M com curvatura de Ricci ndo-negativa em que

a desigualdade

1/2

1/p
(/ p—bp|u|pdvg) < (Kap +€) (/ p‘Q“IVUIQdVg) , Yu € G (M),
M M

é satisfeita, é difeomorfa a R".

Demonstracdo. De fato, se vale a desigualdade acima, entdo pelo Teorema (6.1.1), vale
vol[B(z,7)] > (Kap/(Kap +€)Vo(r) > (1 —0)Vo(r)

para todo r > 0 e algum 6 > 0. E conclui-se o desejado pelo Teorema Cheeger-Colding. [

Logo, R™ € a tnica (a menos de um difeomorfismo) Variedade Diferencidvel onde
desigualdades do tipo CKN sao satisfeitas.

Um outro resultado, devido a Li, em [34], e Anderson, em [35], estabelece que, se M &

uma variedade completa com curvatura de Ricci ndo-negativa na qual a desigualdade
vol[B(x,r)] > aVy(r)

vale para alguma constante &« > 0 e todo x € M, e r > 0, entdo o grupo fundamental 7 (M)
é finito e a ordem de 71 (M) é limitada por 1/« isto é |m1(M)| < 1/a. Assim, combinando o

Teorema Li-Anderson com o Teorema 6.1.1, obtemos o seguinte coroldrio.

Corolario 6.3.3. Seja C > K,;, uma constante e M uma variedade riemanniana aberta
completa, de dimensdo n > 3, com curvatura de Ricci ndo-negativa. Assuma que para todo
u € C3°(M), tem-se

1/p 1/2
([ omapav,) " < ([ owurav;)
M M

Entdo M tem grupo fundamental finito e a ordem de (M) é limitada por (K, C)"/(1=(0=a),

Caso seja o interesse do leitor, existem varios resultados estabelecidos sobre a topologia
de variedades completas com curvatura de Ricci ndo-negativa. Veja, por exemplo, [34-37] e suas

referéncias.
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6.4 Prova do Teorema principal

A demonstracao dada por Manfredo, Xia em [30] € uma adaptacdo da demonstragao do
teorema principal de [38], que é um caso particular do teorema (6.1.1), a saber o caso a = b = 0.
A demonstragdo se seguird com argumentos simples, porém argumentos longos. Sera necessario

uma sequéncia de consideragoes.

Demonstragdo do Teorema (6.1.1). Inicialmente, notemos que, pelo Teorema da Comparagao

de Bishop-Gromov, para cada xy, € M, a funcdo

r +— vol (B(zg, 1)) /Vo(r) ¢ ndo-crescente,
e o limite B
L vol[Br, )]
T—00 %(r)

existe, e ndo depende do ponto z, de fato veja o lema (6.4.3), logo apds a presente demonstragao.

Consequentemente, se
vol[B(z, )] > (C7 Kap) ™ Va(r)

vale para algum ponto xy € M, entdo a desigualdade acima € satisfeita para todo x € M. Vamos

mostrar entdo que (6.1.1) vale para um ponto xy € M. Fixe xq € M.

Sejam
w:2a—bp+2,eq:w.
w
Como p = #;(b_a), temos que
2n(n — 2a — 2)
¢ = 2an —4a + 4a(b—a) —2bn +2n — 4+ 4(b — a)
B 2n(n — 2 — 2a)
- 2(n—2—2a)+2(b—a)(—n+2— 2a)
B (n—2—2a)2n
 2m—2—2a)(1—(b—a))
B n
 1—(b—a)

Por outro lado, 2p/(p —2) = n/(1 — (b — a)), veja apéndice A. Logo, ¢ = 2p/(p — 2).

Agora, para A > 0, defina

p—2 / —b, wy1—
F(\) = P(A dV,
W =" )y,
onde p(x) = dist(z, xy). Como consequéncia do Teorema de Fubini (veja apéndice B), temos

que

F\)=—= IREE ds.
» p+2h {m pbp+(A+pw)q—1>8} ’
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Fazendo a mudanga de varidvel s = h‘bp()\ + h“’)‘(q‘l), obtemos

ds = —{bp(\+h®) +w(qg— 1D)h}R~P" Y\ + h*)~4dh
= —{bpX+ [bp + w(qg — D] AP\ + h*)"dh.

Como s — 0% implica h — +00,e s — +oo implica h — 07, temos que

—9 /0
F()) = i+2 —vol{z : p(x) < h} x {bpA+ [bp + w(q — 1] A"}A~ (A + h*)~*dh.
Logo,
— 92 [
F(\) = i+2 ; vol{z : p(z) < h} x {bpA + [bp +w(qg — D] h“Ih=P"H(\ + h*)"dh.

(6.10)

Pelo Teorema da Comparacao de Bishop, vale

dh.

wa(p — 2) /°° [bpA + (bp + w(q — 1)h®)] k=t~

F < p+2 (A + hw)4

Pelo lema (6.4.4), que se encontra no final deste capitulo, temos que F'(\) < oo para todo A > 0,

e assim pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

-2
FO) = 22 (o gy e ay,

p+2J/m
_ (p_2)(q_1) —bp w\—q
= S

= — | p A+ p¥)UdV,.
/M/) (A+p") g
Agora, considere a fungio Hy : (0,00) — R definida por
p—2 —b w\1—
Ho) = 2= [ Ja 7 “dg.
o(N) =775 Jo [EIT A fl) e
Pelo mesmo argumento anterior,
o) == [ o7+ Ja ) 1da.
]Rn

Recorde que quando C' = K, , e M = R", as func¢des extremais para a desigualdade CKN sdo
dadas por uy(z) = (A + |2[*)~9P, A > 0. (Veja capitulo 5, seciio 4.) A saber,

2/p
(/ |x|_bp|u|pdx> - Kjb/ 2|22 | V| 2d. 6.11)
R~ " Jrn
Como u(z) é uma fungdo radial, temos que
Vu(z) = —%(A + || @)~ @D |2y,
p

Portanto )
|Vu\2 _ <qw) ()\ + ‘x’w>7(2q/p +2)‘x|2w72.
p
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Desse modo, (6.11) pode ser reescrito da forma:

HNP? = ([l em)

K 2
_ ((a,b)(ﬂu> /|$|—2(a+1—w)()\+ |x’w)—2(1+Q/P)dI‘ (6.12)
p

Como, w = 2a — bp + 2, segue 2(a + 1 — w) = bp — w, e como ¢ = 2p/(p — 2), segue
2+ 2q/p = 2p/(p — 2) = q. Desse modo, a expressdo (6.12) pode ser reescrista como

(Ka,b)qw ?

) = (SN[ e a6

Por outro lado, observemos que, para todo A > 0,
S ) = [l PO fal*) e — [ PO )
= [ 12l O+ [2) 7 A+ Jaf — 1) da
= [l OO o) e+ (A= 1) [ el PO+ o) 1da
= [ I+ [af)Tde = XH(A) + H).
Portanto, para todo A > 0 vale

+2
J IO )5 = P HoN) + M),

Combinando a igualdade acima com (6.13), tem-se que a fungdo Hy(\) satisfaz a seguinte EDO

2
(Ka;)qw> (5 i‘ ;HO()\) + )\H(/)(/\)> . A>0. (6.14)

o = (

Por um clculo direto observamos que se u é uma fungio extremal de CKN, entdio A\~%/(?=2)y, (z)
também o €. Desse modo, apliquemos a equagao diferencial, que estd descrita em (6.14), na
fungdo: H(\) := A\~2/("=2) [1(1), para que assim obtenhamos um valor exato para Hy(1). De

fato, temos que

2 )
H'(\) = —m/\_ﬁ[‘fo(l)

e assim observemos que para todo A > 0,

p+?2 2 P2V a9/ P2/
AN +222g0N) = [ ——2— 4 252 \2/ D g (1) = A2 (1)
()+p_2 () < s R o(1) - o(1)
Logo, substituindo a expressao acima em (6.14), obtemos

2 2/[’ P
(p - 2)\—p/(p—2)]_]0(1)> — K2p4— 2/\—2p/(p—2)H0(1)
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onde K = (qwkK,})/p. Desenvolvendo a equagdo acima, tem-se para todo A > 0,

2 2/1’ p
<p_2) NHE (HfL))T = KN (1)

i

Logo,

2/(p—2)
2 _ —p/(p—2)
Hy(1) = QFQ) (p— 2"/ (K2p) "
= 22y 2)—732 (p— 2)732 (sz

_ 22/(17—2) (p . 2) (K2p> —p/(p—2) '

) —p/(p—2)

Como qw = (n — 2 — 2a)p, segue que K = quK,,/p = Kqp(n — 2 — 2a). Desse forma,
—p/(p—2
Ho(1) = 2/02(p - 2) [p(n — 2 — 2a)2K2,] """

Feito estas consideragdes, agora vamos aplicar a desigualdade do tipo CKN (6.1) na
fungdo f(x) = (A + p®(z))~%?, X\ > 0. Podemos de fato aplicar a desigualdade CKN em f,
por um argumento de regulariza¢do (veja (6.4.1), no final desse capitulo). No caso M = R",
f(z) = uy(x) é uma fungdo extremal para CKN.

Recorde que pelo isomorfismo musical, df (z)* = V f(x) Vo € M. Também, pela defini¢do de
p(x), vale

0
ﬁ = —
dp(x) ap(gz:) Vo € M,

onde 8%(3:) ¢ a direcdo radial em x, logo como df (x) = g—i(x)dp(x), segue que

_ (g+p)

v wpH(z)dp() .

#@»:—g@+p%m>

Assim,
(g+p)

me>=—§<x+p%x»p wp ™ ()= () .

Como |8%] = 1, segue-se que

2
qu w— w\ —
91 = (1) e gy,
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Dai, a desigualdade do tipo CKN (6.1) aplicado a f pode ser escrita como:

b 2/p quC'\* 2a+2w—2 2(q+p)/
([ rospmay) " < (B9} [ et oy,
M p M

2
qwC’ —2(a+w— w\—
— (p) /Mp 2(a+ 1)()\—1-,0 ) 2(q+p)/pdvg

q’LUC ’ —(bp—w) w\—2q
i /MP (A+p*)1dV,.

Sejal = (qwC/p)~2 = (p/(quwC))?. Entdo, a fun¢do F'(\) dada em (6.10), satisfaz a seguinte

relagdo:

2
(=F'(\)XP — A\F'()) < p+2F(A) . (6.15)
p j—
A ideia agora é comparar as solugdes de (6.15) com as solugdes H(\) da seguinte equagdo
diferencial:
/ 2/p / P+ 2
I(=H'(\)“? — AH'(\) = 72H(>\). (6.16)
p J—

Afirmacfo 6.4.1. A funcdo H,(\) := AN"2/(P=2) X\ > 0, é solugdo de (6.16) se, e somente se,

1\ P/ =2
A=2Y0"2(p _9) ( ) .
p

A prova dessa afirmacdo encontra-se no final deste capitulo. Como quw = (n — 2 — 2a)p,

temos que
l p/(p—2)
A = 2/, ()
p
p/(p—2)
— 92/(p— 2)
D qwC’
p/(p=2)
— 92/(p— 2
p(n — 2 —2a)2C?
2
_ 22/(p 2 <<n_2_2a ) p/(p—2)
—p/(p—2
= 2%/(r=2)( ((n—2—2a pK, C’QKib) e
_1\2p/(p—2 _ —p/(p—2)
= (KmbC ) ) 92/(-2) (p—2) ((n -2 - Qa)QpKib) :
—p/(p—2
Recorde agora que Hy(1) = 2%#=2)(p — 2) (p(n —2— 2a)2K3,b) P2, Logo,
2p/(p—2
A = (CT'K.y) " ()
_ 2p/(p—2) p — 2 b -
= (C'K, — P(1 “yiad
(O ) ™7 0 J e ) e

o p2
= (7 Ka) T T f el fal)
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Desse modo, a fungdo H;(\) pode ser escrita como

PR _2
Hi(\) = ((O‘lKa,b) 1‘“"“”;” - le"’p(1+|x|w)1—qc1x> A2/ (0=2)

— (O Kw) T Hy(N). 6.17)

Agora, para finalizarmos a demonstragdo do Teorema (6.1.1), precisaremos de dois

lemas.

Lema 6.4.1. Se para algum )y > 0, tem-se F'(\g) < Hi(\o), entdo F(\) < Hy(\) para todo
AE (O, )\0}

Demonstragcdo. Suponha, por contradi¢do, que o lema seja falso, isto é: para cada \y > 0, tal
que F'(Ng) < Hi(Xg), existe A € (0, A\o] tal que F'(\) = Hy(N).
Seja, desse modo, Ay > 0 tal que F'(\g) < Hi(\g). Seja, entdo, A :=sup{A < Ay : F(\g) =
Hi(Xo)}. A existéncia de \; é garantida por hipétese. Considere, agora, a fungéo ¢, : [0, 00) —
R definida por

oa(s) =1s*P 4 Xs, A >0,

Observe que ¢, é uma fungio crescente, ja que ¢y = (2/p)ls~®~2/P 1 X\ > 0. Como F()\)
satisfaz (6.15), segue-se

(=P < (212) PO
o que implica
~F'()) < ¢3! (%F(A)) ,

ou seja

Por outro lado, tem-se de (6.14) que

—H{(\) = ¢3! (p_QHl()\)> .

2 2
PO -1 > ot (P - et (D55 F )
Como (F' — Hl)’[xl,/\o] < 0, pela defini¢do de Ay, concluimos que (F' — Hy)' > 0 em [\, o], jd

que @, € crescente.
Desse modo, (F' — H;) é crescente em [A1, Ao|, 0 que implica (F' — Hy)(\) < (F — H)(\o).
Por continuidade de (F' — H;), temos que (F' — H;)(\1) = 0. Assim, temos

0= (F—Hy)(M\) <(F—H;)(X\) <0, oquenoslevaauma contradi¢o.
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Lema 6.4.2. FO)
o >
e oy =
Demonstragdo. Fixe € > 0. Como
lim vol[B(xg, h)] 3
h—0 Vo(h)

existe 0 > 0 tal que vol[B(xzg, h)] > (1 — €)Vy(h) se h < § (veja apéndice B). Recorde que

F(\) = ;:; OOO vol[B(x, h)]<

bpA + (bp + (g — D)w)h™)

O ey

Assim,
p—2 /‘5 (bpA + (bp + (¢ — Dw)h")
F(\) > —(1 — h dh.
( )—p+2< 6) 0 VE)( ) hbp+1()\—|—hw)q
Fazendo a mudanca de varidvel s = A~'/%h, obtemos ds = A~'/%dh, isto é dh = A\/*ds. Mais

precisamente, com esta mudancga de varidvel, temos que

() h=0 = s=0,eh=06 = s= A1/},
(i) Vo(h) = X"/ Vy(s),
{ii) (A +h")7 = (A + As®)? = \I(1 + sv),
(iv) (bpA + (bp + (¢ — Dw)h*) = A(bp + (bp + (¢ — Dw)s™).

_ (bpA+(bpt(g—L)w)h™)

Escrevendo (x) RO\ h)a

, obtemos que

A(bp + (bp + (¢ — Dw)s™)

Abpt1)/wgbpt1 (] 4 sw)a

/N e (bp - (bp (g = Dw)s”)

ey 008 T (1 + sy
(=ma o (bp A+ (bp + (g — Dw)s®)

_ (n—bp)/w+1—

=\ q/o Vo(s) (1 1 s ds

(A~Vw)s (bp + (bp + (¢ — Dw)s™)
-2/(p—2) v
A /o ofs) strHL(1 + gw)a ds.

A/ ds

/ "Vo(h) - (R)dh = / O oy )

0

ds

A ultima igualdade acima vale porque como (n — bp)/w = q/2 (pela defini¢do de ¢), segue-se
que (n—bp)/w—q+1=—q/2+1=-2/(p—2).

Por outro lado, observemos que sendo

_p—2 > (bpA + (bp + (¢ = Dw)h*)

HO()\> m 0 0( ) hbp+1(A+hw)q

dh,
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entdo pela mudanga de varidvel s = A~'/* ] temos, de modo andlogo ao que foi feito para F'(\):

(p—=2)A /P2 oo (bp + (bp + (¢ — Dw)s™)
Hoh) = [ .
0()‘> p+2 0 V0<3) 8bp+1(1+sw)q ds
Logo,
(\—1/w —1Dw)s?
A )fo‘* P Vp(s) et e u)e) g
Ho(X) = S5 Vols) R s ds
Desse modo,
R (0
> _
M oy = 0
Assim, fazendo € — 0,
. (Y
>
o =

]

Agora, continuaremos com a demonstracao do Teorema (6.1.1). Dividiremos o restante
da prova em dois casos.
Caso 1. C > K, ;. Sabemos de (6.17) que

Hi(\) = (C_lKa,b>m Ho(A),

logo, do lema 6.4.2 segue que

F()\) C \1-0-9 F(\)
lim inf o0y (Ka) lim inf Ho(\)
T—0=a)
> ()
o Ka,b
> 1.

Combinando isso com o lema 6.4.1, concluimos que F'(\) > H;(\) para todo A > 0. Isto é,
para todo A > 0, temos que F'(A\) — H;(A) > 0. O que acarreta, pela defini¢do de F'(\) e Hy(A),

na seguinte expressao

r

Recordemos que o Teorema de Comparagdo de Bishop-Gromov nos diz que a fungdo s

bpA + (bp + (¢ — Dw)h

dh > 0. (6.18
R LN+ he)a =0 (618)

vol[B(g, h)] — (C71 K, ) 70 Vo(h)} x

vol[B(xo, s)]/Vo(s) é ndo-crescente. Sejam

— (o1 = (=) — iy YOlB(20, )]
d:= (C Ka,b) , do = hh_)ngo Vo)

A prova do Teorema (6.1.1) estard completa se mostrarmos que dy > d. De fato, para cada h > 0,
do < vol[B(xg, h)]/Vo(h). Logo, dy > d implica

vol[B(xg, h)] > d - Vy(h).
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Provaremos este fato por contradicdo. Suponha que dy = d — €, para algum € > (. Entao,

existe Ny > 0 tal que
vol[B(zg, h)]
Vo(h)

Introduzindo a desigualdade acima em (6.18), temos que, para todo A > 0

gd—g Vh > N,

% (vol[B(zg, h)] bpA + (bp + (¢ — 1)w)h™
s [ (R ) o < R
= L+ 1, (6.19)

onde

(% (vol[B(xg, h)] bpA + (bp + (¢ — 1)w)h"
e () o e

bpA + (bp + (¢ — 1)w)h™

dh.
P\ + hw)a

L=—d / Vo(h) x
0
Para simplificar as expressoes, denotemos

(x) = (bpA + (bp + (¢ — Dw)h™)
' RPN + hw)

Assim, tem-se

. /f“W%(h)-wdm NTWVM'(*W

< /N° Vo(h) - ()dh + (d — ¢/2) /N°° Vo(h) - (%)dh

0

= /ONO Vo(h) - (x)dh + (d — €/2) </OOO _ /ON0> Vo(h) - ()dh  (abuso de notagio)

= (1—d+e/2) /ONOVO(h) . (*>dh+d/0°°v0(h) (%)dh — 2/0°°v0(h) . (%)dh.

Logo, N
L+ L= (1—d—|—e/2)/0 "Vo(h) - (*)dh—e/Q/OOOVO(h) (%)dh .

Desse modo, de (6.19) segue

N 2
0 < (1—d+e2) [ "Vo(h) - () dh — £ P2 o0
0 2 p—2
_ No w, h"™(bpA + (bp + (¢ — D)w)h") e (P+2\ o/
< (1— 1/q / _ (P2 —2/(p-2)
s (mdweh ) RPN+ hw)a a2 Ho(1)
N bpANG ™ (bp + (¢ — Dw) Ny~ v e(D+2\ 9/
= (1—d+e/2)\7 Ve 0 0 — [ | YD (1),
( +e/2) ( n—bp + n—>bp+w 2\p—2 o(1)

O que implica que V A > 0,

€ (pr2 A_Q/(P‘Q)HO—(D < \2/(P—2)—q A (pr(?_bp) 4 (bp+ (¢ — l)w)Ng_bp+w
2\p—-2 (1—d+e/2) - ——

(6.20)
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Como g = 2p/(p — 2), segue que

pzz—W}}f;y<0e]fa—q+1:1%4<0
Assim, fazendo A — oo em (6.20), tem-se
€<p+2> Ho(1)
2\p—2)1—d+¢e/2 ’
mas essa igualdade s6 € possivel se € = 0, uma contradi¢do! Portanto, provamos que se C' > K,
em (6.1.1), entdo dy > d.

Caso 2. C = K, ;. Neste caso, temos que Vo > 0 fixado,

1/2

1/p
(/’p—@hqﬂng) s(k@b+5)(/ n”ﬂV%Fd%J , Yu€ G (M).
M M

Logo, do Caso 1, temos que Vx € M,

Ka,b

1—(2—(1)
_[W) %(T‘), Vr > 0.

vol[B(z, )] > (

Fazendo § — 0, obtemos vol[B(x,r)] > V,(r) para todo > 0. Assim, provamos o Teorema
(6.1.1) para o caso C' = K, .

Encerrando, portanto, a demonstracao do Teorema (6.1.1) O]

Uma vez concluido a prova do Teorema 6.1.1, dedicamos o final desta secdo para
demonstrarmos alguns resultados utilizados na demonstracdo do mesmo. Comecemos com 0
seguinte lema
Lema 6.4.3. O limite

lim vol[B(xq,r)]
r—00 ‘/0 T’)

existe, e ndo depende do ponto xo, € M.

Demonstragdo. De fato, pelo Teorema Bishop-Gromov, para todo x € M, o limite

lim vol[B(z, )]
r—00 %(T’)
existe, pois Vr > 0, vol[(B(z,))] < Vy(r) e fungdo r +— %((f)’r)] é ndo-crescente. Agora,

sejam x1, o € M, e d = dist(xq, x2). Considere as fungdes

vol[B(z1,r)] . vollB(xs,7)]
oy 90 Vo(r)

Queremos mostrar que os limites Ly := lim, . f(r) e Ly := lim,_,, g(r) s@o iguais.

£r) =

Pela desigualdade triangular, B(z1,7) C B(za, 7 + d). Entdo,

vol|B(xzq,r r"
{ ( 1n )] _ f(?”) )
(r+d) (r+d)
Logo, passando r — oo, tem-se Ly > Ly - 1 = L;. De modo andlogo, concluimos L; > Ls.

Portanto, L; = Lo. O

g(r+d) >
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Lema 6.4.4. Para todo \ > 0, temos que 0 < F(\) < oo.
Demonstragdo. Por defini¢do, F'(A) > 0. Como visto,

dh.

F(A) < wnlp = 2) /Oo [bpA + (bp + (¢ — Dw)h*] b1

p+2 (A4 hw)a
(1) Por um lado, temos:

~2(n—2-2a)(1—(b—a))
v n—2+(b—a) >0,

jaque (b—a)<leq=2p/(p—2)>0.Logo
(A + hv)~1

h—wa
Em particular, existem C}, R > 0 tais que (A + h")"? < C1h "% se h > R.

— 1 quando h — oc.

(ii) Por outro lado, observemos que (A + h*)~? < A~7jd que h > 0, daf para todo a > 0,

/a hn—bp—l()\ + hw)_qdh S A4 /a hn_bp—ldh
JO

0

/a hn—bp—l—l—w(/\ + hw)—qdh S A9 /a hn—bp—l-i—wdh'
0 0

As integrais, do membro direito de cada desigualdade acima, convergem para todo a > 0

fixado pelo critério:
/ tdt<oco & a+1>0 & a> -1
0
pois pelo apéndice A,n —bp—1>—-len—bp—14+w>—-14+w > —1.

Agora, tome a = R, dai
n(p— 2
F\) < wa(p —2)

I+ 1
<=2, 4 1y
onde

I, = bpA / AL+ 1) ~9dh
0
c
I = (bp + w(g — 1)) / b=l (0 R =adh,
0

Por (i),

R

/ WP 1R < oo

0

€

R
/ Bt gy < o |
0

E também, por (ii),

/oo hnfbp—l()\_i_ hw)fqdh S Cl /00 hnfbpflqudh
R R
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/oo hn—bp—l-l—w()\ + hw)_qdh < Cl /oo hn—bp—1+w(1—q)dh
R R

Comon —bp —w(l—¢q) —1 < —1 (apéndice A),en —bp — 1 —wq < —1, ambas as integrais

do membro direito das desigualdades acima convergem, pelo critério: fixado a > 0
/ t*dt < oo & a< -1
Portanto, [; < 0o e Iy < 0o, ou seja VA > 0, F'(A\) < oo. O

Proposicao 6.4.1. As desigualdades do tipo CKN assumidas em (6.1) podem ser aplicadas (isto

é estendidas) as fungoes
f(x) = A+ p“(x)) %", onde X\ > 0 e p(z) = dist(x, x0).

Demonstragdo. Fixe vo € M. Como M € completa e aberta, para cada ;7 € IN, € possivel
escolher u; € C3°(M), tal que :

(@) 0<wu; <lem M, (b) u; = 1 em Bj(zo),
2
(C) U; = Oem M \ BQj(l’o), (d) |VU]| S ; qtp M.
(Para uma construcdo dessa sequéncia, veja [39], Apéndice A.) Desse modo, a fungdo (u; - f) €

CS (M), e vale

2

(/M p"’p|ug~f\pd%>l/p <C (/M p‘Q“IV(ujf)deg)l/ . (6.21)

Como u; < u;4q € limu; = 1 pontualmente, segue pelo Teorema da Convergéncia Mondtona (v.

apéndice A.4) que

1/p 1/p
tim ([ o ssrav) = ([ pispav,)
J—00 M M

Por outro lado,
—2a —2a 4 —2a
I Tl A W OO\ S Ry W A
+9 /M P2 fu,V f - VdV,.

Observe que a terceira integral do mebro direto acima tende a zero em moédulo, quando j — oo.

Logo, passando o limite quando j — oo em (6.21) concluimos:

1/p 1/2
([ omsrav,) " <o ([ owspay,)
M M
O]

A construgdo das fungdes u;’s da demonstracdo anterior € bastente técnica, porém
extremamente util para muitas aplicacdes (v. [39], capitulo 3, e [16], capitulo 8). Finalizamos

esta secao demonstrando a afirmagdo enunciada durante a demonstragdo do Teorema (6.1.1)
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Prova da afirmagdo 6.4.1. Considere H,()\) := AN"%(=2) onde A € R\ {0}. Temos que por
um célculo direto H{(\) = —2/(p — 2)ANP/P=2) e —XH|(\) = 2/(p — 2) AA"%/(P=2) Assim,
H{()) é solugdo de (6.16) se, e s se, para todo A > 0,

_p+2

U(=H{(\)*7 = MH{(X) = L)
=
2 Mg +2
I —Z— A\—P/(P—2) 4 ANV = P2\ -2/0-2)
p—2 p—2 p—2
-~
2\ 2 +2
I —=— AZPA=2/=2) | 2 AN\2/(0-2) = PT 2 \-2/0-2)
p—2 p—2 p—2
=

Dessa forma,

2/p —2/p
I 2 A2 — P p--2)p 1 2 p
p—2 p—2 p—2

o A plod P —p/(p—2) 9 2/(p—2)
p—2 p—2
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APENDICE A — CONTAS
ENVOLVENDO OS PARAMETROS

Afirmacao A.0.1. Para a, b e p definidos em (5.2), vale

(1) N—0bp >0, se(b—a) <1, comdesigualdade estrita se (b — a) < 1;

(2) p/(p—2) =n/(2=2(b—a));
(3) N—bp+w(g—1) <0, se(b—a)<1;

4) q=2p/(p—2);

(5) 2(N —bp) = qw, onde w =2a —bp+2eq= (N —2—2a)p/w.
Os itens (2), (3), (4) e (5) sdo usados exclusivamente no capitulo 6 dessa dissertagdo.

Demonstragdo. (1): Temos que

2nb

T T2120—a)
n? —2n + 2n(b — a) — 2bn

n—2+2(0b—a)
n? —2n — 2an
n—2+2(b-—a)
n(n —2 — 2a)
n—2+2(b-a)
n(n — 2 — 2a)

> — (se(b—a)<1)

= n—2-—2a>0. (por definicdo do parametro a)

n—bp =

(2): E imediato de verificar que p/(p — 2) = n/(2 — 2(b — a)).

(3): Temos que 1 — ¢ = —(p + 2)/(p — 2). E fcil de verificar que

n—2+2(0b-—a)
e
B 41— (b—a))
b n—2+2(0b-—a)
Assim,
1_q__n—1+(b—a)
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Também temos que

w = 2a—bp+2

2nb
T n—2+20b—a)
2an —4a+4a(b—a) —2nb+2n — 4 4+ 4(b—a)

= 2a +2

n—2+2(b—a)
o on(=2+2(0b—a))+2a(-2+2(b—a)) +2(—2+2(b—a))
- n—2+2(b-—a)

2(n—2—2a)(1 —(b—a))
n—2+2(0b-—a) '

s ( )( (b—a))
2(n —2—2a)(in—14+(b—a
wl—gq) =~ n—2+20b—a)

Por (1),n —bp=n(n —2—2a)/(n — 2+ 2(b — a)). Desse modo,

nn—2—-2a)—2(n—2-2a)(n—1+ (b—a))
n—2+2(b-—a)
(n—2—-2a)(n—2n+2—2(b—a))
n—2+2(b-—a)
(n—2—2a)(n—2+2(b—a))
n—2+2(b—a)
= —(n—2-2a)<0.

n—bp+w(l—gq) =

(4): De (2) e o que foi feito no capitulo 6, secdo 3, concluimos que ¢ = 2p/(p — 2).

(5): Pela definigdo de ¢, temos que

2n(n — 2 — 2a)
n—2+20b-—a)

qw = (n—2—2a)p =

Comparando a expressdo acima com (1), conclui-se o desejado. ]

Lema A.0.1. Para toda u € C3°(RY),

definem uma norma em C§°(RY), onde

ul|gre < 0o e |ullyy < oo, asaber || - |lgrz el - oy

HUH%éQ = /]RN |z| 72| Vul|?dz e HuHZp = /}RN ]x\’bp|u\pdx
coma<(N—-2)/2ea<b<a+1.
Demonstragdo. A demonstra¢do é bem simples. Se supp(u) ndo contém a origem, a integral é

facilmente estimada. Caso supp(u) contenha a origem, observe que pelas hipéteses, —2a > 2— N

e —bp > — N, dai o resultado segue-se por coordenadas polares. [
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APENDICE B — RESULTADOS
AUXILIARES DE GEOMETRIA

Lema B.0.1. Seja M uma variedade Riemanniana, de dimensdo n. Para todo p € M, tem-se

r—0 Vb(fr’)

onde Vy(r) = w,r".

Demonstracdo. Fixe p € M. Tome coordenadas normais (U, p) em torno de p. Assim, p(p) =
0 € R"™, gi5(p) = 6{ (delta de Kronecker) e V,0;(p) = 0, veja [11].

Logo, os coeficientes admitem a seguinte expansao de Taylor (préximo de 0)
9ij(x) = 03 + O(|z[*).

Dai, g(z) = det(g;;(z)) = 14+ O(]z|*"), isto é existe C' > O tal que |[g — 1| < C|z|*" se |z| < ¢
para algum ¢ > 0. Podemos supor que U = B(p,r) com 0 < r < ¢, entdo p(U) = B,(0)
em R". Logo, Vz € B,(0), |g — 1| < Cr*". Como |g — 1| = |\/g — 1| - |\/g + 1], segue que
1v/g — 1] < Cr*™ em ¢(U).

Desse modo,

vol(B(p, 1))

—1

d 1
LU L T
r(0)

Wpr™ WpT™

1

WpT™

/Br(o><ﬂ ~ 1

= <

—1/d
< /BT(O)I\@ da
C 2
= " n/ 1dzx
+(0)

W™

= Cr*™ — 0 ,quando r — 0.

Agora, fixado p € M, sejau € T,M, e defina

" I (tu), 0 <t < p(u)
0, t > p(u).

Assim, J,(t,u) estd definido paratodot > 0 e u € T,M com |[u|| = 1, mas claramente J, é

Jp(t, ) {

descontinua em ¢ = p(u). No entanto, ainda assim tem-se

t
1[B, (¢ :/ v, = ;dvz/ /th, dtdo(u),
Vo [ ( )] B (t) g E.NB(0,t) P g sn—1 Jg ( U) O'(U)
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onde £, é definido na secdo 2 do capitulo 6, do € o elemento de drea em S™~'. A possivel
existéncia de cut-locus em z, isto € E, # T, M, ndo apresenta problema na integragao, ja que
J. =0set > uu).

Assim, pelo teorema de Fubini, trocando a ordem de integracdo, tem-se

vollB.(0)] = [ t ( [ u)d0> dr.

V'(r) = / ) J(r,u), r> 0.
S
Agora, fixado p € M, seja p(x) = dist(x, p) a fungdo distancia.

Logo, T.F.C implica

Lema B.0.2. Seja f uma fungdo diferencidvel, e radial em p, isto é f(x) = f(p(zx)). Entdo

/ G

onde no membro direito da igualdade, r é uma varidvel real positiva, V (r) = vol(B,(r)).

| fav, = s

Demonstragdo. Como visto, temos que

/M f(p)dV, = / /Sn 1 J(r,u)dodr (Fubini)

= /0 f(r ( /S . J(r, u)da) dr (Fubini, novamente)
= [T roviear
_ oo—/ﬁoof’(r)Vrdr

]

Um caso particular a ser usado na demonstracdo do capitulo 6 (secdo 3) € quando

Flp) = p~ (A + p) 771,
Logo,

| fe)av, = fir
(I) : Quando r — 0, f(r)V(r) = w,r™" bp()\ + rw)2tt — 0, pois n — bp > 0 e pelo Lema

anterior vale: V' (r) — w,r" (quando r — 0). Recorde que pelo Teorema da Comparagdo de
Bishop, V (1) < w,r™, logo f(r)V(r) < w,r" (X + r¥)~9"! Parar — oo,

/ PV (r)dr =T + 1.

n—bp
7(/\ e — 0, poisn —bp —w(qg—1) <O0.

Portanto, (1) = 0.

(II). Chame y = f(r), logo dy = f’(r)dr. Note que f(r) é uma func¢io decrescente, de fato
f'(r) < 0. Assim,

(= [V hay= [V,
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onde V(y) = vol{z | p(z) < f~{y}} = vol{z | f(p(x)) > y}.
Portanto,

/ PP+ pP) T, = / vol{z | vol{z | p~ (A + p®)~7*1 > t}dt.
M 0
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APENDICE C — RESULTADOS
GERAIS DE TEORIA DA MEDIDA

Enunciaremos tr€s importantes resultados sobre a passagem do limite sob o sinal da
integral, cujas demonstragdes podem ser vistas em [7], apéndice A.4. Seja (M, du) um epago de

medida o-finito.

Lema C.0.1 (Lema de Fatou). Se { f; }rew € uma sequéncia de fungédes ndao-negativas, entdo

k—o0

/ liminf fydy < lim inf / Fedys
M k—oo  JM

Teorema C.0.1 (Convergéncia Monétona). Se { fi } ke € uma sequéncia de fungoes mensurdveis

ndo-negativas, e ndo-decrescentes, entdao

/ lim frdp = lim / fredp .
M k—oo k—oo J M
Teorema C.0.2 (Convergéncia Dominada). Seja { fx }rew uma sequéncia de fung¢oes mensurdveis

satisfazendo as seguintes condicoes:
e existe uma funcdo ndo-negativa integravel F' tal que
[fe(2)| < F(x),Vk q.tp
e 0 limite limy_,., fr(z) existe (q.1.p).

Entdo vale
/ lim fpdy = lim / fredp .
M k—oo k—oo J M
Para espacos de Lebesgue LP(M), 1 < p < oo, temos os seguintes fatos.

Teorema C.0.3 (Desigualdade de Holder). Se p e q sdo tais que ;1) + é = 1, entdo para quaisquer

funcdes mensurdveis f, g,

[ 1fgld =171 llgle
M

Proposicio C.0.1. Se { fi}rew € uma sequéncia de fungoes em LP(M) e fr — [ em LP(M),

entdo existe uma subsequéncia { fi, }ien tal que fr, — f q.t.p.

Demonstragdo. Veja [40], capitulo 7. 0
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APENDICE D — LEMA DE LIONS

Provaremos aqui o Lema 5.5.3 do capitulo 5, conhecido como Lema de Lions. Para isso,
iremos adaptar a demonstragdo do Lema de Lions em R” feita em [41]. Para os dois préximos

lemas, consulte [41] para ver uma prova.

Lema D.0.1. Dado r > 0, VN € N, existe uma cobertura enumerdvel de R" por bolas bolas
abertas de raio r tal que cada ponto de RN estd, no mdximo, em 4" bolas da cobertura. Em
particular, como C é difeomorfo a RY, entdo C = RN C RN*! e assim existe uma cobertura
(B.(y) NC) de C em RYT! com y € C tal que cada ponto de C estd no mdximo em 4~ bolas

desta cobertura.

Na realidade, existe uma cobertura de R" enumeravel por bolas de raio r tal que cada
ponto de RY estd, no maximo, em N + 1 bolas da cobertura. Mas o lema anterior é suficiente
para o que desejamos. Uma cobertura em R como a do lema anterior induz uma parti¢io de

RY, e em particular induz uma particdo em C. Vejamos o seguinte lema.

Lema D.0.2. Seja (B, (z)).ex uma cobertura de RY por bolas de raio r tal que cada ponto
de RN esteja, no mdximo, em K € N bolas. Entdo existe uma parti¢cdo, de conjuntos abertos,

enumerdvel (P,).cz de RY, tal que

a) P,N B.(x) =P, ou P,N B,(x) =0 para todos x € X e z € Z.

b) Para cada z € Z, P, estd contido, no mdaximo, em K bolas da cobertura.
Em particular, por abuso de notacdo, (Py) é uma parti¢do de C, satisfazendo (a) e (b).

Demonstragdo do lema de Lions 5.5.3. Sejamy € C, q < s < 2* e u € H'(C). Pela desigual-
dade de Holder,

[ul| L= (5. (y)ne) < HUHE(/\BT(y)mC)||U||22*(BT(y)mc)>
onde A € (0, 1) satisfaz
I A 1-=A 2%(s —
- =t — asaber)\zi(s q)‘
s 2F q s(2* —q)

Pelo mergulho de Sobolev H!(B,(y) NC) — L* (B,(y) N C), temos que

, (N —2-2a)? ,
| y)nc) < CHUHLq(B (y)NC) l/Br(y)mc |Vul® + TM dp] .

2(2*—q)
2*

Escolhendo s = + ¢, temos que s € (g,2%), e assim \ = % Logo,

N —2—2a)?
ulfdp < Cyfful) L Ne / Vu2+(—u2 du . D.1
L e 1700 < il ey (190 Tl )dn. @
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Pelo lema (D.0.1), existe uma cobertura enumeravel (B, (y,,) N C),, de C, com y,, € C, tal que
cada ponto de C estd no maximo em 4" ! bolas da cobertura. Usando o lema (D.0.2), tome
particdo (P, N C) de C tal que

a) P, N B.(ym) = P ou P, N B.(y,,) = () para todos m, k € IN;

b) paracada k € IN, P estd contido, no miximo, em AN+1 polas da cobertura.

Logo, de (D.1) se segue
[ < [
Cy (ilellc) ||U||(qu(g)s(y nc ) Z /T (4m)NC (|Vu|2 + (N_%‘I_WMQ) dp

s N —2 —2a)?
e (sggnuuml )ZW / (\Vu!2+<4)|u|2) ap
) PN

A)s (N —2— 2@)2
= s (sup o ) [ (19 + 220
ye

IA

Portanto,
< 45456 (sup bl ) el

Agora, usaremos as hipéteses do Lema de Lions 5.5.3. Seja {w,} C H'(C) uma sequéncia

limitada e satisfazendo

Sug ||wn||L‘1(BT(y)nC) — 00 quando n — oo.
ye

Logo,
/ |w,[*dp — 0, isto é, w, — 0 em L*(C).
c

Queremos mostrar que para todo p € (2,2*), w, — 0 em L?(C). Consideremos dois casos:
peE(2,s)epe(s2%).
Suponhamos p € (2,s). O caso p € (s,2%) é tratado de modo andlogo. Pela desigualdade de

Holder e mergulho de Sobolev novamente, tem-se

L9

(Collwallz )~ lwallze < Cllwnllz,

lwnllze < llwallzz*lwallz

IN

onde \ = ;g:gg. Logo, w,, — 0 em LP(C) para 2 < p < s, o que finaliza a prova. U
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