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RESUMO

Neste trabalho, estudamos questdes relacionadas a existéncia de solugdes de energia
minima para uma classe de sistemas elipticos ndo-lineares, em todo o R?, envolvendo ndo
linearidades com crescimento critico exponencial no sentido de Trundiger-Moser. Para obtenc¢do
dos nossos resultados, utilizamos métodos variacionais, tais como o Teorema dos Multiplicadores

de Lagrange e o Teorema do Passo da Montanha.

Palavras-chave: Solugdes de energia minima. Sistemas elipticos. Crescimento critico exponen-

cial. Métodos minimax.



ABSTRACT

In this work, we have studied questions related to the existence of minimum energy
solutions for a class of nonlinear elliptic systems in all the R?, involving nonlinearities with
exponential critical growth, in the sense of Trundiger-Moser. To obtain our results, we used

variational methods, such as the Lagrange Multipliers Theorem and the Mountain Pass Theorem.

Keywords: Least energy solution. Elliptic systems. Exponential critical growth. Minimax meth-

ods.



LISTA DE SIMBOLOS

B(y, ) denota a bola aberta de centro y e raio r;

— denota convergéncia fraca;

— denota convergéncia forte;

— indica imersao;

1 denota a derivada de Gateaux e derivada de Fréchet da fungao f;
H! (RY) € o subespago das fungdes radiais de H'(RY);

H oo RY)? = Hlyy RY) x HL,o(RY),

rad T rad

C denota uma constante cujo valor pode mudar de linha para linha;
(.,.) denota o produto interno no espago E;

q.t.p. quase todo ponto;

F, representa a derivagdo parcial (69_5 ;

LP(Q) = {u: Q — R mensuravel : [, [ul’ < oo}, emquel <p<ooeQ CRVE

um aberto conexo, com norma dada por

1/p
full = ([ 1)
Q

Cse(RY) denota o espago de funcdes reais infinitamente diferencidveis cujo suporte é
compacto;
_ [ Ou Ou ou 4 : .

Vu = <8—$1, Bag1 m) € o gradiente de u;

N

Pu .

Au = -~ € olaplaciano de u;

— Ou;
O(N) é o grupo das transformacdes lineares ortogonais de R em R”;
suppf denota o suporte da funcdo f;
[ denota o final da demonstracao;
|A| denota a medida de Lebesgue de um subconjunto A em RY, N > 1;

|| denota a norma Euclidiana em R”.
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1 INTRODUCAO

No presente trabalho, estamos interessados em estudar a existéncia de solucdes de energia
minima para trés classes de sistemas elipticos em todo o R?. Na busca de solucdes para tais
sistemas, aplicamos métodos variacionais, ou seja, analisamos o funcional energia associado ao
sistema no que concerne a existéncia de pontos criticos que serdo as solugdes do sistema. Esta
tese estd dividida em trés capitulos e um apéndice, que descreveremos a seguir.

O primeiro capitulo € dedicado a estudar a seguinte classe de sistemas acoplados, envol-

vendo equagOes de Schrodinger ndo-lineares:

{—Au+u=f1(”u)+)w, em RZ A1

—Av+v =f(v) + I, em R?

em que f1, fo : R — R sdo fung¢des continuas e A é uma constante no intervalo (0, 1). Neste
capitulo, provamos a existéncia de solugdes de energia minima para (1.1) quando as ndo-
linearidades fi(s), f2(s) tém crescimento critico exponencial motivado por uma desigualdade
Trudinger-Moser introduzida por Cao e J. M. do o} (veja (1)).

Tal classe de sistemas surge em vérios ramos da Fisica-Matematica e Optica ndo-linear (
veja (2)). Solugdes do sistema (1.1) estdo relacionados com solugdes do tipo ondas estaciondrias

do seguinte sistema de duas componentes de equacdes de Schrodinger nao-linear:

%V A )+ Ma)o, T € R, 130
(1.2)
58 NG = 6+ 0) + N@), TR 120

em que 7 denota a unidade imaginéria. Para o sistema (1.2), uma solugfo da forma (¢)(x,t), ¢(x, t)) =
(e7"u(z),e "v(z)) é chamada de onda estaciondria. Supondo que fi(eu) = e“f(u) e
f2(e?v) = € fy(v), para u,v € R, é bem conhecido que (¢, ¢) é uma solugio de (1.2) se, e
somente se, (u, v) resolve o sistema (1.1). O sistema (1.2) esta relacionado com a existéncia de
solucdes de ondas solitdrias para equacdes de Schrodinger ndo-lineares e equacdes Klein-Gordon
(veja (3),(4).)

Equacdes de Schrodinger ndo-lineares t€ém sido amplamente investigadas em muitos
aspectos. A existéncia de solugdes para o caso escalar —Au + V(z)u = f(z,u) em RY
tem sido extensivamente estudada sob diferentes hipdteses sobre a ndo-linearidade f(x,u) e
sobre o potencial V' (x), veja por exemplo (3), (5) e (6). Para o caso de sistemas linearmente
acoplados, existem vdrias classes que podem ser consideradas. Sistemas acoplados de equacdes

de Schrodinger ndo-lineares do tipo

{—Au—i—uu =14 a(x))|ulf~u+ v, e RY (1.3)

~Av+vo =(1+b(2) || v+ \u, v€RY
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foram estudados por Ambrosetti (7) em dimensdo N = 1 e Ambrosetti (8§) com N > 2. Em (8),
foi obtida a existéncia de solugdo positiva e energia minima quando 4 =v =1e A > 0, para o
crescimento subcritico, mais especificamente, 1 < p = ¢ < 2* — 1, em que 2* = 2N/(N —2) é
o expoente critico de Sobolev. Chen and Zou (9) estenderam e completaram alguns resultados
em (8), estudando estimativas de energia para a energia minima e dando uma descri¢do do
comportamento do limite de energia minima quando o pardmetro A vai para zero. Além disso,
eles estudaram o sistema (1.1) quando 0 < A < 1, N > 3 e para nao-linearidades subcriticas,

satisfazendo as seguintes hipéteses para: = 1,2

fi(s)

(Fy) fi é impar e lim ——= = 0;
s—0

(Fy) lim fils)

s—+00 32*_1

(F3) Existe so > 0 tal que max{Fy(so), Fa(s0)} > 5s3.

Os autores em (10) provaram a existéncia de solucdo de solucdo de energia minima para sistemas
acoplados criticos do tipo

—Au+ pu =[ulPtu+ M, e RY 4

—Av+vv = '+, zeRY 19
emque 0 < A < /uv,1 <p <2*—1eN > 3.Lie Tang (11) provaram a existéncia de
solucdo de energia minima para o sistema (1.4) quando p = a(x), v = b(z) e A = A\(z) s@o
fungdes continuas, 1-periddicas em cada x1, x9, 3, ...,z € em A(x) < \/W . Note que,
em todos esses trabalhos, foram apenas consideradas nao-linearidades envolvendo crescimento
polinomial de tipo subcritico ou critico em termos da imersdao de Sobolev.

Nos problemas elipticos ndo-lineares envolvendo crescimento critico do tipo Tru-
dinger-Moser, remetemo-nos a (12)-(13) e referéncias neles. Embora tenha havido alguns tra-
balhos sobre a existéncia de energia minima para sistemas envolvendo nao-linearidades com
esse tipo de crescimento, pouco se fez para a classe de sistemas acoplados (1.1). Em (14), foi
estudado um sistema semelhante ao sistema (1.1), no qual usaram uma desigualdade do tipo
Trudinger-Moser para estabelecer a existéncia de energia minima positiva, baseada na técnica de
minimizagao sobre variedades de Nehari.

A principal contribuicao deste capitulo corresponde ao estudo de uma classe de sistemas
linearmente acoplados em que precisamos que as ndo-linearidades f;(s) e f2(s) ndo sejam de
classe C''. Logo, ndo precisamos usar variedades de Nehari, como feito em (14). Aqui, usamos
variedades de Pohozaev. Além disso, ndo usamos a condi¢do de Ambrosetti-Rabinowitz, que é
frequentemente usada em varios trabalhos e também usada em (14). No primeiro capitulo da
tese, apresentamos e provamos os resultados preliminares para o problema (1.1), em seguida

mostramos que

A:inf{l/ |Vu|2+1/ |Vv|2;/ G(u,v) =0 e (u,v) GE}
2 R2 2 R2 R2
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¢ atingido, isto é, que existe (u,v) € E tal que

A:/ (IVul® + Vo) e / Glu,v) = 0,
R2 R2

em que G(u,v) = Fi(u) + Fy(v) — “32 - % + Auw. E, com base nestes resultados, provamos

que (1.1) possui uma solug@o de energia minima via Multiplicadores de Lagrange.

Para o Sistema (1.1) assumimos as seguintes hipdteses sobre f;(i = 1,2) :

() tim 28—,
s—0t S

(Hy) lim fi(sz) =0 se a>4re lim fi(s,} = +00 se «a < 4m;
s—+oo e s—+oo eXs

(Hs) fi(s)s —2F;(s) > 0 paratodo s > 0;
(H,) Existem p; > 0e g € (2,+00) tais que fi(s) > p;s9! para todo s > 0.
Os principais resultados deste capitulo sdo os seguintes:

Proposicao 1.0.1 Suponha que f; satisfaz (H,), (Hs), (H3) e (Hy) com

q—2

1 /qg—2\ 2 .
i > B (T) qu/Q (i=1,2),

em que (, é a melhor constante da imersao H'(R?) — L(R?), para q € (2,+00). Entdo o
infimo A é atingido.

Teorema 1.0.2 Sob as condi¢oes da Proposicdo 1.01 o problema (1.1) possui uma solugdo de

energia minima.

No segundo capitulo, usando método variacional baseado em Espacos de Orlicz, podemos
encontrar condi¢des suficientes para a existéncia de solu¢des de energia minima para um sistema

de equacdes de Schrondiger quasilineares da forma

(1.5)

—Au+ Vi(v)u — A(u?)u =h(x,u,v), em R?
—Av + Va(z)v — A(v*)v =g(z,u,v), em R?

em que as funcdes 1, g : R? x R x R — R sdo func¢des continuas e V;, V5 : R? — R sdo fungdes
chamadas de potenciais.

Tais equacgdes surgem em vdrios ramos da Fisica-Matemadtica e t€m sido objeto de
extensivo estudo nos recentes anos. Parte do interesse se deve ao fato de que solugdes de (1.5)
estdo relacionadas a existéncia de solucdes de ondas solitdrias para equagdes de Schrodinger

quasilineares da forma

100 = — At + W()e — hz, [9)0 — k[Ap(|0])]p ()Y, (1.6)
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emquet) : Rx R? — C,F € R,W : R — R é um potencial dado, i : RZx R, — R, p :
R, — Reh:R? — R sdo fungdes apropriadas.

Motivado por esses aspectos fisicos, o sistema (1.5) tem atraido a atenc@o de pesquisado-
res e alguns resultados de existéncia e de multiplicidade de solu¢des foram obtidos. Existe uma

vasta literatura que aborda a existéncia de solucdes para
—Au+ V(@)u — kAW = n(u) = € RY,

em que V(x) é um potencial, n é uma ndo-linearidade. Entre eles, podemos citar , (15), (16),
(17), (18), (19) e (20).
do O, Miyagaki e Soares em (17) estudaram para N = 2 equacdes de Schrondiger

quasilineares da forma:

iy = =AU + W (2)e — h([Y )y — KAL) (1),

usando métodos variacionais, em que W (x) é uma fungéo potencial, k£ é uma constante positiva
e h € o termo nao-linear. Neste trabalho, eles mostraram a existéncia de solug@o estaciondria para
esta equagdo. Souza, Severo e Viera em (16), estudaram para N = 2, a existéncia e multiplicidade

de solugdes para equacdes quasilineares ndo-homogéneas e singulares da forma

—Au+V(z)u — kA(u)u =

em que a € [0,2) e V(x) é um potencial continuo positivo e g(z, s) tem crescimento critico
exponencial. Severo e Silva (21) estudaram o sistema (1.7) para N > 3 usando métodos

variacionais baseados nos Espacos de Orlicz, para mostrar a existéncia de solucdes fracas.

{_Au +Vi(@)u — A(w?)u =h(z,u,v), em RY (1.7)

—Av + Vo(z)v — A(*)v =g(z,u,v), em RY,

Guo e Tang em (22) estudaram o sistema (1.7) para N > 3 quando os potenciais V;(z) =
Aa(x) + 1e Va(z) = Ab(z) 4+ 1, em que A é um pardmetro positivo e quando as ndo-linearidades
sdo da forma:

B 2a
_OH—B

20
a+p

h(z,u,v) [ul*2vl’u e g(w,u,v) = [ul o]0,

com a, > 2ea— f < 2. Usando variedade de Nehari e o principio de concentracdo de
compacidade, eles provaram a existéncia de uma solu¢do de energia minima. Uma das principais
dificuldades para lidar com (1.5), do ponto de vista variacional, ¢ que ndo hd espago adequado no
qual o funcional energia esteja bem definido e seja de classe C', exceto pelo caso unidimensional
(veja (20)).

Até onde sabemos, os primeiros resultados de existéncia para problemas quase-lineares
do tipo (1.5), envolvendo métodos variacionais, foram devido a (20), para o caso unidimensional

ou V sendo radialmente simétrico, para dimensdes altas, usando um argumento de minimizac¢ao
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restrito (veja também (15) para o caso mais geral). Depois deles, algumas idéias e abordagens
foram desenvolvidas para superar as dificuldades (veja (15), (23)).

A principal contribui¢do deste trabalho corresponde ao estudo de uma classe de sistemas
de Schrondiger quasilineares. Ao abordar o sistema (1.5), utilizamos métodos variacionais, isto
¢, analisamos o funcional energia associado ao problema (1.5) no que diz respeito a obtencdo de
pontos criticos. Em seguida, introduzimos uma mudanga de varidvel adequada a fim de obter um
novo funcional que esteja bem definido nos espagos de Banach que consideraremos e, assim,
relacionamos os pontos criticos deste funcional com as solugdes de (1.5).

As hipéteses referentes ao sistema (1.5) s@o as seguintes:

(H,) Existe ap > 0 tal que

0,
Lo )| {

U,V—>~400 ea(u2 +v2)2

+00,
YV a > op uniformemente em z € R? e

0,
o gl {

u,V—>+00 ea(u2+v2)2 +o0.

Y a > ap uniformemente em z € R2.
(H,) Existe 0 > 4 tal que
OF (x,u,v) < UVF(z,u,v) ¥V U= (u,v) €ER* e z € R* em que (h,g) = VF;

h
(H3) lim hz,u,v) = lim 9z, u,v) = 0, uniformemente em x € R
(u0)—=(0,0)  |(u,v)] (u,0)—=(0,0) | (u,v)]
(H,) Existem £ > 0e ¢ > 2 tais que

F(z,t,t) > &7 para todo t > 0.
Os potenciais V7, V5 : R? — R sdo fungdes continuas e satisfazem as condigdes:
(1) 0< V= min{i&f‘/l,iﬂg%};
(1) Existe My > 0 tal que, para todo M > M,
[({z € R%; Vi(z) < M})| < 00, i=1,2,
em que || denota a medida de Lebesgue.
Os resultados principais deste capitulo sdo:

Teorema 1.0.3 Suponha que (v,) — (v2) e (Hy) — (Hy) sejam satisfeitas. Entdo, o Sistema (1.5)

tem uma solugdo fraca ndo-trivial.

Teorema 1.0.4 Sob as hipoteses do Teorema 1.0.3, se supomos, além disso, a condigcdo
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(Hs) Paracadax € R* et > 0, @ é ndo-decrescente em s positivo e , para cada x € R? e

3 7t 5 ~ o,
s> 0, % é ndo-decrescente em t positivo.

Entdo a solugdo obtida no Teorema 1.0.3 é uma solugdo de energia minima.

Finalmente, no terceiro capitulo, estudamos a existéncia de solu¢des de energia minima

para a seguinte classe de sistemas gradientes envolvendo as equacdes de Kirchhoff-Schrodinger

m (JJull®) [-Au + u] =AF,(u,v), =€ R? (1.8)
L(|[0]?) [~Av + v] =AF,(u,v), =€ R, '
emque A > 0,m, [ :[0,4+00) — [0, +00) sdo fun¢des continuas, ||.|| denota a norma usual do

Espago de Sobolev H!(R?) e existe F' € C'(R x R, R) tal que VF = (F,, F,). Nosso principal
objetivo, aqui, é estudar a existéncia e multiplicidade de solu¢des para o Sistema (1.8), quando
os termos ndo-lineares F),, F), t€m crescimento critico exponencial do tipo Trudinger-Moser.

Recentemente, muitos autores t€ém estudado o problema eliptico

—(a+b/|Vu|2) Au=f(z,u), v €Q
Q

u =0, x € 0,

(1.9)

em que Q C RY ¢ um dominio limitado. Essa classe de problema est4 relacionada com o

problema estaciondrio de um modelo introduzido por Kirchhoff (24) no estudo da seguinte
0*u P,  E [Y|oul|\ 0*u

(224 = —1]==0 1.10

"o <h+2L0 8:1:)8352 ’ (1.10)

em que p € a densidade da massa, F, € a tensdo inicial, h € a drea da secdo transversal, L. é o

equacdo hiperbolica:

comprimento da corda e F' é o médulo Young do material. A equagdo (1.10) é uma generaliza¢do
da equacdo classica de d’ Alembert, considerando os efeitos das mudancas no comprimento
das cordas durante as vibragdes. Também referimos as obras cldssicas de S. Bernstein (25), S.
Pohozaev (26) e J.-L. Lions (27). Em (27), J.-L. Lions introduziu uma abordagem de Andlise
Funcional para estudar uma classe de problemas semelhantes a (1.10). Motivado pelo interesse
fisico e impulsionado pela estrutura abstrata proposta por J.-L. Lions, muitas classes de problemas
Kirchhoff foram estudadas por muito autores nos ultimos anos, veja, por exemplo, os artigos
(28), (29), (30), (31), (11) e (32).
O estudo de equacdes tipo-Kirchhoff podem, naturalmente, estender a seguinte classe de
equacoes
{—m(HVuH%) Au=f(z,u), x € (L11)
u =0, z € 0,

em que () C RY é um dominio e m(t) = mgy > 0 para todo ¢t > 0. E bem conhecido que,
se N > 3, entdo o crescimento maximo sobre o termo ndo-linear f(z,u) que permite tratar

as equagdes elipticas variacionalmente em H'(€2) é dado por |u|* ~!, quando |u| — +oco, em
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que 2* = 2N/N — 2 é o expoente critico de Sobolev. Se N = 2, entdo H'({) estd imerso
continuamente em L?(2) para todo ¢ € [1, 00), mas néo estd imerso em L>°(£2). Nesse caso, o
crescimento maximo que permite tratar equagdes elipticas de forma variacional € motivado pela

Desigualdade de Trudinger-Moser. Veja(33), cujo enunciado é:
Teorema 1.0.5 Existe uma constante C' > 0 tal que

sup / e dz < C|Q), Va < 4r.
{ueWy ?(Q):]|Vull2<1} 7 2

Além disso, 47 é a melhor constante, isto é,0 sumpremo acima é +00 se o > 4.

Embora existam alguns trabalhos sobre existéncia de solu¢des de energia minima para
sistemas com termos ndo-lineares de crescimento polinomial, pouco foi feito quando os termos
nao-lineares possuiam crescimento exponencial. Por exemplo, em (30) os autores estudaram a
existéncia de solugdes de energia minima positiva para (1.8), quando €2 é um dominio suave e
limitado em R? e os termos ndo-lineares tém crescimento exponencial motivado pela Desigual-
dade de Trudinger-Moser (Teorema 1.0.5). Mais precisamente, 0s autores assumiram que existe
ap > 0 tal que

) | f(x,u)| 0, se a> ay,
lim ——~ =
u—rtoo () +00, se a < ay.
uniformemente em = € (2. Para tanto, os autores utilizaram técnicas de minimax combinadas
com Teorema 1.0.5. No entanto, o dominio limitado desempenha um papel muito importante no
resultado dele, uma vez que isso implica a imersdo compacta H'(2) < LP(2) parap € [1,00).
Assim, inspirado por (30), nosso primeiro proposito € considerar uma classe de equagdes de
Kirchhoff-Schrédinger definida em todo espaco euclidiano, envolvendo ndo-linearidades com
crescimento critico exponencial. No caso, {2 = R?, o conceito de criticalidade é motivado pela

Desigualdade de Trudinger-Moser que foi considerada pela D.M. Cao, veja (1).

Teorema 1.0.6 Se o > 0 e u € H'(R?), entdo
/ (e — 1) dz < oo.
R2

Além disso, se 0 < o < 4, ul|o < C, entdo existe uma constante C = C(a,C) >

Vull; <1,

0, dependendo somente de o e C~', tal que

/ (e —1)da < C. (1.12)
RQ

Motivado pelo Teorema 1.0.6, vamos supor que as nio-lineariedades F,, F, : R? — R tém
crescimento critico exponencial. Mais pecisamente, suponhamos que exista cg > 0 tal que

. |Fy(u, v)] _ 0, V a>ap, e 1 |Fy(u,v)] _ 0, V a>ap,
up=rtoo U +v?) +oo, V a<ay (wv)otoe ealu?+v?) +o0, V a < ayp.
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A principal contribuicdo deste trabalho corresponde ao estudo de uma classe de sistemas
gradientes envolvendo equacOes de Kirchhoff-Schrodinger e ndo linearidades com crescimento
exponencial. Devido ao crescimento critico exponencial dos termos ndo lineares F, F’, e do do-
minio ilimitado R?, nos deparamos com a "falta de compacidade". Para superar essa dificuldade,
o Teorema 1.0.6 desempenha um papel crucial. Além disso, mencionamos que as equagdes no
Sistema (1.8) sdio chamadas ndo-locais devido a presenca das fun¢des de Kirchhoff m (| u||?)
e [ (||v]|?) . Esse tipo de equagdes "cuida" do comportamento da solu¢do em todo o espago,
0 que implica que as equagdes ndo sdo mais igualdades pontuais. Essas caracteristicas dao
origem a dificuldades adicionais que tornam o problema mais interessante de um ponto de vista
matematico. Por estas razdes, podemos considerar hip6teses adequadas para tratar o Sistema
(1.8) de forma variada. Até onde sabemos, ndo h4 trabalho na literatura lidando com a existéncia
e multiplicidade de solucdes para sistemas de Kirchhoff e envolvendo fun¢des ndo-lineares do
tipo Trudinger-Moser.

Sejam M(t) := [;m(s)ds e L(t) := [, £(s)ds. As hipiteses sobre m e [ sio as
seguintes: Com respeito as fungdes F,, F, : R? — R, requeremos as seguintes hipéteses:

(Fy) Existe ap > 0 tal

.| Fu(u,v)] 0, Va > a, .| F(u,) 0, Vo> ay,
lim e e lim e
u,v—=+00 € +00, Vac< Qp, u,v—=+00 € “+00, Va< Qp;
Fu ) . F’U 7 Y
(F)  Gim ) o Rlwo)
(w0)=00) [(u,v)]  (ww) =00 |(u,v)]

(F,) Existe § > 4 tal que
0F (u,v) < UVF(u,v) ¥V U = (u,v) € R?

(F3) Existem & > 0 e ¢ > 2 tais que F'(t,t) > &9, vt € [0,1].
Os resultados principais deste capitulo sdo os seguintes:

Teorema 1.0.7 Suponha que (H,), (Hs), (Fy) — (F3) sejam satisfeitas e F,,, F,, tenham cresci-
mento critico exponencial. Entdo, para cada A > 0, o Sistema (1.8) admite, pelo menos, uma

solugdo ndo-trivial, desde que £ > 0, dada em (F3), seja suficientemente grande.

Também estamos preocupados com a existéncia de solucdes de energia minima, isto €,
solucdes nas quais a energia € minima entre todas as energias de solucdes ndo-triviais. Para isto,

substituimos a hipétese (H,) por uma hipétese mais forte.

(Hs) M, L sdo fungdes convexas e @, @ sd0 nao-crescentes para t > 0.

Além disso, assumimos a seguinte hipotese adicional sobre as funcdes nao-lineares:

(Fy) Paracada (u,v) # (0,0), a aplicagdo t — w ¢ ndo-decrescente para ¢t > 0.
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Teorema 1.0.8 Suponha que (H,), (P/I\Q), (F1) — (Fy) sdo satisfeitas e F,, F, tenham cresci-
mento critico exponencial. Entdo, para todo A > 0, o Sistema (1.8) admite, pelo menos, uma

solugdo de energia minima, desde que & > 0, dada em (F3), seja suficientemente grande.

Teorema 1.0.9 Suponha que (H,), (Hy), (Fy) — (F3) sdo satisfeitas e F,, F, sdo fungdes
impares com crescimento critico exponencial. Entdo, para todo m € N, existe A,, > 0 tal que o

Sistema (1.8) admite, pelo menos, m pares de solugcdes ndo-triviais, desde que X > \,,.
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2 SISTEMAS LINEARMENTE ACOPLADOS COM CRESCIMENTO CRITICO EX-
PONENCIAL

2.1 Introducao

Neste capitulo, nosso objetivo € estabelecer a existéncia de uma solucdo de energia

minima para o sistema eliptico linearmente acoplado

—Av+v =f(v) + Au, em R?,

emque() < A < leafungdo f; : R — R, (i = 1,2), é continua. Além disso, vamos assumir as

seguintes hipdteses sobre f;, (i = 1,2) :

(Hy) lim fils) =0;
s—0t S
(Hy) lim fi(s) =0se a>4re lim fi(s) =400 se a < 4m;

s—+oo s’ s—too s’
(Hs) fi(s)s — 2F;(s) > 0 paratodo s > 0, em que F(s) := [; f;(t)dt;
(H,) Existem p; > 0 e q € (2,+00) tais que fi(s) > ;59" para todo s > 0.
Aqui,
H' (R?) :={u € H'(R?);u(Sz) = u(x) para todo S € O(2)}.

Vamos considerar o espaco £ = H!

1 (R*) x H! (R?*) munido com o seguinte produto interno:

((u,v), (w,2)) = / (VuVw + uw + VoVz 4 vz),
R2
e a norma induzida ||(u,v)||* = ((u,v), (u,v)). Associado ao Sistema (2.1), consideremos o
funcional energia / : £ — R definido por

I(u,v) = % (||(u,v)||2 o) /R uv) _ /RQ[FI(U) + By(w)]. 22)

Usando as hipédteses sobre f; e a Desigualdade de Trudinger-Moser, prova-se que / estd bem
definido. Ademais, mostramos (veja Lema B;) que o funcional I € de classe C'(E,R) e sua

derivada € dada por

(7 (1,0), (000) = (w00, (0,0) = [ [0+ el =2 [ (wo+v0)

RQ

para (u,v) € E. Dizemos que (u,v) € E é uma solucdo fraca do problema (2.1) se

(0. (000 = [ (hwo-+ ) = A [ (ws-+v0) =0

para todo (¢,%) € C3°(R?) x C§°(R?). Assim, os pontos criticos de I s3o precisamente as

solugdes fracas do problema (2.1).
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Definicdo 2.1.1 Dizemos que um par (u,v) € E\{(0,0)} é uma solugdo de energia minima de
(2.1), se (u,v) é uma solugdo de (2.1) e sua energia é a menor entre todas as solugdes ndo-triviais

de (2.1), isto é, I(u,v) < I(w, z) para qualquer outra solugdo ndo-trivial (w, z) € E.

Estabeleceremos a existéncia de uma solugdo de energia minima para o Sistema (2.1)

via Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (veja apéndice, Teorema A.6), considerando

min {1/ (IVul® + |Vu]?) ;/ G(u,v) = O} : (2.3)
2 S .

2

em que G(u,v) = Fi(u) + Fy(v) —

1nf{ /\v 2yl /!Vv! / uv):Oe(u,v)eE\{0,0}} 2.4)

Também introduzimos o seguinte valor minimax :

+ Auw. Para isto, vamos empregar a seguinte notacao:

c= inf  max I(tu,tv), (2.5)
(0,0)£(uw)€E >0

€ apresentamos o COHjthO

o= {(u,v) e E\{(O,O)};/RQG(u,v) _ o} | 2.6)

chamado de Variedade de Pohozaev.

Os principais resultados deste capitulo sd@o os seguintes:

Proposicio 2.1.2 Se f; satisfaz (Hy), (Hz), (Hs) e (Hy) com

q—2

1 /qg—2\ 2 .
Wi > 5 (T) qu/Q (2:1,2),

em que (, é a melhor constante da imersdo H*(R?) — L1(R?), para ¢ € (2,+400) entdo o

infimo A é atingido.

Teorema 2.1.3 Sob as condicoes da Proposicdao 1.1.2, o problema (2.1) possui uma solugdo de

energia minima.

Observacio 2.1.4 Um exemplo tipico de termo ndo-linear satisfazendo as condi¢oes (Hy), (Hs), (Hs)
e (H,) é dada por fi(s) = ;"™ (g5 + 8ms1t ) se s > 0 e f(s) = 0ses <0, em que q > 2

e i > (qqz) )
2.2 Resultados Preliminares

Nosso primeiro resultado desta se¢@o serd uma condi¢do suficiente sobre uma sequén-
cia {(wy, z,)} em E para obter as convergéncias F(w,) — F(w) em L'(R?) e F(z,) —
F(z) em L'(R?).
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Lema 2.2.1 Assuma que f; (i = 1,2) satisfaz (Hy), (Hs) e seja (wy, z,) uma sequéncia em E
tal que
2 2
sup([[Vu|ly + IVzall) == p <1

sup(||wally + [l 2all3) = M < oo,
Entdo [, Fi(w,) = [poFi(w) e [pFo(zn) = [poFo(2), para algum (w, z) € E.

Demonstra¢io. Como (w,,) € (z,) sdo limitadas em H! ,(R?), a menos de subsequéncia, pode-

rad
mos supor que w, — w em H} ,(R?), z, — z em H} ,(R?), w,(z) — w(x) quase sempre em

rad

R?, 2, (z) — 2(z) quase sempre em R? e devido ao Lema Radial (veja Apéndice A, Lema A.5),
lim wy(x) = 0 uniformemente em n, lim z,(x) = 0 uniformemente em n.
|z| =400 |x| =400

Usando a desigualdade de Trudinger-Moser, devido a Cao (veja Apéndice A, Lema A.2), sabemos
que para cadam € (0,1) e M > 0 existe C(m, M) > 0 tal que

sup/ (64”“2 - 1)< C(m, M), (2.7)
ucf J R2

emque 8 = {u € HY(R?); [,,|Vul> <m e [pu? < M}. Agora, escolha ¢ > 0 suficiente-
mente pequeno tal que m = ﬁ €0, )ea= (14_—’;)2 > 4. Entio,

[t oy = [ (e o2) < [ ety

Desde que ;%% € 3, temos que

/ (eawi _ 1) < Sup/ (647ru2 . 1) = C(m’M) para todo n € N.
R2 R2

u€eB
Agora, sejam P;(s) = Fi(s) e Q(s) = e — 1, (i = 1,2). P; e Q satisfazem as hipéteses do
Lema de Compacidade de Strauss (veja Apéndice A, Lema A.1).
Com efeito, para « > 47 e por (2.7), (Hy), (H3) segue que
lim R(s) _ lim fils) _ lim L—fl(s)

sl—>0 Q(s) 50 e®295 550 @52 g

Bils) _ g S8 o LAG)

i = lim = =
s—too Q(8)  s—too €25°25  sotoo 25 e

=0,

|10t < o

Além disso, P;(w,(z)) — P;(w(z)) quase sempre em R? quando n — +oc. Portanto, apli-
cando o Lema de Compacidade de Strauss, segue que P;(w,,) converge para P;(w) em L'(R?).
Analogamente, P(z,) converge para P;(z) em L'(R?). Logo,
/ Fi(w,) = | Fi(w) e / Fy(z,) — | Fu(z2),
R? R2 R? R?
0 que demonstra o nosso resultado. [ ]

Agora, vejamos um lema técnico que relaciona os niveis A e ¢, dados em (16) e (17).
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Lema 2.2.2 Os niimeros A e c satisfazem a desigualdade A < c.

Demonstracio. Para cada (w, z) € E\{(0,0)} comw* = max{w,0} # 0ou z" = max{z,0} #
0, definimos a fungdo A : [0, +00) — R por

t2w? 1222

h(t) == /R? G(tw,tz) = /RQ [Fl(tw) + Fy(tz) — - 5 7 )\tsz} :

Por (H;), (H2) e (H3) segue que h(t) < 0 para t suficientemente pequeno.

De fato, temos que

h(t) = /R2 -Fl(tw) + Fy(tz) — — + MPwz

MO A0 B L
2 w2 | 12 2 2 Jre 2 Jge 2
R2 t2 R2

tPw?  t22? ]

t? 2 2 Jre
Fi(t i . i
pois lim 1(tw) = (. Com efeito, temos que lim fils) =0e lim / (52) =0sea > 4.
t—0t JR2 12 s—0 8 s—oo XS

Em vista disso, dado € > 0 existe C. > 0 tal que
fi(s) <es+ Ces?(e® —1) Vs > 0.

Logo, integrando tem-se

de onde obtemos

0 < Fi(tw) < %thQ L OB —1) V0 <t <1,

Fi(t _
0 </ 1( w) E/ w2+cat/ w3<eaw2 N 1)'
R2 t2 2 RQ RQ

Aplicando o lim sup, temos que

Fi(t
Oglimsup/ l(w)gf/ w2V€>O,
RQ 2 RQ

t—0t t2

o que implica

N

o que implica

Fi(t
lim 1(fw)
t—0t R2 t2

=0.

F2t(fz) = 0. De forma similar, prova-se que h(t) > 0 para t sufi-

cientemente grande. Desta forma, existe to > 0 tal que h(ty) = 0, isto &, (tow,tpz) € @.

Analogamente, tem-se [,

Assim,

1
A< 5/ (IV(tow)” + [V (toz)|?) = I(tow, toz) < max I(tw, tz).
]RQ

t=
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Por outro lado, uma vez que f;(s) = 0 para todo s < 0, se (w, z) € E\{(0,0)} comw* =0e

t2
max [ (tw,tz) = 3 (H(w,z)H2—2)\/ wz)
R2

t=0

2zt =0, temos que

t2
> SN )P = +oo.
Logo A < ¢, o que demonstra o nosso lema. [ ]
Lema 2.2.3 O niimero A dado por (2.4) ¢ positivo, isto é, A > 0.

Demonstracao. Claramente A > 0. Assuma, por contradi¢do, que A = 0 e seja (u,, v,) uma

sequéncia minimizante em £ para A, isto é,

1
-/ (Vi ? + [Von[?) = A =0,
2 o

com fRQ G(un,v,) = 0. Para cada \,, > 0, as fungdes w,(x) = u, (ﬁ) e zp(x) = v, (ﬁ)

satisfazem .

1
—/qv%F+w%ﬁ:—/<w%F+w%W
2 2 Jgo

e [po G(wn, z,) = 0. Desde que

[l 1l = [ Gl 410,
R2 R2

2 1
no 2 2\
Jrz ([l + [on]")

escolhemos

Assim,
/ (‘w"|2 + |Zn|2) =1
R2
Sob essas circunstancias, temos
1 2 2 2 2
3 LATe e 19 5 a0 [ (s laf) =1

R2

/ G(wp, zy) = 0.
R2

Como (wy,), (z,) sdo limitadas em H} ,(R?), a menos de subsequéncia, temos w, — w em
H! (R?) ez, — zem H! ,(R?). Pelo Lema 2.2.1

rad rad

/R2 Fi(wy) — . Fi(w) e /R2 Fy(z,) — 5 Fy(2).
/R2 Wy 2

Note que

0= [ Glwp,2z,) = /R2 [Fi(wa) + F2(2n)] — 5 +

< /R2 [Fr(wn) + Fa(zn)] — 5 +

| = N

A
A
2
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o que implica que [, (F1(w) + Fy(2)) > 122 > 0. Logo, w # 0 ou z # 0. Por outro lado, pelas

convergéncias fracas w,, — w e z, — z, temos

n—oo

1 1
lim inf—/ (Vwn? + [Va[?) > -/ (IVol? + V2.
2 RQ 2 ]R2
lim infl/ (V2 + [Vzal?) = A= 0
n—oo 2 R2 ’
de onde obtemos

/ (IVwl? + V=) =0,
R2

e, assim, w = z = 0, o que € um absurdo. Entdo, A > 0. ]

Lema 2.2.4 Se

(g—=2)

1 -2\ 2
i > (qT) qu/27 qc (2a +OO) (28)

2

em que (, é a melhor constante da imersdo H'(R?) — L(R?), para ¢ € (2,+c0), entdo

1
c <y

Demonstracio. Tome (11, v5) € E, 1) = 0, 1y > 0, verificando |¢1|z = ¢! |1/12|2 = ¢
com |[11|| = ||v2]| = 1. De (Hy) e (2.5), temos que

<
¢ < max I(ty, tahg)

L / b= [
max< — + — — i3 — — fig—
t>0 2 2 f q JRr2 ! H2 q JRr2 2

g—2) == 2 (¢—-2) - = 2
= %MHWHS : +%M2Q‘2|¢2\5 ’
—2) -2 4 —-2) 2 4

- (ng )Mlq,gcqq 2 <q2q >#2q,2<’qq 2

N

Esta ultima desigualdade combinada com (2.8) fornece

1(g—2) -2 24 1(g—2) -2 4 1
< = —2(J — 20 T < <.
€<y 2 H1772Gq +2 2 2972 g 5

2.3 Resultados Principais

Para provar os teoremas principais deste capitulo, precisamos de alguns resultados, os

quais apresentamos a seguir.

Lema 2.3.1 Sejam u,(z) = u (%) e vy(z) = v (%) parat > 0 e x € R%, em que (u,v) € E é

um ponto critico ndo-trivial de 1. Entdo, para qualquer t > 0, temos
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(1) Ja2(IVuel® + [V *) = [ (IVul?> + [Vol?);
i) Jgo G(ug, vy) = 0;
(7i1) I(ug,vy) = I(u,v);
(1) fgo (frlug)us + fo(ve)vy — (uf + v7) + 22 wvy) = 2 oo ([Vul® + [Vol?).

Demonstragdo. Como Vu(z) = 1Vu (%) e Vuy(z) = 1Vv (%), fazendo a mudanca de
varidvel y = ¥, obtemos

LVl +1vuf) = [ (Ful@) + Vo) P
L))
— [ (Tuw)P + 7)) ay
= [ (v 9ep).

o que prova (7). Agora, seja

g G(ug,vy) = /IRQ G(u(x), ve(x))de = /R2 G (u (%) U (%)) dx
= ¢ [ Gt o)y =¢ [ 6w

o que prova (iz). De (i) e (i), temos

Il
o

[<ut7 Ut) =
1

— 5/11@2 ([Vwl* + [Vu ) Jr%/R2 (uf 4+ 07) — /Rz(Fl(ut) + Fy(v)) — >‘/R2 Uiy
_ %/}R (IVuel? + |V ?) —/RQ G(ut,vt):%/w (IVul* + Vol
= %/R2 (IVul* + |Vo]?) —/ZG(uw):f(u,v),

(

R
pois [, G(u,v) = 0, 0 que prova (iii). Para provar (iv), como (u, v) é ponto critico de I, temos

I'(u,v)(u,v) = 0.

Dai, temos

/R H(ue)uy + fo(ve)ve — (uf +07) + 2Aupwy]| =

- [ [ ( )‘+fé( (7)) () 2 () e (3)]
/R [f1 (u(y))uly) + f2(v(y))o(y) — (W(y) +0*(y)) + 2 u(y)v(y)] dy

_ /R [+ fo(w)v — (@2 +v%) + 2Auv]

[[Vul* + |Vol?]
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como afirmamos. u

Usamos o lema anterior para provar o proximo resultado.

Proposicdo 2.3.2 Assuma (H,) e (Hs) e que G(s1,52) > 0 para algum s; > 0 e sy > 0.

Seja (u,v) um ponto critico do funcional I associado ao problema (2.1) com u(x) > 0 e

v(x) > 0 para todo © € R?. Entdo, existe um caminho v = (11,72) € C([0,1], H},,(R?)) x
C([0,1], H}, ,(R?)) tal que v, (t)(z) > 0 e y2(t)(z) > 0 para todo (t,x) € (0,1] x R?, ~v(0) =

(71<O>772<O)) — (07 O)? 1(7(1)) = 1(71(1)772(1)) < 07 (u7v) S (71([07 1])772([07 1])) €

max I(1(t),72(t)) = I(u,v).

Em particular, para qualquer solugdo de energia minima w = (wy, wy) de (2.1), temos

inf max I(n (1), 72(t)) < I(wy, wy),

em que

I = {y(t) = (m(t),%(t) € C([0,1], H(R?)) x C([0, 1], H' (R?));
7(0) = (71(0),72(0)) = (0,0); 1(71(1),72(1)) < 0}.

Demonstracdo. De (H;) e (H,), dados € > 0 e o > 4, existe uma constante C' > 0 tal que
fi(s) <els| + Cls]P(e™ = 1), Vs € R. (2.9)

Consideremos ¢ € [0, 1] e observemos que

[(0uy, 0v)) — %/2(|V(6ut)|2—|—!V(@vt))\z)—/RQ G (s, Oy
62
= 5 [AV@)F + V@R - [ (6w, 00

Usando (2.9) e o item (i) do Lema 2.3.1, segue que

d
El(@ut, Qvt)

— 9 R2(|Wt’2+‘v”t‘2)_/ﬂ§2 [F1(Our)ug + fo(Our)
oli
L

vy — 0(uj +v7) + 2M0upvy]
> 0 [ (Vul Vo) e [ (4 od) - 0 [ e
R? R
— O [ (e —1)+9/ (u?+vf)—)\9/ (u? + v7)
R 2
)

0492 _ 1)

2
R2 2

>0 [ (VuP o+ [VoP) €0 [ futent — 1)+ vl - 1)
R2 R

+ (1 - A—s)]/Q(uf + v?)

> 9/ (IVul2 + |Vof2) — cﬂe/ (e — 1)+ vt (e — 1)
R?
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Aqui usamos o fato de que a exponencial é uma fungdo crescente (¢ € [0,1], A € (0,1) e

escolhemos 0 < ¢ < 1 — \). Tomando ¢, € (0, 1) suficientemente pequeno tal que

[ 9P+ 1908) = 08 [ (e = 1)+ vten < 1) > 0.
R2

RQ

temos, para este ty,

d
@](Quto, Q'Uto) > O, \V/e € [O, 1],

de onde segue que [ (fuy,, Ovy,) é uma fungio ndo decrescente para f € [0, 1] e, assim,
I(Ouyy, Ovy,) < I(ugy, vyy) = I(u,v) VO € [0, 1].
Observe também que, por ii7) em Lema 0.1.9, temos [ (u, v) = I(u¢, v¢), paratodo t € [to, t1].
d
@ ‘9:1[(0%1 s 9?]751)
= 9/ (IVun|* + [V, |?) — / [F1(Ous, Juey + foOv v, — O(uz, + ) + M0(uf, + v7,)]
R? R?

_ /(|vu|2+yvv\2>—t§/ (Va2 + Vo) < 0
R2 R2

do ‘9:1 R2
= / [fl (eutl)utl + fQ(Q/Utl)Utl - e(ugl + vt21> + AH(“Z Uth)”e:l
R2

G(@utl y thl)

- ﬁ/ (IVul2 + [VoP) > 0.
RQ

Logo, paraum 6; € (1, 00) suficientemente préximo de 1 segue por (i¢) e (7i7) do Lema 2.3.1

que

I(Ouy,, Ovy,) < I(ugy,ve,) = I(u,v) VO € [1,04]

/ G(elutpelvh) > / G(utnvtl) = 0.
R2 R2

Considerando, agora, (01u, )¢ = O1us e (61vy, )y = 010y, parat > 1 e usando (i) do Lema

2.3.1, temos

[(elutlta 91Ut1t> =

= (O Bren)) = 5 [ (TG0 + 9600 = [ GO, o)
G

= 5 (IV (e )P+ [V (ve)[P) = 8267 | G((uy,00,) = —00
R2 R2
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quando ¢t — oo. Desse modo, existe t5 > 1 suficientemente grande tal que
I(Qlutth, letm,) < 0.

Mas, ainda,

d

—I(elutlt, letlt) = —2t/ G(Qlutl, letl) <0

do R2
parat > 1. Assim, I(0yuy,4, 61vy,;) € uma fungdo decrescente para t > 1 e usando (i) do Lema
2.3.1

I(Oyugye, O1vee) < I(O1ug,, Ohvr) < 1(u,v)

para todo ¢t > 1. Aqui, escolhemos t, € (0,1), t; € (1,00), ; > 1, t > 1 e considerar
a composi¢do adequada dos caminhos 7; : [0,1] x [0,1] — E, 43 : [to,t1] X [to,t1] = E,
31 [1,01] x [1,61] = Eeqy: [1,t5] X [1,t2] — E, para obter o caminho v = (7, 72) desejado
(para maiores detalhes, veja (34)) . [

O seguinte lema € fundamental para demonstrar a préxima proposicao.

Lema 2.3.3 Sob a hipdtese (H,), existe py > 0 tal que para (u,v) € {H*(R?) N L>*(R?)} x
{HY(R?) N L>®(R?)} com 0 < ||t]] o, [|V]] 0o < po tem-se

P(u,v) = _Q/RZ G(u,v) > 0.

Demonstracao. Note que

G(s,t)  Fi(s) Fy(t) s? t2 N Ast
2412 82412 S22 2(s2+12)  2(s2+12) S22
_ Rl RBM 1 st
S8 22 242
Fl(S) Fg(t) A—1
< <0,
52 12 + 2

se t e s forem pequenos. Logo, existe py > 0 tal que se 0 < s,t < pp, entdo —G(s,t) > 0.
Portanto, P(u,v) > 0, se 0 < ||t]|oo, [|V]lce < po- [

Proposicao 2.3.4 Seja

I ={7(t) = (m(t),%2(t)) € C([0,1], H(R?*)) x C([0,1], H' (R?));
7(0) = (71(0),72(0)) = (0,0); 1(71(1),72(1)) < 0}.

Entdo, v([0,1]) N g # 0 para todo v € T.

Demonstracdo. Seja P(u,v) = =2 [, G(u,v), em que G(u,v) = Fy(u) + Fo(v) — S(u? +
v?) 4+ Auv. Escolha p € C5°(R?) tal que

plr) >0V zeR? e / p(x) =1.
R2
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Paray = (71,72) € I' e € > 0, definamos

w0 = [ o(Z22) 0= [ o () a0 al0 iy

€
Entdo, pode-se provar o seguinte:
1. Paraec > 0et € [0,1], 7:(t) = (N1(t),72.(t)) € {HY(R?*) N L*(R?)} x {H}(R*) N
L=(R?)};
2. 7 :[0,1] x [0,1] = L=(R?) x L*>(R?) é continuo;

3. rn[(z)iX]H’yE(t) —7(t)||3 — 0 quando & — 0.
te[o0,1

Sabemos que

21 (u,v) = /11{2 |Vul? —|—/}R2 |Vo|? — 2/R? G(u,v).

Desde que I(71(1),72(1)) < 0, pelo item (zii), temos que (7y1.(1),72.(1)) < 0 parae > 0

suficientemente pequeno. Portanto,

P(v1.:(1),72,:(1)) < 2I(11,(1),72.(1)) < 0.

Além disso, temos que
(’71,5(0)7 72,6(())) = (07 O)

Pelos itens (i7) e (7i7) e pelo Lema 2.3.3, segue que

P(’Yl,s(t%’h,e(t))
= 2 [ Gyi:(t),72:(t))

= 2| [ (Fna0) 4 Faractt) = 5 [ (0000 + 02cl0)?) 2 [ 31cnett)

-2 [ (e + B + 52 [ (0000 + a0 > 0,

v

para ¢ > 0 et > 0 suficientemente pequenos. Assim, podemos tomar t. € |0, 1] tal que
P(v1.(t.),72,.(t:)) = 0. Em particular (7 (t.), 12,.(t-)) € p. Extraindo uma subsequéncia, se
necessdrio, seja £, — 0 tal que t., — to € [0, 1] quando n — oo. Pelos itens (i7) e (iii) desta

proposicao, temos

1.6 (to) = 71 (t0) 72 + 2.2, (t0) — 72 (to) I3 — 0,

ou seja, P(v1(ty),72(to)) = 0. S6 nos resta mostrar que (7y1(t),V2(t0)) # (0,0). Como
(M6, (te)s ¥2.£(te,)) € p entdo para todo n € N,

/ (Ve (Eo) + [Vae, (t)2) = 24,
RQ
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Tomando o limite nesta desigualdade, obtemos

/]1%2 (‘V’Yl(tO)P + |v72(t0)‘2) > 24,

de onde segue que (y1(tp), 12(to)) # (0,0) e isto finaliza o resultado. [

Agora, finalmente, vamos apresentar e demonstrar os principais resultados deste capitulo.

Proposicao 2.3.5 Se f; satisfaz (H,), (H2), e (Hy) com

q—2

1 /g—2\ 2 .
,LLZ>§(T) qu/2 (Z:1,2),

entdo o infimo A é atingido.

Demonstracfo. Precisamos provar que A € atingido, isto é, que existe (u,v) € E tal que

A:/ (IVul® + |Vu]?) e / G(u,v) = 0.
R2 R2

Seja (u,,v,) uma sequéncia minimizante em F para A, isto é,

1

—/ ([Vun)® + |Voa|?) = A e / G(un,v,) = 0. (2.10)
2 R2 R2

Argumentando como no Lema 2.2.3, podemos assumir que [y, (|u, ? + |un]?) = 1. Combinando
(2.10) com os Lemas 2.2.2 e 2.2.4, obtemos

n—oo

lim sup/ (VU > + Vo, ) <24 < 2c < 1.
R2
Em vista do Lema 2.2.1,

/RQFl(un)—> R2Fl() /FQ(vn)—> RQFQ(U), (2.11)

em que u e v sdo limites fracos de (u,) e (v,) em H! ,(R?). Por (2.10) e (2.11) temos que

0 = /G(un,vn —/ Fi(uy, —1—/ Fy(v /(un2+vn2)+)\/ Up Uy,
R R2 R2 R2
F;

)_
<[ 1<u>+42F2<>—5+;+on<1>

Logo,
1—)
/ (Fi(w) + F(e)) > 2 >0,
R2

o que implicaque u # Oouv # 0e
1
_/ (IVul® + |Vo?) < A
2 o

Nosso objetivo € provar que fR2 G(u,v) = 0. Para isto, lembremos que

lim inf/ (|uny2+\vn\2)>/ (jul? + [of2) ,
R2 R2

n—o0
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de onde segue que [, (Ju* + [v]*) < 1. Consequentemente,

/G(u,v)—/ Fl(u)—lf ]u\2—|—/ Fz(v)—lf WH/ w > 0.
R2 R2 2 R2 R2 2 R2 R2

Suponhamos que [, G(u,v) # 0, entdo, necessariamente, [, G(u,v) > 0. Consideremos
h(t) = [z G(tu,tv) como na prova do Lema 0.1.6. Pela Desigualdade de Trundiger-Moser,

temos que h(t) < 0 para t suficientemente pequeno. Por outro lado,

h(l) = /RQ G(u,v) > 0.

Assim, existe ¢y € (0, 1) tal que h(tyg) = 0, isto é,

G(tou, toU) =0. (212)
R2
Portanto,
1 2 2 to® 2 2 2
5 [ V) + [V (tov)) = o | (IVul" + Vo) <to"A < A,
R2 R2

o que é um absurso, desde que (2.12) implica que (tou, tov) € p e, dessa forma,

1

3 | (9l + [9ao)) > 4,

Logo, devemos ter [, G(u,v) = 0, de onde segue que A ¢ atingido. [ ]
Para provar o outro resultado principal, vamos usar a Proposi¢ao 2.3.2 e a Proposi¢ao
2.34.

Teorema 2.3.6 O Sistema (2.1) possui uma solucdo de energia minima.
Demonstracio. Seja
m = inf{I(u,v); (u,v) € E\{(0,0)} é solu¢do de (2.1)}.

Queremos mostrar que m = ¢ = A. Pela proposi¢do 2.3.5, existe (u,v) € E\{(0,0)} tal que

142(|Vu|2+|Vv|2):A e / G, v) = 0.

2 &2

Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe 6 € R tal que

VuVe + RZVvvwzé{/RQ(fl(u)gijfg(v)w)—/R2(ugo+v¢)+)\/RQ(U90+U¢)]
(2.13)

RQ

para todo (p, 1)) € E. Fazendo ¢ = u e 1) = v, obtemos
ol = o] [ A+ o+ [ w]
R2 R2
< 0 21 ?)]
< {/11@2 (fl(u)u+f2(v)v)+/ (u +v )}

R2
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e dai temos

(.0
02 T @ut fal0)o) + (i 1 %)

>0, pois fi(s)s >0 para todo s € R.

Agora defina o par reescalonado (ug, vg) : ug(x) := u (\%) e vg(x) == v <\/%> de modo que
u(z) = ug(V/0x) e v(x) = ve(v/0x) com u e v sendo dadas pela Proposicio 2.3.5. Logo, pelo

Teorema da Mudancga de Varidvel, obtemos

Vu(x)Vgp(m)dx—i—/ Vo(x)Vi(z)d

= \/R%{ 5 Vu@(\/éx)V@(iQ) —i—va(\/éx)le(x)} dz

- B[ st () v ()
= @2 [ 5 vu9w+w9vﬂ

=/, VugVp + VgV,

em que 7s) = p (35) ,50) = b (35) e 5.0 € HLL (B

/R (fu(ula))ple) + folo(@))i(a))de — / (ule)plz) + v(a)p(z))dz

2 R2

2 [ (la)ola) + uapta))ds
(w(V3)pl) + Foloa VB o) — [ (wo(VBa)p(w) + oo Vo)) d

RQ

I
>/ %\

/R (on(VO) el + ug(VB2)U(2) )
5 [ [t (2) + stwntne (25) | au— [ uatwre () + By ay
L Gy )
1
7

[/Rz (f1(ug) + fave)Y) — /R2 (us + o)) + )\/

R

) (/UGE + u@%):| )

para @, € H! (R?), 0 que mostra, em vista de (2.13) e do Principio da Criticalidade Simétrica

(veja Apéndice A, Teorema A.4) que (ug, vg) € uma solucdo fraca do Sistema (2.1). Ademais,

/ (IVug)? + |Vgl*) :/ (IVul” + |Vol*) =24 e / G(ug,v9) = 0.
R? R2 R2

Portanto,
1
m < I(ug,vg) = 5/ (|Vu@|2+ |Vv9|2) —/ G (ug, vg)
R2 R2

1
= 5 (Va4 vty = 4
2 Jao
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isto €
m < A. (2.14)

Para cada v = (71,72) € T, pela Proposi¢do 2.3.4, tem-se v([0,1]) N o # 0. Dai, existe
to € [0, 1] tal que v(ty) € p e, entdo,

Agé IV (L) /!V’Yto‘—/G (to)) = 1(7(to))-
Assim,
A< 1(n(to). 7alt)) < max I (1), 7a(0)) <.
ou seja,
A<ec (2.15)
De (2.14) e (2.15), segue que m < A < c¢. SO nos resta mostrar que m > c. Para toda solugao

ndo-trivial w = (wy, wy) do Sistema (2.1), pela Proposic¢ao 2.3.2, existe um caminho v, € I tal

que (U)l?w?) € ’Vw([oa 1]) €

I —1 .
mmax I(vu(t)) = I(wi, wo)

Consequentemente, ¢ < I(w;, ws). Portanto, ¢ < 7, de onde segue que m = A = ¢ e, portanto
(ug,vg) é uma soluc@o de energia minima do Sistema (2.1). []
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3 SISTEMAS DE SCHRODINGER QUASILINEARES ENVOLVENDO CRESCI-
MENTO CRITICO EXPONENCIAL

3.1 Introducao

O principal objetivo deste capitulo é mostar que, usando metddos variacionais baseados
em espacos de Orlicz, podemos encontrar condi¢gdes suficientes para existéncia de solucdes de

energia minima para um sistema de Schrondiger quasilinear da forma

{_Au +Vi(z)u — A(u?)u =h(z,u,v), em R’ (3.1)

—Av + Va(z)v — A(v*)v =g(z,u,v), em R
Aqui, as fungdes h, g : R? x R x R — R sdo continuas e satisfazem as seguintes condigdes:

(H,) Existe ap > 0 tal que

h 0,
i 0]
uv—+oo e(u?+v?) +00,

Y a > op uniformemente em z € R? e

0,
o gl ) {

21 02)2
uv—+oo e(u?+v?) +00,

Y o > ap uniformemente em z € R2.
(Hy) Existe 6 > 4 tal que
OF (2, u,v) < UVF(z,u,v) V U = (u,v) € R?
em que F : R? x R x R — R é uma fungio de classe C"! tal que VF = (h, g).
h(z,u,v) g(x,u,v)

(Hz)  lim

= =0.
(u0)—(0,0) | (u,v)] (u,0)=(0,0) |(u,v)]

(H,) Existem £ > 0 e ¢ > 2 tais que
F(x,t,t) > &t para todo t > 0 e, para todo x € R?.
Agora, vejamos as seguintes condi¢des sobre os potenciais continuos Vi, V, : R? = R :
(1) 0< V= min{iﬂng%,iﬂ%f%}
(1) Existe My > 0 tal que para todo M > M,,
{x € R*: Vi(z) < M})| < 00, i=1,2,

lembramos que |A| denota a medida de Lebesgue do conjunto A.
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Como exposto na Introducao do trabalho, os préximos teoremas contém os resultados

principais deste capitulo.

Teorema 3.1.1 Suponha que (v1) — (12) e (Hy) — (Hy) sejam satisfeitas. Entdo, o Sistema (3.1)

tem uma solugdo fraca ndo-trivial.

No presente capitulo também estamos interessados na existéncia de solugdes de energia
minima, isto €, uma solucdo em que a energia € minima dentre todas as outras energias de

solugdes ndo-trivias. Para tanto, precisamos da hipétese (H;) descrita abaixo:

(Hs) Paracadaz € R*et > 0, @ é ndo-decrescente em s > ( e, para cada v € R? e s

.. t) . o~ ..
positivo g(%”) ¢ ndo-decrescente em ¢ positivo.

Teorema 3.1.2 Sob as hipdteses do Teorema 3.1.1, se supomos, além disso, a condi¢do (Hs),

entdo a solugdo obtida no Teorema 3.1.1 é uma solucdo de energia minima.

3.2 Resultados Preliminares

Pelas condi¢des (Hy) e (Hj), temos que dados ¢ > 0, ¢ > 2 e o > «, existe C =
C(e,q,a) > 0 tal que

(2, u,0)| + g (2, u,0)| < el (u,0))2 + C(u, )| 7L (e 07 1) (3.2)
e, consequentemente,

F(z,u,v) < =|(u,v)]? + C|(u, v) |4+ — 1) (3.3)

N ™

para todo (u,v) € R?. Note que, se 1/p + 1/q = 1, entdo

1 1
ab—1< —(a? —1)+ —=(b? — 1), para todo a,b > 0. (3.4)
p q

Em virtude da Desigualdade de Trudinger-Moser (veja apéndice A, Lema A.2) e (3.4) temos

2 2\2 1 2 1 2
/Q(ea@ T 1) < 5/2(egau —1)+§/2(e8mf —1) < oo. (3.5)
R R R

Aqui, H'(R?) denota o espago de Sobolev usual e consideramos E := H'(R?) x H'(R?)

munido da norma
1
1w, 0)lle = (ullfz + [lv]72)2,
em que ||ul|i2 == (||Vul|2 + ||u]|?)'/? é a norma usual de H'(R?). Dizemos que (u,v) é uma

solugdo fraca para o Sistema (28) se (u,v) € E N [L{2 (R?)]? e, para todo ¢, € C5°(R?) vale

loc

/ (14 2u*)VuVe + (14 20*) VoV + 2u|Vul*p + 20| Vo*y + Vi (z)up + Va(z)vy)]
R2

= /]1@2 [h(x, u,v)p + g(x,u,v)].
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Associado ao Sistema (2.1), consideremos o funcional energia / : I — R definido por
_ 1 2 2 2 2 1 2 21
I(u,v) = (A 2[u[)[Vul*+A+2[0[) Vol + 5 [ Vi(z)u"+Va(2)v'] = [ F(z,u,v),
2 R2 2 R2 R2

em que VF(x,u,v) = (h(z,u,v), g(z,u,v)). Note que este funcional ndo estd bem definido
em E, pois ndo necessariamente as integrais [o,(|u|*|Vul?) e [o.(|v[*|Vv|?) sdo finitas se
(u,v) € E. Para contornar esta dificuldade, como em (34), fazemos o uso da mudanga de
varidvel z = f~!(u) e w = f~!(v) em que f é definido por
1
') = m t €0, +00)
ft) = —f(=t) t € (—o0,0].

Assim, obtemos um novo funcional, a saber:

Jew) = I1((2), fw)
LAV:R£190) 45 [ 4@ + Vata) Pw)

_ /F(a:,f(z),f(w))a

RQ

N | —

o qual estd bem definido no espago de Orlicz

W=Ka®€ﬂ/ﬂﬂﬂﬁd+%@FWM<mL

RQ
sob as hipéteses (H7) e (Hz). W é um espaco de Banach munido da norma (veja Proposi¢do

3.3.5)
1z w)llw = llzll + [lwll, (z,w) € W,

em que

o= 192l + ut £ 1+ [ vi)re)]. 36)

1
|w|| == ||Vw||2 + inf — [1 +/ Vg(:C)fQ(fw)] . (3.7)
£>0 f R2
Além disso, prova-se como em (21) que o funcional J tem as seguintes propriedades:
(1) J estd bem definido em W;
(2) J é continuo em W;

(3) J é Gateaux diferencidvel em W e para (z,w), (¢, %) € W sua derivada de Gateaux é

dada por

w00 = [ 190+ Vovil+ [ [@fe)f G+ V) w) w)

RQ

_L@WMJ@jWW%m%ﬂ%ﬂMWW



37

(4) Para (z,w) € W,J (z,w) € W e se (z,,w,) — (z,w) em W entdo J (z,,w,) —
J'(z,w) na topologia fraca* de W', isto é, para cada (¢, ) € W temos

/

J (o, wy)-(0, 1) = J (z,w).(¢, ).
Observe que J(z,w) é o funcional de Euler-Lagrange associado ao seguinte sistema eliptico:

{ —Az 4+ Vi(2) f(2)f (2)
—Aw + Va(z) f(w) f (w) =g(x, f(2), f(w))f (w), em R

Dizemos que (z,w) € W é uma solucdo fraca do Sistema (3.8) se

/

h(z, f(2), f(w))f (2), em R?

(3.8)

!

(w)y]
_/R2 [h(z, f(2), f(w))é + gz, f(2), fw))y] =0

L 1wsvo 4 vuvul+ [ V@) e)f (2o + Vatohf(w)s

RQ

para todo (¢, 7)) € C3°(R?) x C§°(R?). Assim, os pontos criticos de J sdo precisamente as
solucdes fracas do Sistema (3.8). Ademais, pode-se mostrar que se (z,w) € W é um ponto
critico de J entdo (u,v), em que u = f(z) e v = f(w), € uma solugdo fraca do Sistema (28)
(veja Proposi¢do 2.5 de (21)).

Para uma fécil referéncia, colecionamos aqui algumas propriedades da fungao f.

Lema 3.2.1 A fungdo f(t) e sua derivada gozam das seguintes propriedades:
(1) f € uma funcdo C*°, unicamente definida e invertivel;
(2) |f'(t)| < 1paratodot € R;

(3) |f(t)| < tparatodot € R;
(t

t

—~
e~
~

Ly

N

— 1 quando t — 0;

(t) _y o1/4 quando t — +00;

—
at
S—
-
=

(6) L9 < tf/(t) < f(t) paratodot > 0e L8 < tf(1)f (t) < f2(t) para todo t € R;
(7) 1£(t)] < 2Y4)¢|"/% para todo t € R;

(8) A fungdo f?(t) é estritamente convexa,

(9) Existe uma constante positiva C' tal que

)] > Cltl, |t] <
R CellianTT

I;
(3.9)
1

)
(10) Existem constantes positivas Cy e Cs tais que

[t < CLlf()| + Col f(1)]* para todo t € R;
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(11) [f(&)f'(t)] < \/%para todot € R;
(12) f2(pt) < p*f3(t) paratodo 0 < p < let € R;
(13) f2(pt) < pf2(t) paratodop > 1et € R.

Note que, como consequéncia imediata de (12) e (13) do Lema 3.2.1, temos

min{p, o} f2(t) < f2(pt) < max(p, p?) f2(t), ¥ > 0. (3.10)

/

Além disso, tomando ¢ = 1 no item (6) acima, temos f2(1) > [f (1)]*> = 1/(1 + 2f?(1)), isto
é,2f%(1) + f2(1) > 1. Desde que f(1) > 0, um calculo simples mostra que f(1) > 1/v2¢e é

imediato verificar por (6) que f(¢)/t é decrescente. Portanto,

%t, v telo,1]. (3.11)

3.3 Algumas Propriedades do Espaco W

f(t) =

Nesta se¢do, apresentamos propriedades do espaco W que sdao de suma importancia em
nossos argumentos para provarmos a existéncia de solugdes fracas para (3.1). Primeiramente,

consideramos o espago de fungdes

x = {5 [ Wiene + vatoe] < oo},
que € um espacgo de Hilbert munido com o produto interno dado por
((u1,v1), (ug,v9)) = /R2(VU1VU2 + Vo1 Vg + Vi(x)ugug + Va(z)vyv9),
cuja norma correspondente €
(u, 0)[I% = /}RQ[IVUI2 + Vol + Vi(@)u® + Va(2)v], (u,v) € X.

As conclusdes obtidas nos proximos resultados sdo essenciais para o desenvolvimento dos

resultados posteriores.

Proposicao 3.3.1 1. W é um espago vetorial normado com respeito a norma dada em (3.6);

2. Existe uma constante positiva C' tal que para todo (u,v) €

Jee(Vi(2) f2(u) + Va(z) f2(v))
1+ [ Vi) f2(u) + Va(z) f2(v)]2

< Cll(w, )] (3.12)

3. Se (up,vy) = (u,v) em W, entdo

/]1{2‘/1 ’fz un 2(“)’4‘/1;2‘/2(:6)“02(@71)_fQ(U)’ — 0

/Rz Vi(@)] f(un) — f(u)]* + /]1@2 Va()|f(vn) — o) = 0;
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4. Se u, — u e v, — v quase sempre e
[ @ )+ Vi) £en)) > [ a0 + Vel 0)
R R
entdo |
inf 1 {1 + [ V@€ = 0) + Vala) (el = )| =0,
>0 f R2
Demonstracao. Por (4) e (5) do Lema 3.2.1, f tem o seguinte comportamento assintético:
s%, para |s| pequeno
-]

Cls|, para |s| grande.

Em particular, para algum Cj > 0, temos
3(2s5) < Cof*(s), s €R. (3.13)

Para provar (i), observamos que claramente (0,0) € . Dados (u,v) € W, a € R\ {0} seja

k € Ntal que |£Lk| € (0,1). Usando a estimativa (3.13) e que f? é convexa, obtemos

[ s o] = [ [ (24) e o (258

< o [ [r@r (#12) e (5]

< A W@ 2w + V(@) f2w)] < oo

0 Qk R2

Logo, (au,av) € W. Agora, sejam (uy,v1), (uz,v2) € W e usando mais uma vez que f? é

convexa, temos

| @+ ) + Ve +00)] <5 [ Vi) ) + Vi) (2]
1

+ 5 [ @ o) + Vi) )] < .

em que (up,v;) + (u2,v2) € W. Portanto, W é um espago vetorial. E padrio checar que (3.6) e
(3.2.1) sdo normas em W (veja (21))). Agora, provemos a propriedade (i7). Para (u,v) € We
¢ > 0, definamos

Ag = {z € R EJue)| <1 e Elo@)] < 1}

Pelas propriedades (3) e (7) do Lema (3.2.1), podemos escrever
| @)@ + Vi) )
= [ @R+ @ L) + [ (@R + Ve )

Ag

< /A(Vl(xﬂf(u)HM""/2($)|f(U>HU|)+C/AC(V1(x)‘u|+V2<x)HU|)' (3.14)
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Usando a desigualdade de Holder e (9) do Lema 3.2.1, temos

/A (Vi) | f@)lu] + Va(@)| (o) lo]) <

1
2 2

< / (Vl(ﬂ:)f2(U)+V2<fv)f2(v))] / (Va(w)u? + Vo))
- 1/2 3
< |[ e uweo| [ <v1<x>f2<su>+v2<m>f2<sv>>] 3.15)

1
2

< | [ merw s nweo)|

1 +/A (Va(z) f2(€w) +V2(:c)f2(€v))] :

em que, na dltima estimativa, usamos a desigualdade 12 <1+ s para todo s > 0. Pela

estimativa (9) do Lema 3.2.1, obtemos

/A (Vi@)lu] + Va(@)le]) = % [ Wi@led + va@leol
< % |

+ [ @ + v2<x>f2<gv>>] 619
Ag
Logo, de (3.14) e (3.16) concluimos que para todo £ > 0,
| @ + Vil £ ) <

[( [viermcvmew) 1 i [ mwre v re)]

donde segue a propriedade (i7).

Para provarmos o item (#i7), note que se (uy,, v,) — (u,v) em W entdo por (3.12) devemos ter
| R0 = 0 + Vi) o = 0) = G.17)

Em particular,

Vi(x) f*(u, —u) — 0 quase sempre em R? e Vi(z)f*(v, —v) — 0 quase sempre em R”.

Desde que V(x), Va(z) # 0 para todo x € R? e f~! é continua, segue que u,, — u quase
sempre em R? e v,, — v quase sempre em R%. Assim, pelo Lema de Fatou, obtemos

n—-+o0o

[ @)@ + Va0 < liminf [ (03 0) +Valo)0,) < C
Por (3.17), existe h € L'(R?) tal que

Vi(@) £ (n — ) + Va(@) f*(0n — v) < b,
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quase sempre em R?. Portanto, a desigualdade (3.13) juntamente com a convexidade de f?

implica que

Vi (@) f*(un) + Va() f*(vn)

% [Vl(x)f2(un —u) + Va(x) 2 (v, — v)] + % [Vl(m)fQ(u) + Vz(x)fg(v)]

< Ci(h+ Vi) f2(u) + Va(z) f2(v)).

N

Desde que (h+ Vi(x) f2(u) + Va(x) f2(v)) € L'(R?), pelo Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue, os limites em (iii) sdo provados. Finalmente, indicamos que a propriedade (iv)

pode ser provada como em (12) com algumas modificacdes. ]
Corolario 3.3.2 A imersdo X — W ¢ continua.

Demonstracao. Primeiramente, note, pelas defini¢cdes de X e W, que X C W. Agora, seja
(tn,v,) — (0,0) em X. Usando que | f(s)| < |s| para todo s € R, temos

[ @) + Va1 0) < [ (Vi) + a(op) =0,

RN

Assim, da Proposi¢do 3.3.1, propriedade (4), concluimos que (u,,, v,) — (0,0) em W, de onde
segue o resultado desejado. ]

Proposic¢do 3.3.3 A aplicacdo (u,v) — (f(u), f(v)) de W em L1(R?) x L(R?) é continua
para?2 < g < oQ.

Demonstracao. Para (u,v) € W, segue, por defini¢do, que (f(u), f(v)) € X. Por (11), a

irmesdao X — F € continua. Consequentemente, a imersao
X — LY(R?) x L1(R?), 2< ¢ < o0 (3.18)
€ também continua. Logo, para algum C' > 0, temos

ICf (u), F)llg < CI(f(w), F0))]x (3.19)

< C| [ 0VuP 4 [9oP 4 Vilo) 20) + Vilo) )

N[

Agora, seja (u,,, v, ) uma sequéncia em W tal que (u,,, v,) — (u,v) em W. Por (3) da Proposi¢do

3.3.1, temos
[ V@) = F + Va@)l ) - F0)2) = . (3.20)

Segue também que

aun 8'Un au a’U ) ) ) ) .
(3%’8@-) — (&%i’axi) em L (]R ) X L (R )’ i=1,2.
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Portanto, a menos de subsequéncia, existem h;, f;i € L2(R2) tais que

ou,, v,
<

< h: )
c%i = hl ¢ 8@ h“
quase sempre em R?, para i = 1, 2. Isto implica que
Of (uy) / ouy, Of (vy) N ~
SN < h. SN y
‘ 890, f (Un) 8951 = hz ¢ ‘ 6@ f (Un) 8x, hz
Além disso,
8f(un) 8un oo 0w Of(w)  Of(vn) ., Ovy, ;o O0v Of(v)

quase sempre em R? para i = 1, 2. Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
segue
IVf(un) = V()] =0 e [[Vf(va) = Vf(©)]2 = 0.

Usando as imersdes (3.19) e (3.20), concluimos

1) = F@IE < CIVF ) — VI3 + OV (w2) = V)13
+ 0 [ A@If) ~ F0F + Ve f(w) - F0)P) >0

para 2 < ¢ < oo. Assim, o resultado estd provado. ]

Proposicao 3.3.4 Suponha que (1) e (vo) sejam satisfeitas. Entdo, a aplicagdo (u,v) —
(f(u), f(v)) de W em L1(R?) x LY(R?) é compacta para 2 < q < 0.

Demonstracio. Seja (u,, v,) C W uma sequéncia limitada em W. Entéo, (||Vuy,|l2 + [[Vo,||2)
é limitada, e, por (3.12) segue que [p, (Vi () f2(un) + Va(x) f?(v,)) é também limitada. Assim,
(f(un), f(v,)) é limitada em X e, desde que exista a imersdo X — L9(R?)x L(R?), é compacta
para 2 < p < oo (veja (35)), a menos de subsequéncia, existe (w,ws) € LI(R?) x LI(R?) tal
que (f(un), f(vn)) = (wy,wy) em LY(R?) x L9(R?), e a prova estd completa. ]

Proposicdo 3.3.5 W é um espago de Banach com respeito a norma ||(u, v)||w = ||u| + ||v]].

Demonstracao. Seja (u,, v,) uma sequéncia de Cauchy em W. Pela defini¢do da norma em
W, (Vu,, Vv,) é uma sequéncia de Cauchy em L?(R?) x L?*(R?). Logo, existem (uy,v;) €
(ug,v2) € L?(R?) x L?(R?) tais que

ou,, Ov, ou,, Ov, o s
<8£E1’0x1) — (u1,v1) e (0@731'2) — (ug,v9) em L7(R?) x L*(R*).

Usando (3.16), dado € > 0 existe ny € N tal que

/ (Val) Pt — 1) + Vo) P (0 — ) < %
R2
2
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para todo m,n > ny. Logo, por (3.18) obtemos que

||f(um - un)||2 + Hf(vm — Un)”Q < Ce.

Agora, usando (10) do Lema3.2.1 concluimos que (uy,,v,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em
L?(R?) x L*(R?). Portanto, existe (u,v) € L*(R?*) x L*(R?) tal que (un,v,) — (u,v) em
L?(R?) x L*(R?). Parai = 1,2, temos

R2 naxz N R2 8%('0 R2 n@xl N R2 837@

para todo (p, 1) € C5°(R?) x Cg°(R?). Tomando o limite quando n — oo, obtemos

uawz—/ w;0p e Ua¢:_/ w; 0,
r2  0T; R2 r2 Oz R2

o que implica que u, v tem derivada fraca e w; = g—;, w; = g—; parai = 1,2. Assim, (u,v) € E
e
|Vu, — Vulls + || Vv, — Vo|ls = 0 quando n — oo. (3.22)

Como (un,vy,) € limitada em W, por (3.12) temos que [o,(Vi(z)f?(un) + Va(x) f?(vn)) €

também limitada. Pelo Lema de Fatou, obtemos
L@@+ 1@ e) < [ (i) + @) <

Consequentemente, (u,v) € W. Fixando m > ng em (3.21), segue que

| R = 0+ Vafa) 0 = )

82

< lim inf /R2(V1(:B)f2(um — ) + V() A — ) <

n—o0

e isto mostra que, desde que € > 0 € arbitrario,

n—o0

lim inf / (Vi(@) £t — 1) + Vo) 2 (0 — ) = 0.
R2
Por um argumento similar a prova de (7i¢) da Proposicdo 3.3.1, podemos concluir que

/RQ(‘G(SCW(%) +Va(@) f(vn) = [ (Vi(@) f(u) + Va() f(v)).

RQ

Portanto, por (iv) da Proposi¢do 3.3.1, concluimos que

nf g {14 [ ) A6 = 0) 4 V(26 - o)

>0 &

que, junto com (3.22), mostra que |[u,, — u|| + ||v,m — v|| — 0, e isto finaliza a prova. n
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3.4 Geometria do Passo da Montanha

Nesta se¢do, vamos mostrar que o funcional J possui a geometria do passo da montanha

(veja Apéndice A, Teorema A.3). Antes disso, obteremos o seguinte resultado:

Lema 3.4.1 Sob as hipdteses (H,) e (Hs), dados o > g e g > 2, para

™
< < RYNE)
(o)l < < 4/

éJe““ﬂu)QﬂﬂW)z = DI(f(w), F)I* < CIf ), ) (3.23)

temos

Demonstracao. Aplicando (7) do Lema 3.2.1, (3.5) e a Desigualdade de Holder, obtemos
[ (e ORE w0
RQ
e2a(2|u|2 2lv|?) U o)) ¢
< [ (@ 1)), £ (0)
) ) 1/2
< | [ e —n] [ . s
RQ RQ
1/2
= [ s =0 [ Se - o] e,
< o[ gy [ e -] . sl

RQ

1/2

Desde que 8a|ul|* < 8«|(u, v)||* < 8ap® < 4r e, analogamente, 8«||v||* < 4, pela Desigual-

dade de Trundinger-Moser e pela imersdo (3.18), temos que

L = i@, SN < O, T

Agora, para p > 0 consideremos o conjunto
Sp = {(u,v) € W;Q(u,v) = p*},
em que ) : W — R é dada por
Q) = Qu(w) + Qalo) = [ (VU + Vol + Vaw) () + Vala) £0).

com Q1 (u) = [o. (|Vul>+Vi(z) (1)) e Q2(v) = [oa([VV[*+Va(x) f?(v)). Desde que Q(u, v)
¢ continua, entdo .S, € um subconjunto fechado que desconecta o espaco W.

Proposicao 3.4.2 O funcional J satisfaz as seguintes condicoes:

i) Existem p, o0y > 0 tais que J(u,v) > o para todo (u,v) € S,;
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i) Existe (ug,vg) € W satisfazendo Q(ug,vo) > p* e J(ug, vo) < 0.

Demonstracdo. Para (u,v) € S, temos por (3.3), (11) e 0o Lema 3.4.1 que

comq > 2e |[(u,v)]| = pcom 0 < p < /5. Tomando oy = 3p> — C1p?% se p > 0¢

T(w,0) )+ P =€ [ (OO 1) ), £

Nlbw Nlb

() = Gl (), F@)I7 > 562 = Cpt

suficientemente pequeno, obtemos (u,v) € S, tal que
J(u,v) =09 >0, V (u,v) €5,,.

Agora, mostraremos (77). Pela condigio (Hs), se K C R? é um compacto, existem constantes

C1 > 0e Cy > 0 tais que
F(z,u,v) > Ci|(u,v)|]" = Cy ¥ (u,v) €R? e x € K.

Sejam ¢ € C5°(R?)\{0} tal que 0 < ¢ < 1 e supp(yp) := K. Assim, temos

2

Hept) < 5 [ 2096+ 1) +Va@le?) = €1 [ 1(£t0), St + CalK]

( ) &

Usando (6) do Lema 3.2.1, segue que ¢ decrescente para s > (. Desde que 0 < tp(x) <t

parat > 0, obtemos f(tp(x)) > f(t)gp( ), que implica que

Heonte) < 5 | [ 196P + Wit + vawl?) - TS0 [ 04 Qim0

quando ¢t — +o0 desde que

0

WV )\’ oma
v Y ) I

que é uma consequéncia de § > 4 e a propriedade (5) do Lema 3.2.1. Tomando (ug,vy) =

(ty, ty) com t suficientemente grande, temos o resultado desejado. ]

3.5 Condicao de Palais-Smale

Nesta se¢do, obteremos algumas propriedades da sequéncia (PS5). (veja Apéndice A,

Defini¢do A.8) associada ao funcional energia .J.

Proposicao 3.5.1 Se (u,,v,) C W é uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional J, entdo

(Un, vy) € limitada em W.
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Demonstracao. Seja (u,, v,) C W uma sequéncia de Palais Smale para J no nivel C), isto é,
J(tn,vn) = C € J (up,vn) = 0. (3.24)
Assim,
[T (1t 00) (1t 0) | <N T (s 0) 1 (s 0) = 0 (D) (s 0) [0 (3.25)

Por (6) do Lema 3.2.1 e (H3), temos que

I (U, v) — %Jl(un,vn)(un,vn)
> (5-3) [L0vuP9ap)+ (5-3) [ 04020 + i)
+5 | IVF G ). (00 0) = 20F o, (). () (.20

/ (Vi) 2 (1) + Vi) £ (0)).

1 2 1 2
s (L2 2 2 L 2
= (2 9) /Rz(|Vun| + [V, )+(2 9)

Por (3.25) e (3.26), temos

(3-3) L0Vl +190p)+ (5-5) [ 000 ) + Vi)

< Coton(1) + 0,V )|
< C+o,(1) +0,(1) (/RQ(]V%P + WU”P)) 2 + 0,(1) /R2 Vi(x) 2 (u,)
+ o) [ V@)

o que implica que

(G-2) [0vur+9u+ (52 o) [ 0hr )+ i) )

1/2
< C+on(1) 4 0,(1) (/ (|Vun\2+|an|2)) : (3.27)
RQ

Assim, a sequéncia [, (|Vu,|* +|Vv,|?) é limitada. De novo, por (3.27) segue que

(22 o) [ s+ v e <o ([ aut+wup)

e consequentemente ( [, [Vi () f*(un) + Va(x) f2(v,)]) é também limitada. Agora, desde que
1/2
ol < ([ (94 190) 14 [ (G ) + il on)

concluimos que (u,, v,,) € limitada em W. n

Antes de provarmos a condi¢do de Palais-Smale, mostremos os seguintes lemas:
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Corolario 3.5.2 Se (u,,v,) C W é uma sequéncia de Palais-Smale para J no nivel c, entdo

40
Q(un,vyn) < mCJron( ). (3.28)

Demonstracao. Desde que (u,,, v,,) é limitada em W, por (3.27), obtemos

(5-3) Lvut+9np+ (5-3) [ 040520+ i) <€ + o)
€, portanto,
0
Q) = [ (Vual+ Vo) + [ (A2 (00) + Vala) P (0)) < 527C 0 (1),
como afirmamos. |

Lema 3.5.3 Seja (uy,,v,) uma sequéncia de Palais-Smale para J no nivel ¢ € R, com

0 —4)m

<
¢ 2@0(9

Se (up,v,) — (u,v) em W, entdo

/

(vp) (v, —v) = 0.

[ bt 5@ ) = 1) >0 ¢ [ gla flw). S

Demonstracao. Vamos provar a primeira convergéncia, pois a segunda ¢ andloga. Usando (H1),
(Hs)e (2), (7) e (11) do Lema 3.2.1, dados € > 0 e o > g, obtemos

[ b ) 1@ () = )| < [ bl w1 )l =
<e / ). Fon)lan =l + € [ (@000~ 1, —

\f Un), f(vn) ) (/ |un — uP) (3.29)
+ C (/ ( dary (u2+v2) 1)) ( |un i u| )TQ
R2 R2

1
1 1 Ty
< CHUn . “H2 L O _/ (€8ar1u% _ 1) + _/ (€8ar1vﬁ, . 1) 1 ||un B uHm,
2 Rz 2 ]RQ

1 1 _ Apcd
em que 71,72 > 1 com = 4 = = 1. Se as sequéncias

/ (687"10111% o 1) e / (68T1o¢v% o 1)
R2 R2

sdo limitadas, entdo por (3.29) concluimos que

—0, (3.30)

[ bl fwn) 5@ () =)
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desde que u,, — u em LI(R?), par todo ¢ > 2. Analogamente,

/

— 0.

/R2 g(z, Fun), Fo)f (va)(vn — v)

Vamos provar a limitacio da primeira integral em (3.30), a outra é andloga. Observemos que

/ (GSanu% . 1) _ / (€8ar1Q1(Un)ﬁ% . 1)’
R? R2

com u,, = W Note que

1
fR2 |vun|2 + fR2 Vl fz(un)
< M < 0. De fato,

1 1
(w,) = Vu,|? Vi) f? | ——u, | .
(i) = o [ 19w+ [ <>f( oo )
De (3.10), obtemos

Va2 = / Vit |2 = VP <1
RQ

Além disso,

" 1 1 9 1 1 2
Qi) < (@1<un>+ m) [ vul +<Q1(un)+ @1<un>) [ vita) £
1

1
(Q1(un) + Ql(%)) Ql(un)

= 14+ /Q1(un)

< 1+C.

Agora, por (3.19), com v = 0, temos que

1f (W)l < CVQi(w) ¥V ¢ =2,
para todo u € H'(R?) com [p, Vi(x)f?(u) < oo. Portanto,
If(n)llg <C ¥V neN.

Usando item (10) do Lema 3.2.1, concluimos que ||, ||s < C. Agora, usando o Coroldrio 3.5.2

20

Q)T < Qlun ) < 5

——c+o,(1).

Como ¢ < (64;;%”, podemos escolher o > avg, @ ~ o, 71 > 1, 71 ~ 1, tal que
@ 0 —4)m

c—r; < ———
(%)) ! 200&0 ’

(0—4)m
40

isto é, car; < . Para a e r1, temos

8ar1Q1(un)ﬁi < 16«

7" +on(l) < 4m

para n grande. Assim, pela Desigualdade de Trudinger-Moser, a limitacio segue e a prova esta

concluida. ]
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Proposicao 3.5.4 O funcional J satisfaz a condigcdo de Palais-Smale no nivel c € R, para todo
(0—4)m

c < 2000

Demonstracdo. Seja (u,,v,) € W uma sequéncia de Palais-Smale para .J no nivel ¢ com

(92;32”. Pelo Lema 3.5.1, (uy,,v,) é limitada em V. Logo, a menos de subsequéncia,
)

(Un, vy) = (u,v) € W. Agora, aplicando o Lema 3.5.3, obtemos

c <

/ /

(1) (1t —10) = 0 ¢ / 9, £ (), F0))f (0) (0 —v) = 0,

/2 h(z, (), F(va)f :
. R (3.31)

Como f? é convexa, temos que Q(u,v) é também convexo e, portanto,

’

%Q(u, v) — %Q(un, Up) = %Q (U, Un) (U — Uy, v — Uy)

= ()= v =)+ [ A ), o) () =
+ [ ol ), Fo)f @)oa = 0)

’

Assim, as convergéncias (3.31) e ||J (un, v,)|| — 0 mostram que

L 0wl 196 + [ i) 20 + Vatoh o)

> lim inf /Rz [|Vun\2+]an\2]—|—/Rz (Vi) f(un) + Va(z) f2(vn)] . (3.32)

n—oo

Por outro lado, o Lema de Fatou implica que

/RQ(Vl(x)fQ(U) +Va(z) f2(v)) <lim inf [ (Vi(@)f(un) + Va(2)f*(va)),  (3.33)

n—oo R2

e, desde que o funcional ¢ =: fR2 ]Vu|2 ¢é fracamente semicontinua inferiormente, obtemos
/ ([Vul2 + [Vol) < lim inf / (Vunl? + [Voul?). (334)
R2 n—oo R2
Por (3.32), (3.33) e (3.34), devemos ter, a menos de subsequéncia, que

im [ (Vual + [Vou?) = / (IVuP + Vo)

n—o0 R2

lim [ (Vi) f*(un) + Va(2) f*(va)) = /RQ(Vl(w)fz(u) + Va(a) f(v)).

n—oo R2

Assim, (iv) do Lema 3.3.1 implica que

nf g |14 [ ) e = )+ V(o) 26— o) o

>0 &

o0 que mostra que (u,, v,) — (u,v) em W e a prova esta finalizada. [ ]
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3.6 Estimativa Minimax

Consideremos o nivel minimax

*

= inf J(v(t
¢ = inf max (v(1)),

em que

['={y e (0,1}, E)) x ([0, 1], E); 7(0) = (0,0) e J(~(1)) < 0}.

Nesta secdo, vamos provar uma estimativa para o nivel do passo da montanha. Mais precisamente,

temos o seguinte lema:

Lema 3.6.1 Suponha que em (H,) tenhamos

>mefe  (S020) )

em que & = 2% 2 (2 + My + Ms), com My = max Vi(z) e My = max V,(z). Entdo, o
x€B2(0) x€B2(0)

nivel do passo da montanha c* de J satisfaz

0 —2)m
40(09

*

c <

Demonstracio. Primeiro, seja ¢y € C%,,(R*)\{0} tal que 0 < @ < 1, supppy C Bs(0),
wo = 1lem B1(0) e [Vyo(z)| < 1. Temos que se £ > &1, entdo, por (H,), segue que

1
o) < 5 [ Vel +Vilekd+Va@)d) =& [ filgo)
Bs(0) Bs(0)
&

q
2

< Am+ (My + My)2m — =0.

Em particular,
1 &
3 ([ @val i@+ @) < o

Dessa desigualdade e pela defini¢do de ¢, e a hipdétese sobre £, um simples cdlculo, mostra que

*

< J(teo, t
c max (tpo, two)

t2
mas { {5 ( / TP+ Vilaleh + %(w)wzJ)] o )fq(two)}
[flﬂtz fmﬁq}
max
te[0,1]

N

2a¢/2  9q/2
T
24/2 tE[O 1]

ax [&17 — &19).

Calculando este maximo, obtemos

max[{lt — &t =

7 &le=2) (z_sl)ﬁ

QQ/Q 2q/2 q &q
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Observe que, se
5 > 2_51 51(q — 2)40109 2
q | 29%q(0 —4)
entdo concluimos que
0 —4)m
40(09 .

*

c <

3.7 Provado Teorema 3.1.1

Nesta secdo, provamos o nosso primeiro resultado principal deste capitulo. Pelo Lema
3.4.2 e Proposic¢do 3.5.4, mostramos que J(u, v) possui a geometria do passo da montanha e

satisfaz a condic¢do (PS). para todo
c < (0—2)m/4aob.

Uma vez que o nivel do passo da montanha ¢* € (0, (0 — 2)7/4af), entdo pelo Teorema
do Passo da Montanha (veja Apéndice A, Teorema A.3) segue que J possui um ponto critico
(z0,wp) € W tal que J(zg, wo) = c*. Portanto, (ug,vy) € E, com uy = f(z9) e vg = f(wp) é

uma solu¢d@o ndo-trivial do Sistema (3.1).

3.8 Prova do Teorema 3.1.2

Vamos supor que a condi¢do (Hj) € satisfeita, isto €, para cadax € R? e t > 0, h(z’;’t) é

1 t
ndo-decrescente em s > 0 e para, z € R? e s > 0, %

€ ndo-decrescente em ¢ > (. Sejam

b= (ui,lr)l)gs J(u,v) e S={(u,v) € E;(u,v) # (0,0) e J (u,v) = 0}.

Vamos mostrar que o nivel minimax ¢* de J satisfaz ¢* < b. Seja (u,v) € S e defina £ :

(0, +00) — R por £(t) = J(tu, tv). Temos que & é diferencidvel e
() = J(tu,tv).(u,0) = t/ququ Vo)

[ ) ) (o + Va(o) ) (o))

— [ [ st £ (tu)u+ gGo. (k) Fieo)) s (20)e].
Desde que, J'(u,v).(u,v) = 0, temos

LIVl 190 = = [ (M@ @t V@ e
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e, usando as duas ultimas igualdades, obtemos

) /V . {f(tug (te) }u e [ (@) @) _ J07 <v>]vz
Ao £, ) b f (), £ () Fe)f ()]
” [/ 73(u) u 73 (tu) tu ]
o, ). 1) POV @) _ gl Fltu), F(1) P07 ()]
! [/ 73(0) v F3(t0) o } |

Usando as propriedades de f, pode-se mostrar que f(s)f (s).s~' é decrescente para s > 0.
Logo, pela hipétese (Hs), segue que £ (t) > Opara0 <t < 1,¢(t) < Oparat > le& (1) = 0.
Isto implica que

J(u,v) = max J(tu, tv).

t>0
Agora, defina v : [0, 1] — W, (L) = (71, 72) com 1 () = ttou e 1a(t) = ttov, em que t, é tal
que J(tou, tov) < 0, temos 7y € I' e, portanto,

¢ <max J(y0(t)) < max J(tu,tv) = J(u,v).

t>0 t=0

Desde que (u,v) € S é arbitrério, temos ¢* < b.
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4 EXISTENCIA E MULTIPLICIDADE DE SOLUCOES PARA SISTEMAS
KIRCHHOFF-SCHRONDIGER COM CRESCIMENTO CRITICO EXPONEN-
CIAL

4.1 Introducio

Neste capitulo, vamos estudar a existéncia de solu¢des de energia minima para a seguinte

classe de sistemas gradientes envolvendo equagdes Kirchhoff-Schrodinger

m (Jull?) [~Au + u] =AF,(u,v), = € B? )
L([v)1) [=Av + 0] =AF,(u,v), =€ R, '
em que A > 0, m,l : [0,+00] — [0,+0c0] sdo fun¢des continuas, ||.| denota a norma usual

do Espago de Sobolev H!(R?) e F € CY(R x R, R) tal que VF = (F,, F,). A seguir, vamos
introduzir as hipdteses do nosso problema. Sejam M (t) := fot m(s)ds e L(t) = f(f [(s)ds.

Vamos considerar as seguintes hipSteses sobre m(t) e [(t):

(H,) Existem constantes my, [y > 0 tais que
m(t) = mgo e I(t) > 1y para todo t > 0;
(Hy) M(t) e L(t) sdo convexas e
1 1
M(t) > Em(t)t e L(t) > §l(t)t, para todo ¢ > 0.

Assumiremos que as nio-lineariedades F),, F, : R? — R tém crescimento critico exponencial.

Mais precisamente,

(Fy) Existe ap > 0 tal que

.| Fu(u,v)] 0, V a>a,
lim W =
wv—=+400 € +oo, V a < ap,
e
lim

u,v—>+00 e (u?+v?) N

|Fy(u,0)] ] 0, ¥V a>a,
400, V a < ayp.

Além disso, supomos as seguintes hipoteses:

. F.(u,v) . F,(u,v)
im =
(u0)—(0,0) |(u,v)] (u,0)—=(0,0) |(u,v)]

(F1) =0

(F») Existe 6 > 4 tal que

0F (u,v) < UVF(u,v) para todo (u,v) € R?.

(F3) Existem & > 0e g > 4 tais que F'(t,t) > &£t9 paratodo t € [0, 1].
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Vamos denotar £ := H*

rad

(R?) x H}

1 (R?) munido com a norma ||(u, v)||* = ||ul* + ||v]|*. O

par (u,v) € E é dito ser uma solugdo (no sentido fraco) do sistema (4.1) se

mllel?) [ (uTgup)-+1olf) [ (V096 +ui) =2 [ [Fufu ) = AP (u,0)e] =0

para todo (p, 1)) € E. Agora estamos em posi¢ao de formular nosso primeiro resultado principal

deste capitulo.

Teorema 4.1.1 Suponha que (H,), (Hs), (F1) — (F3) sejam satisfeitas e F,,, F,, tenham cresci-
mento critico exponencial. Entdo, para todo A > 0, o Sistema (4.1) admite, pelo menos, uma

solugdo ndo-trivial, desde que & > 0, dado em (F3), seja suficientemente grande.

Também estamos interessados na existéncia de solu¢do de energia minima, isto €, uma solug¢do
cuja energia ¢ minima dentre todas as outras energias de solu¢des nao-triviais. Para tanto, vamos

substituir a hipétese (H3) por uma hipdtese mais forte, a saber:

(f/f\z) M, L sdo fungdes convexas e 24 1)

., —;~ sao0 ndo-crescentes para ¢t > 0;

Além disso, assumimos a seguinte hipdtese adicional sobre a ndo-lineariedade.

tu,tv)(u,v)

(Fy) Para cada (u,v) # (0,0), a aplicagio ¢ —» Y 3 ¢ ndo-decrescente para t > 0.

Agora, estamos prontos para apresentar nosso segundo resultado principal:

Teorema 4.1.2 Suponha que (H,), (]/:l\g), (Fy) — (Fy) sdo satisfeitas e F,,, F, tenham cresci-
mento critico exponencial. Entdo, para todo X > 0, o Sistema (4.1) admite, pelo menos, uma

solugdo de energia minima, desde que & > 0, dado em (F3), seja suficientemente grande.

Nosso terceiro resultado principal, garante que se F),, F}, sdo funcdes impares, entdo o nimeros

de solucdes aumenta quando o parimetro A torna-se grande.

Teorema 4.1.3 Suponha que (H,), (Hs), (F\) — (F3) sdo satisfeitas e F,,, F, sdo funcoes
impares com crescimento critico exponencial. Entdo, para todo m € N, existe A,, > 0 tal que o

Sistema (4.1) admite, pelo menos, m pares de solugcdes ndo-triviais, desde que X\ > A, .

Observacio 4.1.4 Exemplos tipicos de fungcdes m,{ : [0,+00) — [0,400) que verificam
nossas hipdteses sdo dadas por m(t) = a1 +bit e £(t) = as+bot, em que ay, a5 > 0e by, by > 0.
Este é um exemplo cldssico que foi considerado em (24) para o caso escalar. Um exemplo de

funcdo F(u,v) satisfazendo nossas hipdteses é dado por
F(u,v) = u? + (e¥ — 1) + 0¥ + (e — 1)

para algum n > 2.
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Observacio 4.1.5 Vale a pena mencionar que se F,(0,u), F,(v,0) > 0 para todo u,v # 0,
entdo uma solugdo ndo-trivial (ug,vy) € E para o Sistema 4.1 ndo é semitrivial, isto é, uy # 0
e vy # 0. Além disso, sob hipdteses adicionais adequadas, podemos adaptar algumas idéias de

(36) para obter uma solugdo de energia minima positiva.

Observacao 4.1.6 Para superar a dificuldade imposta pela falta de compacidade, provamos
que o valor do nivel minimax associado ao Sistema (4.1) estd relacionado com o pardmetro £
introduzido em (F3). No Teorema 4.1.1 e no Teorema 4.1.2 provamos a existéncia de solugdes

desde que £ seja suficientemente grande. Precisamente, consideramos

e L (28) %A(q—z))q‘f
> e (%) (2la=2) ],

em que & := [M(8m) + L(8n)]/(2A7) e v := min{my, lo}. Se & > &, entdo somos capazes de
usar a desilgualdade de Trundiger-Moser para provar que o funcional energia associado a (4.1)
satisfaz a condi¢do de Palais-Smale para algum c € R. A respeito da multiplicidade do Teorema
4.1.3, embora o parametro ¢ > (O seja arbitrdrio, o niimero de solugdes estd relacionado ao

pardametro \.

4.2 Estrutura Variacional

Nesta se¢do, introduzimos a estrutura variacional para estudar o Sistema (4.1). Associado

ao Sistema (4.1), temos o funcional energia [ : £ — R definido por:
1 2y, L 2
I(u,v) = S M(JJull") + SLAIT) = A [ F(u,v).
2 2 R2

Tendo em vista (Fp) e (F7),dadose > 0,7 > 1 e a > o, existe C = C(e,r, ) > 0 tal
que
[Fu,0)] + [Fy (0, 0)] < & |(u,0)] + Ce = 1) |(u,0) (42)

o que implica que

P 0) < Gl ) + O =Dl o)l 43)

DO ™

para todo (u,v) € R?. Note que, se 1/p + 1/q = 1, entdo
1 1
ab—1< —(a? = 1)+ —(b? — 1) para todo a,b > 0. 4.4)
p q

Em virtude da Desigualdade de Trudinger-Moser (veja apéndice A, Lema A.2) e (4.4), temos

1 1
/ (eXw+v%) _ 1) < —/ (e — 1) + —/ (2" — 1) < 0.
R2 2 R2 2 R2
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Assim, o funcional energia / estd bem definido. Além disso, usando argumentos, pode-se mostrar
que I € C*(E,R) e a sua derivada é dada por

!

Fwo)ed) = milalP) [ (FuVio+up) +U1ol?) [ (9690 +00)
- )\/R2 Fu(u,v)go—)\/R2 Fy(u,v)

para (u, v), (¢,v) € E. Assim, pontos criticos de I sdo precisamente solug¢des do Sistema (4.1).

4.3 Geometria do Funcional [ (u,v)

Nesta se¢ao, vamos mostrar que o funcional / possui a geometria do passo da montanha.

Antes disso, vamos obter o seguinte lema auxiliar:

Lema 4.3.1 Sob as hipéteses (Fy) e (F1), dados q > 2 e o > g para ||(u,v)|| < p </,

obtemos

e =Dl < Clu o) @5)

para algum C = C(q,2) > 0.

Demonstracao. Por (4.4) e a Desigualdade de Holder, temos que

2 ’1)2 1 au2 1 an 1/2
[ nimar <y [ @y [ e -] iwoe

Desde que [|(u,v)]| < p < \/7/a, segue que 4af|ul|* < 47 e da|lv||* < 4x. Logo, pela
Desigualdade de Trudinger-Moser

/ (€4au2 B 1) g / (640£||U||2(m>2 B 1) g Ol
R2 R2

/ (1)< / (PG — 1) < o,
R2 R2

o que facilmente implica (4.5) e a prova esta feita. [ ]

Agora provaremos a Geometria do Passo da Montanha.

Lema 4.3.2 Suponha que as condicées (Hy) — (Hs) e (Fy) — (F3) sejam satisfeitas. Entdo, vale

os seguintes fatos:
(I;) Existem 7 > 0e p > 0 tais que I(u,v) > 7 se ||ul| = p;

(I,) Existe e € H' ;,(R?) com ||(e, e)|| > ptal que I(e,e) < 0.
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Demonstracdo. Dados 0 < ¢ < min{my, lo}, ¢ > 2 e a > ay, segue por (H;) e (4.3) que
M) > glminfmo b} =)@ o) = C [ (@ = 1),
Considerando ||(u,v)| = p < /7/a, pelo Lema 4.3.1, obtemos
I(u,v) > %(min{mo, lo} — Xe)p? — Cpt.

Agora, tomando 0 < p < \/m/a suficientemente pequeno tal que (min{mg,lo} — Ae)/2 —

Cp?=2 > 0, concluimos que

1
I(u,v) > 7:=p° E(min{mg,lo} — Xe) — C’pq_ﬂ , para ||(u,v)|| = p,

o que prova (I). Para provar (I5), sejam ¢ € Cf.,4(R*)\{0} tal que 0 < ¢ < I em R*e
K = supp(y). Pela condicdo (F3), segue que

1 1
Titpite) < MElel?) + SLENIR) = ¢ [ v +6)

Em vista de (H,) segue que M (t)/t* é ndo-crescente para t > 0. Assim, para t > 1 temos
M(t) < M(1)t*. Consequetemente, m(t) < 2M (1)t para todo ¢ > 1. Portanto, existem
ap, a; > 0 tais que

m(t) < ap + ait, para todo t > 0. 4.7)

Analogamente, existem by, by > 0 tais que
[(t) < by + byt, para todo t > 0. (4.8)
As estimativas acima implicam que
M(t) < agt + %tQ e L(t) < bot + %tQ para todo ¢ > 0. 4.9)

Combinando (4.6) e (4.9), obtemos

t? t4
I(to,t0) < SelP(a +b0) + el (ar + ) = xett [ on.
K

Desde que ¢ > 4, concluimos que I (tp,tp) — —oo quando ¢ — +oc. Portanto, (1) é provada

tomando e = tp parat > 0 suficientemente grande. ]

4.4 Sequéncia de Palais-Smale para /(u,v)

Nesta se¢do, obteremos algumas propriedades da sequéncia (PS5). (veja Apéndice A,

Defini¢do A.8) associada ao funcional energia /.

Lema 4.4.1 Se (u,,v,) C E é uma sequéncia de Palais-Smale para o funcional energia I,

entdo (uy, v,) € limitada em E.
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Demonstracao. Seja (u,,, v,) uma sequéncia (P.S). para I. Por (H;) e (H3), obtemos

1,

¢+ on (1) |[(tn, va)l| = 1(tn, vn) — 51 (Uns Un) (Un, Vn)

> (- 3) mllPlwl? + (3 =) Pl
A
+§ /]R2 [VE (tn, Un).(tn, Vn) — OF (n, vn)],

que juntamente com (H;) e (F3) implica que

0—4
e+ ouDllun )l > (57 ) mllun vl @10

em que v := min{my, lp }. Portanto, (u,,, v,) é limitada em E. []

Corolario 4.4.2 Se (u,,v,) é uma sequéncia (PS). para o funcional I, entdo

46

lim sup (02| <
n—oo

Demonstracio. E uma consequéncia imediata de (4.10), desde que (u,,, v,,) ¢ limitada em E. m

Antes de provar a condi¢do de Palais-Smale, mostremos o seguinte lema:

Lema 4.4.3 Seja (u,,v,) uma sequéncia de Palais-Smale no nivel c para o funcional I com

vo(0 — )
AN Ay 4.12
€< 20609 ( )

Se (uy,v,) = (u,v) fracamente em E, entdo
/ Fou(ty, vy)(uy, —u) = 0 e / Fy(tp,vn) (v, —v) — 0.
R2 R2

Demonstracao. Vamos provar a primeira convergéncia, pois a segunda é andloga. Seja ¢ > 0,
o > g, ¢ > 1 para ser escolhido depois e 1/0 + 1/0 = 1. Por (4.2) e a Desigualdade de

Holder, obtemos

( 2y 2) 1/c
(vt e —n} it o]l -

/R2 Foy(tn, vn) (U — up)

<dWMWJMﬂwfwﬂp+C£/
R

2

Por (4.4), Lema 4.4.1 e a imersdo compacta H} ,(R?) — Lo (R?), obtemos

rad
1 , 1 ) Yo
/ Fy(tp,vn)(un —ug)| < eC+C —/ (620“’(“”) -1+ —/ (62“(”") —1) on(1).
R2 2 R2 2 R2

(4.13)

Para concluirmos nossa prova, resta-nos mostrar que
/ (227 —1) < C e / (e27vi — 1) < C. (4.14)

R2 R2
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Vamos provar a limitacio da primeira integral, a outra € idéntica. Observemos que

un 2
/ (GQOZOU% _ 1) < / (e2a0'||(un,'l)n)||2(‘(‘unﬂ) —_ ]_)
R2 R2

Por (4.11) e a hipétese (4.12), segue que para algum § > 0 temos 2ay|| (tn, vy,)

| < 47 — 6 para
n € N suficientemente grande. Assim, para o > « perto de o, 0 > 1 préximo de 1, temos
200 || (un, v,)||? < 47, paran € N suficientemente grande. Assim, a limitagdo uniforme de (4.4)
segue pela Desigualdade de Trundiger-Moser. De (4.13) e (4.14) implica a primeira convergéncia

de (4.4). Portanto a prova esta concluida. [ |

Proposicao 4.4.4 O funcional energia I (u,v) satisfaz a condi¢do de Palais-Smale em qualquer
vo(0—4)m

nivel ¢ < 300

Demonstracdo. Desde que M (t) e L(t) sdo convexas, temos que o funcional

D(u,0) = M (Jul) + S L(Jo])

vo(0—4)

€ convexo. Seja (un, v,) C £ uma sequéncia (PS). para [ com ¢ < =5 —

. Temos que (u,,, vy,)

¢ limitada em E e a menos de subsequéncia,
(U, ) = (u,v) fracamente em F.

Agora, aplicando o Lema 4.4.3, temos
/ Fou(tp, vp) (U —u) — 0 / Fy(tp, vy) (v, —v) — 0.
R2 R2

Como ¢ (u, v) é convexo, obtemos

D(u, v) — D(tn, vn) = P (tn, V) (U — U, v — V)
= T (tn, vp) (U — up, v — v,) + / Fo(tn, v) (u — uy) + / Fy(tn,vn) (v — vy),
R? R?
ou seja, ¢(u,v) = ®(uy,,v,) + 0,(1). Dai, tomando o lim inf, segue que
SM(JulP) + SL(J0l?) > tim inf M () + 1 inf CL(feal?). @15)

Por outro lado, desde que u,, — u em H! ,

(R?) e v, = vem H} ,(R?) e como s M(||ul]?) e
$L(||v]|?) sdo também convexos, eles sdo fracamente semicontinuos inferiormente. Assim,

1 1 1 1

SM (el < tim nf M () e SL?) <lim it SLQll?). @16

Por (4.15) e (4.16), obrigatoriamente, a menos de subsequéncia, obtemos
1 2 1 2 1 2 1 2
S M () = M) e SEwal?) = ZLA]).

Como M (t) e L(t) sdo estritamente crescentes em ¢ > 0, concluimos que [|u,[|* — ||ul* e

lvall> = |Jv||?, quando n — +o0. Portanto, u,, — u € v, — v em H} ,(R?), de onde

rad
(Un,vn) = (u,v) em E

e a prova estd finalizada. [ ]
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4.5 Estimativa do Nivel Minimax

Nesta secdo, vamos provar uma estimativa para o nivel do passo da montanha do funcional

1. Mais precisamente, temos o seguinte lema:

Lema 4.5.1 Suponha que em (F3) tenhamos

comef (2 (282) ).

em que & = W e vy := min{my, lo}. Entdo, o nivel do passo da montanha c* de T
satisfaz
vo(6 — 4
& < o )T ‘
20(09

Demonstracio. Primeiramente, seja ¢ € Cg%.,4(R?)\{0} tal que 0 < ¢ < 1, supp(p) C By(0),
¢ =1em B;(0) e |Vy| < 1. Temos que

IIsOH?pd:/ |V¢\2+/ p? = / |V<p|2+/ ¢
e R2 R2 B2(0) B2(0)

< 2|BQ(0)| = 87T7

e, além disso, se £ > &; entdo
1 1
Ipog) < MR+ 5L6m) =36 [ o
2 2 -
M(8 L(8
_ M ”); Bm) im0
Assim, se definirmos 7 : [0, 1] — E pory(t) = (tp, tp)entdioy € I' := {y € C([0, 1], E); v(0) =
(0,0) e I(y(1)) < 0}. Portanto, por defini¢do,
x 1 1
¢S s 1000) = o | M@ + SLARIRR - [ Pt
X R2

0<t<1 2

M (87) + L(87) . .
o | (M) [

< 2 — &)
< A rgaox[ﬁlt &t1]

N

Por célculos elementares, temos que

1 2 (&2
2 _ _9yo5z [ S
Iglgox[glt _gtq] - 52/((1_2) (q 2)2 : (q) :
Assim, ,
-2
¢ < S5-(g—2)27 (é>
gae q
Suponha que
26\ ? [af(qg —2)\ 72
£ 26 apf(q —2) 7
q vo(0 — 4)m
entao (01
« y — s
¢ = 20(09
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4.6 Provado Teorema 4.1.1

Pelo Lema 4.3.2 e Proposigao 4.4.4, mostramos que [ (u, v) possui a geometria do passo

da montanha e satisfaz a condigdo (P.S)., respectivamente, para todo
c<v(d —4)m/2a00.

Desde que o nivel do passo da montanha ¢* € (—o0, (0 — 4)7/20), entdo, pelo Teorema do
Passo da Montanha, segue que I possui um ponto critico (ug, vg) € E tal que I(ug,v9) = ¢*, 0
qual é uma solugdo fraca do Sistema (4.1), desde que valha o Principio de Criticalidade Simétrica

de Palais.

4.7 Provado Teorema 4.1.2

Nesta se¢@o, lidamos com o Sistema (4.1), mas substituimos a hipétese (Hs) por (P/I\Q) e

consideramos (F}). Vamos definir

b= ( in)fsl(u,v), quando S := {(u,v) € E; (u,v) # (0,0) e I (u,v) = 0}.
u,)Ee

Vamos mostrar que o nivel minimax c¢* de [ satisfaz ¢* < b. Seja (u,v) € S e defina £ :
(0, 4+00) — R por £(t) = I(tu,tv). Temos que & é diferencidvel e

’

() = I'(tu,tv).(u,v) = m(eul®)tul® + 10t ]v]* - A/ Fu(tu, tv)u
R2
— )\/ Fy(tu, tv)v.
R2
Desde que I’ (u, v).(u,v) = 0, isto &,

m([lul*)l[l® + (o) [Jol* - A/RQ VE(u,v).(u,v) =0,

obtemos

/ {m(tQHUHQ)_l(HUHQ)} ST {p(ﬁHUIP) Z(HUH2)]

£2[|v]* [o]”

IV [ VEw ) 0) — | 2L (t“’“’)(“’”)} |

R2 R2 t3

& (1) = t*f|ull*
82| [

Observe que ¢'(1) = 0 e, por (I/-I\z) e (Fy), segue que & () > Opara0 <t < 1e & (t) <0 para
t > 1. Assim,

I(u,v) = max I(tu, tv).
Agora, definindo 7 : [0,1] — E por yy(t) = tto(u,v), em que ¢, € tal que I(tou, tov) < 0,

temos 7y € I'. Portanto

¢ < max I(%(t)) < max I(tu, tv) = I(u,v).

Desde que u € S € arbitrario, temos ¢* < b e terminamos a prova.
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4.8 Provado Teorema 4.1.3

Nesta se¢do, estamos interessados na multiplicidade de solugdes para o Sistema (4.1).
Para provar o Teorema 4.1.3, vamos usar a seguinte versdo do Teorema do Passo da Montanha
Simétrico (veja o Apéndice A, Teorema A.7).

Para provar que o funcional energia / satisfaz as hip6teses do teorema anterior, usamos 0

seguinte lema:
Lema 4.8.1 Para algum \ > 0, seja hy, : [0, +00] — R definida por
ha(t) :== at® + bt* — Act?,

em que a,b,c > 0 e q > 4. Se Ay := max;>q hy(t), entdo Ay € (0,+00) para todo A > 0 e

lim)\_>+oo A)\ =0.

Demonstracdo. Nio é dificil ver que hy(t) > 0 para ¢t > 0 suficientemente pequeno e
limy 400 ha(t) = —00. Assim, Ay < +00. Além disso, para algum A\ > 0, existe to = to(A) > 0
tal que A, = h, (o). Portanto,temos

0o A< (a+b)tg — Aetd, se to <1,
<Ay &
(a+b)ty — Actd, se to> 1.

Este fato implica que

Ay < min{l?gaox hm(t),l?gaox haa(t)},

em que hy 5(t) := (a + b)t? — At e ho\(t) := (a + b)t* — Act?. Por cdlculos padrdes, temos

que
q 2

_(q—2\[2(a+b)]e? cz

mareatt = (457 |22

€ q 4
_(q—4\ [4a+b)|e T cia

0= () [

Desde que ¢ > 4, temos

lim hl)\(t) =0e lim h27)\(t) = 0,

A—400 A—400

que implica que limy ., Ay = 0. |

Demonstracio do Teorema 4.1.3. Para algum m € N, seja IV um subespaco de dimensao finita
de E definido por

Vo= (1, 1), (92, 02), -0 (©ms 0m)],

em que {p;}7, C C5°(R?) é uma colegio de fungdes suaves com suporte compacto. Vale a

pena mencionar que os resultados obtidos nas Se¢des 3 e 4 sdo para algum A > 0. Assim, tendo
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em vista o Lema 4.3.2, segue que [ satisfaz a condi¢do (/;). Desde que em V' as normas sao

equivalentes, existem ¢, > 0 dependendo de m, tais que
1 1
I(u,v) < §M(Hu|]2) + 5L(\|u|]2) — Ay ||u]|? para todo (u,v) €V,

em que usamos a hipédtese (£F3). De (4.9), obtemos

(CLl -+ bl)

I(u,v) < (ag + bo)||lul® + THUH4 — Xep||ul|* para todo (u,v) € V.

Considerando a = ag+ by, b= (a1 +b1)/2, ¢ = ¢y et = |lu| noLema4.8.1, concluimos que

max [(u,v) < Aj,
(u,v)eV
o qual implica que [ satisfaz a condi¢@o (J3). Além disso, lim)_, 1 Ay = 0. Assim, existe

A, > 0 tal que
V(0 — 4)m
20(()9

Portanto, em virtude da Proposicado 4.4.4, somos capazes de aplicar o Teorema A.0.7 (Apéndice

Ay < , para todo A > A,,.

A) para obter m pares de pontos criticos nao-triviais de /. ]
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APENDICE A — ALGUNS RESULTADOS UTILIZADOS

Neste apéndice, enunciaremos os principais lemas e teoremas que foram utilizados em

nosso trabalho.

Lema A.0.1 (Teorema de Strauss) Sejam P, () : R — R duas func¢des continuas satisfazendo

lim P(s)
|s|—=+o00 Q(S)

Seja (u,,) uma sequéncia de fungdes mensurdveis de RN — R tais que

=0.

sup /]RN |Q(un(x))]|dr < 400

n

e P(uy(z)) — v(x) g.t.p. em RY quando n — oo. Entdo, para todo B C RN, Borel, mensurdvel,

limitado, tem-se
/ |un(x) —v(z)|dx — 0
B
quando n — +00. Além disso, se supursermos que
P

lim ()

s—0 Q(S)
e u,(x) — 0 quando |x| — 400 uniformemente com respeito a n, entdo P(u,,) converge para v
em LY(RY) quando n — +oc.

=0

(Veja (3))

Lema A.0.2 (Desigualdade de Trundiger-Moser) Se o > 0 e u € H*(R?), entdo
/ (e — 1)dz < .
R2

Além disso, se 0 < o < Ax, ||Vulls < 1, ||ul]s < C, entdo existe uma constante C = C(cv, C) >

0, dependendo somente de o e C tal que

/ (e —1)dz < C.
R2
(Veja (1), (33))

Teorema A.0.3 (Teorema do Passo da Montanha) Sejam E um espaco de Banach real e I €
C(E,R), Gateaux-diferencidvel em E, com derivada de Gateaux I (v) € E para todo v € E
e continua da topologia da norma de E para a topologia fraca* de E'. Suponha que 1(0) = 0
e seja S C FE fechado que desconecta (por caminhos) E. Sejam vy = 0 e vy € E pontos

pertencentes a componentes conectas distintas de E\S. Suponha ainda que

igf[2a>0 e I(v) <0.
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Entdo I possui uma sequéncia de Palais-Smale no nivel c caracterizada como

= inf I(v(t)) 2 «a,
¢:= Inf max (v(t) = a

em que T = {7 € C([0,1]; E); 4(0) =0 ¢ (1) = v,}.
(Veja (37))

Teorema A.0.4 (Principio da Criticalidade Simétrica de Palais) Assuma que a acdo de um
grupo topoldgico G sobre um espago de Hilbert (H; (., .)) seja isométrica. Se I € C'(H;R) é

invariante e u é ponto critico de I restrito a Fix(G), entdo u é um ponto critico de I em H.
(Veja (21))

Lema A.0.5 (Lema Radial) Se u € LP(RY),1 < p < +oo, é uma fungdo radial nédo crescente

(isto é, 0 < u(x) < u(y) se |x| = |y|), entdo tem-se

. N \7
u(z)| < ||~ (W) |lu| oy, 2 # 0.
(Veja (3))

Teorema A.0.6 (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam X um espaco de Banach,
J,F € CYX,R) e xg € X um extremo local de J restrito ao conjunto

M={zreX;F(x)=F(x0)}.

Se F'(x0) # 0, para todo x € M, entdo existe 0 € R tal que

/

J (z0)v = OF (z0)v
para qualquer v € X. O niimero 0 é chamado de Multiplicador de Lagrange.

Teorema A.(.7 (Teorema do Passo da Montanha Simétrico) Seja X um espaco de Banach

real, e seja J € C*(X,R) e J um mesmo funcional satisfazendo J(0) = 0 e
(J1) Existem constantes p, o > 0 tais que J |op,0)=> ;

(Jo) Existem A > 0 eV um subespaco finito-dimensional de X tais que

max J(u) < A.
ueV

Se o funcional J satisfaz a condi¢cdo (PS)y para d € (0, A), entdo ele possui pelo menos dimV

pares de pontos criticos ndo-triviais.

(Veja (7))
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Definicdo A.0.8 Sejam X um espaco de Banach e J : X — R um funcional de classe C'. A
sequéncia (u,) C X é dita uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢ € R para o funcional J,
isto é, uma sequéncia (PS). para o funcional J, sempre que J(u,) — c e ||J u,| — 0 quando
n — 00. O funcional J satisfaz a condig¢do de Palais-Smale no nivel ¢ € R sempre que toda

sequéncia (PS). do funcional J admite uma subsequéncia convergente.

(Veja (38))
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APENDICE B - RESULTADOS DE REGULARIDADE

Neste apéndice, iremos provar a regularidade C! do funcional

mey:%Ajwmﬁwm%+%Ameﬁum%—AAJw+A;mmy+A£um.

Para isto, vamos precisar do seguinte lema:

Lema B.0.1 Seja f uma fungcdo como no Capitulo 1, sob as hipoteses de que f é continua e tem
crescimento critico, como definimos em (Hs), temos que, para todo 5 > «, existe uma constante
C > 0 tal que

f(u)] < Ce™.

Demonstracao. De fato, seja f > a e e > 0, existe R. > 0 tal que

|f ()|

ebu?

<&,
o que implica
|f(u)] < ee”™, para todo u > R.. (B.1)

Agora consideremos a restrigdo de f(u) ao compacto [0, R.|. Sendo f(u) uma fungdo continua,
existe uma constante M > 0 tal que | f(u)| < M para todo u € [0, R.]. Como e’** é uma fungio

crescente, podemos escolher uma constante C' > () de maneira que
|f(u)] < Ce”™ para todo u € [0, R.].

|
Usando o lema acima e a desigualdade de Trundinger-Moser, agora, mostrarems que
o funcional de energia [ : F — R associado ao problema (2.1). Para facilitar o cdlculo,

consideremos os funcionais [y, I, I3 : /' — R definidos por
1 1
hwo) = 5 [ (9eP+1af)+ 5 [ (9P + o)
R2 R2

bmmzéﬂwﬁ@mm
Iwm:A@w

Desta forma, [ = I;, —Is — I3 Em se tratando de norma proveniente de um produto interno,
é fécil ver que, na verdade, I, € C*(E,R). Agora provemos que I, é de classe C'. Seja
(u,v) € E para [t| < 1,t # 0. Consideremos

r(v) = L(u+7,v) — I(u,v) — g fi(u)v.
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Afirmamos que

lim —= =10
v=0 [[v]]
ou, equivalentemente,
rn) _
vn=0 [|vy |

De fato, consideremos a fung@o ¢ : [0, 1] — R definida por g(¢) = Fi(u+ tv,). Notemos que g

é continua e com derivada ¢'(t) = fi(u + tv,)v,. Pelo Teorema Fundamental do Cdlculo, temos

/0 d(t) = g(1) — g(0).

Por outro lado, temos

[ d0=[ Srwrm,

Fi(u+v,) — Fi(u) :/0 %(Fl(u—i-tvn)).

de onde, obtemos

Notemos que

d
E(F(u + tv,)) = fi(u + tv,)v,.

Dai,

Filu+wv,)— Fi(u)= | fi(u+tv,)v,dt.
R2

r(vn) = /R 2 K /0 e t’un)vn) fl(u)vnl |

o) = [ [ 18+t - s,

Consequentemente,

o que implica

logo
1
ol < [ [ 1At o) - Al
r2 Jo
Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos

rl < [ [ 1A ) =A@l

Pela desigualdade de Holder para 1/r + 1/s = 1

1
el < [ W ) = A .

Pela imersdo de Sobolev H! ,(R?) — L! paratodo t € [2, +00),

rad

()] < Clloall, / |+ t0a) — Fuw)]l,
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Agora notemos que
‘fl(u + tvn) — fl(u)”‘ < [Ceﬁ(u+tun)2 + 065“2]”,

o que implica
ulu+ t0,) = Fi(w)]” < Cler?tn® 4 oo

(R?) existe
R?) tal que |v,, ()| < h(z) quase sempre em
( q " q p

Usando o fato de que para toda sequéncia (v,) que converge fortemente em H! ,
(R*)ehe H}

uma subsequencia (v, ) C H} rad

rad

R?, temos que
|.f1 (U + t’Unk) — fl(u)lr < C[erﬁ|u+h|2 + GT’BIu'z]‘

Logo, pela desigualdade de Trundiger-Moser, temos que
|fiu+tvg,) = filw)|” € L'(R?)
e, pelas imersdes de Soboleyv,
u(z) + tv,, () — u(z) quase sempre em RZ.
Sendo f; continua temos
|fi(u+tv,,) — fi(uw)]” = 0 quase sempre em R
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
[f1(u+ton,) = fi(w)ll, =0

Como
7 ( vnk

o < / L) + o () = AGO)I.

tomando o limite quando ||v,, || — 0, obtemos

lim r(On) _ =0.

v =0 [[vn, |

Por fim, notemos que [, : £ — R ¢ linear e limitado, pois

0 < [l < [ IA@me e,

Pela desigualdade de Trundiger-Moser e pelas imersdes de Sobolev H}, ;(R?) — L(R?) para
todo t € (2, +00), obtemos
I3 (w)v] < Clv]l.

Provemos que I}(u) € continuo. Seja u,, — wem H! ,(R?), daf

13(un) = Ip(u)llo = sup | [ (fi(un) = fi(uw))el-

lell<t JR2
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Usando a desigualdade de Holder, para 1/r + 1/s = 1, obtemos

13(un) = L(w)|| < |[f (un) = fW)ll, [le]l,-

Pelas imersdes de Sobolev,

15 (un) = L(w)l| < ClLf (un) = F(u)]],.

Usando novamente a desigualdade de Trundiger-Moser e procedendo de forma andloga aos
calculos acima,
13(un) = Iy(u)]| = 0.

7z

Portanto, I} € continuo.
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