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RESUMO

Neste trabalho, estudamos questões relacionadas à existência de soluções de energia
mínima para uma classe de sistemas elípticos não-lineares, em todo o R2, envolvendo não
linearidades com crescimento crítico exponencial no sentido de Trundiger-Moser. Para obtenção
dos nossos resultados, utilizamos métodos variacionais, tais como o Teorema dos Multiplicadores
de Lagrange e o Teorema do Passo da Montanha.

Palavras-chave: Soluções de energia mínima. Sistemas elípticos. Crescimento crítico exponen-
cial. Métodos minimax.



ABSTRACT

In this work, we have studied questions related to the existence of minimum energy
solutions for a class of nonlinear elliptic systems in all the R2, involving nonlinearities with
exponential critical growth, in the sense of Trundiger-Moser. To obtain our results, we used
variational methods, such as the Lagrange Multipliers Theorem and the Mountain Pass Theorem.

Keywords: Least energy solution. Elliptic systems. Exponential critical growth. Minimax meth-
ods.



LISTA DE SÍMBOLOS

B(y, r) denota a bola aberta de centro y e raio r;

⇀ denota convergência fraca;

→ denota convergência forte;

↪→ indica imersão;

f ′ denota a derivada de Gâteaux e derivada de Fréchet da função f ;

H1
rad(RN) é o subespaço das funções radiais de H1(RN);

H1
rad(RN)2 = H1

rad(RN)×H1
rad(RN);

C denota uma constante cujo valor pode mudar de linha para linha;

〈., .〉 denota o produto interno no espaço E;

q.t.p. quase todo ponto;

Fu representa a derivação parcial ∂F
∂u

;

Lp(Ω) = {u : Ω→ R mensuravel :
∫

Ω
|u|p <∞}, em que 1 6 p < ∞ e Ω ⊆ RN é

um aberto conexo, com norma dada por

‖u‖p =

(∫
Ω

|u|p
)1/p

;

C∞0 (RN) denota o espaço de funções reais infinitamente diferenciáveis cujo suporte é
compacto;

∇u =
(
∂u
∂x1
, ∂u
∂x2
, ..., ∂u

∂xN

)
é o gradiente de u;

∆u =
N∑
i

∂2u

∂x2
i

é o laplaciano de u;

O(N) é o grupo das transformações lineares ortogonais de RN em RN ;

suppf denota o suporte da função f ;

� denota o final da demonstração;

|A| denota a medida de Lebesgue de um subconjunto A em RN , N > 1;

|.| denota a norma Euclidiana em RN .
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1 INTRODUÇÃO

No presente trabalho, estamos interessados em estudar a existência de soluções de energia
mínima para três classes de sistemas elípticos em todo o R2. Na busca de soluções para tais
sistemas, aplicamos métodos variacionais, ou seja, analisamos o funcional energia associado ao
sistema no que concerne à existência de pontos críticos que serão as soluções do sistema. Esta
tese está dividida em três capítulos e um apêndice, que descreveremos a seguir.

O primeiro capítulo é dedicado a estudar a seguinte classe de sistemas acoplados, envol-
vendo equações de Schrödinger não-lineares:{

−∆u+ u =f1(u) + λv, em R2,

−∆v + v =f2(v) + λu, em R2,
(1.1)

em que f1, f2 : R → R são funções contínuas e λ é uma constante no intervalo (0, 1). Neste
capítulo, provamos a existência de soluções de energia mínima para (1.1) quando as não-
linearidades f1(s), f2(s) têm crescimento crítico exponencial motivado por uma desigualdade
Trudinger-Moser introduzida por Cao e J. M. do Ó (veja (1)).

Tal classe de sistemas surge em vários ramos da Física-Matemática e Óptica não-linear (
veja (2)). Soluções do sistema (1.1) estão relacionados com soluções do tipo ondas estacionárias
do seguinte sistema de duas componentes de equações de Schrödinger não-linear:

−i∂ψ
∂t

=∆ψ − ψ + f1(ψ) + λ(x)φ, x ∈ R2, t > 0

−i∂φ
∂t

=∆φ− φ+ f2(φ) + λ(x)ψ, x ∈ R2, t > 0,

(1.2)

em que i denota a unidade imaginária. Para o sistema (1.2), uma solução da forma (ψ(x, t), φ(x, t)) =

(e−itu(x), e−itv(x)) é chamada de onda estacionária. Supondo que f1(eiθu) = eiθf1(u) e
f2(eiθv) = eiθf2(v), para u, v ∈ R, é bem conhecido que (ψ, φ) é uma solução de (1.2) se, e
somente se, (u, v) resolve o sistema (1.1). O sistema (1.2) está relacionado com a existência de
soluções de ondas solitárias para equações de Schrödinger não-lineares e equações Klein-Gordon
(veja (3),(4).)

Equações de Schrödinger não-lineares têm sido amplamente investigadas em muitos
aspectos. A existência de soluções para o caso escalar −∆u + V (x)u = f(x, u) em RN

tem sido extensivamente estudada sob diferentes hipóteses sobre a não-linearidade f(x, u) e
sobre o potencial V (x), veja por exemplo (3), (5) e (6). Para o caso de sistemas linearmente
acoplados, existem várias classes que podem ser consideradas. Sistemas acoplados de equações
de Schrödinger não-lineares do tipo{

−∆u+ µu =(1 + a(x))|u|p−1u+ λv, x ∈ RN

−∆v + νv =(1 + b(x))|v|q−1v + λu, x ∈ RN
(1.3)
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foram estudados por Ambrosetti (7) em dimensão N = 1 e Ambrosetti (8) com N > 2. Em (8),
foi obtida a existência de solução positiva e energia mínima quando µ = ν = 1 e λ > 0, para o
crescimento subcrítico, mais especificamente, 1 < p = q < 2∗ − 1, em que 2∗ = 2N/(N − 2) é
o expoente crítico de Sobolev. Chen and Zou (9) estenderam e completaram alguns resultados
em (8), estudando estimativas de energia para a energia mínima e dando uma descrição do
comportamento do limite de energia mínima quando o parâmetro λ vai para zero. Além disso,
eles estudaram o sistema (1.1) quando 0 < λ < 1, N > 3 e para não-linearidades subcríticas,
satisfazendo as seguintes hipóteses para i = 1, 2

(F1) fi é ímpar e lim
s→0

fi(s)

s
= 0;

(F2) lim
s→+∞

fi(s)

s2∗−1
= 0;

(F3) Existe s0 > 0 tal que max{F1(s0), F2(s0)} > 1
2
s2

0.

Os autores em (10) provaram a existência de solução de solução de energia mínima para sistemas
acoplados críticos do tipo {

−∆u+ µu =|u|p−1u+ λv, x ∈ RN

−∆v + νv =|v|2∗−1v + λu, x ∈ RN
(1.4)

em que 0 < λ <
√
µν, 1 < p < 2∗ − 1 e N > 3. Li e Tang (11) provaram a existência de

solução de energia mínima para o sistema (1.4) quando µ = a(x), ν = b(x) e λ = λ(x) são
funções contínuas, 1-periódicas em cada x1, x2, x3, ..., xN e em λ(x) <

√
a(x).b(x). Note que,

em todos esses trabalhos, foram apenas consideradas não-linearidades envolvendo crescimento
polinomial de tipo subcrítico ou crítico em termos da imersão de Sobolev.

Nos problemas elípticos não-lineares envolvendo crescimento crítico do tipo Tru-
dinger-Moser, remetemo-nos a (12)-(13) e referências neles. Embora tenha havido alguns tra-
balhos sobre a existência de energia mínima para sistemas envolvendo não-linearidades com
esse tipo de crescimento, pouco se fez para a classe de sistemas acoplados (1.1). Em (14), foi
estudado um sistema semelhante ao sistema (1.1), no qual usaram uma desigualdade do tipo
Trudinger-Moser para estabelecer a existência de energia mínima positiva, baseada na técnica de
minimização sobre variedades de Nehari.

A principal contribuição deste capítulo corresponde ao estudo de uma classe de sistemas
linearmente acoplados em que precisamos que as não-linearidades f1(s) e f2(s) não sejam de
classe C1. Logo, não precisamos usar variedades de Nehari, como feito em (14). Aqui, usamos
variedades de Pohozaev. Além disso, não usamos a condição de Ambrosetti-Rabinowitz, que é
frequentemente usada em vários trabalhos e também usada em (14). No primeiro capítulo da
tese, apresentamos e provamos os resultados preliminares para o problema (1.1), em seguida
mostramos que

A = inf

{
1

2

∫
R2

|∇u|2 +
1

2

∫
R2

|∇v|2;

∫
R2

G(u, v) = 0 e (u, v) ∈ E
}
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é atingido, isto é, que existe (u, v) ∈ E tal que

A =

∫
R2

(|∇u|2 + |∇v|2) e

∫
R2

G(u, v) = 0,

em que G(u, v) = F1(u) + F2(v)− u2

2
− v2

2
+ λuv. E, com base nestes resultados, provamos

que (1.1) possui uma solução de energia mínima via Multiplicadores de Lagrange.
Para o Sistema (1.1) assumimos as seguintes hipóteses sobre fi(i = 1, 2) :

(H1) lim
s→0+

fi(s)

s
= 0;

(H2) lim
s→+∞

fi(s)

eαs2
= 0 se α > 4π e lim

s→+∞

fi(s)

eαs2
= +∞ se α < 4π;

(H3) fi(s)s− 2Fi(s) > 0 para todo s > 0;

(H4) Existem µi > 0 e q ∈ (2,+∞) tais que fi(s) > µis
q−1 para todo s > 0.

Os principais resultados deste capítulo são os seguintes:

Proposição 1.0.1 Suponha que fi satisfaz (H1), (H2), (H3) e (H4) com

µi >
1

2

(
q − 2

q

) q−2
2

ζq
q/2 (i = 1, 2),

em que ζq é a melhor constante da imersão H1(R2) ↪→ Lq(R2), para q ∈ (2,+∞). Então o

ínfimo A é atingido.

Teorema 1.0.2 Sob as condições da Proposição 1.01 o problema (1.1) possui uma solução de

energia mínima.

No segundo capítulo, usando método variacional baseado em Espaços de Orlicz, podemos
encontrar condições suficientes para a existência de soluções de energia mínima para um sistema
de equações de Schröndiger quasilineares da forma{

−∆u+ V1(x)u−∆(u2)u =h(x, u, v), em R2

−∆v + V2(x)v −∆(v2)v =g(x, u, v), em R2,
(1.5)

em que as funções h, g : R2×R×R→ R são funções contínuas e V1, V2 : R2 → R são funções
chamadas de potenciais.

Tais equações surgem em vários ramos da Física-Matemática e têm sido objeto de
extensivo estudo nos recentes anos. Parte do interesse se deve ao fato de que soluções de (1.5)

estão relacionadas à existência de soluções de ondas solitárias para equações de Schrödinger
quasilineares da forma

iδtψ = −∆xψ +W (x)ψ − h̃(x, |ψ|2)ψ − k[∆ρ(|ψ|2)]ρ
′
(|ψ|2)ψ, (1.6)
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em que ψ : R × R2 → C, F ∈ R,W : R2 → R é um potencial dado, h̃ : R2 × R+ → R, ρ :

R+ → R e h : R2 → R são funções apropriadas.
Motivado por esses aspectos físicos, o sistema (1.5) tem atraído a atenção de pesquisado-

res e alguns resultados de existência e de multiplicidade de soluções foram obtidos. Existe uma
vasta literatura que aborda a existência de soluções para

−∆u+ V (x)u− k[∆(u2)]u = η(u) x ∈ RN ,

em que V (x) é um potencial, η é uma não-linearidade. Entre eles, podemos citar , (15), (16),
(17), (18), (19) e (20).

do Ó, Miyagaki e Soares em (17) estudaram para N = 2 equações de Schröndiger
quasilineares da forma:

iψt = −∆Ψ +W (x)ψ − h(|ψ|2)ψ − k[∆(|ψ|2)](|ψ|2)ψ,

usando métodos variacionais, em que W (x) é uma função potencial, k é uma constante positiva
e h é o termo não-linear. Neste trabalho, eles mostraram a existência de solução estacionária para
esta equação. Souza, Severo e Viera em (16), estudaram paraN = 2, a existência e multiplicidade
de soluções para equações quasilineares não-homogêneas e singulares da forma

−∆u+ V (x)u− k∆(u2)u =
g(x, u)

|u|a
+ h(x) em R2

em que a ∈ [0, 2) e V (x) é um potencial contínuo positivo e g(x, s) tem crescimento crítico
exponencial. Severo e Silva (21) estudaram o sistema (1.7) para N > 3 usando métodos
variacionais baseados nos Espaços de Orlicz, para mostrar a existência de soluções fracas.{

−∆u+ V1(x)u−∆(u2)u =h(x, u, v), em RN

−∆v + V2(x)v −∆(v2)v =g(x, u, v), em RN ,
(1.7)

Guo e Tang em (22) estudaram o sistema (1.7) para N > 3 quando os potenciais V1(x) =

λa(x) + 1 e V2(x) = λb(x) + 1, em que λ é um parâmetro positivo e quando as não-linearidades
são da forma:

h(x, u, v) =
2α

α + β
|u|α−2|v|βu e g(x, u, v) =

2β

α + β
|u|α|v|β−2v,

com α, β > 2 e α − β < 2. Usando variedade de Nehari e o princípio de concentração de
compacidade, eles provaram a existência de uma solução de energia mínima. Uma das principais
dificuldades para lidar com (1.5), do ponto de vista variacional, é que não há espaço adequado no
qual o funcional energia esteja bem definido e seja de classe C1, exceto pelo caso unidimensional
(veja (20)).

Até onde sabemos, os primeiros resultados de existência para problemas quase-lineares
do tipo (1.5), envolvendo métodos variacionais, foram devido a (20), para o caso unidimensional
ou V sendo radialmente simétrico, para dimensões altas, usando um argumento de minimização
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restrito (veja também (15) para o caso mais geral). Depois deles, algumas idéias e abordagens
foram desenvolvidas para superar as dificuldades (veja (15), (23)).

A principal contribuição deste trabalho corresponde ao estudo de uma classe de sistemas
de Schröndiger quasilineares. Ao abordar o sistema (1.5), utilizamos métodos variacionais, isto
é, analisamos o funcional energia associado ao problema (1.5) no que diz respeito à obtenção de
pontos críticos. Em seguida, introduzimos uma mudança de variável adequada a fim de obter um
novo funcional que esteja bem definido nos espaços de Banach que consideraremos e, assim,
relacionamos os pontos críticos deste funcional com as soluções de (1.5).

As hipóteses referentes ao sistema (1.5) são as seguintes:

(H1) Existe α0 > 0 tal que

lim
u,v→+∞

|h(x, u, v)|
eα(u2+v2)2

=

{
0,

+∞,
∀ α > α0 uniformemente em x ∈ R2, e

lim
u,v→+∞

|g(x, u, v)|
eα(u2+v2)2

=

{
0,

+∞.
∀ α > α0 uniformemente em x ∈ R2.

(H2) Existe θ > 4 tal que

θF (x, u, v) 6 U∇F (x, u, v) ∀ U = (u, v) ∈ R2 e x ∈ R2 em que (h, g) = ∇F ;

(H3) lim
(u,v)→(0,0)

h(x, u, v)

|(u, v)|
= lim

(u,v)→(0,0)

g(x, u, v)

|(u, v)|
= 0, uniformemente em x ∈ R2.

(H4) Existem ξ > 0 e q > 2 tais que

F (x, t, t) > ξtq para todo t > 0.

Os potenciais V1, V2 : R2 → R são funções contínuas e satisfazem as condições:

(ν1) 0 < V0 := min{inf
R2
V1, inf

R2
V2};

(ν2) Existe M0 > 0 tal que, para todo M >M0,

|({x ∈ R2;Vi(x) 6M})| <∞, i = 1, 2,

em que || denota a medida de Lebesgue.

Os resultados principais deste capítulo são:

Teorema 1.0.3 Suponha que (ν1)− (ν2) e (H1)− (H4) sejam satisfeitas. Então, o Sistema (1.5)

tem uma solução fraca não-trivial.

Teorema 1.0.4 Sob as hipóteses do Teorema 1.0.3, se supomos, além disso, a condição
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(H5) Para cada x ∈ R2 e t > 0, h(x,s,t)
s3

é não-decrescente em s positivo e , para cada x ∈ R2 e

s > 0, g(x,s,t)
t3

é não-decrescente em t positivo.

Então a solução obtida no Teorema 1.0.3 é uma solução de energia mínima.

Finalmente, no terceiro capítulo, estudamos a existência de soluções de energia mínima
para a seguinte classe de sistemas gradientes envolvendo as equações de Kirchhoff-Schrödinger{

m
(
‖u‖2

)
[−∆u+ u] =λFu(u, v), x ∈ R2

l
(
‖v‖2

)
[−∆v + v] =λFv(u, v), x ∈ R2,

(1.8)

em que λ > 0,m, l : [0,+∞)→ [0,+∞) são funções contínuas, ‖.‖ denota a norma usual do
Espaço de Sobolev H1(R2) e existe F ∈ C1(R×R,R) tal que∇F = (Fu, Fv). Nosso principal
objetivo, aqui, é estudar a existência e multiplicidade de soluções para o Sistema (1.8), quando
os termos não-lineares Fu, Fv têm crescimento crítico exponencial do tipo Trudinger-Moser.

Recentemente, muitos autores têm estudado o problema elíptico
−
(
a+ b

∫
Ω

|∇u|2
)

∆u =f(x, u), x ∈ Ω

u =0, x ∈ ∂Ω,

(1.9)

em que Ω ⊂ RN é um domínio limitado. Essa classe de problema está relacionada com o
problema estacionário de um modelo introduzido por Kirchhoff (24) no estudo da seguinte
equação hiperbólica:

ρ
∂2u

∂t2
−
(
P0

h
+
E

2L

∫ L

0

∣∣∣∣∂u∂x
∣∣∣∣) ∂2u

∂x2
= 0, (1.10)

em que ρ é a densidade da massa, P0 é a tensão inicial, h é a área da seção transversal, L é o
comprimento da corda e E é o módulo Young do material. A equação (1.10) é uma generalização
da equação clássica de d’Alembert, considerando os efeitos das mudanças no comprimento
das cordas durante as vibrações. Também referimos as obras clássicas de S. Bernstein (25), S.
Pohozaev (26) e J.-L. Lions (27). Em (27), J.-L. Lions introduziu uma abordagem de Análise
Funcional para estudar uma classe de problemas semelhantes a (1.10). Motivado pelo interesse
físico e impulsionado pela estrutura abstrata proposta por J.-L. Lions, muitas classes de problemas
Kirchhoff foram estudadas por muito autores nos últimos anos, veja, por exemplo, os artigos
(28), (29), (30), (31), (11) e (32).

O estudo de equações tipo-Kirchhoff podem, naturalmente, estender a seguinte classe de
equações {

−m
(
‖∇u‖2

2

)
∆u =f(x, u), x ∈ Ω

u =0, x ∈ ∂Ω,
(1.11)

em que Ω ⊂ RN é um domínio e m(t) > m0 > 0 para todo t > 0. É bem conhecido que,
se N > 3, então o crescimento máximo sobre o termo não-linear f(x, u) que permite tratar
as equações elípticas variacionalmente em H1(Ω) é dado por |u|2∗−1, quando |u| → +∞, em
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que 2∗ = 2N/N − 2 é o expoente crítico de Sobolev. Se N = 2, então H1(Ω) está imerso
continuamente em Lq(Ω) para todo q ∈ [1,∞), mas não está imerso em L∞(Ω). Nesse caso, o
crescimento máximo que permite tratar equações elípticas de forma variacional é motivado pela
Desigualdade de Trudinger-Moser. Veja(33), cujo enunciado é:

Teorema 1.0.5 Existe uma constante C > 0 tal que

sup
{u∈W 1,2

0 (Ω):‖∇u‖2≤1}

∫
Ω

eαu
2

dx ≤ C|Ω|, ∀α ≤ 4π.

Além disso, 4π é a melhor constante, isto é,o sumpremo acima é +∞ se α > 4π.

Embora existam alguns trabalhos sobre existência de soluções de energia mínima para
sistemas com termos não-lineares de crescimento polinomial, pouco foi feito quando os termos
não-lineares possuíam crescimento exponencial. Por exemplo, em (30) os autores estudaram a
existência de soluções de energia mínima positiva para (1.8), quando Ω é um domínio suave e
limitado em R2 e os termos não-lineares têm crescimento exponencial motivado pela Desigual-
dade de Trudinger-Moser (Teorema 1.0.5). Mais precisamente, os autores assumiram que existe
α0 > 0 tal que

lim
u→+∞

|f(x, u)|
eα(u2)

=

{
0, se α > α0,

+∞, se α < α0.

uniformemente em x ∈ Ω. Para tanto, os autores utilizaram técnicas de minimax combinadas
com Teorema 1.0.5. No entanto, o domínio limitado desempenha um papel muito importante no
resultado dele, uma vez que isso implica a imersão compacta H1(Ω) ↪→ Lp(Ω) para p ∈ [1,∞).

Assim, inspirado por (30), nosso primeiro propósito é considerar uma classe de equações de
Kirchhoff-Schrödinger definida em todo espaço euclidiano, envolvendo não-linearidades com
crescimento crítico exponencial. No caso, Ω = R2, o conceito de criticalidade é motivado pela
Desigualdade de Trudinger-Moser que foi considerada pela D.M. Cao, veja (1).

Teorema 1.0.6 Se α > 0 e u ∈ H1(R2), então∫
R2

(eαu
2 − 1) dx <∞.

Além disso, se 0 < α < 4π, ‖∇u‖2 ≤ 1, ‖u‖2 ≤ C̃, então existe uma constante C = C(α, C̃) >

0, dependendo somente de α e C̃, tal que∫
R2

(eαu
2 − 1) dx ≤ C. (1.12)

Motivado pelo Teorema 1.0.6, vamos supor que as não-lineariedades Fu, Fv : R2 → R têm
crescimento crítico exponencial. Mais pecisamente, suponhamos que exista α0 > 0 tal que

lim
u,v→+∞

|Fu(u, v)|
eα(u2+v2)

=

{
0, ∀ α > α0,

+∞, ∀ α < α0,
e lim

(u,v)→+∞

|Fv(u, v)|
eα(u2+v2)

=

{
0, ∀ α > α0,

+∞, ∀ α < α0.
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A principal contribuição deste trabalho corresponde ao estudo de uma classe de sistemas
gradientes envolvendo equações de Kirchhoff-Schrödinger e não linearidades com crescimento
exponencial. Devido ao crescimento crítico exponencial dos termos não lineares FuFv e do do-
mínio ilimitado R2, nos deparamos com a "falta de compacidade". Para superar essa dificuldade,
o Teorema 1.0.6 desempenha um papel crucial. Além disso, mencionamos que as equações no
Sistema (1.8) são chamadas não-locais devido à presença das funções de Kirchhoff m (‖u‖2)

e l (‖v‖2) . Esse tipo de equações "cuida" do comportamento da solução em todo o espaço,
o que implica que as equações não são mais igualdades pontuais. Essas características dão
origem a dificuldades adicionais que tornam o problema mais interessante de um ponto de vista
matemático. Por estas razões, podemos considerar hipóteses adequadas para tratar o Sistema
(1.8) de forma variada. Até onde sabemos, não há trabalho na literatura lidando com a existência
e multiplicidade de soluções para sistemas de Kirchhoff e envolvendo funções não-lineares do
tipo Trudinger-Moser.

Sejam M(t) :=
∫ t

0
m(s) ds e L(t) :=

∫ t
0
`(s) ds. As hipóteses sobre m e l são as

seguintes: Com respeito às funções Fu, Fv : R2 → R, requeremos as seguintes hipóteses:

(F0) Existe α0 > 0 tal

lim
u,v→+∞

|Fu(u, v)|
eα(u2+v2)

=

{
0, ∀ α > α0,

+∞, ∀ α < α0,
e lim

u,v→+∞

|Fv(u, v)|
eα(u2+v2)

=

{
0, ∀ α > α0,

+∞, ∀ α < α0;

(F1) lim
(u,v)→(0,0)

Fu(u, v)

|(u, v)|
= lim

(u,v)→(0,0)

Fv(, u, v)

|(u, v)|
= 0;

(F2) Existe θ > 4 tal que

θF (u, v) 6 U∇F (u, v) ∀ U = (u, v) ∈ R2;

(F3) Existem ξ > 0 e q > 2 tais que F (t, t) > ξtq, ∀t ∈ [0, 1].

Os resultados principais deste capítulo são os seguintes:

Teorema 1.0.7 Suponha que (H1), (H2), (F1)− (F3) sejam satisfeitas e Fu, Fv tenham cresci-

mento crítico exponencial. Então, para cada λ > 0, o Sistema (1.8) admite, pelo menos, uma

solução não-trivial, desde que ξ > 0, dada em (F3), seja suficientemente grande.

Também estamos preocupados com a existência de soluções de energia mínima, isto é,
soluções nas quais a energia é mínima entre todas as energias de soluções não-triviais. Para isto,
substituímos a hipótese (H2) por uma hipótese mais forte.

(Ĥ2) M,L são funções convexas e m(t)
t
, l(t)
t

são não-crescentes para t > 0.

Além disso, assumimos a seguinte hipótese adicional sobre as funções não-lineares:

(F4) Para cada (u, v) 6= (0, 0), a aplicação t 7−→ ∇F (tu,tv)(u,v)
t3

é não-decrescente para t > 0.
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Teorema 1.0.8 Suponha que (H1), (Ĥ2), (F1) − (F4) são satisfeitas e Fu, Fv tenham cresci-

mento crítico exponencial. Então, para todo λ > 0, o Sistema (1.8) admite, pelo menos, uma

solução de energia mínima, desde que ξ > 0, dada em (F3), seja suficientemente grande.

Teorema 1.0.9 Suponha que (H1), (H2), (F1) − (F3) são satisfeitas e Fu, Fv são funções

ímpares com crescimento crítico exponencial. Então, para todo m ∈ N, existe Λm > 0 tal que o

Sistema (1.8) admite, pelo menos, m pares de soluções não-triviais, desde que λ > Λm.



19

2 SISTEMAS LINEARMENTE ACOPLADOS COM CRESCIMENTO CRÍTICO EX-
PONENCIAL

2.1 Introdução

Neste capítulo, nosso objetivo é estabelecer a existência de uma solução de energia
mínima para o sistema elíptico linearmente acoplado{

−∆u+ u =f1(u) + λv, em R2

−∆v + v =f2(v) + λu, em R2,
(2.1)

em que 0 < λ < 1 e a função fi : R→ R, (i = 1, 2), é contínua. Além disso, vamos assumir as
seguintes hipóteses sobre fi, (i = 1, 2) :

(H1) lim
s→0+

fi(s)

s
= 0;

(H2) lim
s→+∞

fi(s)

eαs2
= 0 se α > 4π e lim

s→+∞

fi(s)

eαs2
= +∞ se α < 4π;

(H3) fi(s)s− 2Fi(s) > 0 para todo s > 0, em que Fi(s) :=
∫ s

0
fi(t)dt;

(H4) Existem µi > 0 e q ∈ (2,+∞) tais que fi(s) > µis
q−1 para todo s > 0.

Aqui,
H1
rad(R2) := {u ∈ H1(R2);u(Sx) = u(x) para todo S ∈ O(2)}.

Vamos considerar o espaço E = H1
rad(R2)×H1

rad(R2) munido com o seguinte produto interno:

〈(u, v), (w, z)〉 =

∫
R2

(∇u∇w + uw +∇v∇z + vz),

e a norma induzida ‖(u, v)‖2 = 〈(u, v), (u, v)〉. Associado ao Sistema (2.1), consideremos o
funcional energia I : E → R definido por

I(u, v) =
1

2

(
‖(u, v)‖2 − 2λ

∫
R2

uv

)
−
∫
R2

[F1(u) + F2(v)]. (2.2)

Usando as hipóteses sobre fi e a Desigualdade de Trudinger-Moser, prova-se que I está bem
definido. Ademais, mostramos (veja Lema B1) que o funcional I é de classe C1(E,R) e sua
derivada é dada por

〈I ′(u, v), (φ, ψ)〉 = 〈(u, v), (φ, ψ)〉 −
∫
R2

[f1(u)φ+ f2(v)ψ]− λ
∫
R2

(uψ + vφ),

para (u, v) ∈ E. Dizemos que (u, v) ∈ E é uma solução fraca do problema (2.1) se

〈(u, v), (φ, ψ)〉 −
∫
R2

(f1(u)φ+ f2(v)ψ)− λ
∫
R2

(uψ + vφ) = 0,

para todo (φ, ψ) ∈ C∞0 (R2) × C∞0 (R2). Assim, os pontos críticos de I são precisamente as
soluções fracas do problema (2.1).
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Definição 2.1.1 Dizemos que um par (u, v) ∈ E\{(0, 0)} é uma solução de energia mínima de

(2.1), se (u, v) é uma solução de (2.1) e sua energia é a menor entre todas as soluções não-triviais

de (2.1), isto é, I(u, v) ≤ I(w, z) para qualquer outra solução não-trivial (w, z) ∈ E.

Estabeleceremos a existência de uma solução de energia mínima para o Sistema (2.1)

via Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (veja apêndice, Teorema A.6), considerando

min

{
1

2

∫
R2

(
|∇u|2 + |∇v|2

)
;

∫
R2

G(u, v) = 0

}
, (2.3)

em que G(u, v) = F1(u)+F2(v)− u2

2
− v2

2
+λuv. Para isto, vamos empregar a seguinte notação:

A = inf

{
1

2

∫
R2

|∇u|2 +
1

2

∫
R2

|∇v|2;

∫
R2

G(u, v) = 0 e (u, v) ∈ E\{0, 0}
}

(2.4)

Também introduzimos o seguinte valor minimax :

c = inf
(0,0)6=(u,v)∈E

max
t≥0

I(tu, tv), (2.5)

e apresentamos o conjunto

℘ =

{
(u, v) ∈ E\{(0, 0)};

∫
R2

G(u, v) = 0

}
, (2.6)

chamado de Variedade de Pohozaev.
Os principais resultados deste capítulo são os seguintes:

Proposição 2.1.2 Se fi satisfaz (H1), (H2), (H3) e (H4) com

µi >
1

2

(
q − 2

q

) q−2
2

ζq
q/2 (i = 1, 2),

em que ζq é a melhor constante da imersão H1(R2) ↪→ Lq(R2), para q ∈ (2,+∞) então o

ínfimo A é atingido.

Teorema 2.1.3 Sob as condições da Proposição 1.1.2, o problema (2.1) possui uma solução de

energia mínima.

Observação 2.1.4 Um exemplo típico de termo não-linear satisfazendo as condições (H1), (H2), (H3)

e (H4) é dada por fi(s) = µie
4πs2(qsq−1 + 8πsq+1) se s > 0 e f(s) = 0 se s < 0, em que q > 2

e µi > 1
2

(
q−2
q

) q−2
2
ζq
q/2, (i = 1, 2).

2.2 Resultados Preliminares

Nosso primeiro resultado desta seção será uma condição suficiente sobre uma sequên-
cia {(wn, zn)} em E para obter as convergências F (wn) → F (w) em L1(R2) e F (zn) →
F (z) em L1(R2).
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Lema 2.2.1 Assuma que fi (i = 1, 2) satisfaz (H1), (H2) e seja (wn, zn) uma sequência em E

tal que

sup
n

(‖∇wn‖2
2 + ‖∇zn‖2

2) := ρ < 1

e

sup
n

(‖wn‖2
2 + ‖zn‖2

2) := M <∞.

Então
∫

R2F1(wn)→
∫

R2F1(w) e
∫
R2F2(zn)→

∫
R2F2(z), para algum (w, z) ∈ E.

Demonstração. Como (wn) e (zn) são limitadas em H1
rad(R2), a menos de subsequência, pode-

mos supor que wn ⇀ w em H1
rad(R2), zn ⇀ z em H1

rad(R2), wn(x)→ w(x) quase sempre em
R2, zn(x)→ z(x) quase sempre em R2 e devido ao Lema Radial (veja Apêndice A, Lema A.5),

lim
|x|→+∞

wn(x) = 0 uniformemente em n, lim
|x|→+∞

zn(x) = 0 uniformemente em n.

Usando a desigualdade de Trudinger-Moser, devido a Cao (veja Apêndice A, LemaA.2), sabemos
que para cada m ∈ (0, 1) e M > 0 existe C(m,M) > 0 tal que

sup
u∈β

∫
R2

(e4πu2 − 1) 6 C(m,M), (2.7)

em que β =
{
u ∈ H1(R2);

∫
R2|∇u|2 6 m e

∫
R2u

2 ≤M
}
. Agora, escolha ε > 0 suficiente-

mente pequeno tal que m = ρ
(1−ε)2 ∈ (0, 1) e α = 4π

(1−ε)2 > 4π. Então,∫
R2

(eαw
2
n − 1) =

∫
R2

(
eα(1−ε)2( wn

1−ε)
2

− 1
)
6
∫
R2

(e4π( wn
1−ε)

2

− 1).

Desde que wn
1−ε ∈ β, temos que∫

R2

(eαw
2
n − 1) 6 sup

u∈β

∫
R2

(e4πu2 − 1) = C(m,M) para todo n ∈ N.

Agora, sejam Pi(s) = Fi(s) e Q(s) = eαs
2 − 1, (i = 1, 2). Pi e Q satisfazem as hipóteses do

Lema de Compacidade de Strauss (veja Apêndice A, Lema A.1).
Com efeito, para α > 4π e por (2.7), (H1), (H2) segue que

lim
s→0

Pi(s)

Q(s)
= lim

s→0

fi(s)

eαs22s
= lim

s→0

1

eαs2
fi(s)

s
= 0,

lim
s→+∞

Pi(s)

Q(s)
= lim

s→+∞

fi(s)

eαs22s
= lim

s→+∞

1

2s

fi(s)

eαs2
= 0

e ∫
RN
|Q(wn)| < +∞.

Além disso, Pi(wn(x)) → Pi(w(x)) quase sempre em R2 quando n → +∞. Portanto, apli-
cando o Lema de Compacidade de Strauss, segue que Pi(wn) converge para Pi(w) em L1(R2).

Analogamente, Pi(zn) converge para Pi(z) em L1(R2). Logo,∫
R2

F1(wn)→
∫
R2

F1(w) e

∫
R2

F2(zn)→
∫
R2

F2(z),

o que demonstra o nosso resultado.
Agora, vejamos um lema técnico que relaciona os níveis A e c, dados em (16) e (17).
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Lema 2.2.2 Os números A e c satisfazem a desigualdade A 6 c.

Demonstração. Para cada (w, z) ∈ E\{(0, 0)} comw+ = max{w, 0} 6= 0 ou z+ = max{z, 0} 6=
0, definimos a função h : [0,+∞)→ R por

h(t) :=

∫
R2

G(tw, tz) =

∫
R2

[
F1(tw) + F2(tz)− t2w2

2
− t2z2

2
+ λt2wz

]
.

Por (H1), (H2) e (H3) segue que h(t) < 0 para t suficientemente pequeno.
De fato, temos que

h(t) =

∫
R2

[
F1(tw) + F2(tz)− t2w2

2
− t2z2

2
+ λt2wz

]
h(t)

t2
=

∫
R2

[
F1(tw)

t2
+
F2(tz)

t2

]
− 1

2

∫
R2

w2 − 1

2

∫
R2

z2 + λ

∫
R2

wz

6
∫
R2

[
F1(tw)

t2
+
F2(tz)

t2

]
− λ− 1

2

∫
R2

w2 − λ− 1

2

∫
R2

z2 < 0,

pois lim
t→0+

∫
R2

F1(tw)

t2
= 0. Com efeito, temos que lim

s→0

fi(s)

s
= 0 e lim

s→∞

fi(s)

eαs2
= 0 se α > 4π.

Em vista disso, dado ε > 0 existe Cε > 0 tal que

f1(s) 6 εs+ Cεs
2(eαs

2 − 1) ∀s > 0.

Logo, integrando tem-se
F1(s) 6

ε

2
s2 + Cεs

3(eαs
2 − 1)

de onde obtemos

0 6 F1(tw) 6
ε

2
t2w2 + Cεt

3w3(eαt
2w2 − 1) ∀ 0 < t 6 1,

o que implica

0 6
∫
R2

F1(tw)

t2
6
ε

2

∫
R2

w2 + Cεt

∫
R2

w3(eαw
2 − 1).

Aplicando o lim sup, temos que

0 6 lim sup
t→0+

∫
R2

F1(tw)

t2
6
ε

2

∫
R2

w2 ∀ε > 0,

o que implica

lim
t→0+

∫
R2

F1(tw)

t2
= 0.

Analogamente, tem-se
∫
R2

F2(tz)
t2

= 0. De forma similar, prova-se que h(t) > 0 para t sufi-
cientemente grande. Desta forma, existe t0 > 0 tal que h(t0) = 0, isto é, (t0w, t0z) ∈ ℘.

Assim,

A 6
1

2

∫
R2

(
|∇(t0w)|2 + |∇(t0z)|2

)
= I(t0w, t0z) 6 max

t>0
I(tw, tz).
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Por outro lado, uma vez que fi(s) = 0 para todo s 6 0, se (w, z) ∈ E\{(0, 0)} com w+ = 0 e
z+ = 0, temos que

max
t>0

I(tw, tz) =
t2

2

(
‖(w, z)‖2 − 2λ

∫
R2

wz

)
>

t2

2
(1− λ)‖(w, z)‖2 → +∞.

Logo A 6 c, o que demonstra o nosso lema.

Lema 2.2.3 O número A dado por (2.4) é positivo, isto é, A > 0.

Demonstração. Claramente A > 0. Assuma, por contradição, que A = 0 e seja (un, vn) uma
sequência minimizante em E para A, isto é,

1

2

∫
R2

(|∇un|2 + |∇vn|2)→ A = 0,

com
∫
R2 G(un, vn) = 0. Para cada λn > 0, as funções wn(x) = un

(
x
λn

)
e zn(x) = vn

(
x
λn

)
satisfazem

1

2

∫
R2

(|∇wn|2 + |∇zn|2) =
1

2

∫
R2

(|∇un|2 + |∇vn|2)

e
∫
R2 G(wn, zn) = 0. Desde que∫

R2

(|wn|2 + |zn|2) = λn
2

∫
R2

(|un|2 + |vn|2),

escolhemos
λn

2 =
1∫

R2 (|un|2 + |vn|2)
.

Assim, ∫
R2

(|wn|2 + |zn|2) = 1.

Sob essas circunstâncias, temos

1

2

∫
R2

(|∇wn|2 + |∇zn|2)→ A = 0,

∫
R2

(|wn|2 + |zn|2) = 1

e ∫
R2

G(wn, zn) = 0.

Como (wn), (zn) são limitadas em H1
rad(R2), a menos de subsequência, temos wn ⇀ w em

H1
rad(R2) e zn ⇀ z em H1

rad(R2). Pelo Lema 2.2.1∫
R2

F1(wn)→
∫
R2

F1(w) e

∫
R2

F2(zn)→
∫
R2

F2(z).

Note que

0 =

∫
R2

G(wn, zn) =

∫
R2

[F1(wn) + F2(zn)]− 1

2
+ λ

∫
R2

wnzn

6
∫
R2

[F1(wn) + F2(zn)]− 1

2
+
λ

2
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o que implica que
∫
R2(F1(w) +F2(z)) > 1−λ

2
> 0. Logo, w 6= 0 ou z 6= 0. Por outro lado, pelas

convergências fracas wn ⇀ w e zn ⇀ z, temos

lim
n→∞

inf
1

2

∫
R2

(|∇wn|2 + |∇zn|2) >
1

2

∫
R2

(|∇w|2 + |∇z|2).

Mas
lim
n→∞

inf
1

2

∫
R2

(|∇wn|2 + |∇zn|2) = A = 0,

de onde obtemos ∫
R2

(|∇w|2 + |∇z|2) = 0,

e, assim, w = z = 0, o que é um absurdo. Então, A > 0.

Lema 2.2.4 Se

µi >
1

2

(
q − 2

q

) (q−2)
2

ζq
q/2, q ∈ (2,+∞) (2.8)

em que ζq é a melhor constante da imersão H1(R2) ↪→ Lq(R2), para q ∈ (2,+∞), então

c < 1
2
.

Demonstração. Tome (ψ1, ψ2) ∈ E, ψ1 > 0, ψ2 > 0, verificando |ψ1|2q = ζ−1
q |ψ2|2q = ζ−1

q ,

com ‖ψ1‖ = ‖ψ2‖ = 1. De (H4) e (2.5), temos que

c 6 max
t>0

I(tψ1, tψ2)

6 max
t≥0

{
t2

2
+
t2

2
− µ1

tq

q

∫
R2

ψ1
q − µ2

tq

q

∫
R2

ψ2
q

}
=

(q − 2)

2q
µ1

−2
q−2 |ψ1|

−2q
q−2
q +

(q − 2)

2q
µ2

−2
q−2 |ψ2|

−2q
q−2
q

=
(q − 2)

2q
µ1

−2
q−2 ζ

q
q−2
q +

(q − 2)

2q
µ2

−2
q−2 ζ

q
q−2
q .

Esta última desigualdade combinada com (2.8) fornece

c <
1

2

(q − 2)

2q
µ1

−2
q−2 ζ

q
q−2
q +

1

2

(q − 2)

2q
µ2

−2
q−2 ζ

q
q−2
q <

1

2
.

2.3 Resultados Principais

Para provar os teoremas principais deste capítulo, precisamos de alguns resultados, os
quais apresentamos a seguir.

Lema 2.3.1 Sejam ut(x) = u
(
x
t

)
e vt(x) = v

(
x
t

)
para t > 0 e x ∈ R2, em que (u, v) ∈ E é

um ponto crítico não-trivial de I. Então, para qualquer t > 0, temos
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(i)
∫
R2(|∇ut|2 + |∇vt|2) =

∫
R2(|∇u|2 + |∇v|2);

(ii)
∫
R2 G(ut, vt) = 0;

(iii) I(ut, vt) = I(u, v);

(iv)
∫
R2(f1(ut)ut + f2(vt)vt − (u2

t + v2
t ) + 2λutvt) = t2

∫
R2(|∇u|2 + |∇v|2).

Demonstração. Como ∇ut(x) = 1
t
∇u
(
x
t

)
e ∇vt(x) = 1

t
∇v
(
x
t

)
, fazendo a mudança de

variável y = x
t
, obtemos∫
R2

(|∇ut|2 + |∇vt|2) =

∫
R2

(|∇ut(x)|2 + |∇vt(x)|2)dx

=
1

t2

∫
R2

(
|∇u

(x
t

)
|2 + |∇v

(x
t

)
|2
)
dx

=

∫
R2

(
|∇u(y)|2 + |∇v(y)|2

)
dy

=

∫
R2

(
|∇u|2 + |∇v|2

)
,

o que prova (i). Agora, seja∫
R2

G(ut, vt) =

∫
R2

G(ut(x), vt(x))dx =

∫
R2

G
(
u
(x
t

)
, v
(x
t

))
dx

= t2
∫
R2

G(u(y), v(y))dy = t2
∫
R2

G(u, v) = 0,

o que prova (ii). De (i) e (ii), temos

I(ut, vt) =

=
1

2

∫
R2

(
|∇ut|2 + |∇vt|2

)
+

1

2

∫
R2

(
u2
t + v2

t

)
−
∫
R2

(F1(ut) + F2(vt))− λ
∫
R2

utvt

=
1

2

∫
R2

(
|∇ut|2 + |∇vt|2

)
−
∫
R2

G(ut, vt) =
1

2

∫
R2

(
|∇u|2 + |∇v|2

)
=

1

2

∫
R2

(
|∇u|2 + |∇v|2

)
−
∫
R2

G(u, v) = I(u, v),

pois
∫
R2 G(u, v) = 0, o que prova (iii). Para provar (iv), como (u, v) é ponto crítico de I, temos

I
′
(u, v)(u, v) = 0.

Daí, temos ∫
R2

[
f1(ut)ut + f2(vt)vt − (u2

t + v2
t ) + 2λutvt

]
=

=

∫
R2

[
f1

(
u
(x
t

))
u
(x
t

)
+ f2

(
v
(x
t

))
v
(x
t

)
+ 2λu

(x
t

)
v
(x
t

)]
dx

= t2
∫
R2

[
f1(u(y))u(y) + f2(v(y))v(y)− (u2(y) + v2(y)) + 2λu(y)v(y)

]
dy

= t2
∫
R2

[
f1(u)u+ f2(v)v − (u2 + v2) + 2λuv

]
= t2

∫
R2

[
|∇u|2 + |∇v|2

]
,
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como afirmamos.
Usamos o lema anterior para provar o próximo resultado.

Proposição 2.3.2 Assuma (H1) e (H2) e que G(s1, s2) > 0 para algum s1 > 0 e s2 > 0.

Seja (u, v) um ponto crítico do funcional I associado ao problema (2.1) com u(x) > 0 e

v(x) > 0 para todo x ∈ R2. Então, existe um caminho γ = (γ1, γ2) ∈ C([0, 1], H1
rad(R2)) ×

C([0, 1], H1
rad(R2)) tal que γ1(t)(x) > 0 e γ2(t)(x) > 0 para todo (t, x) ∈ (0, 1]× R2, γ(0) =

(γ1(0), γ2(0)) = (0, 0), I(γ(1)) = I(γ1(1), γ2(1)) < 0, (u, v) ∈ (γ1([0, 1]), γ2([0, 1])) e

max
t∈[0,1]

I(γ1(t), γ2(t)) = I(u, v).

Em particular, para qualquer solução de energia mínima w = (w1, w2) de (2.1), temos

inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ1(t), γ2(t)) 6 I(w1, w2),

em que

Γ = {γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) ∈ C([0, 1], H1(R2))× C([0, 1], H1(R2));

γ(0) = (γ1(0), γ2(0)) = (0, 0); I(γ1(1), γ2(1)) < 0}.

Demonstração. De (H1) e (H2), dados ε > 0 e α > 4π, existe uma constante C > 0 tal que

fi(s) 6 ε|s|+ C|s|3(eαs
2 − 1), ∀s ∈ R. (2.9)

Consideremos θ ∈ [0, 1] e observemos que

I(θut, θvt) =
1

2

∫
R2

(|∇(θut)|2 + |∇(θvt))|2)−
∫
R2

G(θut, θvt)

=
θ2

2

∫
R2

(|∇(ut)|2 + |∇(vt))|2)−
∫
R2

G(θut, θvt).

Usando (2.9) e o item (i) do Lema 2.3.1, segue que

d

dθ
I(θut, θvt)

= θ

∫
R2

(|∇ut|2 + |∇vt|2)−
∫
R2

[
f1(θut)ut + f2(θvt)vt − θ(u2

t + v2
t ) + 2λθutvt

]
> θ

∫
R2

(|∇ut|2 + |∇vt|2)− εθ
∫
R2

(u2
t + v2

t )− Cθ3

∫
R2

u4
t (e

αθ2u2t − 1)

− Cθ3

∫
R2

v4
t (e

αθ2v2t − 1) + θ

∫
R2

(u2
t + v2

t )− λθ
∫
R2

(u2
t + v2

t )

> θ

∫
R2

(|∇u|2 + |∇v|2)− Cθ
∫
R2

[u4
t (e

αu2t − 1) + v4
t (e

αv2t − 1)]

+ [θ(1− λ− ε)]
∫
R2

(u2
t + v2

t )

> θ

∫
R2

(|∇u|2 + |∇v|2)− Ct2θ
∫
R2

[u4(eαu
2 − 1) + v4(eαv

2 − 1)].
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Aqui usamos o fato de que a exponencial é uma função crescente (θ ∈ [0, 1], λ ∈ (0, 1) e
escolhemos 0 < ε < 1− λ). Tomando t0 ∈ (0, 1) suficientemente pequeno tal que∫

R2

(|∇u|2 + |∇v|2)− Ct20
∫
R2

[u4(eαu
2 − 1) + v4(eαv

2 − 1)] > 0,

temos, para este t0,
d

dθ
I(θut0 , θvt0) > 0, ∀θ ∈ [0, 1],

de onde segue que I(θut0 , θvt0) é uma função não decrescente para θ ∈ [0, 1] e, assim,

I(θut0 , θvt0) 6 I(ut0 , vt0) = I(u, v) ∀θ ∈ [0, 1].

Observe também que, por iii) em Lema 0.1.9, temos I(u, v) = I(ut, vt), para todo t ∈ [t0, t1].

d

dθ

∣∣∣
θ=1

I(θut1 , θvt1)

= θ

∫
R2

(|∇ut1|2 + |∇vt1|2)−
∫
R2

[f1(θut1)ut1 + f2(θvt1)vt1 − θ(u2
t1

+ v2
t1

) + λθ(u2
t1

+ v2
t1

)]

=

∫
R2

(|∇u|2 + |∇v|2)− t21
∫
R2

(|∇u|2 + |∇v|2) < 0

e

d

dθ

∣∣∣
θ=1

∫
R2

G(θut1 , θvt1)

=

∫
R2

[f1(θut1)ut1 + f2(θvt1)vt1 − θ(u2
t1

+ v2
t1

) + λθ(u2
t1
v2
t1

)]|θ=1

= t21

∫
R2

(|∇u|2 + |∇v|2) > 0.

Logo, para um θ1 ∈ (1,∞) suficientemente próximo de 1 segue por (ii) e (iii) do Lema 2.3.1

que

I(θut1 , θvt1) 6 I(ut1 , vt1) = I(u, v) ∀θ ∈ [1, θ1]

e ∫
R2

G(θ1ut1 , θ1vt1) >

∫
R2

G(ut1 , vt1) = 0.

Considerando, agora, (θ1ut1)t = θ1ut1t e (θ1vt1)t = θ1vt1t para t > 1 e usando (i) do Lema
2.3.1, temos

I(θ1ut1t, θ1vt1t) =

= I((θ1ut1)t, (θ1vt1)t) =
1

2

∫
R2

(|∇(θ1ut1)t|2 + |∇(θ1vt1)t|2)− t2
∫
R2

G((θ1ut1)t, (θ1vt1)t)

=
θ2

1

2

∫
R2

(|∇(ut1)|2 + |∇(vt1)|2)− t2θ2
1

∫
R2

G((ut1 , vt1)→ −∞
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quando t→∞. Desse modo, existe t2 > 1 suficientemente grande tal que

I(θ1ut1t2 , θ1vt1t2) < 0.

Mas, ainda,
d

dθ
I(θ1ut1t, θ1vt1t) = −2t

∫
R2

G(θ1ut1 , θ1vt1) < 0

para t > 1. Assim, I(θ1ut1t, θ1vt1t) é uma função decrescente para t > 1 e usando (i) do Lema
2.3.1

I(θ1ut1t, θ1vt1t) 6 I(θ1ut1 , θ1vt1) 6 I(u, v)

para todo t > 1. Aqui, escolhemos t0 ∈ (0, 1), t1 ∈ (1,∞), θ1 > 1, t2 > 1 e considerar
a composição adequada dos caminhos γ̂1 : [0, 1] × [0, 1] → E, γ̂2 : [t0, t1] × [t0, t1] → E,

γ̂3 : [1, θ1]× [1, θ1]→ E e γ̂4 : [1, t2]× [1, t2]→ E, para obter o caminho γ = (γ1, γ2) desejado
(para maiores detalhes, veja (34)) .

O seguinte lema é fundamental para demonstrar a próxima proposição.

Lema 2.3.3 Sob a hipótese (H1), existe ρ0 > 0 tal que para (u, v) ∈ {H1(R2) ∩ L∞(R2)} ×
{H1(R2) ∩ L∞(R2)} com 0 < ‖u‖∞, ‖v‖∞ ≤ ρ0 tem-se

P (u, v) = −2

∫
R2

G(u, v) > 0.

Demonstração. Note que

G(s, t)

s2 + t2
=

F1(s)

s2 + t2
+

F2(t)

s2 + t2
− s2

2(s2 + t2)
− t2

2(s2 + t2)
+

λst

s2 + t2

6
F1(s)

s2
+
F2(t)

t2
− 1

2
+

λst

s2 + t2

6
F1(s)

s2
+
F2(t)

t2
+
λ− 1

2
< 0,

se t e s forem pequenos. Logo, existe ρ0 > 0 tal que se 0 < s, t < ρ0, então −G(s, t) > 0.

Portanto, P (u, v) > 0, se 0 < ‖u‖∞, ‖v‖∞ ≤ ρ0.

Proposição 2.3.4 Seja

Γ = {γ(t) = (γ1(t), γ2(t)) ∈ C([0, 1], H1(R2))× C([0, 1], H1(R2));

γ(0) = (γ1(0), γ2(0)) = (0, 0); I(γ1(1), γ2(1)) < 0}.

Então, γ([0, 1]) ∩ ℘ 6= ∅ para todo γ ∈ Γ.

Demonstração. Seja P (u, v) = −2
∫
R2 G(u, v), em que G(u, v) = F1(u) + F2(v) − 1

2
(u2 +

v2) + λuv. Escolha ρ ∈ C∞0 (R2) tal que

ρ(x) ≥ 0 ∀ x ∈ R2 e

∫
R2

ρ(x) = 1.
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Para γ = (γ1, γ2) ∈ Γ e ε > 0, definamos

γε(t)(x) =

∫
R2

ρ

(
x− y
ε

)
γ(t)(y)dy =

∫
R2

ρ

(
x− y
ε

)
(γ1(t)(y), γ2(t)(y))dy.

Então, pode-se provar o seguinte:

1. Para ε > 0 e t ∈ [0, 1], γε(t) = (γ1,ε(t), γ2,ε(t)) ∈ {H1(R2) ∩ L∞(R2)} × {H1(R2) ∩
L∞(R2)};

2. γε : [0, 1]× [0, 1]→ L∞(R2)× L∞(R2) é contínuo;

3. max
t∈[0,1]

‖γε(t)− γ(t)‖2
E → 0 quando ε→ 0.

Sabemos que

2I(u, v) =

∫
R2

|∇u|2 +

∫
R2

|∇v|2 − 2

∫
R2

G(u, v).

Desde que I(γ1(1), γ2(1)) < 0, pelo item (iii), temos que I(γ1,ε(1), γ2,ε(1)) < 0 para ε > 0

suficientemente pequeno. Portanto,

P (γ1,ε(1), γ2,ε(1)) 6 2I(γ1,ε(1), γ2,ε(1)) < 0.

Além disso, temos que
(γ1,ε(0), γ2,ε(0)) = (0, 0).

Pelos itens (ii) e (iii) e pelo Lema 2.3.3, segue que

P (γ1,ε(t), γ2,ε(t))

= −2

∫
R2

G(γ1,ε(t), γ2,ε(t))

= −2

[∫
R2

(F1(γ1,ε(t)) + F2(γ2,ε(t)))−
1

2

∫
R2

(
(γ1,ε(t))

2 + (γ2,ε(t))
2
)

+ λ

∫
R2

γ1,ε(t)γ2,ε(t)

]
≥ −2

∫
R2

(F1(γ1,ε(t)) + F2(γ2,ε(t))) +
(1− λ)

2

∫
R2

((γ1,ε(t))
2 + (γ2,ε(t))

2)) > 0,

para ε > 0 e t > 0 suficientemente pequenos. Assim, podemos tomar tε ∈ [0, 1] tal que
P (γ1,ε(tε), γ2,ε(tε)) = 0. Em particular (γ1,ε(tε), γ2,ε(tε)) ∈ ℘. Extraindo uma subsequência, se
necessário, seja εn → 0 tal que tεn → t0 ∈ [0, 1] quando n→∞. Pelos itens (ii) e (iii) desta
proposição, temos

‖γ1,εn(t0)− γ1(t0)‖2
H1 + ‖γ2,εn(t0)− γ2(t0)‖2

H1 → 0,

ou seja, P (γ1(t0), γ2(t0)) = 0. Só nos resta mostrar que (γ1(t0), γ2(t0)) 6= (0, 0). Como
(γ1,εn(tεn), γ2,ε(tεn)) ∈ ℘ então para todo n ∈ N,∫

R2

(|∇γ1,εn(tεn)|2 + |∇γ2,εn(tεn)|2) > 2A.
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Tomando o limite nesta desigualdade, obtemos∫
R2

(
|∇γ1(t0)|2 + |∇γ2(t0)|2

)
> 2A,

de onde segue que (γ1(t0), γ2(t0)) 6= (0, 0) e isto finaliza o resultado.
Agora, finalmente, vamos apresentar e demonstrar os principais resultados deste capítulo.

Proposição 2.3.5 Se fi satisfaz (H1), (H2), e (H4) com

µi >
1

2

(
q − 2

q

) q−2
2

ζq
q/2 (i = 1, 2),

então o ínfimo A é atingido.

Demonstração. Precisamos provar que A é atingido, isto é, que existe (u, v) ∈ E tal que

A =

∫
R2

(
|∇u|2 + |∇v|2

)
e

∫
R2

G(u, v) = 0.

Seja (un, vn) uma sequência minimizante em E para A, isto é,

1

2

∫
R2

(|∇un|2 + |∇vn|2)→ A e

∫
R2

G(un, vn) = 0. (2.10)

Argumentando como no Lema 2.2.3, podemos assumir que
∫
R2

(
|un|2 + |vn|2

)
= 1. Combinando

(2.10) com os Lemas 2.2.2 e 2.2.4, obtemos

lim
n→∞

sup

∫
R2

(
|∇un|2 + |∇vn|2

)
6 2A 6 2c < 1.

Em vista do Lema 2.2.1,∫
R2

F1(un)→
∫
R2

F1(u) e

∫
R2

F2(vn)→
∫
R2

F2(v), (2.11)

em que u e v são limites fracos de (un) e (vn) em H1
rad(R2). Por (2.10) e (2.11) temos que

0 =

∫
R2

G(un, vn) =

∫
R2

F1(un) +

∫
R2

F2(vn)− 1

2

∫
R2

(un
2 + vn

2) + λ

∫
R2

unvn

≤
∫
R2

F1(u) +

∫
R2

F2(v)− 1

2
+
λ

2
+ on(1).

Logo, ∫
R2

(F1(u) + F2(v)) ≥ 1− λ
2

> 0,

o que implica que u 6= 0 ou v 6= 0 e

1

2

∫
R2

(
|∇u|2 + |∇v|2

)
6 A.

Nosso objetivo é provar que
∫
R2 G(u, v) = 0. Para isto, lembremos que

lim
n→∞

inf

∫
R2

(
|un|2 + |vn|2

)
>
∫
R2

(
|u|2 + |v|2

)
,
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de onde segue que
∫
R2

(
|u|2 + |v|2

)
6 1. Consequentemente,∫

R2

G(u, v) =

∫
R2

F1(u)− 1

2

∫
R2

|u|2 +

∫
R2

F2(v)− 1

2

∫
R2

|v|2 + λ

∫
R2

uv > 0.

Suponhamos que
∫
R2 G(u, v) 6= 0, então, necessariamente,

∫
R2 G(u, v) > 0. Consideremos

h(t) =
∫
R2 G(tu, tv) como na prova do Lema 0.1.6. Pela Desigualdade de Trundiger-Moser,

temos que h(t) < 0 para t suficientemente pequeno. Por outro lado,

h(1) =

∫
R2

G(u, v) > 0.

Assim, existe t0 ∈ (0, 1) tal que h(t0) = 0, isto é,∫
R2

G(t0u, t0v) = 0. (2.12)

Portanto,

1

2

∫
R2

(|∇(t0u)|2 + |∇(t0v)|2) =
t0

2

2

∫
R2

(|∇u|2 + |∇v|2) 6 t0
2A < A,

o que é um absurso, desde que (2.12) implica que (t0u, t0v) ∈ ℘ e, dessa forma,

1

2

∫
R2

(|∇(t0u)|2 + |∇(t0v)|2) > A.

Logo, devemos ter
∫
R2 G(u, v) = 0, de onde segue que A é atingido.

Para provar o outro resultado principal, vamos usar a Proposição 2.3.2 e a Proposição
2.3.4.

Teorema 2.3.6 O Sistema (2.1) possui uma solução de energia mínima.

Demonstração. Seja

m = inf{I(u, v); (u, v) ∈ E\{(0, 0)} é solução de (2.1)}.

Queremos mostrar que m = c = A. Pela proposição 2.3.5, existe (u, v) ∈ E\{(0, 0)} tal que

1

2

∫
R2

(|∇u|2 + |∇v|2) = A e

∫
R2

G(u, v) = 0.

Pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe θ ∈ R tal que∫
R2

∇u∇ϕ+

∫
R2

∇v∇ψ = θ

[∫
R2

(f1(u)ϕ+ f2(v)ψ)−
∫
R2

(uϕ+ vψ) + λ

∫
R2

(vϕ+ uψ)

]
(2.13)

para todo (ϕ, ψ) ∈ E. Fazendo ϕ = u e ψ = v, obtemos

‖(u, v)‖2 = θ

[∫
R2

f1(u)u+ f2(v)v + 2λ

∫
R2

uv

]
6 θ

[∫
R2

(f1(u)u+ f2(v)v) +

∫
R2

(
u2 + v2

)]
,
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e daí temos

θ >
‖(u, v)‖2∫

R2(f1(u)u+ f2(v)v) +
∫
R2(u2 + v2)

> 0, pois fi(s)s ≥ 0 para todo s ∈ R.

Agora defina o par reescalonado (uθ, vθ) : uθ(x) := u
(

x√
θ

)
e vθ(x) := v

(
x√
θ

)
de modo que

u(x) = uθ(
√
θx) e v(x) = vθ(

√
θx) com u e v sendo dadas pela Proposição 2.3.5. Logo, pelo

Teorema da Mudança de Variável, obtemos∫
R2

∇u(x)∇ϕ(x)dx+

∫
R2

∇v(x)∇ψ(x)dx

=
√
θ

[∫
R2

∇uθ(
√
θx)∇ϕ(x) +∇vθ(

√
θx)∇ψ(x)

]
dx

=
√
θ

[∫
R2

∇uθ(y)∇ϕ
(
y√
θ

)
+∇vθ(y)∇ψ

(
y√
θ

)]
1

θ
dy

=

√
θ

2

θ

[∫
R2

∇uθ∇ϕ+∇vθ∇ψ
]

=

∫
R2

∇uθ∇ϕ+∇vθ∇ψ,

em que ϕ(y) = ϕ
(

y√
θ

)
, ψ(y) = ψ

(
y√
θ

)
e ϕ, ψ ∈ H1

rad(R2).∫
R2

(f1(u(x))ϕ(x) + f2(v(x))ψ(x))dx−
∫
R2

(u(x)ϕ(x) + v(x)ψ(x))dx

+ λ

∫
R2

(v(x)ϕ(x) + u(x)ψ(x))dx

=

∫
R2

(f1(uθ(
√
θx))ϕ(x) + f2(vθ(

√
θx))ψ(x))dx−

∫
R2

(uθ(
√
θx)ϕ(x) + vθ(

√
θx)ψ(x))dx

+ λ

∫
R2

(
vθ(
√
θx)ϕ(x)dx+ uθ(

√
θx)ψ(x)

)
dx

=
1

θ

∫
R2

[
f1(uθ(y))ϕ

(
y√
θ

)
+ f2(vθ(y))ψ

(
y√
θ

)]
dy − 1

θ

∫
R2

[
uθ(y)ϕ

(
y√
θ

)
+ vθ(

√
θx)ψ)

]
dy

+
λ

θ

∫
R2

[
vθ(y)ϕ

(
y√
θ

)
+ uθ(y)ψ

(
y√
θ

)]
dy

=
1

θ

[∫
R2

(
f1(uθ)ϕ+ f2(vθ)ψ

)
−
∫
R2

(
uθϕ+ vθψ)

)
+ λ

∫
R2

(
vθϕ+ uθψ

)]
,

para ϕ, ψ ∈ H1
rad(R2), o que mostra, em vista de (2.13) e do Princípio da Criticalidade Simétrica

(veja Apêndice A, Teorema A.4) que (uθ, vθ) é uma solução fraca do Sistema (2.1). Ademais,∫
R2

(
|∇uθ|2 + |∇vθ|2

)
=

∫
R2

(
|∇u|2 + |∇v|2

)
= 2A e

∫
R2

G(uθ, vθ) = 0.

Portanto,

m 6 I(uθ, vθ) =
1

2

∫
R2

(|∇uθ|2 + |∇vθ|2)−
∫

R2

G(uθ, vθ)

=
1

2

∫
R2

(|∇u|2 + |∇v|2) = A,
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isto é
m 6 A. (2.14)

Para cada γ = (γ1, γ2) ∈ Γ, pela Proposição 2.3.4, tem-se γ([0, 1]) ∩ ℘ 6= ∅. Daí, existe
t0 ∈ [0, 1] tal que γ(t0) ∈ ℘ e, então,

A 6
1

2

∫
R2

|∇γ(t0)|2 =
1

2

∫
R2

|∇γ(t0)|2 −
∫
R2

G(γ(t0)) = I(γ(t0)).

Assim,
A 6 I(γ1(t0), γ2(t0)) 6 max

t∈[0,1]
I(γ1(t), γ2(t)) 6 c,

ou seja,

A 6 c. (2.15)

De (2.14) e (2.15), segue que m 6 A 6 c. Só nos resta mostrar que m > c. Para toda solução
não-trivial w = (w1, w2) do Sistema (2.1), pela Proposição 2.3.2, existe um caminho γw ∈ Γ tal
que (w1, w2) ∈ γw([0, 1]) e

max
t∈[0,1]

I(γw(t)) = I(w1, w2).

Consequentemente, c 6 I(w1, w2). Portanto, c 6 m, de onde segue que m = A = c e, portanto
(uθ, vθ) é uma solução de energia mínima do Sistema (2.1).
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3 SISTEMAS DE SCHRÖDINGER QUASILINEARES ENVOLVENDO CRESCI-
MENTO CRÍTICO EXPONENCIAL

3.1 Introdução

O principal objetivo deste capítulo é mostar que, usando metódos variacionais baseados
em espaços de Orlicz, podemos encontrar condições suficientes para existência de soluções de
energia mínima para um sistema de Schröndiger quasilinear da forma{

−∆u+ V1(x)u−∆(u2)u =h(x, u, v), em R2

−∆v + V2(x)v −∆(v2)v =g(x, u, v), em R2.
(3.1)

Aqui, as funções h, g : R2 × R× R→ R são contínuas e satisfazem as seguintes condições:

(H1) Existe α0 > 0 tal que

lim
u,v→+∞

|h(x, u, v)|
eα(u2+v2)2

=

{
0,

+∞,
∀ α > α0 uniformemente em x ∈ R2, e

lim
u,v→+∞

|g(x, u, v)|
eα(u2+v2)2

=

{
0,

+∞,
∀ α > α0 uniformemente em x ∈ R2.

(H2) Existe θ > 4 tal que

θF (x, u, v) 6 U∇F (x, u, v) ∀ U = (u, v) ∈ R2

em que F : R2 × R× R→ R é uma função de classe C1 tal que∇F = (h, g).

(H3) lim
(u,v)→(0,0)

h(x, u, v)

|(u, v)|
= lim

(u,v)→(0,0)

g(x, u, v)

|(u, v)|
= 0.

(H4) Existem ξ > 0 e q > 2 tais que

F (x, t, t) > ξtq para todo t > 0 e, para todo x ∈ R2.

Agora, vejamos as seguintes condições sobre os potenciais contínuos V1, V2 : R2 → R :

(ν1) 0 < V0 := min{inf
R2
V1, inf

R2
V2}

(ν2) Existe M0 > 0 tal que para todo M >M0,∣∣∣{x ∈ R2;Vi(x) 6M})
∣∣∣ <∞, i = 1, 2,

lembramos que |A| denota a medida de Lebesgue do conjunto A.
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Como exposto na Introdução do trabalho, os próximos teoremas contém os resultados
principais deste capítulo.

Teorema 3.1.1 Suponha que (ν1)− (ν2) e (H1)− (H4) sejam satisfeitas. Então, o Sistema (3.1)

tem uma solução fraca não-trivial.

No presente capítulo também estamos interessados na existência de soluções de energia
mínima, isto é, uma solução em que a energia é mínima dentre todas as outras energias de
soluções não-trivias. Para tanto, precisamos da hipótese (H5) descrita abaixo:

(H5) Para cada x ∈ R2 e t > 0, h(x,s,t)
s3

é não-decrescente em s > 0 e, para cada x ∈ R2 e s
positivo g(x,s,t)

t3
é não-decrescente em t positivo.

Teorema 3.1.2 Sob as hipóteses do Teorema 3.1.1, se supomos, além disso, a condição (H5),

então a solução obtida no Teorema 3.1.1 é uma solução de energia mínima.

3.2 Resultados Preliminares

Pelas condições (H1) e (H3), temos que dados ε > 0, q > 2 e α > α0, existe C =

C(ε, q, α) > 0 tal que

|h(x, u, v)|+ |g(x, u, v)| 6 ε|(u, v)|2 + C|(u, v)|q−1(eα(u2+v2)2 − 1) (3.2)

e, consequentemente,

F (x, u, v) 6
ε

2
|(u, v)|2 + C|(u, v)|q(eα(u2+v2)2 − 1) (3.3)

para todo (u, v) ∈ R2. Note que, se 1/p+ 1/q = 1, então

ab− 1 6
1

p
(ap − 1) +

1

q
(bq − 1), para todo a, b > 0. (3.4)

Em virtude da Desigualdade de Trudinger-Moser (veja apêndice A, Lema A.2) e (3.4) temos∫
R2

(eα(u2+v2)2 − 1) 6
1

2

∫
R2

(e8αu2 − 1) +
1

2

∫
R2

(e8αv2 − 1) <∞. (3.5)

Aqui, H1(R2) denota o espaço de Sobolev usual e consideramos E := H1(R2) × H1(R2)

munido da norma
‖(u, v)‖E = (‖u‖2

1,2 + ‖v‖2
1,2)

1
2 ,

em que ‖u‖1,2 := (‖∇u‖2
2 + ‖u‖2

2)1/2 é a norma usual de H1(R2). Dizemos que (u, v) é uma
solução fraca para o Sistema (28) se (u, v) ∈ E ∩ [L∞loc(R2)]2 e, para todo ϕ, ψ ∈ C∞0 (R2) vale∫

R2

[
(1 + 2u2)∇u∇ϕ+ (1 + 2v2)∇v∇ψ + 2u|∇u|2ϕ+ 2v|∇v|2ψ + V1(x)uϕ+ V2(x)vψ

]
=

∫
R2

[h(x, u, v)ϕ+ g(x, u, v)ψ].
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Associado ao Sistema (2.1), consideremos o funcional energia I : E → R definido por

I(u, v) =
1

2

∫
R2

[(1+2|u|2)|∇u|2+(1+2|v|2)|∇v|2+
1

2

∫
R2

V1(x)u2+V2(x)v2]−
∫
R2

F (x, u, v),

em que ∇F (x, u, v) = (h(x, u, v), g(x, u, v)). Note que este funcional não está bem definido
em E, pois não necessariamente as integrais

∫
R2(|u|2|∇u|2) e

∫
R2(|v|2|∇v|2) são finitas se

(u, v) ∈ E. Para contornar esta dificuldade, como em (34), fazemos o uso da mudança de
variável z = f−1(u) e w = f−1(v) em que f é definido por

f ′(t) =
1

[1 + 2f 2(t)]
1
2

t ∈ [0,+∞)

f(t) = −f(−t) t ∈ (−∞, 0].

Assim, obtemos um novo funcional, a saber:

J(z, w) := I(f(z), f(w))

=
1

2

∫
R2

(|∇z|2 + |∇w|2) +
1

2

∫
R2

(V1(x)f 2(z) + V2(x)f 2(w))

−
∫
R2

F (x, f(z), f(w)),

o qual está bem definido no espaço de Orlicz

W = {(z, w) ∈ E;

∫
R2

[V1(x)f 2(z) + V2(x)f 2(w)] <∞},

sob as hipóteses (H1) e (H3). W é um espaço de Banach munido da norma (veja Proposição
3.3.5)

‖(z, w)‖W = ‖z‖+ ‖w‖, (z, w) ∈ W,

em que

‖z‖ := ‖∇z‖2 + inf
ξ>0

1

ξ

[
1 +

∫
R2

V1(x)f 2(ξz)

]
. (3.6)

e
‖w‖ := ‖∇w‖2 + inf

ξ>0

1

ξ

[
1 +

∫
R2

V2(x)f 2(ξw)

]
. (3.7)

Além disso, prova-se como em (21) que o funcional J tem as seguintes propriedades:

(1) J está bem definido em W ;

(2) J é contínuo em W ;

(3) J é Gateaux diferenciável em W e para (z, w), (ϕ, ψ) ∈ W sua derivada de Gateaux é
dada por

〈J ′(z, w), (φ, ψ)〉 =

∫
R2

[∇z∇φ+∇w∇ψ] +

∫
R2

[
V1(x)f(z)f

′
(z)φ+ V2(x)f(w)f

′
(w)ψ

]
−

∫
R2

[(h(x, f(z), f(w))φ+ g(x, f(z), f(w))ψ)] ;
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(4) Para (z, w) ∈ W,J
′
(z, w) ∈ W

′ e se (zn, wn) → (z, w) em W então J
′
(zn, wn) ⇀

J
′
(z, w) na topologia fraca* de W ′

, isto é, para cada (ϕ, ψ) ∈ W temos

J
′
(zn, wn).(ϕ, ψ)→ J

′
(z, w).(ϕ, ψ).

Observe que J(z, w) é o funcional de Euler-Lagrange associado ao seguinte sistema elíptico:{
−∆z + V1(x)f(z)f

′
(z) =h(x, f(z), f(w))f

′
(z), em R2

−∆w + V2(x)f(w)f
′
(w) =g(x, f(z), f(w))f

′
(w), em R2.

(3.8)

Dizemos que (z, w) ∈ W é uma solução fraca do Sistema (3.8) se∫
R2

[∇z∇φ+∇w∇ψ] +

∫
R2

[
V1(x)f(z)f

′
(z)φ+ V2(x)f(w)f

′
(w)ψ

]
−
∫
R2

[h(x, f(z), f(w))φ+ g(x, f(z), f(w))ψ] = 0

para todo (φ, ψ) ∈ C∞0 (R2) × C∞0 (R2). Assim, os pontos críticos de J são precisamente as
soluções fracas do Sistema (3.8). Ademais, pode-se mostrar que se (z, w) ∈ W é um ponto
crítico de J então (u, v), em que u = f(z) e v = f(w), é uma solução fraca do Sistema (28)
(veja Proposição 2.5 de (21)).

Para uma fácil referência, colecionamos aqui algumas propriedades da função f.

Lema 3.2.1 A função f(t) e sua derivada gozam das seguintes propriedades:

(1) f é uma função C∞, unicamente definida e invertível;

(2) |f ′(t)| 6 1 para todo t ∈ R;

(3) |f(t)| 6 t para todo t ∈ R;

(4) f(t)
t
→ 1 quando t→ 0;

(5) f(t)√
t
→ 21/4 quando t→ +∞;

(6) f(t)
2
6 tf ′(t) 6 f(t) para todo t > 0 e f2(t)

2
6 tf(t)f

′
(t) 6 f 2(t) para todo t ∈ R;

(7) |f(t)| 6 21/4|t|1/2 para todo t ∈ R;

(8) A função f 2(t) é estritamente convexa;

(9) Existe uma constante positiva C tal que

|f(t)| >

{
C|t|, |t| 6 1;

C|t|1/2, |t| > 1;
(3.9)

(10) Existem constantes positivas C1 e C2 tais que

|t| 6 C1|f(t)|+ C2|f(t)|2 para todo t ∈ R;
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(11) |f(t)f ′(t)| 6 1√
2

para todo t ∈ R;

(12) f 2(ρt) 6 ρ2f 2(t) para todo 0 6 ρ 6 1 e t ∈ R;

(13) f 2(ρt) 6 ρf 2(t) para todo ρ > 1 e t ∈ R.

Note que, como consequência imediata de (12) e (13) do Lema 3.2.1, temos

min{ρ, ρ2}f 2(t) 6 f 2(ρt) 6 max(ρ, ρ2)f 2(t), ∀ t > 0. (3.10)

Além disso, tomando t = 1 no item (6) acima, temos f 2(1) > [f
′
(1)]2 = 1/(1 + 2f 2(1)), isto

é, 2f 4(1) + f 2(1) > 1. Desde que f(1) > 0, um cálculo simples mostra que f(1) > 1/
√

2 e é
imediato verificar por (6) que f(t)/t é decrescente. Portanto,

f(t) >
1√
2
t, ∀ t ∈ [0, 1]. (3.11)

3.3 Algumas Propriedades do Espaço W

Nesta seção, apresentamos propriedades do espaço W que são de suma importância em
nossos argumentos para provarmos a existência de soluções fracas para (3.1). Primeiramente,
consideramos o espaço de funções

X =

{
(u, v) ∈ E;

∫
R2

[V1(x)u2 + V2(x)v2] <∞
}
,

que é um espaço de Hilbert munido com o produto interno dado por

〈(u1, v1), (u2, v2)〉 =

∫
R2

(∇u1∇u2 +∇v1∇v2 + V1(x)u1u2 + V2(x)v1v2),

cuja norma correspondente é

‖(u, v)‖2
X =

∫
R2

[|∇u|2 + |∇v|2 + V1(x)u2 + V2(x)v2], (u, v) ∈ X.

As conclusões obtidas nos próximos resultados são essenciais para o desenvolvimento dos
resultados posteriores.

Proposição 3.3.1 1. W é um espaço vetorial normado com respeito à norma dada em (3.6);

2. Existe uma constante positiva C tal que para todo (u, v) ∈ W,∫
R2(V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v))

1 + [
∫
R2 V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v)]

1
2

6 C‖(u, v)‖; (3.12)

3. Se (un, vv)→ (u, v) em W, então∫
R2

V1(x)|f 2(un)− f 2(u)|+
∫
R2

V2(x)|f 2(vn)− f 2(v)| → 0

e ∫
R2

V1(x)|f(un)− f(u)|2 +

∫
R2

V2(x)|f(vn)− f(v)|2 → 0;
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4. Se un → u e vn → v quase sempre e∫
R2

(V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn))→
∫
R2

(V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v)).

então

inf
ξ>0

1

ξ

[
1 +

∫
R2

V1(x)f 2(ξ(un − u)) + V2(x)f 2(ξ(vn − v))

]
→ 0.

Demonstração. Por (4) e (5) do Lema 3.2.1, f tem o seguinte comportamento assintótico:

f 2(s) ∼

{
s2, para |s| pequeno

C|s|, para |s| grande.

Em particular, para algum C0 > 0, temos

f 2(2s) 6 C0f
2(s), s ∈ R. (3.13)

Para provar (i), observamos que claramente (0, 0) ∈ W. Dados (u, v) ∈ W, α ∈ R \ {0} seja
k ∈ N tal que |α|

2k
∈ (0, 1). Usando a estimativa (3.13) e que f 2 é convexa, obtemos∫

R2

[
V1(x)f 2(αu) + V2f

2(αv)
]

=

∫
R2

[
V1(x)f 2

(
2k
|α|u
2k

)
+ V2(x)f 2

(
2k
|α|v
2k

)]
6 Ck

0

∫
R2

[
V1(x)f 2

(
2k
|α|u

)
+ V2(x)f 2

(
|α|v
2k

)]
6 Ck

0

|α|
2k

∫
R2

[
V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v)

]
<∞.

Logo, (αu, αv) ∈ W. Agora, sejam (u1, v1), (u2, v2) ∈ W e usando mais uma vez que f 2 é
convexa, temos∫

R2

[
V1(x)f 2(u1 + u2) + V2f

2(v1 + v2)
]
6

1

2

∫
R2

[
V1(x)f 2(2u1) + V1(x)f 2(2u2)

]
+

1

2

∫
R2

[
V2(x)f 2(2v1) + V2(x)f 2(2v2)

]
<∞,

em que (u1, v1) + (u2, v2) ∈ W. Portanto, W é um espaço vetorial. É padrão checar que (3.6) e
(3.2.1) são normas em W (veja (21))). Agora, provemos a propriedade (ii). Para (u, v) ∈ W e
ξ > 0, definamos

Aξ := {x ∈ R2; ξ|u(x)| 6 1 e ξ|v(x)| 6 1}.

Pelas propriedades (3) e (7) do Lema (3.2.1), podemos escrever∫
R2

(V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v))

=

∫
Aξ

(V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v)) +

∫
Acξ

(V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v))

6
∫
Aξ

(V1(x)|f(u)||u|+ V2(x)|f(v)||v|) + C

∫
Acξ

(V1(x)|u|+ V2(x)||v|). (3.14)
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Usando a desigualdade de Hölder e (9) do Lema 3.2.1, temos∫
Aξ

(V1(x)|f(u)||u|+ V2(x)|f(v)||v|) 6

6

[∫
Aξ

(V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v))

] 1
2
[∫

Aξ

(V1(x)u2 + V2(x)v2)

] 1
2

6

[∫
RN

(V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v))

]1/2
C

ξ

[∫
Aξ

(V1(x)f 2(ξu) + V2(x)f 2(ξv))

] 1
2

(3.15)

6

[∫
RN

(V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v))

] 1
2 C

ξ

[
1 +

∫
Aξ

(V1(x)f 2(ξu) + V2(x)f 2(ξv))

]
,

em que, na última estimativa, usamos a desigualdade s1/2 6 1 + s para todo s > 0. Pela
estimativa (9) do Lema 3.2.1, obtemos∫

Aξ

(V1(x)|u|+ V2(x)|v|) =
C

ξ

∫
Aξ

[V1(x)|ξu|+ V2(x)|ξv|]

6
C

ξ

[
1 +

∫
Aξ

(V1(x)f 2(ξu) + V2(x)f 2(ξv))

]
. (3.16)

Logo, de (3.14) e (3.16) concluímos que para todo ξ > 0,∫
R2

(V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v)) 6[(∫
R2

V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v)

)1/2

+ 1

]
C

ξ

[
1 +

∫
R2

(
V1(x)f 2(ξu) + V2(x)f 2(ξv)

)]
donde segue a propriedade (ii).
Para provarmos o item (iii), note que se (un, vn)→ (u, v) em W então por (3.12) devemos ter∫

R2

(V1(x)f 2(un − u) + V2(x)f 2(vn − v))→ 0. (3.17)

Em particular,

V1(x)f 2(un−u)→ 0 quase sempre em R2 e V2(x)f 2(vn−v)→ 0 quase sempre em R2.

Desde que V1(x), V2(x) 6= 0 para todo x ∈ R2 e f−1 é contínua, segue que un → u quase
sempre em R2 e vn → v quase sempre em R2. Assim, pelo Lema de Fatou, obtemos∫

R2

(V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v)) 6 lim inf
n→+∞

∫
R2

(V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn)) 6 C.

Por (3.17), existe h ∈ L1(R2) tal que

V1(x)f 2(un − u) + V2(x)f 2(vn − v) 6 h,
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quase sempre em R2. Portanto, a desigualdade (3.13) juntamente com a convexidade de f 2

implica que

V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn)

6
C0

2

[
V1(x)f 2(un − u) + V2(x)f 2(vn − v)

]
+
C0

2

[
V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v)

]
6 C1(h+ V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v)).

Desde que (h+V1(x)f 2(u) +V2(x)f 2(v)) ∈ L1(R2), pelo Teorema da Convergência Dominada
de Lebesgue, os limites em (iii) são provados. Finalmente, indicamos que a propriedade (iv)
pode ser provada como em (12) com algumas modificações.

Corolário 3.3.2 A imersão X ↪→ W é contínua.

Demonstração. Primeiramente, note, pelas definições de X e W, que X ⊂ W. Agora, seja
(un, vn)→ (0, 0) em X. Usando que |f(s)| 6 |s| para todo s ∈ R, temos∫

RN
(V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn)) 6

∫
RN

(V1(x)u2
n + V2(x)v2

n)→ 0.

Assim, da Proposição 3.3.1, propriedade (4), concluímos que (un, vn)→ (0, 0) em W, de onde
segue o resultado desejado.

Proposição 3.3.3 A aplicação (u, v) → (f(u), f(v)) de W em Lq(R2) × Lq(R2) é contínua

para 2 6 q <∞.

Demonstração. Para (u, v) ∈ W, segue, por definição, que (f(u), f(v)) ∈ X. Por (ν1), a
irmesão X ↪→ E é contínua. Consequentemente, a imersão

X ↪→ Lq(R2)× Lq(R2), 2 6 q <∞ (3.18)

é também contínua. Logo, para algum C > 0, temos

‖(f(u), f(v))‖q 6 C‖(f(u), f(v))‖X (3.19)

6 C

[∫
R2

(
|∇u|2 + |∇v|2 + V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v)

)] 1
2

.

Agora, seja (un, vn) uma sequência emW tal que (un, vn)→ (u, v) emW. Por (3) da Proposição
3.3.1, temos ∫

R2

(V1(x)|f(un)− f(u)|2 + V2(x)|f(vn)− f(v)|2)→ 0. (3.20)

Segue também que(
∂un
∂xi

,
∂vn
∂xi

)
→
(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
em L2(R2)× L2(R2), i = 1, 2.
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Portanto, a menos de subsequência, existem hi, ĥi ∈ L2(R2) tais que∣∣∣∣∂un∂xi

∣∣∣∣ 6 hi e

∣∣∣∣∂vn∂xi

∣∣∣∣ 6 ĥi,

quase sempre em R2, para i = 1, 2. Isto implica que∣∣∣∣∂f(un)

∂xi

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f ′(un)
∂un
∂xi

∣∣∣∣ 6 hi e

∣∣∣∣∂f(vn)

∂xi

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f ′(vn)
∂vn
∂xi

∣∣∣∣ 6 ĥi.

Além disso,

∂f(un)

∂xi
= f

′
(un)

∂un
∂xi
→ f

′
(u)

∂u

∂xi
=
∂f(u)

∂xi
e
∂f(vn)

∂xi
= f

′
(vn)

∂vn
∂xi
→ f

′
(v)

∂v

∂xi
=
∂f(v)

∂xi

quase sempre em R2 para i = 1, 2. Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,
segue

‖∇f(un)−∇f(u)‖2 → 0 e ‖∇f(vn)−∇f(v)‖2 → 0.

Usando as imersões (3.19) e (3.20), concluímos

‖f(un)− f(vn)‖2
q 6 C‖∇f(un)−∇f(u)‖2

2 + C‖∇f(vn)−∇f(v)‖2
2

+ C

∫
R2

(V1(x)|f(un)− f(u)|2 + V2(x)|f(vn)− f(v)|2)→ 0

para 2 6 q <∞. Assim, o resultado está provado.

Proposição 3.3.4 Suponha que (ν1) e (ν2) sejam satisfeitas. Então, a aplicação (u, v) →
(f(u), f(v)) de W em Lq(R2)× Lq(R2) é compacta para 2 6 q <∞.

Demonstração. Seja (un, vn) ⊂ W uma sequência limitada em W. Então, (‖∇un‖2 + ‖∇vn‖2)

é limitada, e, por (3.12) segue que
∫
R2(V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn)) é também limitada. Assim,

(f(un), f(vn)) é limitada emX e, desde que exista a imersãoX ↪→ Lq(R2)×Lq(R2), é compacta
para 2 ≤ p <∞ (veja (35)), a menos de subsequência, existe (w1, w2) ∈ Lq(R2)× Lq(R2) tal
que (f(un), f(vn))→ (w1, w2) em Lq(R2)× Lq(R2), e a prova está completa.

Proposição 3.3.5 W é um espaço de Banach com respeito à norma ‖(u, v)‖W = ‖u‖+ ‖v‖.

Demonstração. Seja (un, vn) uma sequência de Cauchy em W. Pela definição da norma em
W, (∇un,∇vn) é uma sequência de Cauchy em L2(R2) × L2(R2). Logo, existem (u1, v1) e
(u2, v2) ∈ L2(R2)× L2(R2) tais que(

∂un
∂x1

,
∂vn
∂x1

)
→ (u1, v1) e

(
∂un
∂x2

,
∂vn
∂x2

)
→ (u2, v2) em L2(R2)× L2(R2).

Usando (3.16), dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que∫
R2

(V1(x)f 2(um − un) + V2(x)f 2(vm − vn)) <
ε2

2

e

∫
R2

(|∇um −∇un|2 + |∇vm −∇vn|2) <
ε2

2
, (3.21)
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para todo m,n > n0. Logo, por (3.18) obtemos que

‖f(um − un)‖2 + ‖f(vm − vn)‖2 < Cε.

Agora, usando (10) do Lema3.2.1 concluímos que (un, vn) é uma sequência de Cauchy em
L2(R2) × L2(R2). Portanto, existe (u, v) ∈ L2(R2) × L2(R2) tal que (un, vn) → (u, v) em
L2(R2)× L2(R2). Para i = 1, 2, temos∫

R2

un
∂ϕ

∂xi
= −

∫
R2

∂un
∂xi

ϕ e

∫
R2

vn
∂ψ

∂xi
= −

∫
R2

∂vn
∂xi

ψ

para todo (ϕ, ψ) ∈ C∞0 (R2)× C∞0 (R2). Tomando o limite quando n→∞, obtemos∫
R2

u
∂ϕ

∂xi
= −

∫
R2

wi∂ϕ e

∫
R2

v
∂ψ

∂xi
= −

∫
R2

wi∂ψ,

o que implica que u, v tem derivada fraca e wi = ∂u
∂xi
, wi = ∂v

∂xi
para i = 1, 2. Assim, (u, v) ∈ E

e
‖∇un −∇u‖2 + ‖∇vn −∇v‖2 → 0 quando n→∞. (3.22)

Como (un, vn) é limitada em W, por (3.12) temos que
∫
R2(V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn)) é

também limitada. Pelo Lema de Fatou, obtemos∫
R2

(V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v)) 6
∫
R2

(V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn)) 6 C.

Consequentemente, (u, v) ∈ W. Fixando m > n0 em (3.21), segue que∫
R2

(V1(x)f 2(um − u) + V2(x)f 2(vm − v))

6 lim inf
n→∞

∫
R2

(V1(x)f 2(um − un) + V2(x)f 2(vm − vn)) <
ε2

2

e isto mostra que, desde que ε > 0 é arbitrário,

lim inf
n→∞

∫
R2

(V1(x)f 2(um − u) + V2(x)f 2(vm − v)) = 0.

Por um argumento similar a prova de (iii) da Proposição 3.3.1, podemos concluir que∫
R2

(V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn))→
∫
R2

(V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v)).

Portanto, por (iv) da Proposição 3.3.1, concluimos que

inf
ξ>0

1

ξ

{
1 +

∫
RN
V1(x)f 2(ξ(un − u)) + V2(x)f 2(ξ(vn − v))

}
→ 0,

que, junto com (3.22), mostra que ‖um − u‖+ ‖vm − v‖ → 0, e isto finaliza a prova.
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3.4 Geometria do Passo da Montanha

Nesta seção, vamos mostrar que o funcional J possui a geometria do passo da montanha
(veja Apêndice A, Teorema A.3). Antes disso, obteremos o seguinte resultado:

Lema 3.4.1 Sob as hipóteses (H1) e (H3), dados α > α0 e q > 2, para

‖(u, v)‖W 6 ρ <

√
π

2α
,

temos ∫
R2

(eα(|f(u)|2+|f(v)|2)2 − 1)|(f(u), f(v))|q 6 C‖(f(u), f(v))‖qX . (3.23)

Demonstração. Aplicando (7) do Lema 3.2.1, (3.5) e a Desigualdade de Hölder, obtemos∫
R2

(eα(|f(u)|2+|f(v)|2)2 − 1)|(f(u), f(v))|q

6
∫
R2

(e2α(2|u|2+2|v|2) − 1)|(f(u), f(v))|q

6

[∫
R2

(e4α(u2+v2) − 1)

]1/2 [∫
R2

|(f(u), f(v))|2q
]1/2

=

[∫
R2

1

2
(e8αu2 − 1) +

∫
R2

1

2
(e8αv2 − 1)

]1/2

‖(f(u), f(v))‖q2q

6 C1

[∫
R2

1

2
(e8α‖u‖2( u

‖u‖)
2

− 1) +

∫
R2

1

2
(e8α‖v‖2( v

‖v‖)
2

− 1)

]
‖(f(u), f(v))‖qX .

Desde que 8α‖u‖2 6 8α‖(u, v)‖2 6 8αρ2 < 4π e, analogamente, 8α‖v‖2 < 4π, pela Desigual-
dade de Trundinger-Moser e pela imersão (3.18), temos que∫

R2

(e2α(u2+v2)2 − 1)|(f(u), f(v))|q 6 C‖(f(u), f(v))‖qX .

Agora, para ρ > 0 consideremos o conjunto

Sρ := {(u, v) ∈ W ;Q(u, v) = ρ2},

em que Q : W → R é dada por

Q(u, v) = Q1(u) +Q2(v) =

∫
R2

(|∇u|2 + |∇v|2 + V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v)),

comQ1(u) =
∫
R2(|∇u|2 +V1(x)f 2(u)) eQ2(v) =

∫
R2(|∇v|2 +V2(x)f 2(v)). Desde queQ(u, v)

é contínua, então Sρ é um subconjunto fechado que desconecta o espaço W.

Proposição 3.4.2 O funcional J satisfaz as seguintes condições:

i) Existem ρ, σ0 > 0 tais que J(u, v) ≥ σ0 para todo (u, v) ∈ Sρ;
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ii) Existe (u0, v0) ∈ W satisfazendo Q(u0, v0) > ρ2 e J(u0, v0) < 0.

Demonstração. Para (u, v) ∈ Sρ temos por (3.3), (ν1) e o Lema 3.4.1 que

J(u, v) >
ρ2

2
− V0

2

∫
R2

(f 2(u) + f 2(v))− C
∫
R2

(
eα(f2(u)+f2(v))2 − 1

)
|(f(u), f(v))|q

>
ρ2

2
− V0

2

∫
R2

(f 2(u) + f 2(v))− C1‖(f(u), f(v))‖q > 1

2
ρ2 − C1ρ

q

com q > 2 e ‖(u, v)‖ = ρ com 0 < ρ <
√

π
2α
. Tomando σ0 = 1

4
ρ2 − C1ρ

q, se ρ > 0 é
suficientemente pequeno, obtemos (u, v) ∈ Sρ tal que

J(u, v) > σ0 > 0, ∀ (u, v) ∈ Sρ.

Agora, mostraremos (ii). Pela condição (H2), se K ⊂ R2 é um compacto, existem constantes
C1 > 0 e C2 > 0 tais que

F (x, u, v) > C1|(u, v)|θ − C2 ∀ (u, v) ∈ R2 e x ∈ K.

Sejam ϕ ∈ C∞0 (R2)\{0} tal que 0 6 ϕ 6 1 e supp(ϕ) := K. Assim, temos

J(tϕ, tϕ) 6
t2

2

∫
K

2|∇ϕ|2 + [V1(x) + V2(x)]ϕ2)− C1

∫
K

|(f(tϕ), f(tϕ))|θ + C2|K|.

Usando (6) do Lema 3.2.1, segue que f(s)
s

é decrescente para s > 0. Desde que 0 < tϕ(x) 6 t

para t > 0, obtemos f(tϕ(x)) > f(t)ϕ(x), que implica que

J(tϕ, tϕ) 6
t2

2

[∫
K

(|∇ϕ|2 + [V1(x) + V2(x)]ϕ2)− C3
f(t)θ

t2

∫
K

ϕθ +
C2

t2
|K|
]
→ −∞

quando t→ +∞ desde que

lim
t→∞

f(t)θ

t2
= lim

t→∞

f(t)θ
√
t
θ

√
t
θ

t2
= lim

t→∞

(
f(t)√
t

)θ
.t
θ−4
2 = +∞,

que é uma consequência de θ > 4 e a propriedade (5) do Lema 3.2.1. Tomando (u0, v0) =

(tϕ, tϕ) com t suficientemente grande, temos o resultado desejado.

3.5 Condição de Palais-Smale

Nesta seção, obteremos algumas propriedades da sequência (PS)c (veja Apêndice A,
Definição A.8) associada ao funcional energia J.

Proposição 3.5.1 Se (un, vn) ⊂ W é uma sequência de Palais-Smale para o funcional J, então

(un, vn) é limitada em W .
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Demonstração. Seja (un, vn) ⊂ W uma sequência de Palais Smale para J no nível C, isto é,

J(un, vn)→ C e J
′
(un, vn)→ 0. (3.24)

Assim,

|J ′(un, vn)(un, vn)| 6 ‖J ′(un, vn)‖‖(un, vn)‖W = on(1)‖(un, vn)‖W . (3.25)

Por (6) do Lema 3.2.1 e (H2), temos que

J(un, vn)− 2

θ
J
′
(un, vn)(un, vn)

>

(
1

2
− 2

θ

)∫
R2

(|∇un|2 + |∇vn|2) +

(
1

2
− 2

θ

)∫
R2

(V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn))

+
1

θ

∫
R2

[∇F (x, f(un), f(vn))(un, vn)− 2θF (x, f(un), f(vn)] (3.26)

>

(
1

2
− 2

θ

)∫
R2

(|∇un|2 + |∇vn|2) +

(
1

2
− 2

θ

)∫
R2

(V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn)).

Por (3.25) e (3.26), temos(
1

2
− 2

θ

)∫
R2

(|∇un|2 + |∇vn|2) +

(
1

2
− 2

θ

)∫
R2

(V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn))

6 C + on(1) + on(1)‖(un, vn)‖

6 C + on(1) + on(1)

(∫
R2

(|∇un|2 + |∇vn|2)

) 1
2

+ on(1)

∫
R2

V1(x)f 2(un)

+ on(1)

∫
R2

V2(x)f 2(vn),

o que implica que(
1

2
− 2

θ

)∫
R2

(|∇un|2 + |∇vn|2) +

(
1

2
− 2

θ
− on(1)

)∫
R2

(V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn))

6 C + on(1) + on(1)

(∫
R2

(|∇un|2 + |∇vn|2)

)1/2

. (3.27)

Assim, a sequência
∫
R2(|∇un|2 + |∇vn|2) é limitada. De novo, por (3.27) segue que(

1

2
− 2

θ
− on(1)

)∫
R2

[
V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn)

]
6 C +

(∫
R2

(|∇un|2 + |∇vn|2)

)1/2

e consequentemente
(∫

R2 [V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn)]
)

é também limitada. Agora, desde que

‖(un, vn)‖W 6
(∫

R2

(|∇un|2 + |∇vn|2)

)1/2

+ 1 +

∫
R2

(V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn))

concluímos que (un, vn) é limitada em W.

Antes de provarmos a condição de Palais-Smale, mostremos os seguintes lemas:
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Corolário 3.5.2 Se (un, vn) ⊂ W é uma sequência de Palais-Smale para J no nível c, então

Q(un, vn) 6
4θ

θ − 4
C + on(1). (3.28)

Demonstração. Desde que (un, vn) é limitada em W, por (3.27), obtemos(
1

2
− 2

θ

)∫
R2

(|∇un|2 + |∇vn|2) +

(
1

2
− 2

θ

)∫
R2

(V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn)) 6 C + on(1)

e, portanto,

Q(un, vn) =

∫
R2

(|∇un|2 + |∇vn|2) +

∫
R2

(V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn)) 6
4θ

θ − 4
C + on(1),

como afirmamos.

Lema 3.5.3 Seja (un, vn) uma sequência de Palais-Smale para J no nível c ∈ R, com

c <
(θ − 4)π

2α0θ
.

Se (un, vn) ⇀ (u, v) em W, então∫
R2

h(x, f(un), f(vn))f
′
(un)(un − u)→ 0 e

∫
R2

g(x, f(un), f(vn))f
′
(vn)(vn − v)→ 0.

Demonstração. Vamos provar a primeira convergência, pois a segunda é análoga. Usando (H1),

(H3) e (2), (7) e (11) do Lema 3.2.1, dados ε > 0 e α > α0, obtemos∣∣∣∣∫
R2

h(x, f(un), f(vn))f
′
(un)(un − u)

∣∣∣∣ 6 ∫
R2

|h(x, un, vn)||f ′(un)||un − u|

6 ε

∫
R2

|(f(un), f(vn)||un − u|+ C

∫
R2

(e2α(f(un)4+f(vn)4) − 1)|un − u|

6 ε

(∫
R2

|f(un), f(vn)|2
) 1

2
(∫

R2

|un − u|2
) 1

2

(3.29)

+ C

(∫
R2

(e4αr1(u2n+v2n) − 1)

) 1
r1

(∫
R2

|un − u|r2
) 1

r2

6 C‖un − u‖2 + C

(
1

2

∫
R2

(e8αr1u2n − 1) +
1

2

∫
R2

(e8αr1v2n − 1)

) 1
r1

‖un − u‖r2 ,

em que r1, r2 > 1 com 1
r1

+ 1
r2

= 1. Se as sequências∫
R2

(e8r1αu2n − 1) e

∫
R2

(e8r1αv2n − 1)

são limitadas, então por (3.29) concluímos que∣∣∣∣∫
R2

h(x, f(un), f(vn))f
′
(un)(un − u)

∣∣∣∣→ 0, (3.30)
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desde que un → u em Lq(R2), par todo q > 2. Analogamente,∣∣∣∣∫
R2

g(x, f(un), f(vn))f
′
(vn)(vn − v)

∣∣∣∣→ 0.

Vamos provar a limitação da primeira integral em (3.30), a outra é análoga. Observemos que∫
R2

(e8αr1u2n − 1) =

∫
R2

(e8αr1Q1(un)ũ2n − 1),

com ũn = un√
Q1(un)

. Note que

‖∇ũn‖2
2 =

∫
R2

|∇ũn|2 =
1∫

R2 |∇un|2 +
∫
R2 V1(x)f 2(un)

∫
R2

|∇un|2 6 1.

Além disso, ‖ũn‖2 ≤M <∞. De fato,

Q1(ũn) =
1

Q1(un)

∫
R2

|∇un|2 +

∫
R2

V1(x)f 2

(
1√

Q1(un)
un

)
.

De (3.10), obtemos

Q1(ũn) 6

(
1

Q1(un)
+

1√
Q1(un)

)∫
R2

|∇un|2 +

(
1

Q1(un)
+

1√
Q1(un)

)∫
R2

V1(x)f 2(un)

=

(
1

Q1(un)
+

1√
Q1(un)

)
Q1(un)

= 1 +
√
Q1(un)

6 1 + C.

Agora, por (3.19), com v = 0, temos que

‖f(u)‖q 6 C
√
Q1(u) ∀ q > 2,

para todo u ∈ H1(R2) com
∫
R2 V1(x)f 2(u) <∞. Portanto,

‖f(ũn)‖q 6 C ∀ n ∈ N.

Usando item (10) do Lema 3.2.1, concluímos que ‖ũn‖2 6 C. Agora, usando o Corolário 3.5.2

Q1(un)ũ2
n 6 Q(un, vn) 6

2θ

θ − 4
c+ on(1).

Como c < (θ−4)π
4α0θ

, podemos escolher α > α0, α ∼ α0, r1 > 1, r1 ∼ 1, tal que

c
α

α0

r1 <
(θ − 4)π

2θα0

,

isto é, cαr1 <
(θ−4)π
4θα0

. Para α e r1, temos

8αr1Q1(un)ũ2
n 6 16α

θ

θ − 4
r1c+ on(1) < 4π

para n grande. Assim, pela Desigualdade de Trudinger-Moser, a limitação segue e a prova está
concluída.
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Proposição 3.5.4 O funcional J satisfaz a condição de Palais-Smale no nível c ∈ R, para todo

c < (θ−4)π
2α0θ

.

Demonstração. Seja (un, vn) ∈ W uma sequência de Palais-Smale para J no nível c com
c < (θ−4)π

2α0θ
. Pelo Lema 3.5.1, (un, vn) é limitada em W . Logo, a menos de subsequência,

(un, vn) ⇀ (u, v) ∈ W. Agora, aplicando o Lema 3.5.3, obtemos∫
R2

h(x, f(un), f(vn))f
′
(un)(un − u)→ 0 e

∫
R2

g(x, f(un), f(vn))f
′
(vn)(vn − v)→ 0.

(3.31)
Como f 2 é convexa, temos que Q(u, v) é também convexo e, portanto,

1

2
Q(u, v)− 1

2
Q(un, vn) >

1

2
Q
′
(un, vn)(u− un, v − vn)

= J
′
(un, vn).(u− un, v − vn) +

∫
R2

h(x, f(un), f(vn))f
′
(un)(un − u)

+

∫
R2

g(x, f(un), f(vn))f
′
(vn)(vn − v).

Assim, as convergências (3.31) e ‖J ′(un, vn)‖ → 0 mostram que∫
R2

[
|∇u|2 + |∇v|2

]
+

∫
R2

[
V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v)

]
> lim inf

n→∞

∫
R2

[
|∇un|2 + |∇vn|2

]
+

∫
R2

[
V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn)

]
. (3.32)

Por outro lado, o Lema de Fatou implica que∫
R2

(V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v)) 6 lim inf
n→∞

∫
R2

(V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn)), (3.33)

e, desde que o funcional Φ =:
∫
R2 |∇u|2 é fracamente semicontínua inferiormente, obtemos∫

R2

(|∇u|2 + |∇v|2) 6 lim inf
n→∞

∫
R2

(|∇un|2 + |∇vn|2). (3.34)

Por (3.32), (3.33) e (3.34), devemos ter, a menos de subsequência, que

lim
n→∞

∫
R2

(|∇un|2 + |∇vn|2) =

∫
R2

(|∇u|2 + |∇v|2)

e
lim
n→∞

∫
R2

(V1(x)f 2(un) + V2(x)f 2(vn)) =

∫
R2

(V1(x)f 2(u) + V2(x)f 2(v)).

Assim, (iv) do Lema 3.3.1 implica que

inf
ξ>0

1

ξ

[
1 +

∫
R2

V1(x)f 2(ξ(un − u)) + V2(x)f 2(ξ(vn − v))

]
→ 0,

o que mostra que (un, vn)→ (u, v) em W e a prova está finalizada.
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3.6 Estimativa Minimax

Consideremos o nível minimax

c∗ := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

J(γ(t)),

em que

Γ = {γ ∈ C([0, 1], E))× C([0, 1], E); γ(0) = (0, 0) e J(γ(1)) < 0}.

Nesta seção, vamos provar uma estimativa para o nível do passo da montanha. Mais precisamente,
temos o seguinte lema:

Lema 3.6.1 Suponha que em (H4) tenhamos

ξ > max

{
ξ1,

2ξ1

q

(
4ξ1(q − 2)α0θ

2
q
2 (θ − 4)q

) q−2
2

}

em que ξ1 := 2
q+2
2 (2 + M1 + M2), com M1 = max

x∈B2(0)
V1(x) e M2 = max

x∈B2(0)
V2(x). Então, o

nível do passo da montanha c∗ de J satisfaz

c∗ <
(θ − 2)π

4α0θ
.

Demonstração. Primeiro, seja ϕ0 ∈ C∞0,rad(R2)\{0} tal que 0 6 ϕ0 6 1, suppϕ0 ⊂ B2(0),

ϕ0 ≡ 1 em B1(0) e |∇ϕ0(x)| 6 1. Temos que se ξ > ξ1, então, por (H4), segue que

J(ϕ0, ϕ0) <
1

2

∫
B2(0)

(2|∇ϕ0|2 + V1(x)ϕ2
0 + V2(x)ϕ2

0)− ξ1

∫
B2(0)

f q(ϕ0)

6 4π + (M1 +M2)2π − ξ1π

2
q
2

= 0.

Em particular,
1

2

(∫
B2(0)

(2|∇ϕ0|2 + V1(x)ϕ2
0 + V2(x)ϕ2

0)

)
6

ξπ

2q/2
.

Dessa desigualdade e pela definição de ϕ0 e a hipótese sobre ξ, um simples cálculo, mostra que

c∗ 6 max
t∈[0,1]

J(tϕ0, tϕ0)

6 max
t∈[0,1]

{[
t2

2

(∫
B2(0)

[2|∇ϕ0|2 + V1(x)ϕ2
0 + V2(x)ϕ2

0]

)]
− ξ

∫
B2(0)

f q(tϕ0)

}
< max

t∈[0,1]

[
ξ1πt

2

2q/2
− ξπtq

2q/2

]
6

π

2q/2
max
t∈[0,1]

[ξ1t
2 − ξtq].

Calculando este máximo, obtemos

π

2q/2
max
t>0

[ξ1t
2 − ξtq] =

π

2q/2
ξ1(q − 2)

q

(
2ξ1

ξq

) 2
q−2

.
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Observe que, se

ξ >
2ξ1

q

[
ξ1(q − 2)4α0θ

2q/2q(θ − 4)

] q−2
2

então concluímos que

c∗ <
(θ − 4)π

4α0θ
.

3.7 Prova do Teorema 3.1.1

Nesta seção, provamos o nosso primeiro resultado principal deste capítulo. Pelo Lema
3.4.2 e Proposição 3.5.4, mostramos que J(u, v) possui a geometria do passo da montanha e
satisfaz a condição (PS)c para todo

c < (θ − 2)π/4α0θ.

Uma vez que o nível do passo da montanha c∗ ∈ (0, (θ − 2)π/4α0θ), então pelo Teorema
do Passo da Montanha (veja Apêndice A, Teorema A.3) segue que J possui um ponto crítico
(z0, w0) ∈ W tal que J(z0, w0) = c∗. Portanto, (u0, v0) ∈ E, com u0 = f(z0) e v0 = f(w0) é
uma solução não-trivial do Sistema (3.1).

3.8 Prova do Teorema 3.1.2

Vamos supor que a condição (H5) é satisfeita, isto é, para cada x ∈ R2 e t > 0, h(x,s,t)
s3

é
não-decrescente em s > 0 e para, x ∈ R2 e s > 0, g(x,s,t)

t3
é não-decrescente em t > 0. Sejam

b = inf
(u,v)∈S

J(u, v) e S = {(u, v) ∈ E; (u, v) 6= (0, 0) e J
′
(u, v) = 0}.

Vamos mostrar que o nível minimax c∗ de J satisfaz c∗ ≤ b. Seja (u, v) ∈ S e defina ξ :

(0,+∞)→ R por ξ(t) = J(tu, tv). Temos que ξ é diferenciável e

ξ
′
(t) = J

′
(tu, tv).(u, v) = t

∫
R2

(|∇u|2 + |∇v|2)

+

∫
R2

(V1(x)f(tu)f
′
(tu)u+ V2(x)f(tv)f

′
(tv)v)

−
∫
R2

[
h(x, f(tu), f(tv))f

′
(tu)u+ g(x, f(tu), f(tv))f

′
(tv)v

]
.

Desde que, J ′(u, v).(u, v) = 0, temos∫
R2

|∇u|2 + |∇v|2) = −
∫
R2

(V1(x)f(u)f
′
(u)u+ V2(x)f(v)f

′
(v)v)

+

∫
R2

[h(x, f(u), f(v))f
′
(u)u+ g(x, f(u), f(v))f

′
(v)v]
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e, usando as duas últimas igualdades, obtemos

ξ
′
(t) = t

∫
R2

V1(x)

[
f(tu)f

′
(tu)

tu
− f(u)f

′
(u)

u

]
u2 + V2(x)

[
f(tv)f

′
(tv)

tv
− f(v)f

′
(v)

v

]
v2

+t

[∫
R2

h(x, f(u), f(v))

f 3(u)

f 3(u)f
′
(u)

u
− h(x, f(tu), f(tv))

f 3(tu)

f 3(tu)f
′
(tu)

tu

]
u2

+t

[∫
R2

g(x, f(u), f(v))

f 3(v)

f 3(v)f
′
(v)

v
− g(x, f(tu), f(tv))

f 3(tv)

f 3(tv)f
′
(tv)

tv

]
v2.

Usando as propriedades de f, pode-se mostrar que f(s)f
′
(s).s−1 é decrescente para s > 0.

Logo, pela hipótese (H5), segue que ξ′(t) > 0 para 0 < t < 1, ξ
′
(t) < 0 para t > 1 e ξ′(1) = 0.

Isto implica que
J(u, v) = max

t>0
J(tu, tv).

Agora, defina γ0 : [0, 1]→ W, γ0(t) = (γ1, γ2) com γ1(t) = tt0u e γ2(t) = tt0v, em que t0 é tal
que J(t0u, t0v) < 0, temos γ0 ∈ Γ e, portanto,

c∗ 6 max
t>0

J(γ0(t)) 6 max
t>0

J(tu, tv) = J(u, v).

Desde que (u, v) ∈ S é arbitrário, temos c∗ 6 b.
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4 EXISTÊNCIA E MULTIPLICIDADE DE SOLUÇÕES PARA SISTEMAS
KIRCHHOFF-SCHRÖNDIGER COM CRESCIMENTO CRÍTICO EXPONEN-
CIAL

4.1 Introdução

Neste capítulo, vamos estudar a existência de soluções de energia mínima para a seguinte
classe de sistemas gradientes envolvendo equações Kirchhoff-Schrödinger{

m
(
‖u‖2

)
[−∆u+ u] =λFu(u, v), x ∈ R2

l
(
‖v‖2

)
[−∆v + v] =λFv(u, v), x ∈ R2,

(4.1)

em que λ > 0, m, l : [0,+∞] → [0,+∞] são funções contínuas, ‖.‖ denota a norma usual
do Espaço de Sobolev H1(R2) e F ∈ C1(R× R,R) tal que ∇F = (Fu, Fv). A seguir, vamos
introduzir as hipóteses do nosso problema. Sejam M(t) :=

∫ t
0
m(s)ds e L(t) :=

∫ t
0
l(s)ds.

Vamos considerar as seguintes hipóteses sobre m(t) e l(t):

(H1) Existem constantes m0, l0 > 0 tais que

m(t) > m0 e l(t) > l0 para todo t > 0;

(H2) M(t) e L(t) são convexas e

M(t) >
1

2
m(t)t e L(t) >

1

2
l(t)t, para todo t > 0.

Assumiremos que as não-lineariedades Fu, Fv : R2 → R têm crescimento crítico exponencial.
Mais precisamente,

(F0) Existe α0 > 0 tal que

lim
u,v→+∞

|Fu(u, v)|
eα(u2+v2)

=

{
0, ∀ α > α0,

+∞, ∀ α < α0,
e

lim
u,v→+∞

|Fv(u, v)|
eα(u2+v2)

=

{
0, ∀ α > α0,

+∞, ∀ α < α0.

Além disso, supomos as seguintes hipóteses:

(F1) lim
(u,v)→(0,0)

Fu(u, v)

|(u, v)|
= lim

(u,v)→(0,0)

Fv(u, v)

|(u, v)|
= 0

(F2) Existe θ > 4 tal que

θF (u, v) ≤ U∇F (u, v) para todo (u, v) ∈ R2.

(F3) Existem ξ > 0 e q > 4 tais que F (t, t) > ξtq para todo t ∈ [0, 1].
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Vamos denotar E := H1
rad(R2)×H1

rad(R2) munido com a norma ‖(u, v)‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2. O
par (u, v) ∈ E é dito ser uma solução (no sentido fraco) do sistema (4.1) se

m(‖u‖2)

∫
R2

(∇u∇ϕ+uϕ)+ l(‖v‖2)

∫
R2

(∇v∇ψ+uψ)−λ
∫
R2

[Fu(u, v)ϕ− λFv(u, v)ψ] = 0

para todo (ϕ, ψ) ∈ E. Agora estamos em posição de formular nosso primeiro resultado principal
deste capítulo.

Teorema 4.1.1 Suponha que (H1), (H2), (F1)− (F3) sejam satisfeitas e Fu, Fv tenham cresci-

mento crítico exponencial. Então, para todo λ > 0, o Sistema (4.1) admite, pelo menos, uma

solução não-trivial, desde que ξ > 0, dado em (F3), seja suficientemente grande.

Também estamos interessados na existência de solução de energia mínima, isto é, uma solução
cuja energia é mínima dentre todas as outras energias de soluções não-triviais. Para tanto, vamos
substituir a hipótese (H2) por uma hipótese mais forte, a saber:

(Ĥ2) M, L são funções convexas e m(t)
t
, l(t)

t
são não-crescentes para t > 0;

Além disso, assumimos a seguinte hipótese adicional sobre a não-lineariedade.

(F4) Para cada (u, v) 6= (0, 0), a aplicação t 7−→ ∇F (tu,tv)(u,v)
t3

é não-decrescente para t > 0.

Agora, estamos prontos para apresentar nosso segundo resultado principal:

Teorema 4.1.2 Suponha que (H1), (Ĥ2), (F1) − (F4) são satisfeitas e Fu, Fv tenham cresci-

mento crítico exponencial. Então, para todo λ > 0, o Sistema (4.1) admite, pelo menos, uma

solução de energia mínima, desde que ξ > 0, dado em (F3), seja suficientemente grande.

Nosso terceiro resultado principal, garante que se Fu, Fv são funções ímpares, então o números
de soluções aumenta quando o parâmetro λ torna-se grande.

Teorema 4.1.3 Suponha que (H1), (H2), (F1) − (F3) são satisfeitas e Fu, Fv são funções

ímpares com crescimento crítico exponencial. Então, para todo m ∈ N, existe Λm > 0 tal que o

Sistema (4.1) admite, pelo menos, m pares de soluções não-triviais, desde que λ > Λm.

Observação 4.1.4 Exemplos típicos de funções m, ` : [0,+∞) → [0,+∞) que verificam

nossas hipóteses são dadas porm(t) = a1 +b1t e `(t) = a2 +b2t, em que a1, a2 ≥ 0 e b1, b2 > 0.

Este é um exemplo clássico que foi considerado em (24) para o caso escalar. Um exemplo de

função F (u, v) satisfazendo nossas hipóteses é dado por

F (u, v) = u2η + (eu
2 − 1)u2η + v2η + (ev

2 − 1)v2η

para algum η > 2.
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Observação 4.1.5 Vale a pena mencionar que se Fu(0, u), Fv(v, 0) > 0 para todo u, v 6= 0,

então uma solução não-trivial (u0, v0) ∈ E para o Sistema 4.1 não é semitrivial, isto é, u0 6= 0

e v0 6= 0. Além disso, sob hipóteses adicionais adequadas, podemos adaptar algumas idéias de

(36) para obter uma solução de energia mínima positiva.

Observação 4.1.6 Para superar a dificuldade imposta pela falta de compacidade, provamos

que o valor do nível minimax associado ao Sistema (4.1) está relacionado com o parâmetro ξ

introduzido em (F3). No Teorema 4.1.1 e no Teorema 4.1.2 provamos a existência de soluções

desde que ξ seja suficientemente grande. Precisamente, consideramos

ξ > ξ0 =: max

{
ξ1,

(
2ξ1

q

) q
2
(
α0λ(q − 2)

ν0(θ − 4)

) q−2
2

}
,

em que ξ1 := [M(8π) +L(8π)]/(2λπ) e ν0 := min{m0, l0}. Se ξ > ξ0, então somos capazes de

usar a desilgualdade de Trundiger-Moser para provar que o funcional energia associado a (4.1)

satisfaz a condição de Palais-Smale para algum c ∈ R. A respeito da multiplicidade do Teorema

4.1.3, embora o parâmetro ξ > 0 seja arbitrário, o número de soluções está relacionado ao

parâmetro λ.

4.2 Estrutura Variacional

Nesta seção, introduzimos a estrutura variacional para estudar o Sistema (4.1). Associado
ao Sistema (4.1), temos o funcional energia I : E → R definido por:

I(u, v) :=
1

2
M(‖u‖2) +

1

2
L(‖v‖2)− λ

∫
R2

F (u, v).

Tendo em vista (F0) e (F1), dados ε > 0, r > 1 e α > α0, existe C = C(ε, r, α) > 0 tal
que

|Fu(u, v)|+ |Fv(u, v)| 6 ε |(u, v)|+ C(eα(u2+v2) − 1) |(u, v)|r−1 , (4.2)

o que implica que

|F (u, v)| 6 ε

2
|(u, v)|2 + C(eα(u2+v2) − 1)|(u, v)|r (4.3)

para todo (u, v) ∈ R2. Note que, se 1/p+ 1/q = 1, então

ab− 1 6
1

p
(ap − 1) +

1

q
(bq − 1) para todo a, b > 0. (4.4)

Em virtude da Desigualdade de Trudinger-Moser (veja apêndice A, Lema A.2) e (4.4), temos∫
R2

(eα(u2+v2) − 1) 6
1

2

∫
R2

(e2αu2 − 1) +
1

2

∫
R2

(e2αv2 − 1) <∞.
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Assim, o funcional energia I está bem definido. Além disso, usando argumentos, pode-se mostrar
que I ∈ C1(E,R) e a sua derivada é dada por

I
′
(u, v).(ϕ, ψ) = m(‖u‖2)

∫
R2

(∇u∇ϕ+ uϕ) + l(‖v‖2)

∫
R2

(∇v∇ψ + vψ)

− λ

∫
R2

Fu(u, v)ϕ− λ
∫
R2

Fv(u, v)ψ

para (u, v), (ϕ, ψ) ∈ E. Assim, pontos críticos de I são precisamente soluções do Sistema (4.1).

4.3 Geometria do Funcional I(u, v)

Nesta seção, vamos mostrar que o funcional I possui a geometria do passo da montanha.
Antes disso, vamos obter o seguinte lema auxiliar:

Lema 4.3.1 Sob as hipóteses (F0) e (F1), dados q > 2 e α > α0 para ‖(u, v)‖ 6 ρ <
√

π
α
,

obtemos ∫
R2

(eα(u2+v2) − 1)|(u, v)|q 6 C‖(u, v)‖q (4.5)

para algum C = C(q, 2) > 0.

Demonstração. Por (4.4) e a Desigualdade de Hölder, temos que∫
R2

(eα(u2+v2) − 1)|(u, v)|q 6 C

[
1

2

∫
R2

(e4αu2 − 1) +
1

2

∫
R2

(e4αv2 − 1)

]1/2

‖(u, v)‖q.

Desde que ‖(u, v)‖ 6 ρ <
√
π/α, segue que 4α‖u‖2 < 4π e 4α‖v‖2 < 4π. Logo, pela

Desigualdade de Trudinger-Moser∫
R2

(e4αu2 − 1) 6
∫
R2

(e4α‖u‖2( u
‖u‖)

2

− 1) 6 C1

e ∫
R2

(e4αv2 − 1) 6
∫
R2

(e4α‖v‖2( v
‖v‖)

2

− 1) 6 C2,

o que facilmente implica (4.5) e a prova está feita.
Agora provaremos a Geometria do Passo da Montanha.

Lema 4.3.2 Suponha que as condições (H1)− (H2) e (F0)− (F3) sejam satisfeitas. Então, vale

os seguintes fatos:

(I1) Existem τ > 0 e ρ > 0 tais que I(u, v) > τ se ‖u‖ = ρ;

(I2) Existe e ∈ H1
rad(R2) com ‖(e, e)‖ > ρ tal que I(e, e) < 0.
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Demonstração. Dados 0 < ε < min{m0, l0}, q > 2 e α > α0, segue por (H1) e (4.3) que

I(u, v) >
1

2
(min{m0, l0} − λε)‖(u, v)‖2 − C

∫
R2

(eα(u2+v2) − 1)|(u, v)|q.

Considerando ‖(u, v)‖ = ρ <
√
π/α, pelo Lema 4.3.1, obtemos

I(u, v) >
1

2
(min{m0, l0} − λε)ρ2 − Cρq.

Agora, tomando 0 < ρ <
√
π/α suficientemente pequeno tal que (min{m0, l0} − λε)/2 −

Cρq−2 > 0, concluímos que

I(u, v) > τ := ρ2

[
1

2
(min{m0, l0} − λε)− Cρq−2

]
, para ‖(u, v)‖ = ρ,

o que prova (I1). Para provar (I2), sejam ϕ ∈ C∞0,rad(R2)\{0} tal que 0 6 ϕ 6 1 em R2 e
K = supp(ϕ). Pela condição (F3), segue que

I(tϕ, tϕ) 6
1

2
M(t2‖ϕ‖2) +

1

2
L(t2‖ϕ‖2)− λξ

∫
K

tqϕq. (4.6)

Em vista de (H2) segue que M(t)/t2 é não-crescente para t > 0. Assim, para t > 1 temos
M(t) 6 M(1)t2. Consequetemente, m(t) 6 2M(1)t para todo t > 1. Portanto, existem
a0, a1 > 0 tais que

m(t) 6 a0 + a1t, para todo t > 0. (4.7)

Analogamente, existem b0, b1 > 0 tais que

l(t) 6 b0 + b1t, para todo t > 0. (4.8)

As estimativas acima implicam que

M(t) 6 a0t+
a1

2
t2 e L(t) 6 b0t+

b1

2
t2 para todo t > 0. (4.9)

Combinando (4.6) e (4.9), obtemos

I(tϕ, tϕ) 6
t2

2
‖ϕ‖2(a0 + b0) +

t4

4
‖ϕ‖4(a1 + b1)− λεtq

∫
K

ϕq.

Desde que q > 4, concluímos que I(tϕ, tϕ)→ −∞ quando t→ +∞. Portanto, (I2) é provada
tomando e = tϕ para t > 0 suficientemente grande.

4.4 Sequência de Palais-Smale para I(u, v)

Nesta seção, obteremos algumas propriedades da sequência (PS)c (veja Apêndice A,
Definição A.8) associada ao funcional energia I.

Lema 4.4.1 Se (un, vn) ⊂ E é uma sequência de Palais-Smale para o funcional energia I,

então (un, vn) é limitada em E.
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Demonstração. Seja (un, vn) uma sequência (PS)c para I. Por (H1) e (H2), obtemos

c+ on(1)‖(un, vn)‖ > I(un, vn)− 1

θ
I
′
(un, vn)(un, vn)

>

(
1

4
− 1

θ

)
m(‖un‖2)‖un‖2 +

(
1

4
− 1

θ

)
l(‖vn‖2)‖vn‖2

+
λ

θ

∫
R2

[∇F (un, vn).(un, vn)− θF (un, vn)],

que juntamente com (H1) e (F2) implica que

c+ on(1)‖(un, vn)‖ >
(
θ − 4

4θ

)
ν0‖(un, vn)‖2, (4.10)

em que ν0 := min{m0, l0}. Portanto, (un, vn) é limitada em E.

Corolário 4.4.2 Se (un, vn) é uma sequência (PS)c para o funcional I, então

lim
n→∞

sup ‖(un, vn)‖2 6
4θ

(θ − 4)ν0

c. (4.11)

Demonstração. É uma consequência imediata de (4.10), desde que (un, vn) é limitada em E.

Antes de provar a condição de Palais-Smale, mostremos o seguinte lema:

Lema 4.4.3 Seja (un, vn) uma sequência de Palais-Smale no nível c para o funcional I com

c <
ν0(θ − 4)π

2α0θ
. (4.12)

Se (un, vn) ⇀ (u, v) fracamente em E, então∫
R2

Fu(un, vn)(un − u)→ 0 e

∫
R2

Fv(un, vn)(vn − v)→ 0.

Demonstração. Vamos provar a primeira convergência, pois a segunda é análoga. Seja ε > 0,

α > α0, σ > 1 para ser escolhido depois e 1/σ + 1/σ
′

= 1. Por (4.2) e a Desigualdade de
Hölder, obtemos∣∣∣∣∫

R2

Fu(un, vn)(un − u0)

∣∣∣∣ 6 ε‖(un, vn)‖L2‖un−u0‖L2+C

[∫
R2

(eασ(u2+v2) − 1)

]1/σ

‖un−u0‖Lσ′ .

Por (4.4), Lema 4.4.1 e a imersão compacta H1
rad(R2) ↪→ Lσ

′
(R2), obtemos∣∣∣∣∫

R2

Fu(un, vn)(un − u0)

∣∣∣∣ 6 εC + C

[
1

2

∫
R2

(e2ασ(u2n) − 1) +
1

2

∫
R2

(e2ασ(v2n) − 1)

]1/σ

on(1).

(4.13)
Para concluirmos nossa prova, resta-nos mostrar que∫

R2

(e2ασu2n − 1) 6 C e

∫
R2

(e2ασv2n − 1) 6 C. (4.14)
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Vamos provar a limitação da primeira integral, a outra é idêntica. Observemos que∫
R2

(e2ασu2n − 1) 6
∫
R2

(e2ασ‖(un,vn)‖2( (un)
‖un‖)

2

− 1).

Por (4.11) e a hipótese (4.12), segue que para algum δ > 0 temos 2α0‖(un, vn)‖2 6 4π− δ para
n ∈ N suficientemente grande. Assim, para α > α0 perto de α0, σ > 1 próximo de 1, temos
2ασ‖(un, vn)‖2 < 4π, para n ∈ N suficientemente grande. Assim, a limitação uniforme de (4.4)
segue pela Desigualdade de Trundiger-Moser. De (4.13) e (4.14) implica a primeira convergência
de (4.4). Portanto a prova está concluída.

Proposição 4.4.4 O funcional energia I(u, v) satisfaz a condição de Palais-Smale em qualquer

nível c < ν0(θ−4)π
2α0θ

.

Demonstração. Desde que M(t) e L(t) são convexas, temos que o funcional

Φ(u, v) :=
1

2
M(‖u‖2) +

1

2
L(‖v‖2)

é convexo. Seja (un, vn) ⊂ E uma sequência (PS)c para I com c < ν0(θ−4)π
2α0θ

. Temos que (un, vn)

é limitada em E e a menos de subsequência,

(un, vn) ⇀ (u, v) fracamente em E.

Agora, aplicando o Lema 4.4.3, temos∫
R2

Fu(un, vn)(un − u)→ 0

∫
R2

Fv(un, vn)(vn − v)→ 0.

Como Φ(u, v) é convexo, obtemos

Φ(u, v)− Φ(un, vn) > Φ
′
(un, vn)(u− un, v − vn)

= I
′
(un, vn).(u− un, v − vn) +

∫
R2

Fu(un, vn)(u− un) +

∫
R2

Fv(un, vn)(v − vn),

ou seja, Φ(u, v) > Φ(un, vn) + on(1). Daí, tomando o lim inf, segue que

1

2
M(‖u‖2) +

1

2
L(‖v‖2) > lim inf

n→∞

1

2
M(‖un‖2) + lim inf

n→∞

1

2
L(‖vn‖2). (4.15)

Por outro lado, desde que un ⇀ u em H1
rad(R2) e vn ⇀ v em H1

rad(R2) e como 1
2
M(‖u‖2) e

1
2
L(‖v‖2) são também convexos, eles são fracamente semicontínuos inferiormente. Assim,

1

2
M(‖u‖2) 6 lim inf

n→∞

1

2
M(‖un‖2) e

1

2
L(‖v‖2) 6 lim inf

n→∞

1

2
L(‖vn‖2). (4.16)

Por (4.15) e (4.16), obrigatoriamente, a menos de subsequência, obtemos

1

2
M(‖un‖2)→ 1

2
M(‖u‖2) e

1

2
L(‖vn‖2)→ 1

2
L(‖v‖2).

Como M(t) e L(t) são estritamente crescentes em t > 0, concluímos que ‖un‖2 → ‖u‖2 e
‖vn‖2 → ‖v‖2, quando n→ +∞. Portanto, un → u e vn → v em H1

rad(R2), de onde

(un, vn)→ (u, v) em E

e a prova está finalizada.
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4.5 Estimativa do Nível Minimax

Nesta seção, vamos provar uma estimativa para o nível do passo da montanha do funcional
I. Mais precisamente, temos o seguinte lema:

Lema 4.5.1 Suponha que em (F3) tenhamos

ξ > max

{
ξ1,

(
2ξ1

q

) q
2
(
α0λ(q − 2)

ν0(θ − 4)

) q−2
2

}
,

em que ξ1 := M(8π)+L(8π)
2λπ

e ν0 := min{m0, l0}. Então, o nível do passo da montanha c∗ de I

satisfaz

c∗ <
ν0(θ − 4)π

2α0θ
.

Demonstração. Primeiramente, seja ϕ ∈ C∞0,rad(R2)\{0} tal que 0 6 ϕ 6 1, supp(ϕ) ⊂ B2(0),

ϕ ≡ 1 em B1(0) e |∇ϕ| 6 1. Temos que

‖ϕ‖2
H1
rad

=

∫
R2

|∇ϕ|2 +

∫
R2

ϕ2 =

∫
B2(0)

|∇ϕ|2 +

∫
B2(0)

ϕ2

6 2|B2(0)| = 8π,

e, além disso, se ξ > ξ1 então

I(ϕ, ϕ) <
1

2
M(8π) +

1

2
L(8π)− λξ1

∫
R2

ϕq

=
M(8π) + L(8π)

2
− λξ1π = 0.

Assim, se definirmos γ : [0, 1]→ E por γ(t) = (tϕ, tϕ) então γ ∈ Γ := {γ ∈ C([0, 1], E); γ(0) =

(0, 0) e I(γ(1)) < 0}. Portanto, por definição,

c∗ 6 max
06t61

I(γ(t)) = max
06t61

[
1

2
M(t2‖ϕ‖2) +

1

2
L(‖t2‖ϕ‖2)− λ

∫
R2

F (tϕ, tϕ)

]
6 max

06t61

[(
M(8π) + L(8π)

2

)
t2 − λξtq

∫
B1

ϕq
]

6 λπmax
t>0

[ξ1t
2 − ξtq].

Por cálculos elementares, temos que

max
t>0

[ξ1t
2 − ξtq] =

1

ξ2/(q−2)
(q − 2)2

2
q−2

(
ξ1

q

) q
q−2

.

Assim,

c∗ <
λπ

ξ
2
q−2

(q − 2)2
2
q−2

(
ξ1

q

) q
q−2

.

Suponha que

ξ >

(
2ξ1

q

) q
2
(
α0θ(q − 2)

ν0(θ − 4)π

) 2
q−2

,

então
c∗ <

ν0(θ − 4)π

2α0θ
.
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4.6 Prova do Teorema 4.1.1

Pelo Lema 4.3.2 e Proposição 4.4.4, mostramos que I(u, v) possui a geometria do passo
da montanha e satisfaz a condição (PS)c, respectivamente, para todo

c < ν0(θ − 4)π/2α0θ.

Desde que o nível do passo da montanha c∗ ∈ (−∞, ν0(θ − 4)π/2α0θ), então, pelo Teorema do
Passo da Montanha, segue que I possui um ponto crítico (u0, v0) ∈ E tal que I(u0, v0) = c∗, o
qual é uma solução fraca do Sistema (4.1), desde que valha o Princípio de Criticalidade Simétrica
de Palais.

4.7 Prova do Teorema 4.1.2

Nesta seção, lidamos com o Sistema (4.1), mas substituimos a hipótese (H2) por (Ĥ2) e
consideramos (F4). Vamos definir

b := inf
(u,v)∈S

I(u, v), quando S := {(u, v) ∈ E; (u, v) 6= (0, 0) e I
′
(u, v) = 0}.

Vamos mostrar que o nível minimax c∗ de I satisfaz c∗ 6 b. Seja (u, v) ∈ S e defina ξ :

(0,+∞)→ R por ξ(t) = I(tu, tv). Temos que ξ é diferenciável e

ξ
′
(t) = I

′
(tu, tv).(u, v) = m(t2‖u‖2)t‖u‖2 + l(t2‖v‖2)t‖v‖2 − λ

∫
R2

Fu(tu, tv)u

− λ

∫
R2

Fv(tu, tv)v.

Desde que I ′(u, v).(u, v) = 0, isto é,

m(‖u‖2)‖u‖2 + l(‖v‖2)‖v‖2 − λ
∫
R2

∇F (u, v).(u, v) = 0,

obtemos

ξ
′
(t) = t3‖u‖4

[
m(t2‖u‖2)

t2‖u‖2
− l (‖u‖

2)

‖u‖2

]
+ t3‖v‖4

[
p(t2‖v‖2)

t2‖v‖2
− l (‖v‖

2)

‖v‖2

]
+λt3

[∫
R2

∇F (u, v)(u, v)−
∫
R2

∇F (tu, tv)(u, v)

t3

]
.

Observe que ξ′(1) = 0 e, por (Ĥ2) e (F4), segue que ξ′(t) > 0 para 0 < t < 1 e ξ′(t) 6 0 para
t > 1. Assim,

I(u, v) = max
t>0

I(tu, tv).

Agora, definindo γ0 : [0, 1] → E por γ0(t) = tt0(u, v), em que t0 é tal que I(t0u, t0v) < 0,

temos γ0 ∈ Γ. Portanto

c∗ 6 max
t∈[0,1]

I(γ0(t)) 6 max
t>0

I(tu, tv) = I(u, v).

Desde que u ∈ S é arbitrário, temos c∗ 6 b e terminamos a prova.
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4.8 Prova do Teorema 4.1.3

Nesta seção, estamos interessados na multiplicidade de soluções para o Sistema (4.1).

Para provar o Teorema 4.1.3, vamos usar a seguinte versão do Teorema do Passo da Montanha
Simétrico (veja o Apêndice A, Teorema A.7).

Para provar que o funcional energia I satisfaz as hipóteses do teorema anterior, usamos o
seguinte lema:

Lema 4.8.1 Para algum λ > 0, seja hλ : [0,+∞]→ R definida por

hλ(t) := at2 + bt4 − λctq,

em que a, b, c > 0 e q > 4. Se Aλ := maxt≥0 hλ(t), então Aλ ∈ (0,+∞) para todo λ > 0 e

limλ→+∞Aλ = 0.

Demonstração. Não é díficil ver que hλ(t) > 0 para t > 0 suficientemente pequeno e
limt→+∞ hλ(t) = −∞.Assim,Aλ < +∞.Além disso, para algum λ > 0, existe t0 = t0(λ) > 0

tal que Aλ = hλ(t0). Portanto,temos

0 < Aλ 6

{
(a+ b)t20 − λct

q
0, se t0 6 1,

(a+ b)t40 − λct
q
0, se t0 > 1.

Este fato implica que
Aλ 6 min{max

t≥0
h1,λ(t),max

t≥0
h2,λ(t)},

em que h1,λ(t) := (a+ b)t2 − λctq e h2,λ(t) := (a+ b)t4 − λctq. Por cálculos padrões, temos
que

max
t≥0

h1,λ(t) =

(
q − 2

2

)[
2(a+ b)

q

] q
q−2 c

2
2−q

λ
2
q−2

e

max
t≥0

h2,λ(t) =

(
q − 4

4

)[
4(a+ b)

q

] q
q−4 c

4
4−q

λ
4
q−4

.

Desde que q > 4, temos

lim
λ→+∞

h1,λ(t) = 0 e lim
λ→+∞

h2,λ(t) = 0,

que implica que limλ→+∞Aλ = 0.

Demonstração do Teorema 4.1.3. Para algum m ∈ N, seja V um subespaço de dimensão finita
de E definido por

V := [(ϕ1, ϕ1), (ϕ2, ϕ2), ..., (ϕm, ϕm)],

em que {ϕi}mi=1 ⊂ C∞0 (R2) é uma coleção de funções suaves com suporte compacto. Vale a
pena mencionar que os resultados obtidos nas Seções 3 e 4 são para algum λ > 0. Assim, tendo
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em vista o Lema 4.3.2, segue que I satisfaz a condição (J1). Desde que em V as normas são
equivalentes, existem cm > 0 dependendo de m, tais que

I(u, v) 6
1

2
M(‖u‖2) +

1

2
L(‖u‖2)− λcm‖u‖q para todo (u, v) ∈ V,

em que usamos a hipótese (F3). De (4.9), obtemos

I(u, v) 6 (a0 + b0)‖u‖2 +
(a1 + b1)

2
‖u‖4 − λcm‖u‖q para todo (u, v) ∈ V.

Considerando a = a0 + b0, b = (a1 + b1)/2, c = cm e t = ‖u‖ no Lema 4.8.1, concluímos que

max
(u,v)∈V

I(u, v) 6 Aλ,

o qual implica que I satisfaz a condição (J2). Além disso, limλ→+∞Aλ = 0. Assim, existe
Λm > 0 tal que

Aλ <
ν0(θ − 4)π

2α0θ
, para todo λ > Λm.

Portanto, em virtude da Proposição 4.4.4, somos capazes de aplicar o Teorema A.0.7 (Apêndice
A) para obter m pares de pontos críticos não-triviais de I.
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APÊNDICE A – ALGUNS RESULTADOS UTILIZADOS

Neste apêndice, enunciaremos os principais lemas e teoremas que foram utilizados em
nosso trabalho.

Lema A.0.1 (Teorema de Strauss) Sejam P,Q : R→ R duas funções contínuas satisfazendo

lim
|s|→+∞

P (s)

Q(s)
= 0.

Seja (un) uma sequência de funções mensuráveis de RN → R tais que

sup
n

∫
RN
|Q(un(x))|dx < +∞

e P (un(x))→ v(x) q.t.p. em RN quando n→∞. Então, para todoB ⊂ RN , Borel, mensurável,

limitado, tem-se ∫
B

|un(x)− v(x)|dx→ 0

quando n→ +∞. Além disso, se supursermos que

lim
s→0

P (s)

Q(s)
= 0

e un(x)→ 0 quando |x| → +∞ uniformemente com respeito a n, então P (un) converge para v

em L1(RN) quando n→ +∞.

(Veja (3))

Lema A.0.2 (Desigualdade de Trundiger-Moser) Se α > 0 e u ∈ H1(R2), então∫
R2

(eαu
2 − 1)dx 6∞.

Além disso, se 0 < α < 4π, ‖∇u‖2 6 1, ‖u‖2 6 C̃, então existe uma constante C = C(α, C̃) >

0, dependendo somente de α e C̃ tal que∫
R2

(eαu
2 − 1)dx 6 C.

(Veja (1), (33))

Teorema A.0.3 (Teorema do Passo da Montanha) Sejam E um espaço de Banach real e I ∈
C(E,R), Gateaux-diferenciável em E, com derivada de Gateaux I

′
(v) ∈ E ′ para todo v ∈ E

e contínua da topologia da norma de E para a topologia fraca∗ de E
′
. Suponha que I(0) = 0

e seja S ⊂ E fechado que desconecta (por caminhos) E. Sejam v0 = 0 e v1 ∈ E pontos

pertencentes a componentes conectas distintas de E\S. Suponha ainda que

inf
S
I > α > 0 e I(v1) 6 0.
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Então I possui uma sequência de Palais-Smale no nível c caracterizada como

c := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) > α,

em que Γ = {γ ∈ C([0, 1];E); γ(0) = 0 e γ(1) = v1}.

(Veja (37))

Teorema A.0.4 (Princípio da Criticalidade Simétrica de Palais) Assuma que a ação de um

grupo topológico G sobre um espaço de Hilbert (H; 〈., .〉) seja isométrica. Se I ∈ C1(H;R) é

invariante e u é ponto crítico de I restrito a Fix(G), então u é um ponto crítico de I em H.

(Veja (21))

Lema A.0.5 (Lema Radial) Se u ∈ Lp(RN), 1 ≤ p < +∞, é uma função radial não crescente

(isto é, 0 ≤ u(x) ≤ u(y) se |x| > |y|), então tem-se

|u(x)| ≤ |x|−N/P
(

N

|SN−1|

) 1
p

‖u‖Lp(RN ), x 6= 0.

(Veja (3))

Teorema A.0.6 (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) SejamX um espaço de Banach,

J, F ∈ C1(X,R) e x0 ∈ X um extremo local de J restrito ao conjunto

M = {x ∈ X;F (x) = F (x0)}.

Se F
′
(x0) 6= 0, para todo x ∈M, então existe θ ∈ R tal que

J
′
(x0)v = θF

′
(x0)v

para qualquer v ∈ X. O número θ é chamado de Multiplicador de Lagrange.

Teorema A.0.7 (Teorema do Passo da Montanha Simétrico) Seja X um espaço de Banach

real, e seja J ∈ C1(X,R) e J um mesmo funcional satisfazendo J(0) = 0 e

(J1) Existem constantes ρ, α > 0 tais que J |∂Bρ(0)> α;

(J2) Existem A > 0 e V um subespaço finito-dimensional de X tais que

max
u∈V

J(u) 6 A.

Se o funcional J satisfaz a condição (PS)d para d ∈ (0, A), então ele possui pelo menos dimV

pares de pontos críticos não-triviais.

(Veja (7))
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Definição A.0.8 Sejam X um espaço de Banach e J : X → R um funcional de classe C1. A

sequência (un) ⊂ X é dita uma sequência de Palais-Smale no nível c ∈ R para o funcional J,

isto é, uma sequência (PS)c para o funcional J, sempre que J(un)→ c e ‖J ′un‖ → 0 quando

n → ∞. O funcional J satisfaz a condição de Palais-Smale no nível c ∈ R sempre que toda

sequência (PS)c do funcional J admite uma subsequência convergente.

(Veja (38))
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APÊNDICE B – RESULTADOS DE REGULARIDADE

Neste apêndice, iremos provar a regularidade C1 do funcional

I(u, v) =
1

2

∫
R2

(|∇u|2 + |u|2) +
1

2

∫
R2

(|∇v|2 + |v|2)− λ
∫
R2

uv +

∫
R2

F1(u) +

∫
R2

F2(v).

Para isto, vamos precisar do seguinte lema:

Lema B.0.1 Seja f uma função como no Capítulo 1, sob as hipóteses de que f é contínua e tem

crescimento crítico, como definimos em (H2), temos que, para todo β > α, existe uma constante

C > 0 tal que

|f(u)| 6 Ceβu
2

.

Demonstração. De fato, seja β > α e ε > 0, existe Rε > 0 tal que

|f(u)|
eβu2

< ε,

o que implica
|f(u)| 6 εeβu

2

, para todo u > Rε. (B.1)

Agora consideremos a restrição de f(u) ao compacto [0, Rε]. Sendo f(u) uma função contínua,
existe uma constante M > 0 tal que |f(u)| 6M para todo u ∈ [0, Rε]. Como eβu2 é uma função
crescente, podemos escolher uma constante C > 0 de maneira que

|f(u)| 6 Ceβu
2

para todo u ∈ [0, Rε].

Usando o lema acima e a desigualdade de Trundinger-Moser, agora, mostrarems que
o funcional de energia I : E → R associado ao problema (2.1). Para facilitar o cálculo,
consideremos os funcionais I1, I2, I3 : E → R definidos por

I1(u, v) =
1

2

∫
R2

(|∇u|2 + |u|2) +
1

2

∫
R2

(|∇v|2 + |v|2),

I2(u, v) =

∫
R2

F1(u) +

∫
R2

F2(v),

I3(u, v) = λ

∫
R2

uv.

Desta forma, I = I1,−I2 − I3 Em se tratando de norma proveniente de um produto interno,
é fácil ver que, na verdade, I1 ∈ C∞(E,R). Agora provemos que I2 é de classe C1. Seja
(u, v) ∈ E para |t| < 1, t 6= 0. Consideremos

r(v) = I2(u+ v, v)− I2(u, v)−
∫
R2

f1(u)v.
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Afirmamos que

lim
v→0

r(v)

‖v‖
= 0

ou, equivalentemente,

lim
vn→0

r(vn)

‖vn‖
= 0.

De fato, consideremos a função g : [0, 1] −→ R definida por g(t) = F1(u+ tvn). Notemos que g
é contínua e com derivada g′(t) = f1(u+ tvn)vn. Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos∫ 1

0

g′(t) = g(1)− g(0).

Por outro lado, temos ∫ 1

0

g′(t) =

∫ 1

0

d

dt
(F1(u+ tvn)),

de onde, obtemos

F1(u+ vn)− F1(u) =

∫ 1

0

d

dt
(F1(u+ tvn)).

Notemos que
d

dt
(F (u+ tvn)) = f1(u+ tvn)vn.

Daí,

F1(u+ vn)− F1(u) =

∫
R2

f1(u+ tvn)vndt.

Consequentemente,

r(vn) =

∫
R2

[(∫ 1

0

f1(u+ tvn)vn

)
f1(u)vn

]
,

o que implica

r(vn) =

∫
R2

∫ 1

0

[f1(u+ tvn)vn − f1(u)vn] ,

logo

|r(vn)| 6
∫
R2

∫ 1

0

|f1(u+ tvn)− f1(u)||vn|.

Aplicando o Teorema de Fubini, obtemos

|r(vn)| 6
∫ 1

0

∫
R2

|f1(u+ tvn)− f1(u)||vn|.

Pela desigualdade de Hölder para 1/r + 1/s = 1

|r(vn)| 6
∫ 1

0

∫
R2

‖f1(u+ tvn)− f1(u)‖r‖vn‖s.

Pela imersão de Sobolev H1
rad(R2) ↪→ Lt para todo t ∈ [2,+∞),

|r(vn)| ≤ C‖vn‖s
∫ 1

0

‖f1(u+ tvn)− f1(u)‖r.
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Agora notemos que

|f1(u+ tvn)− f1(u)|r ≤ [Ceβ(u+tvn)2 + Ceβu
2

]r,

o que implica
|f1(u+ tvn)− f1(u)|r ≤ C[erβ(u+tvn)2 + erβu

2

].

Usando o fato de que para toda sequência (vn) que converge fortemente em H1
rad(R2) existe

uma subsequencia (vnk) ⊂ H1
rad(R2) e h ∈ H1

rad(R2) tal que |vnk(x)| ≤ h(x) quase sempre em
R2, temos que

|f1(u+ tvnk)− f1(u)|r ≤ C[erβ|u+h|2 + erβ|u|
2

].

Logo, pela desigualdade de Trundiger-Moser, temos que

|f1(u+ tvnk)− f1(u)|r ∈ L1(R2)

e, pelas imersões de Sobolev,

u(x) + tvnk(x)→ u(x) quase sempre em R2.

Sendo f1 contínua temos

|f1(u+ tvnk)− f1(u)|r → 0 quase sempre em R2.

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

‖f1(u+ tvnk)− f1(u)‖r → 0.

Como
|r(vnk)|
‖vnk‖

≤ C

∫ 1

0

‖f1u(.) + tvnk(.))− f1(u(.))‖r,

tomando o limite quando ‖vnk‖ → 0, obtemos

lim
vnk→0

r(vnk)

‖vnk‖
= 0.

Por fim, notemos que I ′2 : E → R é linear e limitado, pois

I ′2(u)(v) 6
∫
R2

|f1(u)||v| 6
∫
R2

|f1(u)|q)
1
q ‖v‖p.

Pela desigualdade de Trundiger-Moser e pelas imersões de Sobolev H1
rad(R2) ↪→ L(R2) para

todo t ∈ (2,+∞), obtemos
|I ′2(u)v| 6 C‖v‖.

Provemos que I ′2(u) é contínuo. Seja un → u em H1
rad(R2), daí

‖I ′2(un)− I ′2(u)‖v = sup
‖ϕ‖61

|
∫
R2

(f1(un)− f1(u))ϕ|.
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Usando a desigualdade de Hölder, para 1/r + 1/s = 1, obtemos

‖I ′2(un)− I ′2(u)‖ 6 ‖f(un)− f(u)‖r‖ϕ‖s.

Pelas imersões de Sobolev,

‖I ′2(un)− I ′2(u)‖ 6 C‖f(un)− f(u)‖r.

Usando novamente a desigualdade de Trundiger-Moser e procedendo de forma análoga aos
cálculos acima,

‖I ′2(un)− I ′2(u)‖ → 0.

Portanto, I ′2 é contínuo.
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