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RESUMO

O objetivo da andlise estatistica de forma € estudar a forma dos objetos com base em
pontos de referéncia, chamados de marcos. O caso mais comum sdo as formas planas em que
coordenadas bidimensionais sao estudadas. Existem vérios tipos de sistemas para se trabalhar
com esse tipo de dados, um deles € a pré-forma. A matriz de configuracdo € transformada em
um vetor complexo, no qual os efeitos de locacao e escala sdo removidos. Alguns métodos de
aprendizado supervisionado para as pré-formas sdo propostos neste trabalho. Os métodos de
aprendizado supervisionado sdo usados para classificar um objeto com base em suas informacdes
de rétulo. O método principal é baseado em um algoritmo de méaquina de vetores de suporte.
Outros métodos foram baseados na estimacao de densidade, classificador de Bayes, kernel
k-médias, hill-climbing, por fim, uma combinacdo entre os classificadores utilizando o método
ensemble. Experimentos de simulagdes e andlises de dados reais, indicam que o algoritmo de
maquina de vetores de suporte supera os outros métodos considerados quando os dados sao
pouco concentrados. Adicionalmente, um estudo sobre bondade de ajuste foi realizado para
a distribuicao Watson complexa e Bingham complexa com a utilizacdo dos testes da razao de
verossimilhangas, Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises e Anderson-Darling. Os testes
foram realizados com a utilizacdo do método bootstrap em uma transformacdo obtida por meio
da aproximagdo dessas distribui¢des para normal multivariada complexa singular. Experimentos
de simulagdes foram feitos e os testes obtiveram bons resultados, em relacdo ao tamanho e poder

do teste. Por fim, os resultados foram ilustrados na analise de dados reais.

Palavras-chave: Aprendizado supervisionado. Bingham complexa. Pré-formas. Teste de

bondade de ajuste. Watson complexa.



ABSTRACT

The aim of statistical shape analysis is to study the shape of the objects based on their
landmarks. The most common case are the planar shapes where two dimensional coordinates
are studied. There are several types of systems to work with this kind of data, one of them
is the preshape. The configuration matrix is transformed into a complex vector, in which the
location and scale effects are removed. Some methods of supervised learning for preshapes
are considered in this work. Supervised learning methods are used to classify an object based
on its label information. The main method is based on a support vector machine algorithm.
Other methods are based on density estimation, Bayes classifier, kernel k-means, hill-climbing
and a combination of classifiers using the ensemble method. Simulations experiments and
real data analysis indicate that the support vector machine algorithm outperform the other
considered methods, when the data are low concentrated. In addition, a goodness-of-fit study was
proposed for the complex Watson and complex Bingham distribution using the likelihood ratio,
Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises and Anderson-Darling tests. The tests were performed
using the bootstrap method in a transformation obtained by approximating these distributions to
singular complex multivariate normal. Simulation experiments were done and the tests obtained
good results, such as the size and power of the test. Finally, the results were illustrated in the

analysis of real data set.

Keywords: Supervised learning. Complex Bingham. Preshapes. Goodness-of-fit test. Complex

Watson.
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27
1 INTRODUCAO

O campo da andlise estatistica de forma foi introduzido por Kendall (1977). Todavia,
a formulacdo matemadtica e alguns conceitos bdsicos foram apresentados em Kendall (1984).
Bookstein (1984), Bookstein (1986) também desenvolveu uma teoria para andlise estatistica de
forma e, mais tarde, ambos os pesquisadores definiram as conexdes entre os trabalhos. Existem
alguns livros sobre a andlise estatistica de forma. O livro de Dryden e Mardia (2016) explica
varias questdes relacionadas aos aspectos estatisticos, andlise de dados de formas de objetos e
também apresenta um bom histérico sobre os métodos. Outros livros que apresentam aspectos
mais tedricos sdo o livro de Small (1996) e Kendall et al. (2009).

Atualmente, existem muitas imagens disponiveis que podem ser obtidas por meio
de: camera fotografica, satélite, raio-X, etc. Essas imagens podem ser extraidas em vérios
campos, como na Biologia, Zoologia, Medicina, Oceanografia, entre outras. Uma rotina na
andlise estatistica de forma € colocar marcos nessas imagens. As imagens podem estar em duas
ou trés dimensdes. O foco deste trabalho estd no caso bidimensional, que é chamado formas
planas. A andlise estatistica baseada em pontos de referéncia € util para vérias questdes, tais
como: regides de confianca, testes de hipdteses, andlise de agrupamento e classificacdo. Os
métodos relacionados a classificacdo estdo incorporados na drea de aprendizado de maquina. O
aprendizado de maquina (machine learning) é uma vertente da inteligéncia artificial que propor-
ciona identificar padrdes e tomar decisdes com o minimo de intervencao humana. Esse tema
vem crescendo nos tltimos anos devido aos enormes conjuntos de dados (Big Data) e o interesse
em extrair informagdes relevantes para a classificagcdo. No aprendizado supervisionado, os
grupos (ou classes) s@o conhecidos a priori e é necessario fornecer exemplos para o treinamento.
Diferentemente, no aprendizado ndo supervisionado, o algoritmo tenta reconhecer as classes
através de padrdes existentes com um determinado critério sem receber nenhuma informacgao
das classes (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2001, p. xi).

Dryden e Mardia (2016) apresentam uma se¢ao sobre classificacdo para formas
planas. Para expandir essa drea de pesquisa, este trabalho apresenta varios classificadores que sdo
apropriados para formas planas. Na andlise estatistica de forma, os vetores estdo compreendidos
no espago dos nimeros complexos. Os métodos propostos sdo desenvolvidos para lidar com
essas questdes. Assim, o presente estudo analisa dados no espaco da pré-forma, isto €, dados
multidimensionais em uma hiperesfera complexa de raio um. Com o intuito de identificar padrdes

para a classificacdo em duas ou mais classes no espago da pré-forma, foram propostos varios
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métodos para esse fim, dentre eles estdo a maquina de suporte vetorial com pesos baseados em
distancias, classificador de Bayes, método kernel (estimagao de densidade), procrustes kernel
k-médias e o Hill-Climbing. Ademais, foi proposta uma combinacio desses classificadores, com
o intuito de melhorar os resultados.

Outro ponto importante na andlise estatistica de forma € a caréncia em métodos de
bondade de ajuste em distribui¢des. A principal dificuldade é pelo fato de que distribui¢coes
multivariadas complexas sdo de dificil manipulacdo algébrica e computacional. As duas princi-
pais distribuicdes existentes sdo: a distribuicdo Bingham complexa proposta por Kent (1994)
e a distribuicdo Watson complexa, que € um caso especial da Bingham complexa. Existem
vérios testes de bondade de ajuste, dentre eles, pode-se citar: Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von
Mises e Anderson-Darling que se baseiam na distribuicdo empirica dos dados e na funcdo de

distribuigdo.

1.1 OBJETIVOS

Os objetivos gerais desse trabalho sdo: utilizar classificadores da literatura e os
principais testes de bondade de ajuste em distribui¢cdes no contexto da andlise estatistica de

forma.

1.1.1 Objetivos Especificos

1. Realizar uma revisio da literatura sobre a analise estatistica de forma;
Utilizar métodos usuais de classificacdo e propor modificacoes;

Utilizar testes de bondade de ajuste para as distribuicoes Watson e Bingham complexa;

Ll

Realizar simulacdes para verificar o desempenho dos métodos de classificacdo e bondade

de ajuste.

1.1.2 Contribuicoes

As principais contribui¢des do presente trabalho sdo:

1. Sdo propostos os classificadores: maquina de suporte vetorial com pesos baseados em
distancias, Bayes com a distribuicdo Watson complexa, Bayes com estimag¢do de den-
sidade ndo paramétrica, procrustes kernel k-médias com protétipo e combinagdes entre
classificadores através do método ensemble;

2. Um simulador de nimeros pseudo-aleatorios para a distribuicdo Watson complexa;
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3. Dois simuladores de nimeros pseudo-aleatdrios para a distribuicdo Bingham complexa;

4. Avaliagdes numéricas sobre a aproximagao da distribuicao Bingham e Watson complexa
para a distribuicao normal multivariada complexa singular;

5. Testes de bondade de ajuste por meio do método bootstrap para a distribuicao Bingham e

Watson complexa.

1.2 ORGANIZACAO DA TESE

Além deste capitulo de introdugdo, esta tese € composta por mais cinco capitulos.
No Capitulo 2 sdo apresentados conceitos sobre andlise estatistica de forma, como por exemplo:
os tipos de marcos, as coordenadas de Kendall, distancias entre dois objetos, o conceito de forma
média e as coordenadas tangentes. No Capitulo 3 sdo definidos alguns métodos de classificacdo
com seus aspectos matemadticos e varios resultados de simulagdes e aplicagdes em dados reais.
Ademais, é proposto um novo classificador baseado em um sistema de pesos que utiliza a
maquina de suporte vetorial, métodos de agrupamento para classificagcdo e uma combinagao
entre os classificadores. No Capitulo 4 € proposto um simulador para a distribuicdo Watson
complexa. Também é descrita uma relagcdo entre a distribui¢cdo normal multivariada singular
e a distribuicdo normal multivariada, e suas extensdes para o caso complexo. Além disso, é
avaliada uma aproximacao da distribuicdo Watson complexa pela normal multivariada complexa
singular, no qual essa aproximacao € utilizada para encontrar uma distribui¢do aproximada para
uma forma quadratica. Avaliou-se também, a qualidade dessa aproximacao por meio de alguns
testes de bondade de ajuste. Foi proposto uma transformacao dessa forma quadrética e testes
com o método bootstrap para verificar a bondade de ajuste da distribuicdo Watson complexa
quando os parametros sdo estimados. Além disto, foram realizados estudos de simulacdes e
aplicagdes em dados reais. No Capitulo 5 € proposto um novo simulador para a distribui¢ao
Bingham complexa via ortogonaliza¢do de Gram-Schmidt, € avaliada uma aproximacao para
normal multivariada complexa singular e a distribuicao aproximada de uma forma quadrética que
¢ utilizada averiguar a bondade de ajuste da distribuicdo Bingham complexa. Ademais, também
¢ utilizada uma transformacao nessa forma quadratica e estudos de simulagdes e aplicacdes em
dados reais para a bondade de ajuste da distribui¢do Bingham complexa. Por fim, no Capitulo 6,

sdo apresentadas conclusdes obtidas do presente trabalho e dire¢des para trabalhos futuros.



30

1.3 SUPORTE COMPUTACIONAL

Todos os graficos e resultados no presente trabalho foram obtidos na plataforma
computacional R, em sua versdo 3.5.3. (R Core Team, 2019). O pacote principal do R utilizado no
presente trabalho, foi o pacote shapes, no qual contém as bases de dados e todas as ferramentas

envolvidas na analise de forma (DRYDEN, 2018).
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2 ANALISE ESTATISTICA DE FORMA
2.1 INTRODUCAO

A andlise de forma (do inglés Shape Analysis) € uma drea da estatistica responsavel
em estudar a forma geométrica dos objetos. Decisdes sobre esses objetos sdo tomadas através da
analise geométrica do tamanho e forma. Por exemplo, imagens de cranios de gorilas de uma
determinada espécie em dois momentos diferentes, em que o interesse € verificar se houve alguma
diferenca entre a forma média nesses dois momentos, ou ainda, diferenca entre os tamanhos
desses cranios. Poderia-se comparar também, diferencas entre cranios de gorilas em relagdo ao
sexo. Dessa forma, pode-se ver uma variedade de aplicagdes como, por exemplo, diagndstico de
doencas, reconhecimento facial e identificacdo de proteinas (DRYDEN; MARDIA, 2016, p. 1).
A seguir sdo apresentadas definicdes extraidas do livro de Dryden e Mardia (2016, p. 1-3, 64)

para o entendimento da anélise de forma.

Definicao 1. A forma ¢ toda a informagdo geométrica que permanece quando os efeitos de

locacao, rotacao e escala sao removidos do objeto.

Pode-se dizer que a forma de um objeto € invariante sob as transformacdes de

translacdo, escala e rotagao.
Definicao 2. O tamanho e forma, é quando sdo retirados os efeitos de locagao e rotacdo.

Nesse caso, pode-se concluir o tamanho e forma de um objeto € invariante sob as
transformacdes de translacdo e rotagdo. A andlise de tamanho e forma € de grande interesse para

vdrias areas, como na biologia, quimica, medicina, arqueologia, geografia, etc.
Definicao 3. A pré-forma, é quando sido removidos os efeitos de locagao e escala.

Diante do que foi exposto, serd apresentada uma breve descri¢do sobre os tipos de
marcos na Secdo 2.2 e na Secdo 2.3 os aspectos matematicos da andlise de forma como: sistemas

de coordenadas, espaco de configuracdo, distancia entre objetos e as coordenadas tangentes.

2.2 MARCOS

A forma de um objeto pode ser descrita por um conjunto finito de pontos que sdao
chamados de marcos (do inglés landmarks). Segundo Dryden e Mardia (2016, p. 3), um marco é

um ponto de correspondéncia em que cada objeto coincide entre e dentro das populagdes.
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Basicamente, existem trés tipos de marcos (DRYDEN; MARDIA, 2016, p. 3-4)

e Marcos Anatémicos: Pontos escolhidos entre os objetos por um especialista contendo
caracteristicas bioldgicas significativas, por exemplo, o encontro entre duas suturas em um
cranio;

e Marcos Matematicos: Pontos atribuidos em objetos com alguma propriedade matematica
ou geométrica, por exemplo: um ponto de alta curvatura ou um ponto extremo;

e Pseudo-Marcos: Pontos designados nos objetos, localizados no contorno ou entre os
marcos matematicos e/ou anatdomicos.

Como ilustra¢do, pode-se ver na Figura 1 a representa¢do de marcos matematicos
aplicados em uma imagem de uma borboleta (essa imagem encontra-se em Gratispng (2019)).
Na Figura 1 (a), temos a imagem de um objeto, nesse caso uma borboleta; na Figura 1 (b) temos
0 objeto sobreposto pelos marcos matematicos; na Figura 1 (c) os 20 marcos que representam o

objeto matematicamente.

* * * *
* k% sk
%

* % % k
% * %
* %

* *

(c) 20 marcos da configura-
(a) Imagem do objeto. (b) Marcos matematicos. cao.
Figura 1 — Representacio do objeto e os marcos matematicos.

2.3 SISTEMAS DE COORDENADAS

Para se obter a forma € preciso especificar um sistema de coordenadas e definir
matematicamente varias quantidades e operagOes de interesse. Existem vdrios sistemas de
coordenadas, dentre eles, destacam-se as coordenadas de Kendall propostas por Kendall (1984)
e as coordenadas de Bookstein propostas por Bookstein (1984), Bookstein (1986). Existe uma
certa relacdo entre essas duas coordenadas. Entretanto, no presente estudo, serd utilizado o
sistema de coordenadas de Kendall e as defini¢cOes apresentadas a seguir serdo fundamentais para

o seu entendimento.
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2.3.1 Espaco de Configuracao

Seja Y uma matriz de dimensdo k X m contendo as coordenadas cartesianas de k

marcos em m dimensdes. A matriz Y é chamada de matriz de configuracdo e € representada por

Vo o Vim
No presente trabalho, sdo consideradas as situagdes em que k > 3 e m = 2, correspondendo as
formas planas.
Com o intuito de remover os efeitos de locagdo, rotacao e escala sdo necessdrias
algumas transformagdes na matriz Y. Considerando m = 2, a matriz Y pode ser reescrita como

um vetor complexo de dimensdo k x 1 da seguinte maneira

2’ = G114+ iF12,. . 5 + i) | 2.1)

que correspondem as coordenadas complexas para os marcos.

Inicialmente, para remover o efeito da locacdo é necessario multiplicar o vetor
complexo z° por uma matriz de centralizacdo. Essa matriz é a submatriz de Helmert (diga-se,
H). Essa submatriz tem dimensédo (k — 1) x k e é formada pela matriz completa de Helmert sem
a primeira linha. A matriz de Helmert completa (H") é ortogonal, possui dimensdo k x k, nos
quais os elementos da primeira linha sdo iguais a 1/ Vk e os elementos da (j+ 1)-ésima linha

com j=1,...,k—1 sdo dados por
. . T . iy —1/2

no qual o ndimero de zeros na (j + 1)-ésima linha é igual a k — j — 1. Assim, a submatriz é dada

por
H= (hy,....h)".

Por exemplo, se k = 4, a matriz de Helmert € dada por

1/V4 14 1/V4  1/V4
—1/vV2  1/V2 0 0
—1/vV/6 —1/vV6  2/V/6 0
—1/V12 —1/V/12 —1/V12 3/V/12

H =
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e a submatriz de Helmert é
—1/vV2  1/V2 0 0
H=| -1//6 —1/V/6 2/V6 0
—-1/V12 —1/V12 —1/V12 3/V12

Portanto, para remover o efeito da locagio, basta multiplicar o vetor complexo z° dado na

equacgao (2.1) pela submatriz de Helmert,

o =HZ’, (2.2)

em que @ representa a configuracio z°

sem o efeito da locacdo. Veja que, @ tem dimensao
(k—1), ou seja, quando o efeito da loca¢do é removido, hd uma perda de uma dimens@o. Para
que a configuragdo centrada tenha a mesma dimensdo da configuracio original, basta multiplicar
a equagdo (2.2) por H'.

Para remover o efeito da escala, basta dividir a configuracao Helmertizada dada na

equacao (2.2) pela sua norma, assim

o o HZz’
71— _ _ z : (2.3)
lo| Voo /(Hz0)*Hz0
no qual  é o operador transposto conjugado e || - || € a norma complexa do vetor. Além disso,

z € chamado de pré-forma de zo (KENDALL, 1984). Note que z € uma forma que conserva a
rotacdo. Formalmente, o espago da pré-forma € definida como o espaco de todos os vetores
complexos possiveis em que cada vetor tem dimensdo (k — 1) e ndo possui os efeitos da loca¢do
e escala. Desse modo, o espaco da pré-forma é uma hiperesfera complexa de dimensao (k— 1),

definida por
Cs2 = {z: 2] = 1,zec’<—1}, 2.4)

no qual C¥~! ¢ o espaco dos niimeros complexos de dimensio (k—1). Existe ainda o espaco da
forma, que € definido como o espago da pré-forma sem o efeito da rotagdo. O espaco da forma

pode ser representado da seguinte maneira

z] = {eiez: 6 €[0,21) eze C*, ||z = 1}’

em que [z] é qualquer versao rotacionada de z. Pode-se ver que existe uma variedade de maneiras
para se trabalhar com marcos. Entretanto, o enfoque do trabalho sdo andlises no espaco da
pré-forma. Na Figura 2 estdo a configuraco original (a), Helmertizada (b) e a pré-forma (c) para
os 8 marcos de um cranio de uma gorila fémea. Para uma melhor entendimento sobre esse dado,

ver secdo 3.11.
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(a) Configuracao original. (b) Helmertizada. (c) Pré-forma.
Figura 2 — Representacao grafica de um cranio de uma gorila fémea com 8 marcos anat6-
micos.

2.3.2 Distancias entre Objetos

Esta secdo introduz algumas distancias que serdo utilizadas no presente trabalho e
mostra como obter a forma média de uma amostra de pré-formas.

Sejam z; e z; as pré-fomas de Y eYo, respectivamente. Considere | - | como sendo
0 médulo de um nimero complexo, dessa forma, as distancias entre z; e z; sdo definidas como
(DRYDEN; MARDIA, 2016, p. 69-74)

e Distincia procrustes completa

dr(21,22) =\/1—|zjz2]?, 0<dr <1. (2.5)

e Distancia procrustes parcial
dp(21,22) = \/2(1 = |Ziz2|), 0 <dp < V2. (2.6)
e Distancia geodésica
p(z1,22) = arccos(|z]zz]), 0<p <m/2. (2.7)

Na Figura 3, pode-se ver um esquema sobre as relagdes entre essas distancias.

Com essas distancias € possivel estimar a forma média de uma amostra de objetos.

Com isso, considere uma amostra Z(1)> ..., 20 de configuragdes complexas de tamanho 7, em que

cada z? € definido na equacdo (2.1). Considere agora zy, .. .,Z, obtidas usando a equacdo (2.3)

como sendo as pré-formas de z(l), ..., 20, respectivamente. Assim, a forma média amostral pode

ser obtida através de

U= inf d2 i 5 5
u arglgi; (zi, 1)
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Figura 3 — Esquema ilustrativo das relacoes entre as distancias dr,dp e p. Fonte:Dryden
e Mardia (2016, p. 78).

em que d(-,-) pode ser qualquer uma das trés distdncias mencionadas anteriormente. Entretanto,
a estimativa da forma média difere em relagdo as distancias, porém nao hé grandes diferencas
(DRYDEN; MARDIA, 2016, p. 118-119). Dessa forma, serd utilizada a distancia procrustes

completa para estimar a forma média. Assim, é necessdrio minimizar

n

di(zi,0) = Y (1—|z; ) (2.8)

1 i=1

-

n

=n—) Wzzip=n—p'Sp,
i=1

em que
n
S=) zz. (2.9)
=1

Note que para minimizar (2.8), basta maximizar g*Su. Desse modo, para resolver

esse problema € preciso utilizar alguns resultados.

Definicao 4. Para toda matriz A complexa de dimensao p X p, pode-se encontrar uma constante

A e um vetor complexo u € C” nao-nulo, tais que
Au = Au,
em que A é chamado de autovalor e u de autovetor com |ju|| = 1.
Para encontrar os autovalores basta resolver a equagao (HORN, 1990, p. 38)

A —AL| =0,
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no qual I, € a matriz identidade de dimensdo p x p. Em seguida, encontrar os autovetores

substituindo os autovalores na defini¢ao.

Definicao 5. Uma matriz complexa A, é dita ser Hermitiana se A = A™.

Definicao 6. Uma matriz Hermitiana A, € definida positiva ou positiva definida, se
z*Az >0, Vz € CP.

Caso z*Az > 0, entdo a matriz € dita semidefinida.

Pode-se ver claramente que a matriz S é Hermitiana, pois

*

S* = i"ziz;k = Z(z,-z;-k)* = i"ziz;k =8,
i=1 ' ]

e € chamada de matriz soma produto das pré-formas. Além disso, S também € positiva definida,

visto que

n n n
£Sz=1"| Y zz} |z=) (z'z)(zz) =) 1z°z;|* > 0,
i=1 i=1 i=1
jd que z*z; ¢ um nimero complexo e z'z é seu conjugado. Dessa forma, (z*z;)(z;z) ¢ um nimero

real maior que 0.
Teorema 1 (Decomposicao Espectral). Seja A uma matriz Hermitiana de dimensdo p X p, entdo
p
A= UAU* = Z )Liuiu;-k
i=1

no qual A = diag(A1,A2,...,Ap),com A} > A, > --- > A, > 0, sdo os autovalores de A e U é
uma matriz ortogonal (U*U = I), com a i-ésima coluna sendo u;, que corresponde ao i-€simo

autovetor correspondente ao i-ésimo autovalor da matriz A.

A prova do Teorema 1 pode ser vista em Mirsky (1955, p. 387). Caso a matriz A
também seja positiva definida, entdo, pode-se mostrar que todos os autovalores de A sdo maiores
que 0. De fato, se A € positiva, entdo, z*Az > 0 (Defini¢cdo 6). Substituindo z pelo i-€simo

autovetor de A, temos que
wAuj=2>0,Vi=1.2,...,p.
Teorema 2. Seja A uma matriz Hermitiana positiva definida, entdo
rg%(z*Az =A;, sez=u;,

parai=1,2,...,p.
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Para mais detalhes sobre o Teorema 2 ver Johnson e Wichern (2007, p. 80-81). Foi

visto que para encontrar a forma média, basta maximizar g*Su. Pelo Teorema 2,
mﬁxu*Su = Ay, quando 4 = u;.
Portanto, o estimador da forma média é dado por
H=u, (2.10)

que representa o autovetor correspondente ao maior autovalor de S (KENT, 1994). A forma
média desempenha um papel muito importante na andlise de forma, como em testes de hipdteses
para a comparacao das formas médias de dois grupos ou mais, ou ainda, o seu uso em sistemas
de coordenadas. A Figura 4 possui as pré-formas dos cranios de 29 gorilas fémea, juntamente

com a forma média (2.10).

1.0

e Gorila
—— Média

0.5

0.0

-0.5
|

-1.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 4 — Pré-formas dos cranios de 29 gorilas fémea e a forma média.



39
2.3.3 Coordenadas Tangentes

As coordenadas tangentes (CT) sdo formadas pela projecao das formas no plano
tangente na vizinhanga de um polo, chamado de polo da projecdo tangente. Geralmente, esse
polo € a forma média dos objetos (DRYDEN; MARDIA, 2016, p. 88). Vamos considerar no
estudo as CT procrustes, em que sao utilizadas as pré-formas, com isso, os pontos da esfera
complexa sdo projetados no plano tangente complexo e, ademais, os novos pontos no plano
complexo sdo transformados em pontos no plano real. Assim, é possivel utilizar as técnicas
multivariadas usuais, como o discriminante linear, andlise de componentes principais, testes de
comparacdes de médias, etc.

A ideia das CT € particionar um vetor em outras duas parcelas, esse particionamento
¢ chamado de decomposi¢do tangente normal (LEY; VERDEBOUT, 2017, p. 38). Como
ilustraciio, considere @ = (1,0,0)" e b= (0,1,0) " dois vetores unitdrios. Entdo qualquer vetor

x = (x1,%2,0) " pode ser expresso como
X = xja+x»b.

Dessa forma, pode-se ver que um vetor pode facilmente ser particionado em duas ou mais

componentes (vetores ou matrizes). Assim, a decomposicao tangente normal € dada por
x =1&+ (1 —1%)"/%y.

Impondo que & "x = 0, entdio para que a igualdade seja valida, (1 — tz)l/ 2 =x 'y, consequente-

mente
t& =[I,—yy'Ix,
c
e Mp-vriix
1L, — vy ' x|

A matriz I, — yy' é a matriz de projegio no espaco ortogonal a ¥ (DRYDEN; MARDIA, 2016,
p- 89). Observe que essa decomposi¢do também € vélida para vetores complexos. Na Figura 5,
pode-se ver uma ilustracdo da decomposi¢ao tangente normal fazendo y = U.

Considere uma amostra de pré-formas z1,...,z,, assim sendo, as CT procrustes sao

dadas por

tj:eiej[lkfl_u'“*]zj? jzlv"'7n7
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Figura 5 — Visao geométrica das coordenadas tangentes na esfera real. Fonte: Dryden e
Mardia (2016, p. 89).

em que I;_; é a matriz identidade (k—1) x (k—1), §j = Arg(—p*z;) € o valor que minimiza
| —2ze®||> (no qual Arg(a), com a € C, é o angulo compreendido entre o eixo real positivo no
plano complexo e a reta que une a com a origem desse plano) e i € a forma média (DRYDEN;
MARDIA, 2016, p. 91). Geralmente, como nao se conhece a forma média, basta substitui-la pela
forma média amostral (2.10). Veja que essas coordenadas possuem o termo ei§, que tem como
objetivo rotacionar os objetos para que eles fiquem o mais préoximo possivel da forma média.
Com isso, melhorando a representacdo dos objetos no plano tangente.

Normalmente, quando se utiliza esse sistema de coordenadas, € feito um empilha-

mento das coordenadas real e imagindria de cada t;. Seja v; um vetor de dimensdo 2k — 2, que

ird armazenar as coordenadas de ¢ ; da seguinte maneira
T T\T
V= cvec(tj) = (Re(tj) ,Im(tj) ) , (2.11)

em que cvec(-) é o operador que empilha as partes real e imagindrias de um vetor complexo,
transformando-o em um vetor real, Re(-) caracteriza a operac@o de extracdo da parte real do
vetor e Im(-) a parte imagindria. Assim sendo, cada vetor de pré-formas z; ¢é representado nas
CT pelo vetor v ;.

Um outro tipo de coordenadas na andlise de fomas sdo as coordenadas procrustes,
cujo intuito € casar as formas de dois objetos independente da locacdo, rotacdo e escala. Ge-
ralmente, esse ajuste € feito parar casar os objetos com a forma média amostral (2.10), ou seja,

rotacionar os objetos para que eles sejam o mais préximo possivel da forma média amostral. As-
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sim, esse ajuste € definido como ajuste procrustes completo ou coordenadas procrustes completas

de zy,...,z, como sendo

2 =2z, i=1,...n, (2.12)

no qual cada zf-) é dito ser o ajuste procrustes completo de z; em [, para mais detalhes ver Dryden
e Mardia (2016, p. 24). Geralmente, essas coordenadas sdo utilizadas para criar graficos sobre a
populacdo em estudo. Outro ponto importante, € que nessas coordenadas o vetor médio amostral
(1/n) Y, Zf coincide com a forma média procrustes completa (DRYDEN; MARDIA, 2016,
p. 24).

Existem ainda os residuos do ajuste procrustes, que sdo utilizados para estudar a

variabilidade da forma. Os residuos s@o calculados da seguinte maneira

n
P P
ej:Zj_—Zzi, le,...,n.
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3 METODOS DE CLASSIFICACAO
3.1 INTRODUCAO

O Aprendizado Estatistico (AE) (do inglés, Statistical Learning), desempenha um
papel importante em vdrias dreas da ci€ncia, finangas e indudstria. O objetivo do AE & fornecer
uma estrutura para a inferéncia, ganhar conhecimento, fazer previsoes, tomar decisdo ou construir
modelos através de um conjunto de dados. Pode-se citar como exemplo: prever a reincidéncia de
um cancer; estimar a quantidade de glicose no sangue de uma pessoa com diabetes; reconheci-
mento de voz; reconhecimento facial; reconhecimento de letras e nimeros, etc. Na aprendizagem
de mdquina existem algumas categorias e as principais sdo: supervisionado e nao-supervisionado.
O aprendizado supervisionado consiste em aprender com um conjunto de dados de treinamento,
ou seja, as classes (grupos ou rétulos) de um conjunto de dados sdo conhecidas e desejamos criar
uma funcao para prever a classe de um dado futuro. Ja no aprendizado ndo-supervisionado, as
classes dos dados nao sdo fornecidas e o objetivo € descrever as associagdes e os padrdes entre
o conjunto de treinamento. Uma das principais referéncia nessa drea de aprendizado € o livro
de Hastie, Tibshirani e Friedman (2001). No presente estudo, sdo considerados problemas com
aprendizado supervisionado.

Neste Capitulo serdo apresentados varios métodos de classificacdo dos mais diferen-
tes tipos. Na Secdo 3.2 € apresentado o classificador de Bayes com algumas distribui¢cdes no
espaco das pré-formas e o método da maxima verossimilhanga; ja na Secao 3.3 € mostrada toda
a ideia da méaquina de vetores de suporte para o caso real; na Secdo 3.4 € definido a maquina de
vetores de suporte para o caso complexo e uma proposta de modifica¢do na fungdo de otimizacao
do problema; na Sec¢do 3.5 € exibido um método niao paramétrico para estimar densidades, que
se tornard um classificador com a utilizagdo do classificador de Bayes; por sua vez, nas Secoes
3.6 e 3.7 sdo propostos classificadores baseados em estatisticas de testes e com a utilizacdo de
métodos de agrupamento; na Secdo 3.8 sdo exibidas trés maneiras para combinar classificadores;
por fim, na Secdo 3.9 € descrito o método da validacdo cruzada e as simulacdes e aplicacOes em

dados reais sdo descritas nas Secdes 3.10 e 3.11, respectivamente.

3.2 CLASSIFICADOR DE BAYES

O classificador de Bayes, também conhecido como regra de Bayes ou naive Bayes,

€ um método de classificagdo probabilistico, pois € levado em conta a distribuicdao dos dados.
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Primeiramente, deve-se escolher uma distribuic@o para os dados e em seguida estimar os seus
parametros.

Seja X € RP um vetor aleatério, sendo x o valor observado correspondente, em que
desejamos classificar um objeto dentre um dos g grupos (g > 2). Seja 7; a probabilidade a priori
de um objeto pertencer ao grupo i (i =1,...,g), com ):f: T = 1. Suponha ainda que fj(x)
denota a densidade de X para uma observacao que vem do i-ésimo grupo. Portanto, pelo teorema
de Bayes temos que

7 (%)
Y mifi(x)’

Consequentemente, o objeto é alocado para o grupo que fornecer o maior valor de §;(x).

5;(x) = i=1.2,....g (3.1)

Frequentemente, o valor de 7; pode ser estimado pela fracdo amostral de cada grupo (JAMES et
al., 2013, p. 139)

Pode-se ver que, aparentemente, ¢ um método bastante simples, mas existem dois
problemas envolvidos. O primeiro, € escolher uma distribuicdo para os dados. O segundo,

estimar os parametros dessa distribuicao.
3.2.1 Maxima Verossimilhanca

Geralmente quando se supde uma distribui¢ao para os dados, ndo conhecemos os
parametros dessa distribui¢ao, portanto, sendo necessdrio estima-los. O método da maxima
verossimilhanga (MV) foi proposto por Ronald Aylmer Fisher em 1912, no qual o trabalho foi
reimpresso em Fisher (1992), e € um dos métodos mais utilizados para estimacao de parametros
na Estatistica. Posteriormente, Aldrich (1997) considerou as mudancgas de justificativas de Fisher
para o método, os conceitos que ele desenvolveu em torno dele (incluindo a verossimilhanga,
suficiéncia, eficiéncia e informacao) e as abordagens que ele descartou. Sejam X, Xs,...,X,
uma amostra aleatéria de tamanho n de uma varidvel aleatéria X, com funcao de densidade ou
de probabilidade f(x;0), em que 6 € um vetor de pardmetros com 0 € ® (espago paramétrico).

A funcdo de verossimilhan¢a da amostra observada é dada por

L(6:x) =[]/ (x:0). (3.2)
i=1
Para uma dada amostra x, seja a(x) o valor do vetor de parametros que maximiza (3.2) como

funcdo de 8. Temos que o estimador de maxima verossimilhan¢a (EMV) de @ com base em X €

o vetor B(X) € ®. Habitualmente, para encontrar o EMV séo utilizadas as técnicas de derivacao.
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Assim, utilizando o fato de que o logaritmo natural € uma fun¢do monotonicamente crescente, é
mais facil maximizar o logaritmo de (3.2), pois derivar uma soma € mais conveniente do que um

produto. O logaritmo natural da verossimilhanca é

£(0;x) =1n(L(0;x))

In(f(x;;0)).

-

i=1

Em alguns exemplos simples, 0 EMV possui uma forma explicita. Em situa¢des mais complica-
das, o que comumente acontece, 0 EMV € encontrado através de métodos numéricos. Pode-se
dizer que o EMV € o mais usado em problemas de estimagdo, devido as suas diversas proprieda-
des como: convergéncia em probabilidade, convergéncia em distribui¢do para a normal, € func¢do
de estatisticas suficientes, € assintoticamente nao-viesado, dentre outras. Para mais detalhes
sobre as propriedades e exemplos da MV e do EVM, ver Bolfarine e Sandoval (2010) e Casella
e Berger (2002). A vista disso, o método da MV ser4 utilizado para todas as distribuicdes que

forem consideradas no presente trabalho.
3.2.2 Discriminante - Bingham Complexa

A distribui¢ao Bingham Complexa foi proposta por Kent (1994) e € muito utilizada
em andlise de formas devido a sua simetria rotacional. Considere uma varidvel aleatéria Z €
CS*=2 (definido na equacio (2.4)) tendo distribuicio Bingham complexa, diga-se Z ~ CB;_»(A),

que possui densidade
f(z)=c(A) " exp(z"Az),

na qual A é uma matriz Hermitiana e c¢(A) € a constante de normalizacdo dada por

k—1
c(A) = 27k1 Z aiexp(ii), al-_1 = H(~j —ii)7
i=1

em que 711 < 712 << Zk,l = 0 sdo os autovalores da matriz A.

Suponha que temos duas populagdes independentes Z; e Z, tais que, Z; ~ CBy_»(A})
e Zp ~ CBy_»(A;). Note que, quando temos apenas duas populacdes (g = 2), como alternativa,
basta calcular a razdo entre as densidades das duas populacdes. Portanto, a fun¢do discriminante

de Bayes € dada por
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B ﬂ]C(A])_leXp (Z*All) . 7'L']C(A2)

8(z) = mc(Az)lexp(z*Az)  mc(Ay)

exp{z"(A; —Ay)z}.

Dada uma nova observagio z/, se 8(z') > 1, entdo z’' € alocado para o grupo 1; se 6(z') < 1,
2z’ é alocado para o grupo 2; por fim, caso 6(z') = 1, o objeto ndo é alocado para nenhum dos
grupos. Esse classificador foi utilizado por Southworth, Mardia e Taylor (2000) em dados sobre

vértebras de ratos.
3.2.2.1 Inferéncia: Bingham Complexa

Em relagdo a estimacao dos parametros da distribui¢do Bingham complexa, considere

uma amostra Z,Z,, ..., Z, tendo distribuicdo CB;_»(A). Assim, deve-se maximizar

Considere a decomposicao espectral (Teorema 1) da matriz A = Z;‘:_ll Zi'yl-yj‘ eS= Zi-{:_ll Aigi8&;.

Dessa forma, tem-se que

k—1

0(A;z) = trago ( ;l,-’yiS’ﬁ> —nln(c(A)).

i=1
O primeiro termo de ¢(A;z), é maximizado utilizando o resultado do Teorema 2, ou seja, o

méximo de ¥,Sy; = A;, quando ¥; = g;, portanto, 0o EMV de ¥, é

’Yi:gi, i=1,2,....k—1.
Assim,

k—1
((Asz) = Y AiA;—nln(c(A)). (3.3)
i=1

Derivando (3.3) em relacdo a cada Aie igualando a zero, dispomos que
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0 que implica em
=—A. (3.4)

Note que (3.4) é uma equacgdo ndo-linear e deve ser resolvida através de métodos numéricos.
Uma alternativa para esse problema, € considerar alta concentracao nos dados, ou seja, assumir

que o valor de A; = n (KENT, 1994), que implica que os autovalores da A sdo grandes em valor

absoluto. Desse modo, os estimadores de MV de 11, . ,/:Lk_z sdo aproximadamente
= n
Ai & 0 i=1,2,....k—2
1

3.2.3 Discriminante - Watson Complexa

A distribuicio Watson complexa também é definida no espago das pré-formas CS¥—2.
Ela é denotada por CW;._» (ML, k), e uma varidvel aleatéria Z ¢ dita ter distribui¢io Watson se

possuir a densidade

f(z) :c(K)*lexp{K|z*u|2}, (3.5)

em que U é a forma média, k¥ > 0 representa o parimetro de concentragdo e ¢(k) é a constante

de normalizacdo calculada por (MARDIA; DRYDEN, 1999)

k=3 4
c(k) =211 KL =) — 5. (3.6)
A
j=0
Essa distribuicao é uma caso particular da Bingham complexa, isso acontece quando ha apenas
dois autovalores distintos em A (um tnico autovalor distinto e todos os outros autovalores iguais),
ou seja, fazendo A = —x(I— pp*). Algumas propriedades, como: estimagéo, testes de hipdteses
e aproximacdes da distribui¢do Watson complexa, foram discutidas em Mardia e Dryden (1999).
Suponha, novamente, que temos duas populacdes independentes Z; e Z, tais que,
Z) ~CWir(py,Kx1) e Zy ~ CWy_»(1,,k2). Sejam 7 e @, as probabilidades a priori de um
objeto pertencer a uma das duas populagdes, portanto a fun¢do discriminante de Bayes é dada

por



47

o 7'L'1C(K'2
6(z) = (k)

i exp { k12", - Kz!Z*ﬂz\z} -

Dada uma nova observagdo z’, se §(z') > 1, entdo 2’ € alocado para o grupo 1;se 6(z') < 1,2 é

alocado para o grupo 2; por fim, caso 8(z') = 1, o objeto ndo é alocado para nenhum dos grupos.
3.2.3.1 Inferéncia: Watson Complexa

Considere uma amostra Z;,Z;,...,Z, tendo distribuicio CW;_,(1,x). Assim,

deve-se maximizar

o i2) = ilnmzi;u, <) = "Zl 71— nln(c(x))
=K y wziz;u —nin(c(x)) = k" Sp — nln(c(x)).
=1

1

Pelo Teorema 2, o maximo de u*Su € igual a A;, quando = u;. Que é justamente a forma

média utilizando a distancia procrustes completa (2.10). Assim, temos que o EMV de u é

=

=uj.
Assim, falta maximizar
{(Kk;z) = kA1 —nln(c(k)), (3.7)

em relacdo a k. Derivando (3.7) em relacdo a k, temos

o) 5
ok V) T

A solucdo é dada para o valor de k tal que

dc(K)

A
e c(K)—l.

n

(3.8)

Pode-se ver que temos uma equacgdo nao-linear, consequentemente, € necessario utilizar algum

método numérico, por exemplo, o0 método de Newton-Raphson. Perceba que é um problema
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simples, pois envolve apenas um parametro. Ademais, supondo que K — oo, entdo a constante

em (3.6) é aproximadamente

Assim sendo, (3.8) pode ser aproximada por

2k kK (1 — —k;2> =27k KHe"ﬁ,

que implica em

Portanto, o EMV de kx é

Ko

n—»A

O Algoritmo 1 descreve os passos para aplicacao do classificador de Bayes.

Algoritmo 1: Classificador de Bayes.
Entrada: Probabilidades 7y, my, ..., 7T,, amostras X;1,X;, . . .,X;, de cada populagdo e

escolha de fi(-),comi=1,2,...,¢g.
Saida: Classificador de Bayes.
1: Estimar os pardmetros via maxima verossimilhanga para cada f;j(-) com a utilizacao
da respectiva amostra;
2: Calcular os valores do discriminante de Bayes para uma nova observacio x’
7jfi(x)
Yi mfi(x')’

3: Alocar X’ ao grupo que possuir o maior valor de J;.

§;(x') = =1,2,...,8

3.3 SUPPORT VECTOR MACHINE

O classificador Médquina de Suporte Vetorial (Support Vector Machine - SVM) foi

proposto por Boser, Guyon e Vapnik (1992) e desde entdo, vem sendo utilizado em diversas dreas
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em problemas de classificacdo, regressao, agrupamento, etc. A SVM € um classificador bindrio
com aprendizado supervisionado, ou seja, € necessario fornecer exemplos dos dois grupos que
definem o que deverd ser buscado pelo algoritmo. A ideia da SVM € encontrar um hiperplano
que separa os dois grupos, satisfazendo o critério de maior margem. Ou seja, podemos calcular a
distancia (perpendicular) de cada observagao de treinamento para um determinado hiperplano de
separacao; a menor distancia € a distancia minima das observagdes até o hiperplano e é conhecida

como a margem (JAMES et al., 2013, p. 341).
3.3.1 Dados Linearmente Separaveis

Um conjunto de dados € dito ser linearmente separdvel se € possivel separar com-
pletamente os padrdes dos grupos diferentes por pelo menos um hiperplano. Por defini¢do, a

equagao do hiperplano é dada por
h(x) =w, x+b, =0, (3.9)

em que wy, € R” € o vetor de coeficientes, x € R? é o vetor de varidveis e bj, representa um
escalar. Note que esse hiperplano divide o espago em duas regides, 2(x) > 0 e h(x) < 0. Como
ilustragcdo observe a Figura 6, em que os dois grupos estdo sendo separados por um hiperplano,
para mais detalhes ver Lorena e Carvalho (2007). Perceba que na Figura 6, estéd representado
apenas um possivel hiperplano, pois poderia-se ter infinitos hiperplanos apenas multiplicando

W), por uma constante, ou ainda, somando-a em b, como mostra na Figura 7.

Grupo 1
A Grupo 2 A A

15

1.0

X2

0.5

2.0

Xy

Figura 6 — Dados linearmente separaveis com um hiperplano separador.

Portanto, o critério proposto por Boser, Guyon e Vapnik (1992) consiste em estimar

W, € by, que maximizam a distancia entre as margens. Com isso, maximizando a distancia entre
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Grupo 1
A Grupo 2 A A

X2
15

1.0

0.5

X1

Figura 7 — Dados linearmente separaveis com 5 hiperplanos separadores.

0s grupos e, por conseguinte, aumentando o poder de generalizacdo do classificador. Na Figura
8 pode-se ver o hiperplano que separa os dois grupos utilizando a abordagem de maior margem.
As retas pontilhadas sdo as margens que possuem a maior distancia entre 0s grupos € 0s pontos
que estdo sobre as margens sdo chamados de vetores de suporte (VS). Os VS sido utilizados no

célculo para a obten¢do do hiperplano.

X2
15
.

1.0
'

’
1

'

05
|
@
’
’
.

0.5 1.0 15 2.0

X1

Figura 8 — Dados linearmente separaveis com o hiperplano de margem maxima.

3.3.2 SVM Lineares

Seja um conjunto de amostras de treinamento com dois grupos (1 e 2), representado
pelo conjunto de vetores X1,Xp, ..., X;,, em que cada vetor possui o rétulo, y; = +1 se Xx; pertencer

ao grupo 1, e y; = —1 se x; pertencer ao grupo 2, ou ainda, podemos rotular as amostras da
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seguinte maneira

+1  se W;X,‘ + b, >0,
yi= (3.10)

—1 se W,Tx,- + by, < 0.

Repare que no caso dos dados serem linearmente separados, ndo existe o caso em

que h(x) = 0, logo as condigdes de rotulagdo em (3.10) podem ser alteradas para

+1  se w;Xﬁ—bh > a,
yi = (3.11)

-1 se wai—l—bh < —a,

sendo a > 0 uma constante. Veja que segundo o sistema (3.11) ndo hd pontos entre os hiperplanos
W;X + b+ a. Com isso, as inequacdes em (3.11) podem ser reescritas dividindo ambos os lados

por a e reajustando wy, e by, temos

+1 sew x;+b>1,
yvi= (3.12)

—1 sew'x;+b<—1.

Essas inequacgdes (3.12) sdo utilizadas como restricdes na fun¢do objetivo para
encontrar o hiperplano 6timo, pois elas garantem que nao haja dados de treinamento entre as

margens. Ademais, essas restricdes podem ser simplificadas da seguinte forma
yviw'xi+b)>1 i=1.2,....n. (3.13)

Agora é necessario calcular a distancia entre as margens, pois 0 objetivo € maximizar
a margem sem que nenhum ponto fique entre elas, por isso € necessdrio utilizar as inequagdes
em (3.13). A distancia entre as margens serd calculada utilizando a distincia euclidiana. Dessa

forma, considere os vetores X; € X,. Assim a distancia euclidiana € definida por

dp =/ (x1 —x2) T (x1 —x2) = |1 — %2

Pode-se mostrar que a distancia entre qualquer ponto e o hiperplano (3.9) € dada por

h(xi)| _ W xi+b]
[[w]] [[w]]

d(xi,h(x)) =

ver Carvalho (2016). Portanto, a distincia entre as margens é
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d(h(x) =1,h(x) = —1) = —. (3.14)

Desta forma, para encontrar os coeficientes basta maximizar (3.14) em relacdo a

W sujeito as restri¢des em (3.13). Veja que maximizar (3.14) é equivalente a minimizar ||w||,
ou ainda, equivalentemente, pode-se minimizar ||w||?, pois nesse caso a funcio quadritica é
monotonicamente crescente, facilitando o processo de minimizagao e preservando o minimo de
|lw||. Portanto, o hiperplano 6timo (de maior margem) é definido para os valores de w e b que

satisfazem (3.13), para os quais ||w||? é minima. Dessa maneira, o problema pode ser resumido

cm

2
min @, (3.15)

w.,b

sob as restrigdes y;(w'x;+b) > 1 parai=1,2,...,n.

Para resolver o problema de otimizacdo da equacgdo (3.15), pode-se utilizar os
multiplicadores de Lagrange. O método permite encontrar extremos (mdximo ou minimo) de
uma fun¢do de uma ou mais varidveis suscetiveis a uma ou mais restricdes. Considere a situagao

em que

min g (x)
sujeitoa  g2(x) =c.

O método consiste em introduzir uma varidvel nova (o > 0), chamada de multiplicador de

Lagrange. A partir disso, estuda-se a func¢do de Lagrange, assim definida

L=g(x)—o(ga(x)—c).

Nessa funcdo, o pode ser subtraido ou somado (sem perda de generalidade). Se existirem mais
restri¢des, basta adicionar mais multiplicadores. Para mais detalhes sobre a teoria envolvida ver
Santos (2002). Utilizando os multiplicadores de Lagrange obtém-se a fun¢ao primal

1 n
Lprimar = 5 |1WI[* = Y oulyi(w " xi+5) — 1], (3.16)

i=1
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no qual cada o; > O com i =1,2,...,n. Essa funcdo deve ser minimizada em relacitoawe b e a

maximizada em relacdo aos @;’s, assim, derivando (3.16) em relacdo a w e b temos

dL,,; “

primal

— = W-— E a;yiX;,
d i=1

M:_
ob .

1

n
i y;-
=1
Igualando as equagdes (3.17) e (3.18) a 0 e desenvolvendo os cdlculos, dispomos que

n
W= Z ®iyiXi,
i=1

n
Y aiyi=0.
i=1

Substituindo (3.19) e (3.20) em (3.16), obtém-se o seguinte problema de otimizagao

n 1 &
T
I‘l’lélXZ o — E Z Z (X,'(ij,'iji Xj,
i=1 j=li=1

- Yi 0y =0
sob as restri¢des .
o; >0

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Essa formulagdo da equacgdo (3.21) é denominada de forma dual e devera ser maximizada em

relacdo aos @;’s. Essa estratégia tornou-se padrdo para estimar os parametros da SVM, pois

fornece alguns beneficios, como a redugao da alta dimensionalidade dos dados. Considerando o,

W e b como a solugdo para o problema, esses valores s6 serdo 6timos se satisfizerem o teorema

de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) (SANTOS, 2002). As condi¢des de KKT aplicadas ao problema

Sa0

aLprimal
ZZprmat
ow ’
aLprimal
=0
db ’

yi(w'xi+b) > 1 Vi,
a; >0 Vi,

(Xi[yi(WTXi —l—b) — 1] =0 Vi

(3.22)
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E importante ressaltar que os VS sdo os tinicos que possuem @; > 0, com isso, os coeficientes do

hiperplano sdo dados por

W= Z aiyiXi, (3.23)
icB

em que B={l;0; >0,/ =1,...,n}. Veja que w é calculado explicitamente pela equagdo (3.23).
Para calcular b € necessario utilizar a equacgdo (3.22), isolando b e depois calculando a média

aritmética das imagens dos VS, ficando na forma

~ 1 ~
b=— Z Vi — Z ijCinTX,' s (3.24)

s icB jEB
no qual n,; € o numero de VS. A SVM mostrada aqui € geralmente conhecida como SVM de

margens rigidas.
3.3.3 SVM Com Erros

Na grande maioria dos casos os dados podem nao ser linearmente separdveis € iSSo
pode acontecer por diversos motivos, por exemplo: ruidos, erros de medi¢ao e até mesmo a
natureza dos dados. Assim, a abordagem descrita anteriormente ndo se aplica € uma nova
formulagdo precisa ser feita. Observe que podem acontecer 3 situacdes que ndo caracterizam o
caso de dados linearmente separdveis. Essas situacdes estdo listadas a seguir,
1. Pontos podem ficar entre as margens e serem classificados corretamente;
2. Pontos podem ficar entre as margens e serem classificados erroneamente;
3. Pontos que estejam fora das margens e classificados erroneamente.
Essas situacoes estdo ilustradas na Figura 9, (a), (b) e (c), respectivamente. Evidentemente,
poderia-se ter também, o caso da juncdo dessas situagdes.
A solugdo para esse problema foi proposta por Cortes e Vapnik (1995), no qual é

acrescentado uma varidvel folga & > 0 nas restri¢des (3.12), tornando-as

+1 se WTX,'—I—b> 1—5,',
yi =
—lsew'x;+b< —1+&.

Combinando essas equagdes, temos
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Figura 9 — (a) Encontram-se pontos entre as margens e corretamente classificados; (b)

b
Encontram-se pontos do lado incorreto, mas entre as margens; (¢) Encontram-
se pontos do lado incorreto e fora das margens.

yi(w'xi+b)>1-&, com&>0ei=1,2,...,n

Logicamente, para termos um bom classificador € necessario minimizar os erros, ou

melhor, minimizar }'? , &;. Desse modo, o problema para encontrar os coeficientes do hiperplano
que possui a maior margem € a menor soma dos erros € dado por
2
. IWI |
min
W7b7§i

+C( Zgl

(3.25)
i=1

sob as restri¢des y;(w'x; +b) >1—&, & >0parai=1,2,---,n. A constante C simboliza o
peso da soma dos erros no processo de minimizacao e deve ser fornecida pelo usudrio. Quanto

maior for o valor de C, menor serdo as margens do hiperplano. Caso os dados sejam linearmente

separdveis, basta escolher C — oo e o resultado serd equivalente ao da SVM com margens rigidas

Para encontrar os coeficientes do hiperplano para o novo problema, pode-se utilizar

os multiplicadores de Lagrange do mesmo modo como na abordagem anterior. Assim, a funcdo

primal para o novo problema (3.25) € dada por

l n n
Lprimar = 5wl P+C() &) — Y oulvi(w'xi+b) —
i=1 i=1

l_él anh

nos quais ¢; e 1; sdo os multiplicadores de Lagrange. Derivando (3.26) em relagdo a w, b e &;

(3.26)

igualando a zero cada uma das derivadas parciais, obtém-se as seguintes equacdes
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W= 0, yiX;,
i=1
n
Z a;y; = 0,
i=1
o=C— n;.

Substituindo (3.27), (3.28) e (3.29) em (3.26) consegue-se a funcao dual dada por

n 1 &

T

m&lXZ o — E Z Z (XiOijiiji Xj,
i=1 j=li=1

. Yoy =0,
sob as restri¢des
o< <C.

56

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

Note que a forma dual para esse novo problema € similar a formulacio para a SVM

com margens rigidas, exceto pela restricao de que cada o; deve ter um valor menor ou igual que

a constante C. Ademais, para que a solugdo desse novo problema seja 6tima, as estimativas de o,

w e b devem atender as condi¢des complementares do teorema de KKT, que para esse caso sdo

aLprimal
ZZprmal
ow ’
aLprimal
=0
db ’
JL rim
primal - _ ) j=1,2,---,n,
d9&;
yiw'xi+b) > 1-& Vi,
& > 0 Vi
a > 0 Vi
ni > 0 VIv
oulyi(w'x;+b)—(1-&)] = 0 Vi
T[,’éi = 0 Vi
Por fim, a solucdo para o problema é
{’\V:Zaiyixi,

icB
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emque B={;0< 0y <C,l=1,...,n}. O valor de b é 0 mesmo como em (3.24). Devido a
flexibilidade, essa abordagem proposta por Cortes e Vapnik (1995) ficou conhecida como SVM
com margens suaves.

Ap0s encontrar as estimativas do hiperplano, pode-se criar uma funcao de decisdo

De(x) = sign(h(x)) para a classificagdo, em que dada uma nova observagao X,
De(x) = sign (wa +B) , (3.31)

no qual sign(-) retorna o sinal de um nimero real, ou seja, o sinal do nimero é 1, 0 ou -1, se 0
nimero € positivo, zero ou negativo, respectivamente.

O Algoritmo 2 resume os passos para o treinamento da SVM com margens suaves.

Algoritmo 2: SVM com margens suaves.

Entrada: Conjunto de treinamento 7' = {x;,y;}} | e o valor de C.
Saida: Classificador SVM.

1: Seja @ = (0, &y, . .., &) a solucdo do sistema

n 1 L&
-
mOE‘IXZ o; — 5 Z Z OC,'Oijl'ijl- Xj,
i=1 j=li=1

Yoy =0,
0< o; < C.

sob as restri¢des

2: O par (W,/b\) apresentado a seguir define o hiperplano 6timo

W:Z&iyixi, B:{l;0<&[§C,l:1,...,n},

i€eB
~ 1 T
b:—z yi—ZijCl'XjX,' .
s icB jEB

3: Dada uma nova observagdo X/, a classificacdo € feita através de

De(x) = sign <\7VTX —}—B) :

3.3.4 SVM Nio-Linear

Muitas vezes na pratica os dados ndo sdo linearmente separdveis e a abordagem
proposta anteriormente pode gerar resultados insatisfatorios, apesar da sua versatilidade. Como
exemplo, veja a Figura 10 no qual foi utilizada a SVM com C = 1000 em dados simulados.

A taxa de acerto para esses dados foi de 65,52%, no qual foram utilizados os préprios dados
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de treinamento para a classificagdo. Repare que seria mais interessante utilizar outra funcao
para separar esses dados, em vez do hiperplano definido em (3.9). Poderia-se utilizar uma
transformacao para que os dados se tornem linearmente separdveis ou diminua o niimero de erros.
Com o propdsito de fornecer essas alternativas, serd apresentado um conjunto de transformacdes
chamadas de kernels, que podera melhorar o desempenho da SVM quando os dados ndo sao

linearmente separdveis.

o A o A
A
A s ®
A @ . Grupo 1
A . . e ® A Grupo 2
VS
[
® ®
A @
@ ®
N ® e
B A . ® o Ta
A A A » @ ,®,~' @
e @
A N Y -
A @

Figura 10 - (a) visualizaciao dos dados; (b) separacao dos grupos por um hiperplano.

3.3.4.1 Kernels

A SVM também lida com problemas ndo lineares, isto €, é possivel realizar um
mapeamento no espaco original dos dados, chamado de espago de entradas, para um espaco no
qual a dimensao pode ser maior, chamado de espaco de caracteristicas. Esse mapeamento pode

ser representado com a seguinte funcdo
d:x — 3,

em que ) denota o espaco de entradas e 3 o espago de caracteristicas. A escolha apropriada de
® pode fazer com que os dados de treinamento sejam linearmente separdveis. Como ilustracao,
foram utilizados os dados da Figura 10 que estio no R? através de x = (x1,x2) ', no qual é
possivel realizar uma transformagcio para o R? com a fungdo

(P(X) = (x%7x1x27x%)—r

Com isso, a equacdo do hiperplano (3.9) é modificada para
h(x) =w, ¢ (x) + by

:wlx% +woxi1xy + W3x% + by,.
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Nesse espacgo de caracteristicas, pode-se utilizar a SVM com margens suaves € 0
resultado ird melhorar. Observe na Figura 11 que os dados agora sdo linearmente separaveis. Foi
utilizada a SVM com C = 100 resultando em uma taxa de acerto de 100,0% (que antes foi de

65,52%).

e Grupol
A A Grupo 2
o VS

Figura 11 — Dados no espaco de caracteristicas com o hiperplano separador.

A ideia dessa metodologia é aplicar uma func¢do ndo linear ¢(.) nas varidveis que
estdo no espaco de entradas, transformando-as para um espaco de dimensao maior, apds isso, uti-
lizar a SVM. Desse modo, um kernel K € definido como uma funcao que recebe dois argumentos
x e X’ no espaco de entradas e computa o produto ¢(x) ' ¢(x’) para o espago de caracteristicas.

Assim, um kernel € representado por

Uma consequéncia importante dessa representacio € que a dimensdo do espaco de caracteristica

ndo afeta a complexidade computacional (CRISTIANINI; SHAWE-TAYLOR, 2000, p. 30).
Primeiramente, veja que a ideia de um kernel é generalizar o produto interno no

espaco de entradas. Claramente, o produto interno fornece um exemplo de kernel, basta fornecer

0 mapeamento com a func¢do identidade

K(x,x') = x' x = (x,x'),
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em que (-,-) representa o produto interno entre dois vetores. O objetivo € introduzir a ndo-
linearidade no mapeamento do espaco de entradas para o espago de caracteristicas. Portanto,
vejamos um simples exemplo, mas ilustrativo, de um tal mapeamento ndo-linear obtido conside-

rando a seguinte relacio

que € equivalente a um produto interno entre os vetores

¢(X) = (xixj)gz‘le,l) € ¢(X/) = (x;xlj)z(iﬁgl,l)

Entretanto, nem toda fun¢ao pode ser considerada um kernel. Para que uma fungdo
seja um kernel, é necessario que essa funcao atenda as condi¢des do Teorema 3. As condicoes
para o Teorema de Mercer sdo, portanto, equivalentes a exigir que, para qualquer subconjunto
finito de ), a matriz K correspondente, seja positiva semidefinida, ou seja, seus autovalores sdo

nao-negativos (CRISTIANINI; SHAWE-TAYLOR, 2000, p. 33).

Teorema 3 (Teorema de Mercer). Seja ¥ um espago de entrada finito com K(x,x’) sendo uma

fungdo simétrica em x. Entdo, K (x,x’) é um kernel se e somente se

a' Ka >0,

no qual K = (K(Xiaxj))?jzl

¢ uma matriz simétrica e a € R" (Va # 0).

Na prética, pode-se definir uma funcdo kernel com o espago de caracteristica im-
plicito. Ou seja, definir uma func¢do kernel para um espago de entrada € frequentemente mais
natural do que criar um espago de caracteristicas complicado. Uma maneira para construir novos
kernels, € construi-los a partir de kernels mais simples. Isso pode ser feito usando as seguintes
propriedades: dado os kernels K (+,-) e K»(-,-), valem-se as seguintes propriedades

1. K(x,x') =K (x,X') + K> (x,X);
2. K(x,x") = cK;(x,x), com ¢ > 0;
3. K(x,xX') = K;(x,X') K2 (x,X);
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4. K(x,x') = g(x)g(x’), com g(-) sendo uma fungio real;
5. K(x,x') = K3(¢(x),¢(x)), em que K3(-,-) é um kernel;
6. K(x,x') =x'Ax/, com A sendo uma matriz semidefinida.
Para mais detalhes ver Cristianini e Shawe-Taylor (2000, p. 42) e Bishop (2006,
p- 296). Veja na Tabela 1 alguns exemplos de kernels. Nesse estudo, foram considerados os

kernels mais usados na literatura, os kernels: linear, polinomial e Gaussiano.

Tabela 1 — Exemplos de algumas func¢oes do tipo kernel.

Nome do Kernel K(x,x) Parmetros
Linear x'x -
Polinomial [a1(x"X) 4 a;]%3 ai,az € az
Gaussiano ou Radial | exp {—o?||x —x/||*} c?
Sigmoide tanh [by(x'X')+by] | breb;
Exponencial exp {— ﬁ\ Ix —x'|| } c?

O kernel pode ser inserido diretamente no problema de otimizacdo da SVM para

encontrar o hiperplano, ficando na forma

n non
max Z o — % Z Y ciayiy;K(xi,X;), (3.32)
i=1 j=li=1
sob as restricdes em (3.30). A funcao de classificacdo (3.31) € modificada para
De(x) = sign <Zyi&il((xi,x) +Z> :
i€B
A SVM também ¢€ utilizada quando se tem g grupos (g > 2), com o uso dos métodos:
e Um-contra-todos
Sao construidos g classificadores utilizando a SVM, em que as amostras de treinamento
do i-ésimo grupo possuem o rétulo +1 e todas as outras amostras com o rétulo —1. A
classificaciio de uma nova observacgio X’ € feita pelo classificador binario que produzir o
maior valor de w, X' +b; (i=1,2,...,2).
e Um-contra-um
Nesse método é calculada a SVM para todos os pares possiveis, produzindo g(g—1)/2
classificadores bindrios individuais. A classificacdo é feita para a classe que obtiver o maior
numero de votos. O nimero de classificadores criados pelo um-contra-um € muito maior
do que a da abordagem de um um-contra-todos. No entanto, o problema de otimizagdo €

menor, o que torna possivel um treinamento rapido.
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e SVM miuiltipla
Weston e Watkins (1998) propuseram uma extensao natural, que € distinguir todos os
grupos em um unico processo de otimizacdo. Existem vdrias outras extensdes, como
o Directed Acyclic Graph SVM (PLATT; CRISTIANINI; SHAWE-TAYLOR, 2000),
Simplified Multi-class SVM (SimMSVM) (HSU; LIN, 2002) e uma nova abordagem
utilizando o método um-contra-todos (CRAMMER; SINGER, 2001).
Uma comparacao entre esses métodos para o problema de multiplos grupos foi feita por Hsu
e Lin (2002), concluindo que os métodos SimMSVM e um-contra-um produziram a maioria
dos melhores resultados. O Algoritmo 3 resume os passos para o treinamento da SVM com a

utilizacdo de um kernel.

Algoritmo 3: SVM com a utiliza¢do de um kernel.

Entrada: Conjunto de treinamento ¢ (7)) = {¢(x;),y;}!_, e o valor de C.
Saida: Classificador SVM.
1: Seja @ = (01,0, . .., O) a solugdo do sistema

m=

ajyzyj XZan)a

l\) \

Yoy =0,

sob as restricoes
¢ { 0<o;<C.

2: O par (ﬁ',/l;) apresentado a seguir define o hiperplano 6timo

w=)Y ayo(x), B={0<a<Cl=1,...,n},
ieB

z<y, Y yaK(x. )

nVS icB JjEB

3: Dada uma nova obervagio X/, a classificac¢do € feita utilizando

De(x) = sign (ZyiaiK(XhX) +Z> :
icB
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3.4 SVM - NUMEROS COMPLEXOS

Existe uma extensdo da SVM para regressao e classificagdo no espaco dos numeros
complexos, que foi proposta por Bouboulis, Theodoridou e Theodoridis (2013). A principio,
essa extensdo foi proposta para a classificacdo de quatro grupos, na qual os autores intitularam
de Quartenary Classification, nao obstante, facilmente adaptada para dois grupos. A seguir
sdo apresentadas algumas nocdes sobre derivadas no espago complexo, pois serdo de extrema

importancia para o entendimento dessa nova abordagem.
3.4.1 Diferenciacio Complexa

Analogamente como fung¢des reais, a derivada pode ser definida para funcdes com-
plexas de varidveis complexas. Seja g(z) € C, assim

¢ (z0) = lim 8(z) —8(z0)

=20 Z—20

O limite acima precisa existir para as infinitas séries {z,} que se aproximam de z,
isto &, nlgl}o zn = 20. Se g'(z) existe em uma regido R C C, a fungdo g(z) é chamada de analitica,
holomoérfica ou regular em R (FISCHER, 2002, p. 406). A seguir, serdo mostradas as relagdes
entre derivadas reais e complexas.

Uma fun¢do complexa pode ser decomposta em duas funcdes reais, cada uma
dependendo de duas varidveis reais x € y, que sdo as partes real e imagindria de z, respectivamente.

Portanto,
8(2) = g(x+iy) = u(x,y) +iv(x,y), com z=x+iy.

Pode ser mostrado que, para g(z) ser holomoérfica, as fungdes u(x,y) e v(x,y) preci-
sam satisfazer as equacdes de Cauchy-Riemann (FISCHER, 2002, p. 406). Essas equagdes sao
dadas por

du(x,y)  dv(x,y)

ox  dy ’
dv(x,y) _ du(x,y)
ox dy

A derivada complexa de uma fun¢@o holomorfica pode ser expressada pelas derivadas

parciais das fungdes reais u(x,y) e v(x,y) (FISCHER, 2002, p. 406), assim sendo
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dg(z) _ du(x,y) +l.<9V(x,y)_

0z ox ox

Um problema comum € a otimizacao de funcdes reais dependendo de parametros
complexos. Porém, fun¢des de custo complexo ndo sdo de interesse, pois no campo de nime-
ros complexos nao hd ordenacgdo e, portanto, minimizagdo ou maximizagao nao faz sentido

(FISCHER, 2002, p. 407).

3.4.1.1 Cdlculo de Wirtinger

Como alternativa para a derivada complexa, o matemaético austriaco Wilhelm Wir-
tinger (1865-1945) estabeleceu as derivadas parciais de g(z), com respeito a z e z*, do seguinte

modo (FISCHER, 2002, p. 408)

dg(z) o 1 <9g(Z) B lﬂg(Z))
dz 2\ ox dy )’

98(z) o 1 (98(2) | ;98(2)

dz* 2\ Jdx dy )

Em homenagem a Wilhelm Wirtinger, que estabeleceu esse calculo diferencial, esses resultados
sdao chamados de cdlculo de Wirtinger. Esse cdlculo foi utilizado por Bouboulis, Theodoridou e

Theodoridis (2013) para a obten¢do do hiperplano para nimeros complexos.
3.4.2 SVM Complexa

Considere agora um hiperplano complexo definido por

he(z) = W oc(z) +b,

em que w € C?, ¢c(-) é uma fungdo complexa e b € C. Seja um conjunto de treinamento z; € C?
para j=1,...,n, dividido em quatro grupos G4 ,G;_,G_ e G__, em que cada observacdo do
conjunto possui um rétulo y; € {1 +i}. Se y; = +1+1, entdo a j-ésima observagdo pertence
ao grupo Gy, ouseja, z; € Gy 4. Sey; = —1+1i,assimz; € G_ e assim sucessivamente para
os outros grupos. Nessa abordagem sdo considerados dois hiperplanos (em vez de um, como no

caso real) e duas varidveis de folga, uma para a parte real & ; e outra para a parte imagindria & 2
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Assim sendo, o problema primal para a SVM complexa é formulado por

. 1 i .
min - S|P+ SIVIE+C Y (EF 46D, (3:33)
j=1

YiRe (W*oc(z)) + V¥ 9i(z)) +b) > 1 - J,
sob as restri¢des y’J-Im (W*c(z)) + vV 0i(z)) +b) > 1— i
éjr,éj’ >0, paraj=1,...,n,
em que )’; = Re(y;), yz. =1Im(y;), (-)* representa o conjugado e v € C? sdo os coeficientes do
segundo hiperplano. Para encontrar a solucdo para o problema em (3.33), também € utilizado
o método dos multiplicadores de Lagrange, porém com o auxilio dos resultados mostrados
anteriormente sobre derivadas parciais complexas, ou seja, o cdlculo de Wirtinger. No final, a

solucdo € dada pelas maximizagdes

n n
max Z oj— = Z Z locjylyjKC (21,2)), (3.34)
j=1 j=11=1

n J
.. Zj:1 oy = 0
SOb as restrlgoes y

0<a;<Cparaj=1,...,n

n

max Z ni—5 Z Z nn YK (21,2)), (3.35)
= =5

sob as restri¢oes =1 M =0 ,
0<nj<Cparaj=1,...,n
em que o e 1; sdo os multiplicadores de Lagrange para as partes real e imagindria, na devida
ordem, K((z;,z;) = 2Re(Kc(z;,2;)), com Kc(2;,2/) = ¢c(z1)* ¢c(z;), que representa um kernel
complexo (BOUBOULIS; THEODORIDOU; THEODORIDIS, 2013). Na Tabela 2 estdo alguns
exemplos de fun¢des kernels para nimeros complexos.

Note que o problema de otimizagao em (3.33) transformou-se em dois outros pro-
blemas (3.34) e (3.35), como na SVM real (problema dual). As estimativas para os coeficientes
sdo

w=Y (apj—mp) oc(z),
JEBy

v=Y (ay;—imy,) oc(z)).

JEB>
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Tabela 2 — Exemplos de alguns kernels complexos.

Nome do Kernel Kc(z,2)) Parametros
Linear z*7 -

Polinomial la1(z*Z) 4+ ap]® ai,ax e az
Gaussiano ou Radial | exp {—ocZ||z—2||*} ore

A estimativa do intercepto é b = ¢" +ic’, no qual ¢” e ¢’ sdo dados por

A 1 n n R
&= Z — Y ViouKg(z,2))),
s 1eB, j€B,
1 &
&= e Z yjan(C<Zl>Z]))
Mys 16B2 j€B>

emque By ={l;0<q<C,l=1,....n}, B, ={;0<m <C,l=1,...,n}, n e niy sdo os
numeros de vetores de suporte da otimizacdo real e imagindria, respectivamente. Por dltimo, a

fung¢do de classifica¢io de uma nova observacdo z’ é dada por

n
De(z) = signg (Z (&jy;—i—iﬁjy’j)Ké(zj,zl) +€r—|—i€’> ,
=1

no qual signg(z) = sign(Re(z)) +isign(Im(z)). Os célculos envolvidos e toda a construcdo da
SVM complexa podem ser vistos com mais detalhes em Bouboulis, Theodoridou e Theodoridis
(2013).

Segundo os autores, essa abordagem pode ser estendida para dois grupos, que € o
nosso interesse, apenas considerando que os rétulos (y;) assumam apenas os valores +1 ou —1.

Dessa forma, € retirado v de (3.33) e o problema se torna

1 1 .
min - S{[w]|*+C Y (5] + &), (3.:36)
wbCErEl 2 ,Z’l s
yjRe (W oc(zj) +b) >1— 7
sob as restrigdes ¢ y;Im (W*c(z;) +b) > 1 - &
5;,5; >0,paraj=1,....n

O problema dual para (3.36) é

n n
maXZaj——Z ZOCIOC;)’IYJKC 2,,Zj), (3.37)
=1 j=1i=1
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Yiajyj=0

0<a;<Cparaj=1,...,n

sob as restri¢des

n 1 n n
max i =5 L X imKe e, ), (3.38)
j=1 j=1i=1

Yi_impyj=0
0<nj<Cparaj=1,...,n

sob as restri¢des

Observe que os problemas de otimizagao em (3.37) e (3.38) s@o idénticos, conse-
quentemente, as estimativas para cada ¢; € 1); sdo as mesmas. Portanto, sendo necessario fazer

apenas uma maximizac¢do. Dessa forma, as estimativas dos coeficientes sdo

w= Y (qy;—injy;) dc(z)),

JEB|
c
1 & 1 ~
&=—Y n— Y yjaKe(z,z))), (3.39)
Mys 1631 B,
n
=— Z yi— Y, yiniKe(z,2;)). (3.40)
My I€B, jEBs

O Algoritmo 4 resume os passos para o treinamento da SVM tendo como entrada os

nimeros complexos para dois grupos.
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Algoritmo 4: SVM para dados no espago dos niimeros complexos.
Entrada: Conjunto de treinamento ¢c(7) = {@c(z;),yi}?, ¢ o valor de C.

Saida: Classificador SVM complexa.

1:Seja @ = (0, &y, - . ., &) a solugdo do sistema

n 1 n n
max Z o — 3 Z Z o;0yiyiKe (2i,2;),
i=1 j=1i=1

Y ayi =0,
0<o;<Cparai=1,...,n.

sob as restri¢des

2: O par (vAV,B) apresentado a seguir define o hiperplano 6timo
W= Z(&jyj —i&jyj)q)c(zj), B={l;0< oy <Cl=1,... N
Jj€B

b=2¢" + iéi7 obtidos em (3.39) e (3.40).

3: Dada uma nova observagdo z’, basta utilizar a fungio de decisido dada por

n
De(z') = signg Z (Qjy;+idjy;)Ki(z;,2' )+ b
=1

3.4.3 SVM com Pesos

O método boosting é utilizado para combinar classificadores que ndo obtiverem
um bom desempenho para produzir um classificador melhor. Uma das versdes mais populares
do método boosting é o algoritmo chamado de AdaBoost.M1 proposto por Freund e Schapire
(1997). Basicamente, para cada iteracdo do método, os pesos atribuidos para cada observacao sdo
modificados individualmente e o classificador € reaplicado as observac¢des ponderadas. Os pesos
aumentam para aquelas observagdes que foram classificadas erroneamente, em contra partida,
os pesos diminuem para aquelas que foram classificados corretamente. Assim, as observagoes
que sao dificeis de classificar corretamente recebem uma influéncia cada vez maior, portanto,
cada sucessivo classificador € for¢ado a se concentrar nas observacdes de treinamento que foram
classificadas erroneamente.

Considere uma amostra de treinamento 7 = {x;,y;} com i = 1,...,n, assim, o
algoritmo pode ser descrito pelos seguintes passos

1. Defina o nimero de interagdes boosting ny,.
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2. Inicialize os pesos para cada amostra de treinamento com w; = 1 /ncomi=1,...,n.
3. Repita para j = 1 até ny:

e Ajuste o classificador Fj(x) € {+1,—1} com os pesos w; no conjunto de treinamento.

e Calcule:
n
erro; = Z{wil[yfﬂf(x")]7
-
1y = tog [erros (1 —erro)].
em que

1 se Vi #Fj(X,’),

0 cc

Ty 2ryx)] =

e Atualize os pesos:

Wi :wiexp{ljl[y[#Fj(X;)]}7i: 1,...,l’l.

Depois, faca w; <— w;/ Y w;.
4. Combine os classificadores formando apenas um
n

F(x)= sign{i lij(x)} .

j=1
Uma abordagem do boosting para a SVM foi proposta por Garcia e Lozano (2007).

Basicamente, os pesos sdo acrescentados na funcao objetivo (3.32), da seguinte maneira

+C(Z &iwi), (3.41)

sob as restricdes  y;(w' ¢(x;)+b)>1—&, & >Oparai=1,2,---,n.

O problema dual para (3.41) é

n 1 n n
mgxi; o — 5}; l:Zi aiajyi}’jK(Xian>7

Z?:l oy = 07

0< o <Cw;.

sob as restri¢des

Note que a unica diferenca dessa forma dual para a convencional, é que a variacdo de o;

estd limitada por Cw;. Porém, a SVM ¢ considerada um aprendiz forte (strong learner) e o
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método boosting nao parece oferecer vantagens significativas em termos de generalizagao do
erro. Ademais, o desempenho da SVM diminui a medida que o nimero de iteragcdes aumenta
(GARCIA; LOZANO, 2007).

A proposta é dar um peso maior para as observagdes que estdo mais afastadas da
forma média dos objetos. Dessa forma, a SVM se preocupard com os objetos mais distantes e,
consequentemente, podendo melhorar a classificagdo. A proposta € calcular os pesos da seguinte

maneira,
wi=d(x;, M), i=12,....n, (3.42)

em que d(-,-) é alguma das distancias (2.5), (2.6) ou (2.7), normalizadas para que w; € (0,1).
Para a distancia (2.5), ndo € necessdrio realizar essa normalizacdo, pois essa distancia j4 estd no
intervalo (0, 1). No caso da distancia dp (2.6), basta dividir (3.42) por V2. Por fim, na distincia
geodésica (2.7) é necessario dividir (3.42) por /2.

No caso da SVM no espago dos nimeros complexos, pode-se utilizar as distancias
procrustes completa (2.5), procrustes parcial (2.6) e geodésica (2.7). Assim sendo, a forma dual
da SVM complexa com os pesos w;’s € dada por

n 1 non .
mgxizzi o — 3 ]_Zi ,:Z{ 0;0y;y Ko (zi,zj),
i oy =0,

sob as restri¢des
0<o <Cw;parai=1,...,n.

O Algoritmo 5 descreve os passos para a utilizacdo da SVM ponderada com pesos

baseados em distancias.
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Algoritmo 5: SVM para dados no espaco dos nimeros complexos com a utilizagao de

pesos.
Entrada: Conjunto de treinamento ¢c(7) = {¢c(x;),yi,w;i}?, e o valor de C.

Saida: Classificador SVM complexa com pesos.

1: Seja @ = (Qy, 0y, . .., &) a solugdo do sistema

n . 1 n n
m‘?xz o — 3 Z Z OCiOCj)’inKé(Zialj)y
i=1 j=li=1

Yoy =0,
0<og <wiCparai=1,...,n.

sob as restricoes

2: O par (W,B) apresentado a seguir define o hiperplano 6timo

x?v: Z(ajyj—i&jyj)q)(c(zj), B = {l;() < &1 S C,l = 1,...,11},
JEB

b=¢" + iéi, obtidos em (3.39) e (3.40).

3: Dada uma nova observagio z’, basta utilizar a fun¢do de decisdo dada por

(ngE

De(z') = signg ( (Ojy;+ity;)Ke(z),2') +3) )

j=1

3.5 ESTIMACAO DE DENSIDADE

A funcdo de densidade de probabilidade € essencial para a estatistica, pois a todo
momento € atribuida uma distribui¢io para os dados. Considere uma varidvel aleatéria X com
densidade f. Especificamente, a funcdo f fornece uma natural descri¢do da varidvel aleatéria X

e permite calcular probabilidades através da seguinte relagao
b
Pria <X <b) = / f(x)dx, paraa<b.
a

Na prética existem duas abordagens para estimar f,
e paramétrica: se supde que os dados sdo provenientes de uma familia paramétrica conhe-
cida de distribui¢des e em seguida os parametros sdo estimados.
e nao paramétrica: diferentemente da primeira abordagem, nio se supde distribui¢do para
os dados. Embora, se pressupde que os dados possuem uma distribuicao que tem densidade
f, na qual os dados serdo autorizados a falar por si mesmos na determinacdo da estimativa
de f.

O enfoque nesta secdo serd dado a abordagem nado paramétrica.
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3.5.1 O Estimador Ingénuo

Considere uma amostra aleatoria X1, . .., X;,, com densidade desconhecida f. Segundo

Silverman (1986) o estimador da densidade € dado por

A 1 & 1 x—X;
=—-) — h 0 343
Tselx| <1

0 caso contario .

O parametro h; € chamado de suavizador e dependendo de sua escolha, se obtém
diferentes formas de f(x). Aumentando-se /] se obtém intervalos maiores, consequentemente a
representacao dos dados serd suave, caso contrario, se 4; for muito pequeno, a representacao

serd muito ruidosa, ver Figura 12.

0.6

I h]_:O,l
--- h;=05

0.5

0.4

f(x)
0.3
|

Figura 12 — Histograma de dados simulados sobreposto por estimativas utilizando estima-
dor ingénuo com trés valores diferentes de /.
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3.5.2 O Estimador Kernel

Segundo Silverman (1986) pode-se generalizar o estimador (3.43), trocando a funcao

peso w(.) por uma fungao kernel K, tal que
/ K(x)dx=1.

Usualmente, a fungéo K (x) serd uma densidade de probabilidade simétrica, como por exemplo,

a densidade da distribui¢cdo normal. Portanto, o estimador utilizando a fun¢do K(x) é

A 141 —X;
f(X):’_th_lK(xhl )

i=1

Note que esse kernel € diferente daquele usado na abordagem da SVM, e a principal diferenca
neste caso, € que a funcdo deve ser uma densidade de probabilidade. Existem vérios tipos de

kernels univariados, alguns deles estdo presentes na Tabela 3 (SILVERMAN, 1986, p. 43).

Tabela 3 — Exemplos de algumas func¢oes kernel para densidades.

Kernel K(x)
. 1 2
Gaussiano T35 XD (—%) VxeR
Triangular 1 — |x| para |x| < 1 e O caso contrério
Biweight }—2(1 —x?)? para |x| < 1, 0 caso contrario

Epanechnikov % (1 — ’é) / NG para |x| < V/3, 0 caso contrdrio

Retangular % para |x| < 1, 0 caso contrdrio

3.5.3 O Estimador Kernel Multivariado

Sejam X1, ..., X, um amostra aleatéria multivariada, com cada X; € R?, extraida de

uma mesma populacdo com densidade f. O estimador de f agora é dado por

PN 1 & 1 X—X,‘
flx) = ZEK< W ) (3.44)

ni=

em que X = (x1,...,x,) " e X;= (Xi1,...,X;p) " comi=1,...,n. A fungio kernel multivariada

também precisa ser uma densidade, ou seja,



74

/K(X)dx1 .dx, =1.
RP

Geralmente a funcdo kernel também serd uma densidade unimodal simétrica (SILVERMAN,

1986, p. 76). Um exemplo de kernel multivariado, seria a distribuicdo normal padrdo multivariada

K(x) = (271) " 2exp (—%XTX> |

Uma outra possibilidade seria o kernel utilizando a distribui¢do de t-Student com v graus de

liberdade

F(HTP) 1+ —(v+p)/2
K(x) = —F(%)vl’/znl’/z (1 + X X) )

nesse caso, o valor de v deve ser fixado. De modo similar, o estimador de densidade kernel pode

ser utilizado para o caso complexo. Os kernels podem ser, por exemplo, as versdes complexas

da normal multivariada e da t-Student, que possuem as densidades

K(x) = (21) Pexp (_%x*x> ,

Uma outra alternativa, seria utilizar as distribuicdes Bingham e Watson complexa.
Porém, essas distribuicdes ndo possuem uma forma padrido, como na normal e t-Student. Portanto,
encontra-se uma certa dificuldade em utiliza-las, visto que, s@o necessarios fornecer muitos
parametros.

O estimador de densidades serd utilizado como no classificador de Bayes (3.1). Em
vez de supor uma distribuicdo f para os dados, serd utilizado o estimador ndo paramétrico f
(3.44) para o procedimento de classificagao. Esse classificador serd denominado como Bayes-ED.

O Algoritmo 6 possui os passos para esse classificador.
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Algoritmo 6: Classificador de Bayes-ED.
Entrada: Probabilidades 7y, my, ..., 7T,, amostras X;1,X;, . ..,X;, de cada populagdo e

escolha de f;(-) =K(-),comi=1,2,...,g e o valor de h;.
Saida: Classificador de Bayes.
1: Substituir f;(-) em (3.1) por fi(-) (3.44) para a respectiva amostra.
2: Montar o discriminante de Bayes
7;.f;(x)

= Yi mifi(x)

j=12,....8

3.6 HILL-CLIMBING

Em andlise numérica, o Hill-Climbing (HC) é um algoritmo utilizado em problemas
de otimiza¢do. Basicamente, o algoritmo inicia em uma solucdo arbitrdria para o problema, entdo
tenta-se encontrar uma solu¢do melhor alterando gradualmente um tnico elemento da solucao.
Caso haja uma melhora na solu¢do uma mudanca € realizada e, posteriormente, uma nova solugdo
¢ calculada (FRIEDMAN; RUBIN, 1967). Esse processo € repetido até que nenhuma melhora
adicional seja encontrada. Esse algoritmo € muito utilizado em problemas de agrupamento, como
no agrupamento de abelhas (FRIEDMAN; RUBIN, 1967), em dados botanicos (RUBIN, 1967) e
no agrupamento de plantas, vinhos, e doengas cardiacas (SOUZA et al., 2017).

O algoritmo de HC ¢ descrito em Everitt ef al. (2011) com os seguintes passos:

1. Construir uma solug¢do inicial para o problema;

2. Alterar cada elemento da solu¢do, produzindo novas solugdes;

3. Selecionar a melhor solu¢io;

4. Repetir os passos 2 e 3 até que nenhuma melhora seja encontrada.

Com base no HC, Assis, Souza e Amaral (2018) propuseram um método de agrupa-
mento utilizando estatisticas de testes. A ideia € mover uma observagdo para cada grupo e se
houver uma melhora na estatistica de teste, no sentido de rejeitar a hip6tese nula, a observagao é
alocada para o grupo que produziu essa melhora. A proposta € utilizar esse mesmo fundamento
para a classificacdo. Atualmente, as estatisticas de teste mais utilizadas em anélise de formas

para testar duas médias sdo: James, Hotelling, Lambda e Goodall.
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3.6.1 Testes para Duas Amostras

Considere uma amostra aleatoria da populacdo j de tamanho 7; € com forma média
Kj, para j = 1,2. Sejam z;j,...,Zy;; as pré-formas de cada amostra. Por fim, Considere as

seguintes hipoteses

Ho:py=n,
Hy:py # us.
3.6.1.1 Estatistica de Hotelling
Sejam vy j, ..., vy, as coordenadas tangentes, obtidas da equacdo (2.11), de zy j, . . .,z
com j = 1,2. Considere ainda que vy, ...,Vy;; possui distribui¢do normal multivariada, com

vetor de médias p; e matriz de covaridncias comum X. Nos quais, V1, ¥, s@o os vetores de

médias e X1, X, sdo as matrizes de covariancias amostrais em cada grupo que sio calculados por

1 ¢
Vji=—) Vij
njizl ’
1 ¢
S . S N\T
Lj=—) (vij=v)(vij =) -
Ji=1

O quadrado da distancia de Mahalanobis entre v e v, €
dy, = (91 —¥2) 'S, (91 — W), (3.45)

em que S, = [nlf'.l + ngf‘.z] /(n1+ny—2)eS. éainversa generalizada de Moore-Penrose de
S.. Portanto, a estatistica de Hotelling é dada por

mnmpy(ny+ny—a—1) ,
(ny+m)(n+ny—2)a ™

no qual a = 2k — 2 € a dimensao do espaco tangente. Ademais, sob Hy, Fg tem distribuigao F-

Fy = (3.46)

Snedecor com parmetros (a,n; +n; —a — 1) no numerador e denominador, respectivamente. A
hipétese nula € rejeitada para grandes valores de Fy. E importante ressaltar que, as coordenadas
tangentes sdo calculadas através de uma mesmo polo, ou seja, na forma média geral entre os

dois grupos, ja que sob Hy as formas médias sao iguais (DRYDEN; MARDIA, 2016, p. 187).
3.6.1.2 Estatistica de James

A estatistica de James € uma espécie de generalizacdo da estatistica Fy. A diferenca

€ que nao ¢ utilizada a matriz de covariancias combinada. Assim, a estatistica de James é dada



77

por
F; = (1_/'1 - 1_)2)T (—21 + —22) (\_)1 — \_’2). (3.47)

Essa estatistica possui sob H, distribui¢ao Qui-Quadrado com a graus de liberdade (x2) (SEBER,
1984, p. 115).

3.6.1.3 Estatistica de Goodall

Essa estatistica foi proposta por Goodall (1991) e € baseada no quadrado da distancia

procrustes completa (2.5). Assim, a estatistica de Goodall para comparar duas formas médias €

FG:n]+n2—2 d%(ﬁl?ﬁZ)
nyt gt N ARz, ) + X2 47 (2o, 1)

em que J, e I, sdo as estimativas das formas médias para cada populacio, utilizando o estimador

(3.48)

descrito em (2.10). Sob H, a estatistica de Goodall possui distribui¢ao F;, (;, 1, 2)a-
3.6.2 Testes para Varias Populacoes

Considere o caso em que existem g grupos de objetos. Seja j =1,2,...,g o indice
dos grupos com tamanho n;, no qual n = Z§:1 n;. A forma média para o j-€simo grupo € dada
por [;. Sejam zij,...,Z,;; a amostra de pré-formas para o j-ésimo grupo. As hipoteses para

testar vdrias amostras sdo definidas por

Ho:pty =Hr == Mg
H; : 3 pelo menos um i e j tal que [Jl-;éuj.

3.6.2.1 Extensao da Estatistica Goodall

A extensdo da Estatistica de Goodall para vérias populacdes, porém considerando
que a amostra € balanceada com n; = n, € dada por
?zl d%(ﬁ']? I/“'\O)
(g—1) Z§:1 Yiii dl%"(ziﬁﬁj) 7

em que WU, € a forma média geral de todas as amostras, ou seja, o autovetor correspondente ao

Fg,=n(n—1)g (3.49)

maior autovalor de

»n
I
[
™=

~

Il
_
-

Il
—

Zl'jzij.
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Sob a hipdtese nula, Fg, tem aproximadamente distribui¢ao F,_ 1) g(n—1)a (GOO-

DALL, 1991).
3.6.2.2 Estatistica Lambda

A estatistica lambda foi proposta por Amaral, Dryden e Wood (2007) e mostrou-se
um bom desempenho, em termos do erro do tipo I em testes de hipdteses, do que as estatisticas

mencionadas anteriormente, quando existe baixa concentracdo nos dados. A estatistica de teste €

dada por
Amin = rriltin 2upAoiy, comAg=n) M;G; M, (3.50)
0 j=1
em que I\A/[j = [ué,ué,...,ui_l]* ¢ a matriz de dimensdo (k—2) x (k— 1), na qual as suas

linhas sdo formadas pelos autovetores (excluindo o primeiro autovetor) da matriz soma produto
S;, definida em (2.9), para a j-ésima populacdo. Considere l]j,lzj, . ,l,g_l como sendo os

. : . k—1
autovalores de S, assim, G =[G, uy—2 DO qual

Guy=n""(A] =)' = 2) 'Y (ulziy) () (251 ) (B zi)),
i=1

em que U i= u{ ¢ a estimativa da forma média para o j-ésimo grupo. Sob Hy, a distribuicao de

£ a2
Amin € X(g1)(-2):
3.6.2.3 Estatisticas de Teste no Plano Real

Na Estatistica, o procedimento utilizado para comparar médias entre varias popu-
lagdes € a andlise de variancia multivariada ou MANOVA (do inglés multivariate analysis of
variance). Esse método € uma extensdo da analise de variancia, mais conhecido como ANOVA
(analysis of variance). Suponha que temos as amostras Xj j,Xaj, ..., Xp;j, com j=1,2,....gen;

sendo o nimero de amostras para o j-ésimo grupo. Considere ainda que

nj
_ Xl Xij
Xj=——r,
nj
g v oo
_ 1 Ll Xij
X=——"7"7"7,
n
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. g . . . PP ~ . .
noqualn=Y JIEOR Assim sendo, desejamos testar se as médias entre os g grupos sdo iguais ou
pelo menos uma média é diferente das demais através da MANOVA. Formalmente, resumimos

os calculos que sdo utilizados no cédlculo das estatisticas de teste na Tabela 4.

Tabela 4 — Exemplos de alguns kernels complexos.

Fonte de Variagao Soma de Quadrados Graus de Liberdade
Tratamento B=Y%_njX —%)(%—%)" vg=g—1
Residual E :Z§:1 Z?il(x,-j—)‘(j)(xij—ij)T VE=n—4g
Total B+E=Y% ¥/ (xij—%)(xi;; —%) " n—1
Sejam QLIT, Ag, ...,AJ os autovalores de BE™!, com s = min{vyg, p}. As estatisticas

de teste sio baseadas nos autovalores de BE~! e sdo dadas por

S
1
Wilks:  Awies = [[——, (3.51)
Wilks IIJ 1 —l—ﬁ,;

ROy:  Agoy = A, (3.52)

S
Lawley-Hotelling: Azy =Y A/, (3.53)

i=1

s AT

Pillai:  Apjjiai =), — (3.54)

Si1+a

Os testes ndo sdo equivalentes, ou seja, em uma dada amostra, podem levar con-
clusdes diferentes. Contudo, para amostras grandes, todas essas estatisticas sdo equivalentes
(JOHNSON; WICHERN, 2007, p. 303). A distribui¢ao para cada estatistica pode ser muito
complicada e geralmente € feita uma modifica¢do para que se tenha uma distribuicao F-Snedecor.
Porém, ndo existe uma forma geral para todos os casos, pois a modificagcdo ird depender do

numero de varidveis e de grupos. Entretanto, existem algumas aproximacgdes que estdo descritas

em Rencher e Schaalje (2008, p. 163-168) e elas sao dadas por

1/t
1—AY g
Wilks: FW"”“:TtWMd_fZ’ (3.55)
AWilks :

em que df; e df, sdo os graus de liberdade do numerador e denominador da distribui¢do ' com

1
df; = pvy, dfy =wr— E(va —2),

1 prvy —4
w=vg+vg—=(p+va+1), t=4 55—
E T VH 2(19 n+1) PrvE—5



80

—a—1A]
Roy: FR(,F%, (3.56)

com a graus de liberdade do denominador e vg —a — 1 no denominador, em que @ = max{p, vg}.

Z(Sl” + I)ALH

N7 S 3.57
s22m+s+1)’ (3:57)

Lawley-Hotelling: Frpg =

com m = %(|vH —pl—1er= %(VE — p— 1), que possui aproximadamente distribui¢do F com

os parametros s(2m+s+1) e 2(sr+1).

(2r+s+1)Apjjiai
(2m+s+1)(s — Apitiai)’

Pillai: FPillai = (358)

que ¢ aproximadamente distribuida como Fy(2, 141 1) s(2r1s+1)- A hipotese nula € rejeitada para
todo os casos, quando cada estatistica € maior que o quantil da distribui¢do F correspondente.

Como estamos trabalhando com as pré-formas, ndo € possivel utilizar essas estatisti-
cas no plano real. Assim, serdo utilizadas as CT (2.11) das pré-formas.

Um detalhe importante, é o fato de que a estatistica A, também pode ser utilizada
para o caso em que g = 2 (AMARAL; DRYDEN; WOOD, 2007). Entretanto, 0 mesmo nao
acontece para os testes da MANOVA, pois se g = 2, implica que vy = 1. Consequentemente,
s =min{vy, p} = 1, tornando as estatisticas (3.51), (3.52), (3.53) e (3.54) equivalentes, pois elas
dependerdo apenas de QLIT . Além disso, existe uma relacdo entre a estatistica de Hotelling (3.45)
e Wilks (3.51), assim, tornando-se equivalente as demais estatisticas (MARDIA; KENT; BIBBY,

1979, p. 138-140). No Algoritmo 7, estdo expostos 0s passos para a montagem e classificacao.

Algoritmo 7: Algoritmo Hill-Climbing.
Entrada: Sejamz;;,25j,...,2,;, com j=1,2,..., ¢ as amostras de cada populag@o.

Saida: Classificador Hill-Climbing.

1: As amostras sdo utilizadas para definir o valor de referéncia da estatistica teste;

2: Seja z/ uma pré-forma que se deseja classificar;

3: Coloque o objeto z’ em todos os grupos considerados e verifique qual grupo forneceu
o maior valor da estatistica escolhida. Para o caso de dois grupos, considere as
estatisticas (3.46), (3.47), (3.48) e (3.50). Se existir g grupos (g > 2), as estatisticas
(3.49), (3.55), (3.56), (3.57), (3.58) e (3.50) sao utilizadas;

4: O objeto Z’ é classificado no grupo que forneceu o maior valor da estatistica escolhida

no passo anterior.
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3.7 METODOS DE AGRUPAMENTO

Os métodos de agrupamento referem-se a um conjunto amplo de técnicas cujo o
objetivo é formar subgrupos ou grupos em um conjunto de dados. Para formar esses grupos,
procura-se dividir o conjunto de dados através da similaridade, ou seja, as observagdes sdo
bem semelhantes dentro de cada grupo, enquanto que as observagdes em diferentes grupos
sdo bastantes diferentes (JAMES et al., 2013, p. 385). Por exemplo, suponha que temos um
conjunto de n observagdes com p caracteristicas (varidveis), em que essas observacdes podem
corresponder a amostras de clientes em uma loja. As p caracteristicas podem ser a renda, idade,
valor gasto, nimero de filhos, etc. Com isso, poderiamos formar grupos de clientes e direcionar
determinadas ofertas levando em conta essas varidveis.

Existem véarios métodos de agrupamento, mas o nosso foco € no método chamado
de k-médias (KM) e em uma extensdo chamada de kernel k-médias (KKM). O Procrustes
kernel k-médias (PKKM) foi proposto por Jayasumana et al. (2013) para as pré-formas, em que

mostrou-se bem superior ao KM.
3.7.1 K-médias

O KM € um método simples, em que ele consiste em alocar os objetos em g grupos,
C = (C1,Cy,...,Cy). Inicialmente, para utilizar o método € necessario fornecer o nimero de
grupos g, entdo o algoritmo ird atribuir todas as observacoes em um dos g grupos. Formalmente,
suponha que temos uma amostra z,Z,, . . ., Z, contendo n observacdes de uma varidvel aleatéria
p-dimensional Z. Considere §; como sendo a média (forma média) do j-ésimo grupo, com
j=1,2,...,g. Nosso objetivo € alocar os objetos para cada grupo, com o intuito de minimizar a

soma de quadrados dos erros sobre todos grupos, ou seja,

8
-1 Y ), (3.59)
Jj=1ieC;

no qual d(-,-) é alguma das distancias (2.5), (2.7) ou (2.7). O Algoritmo 8 descreve os passos

para a formacgao dos grupos.
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Algoritmo 8: Método k-médias
Entrada: Conjunto de pré-formas {z;}_,, nimero de grupos g e as médias de cada

grupo.
Saida: Grupos Cy,C;,...,C,.
1: Calcular a distancia de cada observacao para a forma média utilizando alguma das
distancias (2.5), (2.7) ou (2.7);
2: Alocar o objeto para o grupo que tiver a menor distancia;
3: Recalcular a média para cada grupo;
4: Repetir os passos de 1 a 3 até que ndo aconteca uma reducdo em (3.59), ou ainda,

quando o algoritmo atingir um nimero maximo de iteragdes predeterminada.

Geralmente, ndo temos os centroides (médias) para aplicar o KM. O que pode ser
feito, € selecionar aleatoriamente g observacoes e utilizd-las como os centroides iniciais. Uma
outra maneira, seria selecionar aleatoriamente g observagdes em um nimero grande de vezes,
por exemplo: 100 vezes, e aplicar o KM em cada uma dessas situa¢des. Por fim, escolhe-se
como centroides inicias o conjunto de observagdes que proporcionou um menor valor de (3.59).
Evidentemente, o método também € aplicado em vetores reais, porém € necessario mudar a
distancia, por exemplo, a distincia euclidiana ou a de Mahalanobis. O Algoritmo 9 expde os
detalhes para conseguir a parti¢do inicial. Para mais detalhes sobre esse método, ver Bishop

(2006, p. 424-425).

Algoritmo 9: Particao Inicial.
Entrada: Uma amostra de pré-formas z1,...,Z,, nimero de iteracdes N e o nimero de

grupos g.

Saida: Centroides iniciais para o agrupamento.

1: Sejam zy,...,z, as pré-formas de uma amostra aleatdria de objetos.

2: Gere g niimeros aleatdrios sem reposicdo de 1,...,n para serem os indices.

3: Seja C; o centro do j-ésimo grupo. FacaC; =1z;, (j=1,...,g), no qual j € o indice
escolhido no passo 2;

4: Aloque z;, em que [ = 1,...,n, para o centro de grupo C;, mais préximo utilizando
alguma das distancias (2.5), (2.6) ou (2.7) como critério;

5: Repetir N vezes os passos de 2 a 4;

6: Escolha a particdo que forneceu o menor valor de (3.59).
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3.7.1.1 Kernel k-médias

O KKM ¢ uma extensdo do método KM, no qual realiza o agrupamento em um
espaco nao linear. Esse método foi proposto por Scholkopf, Smola e Miiller (1996) e a ideia é
acrescentar um kernel, como aquele visto na SVM, na equacgdo (3.59). Vimos que o kernel é
essencial para a SVM, proporcionando um melhor desempenho que o kernel linear, portanto, é
esperado que o mesmo aconteca com a adicao do kernel no KM. Assim, iremos utilizar o kernel
Procrustes Gaussiano que foi apresentado por Jayasumana et al. (2013), em que nele € utilizado

a distancia Procrustes completa (2.5) e que possui a seguinte expressao

d2 / 1— /12
K(z,7') = exp (—%’:)) = exp (—%) , (3.60)

no qual 7, € R* € um pardmetro de suavizagdo. As outras distAncias (2.6) e (2.7) ndo satisfazem
as condi¢des do Teorema 3, por isso, ndo podem ser consideradas um kernel (JAYASUMANA
et al., 2013). O préximo passo € escolher a distancia para formular a minimizagao dos erros.
Oliveira (2016) propos utilizar a propria distancia procrustes completa na fungdo objetivo (3.59).

Assim, a equacdo (3.59) € modificada para

g
=L Y-l 5P, (3.61)
j=1ieC;

em que, o valor do j-ésimo vetor de médias é

pi=Yy ‘Zg) (3.62)

2€C;

no qual o operador # indica o nimero de elementos do grupo j. Como a fungdo ¢(-) ndo possui
uma forma explicita, ndo é possivel calcular os vetores de médias em (3.62) de forma clara.

Porém, podemos expandir a equacdo (3.61) utilizando o fato de que
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(3.63)

Assim sendo, a equacgdo (3.61) pode ser reescrita para

2
X (2 e

j=1i€C; z2€C; J
Note que 0 método PKKM nao possui um etapa para atualizagdo dos vetores de médias, como
no caso do KM, pelo fato do mapeamento ¢ (-) ndo possui uma forma explicita. Porém, mesmo
sem esse mapeamento € possivel realizar a alocacdo das observacdes nos grupos via equagao
(3.63) na distancia a’%(~, -). O mecanismo de alocagdo é o mesmo do método KM. Os objetos
sdo alocados para cada grupo em cada iteracdo, até que ndo haja nenhuma reducgdo em (3.61) ou
até que se chegue em um nimero maximo de iteracdes. O Algoritmo 10 resume os passos para a

utilizacdo do PKKM.

Algoritmo 10: Método Procrustes kernel k-médias.

Entrada: Conjunto de pré-formas {z;}"_,, niimero de grupos g e a alocagao inicial.
Saida: Grupos C1,Cs, ... ,C,.

1: Calcular todos os valores de K(z;,z;) (3.60), parai,j=1,2,...,n;

2: Calcular todas as distancias de cada observacao para cada grupo através de

K(z*%,z) 2
Yy 1—<Z #éi ) ;

JEC;

3: Alocar em cada grupo, as observacdes que obtiveram menor valor da distincia;
4: Repetir o passo 2 e 3 até que nao aconteca uma reducdo em (3.61), ou ainda, se o

algoritmo atingir um nimero méaximo de iteracdes predeterminada.




85
3.7.1.2 Classificagdo Por Meio de Métodos de Agrupamento

Os métodos de agrupamento podem ser adaptados para serem classificadores. Nesse
caso, os rotulos dos dados de treinamento ja sd@o conhecidos, ndo havendo a necessidade de
aplicar os métodos de agrupamento. Para classificar uma observacdao em um dos grupos, basta
utilizar o critério adotado para o agrupamento, ou seja, € calculada a distancia da observagao
para os centroides e a observagdo € alocada para o grupo que produziu a menor distancia.
Entretanto, essa ideia necessita ser melhorada, pois se existir uma grande variabilidade entre
os dados, a chance de cometer um erro € muito grande. Assim, Hastie, Tibshirani e Friedman
(2001, p. 460) recomendam que o método de agrupamento seja aplicado em cada grupo nos
dados de treinamento, produzindo R centroides em cada grupo e utilizar esses centroides para
a classificacdo. Essa abordagem € conhecida como método protétipo e serd utilizada para a
classificagdo. Esse classificador serd chamado de Procrustes kernel k-médias com protétipo

(PKMM,)) e o Algoritmo 11 mostra como esse classificador € utilizado.

Algoritmo 11: Método Protétipo baseado no algoritmo Procrustes kernel k-médias.

Entrada: Conjunto de treinamento {z; J}:l »com j=1,2,... ¢eonumero de
centroides R.
Saida: Classificador Procrustes kernel k-médias com protétipo.
1: Utilize o Algoritmo 9 da parti¢do inicial, impondo R centroides para o j-ésimo grupo,
comj=1,2,...,g;
2: Seja z’ uma nova observacdo e C;r o r-ésimo centroide do j-ésimo grupo. Calcule as
distancias da nova observacao para todos os centroides em todos os grupos;

3: Aloque z' para o grupo que produziu a menor distancia.

3.8 METODOS ENSEMBLE

Os métodos ensemble (ME) sdo utilizados para combinar classificadores, com o ob-
jetivo de melhorar os resultados. Segundo Zhou (2012, p. 16) existem 3 tépicos de contribuigdes
iniciais que levaram a drea atual de ME.

e Combinagao de Classificadores
Neste topico, o objetivo € trabalhar com classificadores fortes, ou seja, geralmente possuem
um bom desempenho. Assim sendo, tenta-se criar regras de combinagdo para obter

classificadores combinados mais fortes;
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e Conjunto de Fracos Aprendizes
Neste segmento, o objetivo € trabalhar com modelos (regressao, classificador agrupamento)
fracos e tentar projetar algoritmos poderosos para aumentar o desempenho de fraco para
forte. Este topico deu origem aos métodos Boosting e Bagging;
e Mistura de Especialistas
Esse topico foi estudado principalmente pela comunidade de redes neurais. Geralmente,
€ considerado uma estratégia de dividir e conquistar, tentar aprender uma mistura de
modelos paramétricos em conjunto e usar regras de combinac¢do para obter um solugdo
global.
Zhou (2012, p 17-18) menciona varias aplicacdes dos ME, dentre elas, a KDD-Cup
(uma famosa competi¢do de mineracio de dados) e a Netflix Prize. Na KDD-Cup entre os anos
de 2009 a 2011, todos os vencedores do primeiro e segundo lugares utilizaram ME. No Netflix
Prize o objetivo era melhorar a precisao das previsdes sobre o quanto alguém vai gostar de um
filme baseado nas preferéncias. Caso alguma equipe conseguisse melhorar em 10% a precisao
do préprio algoritmo da Netflix, ganharia o prémio de um milhdo de délares. O time vencedor
propds uma solucao baseada na combinagao de varios classificadores.
O interesse nessa secdo para a presente pesquisa, serd o topico de combinagado de

classificadores. A seguir, sdo descritas algumas maneiras para obter essa combinagao.
3.8.1 Combinacao de Classificadores

A combinacio depende da saida de cada modelo ou classificador, nesse caso, para os
classificadores mostrados anteriormente, a saida € justamente o rétulo do grupo. Considere um
conjunto de T classificadores individuais {F},F>,...,Fr} e o objetivo é combinar as saidas de
cada classificador de um conjunto de g possiveis grupos {c1,cz,...,c, }. Para cada observagio x,
as safdas do classificador F; sdo dadas como um vetor g-dimensional (F!(x),F(x),...,F#(x)),
no qual Fl.j (x) € a safda do classificador i para o grupo c¢;. Ademais, Fl.j (x) € {0,1}, em que
Fl.j (x) assume o valor um se Fij predizer o grupo c; e zero caso contrario. A seguir, pode-se

definir os seguintes métodos de combinacio.
3.8.1.1 Maioria dos Votos

Esse método funciona da mesma maneira como em muitas democracias no mundo

inteiro para eleger um presidente da republica, no qual é necessario a maioria dos votos vélidos.
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Cada classificador vota em um dos rétulos e o rétulo de saida final € aquele que recebe mais
da metade dos votos. Se nenhum dos rétulos receber mais da metade dos votos, sera dada uma
op¢ao de rejeicdo e o classificador combinado nédo faz previsao (ZHOU, 2012, p. 72). Isto €, a

saida para o classificador combinado é

¢, se Y F/(x) > 3Y% YL F/(x)

nao classifica, caso contrario.

Fcomb (X) =

3.8.1.2 Voto de Pluralidade

Diferentemente do voto majoritario, em que € necessario a maioria absoluta dos
votos para classificar em um dos grupos, o voto de pluralidade é aquele que apenas necessita
da maioria simples dos votos, ou seja, a classificacdo € feita para o grupo que receber o maior

numero de votos (ZHOU, 2012, p. 73). Assim sendo, o classificador combinado fica na forma

r .
Feomp(X) =cj, j=arg mja;lx Z F!(x).
i=1

Evidentemente, o voto de pluralidade nao tem uma op¢ao de rejei¢ao, porém pode
acontecer empate caso o nimero de classificadores 7" seja um ndmero par. Além disso, para o
caso de dois grupos, o voto de pluralidade coincide com a votagdo majoritdria (ZHOU, 2012,

p. 73).
3.8.1.3 Votagdo Ponderada

Caso os classificadores possuirem desempenhos diferentes, € razodvel atribuir pesos
diferentes na rotulacio de cada classificador. Com esse intuito, o classificador combinado pode

ser visto como

T ,
Fcomb(X) =y, ] = argmja;lx Z WiFl'j (X)7
i=1

em que w; € o peso dado ao i-ésimo classificador (ZHOU, 2012, p. 74). Além disso, seria
interessante que essa combinagao de pesos maximizasse a probabilidade de acerto do classificador
combinado. Dessa forma, considerando uma combinacéo de T classificadores {Fy, F3,...,Fr}

independentes, com acurdcias individuais p1, ..., pr. O valor de w; que maximiza a probabilidade
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de acerto satisfaz

wioclog Pl i=172,....T, (3.64)

1 —p;

no qual o simbolo o< € o simbolo de proporcionalidade, ou seja, os pesos devem ser proporcionais
ao desempenho dos classificadores individuais (KUNCHEVA, 2004, p. 124-125). Vale ressaltar,
que o peso obtido em (3.64) é obtido impondo independéncia dos classificadores, porém isso ndo
acontece, pois os classificadores sdo treinados sobre o mesmo problema e eles sdo, geralmente,
altamente correlacionados (ZHOU, 2012, p. 75) e nem sempre leva a um desempenho melhor

que a votagdo por maioria.

3.9 VALIDACAO CRUZADA

Quando se tem grandes amostras, € possivel separar uma parte delas para averiguar
0 quao bom € o classificador ou um modelo. Geralmente, o nimero de observagdes na analise
de forma ndo € muito grande, impossibilitando essa abordagem. Com o intuito de resolver esse
problema, pode-se utilizar os métodos de validagdo cruzada. Dentre eles, os mais utilizados sdo
o leave-one-out e o K-Fold. No método K-fold, os dados sdo divididos aleatoriamente em K
partes aproximadamente iguais. A j-ésima parte € utilizada para a predicao e as K — 1 partes
restantes, para o treinamento (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN, 2001, p. 242). Como

ilustracdo, considere K = 5 e o cendrio € descrito na Figura 13.

Treinamento Teste Treinamento | Treinamento | Treinamento

Figura 13 - Esquema da validacdo cruzada utilizando o método K — fold com K = 5.
Fonte: Hastie, Tibshirani e Friedman (2001, p. 242)

Para a parte referente a j = 2 (segunda caixa na Figura (13)), o classificador é
ajustado utilizando os dados das caixas 1,3,4 e 5, em que os dados na caixa 2 sdo utilizados para
a classificacdo (predi¢do) e o erro € calculado para esse conjunto de teste. Esse procedimento é
feito para todas as partes, ou seja, j = 1,2,...,5 e no final os percentuais estimados dos erros

sdo combinados, gerando uma estimativa geral para a taxa de erro do classificador.
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O método leave-one-out é um caso particular do método K-fold e é frequentemente
utilizado quando se tem poucos dados. Nessa situa¢do, o nimero de partes € igual ao niimero de
observagdes, ou seja, K = n. Assim, a j-ésima observagdo (j = 1,2,...,n) é excluida e utilizada
para a predicdo, enquanto que as n — 1 observagdes sdo utilizadas para o treinamento. Esse
processo € repetido n vezes, no final, calcula-se o percentual de predicdes erradas.

No Algoritmo 12 estdo descritos os passos para a utilizacdo do método da validacao

cruzada.

Algoritmo 12: Validagdo Cruzada.
Entrada: Conjunto de treinamento 7 = {x;,y;}’"_, e o nimero de conjuntos K.

Saida: Taxa de erro.

1: Separe as n amostras aleatoriamente em K conjuntos com tamanhos aproximadamente
iguais;

2: Retire o j-ésimo conjunto e utilize os n — 1 conjuntos restantes para o treinamento do
classificador;

3: Utilize o j-€ésimo conjunto para a predi¢do e calcule o nimero de erros ej;

4: Repita os passos 2 e 3 para j =1,2,...,K;

5: Calcule a taxa de erro dada por

1 K
VCerro = } J; €.

3.10 SIMULACAO

Com o intuito de avaliar o desempenho dos classificadores, foi realizado um expe-
rimento de simulag¢do no espago dos marcos com diferentes variabilidades. Sao considerados
dois quadrados com oito marcos, sendo a forma média em cada grupo, como mostrado na Figura
14. Para simular os dados, cada marco € visto como sendo o vetor de médias de uma variavel
aleatdria tendo distribui¢io normal bivariada com matriz de covaridncia ¥ = 6/, ou seja, sdo
geradas n amostras considerando oito varidveis aleatérias normais bivariada independentes para
cada um dos dois grupos para diversos valores de 2. O Algoritmo 13 descreve os passos para a

geracdo de amostras para o espaco dos marcos.
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Figura 14 — Formas médias para os dois grupos.

Algoritmo 13: Simulagao.

Entrada: Tamanho da amostra n, niimero de marcos k, matriz de configuracio Y-

representando a figura geométrica de interesse e o valor de ¢2.
Saida: Matrizes de configuracio Y,Y>,...,Y,
1: Faca p = (§11,512, 521,522, , Jet Jk2) '

2: Gere n amostras aleatérias de X; ~ Ny (1, X) (j=1,2,...,n), em que

no qual X; = (x1,x2;,. .. ,x(Zk)_i)T € o vetor da j-ésima realizacdo. 3: Faca cada par de

observagdes (x17,X2;), (¥3j,X4;), - -, (X(2k—1)jsX(2k);) como sendo as linhas de Y, com
j=12,....n.

90
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O estudo de simulacdo considerou todos os classificadores com diferentes configura-
¢oes utilizando a validagdo cruzada com n = 100 amostras (50 para cada grupo) e K = 5. Foi
considerado também, vérios valores de 62 = 0,001;0,005;0,009;0,01;0,014;0,018;0,02. As
configuracdes para cada classificador sdo:

e SVM Complexa: C = 1,10,10%,10%,10%,10°, 10°, para os kernels

— Polinomial Complexo: a; = 1,ap =0ea3=1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 (o kernel linear

acontece quando a3z = 1).

— Gaussiano Complexo: Grz =0,01;0,05;0,1;0,5;1;10; 102:103; 10%.

e SVM Complexa com Pesos: Foram utilizadas as formas médias da Figura 14. Posteri-
ormente, foram utilizadas as distancias (2.5), (2.6) e (2.7) para calcular os pesos (3.42).
Além disso, foi utilizada a mesma configuracao para os kernels como na SVM complexa.

e Procrustes kernel K-Médias: O PKKM foi utilizado com #; =0,1;0,5;1;1,5;2;2,5;3;
3,5;4. O PKKM,, foi utilizado com os mesmos valores de /11 com os seguintes nimeros
de centroides R = 2,3,4,5.

e Bayes: O classificador de Bayes foi utilizado com as distribui¢des Bingham e Watson
complexa.

e Estimacdo de Densidade: O classificador Bayes-ED foi utilizado com a distribui¢des
normal multivariada complexa para os valores de suavizacido h, = 0,005;0,01;0,05;
0,1;0,5;1;1,5;2. Ademais, foi utilizado a distribui¢do t-Student multivariada complexa
com a mesma configuracdo, utilizado os graus de liberdade de 1 a 10.

e Hill-Climbing: O HC foi utilizado para as estatisticas de James, Hotteling, Goodall e
Lambda.

e Ensemble: Foram utilizados os trés métodos de combinacdo de votos, o voto majoritario
(VM), o voto de pluralidade (VP) e o voto de pluralidade ponderado (VPP) para os
melhores classificadores em relagdo a taxa de erro em cada situagdo.

Os resultados das simulacdes estdo na Tabela 5. Pode-se concluir que a medida que a
variabilidade (6%) aumenta, o desempenho tende a piorar para todos os classificadores. De forma
geral, a SVM e o classificador de Bayes-ED produziram os melhores resultados, praticamente
em todas as situacdes. A seguir, estdo as conclusdes para cada classe de classificadores.

e SVM Complexa: O classificador SVM nao diferiu com a sua versdao com 0s pesos,
praticamente o mesmo desempenho em todos 0s casos.

e Procrustes kernel K-Médias: O PKKM,, foi superior ao PKKM em praticamente todos os

Casos.
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e Bayes: O discriminante Watson foi melhor nas situacdes em que a variabilidade € pequena.

e Estimacdo de Densidade: A distribui¢do t-Student multivariada complexa teve um desem-
penho um pouco melhor do que a distribui¢do normal.

e Hill-Climbing: Nao houve nenhuma estatistica que foi melhor em todos os casos, o
resultado varia de acordo com a variabilidade dos dados.

e Ensemble: Nesse método, foram utilizados os classificadores SVM¢ (dr) com o kernel
polinomial, PKKM,, a distribui¢do t-Student, o discriminante Watson e a estatistica de
James. O voto de pluralidade ponderado (VPP) foi o que produziu os melhores resultados
em comparag¢do com as outras combinagdes.

Analisando os classificadores nas suas respectivas classes, percebe-se que os de-
sempenhos da SVM complexa tradicional e SVM com os pesos, sdo praticamente 0s mesmos,
porém ha diferengas entre os kernels. Os kernels polinomial e gaussiano, sempre produziram
resultados melhores ou iguais ao kernel linear. Em relacdo aos classificadores baseados em
agrupamento, o PKKM e o PKKM,,, perceba que na grande maioria dos casos, 0o PKKM,, obteve
um desempenho melhor do que o PKKK.

Os classificadores na classe Bayes-ED, praticamente, resultaram no mesmo despenho
entre o uso da normal e t-Student multivaria complexa. Nao obstante, esses classificadores
obtiveram um desempenho melhor em comparacdo com o classificador de Bayes paramétrico.
Ademais, quando a variabilidade aumenta, o classificador de Bayes utilizando a Watson complexa,
mostrou-se melhor em relagao a Bingham complexa.

No classificador HC, nota-se que o desempenho das estatisticas de teste sdo similares,
porém a estatistica de James piora quando a variabilidade dos dados aumenta, em comparagao
com as demais estatisticas. Por fim, observe que o método ensemble com a utilizagdo da VPP,
obteve resultamos melhores do que os outros métodos de combinacdo. Contudo, nao produziu
um resultado melhor do que a SVM complexa, porém houve uma melhora na taxa de erro

comparada com vérios classificadores individuais
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Tabela 5 — Taxas de erro para a simulacio, considerando diferentes configuracoes de vari-
abilidade.

62

Classificador Tipo

0,001 0,005 0,009 001 0,014 0,018 0,02

0,0000 0,0100 0,0500 0,0500 0,1000 0,1000 0,1400
0,0000 0,0100 0,0400 0,0400 0,0900 0,0900 0,1500
0,0000 0,0100 0,0400 0,0400 0,0900 0,0900 0,1400

SVMc

0,0000 0,0100 0,0500 0,0500 0,1000 0,1100 0,1500
0,0000 0,0100 0,0400 0,0400 0,0900 0,0900 0,1500
0,0000 0,0100 0,0400 0,0500 0,1000 0,1000 0,1400

SVMc(dr)

0,0000 0,0100 0,0500 0,0500 0,0900 0,1000 0,1500
0,0000 0,0200 0,0400 0,0400 0,0900 0,0900 0,1600
0,0000 0,0100 0,0400 0,0400 0,0900 0,0900 0,1400

SVMc(dp)

0,0000 0,0100 0,0500 0,0600 0,0900 0,0900 0,1600
0,0000 0,0200 0,0400 0,0500 0,0900 0,0900 0,1500
0,0000 0,0100 0,0400 0,0400 0,0900 0,0900 0,1500

SVMc(p)

QrrrCaQauOawrQer

PKKM | 0,0000 0,0600 0,1100 0,1000 0,1700 0,2100 0,2000

Kermel k-medias | pegM, | 0,0000 0,400 0,0900 0,1300 0,1400 0,180 0,2000

Normal | 0,0000 0,0300 0,0700 0,0600 0,1100 0,0800 0,1400

BayesED | Student | 0,0000 00300 0,0600 00500 0,1100 0.0800 0,1400

Bingham | 0,0000 0,0600 0,1500 0,1500 0,2400 0,1700 0,2700

Bayes Watson | 00000 0,0600 0,1100 0,1100 0,1400 0,1900 0.2000

James | 0,0000 0,0500 0,0900 0,1200 0,2100 0,2100 0,2600
Hotelling | 0,0000 0,0700 0,0800 0,1200 0,1700 0,2200 0,2700
Goodal | 0,0000 0,0600 0,1200 0,1100 0,1400 0,1900 0,2000
Lambda | 0,0000 0,0700 0,1500 0,1300 0,1800 0,1800 0,2100

Hill-Climbing

VM 0,0000 0,0600 0,1200 0,1300 0,1500 0,2200 0,2400
Ensemble VP 0,0000 0,0300 0,0700 0,1100 0,1200 0,1300 0,1700
VPP 0,0000 0,0200 0,0500 0,0600 0,1100 0,1000 0,1700

Roétulos usados na Tabela 5: L: Linear; P: Polinomial; G: Gaussiano; PKKM: Procrustes kernel
k-médias; PKKM,,: Procrustes kernel k-médias protétipo; VM: Voto majoritario; VP: Voto de
pluralidade; VPP: Voto de pluralidade ponderado.
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APLICACAO EM DADOS REAIS

Os dados foram obtidos do pacote shapes no R e eles s@o descritos detalhadamente

no livro de Dryden e Mardia (2016). A seguir, sdo descritos os dados utilizados nos métodos de

classificacdo e todos eles serdo ilustrados considerando as coordenadas procrustes completas

(2.12):

1.
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Cranios de Primatas - Gorila: Os dados consistem em avaliar as diferengas cranianas
entre os sexos de primatas. A amostra possui 29 gorilas macho e 30 gorilas fémeas, todos
na forma adulta, contendo 8 marcos. Na Figura 15 estdo os marcos coletados dos cranios

desses gorilas utilizando as coordenadas procrustes.

Gorila Macho Gorila Fémea
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Figura 15 — Marcos nas coordenadas procrustes dos cranios de gorilas.

. Cranios de Primatas - Orangotango: Como o mesmo intuito em avaliar diferencas

cranianas entre os sexos de primatas, foram coletadas amostras de cranios de orangotangos
adultos, que consistem em 24 fémeas e 30 machos com 8 marcos. Na Figura 16 estao os

marcos para esses dados utilizando as coordenadas procrustes.

. Vértebras de Ratos: Esses dados consistem em um experimento para avaliar o peso

corporal na forma das vértebras de ratos. Trés grupos de ratos foram obtidos: grande,
pequeno e controle. Os grupos grande e pequeno contém ratos selecionados de acordo
com o peso corporal. Ja o grupo controle, contém ratos ndo selecionados pelo peso.
As vértebras sdo divididas em 30, 23 e 23 para os grupos controle, grande e pequeno,
respectivamente. Ademais, cada vértebra possui 6 marcos. Consideramos as vértebras

grandes e pequenas porque elas foram usadas anteriormente por Southworth, Mardia e
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Figura 16 — Marcos nas coordenadas procrustes dos cranios de orangotangos.

Taylor (2000) e queremos comparar os resultados.

dois grupos.
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Na Figura 17 estdo os marcos para os
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Figura 17 — Marcos nas coordenadas procrustes para as vértebras de ratos.
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4. Esquizofrenia: Esse banco de dados possui 13 marcos tomados de ressonancia magnética
do cérebro de 14 voluntérios do grupo controle e 14 pacientes com esquizofrenia. Esse
experimento foi realizado com o intuito de averiguar diferencas entre as formas médias ou
na variabilidade nessas duas situacdes. Na Figura 18 estdo as informacdes sobre os marcos

para ambos 0s grupos.
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Figura 18 — Marcos nas coordenadas procrustes da ressonincia magnética do cérebro de
pacientes com e sem esquizofrenia.
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Figura 19 — Representacao da forma média: (a) Cranio do gorila; (b) Cranio do orango-
tango; (c) Vértebra do rato; (d) Ressonancia magnética do cérebro.

Na Figura 19 estao as formas médias dos grupos para cada conjunto de dados, em
que pode-se verificar as diferencas entre as formas médias dos grupos. Na Tabela 6, estao as
taxas de erros para todos os classificadores considerando as mesmas configuracdes utilizadas na
simulacdo. A unica diferenca, é que foi utilizado o método leave-one-out devido ao fato de que
os tamanhos de amostras sdo pequenos em cada conjunto de dados. Os métodos ensemble serdo
utilizados com os classificadores que obtiverem os melhores resultados.

e Gorila: O classificador HC através da estatistica de James e Hotteling atingiram a menor

taxa de erro que foi de 0,0%. Em segundo lugar, a SVM com e sem pesos € o HC com a
estatistica Lambda, com uma taxa de erro de 1,69%.
O classificador ensemble foi utilizado com os classificadores SVM¢ (dr ), PKKM,,, Bayes-
ED com kernel normal, discriminante Bingham e o HC com a estatistica de James. Em
relacdo aos métodos de combinagao do ensemble, todos produziram o mesmo resultado,
com uma taxa de erro de 1,69%.

e Orangotango: A SVM com o kernel gaussiano produziu o melhor resultado, obtendo uma
taxa de erro de 5,56%. O ensemble foi utilizado com os classificadores SVM¢ (dr) com

kernel gaussiano, PKKM,,, Bayes-ED com kernel t-Student, discriminante Bingham e o
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HC com a estatistica Lambda. Assim, o método VPP resultou no mesmo desempenho da
SVM.

e Vértebra: Nesse caso a SVM com kernel polinomial alcangou uma taxa de erro de 0,0%. O
ensemble foi utilizado com os classificadores SVM¢ (dr) com kernel polinomial, PKKM,,,
Bayes-ED com kernel t-Student, discriminante Bingham e o HC com a estatistica Lambda
e o melhor resultado foi um erro de 4,35% para a VPP.

e Esquizofrenia: A SVM complexa também produziu o melhor resultado, atingiu uma taxa
de erro de 14,29%. O ensemble foi utilizado com os classificadores SVM¢ (dfr) com kernel
polinomial, PKKM,,, Bayes-ED com kernel t-Student, discriminante Watson e o HC com
a estatistica de Goodall, o que resultou em uma taxa de erro de 17,86%.

Perceba que os classificadores ndo produziram resultados tdo bons nos dados de
esquizofrenia. O classificador de Bayes, utilizando a Bingham complexa, foi o que produziu
o pior resultado, com uma taxa de erro de 75%. Em seguida, pelo classificador HC com as
estatisticas de James e Hoteling, com taxas de erro de 50% e 53,35%, respectivamente. Um dos
motivos € o tamanho amostral muito pequeno em cada grupo. Além disso, vérios classificadores
apresentaram superajuste (overfitting), ou seja, quando um classificar se ajusta muito bem
ao conjunto de dados de treinamento, mas se mostra ineficaz para prever novos resultados.
Entretanto, parece que a SVM complexa com o kernel polinomial conseguiu minimizar esse
problema e alcangou a menor taxa de erro, que foi de 14,29%.

Southworth, Mardia e Taylor (2000) utilizaram os dados de vértebras para a classifi-
cacdo e a menor taxa de erro encontrada foi de 10,9%, utilizando uma rede neural invariante.
Perceba que, no presente trabalho, todos os classificadores utilizados nos dados de vértebras,
produziram uma taxa de erro menor.

Os classificadores também foram utilizados nos dados de vértebras utilizando os trés
grupos (grande, pequena e controle). Ademais, foi feita uma juncdo entre os dados de cranios
de gorilas e orangotangos, formando um conjunto de dados, denominado de macacos, com 4
grupos. A Tabela 7 possui as taxas de erros utilizando esses dois conjuntos de dados. Veja que,
para os dados de macacos, a menor taxa de erro foi para o classificador PKKM,, com 0, 88%,
seguido pelo ensamble com um erro de 2,65%. Em relagcdo aos dados de vértebras, a SVM e o

Bayes-ED produziram a menor taxa de erro que foi de 1,32%.
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Tabela 6 — Taxas de erro para cada classificador em relacao aos 4 banco de dados, utili-
zando o método leave-one-out.

Classificador Tipo Gorila | Orangotango | Vértebra | Esquizofrenia
L 0,0169 0,0741 0,0435 0,2143
SVM¢ P 0,0169 0,1111 0,0000 0,1429
G 0,0169 0,0556 0,0217 0,2500
L 0,0169 0,0926 0,0652 0,2143
SVM¢ (dr) P 0,0169 0,0926 0,0000 0,1429
G 0,0169 0,0556 0,0435 0,2500
L 0,0169 0,0926 0,0652 0,2143
SVM¢ (dp) P 0,0169 0,0926 0,0000 0,1429
G 0,0169 0,0556 0,0435 0,2500
L 0,0169 0,0926 0,0652 0,2143
SVMc(p) P 0,0169 0,0926 0,0000 0,1429
G 0,0169 0,0556 0,0435 0,2500
Kernel kemédias PKKM | 0,0508 0,1481 0,0870 0,3929
PKKM,, | 0,0339 0,0926 0,0435 0,2500
Bayes-ED Normal | 0,0339 0,1852 0,0217 0,3929
t-Student | 0,0339 0,1296 0,0217 0,3929
Bayes Bingham | 0,0339 0,0926 0,0870 0,7500
Watson | 0,1017 0,1296 0,0870 0,3214
James | 0,0000 0,1111 0,0870 0,5000
. C Hotelling | 0,0000 0,1296 0,0870 0,5357
Hill-Climbing | " Goodal | 00847 | 01296 | 00870 | 03571
Lambda | 0,0169 0,0926 0,0652 0,4643
VM 0,0169 0,1667 0,0652 0,4286
Ensemble VP 0,0169 0,1667 0,0652 0,4286
VPP 0,0169 0,0556 0,0435 0,1786

Roétulos usados na Tabela 6: L: Linear; P: Polinomial; G: Gaussiano; PKKM: Procrustes kernel
k-médias; PKKM,,: Procrustes kernel k-médias protétipo; VM: Voto majoritario; VP: Voto de
pluralidade; VPP: Voto de pluralidade ponderado.

3.12 CONCLUSAO

Neste capitulo foram propostos varios métodos de classificagdo com uma ampla
diversidade de técnicas para dados no espaco das pré-formas. Foi feito um estudo de simulacao
para avaliar os classificadores e esse estudo revelou o desempenho de cada classificador a medida
que a variabilidade aumenta. Através desse estudo, pdde-se concluir que o desempenho diminui
com grandes variabilidades e que a SVM complexa com e sem os pesos produziram resultados
equivalentes. Além do mais, viu-se que a SVM com pesos € um pouco mais rapida e na grande
maioria dos casos a SVM complexa com os kernels polinomial e gaussiano produziu os melhores
resultados.

O classificador baseado no método ensemble reuniu os melhores classificadores e
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Tabela 7 — Taxas de erro para cada classificador em relacao aos dados de vértebras e ma-
cacos, utilizando o método leave-one-out.
Classificador Tipo Macacos | Vértebra

L 0,0531 | 0,0263
SVM¢ P 0,0619 | 0,0658
G 0,0442 | 0,0132

L 0,0531 | 0,0395

SVMc (dr) P 0,0619 | 0,0526
G 0,0442 | 0,0263

L 0,0531 | 0,0395

SVM(dp) P 0,0619 | 0,0526
G 0,0531 | 0,0263

L 0,0531 | 0,0395

SVMc(p) P 0,0619 | 0,0526
G 0,0531 | 0,0263

PKKM 0,0973 0,2368
PKKM,, | 0,0088 0,2237
Normal 0,1239 0,0132
t-Student | 0,1062 0,0132
Bingham | 0,0619 0,1974
Watson 0,1239 0,2632
Wilks 0,0442 0,2237
Pillai 0,0796 0,2237
Hill-Climbing | Hotelling | 0,0796 0,2368
Roy 0,3274 0,3553
Lambda | 0,1858 0,2632
VM 0,0265 0,0921
Ensemble VP 0,0265 0,0921
VPP 0,0265 0,0658

Roétulos usados na Tabela 6: L: Linear; P: Polinomial; G: Gaussiano; PKKM: Procrustes kernel
k-médias; PKKM,,: Procrustes kernel k-médias prototipo; VM: Voto majoritario; VP: Voto de
pluralidade; VPP: Voto de pluralidade ponderado.

Kernel k-médias

Bayes-ED

Bayes

nao demonstrou um desempenho melhor do que alguns classificadores individuais. Dentre os
métodos de combinag¢do, o método do voto de pluralidade ponderado, foi o que produziu os
melhores resultados.

As aplicacdes foram feitas em quatro bancos de dados e a SVM gerou os melhores
resultados em trés deles: cranio de orangotango, vértebra de rato e esquizofrenia. No qual, nos
dados de vértebras a taxa de erro foi igual a zero. J4 o classificador HC produziu uma taxa de erro
igual a zero quando utilizado nos dados dos gorilas. Além do mais, os dados de esquizofrenia sdo
os mais dificeis de classificar, devido ao baixo tamanho amostral e a prépria natureza dos dados,
e a SVM produziu a menor taxa de erro que foi de 14,29%, seguida pelo classificador ensemble

com 17,86%. Além disso, os classificadores foram utilizados em problemas envolvendo trés e
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quatro grupos, em que os melhores resultados foram para a SVM, ensemble e PKKM,,.
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4 BONDADE DE AJUSTE PARA A DISTRIBUICAO WATSON COMPLEXA

4.1 INTRODUCAO

A qualidade do ajuste de um modelo tem como objetivo descrever o quao bem o
modelo se ajusta a um conjunto de dados. Essa qualidade do ajuste pode ser feita através de
medidas, como os critérios AIC e BIC, ou ainda, através de testes estatisticos. Com o intuito
de avaliar se determinada distribui¢do é adequada para um conjunto de dados, pode-se utilizar
os seguintes testes: Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises, Anderson-Darling e razdo de
verossimilhangas. Geralmente, as estatisticas desses testes possuem uma distribui¢ao assintética
e podem ndo funcionar muito bem quando o tamanho da amostra € pequeno. Assim, pode-se
utilizar o método bootstrap para gerar uma distribui¢cdo empirica e realizar o teste com base
nessa distribuicao.

As distribui¢des definidas em CS*~! sdo de dificil manipulacio, ocasionado em
uma caréncia de testes e métodos de adequacdo. Pensando nisso, foi estudado o uso de uma
aproximacdo da distribui¢do Watson complexa pela distribui¢do normal multivariada complexa
singular e uma transformacao que recai em uma distribuicao Qui-quadrado que foi proposta por
Mardia e Dryden (1999). Essa aproximacao serd utilizada para verificar adequag¢do em dados
para a distribui¢do Watson complexa.

A seguir serd apresentada a distribuicio Watson complexa com suas principais
propriedades na Secdo 4.2; na Secdo 4.3 € mostrado um novo simulador para a distribuicdo
Watson complexa; na Segdo 4.4 ¢ feita uma descricio sobre a distribui¢do normal multivariada
singular e a sua versdo complexa, além de algumas propriedades; na Secdo 4.5 sao definidos
os testes de bondade de ajuste; na Se¢do 4.6 € mostrado uma aproximacao da distribui¢ao
Watson complexa para a normal multivaria complexa singular e uma transformacado que leva
na distribui¢cdo de Dirichlet. Por fim, nas Secoes 4.7 e 4.8 sao mostrados resultados numéricos

através de experimentos de simulacao e aplicacdes em dados reais, respectivamente.

4.2 DISTRIBUICAO WATSON COMPLEXA

A distribuicdo Watson complexa é uma importante e simples distribui¢do na esfera
complexa para a andlise de pré-formas. Evidentemente, essa distribuicao é uma extensao da
distribuicdo Watson real que € utilizada em dados direcionais. Além disso, a distribui¢do Watson

complexa pode ser vista como um caso particular da distribuicdo Bingham complexa, que por
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sua vez, € um caso especial da distribuicao Bingham real (DRYDEN; MARDIA, 2016, p. 221).
A distribuicao Watson complexa foi definida na subsecao 3.2.3 no espago das
pré-formas CS*~2. Uma varidvel aleatéria Z possui distribuicio Watson complexa, isto é,

CW;_»(u, x) se possuir a densidade

f(z) = c(lc)’1 exp{K|z*y.]2} ,

no qual u é a forma média, K > 0 representa o pardmetro de concentragdo e ¢(k) é uma constante

dada por
k=3 ,.j
k—1.2-k ) kv K
c(k) =21k {e Z i }
j=0
Considerando uma amostra aleatoria Z, . .., Z, da distribuicdo Watson complexa, temos que os

estimadores de MV de u e k sdo dados por

H=1uy,

e considerando alta concentracio, isto €, K grande, tem-se

nk—2)
n—»~A

’K\-g

em que u; é o autovetor correspondente ao maior autovalor A;, ambos calculados através da

decomposicdo espectral da matriz S =Y | Z,Z; (ver subsecdo 3.2.3).

4.3 SIMULADOR DA DISTRIBUICAO WATSON COMPLEXA

Como mencionado, a distribuicdo Watson complexa € um caso particular da dis-
tribuicdo Bingham complexa. Assim, para simular dados da distribuicio Watson complexa
basta utilizar algum dos trés geradores da Bingham que foram propostos por Kent, Constable
e Er (2004). Entretanto, ha uma limitacao nesses geradores, pois a forma média € fixada em
p=(0,...,1)" (com k —2 zeros) e para que os dados possuam uma forma média diferente é
necessario rotaciond-los.

O método da aceitacdo-rejeicao funciona da seguinte maneira: dada uma densidade

de interesse f(x), é preciso encontrar uma densidade g(x) e uma constante M tal que
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fx) < Mg(x), (4.1)

no qual g(x) possui 0 mesmo (ou maior) suporte de f(x) e M > 1. Assim, o algoritmo de geragdo
de nimeros aleatdrios pelo método da aceitagdo-rejeicao é dado por
1. Gere de forma independente U ~ % (0, 1) (distribuicdo uniforme no intervalo (0,1)) e
X~g

2. Aceite V = X (aceite X como ocorréncia de f) se

U<

3. Caso contrdrio, retorne ao passo 1.

Dessa forma, € proposto um gerador utilizando o método da aceita¢do-rejeicao para a
distribui¢ao Watson complexa, no qual o usudrio podera utilizar a forma média desejada. Portanto,
ndo sendo necessario rotacionar os dados, facilitando o processo e controle da simula¢do. Com
esse intuito, serd utilizado uma desigualdade proposta por Kent, Ganeiber e Mardia (2013), que

¢ dada por

/2
u o gwy2 (/b !
e " <e (l—i—2u/b) , 4.2)

comu>0,g>0e0<b<gqg. Noqual, (4.2) deve ser minimizada em relacdo a b. Essa
desigualdade foi utilizada para gerar amostras da Bingham real através da distribui¢do Gaussiana
angular central (GAC), consequentemente, também pode ser utilizada para gerar dados da
Bingham complexa e vérias outras distribui¢cdes relacionadas.

A distribuicdo GAC € uma alternativa para a distribuicio Bingham para dados
direcionais. Em Tyler (1987) foram estudadas algumas propriedades, como estimac¢do via MV,
teste de uniformidade, teste de circularidade e andlise de componentes principais. Uma varidvel

aleatéria X € SP~! = {X : |X|| = 1,X € R”} com distribuicio GAC(A), possui a densidade

p/2

r'(%) A|~1/2 (XTAAX)_ :

X) = —=>
rx) =325
em que A € uma matriz simétrica e positiva definida. Existe também a sua versao para a esfera
complexa. Considere Z € CSP~! = {Z : ||Z|| = 1,Z € CP}, entdo a distribuigio complexa

gaussiana angular central (CGAC) € dada por
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@) = "2 a1 (A1) 7 (43)

2P
em que A é uma matriz Hermitiana positiva definida (DRYDEN; MARDIA, 2016, p. 231).
Para utilizar essa distribui¢do para os dados das pré-formas, basta fazer p = k — 1, Note que
a distribuicdo CGAC pode ser vista como uma distribuicio GAC de dimensdao 2p. Outro
fato importante, é que para gerar uma amostra aleatéria da distribuicio GAC(A), basta gerar
X ~ N,(0,A) e utilizar a transformagdo X/||X|| ~ GAC(A) (MARDIA; JUPP, 2000, p. 182).

Considere uma varidvel aleatoria Z ~ CW;_» (U, k). Assim, a densidade é dada por
f(@) = c(x) R,
em que

k=3 ..
c(x) =2mF L2k [ X — ) L
; i

E possivel reescrever a constante ¢(k) da seguinte forma

c(x) =25 1?7k X —ki:s K—]
b 1)

Assim,

f( ) eK|Z*u‘2 eK|Z*”'|2_K
7)) = = y
an—l,(z—ke:c< Zk 3 Kkie- ’<> Zn-k—le—k< ):k 3 Kie— K)

—K(1-|z"p]?)

B znk71K27k< Zk 3 K‘J(:) K)

= (K)*lefK(lflz*ﬂlzk

em que ¢ (k) = 27+ Kz_k< Zk 3 Kle K) Como, |z* 1|*> = z* w1 *z, entio a densidade pode

Ser reescrita como

f(Z) _ C](K)_IE_K(I_Z*u“*Z),
= ci (k) e KETTRI) - bois gtz = 1

_ CI(K)*le*KZ*(kalfﬂﬂ*)z-
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Nesse caso, tome u = kz*(I;_; — pp*)z. Entdo, pela desigualdade (4.2), temos

ot < o laD)2 (ﬂ) q/z,

/2
< e a0)/240/2p=4/2 ( ! >q 7
- 2" [l +2k(L 1 — pp*)/blz

q/2
Se(qb)/zqq/zbq/z(z*il) DA =T 2k — ppt)/b.

Portanto,

—q/2 |A|7' T(q/2) 2792
|A|~1 279/2 T(q/2)’

Alg(z),

C1<K) e—KZ*(Ik_l—ﬂﬂ*)Z < e—(q—b)/qu/Zb—q/2 (Z*A_IZ)

2m4/2
I'(q/2)

em que f(z) é a densidade de uma varidvel com distribui¢dio Watson complexa e g(z) com

f(z) < c(x) e ab)2ga/2p=a/2

densidade de uma varidvel com distribui¢io CGAC(A) fazendo ¢ = 2(k — 1). Desse modo, foi

encontrada uma desigualdade no formato de (4.1), no qual

2m4/?
I'(q/2)

que € uma func¢do ndo-linear em fung¢io de um dnico parametro desconhecido (b), que deve

M = ci(x) e (ab)/24a/2p=a/? Al (4.4)

ser minimizada utilizando métodos numéricos. Ademais, 1/M representa a probabilidade de
aceitagdo do algoritmo. O Algoritmo 14 resume os passos para a geracao de n amostras da
distribui¢do Watson complexa pelo método da aceitagdo-rejeicao.

Na Tabela 8 estao as probabilidades de aceita¢do para varios valores da dimensao do
vetor de pré-forma (k — 1), com a forma média fixadaem p = (0, ..., i)T (o ndmero de zeros
¢ igual a k — 2) e diferentes valores de Kk utilizando o Algoritmo 14. Pode-se ver que ha uma
probabilidade de aceitacdo elevada (acima de 70%) para os valores de Kk = 1,3,5 e 8, em relagdo
a todos os valores da dimensao do vetor. Veja ainda que, comparando o aumento de K para
cada valor de k, pode-se ver um decaimento linear, ou seja, a medida que o valor de kK aumenta,
a probabilidade de aceitacao vai diminuindo para todos os valores de k. Esse comportamento
ocorre, devido ao fato de que quanto maior o valor de K, maior a concentracao das observacdes
em torno da forma média, assim, as observacdes precisam ser mais homogéneas para serem
aceitas. O contrdrio ocorre quando os valores de kK sdo pequenos, ou seja, valores pequenos de K

indicam grandes variabilidades e, consequentemente, uma alta probabilidade de aceitagao.
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Tabela 8 — Probabilidade de aceitacdo (1/M) utilizando a distribuicio CGAC para gerar

amostras para a distribuicio Watson complexa, utilizando varios valores do
parametro k e da dimensao do espaco de configuracao &, para o vetor de médias
i =(0,...,i)" com k— 2 zeros.

k
3 4 5 6 7 8 9 10

100
100

0,9808 0,9895 0,9944 0,9968 0,9980 0,9987 0,9991 0,9994
0,8914 0,9084 0,9385 0,9609 0,9750 0,9835 0,9888 0,9921
0,8223 0,8081 0,8384 0,8782 0,9133 0,9395 0,9577 0,9700
0,7693 0,7103 0,7076 0,7327 0,7717 0,8150 0,8556 0,8901
0,7508 0,6743 0,6530 0,6605 0,6861 0,7229 0,7651 0,8075
0,7144 0,6064 0,5511 0,5203 0,5037 0,4967 0,4972 0,5038
0,7026 0,5857 0,5220 0,4824 0,4563 0,4387 0,4270 0,4197
0,6968 0,5758 0,5084 0,4652 0,4354 0,4139 0,3981 0,3863
0,6933 0,5699 0,5005 0,4554 04236 0,4002 0,3824 0,3685
0,6864 0,5584 0,4852 10,4367 0,4017 0,3751 0,3541 0,3371
0,6803 0,5484 0,4722 0,4210 0,3836 0,3548 0,3318 0,3127

5000 | 0,6797 0,5476 0,4710 0,4196 0,3821 0,3531 0,3299 0,3107

Algoritmo 14: Simulador para a distribuicio Watson complexa utilizando o método da
aceitacdo-rejeicao.

Entrad
Saida:

a: Numero de amostras n, valor de K e a forma média l.
n amostras da distribui¢do Watson complexa.

Sejam f(z) e g(z) as densidades da distribuicdo Watson complexa e CGAC,

respec

tivamente.

Gere de forma independente uma amostrau de U ~ % (0,1) ez de Z ~ g.
Aceite z como sendo uma amostra da Watson complexa se

_ S
8(z)
em que M € dado por (4.4) e deve ser minimizado em relacdo a b. Caso contrario, volte
so 2.

ao pas

Repita os passos 2 e 3 até que se tenha n amostras.
Retorne as n amostras e a probabilidade de aceitagdo 1/M.
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Para um melhor entendimento desse processo de geragdo de amostras no espacgo das

pré-formas, vamos considerar a seguinte matriz de configuracao

Y.=1|8 3. (4.5)
6 7

Na Figura 20 estd a forma geométrica gerada por essas coordenadas. Perceba que a forma

geométrica possui 3 marcos e representa um triangulo. O préximo passo € transformar a matriz

Y“ (4.5) em um vetor complexo, remover os efeitos de locacdo e escala (para mais detalhes ver

Capitulo 2). Preliminarmente, vamos transforma a matriz ‘?u no vetor complexo

10

Figura 20 — Forma média com 3 marcos.

zy = (4+30,8+30,6+7) . (4.6)

Para remover o efeito da locacao € necessario pré-multiplicar (4.6) pela submatriz de Helmert

Veja que nessa operacdo uma dimensao € perdida. Dessa forma, pré-multiplicaremos

(4.7) novamente por H'. Assim, temos que
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©y, =H Hzy. (4.8)

Finalmente, para remover o efeito de escala, basta dividir (4.8) pela sua norma.

Portanto, obtendo a forma média no espaco das pré-formas que € dada por

—0,46291 — 0,3086067i
0,46291 — 0,3086067i | - 4.9)
0,00000 +0,6172134i

@, |l

I

Para manter a mesma notacdo utilizada anteriormente para as pré-formas, considere que nesse
caso k — 1 = 3, pois estamos simulando dados diretamente do espaco das pré-formas. Na Figura
21 esta representado o triangulo (4.9) no espago das pré-formas. Desta maneira, pode-se utilizar
a forma média descrita em (4.9), fornecer k e n no Algoritmo 14 e gerar amostras da distribui¢cdo
Watson complexa. Para criar qualquer outra forma média, basta repetir esses procedimentos.
Pode-se ver na Figura 22 alguns exemplos da utilizacdo do simulador com um tamanho amostral
n = 50, utilizando a forma média da equacao (4.9) e diferentes valores de k. Perceba que a
medida que o valor de kK aumenta, os pontos ficam mais concentrados em torno dos marcos da

forma média.

0.6

0.4

0.2

-0.4
|

-0.6
|

I I I I I I I
-06 -04 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

Figura 21 — Forma média com 3 marcos no espac¢o das pré-formas.
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Figura 22 — Simulacio no espaco das pré-formas com n = 50, forma média y da equacao

(4.9) e utilizando x = 10,50, 100, 1000.
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4.4 DISTRIBUICAO NORMAL MULTIVARIADA

A distribui¢do normal pode ser considerada como a distribui¢do mais utilizada e a
mais importante da Estatistica. Essa distribui¢cdo também € conhecida como distribui¢do Gaussi-
ana ou de Gauss, em homenagem ao matemético Karl Friedrich Gauss. Entretanto, Abraham
de Moivre foi quem descobriu a distribuicao normal (HALD, 2003, p. 469). A distribui¢ao
normal multivariada é uma extensao natural do caso univariado. A sua utilizacao também se
deve as vdrias propriedades, dadas pelo fato de que é uma distribui¢do matematicamente tratdvel,
pois produz uma infinidade de resultados importantes, diferentemente de outras distribuicdes
multivariadas. Evidentemente, ter boas propriedades matematicas por si sO ndo basta. Johnson e
Wichern (2007, p. 149) citam razdes para o uso da distribuicdo normal, 12: a distribuicdo normal
pode servir como um modelo em alguns casos; 22: a distribuicdo amostral de muitas estatisti-
cas multivariadas sdo aproximadamente normais, independentemente da forma da populagao
parental, devido ao efeito do Teorema Central do Limite.

Seja X = (X, ... ,Xp)T um vetor aleatdrio tendo distribuicdo normal multivariada
com g = E(X) representando o vetor de médias e £ = E[(X — u)(X — pt) '] a matriz de covari-
ancia, sendo uma matriz positiva definida. Entdo, a densidade de X € dada por

exp{-x-p)TE (x - p))
B CREPEE

f(x)

Seja X um vetor aleatdrio com distribuicdo N,(i,X). Assim, sdo validas as seguintes
propriedades:

1. Se a é um vetor de constantes, entio a' X = Zle a;X; tem distribuicio N(a' p,a’Za);

2. Se £ =diag(o?,..., 61%), isso implica que cada Xj, ..., X, sdo independentes;

3. Se X ~ N,(1t,Z), entdo Y = (Z/2)~1(X — ) ~ N,(0,1), no qual, £'/2 = UA'/2UT
utilizando a decomposic¢do espectral, em que A2 = diag(v/A1,. .., \//”L_p) Essa operacao
€ conhecida como raiz quadrada de uma matriz;

4. A distribuicao Qui-quadrado com p graus de liberdade (751%) pode ser obtida por meio da

soma do quadrado de varidveis independentes normais padrao, ou seja, Zf:] Yiz, em que

Yi~N(0,1) i=1,2,...,p). Assim,
X—p) "2 (X—p) ~ 25 (4.10)
5. Se X ~ Ny,(u,I) e B é uma matriz de posto r idempotente, ou seja, BB = B, entdo

(X—p) BX—p)~ 2.
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As demonstracdes dessas e outras propriedades podem ser vistas em Rencher e

Schaalje (2008).
4.4.1 Distribuicao Normal Multivariada Singular

Em algumas situa¢des a matriz £ pode ser singular. Assim, é necessdrio uma
mudanga na densidade da normal multivaria. Seja X ~ N,(i,X) e o posto de Z é igual a s < p.

A densidade da distribuicao normal multivariada singular é definida por

_exp{—3(x— @) 'E(x—p)}

(27r)s/2(Hf:| )4)1/2 ) (411)

f(x)

no qual A;,..., A sdo os autovalores maiores que zero de X e £~ € a inversa generalizada de
Moore-Penrose (RAO, 1973, p. 527-528). O vetor x encontra-se no hiperplano NT(X — ), no

qual N é uma matriz p X (p — s) tal que

N'Z=0 e N'N=1I,_,. (4.12)

Existe uma conexao entre as densidades da normal multivariada singular e da nao-

singular, descrita no Teorema a seguir.

Teorema 4. Considere Y ~ N;(0,A}), em que A; é uma matriz diagonal de dimensao s x s
cujo os elementos sdo A; >0 comi=1,2,...,s. Entdo, existe uma matriz (p x s) C de colunas

ortogonais (isto é, CC' = I;) tal que

X=CY+u, (4.13)

tem densidade (4.11).

Para provar esse resultado é necessario uma generalizacdo do método Jacobiano
aplicado em hipersuperficies (MARDIA; KENT; BIBBY, 1979, p. 42).

Como ilustracdo, considere uma amostra de n = 300 de varidvel aleatéria Y ~
N>(0,X) com distribuicio normal bivariada, com £ = I. Além disso, seja g = (2,2,2)" e

considere a matriz
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—0,5199416  0,6295454

C=1-0,8051731 —0,1355099

—0,2852315 —0,7650553
Utilizando a transformacdo para as amostras geradas através da equacdo (4.13), temos na Figura
23 a representacdo dos dados simulados no plano tridimensional. Observe que os dados se

encontram em cima de um plano.

X 5 ©
4 o
3 o ~N >2°
2 —
1
o
0
-1 Fll
5 4 3 2 1 0 -1

X2

Figura 23 — Representacao das amostras de uma distribuicao normal multivariada singu-
lar.

Usando o resultado do Teorema 4, pode-se mostrar diversas propriedades da distri-

bui¢do normal multivariada singular, dentre elas, pode-se mostrar que

(X—p) 2" (X—p)~ 1. (4.14)

Considere agora a transformacgdo da equacgdo (4.14) para os dados da Figura 23.
Assim, obtém-se uma distribui¢cdo Qui-quadrado com 2 graus de liberdade, como mostrado na
Figura 24. Para mais detalhes sobre a distribui¢do normal multivaria singular ver Khatri (1968) e

Tsukuma e Kubokawa (2015).
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Figura 24 — Histograma das amostras de uma distribuicio normal multivariada singular
utilizando a transformacio (4.14)

4.4.2 Distribuicao Normal Multivariada Complexa

Uma varidvel aleatdria normal complexa Z = X +iV, € uma varidvel aleatéria em
que as partes real e imagindria possuem uma distribui¢do normal bivariada. Assim, uma varidvel
aleatéria complexa multivariada p-dimensional, nada mais € que, uma normal multivariada 2 p-
dimensional (GOODMAN, 1963). Assim, pode-se concluir que a distribui¢cdo normal complexa
¢ uma extensao da distribuicdo normal para os niimeros complexos.

Seja Z = X+ iV um vetor complexo p-dimensional tendo distribui¢do normal multi-

variada complexa, isto é, Z ~ CN, » (n,X), entdo a densidade de Z é dada por

exp{—3(z—p)"’T" ' (z—p)}
f(z) = 2 ) :

emque d =p +ip, E=2,+X,+i(X,—X,)eX, =—LX, ¢ uma matriz anti-simétrica.
Para mais detalhes ver Goodman (1963) e Wooding (1956).
Como existe uma relacao entre a distribuicao normal multivariada e a normal multi-

variada complexa, pode-se utilizar uma matriz de covariancia singular. Desse modo, considere
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uma varidvel aleatéria Z com distribuicdo normal multivariada complexa singular, diga-se

Z ~ CSN,(u,XZ), com a matriz de covaridncia X de posto s (s < p), entdo a densidade ¢ dada por

e o G DI 2 D)
o=@ A

Consequentemente, pode-se mostrar que

(Z—p)'E (Z—p) ~ x5 (4.15)
4.5 TESTES DE HIPOTESES

Em muitas situacdes € de interesse do pesquisador realizar testes sobre os parametros
da populagdo com base nas informagdes obtidas na amostra. Assim sendo, surge na Estatistica,
métodos de inferéncia com o intuito de testar hipoteses. Os testes de hipdteses ajudam o
pesquisador a tomar uma decisdo, em que ele terd que optar em rejeitar ou ndo determinada

afirmacdo baseando-se em um conjunto de evidéncias.
4.5.1 Teste da Razao de Verossimilhancas

O teste da razdo de verossimilhangas (TRV) para realizar um teste de hipoteses
estd diretamente relacionado com os estimadores de MV, discutido na subsecdo 3.2.1. Sejam
Xi,...,X, uma amostra aleatéria de uma popula¢éo com densidade f(x;0). Seja 8 um pardmetro
(ou vetor) de uma populagdo e que deseja-se testar, Hy: 0 € ©ge H; : 6 € ©®1, no qual ® =
BOoUB; e ®NO; = . A estatistica do TRV € definida como (ver Casella e Berger (2002,
p- 375))

A(x) = Poce, L(OX)
Supgco L(0:X) '

(4.16)

em que a regido critica é {x: A(x) < ¢} com 0 < ¢ < 1. Obviamente, o supremo de cada

verossimilhanga em (4.16) serd justamente o EMV restrito a cada espaco, ou seja,
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no qual 6y € o EMV de 0 restrito a ®y e 0 ¢ o EMV irrestrito. Se Hy € verdadeira, espera-se que
(4.16) seja proximo de 1, caso contrario, se (4.16) € proximo de 0, tem-se fortes evidéncias que
Hj ¢ falsa, por conseguinte, deve ser rejeitada. Para determinar o valor de ¢ € preciso resolver a

equagdo
o =supP(A(X) <c).

Para resolver esse problema, é necessario conhecer a distribuicdo de A(X), que na maioria
das vezes, nao € um problema facil. Entretanto, pode-se encontrar uma funcao s estritamente
crescente no dominio de A(X), de tal maneira que, s(A(X)) tenha uma forma simples com
uma distribui¢do conhecida sob Hy (BOLFARINE; SANDOVAL, 2010, p. 136). No entanto,
muitas vezes isso pode ndo ser trivial. Dessa forma, sob condi¢des bem gerais pode-se utilizar a

estatistica
—2logA(X) L 42, (4.17)

em que v € o numero de parametros que estdo sendo testados em Hy (CASELLA; BERGER,
2002, p. 489). A hipétese nula € rejeitada se —2log A (x) > xv%a.

4.5.2 Teste de Kolmogorov

O teste para uma amostra de Kolmogorov € utilizado para chegar a aderéncia de
distribui¢des, ou seja, averiguar se um conjunto de dados possui uma distribuicdo especifica. O
teste verifica o grau de concordancia entre a distribuicdo empirica e uma distribui¢do continua

tedrica estabelecida. As hipéteses do teste de Kolmogorov sdo

Hj : os dados possuem distribui¢do F';
(4.18)

H; : os dados ndo possuem distribui¢do F.

Para testar essas hipdteses, o teste se baseia nas diferencas entre os valores da
fungdo de distribui¢do empirica e tedrica. Sejam Xi,...,X, uma amostra aleatéria de certa
populagdo, com fungdo de distribui¢do Fy(x). Assim, tomemos X(1),X(2),-- - X(n) como sendo
as observacgdes aleatdrias ordenadas de forma crescente. A estatistica do teste de Kolmogorov é

dada por

Dn = maxX {F()(X(i)) e S —Fo(X@)} i (419)



117

Observe que D), representa a maior distancia entre as fung¢des de distribui¢do tedrica e empirica,
dando uma ideia do ajustamento. Sob Hj, Kolmogorov (1933) mostrou que a fungdo de

distribui¢do assintotica da estatistica (4.19) € dada por

n—oo .

lim P(viD, <x)=1+42Y (=1)/e 2%,
j=1

Smirnov (1939) estendeu o teste de Kolmogorov para duas amostras independentes.
Além disso, também para testes unilaterais, isto €, testar se uma das populacdes possui uma
funcdo de distribuicao maior ou menor do que a outra. Frequentemente, esses dois testes sao

referidos como o teste de Kolmogorov-Smirnov (TKS) para uma ou duas amostras independentes.
4.5.3 Teste de Cramér-von Mises

O teste para uma amostra de Cramér-von Mises (TCM) também € utilizado para
testar adequacdo de distribuigdes e as hipdteses do teste de sdo as mesmas do TKS (ver (4.18)).
Sejam Xj, . .., X, uma amostra aleatoria, considere ainda a amostra ordenada Xy, ..., X(,), entdo

a estatistica de teste € dada por

n . 2
Ci= 1Y (F(x(,-))— 2’_1) . (4.20)

" 12n £ 2n
i=1
Dessa forma, sob Hy, a funcdo de distribuicdo assintética dessa estatistica é (CSORGO; FA-

RAWAY, 1996)

2im

2 & - e 13
IimP(C, <x)=1—— —1)i! / —dt.
fim PGy <) =12} (1) AT
1—1)

4.5.4 Teste de Anderson-Darling

O teste Anderson-Darling (TAD) para uma amostra, foi proposto Anderson e Darling

(1954) e também € utilizado para testar adequacao de distribui¢Oes e as hipoteses do teste de

sdo as mesmas descritas em (4.18). Sejam Xj, ..., X, uma amostra aleatdria, considere ainda a
amostra ordenada X(y),...,X(,), entdo a estatistica do TAD ¢
1 n
Ap=-—n—- Y (2j—1) {log[F (x(;))] +log[1 = F (x(,—;—1))] } (4.21)
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Dessa forma, sob Hy, a func@o de distribui¢cdo assintética dessa estatistica ¢ (ANDERSON;
DARLING, 1954)

lim P(A, < x)

n—yoo

(] j . . r o X _ .
Z I'(j+3 )(4J+1)e_<4.z+81x>22/e8(1+wz) WA [
- J!

B 0

Essa distribuicdo € basteante complicada, assim, Anderson e Darling (1954) fornecem os pontos

de significancia de 1%,5% e 10% para grandes amostras.
4.5.5 Método Bootstrap

Na Estatistica, o bootstrap ¢ um método de reamostragem que foi proposto por Efron
(1979). A ideia do método é gerar amostras artificiais que podem ser obtidas por amostragem
a partir da amostra original como se estivéssemos amostrando da populagdo (CORDEIRO;
CRIBARI-NETO, 2014, p. 9). Esse mecanismo de amostragem pode feito de maneira paramétrica
ou ndo paramétrica. O bootstrap permite obter medidas de interesse sem a necessidade de
célculos analiticos complicados. Além do mais, permite realizar corre¢ao de viés em estimadores
e no melhoramento em testes de hipoteses. O interesse € utilizar o bootstrap para encontrar as
distribui¢des empiricas dos testes: TRV, TKS, TCM e TAD, calcular o quantil correspondente ao
tamanho «, ou ainda, o valor-p do teste.

Os passos para a utilizagdo do bootstrap em teste de hipdteses estdo descritos no

Algoritmo 15.

Algoritmo 15: Teste de hipéteses por meio do método bootstrap.

Entrada: Amostra {x;}" , e o nimero B de interagdes.

Saida: Valor critico do teste.

1: Calcular o valor da estatistica de teste denotada por ¢(x) (utilize (4.17), (4.19), (4.20) ou
(4.21));

2: Gere n pseudo-amostras aleatdrias x;, = (x’l’ ,-..,x2) sob a distribui¢iio imposta em Hy;

3: Calcule a estatistica de teste com as amostras do passo 2, ou seja, g” = ¢”(x?);

4: Repetir os passos 2 e 3 um nimero B grande de vezes;

5: Calcule o percentil estimado a\(l,a) de interesse, utilizando a distribuicdo empirica das B
realizagdes da estatistica de teste ¢”(x”);

6: Faca o teste utilizando a estatistica de teste da amostra original ¢(x), calculada no passo 1,

com o valor critico bootstrap 2]\( 1—q)» Obtido no passo 5.
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O teste bootstrap consiste em rejeitar Hy se g(x) > Zj\(l,a). Ademais, pode-se

calcular o valor-p bootstrap dado por

B
Y
B 9

no qual

1, se ¢’ > q(x),
lgr=qy =
0, caso contrario.
Portanto, Hy € rejeitada se p* é menor que o valor & estabelecido. Portanto, nessa abordagem
podem ser utilizadas as estatisticas de teste (4.16), (4.19), (4.20) e (4.21), ndo sendo necessario

conhecer a distribui¢do de cada uma delas.

4.6 APROXIMACAO DA DISTRIBUICAO WATSON COMPLEXA PELA NORMAL MUL-
TIVARIADA COMPLEXA SINGULAR

A distribui¢cdo Watson complexa foi definida na subse¢do 3.2.3 e algumas caracteris-
ticas foram estudadas. O objetivo € reescrever a densidade (3.5) de tal maneira, que se possa
utilizar uma aproximacao pela distribuicdo normal multivariada complexa singular, consequente-
mente, ocasionando uma aproximagdo em uma distribui¢do normal multivariada singular.

Inicialmente, considere a constante de normalizag¢do da distribui¢do Watson com-
plexa, que é dada por

c(x) =2mk ik (e"—ki‘? Kj)

j=0 J!

k=3 .j,—K
— — K’e 7 ~
= ok g2 keK [ ] — Z , se k é grande, entdo
=0
2§2ﬂk_1K2_keK.
Assim,
oKlz nl? eklzuP—x  —x(1-|z"p?)

f(2)

Note que |z*it|? = z*up*z, entio a densidade pode ser reescrita como
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Observe que,
(L—z)"I—pp)(p—2z)=1-z'pp’z.
De fato, veja que z'z = u* = 1, o que implica em
z—p) I-—pp )z—p)=p I-pp )p+z"1-pp )z—z"I—-pp")p —p*(I-pp’e,
= Z*(I_I“'“*)L
=zlz—z2"up’z,
=1—-z'uuz.

Definicao 7. A inversa generalizada de uma matriz A, diga-se A™, € uma matriz que satisfaz a

condicdo de que AA” A =A.

Ademais, A" =Aemque A= (I—pp*)e A” é ainversa generalizada de A. Isso

ocorre pelo fato de que, A é uma matriz idempotente, ou seja, A = A. De fato, veja que
A= (I—pp")(I—pp") =T—pp" —pp* (I —pp*) =1—pp*.

Portanto, para k grande, a densidade da distribuicdo Watson complexa pode ser aproximada da

seguinte forma,

¢ K(E-1)" (1-pp*) (z-p)

27-[](— 1 K2—k

f(z) =

o3 (=) 2k(I—pp*)~ (z—p)

o~ 2 (=) 2k (I-pp*)~ (2—p)
DI+ 2+k—k—2 pk—1 2~k

o~ 3(2—p) 2k(I-pp*) " (2-p)

(271-)k—1 (2K)2_k

A matriz (I— pp*) é uma matriz (k— 1) x (k— 1) hermitiana positiva semi-definida e idempo-

tente. Assim, pode-se verificar que o posto de (I — pp*) é igual a k — 2. De fato, seja U uma

matriz (k— 1) x (k— 1) ortogonal, tal que

Ul =1.
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Considere também que g, = Up = (1,0,...,0)" com k — 2 zeros. Assim, encontremos 0s

autovalores de (I — pp*) resolvendo o sistema

1 N B
S dI—pp )—M'—O,

ou, equivalentemente

=0.

'U &(I—uu*)—u} Ut

Observe que

1 * * L o *YTF)
Ulﬂ(l—uu)—lI]U _{ZK(I Upp*U") /”LI]

= [i(l— Hky) — M] :

Além disso,

100 -0
. 000 ..0
HM,=
000 -0
Portanto,

0O 0 0 0

U 1 I Nl Ot — 0 2x)"" 0 .. 0 "

2 TRE S I R N A

0 0 0 (2x)~!
—A 0 0

0 0 0 - (2k)"'-2

Assim, temos uma matriz diagonal e o seu determinante € igual ao produto dos elementos da

diagonal principal. Assim sendo,

(T )~ A1) = <A [(2K) " A



122

Desse modo, temos o seguinte sistema para resolver
—A[2k) P =22 =0.

E ficil ver que as solugdes desse sistema sdo A; = (2k) "' parai=1,2,....k—2e 4_; =0.
Portando, como A; >0 (i = 1,2,...,k—2) temos que o posto de (I— pp*) éigualak—2e
k=2
[T = 2x)"* 2 = @2K)**.
i=1
Consequentemente, pode-se ver que Z ~ CSN;_ (4,X) com £ = %(I — pp*). Utilizando o

resultado (4.15), tem-se que

2K(Z—p) (1= pp*) (Z—p) =2kZ°(1— pp*) 2~ 23 . (4.22)

Esse resultado foi proposto por Mardia e Dryden (1999) e € utilizado para realizar
testes de hipéteses. Entretanto, mostramos passos que complementam essa aproximagao que
nao foram demonstrados em Mardia e Dryden (1999), tais como a aproximagao da Watson
complexa para a normal multivariada singular complexa quando k é grande e o resultado da
equagdo (4.15).

Perceba que esse resultado € bastante interessante, pois independe do valor de x e do
vetor de médias i. Ou seja, a distribuicao resultante ndo depende dos parametros da distribui¢ao
Watson complexa, depende apenas da dimensdo de @. Ademais, nenhuma anélise foi feita para
verificar a qualidade dessa aproximacdo. A seguir, foi feito um estudo de simulag@o considerando
vdrias configuragdes para avaliar esse resultado com o intuito de identificar o valor minimo de k

para que a aproximacao seja vélida.
4.6.1 Avaliacao da Aproximacao para a Distribuicao Qui-quadrado - Watson Complexa

Foram geradas n = 200 amostras da distribuicio CWys_» (g = (0,0,0,0,1)T, x =
100), e utilizando o resultando (4.22), obtém-se uma distribui¢ao x82. Na Figura 25, estdao duas
andlises gréficas para o resultado e, pode-se ver em ambos os graficos, que o ajuste da distribui¢cdo
x% ¢é excelente.

Para ampliar esse resultado, serdo utilizadas 5000 réplicas de Monte Carlo para
averiguar o tamanho do TRV, TKS, TCM e TAD para diferentes configuragdes dos pardmetros e

ndmero de amostras. Os valores utilizados foram:
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e A forma média foi fixada em g = (0,0,0,0,1)";

e Para x =1,3,5,8,10,20,30,40,50, 100, 1000, 5000;

e Com n = 20,30,40,50,100,200.

Na Tabela 9, estdo os resultados da simulacdo utilizando um tamanho de & = 5%.

Nota-se que para os valores de k¥ > 10, as taxas de rejeicao se aproximam do nivel de 5%, para
todos os valores de n. Portanto, conclui-se que os testes funcionaram muito bem. No Apéndice
A, nas Tabelas 21 e 22 estdo as taxas de rejei¢do para a simulacdo utilizando o = 1% e 10%,
respectivamente. A mesma situacdo ocorre, indicando que os testes também funcionaram para
Kk > 10. Best e Fisher (1986) concluiram as mesmas coisas em relagdo aos valores de k, porém

para a distribuicdo Watson na esfera real.

@)

N —

D
/

~
//

e

K

f(x)
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Quantil Amostral

Quantil Teérico

Figura 25 — Analise grafica utilizando a aproximacao (4.22), utilizando dados da distribui-
¢do Watson complexa com x = 100 e n = 200. Grafico (a): Histograma; (b):
Quantil-Quantil.
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Na prética, os parametros da distribuicdo Watson complexa ndo sdo conhecidos e
precisam ser estimados (ver a estimacdo na subse¢do 4.2). Assim, a ideia € utilizar o resultado
(4.22) com as estimativas dos pardmetros via MV, como feito em Fisher e Best (1984) para a
distribuicdo de Fisher e em Best e Fisher (1986) para a distribuicao Watson, ambas na esfera
real. Nos dois casos, foram utilizados o TKS e o teste de Kuiper com corre¢des nas estatisticas
de teste, fornecidas por Stephens (1974). Entretanto, essas corre¢cOes foram propostas apenas
quando os dados possuem distribui¢do normal ou exponencial. Além disso, Johnson e Wichern
(2007, p. 184-185) utilizam os estimadores de MV para os parametros da distribui¢do normal
multivariada, no resultado da equagao (4.10), e utilizam um grafico, chamado de grafico qui-
quadrado ou grifico gama, para averiguar a normalidade multivariada em um conjunto de
dados.

Os testes foram utilizados com os parametros estimados, porém os tamanhos dos
testes ficaram muito abaixo do valor verdadeiro. O método bootstrap foi utilizado em todos
os testes, mesmo assim, também nao produziram melhoras. Dessa forma, foi proposta uma
transformacgdo de varidvel no resultado da equacdo (4.22), que recai em uma varidvel aleatéria
beta, em que ndo serd necessario estimar o parametro K e, consequentemente, percebeu-se uma

melhora no desempenho dos testes.
4.6.2 Distribuicao de Dirichlet

A distribui¢do de Dirichlet € uma familia de distribui¢Oes de probabilidade multivari-
adas continuas parametrizadas por um vetor de parametros positivos. Essa familia pode ser vista
como uma generalizacdo multivariada da distribuicdo Beta. A distribuicao de Dirichlet é muito
utilizada em inferéncia Bayesiana, devido ao fato de que a distribui¢@o a posteriori também segue
uma distribui¢do de Dirichlet. Seja X um vetor aleatério com distribuicao Dirichlet, diga-se

X ~ Dr(a), em que a = (ay,...,a,) . Entdo, sua densidade é dada por

Clar+-+ap) & a1
fx) = X (4.23)
I(ar)---T'(ap) II:—! !
no qual x assume valores no simplex S = {(xi,...,x,) 1 x, >0, ¥¥ ,x; = 1}, no qual cada

a;>0(i=1,...,p). Perceba que, se p =2, entdo X tem distribui¢do Beta(a;,a»), que possui a

densidade
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(a1 ta2) o1

le (1-x)27 1 x€(0,1).

fx)=

Muitas vezes a densidade (4.23) € reescrita para

ap—1
[(aj+--+ap) pl p—1 r
f(x)= X! - ) x ,
[(ar)---T(ap) ,I:I ’ l; l
assumindo valores no simplex S = {(x1,...,xp—1) 1 x; >0, Zf:ll x; < 1}, utilizando o fato de que

xp=1- Zf’;ll x;. Além disso, essa distribui¢do possui as seguintes propriedades (FERGUSON,
1973)

E(X) = ——
Yi_1di
Var(X;) = (i, 4= ai)
(X @) (X ai+1)
Cov(X;,X;) = iy para i # j.

P oN2(VP .
(s ai)*(Ximjai+1)
Além do mais, a distribui¢do marginal para cada X; é Beta(a;, Z?:] aj—aj).

Existe uma relacao interessante com a distribui¢do Gama, como serd visto a seguir.

Seja X uma varidvel aleatéria com distribui¢do Gama(a,b), entdo a densidade de X é dada por

flx)= F(;)bax"lei, 0 <x < oo,
paraa > 0e b > 0. Agora, considere uma amostra aleatéria Xy, ..., X, independentes, no qual
X; ~ Gama(a;,b), parai=1,...,n. A distribui¢do conjunta é dada por,
s
f(X) = 11 F(ai)b“txi e b
L 1 N oa—1 ) _Eimit
_ <,_1 F(ai)ba,) (Hx,. ) )

Teorema 5. Considere uma amostra aleatéria X, ..., X, de X ~ Gama(a;,b). SejaY;=X;/ ¥ | X,

para j=1,...,n—1. Entio, Y = (Y1,...,Y, 1) ~Dr(ay,...,a,).
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Para verificar a prova do Teorema 5, ver Devroye (1986, p. 594). Portanto, pode-se
utilizar o resultado do Teorema 5 no resultado da equacao (4.22), pois existe a seguinte relacdo:

se X ~ 2, entio X ~ Gama(%,}). Considere que

2°2

Vi=2xkZ;(1—pup*)"Z;, parai=1,...,n

Entdo, V; ~ )(22,{7 4> equivalentemente, V; ~ Gama(k — 2, %) A vista disso, fazendo

V- 2KZ* I- B/
yo Vi <* pu) 2 (4.24)
Vi XL 2kZi(1- ppt) 7
 Zi(I-ppr)Z;
Y Zi(I—pp*) " Z
Desse modo, Y1,...,Y,_1 possui distribuicdo Dr(ay,...,a,), em que a; = k—2(i = 1,...,n).

Note que, utilizando essa abordagem nado hd necessidade de se conhecer o valor de k. Quando
os parametros da distribui¢ao de Dirichlet sdo todos iguais, essa distribui¢do recebe o nome de
distribui¢cdo simétrica de Dirichlet.

A densidade conjunta de (4.24) € uma distribuicao simétrica de Dirichlet, e possui a

e () (- 8)

para (yi,...,yu—1) € Se a=k—2. A distribui¢do marginal para cada Y¥; é beta com densidade

densidade

fO1,-yn-1)

dada por

['(na)
[(a)T((n—1)a)

) = Yo (1 —yy)(=Damll e (0,1).

Contudo, aparece um problema em utilizar essa abordagem, pois com essa trans-
formacdo, as varidveis nao sdo independentes. Dessa forma, os testes TKS, TCM e TAD nao
poderdo ser utilizados, pois ndo existem versdes desses testes para varidveis correlacionadas.
Dessa forma, sera utilizada a transformacao (4.24) com os parametros estimados € o método

bootstrap para estimar as distribuicdes das quatros estatisticas de teste empiricamente.
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4.7 AVALIA(;AO NUMERICA
4.7.1 Tamanho do Teste

Na Tabelas 10 estdo os resultados das simulacdes utilizando a transformacdo da
equacdo (4.24) com a forma média estimada, considerando 5000 réplicas de Monte Carlo,
considerando a forma média fixada em pu = (0,0,0,0, I)T, para kK = 10,50,5000, utilizando
n = 20,30,40,50, 100,200 e considerando os tamanhos & = 1%,5%, 10% para os testes TRV,
TKS, TCM e TAD. Pode-se ver que para o valor de k = 10, os tamanhos dos quatro testes estao
muito préximos do valor tedrico, indicando que os testes de adequacdo produziram um bom
desempenho. Além disso, percebe-se que o desempenho dos testes nao muda quando o niimero
de amostra cresce. Outro ponto interessante, ¢ que para valores pequenos de n e altos valores de
K as taxas de rejeicdo também se aproxima do valor nominal verdadeiro. Para verificar outras
configuracdes, ver as Tabelas 23, 24 e 25 no Apéndice A.

Tabela 10 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa, uti-
lizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método bootstrap, considerando

a forma média g = (0,0,0,0,1)", para valores de k = 10,50, 5000, tamanhos
amostrais n = 20,30,40, 50, 100,200 e utilizando o = 1%,5%,10%.

K 10 50 5000
Teste o 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
20 | 0,0088 0,0478 0,0942 | 0,0106 0,0536 0,1024 | 0,0124 0,0506 0,1010
30 | 0,0096 0,0458 0,0892 | 0,0126 0,0514 0,1012 | 0,0108 0,0484 0,0986
TRV n 40 | 0,0066 0,0564 0,0874 | 0,0114 0,0504 0,0948 | 0,0090 0,0566 0,1062
50 | 0,0096 0,0504 0,0938 | 0,0096 0,0494 0,0992 | 0,0108 0,0518 0,1018
100 | 0,0070 0,0520 0,1054 | 0,0084 0,0448 0,0924 | 0,0104 0,0496 0,1082
200 | 0,0160 0,0458 0,1268 | 0,0100 0,0496 0,0958 | 0,0068 0,0442 0,0956
20 | 0,0116 0,0518 0,0902 | 0,0106 0,0488 0,0998 | 0,0110 0,0484 0,1022
30 | 0,0072 10,0504 0,0864 | 0,0122 0,0528 0,1060 | 0,0100 0,0470 0,0962
TKS n 40 | 0,0082 0,0522 0,0924 | 0,0118 0,0518 0,1002 | 0,0114 0,0540 0,1040
50 | 0,0078 0,0476 0,0934 | 0,0112 0,0484 0,0988 | 0,0124 0,0538 0,1040
100 | 0,0082 0,0498 0,0918 | 0,0106 0,0540 0,1038 | 0,0106 0,0540 0,1034
200 | 0,0134 0,0462 0,1156 | 0,0086 0,0442 0,0986 | 0,0090 0,0516 0,1048
20 | 0,0110 0,0550 0,0934 | 0,0094 0,0534 0,1028 | 0,0098 0,0524 0,1022
30 | 0,0092 0,0504 0,0884 | 0,0128 0,0566 0,1024 | 0,0088 0,0504 0,1032
TCM  n 40 | 0,0084 0,0534 0,0908 | 0,0114 0,0538 0,1022 | 0,0100 0,0530 0,1084
50 | 0,0096 0,0484 0,0916 | 0,0094 0,0506 0,0942 | 0,0112 0,0528 0,1056
100 | 0,0066 0,0504 0,0910 | 0,0110 0,0586 0,1072 | 0,0104 0,0500 0,1086
200 | 0,0126 10,0478 0,1150 | 0,0094 0,0476 0,1010 | 0,0076 0,0492 0,0990
20 | 0,0120 0,0588 0,1000 | 0,0108 0,0506 0,0990 | 0,0116 0,0518 0,1044
30 | 0,0100 0,0522 0,0880 | 0,0114 0,0544 0,1048 | 0,0090 0,0484 0,1004
TAD n 40 | 0,0072 10,0562 0,0878 | 0,0126 0,0510 0,1036 | 0,0100 0,0534 0,1098
50 | 0,0104 0,0568 0,0948 | 0,0106 0,0478 0,0948 | 0,0120 0,0544 0,1082
100 | 0,0054 0,0494 0,0892 | 0,0102 0,0564 0,1074 | 0,0104 0,0516 0,1034
200 | 0,0118 10,0488 0,1110 | 0,0092 0,0498 0,1010 | 0,0068 0,0478 0,0988
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4.7.2 Poder do Teste

Para a anélise do poder foi utilizado um mecanismo de contaminag¢ao na amostra,
como feito em Fisher e Best (1984) para a distribui¢do de Fisher na esfera real. Visto que existem
muitos parametros para serem avaliados da distribuicio Watson. O mecanismo se baseia na
contaminacdo em 10% do tamanho amostral, em que essas amostras contaminadas serdo geradas
de outra varidvel com distribuicio Watson com uma forma média diferente. O esquema de
avaliacdo € descrito a seguir:

e A forma média encontrar-se-4 fixada em g = (0,0,0,0,1)";
e As formas médias contaminadas sdo geradas somando um valor real na forma média
original. Serdo utilizados sete valores de contaminagdo e eles sdo descritos no vetor €

dado por

0,0357
0,0714
0,1071
€=10,1429 | . (4.25)
0,1786
0,2143
0,2500

Assim, gerando as formas médias contaminadas da seguinte forma

H+E .
= i=1,2,....7, (4.26)
B el

no qual & € o i-ésimo elemento de €. Na Tabela 11 estdo os valores das formas médias
geradas com os respectivos valores de contaminacdo. Pode-se calcular a distancia geo-
désica entre a forma média original e cada forma média resultante com a contaminacao,

resultando no vetor

0,07
0,13
0,19
6=10.24],
0,29
0,34
0,38
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Tabela 11 — Resumo das formas médias utilizadas na anadlise de poder com o respectivo
valor de contaminacao.

Forma média £ Coordenadas
U, 0,0357 | 0,0344 0,0344 0,0344 0,0344 0,9976
u, 0,0714 | 0,0661 0,0661 0,0661 0,0661 0,9912
TR 0,1071 | 0,0950 0,0950 0,0950 0,0950 0,9818
Hy 0,1429 | 0,1213 0,1213 0,1213 0,1213 0,9701
Us 0,1786 | 0,1450 0,1450 0,1450 0,1450 0,9570
Ue 0,2143 | 0,1664 0,1664 0,1664 0,1664 0,9430
u, 0,2500 | 0,1857 0,1857 0,1857 0,1857 0,9285

no qual 6; corresponde ao i-ésimo elemento de 6 e ¢ a distancia geodésica entre (L e U ;.
e Com os valores de k = 10,20, 30,40, 50, 100, 1000, 5000;
e Com o niimero de amostras n = 20, 30,40, 50, 100, 200 e, consequentemente, o nimero de
amostras contaminadas sdo 2,3,4,5, 10,20, respectivamente.
Primeiramente, considerando o = 5%, concluiu-se que para kK > 30 o poder comeca
a aumentar a medida que o valor da contaminacdo aumenta para todos os tamanhos amostrais.
Entretanto, s6 quando Kk = 50 com n = 200, que o poder chega a mais de 50% em todos os testes,
porém quando k > 50 o poder do teste aumenta consideravelmente para todos os numeros de
amostras. Considerando k = 100, o poder se torna atrativo, chegando em altos valores a partir de
& como mostrado na Tabela 12. Ademais, para um dado tamanho de amostra » fixa, a medida
que o valor da contaminacdo aumenta, o poder também aumenta.
Com o intuito de melhorar a visualizagdo dos resultados da Tabela 12, observe na
Figura 26 as curvas de poder para os testes de bondade de ajuste, considerando n = 20,40, 200.
Percebe-se que quanto maior o tamanho da amostra, maior o poder.
Na Figura 27 pode-se analisar o desempenho entre os testes em relacao ao poder.
Veja que, considerando n = 20,40 o TAD obteve um desempenho maior do que os demais testes.
Além do mais, quando o tamanho da amostra é muito grande a diferenca entre os testes é pequena.
Considerando uma concentra¢do um pouco maior com K = 1000, veja na Figura 28, e perceba
que os desempenhos dos testes sdo praticamente os mesmos. As andlises do poder também foram

realizadas considerando & = 1% e 10%, produzindo resultados similares (ver Apéndice A).
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Tabela 12 — Taxas de rejeicio de H : os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 100,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel de significincia de 5% e 7 valores de contami-
nacao.

£
Teste | n £ & & & &5 & &
20 | 0,0524 | 0,0526 | 0,0550 | 0,0918 | 0,1930 | 0,3422 | 0,5156
30 | 0,0504 | 0,0504 | 0,0688 | 0,1074 | 0,2578 | 0,4430 | 0,6768
40 | 0,0506 | 0,0514 | 0,0620 | 0,1392 | 0,3114 | 0,5688 | 0,7898
50 | 0,0492 | 0,0470 | 0,0694 | 0,1744 | 0,3778 | 0,6442 | 0,8662
100 | 0,0532 | 0,0568 | 0,0932 | 0,2812 | 0,6182 | 0,9054 | 0,9878
200 | 0,0484 | 0,0612 | 0,1390 | 0,4736 | 0,8924 | 0,9968 | 1,0000
20 | 0,0500 | 0,0566 | 0,0708 | 0,1062 | 0,2250 | 0,3678 | 0,5312
30 | 0,0486 | 0,0482 | 0,0750 | 0,1298 | 0,2648 | 0,4594 | 0,6740
40 | 0,0514 | 0,0512 | 0,0784 | 0,1414 | 0,3038 | 0,5488 | 0,7726
50 | 0,0528 | 0,0498 | 0,0722 | 0,1632 | 0,3598 | 0,6250 | 0,8322
100 | 0,0522 | 0,0552 | 0,0914 | 0,2482 | 0,5610 | 0,8708 | 0,9810
200 | 0,0492 | 0,0562 | 0,1232 | 0,4140 | 0,8446 | 0,9920 | 1,0000
20 | 0,0508 | 0,0552 | 0,0696 | 0,1164 | 0,2500 | 0,4192 | 0,6094
30 | 0,0506 | 0,0500 | 0,0750 | 0,1446 | 0,3070 | 0,5278 | 0,7674
40 | 0,0500 | 0,0504 | 0,0834 | 0,1554 | 0,3532 | 0,6372 | 0,8548
50 | 0,0544 | 0,0522 | 0,0760 | 0,1940 | 0,4232 | 0,7114 | 0,9078
100 | 0,0542 | 0,0608 | 0,0980 | 0,2910 | 0,6678 | 0,9320 | 0,9962
200 | 0,0494 | 0,0612 | 0,1344 | 0,4878 | 0,9180 | 0,9984 | 1,0000
20 | 0,0562 | 0,0628 | 0,0786 | 0,1454 | 0,3044 | 0,4868 | 0,6880
30 | 0,0504 | 0,0558 | 0,0918 | 0,1714 | 0,3624 | 0,5912 | 0,8182
40 | 0,0528 | 0,0570 | 0,0912 | 0,1898 | 0,4100 | 0,6992 | 0,8920
50 | 0,0528 | 0,0548 | 0,0832 | 0,2316 | 0,4752 | 0,7692 | 0,9346
100 | 0,0586 | 0,0632 | 0,1120 | 0,3346 | 0,7148 | 0,9542 | 0,9968
200 | 0,0484 | 0,0674 | 0,1464 | 0,5338 | 0,9392 | 0,9996 | 1,0000

TRV

TKS

TCM

TAD
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Figura 26 — Curvas de poder para os testes de bondade de ajuste, considerando o vetor de
contaminacao € com 7 valores, k = 100 e n = 20,40, 200.
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134

n=20 n=40
S+ * * ® * * S+ 7; * ® * *
X
o | o |
o o
o | <Q
L« S P
o] 4]
° °
o ]
[T [
S 7 S 7
o N
S —— TRV S —— TRV
—A— TKS —A— TKS
—— TCM —— TCM
o | - TAD o | —¢ TAD
o o
T T T T T T T T T T
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
€ €
n=100 n=200
S+ kK Rk ———— % S 4 kK K% ——— %
@ | o |
(=} o
© | © |
S o S o
(o] o]
o e]
o o
[ T a <
o 7 o 7|
A
N o
o —— TRV o —— TRV
—A— TKS —A— TKS
—— TCM —— TCM
o | - TAD o | -« TAD
o o
T T T T T T T T T T
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
€ €

Figura 28 — Comparacao entre as curvas de poder para os teses de bondade de ajuste,
considerando o vetor de contaminacao € com 7 valores, Kk = 1000 e n =
20,40, 100,200.



135
4.8 APLICACAO EM DADOS REAIS

Os dados utilizados sao os mesmos discutidos na subsecdo 3.11 com a adi¢ao de
novos dados que também podem ser encontrados no pacote shapes do R. Os novos bancos de
dados sao:

1. Cranios de Primatas: Chimpanzé
Como o objetivo de avaliar diferencas cranianas entre os sexos de primatas, foram coletadas
amostras de cranios de chimpanzés adultos, que consistem em 26 fémeas e 28 machos com

8 marcos. Na Figura 29 estdo os macos nas coordenadas procrustes para ambos 0s sexos.
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Figura 29 — Marcos nas coordenadas procrustes dos cranios de chimpanzés.
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2. Conchas
Esse banco de dados possui 3 marcos tomados de 21 conchas. Esses dados foram publica-
dos por Lohmann (1983) e foram baseados em amostras aleatdrias de organismos tomados
em diferentes latitudes no Oceano Indico Sul. Na Figura 30 estio os dados utilizando as

coordenadas procrustes.
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Figura 30 — Marcos nas coordenadas procrustes de microfosseis de conchas.
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3. Digito 3
Uma amostra aleatéria de c6digos postais feitos a mao de britanicos foi coletada e digi-
talizada por Anderson (1997). O interesse € examinar a forma e a variabilidade média,
que podem ser usadas como um modelo anterior para reconhecimento de digitos a partir
de imagens de c6digos postais manuscritos. Um dos digitos de exemplo € o digito 3. A
amostra do digito corresponde a 30 com 13 marcos e na Figura 31 pode-se observar esses

dados nas coordenadas procrustes.
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Figura 31 — Marcos nas coordenadas procrustes dos digitos manuscritos.
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4. Cranios de Ratos
Esse conjunto de dados foi extraido através de raio-X de cranios de 18 ratos. Os ratos
foram cuidadosamente radiografados aos 7, 14, 21, 30, 40, 60, 90 e 150 dias, com 8 marcos
em duas dimensdes. Os dados estdo descritos em Bookstein (1997, p. 67-69) e na Figura

32 estdo presentes os dados referentes ao sétimo dia nas coordenadas procrustes.

Crénios de Ratos
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Figura 32 — Marcos nas coordenadas procrustes de cranios de ratos no sétimo dia.

Na Tabela 13 tem-se um resumo de alguns valores para os testes de adequagdo, como:
o tamanho da amostra n, nimero de marcos k, estimativa de kK e os valores de significancia para
cada teste para os dados dos gorilas, orangotangos, vértebras, digitos e conchas. Inicialmente,
note que todos os valores estimados de k sdo altos e o menor valor é kK = 146 para os dados do
digito manuscrito. Indicando que se os dados possuirem distribuicdo Watson complexa, a aproxi-
magcao para a distribui¢do normal multivariada complexa singular serd boa e, consequentemente,
os testes funcionardo.

Para tomar a decisao de rejeitar ou ndo se os dados provém da distribuicio Watson
complexa, iremos adotar a decisdo da maioria dos testes. Pela Tabela 13, pode-se ver que ao
nivel de significancia de 5%, considerando a decisdo dada pela maioria dos testes, que os dados

referentes ao digito 3, vértebras pequenas, gorilas e chipanzés para ambos 0s sexos, ndo possuem
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distribuicdo Watson complexa. J& para o caso dos orangotangos fémea, pode-se dizer que esses
dados possuem distribuicdo Watson complexa. Em rela¢do aos dados das conchas e para as
vértebras grandes, houve uma divergéncia entre os testes ao nivel de 5%, porém caso fosse
considerado um nivel de 1%, poderia-se dizer que esses dados também possuem distribui¢ao
Watson complexa. Outro ponto importante, € que quando o tamanho amostral é préximo de 30,
os testes parecem convergir em termos de decisdo, ou seja, aprestaram as mesmas conclusoes.

Tabela 13 — Resultados para os testes de adequacao da distribuicao Watson complexa uti-
lizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD.

Valor-p

Dados n k K TRV TKS TCM TAD
Gorila Macho |29 8 2406 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Fémea |30 & 3140 0,0000 0,0200 0,0130 0,0000
Chimpanzé Macho | 28 8 2416 0,0060 0,0120 0,0000 0,0000
Fémea |26 & 2308 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Orangotango MAacho 30 8 1702 0,0000 0,0130 0,0030 0,0010
Fémea |24 8 1937 0,6570 0,9680 0,9680 0,9660
Vértebra Grande |23 6 990 0,0600 0,0960 0,0420 0,0190
Pequena | 23 6 976 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Digito 3 30 13 146 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
Conchas 21 3 209 0,0280 0,3150 0,1700 0,0380

Na Tabela 14 estdao os resultados para os dados do crescimento em 18 ratos com
8 marcos ao longo de 8 periodos. Note que as estimativas de k sdo valores altos e que houve
uma divergéncia entre os testes no 30° e 40° dia. Entretanto, para os outros dias de crescimento
ambos os testes ndo rejeitam a hipdtese de que os dados provém de uma distribuicio Watson aos
niveis de 1% e 5%.
Tabela 14 — Resultados para os testes de adequacao para os dados dos cranios de n = 18

ratos e k = 8 marcos através de 8 momentos de crescimento utilizando os testes
TRY, TKS, TCM e TAD.

Valor-p

Dias K TRV TKS TCM TAD
7 5640 10,1990 0,3750 0,3210 0,3510
14 | 7789 0,0740 10,1340 0,0740 0,0470
21 | 10397 0,1660 0,1920 0,2510 0,1090
30 | 8776 0,0160 0,2520 0,2450 0,0450
40 | 12301 0,0420 0,0100 0,0170 0,0080
60 | 10614 0,8120 0,6770 0,8690 0,9220
90 | 10861 0,5480 0,8300 0,9500 0,7500
150 | 9679 0,9880 0,7530 0,5920 0,5970
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49 CONCLUSAO

Neste Capitulo foi introduzida uma aproximacgao da distribui¢io Watson complexa
para a distribui¢do normal multivariada complexa singular. Essa aproximacao foi utilizada em
uma forma quadrética que resulta na distribuicao Qui-quadrado, que foi utilizada como uma
distribui¢cdo de referéncia para avaliar a bondade de ajuste da distribuicdo Watson complexa.
Essa aproximacdo foi avaliada para diferentes configuracdes dos parametros da distribui¢ao
Watson complexa. Viu-se ainda, para quais valores de k essa aproximacao funcionava, ja que a
forma média ndo influencia diretamente na aproximagdo. A avaliacdo da aproximacao foi feita
através dos testes TRV, TKS, TCM e TAD, no qual concluiu-se que a aproximacao é boa para
valores de x > 10.

Essa mesma aproximacao foi avaliada com os valores estimados dos pardmetros da
distribuicao Watson complexa. Porém, os resultados ndo foram satisfatorios, pois foi observado
que os tamanhos dos testes ficavam muito abaixo do valor tedérico. Além disso, notou-se que
a estimativa X era a responsével pela falha dos testes. Assim, foi proposta uma transformacio,
na qual ndo era mais preciso estimar o valor de k. Assim sendo, foram utilizados os testes
TRV, TKS, TCM e TAD com o método bootstrap, em que uma distribui¢do empirica foi gerada
para cada teste e os testes foram realizados normalmente. Concluiu-se que os testes utilizados
com o método bootstrap alcancaram um bom desempenho em termos de tamanho e poder do
teste. Por fim, foram utilizados vérios bancos de dados, nos quais alguns deles se ajustaram a
distribuicdo Watson complexa. Ademais, viu-se que quando o tamanho da amostra € pequena, 0s
testes podem divergir em relagdo a rejei¢ao da hip6tese nula. Entretanto, quando o tamanho da

amostra cresce os testes indicam concluir a mesma decisio.
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5 BONDADE DE AJUSTE PARA A DISTRIBUICAO BINGHAM COMPLEXA
5.1 INTRODUCAO

A distribuicdo Bingham complexa, assim como a Watson complexa, é de grande
importancia na andlise de forma. Essa distribuicdo foi proposta por Kent (1994), em que nesse
trabalho sdo mostradas algumas propriedades como: relacdo com a Bingham real, estimacao via
MV e fun¢do geradora de momentos. Foram propostos trés geradores para a Bingham complexa
de nimeros pseudo-aleatdrios por Kent, Constable e Er (2004), no qual esses geradores foram
comparados e conclui-se que os métodos de simulacao possuem desempenho diferentes quando
trabalhados em alta ou baixa concentracdo. Contudo, existe uma particularidade entre esses
simuladores que diz respeito a rotacdo. A matriz de parametros € transformada na matriz de
autovalores tornando a rotacao fixa. Dessa forma, sempre sdo geradas amostras com a mesma
forma média. A vista disso, é proposto um novo gerador para a distribui¢io Bingham complexa,
no qual o pesquisador poderd especificar toda a matriz de parametros ou apenas os autovalores e a
forma média, ocasionando em um controle maior na simulagao de observagdes dessa distribui¢ao.

Atualmente, ndo existem testes de bondade de ajuste para distribuicdo Bingham
complexa. Pensando nisso, foi estudado o uso de uma aproximacao da distribui¢ao Bingham
complexa para a distribui¢do normal multivariada complexa singular e uma transformacao que
recai em uma distribuicao Qui-quadrado (da mesma forma como visto no Capitulo 4 sobre a
distribuicao Watson).

Serd apresentada a distribuicdo Bingham complexa com suas principais propriedades
na Secdo 5.2; na Secdo 5.3 € mostrado um simulador para a distribui¢cdo Bingham complexa; na
Sec¢do 5.4 € descrito a ortogonaliza¢do de Gram-Schimdt e o seu uso no simulador; na Secdo 5.5
€ mostrado uma aproximacgao da distribuicao Bingham complexa para a normal multivariada
complexa singular e uma transformagao que leva na distribui¢do de Dirichlet; por fim, nas Secdes
5.6 € 5.7 sao mostrados resultados numéricos através de experimentos de simulagdo e aplicacdes

em dados reais, respectivamente.

5.2 DISTRIBUICAO BINGHAM COMPLEXA

A distribuicdo Bingham complexa é muito utilizada e € uma importante distribuicao
na esfera complexa para a andlise de pré-formas. Uma varidvel aleatoria Z possui distribui¢ao

Bingham complexa, denotada por CBy_,(A), se possuir a densidade
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f(z) = c(A)"exp(z*Az),

na qual A é uma matriz Hermitiana e ¢(A) é a constante de normaliza¢io dada por

k—1
C(A) = 27'L'k_l Z aiexp(l,-), al-_l = H(AJ — )L,'),
i=1 i#j
com 11 < 12 << 1/(_1 = 0 que sdo os autovalores da matriz A.
Seja uma amostra aleatéria Z,...,Z, com distribui¢do CB;_;(A). Considere a
decomposicdo espectral (Teorema 1) da matriz A = Zi:ll /:t,-’yi}'f edamatrizS =Y" | Z,Z; =

Zi.‘:_ll Aig;g;. Dessa forma, tem-se que os estimadores de MV sdo dados por

~

y=g,i=12,. k-1,

e supondo alta concentracio

5.3 SIMULADOR DA DISTRIBUICAO BINGHAM COMPLEXA

A distribuicao Bingham complexa possui trés geradores propostos por Kent, Cons-
table e Er (2004). Entretanto, a forma média é fixa e para gerar dados com uma forma média
diferente € necessario rotaciona-los. Portanto, € proposto um gerador utilizando o método da
aceitacao-rejeicao para a distribuicdo Bingham complexa em que o usudrio poderd fornecer a
forma média desejada, ou ainda, a propria matriz A. Para encontrar um gerador, também sera
utilizado a desigualdade da Equacgdo (4.2) proposta por Kent, Ganeiber e Mardia (2013), que é
dada por

e lgna (4l \"?
1+2u/b)

comu>0,qg>0,0<b<qe essa desigualdade deve ser minimizada em relagcdo a b. Fazendo

u = —z*Az. Entao, pela desigualdade temos que
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e g tamp (/b "
= 1+2ub)

(g-b)/2, a/27—a/2 1 "2
< o (g— a/2p—-4q
= ¢ o (z*[lk_l—zA/b]z) ’

q/2
< DRyl (z*Bllz) B '=1L_,—2A/b.

Assim,

~q¢/2 [B|"' I(q/2) 2m%”
B|~! 279/2 T'(q/2)’

e—Z*(—A)Z S e_(q_b)/zqq/zb_q/z (Z*B_1Z>
f(z) < C<A)—le—(q—b)/qu/Zb—q/Zzn_q/z|B|g(z)
- I'(q/2) ’
em que f(z) possui distribui¢ao Bingham complexa e g(z) com distribui¢aio CGAC (4.3) fazendo

q= 2(k — 1). Desta maneira, temos

2
M:c(A)—le—<q—b>/2qq/2b—q/2r2(7;—q//2)yB|. (5.1)
A equagdo (5.1) € uma fun¢@o ndo-linear em relacdo a b e deverd ser minimizada. O Algoritmo
16 resume os passos para a geracdo de n amostras do método da aceitagdo-rejei¢do para a
distribui¢cdo Bingham complexa. Com o intento de estudar a taxa de aceitacdo desse gerador, foi
utilizado o seguinte esquema de simulacao:
e Consideramos as dimensdes k = 3,4,5,6,7,8,9,10;
e Arotagdo é fixadaem U=1;_;
e Para cada dimensao k, seja ii—z =0ojk—1,k—2,--- ,0)" o vetor de autovalores, no qual
oj é o j-ésimo valor do vetor 6 = (1,5,8,10,20,30,40, 50,100,500, 1000, 3000, 5000)
comj=1,2,...13;
e Por fim, formando as matrizes Ai_z = Udiag(i,i,z)U*.

Na Tabela 15 estdo as taxas de aceitacdo para as configuracdes da dimensdo do
vetor de pré-forma k — 1 e para vérios valores do vetor de autovalores da matriz A utilizando
o Algoritmo 16. Pode-se ver que as taxas de aceitacdo sao elevadas (acima de 90%) quando o
valor de o é pequeno (baixa concentracdo) considerando todas as dimensdes. Em contra partida,

quando a dimensao do vetor de pré-forma aumenta junto com o valor de ¢ (alta concertacdo), as

probabilidades de aceitagdo diminuem.
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Talvez seja dificil criar uma matriz Hermitiana para simular dados da Bingham
complexa. O problema se torna mais dificil a medida que a dimensao do vetor de pré-forma
aumenta. Em vista disso, € proposto uma maneira de criar essa matriz, fornecendo o vetor de
autovalores e a forma média desejada. Isso serd feito por meio de um método bastante conhecido,

chamado de ortogonaliza¢do de Gram-Schimdt.

Tabela 15 — Probabilidade de aceitacdo (1/M) utilizando a distribuicio CGAC para gerar
amostras da distribuicao Bingham complexa, usando varias combinacoes de
autovalores e da dimensao k, para uma rotacao fixa.

k

3 4 5 6 7 8 9 10

1 0,9808 0,9739 0,9703 0,9682 0,9668 0,9657 0,9649 0,9643

3 0,8914 0,8434 10,8156 0,7972 0,7840 0,7741 0,7664 0,7602

5 10,8223 0,7406 0,6909 0,6566 0,6310 0,6111 0,5950 0,5816

8 10,7693 0,6643 0,6004 0,5561 0,5229 0,4967 0,4754 0,4575

10 | 0,7508 0,6388 0,5710 0,5241 0,4890 0,4615 0,4391 0,4203
20 | 0,7144 0,5907 0,5172 0,4671 0,4299 0,4010 0,3776 0,3581
30 | 0,7026 0,5757 0,5010 0,4502 0,4128 0,3837 0,3602 0,3408
40 | 0,6968 0,5684 10,4931 04421 0,4046 0,3755 0,3521 0,3327
50 |0,6933 0,5641 0,4885 04374 0,3999 0,3708 0,3473 0,3280
100 | 0,6864 0,5556 0,4795 0,4282 0,3906 0,3615 0,3382 0,3189

1000 | 0,6803 0,5482 0,4716 0,4202 0,3826 0,3536 0,3303 0,3111

5000 | 0,6797 0,5475 0,4709 0,4195 0,3819 0,3529 0,3296 0,3104

Algoritmo 16: Simulador da distribuicdo Bingham complexa utilizando o método da
aceitacdo-rejeicao.
Entrada: Nimero de amostras »n e a matriz de pardmetros A.
Saida: n amostras da distribui¢ao Bingham complexa.
1: Sejam f(z) e g(z) as densidades da distribui¢do Bingham complexa e CGAC, respectivamente.
2: Gere de forma independente uma amostrau de U ~ % (0,1) ezde Z ~ g.
3: Aceite z como sendo um amostra da Bingham complexa se

f(z)
= Mg(z)’

em que M € dado por (5.1) e deve ser minimizado em relag@o a b. Caso contrario, volte ao passo
2.

4: Repita os passos 2 e 3 até que se tenha n amostras.

5: Retorne as n amostras e a probabilidade de aceita¢do 1/M.
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5.4 ORTOGONALIZACAO DE GRAM-SCHMIDT

O processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt € um método utilizado para obter
uma base ortogonal a partir de uma base qualquer. Em outras palavras, o método consiste em
transformar um conjunto de vetores linearmente independentes em um conjunto ortogonal de
vetores, gerando o mesmo espago vetorial (GENTLE, 1998, p. 102). A aplicag@o do processo de

Gram-Schmidt nas colunas (vetores) de uma matriz C produz o seguinte resultado

C = QR,

em que Q é uma matriz ortogonal e R uma matriz triangular. Dessa forma, vamos considerar
um conjunto de vetores X,Xo, ..., X, que sdo linearmente independentes. Assim, o processo de

Gram-Schmidt € dado por

uj

u; = Xi, € = m;
up

w=x;—(x; €)ey, ezzm,
n—1 - u,

un:xn—Z(xnej)ej, en:”u R
n

j=1
Portanto, temos a matriz ortogonal Q = (e;|ez|---|e,) (BOYD; VANDENBERGHE, 2018,

p- 97-99,190) e a matriz

(x1,e1) (xp,e1) (x3,e1) ... (Xu,ep)

R 0 (xp,€2) (xp,e3) ... (Xp,€)

0 0 0 coe (Xp,ep)
Essa decomposicdo também pode ser utilizada em vetores complexos, basta utilizar
o transposto conjugado onde existir o operador transposto ()T (HUANG; TSALI 2011). Esse
processo serd utilizado para construir uma matriz ortogonal para ser utilizada no gerador da
Bingham complexa. No qual, serd fornecido a forma média desejada e o processo encontrard a

matriz ortogonal, mantendo a forma média que foi estabelecida.
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5.4.1 Simulador da Distribuicao Bingham Complexa via Gram-Schmidt

Como ilustragdo, considere matriz de configuragdo da equacgdo (4.5) utilizada no
simulador da distribuicdo Watson complexa. Apds a utilizagdo dos precedimentos de remog¢ao

da locagdo e escala, tem-se o vetor

—0,4629 — 0,3086i
0,4629 — 0,3086i
0,0000+0,6172i

|,

u

Perceba que para utilizar o processo de Gram-Schmidt é necessario fornecer uma
matriz. A vista disso, considerando que k — 1 = 3 (mantendo a notacdo da pré-forma), uma

alternativa € preencher a matriz com uma matriz identidade sem a primeira coluna, ou seja,

C=[p[I-4],

no qual I_; € a matriz identidade de dimensdo 3 sem a primeira coluna. Agora, basta utilizar
o processo de ortogonalizacdo e veja que a primeira operacdo do processo nao altera a forma

média. Assim, apds o processo temos que a matriz C = QR, no qual

—0,4629 —0,3086i 0,1433+0,3438; 0,4120—0,618i

Q= 0,4629 —0,3086i 0,8309+0,0000: 0,0000+ 0,000i
0,000040,6172i 0,2292—0,3438; 0,6695+ 0,000
- [“|Q—]]a

em que Q_; é a matriz Q sem a primeira coluna. Para criar a matriz de parametros da Bingham

complexa, considere a decomposi¢ao espectral da matriz A,
A =UAU".

Agora, faca U = [Q_;|u] e A =diag(A1,A,,0). Assim, basta informa os autovalores e teremos a
matriz de parametros desejada. Como ilustracdo, veja a Figura 33, onde estdo algumas simulagcdes
para n = 50 amostras da distribuicdo Bingham complexa considerado quatro pares de autovalores
diferentes. Perceba que, a medida que os autovalores A, A, — —oo, 0s pontos vao ficando mais
concentrados ao redor da forma média e isso é caracterizado como alta concentracao.

No Algoritmo 17 estdo descritos os passos para obter uma amostra de um varidvel

aleatéria Bingham fornecendo a forma média e a matriz de autovalores.
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Figura 33 — Amostras da distribuicio Bingham complexa, considerando a forma média u
da equacao (4.9), n = 50 e diferentes pares de autovalores: (a) A} = —2, 1, =
—1; (b) A; = —20,4, = —10; (¢) Ay = —100,A, = —50; (d) A; = —1000,4, =
—500.

Algoritmo 17: Simulador da Bingham complexa utilizando o método da aceitacao-
rejeicdo por Gram-Schmidt.
Entrada: Nimero de amostras n, forma média g e a matriz de autovalores A.
Saida: n amostras da distribuicdo Bingham complexa.
1: Crie a matriz C = [p|I_4];
2: Utilize o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schimdt, resultando em C = QR;
3: Faga U= [Q_|u;
4: Por fim, faga A = UAU" e utilize o Algoritmo 16.
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5.5 APROXIMACAO DA DISTRIBUICAO BINGHAM COMPLEXA PELA NORMAL
MULTIVARIADA COMPLEXA SINGULAR

Inicialmente, considere uma varidvel aleatéria Z ~ CBy_»(A). Assim, constante de

normalizagdo da distribui¢do Bingham complexa, que é dada por

k—1
c(A) =27k! Z ajexp(1;), aJTI = H(j‘l — 1),

j=1 i#]

em que 11 < 12 << Zk—l = 0 sdo os autovalores da matriz A. Observe que

c(A):an” expfil)~ X CXP~( 2)~ et exp@k_z) . 1 ]
iz (4 =) g2 (A2 = 40) Misk—2(aa—24)  TTZH(—A)
Veja que
M, — 1,2, k-2,
[ipr(r — 1)

o numerador € dado por uma funcdo com decaimento exponencial e o denominador € um

polindmio de grau kK — 3 em . Assim sendo, supondo alta concentracao, dispomos que

im P
Ay—y—oo Hi;«ér(kr - /li)

Em consequéncia disso, a constante de normalizacao € recalculada, tornando-se

=0, parar=1,2,...,k—2.

k—2
c(A) =22 Y([T-2) "
i=1

— pl+k=242—k k-1

—~
|
DO
N
L

_ (2ﬂ)k—12—(k—2)( _ii)—l

k=2
= 2m) (247"
i=1
A densidade da Bingham complexa, supondo alta concentracao, é aproximadamente (KENT,
1994)

_ exp{z*Az} _exp{—3z"(—2A)z}
IS A e (<240

f(z)

Perceba que o posto de A € igual a k — 2, pois A possui k — 2 autovalores diferentes
de zero. Portanto, pode-se ver que Z ~ CSN;_ (0, —%A‘). Utilizando o resultado da equacio

(4.15), tem-se que



149

LA L3y ). (5.2)

Esse resultado serd utilizado na criacao de testes de bondade de ajuste para a dis-
tribuicdo Bingham complexa. Perceba que distribui¢do independe dos valores da matriz A,
depende apenas do posto da matriz que é k —2. Ademais, seré feita uma andlise para verificar
a qualidade dessa aproximacao para diversas configuragdes dos parametros de concentracao.

Assim, identificando para quais valores da concentrac¢do, a aproximagao em (5.2) € satisfeita.
5.5.1 Avaliacao da Aproximacao da Distribuicao Qui-quadrado - Bingham Complexa

Foram geradas n = 200 amostras da distribui¢do CBg_»(A), considerando a matriz

(400 0 0 0 o0
0 —30 0 0 0
0 0 -—20 0 of.
0 0 0 —100 0
0 0 0 0 0

Utilizando a aproximacao da equacao (5.2), obtém-se uma distribui¢ao X§~ Pela Figura 34,
percebe-se que a distribuicdo Xg% se ajusta perfeitamente utilizando o resultado em (5.2).
Com o propésito de ampliar esse resultado, serdo utilizadas 5000 réplicas de Monte
Carlo para averiguar o tamanho do TRV (4.17), TKS (4.19), TCM (4.20) e TAD (4.21) para
diferentes configura¢des da matriz A, nimero de amostras e utilizando a dimensao do vetor de
pré-forma k — 1 = 5. As configuracdes utilizadas foram:
e A =0 xdiag(—4,-3,-2,—1,0);
e 0=1,3,5,8,10,20,30,40,50,100, 1000, 5000;
e n=20,30,40,50,100,200.
Na Tabela 16, estdo os resultados da simulacdo utilizando um tamanho de ¢t = 5%.
Nota-se que para os valores de o > 8, as taxas de rejeicao se aproximam do nivel de 5%, para
todos os valores de n. Portanto, conclui-se que os testes funcionam para essa aproximacao. No
Apéndice B, nas Tabelas 49 e 50 estdo as taxas de rejei¢do para a simulacdo utilizando o = 1%
e 10%, respectivamente. A mesma situacao ocorre, indicando que os testes também funcionaram

para ¢ > 8.
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Figura 34 — Analise grafica utilizando a aproximacio (5.2), utilizando dados da distri-
buicio Bingham complexa com k = 6, A = diag(—400,—300,—200,—100,0)
e n = 200. Grafico (a): Histograma; (b): Quantil-Quantil.
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Evidentemente, os parametros da distribuicdo Bingham complexa nio sdo conhe-
cidos. Dessa forma, a proposta € utilizar o resultado (5.2) com as estimativas dos parametros
via MV, como feito anteriormente para a distribuicdo Watson complexa. Os testes foram utili-
zados com os parametros estimados, porém, assim como na distribuicdo Watson complexa, os
resultados ndo foram satisfatérios. O método bootstrap foi utilizado nos testes, mesmo assim,
também nao produziram melhoras. Dessa forma, foi utilizado a mesma transformacao proposta
para os testes de adequacgdo da distribuicdo Watson complexa, resultando em uma distribui¢do de
Dirichlet.

Considere uma amostra aleatéria Zj, ..., Z, de Z ~ CB;_(A). Assim, utilizando a

aproximagdo em (5.2) e fazendo

Vi=-2Z;A"Z; parai=1,...,n,

temos que V; =~ Xzzk_4, equivalentemente, V; ~ Gama(k — 2,%). Assim sendo, considere a

transformacao

V; —27AZ;

Yj =y ’ =\ . * i (53)
i=1Vi  Yio —2Z;A7Z;
Az,
= n Z*A_Z’ ]:1,...,n.

i=1%i i
Desse modo, pelo Teorema 5, Y1,...,Y,_| possui distribui¢do conjunta Dr(ay,...,a,), no qual
ai=k—2(i=1,...,n). A densidade conjunta de (5.3) é uma distribui¢do simétrica de Dirichlet

e possui a densidade
F(na) n—1 ] n—1 a1
— a— .
f()’lau-,)’nfl)—m lI:—IIyl 1_;)71 )
para (y1,...,ya—1) € Sea=k—2. A distribui¢do marginal paracaday; (i=1,...,n—1) é Beta

com a densidade dada por

['(na)
[a)'((n—1)a)

fi) = ol —y)rhaml sy e (0,1). (5.4)

Dessa forma, serd utilizada a transformacao (5.3) com a matriz estimada via MV e
os testes serdo utilizados para verificar se os dados provém da distribui¢do Beta com densidade
(5.4) juntamente com o método bootstrap para estimar a distribuicao das estatisticas de testes

empiricamente.
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5.6 AVALIACAO NUMERICA - SIMULACAO
5.6.1 Tamanho do Teste

Para a simulacio de tamanho, foram utilizadas as seguintes configuragdes:
e A =0 xdiag(—4,-3,-2,—1,0);
e 0 =8§,10,20,30,40,50,1000,5000;
e n =20,30,40,50,100,200.
Na Tabela 17 estdo os resultados das simulacdes considerando os valores de ¢ =
8,40, 5000, utilizando n = 20, 30,40, 50, 100, 200 e considerando os tamanhos &t = 1%, 5%, 10%
para todos os testes. Analisando o TRV, percebe-se que para n = 20,30 e 40 os valores dos
tamanhos estimados ficaram um pouco acima dos verdadeiros valores de . Para os testes TKS
e TCM, em todas as configuracdes, os tamanhos estimados ficaram muito préximos dos valores
verdadeiros. Por fim, o TAD também resultou em um bom desempenho, exceto quando ¢ = 8
para n = 20 e 30, porém quando o > 10 esse problema ndo ocorre (ver Apéndice B). De modo
geral, quando o tamanho da amostra cresce, o valor da probabilidade de rejeicao se aproxima
ainda mais do verdadeiro nivel nominal do teste. Para verificar outras configuragdes, ver as

Tabelas 51, 52 e 53 no Apéndice B.
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Tabela 17 — Taxas de rejeicao de Hy : os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método bootstrap, con-
siderando a matriz A = o x diag(—4,-3,—2,—1,0), para ¢ = 10,50,5000,
n = 20,30,40,50, 100,200 e os niveis de significancia de o = 1%, 5%, 10%.

c 8 40 5000
o 1% 5% 10% 1% 5% 10% 1% 5% 10%
20 | 0,0182 0,0774 0,1398 | 0,0224 0,0892 0,1570 | 0,0176 0,0732 0,1356
30 | 0,0146 0,0652 0,1218 | 0,0162 0,0710 0,1324 | 0,0160 0,0642 0,1134
TRV n 40 | 0,0122 0,0640 0,1204 | 0,0136 0,0630 0,1228 | 0,0124 0,0590 0,1128
50 | 0,0116 0,0584 0,1080 | 0,0118 0,0616 0,1206 | 0,0126 0,0570 0,1158
100 | 0,0102 0,0596 0,1128 | 0,0104 0,0542 0,1030 | 0,0082 0,0422 0,0920
200 | 0,0112 0,0500 0,1052 | 0,0120 0,0572 0,1080 | 0,0102 0,0556 0,1096
20 | 0,0106 0,0508 0,1084 | 0,0094 0,0600 0,1122 | 0,0120 0,0570 0,1134
30 | 0,0096 0,0490 0,0994 | 0,0092 0,0524 0,1018 | 0,0096 0,0512 0,1032
TKS n 40 | 0,0086 0,0454 0,0988 | 0,0106 0,0488 0,0998 | 0,0080 0,0468 0,0966
50 | 0,0082 0,0492 0,1020 | 0,0094 0,0504 0,1008 | 0,0118 0,0504 0,0976
100 | 0,0088 0,0474 0,0994 | 0,0094 0,0530 0,1008 | 0,0076 0,0468 0,0940
200 | 0,0112 0,0518 0,1026 | 0,0102 0,0508 0,0988 | 0,0118 0,0516 0,1028
20 | 0,0114 0,0560 0,1020 | 0,0124 0,0622 0,1192 | 0,0114 0,0588 0,1146
30 | 0,0104 0,0470 0,0970 | 0,0106 0,0558 0,1094 | 0,0112 0,0524 0,1074
TCM  n 40 | 0,0090 0,0462 0,1012 | 0,0126 0,0522 0,0988 | 0,0086 0,0430 0,0932
50 | 0,0086 0,0494 0,0996 | 0,0088 0,0508 0,1020 | 0,0138 0,0518 0,0988
100 | 0,0086 0,0520 0,1054 | 0,0104 0,0542 0,1072 | 0,0078 0,0446 0,0930
200 | 0,0098 0,0512 0,0982 | 0,0106 0,0520 0,0974 | 0,0100 0,0516 0,1052
20 | 0,0048 0,0376 0,0894 | 0,0050 0,0432 0,0958 | 0,0072 0,0452 0,0962
30 | 0,0064 0,0374 0,0832 | 0,0070 0,0434 0,0988 | 0,0080 0,0462 0,0970
TAD n 40 | 0,0082 10,0418 0,0924 | 0,0092 0,0426 0,0882 | 0,0064 0,0392 0,0870
50 | 0,0062 0,0434 0,0878 | 0,0070 0,0468 0,0944 | 0,0094 0,0478 0,0908
100 | 0,0082 0,0528 0,1014 | 0,0102 0,0524 0,1010 | 0,0072 0,0422 0,0852
200 | 0,0102 0,0500 0,1008 | 0,0102 0,0498 0,0996 | 0,0100 0,0512 0,1028

5.6.2 Poder do Teste

Para andlise do poder foi utilizado o mesmo mecanismo de contamina¢do na amostra,
como feito anteriormente para a distribui¢ao Watson complexa. O mecanismo serd utilizado com
uma contaminac¢ao em 10% do tamanho amostral de outra varidvel com distribuigdo Bingham
complexa com uma forma média diferente. O esquema de contaminagdo e avaliacdo do poder é
descrito a seguir:

A =Ulo x diag(—4,-3,-2,—1,0)|]U";
Com os valores de o = 8, 10,20, 30,40, 50, 100, 1000, 5000;

A matriz de rota¢do encontrar-se-4 fixada em U = I, em consequéncia, a forma média

nesse caso € a tltima coluna na matriz identidade, isto é, g = (0,0,0,0, I)T;

Foram usados sete valores para a contaminac¢ao da forma média, os mesmos utilizados
para a andlise de poder da distribuicio Watson complexa através do vetor € dado em
(4.25). Gerando as mesmas formas médias calculadas através da equacdo (4.26). Para

geragdo dessas amostras, foi utilizado o simulador da distribuicdo Bingham complexa via
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Gram-Schmidt no qual os passos desse simulador sao descritos no Algoritmo 17.
Considerando & = 5%, concluiu-se que a partir de ¢ = 20 o poder comeca a aumentar
a medida que o valor da contaminagdo e o numero de amostras aumentam, chegando em torno
de 38% a 50% para n = 200 nos quatro testes (ver Tabela 65). Além disso, percebeu-se que para
o = 100 o poder se torna atrativo, chegando em altos valores a partir de €, como mostrado na
Tabela 18. De forma geral, para um dado tamanho de amostra n fixo, a medida que o valor da
contamina¢do aumenta, o poder também aumenta.
Com o intuito de melhorar a visualizacio dos resultados da Tabela 18, observe na
Figura 35 as curvas de poder para os testes de bondade de ajuste, considerando n = 20,40, 200.
Verifica-se que quanto maior o tamanho da amostra, maior o poder.
Tabela 18 — Taxas de rejeicao de Hy : os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para ¢ = 100,

n = 20,30,40,50, 100,200, nivel de significincia de 5% e 7 valores de contami-
nacao.

€

Teste n &1 & &3 & &s &6 &7
20 | 0,0666 | 0,0554 | 0,0478 | 0,0566 | 0,0826 | 0,1180 | 0,1492
30 | 0,0580 | 0,0612 | 0,0738 | 0,1386 | 0,2118 | 0,2766 | 0,3472
40 | 0,0580 | 0,0608 | 0,1150 | 0,2198 | 0,3408 | 0,4348 | 0,5254
50 | 0,0596 | 0,0764 | 0,1590 | 0,3156 | 0,4578 | 0,5936 | 0,6908
100 | 0,0556 | 0,1566 | 0,3856 | 0,6808 | 0,8524 | 0,9382 | 0,9740
200 | 0,1036 | 0,2946 | 0,7232 | 0,9490 | 0,9942 | 0,9996 | 0,9998
20 | 0,0478 | 0,0456 | 0,0558 | 0,0796 | 0,1034 | 0,1420 | 0,1770
30 | 0,0452 | 0,0584 | 0,0872 | 0,1476 | 0,2238 | 0,2844 | 0,3448
40 | 0,0504 | 0,0642 | 0,1240 | 0,2146 | 0,3438 | 0,4214 | 0,4902
50 | 0,0586 | 0,0734 | 0,1488 | 0,2950 | 0,4266 | 0,5460 | 0,6220
100 | 0,0602 | 0,1414 | 0,3386 | 0,5968 | 0,7882 | 0,8980 | 0,9484
200 | 0,0926 | 0,2334 | 0,6146 | 0,9044 | 0,9878 | 0,9980 | 0,9994
20 | 0,0506 | 0,0446 | 0,0562 | 0,0798 | 0,1122 | 0,1526 | 0,1938
30 | 0,0484 | 0,0594 | 0,0878 | 0,1642 | 0,2562 | 0,3264 | 0,4058
40 | 0,0512 | 0,0640 | 0,1332 | 0,2450 | 0,3900 | 0,5086 | 0,5840
50 | 0,0626 | 0,0756 | 0,1724 | 0,3526 | 0,5092 | 0,6516 | 0,7362
100 | 0,0578 | 0,1552 | 0,3916 | 0,6980 | 0,8812 | 0,9624 | 0,9872
200 | 0,0962 | 0,2826 | 0,7216 | 0,9640 | 0,9980 | 0,9998 | 1,0000
20 | 0,0378 | 0,0412 | 0,0620 | 0,1020 | 0,1540 | 0,2006 | 0,2532
30 | 0,0432 | 0,0630 | 0,1072 | 0,1936 | 0,3106 | 0,3972 | 0,4974
40 | 0,0490 | 0,0700 | 0,1612 | 0,2970 | 0,4560 | 0,5796 | 0,6688
50 | 0,0636 | 0,0900 | 0,2016 | 0,4078 | 0,5770 | 0,7234 | 0,8138
100 | 0,0632 | 0,1734 | 0,4422 | 0,7554 | 0,9172 | 0,9832 | 0,9952
200 | 0,1054 | 0,3142 | 0,7692 | 0,9768 | 0,9990 | 1,0000 | 1,0000

TRV

TKS

TCM

TAD
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Figura 35 — Curvas de poder para os teses de bondade de ajuste, considerando o vetor de
contaminacio € com 7 valores, 6 = 100 e n = 20,40,200.

Na Figura 36 pode-se analisar o desempenho entre os testes em relacdo ao poder.
Veja que, em todas as situagdes do numero de amostras o0 TAD obteve um poder maior do que
os demais testes. Entretanto, quando o tamanho da amostra cresce, a diferenca entre os testes €
pequena.

Considerando uma concentragao um pouco maior com ¢ = 1000, veja na Figura 37
que o TAD obteve uma curva de poder bem acima dos outros testes quando n = 20 e, quando o
nimero de amostras aumenta, rapidamente o poder do teste se aproxima de 1. As andlises do
poder também foram realizadas considerando & = 1% e 10%, produzindo resultados similares.

Para mais detalhes, ver Apéndice B.
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Figura 36 — Comparacao entre as curvas de poder para os teses de bondade de ajuste, con-
siderando o vetor de contaminacao € com 7 valores, c = 100 e n = 20,40, 200.
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Figura 37 — Comparacao entre as curvas de poder para os teses de bondade de ajuste, con-

siderando o vetor de contaminacao € com 7 valores, ¢ = 1000 e n = 20,40, 200.
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5.7 APLICACAO EM DADOS REAIS

Os dados utilizados sao os mesmos discutidos na subse¢ao 3.11 e na secdao 4.8. A
Tabela 19 possui um resumo de alguns valores para os testes de adequagdo, como: o tamanho da
amostra 7, nimero de marcos k, estimativas do primeiro e pendltimo autovalores da matriz A e os
valores de significancia para cada teste em todos os bancos de dados. Note que todos autovalores
estimados sdo grandes em valor absoluto e o menor deles é 22, para os dados referentes ao
digito 3. Portanto, se os dados possuirem distribui¢do Bingham complexa, a aproximagdo para
a distribuicao normal multivariada complexa singular sera boa e, consequentemente, os testes
funcionardo, com visto nas simulacdes da Tabela 16. Ademais, pode-se ver que ao nivel de
significancia de 5% e considerando a decisdo da maioria dos testes, houve unanimidade entre os
testes para os dados sobre os cranios de gorilas, chimpanzés, orangotangos na categoria fémea e
os dados referente ao digito 3, ou seja, ndo rejeita-se a hipdtese de que esses dados provém de
uma distribui¢do Bingham complexa. Por outro lado, houve divergéncia entre o TKS e os demais
testes nos dados de vértebras na categoria pequena, porém pela maioria, também nao rejeita-se
a hipétese nula. Por fim, ocorreram empates, em que dois testes rejeitam a hipétese nula e os
outros dois ndo rejeitam, essa situacao ocorreu nos dados de orangotango macho, vértebra grande
e para os dados de conchas. Porém caso fosse considerado um nivel de 1%, poderia-se dizer que

todos os dados possuem distribui¢do Bingham complexa.

Tabela 19 — Resultados para os testes de adequacido da distribuicio Bingham complexa
utilizando os testes TRY, TKS, TCM, TAD.

Valor-p

Dados n k A M—> TRV TKS TCM  TAD
Gorila Macho |29 8 -13488 -790 0,4930 0,9810 0,9700 0,9570
Fémea |30 8 -16175 -1062 0,9730 0,2000 0,1030 0,1490
Chipanzé Macho |28 8 -14136 -955 10,1390 0,2390 0,2620 0,3310
Fémea |26 8 -10228 -827 0,1250 0,0410 0,1130 0,0850
Orangotango Macho |30 8 -6205 -665 0,0430 0,0250 0,0060 0,0050
Fémea |24 8 -10017 -1015 0,1730 0,7580 0,4740 0,4960
Vértebras Grande |23 6 4862 -446 0,1650 0,0700 0,0110 0,0120
Pequena | 23 6 -5509 -320 0,2670 0,0350 0,0960 0,1480
Digito 3 30 13 -7955 -22.0,9740 0,3230 0,2610 0,3810
Conchas 21 3 -209 - 0,0280 0,3280 0,2000 0,0390

Na Tabela 20 estao os resultados para os dados do crescimento em 18 ratos com
8 marcos ao longo de 8 periodos. Note que as estimativas dos dois autovalores sdo muito

grandes em valor absoluto, indicando alta concentracao em todos os 8 periodos de crescimento.
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Considerando a decisdao da maioria dos testes, apenas para dos dados referentes ao 90° dia,
que a hipétese de que os dados ndo provém da distribuicio Bingham complexa é rejeitada.
Para os demais dias de crescimento, ndo rejeita-se a hipotese de que esses dados possuem uma

distribuicdo Bingham complexa ao nivel de significancia de 5%.

Tabela 20 — Resultados para os testes de adequacido da distribuicio Bingham complexa
para os dados dos cranios de 18 ratos e 8 marcos através de 8 momentos de
crescimento utilizando os testes: TRV, TKS, TCM e TAD.

Valor-p

Dias | A M-, TRV TKS TCM TAD

7 | -27806 -2290 0,5970 0,5380 0,7310 0,7830
14 | -28379 -3272 0,4580 0,3340 0,2290 0,2160
21 | -41034 -4925 10,5690 0,1550 0,1010 0,0890
30 | -42981 -4520 0,5950 0,8060 0,6990 0,6950
40 | -38630 -5273 0,4630 0,7590 0,7320 0,7050
60 | 40145 -4348 0,0720 0,1730 0,0430 0,0720
90 | -95458 -4198 10,0050 0,1180 0,0210 0,0360

150 | -55655 -3488 0,1430 0,0480 0,1420 0,2110
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5.8 CONCLUSAO

Neste Capitulo foi introduzido uma aproximacao da distribuicao Bingham complexa
para a distribui¢do normal multivariada complexa singular. Essa aproximacao foi utilizada em
uma forma quadrética que resulta na distribuicao Qui-quadrado, que foi utilizada como uma
distribuicao de referéncia para avaliar a bondade de ajuste da distribuicao Bingham complexa.
Essa aproximacao foi avaliada para diferentes configuracdes da matriz de parametros, com a
matriz de rotacdo fixa e modificando os autovalores, e viu-se situacdes em que essa aproximagao
funcionava. A avaliacdo dessa aproximacao foi feita através dos testes: TRV, TKS, TCM e TAD,
no qual concluiu-se que a aproximagdo € boa para configuragdes de autovalores que possuem o
penultimo autovalor menor ou igual a —8.

Essa aproximacao foi avaliada para a matriz estimada dos pardmetros via maxima
verossimilhanga da distribui¢ao Bingham complexa. Entretanto, os resultados ndo foram satisfa-
torios, observou-se que os tamanhos dos testes ficavam muito abaixo do valor tedrico. Assim,
foi utilizada uma transformacgdo nos dados no qual a distribui¢do conjunta desses dados transfor-
mados € Dirichlet simétrica, em que a marginal de cada varidvel possui distribui¢io beta. Deste
modo, foram utilizados os testes de adequacgdo para a distribui¢do beta com o método bootstrap,
em que uma distribuicao empirica para cada teste foi gerada e os testes foram realizados normal-
mente. Ademais, uma andlise de poder foi realizada e o desempenho de cada teste aumenta a
medida que o tamanho da amostra cresce.

Os testes de adequagdo foram utilizados em diversos bancos de dados, com o intuito
de verificar a bondade de ajuste da distribui¢cdo Bingham complexa. Viu-se que a maioria dos

dados se ajustam ao modelo e que pode ocorrer divergéncia entre as decisdes dos testes.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Virias contribuicdes foram desenvolvidas para a andlise estatistica de forma. Especi-
ficamente, no Capitulo 3, foram propostos vdrios classificadores para serem utilizados no espaco
das pré-formas com uma variedade de critérios. Ademais, todos os classificadores demonstraram
bons desempenhos quando os dados possuem pouca variabilidade (alta concentragdo), ja quando
os dados sdo muito heterogéneos, a SVM demonstrou um desempenho superior aos outros
classificadores. Outro ponto importante, foi a combinagdo entre os classificadores pelo método
ensemble, o que pode proporcionar uma maior credibilidade na classificacdo, embora, as vezes a
taxa de erro nao melhora em comparagdo com os classificadores individuais.

No Capitulo 4, foi proposto um simulador para a distribuicdo Watson complexa
utilizando uma desigualdade e a distribuicao complexa angular central gaussiana. O simulador
possui uma alta taxa de aceitacao quando os dados ndo possuem alta concentracao e o valor da
dimensao do vetor de pré-forma € pequeno. Posteriormente, foi abordado o contexto da bondade
de ajuste para a distribuicao Watson complexa. Inicialmente, foi utilizada uma aproximagao
pela distribuicdo normal multivariada complexa singular, essa aproximacao foi utilizada em uma
transformacao para a distribui¢do Qui-quadrado, que foi verificada através dos testes da razao de
verossimilhangas, Kolmogorov-Smirnov, Cramér-von Mises e Anderson-Darling. Concluiu-se
através de simulacdes de Monte Carlo que a aproximagdo € boa para Kk > 10. Porém, na pratica é
necessario estimar esse parametro e a aproximagao nao funcionou, pois os tamanhos calculados
através da simulacdo de Monte Carlo ficaram muito abaixo do valor tedrico testado. Assim,
foi proposta uma nova transformagdo que resultou em uma distribui¢do de Dirichlet, no qual
produziram bons resultados com a utilizacdo do bootstrap. Uma andlise de poder também
foi realizada para varias configuracdes dos parametros com um esquema de contaminacdo da
amostra. Por fim, esses testes foram utilizados em véarios bancos de dados, em que se pode
constatar a adequagdo da distribui¢io Watson complexa.

No Capitulo 5, foi utilizada a distribui¢ao Bingham complexa e foram propostos dois
geradores. Esses geradores proporcionam um controle maior na simulagdo, pois o pesquisador
podera fornecer a matriz de parametros, ou ainda, apenas os autovalores e a forma média
desejada. A taxa de aceitacdo do simulador depende se os autovalores s@o pequenos (em valor
absoluto) e quando a dimensdo do vetor de pré-forma também é baixa. A medida que ambos
aumentam, a taxa de aceitacdo acaba diminuindo. Além disso, foi proposto uma aproximagao

para a distribui¢do normal multivariada complexa singular e foi utilizado um resultado que leva
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na distribui¢do Qui-quadrado. Essa aproximacdo também foi avaliada utilizando os mesmos
testes de adequacgao que foram utilizados para a distribuicao Watson complexa. Viu-se que a
aproximacao € boa para autovalores ndo muito elevados da matriz de parametros. Posteriormente,
foi utilizada uma transformacao considerando as estimativas dos parametros, que forneceu um
bom desempenho com relagdo ao tamanho e poder dos testes. Essa transformacao foi utilizada em
varios bancos de dados e constatou-se que a grande maioria dos dados utilizados se adequaram a
distribui¢do Bingham complexa.

Comparando a adequacio nas bases de dados entre a distribuicio Watson e Bingham
complexa, observou-se que a maioria dos dados se adequam a distribuicdo Bingham. Isso
ocorreu, devido ao fato de que, a distribuicdo Bingham complexa possui mais parametro e,
consequentemente, acaba sendo mais flexivel. Viu-se também que algumas bases de dados se
adequaram em ambas distribui¢des. Ademais, observou-se que os testes podem divergir quando
o tamanho da amostra é pequeno.

Como trabalhos futuros temos, entre outras, as seguintes propostas

e Avaliar os classificadores em transformagdes no espago tangente, como: andlise de compo-
nentes principais e componentes independentes;

e Utilizar os classificadores no espago dos marcos, na andlise de tamanho e forma ou forma;

e Encontrar correcdes analiticas para os testes de bondade de ajuste quando os parametros

ndo sdo conhecidos.
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APENDICE A - SIMULACOES DOS TESTES DE BONDADE DE AJUSTE - WATSON
COMPLEXA

NIVEL NOMINAL - PARAMETROS CONHECIDOS - WATSON COMPLEXA

Nas Tabelas 21 e 22 estdo as simulagdes para os tamanhos de 1% e 5% quando os

parametros sdo conhecidos, respectivamente.
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NIVEL NOMINAL - PARAMETROS ESTIMADOS - WATSON COMPLEXA

Nas Tabelas 23, 24 e 25 estdo as simulag¢des para os tamanhos de 1%, 5% e 10%

quando os pardmetros da distribuicio Watson complexa sdo desconhecidos, respectivamente.

Tabela 23 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa, uti-

lizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método bootstrap, considerando
a forma média p = (0,0,0,0,1) ", diferentes valores de k, diversos tamanhos
amostrais e utilizando o nivel nominal de 1%.

K

Teste | n 10 20 30 40 50 100 1000 5000
20 | 0,0088 0,0102 0,0124 0,0102 0,0106 0,0106 0,0116 0,0124
30 | 0,0096 0,0092 0,0128 0,0100 0,0126 0,0108 0,0098 0,0108
TRV 40 | 0,0066 0,0104 0,0080 0,0098 0,0114 0,0128 0,0086 0,0090

50 | 0,0096 0,0080 0,0090 0,0116 0,0096 0,0100 0,0066 0,0108
100 | 0,0070 0,0090 0,0112 0,0108 0,0084 0,0092 0,0078 0,0104
200 | 0,0160 0,0088 0,0106 0,0090 0,0100 0,0104 0,0122 0,0068

TKS

20 | 0,0116 10,0122 0,0104 0,0090 0,0106 0,0090 0,0092 0,0110
30 | 0,0072 0,0108 0,0114 0,0108 0,0122 0,0098 0,0096 0,0100
40 | 0,0082 0,0096 0,0090 0,0130 0,0118 0,0124 0,0110 0,0114
50 | 0,0078 0,0112 0,0114 0,0098 0,0112 0,0096 0,0098 0,0124
100 | 0,0082 0,0108 0,0090 0,0102 0,0106 0,0084 0,0098 0,0106
200 | 0,0134 0,0114 0,0098 0,0102 0,0086 0,0132 0,0108 0,0090

TCM

20 | 0,0110 0,0108 0,0114 0,0110 0,0094 0,0078 0,0086 0,0098
30 | 0,0092 0,0104 0,0106 0,0108 0,0128 0,0118 0,0086 0,0088
40 | 0,0084 0,0094 0,0120 0,0122 0,0114 0,0094 0,0094 0,0100
50 | 0,0096 0,0090 0,0116 0,0104 0,0094 0,0108 0,0096 0,0112
100 | 0,0066 0,0120 0,0080 0,0104 0,0110 0,0086 0,0096 0,0104
200 | 0,0126 0,0102 0,0086 0,0096 0,0094 0,0108 0,0090 0,0076

TAD

20 | 0,0120 0,0112 0,0130 0,0100 0,0108 0,0084 0,0090 0,0116
30 | 0,0100 0,0108 0,0132 0,0116 0,0114 0,0112 0,0098 0,0090
40 | 0,0072 0,0124 10,0128 0,0102 0,0126 0,0090 0,0088 0,0100
50 | 0,0104 0,0098 0,0124 0,0126 0,0106 0,0102 0,0086 0,0120
100 | 0,0054 0,0102 0,0108 0,0092 0,0102 0,0084 0,0096 0,0104
200 | 0,0118 0,0106 0,0094 0,0116 0,0092 0,0118 0,0106 0,0068
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Tabela 24 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa, uti-
lizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método bootstrap, considerando
a forma média u = (0,0,0,0, 1)T, diferentes valores de x, diversos tamanhos
amostrais e utilizando o nivel nominal de 5%.
K
Teste | n 10 20 30 40 50 100 1000 5000
20 | 0,0424 10,0478 0,0572 0,0504 0,0536 0,0502 0,0568 0,0506
30 | 0,0406 0,0458 0,0570 0,0462 0,0514 0,0482 0,0514 0,0484
40 | 0,0402 0,0564 0,0524 0,0566 0,0504 0,0516 0,0538 0,0566
50 | 0,0466 0,0504 0,0482 0,0550 0,0494 0,0538 0,0488 0,0518
100 | 0,0514 0,0520 0,0532 0,0524 0,0448 0,0462 0,0460 0,0496
200 | 0,0710 0,0458 0,0512 0,0514 0,0496 0,0476 0,0482 0,0442
20 | 0,0444 0,0518 0,0530 0,0510 0,0488 0,0508 0,0538 0,0484
30 | 0,0424 0,0504 0,0554 0,0558 0,0528 0,0450 0,0554 0,0470
40 | 0,0476 0,0522 0,0528 0,0550 0,0518 0,0502 0,0462 0,0540
50 | 0,0462 0,0476 0,0588 0,0510 0,0484 0,0502 0,0502 0,0538
100 | 0,0428 0,0498 0,0442 0,0488 0,0540 0,0462 0,0510 0,0540
200 | 0,0638 0,0462 0,0512 0,0510 0,0442 0,0550 0,0492 0,0516
20 | 0,0466 0,0550 0,0550 0,0504 0,0534 0,0494 0,0516 0,0524
30 | 0,0418 0,0504 0,0546 0,0532 0,0566 0,0480 0,0526 0,0504
40 | 0,0454 0,0534 0,0522 0,0530 0,0538 0,0536 0,0452 0,0530
50 | 0,0454 0,0484 0,0550 0,0480 0,0506 0,0544 0,0486 0,0528
100 | 0,0434 0,0504 0,0490 0,0482 0,0586 0,0450 0,0548 0,0500
200 | 0,0620 0,0478 0,0490 0,0518 0,0476 0,0532 0,0478 0,0492
20 | 0,0492 0,0588 10,0582 0,0504 0,0506 0,0488 0,0536 0,0518
30 | 0,0428 0,0522 0,0556 0,0498 0,0544 0,0468 0,0492 0,0484
40 | 0,0408 0,0562 0,0536 0,0552 0,0510 0,0540 0,0498 0,0534
50 | 0,0456 0,0568 0,0540 0,0562 0,0478 0,0532 0,0514 0,0544
100 | 0,0408 0,0494 0,0496 0,0464 0,0564 0,0472 0,0488 0,0516
200 | 0,0566 0,0488 0,0506 0,0506 0,0498 0,0518 0,0504 0,0478
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Tabela 25 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa, uti-
lizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método bootstrap, considerando
a forma média u = (0,0,0,0, 1)T, diferentes valores de x, diversos tamanhos
amostrais e utilizando o nivel nominal de 10%.

K

Teste | n 10 20 30 40 50 100 1000 5000

20 | 0,0942 0,0960 0,1076 0,1050 0,1024 0,0984 0,1076 0,1010

30 | 0,0892 0,0998 0,1084 0,0972 0,1012 0,1008 0,1046 0,0986

40 | 0,0874 0,1086 0,1042 0,1034 0,0948 0,1052 0,1074 0,1062

50 | 0,0938 0,1002 0,0980 0,1096 0,0992 0,0986 0,0990 0,1018

100 | 0,1054 0,0966 0,1032 0,1024 0,0924 0,0972 0,1022 0,1082

200 | 0,1268 0,0918 0,1028 0,1008 0,0958 0,0968 0,0956 0,0956

20 | 0,0902 0,1000 0,1006 0,1006 0,0998 0,1016 0,1008 0,1022

30 | 0,0864 0,0982 0,1030 0,1046 0,1060 0,0998 0,1076 0,0962

40 | 0,0924 0,1030 0,1054 0,0990 0,1002 0,1048 0,0996 0,1040

50 | 0,0934 0,0950 0,1120 0,1000 0,0988 0,0996 0,1062 0,1040

100 | 0,0918 0,0970 0,0948 0,1016 0,1038 0,0980 0,1000 0,1034

200 | 0,1156 0,0990 0,0978 0,1014 0,0986 0,1010 0,0968 0,1048

20 | 0,0934 0,1066 0,1022 0,1022 0,1028 0,0986 0,0988 0,1022

30 | 0,0884 0,1052 0,1056 0,1032 0,1024 0,0950 0,1034 0,1032

40 | 0,0908 0,1076 0,1046 0,1022 0,1022 0,1088 0,0948 0,1084

50 | 0,0916 0,1020 0,1084 0,0990 0,0942 0,1052 0,1052 0,1056

100 | 0,0910 0,0986 0,0990 0,0954 0,1072 0,0992 0,0978 0,1086

200 | 0,1150 0,0994 0,0962 0,1016 0,1010 0,1000 0,0980 0,0990

20 | 0,1000 0,1104 0,1048 0,0996 0,0990 0,1010 0,1040 0,1044

30 | 0,0880 0,1070 0,1086 0,1056 0,1048 0,0954 0,0982 0,1004

40 | 0,0878 0,1108 0,1106 0,1112 0,1036 0,1076 0,0948 0,1098

50 | 0,0948 0,1088 0,1052 0,1058 0,0948 0,1056 0,1048 0,1082

100 | 0,0892 0,1022 0,1036 0,1000 0,1074 0,0946 0,1016 0,1034

200 | 0,1110 0,0962 0,0968 0,1008 0,1010 0,0990 0,1022 0,0988
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ANALISE DO PODER - WATSON COMPLEXA

Nivel nominal de a = 1%

Tabela 26 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 10,
n =20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 1% e 7 valores de contaminacao.

£

Teste n &1 & & &4 Es &6 &7

20 | 0,0062 | 0,0078 | 0,0060 | 0,0074 | 0,0066 | 0,0084 | 0,0078

30 | 0,0090 | 0,0098 | 0,0082 | 0,0088 | 0,0064 | 0,0066 | 0,0082

40 | 0,0084 | 0,0110 | 0,0072 | 0,0074 | 0,0074 | 0,0096 | 0,0100

50 | 0,0058 | 0,0092 | 0,0098 | 0,0102 | 0,0092 | 0,0110 | 0,0100

100 | 0,0084 | 0,0114 | 0,0124 | 0,0092 | 0,0122 | 0,0124 | 0,0146

200 | 0,0178 | 0,0160 | 0,0176 | 0,0178 | 0,0212 | 0,0212 | 0,0222

20 | 0,0072 | 0,0080 | 0,0084 | 0,0074 | 0,0078 | 0,0088 | 0,0084

30 | 0,0096 | 0,0094 | 0,0090 | 0,0084 | 0,0052 | 0,0072 | 0,0094

40 | 0,0076 | 0,0086 | 0,0094 | 0,0068 | 0,0092 | 0,0080 | 0,0090

50 | 0,0078 | 0,0076 | 0,0084 | 0,0084 | 0,0088 | 0,0090 | 0,0078

100 | 0,0066 | 0,0120 | 0,0094 | 0,0102 | 0,0096 | 0,0110 | 0,0102

200 | 0,0132 | 0,0130 | 0,0124 | 0,0142 | 0,0156 | 0,0156 | 0,0156

20 | 0,0096 | 0,0060 | 0,0080 | 0,0086 | 0,0092 | 0,0088 | 0,0100

30 | 0,0108 | 0,0096 | 0,0094 | 0,0094 | 0,0062 | 0,0094 | 0,0090

40 | 0,0078 | 0,0068 | 0,0094 | 0,0070 | 0,0080 | 0,0088 | 0,0090

50 | 0,0076 | 0,0080 | 0,0108 | 0,0092 | 0,0080 | 0,0116 | 0,0082

100 | 0,0058 | 0,0110 | 0,0074 | 0,0080 | 0,0098 | 0,0096 | 0,0094

200 | 0,0116 | 0,0112 | 0,0152 | 0,0118 | 0,0174 | 0,0174 | 0,0148

20 | 0,0084 | 0,0086 | 0,0094 | 0,0068 | 0,0100 | 0,0084 | 0,0098

30 | 0,0100 | 0,0088 | 0,0084 | 0,0096 | 0,0070 | 0,0082 | 0,0102

40 | 0,0078 | 0,0078 | 0,0080 | 0,0068 | 0,0076 | 0,0084 | 0,0090

50 | 0,0068 | 0,0072 | 0,0128 | 0,0092 | 0,0078 | 0,0104 | 0,0074

100 | 0,0070 | 0,0106 | 0,0088 | 0,0076 | 0,0072 | 0,0086 | 0,0090

200 | 0,0112 | 0,0108 | 0,0126 | 0,0098 | 0,0154 | 0,0158 | 0,0138
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Tabela 27 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 20,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 1% e 7 valores de contaminacao.

£
Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,0110 | 0,0066 | 0,0098 | 0,0104 | 0,0090 | 0,0106 | 0,0114

30 | 0,0100 | 0,0100 | 0,0092 | 0,0112 | 0,0120 | 0,0080 | 0,0108

40 | 0,0100 | 0,0080 | 0,0090 | 0,0104 | 0,0082 | 0,0096 | 0,0114

50 | 0,0084 | 0,0092 | 0,0100 | 0,0102 | 0,0082 | 0,0104 | 0,0134

100 | 0,0088 | 0,0118 | 0,0080 | 0,0106 | 0,0076 | 0,0102 | 0,0112
200 | 0,0104 | 0,0118 | 0,0120 | 0,0086 | 0,0098 | 0,0124 | 0,0132

20 | 0,0110 | 0,0098 | 0,0118 | 0,0112 | 0,0134 | 0,0094 | 0,0144

30 | 0,0130 | 0,0114 | 0,0086 | 0,0106 | 0,0116 | 0,0114 | 0,0124

40 | 0,0088 | 0,0104 | 0,0094 | 0,0118 | 0,0108 | 0,0112 | 0,0120

50 | 0,0088 | 0,0116 | 0,0112 | 0,0090 | 0,0132 | 0,0122 | 0,0122

100 | 0,0106 | 0,0118 | 0,0106 | 0,0088 | 0,0092 | 0,0120 | 0,0140
200 | 0,0122 | 0,0088 | 0,0100 | 0,0108 | 0,0098 | 0,0100 | 0,0120

20 | 0,0110 | 0,0102 | 0,0124 | 0,0110 | 0,0136 | 0,0128 | 0,0130

30 | 0,0116 | 0,0134 | 0,0066 | 0,0100 | 0,0118 | 0,0132 | 0,0138

40 | 0,0072 | 0,0108 | 0,0104 | 0,0116 | 0,0108 | 0,0108 | 0,0134

50 | 0,0082 | 0,0112 | 0,0116 | 0,0114 | 0,0106 | 0,0132 | 0,0126

100 | 0,0096 | 0,0092 | 0,0120 | 0,0084 | 0,0108 | 0,0120 | 0,0136

200 | 0,0108 | 0,0094 | 0,0106 | 0,0118 | 0,0090 | 0,0104 | 0,0128

20 | 0,0120 | 0,0124 | 0,0118 | 0,0120 | 0,0124 | 0,0144 | 0,0178

30 | 0,0116 | 0,0114 | 0,0068 | 0,0124 | 0,0146 | 0,0138 | 0,0188

40 | 0,0088 | 0,0084 | 0,0094 | 0,0126 | 0,0124 | 0,0144 | 0,0148

50 10,0092 | 0,0090 | 0,0132 | 0,0136 | 0,0094 | 0,0144 | 0,0152

100 | 0,0094 | 0,0084 | 0,0110 | 0,0100 | 0,0114 | 0,0124 | 0,0152

200 | 0,0116 | 0,0084 | 0,0108 | 0,0110 | 0,0094 | 0,0124 | 0,0140
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Tabela 28 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 30,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 1% e 7 valores de contaminacao.

£
Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,0088 | 0,0132 | 0,0094 | 0,0106 | 0,0078 | 0,0100 | 0,0122

30 | 0,0102 | 0,0072 | 0,0110 | 0,0124 | 0,0106 | 0,0124 | 0,0138

40 | 0,0120 | 0,0122 | 0,0088 | 0,0112 | 0,0108 | 0,0130 | 0,0158

50 | 0,0096 | 0,0092 | 0,0108 | 0,0080 | 0,0116 | 0,0102 | 0,0202

100 | 0,0112 | 0,0132 | 0,0084 | 0,0102 | 0,0120 | 0,0148 | 0,0236
200 | 0,0096 | 0,0100 | 0,0094 | 0,0080 | 0,0112 | 0,0196 | 0,0372

20 | 0,0104 | 0,0116 | 0,0086 | 0,0124 | 0,0122 | 0,0154 | 0,0194

30 | 0,0088 | 0,0094 | 0,0108 | 0,0130 | 0,0140 | 0,0150 | 0,0148

40 | 0,0108 | 0,0086 | 0,0102 | 0,0106 | 0,0116 | 0,0170 | 0,0178

50 |0,0102 | 0,0118 | 0,0102 | 0,0120 | 0,0132 | 0,0146 | 0,0206

100 | 0,0108 | 0,0080 | 0,0128 | 0,0098 | 0,0150 | 0,0130 | 0,0212
200 | 0,0092 | 0,0088 | 0,0090 | 0,0098 | 0,0108 | 0,0202 | 0,0334

20 | 0,0112 | 0,0146 | 0,0078 | 0,0118 | 0,0120 | 0,0182 | 0,0198

30 | 0,0108 | 0,0098 | 0,0120 | 0,0108 | 0,0138 | 0,0152 | 0,0170

40 | 0,0100 | 0,0118 | 0,0102 | 0,0108 | 0,0110 | 0,0168 | 0,0176

50 | 0,0088 | 0,0108 | 0,0112 | 0,0096 | 0,0138 | 0,0118 | 0,0218

100 | 0,0102 | 0,0102 | 0,0096 | 0,0110 | 0,0154 | 0,0182 | 0,0258

200 | 0,0078 | 0,0090 | 0,0076 | 0,0102 | 0,0116 | 0,0216 | 0,0428

20 | 0,0140 | 0,0130 | 0,0086 | 0,0136 | 0,0130 | 0,0170 | 0,0248

30 | 0,0096 | 0,0090 | 0,0118 | 0,0132 | 0,0154 | 0,0184 | 0,0226

40 | 0,0112 | 0,0110 | 0,0112 | 0,0128 | 0,0146 | 0,0208 | 0,0260

50 | 0,0076 | 0,0118 | 0,0084 | 0,0112 | 0,0144 | 0,0150 | 0,0272

100 | 0,0126 | 0,0096 | 0,0094 | 0,0124 | 0,0174 | 0,0200 | 0,0320

200 | 0,0088 | 0,0090 | 0,0086 | 0,0114 | 0,0140 | 0,0242 | 0,0468
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Tabela 29 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 40,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 1% e 7 valores de contaminacao.

£

Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,0096 | 0,0094 | 0,0076 | 0,0088 | 0,0118 | 0,0144 | 0,0242

30 | 0,0092 | 0,0098 | 0,0128 | 0,0072 | 0,0130 | 0,0194 | 0,0246

40 | 0,0108 | 0,0108 | 0,0110 | 0,0102 | 0,0114 | 0,0180 | 0,0336

50 | 0,0104 | 0,0108 | 0,0102 | 0,0088 | 0,0108 | 0,0222 | 0,0370

100 | 0,0084 | 0,0076 | 0,0116 | 0,0118 | 0,0150 | 0,0324 | 0,0680

200 | 0,0114 | 0,0092 | 0,0098 | 0,0120 | 0,0246 | 0,0610 | 0,1406

20 | 0,0084 | 0,0078 | 0,0120 | 0,0114 | 0,0136 | 0,0198 | 0,0252

30 | 0,0132 | 0,0080 | 0,0152 | 0,0106 | 0,0142 | 0,0246 | 0,0308

40 | 0,0100 | 0,0132 | 0,0094 | 0,0126 | 0,0136 | 0,0218 | 0,0378

50 | 0,0108 | 0,0118 | 0,0132 | 0,0118 | 0,0156 | 0,0238 | 0,0388

100 | 0,0098 | 0,0094 | 0,0114 | 0,0090 | 0,0170 | 0,0366 | 0,0576

200 | 0,0108 | 0,0090 | 0,0096 | 0,0118 | 0,0220 | 0,0492 | 0,1056

20 | 0,0084 | 0,0072 | 0,0120 | 0,0116 | 0,0160 | 0,0212 | 0,0294

30 | 0,0142 | 0,0090 | 0,0116 | 0,0100 | 0,0160 | 0,0268 | 0,0358

40 | 0,0096 | 0,0106 | 0,0098 | 0,0130 | 0,0150 | 0,0246 | 0,0450

50 | 0,0104 | 0,0114 | 0,0128 | 0,0110 | 0,0148 | 0,0258 | 0,0444

100 | 0,0094 | 0,0090 | 0,0106 | 0,0106 | 0,0186 | 0,0372 | 0,0714

200 | 0,0102 | 0,0112 | 0,0106 | 0,0118 | 0,0240 | 0,0614 | 0,1476

20 | 0,0086 | 0,0074 | 0,0124 | 0,0142 | 0,0202 | 0,0262 | 0,0412

30 | 0,0136 | 0,0074 | 0,0134 | 0,0120 | 0,0210 | 0,0322 | 0,0476

40 | 0,0104 | 0,0118 | 0,0090 | 0,0124 | 0,0188 | 0,0324 | 0,0540

50 | 0,0112 | 0,0092 | 0,0146 | 0,0132 | 0,0154 | 0,0338 | 0,0544

100 | 0,0086 | 0,0094 | 0,0106 | 0,0138 | 0,0208 | 0,0440 | 0,0870

200 | 0,0122 | 0,0104 | 0,0100 | 0,0126 | 0,0286 | 0,0694 | 0,1696
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Tabela 30 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 50,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 1% e 7 valores de contaminacao.

£

Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,0112 | 0,0076 | 0,0114 | 0,0108 | 0,0144 | 0,0218 | 0,0380

30 | 0,0100 | 0,0064 | 0,0098 | 0,0114 | 0,0214 | 0,0254 | 0,0474

40 | 0,0100 | 0,0124 | 0,0116 | 0,0132 | 0,0172 | 0,0372 | 0,0680

50 | 0,0098 | 0,0082 | 0,0092 | 0,0126 | 0,0246 | 0,0398 | 0,0840

100 | 0,0086 | 0,0100 | 0,0106 | 0,0154 | 0,0332 | 0,0746 | 0,1640

200 | 0,0108 | 0,0086 | 0,0112 | 0,0204 | 0,0568 | 0,1588 | 0,3756

20 | 0,0082 | 0,0108 | 0,0114 | 0,0128 | 0,0192 | 0,0316 | 0,0516

30 | 0,0092 | 0,0084 | 0,0098 | 0,0170 | 0,0214 | 0,0274 | 0,0576

40 | 0,0114 | 0,0122 | 0,0134 | 0,0114 | 0,0232 | 0,0346 | 0,0712

50 | 0,0098 | 0,0094 | 0,0100 | 0,0164 | 0,0258 | 0,0438 | 0,0796

100 | 0,0098 | 0,0080 | 0,0096 | 0,0158 | 0,0304 | 0,0702 | 0,1406

200 | 0,0080 | 0,0108 | 0,0110 | 0,0216 | 0,0478 | 0,1250 | 0,2940

20 | 0,0082 | 0,0120 | 0,0124 | 0,0138 | 0,0182 | 0,0350 | 0,0612

30 | 0,0114 | 0,0080 | 0,0114 | 0,0148 | 0,0266 | 0,0348 | 0,0682

40 | 0,0100 | 0,0128 | 0,0124 | 0,0138 | 0,0230 | 0,0416 | 0,0836

50 | 0,0102 | 0,0076 | 0,0106 | 0,0162 | 0,0250 | 0,0536 | 0,1034

100 | 0,0086 | 0,0104 | 0,0096 | 0,0148 | 0,0342 | 0,0856 | 0,1976

200 | 0,0104 | 0,0104 | 0,0124 | 0,0238 | 0,0596 | 0,1692 | 0,4036

20 | 0,0080 | 0,0106 | 0,0140 | 0,0162 | 0,0250 | 0,0468 | 0,0710

30 | 0,0114 | 0,0082 | 0,0118 | 0,0208 | 0,0340 | 0,0460 | 0,0846

40 | 0,0116 | 0,0130 | 0,0120 | 0,0158 | 0,0286 | 0,0548 | 0,1070

50 | 0,0114 | 0,0102 | 0,0120 | 0,0194 | 0,0348 | 0,0650 | 0,1260

100 | 0,0074 | 0,0114 | 0,0136 | 0,0186 | 0,0396 | 0,1020 | 0,2302

200 | 0,0094 | 0,0106 | 0,0122 | 0,0266 | 0,0704 | 0,1978 | 0,4628
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Tabela 31 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 100,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 1% e 7 valores de contaminacao.

£

Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,0112 | 0,0094 | 0,0112 | 0,0232 | 0,0722 | 0,1504 | 0,2742

30 | 0,0092 | 0,0090 | 0,0144 | 0,0332 | 0,1024 | 0,2338 | 0,4382

40 | 0,0100 | 0,0100 | 0,0142 | 0,0496 | 0,1356 | 0,3380 | 0,5688

50 | 0,0092 | 0,0098 | 0,0150 | 0,0618 | 0,1842 | 0,4144 | 0,6970

100 | 0,0112 | 0,0130 | 0,0236 | 0,1136 | 0,3842 | 0,7662 | 0,9538

200 | 0,0108 | 0,0144 | 0,0434 | 0,2472 | 0,7444 | 0,9796 | 0,9996

20 | 0,0106 | 0,0166 | 0,0180 | 0,0334 | 0,0942 | 0,1822 | 0,3106

30 | 0,0096 | 0,0134 | 0,0162 | 0,0434 | 0,1144 | 0,2424 | 0,4416

40 | 0,0096 | 0,0098 | 0,0190 | 0,0486 | 0,1380 | 0,3210 | 0,5496

50 | 0,0100 | 0,0084 | 0,0184 | 0,0594 | 0,1626 | 0,3814 | 0,6402

100 | 0,0112 | 0,0128 | 0,0274 | 0,0982 | 0,3278 | 0,6866 | 0,9262

200 | 0,0104 | 0,0132 | 0,0356 | 0,1904 | 0,6428 | 0,9526 | 0,9988

20 | 0,0122 | 0,0132 | 0,0192 | 0,0342 | 0,1182 | 0,2300 | 0,3972

30 | 0,0108 | 0,0110 | 0,0206 | 0,0468 | 0,1458 | 0,3126 | 0,5670

40 | 0,0094 | 0,0104 | 0,0198 | 0,0570 | 0,1784 | 0,4238 | 0,6966

50 | 0,0100 | 0,0100 | 0,0182 | 0,0740 | 0,2236 | 0,5096 | 0,7886

100 | 0,0106 | 0,0142 | 0,0290 | 0,1276 | 0,4386 | 0,8336 | 0,9820

200 | 0,0114 | 0,0158 | 0,0454 | 0,2722 | 0,7936 | 0,9934 | 0,9998

20 | 0,0128 | 0,0130 | 0,0216 | 0,0420 | 0,1452 | 0,2686 | 0,4580

30 | 0,0108 | 0,0122 | 0,0248 | 0,0594 | 0,1740 | 0,3640 | 0,6262

40 | 0,0102 | 0,0132 | 0,0250 | 0,0686 | 0,2124 | 0,4850 | 0,7498

50 | 0,0096 | 0,0094 | 0,0234 | 0,0862 | 0,2704 | 0,5616 | 0,8348

100 | 0,0116 | 0,0142 | 0,0352 | 0,1570 | 0,5002 | 0,8682 | 0,9874

200 | 0,0100 | 0,0176 | 0,0518 | 0,3074 | 0,8392 | 0,9970 | 1,0000
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Tabela 32 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando H é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 1000,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 1% e 7 valores de contaminacao.

£
Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,0244 | 0,5136 | 0,9932 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,0232 | 0,7156 | 0,9996 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,0302 | 0,8456 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 0,0366 | 0,9244 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 0,0688 | 0,9992 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,1458 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

20 | 0,0276 | 0,5436 | 0,9886 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,0298 | 0,6820 | 0,9998 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,0310 | 0,8060 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 0,0348 | 0,8976 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 0,0620 | 0,9972 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,1036 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

20 | 0,0322 | 0,6630 | 0,9986 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,0392 | 0,8196 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,0404 | 0,9190 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 0,0414 | 0,9660 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 0,0736 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,1406 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

20 | 0,0376 | 0,7240 | 0,9996 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,0426 | 0,8652 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,0502 | 0,9474 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 0,0510 | 0,9798 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 0,0874 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,1670 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
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Tabela 33 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando H é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para k = 5000,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 1% e 7 valores de contaminacao.

£
Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,8156 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,9488 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,9898 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 0,9964 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

20 | 0,8202 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,9400 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,9826 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 0,9950 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

20 | 0,9118 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,9838 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,9970 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 10,9996 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

20 | 0,9420 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,9922 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,9994 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 0,9998 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
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Nivel nominal de a = 5%

Tabela 34 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para k = 10,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 5% e 7 valores de contaminacao.

£

Teste | n € & & &4 &5 & &

20 | 0,0418 | 0,0390 | 0,0416 | 0,0428 | 0,0432 | 0,0460 | 0,0446

30 | 0,0484 | 0,0454 | 0,0430 | 0,0422 | 0,0404 | 0,0404 | 0,0502

40 | 0,0472 | 0,0468 | 0,0436 | 0,0438 | 0,0436 | 0,0506 | 0,0506

50 | 0,0466 | 0,0466 | 0,0490 | 0,0468 | 0,0482 | 0,0490 | 0,0476

100 | 0,0520 | 0,0520 | 0,0544 | 0,0500 | 0,0574 | 0,0612 | 0,0598

200 | 0,0768 | 0,0750 | 0,0720 | 0,0776 | 0,0844 | 0,0852 | 0,0852

20 | 0,0444 | 0,0412 | 0,0430 | 0,0406 | 0,0472 | 0,0428 | 0,0432

30 | 0,0450 | 0,0404 | 0,0458 | 0,0420 | 0,0444 | 0,0438 | 0,0442

40 | 0,0446 | 0,0486 | 0,0436 | 0,0414 | 0,0454 | 0,0454 | 0,0478

50 | 0,0422 | 0,0402 | 0,0454 | 0,0454 | 0,0464 | 0,0436 | 0,0492

100 | 0,0468 | 0,0548 | 0,0524 | 0,0490 | 0,0498 | 0,0512 | 0,0528

200 | 0,0600 | 0,0588 | 0,0628 | 0,0614 | 0,0686 | 0,0676 | 0,0692

20 | 0,0456 | 0,0416 | 0,0418 | 0,0404 | 0,0440 | 0,0436 | 0,0452

30 | 0,0460 | 0,0430 | 0,0434 | 0,0434 | 0,0432 | 0,0440 | 0,0462

40 | 0,0498 | 0,0462 | 0,0396 | 0,0376 | 0,0434 | 0,0442 | 0,0486

50 | 0,0466 | 0,0418 | 0,0468 | 0,0436 | 0,0410 | 0,0460 | 0,0498

100 | 0,0450 | 0,0540 | 0,0504 | 0,0504 | 0,0450 | 0,0494 | 0,0550

200 | 0,0598 | 0,0612 | 0,0636 | 0,0574 | 0,0704 | 0,0726 | 0,0702

20 | 0,0474 | 0,0462 | 0,0460 | 0,0456 | 0,0476 | 0,0456 | 0,0490

30 | 0,0468 | 0,0474 | 0,0436 | 0,0468 | 0,0394 | 0,0424 | 0,0440

40 | 0,0464 | 0,0422 | 0,0410 | 0,0404 | 0,0406 | 0,0414 | 0,0456

50 | 0,0434 | 0,0418 | 0,0464 | 0,0436 | 0,0422 | 0,0470 | 0,0480

100 | 0,0420 | 0,0478 | 0,0434 | 0,0482 | 0,0434 | 0,0456 | 0,0544

200 | 0,0570 | 0,0606 | 0,0570 | 0,0560 | 0,0670 | 0,0720 | 0,0656
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Tabela 35 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 20,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 5% e 7 valores de contaminacao.

£

Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,0492 | 0,0470 | 0,0514 | 0,0548 | 0,0494 | 0,0464 | 0,0534

30 | 0,0500 | 0,0524 | 0,0428 | 0,0482 | 0,0532 | 0,0532 | 0,0494

40 | 0,0512 | 0,0492 | 0,0494 | 0,0526 | 0,0464 | 0,0508 | 0,0500

50 | 0,0466 | 0,0456 | 0,0464 | 0,0488 | 0,0458 | 0,0588 | 0,0530

100 | 0,0560 | 0,0462 | 0,0484 | 0,0510 | 0,0476 | 0,0486 | 0,0502

200 | 0,0540 | 0,0508 | 0,0522 | 0,0474 | 0,0498 | 0,0522 | 0,0574

20 | 0,0526 | 0,0476 | 0,0514 | 0,0510 | 0,0582 | 0,0542 | 0,0566

30 | 0,0524 | 0,0528 | 0,0490 | 0,0538 | 0,0490 | 0,0564 | 0,0546

40 | 0,0522 | 0,0514 | 0,0450 | 0,0560 | 0,0560 | 0,0496 | 0,0568

50 | 0,0428 | 0,0514 | 0,0526 | 0,0532 | 0,0518 | 0,0582 | 0,0570

100 | 0,0480 | 0,0504 | 0,0558 | 0,0492 | 0,0472 | 0,0492 | 0,0606

200 | 0,0602 | 0,0436 | 0,0500 | 0,0460 | 0,0490 | 0,0488 | 0,0566

20 | 0,0526 | 0,0496 | 0,0542 | 0,0480 | 0,0538 | 0,0544 | 0,0606

30 | 0,0524 | 0,0502 | 0,0470 | 0,0556 | 0,0536 | 0,0578 | 0,0592

40 | 0,0534 | 0,0522 | 0,0486 | 0,0554 | 0,0528 | 0,0512 | 0,0532

50 | 0,0450 | 0,0484 | 0,0540 | 0,0510 | 0,0488 | 0,0536 | 0,0546

100 | 0,0512 | 0,0508 | 0,0518 | 0,0452 | 0,0472 | 0,0508 | 0,0568

200 | 0,0560 | 0,0446 | 0,0490 | 0,0492 | 0,0488 | 0,0526 | 0,0578

20 | 0,0558 | 0,0474 | 0,0570 | 0,0552 | 0,0584 | 0,0598 | 0,0672

30 | 0,0530 | 0,0542 | 0,0520 | 0,0598 | 0,0570 | 0,0604 | 0,0632

40 | 0,0508 | 0,0548 | 0,0498 | 0,0600 | 0,0500 | 0,0570 | 0,0568

50 | 0,0446 | 0,0468 | 0,0490 | 0,0496 | 0,0540 | 0,0586 | 0,0646

100 | 0,0530 | 0,0528 | 0,0522 | 0,0476 | 0,0504 | 0,0532 | 0,0592

200 | 0,0542 | 0,0486 | 0,0498 | 0,0510 | 0,0492 | 0,0562 | 0,0618
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Tabela 36 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 30,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 5% e 7 valores de contaminacao.

£

Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,0510 | 0,0566 | 0,0468 | 0,0526 | 0,0528 | 0,0534 | 0,0622

30 | 0,0446 | 0,0424 | 0,0532 | 0,0520 | 0,0542 | 0,0566 | 0,0604

40 | 0,0520 | 0,0552 | 0,0470 | 0,0492 | 0,0504 | 0,0642 | 0,0644

50 | 0,0506 | 0,0506 | 0,0486 | 0,0490 | 0,0536 | 0,0586 | 0,0768

100 | 0,0574 | 0,0508 | 0,0456 | 0,0474 | 0,0588 | 0,0654 | 0,0920

200 | 0,0492 | 0,0498 | 0,0494 | 0,0498 | 0,0570 | 0,0770 | 0,1238

20 | 0,0506 | 0,0622 | 0,0480 | 0,0536 | 0,0568 | 0,0648 | 0,0682

30 | 0,0478 | 0,0456 | 0,0524 | 0,0518 | 0,0568 | 0,0604 | 0,0686

40 | 0,0446 | 0,0510 | 0,0500 | 0,0526 | 0,0580 | 0,0698 | 0,0722

50 | 0,0492 | 0,0510 | 0,0496 | 0,0508 | 0,0592 | 0,0630 | 0,0770

100 | 0,0508 | 0,0460 | 0,0554 | 0,0538 | 0,0676 | 0,0646 | 0,0886

200 | 0,0524 | 0,0498 | 0,0478 | 0,0482 | 0,0572 | 0,0798 | 0,1132

20 | 0,0496 | 0,0568 | 0,0462 | 0,0580 | 0,0596 | 0,0694 | 0,0720

30 | 0,0466 | 0,0480 | 0,0522 | 0,0552 | 0,0556 | 0,0646 | 0,0688

40 | 0,0492 | 0,0498 | 0,0534 | 0,0526 | 0,0592 | 0,0724 | 0,0752

50 | 0,0522 | 0,0476 | 0,0524 | 0,0534 | 0,0532 | 0,0664 | 0,0816

100 | 0,0556 | 0,0464 | 0,0588 | 0,0538 | 0,0684 | 0,0724 | 0,1008

200 | 0,0498 | 0,0500 | 0,0460 | 0,0490 | 0,0614 | 0,0864 | 0,1254

20 | 0,0504 | 0,0594 | 0,0498 | 0,0604 | 0,0634 | 0,0762 | 0,0856

30 | 0,0478 | 0,0488 | 0,0538 | 0,0550 | 0,0602 | 0,0744 | 0,0836

40 | 0,0512 | 0,0548 | 0,0572 | 0,0570 | 0,0632 | 0,0812 | 0,0866

50 | 0,0552 | 0,0492 | 0,0484 | 0,0532 | 0,0598 | 0,0702 | 0,0968

100 | 0,0526 | 0,0496 | 0,0574 | 0,0532 | 0,0724 | 0,0818 | 0,1110

200 | 0,0504 | 0,0478 | 0,0488 | 0,0502 | 0,0642 | 0,0938 | 0,1464
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Tabela 37 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 40,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 5% e 7 valores de contaminacao.

£

Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,0490 | 0,0482 | 0,0510 | 0,0480 | 0,0584 | 0,0618 | 0,0818

30 | 0,0506 | 0,0476 | 0,0508 | 0,0432 | 0,0550 | 0,0748 | 0,0940

40 | 0,0530 | 0,0500 | 0,0452 | 0,0504 | 0,0574 | 0,0760 | 0,1088

50 | 0,0496 | 0,0454 | 0,0570 | 0,0506 | 0,0550 | 0,0834 | 0,1152

100 | 0,0480 | 0,0492 | 0,0514 | 0,0572 | 0,0686 | 0,1064 | 0,1894

200 | 0,0554 | 0,0502 | 0,0484 | 0,0558 | 0,0934 | 0,1674 | 0,3168

20 | 0,0510 | 0,0464 | 0,0534 | 0,0520 | 0,0632 | 0,0752 | 0,0998

30 | 0,0524 | 0,0460 | 0,0552 | 0,0546 | 0,0664 | 0,0804 | 0,1056

40 | 0,0494 | 0,0560 | 0,0470 | 0,0568 | 0,0664 | 0,0860 | 0,1134

50 | 0,0592 | 0,0526 | 0,0516 | 0,0534 | 0,0624 | 0,0798 | 0,1200

100 | 0,0506 | 0,0532 | 0,0530 | 0,0552 | 0,0740 | 0,1088 | 0,1674

200 | 0,0438 | 0,0494 | 0,0478 | 0,0568 | 0,0854 | 0,1542 | 0,2672

20 | 0,0474 | 0,0418 | 0,0500 | 0,0554 | 0,0650 | 0,0814 | 0,1060

30 | 0,0522 | 0,0470 | 0,0556 | 0,0530 | 0,0652 | 0,0908 | 0,1124

40 | 0,0502 | 0,0558 | 0,0458 | 0,0510 | 0,0696 | 0,0904 | 0,1300

50 | 0,0538 | 0,0498 | 0,0540 | 0,0542 | 0,0652 | 0,0870 | 0,1346

100 | 0,0476 | 0,0516 | 0,0556 | 0,0582 | 0,0732 | 0,1182 | 0,2010

200 | 0,0452 | 0,0488 | 0,0452 | 0,0546 | 0,0924 | 0,1716 | 0,3200

20 | 0,0522 | 0,0470 | 0,0562 | 0,0648 | 0,0740 | 0,0962 | 0,1280

30 | 0,0580 | 0,0498 | 0,0558 | 0,0516 | 0,0734 | 0,1082 | 0,1366

40 | 0,0506 | 0,0552 | 0,0462 | 0,0578 | 0,0754 | 0,1070 | 0,1504

50 | 0,0540 | 0,0488 | 0,0596 | 0,0612 | 0,0760 | 0,1036 | 0,1564

100 | 0,0490 | 0,0514 | 0,0536 | 0,0626 | 0,0824 | 0,1328 | 0,2346

200 | 0,0460 | 0,0508 | 0,0450 | 0,0610 | 0,1058 | 0,1952 | 0,3642
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Tabela 38 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 50,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 5% e 7 valores de contaminacao.

£

Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,0530 | 0,0476 | 0,0482 | 0,0564 | 0,0628 | 0,0818 | 0,1142

30 | 0,0550 | 0,0406 | 0,0480 | 0,0594 | 0,0708 | 0,0994 | 0,1500

40 | 0,0460 | 0,0542 | 0,0490 | 0,0566 | 0,0728 | 0,1062 | 0,1840

50 | 0,0546 | 0,0492 | 0,0472 | 0,0550 | 0,0828 | 0,1330 | 0,2190

100 | 0,0458 | 0,0510 | 0,0514 | 0,0656 | 0,1110 | 0,2002 | 0,3614

200 | 0,0468 | 0,0522 | 0,0574 | 0,0792 | 0,1728 | 0,3540 | 0,6132

20 | 0,0470 | 0,0536 | 0,0548 | 0,0636 | 0,0788 | 0,1038 | 0,1456

30 | 0,0524 | 0,0428 | 0,0514 | 0,0650 | 0,0814 | 0,1036 | 0,1612

40 | 0,0506 | 0,0584 | 0,0536 | 0,0592 | 0,0804 | 0,1200 | 0,1832

50 | 0,0464 | 0,0496 | 0,0544 | 0,0682 | 0,0834 | 0,1266 | 0,2112

100 | 0,0470 | 0,0476 | 0,0530 | 0,0684 | 0,1018 | 0,1886 | 0,3214

200 | 0,0466 | 0,0546 | 0,0476 | 0,0726 | 0,1462 | 0,2928 | 0,5306

20 | 0,0470 | 0,0530 | 0,0556 | 0,0654 | 0,0782 | 0,1076 | 0,1546

30 | 0,0474 | 0,0452 | 0,0496 | 0,0666 | 0,0894 | 0,1128 | 0,1764

40 | 0,0544 | 0,0582 | 0,0520 | 0,0636 | 0,0844 | 0,1252 | 0,2176

50 | 0,0488 | 0,0486 | 0,0534 | 0,0702 | 0,0942 | 0,1404 | 0,2456

100 | 0,0480 | 0,0466 | 0,0544 | 0,0712 | 0,1124 | 0,2214 | 0,3876

200 | 0,0466 | 0,0562 | 0,0528 | 0,0830 | 0,1668 | 0,3536 | 0,6336

20 | 0,0458 | 0,0522 | 0,0588 | 0,0738 | 0,0898 | 0,1286 | 0,1894

30 | 0,0534 | 0,0454 | 0,0518 | 0,0724 | 0,0976 | 0,1422 | 0,2126

40 | 0,0524 | 0,0574 | 0,0560 | 0,0722 | 0,0968 | 0,1526 | 0,2502

50 | 0,0536 | 0,0508 | 0,0572 | 0,0728 | 0,1074 | 0,1718 | 0,2914

100 | 0,0444 | 0,0478 | 0,0566 | 0,0758 | 0,1264 | 0,2526 | 0,4328

200 | 0,0468 | 0,0536 | 0,0566 | 0,0916 | 0,1912 | 0,3922 | 0,6840
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Tabela 39 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando H é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 1000,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 5% e 7 valores de contaminacao.

£
Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,0816 | 0,7390 | 0,9992 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,0908 | 0,8810 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,0986 | 0,9524 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 0,1182 | 0,9788 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 0,1898 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,3226 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

20 | 0,0966 | 0,7564 | 0,9984 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,1008 | 0,8692 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,1036 | 0,9342 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 0,1192 | 0,9710 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 0,1722 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,2640 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

20 | 0,0980 | 0,8370 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,1036 | 0,9312 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,1166 | 0,9752 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 10,1304 | 0,9914 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 0,1976 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,3086 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

20 | 0,1184 | 0,8894 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,1258 | 0,9550 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,1362 | 0,9856 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 0,1508 | 0,9952 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 0,2264 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,3522 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
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Tabela 40 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando H é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para k = 5000,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 5% e 7 valores de contaminacao.

£
Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,9392 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,9912 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,9984 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 0,9998 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

20 | 0,9356 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,9872 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,9968 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 0,9992 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

20 | 0,9728 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,9952 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

20 | 0,9860 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,9976 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
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Nivel nominal de o = 10%

Tabela 41 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para k = 10,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 10% e 7 valores de contaminacao.

£

Teste | n € & & &4 &5 & &

20 | 0,0908 | 0,0874 | 0,0842 | 0,0840 | 0,0862 | 0,0966 | 0,0892

30 | 0,0978 | 0,0852 | 0,0936 | 0,0888 | 0,0884 | 0,0868 | 0,0968

40 | 0,0954 | 0,0894 | 0,0914 | 0,0912 | 0,0872 | 0,1008 | 0,0978

50 | 0,0976 | 0,0926 | 0,0974 | 0,0976 | 0,0940 | 0,1020 | 0,0996

100 | 0,1026 | 0,1020 | 0,1052 | 0,1042 | 0,1118 | 0,1130 | 0,1124

200 | 0,1370 | 0,1362 | 0,1420 | 0,1398 | 0,1430 | 0,1560 | 0,1572

20 | 0,0960 | 0,0900 | 0,0920 | 0,0898 | 0,0948 | 0,0888 | 0,0884

30 | 0,0934 | 0,0890 | 0,0916 | 0,0912 | 0,0928 | 0,0892 | 0,0870

40 | 0,0888 | 0,0938 | 0,0860 | 0,0872 | 0,0910 | 0,0868 | 0,0920

50 | 0,0902 | 0,0848 | 0,0964 | 0,0918 | 0,0934 | 0,0874 | 0,1044

100 | 0,0960 | 0,1024 | 0,1058 | 0,0984 | 0,1028 | 0,1064 | 0,1092

200 | 0,1186 | 0,1162 | 0,1188 | 0,1228 | 0,1304 | 0,1246 | 0,1336

20 | 0,0944 | 0,0920 | 0,0878 | 0,0886 | 0,0894 | 0,0890 | 0,0948

30 | 0,0942 | 0,0922 | 0,0930 | 0,0874 | 0,0938 | 0,0888 | 0,0922

40 | 0,0928 | 0,0972 | 0,0832 | 0,0874 | 0,0930 | 0,0940 | 0,0938

50 | 0,0908 | 0,0846 | 0,0928 | 0,0926 | 0,0964 | 0,0946 | 0,1048

100 | 0,0964 | 0,1024 | 0,1014 | 0,1006 | 0,0996 | 0,1080 | 0,1086

200 | 0,1196 | 0,1202 | 0,1134 | 0,1198 | 0,1302 | 0,1374 | 0,1332

20 | 0,0980 | 0,0952 | 0,0908 | 0,0958 | 0,0940 | 0,0918 | 0,0976

30 | 0,0926 | 0,0942 | 0,0910 | 0,0830 | 0,0896 | 0,0910 | 0,0956

40 | 0,0914 | 0,0918 | 0,0840 | 0,0874 | 0,0838 | 0,0912 | 0,0944

50 | 0,0924 | 0,0846 | 0,0916 | 0,0906 | 0,0958 | 0,0888 | 0,0944

100 | 0,0944 | 0,0980 | 0,1010 | 0,0976 | 0,0940 | 0,1002 | 0,1060

200 | 0,1212 | 0,1134 | 0,1160 | 0,1136 | 0,1260 | 0,1308 | 0,1316
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Tabela 42 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 20,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 10% e 7 valores de contaminacao.

£

Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,0964 | 0,0958 | 0,1068 | 0,1068 | 0,1000 | 0,0998 | 0,1054

30 | 0,0972 | 0,1066 | 0,0968 | 0,1002 | 0,1032 | 0,1064 | 0,1012

40 | 0,0960 | 0,1008 | 0,0966 | 0,1034 | 0,0946 | 0,1012 | 0,0980

50 | 0,0920 | 0,0962 | 0,0912 | 0,0952 | 0,0962 | 0,1092 | 0,1072

100 | 0,1020 | 0,1042 | 0,0996 | 0,1022 | 0,0972 | 0,1006 | 0,1010

200 | 0,1072 | 0,0924 | 0,0986 | 0,1004 | 0,0960 | 0,1006 | 0,1066

20 | 0,1014 | 0,0980 | 0,1006 | 0,1016 | 0,1082 | 0,1118 | 0,1096

30 | 0,0982 | 0,1012 | 0,1002 | 0,1104 | 0,1002 | 0,1072 | 0,1088

40 | 0,1034 | 0,1038 | 0,0972 | 0,1094 | 0,1036 | 0,1002 | 0,1094

50 | 0,0900 | 0,1024 | 0,1032 | 0,1026 | 0,1014 | 0,1018 | 0,1080

100 | 0,0984 | 0,0978 | 0,1112 | 0,0988 | 0,0966 | 0,0982 | 0,1072

200 | 0,1078 | 0,0938 | 0,0968 | 0,0946 | 0,0996 | 0,0992 | 0,1164

20 | 0,1074 | 0,0982 | 0,1020 | 0,0992 | 0,1066 | 0,1040 | 0,1112

30 | 0,1014 | 0,1034 | 0,1008 | 0,1118 | 0,1008 | 0,1102 | 0,1118

40 | 0,1068 | 0,0990 | 0,0946 | 0,1056 | 0,1006 | 0,1046 | 0,1104

50 | 0,0880 | 0,0956 | 0,1050 | 0,0990 | 0,0986 | 0,1052 | 0,1048

100 | 0,0964 | 0,0988 | 0,1076 | 0,0960 | 0,0960 | 0,1016 | 0,1098

200 | 0,1072 | 0,0924 | 0,0972 | 0,0998 | 0,0980 | 0,0992 | 0,1162

20 | 0,1098 | 0,0984 | 0,1092 | 0,1068 | 0,1066 | 0,1118 | 0,1234

30 | 0,1072 | 0,1032 | 0,1014 | 0,1108 | 0,1070 | 0,1156 | 0,1196

40 | 0,1052 | 0,1022 | 0,0984 | 0,1036 | 0,1048 | 0,1086 | 0,1130

50 10,0912 | 0,0996 | 0,1034 | 0,1002 | 0,1006 | 0,1108 | 0,1146

100 | 0,0982 | 0,1010 | 0,1050 | 0,1024 | 0,1002 | 0,1058 | 0,1150

200 | 0,1046 | 0,0916 | 0,0990 | 0,0988 | 0,0990 | 0,1054 | 0,1196
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Tabela 43 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 30,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 10% e 7 valores de contaminacao.

£
Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,1032 | 0,1042 | 0,0986 | 0,1052 | 0,1020 | 0,1088 | 0,1142

30 | 0,0958 | 0,0950 | 0,1026 | 0,0976 | 0,1040 | 0,1112 | 0,1124

40 | 0,1044 | 0,1078 | 0,1008 | 0,1026 | 0,0990 | 0,1180 | 0,1200

50 | 0,0996 | 0,0952 | 0,1002 | 0,1004 | 0,1044 | 0,1074 | 0,1374

100 | 0,1026 | 0,0990 | 0,1010 | 0,0952 | 0,1134 | 0,1282 | 0,1614
200 | 0,0978 | 0,0970 | 0,0956 | 0,1038 | 0,1120 | 0,1444 | 0,2048

20 | 0,1012 | 0,1104 | 0,1002 | 0,1106 | 0,1148 | 0,1168 | 0,1262

30 | 0,0960 | 0,0998 | 0,0984 | 0,1038 | 0,1052 | 0,1144 | 0,1270

40 | 0,0934 | 0,1000 | 0,1040 | 0,1050 | 0,1162 | 0,1284 | 0,1282

50 | 0,1042 | 0,0996 | 0,1030 | 0,1016 | 0,1098 | 0,1132 | 0,1354

100 | 0,1042 | 0,0990 | 0,1036 | 0,1038 | 0,1254 | 0,1276 | 0,1596
200 | 0,1014 | 0,1034 | 0,0934 | 0,0958 | 0,1112 | 0,1338 | 0,1842

20 | 0,1038 | 0,1076 | 0,0976 | 0,1134 | 0,1126 | 0,1194 | 0,1334

30 | 0,1018 | 0,1008 | 0,0988 | 0,1068 | 0,1064 | 0,1228 | 0,1318

40 | 0,0920 | 0,1014 | 0,1056 | 0,1010 | 0,1160 | 0,1332 | 0,1312

50 | 0,1036 | 0,0988 | 0,1090 | 0,1054 | 0,1080 | 0,1254 | 0,1368

100 | 0,1048 | 0,0940 | 0,1104 | 0,1068 | 0,1242 | 0,1326 | 0,1652

200 | 0,1012 | 0,0994 | 0,0946 | 0,1026 | 0,1150 | 0,1476 | 0,2066

20 | 0,0972 | 0,1084 | 0,1018 | 0,1106 | 0,1200 | 0,1328 | 0,1514

30 | 0,1038 | 0,1016 | 0,1024 | 0,1056 | 0,1136 | 0,1318 | 0,1468

40 | 0,0962 | 0,1066 | 0,1084 | 0,1086 | 0,1198 | 0,1408 | 0,1490

50 | 0,1068 | 0,1012 | 0,1094 | 0,1080 | 0,1172 | 0,1332 | 0,1588

100 | 0,1100 | 0,0970 | 0,1082 | 0,1092 | 0,1302 | 0,1436 | 0,1816

200 | 0,0982 | 0,1016 | 0,0968 | 0,1032 | 0,1182 | 0,1574 | 0,2234
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Tabela 44 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 40,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 10% e 7 valores de contaminacao.

£
Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,1028 | 0,0916 | 0,1030 | 0,1050 | 0,1064 | 0,1222 | 0,1440

30 | 0,1004 | 0,0942 | 0,0990 | 0,0892 | 0,1124 | 0,1336 | 0,1664

40 | 0,1032 | 0,1050 | 0,0932 | 0,1030 | 0,1124 | 0,1386 | 0,1882

50 | 0,1010 | 0,0936 | 0,1080 | 0,1042 | 0,1158 | 0,1498 | 0,1966

100 | 0,1030 | 0,1032 | 0,0962 | 0,1112 | 0,1320 | 0,1774 | 0,2904
200 | 0,1036 | 0,0984 | 0,1000 | 0,1118 | 0,1606 | 0,2636 | 0,4352

20 | 0,1046 | 0,0922 | 0,1058 | 0,1048 | 0,1186 | 0,1432 | 0,1706

30 | 0,1026 | 0,0976 | 0,1044 | 0,1052 | 0,1254 | 0,1456 | 0,1716

40 | 0,1032 | 0,1172 | 0,0942 | 0,1040 | 0,1250 | 0,1536 | 0,1854

50 | 0,1144 | 0,1000 | 0,1022 | 0,1056 | 0,1172 | 0,1428 | 0,2000

100 | 0,0980 | 0,0982 | 0,0976 | 0,1074 | 0,1334 | 0,1768 | 0,2616
200 | 0,0914 | 0,1012 | 0,0986 | 0,1134 | 0,1532 | 0,2382 | 0,3960

20 | 0,1064 | 0,0900 | 0,1036 | 0,1032 | 0,1178 | 0,1446 | 0,1794

30 | 0,1036 | 0,0970 | 0,1056 | 0,1058 | 0,1270 | 0,1508 | 0,1860

40 | 0,1012 | 0,1198 | 0,0942 | 0,1060 | 0,1270 | 0,1606 | 0,1988

50 10,1148 | 0,0998 | 0,1082 | 0,1032 | 0,1200 | 0,1510 | 0,2134

100 | 0,0936 | 0,0996 | 0,1046 | 0,1114 | 0,1348 | 0,1880 | 0,3008

200 | 0,0948 | 0,0972 | 0,0936 | 0,1062 | 0,1574 | 0,2696 | 0,4442

20 | 0,1002 | 0,0936 | 0,1068 | 0,1152 | 0,1318 | 0,1642 | 0,2090

30 | 0,1032 | 0,1024 | 0,1092 | 0,1058 | 0,1354 | 0,1754 | 0,2182

40 | 0,1018 | 0,1170 | 0,0944 | 0,1098 | 0,1370 | 0,1766 | 0,2364

50 | 0,1106 | 0,0948 | 0,1084 | 0,1102 | 0,1352 | 0,1708 | 0,2454

100 | 0,0950 | 0,1032 | 0,1028 | 0,1162 | 0,1448 | 0,2056 | 0,3342

200 | 0,0932 | 0,0980 | 0,0972 | 0,1140 | 0,1704 | 0,2904 | 0,4850
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Tabela 45 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 50,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 10% e 7 valores de contaminacao.

£
Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,0996 | 0,0968 | 0,0978 | 0,1122 | 0,1148 | 0,1540 | 0,1904

30 | 0,1046 | 0,0908 | 0,1004 | 0,1108 | 0,1296 | 0,1798 | 0,2358

40 | 0,0948 | 0,1012 | 0,0938 | 0,1066 | 0,1312 | 0,1838 | 0,2718

50 | 0,1010 | 0,1022 | 0,0962 | 0,1108 | 0,1496 | 0,2142 | 0,3160

100 | 0,0942 | 0,0954 | 0,1010 | 0,1220 | 0,1842 | 0,3008 | 0,4822
200 | 0,0944 | 0,0978 | 0,1074 | 0,1488 | 0,2654 | 0,4680 | 0,7160

20 | 0,0986 | 0,1020 | 0,1044 | 0,1168 | 0,1372 | 0,1710 | 0,2280

30 | 0,1014 | 0,0920 | 0,1004 | 0,1202 | 0,1366 | 0,1780 | 0,2496

40 | 0,1008 | 0,1146 | 0,0994 | 0,1132 | 0,1428 | 0,1914 | 0,2802

50 | 0,1004 | 0,0968 | 0,1046 | 0,1254 | 0,1510 | 0,2052 | 0,3132

100 | 0,0958 | 0,0966 | 0,1030 | 0,1228 | 0,1646 | 0,2868 | 0,4444
200 | 0,0950 | 0,1028 | 0,0990 | 0,1394 | 0,2332 | 0,4108 | 0,6550

20 | 0,0928 | 0,1034 | 0,1044 | 0,1180 | 0,1392 | 0,1802 | 0,2410

30 | 0,1018 | 0,0890 | 0,1008 | 0,1214 | 0,1472 | 0,1912 | 0,2682

40 | 0,0998 | 0,1136 | 0,1028 | 0,1174 | 0,1470 | 0,2108 | 0,3126

50 | 0,1002 | 0,0980 | 0,1098 | 0,1254 | 0,1586 | 0,2268 | 0,3512

100 | 0,0968 | 0,0946 | 0,1070 | 0,1278 | 0,1866 | 0,3186 | 0,5088

200 | 0,0966 | 0,1084 | 0,1066 | 0,1426 | 0,2640 | 0,4742 | 0,7332

20 | 0,0950 | 0,1066 | 0,1064 | 0,1318 | 0,1586 | 0,2086 | 0,2786

30 | 0,1000 | 0,0904 | 0,1048 | 0,1336 | 0,1632 | 0,2268 | 0,3100

40 | 0,1020 | 0,1104 | 0,1070 | 0,1272 | 0,1608 | 0,2386 | 0,3524

50 | 0,0994 | 0,1044 | 0,1092 | 0,1344 | 0,1758 | 0,2564 | 0,3874

100 | 0,0912 | 0,0994 | 0,1096 | 0,1390 | 0,2044 | 0,3502 | 0,5512

200 | 0,0918 | 0,1096 | 0,1092 | 0,1566 | 0,2940 | 0,5186 | 0,7790
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Tabela 46 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 100,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 10% e 7 valores de contaminacao.

£

Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,1066 | 0,1032 | 0,1150 | 0,1578 | 0,2948 | 0,4620 | 0,6312

30 | 0,0978 | 0,0984 | 0,1270 | 0,1822 | 0,3618 | 0,5678 | 0,7788

40 | 0,1010 | 0,1018 | 0,1252 | 0,2210 | 0,4274 | 0,6850 | 0,8708

50 | 0,0970 | 0,1012 | 0,1282 | 0,2598 | 0,4986 | 0,7508 | 0,9168

100 | 0,1010 | 0,1046 | 0,1580 | 0,3902 | 0,7280 | 0,9496 | 0,9928

200 | 0,1006 | 0,1130 | 0,2234 | 0,5950 | 0,9380 | 0,9988 | 1,0000

20 | 0,1030 | 0,1048 | 0,1306 | 0,1844 | 0,3190 | 0,4804 | 0,6480

30 | 0,0944 | 0,0932 | 0,1296 | 0,2136 | 0,3776 | 0,5786 | 0,7758

40 | 0,0964 | 0,1028 | 0,1430 | 0,2224 | 0,4162 | 0,6642 | 0,8584

50 | 0,1042 | 0,0966 | 0,1292 | 0,2574 | 0,4850 | 0,7324 | 0,9010

100 | 0,1076 | 0,1102 | 0,1576 | 0,3546 | 0,6814 | 0,9250 | 0,9938

200 | 0,1002 | 0,1092 | 0,2010 | 0,5340 | 0,9148 | 0,9966 | 1,0000

20 | 0,0980 | 0,1080 | 0,1310 | 0,1930 | 0,3492 | 0,5278 | 0,7164

30 | 0,1004 | 0,0978 | 0,1334 | 0,2276 | 0,4158 | 0,6352 | 0,8364

40 | 0,1008 | 0,1028 | 0,1434 | 0,2416 | 0,4626 | 0,7356 | 0,9086

50 | 0,1052 | 0,1038 | 0,1324 | 0,2782 | 0,5354 | 0,8032 | 0,9454

100 | 0,1080 | 0,1118 | 0,1686 | 0,3996 | 0,7608 | 0,9618 | 0,9984

200 | 0,0980 | 0,1142 | 0,2200 | 0,6060 | 0,9530 | 0,9996 | 1,0000

20 | 0,1008 | 0,1176 | 0,1484 | 0,2344 | 0,4102 | 0,6058 | 0,7814

30 | 0,0992 | 0,1054 | 0,1542 | 0,2594 | 0,4698 | 0,6918 | 0,8798

40 | 0,1004 | 0,1100 | 0,1516 | 0,2750 | 0,5250 | 0,7930 | 0,9380

50 | 0,1020 | 0,1042 | 0,1518 | 0,3186 | 0,5960 | 0,8502 | 0,9644

100 | 0,1086 | 0,1236 | 0,1886 | 0,4414 | 0,8040 | 0,9778 | 0,9986

200 | 0,0964 | 0,1188 | 0,2412 | 0,6464 | 0,9690 | 0,9998 | 1,0000
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Tabela 47 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando H é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para x = 1000,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 10% e 7 valores de contaminacao.

£
Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,1402 | 0,8380 | 0,9998 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,1542 | 0,9302 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,1680 | 0,9770 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 0,1986 | 0,9906 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 0,2872 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,4476 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

20 | 0,1634 | 0,8418 | 0,9994 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,1728 | 0,9242 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,1756 | 0,9702 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 0,1942 | 0,9852 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 0,2618 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,3676 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

20 | 0,1700 | 0,8966 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,1786 | 0,9642 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,1912 | 0,9866 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 10,2072 | 0,9956 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 0,2956 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,4242 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

20 | 0,1988 | 0,9292 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,2048 | 0,9756 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,2160 | 0,9936 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 0,2330 | 0,9972 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 0,3288 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,4704 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
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Tabela 48 — Taxas de rejeicio de Hy: os dados possuem distribuicio Watson complexa,
quando H é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD, para k = 5000,
n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 10% e 7 valores de contaminacao.

£
Teste | n £l & & &y & & &

20 | 0,9656 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,9966 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,9990 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

20 | 0,9710 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,9932 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 0,9998 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 0,9998 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

20 | 0,9870 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,9978 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

20 | 0,9932 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

30 | 0,9986 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

40 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

50 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

100 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

TRV

TKS

TCM

TAD
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APENDICE B - SIMULACOES DOS TESTES DE BONDADE DE AJUSTE - BINGHAM
COMPLEXA

NIVEL NOMINAL - PARAMETROS CONHECIDOS - BINGHAM COMPLEXA

Nas Tabelas 21 e 22 estdo as simulagdes para os tamanhos de 1% e 5% quando os

parametros sdo conhecidos, respectivamente.
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Nas Tabelas 23, 24 e 25 estdo as simulag¢des para os tamanhos de 1%, 5% e 10%

quando os parametros sao desconhecidos, respectivamente.

Tabela 51 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método bootstrap, diferentes
valores de o, diversos tamanhos amostrais e utilizando o nivel nominal de 1%.

Teste

o

8

10

20

30

40

50

100

1000

5000

TRV

20
30
40
50
100
200

0,0182
0,0146
0,0122
0,0116
0,0102
0,0112

0,0216
0,0150
0,0138
0,0120
0,0110
0,0098

0,0216
0,0178
0,0122
0,0122
0,0100
0,0082

0,0230
0,0190
0,0166
0,0136
0,0118
0,0098

0,0224
0,0162
0,0136
0,0118
0,0104
0,0120

0,0224
0,0192
0,0114
0,0164
0,0110
0,0116

0,0222
0,0128
0,0144
0,0144
0,0162
0,0132

0,0186
0,0176
0,0148
0,0162
0,0100
0,0102

0,0176
0,0160
0,0124
0,0126
0,0082
0,0102

TKS

20
30
40
50
100
200

0,0106
0,0096
0,0086
0,0082
0,0088
0,0112

0,0108
0,0108
0,0110
0,0108
0,0080
0,0104

0,0102
0,0100
0,0090
0,0106
0,0094
0,0112

0,0130
0,0102
0,0106
0,0086
0,0096
0,0094

0,0094
0,0092
0,0106
0,0094
0,0094
0,0102

0,0122
0,0110
0,0104
0,0104
0,0082
0,0114

0,0124
0,0094
0,0114
0,0074
0,0096
0,0098

0,0122
0,0082
0,0092
0,0108
0,0118
0,0110

0,0120
0,0096
0,0080
0,0118
0,0076
0,0118

TCM

20
30
40
50
100
200

0,0114
0,0104
0,0090
0,0086
0,0086
0,0098

0,0140
0,0112
0,0134
0,0104
0,0084
0,0106

0,0112
0,0140
0,0094
0,0096
0,0090
0,0120

0,0146
0,0132
0,0112
0,0106
0,0104
0,0120

0,0124
0,0106
0,0126
0,0088
0,0104
0,0106

0,0128
0,0120
0,0112
0,0100
0,0086
0,0106

0,0148
0,0066
0,0128
0,0122
0,0132
0,0114

0,0116
0,0082
0,0088
0,0108
0,0118
0,0120

0,0114
0,0112
0,0086
0,0138
0,0078
0,0100

TAD

20
30
40
50
100
200

0,0048
0,0064
0,0082
0,0062
0,0082
0,0102

0,0086
0,0070
0,0090
0,0076
0,0086
0,0112

0,0040
0,0090
0,0062
0,0074
0,0080
0,0106

0,0070
0,0074
0,0086
0,0076
0,0088
0,0108

0,0050
0,0070
0,0092
0,0070
0,0102
0,0102

0,0066
0,0088
0,0074
0,0100
0,0084
0,0114

0,0068
0,0054
0,0086
0,0098
0,0124
0,0124

0,0062
0,0062
0,0066
0,0088
0,0102
0,0104

0,0072
0,0080
0,0064
0,0094
0,0072
0,0100
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Tabela 52 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método bootstrap, diferentes
valores de o, diversos tamanhos amostrais e utilizando o nivel nominal de 5%.

Teste

o

8

10

20

30

40

50

100

1000

5000

TRV

20
30
40
50
100
200

0,0774
0,0652
0,0640
0,0584
0,0596
0,0500

0,0786
0,0638
0,0614
0,0586
0,0522
0,0488

0,0880
0,0702
0,0588
0,0574
0,0538
0,0514

0,0838
0,0688
0,0678
0,0582
0,0566
0,0458

0,0892
0,0710
0,0630
0,0616
0,0542
0,0572

0,0862
0,0726
0,0652
0,0640
0,0546
0,0552

0,0918
0,0678
0,0666
0,0594
0,0604
0,0586

0,0812
0,0680
0,0668
0,0558
0,0502
0,0550

0,0732
0,0642
0,0590
0,0570
0,0422
0,0556

TKS

20
30
40
50
100
200

0,0508
0,0490
0,0454
0,0492
0,0474
0,0518

0,0524
0,0474
0,0534
0,0500
0,0492
0,0464

0,0532
0,0558
0,0544
0,0508
0,0450
0,0512

0,0528
0,0558
0,0512
0,0484
0,0518
0,0512

0,0600
0,0524
0,0488
0,0504
0,0530
0,0508

0,0592
0,0522
0,0526
0,0480
0,0490
0,0544

0,0562
0,0500
0,0536
0,0520
0,0532
0,0570

0,0588
0,0506
0,0546
0,0498
0,0492
0,0500

0,0570
0,0512
0,0468
0,0504
0,0468
0,0516

TCM

20
30
40
50
100
200

0,0560
0,0470
0,0462
0,0494
0,0520
0,0512

0,0540
0,0496
0,0508
0,0484
0,0512
0,0502

0,0584
0,0530
0,0566
0,0490
0,0482
0,0494

0,0570
0,0582
0,0550
0,0504
0,0484
0,0470

0,0622
0,0558
0,0522
0,0508
0,0542
0,0520

0,0640
0,0546
0,0590
0,0468
0,0470
0,0526

0,0590
0,0490
0,0538
0,0542
0,0562
0,0562

0,0584
0,0566
0,0538
0,0514
0,0482
0,0534

0,0588
0,0524
0,0430
0,0518
0,0446
0,0516

TAD

20
30
40
50
100
200

0,0376
0,0374
0,0418
0,0434
0,0528
0,0500

0,0426
0,0416
0,0444
0,0458
0,0472
0,0486

0,0420
0,0456
0,0470
0,0418
0,0448
0,0490

0,0442
0,0482
0,0484
0,0436
0,0484
0,0472

0,0432
0,0434
0,0426
0,0468
0,0524
0,0498

0,0450
0,0440
0,0510
0,0432
0,0464
0,0524

0,0444
0,0352
0,0492
0,0472
0,0544
0,0546

0,0424
0,0450
0,0482
0,0478
0,0454
0,0538

0,0452
0,0462
0,0392
0,0478
0,0422
0,0512




203

Tabela 53 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Binghma complexa,
utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método bootstrap, diferentes
valores de o, diversos tamanhos amostrais e utilizando o nivel nominal de

10%.

Teste

o

8

10

20

30

40

50

100

1000

5000

TRV

20
30
40
50
100
200

0,1398
0,1218
0,1204
0,1080
0,1128
0,1052

0,1360
0,1228
0,1136
0,1108
0,1004
0,0976

0,1528
0,1302
0,1186
0,1148
0,1038
0,1006

0,1490
0,1306
0,1250
0,1096
0,1102
0,0988

0,1570
0,1324
0,1228
0,1206
0,1030
0,1080

0,1546
0,1382
0,1242
0,1118
0,1110
0,1094

0,1576
0,1278
0,1272
0,1140
0,1082
0,1090

0,1410
0,1222
0,1260
0,1178
0,1024
0,1070

0,1356
0,1134
0,1128
0,1158
0,0920
0,1096

TKS

20
30
40
50
100
200

0,1084
0,0994
0,0988
0,1020
0,0994
0,1026

0,1036
0,0932
0,1040
0,1066
0,0950
0,0958

0,1086
0,1048
0,1040
0,1092
0,0954
0,0988

0,1050
0,1076
0,1068
0,0966
0,1036
0,0990

0,1122
0,1018
0,0998
0,1008
0,1008
0,0988

0,1104
0,1034
0,1042
0,0996
0,0954
0,1030

0,1106
0,1010
0,1062
0,1020
0,0982
0,1120

0,1128
0,1030
0,1074
0,0996
0,0946
0,1108

0,1134
0,1032
0,0966
0,0976
0,0940
0,1028

TCM

20
30
40
50
100
200

0,1020
0,0970
0,1012
0,0996
0,1054
0,0982

0,1074
0,0964
0,1046
0,1066
0,0972
0,1004

0,1122
0,1038
0,1080
0,1042
0,1006
0,0984

0,1114
0,1084
0,1116
0,0992
0,0980
0,1004

0,1192
0,1094
0,0988
0,1020
0,1072
0,0974

0,1164
0,1086
0,1058
0,0970
0,0998
0,1020

0,1160
0,1112
0,1082
0,1068
0,1090
0,1134

0,1170
0,1060
0,1134
0,1012
0,0970
0,1118

0,1146
0,1074
0,0932
0,0988
0,0930
0,1052

TAD

20
30
40
50
100
200

0,0894
0,0832
0,0924
0,0878
0,1014
0,1008

0,0910
0,0902
0,0944
0,0950
0,0922
0,0942

0,0920
0,0924
0,1006
0,0928
0,0968
0,0940

0,0922
0,0958
0,1032
0,0942
0,0970
0,0968

0,0958
0,0988
0,0882
0,0944
0,1010
0,0996

0,0918
0,0924
0,0980
0,0910
0,0956
0,1018

0,0922
0,0920
0,0990
0,0956
0,1012
0,1064

0,0932
0,0930
0,1000
0,1004
0,0932
0,1094

0,0962
0,0970
0,0870
0,0908
0,0852
0,1028
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ANALISE DO PODER - BINGHAM COMPLEXA

Nivel nominal de a = 1%

Tabela 54 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para ¢ = 8, n = 20,30,40, 50, 100,200, nivel nominal de 1% e 7 valo-
res de contaminacao.

£
Teste n & & & &y Es &g &7
20 | 0,0152 | 0,0142 | 0,0136 | 0,0138 | 0,0148 | 0,0110 | 0,0116
30 | 0,0116 | 0,0110 | 0,0112 | 0,0126 | 0,0106 | 0,0094 | 0,0138
40 | 0,0140 | 0,0100 | 0,0104 | 0,0118 | 0,0108 | 0,0126 | 0,0116
50 | 0,0130 | 0,0110 | 0,0088 | 0,0098 | 0,0106 | 0,0108 | 0,0112
100 | 0,0132 | 0,0080 | 0,0116 | 0,0112 | 0,0120 | 0,0104 | 0,0118
200 | 0,0134 | 0,0124 | 0,0188 | 0,0160 | 0,0208 | 0,0216 | 0,0228
20 | 0,0100 | 0,0098 | 0,0116 | 0,0096 | 0,0080 | 0,0082 | 0,0080
30 | 0,0088 | 0,0106 | 0,0082 | 0,0110 | 0,0080 | 0,0100 | 0,0112
40 | 0,0084 | 0,0098 | 0,0084 | 0,0078 | 0,0108 | 0,0116 | 0,0106
50 | 0,0078 | 0,0084 | 0,0114 | 0,0106 | 0,0112 | 0,0118 | 0,0068
100 | 0,0116 | 0,0092 | 0,0124 | 0,0122 | 0,0126 | 0,0106 | 0,0136
200 | 0,0144 | 0,0118 | 0,0170 | 0,0172 | 0,0160 | 0,0180 | 0,0250
20 [ 0,0112 | 0,0082 | 0,0112 | 0,0084 | 0,0088 | 0,0092 | 0,0088
30 | 0,0076 | 0,0108 | 0,0106 | 0,0102 | 0,0096 | 0,0094 | 0,0112
40 | 0,0102 | 0,0070 | 0,0092 | 0,0088 | 0,0126 | 0,0116 | 0,0116
50 | 0,0102 | 0,0094 | 0,0114 | 0,0130 | 0,0122 | 0,0124 | 0,0092
100 | 0,0110 | 0,0114 | 0,0124 | 0,0102 | 0,0128 | 0,0114 | 0,0142
200 | 0,0148 | 0,0106 | 0,0182 | 0,0154 | 0,0182 | 0,0200 | 0,0228
20 | 0,0062 | 0,0052 | 0,0068 | 0,0060 | 0,0058 | 0,0052 | 0,0064
30 | 0,0064 | 0,0078 | 0,0088 | 0,0076 | 0,0082 | 0,0090 | 0,0090
40 | 0,0098 | 0,0078 | 0,0098 | 0,0074 | 0,0104 | 0,0114 | 0,0110
50 | 0,0124 | 0,0098 | 0,0098 | 0,0108 | 0,0128 | 0,0118 | 0,0096
100 | 0,0136 | 0,0100 | 0,0128 | 0,0108 | 0,0134 | 0,0142 | 0,0146
200 | 0,0160 | 0,0138 | 0,0206 | 0,0156 | 0,0188 | 0,0246 | 0,0260

TRV

TKS

TCM

TAD
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Tabela 55 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para c = 10, n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 1% e 7
valores de contaminacio.

€

Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,0126 | 0,0164 | 0,0148 | 0,0142 | 0,0138 | 0,0124 | 0,0118
30 | 0,0110 | 0,0120 | 0,0132 | 0,0106 | 0,0122 | 0,0118 | 0,0128
40 | 0,0124 | 0,0118 | 0,0134 | 0,0110 | 0,0110 | 0,0112 | 0,0116
50 | 0,0118 | 0,0098 | 0,0124 | 0,0104 | 0,0134 | 0,0126 | 0,0142
100 | 0,0128 | 0,0136 | 0,0148 | 0,0120 | 0,0132 | 0,0164 | 0,0166
200 | 0,0208 | 0,0182 | 0,0184 | 0,0214 | 0,0260 | 0,0394 | 0,0446
20 | 0,0124 | 0,0072 | 0,0106 | 0,0088 | 0,0086 | 0,0090 | 0,0092
30 | 0,0082 | 0,0094 | 0,0078 | 0,0094 | 0,0096 | 0,0080 | 0,0128
40 | 0,0092 | 0,0092 | 0,0096 | 0,0138 | 0,0114 | 0,0122 | 0,0140
50 | 0,0094 | 0,0092 | 0,0096 | 0,0116 | 0,0106 | 0,0134 | 0,0172
100 | 0,0116 | 0,0136 | 0,0104 | 0,0112 | 0,0150 | 0,0126 | 0,0186
200 | 0,0152 | 0,0176 | 0,0186 | 0,0180 | 0,0258 | 0,0270 | 0,0340
20 | 0,0102 | 0,0102 | 0,0104 | 0,0080 | 0,0094 | 0,0114 | 0,0086
30 | 0,0086 | 0,0098 | 0,0078 | 0,0094 | 0,0106 | 0,0088 | 0,0124
40 | 0,0104 | 0,0082 | 0,0114 | 0,0120 | 0,0120 | 0,0114 | 0,0122
50 | 0,0094 | 0,0108 | 0,0122 | 0,0106 | 0,0098 | 0,0148 | 0,0160
100 | 0,0124 | 0,0158 | 0,0132 | 0,0130 | 0,0170 | 0,0158 | 0,0194
200 | 0,0178 | 0,0160 | 0,0190 | 0,0184 | 0,0268 | 0,0356 | 0,0414
20 | 0,0072 | 0,0070 | 0,0064 | 0,0058 | 0,0054 | 0,0064 | 0,0050
30 | 0,0080 | 0,0072 | 0,0066 | 0,0098 | 0,0108 | 0,0094 | 0,0112
40 | 0,0094 | 0,0092 | 0,0128 | 0,0112 | 0,0114 | 0,0118 | 0,0124
50 | 0,0098 | 0,0110 | 0,0134 | 0,0116 | 0,0106 | 0,0170 | 0,0192
100 | 0,0150 | 0,0144 | 0,0148 | 0,0138 | 0,0162 | 0,0188 | 0,0218
200 | 0,0184 | 0,0194 | 0,0192 | 0,0234 | 0,0290 | 0,0390 | 0,0490

TRV

TKS

TCM

TAD
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Tabela 56 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para c = 20, n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 1% e 7
valores de contaminacio.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,0154 | 0,0120 | 0,0146 | 0,0138 | 0,0122 | 0,0102 | 0,0054
30 | 0,0138 | 0,0132 | 0,0114 | 0,0098 | 0,0116 | 0,0108 | 0,0138
40 | 0,0124 | 0,0096 | 0,0118 | 0,0104 | 0,0132 | 0,0160 | 0,0176
50 | 0,0124 | 0,0098 | 0,0110 | 0,0134 | 0,0138 | 0,0182 | 0,0266
100 | 0,0102 | 0,0142 | 0,0164 | 0,0234 | 0,0334 | 0,0544 | 0,0926
200 | 0,0198 | 0,0232 | 0,0324 | 0,0528 | 0,0966 | 0,1560 | 0,2504
20 | 0,0064 | 0,0094 | 0,0086 | 0,0080 | 0,0088 | 0,0076 | 0,0086
30 | 0,0096 | 0,0082 | 0,0124 | 0,0088 | 0,0122 | 0,0142 | 0,0162
40 | 0,0106 | 0,0102 | 0,0092 | 0,0128 | 0,0130 | 0,0164 | 0,0236
50 | 0,0118 | 0,0132 | 0,0116 | 0,0130 | 0,0184 | 0,0234 | 0,0320
100 | 0,0120 | 0,0140 | 0,0158 | 0,0224 | 0,0286 | 0,0448 | 0,0718
200 | 0,0190 | 0,0210 | 0,0282 | 0,0398 | 0,0732 | 0,1086 | 0,1836
20 | 0,0088 | 0,0088 | 0,0090 | 0,0088 | 0,0090 | 0,0084 | 0,0076
30 | 0,0100 | 0,0084 | 0,0106 | 0,0084 | 0,0136 | 0,0140 | 0,0172
40 | 0,0094 | 0,0102 | 0,0064 | 0,0112 | 0,0154 | 0,0188 | 0,0260
50 | 0,0120 | 0,0124 | 0,0122 | 0,0144 | 0,0182 | 0,0228 | 0,0358
100 | 0,0118 | 0,0164 | 0,0184 | 0,0218 | 0,0368 | 0,0518 | 0,0954
200 | 0,0212 | 0,0214 | 0,0312 | 0,0494 | 0,0922 | 0,1528 | 0,2434
20 | 0,0036 | 0,0058 | 0,0052 | 0,0068 | 0,0090 | 0,0078 | 0,0092
30 | 0,0106 | 0,0104 | 0,0100 | 0,0088 | 0,0126 | 0,0168 | 0,0218
40 | 0,0084 | 0,0092 | 0,0084 | 0,0110 | 0,0166 | 0,0210 | 0,0334
50 | 0,0104 | 0,0108 | 0,0134 | 0,0142 | 0,0216 | 0,0292 | 0,0422
100 | 0,0130 | 0,0174 | 0,0202 | 0,0260 | 0,0422 | 0,0624 | 0,1090
200 | 0,0214 | 0,0240 | 0,0372 | 0,0558 | 0,1058 | 0,1760 | 0,2780

TRV

TKS

TCM

TAD
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Tabela 57 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para c = 30, n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 1% e 7
valores de contaminacio.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,0168 | 0,0138 | 0,0130 | 0,0096 | 0,0086 | 0,0094 | 0,0058
30 | 0,0120 | 0,0116 | 0,0114 | 0,0096 | 0,0122 | 0,0172 | 0,0240
40 | 0,0116 | 0,0136 | 0,0124 | 0,0156 | 0,0190 | 0,0280 | 0,0406
50 | 0,0114 | 0,0124 | 0,0130 | 0,0172 | 0,0296 | 0,0432 | 0,0634
100 | 0,0156 | 0,0162 | 0,0222 | 0,0396 | 0,0814 | 0,1366 | 0,2110
200 | 0,0196 | 0,0284 | 0,0550 | 0,1096 | 0,2330 | 0,3986 | 0,5696
20 | 0,0076 | 0,0094 | 0,0094 | 0,0076 | 0,0116 | 0,0098 | 0,0124
30 | 0,0084 | 0,0100 | 0,0104 | 0,0128 | 0,0160 | 0,0196 | 0,0302
40 | 0,0094 | 0,0090 | 0,0132 | 0,0180 | 0,0244 | 0,0338 | 0,0498
50 | 0,0114 | 0,0120 | 0,0132 | 0,0220 | 0,0284 | 0,0474 | 0,0648
100 | 0,0138 | 0,0148 | 0,0212 | 0,0364 | 0,0684 | 0,1150 | 0,1666
200 | 0,0156 | 0,0258 | 0,0422 | 0,0862 | 0,1758 | 0,2912 | 0,4322
20 | 0,0100 | 0,0108 | 0,0096 | 0,0096 | 0,0100 | 0,0094 | 0,0114
30 | 0,0096 | 0,0086 | 0,0090 | 0,0124 | 0,0158 | 0,0236 | 0,0324
40 | 0,0094 | 0,0098 | 0,0144 | 0,0186 | 0,0244 | 0,0352 | 0,0590
50 | 0,0120 | 0,0110 | 0,0158 | 0,0226 | 0,0306 | 0,0524 | 0,0784
100 | 0,0146 | 0,0178 | 0,0202 | 0,0456 | 0,0872 | 0,1496 | 0,2256
200 | 0,0192 | 0,0296 | 0,0474 | 0,1100 | 0,2300 | 0,3970 | 0,5914
20 | 0,0050 | 0,0054 | 0,0074 | 0,0080 | 0,0104 | 0,0110 | 0,0142
30 | 0,0074 | 0,0070 | 0,0094 | 0,0106 | 0,0202 | 0,0272 | 0,0428
40 | 0,0086 | 0,0096 | 0,0140 | 0,0242 | 0,0310 | 0,0432 | 0,0720
50 | 0,0098 | 0,0114 | 0,0166 | 0,0252 | 0,0384 | 0,0662 | 0,0970
100 | 0,0168 | 0,0192 | 0,0222 | 0,0520 | 0,1008 | 0,1782 | 0,2658
200 | 0,0196 | 0,0302 | 0,0560 | 0,1260 | 0,2630 | 0,4436 | 0,6436

TRV

TKS

TCM

TAD
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Tabela 58 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para c = 40, n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 1% e 7
valores de contaminacio.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,0164 | 0,0138 | 0,0084 | 0,0086 | 0,0090 | 0,0120 | 0,0140
30 | 0,0142 | 0,0112 | 0,0122 | 0,0108 | 0,0158 | 0,0272 | 0,0362
40 | 0,0126 | 0,0126 | 0,0142 | 0,0188 | 0,0282 | 0,0466 | 0,0684
50 | 0,0112 | 0,0138 | 0,0106 | 0,0272 | 0,0430 | 0,0762 | 0,1034
100 | 0,0146 | 0,0202 | 0,0334 | 0,0792 | 0,1516 | 0,2648 | 0,3856
200 | 0,0216 | 0,0352 | 0,0886 | 0,2156 | 0,4230 | 0,6440 | 0,7964
20 | 0,0110 | 0,0104 | 0,0080 | 0,0106 | 0,0108 | 0,0172 | 0,0192
30 | 0,0112 | 0,0104 | 0,0108 | 0,0146 | 0,0222 | 0,0296 | 0,0472
40 | 0,0104 | 0,0130 | 0,0146 | 0,0226 | 0,0348 | 0,0486 | 0,0730
50 | 0,0100 | 0,0118 | 0,0170 | 0,0256 | 0,0466 | 0,0760 | 0,1038
100 | 0,0134 | 0,0196 | 0,0338 | 0,0670 | 0,1168 | 0,2076 | 0,3046
200 | 0,0180 | 0,0274 | 0,0632 | 0,1532 | 0,2958 | 0,5036 | 0,6764
20 | 0,0100 | 0,0098 | 0,0070 | 0,0094 | 0,0110 | 0,0164 | 0,0200
30 | 0,0096 | 0,0094 | 0,0136 | 0,0136 | 0,0214 | 0,0416 | 0,0518
40 | 0,0104 | 0,0124 | 0,0150 | 0,0252 | 0,0420 | 0,0580 | 0,0876
50 | 0,0106 | 0,0116 | 0,0166 | 0,0326 | 0,0582 | 0,0906 | 0,1356
100 | 0,0142 | 0,0204 | 0,0378 | 0,0810 | 0,1580 | 0,2856 | 0,4162
200 | 0,0186 | 0,0314 | 0,0832 | 0,2036 | 0,4178 | 0,6592 | 0,8284
20 | 0,0052 | 0,0072 | 0,0054 | 0,0118 | 0,0128 | 0,0204 | 0,0274
30 | 0,0090 | 0,0080 | 0,0128 | 0,0162 | 0,0276 | 0,0516 | 0,0670
40 | 0,0094 | 0,0122 | 0,0150 | 0,0288 | 0,0474 | 0,0706 | 0,1128
50 | 0,0110 | 0,0114 | 0,0172 | 0,0384 | 0,0706 | 0,1104 | 0,1632
100 | 0,0140 | 0,0244 | 0,0418 | 0,0970 | 0,1844 | 0,3394 | 0,4848
200 | 0,0224 | 0,0336 | 0,0950 | 0,2308 | 0,4696 | 0,7120 | 0,8704

TRV

TKS

TCM

TAD
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Tabela 59 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para c = 50, n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 1% e 7
valores de contaminacio.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 [ 0,0192 | 0,0168 | 0,0108 | 0,0082 | 0,0094 | 0,0086 | 0,0188
30 | 0,0112 | 0,0106 | 0,0084 | 0,0130 | 0,0210 | 0,0364 | 0,0524
40 | 0,0114 | 0,0112 | 0,0152 | 0,0218 | 0,0420 | 0,0718 | 0,1030
50 | 0,0130 | 0,0112 | 0,0138 | 0,0332 | 0,0694 | 0,1120 | 0,1638
100 | 0,0134 | 0,0230 | 0,0490 | 0,1150 | 0,2284 | 0,3770 | 0,5246
200 | 0,0204 | 0,0454 | 0,1472 | 0,3308 | 0,5988 | 0,8042 | 0,9216
20 | 0,0094 | 0,0084 | 0,0080 | 0,0106 | 0,0158 | 0,0194 | 0,0326
30 | 0,0080 | 0,0092 | 0,0118 | 0,0184 | 0,0310 | 0,0422 | 0,0566
40 | 0,0084 | 0,0116 | 0,0162 | 0,0292 | 0,0444 | 0,0716 | 0,1062
50 | 0,0148 | 0,0150 | 0,0188 | 0,0388 | 0,0702 | 0,1056 | 0,1462
100 | 0,0162 | 0,0196 | 0,0412 | 0,1000 | 0,1858 | 0,3134 | 0,4274
200 | 0,0202 | 0,0328 | 0,1004 | 0,2342 | 0,4626 | 0,6932 | 0,8374
20 | 0,0112 | 0,0100 | 0,0094 | 0,0098 | 0,0118 | 0,0188 | 0,0318
30 | 0,0076 | 0,0084 | 0,0096 | 0,0174 | 0,0344 | 0,0488 | 0,0734
40 | 0,0090 | 0,0100 | 0,0164 | 0,0324 | 0,0518 | 0,0890 | 0,1348
50 | 0,0126 | 0,0168 | 0,0200 | 0,0456 | 0,0862 | 0,1456 | 0,2036
100 | 0,0166 | 0,0218 | 0,0472 | 0,1232 | 0,2426 | 0,4246 | 0,5726
200 | 0,0226 | 0,0390 | 0,1318 | 0,3234 | 0,6118 | 0,8394 | 0,9446
20 | 0,0050 | 0,0060 | 0,0072 | 0,0114 | 0,0192 | 0,0214 | 0,0414
30 | 0,0060 | 0,0076 | 0,0112 | 0,0234 | 0,0384 | 0,0610 | 0,0942
40 | 0,0070 | 0,0100 | 0,0192 | 0,0358 | 0,0660 | 0,1120 | 0,1666
50 | 0,0120 | 0,0154 | 0,0234 | 0,0550 | 0,1004 | 0,1722 | 0,2446
100 | 0,0170 | 0,0252 | 0,0556 | 0,1462 | 0,2852 | 0,4836 | 0,6444
200 | 0,0232 | 0,0474 | 0,1510 | 0,3666 | 0,6742 | 0,8790 | 0,9656

TRV

TKS

TCM

TAD
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Tabela 60 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para ¢ = 100, n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 1% e 7
valores de contaminacao.

£

Teste n & & &3 &y Es &g &7
20 | 0,0128 | 0,0090 | 0,0118 | 0,0114 | 0,0164 | 0,0340 | 0,0438
30 | 0,0126 | 0,0130 | 0,0198 | 0,0390 | 0,0710 | 0,1050 | 0,1492
40 | 0,0108 | 0,0160 | 0,0326 | 0,0810 | 0,1426 | 0,2084 | 0,2696
50 | 0,0130 | 0,0148 | 0,0486 | 0,1342 | 0,2168 | 0,3366 | 0,4192
100 | 0,0148 | 0,0558 | 0,1850 | 0,4318 | 0,6544 | 0,8128 | 0,9000
200 | 0,0276 | 0,1308 | 0,4810 | 0,8524 | 0,9700 | 0,9968 | 0,9996
20 | 0,0108 | 0,0092 | 0,0126 | 0,0182 | 0,0298 | 0,0396 | 0,0566
30 | 0,0102 | 0,0126 | 0,0230 | 0,0498 | 0,0816 | 0,1146 | 0,1406
40 | 0,0124 | 0,0128 | 0,0376 | 0,0816 | 0,1466 | 0,1970 | 0,2520
50 | 0,0108 | 0,0212 | 0,0492 | 0,1260 | 0,1896 | 0,2930 | 0,3536
100 | 0,0138 | 0,0470 | 0,1532 | 0,3474 | 0,5478 | 0,7160 | 0,8186
200 | 0,0214 | 0,0932 | 0,3740 | 0,7244 | 0,9266 | 0,9852 | 0,9962
20 | 0,0074 | 0,0074 | 0,0124 | 0,0198 | 0,0284 | 0,0452 | 0,0674
30 | 0,0086 | 0,0134 | 0,0236 | 0,0552 | 0,1070 | 0,1416 | 0,1896
40 | 0,0124 | 0,0166 | 0,0424 | 0,1044 | 0,1846 | 0,2688 | 0,3484
50 | 0,0138 | 0,0186 | 0,0582 | 0,1642 | 0,2738 | 0,4042 | 0,4916
100 | 0,0146 | 0,0534 | 0,2070 | 0,4648 | 0,7148 | 0,8646 | 0,9434
200 | 0,0296 | 0,1208 | 0,4932 | 0,8738 | 0,9868 | 0,9988 | 0,9998
20 | 0,0052 | 0,0064 | 0,0158 | 0,0268 | 0,0404 | 0,0670 | 0,0916
30 | 0,0066 | 0,0144 | 0,0308 | 0,0712 | 0,1326 | 0,1894 | 0,2400
40 | 0,0106 | 0,0212 | 0,0520 | 0,1268 | 0,2242 | 0,3328 | 0,4126
50 | 0,0140 | 0,0228 | 0,0734 | 0,2002 | 0,3258 | 0,4788 | 0,5910
100 | 0,0142 | 0,0596 | 0,2332 | 0,5320 | 0,7792 | 0,9156 | 0,9688
200 | 0,0280 | 0,1380 | 0,5532 | 0,9104 | 0,9930 | 0,9996 | 1,0000

TRV

TKS

TCM

TAD
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Tabela 61 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para ¢ = 1000, n = 20, 30,40, 50, 100,200, nivel nominal de 1% e 7
valores de contaminacao.

£
Teste n & & &3 &y Es &g &7
20 | 0,0098 | 0,0510 | 0,0916 | 0,1158 | 0,1360 | 0,1412 | 0,1516
30 | 0,0268 | 0,1658 | 0,2980 | 0,3798 | 0,4216 | 0,4470 | 0,4714
40 | 0,0518 | 0,3280 | 0,5328 | 0,6302 | 0,6778 | 0,7154 | 0,7436
50 | 0,0896 | 0,5066 | 0,7186 | 0,8030 | 0,8560 | 0,8756 | 0,8954
100 | 0,3124 | 0,9402 | 0,9950 | 0,9974 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9994
200 | 0,7242 | 0,9996 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,0158 | 0,0602 | 0,1046 | 0,1260 | 0,1376 | 0,1524 | 0,1498
30 | 0,0384 | 0,1834 | 0,2648 | 0,3270 | 0,3512 | 0,3780 | 0,3936
40 | 0,0546 | 0,2886 | 0,4448 | 0,5126 | 0,5470 | 0,5926 | 0,6152
50 | 0,0884 | 0,4328 | 0,6234 | 0,6908 | 0,7366 | 0,7568 | 0,7820
100 | 0,2300 | 0,8692 | 0,9692 | 0,9868 | 0,9934 | 0,9966 | 0,9966
200 | 0,5782 | 0,9990 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,0148 | 0,0660 | 0,1292 | 0,1612 | 0,1720 | 0,1918 | 0,1920
30 | 0,0422 | 0,2336 | 0,3650 | 0,4442 | 0,4904 | 0,5096 | 0,5340
40 | 0,0692 | 0,4064 | 0,6082 | 0,7026 | 0,7450 | 0,7698 | 0,8062
50 | 0,1094 | 0,5806 | 0,7998 | 0,8606 | 0,9054 | 0,9144 | 0,9332
100 | 0,3234 | 0,9718 | 0,9980 | 0,9996 | 0,9996 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,7416 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,0190 | 0,0984 | 0,1828 | 0,2348 | 0,2594 | 0,2832 | 0,2932
30 | 0,0514 | 0,2968 | 0,4812 | 0,5752 | 0,6346 | 0,6560 | 0,6916
40 | 0,0852 | 0,4958 | 0,7282 | 0,8200 | 0,8716 | 0,8922 | 0,9108
50 | 0,1336 | 0,6766 | 0,8856 | 0,9406 | 0,9672 | 0,9752 | 0,9810
100 | 0,3816 | 0,9854 | 0,9998 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,7910 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

TRV

TKS

TCM

TAD
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Tabela 62 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para o = 5000, n = 20, 30,40, 50, 100,200, nivel nominal de 1% e 7
valores de contaminacao.

£
Teste n & & &3 &y Es &g &7
20 | 0,0632 | 0,1314 | 0,1532 | 0,1640 | 0,1700 | 0,1740 | 0,1822
30 | 0,2228 | 0,3980 | 0,4628 | 0,4882 | 0,4950 | 0,5340 | 0,5322
40 | 0,4142 | 0,6686 | 0,7232 | 0,7442 | 0,7486 | 0,7650 | 0,7710
50 | 0,6012 | 0,8392 | 0,8772 | 0,8936 | 0,9168 | 0,9212 | 0,9194
100 | 0,9782 | 0,9984 | 1,0000 | 0,9996 | 0,9992 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,0754 | 0,1384 | 0,1498 | 0,1588 | 0,1596 | 0,1562 | 0,1630
30 | 0,2146 | 0,3434 | 0,3772 | 0,3964 | 0,4106 | 0,4454 | 0,4266
40 | 0,3568 | 0,5444 | 0,6048 | 0,6294 | 0,6278 | 0,6390 | 0,6414
50 | 0,4978 | 0,7172 | 0,7614 | 0,7844 | 0,8044 | 0,7968 | 0,8068
100 | 0,9298 | 0,9914 | 0,9954 | 0,9960 | 0,9978 | 0,9966 | 0,9952
200 | 0,9996 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,0924 | 0,1728 | 0,1816 | 0,1954 | 0,2060 | 0,2096 | 0,2016
30 | 0,2866 | 0,4642 | 0,5242 | 0,5482 | 0,5596 | 0,5996 | 0,5872
40 | 0,4900 | 0,7300 | 0,7884 | 0,8096 | 0,8168 | 0,8218 | 0,8306
50 | 0,6792 | 0,8938 | 0,9246 | 0,9394 | 0,9524 | 0,9450 | 0,9454
100 | 0,9914 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,1332 | 0,2604 | 0,2836 | 0,3074 | 0,3158 | 0,3326 | 0,3296
30 | 0,3702 | 0,6100 | 0,6792 | 0,7154 | 0,7188 | 0,7566 | 0,7494
40 | 0,5952 | 0,8600 | 0,9080 | 0,9166 | 0,9276 | 0,9318 | 0,9356
50 | 0,7766 | 0,9620 | 0,9818 | 0,9850 | 0,9922 | 0,9914 | 0,9888
100 | 0,9976 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
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Nivel nominal de a = 5%

Tabela 63 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para o = 8, n = 20, 30,40, 50, 100, 200, nivel nominal de 5% e 7 valo-
res de contaminacao.

€
Teste | n £l & & &4 &5 & &
20 | 0,0704 | 0,0738 | 0,0696 | 0,0612 | 0,0640 | 0,0630 | 0,0618
30 | 0,0574 | 0,0564 | 0,0536 | 0,0588 | 0,0564 | 0,0578 | 0,0576
40 | 0,0594 | 0,0550 | 0,0580 | 0,0508 | 0,0512 | 0,0502 | 0,0470
50 | 0,0560 | 0,0550 | 0,0446 | 0,0510 | 0,0588 | 0,0510 | 0,0512
100 | 0,0528 | 0,0480 | 0,0562 | 0,0574 | 0,0554 | 0,0654 | 0,0612
200 | 0,0586 | 0,0622 | 0,0728 | 0,0612 | 0,0802 | 0,0822 | 0,0862
20 | 0,0502 | 0,0502 | 0,0514 | 0,0442 | 0,0486 | 0,0472 | 0,0484
30 | 0,0516 | 0,0522 | 0,0478 | 0,0550 | 0,0480 | 0,0530 | 0,0528
40 | 0,0492 | 0,0466 | 0,0524 | 0,0472 | 0,0530 | 0,0504 | 0,0508
50 | 0,0542 | 0,0500 | 0,0494 | 0,0476 | 0,0540 | 0,0538 | 0,0524
100 | 0,0540 | 0,0510 | 0,0604 | 0,0620 | 0,0596 | 0,0528 | 0,0660
200 | 0,0638 | 0,0606 | 0,0662 | 0,0668 | 0,0694 | 0,0714 | 0,0892
20 | 0,0552 | 0,0526 | 0,0548 | 0,0480 | 0,0478 | 0,0514 | 0,0470
30 | 0,0550 | 0,0568 | 0,0472 | 0,0520 | 0,0486 | 0,0478 | 0,0528
40 | 0,0488 | 0,0524 | 0,0536 | 0,0470 | 0,0502 | 0,0546 | 0,0494
50 | 0,0522 | 0,0478 | 0,0528 | 0,0526 | 0,0516 | 0,0542 | 0,0514
100 | 0,0590 | 0,0528 | 0,0610 | 0,0594 | 0,0628 | 0,0584 | 0,0674
200 | 0,0598 | 0,0606 | 0,0666 | 0,0622 | 0,0740 | 0,0782 | 0,0914
20 | 0,0460 | 0,0384 | 0,0414 | 0,0374 | 0,0370 | 0,0410 | 0,0406
30 | 0,0450 | 0,0480 | 0,0454 | 0,0444 | 0,0468 | 0,0448 | 0,0508
40 | 0,0470 | 0,0476 | 0,0528 | 0,0462 | 0,0534 | 0,0514 | 0,0514
50 | 0,0512 | 0,0516 | 0,0514 | 0,0508 | 0,0528 | 0,0572 | 0,0526
100 | 0,0634 | 0,0508 | 0,0616 | 0,0620 | 0,0636 | 0,0638 | 0,0710
200 | 0,0616 | 0,0646 | 0,0732 | 0,0648 | 0,0818 | 0,0868 | 0,0974
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Tabela 64 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para c = 10, n = 20,30,40,50, 100,200, nivel nominal de 5% e 7
valores de contaminacio.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,0628 | 0,0706 | 0,0654 | 0,0648 | 0,0598 | 0,0540 | 0,0552
30 | 0,0528 | 0,0580 | 0,0554 | 0,0534 | 0,0576 | 0,0576 | 0,0556
40 | 0,0514 | 0,0538 | 0,0598 | 0,0536 | 0,0550 | 0,0504 | 0,0562
50 | 0,0506 | 0,0512 | 0,0500 | 0,0544 | 0,0538 | 0,0588 | 0,0606
100 | 0,0534 | 0,0552 | 0,0614 | 0,0632 | 0,0670 | 0,0756 | 0,0710
200 | 0,0742 | 0,0772 | 0,0732 | 0,0810 | 0,0944 | 0,1206 | 0,1424
20 | 0,0514 | 0,0468 | 0,0488 | 0,0450 | 0,0488 | 0,0462 | 0,0410
30 | 0,0516 | 0,0556 | 0,0494 | 0,0454 | 0,0520 | 0,0516 | 0,0538
40 | 0,0544 | 0,0482 | 0,0504 | 0,0524 | 0,0570 | 0,0544 | 0,0568
50 | 0,0444 | 0,0522 | 0,0492 | 0,0528 | 0,0526 | 0,0608 | 0,0676
100 | 0,0540 | 0,0604 | 0,0586 | 0,0582 | 0,0712 | 0,0726 | 0,0740
200 | 0,0714 | 0,0744 | 0,0640 | 0,0792 | 0,0840 | 0,1022 | 0,1126
20 | 0,0542 | 0,0530 | 0,0542 | 0,0470 | 0,0470 | 0,0456 | 0,0446
30 | 0,0480 | 0,0564 | 0,0566 | 0,0478 | 0,0520 | 0,0512 | 0,0552
40 | 0,0520 | 0,0486 | 0,0490 | 0,0510 | 0,0586 | 0,0540 | 0,0552
50 | 0,0444 | 0,0526 | 0,0480 | 0,0550 | 0,0568 | 0,0610 | 0,0672
100 | 0,0540 | 0,0626 | 0,0606 | 0,0562 | 0,0686 | 0,0726 | 0,0802
200 | 0,0716 | 0,0726 | 0,0690 | 0,0808 | 0,0886 | 0,1108 | 0,1342
20 | 0,0422 | 0,0404 | 0,0424 | 0,0390 | 0,0364 | 0,0422 | 0,0386
30 | 0,0404 | 0,0498 | 0,0454 | 0,0444 | 0,0518 | 0,0516 | 0,0518
40 | 0,0518 | 0,0484 | 0,0502 | 0,0512 | 0,0584 | 0,0556 | 0,0610
50 | 0,0494 | 0,0512 | 0,0530 | 0,0544 | 0,0534 | 0,0612 | 0,0726
100 | 0,0542 | 0,0640 | 0,0650 | 0,0610 | 0,0726 | 0,0818 | 0,0864
200 | 0,0730 | 0,0756 | 0,0746 | 0,0868 | 0,0974 | 0,1294 | 0,1506
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Tabela 65 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para o = 20, n = 20,30,40, 50, 100,200, 5% e 7 valores de contami-
nacao.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,0686 | 0,0652 | 0,0606 | 0,0588 | 0,0596 | 0,0474 | 0,0460
30 | 0,0602 | 0,0570 | 0,0582 | 0,0514 | 0,0586 | 0,0454 | 0,0602
40 | 0,0566 | 0,0602 | 0,0516 | 0,0520 | 0,0508 | 0,0694 | 0,0774
50 | 0,0584 | 0,0544 | 0,0570 | 0,0550 | 0,0676 | 0,0836 | 0,1040
100 | 0,0508 | 0,0576 | 0,0662 | 0,0892 | 0,1148 | 0,1590 | 0,2234
200 | 0,0750 | 0,0878 | 0,1116 | 0,1590 | 0,2402 | 0,3500 | 0,4748
20 | 0,0468 | 0,0446 | 0,0488 | 0,0490 | 0,0498 | 0,0478 | 0,0486
30 | 0,0504 | 0,0504 | 0,0522 | 0,0506 | 0,0574 | 0,0658 | 0,0682
40 | 0,0530 | 0,0478 | 0,0536 | 0,0544 | 0,0550 | 0,0710 | 0,0876
50 | 0,0526 | 0,0524 | 0,0532 | 0,0638 | 0,0712 | 0,0820 | 0,1070
100 | 0,0566 | 0,0632 | 0,0654 | 0,0900 | 0,1064 | 0,1396 | 0,1994
200 | 0,0658 | 0,0826 | 0,0998 | 0,1316 | 0,2038 | 0,2704 | 0,3800
20 | 0,0520 | 0,0482 | 0,0496 | 0,0514 | 0,0472 | 0,0446 | 0,0498
30 | 0,0490 | 0,0506 | 0,0558 | 0,0544 | 0,0552 | 0,0630 | 0,0692
40 | 0,0530 | 0,0520 | 0,0518 | 0,0580 | 0,0600 | 0,0736 | 0,0938
50 | 0,0518 | 0,0526 | 0,0562 | 0,0616 | 0,0726 | 0,0888 | 0,1160
100 | 0,0572 | 0,0642 | 0,0724 | 0,0944 | 0,1150 | 0,1552 | 0,2266
200 | 0,0698 | 0,0874 | 0,1116 | 0,1422 | 0,2262 | 0,3250 | 0,4590
20 | 0,0382 | 0,0380 | 0,0352 | 0,0410 | 0,0432 | 0,0456 | 0,0536
30 | 0,0450 | 0,0454 | 0,0518 | 0,0524 | 0,0636 | 0,0636 | 0,0834
40 | 0,0480 | 0,0488 | 0,0490 | 0,0572 | 0,0650 | 0,0836 | 0,1082
50 | 0,0526 | 0,0530 | 0,0588 | 0,0650 | 0,0792 | 0,1024 | 0,1324
100 | 0,0562 | 0,0658 | 0,0776 | 0,1006 | 0,1276 | 0,1808 | 0,2544
200 | 0,0780 | 0,0920 | 0,1180 | 0,1604 | 0,2456 | 0,3640 | 0,5020
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Tabela 66 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para o = 30, n = 20,30,40, 50, 100,200, 5% e 7 valores de contami-
nacao.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,0682 | 0,0688 | 0,0664 | 0,0486 | 0,0482 | 0,0434 | 0,0450
30 | 0,0630 | 0,0552 | 0,0530 | 0,0468 | 0,0540 | 0,0616 | 0,0896
40 | 0,0554 | 0,0604 | 0,0514 | 0,0654 | 0,0718 | 0,0972 | 0,1324
50 | 0,0486 | 0,0526 | 0,0600 | 0,0704 | 0,0968 | 0,1410 | 0,1818
100 | 0,0664 | 0,0670 | 0,0878 | 0,1382 | 0,2108 | 0,3338 | 0,4370
200 | 0,0790 | 0,0944 | 0,1654 | 0,2720 | 0,4442 | 0,6344 | 0,7860
20 | 0,0540 | 0,0500 | 0,0472 | 0,0418 | 0,0546 | 0,0536 | 0,0576
30 | 0,0472 | 0,0504 | 0,0538 | 0,0532 | 0,0638 | 0,0740 | 0,1014
40 | 0,0504 | 0,0540 | 0,0556 | 0,0742 | 0,0846 | 0,1058 | 0,1376
50 | 0,0550 | 0,0540 | 0,0612 | 0,0828 | 0,1036 | 0,1372 | 0,1786
100 | 0,0668 | 0,0736 | 0,0848 | 0,1208 | 0,1912 | 0,2782 | 0,3742
200 | 0,0714 | 0,0882 | 0,1352 | 0,2278 | 0,3716 | 0,5328 | 0,6912
20 | 0,0540 | 0,0502 | 0,0472 | 0,0446 | 0,0494 | 0,0542 | 0,0548
30 | 0,0496 | 0,0520 | 0,0576 | 0,0568 | 0,0634 | 0,0754 | 0,1036
40 | 0,0496 | 0,0556 | 0,0570 | 0,0700 | 0,0890 | 0,1194 | 0,1544
50 | 0,0536 | 0,0558 | 0,0640 | 0,0752 | 0,1066 | 0,1562 | 0,1982
100 | 0,0692 | 0,0710 | 0,0834 | 0,1398 | 0,2134 | 0,3284 | 0,4440
200 | 0,0748 | 0,0940 | 0,1498 | 0,2636 | 0,4338 | 0,6296 | 0,7904
20 | 0,0374 | 0,0406 | 0,0424 | 0,0382 | 0,0518 | 0,0564 | 0,0650
30 | 0,0452 | 0,0446 | 0,0516 | 0,0578 | 0,0736 | 0,0874 | 0,1274
40 | 0,0466 | 0,0500 | 0,0578 | 0,0796 | 0,1004 | 0,1418 | 0,1830
50 | 0,0510 | 0,0580 | 0,0630 | 0,0828 | 0,1218 | 0,1796 | 0,2358
100 | 0,0696 | 0,0748 | 0,0892 | 0,1574 | 0,2442 | 0,3742 | 0,4978
200 | 0,0794 | 0,1012 | 0,1650 | 0,2902 | 0,4774 | 0,6816 | 0,8336
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Tabela 67 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para o = 40, n = 20,30,40, 50, 100,200, 5% e 7 valores de contami-
nacao.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,0738 | 0,0638 | 0,0508 | 0,0474 | 0,0474 | 0,0522 | 0,0568
30 | 0,0612 | 0,0504 | 0,0522 | 0,0534 | 0,0686 | 0,0968 | 0,1200
40 | 0,0548 | 0,0568 | 0,0606 | 0,0714 | 0,1040 | 0,1520 | 0,1934
50 | 0,0554 | 0,0540 | 0,0596 | 0,1026 | 0,1430 | 0,2010 | 0,2670
100 | 0,0600 | 0,0718 | 0,1156 | 0,2086 | 0,3382 | 0,4896 | 0,6310
200 | 0,0802 | 0,1136 | 0,2258 | 0,4246 | 0,6586 | 0,8342 | 0,9260
20 | 0,0502 | 0,0486 | 0,0456 | 0,0542 | 0,0520 | 0,0680 | 0,0792
30 | 0,0512 | 0,0464 | 0,0566 | 0,0604 | 0,0752 | 0,1098 | 0,1502
40 | 0,0498 | 0,0552 | 0,0628 | 0,0826 | 0,1152 | 0,1496 | 0,2026
50 | 0,0572 | 0,0586 | 0,0678 | 0,0970 | 0,1450 | 0,1978 | 0,2684
100 | 0,0616 | 0,0754 | 0,1074 | 0,1816 | 0,2778 | 0,4272 | 0,5554
200 | 0,0704 | 0,1012 | 0,1842 | 0,3442 | 0,5528 | 0,7434 | 0,8754
20 | 0,0520 | 0,0494 | 0,0438 | 0,0512 | 0,0514 | 0,0660 | 0,0814
30 | 0,0536 | 0,0452 | 0,0580 | 0,0612 | 0,0806 | 0,1192 | 0,1614
40 | 0,0522 | 0,0556 | 0,0646 | 0,0858 | 0,1236 | 0,1672 | 0,2308
50 | 0,0504 | 0,0624 | 0,0688 | 0,1066 | 0,1650 | 0,2300 | 0,3104
100 | 0,0606 | 0,0786 | 0,1182 | 0,2050 | 0,3386 | 0,5138 | 0,6592
200 | 0,0782 | 0,1124 | 0,2054 | 0,4122 | 0,6510 | 0,8430 | 0,9440
20 | 0,0386 | 0,0412 | 0,0378 | 0,0498 | 0,0570 | 0,0814 | 0,0972
30 | 0,0466 | 0,0438 | 0,0594 | 0,0692 | 0,0954 | 0,1444 | 0,1910
40 | 0,0484 | 0,0574 | 0,0744 | 0,0944 | 0,1454 | 0,1994 | 0,2720
50 | 0,0492 | 0,0612 | 0,0748 | 0,1244 | 0,1912 | 0,2660 | 0,3584
100 | 0,0604 | 0,0850 | 0,1294 | 0,2350 | 0,3846 | 0,5614 | 0,7092
200 | 0,0816 | 0,1172 | 0,2276 | 0,4520 | 0,7012 | 0,8812 | 0,9618
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Tabela 68 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para o = 50, n = 20,30,40,50, 100,200, 5% e 7 valores de contami-
nacao.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,0718 | 0,0632 | 0,0490 | 0,0428 | 0,0498 | 0,0496 | 0,0724
30 | 0,0594 | 0,0536 | 0,0464 | 0,0634 | 0,0768 | 0,1246 | 0,1716
40 | 0,0550 | 0,0514 | 0,0628 | 0,0874 | 0,1356 | 0,1948 | 0,2770
50 | 0,0538 | 0,0470 | 0,0688 | 0,1146 | 0,2026 | 0,2832 | 0,3660
100 | 0,0524 | 0,0844 | 0,1532 | 0,2848 | 0,4370 | 0,6232 | 0,7656
200 | 0,0778 | 0,1292 | 0,3168 | 0,5570 | 0,8124 | 0,9340 | 0,9818
20 | 0,0476 | 0,0474 | 0,0438 | 0,0522 | 0,0588 | 0,0752 | 0,0952
30 | 0,0508 | 0,0520 | 0,0538 | 0,0748 | 0,0976 | 0,1356 | 0,1780
40 | 0,0540 | 0,0552 | 0,0684 | 0,0936 | 0,1416 | 0,1954 | 0,2694
50 | 0,0564 | 0,0606 | 0,0744 | 0,1230 | 0,1872 | 0,2634 | 0,3494
100 | 0,0636 | 0,0744 | 0,1332 | 0,2438 | 0,3844 | 0,5538 | 0,6784
200 | 0,0790 | 0,1206 | 0,2438 | 0,4626 | 0,7088 | 0,8770 | 0,9520
20 | 0,0500 | 0,0504 | 0,0448 | 0,0520 | 0,0624 | 0,0758 | 0,1038
30 | 0,0506 | 0,0468 | 0,0570 | 0,0782 | 0,1076 | 0,1462 | 0,2058
40 | 0,0518 | 0,0524 | 0,0706 | 0,0998 | 0,1606 | 0,2258 | 0,3108
50 | 0,0576 | 0,0598 | 0,0774 | 0,1372 | 0,2138 | 0,3166 | 0,4176
100 | 0,0628 | 0,0760 | 0,1450 | 0,2842 | 0,4622 | 0,6528 | 0,7884
200 | 0,0778 | 0,1254 | 0,2902 | 0,5538 | 0,8100 | 0,9458 | 0,9860
20 | 0,0432 | 0,0424 | 0,0444 | 0,0520 | 0,0694 | 0,0928 | 0,1244
30 | 0,0424 | 0,0472 | 0,0592 | 0,0894 | 0,1248 | 0,1840 | 0,2542
40 | 0,0476 | 0,0492 | 0,0756 | 0,1186 | 0,1822 | 0,2630 | 0,3720
50 | 0,0558 | 0,0568 | 0,0842 | 0,1552 | 0,2518 | 0,3662 | 0,4780
100 | 0,0636 | 0,0848 | 0,1690 | 0,3244 | 0,5116 | 0,7124 | 0,8368
200 | 0,0830 | 0,1340 | 0,3256 | 0,6018 | 0,8566 | 0,9680 | 0,9928
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Tabela 69 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para o = 1000, n = 20,30,40,50, 100,200, 5% e 7 valores de conta-

minacao.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,0462 | 0,1664 | 0,2592 | 0,3256 | 0,3504 | 0,3788 | 0,3830
30 | 0,1044 | 0,3992 | 0,5780 | 0,6660 | 0,6954 | 0,7190 | 0,7352
40 | 0,1590 | 0,5876 | 0,7928 | 0,8490 | 0,8876 | 0,9016 | 0,9186
50 | 0,2392 | 0,7624 | 0,9012 | 0,9500 | 0,9676 | 0,9734 | 0,9776
100 | 0,5494 | 0,9888 | 0,9996 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,8802 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,0644 | 0,1848 | 0,2846 | 0,3136 | 0,3370 | 0,3598 | 0,3674
30 | 0,1256 | 0,3954 | 0,5206 | 0,6016 | 0,6286 | 0,6506 | 0,6676
40 | 0,1642 | 0,5498 | 0,7140 | 0,7858 | 0,8168 | 0,8334 | 0,8528
50 | 0,2236 | 0,6916 | 0,8474 | 0,8956 | 0,9220 | 0,9280 | 0,9416
100 | 0,4670 | 0,9720 | 0,9962 | 0,9992 | 0,9998 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,8096 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,0628 | 0,2056 | 0,3196 | 0,3686 | 0,3904 | 0,4174 | 0,4282
30 | 0,1358 | 0,4654 | 0,6252 | 0,7094 | 0,7550 | 0,7680 | 0,7978
40 | 0,1890 | 0,6580 | 0,8384 | 0,8982 | 0,9270 | 0,9368 | 0,9466
50 | 0,2586 | 0,8050 | 0,9402 | 0,9726 | 0,9806 | 0,9872 | 0,9890
100 | 0,5550 | 0,9948 | 0,9998 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,8934 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,0750 | 0,2778 | 0,4244 | 0,5030 | 0,5410 | 0,5664 | 0,5858
30 | 0,1644 | 0,5608 | 0,7438 | 0,8358 | 0,8730 | 0,8930 | 0,9032
40 | 0,2192 | 0,7424 | 0,9164 | 0,9582 | 0,9790 | 0,9838 | 0,9858
50 | 0,3074 | 0,8790 | 0,9772 | 0,9938 | 0,9970 | 0,9976 | 0,9996
100 | 0,6134 | 0,9984 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,9192 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
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Tabela 70 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para o = 5000, n = 20,30,40,50, 100,200, 5% e 7 valores de conta-
minacao.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,2080 | 0,3482 | 0,3846 | 0,3902 | 0,4068 | 0,4220 | 0,4218
30 | 0,4766 | 0,6868 | 0,7368 | 0,7606 | 0,7646 | 0,7978 | 0,7918
40 | 0,6888 | 0,8834 | 0,9144 | 0,9216 | 0,9254 | 0,9368 | 0,9324
50 | 0,8404 | 0,9568 | 0,9768 | 0,9794 | 0,9824 | 0,9842 | 0,9844
100 | 0,9966 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,2218 | 0,3386 | 0,3502 | 0,3674 | 0,3750 | 0,3832 | 0,3866
30 | 0,4406 | 0,6162 | 0,6596 | 0,6612 | 0,6898 | 0,7042 | 0,7078
40 | 0,6288 | 0,8026 | 0,8502 | 0,8590 | 0,8646 | 0,8626 | 0,8738
50 | 0,7644 | 0,9158 | 0,9314 | 0,9374 | 0,9550 | 0,9474 | 0,9472
100 | 0,9904 | 0,9996 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 0,9998 | 0,9998
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,2532 | 0,3964 | 0,4160 | 0,4294 | 0,4412 | 0,4592 | 0,4514
30 | 0,5378 | 0,7344 | 0,7856 | 0,8014 | 0,8100 | 0,8290 | 0,8330
40 | 0,7386 | 0,9152 | 0,9448 | 0,9520 | 0,9576 | 0,9566 | 0,9594
50 | 0,8776 | 0,9792 | 0,9888 | 0,9920 | 0,9952 | 0,9948 | 0,9934
100 | 0,9996 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,3392 | 0,5370 | 0,5790 | 0,5944 | 0,6122 | 0,6402 | 0,6336
30 | 0,6462 | 0,8584 | 0,9006 | 0,9148 | 0,9238 | 0,9396 | 0,9416
40 | 0,8304 | 0,9702 | 0,9888 | 0,9920 | 0,9914 | 0,9954 | 0,9948
50 | 0,9360 | 0,9958 | 0,9990 | 1,0000 | 0,9994 | 1,0000 | 0,9998
100 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

TRV

TKS

TCM

TAD
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Nivel nominal de o = 10%

Tabela 71 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para c = 8, n = 20,30,40,50,100,200, nivel nominal de 10% e 7
valores de contaminacao.

€
Teste | n £l & & &4 &5 & &
20 | 0,1294 | 0,1356 | 0,1306 | 0,1164 | 0,1166 | 0,1130 | 0,1194
30 | 0,1082 | 0,1122 | 0,1052 | 0,1106 | 0,1046 | 0,1128 | 0,1042
40 | 0,1064 | 0,1024 | 0,1122 | 0,1028 | 0,1040 | 0,1044 | 0,0986
50 | 0,1074 | 0,1012 | 0,1020 | 0,1028 | 0,1086 | 0,0978 | 0,1014
100 | 0,1066 | 0,1000 | 0,1092 | 0,1090 | 0,1118 | 0,1160 | 0,1220
200 | 0,1182 | 0,1210 | 0,1260 | 0,1216 | 0,1398 | 0,1422 | 0,1556
20 | 0,0958 | 0,1002 | 0,1046 | 0,0916 | 0,0916 | 0,0962 | 0,0998
30 | 0,1034 | 0,1074 | 0,0990 | 0,1014 | 0,0996 | 0,0964 | 0,1026
40 | 0,0998 | 0,0974 | 0,1052 | 0,0946 | 0,1074 | 0,0998 | 0,0972
50 | 0,1014 | 0,1054 | 0,1008 | 0,1038 | 0,1072 | 0,1058 | 0,1022
100 | 0,1122 | 0,1028 | 0,1098 | 0,1120 | 0,1126 | 0,1092 | 0,1220
200 | 0,1194 | 0,1140 | 0,1216 | 0,1220 | 0,1300 | 0,1378 | 0,1554
20 | 0,0966 | 0,1042 | 0,1040 | 0,0950 | 0,0982 | 0,1012 | 0,1008
30 | 0,1030 | 0,1090 | 0,1014 | 0,1068 | 0,1022 | 0,0938 | 0,0994
40 | 0,1000 | 0,1012 | 0,1116 | 0,0984 | 0,1052 | 0,1032 | 0,0994
50 | 0,0998 | 0,0990 | 0,1028 | 0,1026 | 0,1048 | 0,1100 | 0,1042
100 | 0,1132 | 0,0980 | 0,1120 | 0,1220 | 0,1166 | 0,1176 | 0,1256
200 | 0,1146 | 0,1220 | 0,1252 | 0,1248 | 0,1340 | 0,1440 | 0,1568
20 | 0,0864 | 0,0888 | 0,0904 | 0,0864 | 0,0848 | 0,0918 | 0,0860
30 | 0,0972 | 0,0970 | 0,0892 | 0,0980 | 0,0936 | 0,0946 | 0,0932
40 | 0,0944 | 0,0982 | 0,1066 | 0,0938 | 0,1090 | 0,0988 | 0,1008
50 | 0,1004 | 0,0964 | 0,1022 | 0,0992 | 0,1098 | 0,1124 | 0,1058
100 | 0,1172 | 0,1024 | 0,1210 | 0,1216 | 0,1184 | 0,1252 | 0,1274
200 | 0,1208 | 0,1220 | 0,1304 | 0,1274 | 0,1434 | 0,1520 | 0,1690

TRV

TKS

TCM

TAD
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Tabela 72 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para c = 10, n = 20, 30,40, 50, 100,200, 10% e 7 valores de contami-
nacao.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,1288 | 0,1272 | 0,1240 | 0,1218 | 0,1106 | 0,1094 | 0,1104
30 | 0,1004 | 0,1164 | 0,1096 | 0,1030 | 0,1078 | 0,1090 | 0,1092
40 | 0,1072 | 0,1046 | 0,1062 | 0,1088 | 0,1018 | 0,1030 | 0,1028
50 | 0,0988 | 0,1010 | 0,0998 | 0,1024 | 0,1112 | 0,1132 | 0,1128
100 | 0,1048 | 0,1108 | 0,1148 | 0,1226 | 0,1262 | 0,1358 | 0,1364
200 | 0,1322 | 0,1362 | 0,1334 | 0,1416 | 0,1630 | 0,2040 | 0,2276
20 | 0,0998 | 0,1012 | 0,1010 | 0,0918 | 0,0954 | 0,0916 | 0,0926
30 | 0,1042 | 0,1078 | 0,0996 | 0,0944 | 0,1040 | 0,0982 | 0,1028
40 | 0,1016 | 0,0988 | 0,1036 | 0,1058 | 0,1106 | 0,1040 | 0,1108
50 | 0,0922 | 0,1058 | 0,1004 | 0,1088 | 0,1048 | 0,1210 | 0,1220
100 | 0,1096 | 0,1114 | 0,1128 | 0,1094 | 0,1272 | 0,1358 | 0,1370
200 | 0,1280 | 0,1328 | 0,1194 | 0,1414 | 0,1548 | 0,1758 | 0,1972
20 | 0,0982 | 0,1020 | 0,1046 | 0,0952 | 0,0924 | 0,0926 | 0,0938
30 | 0,1032 | 0,1090 | 0,1026 | 0,0922 | 0,1042 | 0,1014 | 0,1030
40 | 0,1020 | 0,0986 | 0,1010 | 0,1046 | 0,1112 | 0,1050 | 0,1114
50 | 0,0948 | 0,1058 | 0,1016 | 0,1058 | 0,1096 | 0,1218 | 0,1220
100 | 0,1114 | 0,1150 | 0,1176 | 0,1120 | 0,1270 | 0,1354 | 0,1410
200 | 0,1316 | 0,1334 | 0,1246 | 0,1496 | 0,1554 | 0,1920 | 0,2140
20 | 0,0838 | 0,0880 | 0,0858 | 0,0864 | 0,0836 | 0,0844 | 0,0850
30 | 0,0932 | 0,1016 | 0,0970 | 0,0904 | 0,1024 | 0,1024 | 0,1088
40 | 0,0986 | 0,0992 | 0,1022 | 0,1056 | 0,1074 | 0,1066 | 0,1176
50 | 0,0906 | 0,1008 | 0,1020 | 0,1040 | 0,1084 | 0,1252 | 0,1240
100 | 0,1146 | 0,1180 | 0,1188 | 0,1214 | 0,1378 | 0,1442 | 0,1546
200 | 0,1398 | 0,1400 | 0,1340 | 0,1574 | 0,1678 | 0,2030 | 0,2370

TRV

TKS

TCM

TAD
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Tabela 73 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para o = 20, n = 20,30,40,50, 100,200, 10% e 7 valores de contami-
nacao.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,1310 | 0,1256 | 0,1188 | 0,1172 | 0,1072 | 0,0974 | 0,0916
30 | 0,1126 | 0,1078 | 0,1110 | 0,1040 | 0,1078 | 0,1006 | 0,1148
40 | 0,1098 | 0,1120 | 0,0990 | 0,1058 | 0,1002 | 0,1254 | 0,1364
50 | 0,1110 | 0,1060 | 0,1088 | 0,1078 | 0,1200 | 0,1478 | 0,1844
100 | 0,0976 | 0,1158 | 0,1248 | 0,1510 | 0,1938 | 0,2476 | 0,3294
200 | 0,1352 | 0,1472 | 0,1858 | 0,2430 | 0,3434 | 0,4680 | 0,5968
20 | 0,1002 | 0,0972 | 0,0982 | 0,0960 | 0,1004 | 0,0968 | 0,1048
30 | 0,0966 | 0,1012 | 0,0996 | 0,1034 | 0,1126 | 0,1182 | 0,1258
40 | 0,1006 | 0,0990 | 0,1088 | 0,1104 | 0,1142 | 0,1328 | 0,1488
50 | 0,1076 | 0,1066 | 0,1060 | 0,1188 | 0,1316 | 0,1516 | 0,1832
100 | 0,1108 | 0,1140 | 0,1294 | 0,1582 | 0,1836 | 0,2320 | 0,3012
200 | 0,1244 | 0,1442 | 0,1732 | 0,2128 | 0,2992 | 0,3876 | 0,5140
20 | 0,1002 | 0,0962 | 0,1022 | 0,1016 | 0,0960 | 0,0962 | 0,0986
30 | 0,1008 | 0,1012 | 0,1052 | 0,1048 | 0,1126 | 0,1184 | 0,1278
40 | 0,1024 | 0,1002 | 0,1022 | 0,1118 | 0,1164 | 0,1338 | 0,1594
50 | 0,1096 | 0,1032 | 0,1142 | 0,1182 | 0,1316 | 0,1462 | 0,1926
100 | 0,1124 | 0,1142 | 0,1316 | 0,1590 | 0,1948 | 0,2496 | 0,3270
200 | 0,1292 | 0,1486 | 0,1894 | 0,2256 | 0,3280 | 0,4450 | 0,5812
20 | 0,0864 | 0,0848 | 0,0850 | 0,0882 | 0,0912 | 0,0918 | 0,1028
30 | 0,0930 | 0,0930 | 0,1002 | 0,1076 | 0,1146 | 0,1210 | 0,1444
40 | 0,0968 | 0,1014 | 0,0984 | 0,1152 | 0,1196 | 0,1504 | 0,1738
50 | 0,1030 | 0,0988 | 0,1132 | 0,1198 | 0,1424 | 0,1736 | 0,2186
100 | 0,1076 | 0,1252 | 0,1352 | 0,1734 | 0,2156 | 0,2730 | 0,3628
200 | 0,1356 | 0,1542 | 0,1990 | 0,2510 | 0,3524 | 0,4824 | 0,6254

TRV

TKS

TCM

TAD
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Tabela 74 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para o = 30, n = 20,30,40,50, 100,200, 10% e 7 valores de contami-
nacao.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,1252 | 0,1286 | 0,1238 | 0,1022 | 0,0974 | 0,0880 | 0,0948
30 | 0,1160 | 0,1186 | 0,1046 | 0,0978 | 0,1052 | 0,1158 | 0,1558
40 | 0,1082 | 0,1140 | 0,1072 | 0,1180 | 0,1348 | 0,1676 | 0,2236
50 | 0,1052 | 0,1034 | 0,1106 | 0,1300 | 0,1690 | 0,2298 | 0,2806
100 | 0,1224 | 0,1214 | 0,1548 | 0,2108 | 0,3160 | 0,4482 | 0,5662
200 | 0,1372 | 0,1592 | 0,2514 | 0,3894 | 0,5682 | 0,7438 | 0,8640
20 | 0,1042 | 0,0980 | 0,0960 | 0,0876 | 0,1026 | 0,1008 | 0,1100
30 | 0,1050 | 0,0986 | 0,1002 | 0,1054 | 0,1208 | 0,1362 | 0,1728
40 | 0,0998 | 0,1068 | 0,1136 | 0,1314 | 0,1476 | 0,1820 | 0,2254
50 | 0,1058 | 0,1060 | 0,1208 | 0,1374 | 0,1700 | 0,2202 | 0,2776
100 | 0,1216 | 0,1290 | 0,1428 | 0,2052 | 0,2924 | 0,3954 | 0,4930
200 | 0,1350 | 0,1536 | 0,2172 | 0,3236 | 0,5026 | 0,6516 | 0,7996
20 | 0,1104 | 0,1024 | 0,0964 | 0,0888 | 0,0988 | 0,1016 | 0,1124
30 | 0,1004 | 0,1054 | 0,1042 | 0,1100 | 0,1162 | 0,1380 | 0,1760
40 | 0,0982 | 0,1110 | 0,1112 | 0,1322 | 0,1482 | 0,1940 | 0,2414
50 | 0,1044 | 0,1070 | 0,1210 | 0,1400 | 0,1822 | 0,2402 | 0,2980
100 | 0,1204 | 0,1286 | 0,1534 | 0,2188 | 0,3194 | 0,4450 | 0,5598
200 | 0,1336 | 0,1572 | 0,2420 | 0,3680 | 0,5496 | 0,7354 | 0,8682
20 | 0,0892 | 0,0878 | 0,0896 | 0,0800 | 0,1002 | 0,1070 | 0,1254
30 | 0,0922 | 0,0970 | 0,1032 | 0,1126 | 0,1294 | 0,1552 | 0,2058
40 | 0,0990 | 0,1078 | 0,1110 | 0,1440 | 0,1644 | 0,2238 | 0,2762
50 | 0,1056 | 0,1074 | 0,1266 | 0,1460 | 0,2052 | 0,2722 | 0,3448
100 | 0,1276 | 0,1370 | 0,1590 | 0,2400 | 0,3530 | 0,4908 | 0,6194
200 | 0,1364 | 0,1692 | 0,2618 | 0,3996 | 0,5994 | 0,7804 | 0,8982

TRV

TKS

TCM

TAD
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Tabela 75 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para o = 40, n = 20,30,40,50, 100,200, 10% e 7 valores de contami-
nacao.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,1326 | 0,1218 | 0,0994 | 0,1024 | 0,0964 | 0,1014 | 0,1104
30 | 0,1156 | 0,1052 | 0,1016 | 0,1106 | 0,1230 | 0,1654 | 0,2058
40 | 0,1060 | 0,1054 | 0,1128 | 0,1296 | 0,1784 | 0,2330 | 0,2994
50 | 0,1022 | 0,1052 | 0,1150 | 0,1734 | 0,2256 | 0,3102 | 0,3962
100 | 0,1118 | 0,1320 | 0,1894 | 0,3094 | 0,4502 | 0,6104 | 0,7488
200 | 0,1474 | 0,1892 | 0,3328 | 0,5374 | 0,7618 | 0,9000 | 0,9618
20 | 0,0998 | 0,0964 | 0,0964 | 0,1038 | 0,1032 | 0,1230 | 0,1374
30 | 0,1006 | 0,0936 | 0,1120 | 0,1142 | 0,1376 | 0,1872 | 0,2310
40 | 0,1006 | 0,1074 | 0,1182 | 0,1444 | 0,1824 | 0,2344 | 0,3018
50 | 0,1086 | 0,1126 | 0,1222 | 0,1704 | 0,2298 | 0,3012 | 0,3750
100 | 0,1154 | 0,1364 | 0,1824 | 0,2708 | 0,4038 | 0,5652 | 0,6884
200 | 0,1334 | 0,1744 | 0,2826 | 0,4642 | 0,6840 | 0,8446 | 0,9282
20 | 0,1028 | 0,1022 | 0,0890 | 0,1014 | 0,1012 | 0,1230 | 0,1406
30 | 0,1044 | 0,0968 | 0,1168 | 0,1148 | 0,1454 | 0,1942 | 0,2526
40 | 0,0996 | 0,1050 | 0,1246 | 0,1456 | 0,1924 | 0,2542 | 0,3354
50 | 0,1042 | 0,1120 | 0,1260 | 0,1822 | 0,2494 | 0,3274 | 0,4236
100 | 0,1144 | 0,1382 | 0,1874 | 0,3006 | 0,4528 | 0,6276 | 0,7582
200 | 0,1416 | 0,1842 | 0,3080 | 0,5324 | 0,7630 | 0,9052 | 0,9732
20 | 0,0848 | 0,0874 | 0,0830 | 0,1016 | 0,1074 | 0,1386 | 0,1632
30 | 0,0970 | 0,0910 | 0,1146 | 0,1256 | 0,1626 | 0,2266 | 0,2942
40 | 0,0958 | 0,1082 | 0,1334 | 0,1626 | 0,2214 | 0,2970 | 0,3822
50 | 0,1010 | 0,1158 | 0,1350 | 0,2066 | 0,2812 | 0,3784 | 0,4802
100 | 0,1154 | 0,1438 | 0,2084 | 0,3406 | 0,5000 | 0,6772 | 0,8038
200 | 0,1452 | 0,2010 | 0,3362 | 0,5742 | 0,7964 | 0,9336 | 0,9826

TRV

TKS

TCM

TAD
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Tabela 76 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para o = 50, n = 20,30,40,50, 100,200, 10% e 7 valores de contami-
nacao.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,1310 | 0,1182 | 0,0988 | 0,0902 | 0,1052 | 0,1014 | 0,1340
30 | 0,1192 | 0,1090 | 0,0996 | 0,1184 | 0,1440 | 0,2084 | 0,2716
40 | 0,1070 | 0,1092 | 0,1210 | 0,1580 | 0,2222 | 0,2922 | 0,4026
50 | 0,1046 | 0,1002 | 0,1286 | 0,1938 | 0,2962 | 0,4038 | 0,4996
100 | 0,1096 | 0,1478 | 0,2430 | 0,3954 | 0,5650 | 0,7380 | 0,8568
200 | 0,1412 | 0,2140 | 0,4248 | 0,6820 | 0,8844 | 0,9676 | 0,9908
20 | 0,1010 | 0,0966 | 0,0962 | 0,0996 | 0,1146 | 0,1408 | 0,1638
30 | 0,0996 | 0,1040 | 0,1104 | 0,1318 | 0,1612 | 0,2202 | 0,2834
40 | 0,1046 | 0,1030 | 0,1304 | 0,1592 | 0,2228 | 0,2958 | 0,3890
50 | 0,1088 | 0,1144 | 0,1366 | 0,2018 | 0,2938 | 0,3848 | 0,4818
100 | 0,1200 | 0,1372 | 0,2214 | 0,3454 | 0,5178 | 0,6762 | 0,7952
200 | 0,1276 | 0,1964 | 0,3522 | 0,5954 | 0,8170 | 0,9344 | 0,9794
20 | 0,1034 | 0,1040 | 0,0964 | 0,1020 | 0,1178 | 0,1412 | 0,1740
30 | 0,0998 | 0,0984 | 0,1090 | 0,1398 | 0,1774 | 0,2376 | 0,3032
40 | 0,1004 | 0,1036 | 0,1348 | 0,1732 | 0,2422 | 0,3258 | 0,4340
50 | 0,1074 | 0,1124 | 0,1410 | 0,2130 | 0,3134 | 0,4372 | 0,5434
100 | 0,1198 | 0,1396 | 0,2362 | 0,3898 | 0,5852 | 0,7608 | 0,8708
200 | 0,1400 | 0,2036 | 0,3992 | 0,6670 | 0,8842 | 0,9730 | 0,9944
20 | 0,0870 | 0,0896 | 0,0876 | 0,0982 | 0,1328 | 0,1608 | 0,2032
30 | 0,0954 | 0,0978 | 0,1160 | 0,1544 | 0,2008 | 0,2852 | 0,3634
40 | 0,0950 | 0,1052 | 0,1398 | 0,1962 | 0,2810 | 0,3766 | 0,5000
50 | 0,1034 | 0,1092 | 0,1500 | 0,2394 | 0,3592 | 0,4898 | 0,6002
100 | 0,1166 | 0,1526 | 0,2620 | 0,4348 | 0,6342 | 0,8060 | 0,9050
200 | 0,1474 | 0,2178 | 0,4382 | 0,7094 | 0,9116 | 0,9830 | 0,9978

TRV

TKS

TCM

TAD




227

Tabela 77 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para o = 100, n = 20, 30,40, 50,100,200, 10% e 7 valores de conta-
minacao.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,1232 | 0,1050 | 0,1000 | 0,1118 | 0,1446 | 0,1992 | 0,2488
30 | 0,1142 | 0,1086 | 0,1372 | 0,2234 | 0,3154 | 0,3936 | 0,4868
40 | 0,1058 | 0,1178 | 0,1896 | 0,3240 | 0,4740 | 0,5650 | 0,6596
50 | 0,1132 | 0,1338 | 0,2516 | 0,4410 | 0,5882 | 0,7166 | 0,8026
100 | 0,1124 | 0,2338 | 0,5156 | 0,7848 | 0,9188 | 0,9732 | 0,9890
200 | 0,1660 | 0,4094 | 0,8130 | 0,9728 | 0,9980 | 0,9998 | 1,0000
20 | 0,0962 | 0,0986 | 0,1128 | 0,1402 | 0,1860 | 0,2284 | 0,2736
30 | 0,0932 | 0,1146 | 0,1556 | 0,2346 | 0,3294 | 0,4054 | 0,4766
40 | 0,0992 | 0,1160 | 0,2004 | 0,3216 | 0,4684 | 0,5568 | 0,6316
50 | 0,1152 | 0,1338 | 0,2384 | 0,4164 | 0,5584 | 0,6740 | 0,7474
100 | 0,1108 | 0,2236 | 0,4596 | 0,7134 | 0,8768 | 0,9502 | 0,9798
200 | 0,1620 | 0,3566 | 0,7362 | 0,9532 | 0,9956 | 0,9988 | 1,0000
20 | 0,1050 | 0,0978 | 0,1080 | 0,1408 | 0,1908 | 0,2374 | 0,2968
30 | 0,1014 | 0,1198 | 0,1566 | 0,2488 | 0,3686 | 0,4524 | 0,5440
40 | 0,1048 | 0,1174 | 0,2148 | 0,3494 | 0,5114 | 0,6276 | 0,7006
50 | 0,1130 | 0,1366 | 0,2646 | 0,4684 | 0,6370 | 0,7664 | 0,8362
100 | 0,1098 | 0,2382 | 0,5104 | 0,7946 | 0,9312 | 0,9840 | 0,9964
200 | 0,1678 | 0,4002 | 0,8102 | 0,9808 | 0,9990 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,0854 | 0,0902 | 0,1190 | 0,1678 | 0,2350 | 0,2950 | 0,3638
30 | 0,0922 | 0,1258 | 0,1782 | 0,2954 | 0,4252 | 0,5212 | 0,6254
40 | 0,1010 | 0,1350 | 0,2432 | 0,4038 | 0,5782 | 0,6972 | 0,7834
50 | 0,1164 | 0,1506 | 0,3022 | 0,5308 | 0,7024 | 0,8246 | 0,8910
100 | 0,1178 | 0,2660 | 0,5632 | 0,8418 | 0,9546 | 0,9918 | 0,9984
200 | 0,1844 | 0,4322 | 0,8514 | 0,9900 | 0,9996 | 1,0000 | 1,0000

TRV

TKS

TCM

TAD
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Tabela 78 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para o = 1000, n = 20, 30,40, 50, 100,200, 10% e 7 valores de conta-
minacao.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,0974 | 0,2694 | 0,3976 | 0,4682 | 0,4956 | 0,5248 | 0,5318
30 | 0,1798 | 0,5394 | 0,7082 | 0,7852 | 0,8148 | 0,8388 | 0,8508
40 | 0,2552 | 0,7236 | 0,8854 | 0,9236 | 0,9456 | 0,9548 | 0,9620
50 | 0,3486 | 0,8578 | 0,9536 | 0,9798 | 0,9872 | 0,9904 | 0,9918
100 | 0,6688 | 0,9944 | 0,9998 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,9318 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,1192 | 0,2920 | 0,4114 | 0,4484 | 0,4740 | 0,4998 | 0,5094
30 | 0,2074 | 0,5220 | 0,6634 | 0,7388 | 0,7564 | 0,7730 | 0,7948
40 | 0,2652 | 0,6910 | 0,8238 | 0,8786 | 0,9060 | 0,9132 | 0,9294
50 | 0,3200 | 0,8064 | 0,9212 | 0,9518 | 0,9634 | 0,9732 | 0,9750
100 | 0,6016 | 0,9894 | 0,9990 | 0,9998 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,8888 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,1242 | 0,3176 | 0,4556 | 0,5104 | 0,5374 | 0,5574 | 0,5728
30 | 0,2100 | 0,5948 | 0,7526 | 0,8342 | 0,8560 | 0,8716 | 0,8872
40 | 0,2848 | 0,7778 | 0,9126 | 0,9522 | 0,9710 | 0,9736 | 0,9752
50 | 0,3648 | 0,8902 | 0,9760 | 0,9900 | 0,9932 | 0,9964 | 0,9972
100 | 0,6784 | 0,9988 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,9384 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,1386 | 0,4040 | 0,5686 | 0,6488 | 0,6800 | 0,7142 | 0,7334
30 | 0,2450 | 0,6856 | 0,8480 | 0,9194 | 0,9386 | 0,9516 | 0,9576
40 | 0,3334 | 0,8444 | 0,9666 | 0,9862 | 0,9962 | 0,9952 | 0,9974
50 |0,4142 | 0,9380 | 0,9916 | 0,9990 | 0,9990 | 0,9998 | 1,0000
100 | 0,7216 | 0,9994 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 0,9580 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
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TKS

TCM

TAD
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Tabela 79 — Taxas de rejeicao de Hy: os dados possuem distribuicio Bingham complexa,
quando Hj é falsa. Utilizando os testes TRV, TKS, TCM e TAD pelo método
bootstrap, para c = 5000, n = 20, 30,40, 50, 100,200, utilizando o nivel nominal
de 10% e 7 valores de contaminacao.

€
Teste | n £l & & & &5 & &
20 | 0,3240 | 0,4866 | 0,5270 | 0,5386 | 0,5508 | 0,5812 | 0,5688
30 | 0,6186 | 0,7986 | 0,8416 | 0,8622 | 0,8676 | 0,8838 | 0,8858
40 | 0,8010 | 0,9402 | 0,9602 | 0,9612 | 0,9674 | 0,9722 | 0,9730
50 | 0,9092 | 0,9816 | 0,9916 | 0,9942 | 0,9936 | 0,9932 | 0,9964
100 | 0,9988 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,3370 | 0,4892 | 0,5020 | 0,5184 | 0,5168 | 0,5310 | 0,5284
30 | 0,5864 | 0,7456 | 0,7868 | 0,7992 | 0,8136 | 0,8224 | 0,8238
40 | 0,7552 | 0,8930 | 0,9220 | 0,9308 | 0,9330 | 0,9316 | 0,9402
50 | 0,8660 | 0,9630 | 0,9738 | 0,9760 | 0,9822 | 0,9828 | 0,9828
100 | 0,9972 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,3706 | 0,5426 | 0,5614 | 0,5840 | 0,5878 | 0,6078 | 0,6068
30 | 0,6762 | 0,8438 | 0,8894 | 0,8962 | 0,9000 | 0,9130 | 0,9154
40 | 0,8418 | 0,9626 | 0,9808 | 0,9780 | 0,9830 | 0,9848 | 0,9854
50 |0,9342 | 0,9936 | 0,9972 | 0,9978 | 0,9980 | 0,9988 | 0,9984
100 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
20 | 0,4744 | 0,6830 | 0,7250 | 0,7464 | 0,7534 | 0,7720 | 0,7730
30 | 0,7694 | 0,9336 | 0,9640 | 0,9690 | 0,9692 | 0,9780 | 0,9796
40 | 0,9082 | 0,9894 | 0,9974 | 0,9980 | 0,9986 | 0,9990 | 0,9988
50 | 0,9706 | 0,9996 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
100 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
200 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

TRV

TKS

TCM

TAD
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