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RESUMO

Neste trabalho, utilizando de ferramentas da Analise Funcional e da Topologia,
estudamos a existéncia de solugoes de equagoes de onda semilineares fortemente
amortecidas, mais especificamente, tratamos sobre a existéncia de solugdes brandas
e suas propriedades de limitagdo, para isto, definimos inicialmente o conceito de
solugcao branda para o nosso problema, o qual sera uma funcao satisfazendo uma
certa equacao integral, assim, ao definir certos operadores em L? por essa equacao
integral utilizamos o Teorema do ponto fixo de Banach para garantir a existéncia
e unicidade de ponto fixo para tal operador e, consequentemente, obtemos a
existéncia e unicidade de solugcao branda em L? para o nosso problema. Além
disso, também estudamos resultados diversos em existéncia, como a existéncia
de solucbes brandas, classicas e fortes, para tais topicos, cabe ressaltar alguns
resultados auxiliares essenciais como a generalizagcao do Teorema do ponto fixo de
Darbo que envolve medidas de nao compacidade de Kuratowski que através de tal
Teorema nos garante a existéncia de solugdes brandas, também utilizamos alguns
Lemas auxiliares onde nos garante que solucao branda para o nosso problema,
satisfazendo certas condigbes, implica em solugéo classica ou solugéo forte. Em um
dos nossos resultados sobre solugdes classicas ou de solugdes fortes, para garantir
a existéncia de tal solugao utilizamos o Teorema de Schauder-Tychonoff, também
cabe ressaltar o Teorema de Riesz-Weyl-Kolmogorov que estabelece critérios para
caracterizar subconjuntos compactos de L?, o qual sera fundamental para a aplicacao
do Teorema de Schauder-Tychonoff. E, por fim, concluimos com algumas aplicacdes

dos resultados estabelecidos.

Palavras-chave: Equacgdes de ondas amortecidas. Limitagdo. Existéncia de

solucao.



ABSTRACT

In this work, using tools of Functional Analysis and Topology, we study the
existence of solutions of strongly damped semilinear wave equations, more specifically,
we treat the existence of mild solutions and their properties of boundedness, for this,
we initially defined the concept of mild solution to our problem, which will be a function
satisfying a certain integral equation, thus, defining certain operators in L? by this
equation integral we use the Banach fixed point theorem to ensure the existence and
uniqueness of fixed point for such operator and, consequently, we obtain the existence
and uniqueness of mild solution in L? for our problem. Moreover, we also study diverse
results in existence, as the existence of mild, classic and strong solutions, for such
topics, it is worth mentioning some essential ancillary results such as the generalization
of Darbo’s fixed point Theorem which involves measures of Kuratowski noncompacity
that through such Theorem guarantees us the existence of mild solutions, we also
use some auxiliary lemmas where it assures us that mild solution to our problem,
meeting certain conditions, implies classic solution or strong solution. On a From our
results on classical or strong solutions, to ensure the existence of such a solution, we
use the Schauder-Tychonoff Theorem. We also highlight the Riesz-Weyl-Kolmogorov
Theorem which establishes criteria for characterize compact subsets of L7, which will
be fundamental for the application of the Schauder-Tychonoff Theorem. And finally, we

conclude with some applications of the established results.

Keywords: Damped wave equations. Boundedness. Existence of solutions.
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1 INTRODUCAO

Desde os primérdios nos estudos das equacoes diferenciais, um dos principais
problemas ao tentar compreender certo modelo € determinar se tal problema possui
solugdo. Em alguns casos, ao determinar se 0 modelo com tais parametros possui
solucdo, a proxima etapa natural consiste em estabelecer se a solugéo é Unica ou
nao. Um caso interessante é o estudo das propriedades de limitagcdo em L? para
solugdes, o qual € um tdpico muito importante na analise classica. Atualmente,
existem diversos trabalhos sobre propriedades de limitagcdo em L?, podemos citar
alguns destes trabalhos (LUBINSKY; MASHELE, 2002; PENGTAO; LIZHONG, 2012;
CUEVAS et al., 2013; CONSTANTIN; PELAEZ, 2015; CHEN; MAGNIEZ; OUHABAZ,
2015; CHEN, 2016; GOLDBERG; GREEN, 2016; OTTEN, 2016; KYED; SAUER,
2017).

Nesta dissertacao, estamos interessados em estudar propriedades de limitacao
em L? e, além disso, a existéncia de solugdes brandas, solugdes classicas e solugoes
fortes para a equagao de onda semilinear fortemente amortecidas.

Este trabalho se encontra dividido em cinco capitulos. O Capitulo 2, intitulado
“Preliminares”, tem por objetivo tornar o texto 0 mais autossuficiente. Este capitulo
contém notagdes, definicdes e resultados relevantes para o desenvolvimento deste
trabalho. Especificamente, faremos uma revisao sobre medida de nao compacidade,
semigrupos e geradores, operadores setoriais, semigrupos analiticos e poténcias
fracionarias. Por fim, na ultima secao deste capitulo, enunciaremos alguns resultados
classicos da Andlise Funcional e diversos resultados auxiliares.

No Capitulo 3, intitulado “Equacoes de ondas fortemente amortecidas”, faremos

a apresentacao do modelo de equacbOes de ondas fortemente amortecidas que



Introdugéo 9

sera tratado neste trabalho. As equacdes de ondas amortecidas tem sido bastante
investigadas sob diferentes contextos e hipoteses. A literatura nos oferece topicos
como existéncia (GEORGIEV; TODOROVA, 1994; BAHUGUNA, 1995; GAZZOLA;
SQUASSINA, 2006), comportamento assintético (WEBB, 1980; GHIDAGLIA;
MARZOCCHI, 1991; MASSATT, 1987), atratores (BORINI; PATA, 1999; BRUSHCHI et
al., 2006; CARVALHO; CHOLEWA, 2002a; LI; ZHOU; YIN, 2004; PATA; SQUASSINA,
2005; YANG; SUN, 2009), boa colocagcao (CARVALHO; CHOLEWA, 2002b),
estimativas de decaimento (IKEHATA, 2001), blow-up (AVALOS; LASIESCKA, 2003;
GAZZOLA; SQUASSINA, 2006; MESSAOUDI, 2001), controlabilidade (AVALOS;
LALIESCKA, 2003), bootstrapping e regularidade (CARVALHO; CHOLEWA; DLOTKO,
2008), periodicidade assintética (CUEVAS; LIZAMA; SOTO, 2003). Tais equacoes
também podem ser encontradas em areas da fisica tais como em condugao de calor,
mecanica dos sélidos, entre outras. Além disso, observaremos que nosso modelo
pode ser reduzido a um problema de Cauchy de primeira ordem (em tempo) em
certos espagos, também citaremos algumas propriedades dos operadores de ondas
fortemente amortecidas que serao fundamentais para o desenvolvimento do nosso
trabalho.

No Capitulo 4, cujo titulo é “Propriedades de Limitacao em L? ”, estudaremos a

existéncia de solucdes brandas em L? para o seguinte problema de Cauchy:

Uy + ZUA%ut + Au = f(t,u,ug), t >0
(1.1)

u(0) = ug € X3, u (0) = vy € X,

onde X é um espacgo de Banach reflexivo, A : D(A) C X — X € um operador fechado
densamente definido, X2 é o espaco de poténcia fracionaria associado a A como
em (HENRY,2006), » > 0 e f € uma fungao continua adequada. Cabe ressaltar
um exemplo de modelo matematico representado na forma (1.1) que é conhecido na
literatura como equacdes de ondas fortemente amortecidas (CARVALHO; CHOLEWA,
2002a; CHEN; TRIGGIANI, 1989; CHEN; TRIGGIANI. 1990; CHEN; TRIGGIANI,
1988).
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No Capitulo 5, cujo titulo € “Resultados diversos em existéncia”, estudaremos a
existéncia de solugdes brandas, classicas e fortes para o problema (1.1). Além disso,
iremos considerar tal problema reduzido de primeira ordem (em tempo) satisfazendo
uma condicao nao local para tratar da existéncia de solugdes brandas para o problema
(1.1).

Por fim, no Capitulo 6, nomeado “Aplicacdes”, ilustraremos alguns exemplos de
como tais resultados aqui estabelecidos podem ser aplicados.

Os resultados estabelecidos aqui para o problema (1.1) foram publicados em
(AZEVEDO; CUEVAS; SOTO, 2017), onde os autores investigam a existéncia de
solucdes brandas pseudo S-assintoticamente w-periddicas, para tais equacoes de
ondas fortemente amortecidas, definidas sobre espacos de dimensao infinita. Além
disso, investigam a existéncia de solugdes brandas em L?, solugdes classicas (e

fortes) e a estrutura topoldgica do conjunto solugcao do problema (1.1).
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2 PRELIMINARES

Apresentaremos neste capitulo notagoes, definicOoes e fatos relevantes que
serdo utilizados ao longo deste trabalho. Pretendemos com isso tornar o texto o mais
autosuficiente possivel. Entretanto, nao faremos detalhes das demonstracoes dos

resultados aqui apresentados.

2.1 Notacoes e resultados basicos

Definicao 2.1 (Norma). Dado um espacgo vetorial X sobre o corpo K (R ou C), uma
fungdo || - || : X — R é dita de norma se, para quaisquer x,y € X e todo X € K, vale:
(i) 2l > 0, [z =0 & = = 0.

(i) 1Az ][ = [Alll]]-

(i) Nz +yll < [l + [lyll-

Se 0 espago vetorial X esta munido com uma norma, dizemos que ele é um

espaco normado e é denotado por (X, || - ||).

Definicao 2.2 (Dominio e Imagem). Chamamos de dominio do operador T ao
conjunto no qual o operador esta bem definido e denotemos por D(T) e a imagem
por R(X).

Notacao 2.3 (Espaco dos Operadores lineares limitados). Ao conjunto L(X,Y)
denota o espago de Banach formado pelos operadores lineares limitados de X em
Y.
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Definicao 2.4 (Norma Uniforme). Seja T : X — Y um operador linear limitado, a

norma sera definida por:
1T exvy := sup{||Tz|ly; = € X, [Jzflx <1}
Note que (L(X,Y),| - |lax,y)) € um espago de Banach.

Notagao 2.5 No caso em que X =Y denotamos simplesmente por L(X) e sua norma

como || - ||.

Seja T € L(X,Y), T" é chamado a n-ésima iteragdo de T, com n € Z.
Denotamos por B,(X) a bola fechada com centro na origem e raio r no espago X.
Afirmamos que D(T'), com T € L(X), € um espago de Banach (D(T), || - || p¢r)) munido

com a norma do grafico, isto &,
|zl o) = llzllx + 1T (2x)llx, Ve X

Definicao 2.6 (Operador Fechado). Sejam X,Y dois espacos de Banach. Um
operador linear T : D(T) C X — Y é dito fechado se, para cada sequéncia x,, em
D(T) convergindo para x em X tal que Tz, — y € Y quando n — oo, tem-se que
reD(T)eTr=y.

Definicao 2.7 (Resolvente e Espectro). Seja X um espaco de Banach sobre C e
T :D(T) C X — X um operador linear. O conjunto resolvente de T' € o subconjunto
p(T) de todos os A em C tais que \I — T é injetor, RAM —T) = X e (M —T) :
R(M —T) C X — X é limitado. Para \ € p(T), o operador R(\,T) := (A —T)~! é dito

operador resolvente de T. O espectro do operador T é definido por o(T) = C — p(T).

Iremos denotar por L'(2, ) ou simplesmente L'(Q2), como o espago das

funcoes integraveis de 2 em R"™ com norma
I = 11 = [ 1flde
Q
Definicao 2.8 Sejap € R com 1 < p < oo, definimos

LP(Q)={f:Q—R;f émensuravel e |f|" € L'(Q)}
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com norma

11 =7 = ([ \f(rc)|”du>;.

Notacao: Seja 1 < p < oo, denotamos por g 0 expoente conjugado de p, isto é

1 1
S+ =1
P q

Teorema 2.9 (Desigualdade de Hélder) Sejam f € L? e g € LY com p,q > 1 expoentes

conjugados. Entdo fg € L' e

1 glly < [1fllpllgllq-

Demonstracao: Ver (BREZIS, 2010, Teorema 3.4.6).

Teorema 2.10 (Minkowski) Sejam f,g € L* e1 < p < co. Entao

([1r+ar) < ([ie)+ ( [1or)"
Demonstracao: Ver (BREZIS, 2010, Teorema 3.4.7).

Definicao 2.11 (Operador Compacto) Sejam X,Y espagos vetoriais normados.
Dizemos que um operador linearT : X — Y é compacto se T leva conjuntos limitados

em X em conjuntos relativamente compactos emY .

Definicao 2.12 (Operador completamente continuo) Sejam X,Y espacos de Banach
eT : D cCc X — Y. Dizemos que o operador T é completamente continuo se, é
continuo e mapeia cada subconjunto limitado de D em um subconjunto relativamente

compacto de Y .

Observacao 2.13 Se X é um espaco de Banach reflexivo, entdo cada operador

completamente continuo T : X — 'Y é um operador compacto.

2.2 Medida de nao compacidade

A definicdo de medida de nao compacidade de subconjuntos limitados em

espacos normados foi introduzida por K. Kuratowski na década de 30. Posteriormente,
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na década de 50, essa definicao voltou a ser utilizada devido aos avangos na teoria
das equacoes diferenciais em espacgos de Banach abstratos, na qual medidas de nao
compacidade se mostraram de grande utilidade para o estudo da existéncia de pontos

fixos. A seguir definiremos tal medida e enunciaremos suas principais propriedades.

Definicao 2.14 (Medida de nao compacidade) Sejam X espago de Banach, A um
subconjunto limitado de X e ¢ > 0. Uma cobertura V; de A é uma e-cobertura se
diam(V;) = sup{||lz — y|x; v,y € Vi} < ¢, Vi. A medida de ndo compacidade de

Kuratowski de A é definida por
&(A) = inf{e > 0; existe uma e-cobertura finita de A}.

Para uma cobertura A; de A, composta por bolas de raio menor ou igual a e, chamamos
de e-cobertura restrita de A. Com isto, definimos a medida de nao compacidade de

Hausdorff de A por
£(A) = inf{e > 0; existe uma e-cobertura restrita finita de A}.

Proposicao 2.15 Sejam A e B subconjuntos limitados de um espago de Banach

X, X e C. Entao valem

(i) €(A) =0, se e somente se, A é compacto, onde A denota o fecho de A.
(i) E(A) = £(A) = £(co{A}), onde co{ A} denota a envoltdria convexa de A.
(iii) €(AA) = [AE(A).

(iv) §(A) <&(B), se AC B.
(v) &(A+ B) <¢(A) +4(B).
(Vi) €(A) < E(A) < 26(A).
Como consequéncia dos itens (i) e (ii), temos

Corolario 2.16 Se A é um subconjunto relativamente compacto de X, entao co{ A} é

compacto.

As demonstragdes desta Proposicao e do Corolario podem ser encontrados em
(ARJUNAN; NADAF, 2014; CHUONG; KE, 2012; DEIMLING, 2010).
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2.3 Semigrupos e Geradores

Nesta secdo apresentaremos os fatos basicos da teoria de semigrupos de
operadores lineares e continuos que sao indispensaveis ao entendimento de técnicas
de solucao de problemas parabdlicos e hiperbdlicos semilineares. Comecgaremos
com uma revisao da teoria basica com o objetivo principal de apresentar a teoria
de semigrupos fortemente continuos e semigrupos analiticos. Grande parte da
nossa exposicao estara concentrada na caracterizacao dos geradores de semigrupos
lineares ja que nas aplicacoes da teoria, em geral, conhecemos a equacao diferencial
e nao o operador solugao. A exposicao apresentada nesta secao pode ser encontrada
em (PAZY, 1983).

Definicao 2.17 Um semigrupo de operadores lineares em X ¢é uma familia
{T(t)}z0 € L(X) tal que

(i) T(0) = I (operador identidade); e,

(i) T(t+s)=T(t)T(s), Vt,s>0.

Se além disso,

(iii) | T(t)—1||zx) — 0, quandot — 0%, dizemos que o semigrupo é uniformemente

continuo.

(iv) ||T(t)x—z||x — 0, quandot — 0*, para cada x € X, dizemos que o semigrupo

é fortemente continuo (ou um Cy-semigrupo).

O estudo dos semigrupos de operadores lineares esta associado ao estudo de

problemas de Cauchy lineares da forma

%w(t) = Ax(t), z(0) = (2.1)
onde A: D(A) C X — X é um operador linear (em geral ilimitado). Um semigrupo
{T'(t)}+>0 pode ser o operador solu¢do de (2.1), isto é , para cada zy € X, t — T(t)xg

€ a solucao (em algum sentido) de (2.1), sob certas condicoes de A.
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Definicao 2.18 Se {T'(t)};>0 C L(X) é um semigrupo fortemente continuo de
operadores lineares, seu gerador infinitesimal é o operador definido por A : D(A) C
X=X

Az = lim M Yz € D(A),

t—0t

onde

T(t)x —

D(A) = {z € X; lim T existe}

t—0t

Agora iremos estabelecer um teorema que caracteriza o gerador infinitesimal de um

semigrupo uniformemente continuo.

Teorema 2.19 Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo

uniformemente continuo se, e somente se, A é um operador linear limitado.

Diante de tal resultado, segue o seguinte Corolario com propriedades bastante

utilizadas para semigrupos uniformementes continuos.

Corolario 2.20 Seja (T'(t))>0 um semigrupo uniformemente continuo de operadores

lineares limitados. Entao as seguintes propriedades sdo validas:
(i) Existe uma constante 3 > 0 tal que | T(t)|| < e, Vt > 0.

(i) Existe um unico operador linear limitado A tal que T(t) = ', onde ¢4 =

Yoo
(iii) O operador A do item (ii) € o gerador infinitesimal de T'(t).

Observando a Definicdo 2.19 € claro que um semigrupo (7'(t)):>o tem um anico
gerador infinitesimal. Além disso, pelo Teorema 2.20, todo operador linear limitado A €
o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo (7'(¢));>¢. O proximo
resultado nos fornece a unicidade deste semigrupo.

Estabeleceremos agora algumas propriedades sobre Cj-semigrupos.

Teorema 2.21 Sejam (1'(t)):>0 um Cy-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entdo

sdo validas as seguintes propriedades.



Preliminares 17

(i) Paratodox € X et >0, limy, o [/*" T(s)zds = T(t)a.
(ii) Paratodor € X et>s>0, [ T(u)zdu € D(A) e A [ T(u)vdu = T(t)x —T(s)z.
(iij) Para todo z € D(A) et > 0, T(t)x € D(A) e LT(t)x = AT(t)x = T(t) Ax.
(iv) Paratodox € D(A) et >s>0,T(t)x —T(s)x = A [ T(u)rdu = [ T(u)Avdu.
Logo, pelo Teorema 2.22 temos o seguinte Corolario.

Corolario 2.22 Se A é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo (T (t)),>o, entdo A

€ um operador linear fechado e D(A) € denso em X.

O préximo resultado nos garante a unicidade do semigrupo associado a um

gerador infinitesimal para o caso de semigrupos fortemente continuos.

Teorema 2.23 Sejam (T'(t)):>0 € (S(t)):>0 Co-s€migrupos com geradores infinitesimais

A e B, respectivamente. Se A = B, entdo T'(t) = S(t), para todo t > 0.

O resultado a seguir coleta alguns fatos importantes sobre semigrupos

fortemente continuos. Valem que

Teorema 2.24 Suponha que (T'(t)):>0 C L(X) seja um semigrupo fortemente

continuo.
(i) Para qualquerx € X,t — T(t)x € continuo parat > 0.
(i) t = [|T(t)(x)||zx) € semicontinua inferiormente e, portanto, mensuravel.

(iii) Seja A o gerador infinitesimal de T'(t), entdo A € densamente definido e fechado.

Para x € D(A), t — T(t)x é continuamente diferenciavel e

%T@x:AT@sz@ALt>Q

(iv) Para Re A\ > 3, A esta no resolvente p(A) de A, onde € R uma constante de

modo que (3,00) C p(A). e

A=Az = / e MT(t)xdt, Vo € X.
0
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O préximo resultado que iremos enunciar € conhecido como o Teorema de
Hille-Yosida que caracteriza os geradores de semigrupos fortemente continuos de

operadores lineares em espacos de Banach.

Teorema 2.25 (ENGEL; NAGEL, 1999, Teorema 11.3.8) Seja (A, D(A)) um operador
linear sobre um espaco de Banach X e sejam € R e M > 1 constantes. Entdo, as

sequintes propriedades sao equivalentes:

(i) (A,D(A)) é o gerador de um semigrupo fortemente continuo de operadores

lineares (T'(t)):>o que satisfaz

IT(t)]cx) < Me™, ¥t > 0.

(i) A é fechado, densamente definido, (3,00) C p(A) e

M
AN —A)" < —— VY .
I( ) ey < D= VA>3, neN

(iii) A é fechado, densamente definido e para cada \ € C com ReX > 3, A € p(A) e

. M
AL = A)"lex) <

—_ N.
= Rer—py Vne

2.4 Operadores Setoriais e Semigrupos Analiticos

Naturalmente a construcao e as propriedades da solugdo de uma equacao
diferencial dependem da classe de operadores considerada. Onde operadores
setoriais e semigrupos analiticos sao boas ferramentas utilizadas na teoria de
problemas parabdlicos abstratos. Para maiores consideragdes sobre os assuntos
abordados deste capitulo, ver (HENRY, 1981).

Definamos agora uma curva no plano complexo.

Definicao 2.26 Dizemos que Ha € um caminho de Hankel, se existem r > 0 e
0 € (3,m) tais que, Ha = Ha, + Hay — Has em que os caminhos Ha; s40 dados
por

Hay := {te”; t € [r,00)};
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Hay = {re"; t € [-0,0)};
Has := {te™: t € [r,00)}.

Tambéem escrevemos por Ha = Ha(r,0) para exibir a dependéncia do angulo e do raio.

Consideremos a € R e ¢ € (0,7), definimos 0s seguintes subconjuntos do plano
complexo,
Sap i ={reC: ¢ <|(arg(A—a)| <m, A #a};

d ={reC: larg\—a)| < ¢, A #a}. (2.2)
a,p

Note que -5, = Z_M_qj.

Vamos considerar agora a possibilidade de estender o dominio do parametro
de um semigrupo para certos setores no plano complexo que incluem o eixo real nao
negativo. E, para que possamos preservar a estrutura de semigrupo, o dominio onde

0 parametro complexo variar deve ser um semigrupo aditivo de nimeros complexos.

Definicao 2.27 Sgja A : D(A) ¢ X — X um operador fechado e densamente
definido. Dizemos que A é um operador setorial se existem ¢ € (0,%), M > 1 e

acRtaisqueosetorS,,; ={\eC: ¢ <|(larg(A—a)| <7, A#a} Cp(A) e

1A —A) 7 <

M
VA€ Sus
—a TS

Observe que a abertura do angulo da se¢do S, , € 2w — 2¢ > .

Observacao 2.28

(1) Se A é um operador linear limitado em um espaco de Banach, entao A é um

operador setorial.

(2) Se A é um operador auto-adjunto densamente definido em um espago de Hilbert

e A é um operador limitado inferiormente, entao A é setorial.

(3) Se A ¢é setorial em X e B é setorial emY, entdo A x B é setorialem X x Y,
onde (A x B)(z,y) = (Az, By) parax € D(A), y € D(B).
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Definicao 2.29 Sgja 287 ¢ O interior do conjunto >, ,. Dizemos que uma familia de

operadores lineares limitados {T(t); t € 287 »U{0}} € um semigrupo analitico se:
(i) Afungdo >t~ T(t) € B(X) é analitica;
(i) T(0)=1, T(t+s)="T(t)T(s), paraquaisquert,s € 3, ,U{0};e

(i) lim;_,o T'(t)x = x para todo x € X (e observe que t — 0 por todos os pontos de

> 0.6):
O gerador infinitesimal L deste semigrupo é definido por

Lo = lim ~(T(#)(z) — 2),

t—0t+ ¢

cujo dominio D(L) consiste de todos = € X no qual o limite (em X) existe. Usualmente

escrevemos T'(t) = e*.

Teorema 2.30 (HENRY, 1981, Teorema 1.3.4) Suponha que A : D(A) C X — X éum
operador setorial, entdo —A gera um semigrupo fortemente continuo {T'(t);t > 0} C
L(X) com
T(t) = i/ MO+ A) ), ¢ > 0,
a+Ha

C2mi
onde a + Ha = a+ Hal(r,¢) € o deslocamento do caminho de Hankel com r pequeno
(a+Ha éafronteirade ., , = {\ € C: |arg(A—a)| < ¢} comr pequeno). Além disso,
t — T(t) se estende a uma fungdo analitica de 287 gz €m L(X) (ou a complexificagcao

de X, se X é um espaco de Banach real) e para algum K > 0,

IT(0)lcco < K™, [AT(®)]lowx) < Kt'e™, Vi >0,

d
ZT(t) = —AT(?)

€ um operador limitado para qualquert > 0 e (0,00) >t — T'(t) € L(X) € continua.

Observacao 2.31 Também vale que se —A gera um semigrupo analitico, entao A é

um operador setorial.
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Definicao 2.32 (Semigrupo Compacto) Um semigrupo fortemente continuo T'(t) € dito
compacto parat > t, se para cadat > ty, T(t) € um operador compacto. Alem disso,

T(t) é dito compacto se for compacto para todo t > 0.

Teorema 2.33 Segja A: D(A) C X — X densamente definido tal que A € setorial com

resolvente compacto. Entdo o semigrupo {T'(t)}:>, gerado por —A é compacto.

Demonstragao: Ver (PAZY, Teorema 2.3.3).

2.5 Poténcias Fracionarias

As poténcias fracionarias de operadores setoriais desempenham um papel
fundamental na teoria de existéncia de solugdes para equacdes diferenciais parciais
nao lineares do tipo parabdlico. Para mais detalhes deste tdpico, bem como as

demonstragoes dos teoremas enunciados, ver (HENRY, 1981).

Definicao 2.34 Suponha que A é um operador setorial com Reo(A) > 0, entdo para

o > 0 definimos

A = m/0 27T () dt,

onde (T(t)):>0 é 0 Cy-semigrupo gerado por —A eT'(z) = [° t*~'e~'dt denota a fungdo

Gama, onde z € C tal que Re(z) > 0.

Exemplo 2.35

(i) Se A é um escalar positivo (X = R), entdo A~* é definido como a poténcia usual
(—a) de A.

(i) A~! (0 caso a = —1) é a inversa de A.

Teorema 2.36 (HENRY, 1981, Teorema 1.4.2) Se A é um operador setorial em X com
Rec(A) > 0, entdo para cada o > 0, A= € um operador linear limitado em X. Além

disso, para quaisquer o, 3 > 0,

ATATF = A (B,
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Além disso, para0 < a < 1,

sen(ma)

A=

™

/ AT\ + o) LdA.
0

Definicao 2.37 Suponha que —A € um operador setorial com Reo(A) > 0, entdo para
a > 0 definimos por

AY = (A7)
com D(A%) := Im(A~) e A° := I (operador identidade sobre X ) .

Teorema 2.38 Seja A um operador setorial sobre X com Rec(A) > 0, entdo as

seguintes afirmacdes sao verdadeiras:
(i) Se a > 0, entdo A~ é fechado e densamente definido.
(i) Se a > 3, entdo D(A*) C D(AP).
(iii) A*AP = APA® = A*+P sobre D(AY), onde v = max{«, 8, + B}.

(iv) A*T(t) = T(t)A~ sobre D(A®), parat > 0, onde (T'(t)):>o € 0 semigrupo gerado
por —A.

Definicao 2.39 Seja A um operador setorial sobre X com Reo(A) > 0. Para cada
« > 0, definimos o espago X := D(A%), munido com a norma ||z, := ||A%z|| x.
Tais espacos sao chamados espacos de poténcias fracionarias associadas ao

operador A.

Teorema 2.40 (HENRY, 1981, Teorema 1.4.8.) Seja —A um operador setorial sobre

X com Reo(A) > 0. Entéo as seguintes afirmacdes sdo verdadeiras:
(i) Para cada o > 0, X“ munido com a norma || - ||, € um espago de Banach.
(i) X=X e X! = D(A).

(iii) Se o> 3> 0, entdo X é um subespaco denso de X” e a inclusdoi: X* — X*

é continua.

(iv) Se A tem operador resolvente compacto, a inclusdo X* c X? é compacta

sempre que a > (3 > 0.
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2.6 Métodos Topologicos

Nesta secao enunciaremos alguns resultados importantes de Analise Funcional
e da Topologia. Além disso, também citaremos alguns resultados auxiliares que serao
primordiais para o desenvolvimento do nosso trabalho, entre eles, cabe ressaltar
o Teorema de Riesz-Weyl-Kolmogorov, que estabelece critérios para caracterizar

subconjuntos compactos de L”.

Definicao 2.41 Sgja (X,d) um espago métrico. O mapa F : X — X é dito de

contrag3o se existe A € [0, 1) tal que
d(F(z), F(y)) < Ad(z,y), V o,y € X.

Teorema 2.42 (GRANAS; DUGUNDJI, 2003, Principio de contracdo de Banach).
Sejam (M, d) um espago métrico completo ndo-vazio e F : M — M uma contrag&o.

Entao F possui um unico ponto fixo.

Corolario 2.43 (Principio dos lterados). Seja (M, d) um espago métrico completo ngo-
vazio e seja F' : M — M um mapa tal que, para algum natural n, F' é um contracao,

entdo F' possui um unico ponto fixo.

O préximo resultado que iremos enunciar € uma generalizagcao do Teorema do ponto
fixo de Darbo, ver (K. KURATOWSKI, 1930; BANAS; GOEBEL, 1980).

Lema 2.44 (DE ANDRADE et al., 2016, Lema 3.3) Sejam B um subconjunto fechado
e convexo de um espaco de Banach X e F' : B — B um operador continuo tal que
F(B) é limitado. Para qualquer subconjunto limitado C' C B, defina F*(C) = F(C) e
F™(C) = F(co(F"=1(C))), n = 2,3, .... Se existe uma constante 0 < k < 1 e um inteiro

positivo ng tal que para qualquer subconjunto limitado C C B,

§(F™(C)) < kE(C),

entao F possui um ponto fixo em B.
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Lema 2.45 (DE ANDRADE et al., 2016, Lema 3.2) Seja B  C(|0, 1]; X)) um conjunto

limitado e equicontinuo. Entao,
(i) A aplicacdot — &(B(t)) é continua em [0, 1].
(ii) £(B) = sup{&(B(s)); s € [0, 1]}
(ii) £( Jy B(s)ds) < Jy €(B(s))ds.

Seja C7;, = ¢ O<m<nS—ZJOC'””9hJ.

(n— m)v 1) I

Lema 2.46 (DE ANDRADE et al., 2016, Lema 3.4). Sejam (0 < e < 1 e h > 0. Entao

S, = o(s5) quando n — oo, para um nimero real arbitrério s > 1.

Teorema 2.47 (GRANAS; DUGUNDJI, 2003, Teorema do ponto fixo de Schauder).
Seja C um subconjunto convexo (ndo necessariamente fechado) de um espaco linear

normado E. Entao um mapa compacto F' : C — C' possui ao menos um ponto fixo.

Teorema 2.48 (GRANAS; DUGUNDJI, 2003, Teorema do ponto fixo de Schauder-
Tychonoff). Sejam C um subconjunto convexo nao vazio de um espago topoldgico
localmente convexo E e F : C — C um mapa compacto. Entao F possui um ponto

fixo.

O proximo resultado que iremos enunciar estabelece critérios para caracterizar
subconjuntos compactos de L*, tal resultado é conhecido como Teorema de Riesz-

Weyl-Kolmogorov.

Teorema 2.49 (HENRIQUEZ, 2012, Teorema 111.3.8). Sejam1 < p < co e 2 C R"
mensuravel no sentido de Lebesgue. Um conjunto H C L*(Q), X) € relativamente

compacto se, e somente se, é limitado e satisfaz as seguintes condigbes:
(a) Para todo ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que

/||f (t+ 1) — FO)Pdm(t) < €,

para todo f € H e h € R™, com ||h|| < 6.
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(b) Para todo ¢ > 0, existe um subconjunto mensuravel e limitado A de () tal que
| As@ramo <o, e n
Q—A
(c) Para todo subconjunto mensuravel e limitado A de (), o conjunto

{AfwufeH}

é relativamente compacto em X.

Lema 2.50 (DE ANDRADE et al., 2016, Lema 3.1). Seja B  C([0,1]; X)) um conjunto

limitado e equicontinuo, entao co(B) é também limitado e equicontinuo.

Lema 2.51 (CUEVAS etal., 2017, Lema 3.5). Seja g : [0,a] x X — Y uma fungéo que

satisfaz as sequintes condicdes de Carathéodory:
(Ci) g(t,-) : X — Y é continua para quase todo t € [0, o).
(Cii) Paracadax € X, afungdo g(-,x) : [0,00) — Y € fortemente mensuravel.
Suponha ainda que para cada p > 0 existe uma fungdo N, € L?([0,a]) tal que
g(t,z) < N,(t), t €[0,a],
para todo x € X, com ||z||x < p. Assuma que para cada p, e > 0, existe § > 0 tal que

to
/ lg(t + hyz) — glt, 2)|Pdt < (ts — t1)e,

t1

paratodot ty € [0,a], t; <ts, v € X, |z||x < pelhl <6. Entdo

Aﬂm@+hw@ﬂ—gwwwﬂmuga&

para toda fungdo x(-) € C([0,a]; X) tal que ||z||c(o.a:x) < p-



26

3 EQUACOES DE ONDA
FORTEMENTE AMORTECIDAS

Neste capitulo iremos fazer uma explanacao do seguinte problema de Cauchy:

Ut + 277Aéut + Au = f(t,u,ug), t >0 (3.4)

w(0) = ug € X2, u(0) =vg € X

onde X é um espago de Banach reflexivo, A : D(A) € X — X é um operador
fechado densamente definido, X2 é o espaco de poténcia fracionaria associado ao
operador A como visto em (HENRY, 1981), » > 0 e f é uma funcao continua adequada.
Com relagao aos operadores de amortecimento estudados aqui, note que eles serao
expressos pela primeira ordem no tempo como um mltiplo de Azw,. De maneira
mais especifica, neste capitulo iremos reduzir o problema (3.1) para um problema de
Cauchy de primeira ordem (em tempo) em X2 x X e citarmos algumas propriedades
essenciais dos operadores de ondas fortemente amortecidos A, s).

Os topicos desenvolvidos ao longo deste capitulo sobre a equacao (3.1) sao
tratados no artigo de (AZEVEDO; CUEVAS; SOTO, 2017).

3.1 Reducao a primeira ordem

Observemos que o problema (3.1) pode ser reduzido a um problema de Cauchy

de primeira ordem (em tempo) em Xz x X:

[“ u}F(zﬁ,[u]>,t>O, (3.2)

+ A2

t
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: D(A12) C X2 x X = X2 x X é definido por

€ D(Aqy2)-

—1p ¢
) , para
Ap + 2nAzy

L) |

Definicao 3.1 (Par admissivel) Seja X um espago de Banach reflexivo, A : D(A) C

<

X — X um operador fechado densamente definido, n > 0. Dizemos que (n, A) é um
par admissivel se existem ) € (0,%) e M > 0 tais que ||[(A] — A) " |zx) < %IM para
todo X\ no setor

Z:{)\GC: Y < |arg\| < w}U{0}
¥

g > % +arg(n +/n? —1). (3.4)

Observacao 3.2 Embora a condigcao (3.4) na Definicao 3.1 parega restritiva, pode ser
verificada em todas as aplicagées interessantes para todo n € (0,00). Infelizmente,
essa condicdo ndo pode ser evitada (ver (CARVALHO,; CHOLEWA; DLOTKO, 2008,
Observagdo 1.1)). Sen € (0,1), Ap € o Laplaciano de Dirichlet em um dominio suave

limitado Q, p # 2 e
A= —¢GmarglVmP DA

entdo (n, A) ndo é um par admissivel e consequentemente A5y ndo gera um Cjy-

semigrupo e assim (3.2) seria um problema mal colocado.

Para o desenvolvimento do nosso trabalho, é fundamental citarmos algumas

propriedades do operador A, 2):
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(1) Se (n,A) € um par admissivel, por (CARVALHO; CHOLEWA; DLOTKO, 2008,
Proposi¢éo 2.1), A(1/2) € um operador fechado com 0 € p(A(1/2)) € 0 operador
A /2) tem inversa dada na forma matricial por
i mATE AT ,
—1 0
Além disso, se A tem operador resolvente compacto, entdo A /) também tem

operador resolvente compacto.

(2) Se (n, A) € um par admissivel, por (CARVALHO; CHOLEWA; DLOTKO, 2008,
Teorema 2.3), 0 operador Ay, € setorial em X2 x X. Dessa forma o semigrupo
{e~Aamt . ¢ > 0} gerado por —A; /5 em X2 x X é analitico com decaimento

exponencial, isto €, existem constantes K > 1 e C' > 0 tais que

He_A“/”tHﬁ(X% < Ke ' t>0. (3.5)

xX)

~ u . )
Observacao 3.3 Escreveremos em alguns casos ao inves de [u,v|, para uma

v
melhor exposicao, mas ambas as notacoes possuem o mesmo significado.
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4 PROPRIEDADES DE LIMITA(;AO EM
Ip

Estudaremos neste capitulo a existéncia de solugcbes (brandas) L?-limitadas.
A principio iremos definir o conceito de solucao branda para o problema (3.1) e
com isso utilizar de ferramentas da analise funcional, como teoremas de ponto fixo,
para garantir a existéncia e unicidade de solucao para o nosso problema proposto.
Os resultados desenvolvidos neste capitulo podem ser encontrados em (AZEVEDO;
CUEVAS; SOTO, 2017).

4.1 Existéncia de solucoes brandas L” limitadas

Definicdo 4.1 (Solucdo Branda) Seja [ug,vo) € Xz x X. Dizemos que [u(-),v(-)] :
R+ — X3 x X é uma solugao branda para (3.2)-(3.3) (ou equivalentemente para (3.1))

se satisfaz a seguinte formula integral:

t
ult) = e Aamt Ho _|_/ e~ Aa =) p| g
U(t) Vo 0

para todost,s € Rt comt > s.

Teorema 4.2 (AZEVEDO; CUEVAS; SOTO, 2017, Teorema 1.6) Assuma que (n, A) é
um par admissivel. Seja f : Rt x X2 x X — X uma fungdo continua que satisfaz a

condigao de Lipschitz:

Lf(tur,00) = f(tug,v2)|lx < Lfflur —uall g + [lor — va x] (4.2)
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para todo [u;,v;] € X 2 x X, i=1,2 e paracadat > 0. Além disso, suponha que
f(-,0,0) € LP(0,00; X). Se %L < 1, onde K e C sao as constantes dadas em (3.5),

entao o problema (3.1) tem uma utnica solugdo L*-branda.

Demonstragdo: Definimos 0 mapa F : LP(0, 00; X2 x X) —» LP(0,00: X2 x X)) por

¢
F B (t) = e At o +/ e Aa =) p g u(s) ds, (4.3)
v Vo 0 v(s)

onde t € RT. Vamos mostrar que o mapa F esta bem definido. Com efeito, para todo

t > 0, temos que

—A 0
[ I | A N
Vo
< —Aqy2)t Yol e dt ’
< (e | ey )
Vo
o0 c Uo %
< ([T ween | )
Uo oo %
<K HXM( / eCptdt)
Vo 0
===l
\zyC_p Y X2xX
Logo,
U K U
e | S . (49
vo | 1Lr(0,00:x 3 xx) vCp Vg x

Portanto, concluimos que
e~ AW [ug, vy] € LP(0,00; X 2 x X).

Consideremos [u,v] € L?(0,00; X2 x X) e seja V a fungdo dada por

t u
V(t) :/ e*A(l/”(t*S)F(S, )ds, 0< s <t. (4.5)
0 v(s)
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Vamos mostrar que

Vb = ([ IVOI, ) <0

e, com isto, concluir que o0 mapa F esta bem definido. Utilizando a desigualdade de

Holder, obtemos que

VoI,

X2X

< ([ herornrgs, [E;] s ts)
( /0 t Ke 9| F(s

— i / eI £ (s, (), (S)HXdS)p
= w9 s )
< ko ([ a1t oo lloras)’]

~w( [ e—C“—s)ds)Z( [Nttt )

Dai, temos a seguinte estimativa

IA

p

O (s, uls), v(s)) |k ds.

VO, < e |

Integrando esta expressao acima em [0, o), obtemos

Moot = ([ VO )

¥R oy . }
<\ [ 9e | et v asar

-2 e, o panas)’
K

1

= ([T issathatnin [ et ra)as)

<
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- Hf(s,U(s),v(s»ll%(é)dS);
-5 (] !|f(s,U(s),v(s))\|_’§<1dS>p
5 ( [ s utsvenizas)
< & ([0t 006) - 60,0+ Hf(s,O,O)Hx)pdsy
< S| s a0 = 0.0 + ([T s0.0155)7
< g :(/OOO LP(Jlu(s)ll 3 + lo(s)[1x)Pds) > + ||f(-,0,0)!|mo,oo;x>}
:g (/ { z] %y, )7 11 C O,OHLp(o,oo;xJ
-£lu H by 100 laein)]
Logo,
IVl gy < 5 [LH [ ] Loty + 1/ G 0.0lm0mm |- (46)

Portanto, das estimativas (4.4) e (4.6), concluimos que o0 mapa F esta bem definido.
Sejam [u;,v;] € Lp(o,oo;X% x X), i = 1,2. Mostremos agora que F é uma (%)-
contracao. Com efeito, comecemos notando que

p

|7 1™ -7 "

U1

1
Vg X2xX

<(/ KO (s, ua(s), 0a(s)) — f(s,u2<s>,v2<s>>uxds)p
([ {:23”25:;] st
:Kpr(/ot -gm -l z j] HXMde)p

v et ]

(s) — vo(s
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Kpr<5>Z/O eiC(tfs)H |:7:1Ez§ SS] HX2><X

Logo, temos a seguinte estimativa

Uy U p KLY (" oo oy [w(s) —ua(s)
l=|" o -7 " 0|, <& / e oy,
v Vo X2xX cr Jo v1(8) — va(s) x
Como,
1 U > Uy U
F 1 =7 =(/ |7 @ -F <>H’;Mdt)
U1 Vo (0,005 xX) 0 U1 Vo

Usando a estimativa (4.7) e o Teorema de Fubini, temos

U2

]

1
Uy LP(0,00;X 2 xX)

([ [ )
: [C(}]L (/OOO (/:o e_C(t_S)dt) H |:1:E: : :;2((;)] H?{%xxd8> %

([ )

Portanto, segue que

Uy U2 Uy U2
bl | -
v Vo LP(OooX? xX) v vy | 11EP(0,00,X 2 % X)
Como, por hipotese, £L < 1, entdo segue do Principio da Contragdo que F tem um

unico ponto fixo em Lp(O,oo;X2 x X)), isto é, existe uma Unica solugao branda [u, v]

de (3.1) tal que [u,v] € LP(0,00; X2 x X). W

Teorema 4.3 (AZEVEDO; CUEVAS; SOTO, 2017, Teorema 1.7) Assuma que (n, A) é
um par admissivel. Seja f : RT x Xz x X — X uma fungdo continua que satisfaz a

condicao de Lipschitz:

Lf (s 00) = ftuz,va)llx < L) [lur — uall g + [lor = vallx], (4.8)
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para todo [u;,v;] € X3 x X,i=1,2;ecadat > 0, onde L : Rt — R* é uma funcao
integravel limitada em [N, oo), para alguma constante N > 0, L(-) € L4(0,00) e que
£(-,0,0) € L'(0,00; X). Se wI|Lll; < 1 (onde p e q sdo expoentes conjugados),

entao o problema (3.1) admite uma unica solugao LP-branda.

Demonstragdo: Consideremos o mapa F : LP(0,00; X2 x X) — LP(0,00; Xz x X)
definido por (4.3). A nossa primeira etapa consiste em mostrar que o mapa F esta

bem definido. Como ja provado no Teorema 4.2, temos que

B K
=40 0y < gl

Logo, é suficiente mostrar que ||V|| < oo. Notemos que a funcédo V,

LP(O,oo;X% xX)
definida por (4.5), satisfaz a seguinte estimativa:

Vol <K / e=CU|| £ (s, u(s), v(s))||xds

2 X

jEK[}M@HUT;HXhX@+J?AHf@ﬁﬂNX%.

V(S

Portanto, tem-se que

S o0
up V(01 <K/ ”ﬁm%+KA 1£(5,0,0)| xds

S

< i /OOOL<s>qu>)q( /OOOH “E) desy+K\|f(-,0,0)HL1(o,oo;X>-

Dai, obtemos a seguinte estimativa

u
sup V()] XXSKO!LI!Lq(o,oo)H ) ||LP(O,OO;X;XX)+Hf(-,o,o>|m<o,oo;x>). (4.9)

t>0

Assim,

Mt = ([ V00 )

<[wman; J¢[ o,
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B =
S

< (sup VD)l g, )"

>0

1—
< (swp VW43,

( / TVl )

RS

/OOO K ( /Ot e C=9)|| £(s, u(s),v(g))Hde)dt)

Kv(swp V(D)4 ) ¥

P

|
—~
N
e
T
<
—~~
=
-
~—
T
|

B =

) (s VD)3, )7 ( / s, u<s>,v<s>>nxds) g

Usando a estimativa (4.9), temos

T
H LP(0,00;X 2 xX)

1
1

K U =3
< (5)17 |:K(||L||Lq(0»°°)|| v HLP(O,OO;X%XX) + ||f('a070)||L1(0,oo;X)):|

<[t lsas )

K u -5
S ( l) |:<||L||Lq(O,OO)H |: :| HLp(O OOX%XX) + ||f('7070)||L1(0,00;X)):|
Cv ) T

([ e m b+ 1£(5:0.0)xa5) )

1

K u 1_10
< (2| (I£1mo) H oot 0000 )|

u P
| (120 { ] ity + 1760000 )|
(%

K U
= E HLHLq(OvOO)H v ||LP(0,oo;X%><X) + Hf('7070)||L1(0,oo;X) .
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Logo,

HVHLP oooxéxx) < 0.

Portanto concluimos que o mapa F esta bem definido. A etapa final da nossa
demonstragao sera provar que F € uma contracdo em LP(O,oo;X% x X). Sejam

[us, v;] € LP(0,00; X2 x X), i = 1,2. Comecemos notando que

A0

U1

< ([ etom g [E;] )~ s [8] )

<wo( | O (s, ua () vr(s)) o259 s

cro( [[ ol [uﬁ;:g] o)

Logo, utilizando a desigualdade de Holder e o Teorema de Fubini, obtemos as

HX2 x X

seguintes estimativas

U2

o]

1
Vs LP(0,00;X 2 xX)

ALl
K[/OOO (/ot |L(S)|qd3)§(/0t o—Cilt—s)

IN
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Portanto, temos que

U Uo K U1 U2
H]: -7 LP(0.00:X 3 x X = /O 120l B LP(0.00:X 3 x X)
Uy (0,00; xX) p o Uy (0,00; xX)

Como, por hipétese, V%HLHq < 1, segue que F é uma contragdo em L?(0, co; X2 x X)
e, portanto, existe uma unica solu¢do branda [u,v] para o problema (3.1) tal que
[u,v] € LP(0,00; X2 x X). W

Observacao 4.4 Sob as condicées do Teorema 4.3, com L(-) € L?(0,00) e f(-,0,0) €
LP(0,00; X), se K(%)l‘%HLHp < 1, entdo o problema (3.1) tem uma unica solugao

LP-branda.

Demonstragdo da Observagcdo 4.4: Consideremos o mapa F : LP(0,00; X I x X ) —
LP(0, 00 X2 X X) definido por (4.3), onde t € R™. Vamos mostrar que tal mapa esta
bem definido. Com efeito, sendo V a fungao dada por (4.5), utilizando a desigualdade

de Holder obtemos

vor,

<wo( | O (s (), v(s)l!xds>p
< ([ e 509, 09) = F0.0)l + 176,001 ) )

p

p

= s ([ A9 o9) = 20,0+ [ e 50,0 s

B L T

P
+2pr< eIl £(s,0 O)des>

m it ns)

N L ol s| C|t 5| p
+2PK e d | f(s,0,0)||xds
0

C\t e\ Clt—s|

QPKP( e L(s)e” 7
0
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conf( [ ([
0
P P e ds ! t e S "ds i
([ ([ i
< QPKP(/O €Ct‘9|L(s)qu) (/0 el S‘H |: S] HX?xX )
oP P t e_c|t_5|ds) % ( t e Ol £ (5,0, Z))(ds)
. ( 0 | eeiss0.0
137 e Clt—sl )ids t ~Olt=sl ’
<2K(0 L(s d)(/o |:S]X2><X )

sre () ([ e 0.0kas)
<o Kp( /0 * —Cli L(s)pds) < /0 t €C|ts|d5>p"q
( / et [ ] I3 ) 2pr(%)5( / te—“-s'||f<s,o,o>||§<ds)
< szp(é)Z‘l(/ot eC'”'L(s)pds) (/Ot ) [ j et xs )

1.2 t
s () ([ e s 0.0,
0

Portanto, obtemos a seguinte estimativa

I L Clts s
VO, < 2R (G I g [ e ||[ ]X“X)

S

» t
+2’”K’”(5>5 ( / S N 0>||§ds>. (4.10)
0
Como

— p P
Mgt = (] V0, )
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Da estimativa (4.10), utilizando o Teorema de Fubini, obtemos o seguinte

v )

LP(0,00,X 2 x X)

s/ooo (2”K”(
e
< K2 (L) D [/oo e 5||[ ] )]
AL ([oteoma)]

< PR L ([ [ [“E;] I, )
s () ([T [T e s 0.0

Vi LI 000 ( / | [ ] et / OO @O'”dﬂds)
v () ([T 0.0 [ e aryas)

< 2R (G [ Lj]”mx )

v () ([ 10,01 ).

Dai, segue que
1 o S
)anuLp(o,oo)( [l [ ] Fes s )
0 S

s () [T I 0.0as)

Q |

- s s
) ||L|!Lpooo e ||[ S] Xhxx )dt

)5</ =Cli=l|| £(s,0,0)|[%ds ) dt

0

Ql =

+2pr(

Ql~

Q |

< 2PKP(

= QIH

S =

vl oy < 26

LP(0,00;X2xX) —

Ql~

Portanto,
1,121 u
IVl xy = 2K(5) p”L””(O"’O)H L] g pe

+2K( ML 0,0) v 0,00:x)-
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Portanto, o mapa F esta bem definido. Provemos agora que F é uma contracdo em
LP(O,OO;X% x X). Sejam [u;,v;] € Lp(O,oo;X% x X), i=1,2, entdo

=" -7 o,
< K? e8| f(s,ua(s), v1(s)) = £ (s, ua(s), va >>Hx2deS)

v1(s) — va(s) X%xxds)

/0 _
/Ot e—C|t—s|L(S)H [”1(3) - U2(5)] ’

P
. ds
X2xX

u1(s) —ua(s)| yp
. ds
|:U1(8) . U2(S)] XIxX )

Dai, obtemos a seguinte estimativa

1
X2xX

I,

U1
Lz Ol
< K2 Lo ( [ ¢

Logo, pela estimativa obtida acima, segue que

(t) - F (t)

V2

uy(s) — ua(s)| »
|:v1(5) _ 7}2(8)] ‘ X%xxd8>'

U2

u
]

1
Uy LP(0,00;X2 xX)

K@ el ([ [ e
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b ( ([T |20

1y1-1,1.1 u1(s) — uz(s)| p 5
~ K)o [ )
(C) (C) Lr(0,00) H vi(s) — va(s) | 1XZxX

”3\»—\
LA

)%

< K(

p
, ds
X2xX

Ql =

1.1 < fur(s) —ua(s) | qp ’
= K(E)qHLHLp(O?OO)(/ H dS)
0 (S) UQ(S) X2 x X
1,121 (51 Ug
= K(2) " IZles| | ] - o
o Uy LP(0,00;X 2 xX)

Portanto, desta Ultima desigualdade concluimos que F é uma contracdo em
LP(0,00; X2 x X) e com isto, concluimos a demonstragdo da Observacio 4.4. B

A situacado torna-se mais complicada quando L(t) apresenta diferentes
condicoes de crescimento. Para enunciar o proximo resultado, precisamos introduzir

as seguintes notacoes:

L, = SUPL(t)7
t>a
B(a,L) := Kp@p_lHL”Zip[o,a]’
RN, & ((Bla.D)y
° = (¢) LZ(T |

onde K e C sao as constantes dadas em (3.5).

Teorema 4.5 (AZEVEDO; CUEVAS; SOTO, 2017, Teorema 1.8) Assuma que (n, A) é
um par admissivel. Seja f : R* x Xz x X — X uma fungdo continua com f(-,0,0) €
LP(0,00; X) e que satisfaz a condigdo de Lipschitz (4.8), onde L : [0,00) — R* € uma
funcao integravel em cada subconjunto compacto de R*. Suponha que existe a > 0

tal que %La < 1e0O < 1, entao o problema (3.1) possui uma tnica solu¢cgo L*-branda.

Demonstragao: Definamos o espaco de Banach:

u
LP(0, 00; X2 X X) = { e L*(0, 00; X2 X X); u(+), v(-) sdo continuas em [O,a]}
v
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equipado com a norma:

L= =1
(0,a)

u (1)
b = O 0
o u)] o 1
” [ LP(a,00,X 2 x X) = (/a ) L(t)_ )X%xxdt)

Definamos o operador F no espago L2(0, oo; X2 x X) pela expressao (4.3). Levando

1
LP(a,00,X 2 xX)

onde

em conta a estimativa (4.4) e do fato de que o semigrupo {e~*a/2t; ¢ > 0} é fortemente
continuo, temos que e~Aa/2°[ug, vo] € LP(0,00; X2 x X). Provaremos agora que F
esta bem definido. De fato, considere [u,v] € L2(0,00; X2 x X) e seja V dado pela

expressao (4.5), entao pela desigualdade de Holder

V@I

X2xX

<( [ Ke O (sl g, )

wo( [t % ([ e lstnton ool

< 6o () [ sttt )

IN

Portanto,

VI

L7(0,00:X % x X)

([ [ st e o)
@[ [ s <>>||pdtds)1

Hf(S?u(S)?v(S))Hﬁ(ds)

-

IA
=

[
QIH QI

B =

Q> alx alx =

|
D=

IN

" (1, uls), v(s)) = £(5,0,0)1x + £ (5.0, o>ux)pds)

—
O\C\N

IN

(1 (s u(s)o5) = £ mnids); + (/w |£(5.0, 0)H§ds) ;]
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([ wor
(et 1)

K
— 0,0 Lr(0.00:
+C||f( y Yy )HL (0,00;X)

([ ]

K
- * 0 0 P [e'eR
+O||f(, O)ll000

IN

L
C

Ql =

p

. ds+ / L(s)”

X2xX

K

C

pl ds)p+(/ L(s)?
X2xX a

1
p P
. ds
X2xX

K
5Hf( 0)]] £ (0,00,)

[ ] L) (e 1) ]
+§||f< 0)lr02ee

+ Hf(-,o,o>um<o,m;x)).

1
LP(a,00;X2 xX)

A e !

Isso mostra que F esta bem definido. Nossa proxima etapa € mostrar que o operador

F tem um Unico ponto fixo em L2(0, c0; X2 x X). Sejam [u;, v;] € L2(0,00; X2 x X), i =

1,2. Notemos que

Uy Uy

f

() = F

sup
0<t<a

U1

< sup / Ke O (f(s,ui(s), v1(s)) — (s, ua(s), va(s)) | xds

0<t<a

< [ reol[1 ]

<K { [ 1) g {Ziii Z(ff] ‘

ds

1
X2xX

1
X2xX
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[ul(s) — u2(3)] ‘
v1(s) — va(s)

< KL 1 (o,
0<t<a

1 .
X2xX

Logo, concluimos que

U Us ui(s) — vi(s)
|71 =71, < F0Epa s | | . (4.11)
o vy | 11(0a) ug(s) —vg(s) | XXX
A seguir, estimamos F? — F? e obtemos
U1 V2
|7 1™ o -71" o)
o Uy X2xX
Ug

<K/ (3.7: ())—f(s,f (5))H ds

V1 Vg X
< K/ —O(t=s) (s) = F 2 (s) ds

o Vg X2xX

< K? sup
0<t<a

:K;H : - [:j (o,a>(/ot L(S)ds>2'

Dessa forma, obtemos a seguinte estimativa

1 Usg
(KL 10 H _ H .
o=t ] [,

De maneira analoga deduzimos que

U U2
U1 V2

|7 ™ -7 o

1
o Uy X2xX

U2
ds

<K e’C(t’S)L(s)H}"Z 1
X2xX

(5) = F*

(s)]

(%1 (%
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o wo [ o)) |71,
S o) 1]

1 3| U1 Uo
(KL o H —
=3 [1] -7

Através de um argumento indutivo, pode-se mostrar que

t:] R [Zz] H(o,a)' (4.12)

IA

IA

Logo,

U U2

— F3

H# .
(%) (0,a)

U 1
[E i e N RO TP P

Vs H (0,a)

Consideremos agora um novo conjunto de notagoes:

oo U9 P P
L, = </ H]:" (t) — F" | , dt) ,n>1,
0 v Uy 2 xX
jn =
o0 a p %
(1t o ol o)
u 0 L(XZxX) vy Vs z2xX
. (/oo </t A (t-9) 1 L(S)H uy(s) — us(s) ‘ ) ds)pdt)p.
o a L(XZxX) Ul(s)_v2<s) X2ZxX

A fim de obtermos uma estimativa para £,, estudamos as contribuicoes dos termos 7,

e J. De inicio procedemos a analise dos termos J;, i = 1,2. Temos que

e (Lol [0 ey

v1(s) — v2(s)

: K(/f v )(/ o o] P
“er(f ] _Ziiiiijiii_ het)
i ([ [ oo [ o Vet
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e, assim

X
VR -

Ao e [0}
. ([ e

% |

< & (i [ ior( [ iorar)
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que integrando por partes a expressao acima, obtemos que

(e (fur) V1)

Jo <
(0,a)
K [ K?Pg2(—1) 2 v (3] U2
< S (S een?) ] - ]
(%1 (%) (0,a)
. K< KPap— 1HLHLp0a) )i Uy Us H
- C o Vg (0,a)
(o) [o) fel
C vy Vg (0,a)

De um processo indutivo, pode-se mostrar que

B 4.1
" B vy H(o,a)' (4.13)

Continuando com a nossa andlise, vamos estimar o termo 7. Com efeito,
0 t p N
J < K(/ (/ C(t— S)L H u1(5> u2<5) ‘ ) dS) dt)
a a vi(s) —wa(s) | XX
1 o0 t — %
L ([ [ eeoner] |0 u2<s>] -

n.

. g(za(a,mn)i

[y

|:v1(s) —wy(s) | XXX

< EsupL(t) (/ H uy(s) —ua(s) | » ) ds) »
C t>a a vi(s) — vy(s) | 1X2xX
Logo,
R I I . (4.14)
C o Uy LP(a,00;X2 xX)

Das estimativas (4.13) e (4.14), temos que

) t
cos (7 1 g 20
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(Lol [ )y
+(/aoo (/at||6_A(1/2)(t_8)”c(x%xX)L(S) 4 _m] (s) = _Zj ()| s 1
<1
(e [ ([ ool [0 ) ) a)
Sl AR (e

(2 [ (f o 200 )
e (e[ ey
o B H ] [Zj

(51 (%) H
_ ) .
LP(a,00;X 2 xX)

(0,a)

3\ 7 2 2\ =
1] e Y[
2 3
A () w0 r] |- [l CEN I 2 st

E indutivamente obtemos

eos 81| 1L
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K\? &= (Bla, L) v |w U
T \g) ] -1
C o J]: U1 Vg (0,a)
(751 U9 H
(%1 (%) (0,0)

1 Y
LP(a,00;X 2 xX)

<

C

N (KLG>"H ur| o |ug
c U1 (%)
e disso podemos concluir que

.o <g(s<a7;!1;>n)%+@+ (Ké) (gzs(a, L>é+1>)H H B H

Seja

K (Bla, L)*\ 7 KL\""' (K L 1 .
WTL = — (M) + @ —+ ( ) (_B(a7 L)P -+ 1) -+ E(KHLHLI[UJ«]) .
Da estimativa (4.12) combinada com (4.15) obtemos:

C n! C C
_ Uz |2
V2 (]

Como W, + © < 1 para n suficientemente grande, entdo F" é uma contragao quando

n—1
o(fe) ey

. (4.15)

a

7

Uy
v

a a

< (W, +9) [Zl
1

n — oo, aplicando o Corolario 2.43, concluimos a prova do Teorema 4.5. &

Observacao 4.6 Defina
-1
2K2 /1,1 o i\ P
L(S) = (F; (ﬁ(ispr C ) ) , S Z 0,
onde K e C sdo dados em (3.5). Notemos que L € ndo crescente e lim,_ .., L(t) = 0.

Neste caso para obtermos as condicoes do Teorema 4.5 é suficiente escolhermos

a>1talque L(a) < <.

Observacgdo 4.7 Assuma que (n, A) é um par admissivel. Seja f : [0,a]x X2 x X — X
uma fungao continua que satisfaz a condigdo de Lipschitz (4.8) com L(-) € L'[0,ad] e
f(-,0,0) € L'([0,a]; X). Da demonstragdo do Teorema 4.5 temos que o problema (3.1)

admite uma, e apenas uma, solucdo branda em C([0,a]; Xz x X).
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5 RESULTADOS DIVERSOS EM
EXISTENCIA

E conhecido na Literatura que o estudo de propriedades de solugées quando a
pertubacao da equacao nao é necessariamente globalmente Lipschitz €, em geral,
mais dificil, pois, nestes casos, € crucial lidarmos com Teoremas de pontos fixos
mais gerais do que o Principio da contracao, mais especificamente, neste capitulo,
estudaremos a existéncia de solugdes brandas de (3.2)-(3.3) com condigées nao-
locais e tal condicao sera analisada utilizando uma generalizacdo do Teorema do
ponto fixo de Darbo (ver Lema 2.44). Além disso, também estudaremos, sob certas
condicdes, a existéncia de solugdes classicas e fortes para o problema (3.2)-(3.3).

Os topicos desenvolvidos ao longo deste capitulo sobre a equacao (3.1) sao
tratados no artigo (AZEVEDO; CUEVAS; SOTO, 2017).

Consideremos o problema (3.2) satisfazendo a condi¢ao nao local

A -
v(0) v

onde g : C([0,7]: X2 x X) — X2 x X é uma aplicagdo continua e compacta. Para

cada R > 0, denotamos por:

U u <R
IR ._sup{Hg v Hx%xx ' H v HC([OVT];X%XX)_ }

Consideremos agora £ como a medida de nao compacidade de Kuratowski em
X2 x X, eoespaco C([0,7]; Xz x X).
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Vamos introduzir a seguinte condigao geral:
Hipotese: (C). A funcdo f : Rt x Xz x X — X satisfaz as seguintes condicdes de

Carathéodory:

(C1) f(t,-,-): X3 x X — X é continua para quase todo t € R*.

(C2) Paracada [u,v] € Xz x X, afungdo f(-,u,v) : RT — X é fortemente mensuravel.
Consideremos a condigao:

(C3) Existe uma fung¢ado continua m : [0,7] — [0,00) € uma fungédo continua nao
decrescente 2 : [0, 00) — (0, 00) tal que || f(¢,u, v)[x < m(t)Q(||ul 3 +]v]x).para

quase todo ¢ € [0, 7] e todo [u,v] € X2 x X.

5.1 Existéncia de solucoes

5.1.1 Existéncia de solugdes brandas

Defini¢do 5.1 Dizemos que uma fungdo [u(-),v(-)] : [0,7] — X2 x X é uma solucdo

branda para (3.2)-(5.1) se satisfazer a seguinte equacao integral:

U’(t) :e_,AIQt u te—-A12(t—5) S U,(S) ds T 5.2
Lu)] 9H+/ F<’v<s>) e 88

Temos o seguinte resultado:

Teorema 5.2 (AZEVEDO; CUEVAS; SOTO, 2017, Teorema 2.1) Suponhamos que as
condigbes (C) e (C3) se verificam em [0, 7] comm € L*([0,7];R") e que as seguintes

afirmacgées sdo verdadeiras:

(C4) Existe uma fungdo H € L'(][0,7];R") tal que para qualquer subconjunto de

funcdes S c C([0,7]: Xz x X), temos

(%

é({ .ttt oo [ ] e s}) < Hrwgso),

xEl
para quase todo t € [0, 7], onde S(t) := ;
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(C5) Existe uma constante R > 0 tal que Kgr + KQ(R) [ m(s)ds < R, onde K é a

constante dada em (3.5).
Entao o problema (3.2)-(5.1) tem ao menos uma solug¢ao branda.

Demonstragdo: Consideremos o operador M : C([0,7]; X2 x X) — C([0,7]; Xz x X)
definido por

M [u] (t) = e~ Aurly {u] + /t eA<1/2)(fS)F<s, uzsil )ds, t€[0,7].

Consideremos uma sequéncia {[u, v,]}, em C([0, 7]; Xz x X) tal que [un, v.] — [u, v],

quando n — oo. Como estamos assumindo que g € um mapa continuo e que f

satisfaz as condicoes de Carathéodory, podemos ver que a continuidade de M segue

wn O )
o[ ] )

1
X2xX

da estimativa:

Lo e
o [ eamen (e (s

InRN

VK / eI £ (s, un(s),0a(s)) = f(s,u(s), 0(s))]| yds,

Unp, U Unp u
HM - M < KHg —g
Un U Hleqorx 2 xx) Un v

B[ (5sm(6),0(5) = Fs. (o), o)y

1
X2xX

1
X2xX

< Ke ¢t

Logo,

1
X2xX

Além disso, para [u, v] € Br(C([0,7]; X2 x X)), temos

[l

< sup (KeCt

Too<t<r

C([0,7]:X 3 xX)

1

+K [ () u(o s ).

1
X2xX
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e usando a definicao de gy e as condicoes (C3) e (C5), obtemos que

Isso nos mostra que Bgr(C([0,7]; Xz x X)) é invariante por M e que
M(Bg(C([0,7]; X2 x X))) é um conjunto limitado. Além disso, podemos ver que
M(BR(C([O,T];X% x X))) é equicontinuo em [0,7]. De fato, usando o fato de que

e~Aa/2t & um mapa continuo em (0, co) e a decomposigao:

s =M || () = e Aomtg 1T a1
v (% (Y (Y

+/t+s eA(l/Z)(HSg)F(f, u(§) )d§
t v(§)
b _ _ _ (€)
+ e~ A (t+s=8) _ o—An2)(t=E) F(& Y )d£
[ (e )

Isso nos mostra que M (Bx((C([0,7]; X7 x X)) é equicontinuo em [0, 7]. Definamos

M

agora o conjunto B := co(M(BR(C([O,T];X% X X)))), entdo segue diretamente do
Lema 2.50 que B ¢é limitado e equicontinuo. Notemos também que M : B — B é um
operador continuo e limitado. Com as propriedades de medida de nao compacidade
de um conjunto, seguindo a prova de (DE ANDRADE et al., 2016, Teorema 3.8), pelo
Lema 2.45 e (C4) obtemos que

E(M(B)(1) <K/ <OfsB >ds<K/H s))ds < K&(B /H

Como H € L'([0,7];RT), para § < K1, existe ¢ € C([0, 7];R™) tal que

/ |H(s) s)|ds < 6.

Tomando a = K¢ e b = 7K||¢|c(o,-;r+) € levando em conta que M (B) & um conjunto
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limitado e equicontinuo, segue que:
SM(B)(1)) < KE(B /H

o [ v f o)

< K¢( )<5+t||¢”c 0T1R+>
< Ko6&(B) + K&E(B)T |6l co.r:-+)
= (a +b)§(B).

Tomando M™ = M (co(M("—l)(B))>, n = 2,3, ..., podemos verificar que

E(MP(B)(1)) = E(M(co(M(B)) <K/H ¢ (colMB)(s)))ds
_K/H' %<K/H (a + B)E(B(s))ds

< K [ H) (K5 + Kslolequoe )EB)ds

<K/ H(s) — ¢()| (K + K56l comme)E(B)ds

LK / 0(5) (555 + K| dlloqorzn)E(B)ds
0
<EB)Kd(a + Kt||o|lc(o.rm+))

t
+K¢(B) / @l co,rm+)) (a + KS||¢||C([O,T];R+))> ds
0
< 6(6)(Kb(a + Klllogoria)
t2
+Kl6lqorian)(at + K g lolognia)
_&(B) (a(a + Ktlo]cgonsn)
t2
#K6loqoran (at + K 5 I6lloqonie) )
Logo,
,7_2
EMP(B)(1) < (a2 + 20 K79l ¢ 0,7:m+) + K2§||¢||C([O,T];R+)>§(B)

2

= (a®+2ab+ 5)5(5)
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E, indutivamente, pode-se mostrar que

n

n! N
EM™B)) < (ZW?)W

Como0<a<1leb>0,seguedoLema 2.46 que existe nyo € Ner € (0,1) tais que
§(MU)(B)) < r¢(B).

Por uma generalizacdo do Teorema do ponto fixo de Darbo (ver Lema 2.44),

concluimos que M tem um ponto fixoem 5. &

5.1.2 Existéncia de solucdes classicas

Definicdo 5.3 (Solucdo Cldssica). Uma fungdo [z(-),y(-)] : [0,7] — Xz x X é
dita uma solugao classica de (3.2)-(3.3) em [0, 7] se [z(-),y(-)] € continua em [0, 7],
continuamente diferenciavel em (0, 7], [x(t),y(t)] € D(Au/), para0 <t < 7 e as

equacées (3.2)-(3.3) sdo satisfeitas.

Modificando ligeiramente (CUEVAS et al., 2017, Lema 2.3), temos o0 seguinte

resultado:

Lema 5.4 Assuma que e~0/»[uy, vy] é diferenciavel parat > 0 e seja [z(-), w(-)] uma
solugédo branda de (3.2)-(3.3). Seja F : (0,7] —» X 2 x X uma fungdo continua. Se uma

das seguintes condicées é satisfeita:

(i) [z(+),w(-)] € continuamente diferenciavel em (0, 7].

(i) [2(t),w(t)] € D(Aqye) para0 <t <, e Auslz(-), w(-)] é continua em (0, 7].
Entéo [z(-),w(-)] € uma solugdo classica de (3.2)-(3.3).

O mesmo argumento usado na prova do Lema 5.4 (ver (CUEVAS et al., 2017,

Lema 2.4)) nos permite estabelecer o seguinte resultado:

Lema 5.5 Assuma que [ug,vg] € D(Aus). Seja G : [0,7] — X2 x X uma

fungdo continua e seja [=(-), w(-)] uma solugdo branda de (3.2)-(3.3). Se [z(:),w(-)] é
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continuamente diferenciavel em (0, 7], entdo [z(-), w(-)] € continuamente diferenciavel
em|0,7], e

[2(t), w(t) s = Ay l(t), w(t)] + G(t), 0 <t <7,
onde a fungao G foi escrita no sentido de ser a funcdao F' como no problema reduzido
em (3.2)-(3.3).

De posse disto, temos o seguinte Teorema:

Teorema 5.6 (AZEVEDO; CUEVAS; SOTO, 2017, Teorema 2.2). Assuma que uy € X
ey € X2. Suponha ainda que f : [0,7] x Xz x X — X é uma fungdo continua tal que
Im(f) C X2, afuncdo Az f(-,u,v) é mensuravel para todo [u,v] € X2 x X e Az f(-,0,0)
é integravel em |0, 7|. Se existir uma constante L > 0 tal que a seguinte condi¢cdo de

Lipschitz é satisfeita:

(06) HA%f(t,ul,vl) — A%f(t,UQ,UQ)HX S L|:HU1 - UQHX% + HUl - UQHX , para tOdO

[u,v;] € X2 x X, i=1,2. ecadat € [0, 7].
Entao o problema (3.2)-(3.3) tem uma unica solucao classica.

Demonstragdo: Seja C, o conjunto consistindo de todas as fung¢des continuas [u, v] :
0,7] = X2 x X tais que u(0) = vy € v(0) = —Aug — 2nAzvy + f(0, uo, vy). Notemos
que C, é um subconjunto fechado e convexo de C([0,7]; Xz x X). De fato, se
[v,w] € C,, entdo existe [v,,w,] € C,, tal que [v,(t),w,(t)] — [v(t),w(t)], quando
n — oo e isto é valido para todo ¢t € [0,7]. Logo, fazendo ¢ = 0, obtemos que
lim,, 0[5 (0), w0, (0)] = [u(0),w(0)] € como [v,,w,] € C., ¥Yn € N, o lado esquerdo
da igualdade acima nos asseguar que [vy, —Aug — 220y 4 f(0, ug, vo)] = [u(0),v(0)] e,
portanto, temos que [u, v] € C. e isso mostra que C, € fechado. Quanto a convexidade
de C,, sejam [u,v], [z,w] € C, e X € [0, 1], temos que (1 —\)[u, v]+ A[z, w] € uma fungao
continua de [0,7] em X2 x X, pois [u,v] e [z, w] sdo fungdes continuas de [0, 7] em
X2 x X. Além disso, (1—X)[u(0), v(0)]+A[z(0), w(0)] = [vo, —Aug— 2205+ (0, ug, vo)], €
portanto, podemos concluir que (1—-\)[u, v]4+A[z, w] € C, e assim, temos a convexidade

de C. . Definimos o0 mapa T2y em C, pela expressao:

u _ Ug
T [ ] (t) == —Aqupme ot {
v Vo

t
— Aqy2) / e~ A=)y (8)ds + Yu.(t)  (5.3)
0

[NIES
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onde

un(t) i= F (t, [fot w(r)dr + ”‘1 ) (5.4)

fot v(7)dT + Vg
Fica claro, entdo, que o mapa Ty, esta bem definido de C, em C,. Vamos mostrar
agora que T{, ,,, € uma %—contragéo para n suficientemente grande, onde © sera

uma constante obtida no processo. Sejam [u;,v;] € C,, i = 1,2, temos

U1
t
/ 67"4(1/2)@75) (_-/4(1/2)) (%u,m (S) = Yua,va (S>)ds
0

1
X2xX

<

1
X2xX

+||A(_11/2) HL(X% x X) A @/2) (Va1 (8) = Yz (t))”X% X

t
S/O Ke_c(t_s)H(—A(l/Q))(’Yuhm(s)_7u2’v2(3))Hx%des

+|’A(11/2) H,C(X% XX) HA(l/Q) (fyul,vl (t) - 7“27’02 (t)>HX% x X

¢ (fOS uy(7) +u0) — (fos uy(7) —i—uo)]
<f0 uy(7) +u0> — (fos uy(T) +u0>] <
R [N R st ||
o Jour(s) o) = ((fy uals) + g
+HA(1/2)HL:(X%xX) (L Efg v1(s) + ) s va(s) +UO§] X3xX

+2nL

gKL(l+2n)/Ot/OS

t
+|‘Aal/2)||g(x%><X)L(1 + 277) /0

u1(s) — ua(s)
v1(8) — va(s)

onde © := L(1 + 2)(K7 + || ALyl

[(fgul(s) +uy ) —

< tO max

0<s<t ’

1
X2xX

E(X%XX)). E, com um argumento indutivo, pode-se
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mostrar que:

tn®n
< max
n! 0<s<t

u
Ty | | O=-To| |®
U1 V2

1 1
X2xX X2xX

Dai segue que T?l) € uma T"n(?"-contragéo para n suficientemente grande. Logo,
L !

concluimos que ;) admite um dnico ponto fixo [u,v] € C.. A seguir, definimos

[z(-),y()] : [0,7] — X3 x X por z(t) = fot u(s)ds +ug € y(t) = fotv(s)ds + v €

i t
2(t) — e Aat Ho + / 3A<1/2>(t5)F(s, #(s) )ds. (5.5)
w(t) w| o (s)
_z(. | N
Notemos que € uma solucao branda para o problema de Cauchy abstrato:

w(:)

z z Xz

= —Aqu + F(t ); 2(0) = ug, w(0) = vo (5.6)

w w Y

Fazendo uso dos Lemas 5.4 e 5.5 concluimos que € uma solucao classica para

w(-
(5.6) e assim obtemos
z u T
w t v y t
Z :U 0 ’
Portanto, = . E, com isto, concluimos a prova do Teorema 5.6. B
w )

Observacao 5.7 Vale ressaltar que no Teorema 5.6 podemos trocar a condicdo
Im(f) C Xz por uma mais fraca. De modo mais especifico, assumimos que u, € X e
v € Xz eque f 0,7] x X 2 x X = X é uma fungdo continua. Além disso, supomos
que existe 0 < o < 1 tal que Im(f) C X =, a fungdo A"=" f(-,0,0) é integravel em
[0,7]. Se admitirmos que existe uma constante L > 0 tal que a seguinte condicao de

Lipschitz é satisfeita:

1—

(C7) | A" f(tour,v1) — A [t uz,v0) || < L[Hm — sl 1+ flvr = vellx |, V]w,vi] €
X:xX,i=1,2ecadat e [0,7],
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entao o problema (3.2)-(3.3) tem uma unica soluc¢ao classica.

Demonstracdo: Faremos apenas um esboco da demonstracao da Observacao 5.7.

Definamos o mapa T (1) POF:

Uu
(t) = —A(l/Q)e_A(l/2)t 0

v Vo
t
- / (= Aqy2) e 02 (= A )™ Y (5)ds + 0 (t).
0
Notemos que existe uma constante positiva C,, tal que

(= Aaym)e o] para0 <t <7

1 < —
L(X2xX) — t

Podemos ver que o mapa T, 1, : C. — C. esta bem definido e, além disso, para

[

[ui, v;] € Cy, i = 1,2, temos que

U1 V2 XExX

< Co | el A0 O 5) = Tl g3,

A2l e A2 Qurn (9) = Tunan (Dl 3,

<C L(]_ —+ 2 ) /t 1 /s 7— 7 l
N - drds
n 0 (t S)a 0 7_ 7_
X S UQ(S /
H( v L(1/2)> HL‘,(X%XX) (1 77)/0 v S) — (S) ’
1 2 X2ZxX

uy(s) — ua(s)

v1(s) — va(s)

< tv, max
0<s<t

Y

1
X2xX

onde v, = (1+27) (Co Lt TG a; e[ Aay) el b X)) Portanto, podemaos inferir
que (. . e uma (”’“) -contragdo para n suficientemente grande e com isso vemos
que o operador T(%) possui um unico ponto fixo [u,v] € C.. B

O préximo resultado que iremos enunciar corresponde a um tipo de resultado

para equagoes diferenciais neutrais devido a Henriquez et al. (ver Teorema 2.12 em
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Ref. (CUEVAS et al., 2017)). Antes de enuncia-lo, vamos introduzir um novo conjunto

de notacoes:

¢ ¢
Eup(t) = Aéf(t,/ u(7’)d7’+u0,/ U(T)dT—I—Uo); (5.7)
0 0
t
Fun(t) = A(l/g)/ e’A“/”(t’S)%,U(S)dS, te0,71]; (5.8)
0
Hp = {Fyu)’u : ['U/, /U] € C*’ H[U’U]HC([O,T],X%XX) S p} (5'9)
H, = {Fuw © [u,0] € Cy, ||[u,v]||c([07T];X%XX) <p} (5.10)

Teorema 5.8 (AZEVEDO,; CUEVAS; SOTO, 2017, Teorema 3.1). Assuma que u, €
X, vy € X2, A tem operador resolvente compacto, a fungéo f : [0,7] x X Ix X 5 X
é continua, Im(f) C Xz e que A: f satisfaz as condigbes de Carathéodory (C) em

[0, 7]. Além disso, suponha que as seguintes condigbes sdo satisfeitas:

(A1) Existe uma fungdo continua nao decrescente W : R* — RT tal que
1A2 f(t, 2, 9)|x < W (llz]l 3 + lyllx), para todot € [0,7] e todo [z, y] € X= x X.

(A2) Para cada p > 0, existe uma fungdo continuaV, : R — [0,00), V,(0) = 0 tal que

€00 (t2) —Eun(t)||lx < V,(ta—ty), para todo [u,v] € C, com ||[u, ]| < p.

C([0,7]:X 5 xX)

(A3) Existe uma constante p > 0 tal que ||[u, vol|| 1 . <P

KHA(W) [0, vo H

Entdo o problema (3.2)-(3.3) tem uma solugao classica.

Demonstragdo: Seja Ty o mapa definido por (5.3). Usando o Teorema da
convergéncia dominada, o fato de que Az f satisfaz as condicoes de Carathéodory
e a condicao (A1), deduzimos que T(%) € continuo. Consideramos agora p > 0. De

(A2), temos que

Puw(t+9) = MoOlla e = MLl xh o A0 (uolt +8) = uu@)ll 4
A2 38 0y (1 2D Eun(t + 8) = Cun(®)llx
%

%

IA

< 1A oy (L 20V,(E + ) = 1)

- |]A(_11/2)||£(X%Xx)(1+277 »(s) = 0, quando s — 0,
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0 que nos mostra que H, é equicontinuo. Além disso, também temos que H, é um

conjunto limitado de X2 x X. De fato, dado Yuw € H,, €ntao

osgltlgf H'Vu,v(t) HX% <X

< sup (HAl/Q)H - (1+277 HA f( /Otu(s)d8+uo,/0tv(s)ds+vo>

0<t<r

)

< su (HA losed o (12 )W(/t u(s) | ds+H o H ))
0<E /21 7 0 v(s) XExX X% xX
< ||~A(1/2)” )(1+277)W(P7'+ﬁ)'

Como A9 H,(t) € um subconjunto limitado de X2 x X e Ay € um operador
compacto, entao
H,(t) = A(_11/2) (A(1/2)Hp(t))

é relativamente compacto em Xz x X e do Teorema de Ascoli-Arzela inferimos que
H, é relativamente compacto em C([0, 7]; Xz x X). Usando o fato de que e—4a/2t é
um operador compacto para ¢ > 0, temos que o conjunto ﬁp é também relativamente
compacto em C([0,7]; Xz x X). Portanto, podemos deduzir que Ty € um mapa
completamente continuo (ver Definigdo 2.12). Além disso, se [u,v] € B;(C.), de (A3),

vemos que

ITa

IN

Ug
Ko | 1
Vo

HC([O,T];X%xX)

(2 (AR by + T+ )

x X)
< p

Disso segue que T(%)(Bﬁ(c*)) C B;(C.), isto &, B;(C.) € invariante por T1) . E

aplicando o Teorema do ponto fixo de Schauder-Tychonoff (Teorema 2.48), concluimos

a demonstragao. &

5.1.3 Existéncia de solugdes fortes

Defini¢do 5.9 (Solucdo forte) Uma fungdo continua [z(-),y(-)] : [0,7] — X2 x X é dita
solugdo forte de (3.2)-(3.3) se [z(-),y(-)] € Wtr([0,7]; X2 x X), (3.2) é satisfeita para
quase todo t € [0, 7] e 2(0) = ug, y(0) = vy.
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Modificando ligeiramente (CUEVAS et al., 2017, Lema 2.3), temos o0 seguinte

resultado:

Lema 5.10 Assuma que e_A<%>t[uo,v0] é diferenciavel parat > 0, e seja [z(-),w(-)]
solucao branda de (3.2)-(3.3).

(i) Se A At ug, vo] € LP([0,7]; X2 x X)), [2(t), w(t)] € D(A(%)) para quase todo
te [o,T] eA(%)[z(~),w(~)] e LP([0,7]; X2 x X).

Entdo [z(-),w(-)] € uma solug&o forte de (3.2)-(3.3).

Denotemos por C? o espago métrico formado por todas fungbes p—integraveis
[u,v] de [0, 7] em X2 x X tais que u(0) = vy € v(0) = —Aug — 277A%vo + f(0, ug, vo)

munido com a métrica
(LD - o) el

f(s,/ dT+u0,/ dT+vo)

0 0

— A%f(s,/ dT+U0,/ vo(T dT+UO).
0 0

De posse disto, podemos estabelecer 0 seguinte resultado:

M

5f(u17U1,U2,U2)(S) = A

Teorema 5.11 (AZEVEDO; CUEVAS; SOTO, 2017, Teorema 2.3). Assuma que uq €
X ewvy € Xz, afungdo f:[0,7] x X2 x X — X é tal que Im(f) C Xz, Az f satisfaz
a condicdo de Carathéodory (C) em [0, 7] e Az f(-,0,0) é p—integravel em [0, 7]. Além

disso suponhamos que a seguinte condicao se verifica:

(C8) Existe uma fungéo positiva m € L*[0,7] tal que para todo t € [0,7] e todo

[ui, v;] € CP, i = 1,2, temos
t t p
[ st vnsus, e ) < mer [ (Jus(s) = ua(s)l gy + or(s) = (ol ) s,
0 0

Se (1 +2n) (K|lm| oo, + m(7)[ A7)y Iz XX)) < 1, entdo o problema (3.2)-(3.3) tem

uma unica soluggo forte em [0, 7.
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Demonstracgo: Consideramos o operador T(%) em C? definido por (5.3). Vamos

mostrar que tal operador esta bem definido em C?. De fato, temos que

_ Uo _ 1
HA(1/2)6 Aq 2t [ ] HX%XX < Ke Ct(HUOHX% + | Auo + 2nAzvo| x).
v

Dai,

1
T U p P
</ «4(1/2)67“4(1/2% 0 L dt) < 0.
0 UO X2xX

Também temos que,

( Aaz / Ty (s)ds ‘Xixxdt)p
< K(1+2n) ( CU=9)| 1€, (s )des)pdt>p
K(1+2n) ( O3 (|l6y(s) — A3 f(5,0,0)]1x

+[ A2 f(s,070)|\x)ds) dt)

T t %
< w2 [ [ e st 0.06)xas) a)
0
T t %
/ (/ eC(ts)HAéf(s,o,O)Hde)pdt>
0 0
Tt —cu ) =Ct=) P\
— K(1+2n) / (/ e v 167 (u, v, 0,0)(s )||de) dt)
0 0
T o) C(t s) v
s [C( [ a0 0las) )
T ¢ z t .
< K(l—i—Zn){/O (/0 eC(t‘S)ds) </0 eC(tS)]|5f(u,v,O,O)H§(ds>dt]
T t L t ) H
+K(1+2n)[ ( / e_c(t_s)ds) ( / e~ C=9] A2 f(s,0,0)||§(ds)dt}
0 0 0

1 1 T t %
< wura(g) ([ [ it 00.0)dsar)
0 0

T ot %
/ / e~ CU=9)|| A2 £(s,0, 0)’|§(d3dt)
0 0
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1
u(s) g

< K(1+42n) (5 </ / o H;Xxdtds)p
%)1_’1’ (/0 / | A% £ (5,0, 0)||§(dtds>

1-1 1 1
S K(l + 277)(_) P (HmHLp[OyT]||[U7U]||LP([O’T];X%XX) + TP ||A2f<7 07 O)HLP([O,T];X)) .

3|

+K(1+ 27])(
1
C
Além disso,

T ) v B v » o\ "
([ 1ty ) < 1AGh gty 200 ([ ool

< Aty 14 200 [ att) = b6 0,005

+( / HA%f(t,o,om’;(dt)”}

il s v (mer [ O, )
= Mz oot cx) PN, u(t) | 1x2xx
+A§f('7 07 O)||LP([0,T];X):|
u 1
H“41/2)H (1+277) m(7)] . HLp([OJ]’X%XX)‘FHAQf(',Oa 0)[ e (j0,71:3) | -

Estas estimativas acima nos mostram que o mapa T(%) esta bem definido em C?.
Nossa proxima etapa consiste em mostrar que 0 mapa Ty € uma contragao em C?.

Com efeito, tomando agora [u;, v;] € C?, i = 1,2; obtemos que

L2([0,7]:X 3 x X)

N \

=

P P
L dt
X2xX

t
A(I/Z) / e A/ (t=3) (’71/«177)1(8) — Yz vn (8))d8

: (/
p v
/ ||’7u1 v1 — Yuz,ve (t>||X%><th>
t ) %
=t </0 (/0 A2 (arn () = T ) 3 Xde) dt>

1

— p P
[ Bian® = a0l 1)
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T t %
< K1+ 27])(/ / 167 (w, v1, ug, U2)(5)||I))(d5dt)
o Jo

1
T P
+(1 + 277)||A(_11/2)H£(X%><X) (/0 H(Sf(ub Uy, Uz, 'UQ)(t)HI)?(dt)

< K(1+2n)( /on(t)p /0 t [Z] (r) — {Z] (T)‘iéxxdsdt)

t
-1
U+ 2 AT |k (m(t)P/O

Lr([0,7: X 3 xX)

_1 Uy U2
< (14 20) (Klmllzsio + m() AL )| ||~

Isso mostra que Y1) € uma contragdo em C?. Sejam [z(-),y(-)] e [2(:),w(-)] fungbes
dadas em (5.5). Como A/ [2(-), w(-)] € uma fungdo p—integravel, usando o Lema
5.10, chegamos a conclusado que [z(t),y(t)] = [z(t),w(t)] € uma solugdo forte do
problema (3.2)-(3.3). B

O préximo resultado que iremos apresentar também corresponde a um tipo de
resultado para equacoes diferenciais neutrais devido a Henriquez et al. (ver Teorema
3.6 em Ref. (CUEVAS et al., 2017)).

Teorema 5.12 (AZEVEDO; CUEVAS; SOTO, 2017, Teorema 2.4) Assuma que uy € X
e vy, € X2, A tem operador resolvente compacto, a funcdo f : [0,7] x Xz x X — X é
falque Im(f) C X 2 e que a aplicagdo A: f satisfaz as condigées de Carathéodory (C)

em [0, 7]. Além disso, as seguintes condigbes sao satisfeitas:

(C9) Existe uma constante N > 0 e uma fungdo positiva W < L*([0,7]) tal que
1AZ f(t,u,v)llx < W () + N[|lull .3 + Ivllx], para todo [u,v] € X% x X e cada
te0,7].

(C10) Para cada p,e > 0, existe 6 > 0 tal que

t2 1 1
/ AR F(t+ By, 0) — A F(tu, 0)[Bdt < (ts — t1)e”, (5.11)

t1

para todo ty, t, € [0,7], ti < ta, [u,v] € X2 x X com ||[u, ]|y . < pelh| <.

[
(Em (5.11) consideramos f(s,u,v) = 0 quando s ¢ [0, 7]).
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(C11) Para cada numero positivo p existe uma fungdo continua Vv, : [0,00) — [0, 00)

comV,(0) = 0 tal que
T L s+h s+h
Vo(|h))? > / A2f(s,/ u(T)dT+uo,/ v(T)dT + v9)
0 0 0
_ Aéf(s,/ u(7’)d7’+u0,/ U(T)d7+vo)“p ds,
0 0 X

para todo [u,v] € C? com ||[u, v]|| < p. (Consideramos u(s) = v(s) =

0,ses ¢|0,7]).

LP([0,7]:X 2 x X)

(C12) Existe uma constante p > 0 tal que ||[uo, vol|| .1 <P e

. K 1
o> ((1+ 2042 wollx + (| Auoll )

(Cp)7
4k(p — 1)

1 _ 1.
+ 1+ 2?7)( Cp T HA(11/2)”£(X%xX)> <||W”L”[0ﬂ +N(7 + Tp)'o)'

Entao o problema (3.2)-(3.3) admite uma solugdo forte em [0, 7].

Demonstragao: A principio, iremos introduzir as seguintes notagoes:

HP = {7”,11 : [U,U} € Cfa H[U’U]HLP([O,T};X%XX) S p}7

HP = {5/“7’1) : [U,U} € Of’ H[u’U]HLP([O,T};X%XX) S p}?

onde p > 0, v,, © 7., 880 as fungoes dadas em (5.4) e (5.8), respectivamente.
Consideramos 0 mapa T(%) : CP — (CP? definido por (5.3). E das demonstracdes
anteriores fica claro que T(%) esta bem definido em C?. Dado p > 0, afirmo que H, é
um conjunto relativamente compacto em L?([0, 7]; Xz x X). Para provar tal afirmagcao,
iremos utilizar o Teorema de Riesz-Weyl-Kolmogorov (Teorema 2.49). Considere

[u,v] € C? com ||[u,v]]| < p. Usando (C9), obtemos

LP([0,7]:X 3 x X)
sy

B 1 t t
< 14 2IAG | 1A [ 06l 4, [ o(s)ds + )l
< (14 20) Al

X(W(t)—i-N(/Ot

(X3 xX)

uls U
Mt )
’U(S) X2xX Vo X2xX
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u(s)| y» 1 U
[ ]

u(s)| yp 1 U
[N
L(X?xX)

(
(WO N (T gy el 1,))
(

< (U 20) ALy |t (W(t) +N(rip+ H[UMOJHX%XQ)-

< L+ 20 Ayl

L(XExX)

x(W(t)+N((/Otds)‘11(/ot

< (L+20) Ayl

)

)

L(XExX)

Wit dsﬁ(/;

L+ 20) [ Aq)y |

X

Portanto,

ol s < @42 IAT L ch) (W(t) +N(rip+ H[uo,vomx%xx)) (5.12)
De (5.12), segue que

Szlpp H, <1+ 217)||A(_11/2)||£(X%XX) (||W||Lp[07f] + N(T,o+ Tzl’”[uO,vO]HX%Xx)). (5.13)

E tal estimativa nos mostra que H, & um conjunto limitado em L?([0,7]; Xz x X).
Seja ¢ > 0 dado em (C10), usando a condigao (C11), o Lema 2.51 e tomando |A/|

suficientemente pequeno, obtemos:

_ p ’
([ Tute+ 1) = sttt

< (1 + 27])“-’4(_11/2)H£(X%><X) </0 ||€u,v(t + h) - gu,v(t)HI))(dt)
< (L4 2n) [ Ay |

L(X3xX)

T . t+h t+h » P
X (/0 ||§uﬂ,(t +h)— A2f(t,/0 u(T)dr + uo,/o v(T)dT + vo) det)

—1
+(1+ 277)|’A(1/2)||g(x%xx)

. t+h t+h
X (/0 ||A5f(t,/0 u(T)dT + uo,/o v(T)dr +v9) — ﬁu,v(t)Hidt>

3=
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. t+h t+h
:<1+2n)1|,4(1/2)|y£(xéxx)( | (t+h,/ u(T)dT+u0,/0 o(r)dr + o)

_A%f(t,/0t+h (T )d7+u0,/t+h (1)dT + vy) H dt)l

(1t 20) AL (/ |Abf(t / (T)dT+u0,/Ot+hv(T)dT+vo)

_A%f(t,/otu( )d7'+uo,/0 o(T)dT + o) H dt)l.

Dai,

(Tl 1) = 90n 07y ) < (1 2l (4 Vo)) 5:14)

Seja A € p(A(1/2)). Como R(\, Aq/2)) € um operador compacto e

t t
/%,v(s)ds = R()\,A(l/?))()\I—A(l/Q))/ 'yu’v(s)ds
0 0
t t
= AR(A Aqy) / Yup(s)ds — R(X, Aqy2) / A2 Yu(s)ds,
0 0

temos que { [ vu.(s)ds; ., € H,} € relativamente compacto em Xz x X, Vt € [0, 7].
Dessa propriedade, juntamente com (5.12),(5.13) e (5.14), podemos verificar que as
H, satisfaz todas as condigoes do Teorema de Riesz-Weyl-Kolmogorov, o que implica
que H, é um conjunto relativamente compacto em L?([0, 7]; Xz x X). Agora, levando
em conta a condi¢cdo (C11) e o fato de que e~“t/»* & um operador compacto para
t > 0, vemos que [, é um conjunto relativamente compacto em Lr([0,7]; X2 x X).
Com isso, motramos que 0 mapa T(%) € completamente continuo. Seja [u,v] € C?

com ||[u, ]|l < p e ¢ o expoente conjugado de p, temos as seguintes

LP([0,7];X 3 x X)
estimativas:

1
||A(1/2)€_A“/2>°[anUomm([oﬂxzxx) (/ [Aq /e A(””t[uoavo]||§<%xxdt>

1
T » K 1
gK( / eCptuAmuo,vow;%Xxdt) < 755 (L 2043wl + L duollx).

Também temos que

1
P
HW’UIUHLP [OT]XQXX) (/ |‘7uv «X t)
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1
B T P
< H-A(l/z)”g(x%xx)</o ”A(m)’yu’v(t)HX%Xth)

_ 1
< (14 204G | pd oy (W Nl + N7+ 755).

E, por fim, temos que:

) —A(1/2)(e—s)
HA(I/Q)/O ¢ %’U<S)d8 Lp([o,f};x%xx)

< K+ 27”( / ( / t e‘CMng,xs)nxds)pdt)'13

1
K(1+ 2n) » [Tt »
< SO (W + v [ 4

K(l1+2 1 1
< M (TéHWHLP[O,T} + 2N (—17'1+119 + — 7'12’>ﬁ>
Cq (p(p+1))7 V2

Das estimativas precedentes e da condi¢éo (C12), concluimos que B;(C?) é invariante
sob T(%). Dessa forma, aplicando o Teorema do ponto fixo de Schauder-Tychonoff,
chegamos a conclusdo da existéncia de um ponto fixo [u,v] € B;(C?) para o operador

T (1), € concluimos a prova do Teorema 5.12. B

D=
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6 APLICACOES

Neste capitulo iremos considerar algumas aplicacoes dos resultados
estabelecidos dos capitulos anteriores. Em todas as aplicagbes, consideraremos ¢

como sendo um dominio (aberto e conexo) suave limitado em RY.

Exemplo 6.1 Suponhamos que z,z, € C(R;R), a,b € C,(RT;R), v,u € R, €6 > 0.

Consideramos a sequinte equacao diferencial parcial:

Uy + vb(t)u + A%u — 6Au, = pa(t)(z1(V-u) + 2(Auw)), z€Q, t >0, (6.1)
u = Au=0, x€0dt>D0. (6.2)
U(O,SC) = Uo(m)a ut(oax) = Uo(x)> LS Qa (63)

onde z;,i = 1,2 satisfaz a seguinte condicao de crescimento:
|Zi(81) — Zi(SQ)‘ S Czi‘sl — 52‘, S1, 89 c R,’L = 1, 2, (64)

com C.,,,i = 1,2, constantes positivas. Iremos mostrar que o problema (6.1)-(6.3)
possui uma unica solugdo LP-branda. Para modelar este problema na forma abstrata
dada por (3.1), facamos n = g, P> % e o operador A definido em LP(2) por Au = A%u

(onde Ap é o Laplaciano de Dirichlet em 2 ) no dominio
D(A}) ={¢p € H)(Q): ¢ = A¢ =0 em 00}, (6.5)

onde H* = W*P(Q). Com essa especificacdo para o problema (6.1)-(6.3), obtemos
p

uma formulagao abstrata (3.1).

Uy + QnA%ut + Au = pa(t) (z1(V - u) + 20(Au)) — vb(t)us = f(t,u, uy). (6.6)
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Como Az = —Ap, podemos escolher um angulo ) para o setor

; = {)\ eC: % < |arg\| < 7, onde ¢ € (0, g)}, (6.7)

2

4o pequeno quanto necessario e alem disso, (n, A) € um par admissivel para qualquer
n > 0 (ver (CARVALHO; CHOLEWA; DLTOKO, 2008, Exemplo 4.3)). De (CARVALHO;
CHOLEWA; DLOTKO, 2008, Secdo 3) obtemos que [LP(Q)]z = {¢p € HX(Q) : ¢ =
Ap =0 em Q). Definimos f : R* x [LP(Q)]2 x LP(Q) — LP(Q) por:

f(t7 ¥1, ()02) = ,ua(t) (Zf(v ' 901) + Z;(A(pl)> - Vb(t)go% te R+7 Y1 € [LP(Q)]%a P2 € LP(Q)a
(6.8)
onde 0¢ é o operador Nemytskii associado a . Para ¢, ¢, € [LP(Q)}% e,y € LP(Q),

temos as sequintes estimativas:

1£(t, 0, V)00 (6.9)
< |ulla@®I(155(V - @)llr@) + 125 (A0 1) + Wb 1] v

< lulla@®] (o + Co)lllmze) + (12(0)] + 1z2(0)DI)

IOl zoen.

Notemos que (6.9) implica que [ esta bem definida. A continuidade da f pode ser

obtida através da seguinte estimativa:

£t 1) — f(to, po, Yo)ll e (e (6.10)
< |ulla(t) — alto)] ((Czl + Co)llellmzi@) + (J21(0)] + |Z2(0)|)|Q|%>
Hrlla(to)[(Cy + Cop)lle = wollmz) + [1[b(2) = bto)[19]] Lo (o)

+ b)Y = tollLr()-

Além disso, para p; € [LP(Q)]z,¢; € LP(Q), i = 1,2, temos que:
Hf(ta @17w1) _f(t7 ¢27¢2>"LP(Q) (611)

< ‘M||’a’”cb(R+,R)(021 + C)llpr — %02HH3(Q)

Hullblle,@s mlltn = Pl e @)
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Se assumimos que a(-) € LP(RY) U C,(R") e que |u| e |v| sdo constantes
suficientemente pequenas. Entao pelo Teorema 4.2, concluimos que (6.1)-(6.3) possui

uma unica solugao L?-branda.

Exemplo 6.2 Suponha que a,b € L'(RT) UC,(RT;R), g € C(RY x RV;R), v e R e

0, L > 0. Consideramos o problema:
uy + vb(t)uy + A%u — §Au; = a(t)g(u, V -u), € Q,t >0, (6.12)

com condigdes iniciais (6.2)-(6.3). De maneira similar, modelamos esse problema

como no exemplo anterior. Assim, tomamos n = g consideramos o operador
A definido como em (6.5)-(6.7), uqg € D(—Ap), vy € LP(), e assumimos que
lg(u,w) — g(@,9)| < L{|Ju—a| + |w —@|], u,a,w,@ € RY. Seja f(t, p,1) a pertubagdo
associada a equacao (6.12). Para ¢, o € [LP(Q)]2 e, 1y € LP(Q), temos as seguintes

estimativas:

1
1£ ¢ 0,0 lere) < llalley@eimy (Lllelaze +19(0,0)1207) + v bllcy @z Y]] o (@) (6.13)

Onde (6.13) nos diz que | esta bem definida e a continuidade da f pode ser obtida

através da sequinte estimativa:

I f(t, ,%) — f(to, ©o,Yo)l e
< Ja(t) — ato)| (Ll (o) + 9(0,0)2 )
+Llato)lle — wollz) + 11b(t) = bt [¥ oo

+HvlIb(to)[[[¢ = Yol Lr @)

Além disso, temos a seguinte estimativa

1£ (£, 0, 90) = f(t 00, %) ooy < (Lla®)] + VI (e — pollmze) + 11 = ol re))-

Se assumimos que p e q sdo expoentes conjugados, a(-) € L'(R") N LYR™) N
C(RT), b e LYRT)NC(RT) e L e |v| sdo suficientemente pequenos, entao as hipoteses
do Teorema 4.3 sequem. Assim concluimos que existe uma unica solu¢ao branda em

L? para a equacao (6.12), com condigées iniciais (6.2)-(6.3).
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Exemplo 6.3 Consideremos a sequinte equacgao:

w(t, €) + 2n(—A)2uy(t, &) — Ault, €)

- /Q P(&,2) fo(V - ult, @), wlt 2))da + fit,€) (6.14)
w(t,€) = 0, £€00, 0<t<T (6.15)
U(Oag) = UO(g)v ut(07€) = UO(S)? g €. (616)

onden>0,P:OxQ =R, fo:R—Ref :[0,7]xQ2— R sdo fungbes que satisfazem
hipoteses convenientes, as quais serao especificadas mais a frente. Descrevemos
aqui solucées fortes para (6.14)-(6.16). Para modelar este problema na forma abstrata,
tomamos A = —Ap em L*(Q), p > N, com dominio D(A) = W*?NW'(Q), ug € D(A)
evy € WyP(Q), P: Q x Q — R uma fungdo de classe C' tal que P(z,¢) = 0, Yz € 0Q

e ¢ € Q. Também consideramos que [ satisfaz a seguinte condigdo de Lipschitz:

| fo(z1,91) — fo(x2,42)| < L(\xl — Z2| + [y — yz’),

onde z;,y; € R, i« = 1,2, para alguma constante L. > 0 e que f; : [0,7] x @ — R
é uma fungdo mensuravel tal que [ [, |fi(t,)Pdedt < oo, [ [ 106 fi(t, &)[Pdédt <
oo, i=1,...N, e fi(t,§) =0 paratodo¢ € QY et € [0,7]. De (CARVALHO,; CHOLEWA,
2007), obtemos [LP()]z = W, P(Q), Aq 2 € invertivel, A ) tem operador resolvente
compacto e —A(1/2) gera em Wy (Q) x LP(Q) um Cy— semigrupo analitico, o qual
é compacto e decai assintoticamente. A seguir definimos uma fungdo f : [0,7] x
Wy (Q) x LP(Q) — LP(Q) por

Tt o1, 02)(€) = / P(,€) fo(¥ - 1 (1), oa(@))d + Fo(t,€),

t € [0,7], g1 € W,P(Q) e gy € LP(Q). Pode-se mostrar que Im(f) € Wy*(Q). Além

disso,
||f(ta P1, 902)||W1‘p(ﬂ)
N
<t s [P0+ 30 0kPE )] - 190 (Ioalugoia + sl
=1

(z,£)eQxQ

+K + || At Nlwir@),
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para alguma constante K > 0 dependendo de P, Q) e f,. Com isso, vemos que
a estimativa (C9) é verificada. Por outro lado, como f(t + h,p1,¢2) — f(t,p1,02) =
fi(t+h,-) — fi(t,-) segue que a condigcao (C10) esta satisfeita. Fixando agorap > 0 e

tomando [U, U] S Cf com H [U, U] HLP([O7T};W()1’p(Q)><LP(Q)) S Ps Obtemos

t+h t+h t t
| f (2, /o u(T)dT + o, /0 v(T)dT +v) — f(t, /0 w(T)dT + g, /0 v(7)dT + vo)||wrr@)

N
<L suwp (||P<x,s>| 0y |agiP<5,x>|) Q"+,
=1

(z,£)eQxQ
o0 qual nos mostra que a condicdo (C11) seque. Finalmente se escolhermos L
(respectivamente, p) suficientemente pequeno (respectivamente, grande), obtemos
(C12). Sendo as hipoteses do Teorema 5.12 satisfeitas, concluimos a existéncia de

uma solugao forte para o problema (6.14)-(6.16).
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