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RESUMO

O objetivo deste estudo foi analisar como alunos do 8° ano do Ensino Fundamental lidam com
situacBes sobre a area de paralelogramos (quadrados, retdngulos, losangos e paralelogramos
ndo retdngulos e ndo losangos). A fundamentagdo tedrica apoia-se na Teoria dos Campos
Conceituais desenvolvida por Gérard Vergnaud e seus colaboradores. Adota-se 0 modelo de
area como uma grandeza autdbnoma, proposto por Régine Douady e Marie-Jeanne Perrin-
Glorian. No que se refere aos aspectos metodolégicos, os participantes da pesquisa foram
alunos do 8° ano do Ensino Fundamental de uma escola publica federal situada na cidade do
Recife, estado de Pernambuco. Foi aplicado um teste contendo situacGes de identificacdo de
figuras, comparacdo de areas, medida de area e producdo de figuras de mesma area que uma
figura dada, todas envolvendo paralelogramos. Alguns alunos foram selecionados para uma
entrevista de explicitacdo para um melhor entendimento das respostas apresentadas no teste,
bem como para a verificacdo da interpretacdo de alguns procedimentos. Os resultados
mostram que mais de 80% dos participantes reconheceram quadrados e retangulos, inclusive
em posices ndo habituais (lados ndo paralelos as bordas da folha), enquanto 0s
paralelogramos ndo retangulos e ndo losangos e o losango sé foram reconhecidos por 45% e
36% dos participantes respectivamente. A situacdo de medida foi a que teve a menor
quantidade de acertos (12%), seguida da de identificacdo (24%). Os paralelogramos em que
os alunos tiveram o melhor desempenho foram os quadrados e os retangulos, este Gltimo sem
diferengas marcantes nos casos em que a figura esta em posicao ndo prototipica e com dados
extras. A Unica excecdo para o quadrado ocorreu quando foi dada a medida da sua diagonal,
na qual apenas 26% dos alunos acertaram, diferentemente do resultado no caso habitual que
foi de 78% de acertos. A dificuldade maior foi na figura do losango, com menor nimeros de
acertos na questdo de identificacdo (36%), seguida do paralelogramo ndo retangulo e néo
losango, o qual ndo teve diferencas relevantes nos tipos de situagdes. Foram identificados os
seguintes procedimentos: contagem de quadradinhos, uso de férmula, sobreposicéo, inclusdo.
Alguns teoremas em acdo verdadeiros foram identificados, tais como: figuras de perimetros
diferentes podem ter areas iguais, figuras diferentes podem ter areas iguais, entre outros. E
falso: retdngulos que possuem bases e alturas de medidas diferentes, possuem areas
diferentes. Averiguou-se que o desempenho dos alunos é acima de 70% de acertos em todas
as situacdes quando as figuras em jogo sdo o quadrado e o retangulo. Quando se incluem os

losangos e os paralelogramos ndo retangulos e ndo losangos, esse desempenho restringe-se



apenas a situacdo de comparacdo. Em relacdo ao calculo de area, erros decorrentes da algebra
das grandezas foram verificados (multiplicacdo de niumeros e obter grandezas como resultado,
auséncia e/ou utilizacdo inadequada das unidades de medida). Também alguns de calculo

numerico e de célculo relacional (confusdo entre &rea e perimetro, entre outros).

Palavras-chave: Paralelogramos. Area. Teoria dos Campos Conceituais.



ABSTRACT

The objective of this study was to analyze how students from the 8th year of elementary
school deal with situations regarding the area of parallelograms (squares, rectangles, lozenges
and parallelograms not rectangles and not lozenges). The theoretical foundation is based on
the theory of conceptual fields developed by Gérard Vergnaud and his collaborators. The area
model is adopted as an autonomous grandeur, proposed by Régine Douady and Marie-Jeanne
Perrin-Glorian. With regard to the methodological aspects, survey participants were students
of the 8th grade of Elementary School of a federal public school located in the city of Recife,
state of Pernambuco. It was applied a test containing situations of figure identification,
comparison of areas, measure area and production of figures of the same area as a given
figure, all involving parallelograms. Some students were selected for an explicitation
interview for a better understanding of the answers presented in the test, as well as for the
verification of some producers. The results show that more than 80% of the participants
recognized squares and rectangles, even in unusual positions (sides not parallel to the edge of
the sheet of paper), whereas the parallelogram not rectangles and not lozenges an the lozenge
were only recognized by 45% an 36% of participants respectively. The situation of measure
was that had least amount of right answers (12%), followed by identification (24%). The
parallelograms in which the students had the best performance were squares and rectangles,
latter case with no significant differences in cases in which the figure is in a non-prototypical
position and with extra data. The only exception to the squares occured when the measure of
its diagonal was given, in which only 26% of students answered right, unlike the results in the
usual case, which was 78% of correct answers. The greatest difficulty was in the figure of the
lozenge with fewer successes in the identification(36%), followed by the parallelogram not
rectangle and not lozenge, which did not have significant differences in the types of situation.
The following procedures were identified: counting of little squares, use of formula, overlap,
inclusion. Some theorems in action have been identified, such as: figures of different
perimeters may have equal areas, different figures may have equal areas, among others. And
false: rectangles that have bases and heights of different measurements, have different areas.
An examination that students’performance is over 70% of correct answers in all situations
when the figures presented are the square and the rectangle. When including lozenges and
parallelograms not rectangles and non lozenges, this performance is restricted only the

comparison situation. With respect to area calculation, errors resulting from the algebra of the



quantities were verified (multiplication of numbers and obtain quantities as a result, absence
and/or inapropriate use of units of measurement). Also some numerical calculation and

relational calculation (confusion between area and perimeter, among others).

Keywords: Parallelograms. Area. Theory of Conceptual Fields.
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INTRODUCAO

Nosso interesse por investigar aspectos relacionados ao processo de aprendizagem e
ensino do conceito de area surge a partir de experiéncias em sala de aula, muitas delas durante
as observacdes e regéncias do estagio na graduacdo. Percebiamos muitas dificuldades de
alunos nesse conteudo e a maneira como alguns professores o trabalhavam - figura seguida da
férmula para o célculo da &rea — ndo nos parecia satisfatoria. Na maioria dos casos, as
questBes seguiam um certo padrdo e exigiam que o aluno apenas substituisse os dados
numéricos e fizesse as operacdes para resolvé-las.

Realizamos nosso trabalho de conclusdo de curso da graduacdo (ARAUJO, 2014),
orientado pela professora Marilene Rosa dos Santos, motivados pelos pontos anteriormente
citados. Nele analisamos o desempenho e os procedimentos utilizados por alunos do 9° ano do
Ensino Fundamental em situacdes de comparacdo, de medida e de producdo, todas
envolvendo o paralelogramo ndo retangulo e ndo losango (na época chamavamos de
paralelogramo qualquer). Na questdo de comparacdo percebemos que apresentaram um
melhor desempenho quando recorreram a um procedimento numérico. Na de medida,
confirmamos nossa hipotese inicial, uma vez que houve o maior nimero de acertos no item
em que a figura se encontrava em sua posicao habitual e com os dados necessarios e
suficientes, porém quando a figura estava em uma posicado diferente e com dados extras para o
céalculo da éarea, eles sentiram mais dificuldades e ndo obtiveram um bom desempenho. A
questdo de producdo foi a que apresentou 0 maior numero de erros, possivelmente pelo fato
de ndo terem prética de trabalhar com situacdes desse tipo. Em relacdo aos procedimentos, na
questdo de comparacdo ndo tinhamos o objetivo de comparar por meio de estratégias
numericas, porém alguns estudantes sentiram a necessidade de utilizar a régua graduada para
resolvé-la. Também utilizaram corte e colagem, associacdo a situacGes do dia a dia,
procedimentos de medida e combinacgéo entre eles, ou seja, corte e colagem e medida.

Na presente pesquisa, resolvemos dar continuidade ao estudo anterior para casos em
que sé@o considerados todos os paralelogramos (quadrado, retangulo, losango e paralelogramo
ndo retangulo e ndo losango), uma vez que para cada uma dessas figuras ha aspectos
especificos. Estudos (VINH BANG; LUNZER, 1965, DOUADY; PERRIN-GLORIAN, 1989,
BALTAR, 1996, SANTOS, 2005, SOUZA, 2013, entre outros) apontam dificuldades dos
alunos em situacdes envolvendo a area de paralelogramos, como confusdes entre as variagoes

da area e do perimetro por considerarem que os paralelogramos sao retangulos deformados,
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ndo os reconhecer em posi¢cOes inabituais e emprego de formulas erradas. Outras pesquisas
(PASSOS, 2000, DINIZ, 2013, TAVARES, 2014, COSTA, 2016 etc.) apresentam resultados
voltados para dificuldades na identificagdo e classificacdo de quadrilateros, principalmente
quando se trata de paralelogramos.

Notamos que, em muitas vezes, as pesquisas ora voltam-se para o calculo de area, a
maioria ligada ao bloco das grandezas e medidas, ora voltam-se apenas para a identificacéo e
classificacdo de quadrilateros, ligadas ao bloco da geometria. Nesse sentido, optamos por
realizar uma pesquisa que contemplasse esses dois aspectos, o do calculo de &rea de
quadrilateros, especialmente paralelogramos, e a identificagdo e classificacdo dessas figuras.

Partimos dos seguintes questionamentos: 0s alunos consideram o quadrado, o
retdngulo e o losango como sendo paralelogramos? Consideram o paralelogramo como
retdngulo deformado? Quais os conhecimentos mobilizados por esses alunos ao resolverem
situacBes que dao sentido ao conceito de area, no caso dos paralelogramos? Multiplicam os
comprimentos dos lados adjacentes para calcular a area de paralelogramos? O tipo de
paralelogramo influencia no uso da formula para o calculo de area? Reconhecer a figura ajuda
a calcular sua area?

Adotamos a abordagem da area como uma grandeza autbnoma, elaborada por Douady
e Perrin-Glorian (1989), que corresponde a distinguir e articular trés quadros: o quadro
geométrico, o0 quadro numeérico e o das grandezas. Além dos trabalhos de Douady e Perrin-
Glorian (1989), apoiamo-nos em Baltar (1996), Bellemain e Lima (2002) e Lima e Bellemain
(2010), os quais sugerem que a abordagem de area, comprimento, volume como grandezas,
favorece a compreensdo e construcao desses conceitos pelos alunos.

Nos Parametros na sala de aula (PERNAMBUCO, 2013, p. 138) orienta-se que “¢
importante que o estudante diferencie objeto, grandeza e medida dessa grandeza”. A titulo de
exemplo, podemos tomar como objeto um triangulo, que tenha uma grandeza area de nove
centimetros quadrados. Se quiséssemos mudar a unidade, ela poderia ser representada de
forma equivalente por novecentos milimetros quadrados sem que sua area fosse alterada, ou
seja, sdo maneiras diferentes, porem equivalentes de representar uma mesma grandeza, no
caso, a area de um triangulo. De modo geral, poderiamos representar de diferentes maneiras o
par (nimero, unidade de medida) sem provocar alteracbes na &rea da figura. Destacamos
também a diferenca entre figura e area, por exemplo: podemos tomar o mesmo tridngulo de

area nove centimetros quadrados e pensar em um trapézio que possua uma area igual a essa.
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Temos duas figuras diferentes que possuem mesma area. Essa distin¢do entre grandeza e
medida e entre grandeza e figura sera retomada e aprofundada adiante.

Enfatizamos nesse estudo as classes de situacdes que dao sentido ao conceito de area,
propostas por Baltar (1996) - comparacdo, medida, e producdo de superficies - e, ampliadas
por Ferreira (2010) com a situagdo de mudanga de unidade.

Embora tenha fortes relacdes com o bloco da geometria, incluimos nosso estudo no
das grandezas e medidas que é considerado como um articulador entre diversos conteddos
matematicos. Para Lima e Bellemain (2010), € importante um estudo detalhado desse campo
e ndo se limitar apenas a aprendizagem das unidades de medida, multiplos e submultiplos, e
das convers@es de unidade. Nele encontram-se as grandezas geométricas: comprimento, area,
volume e abertura de angulo. Cabe ressaltar que elas sdo abordadas nos Parametros
Curriculares Nacionais — PCN, (BRASIL, 1997-1998), em todos os ciclos do ensino
fundamental. E proposto nos Pardmetros na sala de aula (PERNAMBUCO, 2013) que “o
trabalho com grandezas geométricas deve ser fortemente articulado com a geometria” (p.
151).

Dentre as grandezas geométricas, o conceito de area fica na fronteira entre a geometria
e as grandezas e medidas e € muito rico do ponto de vista da matematica escolar. Tem
relacBes com outras disciplinas, como em Geografia, no estudo de escalas e cartografia, na
Fisica, no estudo das pressdes, entre outras. No curriculo escolar, percebemos o uso de outros
contetdos vinculado ao estudo de area, por exemplo, embora isso seja feito de maneira
implicita em geral, a area de figuras € um dos principais contextos utilizados no estudo de
fracdes, é relacionado a multiplicacdo de nudmeros naturais, antes mesmo de ser
explicitamente trabalhada, ajuda na compreensdo de produtos notaveis, uma vez que permite
visualizar a equivaléncia de expressdes algébricas como (a + b)2 = a2 + 2ab + b? (apoiando-se
na rea de retangulos e quadrados como na figura abaixo).

Figura 1 — Equivaléncias algébricas por meio do céalculo de areas
a b

a b

Fonte: acervo da pesquisa
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Como podemos observar, ao realizar o célculo das areas das figuras coloridas, temos
em azul a2, em verde 2ab e em rosa b2, favorecendo a visualizacdo da equivaléncia de (a + b)2.

Optamos por trabalhar com alunos do 8° ano do Ensino Fundamental por j& terem
vivenciado diversas situacdes relativas ao contetdo em estudo. Em relagdo ao conceito de
area, nos Pardmetros para a Educacdo Bésica do Estado de Pernambuco propde-se que ele
deve ser trabalhado a partir do 3° ano do Ensino Fundamental. No que se refere ao
reconhecimento de figuras, este documento aponta que os alunos tém contato com figuras
geométricas planas e espaciais desde 0s anos iniciais do ensino fundamental, em que no 1°
ano eles devem “reconhecer quadrados, retangulos e tridngulos ndo restritos a posigdes
prototipicas” (PERNAMBUCO, 2012, p. 52). De acordo com este documento, esse
conhecimento vai evoluindo e sendo aprofundado nos anos seguintes, de modo que
descrevam, identifiqguem e classifiquem diversas figuras planas. Ja no inicio dos anos finais
do ensino fundamental, o aluno deve ser capaz de “conhecer as propriedades dos quadrilateros
e utiliza-las para classifica-los” (p. 94).

Nos Parametros Curriculares Nacionais aponta-se que “os estudantes que aprendem
mecanicamente férmulas costumam emprega-las de forma também mecénica e acabam
obtendo resultados sobre os quais ndo t€ém nenhum tipo de critica e controle” (BRASIL, 1998,
p. 131). Quando as formulas sdo ensinadas sem que os alunos compreendam o significado do
que fazem, eles as esquecem rapidamente e ndo conseguem utiliza-las para calcular a area de
figuras em posicOes diferentes do habitual, do que é geralmente apresentado na escola ou nos
livros didaticos (por exemplo, se nenhum dos lados do paralelogramo é paralelo a uma das
bordas da folha de papel). Por isso € comum ouvirmos perguntas por parte dos alunos, tais
como: quem € a base? Qual a altura? Que figura é essa? Uso qual férmula? Quais dados
numéricos devo utilizar? Para Douady e Perrin-Glorian (1989) uma das origens das
dificuldades conceituais dos estudantes é a auséncia de construcdo das relaces pertinentes
entre 0s quadros numérico e geométrico. Pesquisas posteriores também confirmam essa
interpretacdo, entre as quais Pessoa (2010).

Nosso objetivo ¢ analisar, sob a 6tica da Teoria dos Campos Conceituais, como alunos
do 8° ano do Ensino Fundamental lidam com situacOes sobre a area de paralelogramos
(quadrados, retangulos, losangos e paralelogramos néo retangulos e ndo losangos). A escolha
dessa teoria justifica-se por considerar que a aquisi¢cdo de conhecimentos se da por meio do
enfrentamento de situacdes diversas. Nesse sentido, Vergnaud (1994, p. 177) aponta que para

a construcao de um conceito o aluno precisa “ndo somente de uma defini¢do por enunciado e
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textos, mas também daquilo que esta subjacente as competéncias e permite a acao operatoria”.
Essa teoria nos permite investigar os conhecimentos mobilizados pelos alunos de 8° ano ao
resolverem problemas variados sobre a &rea de paralelogramos.

O texto a seguir esta estruturado em cinco capitulos. No capitulo 1 temos a introdugéo
até aqui apresentada. No capitulo 2, que trata da fundamentacdo tedrica e da construcdo da
problematica da pesquisa, discutimos alguns elementos da Teoria dos Campos Conceituais, da
area como grandeza, estudos sobre o ensino e a aprendizagem de area, aspectos relacionados
as definicoes e propriedades dos paralelogramos, paralelogramos prototipicos, estudos sobre a
aprendizagem e o ensino de paralelogramos, estudos sobre a area do paralelogramo, nosso
objetivo geral e os especificos. No capitulo 3, dedicado ao percurso metodoldgico,
apresentamos 0 universo da pesquisa, 0s participantes, os procedimentos metodologicos, 0
instrumento de coleta de dados, o estudo das variaveis didaticas e a analise a priori do teste. O
capitulo 4 trata da andlise e discussdo dos resultados. No Ultimo capitulo, apresentamos
nossas consideracdes finais. Por fim, constam as referéncias que serviram de suporte para

elaboracdo e construcdo desta pesquisa e 0s apéndices.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA E CONSTRUCAO DA PROBLEMATICA
2.1 ALGUNS ELEMENTOS DA TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS

A Teoria dos Campos Conceituais (TCC) construida por Gérard Vergnaud (1986,
1990, 1996, 1998, 2014) e seus colaboradores tem por objetivo discutir 0 comportamento
cognitivo do sujeito diante de situacfes de aprendizagem. Em nosso caso especifico, estas
situacOes se voltam para a area de paralelogramos.

Maia (2000, p. 42) afirma que “a teoria dos campos conceituais ¢ uma teoria
desenvolvimentalista multidimensional da conceitualizacdo, que procura identificar as
filiacGes e as rupturas entre as diversas formas de conhecimento em via de aquisicdo pelo
individuo”. Essa conceitualizacdo depende das situacdes e das representacdes que Sao
mobilizadas pelos sujeitos.

De acordo com essa teoria, uma situacdo ndo se analisa com um Unico conceito € nem
um conceito é formado a partir de uma Unica situacdo. Sdo as situacGes que ddo sentido ao
conceito e é na execucdo de tarefas que o individuo coloca em préatica seus conhecimentos
implicitos e expde seu modo de resolu¢do, seja este pertinente ou ndo, correto ou incorreto.

Vergnaud (1990) considera o conceito (C) como sendo mais que uma simples
definicdo, ou seja, € um tripé indissociavel: C = (S, 10, R), no qual (S) é o conjunto das
situacbes que ddo sentido ao conceito, que o tornam significativo; (10) o conjunto dos
Invariantes Operatorios, teoremas em acdo (verdadeiros ou falsos) e conceitos em acao
(pertinentes ou ndo), que justificam a operacionalidade dos esquemas e constituem o0 seu
significado; e (R) o conjunto das representacGes simbolicas (linguisticas e ndo linguisticas) do
conceito, de suas propriedades, das situacGes e dos procedimentos de tratamento das
situagdes, constituintes do seu significante.

Em relacdo ao conceito de area, € preciso considerar trés conjuntos: o das situagdes
que ddo sentido a ele; o dos invariantes operatorios, que sdo 0s teoremas em agao e conceitos
em acdo mobilizados nas tarefas sobre area; e o das representagdes simbolicas utilizadas no
tratamento das situacdes. De forma analoga, ndo é apenas a definicdo de paralelogramo que
vai dar sentido ao seu conceito, mas um conjunto de situacdes, de teoremas e conceitos em
acdo e de representacdes utilizadas no tratamento de tarefas utilizando esta figura.

O conceito de situacdo utilizado pelo autor supracitado ndo € o de situacdo didatica de

Brousseau, € o de tarefa cognitiva, sendo necessario uma combinacdo de tarefas para analisar
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uma situacdo mais complexa. Cabe ressaltar que tampouco tarefa na TCC tem o mesmo
sentido que na Teoria Antropoldgica do Didatico. Para Vergnaud (1990), a dificuldade de
uma tarefa ndo é nem a soma nem o produto das distintas subtarefas envolvidas, mas €
evidente que o desempenho em cada subtarefa repercute no desempenho global. A variedade
de situacBes € que torna um conceito significativo. Para Maia:

[...] toda situacdo supde uma producdo do aluno. Dessa forma, ndo existe
situacdo sem esquema, tampouco esquema sem situacao. Além do mais, para
gue uma situacdo imaginada pelo professor seja ela mesma uma situacdo
para o aluno, é necessdrio que este disponha de meios cognitivos a
identificacdo da intencéo, das informagdes utilizaveis e das a¢Oes possiveis a
sua resolucéo (MAIA, 2000, p. 46).

Acreditamos que um conjunto de tarefas cognitivas envolvendo o tipo de
paralelogramo, a posicdo da figura, os dados fornecidos, as diferengas no tratamento dado ao
quadrado, ao retangulo, ao losango e ao paralelogramo ndo retdngulo e ndo losango, bem
como a identificacdo dos teoremas em acdo mobilizados nestas acdes, irdo nos ajudar a
analisar como os alunos lidam com situacGes sobre a area dessas figuras. Vergnaud (1998)
considera que o processo de lidar envolve uma grande variedade de situacGes, procedimentos
e simbolos.

De acordo com o autor supracitado, “[...] um invariante é uma propriedade ou uma
relacdo que é conservada sobre um certo conjunto de transforma¢ao” (VERGNAUD, 1986, p.
81). Ele considera que ha trés tipos de invariantes operatorios, sao eles: proposicdes (teoremas
em acdo) que sdo verdadeiros ou falsos; funcéo proposicional (conceitos em agédo) que podem
ser apenas pertinentes ou ndo, e ndo sdo suscetiveis de veracidade e falsidade; e argumento,
sobre o qual esse autor aponta que quem diz funcdo proposicional e proposicdo, diz
argumento. Em matematica, pode ser nimeros, relacdes etc.

Um teorema em acdo € uma proposicdo considerada como verdadeira pelo sujeito,
porém pode ser falsa para o dominio da matematica, cuja solugdo de um problema depende da
sua ativacdo, e 0 conceito em acdo é uma categoria do pensamento considerada como
pertinente que possibilita a identificacdo dos elementos importantes para resolver o problema.
Moreira (2002, p. 16) afirma que:

Em geral, os alunos ndo sdo capazes de explicar ou mesmo expressar em
linguagem natural seus teoremas e conceitos-em-agdo. Na abordagem de
uma situacdo, os dados a serem trabalhados e a sequéncia de célculos a
serem feitos dependem de teoremas-em-agéo e da identificacdo de diferentes
tipos de elementos pertinentes. A maioria desses conceitos e teoremas-em-
acdo permanecem totalmente implicitos, mas eles podem também ser
explicitos ou tornarem-se explicitos e ai entra o ensino: ajudar o aluno a
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construir conceitos e teoremas explicitos, e cientificamente aceitos, a partir
do conhecimento implicito.

Percebemos na citagdo acima a existéncia de teoremas em acdo corretos e conceitos
em acdo pertinentes que o sujeito mobiliza, mas ndo é capaz de explicitar. Existem também os
teoremas em acdo falsos que ajudam a compreender os erros cometidos pelos alunos. Nesse
sentido, quando notamos que o aluno mobiliza que “duas superficies que possuem mesma
area, possuem necessariamente o mesmo perimetro”, ele estd usando um teorema em agio
falso, que é um invariante operatério do tipo proposicdo, para justificar as operacGes
realizadas para resolver uma determinada tarefa. Area e perimetro sdo conceitos em acio
utilizados por esse aluno.

Na identificacdo de um invariante operatério falso, torna-se importante o trabalho do
professor, pois é por meio da explicitacdo do conhecimento implicito que ele entra como
mediador, buscando tornar esses teoremas e conceitos em acdo em verdadeiros teoremas e
conceitos cientificos. A intervencdo do professor varia entre trazer a consciéncia 0s
invariantes operatdrios verdadeiros e pertinentes subjacentes a acdo dos alunos e invalidar os
invariantes falsos.

Em relagdo aos esquemas, Gitirana, Campos, Magina e Spinillo (2014, p. 17),
apoiadas nos estudos de Vergnaud, apontam que “esquema diz respeito a forma como a
pessoa (0 aluno) organiza seus invariantes de acdo ao lidar com uma classe de situagdes”.
Vergnaud considera que as competéncias podem ser entendidas como combinacdo de
esquemas. Ao enfrentarmos situacBes ja conhecidas, utilizamos o0s esquemas ja conhecidos.
Porém, quando estamos diante de uma situacdo nova, devemos buscar novos esquemas, novas
estratégias para esta situacdo, desenvolvendo assim, novas competéncias. A organizacao
invariante € essencial ao funcionamento do esquema.

Os resultados das pesquisas que apresentamos na parte introdutéria deste trabalho
apontam dificuldades de alunos na identificacdo e no calculo da area de paralelogramos, a
partir dos quais podemos inferir, na ética da TCC, que o repertorio de esquemas deles ainda
ndo esta efetivamente construido para lidar com tais situagdes, e faz-se necessario desenvolver
novos esquemas para sua ampliacdo, o que pode levar um longo periodo de tempo.

Em relacdo as representagdes simbolicas, Vergnaud (1996, p. 184) afirma que “as
representacdes simbolicas tém justamente a vantagem de dar uma ajuda a resolu¢do de um

problema quando os dados sdo numerosos e a resposta a questdo colocada exige varias
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etapas”. Podem ser uma figura, as posi¢cdes em que sdo representadas, uma formula, algum
calculo realizado pelo individuo.

As representacdes utilizadas nas tarefas com paralelogramos constituem um ponto
muito importante na identificacdo dos invariantes operatorios que o sujeito mobiliza em acdo
e, além disso, faz uma mediacdo entre ele e o real, entre 0 que é pensado e o0 que é
representado, considerando que constituem um meio para identificar os objetos matematicos
utilizados e considerados pertinentes para a construcdo de determinado conceito. Temos a
hipGtese de que uma parte importante dos erros no uso de formulas vem da leitura sobre o
objeto grafico dos comprimentos a serem utilizados nos problemas sobre &rea, por isso nossa
escolha de estudar a classificacdo como parte da compreenséo sobre a area de paralelogramos.

As representacdes de cada paralelogramo (quadrado, retdngulo, losango e
paralelogramo ndo retangulo e ndo losango), bem como suas diferentes posigcdes serdo
discutidas na secdo sobre paralelogramos prototipicos.

Vergnaud toma como premissa que 0 conhecimento esta organizado em campos
conceituais cujo aprendizado requer um longo periodo de tempo. Como sdo as situacfes que
dao sentido ao conceito, “um campo conceptual pode ser definido como um conjunto de
situacbes cujo dominio requer uma variedade de conceitos, de procedimentos e de
representagdes simbolicas em estreita conexdo” (VERGNAUD, 1986, p. 84). E sobre o campo
conceitual das grandezas geométricas que nos debrucamos neste trabalho, ao qual pertencem
0s conceitos de area, comprimento, volume, angulo, os numeros, as formulas de éarea e de
volume, as figuras geomeétricas, entre outros.

Segundo Muniz (2009, p. 46):

Para a resolugdo de um problema matematico, Vergnaud propde duas fases
que constituem o processo resolutivo. A primeira é aquela de selecdo das
informacbes. A segunda diz respeito aos processos de resolugdo das
operacbes em si. Cada uma dessas etapas comporta objetivos, regras,
representacdes e inferéncias.

Em outras palavras, a citacdo anterior diz respeito ao célculo relacional que se refere
as operacOes do pensamento necessarias a resolucdo dos problemas, e ao célculo numérico
que é voltado para o desenvolvimento dos algoritmos, para as operagdes usuais. Dessa forma,
na resolucdo de uma tarefa sobre area de paralelogramos, o aluno inicialmente entende o
enunciado, o que estd sendo solicitado e escolhe a estratégia mais adequada para

posteriormente executar os algoritmos selecionados. Um exemplo classico de erro decorrente



26

do célculo relacional é quando o aluno confunde 4rea e perimetro. Para Vergnaud® (2014, p.
37) “a nogado de calculo relacional contribui para esclarecer e explicitar a nogdo, muito vaga,
de raciocinio”.

A classificacdo das situacgoes, dos esquemas, dos conceitos, das representacdes verbais
e ndo verbais faz com que tenhamos um vasto repertério de informagGes sobre a acdo do
aluno ao lidar com a area dos paralelogramos. O estudo de como essas situacdes sdo propostas
(apresentadas) para o aluno também ¢é indispensavel para identificarmos seu modo de agir
diante delas, ou seja, a forma como ele ¢ acostumado a “recebé-las” e a maneira como age
quando esta se diferencia do seu modo habitual.

A mudanca em elementos da situacdo para que ela se torne diferente nos leva a
discutir brevemente o conceito de variavel didatica que, embora ndo seja propriamente um
termo da TCC, optamos por trazé-lo aqui e relaciona-lo um pouco com a tipologia das
situacBes de Vergnaud. Segundo Santos (2005), variavel didatica é um elemento da Teoria das
Situacdes Didaticas de Brousseau que permite caracterizar classes de problemas associados a
aspectos particulares. As mudancas em seus valores implicam no bloqueio ou no
favorecimento de determinadas estratégias por parte dos alunos.

Por exemplo, nas diferentes situagdes que ddo sentido ao conceito de area
(comparacdo, medida, producdo), se ndo sdo fornecidos dados numeéricos, busca-se evitar
procedimentos que utilizem numeros e favorecer o0 uso de outros, tais como a decomposicao e
recomposicao, inclusao, sobreposicéo etc.

A variavel dados fornecidos, que assume os valores de suficientes e necessarios ou
extras, pode gerar diferentes resolucdes pelos alunos. Nesse cenario, entra um outro elemento
da Teoria das SituacGes Didaticas que é a no¢do de contrato didatico. Ele trata-se de um
“conjunto de comportamentos do professor que sdo esperados pelos alunos e o conjunto de
comportamentos do aluno que sdo esperados pelo professor [...] (BROUSSEAU, 1986, p. 51).
Para ele, muitos dos momentos de aprendizagem acontecem nas rupturas das clausulas do
contrato, uma vez que ndo nos damos conta da maior parte delas e s6 passamos a observa-las
quando s&o rompidas.

Almeida e Brito Lima (2013, p. 79) se referem a Brousseau ao mencionar que “o

pesquisador francés estruturou a nog¢do de contrato didatico na tentativa de esclarecer, entre

! Titulo original: L’enfant, la mathématique et la réalité. 3° édition. Editions Peter Lang SA, Berne 1981, 1983,
1985. Traduzido por Maria Lucia Faria Moro.
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outras questdes, como o professor e o aluno se relacionam entre si e com o terceiro polo, 0
saber, na relacdo didatica”.

Voltando para a situacdo em que aparece a varidvel didatica dados fornecidos,
concordamos com Santos (2005, p. 53) ao afirmar que “[...] uma das regras de contrato
didatico, em vigor no ensino, relativa a resolucdo de problema indica que a imensa maioria
das questdes trabalhadas em sala de aula fornece, apenas, os dados necessarios e suficientes
para resolver o problema”. Nesse sentido, os alunos “acham” que devem usar todos os dados
fornecidos na tarefa, sem que seja necessario fazer a escolha dos necessarios e suficientes para
solucionéd-la. Um dos erros cometidos por eles ao lidar com tais situacdes consiste em
multiplicar as medidas dos comprimentos dos lados de um paralelogramo para encontrar sua
area, soma-las ou mesmo fazer diferentes céalculos de modo que utilize todos os dados

fornecidos na questdo.

2.2 AREA COMO GRANDEZA

O conceito de area e os de comprimento, volume e abertura de angulo compdem as
grandezas geomeétricas. Estes conceitos juntamente com o0s numeros, as formulas de area e de
volume, as figuras geométricas, entre outros, constituem o campo conceitual das grandezas
geométricas, como discutido na secdo anterior.

Nesse trabalho, a discussdo esta direcionada para a consideracdo de area como uma
grandeza autdbnoma alicergcada no ponto de vista adotado por Régine Douady e Marie-Jeanne
Perrin-Glorian (1989) que corresponde a distinguir e articular os quadros numérico,
geométrico e das grandezas.

Embora ndo tenham como marco tedrico a Teoria dos Campos Conceituais, hotamos
sob a otica desta teoria, que essas pesquisadoras perceberam erros comuns nos alunos ao
trabalharem com o contetdo de area, que interpretamos como manifestacdes de teoremas em
acdo errdneos, tais como:

o a variacdo da area e do perimetro no mesmo sentido, ou seja, se a area de certa figura

aumenta ou diminui, seu perimetro também se altera ou vice-versa;

o superficies de mesma area tém necessariamente mesmo perimetro;
o calcular a area de um paralelogramo a partir do produto dos comprimentos dos seus
lados;

o multiplicar os comprimentos dos trés lados de um triangulo para calcular a sua area.
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Douady e Perrin-Glorian (1989) também relatam que ora os alunos consideram a area
como sendo a superficie (concepc¢do forma ou geometrica), ora consideram-na como sendo o
namero (concep¢do numero ou numerica). De acordo com essas pesquisadoras, um mesmo
aluno pode desenvolver ambas as concepgdes, mas de forma independente, 0 que provoca
dificuldades no tratamento de situacbes envolvendo esse conceito, uma vez que nos
problemas sobre area frequentemente os aspectos geométricos e numéricos sdo bastante
interligados.

Ao mobilizar uma concepcdo geométrica, o aluno entende que se uma figura for
modificada, sua area também se altera. Como consequéncia, em uma determinada tarefa, ao
decompor uma figura e recompor em outra diferente, sem perda nem sobreposicao, ele
compreende gue esta nova figura possui area diferente da anterior que, de acordo com Teoria
dos Campos Conceituais, interpretamos como um teorema em acdo falso, do tipo superficies
diferentes devem necessariamente ter areas diferentes. Ele também pode confundir o
perimetro com o contorno, porém sabemos que o perimetro ndo € o contorno, pois contornos
diferentes podem ter mesmo perimetro. Cabe ressaltar que consideramos o perimetro como
uma instanciacdo da grandeza comprimento, ou seja, como uma maneira de representa-lo,
pertencente ao quadro das grandezas e a sua medida ao quadro numérico. Se mudarmos a
unidade utilizada para medi-lo, a medida se altera, mas o perimetro néo.

Nas situacdes em que se constatam as concepc¢es numeéricas, os alunos consideram
apenas 0s aspectos pertinentes para o calculo, o que provoca a omissdo e/ou utilizacdo
inadequada das unidades de medida e os leva a estender o uso de férmulas a situacdes nas
quais ndo sdo validas (por exemplo, multiplicar os comprimentos dos lados de um
paralelogramo nao retangulo para calcular sua area).

A abordagem elaborada por Douady e Perrin-Glorian (1989) corresponde a distinguir
e articular trés quadros® o quadro geométrico, o quadro numérico e o das grandezas. Mais
especificamente, temos:

e Quadro Geométrico: constituido por superficies planas. Exemplos: as
figuras planas, tridngulos, quadrilateros, dentre outros.

2 Para Douady e Perrin-Glorian (1989) um quadro é constituido por objetos de um ramo matematica, de

suas formulagdes eventualmente diversas, das relagcdes entre esses objetos, e das imagens mentais que 0 sujeito
associa a um momento dado aos objetos e suas relagdes.
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e Quadro Numeérico: consistindo nas medidas da area das superficies, que
pertencem ao conjunto dos nuUmeros reais ndo negativos. Exemplos: 2; 4;
7,5; dentre outros.

e Quadro das grandezas: contexto proprio da nogdo de area, que integra 0s
dois primeiros e € caracterizado formalmente como classes de
equivaléncia de superficies de mesma &rea. Exemplos: expressdes
compostas de um ndmero e de uma unidade de medida como 2m?, dentre
outros. (BELLEMAIN; LIMA, 2002, p. 28 e 29).

Estes autores apresentam uma esquematizacdo dos quadros apresentados pelas
pesquisadoras francesas, relacionando a teoria com os estudos de area enquanto grandeza,

como podemos observar na figura a seguir:

Figura 2 - Articulacédo entre os quadros geométrico, numérico e das grandezas

Geométrico Numeérico
Superficies Numero
Unidade de
Relagéo de ) medida
equivaléncia Area
Grandezas

Fonte: Bellemain e Lima (2002)

A proposta apresentada por Douady e Perrin-Glorian (1989) traz como exigéncia a
diferenciacdo nitida dos conceitos de area e superficie, da mesma forma que entre area e
namero. Concordamos com Silva (2011) quando afirma que ela objetiva a superacdo das
concepgdes geométricas e numéricas, as quais provocariam muitas dificuldades na
aprendizagem desse conceito. Por exemplo, ao considerarmos a expressio “3 m?” estamos nos
referindo a um conjunto de objetos que tém mesma area e cuja medida em metros quadrados é
3. Ou seja, 0 nimero 3 acompanhado da unidade de medida m2 (metro quadrado), compdem a
expressdo 3 m? que é uma maneira de representar uma area.

Bellemain e Lima (2002, p. 29) afirmam que,

A érea de uma superficie plana aparece como um objeto matematico distinto
da superficie plana, pois superficies diferentes podem possuir a mesma &rea.
Também se distingue do nimero que esta associado a essa superficie quando
se escolhe uma superficie unitaria para medi-la, pois mudar a superficie
unitéria altera a medida da &rea, mas a &rea permanece a mesma.
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Baseando-nos na citacdo anterior, observamos no exemplo a seguir, duas figuras
geométricas, um quadrado e um retangulo ndo quadrado, que tém a mesma area. Cabe

ressaltar que consideramos figura e superficie como sinénimos, as quais referem-se ao objeto

geomeétrico.
Figura 3 — Exemplo de superficies diferentes com areas iguais
] =
2cm o o
1cm
B! ] 1 [
2¢cm 4cm

Fonte: acervo da pesquisa

Como percebemos, as figuras séo diferentes e as areas s&o ambas iguais a 4 cm?. A
medida de &rea, ou seja, 0 nimero associado a ela (4), mudaria se quiséssemos escrevé-la em
metros quadrados (0,0004) ou qualquer outra unidade de &rea, porém a area das figuras
permaneceria @ mesma (4 cm? = 0,0004 m?). Ou seja, poderiamos ter diferentes pares (n°,
unidade de medida), porém equivalentes, que designariam a mesma area. Conforme
observamos nestes exemplos, no modelo de Douady e Perrin-Glorian a medida é o nimero,
mas alguns utilizam medida designando o par nimero e unidade.

A partir dessas ideias, Facco e Almouloud (2004, p. 05) afirmam que “a area pode ser
definida como uma classe de equivaléncia a partir de uma funcdo medida, ao se reconhecer
que se tem a mesma area a partir do recorte-colagem ou da medida de area”. Assim, obter
pelo processo de decomposicdo e recomposicdo novas figuras que tenham mesma area que
uma figura inicial, reforca a ideia de que figuras distintas podem possuir mesma area,
contribuindo para a construcdo do seu conceito como grandeza. Esse tipo de procedimento
favorece a distingdo entre os quadros geometrico e das grandezas. Procedimentos de medida
por contagem contribuem para a compreensdo dos elementos envolvidos nas varias maneiras
de medir &rea. E importante destacar que ao modificar uma figura, conservando sua area, nem
sempre conservamos o seu perimetro. Observamos que o quadrado e o retangulo apresentados
no exemplo da figura 3 possuem mesma area e perimetros distintos.

Os quadros propostos por Douady e Perrin-Glorian chamam a atencdo de
pesquisadores e educadores sobre a passagem direta e/ou precoce do quadro geométrico para

0 numeérico, ignorando o quadro das grandezas, ou seja, a relagdo de equivaléncia (ter mesma
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area) permite a passagem do geométrico para o das grandezas, pois temos a relacdo de
superficies diferentes terem mesma area. Por outro lado, a escolha do par (numero, unidade de
medida) permite a passagem da grandeza ao nimero, fazendo com que tenhamos diferentes

pares de acordo com as unidades adotadas, sem alterar a grandeza.

2.3 ESTUDOS SOBRE O ENSINO E A APRENDIZAGEM DE AREA

Uma vez abordada a ideia de area enquanto grandeza, destacamos algumas pesquisas
que trabalharam com essa tematica, enfatizando situacdes e aspectos relevantes no processo
de ensino e aprendizagem desse conceito. Nesta secdo, inicialmente fazemos apenas as
descricdes das pesquisas e, posteriormente, fazemos um agrupamento delas por principais
resultados bem como a vinculagdo com nosso estudo.

Ao analisar sete cole¢bes das séries finais do Ensino Fundamental aprovadas no
Programa Nacional do Livro Didatico — PNLD de 2002 e 2005, adotando o modelo de area
enquanto grandeza de Douady e Perrin-Glorian (1989), Barros (2006) constatou algumas
utilizagbes inadequadas de certos termos como, por exemplo, superficie como sendo a
grandeza, o que leva a comparar superficies, quando, na verdade, a comparacdo é entre as
areas das superficies. Algumas colecfes analisadas apresentavam indicios de predominancia
do aspecto numérico por definir grandeza como sendo tudo aquilo que pode ser medido, e
perimetro como sendo a medida do comprimento do contorno. Verificou ainda a presenca de
poucas atividades que possam contribuir para a construcdo dos conceitos de area e perimetro
como grandezas autbnomas, bem como para a dissociacdo entre estas nogoes.

Teles (2007), utilizando a Teoria dos Campos Conceituais, investigou imbricacdes
entre 0s campos conceituais das grandezas, da geometria, numeérico, algébrico e funcional na
matematica escolar, voltada para a formulacdo e o tratamento de problemas envolvendo a
formula de area, como conceito, do quadrado, retangulo, paralelogramo e triangulo.
Imbricagdes ¢ um termo utilizado para “caracterizar um tipo de relagdo em que os campos
conceituais se sobrepdem mutuamente, se articulam e a partir dessa “interconexdo dindmica”
sdo gerados novos significados para os conteidos matematicos em foco” (TELES, 2007, p.
18). Ela estabeleceu as seguintes relacfes das formulas de area e das figuras planas entre os
campos conceituais:

A expressdo “‘formula de drea” suscita varias ideias. Ao compreender a
férmula como uma representacdo simbolica, a relacionamos ao campo
algébrico, e ao mesmo tempo ao funcional, pois expressa uma relacdo entre
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as grandezas comprimento e area. Por outro lado, a expressdo ‘figuras
geométricas planas” leva-nos a pensar no campo conceitual da geometria do
qual fazem parte as figuras planas. Mas ainda podemos pensar no que se
obtém através das formulas, na maioria das vezes nimeros resultantes de
operagdes, levando-nos a pensar também no campo conceitual numérico (p.
75).

Teles partiu de algumas indagacdes sobre as formulas que podemos especificar para o
caso dos paralelogramos, tais como: qual o papel das formulas na construcdo do conceito de
area (de paralelogramos)? Que dificuldades os alunos enfrentam na compreensdo e na
resolugdo de situagBes problema que envolvam férmulas de area (de paralelogramos)? Ela
analisou a construcdo do significado das formulas de area em duas colecBes de livros
didaticos do ensino fundamental, os tipos de usos de férmulas em livros de ensino
fundamental e médio, e utilizados em exame de vestibular. Também analisou resultados de
testes diagnodsticos com alunos da segunda série do ensino medio.

Como resultados, notou a necessidade de considerar outros campos conceituais, como
0 da geometria, 0 numérico, o algébrico e o funcional. Também lancou um novo olhar sobre o
ensino-aprendizagem das férmulas de area, argumentando que as imbricacdes ampliam as
possibilidades de compreensdo do sujeito aprendiz, mas também explicam a complexidade
dos processos de aprendizagem. Mais especificamente no teste com o0s alunos, percebeu
confusdo entre area e perimetro, indicios de concepcdo geométrica ou numérica, confusdo na
classificacdo das figuras, ou seja, confusdo entre paralelogramo e trapézio. O desenho da
figura, mesmo quando ndo solicitado, foi a representacdo simbdlica mais utilizada,
prevalecendo a opcdo por figuras prototipicas®. De modo geral, se confirmou a pertinéncia da
hipdtese de tomar as imbricacdes como foco de interpretacdo no processo de aquisicao e uso
de formulas de &rea.

Como estamos interessados na area de figuras usuais, o aspecto das imbricacdes entre
campos conceituais evidenciado por Teles (2007), ganha relevo na nossa pesquisa. Um dos
prolongamentos indicados por Teles (2007) e analisar se h& variagdes significativas da
influéncia dos valores das variaveis didaticas utilizadas nos testes de sua pesquisa. Teles
elegeu doze variaveis didaticas que apresentaremos a Seguir com os respectivos valores’

considerados por ela:

% Consideramos figuras prototipicas como as mais presentes nos livros e/ou mais utilizadas pelo professor, ou
seja, sdo figuras mais usuais (essa questdo sera aprofundada a frente).

* As variaveis a sequir podem assumir outros valores que ndo foram considerados por Teles (2007).
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- Tipo de uso das formulas de area - assume os valores: calcular a area de figuras
planas, calcular comprimentos que caracterizam a figura, comparar areas de figuras, produzir
figuras em condicOes dadas, otimizar e operar com grandezas de mesma natureza.

- Unidades de medida - pode assumir os valores: metro ou centimetros para
comprimento, metros quadrados ou centimetros quadrados para area, ou podem nao ser
fornecidas.

- Tipos de figura - tem como valores: retangulo, triangulo, paralelogramo, quadrado,
trapézio, outros poligonos regulares, circulo e figuras irregulares.

- Presenca da figura - pode ser dada no enunciado, pode-se solicitar o tracado da
mesma ou estar totalmente ausente.

- Posicao da figura - pode ser prototipica ou néo.

- Dados numéricos - suficientes ou necessarios e suficientes. Os dados séo
necessarios e suficientes quando sdo oferecidas apenas as medidas dos comprimentos que
serdo utilizadas na formula. Sdo suficientes quando se apresentam todas as medidas dos
comprimentos da figura (incluindo algumas que ndo sao necessarias para o calculo solicitado).

- Natureza dos dados - podem ser numeros, grandezas ou letras (incognitas e
variaveis).

- Operacdes - adicdo, subtracao, multiplicacdo e diviséo.

- Dominio numérico dos dados e dos resultados - pode ser restrito aos naturais, ou
incluir racionais positivos.

- Tipo de papel - branco ou quadriculado.

- Contexto - pode ser familiar, do cotidiano, das préaticas sociais ou intramatematico.

- Carater tipico ou atipico da questéo - referem-se a origem das questdes. As tipicas
sdo comuns nos livros didaticos e as atipicas sdo pouco usuais.

Na parte metodoldgica de nossa pesquisa retomaremos estas variaveis, elencando as
que utilizaremos nesse estudo e quais valores assumirao.

Ferreira (2010) utilizou a Teoria dos Campos Conceituais como marco tedrico para
investigar a construcdo do conceito de area por alunos do terceiro ciclo do ensino
fundamental. Ela fez um percurso de quatro estudos com sujeitos do sexto ano em relacéo aos
conceitos de area e perimetro, analisando a abordagem desses conceitos nos Parametros
Curriculares Nacionais de matematica do ensino fundamental e em duas colec¢Ges de livros
didaticos. Em seguida aplicou uma sondagem e uma sequéncia didatica, finalizando com um

teste para verificar os conhecimentos que tinham evoluido e as dificuldades persistentes.
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Como resultados, ela constatou que nas situacdes propostas pelo livro didatico
predomina o quadro numérico, e que mesmo havendo evolucdo na decomposicdo e
recomposicdo de figuras e também na diferenciacdo entre perimetro e contorno, persistiram
entraves na ordenacdo dos comprimentos e na dissociagdo entre area e perimetro. Outra
dificuldade relatada por ela é quando as situagdes ndo contemplavam a representacao
simbolica das figuras.

Em seu trabalho ela fez uma ampliacdo das situacdes que dao sentido ao conceito de
area categorizadas por Baltar (1996) que sdo comparacdo de area, medida de &rea, e
producdo de superficies, incluindo a mudanca de unidade.

Segundo Bellemain (2000, p. 7), as situacdes de comparacdo estdo situadas em torno
do quadro das grandezas, pois “quando comparamos duas superficies somos conduzidos a
decidir se elas pertencem ou ndo a uma mesma classe de equivaléncia”. Vejamos o exemplo a
sequir:

Figura 4 — Exemplo de uma situagao de comparagdo sem dados numéricos

Observe os paralelogramos abaixo:

a) Qual das figuras acima tem a menor area?

b) Quais das figuras acima tém a maior area?

c) Entre elas ha figuras que tém a mesma area? Justifique sua resposta.

Fonte: Santos (2005, p. 92, adaptado)
Nas situacdes de medida, Bellemain e Lima (2002) afirmam que se destacam o quadro
numérico e a passagem da grandeza ao nimero por meio da escolha de uma unidade. Com
iss0, espera-se como resultado de uma situacdo de medida, um ndmero acompanhado de uma

unidade de medida.
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Figura 5 — Exemplo de uma situacdo de medida

Calcule a medida da area, em centimetros quadrados, dos seguintes paralelogramos:
a) b)

} 65cm X

| A /

2cm ! ’>
: > . 3cm
[+ ) P
45cm 3,2 cm 5%

Fonte: Araljo (2014, adaptado)

Em relacdo as atividades de producdo, diferenciam-se das anteriores por podermos
geralmente determinar varias respostas corretas para uma mesma situacdo. Além disso,
mesmo se a resposta esperada para este tipo de atividade € uma figura (objeto geométrico), a
presenca dos demais quadros também tem grande importancia.

Figura 6 — Exemplo de uma situacdo de producéo de superficie de mesma area que uma
superficie dada

Observe o paralelogramo abaixo:

N 7
15 cn%\‘:\ e
jos
// 6em

/‘/

Desenhe um retangulo cuja medida da area, em centimetros
quadrados, seja a mesma do paralelogramo acima. Justifique
sua resposta.

Fonte: Araljo (2014, adaptado)

Na situacdo de mudanca de unidade se destaca o quadro numeérico e muitas vezes
temos a auséncia do quadro geométrico. Nela temos como procedimento a representacdo de
uma mesma area com unidades de medida diferentes.

De acordo com Ferreira (2010, p. 33):

Optamos aqui por diferenciar a situacdo de medida da situagdo de mudanca
de unidade, considerando que devemos dar um tratamento que privilegie o
tratamento entre os trés quadros, com a presenca das superficies,
antecedendo a introducdo das unidades de medidas convencionais, para que
0 aluno compreenda a construcdo do par (n° unidade de medida)
independente de transformacBes meramente operatorias.
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Para uma melhor compreensdo dessas situacdes, Ferreira (2010) elaborou um quadro

que resume a classificacao de Baltar (1996) incluindo a mudanca de unidade:

Quadro 1 — Sistematizacdo das situacdes que dao sentido ao conceito de area

Sem unidade de medida
ESTATICAS Com unidade | Nao-
de medida convencional
Convencional
COMPARACAO Variagio da area e do perimetro
S DINAMICAS por deformacéo ou
| transformacédo geométrica
T Otimizacdo da area  por
u invariancia do perimetro e vice-
A versa.
¢ Com unidade de medida ndo-
0 EXATA convencional
E MEDIDA Com unidade de medida
S convencional
ENQUADRAMENTO | Aproximagoes
Com unidade | N&o-
MUDANCA DE de medida convencional
UNIDADE Convencional
Mesma area que a de uma figura
dada
PRODUCAO Area maior ou menor que a de
uma figura dada
Com é&rea dada

Fonte: Ferreira (2010, p. 29)

De acordo com o quadro acima, as situagdes de comparagdo sdo subdivididas em

situacOes estaticas e dinamicas. Baltar (1996) considera como estaticas aquelas em que as

superficies ndo sdo alteradas com os procedimentos utilizados e, como dindmicas, aquelas em

que ha modificacdo das figuras e observa-se se essas modifica¢cbes provocam ou ndo variacao

de area e de perimetro.
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As situacdes de medida sdo subdividas em exata e enquadramento. As situacdes de
medida exata sdo aquelas expressas por um numero seguido de uma unidade de medida, isto
é, ao escolhermos uma unidade atribuimos um numero a &rea da superficie. As de
enquadramento sdo aquelas de medidas aproximadas, aplicadas geralmente a superficies de
borda irregular ou arredondada.

Ainda de acordo com o quadro 1, as situacfes de producdo estdo divididas em:
producdo de superficies de mesma area que a de uma figura dada, producéo de superficies de
area maior ou menor que a de uma figura dada e producdo de superficies a partir de uma area
dada. No primeiro e segundo casos temos procedimentos semelhantes uma vez que é dada a
superficie, restando apenas a producdo de outra que possua area igual, maior ou menor. No
terceiro caso da-se a area para que se produza uma superficie que tenha area igual a dada.

Se as pesquisas mostram que a construcdo do sentido de area se apoia nessa
pluralidade de situagdes, é desejavel que no ensino seja abordada uma diversidade delas para
que o sentido atribuido pelo aluno seja um sentido amplo.

Pessoa (2010) pesquisou como alunos do sexto ano do ensino fundamental resolviam
problemas envolvendo o célculo de area de figuras planas em malhas quadriculadas.
Investigou mais especificamente a influéncia de certas variaveis nos procedimentos de
resolucdo empregados pelos alunos tais como o tipo de preenchimento das figuras, a posi¢ao
relativa das figuras em relacdo a malha, o dominio numérico das medidas das areas, 0s tipos
de figura. Ela adotou a Teoria das Situacdes Didaticas desenvolvida por Guy Brousseau, mais
precisamente a nocdo de variavel didatica. De acordo com os seus resultados, o desempenho
dos alunos é bastante satisfatorio quando o problema é resolvido apenas pela contagem de
quadradinhos. Se era exigida a visualizacdo de uma figura ladrilhdvel, que contém a figura
original, os alunos apresentaram grande dificuldade. Eles tampouco conseguiram lidar
adequadamente com problemas que exigiam procedimentos com decomposicdo e
recomposicao de figuras, pois contavam apenas os quadradinhos completos dentro da figura
ou contavam como inteiros todos os que estdo parcialmente contidos nela.

Achamos pertinente para nossa pesquisa fazer a descrigdo das variaveis consideradas e
os valores que assumem no estudo realizado por Pessoa (2010), a saber:

- Contorno da figura: pode ser poligonal ou composto por segmentos e arcos de

circunferéncia.
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- Preenchimento da figura: hachurada com malha visivel ou hachurada sem malha
visivel >

- Posicao relativa dos poligonos em relacdo a malha: todos os lados da figura
“seguem a malha”, algum (s) lado (s) da figura “seguem a malha” e os demais sdo diagonais
dos quadrados, algum (s) lado (s) da figura “seguem a malha” e ha pelo menos um lado que ¢é
diagonal de um retangulo ndo quadrado, algum (s) lado (s) da figura “seguem a malha” e os
demais sdo arcos de circunferéncias, nenhum dos lados da figura “segue a malha”.

- Medida da &rea tomando o quadradinho da malha como superficie unitéria:
inteira ou fracionéria.

- Tipo de figura: usual, ou seja, todas as figuras para as quais 0s alunos podem usar
diretamente uma férmula ou irregular.

Na parte metodoldgica voltaremos a discutir estas variaveis.

Tomando como referencial tedrico a contribuicdo das discussbes da teoria
Sociocultural de Vygotsky, do desenvolvimento dos conceitos de Vergnaud e as abordagens
da Etnomatematica, Santos (2010) fez uma pesquisa com alunos de 8° e 9° anos do ensino
fundamental e com trabalhadores rurais objetivando investigar o conhecimento matematico
pratico dos trabalhadores rurais, mais especificamente no calculo de &rea, e estabelecer
possiveis relacdes conceituais entre 0s procedimentos formais usados na escola e ndo formais
dos trabalhadores. Aqui apresentaremos apenas o0s resultados voltados para os alunos, uma
vez que sdo nosso foco de estudo. Os resultados do questionario apontaram que em relagdo a
preferéncia dos alunos por contetdos matematicos, apenas 15% optam pelo calculo de area de
uma figura especifica, o triangulo. O significado do calculo de area para 22,5% alunos era
relacGes métricas, lado vezes altura, soma dos quadrados; cerca de 27,5%, afirmaram ser uma
dificuldade, que quebrava demais a cabega, dava um branco, faltava interesse. Um total de
25% demonstrou desconhecimento ou confusdo no uso de unidades de medidas e confuséo
entre 0s conceitos de area e perimetro.

Em relacdo ao célculo de &rea de figuras planas, percebe-se que a variavel tipo de
figura influenciou no desempenho dos alunos da pesquisa anterior, pois somente 11,1%
acertaram ao determinar a area do retangulo e o percentual de erros chegou a 77,8%, engquanto

que 40% acertaram a do quadrado. Os maiores erros se concentraram na determinacdo da area

> Embora Pessoa (2010) ndo adote em sua pesquisa, esse tipo de varidvel poderia assumir o valor de ndo
hachurada.



39

do trapézio e do triangulo equilatero, 81,5% e 96,3%, respectivamente. Outro ponto que
merece destaque € o fato de que os alunos optaram por area como preferéncia entre 0s
contetdos matematicos, mencionaram o tridngulo e, na tarefa que envolvia a determinacdo da
area desta figura, apresentaram o maior nimero de erros. Uma suposta explicacdo para este
fato pode ter sido o tipo de triangulo.

Paula (2011) fez um estudo com alunos do 9° ano do ensino fundamental composto
por um teste diagndstico que continha questdes para calcular a area de quadrados, retangulos,
losangos, paralelogramos, trapézios, tridngulos contextualizadas ou ndo, uma sequéncia
didatica que envolvia atividades praticas para descobrir a area das figuras anteriores e um pés-
teste contendo as mesmas questdes do diagndstico, com o objetivo de avaliar a potencialidade
do ensino de area de figuras planas com atividades mediadas pela malha quadriculada. Tomou
como base a teoria das situacOes didaticas de Brousseau. Apesar de citar pesquisas que
adotem a area como grandeza, ele ndo se apoiou nesse modelo. Os resultados mais gerais
indicaram que no pre-teste os alunos ndo sabiam resolver tarefas que envolviam o célculo de
area de figuras planas. Apds a aplicacdo da sequéncia composta por seis atividades e trés
jogos, foi aplicado o pos-teste no qual os alunos obtiveram melhor desempenho quando
confrontado com o teste diagnostico. A redescoberta das formulas de area proporcionou um
aprendizado mais eficaz do conteddo em estudo. Concluiu que o conjunto de situacGes
desenvolvidas na sequéncia contribuiu significativamente para o aprendizado desse conceito.

Esse autor anterior também fez a aplicacdo de questdes sobre area de figuras planas a
alunos do 1° ano do ensino médio e constatou que em uma tarefa para calcular a area de varias
figuras planas por meio da aplicacdo direta da férmula, 36% dos alunos deixaram em branco
as questdes que continham o quadrado, o retangulo e o paralelogramo, e 55% ndo
responderam a do losango. No teste diagnostico, os alunos do 9° ano sujeitos da pesquisa,
afirmaram que para calcular a area do quadrado, retangulo e paralelogramo bastava
multiplicar a medida da altura pela base. Outros fizeram confusdo entre a area da figura e a
medida dos lados dessa figura, dizendo que para calcular a area do paralelogramo deveria
multiplicar suas areas, em vez de multiplicar a base pela sua respectiva altura, o que podemos
interpretar como sendo um teorema em acao falso. Destacamos apenas estes resultados por se
aproximarem do nosso foco de estudo, pois mostram que as dificuldades em relacdo a area de
paralelogramos ndo se concentram apenas no ensino fundamental.

Analisando, a luz da Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD) desenvolvida por Yves

Chevallard e seus colaboradores, as abordagens de comprimento, de perimetro e de area em
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livros didaticos do sexto ano aprovados no Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD) de
2008 e de 2011, Silva (2011) percebeu que, na maioria das obras analisadas, a énfase nas
grandezas geométricas é insuficiente e o foco é na medida e ndo na grandeza. Predominaram a
conversdo de unidades de comprimento, com foco no sistema métrico decimal e énfase nas
técnicas que se apoiavam na multiplicacdo e divisdo de nimeros decimais por poténcias de
dez; no calculo da area de figuras planas, observou-se a contagem da quantidade de
superficies unitarias necessarias para ladrilhar a figura e o uso de formulas; em relacdo ao
perimetro, a tarefa principal era o seu calculo em poligonos e a técnica associada era adicionar
os comprimentos dos lados do poligono. Apenas uma obra ndo inicia seus capitulos ou secbes
com a palavra medida, repercutindo em forte énfase no predominio das situacfes de medida e
do aspecto numérico.

Em uma pesquisa fundamentada na Teoria Antropoldgica do Didatico que discute
como é abordado o contetido area de figuras geométricas planas no Guia de Estudo do aluno
do Programa Projovem Urbano e que relacdo pode ser observada entre os principios que
regem o referido Programa e a abordagem da area neste material, Carvalho (2012) apontou
que a palavra area aparece no instrumento analisado com diversos sentidos e em varios
momentos tanto no estudo da matemaética como nos demais componentes curriculares, com
uso frequente do contexto da construcao civil nos problemas de calculo de area. Destacou-se 0
calculo da area do retdngulo e encontraram-se elementos do bloco tecnoldgico-tedrico
relativos ao calculo da area desta figura nas explicac6es fornecidas no Guia de Estudo.

Em um artigo sobre a aplicacdo de uma atividade com alunos do 1° ano do ensino
médio, Bernardes, Souza e Zandonade (2014) buscaram criar significados para o conceito de
area a partir da investigacdo sobre paralelogramos, iniciando com papel quadriculado e,
posteriormente com a utilizacdo da formula. Basearam-se em documentos de orientacdo
curricular nacional e do estado do Espirito Santo. Na atividade, inicialmente os alunos
deveriam dizer o que entendiam por area de figura plana. Em seguida teriam que desenhar
paralelogramos em papel quadriculado, tentar encontrar a area dessas figuras fazendo relacdo
com seus lados e generalizar por meio de uma formula para o calculo de area de cada figura
produzida.

Os resultados indicaram que os alunos apresentaram muita dificuldade em responder o
que seria area, em relacionar as medidas dos lados da figura e sua &rea na construcdo dos

paralelogramos, em determinar a altura do paralelogramo e em encontrar uma formula geral
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para o calculo de area em cada figura. Especificamente no caso do losango a dificuldade foi
maior, tanto na producéo da figura quanto na relacao entre as diagonais e sua area.

Um fator que merece destaque no estudo de area é o fato de a maioria das pesquisas
apontarem para um desempenho insatisfatorio dos alunos nesse contetdo, porém quando sdo
questionados se sabem o que ¢ area, eles respondem que sim. E o que acontece na pesquisa de
Neto, Silva, Teixeira Filha e Silva (2014) que, apoiados no PCN, objetivaram identificar a
percepcéao de alunos do 9° ano do ensino fundamental sobre os conceitos de area e perimetro.
Em uma das questdes do instrumento de coleta de dados, perguntava se os alunos sabiam o
que é area de figuras planas, tendo duas opcdes de resposta, sim ou ndo. Quase 90% dos
participantes afirmaram que sim. Eles ndo propuseram situacfes para testar a validade da
resposta no caso da area, o que seria uma forma de continuidade desse estudo. Em relacéo ao
perimetro, todos afirmaram saber seu significado e, para 79% dos sujeitos da pesquisa, estaria
ligado a soma dos comprimentos dos lados de uma figura. Este fato levou a uma limitacdo
entre 0 que dizem saber e 0 que realmente sabem, e cruzando com pesquisas anteriores
corresponde a maneira como livros didaticos por muito tempo abordaram o perimetro. Nesse
sentido, acreditamos que seja necessaria uma diversidade de situacdes para se analisar um
determinado conceito.

Santos (2015), apoiada na Teoria da Transposi¢do Didatica e na Teoria Antropoldgica
do Didatico ambas desenvolvidas por Chevallard e seus colaboradores, realizou uma pesquisa
sobre o distanciamento entre a pratica docente do professor de matematica e a abordagem do
livro didatico utilizado por ele, no sexto ano do ensino fundamental, sobre o conceito de area
de figuras planas. Em relacdo aos resultados, procuramos destacar 0s que mais se aproximam
do nosso estudo. Essa pesquisadora constatou que os autores do livro estudado iniciavam por
uma questdo contextualizada e depois partiam para a exploracdo do uso das formulas. As
técnicas utilizadas se concentraram em torno da contagem e na utilizacdo de formulas,
explicitamente trabalhada e explorada, de area do quadrado e do retangulo. A area era tratada
como a ideia de espaco ocupado, com énfase consideravel no aspecto numérico e em
situacOes de comparagdo. De modo geral, a abordagem do livro tentava romper com a énfase
exagerada nas conversdes de unidades e nas formulas de areas.

Tomando como aporte tedrico a Teoria dos Campos Conceituais, Silva (2016) realizou
uma pesquisa com alunos do 6° ano do ensino fundamental com o objetivo de analisar o
tratamento dado por estes alunos as situagdes que dao sentido a area como grandeza em trés

ambientes: utilizando apenas papel e lapis, com materiais manipulativos e no software
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Apprenti Géometre 2. Os resultados mostraram que o software permitiu a superacdo de
concepcdes geométricas de area, favorecendo a utilizacdo de procedimentos como inclusao e
sobreposicdo, bem como decomposicdo e recomposicdo de figuras. VArios sujeitos
mobilizaram teoremas em ag¢do verdadeiros, tais como “hd conservacdo de area por corte e
colagem sem perda nem sobreposi¢do” e “a drea € invariante por isometrias”. Também foram
observados teoremas em agdo falsos, tais como “figuras diferentes possuem necessariamente
areas diferentes” ou “duas figuras que tém a mesma quantidade de lados tém mesma area”. As
concepgOes numericas prevaleceram mesmo com a diversidade de recursos oferecidos, ou
seja, para muitos dos sujeitos da pesquisa 0 numero foi considerado suficiente para medir a
area de uma figura. Para vérios alunos so era possivel medir a area de uma figura se
conseguisse ladrilhar esta figura.

Alguns resultados das pesquisas acima merecem ser destacados, tais como:

- Predominéncia do tratamento numérico nas situa¢fes sobre area (BARROS, 2006,
TELES, 2007, FERREIRA, 2010, PESSOA, 2010, SANTOS, 2010, PAULA, 2011, SILVA,
2011, SANTOS, 2015, SILVA, 2016). Barros (2006), Silva (2011) e Santos (2015) nao
realizaram estudos diretamente com alunos, uma vez que s&o voltados para a anélise de livros
didaticos. Embora ndo tenhamos o mesmo objetivo, achamos interessante trazé-las porque
muitas vezes as situacdes apresentadas aos alunos sdo extraidas desses livros, repercutindo no
seu modo de lidar com tais situacdes. Pessoa (2010) e Ferreira (2010) fizeram estudos com
alunos utilizando figuras diversas, porém sentimos a necessidade de fazer um trabalho voltado
para as situacdes que dao sentido ao conceito de area que seja especifico dos paralelogramos.

- Prioridade do céalculo da area do quadrado e retdngulo (CARVALHO, 2012,
SANTOS, 2015). Os resultados obtidos por estes pesquisadores nos levam as seguintes
indagacdes: se as pesquisas mostram que ha prioridade no célculo de area de determinadas
figuras, como os alunos lidam quando se deparam com tarefas que contemplem outras?
Havera superioridade de acertos nas tarefas envolvendo o céalculo de area dessas figuras em
relacdo as demais?

- Dificuldade com relacéo ao tipo de figura, especialmente o losango (SANTOS, 2010,
PAULA, 2011, BERNARDES; SOUZA; ZANDONADE, 2014). Como podemos observar,
muitas dificuldades concentram-se nesse tipo especifico de paralelogramo, conduzindo os
alunos a ndo responderem as tarefas ou a apresentarem dificuldades em produzi-la e

relacionar suas diagonais com a sua area.
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Algumas dificuldades sdo mais gerais e também sdo apresentadas na maioria das
pesquisas relatadas anteriormente, tais como dificuldade e confusdo entre os conceitos area e
perimetro e, também, o uso inadequado das unidades de medida, ou seja, se a unidade de
medida do lado de determinada figura for o metro, entdo ap6s o célculo da &rea eles se
confundem, colocando metro ou até mesmo metro cubico como unidades de &rea. Este dado
aponta que mesmo havendo um enfoque maior no quadro numérico e uma prioridade para 0s
problemas de transformacdes de unidades, isto € feito de forma isolada, sem um dialogo com
os demais contetidos a serem vivenciados pelos estudantes, contribuindo para dificuldades na
construcdo dos conceitos bem como na mobilizacéo de teoremas em agéo falsos.

O estudo das situacbes anteriores nos leva a pesquisar como 0s alunos lidam com
tarefas envolvendo os paralelogramos, se fazem a diferenciacdo e a identificacdo dessas
figuras e dos aspectos pertinentes para o célculo de suas areas, pois acreditamos que para o
aluno conseguir lidar com essas tarefas ndo seja suficiente apenas identificagdo, mas também
a classificacdo a partir das suas caracteristicas e propriedades, contribuindo para utilizacdo

correta da formula.

2.4 ASPECTOS RELACIONADOS AS DEFINICOES E PROPRIEDADES DOS
PARALELOGRAMOS

Como jéa citado na parte introdutoria deste trabalho, esta pesquisa embora pertenca ao
campo das grandezas e medidas, mais especificamente ao campo conceitual das grandezas
geomeétricas, possui forte vinculo com o da geometria. De acordo com Lima e Carvalho
(2010, p. 137) “¢ consenso que o estudo das grandezas geométricas ¢ uma maneira
privilegiada de se promover a ligacdo entre esses dois importantes campos da matematica
escolar”.

Antes de passarmos para as defini¢cbes e propriedades dos paralelogramos, iremos
apresentar brevemente as de quadrilatero e de quadrilatero notavel, pois consideramos
importante para a discussédo subsequente. Segundo 0s autores supracitados:

Consideremos quatro pontos arbitrarios em um plano, por exemplo, A, B, C,
D, com a condicdo de que trés quaisquer deles ndo estdo em uma mesma
reta. Chamamos quadrilatero ABCD ao conjunto de pontos que estdo nos
segmentos de reta AB, BC, CD e DA. [...] podemos também designar este
quadrilatero por outras sequéncias apropriadas dos simbolos A, B, C e D
(LIMA; CARVALHO, 2010, p. 154).

Em relacdo aos quadrilateros notaveis, temos:
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No campo da Geometria, podemos encontrar duas familias de quadrilateros,
a dos quadrilateros notaveis e a dos quadrilateros ndo notaveis. Os notaveis
sdo formados pelos paralelogramos e pelos trapézios, enquanto que 0s nao
notaveis, sdo constituidos pelos quadrilateros que nao pertencem as familias
dos paralelogramos e dos trapézios. Nesse sentido, fazem parte do grupo dos
quadrilateros ndo notaveis, os quadrilateros ndo convexos (COSTA, 2016, p.
53).

A seguir passaremos a algumas definicoes e propriedades® do quadrado, do retangulo,
do losango, do paralelogramo e também do trapézio na visdo de diferentes autores e, no final,
apresentamos nossas consideracdes e quais destas adotaremos para nosso estudo.

Passos (2000) em sua tese de doutorado afirma que o paralelogramo é um quadrilatero
com os pares de lados opostos respectivamente paralelos; o paralelogramo cujos quatro lados
sdo de mesma medida é chamado de losango; o paralelogramo que possui 0s quatro lados de
mesma medida e os quatro angulos também de mesma medida ¢ um quadrado. “De maneira
geral, [...] os quadrilateros quadrado, retingulo e losango sdo paralelogramos” (PASSOS,
2000, p. 18).

Em um texto complementar que visa contar porque um mesmo quadrilatero as vezes
aparece na literatura com diferentes defini¢cGes, Bongiovanni (2004) apoiou-se nos Elementos
de Euclides (aproximadamente 300 a.C.), nos Elementos de Geometria de Legendre (1793) e
0 Tratado de Hadamard (1898), Lecons de géométrie élémentaire. Segundo esse autor, “o
oblongo de Euclides é um caso particular do hoje denominado retangulo, que o rombo é um
caso particular do nosso losango e que romboide ¢ um paralelogramo particular” (p. 1). Entre
as definicdes dos quadrilateros notaveis citadas por ele, trazemos a de Hadamard (1898) que
diz que o quadrado é um quadrilatero que tem todos os lados e todos os angulos iguais; o
retdngulo é um quadrilatero que tem todos os angulos iguais (retos); o losango € um
quadrilatero que tem os quatro lados iguais; o paralelogramo é um quadrilatero que tem os
quatro lados paralelos dois a dois. Complementa dizendo: “o que é importante saber sobre o
losango? Que & um paralelogramo; que seus lados sdo congruentes; que suas diagonais séo
perpendiculares [...]” (BONGIOVANNI, 2004, p. 03).

Este autor reforca que os questionamentos sobre as definicbes dos quadrilateros
persistem e que o ideal é adotar uma das existentes e nunca inventar novas definicoes,

alertando aos alunos que essas diferencas sempre existiram.

® Todas as provas e/ou demonstracdes dadas pelos autores as propriedades, proposicées e teoremas encontram-se
no Anexo A desta dissertagéo.
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No livro Geometria Euclidiana Plana, Barbosa (2006) apresenta uma definicdo e
algumas proposicOes acerca do paralelogramo, seguidas da sua prova.

Defini¢do: “um paralelogramo ¢ um quadrilatero cujos lados opostos sdo paralelos” (p.
91).

Vejamos algumas das proposicoes que ele apresenta:

(1): “Em um paralelogramo lados e angulos opostos sdo congruentes” (p. 91);

(if): “Se os lados opostos de um quadrilatero sdo congruentes entdo o quadrilatero é
paralelogramo” (p. 91);

Em relacdo ao retangulo, esse autor afirma que € um quadrilatero que tem todos 0s
angulos retos; o losango é um paralelogramo que tem todos os seus lados congruentes, que
também pode ser chamado de rombo; o quadrado é um retangulo que também é um losango e
acrescenta “se as diagonais de um quadrilatero sdo congruentes e se cortam em um ponto que
é ponto médio de ambas, entdo o quadrilatero € um retangulo. Se, além disso, as diagonais sdo
perpendiculares uma a outra, entdo o quadrilatero ¢ um quadrado” (p. 98); o trapézio possui
dois lados opostos paralelos.

No texto de Lima e Carvalho (2010) percebemos que eles dividem a classificagcdo dos
quadrilateros em duas categorias: uma voltada para a matematica mais avancgada e outra para
o0 ensino fundamental. Na primeira categoria, 0 quadrado tem os lados iguais entre si e 0s
angulos retos; no losango os lados sdo iguais entre si; 0 retangulo possui os quatro angulos
retos; no paralelogramo os dois pares de lados opostos sdo paralelos entre si; em relacdo ao
trapézio, dois lados opostos sdo paralelos entre si. Segundo esses autores, “podemos dizer que
todo quadrado €, também, losango, retangulo, paralelogramo e trapézio. Em tal classificacgéo,
todo paralelogramo €, também, trapézio” (p. 155). Na categoria voltada para a primeira etapa
do ensino fundamental, a classificacdo se da da seguinte maneira: quadrado possui os lados
iguais entre si e 0s angulos séo retos; o losango possui os lados iguais entre si e 0s angulos
ndo sdo retos; no retangulo os angulos sdo retos e existem dois lados desiguais; o
paralelogramo tem os dois pares de lados opostos paralelos entre si; no trapézio apenas dois
lados opostos sdo paralelos entre si. E complementam que “de acordo com esta tltima
classificacdo, um quadrado ndo é retangulo, nem losango. Tampouco um paralelogramo &
trapézio” (p. 155).

Em seu livro Fundamentos de Geometria Plana, Machado (2012) aponta algumas
defini¢bes para as figuras em estudo. O retangulo € um quadrilatero cujos angulos sao todos

retos; o quadrado possui 0s angulos todos retos e os lados sdo todos congruentes entre si; 0
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paralelogramo é um quadrilatero cujos lados opostos sdo paralelos entre si; no losango, 0s
lados s@o todos congruentes entre si; 0 trapézio € um quadrilatero que possui apenas um par
de lados opostos paralelos entre si. E acrescenta: “observe que todo quadrado ¢ um retangulo,
e todo retangulo é um paralelogramo, mas as relagdes reciprocas nao sao verdadeiras. Observe
também que todo quadrado ¢ um losango, mas nem todo losango ¢ um quadrado” (p. 108).

Moura (2013) realizou um estudo que apresenta as definicbes dos quadrilateros,
propriedades, teoremas, demonstracdes, construcdes com compasso e régua, e com o software
GeoGebra. Dentre as definicdes apresentadas por essa autora, consideramos aquelas mais
voltadas para 0 nosso trabalho, ou seja, as dos paralelogramos. Além dessas definigdes,
traremos também alguns teoremas mencionados por ela.

De acordo com Moura (2013, p. 25) o paralelogramo se define da seguinte maneira:
“um quadrilatero plano convexo ¢ um paralelogramo se, e somente se, possui lados opostos
paralelos”.

Além de outros teoremas ja citados anteriormente, destacamos o seguinte: “todo
quadrilatero convexo em que as diagonais interceptam-se nos respectivos pontos médios é
paralelogramo” (p. 26).

Em relacdo ao retangulo, ela apresenta esta definigdo: “um quadrilatero plano convexo
¢ um retangulo se, e somente, possui os quatro angulos congruentes” (MOURA, 2013, p. 27).
Entre outros teoremas, enfatizamos este: “todo retdngulo é um paralelogramo” (p. 28). No que
diz respeito ao quadrado, ela apresenta a seguinte defini¢do: “um quadrilatero plano convexo
€ um quadrado se, e somente se, possui 0s quatro lados congruentes e os quatro angulos
congruentes” (p. 28). E para o losango: “um quadrilatero plano convexo é losango se, e
somente se, possui os quatro lados congruentes” (p. 29). No que se refere aos teoremas,
temos: “todo losango é um paralelogramo” (p. 30).

Como ¢ interesse da nossa pesquisa saber se os alunos consideram o quadrado, 0
retangulo e o losango como sendo paralelogramos, foram apresentadas todas essas definicdes
e propriedades dos quadrilateros, dentre as quais adotamos aquelas que definem o
paralelogramo como sendo um quadrilatero com os dois pares de lados opostos paralelos entre
si, como aquela de Lima e Carvalho (2010), ou as que trazem essa mesma ideia, porém com
outras palavras como Passos (2000). Das propriedades mencionadas por Barbosa (2006) e
Moura (2013), destacamos a seguinte: em um paralelogramo, lados e angulos opostos séo
congruentes. Nesse sentido, podemos adotar o quadrado, o retdngulo e o losango como

pertencentes a familia dos paralelogramos. N&o consideramos o paralelogramo como sendo
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trapézio por este Ultimo ter exatamente dois lados paralelos, conforme definicdes de Lima e
Carvalho (2010) na categoria voltada para o ensino fundamental e de Machado (2012). Assim,
vamos considerar que o trapézio é um quadrildtero com apenas um par de lados opostos
paralelos. No que diz respeito as rela¢fes internas existentes entre o quadrado, o retangulo, o
losango e o paralelogramo, consideramos que ha incluséo de classes entre eles. Adotamos as
ideias de Machado (2012) ao dizer que todo quadrado é um retangulo e todo retangulo é um
paralelogramo, mas as relac@es reciprocas nao sdo verdadeiras. E também que todo quadrado
é um losango, mas nem todo losango é um quadrado. De modo semelhante, Costa (2016)
argumenta que os quadrados séo retangulos e séo losangos, pois apresentam propriedades
iguais, ou seja, apresentam os lados opostos paralelos, angulos internos opostos congruentes e
as diagonais se cortam ao meio. “Nesse sentido, dizemos que quadrado é todo paralelogramo
que ¢ retangulo e losango ao mesmo tempo” (p. 58). Ele traz a seguinte representa¢do dos

quadrilateros notaveis:

Figura 7 — Representacéo dos grupos dos quadrilateros notaveis

Quadrilateros Notaveis

Paralelogramo

Retingulo

Trapézio

Fonte: Costa (2016, p. 59)
Acreditamos que tanto essas definicbes e o0s teoremas apresentados trazem

propriedades particulares de cada tipo de paralelogramo, nos ajudando a identifica-los,
diferencia-los e classifica-los, bem como a utilizarmos adequadamente as férmulas para o

calculo de area.

2.4.1 Paralelogramos prototipicos

Antes de iniciarmos a parte de paralelogramos prototipicos, iremos discutir

brevemente sobre objeto grafico e objeto geométrico. Em relagdo a este Gltimo, ja falamos
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anteriormente que ele se refere a superficie (figura) e que se diferencia do primeiro porque o
objeto grafico pode possuir imperfeicoes.

Laborde e Capponi (1994) consideram que o desenho é a representacdo grafica de uma
ideia. Ja Lima e Carvalho (2010) consideram que ela envolve desenhos e imagens dos objetos,
e que conceitos matematicos devem estar associados aos objetos fisicos e as suas

representacdes. Segundo eles:

[...] definimos quadrado como um quadrilatero que possui quatro angulos
retos e quatro lados de comprimentos iguais. Esta € a definicdo de um objeto
abstrato, no qual ndo podemos efetuar medicbes com instrumentos
concretos. Nos exemplos concretos de quadrados — desenhados ou
construidos de algum material adequado — as medicBes fornecerdo sempre
igualdades aproximadas dos comprimentos dos lados e das aberturas dos
angulos em jogo. Além disso, no que se refere a definicdo geométrica, o
comprimento do lado do quadrado pode ser concebido em centimetros, em
metros, ou em qualquer outra unidade de comprimento (LIMA;
CARVALHO, 2010, p. 137).

Figura 8 — Esquema dos trés tipos de objetos

Objetos

geomeétricos

Objetos Objetos

fisicos graficos

Fonte: Lima e Carvalho (2010, p. 138)

Como exemplificacdo para o esquema anterior, estes autores tomam um dado (objeto
fisico) que pode ser representado por um desenho (objeto grafico) e associado a um cubo
(objeto geométrico).

Laborde e Capponi (1994, p. 53) apontam que ‘“desenhos prototipicos de objetos
geométricos constituiram-se ao longo do tempo, resultantes de influéncias ao mesmo tempo
perceptivas e culturais (em sentido amplo e escolar)”. Para eles, “o desenho prototipico de um
paralelogramo é, ao menos na Franca, aquele em que a diagonal AC e perpendicular ao lado
AD[...]” (p. 53).
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Figura 9 — Paralelogramo prototipico na Franca

D o
Fonte: Laborde e Capponi (1994, p. 53)

Santos (2005) comparou as caracteristicas do paralelogramo considerado prototipico
na Franca e no Brasil e nota aproximaces, tais como o lado de maior comprimento na
posi¢do horizontal € a “inclina¢do” para a direita. Ela adota o termo “inclinagdo” de maneira

coloquial, se referindo a que lado o paralelogramo esta voltado.

Figura 10a — Paralelogramo com inclinag&o para a direita

[/

Fonte: acervo da pesquisa

Figura 10b — Paralelogramo com inclinagdo para a esquerda

N\

Fonte: acervo da pesquisa

Além dessas caracteristicas, Teles (2007) pontua que a altura do paralelogramo

prototipico é sempre interna, conforme figura abaixo:

Figura 11 — Exemplo de paralelogramo prototipico

A B

i

I

I

I
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|
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!

I
[-IE
D b Cc

Fonte: acervo da pesquisa
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A seguir apresentamos as caracteristicas dos paralelogramos (quadrado, retangulo,
losango e paralelogramo ndo retangulo e ndo losango) que estamos considerando como
prototipicos, porém ndo iremos investigar isso neste trabalho e pode ser objeto de pesquisas
especificas em momentos posteriores.

O desenho prototipico de um paralelogramo é o que Santos (2005) e Teles (2007)
sinalizam: lado de maior comprimento na horizontal, altura interna e inclinacdo para a direita,
conforme a figura acima.

Vejamos alguns exemplos de paralelogramos ndo prototipicos:

Figura 12 — Paralelogramos em posi¢des ndo prototipicos

C
b
\P"E

Fonte: acervo da pesquisa
Como percebemos, os paralelogramos acima se diferenciam do modelo habitual: no da

esquerda, a altura é interna, mas o lado de maior comprimento esta na posicao vertical; o
outro esta inclinado para a direita, porém a altura é externa e o lado de maior comprimento
n&o se encontra posicionado horizontalmente.

No que diz respeito a area do paralelogramo, Barbosa (2006) aponta a seguinte
proposicdo: “a area de um paralelogramo ¢ o produto do comprimento de um de seus lados
pelo comprimento da altura relativa a este lado” (p. 177). Um aspecto importante envolvendo
a area do paralelogramo é a sua invariancia em relacéo ao lado tomado por base’.

Nos casos acima, para o calculo da area, teriamos: Ap = b x h (area do paralelogramo
(Ap) é igual ao produto de um lado tomado como base (b) vezes a altura (h) correspondente a
ela).

O retangulo prototipico possui o lado de maior comprimento na horizontal.

7 Ambas as demonstragdes se encontram no Anexo A desta dissertacéo.
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Figura 13 — Retangulo em posicao prototipica

-] L]

C2

Ci
Fonte: acervo da pesquisa

Vejamos casos em posi¢des nao usuais:

Figura 14 — Retangulos em posi¢des ndo prototipicas

- L]

C2

C
Fonte: acervo da pesquisa

O primeiro caso podemos considerar como uma primeira instanciacdo do modelo
prototipico por ser o que mais se aproxima dele, diferenciando-se por possuir o lado de maior
comprimento na posicao vertical. O segundo possui os lados em posicdo obliqua, tomando
como referéncia a reta tracejada.

Para os trés retangulos apresentados, a maneira de calcular a area pela utilizacdo da
formula é: Ar = C; x C, (area do retangulo (Ar) é igual ao produto dos comprimentos (C; e
C,) de seus lados).

O losango prototipico € o que possui a diagonal maior na vertical e a menor na
horizontal, parecido com um “baldo”.

Figura 15 — Losango em posi¢éo prototipica

Fonte: acervo da pesquisa
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Passemos aos losangos em posi¢des nao habituais:

Figura 16 — Losangos em posic¢des ndo prototipicas

Fonte: acervo da pesquisa
O primeiro possui a diagonal maior na horizontal e a menor na vertical, podendo ser
considerado como o0 que mais se aproxima do modelo prototipico. O outro esta apoiado sobre

um dos lados, considerando a borda da folha como referéncia.
Nos trés casos de losangos, a area é dada por: Al = DTxd (&rea do losango (Al) é igual a
diagonal maior (D) vezes a diagonal menor (d) dividido por 2).
Para o quadrado a posigdo prototipica é vertical-horizontal.
Figura 17 — Quadrado em posi¢do prototipica

L]

[]

L

Fonte: acervo da pesquisa
Para este caso, a area seria igual a: Aq = L x L ou (L)? (area do quadrado (Aq) é igual
ao comprimento do lado (L) elevando ao quadrado).
Vejamos alguns casos do quadrado em posic¢des diferentes:

Figura 18 — Quadrados em posic¢Oes ndo prototipicas

P

Fonte: acervo da pesquisa
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Observamos dois casos diferentes do anterior: ambos estdo apoiados sobre o Vértice,
tomando a borda da folha como referéncia. Para calcular a area, no primeiro deles, procede-se
de forma anéloga ao da figura 17. No quadrado da direita temos um caso em que séo dados 0s
comprimentos das diagonais e, pelo fato de todo quadrado ser losango, podemos obter a area

dele, fazendo: Aq = D?z (&rea do quadrado (Aq) € igual ao produto das diagonais (D) dividido

por dois e, por ser um quadrado, D = d —»D?).

Como vemos, temos quatro tipos de figuras (quadrado, retangulo, losango e
paralelogramo ndo retdngulo e ndo losango) que remetem a uma mesma figura
(paralelogramos), mas que a maneira de calcular a area por meio da formula é diferente para
cada uma delas. Nesse sentido, acreditamos que para o aluno lidar com as tarefas sobre area
de paralelogramos, é importante que ele reconheca a figura para poder escolher a férmula
adequada e identificar os elementos geométricos que dardo os valores que ele vai precisar
para realizar as operacoes, isto €, o reconhecimento da figura e dos elementos geométricos
nelas presentes irdo trazer implicagdes sobre o calculo da érea.

Fazemos questdo de enfatizar o uso das férmulas pelo fato de os participantes da
pesquisa serem alunos do 8° ano do Ensino Fundamental e é recomendada a sua utilizacao.
Elas fazem parte do ensino do conceito de area e isso nos conduz a considerar a area como
uma grandeza bidimensional em relacdo ao comprimento, ou seja, além dos quadros
numerico, geométrico e das grandezas, devemos também levar em conta o quadro algébrico
funcional, que segundo Bellemain e Lima (2002, p. 45) a esse quadro “pertencem as formulas

que expressam a area, em funcdo de comprimentos relativos as figuras geométricas”.

2.5 SOBRE A APRENDIZAGEM E O ENSINO DE PARALELOGRAMOS

Passos (2000), embora investigue como o0 aluno representa e interpreta representacdes
geométricas e como o professor percebe e explora essas representacées, relatou um episddio
ocorrido em um curso de aperfeicoamento com professores das séries iniciais do ensino
fundamental, que ao estarem em contato com figuras geométricas chamavam de losango 0s
paralelogramos que tinham lados diferentes. Além disso, eles consideravam que um quadrado
deixava de ser quadrado quando mudava de posicdo, isto €, se colocado em uma mesa com
um dos lados na horizontal sobre ela, seria um quadrado, se apoiasse um dos vertices sobre a
mesa, seria um losango. Isso € uma evidéncia de que as dificuldades de identificacdo e

classificacdo dessas figuras ndo sdo apenas dos alunos.
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Pirola, Carvalho, Nascimento e Mariani (2004) fizeram um estudo com vinte alunos
das quatro Gltimas séries do ensino fundamental, sendo cinco alunos de cada turma, sobre a
formacédo do conceito do triangulo e do paralelogramo, tomando como aporte tedrico a teoria
de Klausmeier sobre a formacéo conceitual. Como resultados, considerados mais importantes
para nosso estudo, diagnosticaram que, do total de sujeitos pesquisados, doze afirmaram nao
saber a definicdo de paralelogramo e nenhum deles soube dar trés exemplos corretos de
paralelogramos, uma vez que, quando solicitados a desenhar essa figura, muitos produziram
trapézios e hexagonos. Outro dado relevante € que ndo fizeram confuséo entre o tridngulo e o
paralelogramo. No entanto, todos confundiram o paralelogramo como o trapézio, ou seja,
afirmaram que trapézio é paralelogramo. Como exemplos deste Ultimo, sete apresentaram
corretamente o0 quadrado e treze o losango.

Em um artigo que apresenta parte de um estudo com discentes do 7° ano do Ensino
Fundamental, Menegotto e Lara (2011) tinham como objetivo da pesquisa analisar a
contribuicdo do GeoGebra para a construcdo de conceitos referentes a paralelogramos, por
meio da analise comparativa entre um grupo experimental e um grupo de controle. Entre
outros resultados, elas observaram que no pré-teste, em uma questdo para identificacdo de
paralelogramos contendo tridngulo, retangulo, losango, paralelogramo ndo retangulo e néo
losango, quadrado prototipico e ndo prototipico, e trapézio, 0s sujeitos da pesquisa
identificaram apenas o paralelogramo ndo retadngulo e ndo losango (prototipico) como sendo
paralelogramo, deixando de marcar também o quadrado, o retangulo e o losango.

Diniz (2013), tomando como fundamento a teoria vanhieliana, realizou uma pesquisa
objetivando investigar que habilidades sdo mobilizadas por alunos de 7° e 9° anos do Ensino
Fundamental para classificar figuras geométricas, mais especificamente, classificar pela
visualizacdo. Percebeu que os acertos na classificacdo do quadrado e do retangulo foram 24%
e 16% respectivamente. Em relacéo ao paralelogramo e o losango apresentaram indices muito
baixos, correspondentes a 10% e 11%, nessa ordem. Em uma questdo de associar a figura ao
nome, 0s alunos dessas duas séries também confundiram o retdngulo com o losango e o
losango com o paralelogramo. Outro erro apontado por ele é que os alunos tratavam o0s
retdngulos em diferentes posi¢cdes como duas figuras geometricas diferentes. Na classificacéo
da figura pelas propriedades, o paralelogramo apresentou novamente o menor percentual de
acerto, apenas 10%.

Mesquita, Santos e Santos (2013) apresentaram os resultados de uma atividade com

alunos e professores do ensino fundamental sobre a area de figuras geométricas planas
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(quadrado, retangulo, paralelogramo, losango, triangulo e trapézio) e uma das dificuldades
apresentadas pelos estudantes é o reconhecimento das figuras, ou seja, confundiram o
paralelogramo com o trapézio, com o losango etc. e as reclamacdes por parte deles se davam
por afirmar que nunca haviam estudado aquele assunto ou que ndo era abordado daquela
forma.

Tavares (2014) fez um estudo que visava compreender e avaliar os conhecimentos que
alunos no inicio do 3° ciclo possuiam, relativamente aos conceitos de tridngulo,
paralelogramo, retangulo e quadrado, apoiando-se na teoria de Van-Hiele. Como resultados,
ela apontou que os alunos revelavam confus6es e dificuldades relacionadas com os conceitos
dessas figuras, dando mais importancia aos atributos nao criticos, como o tamanho e a posicao
delas. Os sujeitos da pesquisa evidenciaram dificuldades nas classificacbes das figuras
levando-os, em alguns casos, a excluir o quadrado ao classificar retangulos e a excluir
retangulos e losangos quando classificavam paralelogramos. Percebemos que ela adota uma
classificacdo semelhante a nossa quanto a inclusao dessas figuras.

Em uma pesquisa com alunos do ensino médio, fundamentada no modelo do
desenvolvimento do pensamento geométrico de VVan-Hiele que teve como objetivo identificar
e analisar os niveis de raciocinio geométrico dos estudantes do Ensino Médio de escolas
publicas do Estado de Pernambuco, Costa e Camara dos Santos (2015) obtiveram, entre
outros resultados, que o quadrado ndo é reconhecido como retangulo por 77% do total de
alunos do 1° ano, 47% entre os do 2° e 60% para os do 3° ano; o losango foi reconhecido
como um nao retangulo por 5% dos discentes do 1° ano, 13% do 2° e 9% do 3% o
paralelogramo ndo retangulo e ndo losango foi considerado como nédo retangulo por 1% dos
estudantes do 1° ano e 5% entre os do 2° e 3° anos. Cabe ressaltar que o fato de a figura estar
em posicao ndo prototipica também influenciou nas respostas dos sujeitos dessa pesquisa, ao
afirmarem que o retangulo ndo prototipico € um ndo retangulo.

Em sua dissertacdo, Costa (2016) tomou como apoio a teoria de Van-Hiele e objetivou
analisar, utilizando o GeoGebra como recurso didatico, os efeitos de uma sequéncia didatica
com alunos® do 6° ano do ensino fundamental para a construgdo do conceito de quadrilateros
notaveis. Aqui apresentamos apenas 0s resultados mais voltados para nosso estudo, entre 0s
guais, observou que ap0s a analise do pré-teste 81% dos alunos ndo reconheceram o quadrado

como retangulo. No pos-teste este indice caiu para 53%. Cerca de 7% da turma no pré-teste e

SE importante destacar que os participantes do trabalho de Costa (2016) sdo 0s mesmos da nossa pesquisa.
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8% no pos-teste identificaram os trapézios como paralelogramos. Os paralelogramos néo
losangos foram reconhecidos como losangos por 12% no pré-teste e 17% no pos-teste. Em
uma das atividades da sequéncia didatica notou que algumas duplas, ao serem orientadas a
produzir um losango, produziram um trapézio ou um paralelogramo néo losango. Por fim, ele
deixou algumas inquietacdes para trabalhos futuros, dentre as quais destacamos: 0 que leva
esses alunos a realizarem essas producdes? Acreditamos que a identificacdo dos invariantes
operatorios bem como a realizacdo de entrevistas seja um caminho para a compreensao, ao
menos parcial, de tais produgdes.

Como podemos notar, mesmo contemplando uma diversidade de sujeitos (alunos dos
anos iniciais e dos anos finais do ensino fundamental, do ensino médio e professores)
observamos algumas convergéncias entre os resultados dessas pesquisas:

- Dificuldades na classificacdo dos quadrilateros, especialmente paralelogramos e
losangos (PASSOS, 2000, DINIZ, 2013, TAVARES, 2014);

- Dificuldades na definicdo de paralelogramos e em dar exemplos dessa figura
(PIROLA et al., 2004, COSTA; CAMARA DOS SANTOS, 2015);

- Confusdo entre paralelogramos e trapézios (PIROLA et al., 2004, MESQUITA et al.,
2013, COSTA, 2016). Fato também observado na pesquisa de Teles (2007);

- Influéncia da posicdo das figuras na sua identificacdo e classificagdo (PASSOS,
2000, MENEGOTTO; LARA, 2011, DINIZ, 2013, COSTA; CAMARA DOS SANTOS,
2015);

- N&o reconhecimento do quadrado como retangulo (TAVARES, 2014, COSTA,;
CAMARA DOS SANTOS, 2015, COSTA, 2016);

- Confusdo entre trapézio e losango (COSTA, 2016).

A partir do agrupamento acima, percebemos que, de certa forma, existe uma coeréncia
tanto na classificacdo adotada pelos pesquisadores quanto nas respostas dadas pelos alunos.
Por exemplo, para os sujeitos que confundem paralelogramos e trapézios, Pirola et al. (2004),
Mesquita et al. (2013) e Costa (2016) apontam como uma limitagdo. Da mesma maneira, 0
ndo reconhecimento do quadrado como retangulo por parte dos diferentes alunos nas
pesquisas de Tavares (2014), Costa e Camara dos Santos (2015) e Costa (2016) sinaliza que
na classificacdo adotada por eles, consideram que o quadrado é um reténgulo, diferente da
apresentada por Lima e Carvalho (2010) na categoria voltada para os anos iniciais do Ensino

Fundamental.
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Diante destes resultados, resta-nos perguntar: que figuras os estudantes consideram
como sendo paralelogramos? Se na questdo aplicada por Costa e Camara dos Santos (2015),
em vez de pedir para eles produzirem um retangulo e uma figura de quatro lados que néo
fosse um retangulo, desenh&ssemos um paralelogramo e pedissemos para eles desenharem
outras figuras que também fossem paralelogramos com é&rea igual a da figura dada, que
resultados obteriamos? Quais invariantes operatdrios seriam mobilizados?

Uma vez tida essa visdo mais geral sobre paralelogramos e os estudos relacionados a
eles, muitos voltados para 0 &mbito da geometria, percebemos a importancia de o aluno ter a
clareza sobre os seus diferentes tipos. Acreditamos que a necessidade de diferenciacdo entre
eles ird contribuir para a atribuicdo de sentido a area do paralelogramo e também para o0 uso
mais adequado das formulas de area. Mas 0 que as pesquisas sobre area de paralelogramos

apontam?

2.5.1 Estudos sobre a area do paralelogramo

Como vimos na se¢do anterior, a figura do paralelogramo é fonte de varias lacunas
conceituais por parte dos alunos. Bellemain e Lima (2002) citam algumas pesquisas que
também evidenciam dificuldades relacionadas a essa figura: Douady e Perrin-Glorian (1989) e
Baltar (1996), e apontam que tais estudos “observam que os alunos tendem a considera-los
como retdngulos deformados, confundindo consequentemente as variacdes de area e de
perimetro” (p. 31). Nesse sentido, ao resolver problemas com a area do paralelogramo, os
alunos procuravam modifica-los (por meio de deformacdes) obtendo figuras com as quais
sabiam tratar, como o retangulo. Algumas dessas deformacdes conservam a area e outras nao.

Baltar (1996) realizou uma pesquisa na Franca voltada para a elaboracdo e
experimentacdo de uma engenharia didatica com alunos de nivel equivalente ao terceiro ciclo
do ensino fundamental brasileiro e formulou alguns teoremas em acéo erréneos, mobilizados

pelos alunos em relagdo a &rea do paralelogramo:

o dois paralelogramos cujos lados tém comprimentos iguais tém mesma area;
o a area de um paralelogramo € o produto das medidas de seus lados;
o girar um lado do paralelogramo ao redor de um vértice conserva a area.

Ao realizar uma pesquisa com 21 alunos de uma oitava série, atual nono ano, Santos
(2005) objetivou investigar que relagbes existiriam entre a abordagem da area do

paralelogramo na colecdo de livros didaticos utilizada por essa turma e os procedimentos
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utilizados por esses estudantes na resolucdo de problemas envolvendo esse tema. Ela apoiou-
se na Teoria das Situac6es Didaticas de Brousseau e seus seguidores, mais especificamente as
nogdes de contrato didatico e variavel didatica, as quais j& discutimos um pouco em nossa
secdo tedrica. Cabe ressaltar que consideraremos para nosso estudo algumas das varidveis
didaticas utilizadas por essa pesquisadora.

Em relacdo aos resultados da pesquisa, percebeu que os alunos, por vezes, ndo
reconhecem o paralelogramo em outra posicdo, em outra inclinacdo ou ainda apresentam
dificuldades na resolucdo de problemas envolvendo a sua area quando a figura aparece
diferente do habitual. Verificou ainda que, mesmo ndo se tratando do lado de maior
comprimento, o tomado por base geralmente era o horizontal, fato encontrado tanto na
colecdo quanto nos procedimentos dos alunos.

Ela argumenta que

Um dos fatores que explica essas lacunas é que existe um foco no aspecto
numérico e da formula e numa forma mecénica e padronizada de se trabalhar
0 conceito de area do paralelogramo. Ao mesmo tempo, a critica pertinente a
maneira como 0 ensino vem sendo estruturado, ndo parece suficiente para
explicar as dificuldades dos estudantes (SANTQOS, 2005, p. 31).

Segunda esta mesma autora ““as dificuldades na dissociacdo entre area e perimetro dos
paralelogramos existem e as pesquisas mostram que elas sdo persistentes e reforcadas por
teoremas em agdo a respeito do conceito de area” (p. 31).

Um aspecto a ser enfatizado na pesquisa realizada por Santos (2005), mais
especificamente no teste aplicado com os estudantes, é o fato de ela assumir que os sujeitos da
pesquisa ja consideram o retangulo e o quadrado como sendo paralelogramos, pois, em uma
questdo de comparacdo de areas, aparecem essas figuras em meio a paralelogramos nao
retdngulos e ndo losangos, mas, em nenhum momento, verifica se esta hipotese € verdadeira,
ou seja, se realmente tem sujeitos da pesquisa que consideram essas figuras como
paralelogramos.

No que se refere a figura do paralelogramo, Santos (2005) apresenta as seguintes
variaveis didaticas seguidas dos valores que podem assumir:

- Posicdo relativa dos lados do paralelogramo: esta variavel restringe-se aos
paralelogramos néo retangulos e os seus valores sdo um dos lados na posicéo vertical, um dos
lados na posicéo horizontal e ambos os lados obliquos, tomando como referéncia a borda da

folha de papel.



59

Figura 19a — Paralelogramo com um dos lados na posic¢do vertical

9cm

Fonte: acervo da pesquisa
Figura 19b — Paralelogramo com um dos lados na posic¢ao horizontal

3cm

p----

7cm
Fonte: acervo da pesquisa

Figura 19c — Paralelogramo com lados na posicao obliqua

Fonte: acervo da pesquisa
- Inclinagdo da figura: poderd ser inclinado para a direita ou para esquerda.
Conforme figuras abaixo:

Figura 20a — Paralelogramo com inclinacdo para a direita

Fonte: acervo da pesquisa
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Figura 20b — Paralelogramo com inclinacéo para a esquerda

Fonte: acervo da pesquisa

- Orientacdo do lado de maior comprimento: em posi¢do vertical, horizontal ou
obliqua. Ver figuras 19a, 19b e 19c, respectivamente. Santos (2005) observa em sua pesquisa
convergéncias tanto na analise do livro didatico quanto nos procedimentos utilizados pelos
alunos, no que se refere ao lado tomado como base era geralmente o horizontal.

Ela também traz um conjunto de varidveis para tarefas envolvendo a éarea do
paralelogramo:

- Existéncia/presenca de figuras: presenca ou auséncia de figuras nas questbes, que
pode ser dada no enunciado ou solicitada a sua producdo. Podendo também estar totalmente
ausente.

- Natureza das solucges: procedimento numérico e/ou algébrico ou nenhum dos dois.

- Dados fornecidos: podem ser necessarios e suficientes ou ter dados extras. Ver
figuras 19a com dados extras e 19b com dados necessarios e suficientes. Ja discutimos
anteriormente que uma das regras do contrato didatico® é a de que os dados fornecidos na
questdo devem ser utilizados, sem que se precise fazer uma escolha entre eles.

- Posicdo do lado tomado como base: vertical, horizontal ou obliqua. Ver figuras
19a, 19b e 19c, respectivamente. Em alguns casos temos uma altura tracada e com isso
estamos pressupondo que um lado é tomado como base.

- Comprimento do lado tomado como base: lado de maior comprimento ou de
menor comprimento.

- Posicao da altura tragcada: interior ou exterior.

? Se a questdo for dada como nessa figura, pedindo apenas para calcular a area de paralelogramo, o aluno ndo
pode resolver corretamente, sem se posicionar em ruptura com o contrato didatico.
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Figura 21a — Paralelogramo com altura tragada no interior

s
o
3

p----

7cm
Fonte: acervo da pesquisa
Figura 21b — Paralelogramo com altura tragada no exterior

8cm

6cm

Fonte: acervo da pesquisa

Assim como ja mencionado ao apresentarmos as variaveis elencadas por Teles (2007)
e Pessoa (2010), também retomaremos as de Santos (2005) na parte metodoldgica.

Ao realizar a analise de uma colecdo de livros didaticos em relacdo ao paralelogramo e
sua area, Santos e Bellemain (2007) obtiveram como resultados que havia regularidades na
abordagem dessa figura, bem como da sua area, correspondendo a valores de variaveis
didaticas privilegiadas e, além disso, a colecdo apresentava poucas tarefas de comparagdo sem
dados numéricos. Outras situacBes reforcavam as concepgdes geométricas e numeéricas,
havendo pouca énfase na area enquanto grandeza.

Em um estudo que toma como apoio a dissertacdo de Santos (2005) e alguns pontos da
tese de Teles (2007), Souza (2013) analisou, sob a ética da Teoria dos Campos Conceituais,
como alunos do 2° ano do ensino médio técnico lidam com a area de paralelogramos. Mais
especificamente, verificou persisténcias ou ndo dos aspectos apontados por Santos (2005),
mediante andlise do célculo relacional, do calculo numérico e da algebra das grandezas.
Dentre as tarefas aplicadas aos sujeitos de sua pesquisa, Souza (2013) analisou duas, as quais
contemplavam a medida da area de paralelogramos ndo retangulos e ndo losangos, sendo a
primeira com a figura na posigao prototipica e com dados numéricos extras, considerada uma
tarefa habitual, e a segunda com o paralelogramo em posi¢do ndo prototipica, sem dados

numéricos, que considerou como uma tarefa ndo habitual.
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Em relacdo aos resultados, observou que algumas dificuldades em relacdo a area de
paralelogramos persistem mesmo no ensino médio. No que se refere a algebra das grandezas,
menos de 20% dos alunos expressaram adequadamente a area do paralelogramo pelo par
(numero, unidade de area); outros fizeram a utilizacdo inadequada de unidades de medida
(centimetro ou centimetro cubico para representar areas) ou a auséncia delas, levando-os a
considerar a area apenas como um numero. Quanto ao célculo relacional, os resultados
apontaram que 40% dos alunos utilizaram procedimentos adequados na situacdo habitual,
diminuindo para 25% em situagdo ndo habitual. Apresentaram confus&o entre os conceitos de
area e perimetro, emprego de formulas erradas, fazendo o produto dos comprimentos dos
lados da figura ou célculos de diferentes maneiras que envolvessem todos os dados
fornecidos. Houve confusdo entre a formula da area do paralelogramo com a do triangulo ou
do trapézio, uma vez que o aluno via na férmula deste Ultimo uma maneira de utilizar todos 0s
dados presentes na figura do paralelogramo. Outro fato importante é que alunos que
utilizaram corretamente a férmula na figura habitual do paralelogramo, ndo a empregaram no
paralelogramo ndo prototipico e sem dados numéricos. No que diz respeito ao célculo
numerico, cerca de um terco dos alunos cometeu erros envolvendo opera¢Ges numéricas com
nameros decimais.

Por fim, fazendo o cruzamento dos dados (célculo relacional, numérico e algebra das
grandezas), Souza (2013) notou que o acerto simultaneo de célculo relacional e calculo
numérico é de aproximadamente 30% nas condi¢Ges consideradas habituais e 20% nas
condicBes ndo habituais. Menos de 25% dos alunos que acertaram o calculo relacional em
ambas as tarefas, lidam adequadamente com unidades de comprimento e de area. Embora
alguns alunos expressem a area por um numero seguido da unidade de medida, inicialmente
operam apenas com 0s numeros e ao final expressam o resultado acrescentando a unidade de
area. De modo geral, houve diferencas significativas em relacdo ao tratamento dado a tarefa
habitual e ndo habitual.

Como percebemos, na literatura pesquisada, nenhuma trata especificamente das
situacbes que ddo sentido ao conceito de area, no caso dos paralelogramos (quadrado,
retdngulo, losango e paralelogramo nao retangulo e ndo losango) voltada para situages que
envolvam identificagéo e classificacdo, ou seja, que permitem identificar e classificar essas
figuras e, também, comparar areas, medir &reas e produzir superficies com condi¢Ges dadas
sobre sua area.

Diante do exposto até o presente momento, apresentamos nossas questoes de pesquisa:
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Como os alunos do 8° ano do Ensino Fundamental lidam com as situacdes que dao sentido ao
conceito de area, no caso dos paralelogramos? Quais as diferencas na maneira como resolvem
tarefas sobre paralelogramos, de acordo com os tipos de paralelogramos (quadrado, retangulo,
losango e o paralelogramo nédo retdngulo e ndo losango) no que se refere a identificacao,
aplicacdo da formula e calculo de &rea?

2.6 OBJETIVOS

2.6.1 Objetivo Geral

Analisar como alunos do 8° ano do Ensino Fundamental lidam com situacGes sobre a
area de paralelogramos (quadrados, retangulos, losangos e paralelogramos ndo retangulos e

ndo losangos).

2.6.2 Objetivos Especificos

Verificar se 0s alunos do 8° ano do Ensino Fundamental reconhecem quadrados,
retangulos, losangos e paralelogramos ndo retadngulos e ndo losangos em configuracbes e

posi¢cdes ndo prototipicas;

Verificar a influéncia de varidveis (tipo de paralelogramo, tipo de situacdo, dados
fornecidos) sobre o desempenho de alunos do 8° ano na resolucdo de tarefas sobre a area de

paralelogramos;

Identificar os procedimentos e os teoremas em agdo mobilizados pelos alunos do 8°

ano do Ensino Fundamental no tratamento de tarefas relativas a area de paralelogramos;

Averiguar se ha diferengas marcantes no tratamento das tarefas sobre uso de formulas,
calculo de area e identificacdo, nos casos das familias de figuras (quadrados, retangulos,

losangos ou paralelogramos néo retadngulos e ndo losangos).
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3 PERCURSO METODOLOGICO

O estudo empirico dessa pesquisa foi realizado em uma escola publica federal situada
na cidade do Recife/PE, a qual possui um bom desempenho geral em avaliacdes externas.
Essa escolha justifica-se por buscarmos estudar aspectos relativamente sutis do campo
conceitual em torno da éarea do paralelogramo, o que seria favorecido pela diversidade de
procedimentos de resolucdo e pela escolha de participantes que dominassem aspectos mais
elementares sobre paralelogramos e sobre a area de figuras planas.

A escolha de aplicar o teste'® com alunos do 8° ano do Ensino Fundamental deve-se &
consulta feita aos professores de matematica desta escola, os quais indicaram que
aplicassemos o teste com duas turmas de 8° ano com um total de 42 alunos, sendo 17 do 8°
ano A e 25 do 8° ano B, com idades de 12 a 14 anos. Os alunos tiveram duas aulas, ou seja,
cem minutos para realizar a atividade proposta. Buscando preservar a identidade de cada
sujeito pesquisado, eles serdo representados por uma letra e um nimero, ou seja, de Al a A17
para os alunos do 8° ano A e de B1 a B25 para os do 8° ano B.

Apbs a aplicacdo do teste, alguns deles foram selecionados para uma entrevista de
explicitacdo (VERMERSCH, 1994), na qual o foco ¢ em “como fizeram” em vez de “por que
fizeram”. Nesse sentido, buscamos compreender as concepgdes dos alunos ao resolverem as
tarefas propostas e completar informacGes acerca da resolucdo empregada por eles nas
questoes.

Como a analise das respostas dos alunos sera feita a luz da Teoria dos Campos
Conceituais e uma das caracteristicas desta teoria € a analise do sujeito na a¢do, concordamos
com Vermersch (1994) ao considerar acdo como a realizacdo de uma tarefa, sendo a entrevista
de explicitacdo um método que busca a descricdo detalhada desta acdo. De acordo com
Almeida (2016, p. 132) “nesse tipo de entrevista o papel do entrevistador ¢ fundamental, pois
0 acompanhamento realizado por ele tem o objetivo de ajudar o entrevistado a evocar e
explicitar uma acdo j& vivenciada em todas as suas dimensdes”. Entre outros elementos,
pretendemos por meio das entrevistas confrontar nossas interpretacdes acerca da mobilizacdo

de determinados invariantes operatorios.

90 teste completo encontra-se no Apéndice A desta dissertacdo. Maiores detalhes serdo abordados na secéo 3.2.
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O critério™ para escolha desses alunos partiu de respostas que nio entendemos o
procedimento utilizado no papel e de outros que, embora tenhamos entendido como eles
fizeram, buscamos compreender se realmente nosso entendimento estava correto e confronta-

lo com o previsto em nossa analise a priori. Detalharemos melhor na analise dos resultados.

3.1 ESTUDO DAS VARIAVEIS DIDATICAS EM FOCO

Na revisdo de literatura apresentamos as variaveis didaticas e os valores assumidos nas
pesquisas de Santos (2005), Teles (2007) e Pessoa (2010). Apds fazer o cruzamento das
variaveis destes trés trabalhos, resolvemos fixar algumas delas, por exemplo: temos presenca
da figura em todas as questdes, com contorno poligonal e os tracados auxiliares como
diagonal, altura etc. seréo tracejados, pois pode facilitar o uso do tipo de papel fornecido, mais
especificamente o quadriculado e o pontilhado; o preenchimento da figura é hachurado com
malha visivel; as questdes assumem carater tipico, em contexto intramatematico.

Outro ponto consiste no fato de querermos analisar como 0s alunos lidam com as
diferentes situacdes que ddo sentido a area no caso dos paralelogramos, com énfase nos
procedimentos de resolucdo, e sabemos que uma parte dos erros dos alunos € relativa a
questdo das unidades de medida. Por isso decidimos que todas serdo dadas em centimetros.
Acreditamos que o fato de utilizarmos questdes em malhas de um centimetro e de meio
centimetro ndo se trate de uma mudanca de unidade, pois ndo é necessario que o aluno faca
conversdes para comparar as areas. No entanto, sabemos que erros na utilizacdo das unidades
poderdo surgir, tais como, confusdo entre as unidades de medida de comprimento e as
unidades para expressar area de uma figura, utilizacdo inadequada e/ou omissao.

Por sabermos que uma fonte de erros dos alunos na resolucao de problemas de area é
relativa ao calculo com numeros decimais, o dominio numérico dos dados e dos resultados
ficara restrito aos nimeros inteiros, com excecdo de uma tarefa que envolve a diagonal do
guadrado (pode usar nimero irracional) e de outra que possui nimeros racionais nas medidas,
porém, nesta Ultima, tais dados sdo dispensaveis para o célculo da &rea. Dessa forma,
diminuiremos do nosso campo de analise a questdo da conversdo de unidades de medida e do
calculo numérico. Apesar disso, € possivel que alguns alunos cometam erros relacionados

com o uso inadequado e/ou com a auséncia de unidades, bem como na execucdo dos célculos.

1 0 quadro completo com todos os alunos e os respectivos critérios para entrevista encontra-se no Apéndice B
desta dissertacéo.
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No quadro a seguir, elencamos as variaveis com seus respectivos valores que
utilizaremos em nosso estudo para o teste como um todo. Cabe ressaltar que algumas podem
ndo aparecer nele por serem especificas de uma determinada questdo e, por esse motivo,
aparecerdo no quadro especifico de cada uma delas.

Quadro 2 — Sistematizacdo das variaveis didaticas e seus valores

Variaveis didéaticas e seus valores
Variaveis didaticas Valores
Quadrado, retangulo, losango, paralelogramo
Tipos de figuras ndo retangulo e nao losango, trapézio,
trapezoide, triangulo e hexagono ndo convexo
Posicdo da figura Prototipica ou ndo prototipica
Tipo de papel Branco, pontilhado ou quadriculado
Tipo de malha Quadriculada de 1cm ou de 0,5cm
Dados fornecidos Necessérios e suficientes ou extras
Calcular a area, comparar areas, produzir
Tipos de uso das formulas de area figuras em condigdes dadas e calcular
comprimentos que caracterizam a figura
Natureza das solugoes Numeérica, algébrica, geométrica ou escrita
Operacoes Adicdo, subtracdo, multiplicacéo, diviséo,
potenciacéo e radiciacdo
Posicdo relativa dos lados do Horizontal, vertical ou obliqua
paralelogramo ndo retangulo
Inclinacdo do paralelogramo néo retangulo Direita ou esquerda
Posicdo do lado tomado como base do Horizontal, vertical ou obliqua
paralelogramo ndo retangulo
Orientacdo do lado de maior comprimento
do paralelogramo néo retangulo e ndo Horizontal, vertical ou obliqua
losango
Posicédo da altura tragada do paralelogramo Interior ou exterior
ndo retangulo e ndo losango
Comprimento do lado tomado como base
do paralelogramo nao retangulo e ndo Maior ou menor
losango

Fonte: acervo da pesquisa

Como vemos no quadro acima, as oito primeiras variaveis didaticas correspondem as
figuras de um modo geral (tipos de figura, posicdo da figura, tipo de papel, tipo de malha,
dados fornecidos, tipos de uso das formulas de area, natura das solucfes e operacdes). As trés
penultimas estdo relacionadas com o paralelogramo néo retangulo (posicgéo relativa dos lados,

inclinagéo e posicéo do lado tomado como base). E as trés ultimas com o paralelogramo néo
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retdngulo e ndo losango (orientacdo do lado de maior comprimento, posic¢do da altura tracada
e comprimento do lado tomado como base).

Em relacgdo as variaveis didaticas das figuras gerais observamos que: em tipo de figura
e os valores que assume, podemos verificar se existem diferencas marcantes no tratamento
dado a cada uma delas, principalmente nos paralelogramos (quadrado, retangulos, losangos e
paralelogramos néo retangulo e ndo losango); quanto a posicao da figura, ela pode nos ajudar
a verificar, casos existam, dificuldades quando aparecem em um modo ndo habitual. Vimos
em nossa revisdo que alunos e professores afirmam que a figura passa a ser outra quando
muda de posicdo; o tipo de papel em que as figuras aparecerdo pode contribuir para
identificacdo de algumas propriedades delas; as malhas de 1 centimetro e de 0,5 centimetro de
comprimento do lado de cada quadradinho podem fornecer aspectos pertinentes para
identificacdo de concepcdes numéricas e geométricas; a utilizacdo dos dados fornecidos
possibilita ver aspectos ja discutidos em pesquisas anteriores referentes ao contrato didatico
no sentido de fazer célculos de diversas maneiras de modo que se utilize todos os dados da
questdo; embora tenhamos a variavel didatica tipos de uso das formulas de area, ressaltamos
que outros procedimentos podem fazer como que o aluno obtenha éxito sem que seja
necessario utiliza-la; a natureza das solugdes possibilita verificar os procedimentos adotados
pelos alunos, com mais énfase nas situacGes em que eles ndo sdo numéricos nem algébricos,
podendo-se ou ndo utilizar as operagdes.

Quanto ao paralelogramo ndo retangulo, temos: queremos verificar se o fato de mudar
a inclinacdo interfere na classificacdo por parte dos participantes; as variaveis da posicao
relativa dos lados e da posicdo do lado tomado como base visam compreender qual a ideia de
base para os alunos.

No que se refere as variaveis didaticas ligadas ao paralelogramo néo retangulo e néo
losango: a orientacdo do lado de maior comprimento pode influenciar na ideia de base; quanto
a posicao da altura tracada, acreditamos que nos leva a verificar algumas propriedades do
paralelogramo, como a invariancia da &rea em relagéo ao lado tomado por base, conduzindo-
os a identificacdo da altura relativa a este lado; o comprimento do lado tomado como base
pode revelar se os alunos consideram o maior, como apontamos na revisdo de literatura.

De modo geral, supomos que entrard em jogo com muito mais forca a questdo das
imbricacGes entre os campos conceituais das grandezas e medidas e o da geometria, pois a
forca do campo numérico é diminuida e também n&o focaremos a questdo da variagéo,

referente ao campo funcional. Cabe ressaltar que ao mencionarmos a possibilidade de haver



68

uma imbricacdo maior entre determinados campos conceituais, ndo estamos descartando a
possibilidade de presenca dos demais, uma vez que ja foi mostrado por Teles (2007) que eles
estdo fortemente imbricados em problemas envolvendo formulas de rea de figuras planas.

Na secdo seguinte aproveitaremos a andlise a priori do teste para exemplificar essas
variaveis didaticas, destacando que uma Unica tarefa pode contemplar diversas variaveis e

também varios valores.

3.2 DESCRICAO E ANALISE A PRIORI DO TESTE

Esta parte do projeto € dedicada a apresentacdo, justificativa e descricdo das questdes
do teste, as variaveis didaticas e os valores que assumem, as possiveis respostas certas
esperadas e os procedimentos de resolucdo corretos ou errdneos esperados, uma vez que
pretendemos antecipar, a luz da Teoria dos Campos Conceituais, 0 que pode ser observado e
interpretado.

O teste como um todo € composto por quatro questdes, contemplando vinte e um itens,

como segue abaixo:

Quadro 3 — Quantificacdo dos itens do teste

Quesitos Tarefas Itens
1° Identificacdo de paralelogramos 4
20 Comparacéo de areas 6
3° Medida de éareas 8
40 Producdo de figuras com area igual a de uma figura dada 3

Fonte: acervo da pesquisa
Todas as figuras do teste encontram-se em verdadeira grandeza, ou seja, em seu
tamanho real. Nas que estdo em papel pontilhado, os pontos consecutivos tém um centimetro
de distancia.

Vejamos detalhadamente cada uma delas:




Questdo 1: Entre as figuras abaixo, assinale o(s) paralelogramo(s).

C()
A() ..
D() E()
F()
G()
K() L()
0 \ | \
N()
o()
M() ..

Qual(is) das figuras acima é(sdo) quadrado(s)?

69

Qual(is) das figuras acima é(sao) retangulo(s)?

Qual(is) das figuras acima é(sdo) losango(s)?
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Esta questdo possui quatro itens de identificacdo de figuras visualmente, incluindo
implicitamente tarefas de classificacdo e reconhecimento. Trata-se de assinalar, em meio a
diversas figuras, quais sdo paralelogramos e depois listar quais os quadrados, os retangulos e
0s losangos.

O interesse por essa atividade justifica-se pelo fato de podermos observar quais figuras
sdo consideradas paralelogramos pelos alunos e também verificar se consideram as relacdes
de incluséo entre eles (o quadrado € retdngulo e losango a0 mesmo tempo e, estes dois
ultimos, séo paralelogramos). Nao estamos analisando propriedades, apenas o reconhecimento
da figura que contribui para a identificacdo de elementos geométricos necessarios ao calculo
da area e também a aplicacdo correta da formula. Nesse sentido, consideramos importante a
inclusdo de questdes que envolvam a identificacdo, pois elas trazem implicacdes sobre o
calculo da &rea, o uso da formula e na maneira como os alunos lidam com os paralelogramos
em suas diferentes representacdes. O tipo de papel presente na questdo é o pontilhado, pois
acreditamos que contribua para a sua identificacdo, uma vez que ficam mais evidentes
aspectos caracteristicos de cada uma delas.

Em relacdo ao tipo de figura, quanto a quantidade de lados, duas das 15 figuras ndo
sdo quadrilateros (B e H), sendo que (B) trata-se de um tridngulo isosceles e (H) é a Unica
figura ndo convexa, possuindo os lados dois a dois paralelos. Dos 13 quadrilateros, hd um néo
notavel, o trapezoide (K), dois trapézios (C e J), sendo que (C) trata-se de um trapézio
1sésceles em que a base maior esta “embaixo” e no caso de (J) temos um trapézio retangulo

com as bhases verticais.

Quadro 4 — Sistematizacdo dos quadrilateros e ndo quadrilateros

Quadrilateros N&o guadrilateros
Paralelogramos Né&o paralelogramos Triangulo Hexagono
Trapézios N&o trapézios
A D EFG,IL, M, B H
N, O C,J K

Fonte: acervo da pesquisa
Ha 10 paralelogramos: (A e M) sdo quadrados, sendo que (M) possui os lados
obliquos em relagdo ao plano, (E e N) sdo retangulos ndo quadrados, com (N) também
possuindo os lados obliquos, e (G e O) sdo losangos ndo quadrados, o primeiro é 0 que mais
se aproxima do modelo prototipico e outro com um lado apoiado na horizontal. As figuras (A

e E) estdo em posicdes a priori prototipicas, o retangulo (E) e o quadrado (A) tém seus lados
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na posicao horizontal-vertical. Temos quatro paralelogramos que nao sdo nem retangulos nem
losangos (D, F, | e L) — nesse caso (F) é o mais encaixado no modelo prototipico; (L) esta
inclinado para a esquerda, mas tem o lado de maior comprimento na horizontal; (D) tem o
lado de maior comprimento na vertical e (1) na posic¢éo obliqua.

Quadro 5 — Sistematizacao dos paralelogramos

Paralelogramos

Paralelogramos néo
Retangulos Losangos retangulos e ndo
losangos
Né&o quadrados Quadrados Né&o quadrados
E,N A M G, 0 D,FIL

Fonte: acervo da pesquisa
As variaveis didaticas presentes nessa questdo e seus respectivos valores sdo
apresentadas no quadro a seguir:

Quadro 6 — Variaveis didaticas da 12 questdo

Variaveis Valores Figuras
Quadrado A M
Retangulo A E,M N
Losango A G MO
Paralelogramo néo retangulo D,F 1L
Tipos de figura e ndo losango
Triangulo B
Trapézio CJ
Trapezoide K
Hexagono ndo convexo H
Posicédo da figura Prototipica A B, C E F,
Né&o prototipica D,G H,IJ KL MN,O
Posicéo relativa dos lados Horizontal F,L,O
do paralelogramo néo Vertical D
retangulo Obliqua I
Inclinagéo do Direita F. 1,0
paralelogramo néo Esquerda L
retangulo
Orientacéo do lado de Horizontal F, L
maior comprimento do Vertical D
paralelogramo néo
retangulo e ndo losango Obliqua I

Fonte: acervo da pesquisa
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Como resposta correta, esperamos que eles identifiqguem as figuras (A, D, E, F, G, |, L,

M, N e O) como sendo paralelogramos, conforme veremos abaixo™?:

Figura 22 — Todos os paralelogramos da 12 primeira questdo

AR

L ()

M (x)

Fonte: acervo da pesquisa
Porém, outras respostas poderdo conduzir ao que consideramos acerto parcial, tais
como assinalar:
- Todos os quadrilateros (A, C, D, E, F, G, I, J, K, L, M, N, e O), pois todos os
paralelogramos sdo quadrilateros, mas nem todo quadrilatero é paralelogramo, como é o caso
das figuras (C, J e K);

Figura 23 — Quadrilateros que ndo sdo paralelogramos da 1% questéo

Fonte: acervo da pesquisa
- S0 os paralelogramos néo retangulos e ndo losangos (D, F, I e L);

12 As figuras apresentadas aqui, referentes aos recortes de todas as questdes, foram reduzidas por serem apenas

para ilustracdo, ajudar na argumentacdo e facilitar ao leitor. Elas permanecem em verdadeira grandeza apenas
nas questdes completas e no Apéndice A.
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Figura 24 — Paralelogramos néo retangulos e nao losangos da 12 questao

13
F(X)/ /

Fonte: acervo da pesquisa

L (3

D (X

- Apenas os paralelogramos em posi¢éo prototipica (F).

Figura 25 — Paralelogramo em posi¢éo prototipica da 12 questdo

F(X:)/. o /

Fonte: acervo da pesquisa

A influéncia da posicao das figuras pode conduzir os alunos a descartarem as que nao
estdo em posicdo habitual, como vimos em Passos (2000), Menegotto e Lara (2011), Diniz
(2013), Costa e Camara dos Santos (2015).

- Figuras que possuem lados dois a dois paralelos (A, D, E, F, G, H, I, L, M, N e O). Nesse

caso a figura (H) também seria marcada, mesmo néo sendo paralelogramo;

Figura 26 — Figura com lados dois a dois paralelos da 12 questéo

"

Fonte: acervo da pesquisa

- Figuras que tém pelo menos um par de lados paralelos (A, C, D, E, F, G, H, I,J, L, M, N e
0). Obedecendo a esse critério, além dos paralelogramos, seriam assinalados os trapézios (C e
J) e 0 hexagono (H), que nédo sdo paralelogramos.

Figura 27 — Figuras com pelo menos um par de lados paralelos que nédo sdo paralelogramos da 12
questdo

c X 10 H (9

Fonte: acervo da pesquisa
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Como erro, eles poderiam assinalar apenas os trapézios (C e J), ou seja, aquela em
que confundem paralelogramos e trapézios, conforme observamos nas pesquisas de Pirola et
al. (2004), Mesquita et al. (2013), Teles (2007) e Costa (2016).

Figura 28 — Trapézios da 12 questdo

C(X) J(X)

Fonte: acervo da pesquisa
Algumas pesquisas tais como a de Baltar (1996), Santos (2005) entre outras, apontam
gue os alunos tendem a considerar o paralelogramo como retangulo deformado, fator que

possivelmente os levaria a assinalar os retdngulos ndo quadrados.

Figura 29 — Retangulos ndo quadrados da 12 questdo

EX

Fonte: acervo da pesquisa
Em relacdo a identificacdo de quadrados, temos duas possibilidades: a correta que

seria classificar todos os quadrados, ou seja, as figuras (A e M).

Figura 30 — Quadrados da 12 questéo

.

A (X) . M (X)

Fonte: acervo da pesquisa
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A outra seria considerar apenas o quadrado prototipico da figura (A), que conduziria a

um acerto parcial.

Figura 31 — Quadrado em posicao prototipica da 12 questdo

A (X) .

Fonte: acervo da pesquisa
Alguns erros podem estar relacionados a conceitos em agdo nédo pertinentes, tais como
0 quadrado é uma figura que possui quatro lados de mesma medida e, nesse caso, 0s alunos

poderiam citar também os losangos ndo quadrados (G e O).

Figura 32 — Losangos ndo guadrados da 12 questdo

G

Fonte: acervo da pesquisa
Também poderiam considerar que retangulos sdo quadrados e assinalar os retangulos
nédo quadrados (E e N), conforme apresentado na figura 29.
As possiveis respostas relacionadas a classificacdo de retangulos podem incluir:

- Todos os retangulos (A, E, M e N), que conduz a resposta correta esperada;

Figura 33 — Todos os retangulos da 12 questao

NG

E(X

A . . . M (X)

Fonte: acervo da pesquisa

- Apenas os retangulos ndo quadrados (E e N), ver figura 29;
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- S0 o retangulo em posicéo prototipica (E);

Figura 34 — Retangulo prototipico da 12 questdo

E(X

Fonte: acervo da pesquisa
Para o losango temos opcdes de respostas semelhantes as do retangulo:

- Todos os losangos (A, G, M e O), resposta correta;

Figura 35 — Todos os losangos da 12 quest&o

A(X) . G (¥ M (¥

Fonte: acervo da pesquisa

- S6 os losangos ndo quadrados (G e O), ver figura 32;
- Apenas o losango em uma posicao que se aproxima da prototipica (G);

Figura 36 — Losango em posigdo proxima a prototipica da 12 questdo

. . .

G

Fonte: acervo da pesquisa

Vejamos a segunda questao:



Questdo 2: Observe as figuras abaixo:
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Assinale (V) para verdadeiro ou (F) para falso nas seguintes afirmac6es. Explique como vocé

pensoul.

( ) Asfiguras A e B possuem mesma area.

Explicagéo:

() As figuras A e G possuem mesma area.

Explicacao:

() As figuras A e C possuem mesma area.

Explicacao:

() As figuras E e F possuem mesma area.
Explicacao:

( ) As figuras F e H possuem mesma area.
Explicacao:

( ) As figuras A e D possuem mesma area.

Explicagéo:

Esta € uma situacdo de comparacdo de areas na qual os dados numéricos ndo séo

fornecidos. Pretendemos enfatizar a relacdo de equivaléncia (ter mesma area). Optamos por

esta questdo porque usar malhas diferentes e comparar nelas tem a ver com verificar se o

aluno mobiliza uma concepcdo numérica e, ao fazer isto, ele desconsidera a necessidade que

existe de s6 poder comparar as medidas quando estdo com a mesma unidade. Nesse sentido, 0

aluno devera julgar seis afirmacfes ao comparar as areas dessas figuras, sendo trés

comparacfes na mesma malha (A e G), (A e C) e (F e H) e trés em malhas diferentes (A e B),
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(E eF)e (AeD). As comparacdes (A e G) e (A e C) sdo na malha de um centimetro. A
comparacéo (F e H) sdo na malha de meio centimetro. As demais sao em malhas diferentes.
As figuras que estdo na malha quadriculada de um centimetro possuem as seguintes
caracteristicas: as figuras (A e G) tém éreas de 8 cm? cada, sendo a primeira um retangulo
prototipico e a segunda um quadrado em posi¢do ndo prototipica; as figuras (C e E) ambas
possuem areas de 4 cm?, sendo a (C) um losango prototipico e a outra um paralelogramo nio

retdngulo e ndo losango com inclinacdo para a direita

Figura 37a — Figuras (A e G) da 22 questéo Figuras 37b — Figuras (C e E) da 22 quest&o

/Y

A G| Cc

Fonte: acervo da pesquisa
Em relacdo as figuras que estdo na malha de meio centimetro, temos: a figura (B) é um
retingulo em posicdo prototipica que possui area de 2 cm?® a (D) trata-se de um
paralelogramo néo retangulo e ndo losango prototipico e tem uma area de 8 cm?; as figuras (F
e H) possuem &reas iguais a 4 cm? cada, em que a primeira é um retangulo néo prototipico e a
segunda um quadrado prototipico.
Figura 38 — Figuras (B, D, F e H) da 22 questao

EREN

B D F H

Fonte: acervo da pesquisa

As variaveis didaticas e seus respectivos valores sdo explicitadas no quadro a seguir:



Quadro 7 — Variaveis didaticas da 22 questao
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Variaveis Valores Figuras
Quadrado G,H
Tipos de figura Retangulo ABFGH
Losango C,GH
Paralelogramo néo retangulo e nédo losango D, E
Todos os lados da figura “seguem a A B FH
Posicdo relativa das figuras malha”
¢ g Algum (s) lado (s) da figura “seguem a
em relacdo a malha malha” e ha pelo menos um lado que ¢é
. N ~ D E
diagonal de um retangulo ndo quadrado
Nenhum dos lados da figura “segue a CG
malha”
Prototipica AB,CDH
Posicéo da figura N&o prototipica E,F,G
1cm A, CEG
Tipo de malha 0,5cm B,D,F,H
Tipos de uso das férmulas de Calcular areas Todas
area Comparar areas
Adicéo Todas
Subtracéo C,D,E G
Operac0es Multiplicacéo Todas
Divisdo C,G
Posicdo relativa dos lados do Horizontal D, E
paralelogramo nao retangulo Vertical -
Obliqua -
Inclinacdo do paralelogramo Direita D, E
néo retangulo Esquerda -
Posicdo do lado tomado como Horizontal D, E
base no paralelogramo néo Vertical -
retangulo Obliqua -
Orientacéo do lado de maior Horizontal D
comprimento no Vertical -
paralelogramo nao retangulo Obliqua E
e ndo losango
Comprimento do lado tomado Maior D
como base no paralelogramo Menor E

ndo retangulo e ndo losango

Fonte: acervo da pesquisa
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A malha de um centimetro possui cada quadradinho medindo 1 cm de lado. Na outra,
cada quadradinho mede 0,5 cm de lado.

Os procedimentos para comparacdo podem depender dos materiais utilizados.
Ressaltamos que foram disponibilizados para todas as questdes papel quadriculado em que
cada quadradinho mede um centimetro de lado, pontilhado, no qual os pontos consecutivos
possuem um centimetro de distancia e régua graduada.

As respostas corretas esperadas seriam aquelas em que o aluno assinala (V) verdadeiro
nas afirmacdes que apontam as figuras (A e G), (E e F), (F e H), e (A e D) como tendo mesma
area. Nas demais afirmacGes deve assinalar (F) falso, ou seja, as figuras (A e B) e (A e C) ndo
possuem mesma area. Acreditamos que as explicacbes de como o aluno pensou podem
fornecer elementos importantes para identificarmos os invariantes operatérios mobilizados ao
realizar as comparagdes, embora saibamos que os explicitados nas respostas podem né&o ser 0s
unicos utilizados para aquela resolucéo.

Ao comparar as areas das figuras (A e B), se 0 aluno toma o quadrado da malha como
superficie unitaria, ele vai ter medida 8 nos dois casos e, se desconsiderar que as unidades sdo
diferentes, dird que possuem mesma area. Em outras palavras, se o aluno leva em
consideracdo o aspecto numérico ira dizer que as areas sdo iguais, pois elas ttm a mesma
guantidade de quadradinhos (8). Se leva em conta o0 aspecto geométrico, podera também
considerar que tenham mesma area por serem retangulos semelhantes. Caso ele considere o

espaco ocupado ou que as unidades sdo diferentes, vera que possuem areas distintas.
Figura 39 — Comparacéo (A e B) da 22 questdo

EREN

A B

Fonte: acervo da pesquisa
Na comparacgéo (A e G), ver figura 37a, o fato de serem figuras em representacdes e
posicdes diferentes pode conduzir o aluno a falar que ndo possuem mesma area. Neste caso,
interpretamos que ele mobiliza uma concepgdo geométrica ou o teorema em acao falso:
superficies diferentes devem necessariamente ter areas diferentes, como apresentado em nossa

fundamentacdo teorica.
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Se o0 aluno utilizar a férmula para comparar as areas das figuras (A e C) podera dizer
que elas tém areas iguais, pois sabemos que podem cometer erros no uso da formula de area
do losango, tais como multiplicar a medida das diagonais e ndo dividir por dois.

Figura 40 — Comparacéo (A e C) da 22 questdo

A ' C
Fonte: acervo da pesquisa

Em relacdo as figuras (E e F), é possivel realizar uma decomposicdo e recomposi¢cao
que transforma uma figura na outra e, portanto, elas possuem mesma area. Outra observagéo
possivel € que quatro quadradinhos da malha cujo comprimento do lado € de 0,5 cm
equivalem a um quadradinho da malha que mede 1 cm de lado. Assim, 4 quadradinhos da
primeira malha correspondem a 16 quadradinhos da segunda. 4 e 16 sdo numericamente
diferentes, mas ao considerar os pares nimero-unidade, percebemos que as areas dessas duas
figuras sdo iguais. Se fosse considerado o aspecto numérico e desprezada a diferenca entre as
unidades, os sujeitos poderiam falar que possuem areas diferentes porque 0s nimeros ndo sao
iguais (4 # 16). Ao se fazer isso, podem ocorrer erros de célculo numérico, extensdo indevida
ou uso incorreto de formulas, ndo consideracdo do espaco ocupado, ou seja, procedimentos
que ddo indicios da mobilizacdo de uma concepcdo numérica de area, como vimos Nnos
estudos de Barros (2006), Teles (2007), Ferreira (2010), Pessoa (2010), Santos (2010), Paula
(2011), Silva (2011), Santos (2015) e Silva (2016).

Figura 41 — Comparacéo (E e F) da 22 questao

E F

Fonte: acervo da pesquisa
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Na comparacdo (F e H) o aluno tera sucesso ao contar os quadradinhos, ao usar a
formula, ao fazer decomposicdo e recomposicdo e, mesmo diante dessa variedade de
procedimentos que conduzem a resposta correta, podera cometer erros relacionados a uma
concepgdo geométrica, no sentido de que a mais “comprida” ou a mais “larga” tem maior

area, ou se mobilizar o teorema em acdo errdneo: figuras de mesma area séo idénticas.

Figura 42 — Comparacao (F e H) da 22 questdo

F H

Fonte: acervo da pesquisa
A comparacéo (A e D) numericamente sdo diferentes com unidades também distintas,
mas a decomposicdo classica do paralelogramo em retangulo conduz a resposta correta.

Figura 43 — Comparacéo (A e D) da 22 questdo

A D

Fonte: acervo da pesquisa

Vejamos a questdo de nimero 3:
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uestdo 3: Calcule a area das figuras abaixo:

5cm

7cm

b)

5cm

a)

9cm

L]

_2em

5cm

d)

6cm
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7cm

5cm

3cm

55cm

L]

[]

1cm

h)

e)
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Nesta questdo temos uma situacdo de medida de area, na qual entra em jogo o quadro
algébrico funcional, a area como uma grandeza bidimensional em relacdo ao comprimento e o
uso de formulas para cada figura. Poderemos averiguar se ha diferencas marcantes no
tratamento dado a cada tipo de paralelogramo no que se refere a identificacdo dos elementos
geomeétricos para o calculo da area, pois, como ja mencionado, temos quatro classes de figuras
(quadrado, retangulo, losango e paralelogramo ndo retangulo e ndo losango) que estdo
incluidas em uma mesma classe de figuras (paralelogramo), mas que possuem férmulas
distintas.

As figuras dos itens (a), (b) e (c) podem ser consideradas como em posi¢des
prototipicas, com (c) sendo a Unica das trés a possuir dados desnecessarios. No (a) tem-se um
quadrado com lados horizontal-vertical medindo 5 cm e 4rea 25 cm?; (b) é um paralelogramo
ndo retangulo e ndo losango, com o lado de maior comprimento na horizontal, altura interna e
inclinagéo para a direita, cujo lado tomado como base mede 7 cm e a altura relativa a ele tem
3 cm, correspondendo a uma &rea de 21 cm?. No item (c) tem um losango parecendo “um
baldo” como 0 habitual, contendo dados extras para o calculo da area, com a diagonal maior
na vertical medindo 8 cm e a menor na horizontal com 6 cm, e uma éarea de 24 cm?.

Figura 44 — Figuras em posi¢do prototipica da 3% questdo

Fonte: acervo da pesquisa
Em relacdo as figuras que estdo em posicédo ndo prototipica, temos os itens (d), (e), (f),
(9) e (h): no (d) temos um paralelogramo n&o retangulo e ndo losango, com o lado de maior
comprimento na posicao vertical, altura interna e com dados extras para o célculo, de base 9
cm e altura relativa a ela de 2 cm, dando érea igual a 18 cm?; o item (e) contém um retangulo
que se aproxima do modelo prototipico, porém o lado de maior comprimento esta na vertical
medindo 5 cm, a outra dimensdo é 1 cm e a area é 5 cm? a figura do item (f) é um

paralelogramo ndo retangulo e ndo losango em posi¢do ndo prototipica, com o lado de maior
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comprimento na posi¢do obliqua, inclinagdo para a direita, com dados extras, altura externa
medindo 6 cm e base 3 cm, de area 18 cm? na figura do item (g) temos um quadrado ndo
prototipico contendo apenas a medida da diagonal que é de 4 cm e sua area é de 8 cm?; o item
(h) traz um retangulo ndo prototipico, pois seus lados estdo em posi¢do obliqua, no qual
fornecemos comprimentos em posi¢do horizontal-vertical e verificaremos se os alunos irdo
mobilizar corretamente a férmula para o célculo da sua area, para o qual devem ser
considerados os comprimentos 5 cm e 3 cm para se obter uma area de 15 cm?.

Figura 45 — Figuras ndo prototipicas da 32 questao

9cm

16cm

d) e)

Fonte: acervo da pesquisa

Ao fornecermos dados extras em algumas questdes temos a intencao de verificar se o
aluno utilizard& um outro procedimento. Por exemplo, os itens (d) e (f) podem levar a
mobilizacdo do teorema em acéo falso de que a area de um paralelogramo é dada pelo produto
dos comprimentos dos seus lados, conforme apontado por Baltar (1996).

Tanto para as figuras em posicdo prototipica quanto para as que ndo estdo nesta
posicao, ja explicamos na secdo dedicada a elas, quais formulas sdo geralmente utilizadas no
ensino, bem como o que pode ser feito para calcular a area em cada caso. Ressaltamos que 0s
calculos numéricos a serem realizados sdo relativamente simples, pois o foco maior é no
calculo relacional.

As variaveis consideradas e seus respectivos valores sdo apresentados abaixo:



Quadro 8 — Variaveis didaticas da 3% questao
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Variaveis Valores Figuras
Quadrado A G
Tipos de figura Retangulo AEGH
Losango ACG
Paralelogramo néo retangulo B,D,F
e ndo losango
Posicédo da figura Prototipica A B, C
N&o prototipica D,E F G H
Dados fornecidos Necessérios e suficientes A B, E G
Extras C,D,FH
Tipos de uso das formulas Calcular a area Todas
de area Calcular comprimentos que G
caracterizam a figura
Adicéo G
Multiplicacéo Todas
Operacodes Divisdo C
Potenciagdo A, G
Radicia¢ao G
Posicéo relativa dos lados Horizontal B, F
do paralelogramo néo Vertical D
retangulo Obliqua -
Inclinagéo do Direita B, F
paralelogramo nao
retangulo Esquerda D
Posicédo do lado tomado Horizontal B, F
como base do Vertical D
paralelogramo néo
retangulo Obliqua -
Orientacéo do lado de Horizontal B
maior comprimento do Vertical D
paralelogramo néo
retangulo e ndo losango Obliqua F
Posicédo da altura tragcada Interior B, D
do paralelogramo néo Exterior F
retangulo e ndo losango
Comprimento do lado Maior B,D
tomado como base do
paralelogramo n&o Menor F
retangulo e ndo losango

Fonte: acervo da pesquisa

Entre os procedimentos que poderdo ser utilizados nessa questdo e considerados

satisfatorios, destacamos a utilizacdo adequada da formula bem como a escolha correta dos

dados.
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Os itens (a), (b), (e) e (g) ndo tém dados extras. Com excecao deste Ultimo, nos demais
a aplicacéo direta da férmula para o calculo da area resolve o problema.

No item (g) é dado apenas o comprimento da diagonal do quadrado. Para resolver
essa tarefa, o aluno pode: considerar que todo quadrado é losango e aplicar a formula para o
calculo da area do losango; decompor o quadrado e recompor em um retangulo de dimens@es
2 cm por 4 cm; aplicar a férmula da diagonal de um quadrado ou utilizar o Teorema de
Pitagoras para encontrar o comprimento do lado. Um procedimento que conduz ao erro é
tentar medir os comprimentos dos lados, pois encontrara, dependendo da imprecisdo do
instrumento utilizado, um numero préximo de trés e talvez queira arredondar para trés, o que
implicaria na medida da area aumentar de oito para nove. Se caso o0 aluno faca a soma da
medida do comprimento das diagonais encontrara o nimero oito que corresponde a medida da
area, que poderd ser considerado correto se estiver com a unidade de medida adequada,
embora consideremos este procedimento como inadequado.

O aluno que medir o comprimento do lado desse quadrado encontrard, considerando a
imprecisdo do instrumento utilizado, 2,8 cm, que corresponde a uma &rea de 7,84 cm?. Este
procedimento sera considerado como acerto parcial, pois, levando em consideracao a intencdo
da pesquisa, deveria ser considerado o quadrado como losango ou retangulo e feito os
procedimentos descritos anteriormente, obtendo-se a resposta correta. Quem responder que 0
quadrado possui 9 cm? ser& considerado como erro. Ressaltamos que deveriamos ter fornecido
também a outra diagonal com seu comprimento para garantir que a figura é um quadrado.

Figura 46 — Item (g) da 3?2 questéo

[{)=]

)

Fonte: acervo da pesquisa
Nos itens (c), (d), (f) e (h) é preciso decidir quais dados serdo utilizados para o calculo
da area. Vimos na parte tedrica que uma das regras do contrato didatico consiste em usar
todos os dados fornecidos na questdo, no qual os alunos procuram fazer célculos de diferentes

maneiras utilizando-os.
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Como procedimentos corretos para o item (c), o aluno pode: aplicar diretamente a
formula utilizando os comprimentos das diagonais; dividir em quatro triangulos retangulos
congruentes, calcular a area individual de cada tridngulo e multiplicar por quatro; decompor a
figura e recompor em retangulos de comprimentos 6 cm e 4 cm ou 8 cm e 3 cm.

Figura 47 — Item (c) da 32 questéo

Fonte: acervo da pesquisa
Em relagdo aos paralelogramos nédo retangulos e ndo losangos, a dificuldade maior
concentra-se nos itens (d) e (f), pois o lado de maior comprimento n&o se encontra na posi¢ao
horizontal. Outro fator é a escolha da altura em relacdo ao lado tomado como base. De acordo
com Baltar (1996), poderdo considerar a area do paralelogramo como o produto das medidas

de seus lados, como ja citado anteriormente.
Figura 48 — Itens (d) e (f) da 32 questao

9cm

d) N

Fonte: acervo da pesquisa
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A confusdo entre os conceitos de area e perimetro, isto ¢, adicionar os comprimentos
dos lados — erro de célculo relacional — pode ocorrer em todas as figuras. Consideramos
também, como relatado por Santos (2005), a possibilidade de que alguns alunos fagam a soma
de todos os dados numéricos fornecidos ou os multipliqguem ou facam alguma combinacdo de
operacfes numeéricas, nas quais todos os dados sejam utilizados. Interpretamos esse tipo de
resposta como consequéncia de clausulas do contrato didatico.

Por fim, a dificuldade do item (h) consiste na identificacdo dos dados necessarios e
suficientes para o célculo da area, considerando que possui dados extras e a figura ndo estd em
sua posicao habitual. Se o aluno relaciona a base com a ideia de “chdo”, pode considerar
erroneamente 5,5 cm como sendo a base da figura e calcular a area.

Figura 49 — Item (h) da 3?2 questéo

5.8cm

Fonte: acervo da pesquisa

Embora tenhamos o cuidado de ndo sair do campo dos inteiros para evitar possiveis
erros no calculo numérico, nesses dois Ultimos itens da questdo 3, ver figuras 46 e 49, podem
ocorrer casos em que aparecam respostas fora do campo numérico dos inteiros, envolvendo
nameros irracionais ou racionais, que serdo fatores desencadeados por erros no calculo
numérico ou confusdo na escolha dos dados, no caso do item (h). O calculo numérico
adequado seria o aluno fazer 5 cm x 3 cm = 15 cm® Porém, pode acontecer que fagam
inadequadamente: 5,5 cm x 5,8 cm = 31,9 cm?.

Do ponto de vista da algebra das grandezas que se refere ao tratamento dado aos
numeros e suas unidades nos calculos e nas respostas, algumas resoluces poderdao aparecer

como mostraremos nos exemplos abaixo:
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- multiplicar corretamente niimero e unidade de medida: 2 cm x 3 cm = 6 cm? (procedimento
correto e adequado). Neste caso, o aluno opera com grandezas (comprimento) e obtém
grandeza (area);
- multiplicar os nimeros e depois colocar a resposta: 2 x 3 = 6. Resposta: 6 cm?
(procedimento correto esperado). Aqui o aluno opera com ndmeros, obtém como resultados
nUmeros e depois da a resposta em grandeza. A diferenca em relacdo ao primeiro caso € que
existe apenas uma falta de controle progressivo no decorrer do processo da operagdo com as
grandezas em relacdo a operagdo com ndmeros;
- multiplicar os nimeros e acrescentar a unidade de medida: 2 x 3 = 6 cm? (procedimento
inadequado que conduz a um acerto parcial). Neste caso, embora o calculo numérico esteja
correto e a resposta seja dada utilizando uma unidade correta, ocorre um erro de sintaxe, pois
o aluno multiplica nimeros e obtém grandeza, ou seja, estd igualando um nimero a uma
grandeza (6 = 6 cm?).
Passemos para a quarta e ultima e questao:

Questdo 4: Observe a figura a seguir e faca o que se pede:

4cm 6 cm

a
9cm

a) Desenhe um retangulo R com area igual a da figura acima.
b) Desenhe um losango L com area igual a da figura acima.
c) Desenhe um quadrado Q com &rea igual & da figura acima.
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Temos nesta questdo™ tarefas de producéo de figuras com &rea igual & de uma figura
dada. Nosso interesse por ela consiste no fato de ser dado um paralelogramo néo retangulo e
ndo losango com dados numéricos extras, conduzindo o aluno decidir quais medidas
considerar para o calculo da area e quais serdo as dimensdes dos lados e/ou diagonais das
figuras produzidas para que atenda & condigdo dada. Vamos ao detalhamento das varidveis

didaticas e seus respectivos valores:

Quadro 9 — Variaveis didaticas da 4% questao

Variaveis Valores

Paralelogramo néo retangulo e néo losango

Tipos de figura Retangulo
Losango
Quadrado
Tipos de uso das formulas de area Calcular a area

Produzir figuras em condi¢des dadas

Fonte: acervo da pesquisa

A figura dada possui a altura interna, o lado de maior comprimento na posi¢ao
horizontal e é também o tomado por base, mas a inclinacdo é para a esquerda e possui dados
extras para o célculo da area.

Por se tratar de uma situacdo de producdo, vimos na literatura pesquisada que ela se

diferencia das anteriores por admitir varias respostas corretas para uma mesma situacao.
Como a area do paralelogramo dado é de 36 cm?, algumas possibilidades de respostas corretas
seriam o0 aluno desenhar:
- Retangulos de dimensfes: 2 cm x 18 cm; 3 cm x 12 cm; 4 cm x 9 cm; 1 cm x 36 cm (esta
ultima ndo pode estar em verdadeira grandeza devido a limitacdo da folha fornecida). Se o
aluno considerar que todo quadrado é retangulo, podera desenhar um quadrado com area igual
a do paralelogramo dado.

3 A malha quadriculada, em que o lado do quadrado elementar é de um centimetro, fornecida aos alunos nao foi
apenas a apresentada acima. O teste continha, além dessa, uma folha completa desse tipo de papel disponivel.
Embora a tenhamos fornecido, o aluno poderia produzir as figuras solicitadas em outro tipo de papel, como o
branco ou pontilhado. Cabe ressaltar que a escolha de usar malha de um centimetro induz a permanecer no
ambito dos inteiros, porém no ensino isso deve ser evitado.
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- Losangos de diagonais medindo: 3 cm x 24 cm; 4 cm x 18 cm; 6 cm x 12 cm; 8 cm x 9 cm;
2 cmx 36 cm; 1 cm x 72 cm (estas duas ultimas ndo podem estar em verdadeira grandeza no
papel fornecido). Assim como para o retangulo, o aluno poderd também fazer um quadrado
nesse item, considerando que todo quadrado é losango.

- Quadrado de lado medindo 6 cm.

Algumas dificuldades podem estar relacionadas a: identificacdo dos dados necessarios
e suficientes; ndo saber classificar as figuras e consequentemente confundi-las ou néo as
desenhar; confundir area com perimetro e produzir figuras com perimetro igual ao da figura
dada.

Poderiamos ainda ter a possibilidade de o aluno considerar o paralelogramo néo
prototipico como sendo um ndo paralelogramo, e produzir um paralelogramo prototipico
como uma das respostas da questdo, como vimos no estudo desenvolvido por Costa e Camara
dos Santos (2015) que os alunos consideraram o retdngulo ndo prototipico como sendo um
ndo retangulo.

Pesquisas como as de Pirola et al. (2004), Costa e Camara dos Santos (2015) revelam
dificuldades dos alunos em dar exemplos de paralelogramos. Outra possibilidade de
dificuldade seria em relacionar os comprimentos dos lados da figura e sua area na construgao
dos paralelogramos, e também em determinar a altura do paralelogramo, como apresentado na
pesquisa de Bernardes, Souza e Zandonade (2014).

Em relacdo a inclusdo de classes, quando apontamos como possibilidade de resposta
fazer quadrados ao ser solicitado a produzir retangulos e/ou losangos, nos apoiamos no fato de
gue a questdo pede retangulo e losango, sem especificar que eles devem ser retangulos nao
guadrados e losangos ndo quadrados. Porém um erro poderia surgir se caso o0 aluno considere
que todo quadrado é retangulo e losango, e todo retangulo e/ou losango é quadrado que, nesse
caso, ao ser solicitado a produzir quadrado, ele poderia fazer um retdngulo ndo quadrado e/ou
um losango ndo quadrado. Para tanto, é preciso considerar o que Machado (2012) aponta:
todo quadrado é um retdngulo e todo retdngulo € um paralelogramo, mas as relacdes
reciprocas ndo sdo verdadeiras. E também que todo quadrado é um losango, mas nem todo

losango é um quadrado.



95

4 ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Iniciaremos esta se¢cdo por uma analise mais numerica, pelo quantitativo de acertos
totais, acertos parciais, erros e auséncias de respostas. Para cada questdo do teste,
consideramos como acerto total a resolucdo correta da questdo e de todos os seus itens; o
acerto parcial é considerado quando ocorre a resolucdo correta de parte da questdo e/ou de
alguns de seus itens; consideramos como erro a resposta incorreta de toda a questdo; a
auséncia de resposta é considerada quando a questdo foi deixada em branco.

Nenhum dos 42 alunos teve acerto total em todas as questdes do teste. De acordo com
a Teoria dos Campos Conceituais, interpretamos que o repertorio de esquemas desses alunos
ndo esta plenamente construido para lidar com tais situagdes.

Vejamos o resultado quantitativo por questdes e itens individualizados.

Gréfico 1 — Resultado do teste por questdes
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Questdes

Fonte: dados da pesquisa

Acreditamos que o fato de a questdo de producdo (4%) admitir varias respostas corretas
para uma mesma situacdo tenha contribuido para que ela tivesse 0 maior nimero de acerto
total, embora também apresente a maior quantidade de erros. Na questdo de identificacdo (1%)
e na de medida (3% as dificuldades foram maiores (em ambas ha menos de um quarto de
acertos totais). Uma explicacdo possivel, conforme supusemos inicialmente, é que saber
identificar contribui para o célculo da area e, consequentemente, problemas na identificacdo
repercutem no calculo.

Notamos também um indice muito baixo de auséncia de respostas, o que tem relacdo
com a escolha de uma escola que tem um bom desempenho geral e indices elevados em

avaliacdes de larga escala, como vimos na parte metodoldgica deste trabalho.



96

4.1 COMO 0S PARTICIPANTES DA PESQUISA LIDAM COM A CLASSIFICACAO DE
PARALELOGRAMOS?

Dividimos a primeira questdo em quatro identificacfes: de paralelogramos, de
quadrados, de retangulos e de losangos. Em cada uma delas, o acerto total ocorre quando sao
identificadas apenas e corretamente todas as figuras solicitadas; o parcial quando sé&o
identificadas corretamente uma ou mais figuras, mas nao todas, ou, mesmo marcando todas,
s30 incluidas outras que ndo sio daquela classe; o erro™* acontece quando todas as figuras sdo
identificadas incorretamente; h& auséncia de respostas quando nenhuma figura é identificada.
Sua andlise é detalhada a seguir:

Gréfico 2 — Resultado do teste por identificacdo na 1% questao
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Fonte: dados da pesquisa

Como vemos, a identificacdo de paralelogramos foi a Unica a apresentar erro, ou seja,
nas figuras assinaladas pelo aluno, nenhum deles foi indicado, conforme veremos mais
adiante em seu protocolo. Todos identificaram os paralelogramos ndo retangulos e ndo
losangos em posi¢des prototipicas ou ndo, com exce¢do do que errou.

Os resultados apresentados no quadro acima corroboram com 0s apontados por Passos
(2000), Diniz (2013) e Tavares (2014) no que se refere a dificuldade na classificagdo dos
quadrilateros, especialmente paralelogramos e losangos, uma vez que estas figuras foram
fontes de menores indices de acertos totais, 45% e 36%, respectivamente. Percebemos que um

pouco mais da metade dos alunos (52%) obteve acerto parcial na identificacdo de

" E importante destacar que o erro é em relacdo & classificacio que adotamos, pois sabemos que outras
classificagOes existem no campo da matematica e também sdo consideradas corretas.
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paralelogramos, ou seja, cometeu algum erro ao deixar de assinalar alguns dos paralelogramos
e/ou incluiu outras figuras que ndo sdo paralelogramos, como apresentamos a seguir:

- considerou que o trapézio (C) é paralelogramo: B3;

- considerou que o hexagono (H) é paralelogramo: A8, A9, Al14, Al15, Al7, BS;

- considerou que o trapézio (C) e o hexagono (H) sdo paralelogramos: B21, B25;

- considerou que os trapézios (C e J) e o hexagono (H) séo paralelogramos: A4, A5;

- considerou que o trapézio (C) € paralelogramo e o losango (O) néo é: Al6;

- ndo considerou que os quadrados (A e M) e o retangulo ndo quadrado (N) séo
paralelogramos: B11,

- ndo considerou que os quadrados (A e M) e os retangulos ndo quadrados (E e N) séo
paralelogramos: A6, A12, B9, B24;

- ndo considerou que os quadrados (A e M), os retangulos ndo quadrados (E e N) e o losango
(G) sdo paralelogramos: B4, B5, B12, B14, B19.

Observamos que cerca de 27% dos alunos que obtiveram acertos parciais na
identificacdo de paralelogramos se deu pelo fato de assinalaram também o hexagono (H),
possivelmente por esta figura possuir lados paralelos dois a dois, como previsto em nossa
analise a priori. Algumas incoeréncias nessas respostas também sdo percebidas, tais como
incluir um trapézio e o outro ndo, assinalar um dos retangulos e ndo marcar o0 outro etc.

Figura' 50 — Acerto parcial na identificagio de paralelogramos na 12 questao

Fonte: Protocolo Al4

B As figuras apresentadas nesta se¢do foram reduzidas para melhor se adequarem ao texto.
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Na figura acima temos um exemplo no qual sdo marcados todos os paralelogramos
(inclusive os retangulos e losangos), mas o hexagono (H) também € assinalado como sendo
paralelogramo.

A identificacdo de paralelogramos foi a Unica a apresentar erro, ou seja, o aluno
identificou apenas os trapézios (C e J) e o trapezoide (K), conforme figura abaixo:

Figura 51 — Erro na identificacdo de paralelogramos na 12 questéo

Fonte: Protocolo B2

Inferimos que ele confunde paralelogramos e trapézios, conforme previsto em nossa
analise a priori e observado nas pesquisas de Pirola et al. (2004), Mesquita et al. (2013), Teles
(2007) e Costa (2016). Além disso, também considera o trapezoide como paralelogramo.

Em relacdo a identificacdo de quadrados, dos 42 alunos:

- todos identificaram os quadrados em posicao ndo prototipica;

- 34 consideraram que o quadrado é retangulo;

- 29 consideram que o quadrado é losango;

- 25 consideraram que o quadrado é retangulo e losango ao mesmo tempo;
- 31 consideraram que o quadrado é paralelogramo.

Os quadrados foram identificados corretamente pela maioria dos alunos, cerca de 95%
deles acertaram plenamente sua identificacdo, inclusive, marcando o quadrado em posicao
ndo prototipica. Os indices de acertos mais elevados na identificacdo de quadrados foram
também verificados por Diniz (2013). Vejamos um exemplo:
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Figura 52 — Extrato da resolugédo de um aluno referente ao acerto total na identificacéo de

guadrados

Fonte: Protocolo A8

Apesar de a maioria ter éxito na identificacdo de quadrados, dois alunos acertaram
parcialmente a questdo: o aluno A4 incluiu o losango ndo quadrado (G) e o aluno B19 os
retdngulos ndo quadrados (E e N), como sinalizado em nossa analise a priori.

Na identificacdo de retangulos, dos 42 alunos:

- todos identificaram o retdngulo ndo quadrado em posi¢do ndo prototipica;
- 1 considerou que retangulo ndo quadrado era quadrado;
- 32 consideraram que o retangulo é paralelogramo.

Em torno de 81% dos sujeitos da pesquisa tiveram acerto total na identificacdo de
retdngulos. Os oito sujeitos que tiveram acerto parcial deram exatamente a mesma resposta, a
qual consistiu em identificar apenas os retangulos ndo quadrados, fato também observado nas
pesquisas de Tavares (2014), Costa e Camara dos Santos (2015) e Costa (2016). Todos os
alunos marcaram corretamente o retdngulo ndo quadrado em posi¢do ndo prototipica, como ja
destacado anteriormente.

Figura 53 — Extrato da resolucdo de um aluno referente ao acerto parcial na identificacdo de
retangulos

Fonte: Protocolo A5

Sobre a identificacdo de losangos, dos 42 alunos:

- 23 identificaram os losangos ndo quadrados, tanto o que se aproxima da posicdo prototipica
(G) quanto o néo prototipico (O);

- 1 considerou que losango ndo quadrado era quadrado;

- apenas 1 ndo considerou que losango é paralelogramo.

Na identificacdo de losangos, assim como na pesquisa de Diniz (2013), observamos
mais dificuldades. Em trés casos, apenas o losango (G) foi identificado, sendo este o que mais
se aproxima do prototipico; trés sujeitos incluiram também os paralelogramos nédo retangulos
e ndo losangos (D, F, I e L) em vez de colocarem os quadrados (A e M), como mostra a figura

abaixo:
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Figura 54 — Extrato da resolucdo de um aluno referente ao acerto parcial na identificacdo de

losangos

Qualis) das figuras acima &(sto) losango(s? D) £ .6 T\ & O

Fonte: Protocolo B17

Percebemos que o aluno acima ndo considerou os quadrados na identificagdo dos
losangos e incluiu os paralelogramos nédo retangulos e ndo losangos. Vale ressaltar que seis
alunos consideraram apenas 0s losangos ndo quadrados como losango. Um aluno incluiu aos
losangos quadrados e ndo quadrados, o paralelogramo (L); outro incluiu aos losangos nédo
quadrados, o trapezoide (K) e o paralelogramo néo retangulo e ndo losango (L).

Dos 27 alunos que acertaram parcialmente a identificacdo de losangos, 13 ndo
marcaram o losango em posicdo ndo prototipica (O).

Os alunos entrevistados sobre essa questdo foram: A5, B6, B11 e B25, conforme
critérios abaixo:

Quadro 10 — Alunos e critérios para entrevista na 1% questao

Aluno Critério

Confirmar procedimento esperado na analise a priori da primeira questdo
A5 (paralelogramos como figuras que tém pelo menos um par de lados paralelos) e

confrontar com o aluno B11.

Confirmar propriedades do paralelogramo (apenas dois pares de lados paralelos)
B6 e a inclusdo de classes prevista na nossa analise a priori, ou seja, a resposta

correta esperada para essa primeira questdo e confrontar com aluno ficticio.

Confirmar procedimento esperado na andlise a priori da primeira questao,
B11l | embora a resposta dada esteja incompleta (paralelogramos como figuras que

possuem dois pares de lados paralelos) e confrontar com o aluno A5.

Entender como identificou as figuras na primeira questdo e como calculou a
area da figura dada na quarta questdo. Confrontar figuras desenhadas no quarto
(confuséo entre retangulo e paralelogramo néo retangulo, e quadrado e losango
B25 | ndo quadrado com medidas dos comprimentos dos lados diferentes) com as
assinaladas na primeira questdo, confirmando o previsto na andlise a priori (ndo

incluir quadrados ao identificar retangulos e losangos).

Fonte: acervo da pesquisa
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Decidimos confrontar as respostas dadas pelos alunos A5 e B11, buscando confirmar
procedimentos esperados na analise a priori: paralelogramos como figuras que tém pelo
menos um par de lados paralelos (A5) e paralelogramos como quadrilateros que possuem dois
pares de lados paralelos (B11).

As figuras assinaladas como paralelogramos por A5 foram:

Figura 55 — Identificacdo de paralelogramos como tendo pelo menos um par de lados paralelos

Fonte: Protocolo A5

Percebemos que ao considerar que os paralelogramos sdo figuras que possuem pelo
menos um par de lados paralelos, ele acabou considerando figuras que ndo séo
paralelogramos, como os trapézios (C e J) e o hexagono (H), conforme previsto em nossa
analise a priori. Ao pergunta-lo (P = pesquisador) como pensou para identificar o0s
paralelogramos, ele respondeu:

A5: E, sdo quadrilateros que tem que ter pares, €, pares de lados paralelos.

P: Af vocé usou essa... [ele interrompe]™

Ab5: Sim, por exemplo, 0 A [apontando para a figura A] tem dois pares de
lados paralelos aqui.

P: Hum.

'® As palavras e/ou frases entre colchetes [ ] sdo comentarios do pesquisador a partir de observacdes e ndo de
falas dos alunos durante as entrevistas.
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A5: O B [apontando para a figura B] ele ndo tem.

P: Sim.

A5: O C [apontando para a figura C] ele tem que ¢ a base paralela aqui [se
referindo aos lados paralelos do trapézio C]. O D [apontado para a figura D]
também, eles dois aqui [mostrando os lados paralelos do paralelogramo D].
O E [se referindo a figura E] também, tudo paralelo.

P: Hum.

Ab5: Agora o H, €, o K [se referindo a figura K] ele ndo vai ter nenhum par,
é, par de lados paralelos, é s6 prolongar a reta, vocé ndo vai prolongar o
lado, no caso.

P: Sim. Ai no caso vocé considerou gque, quadrilateros que [ele continua].
A5: Tem pares de lados paralelos.

P: Nesse item H aqui [apontado para a figura H] como foi que vocé pensou?
A5: E, prolonguei essa base e essa aqui [se referindo aos lados na posigéo
horizontal da figura HJ ...

P: Hum.

A5: Ai eu verifiquei que elas vdo ser paralelas, ndo vdo se cruzar etc.
(TRANSCRICAO de 206 a 226).

Vejamos os paralelogramos identificados pelo aluno B11:

Figura 56 — Identificacdo de paralelogramos como tendo dois pares de lados paralelos

Fonte: Protocolo B11

Notamos que ao lado da palavra paralelogramos ele escreveu “2 pares de lados
paralelos”, mas observamos, a partir das respostas apresentadas, que nem todas as figuras que
possuem essa propriedade foram assinaladas, por exemplo (A, H, M e N). Vejamos um trecho
da entrevista:
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P: Por exemplo, nessa primeira questdo, &, como VOCEé pensou para
identificar entre essas figuras quais sdo paralelogramos?

B11: Paralelogramo?

P: Isso, que € o primeiro que pede aqui.

B11: E, ah esta, como pensei, €, os lados tinham que ser paralelos e parece
os angulos também tinham que ser diferentes, calma [pensa um pouco]. E s6
iSSO mesmo que eu sei, que os lados tinham que ser paralelos.

P: Que os lados tinham que ser paralelos?

B11: Sim.

P: Certo.

B11: Dois pares de lados paralelos e tinham, mas nessa resposta ai fiquei
com uma davida, ndo sei se, 0 angulo também tem, faz a diferenca?

P: Vocé tem essa divida com relacéo ao angulo?

B11: E. (TRANSCRICAO de 1134 a 1147).

Pelo fato de ter ddvidas quanto aos angulos de um paralelogramo ele ndo assinalou
algumas figuras que possuem os angulos iguais, como é o caso das figuras A, M e N. Porém
se contradiz um pouco ao marcar o retangulo (E).

Confrontamos as respostas dadas por esses dois alunos de modo que néo
identificassem quem havia respondido o teste. Vamos aos dialogos:

P: Oh, teve um, um aluno que respondeu dessa forma aqui [mostrando para
ele as respostas dadas na primeira questdo pelo aluno B11]. Como vocé
explicaria para ele sua opinido?

A5: Dois pares de lados, é, paralelos, ndo é? [Lendo o que o aluno B11l
escreveul].

P: Isso, eu acho que ele escreveu isso ai.

A5: E, ndo necessariamente, pode ter mais de um. Mas tem que ter um par
de lados paralelos, pelo menos.

P: Ai vocé considera pelo menos um par?

A5: Hurum. Por exemplo, o O [se referindo a figura O] ele, ndo, o O néo, foi
mal, o O tem dois. E, por exemplo, o H [se referindo & figura H], o H tem
um par de lados paralelos.

P: Mas H seria um quadrilatero?

Ab5: Nao, porque ndo tem quatro lados.

P: Mas é paralelogramo?

A5: Sim.

P: Ok. Ai vocé explicaria para ele que tem que ter pelo menos um par de
lados paralelos, teve, ja é paralelogramo?!

A5: Sim. (TRANSCRICAO de 260 a 277).

Percebemos que ele explicaria para B11 que para ser paralelogramo é preciso ter pelo
menos um par de lados paralelos, independentemente de ser quadrilatero ou néo.

A explicagédo dada de B11 para A5 é a seguinte:

P: Entdo como vocé explicaria para ele 0 que vocé acha da resposta dele,
voceé diria o que?

B11: S6 pode ser paralelogramo com dois pares de lados paralelos. E o que
eu acho.

P: Para ser paralelogramo tem que ter dois pares de lados [ele completa].
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B11: Paralelos. E a questdo do angulo que eu néo sei.

P: Do angulo vocé ndo sabe se tem.

B11: E.

P: No caso, por exemplo, é, 0 A possui dois pares de lados paralelos, nao é
isso? Vocé concorda?

B11: Concordo sim, pela questio do angulo eu ndo coloquei.
(TRANSCRICAO de 1248 a 1257).

Novamente ele reafirmou suas duvidas quanto aos angulos na identificacdo de
paralelogramos.

Na entrevista realizada com o aluno B6 pretendiamos confirmar propriedades do
paralelogramo (apenas dois pares de lados paralelos) e a inclusdo de classes prevista na nossa

andlise a priori, ou seja, a resposta correta esperada para essa primeira questao.

Figura 57 — Resposta correta esperada na 12 questéo

Fonte: Protocolo B6

Confrontamos suas respostas com as de um aluno que a priori seria ficticio, mas apos a
entrevista com o aluno A5, notamos que ele tem uma ideia de paralelogramo igual a desse

suposto aluno ficticio, conforme trecho da entrevista abaixo:
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P: Hurum. E, um aluno falou que paralelogramo é toda figura que possui
lados paralelos dois a dois, certo. Dai ele assinalou, além das figuras que
vocé marcou, essa figura H. E, como vocé explicaria para ele sua opiniao?
B6: E, porque é o seguinte, o paralelogramo ele € um quadrilatero, entdo ele
tem que ter quatro lados, ai se vocé contar, esse daqui tem um, dois, trés,
quatro, cinco, seis lados.

P: Hum.

B6: Ai ndo seria um paralelogramo, porque tem que ser quadrilatero.
(TRANSCRICAO de 989 a 996).

O aluno B6, diferentemente do A5, ndo levou em consideragdo apenas o paralelismo
entre os dois pares de lados do paralelogramo, considerou também que tem que ser um
quadrilatero.

O Jultimo aluno entrevistado para essa questdo (B25) foi selecionado porque
percebemos algumas contradi¢Oes entre as respostas dadas na primeira questao e as producoes
na quarta como, por exemplo, ndo incluir quadrados ao identificar retangulos, mas desenhar
(incorretamente) retangulos ndo quadrados quando solicitado a produzir quadrado. Também
pretendiamos confirmar procedimento esperado na analise a priori no que se refere a ndo
incluir quadrados ao identificar retangulos e losangos.

Figura 58 — Ndo incluséo de quadrado na identificacdo de retangulo e de losango na 12 questéo

Fonte: Protocolo B25
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Além de ndo incluir os quadrados na identificacdo dos retangulos e dos losangos, ele

assinalou figuras que nédo sao paralelogramos, como o hexagono (H) e o trapézio (C), mas nédo

marcou o (J). Considerou também que o trapezoide (K) e o paralelogramo néo retangulo e ndo

losango (L) sdo losangos.

Ao ser questionado em como pensou para identificar os paralelogramos, ele

respondeu:

B25: Paralelogramos sdo poligonos gque tem dois lados paralelos, dois pares
de lados paralelos. E ai todos que tinham dois pares de lados paralelos eu
marquei como paralelogramo.

P: Por exemplo, nessa figura (C).

B25: (C), sim. Isso dai € um trapézio, eu pensei errado.

P: Entdo, vocé acha que a (C), vocé marcou, mas acha que, diante do que
vocé falou agora, ndo é um paralelogramo?

B25: Ndo é um paralelogramo. E, é porque no dia eu ndo estava muito
preparado, eu ndo tinha, eu ndo sabia que ia ser naquele dia.
(TRANSCRICAO de 1448 a 1456).

No decorrer da entrevista ele discorda de algumas respostas dadas no teste,

percebendo o que tinha feito de errado.

Quanto a quarta questdo, ele produziu figuras diferentes das solicitadas como, por

exemplo, um paralelogramo ndo retdngulo e ndo losango em vez de um retangulo, um

retdngulo ndo quadrado em vez de um quadrado. Vejamos um exemplo:

Figura 59 — Producdo de retdngulo ndo quadrado em vez de quadrado no item (c) da 42 questéo

Fonte: Protocolo B25

Perguntamos como ele explicaria para alguém que a figura acima é um quadrado, e ele

novamente discordou da resposta, conforme trecho abaixo:

B25: N&o é um quadrado.

P: Entdo vocé discorda das suas respostas?

B25: Exatamente, eu discordo de todas as respostas, porque um quadrado é
ele tem também os lados iguais e aqui estd um lado de cinco quadradinhos e
quatro quadradinhos, entdo é um retdngulo e ndo um quadrado.
(TRANSCRICAO de 1526 a 1530).
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De modo geral, percebemos que os alunos ao lidarem com a classificacdo de
quadrilateros possuem um melhor desempenho quando séo quadrados e retangulos, inclusive
em posi¢des ndo habituais. J& nos paralelogramos ndo retangulos e ndo losangos, e losangos,
apresentaram maiores dificuldades, respectivamente, principalmente quando este Gltimo
estava com um dos lados apoiados na horizontal, considerando a borda da folha como

referéncia.

4.2 COMO OS PARTICIPANTES DA PESQUISA LIDAM COM A COMPARACAO DE
AREAS DE PARALELOGRAMOS?

Dividimos, para um melhor detalhamento, a segunda questdo em seis comparagoes: (A
eB),(AeG),(AeC),(EeF), (FeH)e (AeD). Em cada comparacdo consideramos como
acerto total sua resposta correta, seguida da explicacdo adequada; o acerto parcial é
considerado quando € dada a resposta correta, mas com uma explicacdo inadequada; o erro é
considerado quando ambas (resposta e explicagdo) estdo incorretas; a auséncia de resposta
ocorre quando a comparacdo é deixada em branco. Levamos em consideracdo também os
aspectos relacionados a algebra das grandezas sinalizados em nossa analise a priori.

Grafico 3 — Resultado do teste por comparagdes na 22 questdo

45 95% 95% m Acerto

2 40 330 5% 81% total
5 35 - Acerto
© 30 - 52% parcial
g 25 mErro
g20° ;
£ 15 1 33% ® Auséncia
©
S 10 - 179 de
&4 5 | od0% 12% ’ . resposta

[ W 5% 2,5%

0 .
AeB AeG AeC EeF FeH AeD
Comparacgoes

Fonte: dados da pesquisa
Como vemos, as comparagdes para as quais houve melhor desempenho sdo aquelas

em que as figuras estdo na mesma malha: (A e C) nade 1 cm e (F e H) na de 0,5 cm. Nesta
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ultima, conforme previsto em nossa analise a priori, varias estratégias de resolucdo

conduziriam a resposta correta.
Figura'’ 42 da se¢o 3.2 — Comparacao (F e H) da 22 questo

F H

Fonte: acervo da pesquisa
Figura 40 da se¢éo 3.2 — Comparagdo (A e C) da 22 questdo

A C

Fonte: acervo da pesquisa
No caso da comparacado das areas de (A) e (G), elas estdo na mesma malha, mas a taxa
de sucesso € um pouco menor que as anteriores. O fato de haver 3 acertos a mais na
comparacao entre as areas de (A) e (C) e de (A) e (G) pode ter acontecido porque esta Ultima
figura esta em uma posicdo ndo prototipica, em que nenhum lado segue a malha. Ja em (A) e
(C), utilizando-se procedimentos de inclusdo, percebe-se que (C) “cabe” em (A).
Figura 37a da secdo 3.2 — Comparagéo (A e G) da 22 questéo

A G

Fonte: acervo da pesquisa
Em relacdo as comparacdes entre as areas de figuras tragadas em malhas distintas, no

caso de (A) e (B), tratam-se de figuras semelhantes. S6 tem um acerto total a menos na

7 Algumas figuras da analise a priori (secdo 3.2) serdo repetidas aqui para ajudar na argumentacéo e ndo seréo
contabilizadas novamente.
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comparacéo das areas de (E) e (F) e das areas de (A) e (B). Somando acertos totais e parciais,
a diferenca de desempenhos € de 3 participantes.
Figura 39 da secéo 3.2 — Comparagéo (A e B) da 22 questdo

A B

Fonte: acervo da pesquisa

Figura 41 da se¢édo 3.2 — Comparagdo (E e F) da 22 questéo

[/

E F

Fonte: acervo da pesquisa

Jé entre esta anterior e a comparacdo (A e D) ha uma diferenca bem mais nitida: se na
comparacdo (E e F) ha 34 acertos totais e 35 acertos totais ou parciais, na comparagao entre as
areas de (A) e (D) sdo 26 acertos totais, e 28 somando 0s acertos totais e parciais. Um terco
dos alunos erraram a comparacdo (A e D). Ambas as comparagdes possuem figuras em
malhas diferentes e, no caso desta Ultima, as duas figuras estdo em posicdo prototipica.
Possivelmente o fato de (D) possuir mais quadradinhos a serem contados e preenchidos tenha
contribuido para essa diferenca, ja que na (E) a decomposi¢cdo e recomposicdo € mais

evidente.
Figura 43 da secdo 3.2 — Comparacgdo (A e D) da 22 questdo

A D

Fonte: acervo da pesquisa
Diversos procedimentos foram utilizados para comparar as figuras, tais como:
considerar corretamente a relacdo entre os quadradinhos das malhas (um quadrado da malha

de 1 cm de lado equivale, em termos de area, a quatro quadradinhos da malha de 0,5 cm).
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Alguns utilizaram contagem de quadradinhos, decomposicao e recomposicdo, uso de formula,
sobreposicao, inclusao.

Vejamos alguns protocolos por meio dos quais fizemos a interpretacdo de teoremas em
acao verdadeiros:

Figura 60 — Explicacdo dada pelo aluno na comparacéo (A e B) da 22 questéo

Fonte: Protocolo Al
Interpretamos a explicacdo dada pelo aluno acima como o teorema em acao
verdadeiro: se duas figuras V" e V sdo semelhantes, com razdo de semelhanca diferente de 1,

entdo as areas de V e V’ sdo diferentes.

Figura 61 — Explicagdo dada pelo aluno na comparacéao (F e H) da 22 questéo

Fonte: Protocolo All
Percebemos na explicacdo acima indicios da mobilizagdo do teorema em acgdo
verdadeiro de que figuras de perimetros diferentes podem ter areas iguais.
Ao também comparar as figuras (F) e (H), o aluno B15 falou o seguinte:

Figura 62 — Explicagdo dada pelo aluno na comparagdo entre as figuras (F) e (H) da 22 questao

Fonte: Protocolo B15

Interpretamos a fala do aluno como o seguinte teorema em acéo verdadeiro: se duas
figuras V e V’ podem ser ladrilhadas com uma mesma quantidade de superficies unitarias

idénticas U, entdo as areas de V e V’ sdo iguais.

Figura 63 — Explicacdo dada pelo aluno na comparacéo entre as figuras (A) e (B) da 22 questdo

Fonte: Protocolo B16
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Temos como interpretacdo para a explicacdo acima o teorema em acao verdadeiro:
sejam duas figuras V e V’ e duas superficies unitarias U e U’ de areas distintas. Se a medida
da area de V utilizando a unidade definida por U e a medida da area de V’ utilizando a

unidade definida por U’ sdo iguais, entdo as areas de V e V’ sdo diferentes.

Figura 64 — Explicacdo dada pelo aluno na comparacdo (A e G) da 22 questéo

Fonte: Protocolo B20
A explicacdo acima pode ser interpretada como o teorema em acdo verdadeiro de que
figuras diferentes podem ter areas iguais.
Em relacdo aos teoremas em acdo falsos, vejamos:

Figura 65 — Explicacdo dada pelo aluno na comparacéo (F e H) da 22 questéo

Fonte: Protocolo B22

Interpretamos a explica¢do do aluno como o teorema em agdo falso: retangulos que
possuem bases e alturas de medidas diferentes, possuem areas diferentes. Como sabemos, 0s
numeros podem ser diferentes e ter mesma area, pois dependem da unidade. A proposicéo
utilizada por ele vale apenas para casos especificos.

Quanto aos procedimentos errdneos, alguns alunos consideraram a relacdo entre as
malhas ndo em termos de area, mas como comprimento, o qual ficou o dobro e ndo o
quadruplo (erro de calculo relacional). Outros consideraram que as malhas eram iguais, dai
tiveram sucesso apenas nas comparagGes em que as figuras estavam na mesma malha,
conforme previsto em nossa anélise a priori.

O aluno A15 apresentou um erro de calculo numérico nas comparacdes das figuras (A
e D), conforme mostramos abaixo:

Figura 66a — Erro de célculo numérico na comparacéo (A e D) da 22 questao

Fonte: Protocolo Al15
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Figura 66b — Erro de célculo numérico na comparagdo (A e D) da 22 questéo

Fonte: Protocolo A15

E interessante que ele simula o corte-colagem classico, produz um retangulo
congruente, mas apoia sua decisdo no numérico. Isso é um forte indicio de concepcéo
numérica. Ele percebeu a relacdo entre as malhas, por isso multiplicou por 25 e dividiu o
resultado por 100, o que vale a multiplicar por 0,25, ou seja, cada quadrado da malha menor é
um quarto do quadrado da malha maior. Ao fazer 5 x 2, ele colocou 0 0, mas esqueceu de
colocar o0 1 das dezenas na casa da esquerda, dai ficou 150 em vez de 160, fator que conduziu
ao erro na comparacao, como vemos na figura 66a.

Percebemos também um erro de algebra das grandezas. Vejamos:

Figura 67 — Erro de algebra das grandezas na 22 questao

Fonte: Protocolo B8

O aluno acima obteve acerto parcial na comparacdo devido ao erro na algebra das
grandezas, o qual multiplicou comprimento por comprimento e encontrou comprimento como
resultado. A confusdo entre as unidades de medida de comprimento e de area também ¢é
verificada nas demais comparacdes em que ele realizou calculos, bem como em todos os itens
da 32 questao.

No quadro a seguir, apresentamos uma sintese dos teoremas em acdo que
interpretamos a partir do mencionado nas explicacdes e, por isso, acreditamos que foram

mobilizados, porém podem ndo ter sido os Unicos para chegar aquela resposta.
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Quadro 11 — Sintese dos teoremas em a¢do observados na 22 questdo

Teoremas em acao Alunos

Se duas figuras V" e V sdo semelhantes, com razéo de
semelhanga diferente de 1, entdo as areas de Ve V’ sdo Al, B5, B22
diferentes.

Figuras de perimetros diferentes podem ter &reas iguais. All

Se duas figuras V e V’ podem ser ladrilhadas com uma
mesma quantidade de superficies unitarias idénticas U, B15

Verdadeiros entdo as areas de V e V’ sdo iguais.

Sejam duas figuras V e V’ e duas superficies unitéarias U e
U’ de areas distintas. Se a medida da area de V utilizando a
unidade definida por U e a medida da area de V’ utilizando B16
a unidade definida por U’ sdo iguais, entdo as areas de V e

V’ sdo diferentes.

Figuras diferentes podem ter areas iguais. B20

Retangulos que possuem bases e alturas de medidas

Falsos diferentes, possuem areas diferentes. B22, B8

Fonte: dados da pesquisa
Selecionamos os alunos Al e B8 para entrevista nessa questdo, em que interpretamos
as explicacOes dadas por eles como indicio da mobilizacdo de teoremas em acéo verdadeiro e
falso, respectivamente, conforme quadro a seguir:

Quadro 12 — Alunos e critérios para entrevista na 22 questao

Aluno Critério

Confirmar teorema em agdo verdadeiro (se duas figuras V” e V sdo semelhantes,
Al com razao de semelhanca diferente de 1, entdo as areas de V e V’ sdo
diferentes) interpretado na segunda questdo e confrontar com alunos ficticios

que mobilizam concepgBes numeéricas e geomeétricas, respectivamente.

Confrontar o teorema em acéo erréneo (retangulos que possuem bases e alturas
B8 de medidas diferentes, possuem areas diferentes) interpretado na comparacéo
das figuras A e B da segunda questdo com as demais explicacoes.

Fonte: acervo da pesquisa
Vimos na figura 60 o teorema em agéo que interpretamos como mobilizado por Al,

dai confrontamos suas respostas com as de um aluno ficticio (ndo havia producgéo escrita,
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apenas falamos), que mobiliza concep¢Bes numéricas e geométricas. No primeiro caso, um
aluno ficticio considerou o aspecto numérico na comparacao das figuras (A) e (B) e falou que
elas possuem mesma area por terem a mesma quantidade de quadradinhos, sem considerar 0
tamanho de cada quadradinho, ou seja, ndo considerou que as unidades sdo diferentes.
Vejamos um trecho referente a primeira concepgéo:

P: Veja s0, é, outro aluno falou que as figuras A e B elas tém mesma area
porque ttm a mesma quantidade de quadradinhos. Como é que vocé
explicaria para ele sua opinido?

Al: Eu explicaria, na verdade, eu considerei as duas opgOes. Eu preferi
primeiro utilizar é, primeiro usar a régua e, tipo, quando eu utilizei a régua
foi possivel perceber que esse [apontando para a figura A] tinha uma area
maior e ai seria assim que eu explicaria: como, pelas medidas, se nds nao
considerarmos nenhuma escala, porque ndo tem nenhuma escala explicita
aqui, a gente pode considerar que area desse [mostrando a figura A] é bem
maior que essa [mostrando a figura B], j& que é um por um [se refere a
medida do comprimento dos lados do quadradinho da malha da figura A] e
aqui meio por meio [se refere a medida do comprimento dos lados do
quadradinho da malha da figura B].

P: Certo, Al. Ai seria dessa forma que vocé explicaria para ele?

Al: E. (TRANSCRICAO de 44 a 57).

Quanto a concepcdo geométrica, falamos para ele que um aluno disse que, embora as
figuras F e H possuam a mesma quantidade de quadradinhos, a F tem maior area porque é
mais comprida. Vejamos como ele explicaria para esse aluno sua opinido:

Al: Eu explicaria que, na verdade, esses quadradinhos, eles sdo que
compdem a area, mesmo que a, sejam diferentes medidas, diferentes figuras,
se formos fazer, por exemplo, um quadrado e um retangulo, a forma de
descobrir a area seria multiplicar lado vezes altura, e, base, base vezes altura
e, se fizéssemos isso com esses dois, dois por oito [se referindo a figura F] e
quatro por quatro [se referindo a figura H] se a gente encontraria 0 mesmo
resultado, entdo, por isso que eu considerei que seria a mesma coisa e
mesmo que esse seja mais comprido [apontando para a figura F], mas esse
daqui [apontando para a figura H] ele seria mais, ndo sei como dizer, esse é
mais comprido [figura F], mas ao mesmo tempo esse [figura H] é mais
proporcional, vamos assim dizer, meio que proporcional, mas ndo tem um
comprimento maior do que a largura, ele € mais, como é um quadrado,
largura é do mesmo tamanho de largura, de comprimento, é isso. E ai por
iSso que eu acredito que, mesmo que esse seja mais comprido [mostrando a
figura F], esse daqui [apontando para a figura H] j& é mais, €, mais
compacto, vamos assim dizer, ele é mais proporcional, os lados e
comprimentos, altura e comprimento sdo da mesma medida e por isso que eu
consideraria que o0s dois tm o mesmo tamanho, a mesma 4rea.
(TRANSCRICAO de 67 a 82).

Em ambos os casos, ele calcula as areas das figuras multiplicando os comprimentos
dos lados, mas mostra que percebe a necessidade de utilizar uma mesma unidade de area para

comparar as medidas.
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O aluno B8 deu a seguinte resposta na comparacao das areas das figuras (A) e (B):

Figura 68 — Explicagdo dada na comparagdo das areas de (A) e (B) da 22 questéo

Fonte: Protocolo B8

Interpretamos, a luz da Teoria dos Campos Conceituais, que o aluno mobilizou o
teorema em acao falso segundo o qual retdngulos cujos comprimentos dos lados séo diferentes
possuem areas distintas, porém sabemos, como ja mencionado anteriormente, que as medidas
dependem das unidades a elas associadas.

Na comparacdo das areas das figuras (F) e (H), ver figura 67, percebemos uma
contradicdo em suas palavras, pois ele disse que os retdngulos possuem mesma area, mesmo
tendo indicado medidas diferentes. Decidimos interroga-lo quanto a isso:

P: Que vocé nessa comparagdo de A e B, vocé diz que possuem medidas
diferentes, portanto suas areas sdo distintas. Foi, foi isso?

B8: Foi isso.

P: Nas comparacOes E e F e F e H vocé falou que tem mesma area, mas a
gente observa que as medidas s&o diferentes.

B8: Sim.

P: Ai como vocé explicaria isso ai? Por que aqui vocé diz assim, da a
entender que vocé diz assim, tem medida diferente, logo é area diferente.

B8: Nao, é porque a explicagdo esta mal formulada mesmo. Eu usei medindo
com a régua e eu fiz o célculo das areas, eu percebi que, é, apesar de ter o
mesmo numero de quadrados, como 0s quadrados estdo em medidas
diferentes, eles acabam, acabaram que a area divergia, entdo podia ser igual.
P: Certo.

B8: Entdo a explicacdo acabou sendo incompleta. (TRANSCRICAO de
1110 a1124).

A entrevista possibilitou que entendéssemos melhor as explica¢bes dos alunos, sobre
as quais interpretamos teoremas em acdo verdadeiros e falsos. No caso de B8, percebemos
que, na verdade, sua ideia era outra, 0 modo como escreveu que estava incompleto.
Considerar que figuras diferentes podem ter mesma area contribui para a constru¢do do
conceito de &rea como grandeza e fortalece o objetivo da questdo que consiste em

compreender o sentido que os alunos atribuem a ideia de ter mesma area.
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4.3 COMO OS PARTICIPANTES DA PESQUISA LIDAM COM O CALCULO DA AREA
DE PARALELOGRAMOS?

Analisaremos, a partir de agora, a questdo 3. Consideramos como acerto total a
resolucdo (se indicada) correta de cada item, com o resultado final seguido da unidade de
medida adequada, levando em consideragdo os aspectos da &lgebra das grandezas; o acerto
parcial é considerado nas resolugdes (se indicadas) em que ocorre erro de algebra das
grandezas e/ou nos resultados; consideramos como erro a resolucéo (se indicada) e a resposta
incorreta do item, que podem ser frutos de erros decorrentes do célculo numérico; a auséncia

de respostas ocorre quando o item é deixado em branco, sem a presenca de resposta.

Gréfico 4 — Resultado do teste por itens na 3?2 questao
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Fonte: dados da pesquisa

A partir do gréafico acima, observamos que:
- no item (a) houve 79% de acerto total (quadrado em posicao prototipica);
- nos itens (e) e (h) foram 74% de acerto total (retingulos em posi¢Bes ndo prototipicas, com
(e) sendo o que mais se aproxima do modelo prototipico por possuir lados vertical-horizontal,
porém o de maior comprimento esta na vertical. Ja (h) tem os lados inclinados);
- no item (d) o percentual de acerto total foi de 60% (paralelogramo com um dos lados na
vertical e dados desnecessarios), nenhuma auséncia de resposta e 14% de acerto parcial;
- no item (b) houve 57% de acerto total (paralelogramo prototipico, dados necessarios e

suficientes), uma auséncia de resposta e 19% de acerto parcial;
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- 50% dos participantes acertaram plenamente os itens (c) e (f) e 5% de auséncia de resposta
(losango em posicdo prototipica (c) e paralelogramo com lado de menor comprimento na
horizontal, com altura externa (f), ambos com dados extras), com diferengas grandes entre os
dois itens quanto a distribuicdo entre acertos parciais e erros;
- no item (g) houve 26% de acerto total (quadrado em posi¢do ndo prototipica, dado o
comprimento da diagonal), 12% de auséncia de resposta e 36% de erros.

Para nossa analise, trés elementos serdo considerados: calculo relacional, calculo
numérico e algebra das grandezas. Vejamos, no exemplo abaixo, um acerto pleno que
contempla estes pontos.

Figura 69 — Acerto no célculo relacional, no calculo numérico e na algebra das grandezas no

item (b) da 3? questdo

Fonte: Protocolo B23
Podemos notar que o aluno faz corretamente a multiplicagdo do nimero e da unidade
de medida, obtendo acerto total neste item da questdo, utilizando o procedimento correto e
adequado, conforme sinalizado na andlise a priori.
Vejamos outro exemplo de acerto total:

Figura 70 — Procedimento de decomposi¢do e recomposi¢do no item (g) da 3? questao

Fonte: Protocolo B10

Percebemos no protocolo acima que o aluno realiza um procedimento correto esperado
em nossa analise a priori e obtém sucesso na resolucdo do item. Procedimentos como este

contribuem para a construcdo do conceito de &rea como uma grandeza auténoma.
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Algo que foge do esperado € o percentual de acertos de (b) ser menor que o de (d),
possivelmente devido a erros de leitura nos dados da questdo, uma vez que alguns alunos
consideraram os sete centimetros da figura (b) até o pé da altura.

Figura 71 — Erro de leitura nos dados do item (b) da 32 quest&o

Fonte: Protocolo B13

Como vemos, ele decompds o paralelogramo em um retangulo, calculou a area do
retangulo menor e obteve 6 cm? e na do maior encontrou 21 cm?, somou e teve 27 cm? como
resultado. O erro consistiu em ndo considerar que 7 cm seria 0 comprimento total do lado
horizontal (e ndo a distancia entre o veértice a direita e o pé da altura).

Nessa questdo, muitos dos acertos parciais foram provenientes de erros relacionados a
algebra das grandezas, nos quais onze alunos multiplicaram nimeros e deram como resultado
da operacdo um par nimero unidade, que representa uma area, cComo mostra o protocolo a
sequir:

Figura 72 — Acerto parcial decorrente de erro na dlgebra das grandezas no item (a) da 32

questdo

Fonte: Protocolo A6

Houve confusdo entre as unidades de medida de area e de comprimento, isto €, cinco
alunos colocaram centimetros em vez de centimetros quadrados para designar a area de uma
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figura. Um aluno néo colocou a unidade de medida na questdo toda. Também verificamos que
dois participantes cometeram erros relacionados ao calculo numeérico.

Figura 73 — Erro de calculo numérico no item (g) da 32 questdo

Fonte: Protocolo B1
Embora tivéssemos o cuidado de evitar sair do campo numérico dos inteiros, este item,
como detalhado na analise a priori, pode conduzir a operar com nimeros racionais.
Acreditamos que o aluno usou a régua para medir o comprimento do lado do quadrado
obtendo 2,8 cm e errou na multiplicagdo (fez 8 x 8 = 16, em vez de 64).
Dois alunos confundiram-se na escolha dos dados necessarios e suficientes para o
calculo da area no item (c) da terceira questdo. Vejamos um exemplo:

Figura 74 — Dificuldade na escolha dos dados numéricos no item (c) da 3?2 questdo

Fonte: Protocolo B25

Conforme esperado em nossa analise a priori, este aluno eleva ao quadrado o
comprimento do lado do losango para calcular a sua area, possivelmente um erro de célculo
relacional.

O aluno B9, além de cometer o mesmo erro de B25 (calculou a area do losango
fazendo o quadrado do comprimento do lado), fez o produto dos comprimentos dos lados no
paralelogramo do item (f). Ao olharmos as respostas deles na primeira questao, verificamos
gue B9 classifica corretamente quadrados e losangos. Ja B25 acerta a de quadrados, mas na
identificacdo de losangos obtém acerto parcial, deixando de incluir os quadrados e marcando
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figuras como o trapezoide (K) e o paralelogramo néo retangulo e ndo losango (L). Vejamos na
figura a seguir, a producao de B9 no item (f) do terceiro quesito, na qual verificamos um erro
de calculo relacional — formula observada em pesquisas anteriores: &rea do paralelogramo
como produto dos comprimentos de seus lados.

Figura 75 — Produto do comprimento dos lados no item (f) da 32 questéo

Fonte: Protocolo B9
As dificuldades na escolha dos dados necessarios e suficientes para o célculo da érea
também foram observadas por Santos (2005). No caso acima, o lado de maior comprimento
n&o esta na posicdo horizontal e a altura é externa, fato que pode ter contribuido para o erro
nesse item. Esse mesmo aluno mantém uma regularidade em suas respostas, o qual faz o
produto dos comprimentos dos lados no item (d) dessa questdo e no calculo da area do

paralelogramo dado no quarto quesito, conforme observamos nas figuras abaixo:

Figura 76 — Produto dos comprimentos dos lados no item (d) da 3?2 questéo

Fonte: Protocolo B9
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Figura 77 — Produto dos comprimentos dos lados na 4% questéo

Fonte: Protocolo B9

Nessa questdo, entrevistamos os alunos A4, A13, Al6, Al7, B12, B13 e B19. Com

excecdo de B19, os demais alunos foram selecionados para esclarecer erros de leitura, ou seja,

ndo consideraram o comprimento todo nos itens (b), (d) e (f) da terceira questdo ou ndo terem

realizado algum deles por dividas quanto aos tamanhos. O quadro abaixo traz os critérios

para selecdo e sera detalhado em seguida.

Quadro 13 — Alunos e critérios para entrevista na 3 questao

Aluno Critério
A4, A13 | Esclarecer erros de leitura nos itens (b) e (d) da terceira questao.
Esclarecer erros de leitura no item (d) da terceira questdo e entender como fez
Al6 para calcular a area da figura dada na quarta questéo.
Al7 Entender porque respondeu todos os itens da terceira questdo, menos o (b).
B12 Esclarecer erro de leitura na figura do item (d) da terceira quest&o.
B13 Esclarecer erro de leitura nas figuras dos itens (b) e (f) da terceira questdo.
Confirmar procedimento esperado na analise a priori (erro na escolha dos
B19 dados) no item (h) da terceira questéo e esclarecer erro de leitura da questéo.

Fonte: acervo da pesquisa

A resposta dada pelo aluno A4 exemplifica o ocorrido com os itens (b) e (d):

Figura 78 — Erro de leitura no item (b) da 32 questéo

Fonte: Protocolo A4
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Buscamos confirmar por meio da entrevista nossa interpretacdo inicial da producédo
dos alunos, segundo a qual o comprimento dado da base (7 cm), havia sido considerado por
eles como sendo a distancia entre o pé da altura e o veértice do paralelogramo. No caso acima,
0 sujeito decomp6s o paralelogramo em um retangulo de area 21 cm? e dois tridngulos cuja
soma das é&reas é 6 cm?, totalizando uma érea total de 27 cm?, quando deveria ser 21 cm?.
Semelhantemente ocorreu com o item (d):

Figura 79 — Erro de leitura no item (d) da 3% questdo

Fonte: Protocolo A4

Como vemos, ele considerou que 9 cm seria a distancia entre o pé da altura e o vértice.
Por meio de um procedimento igual ao anterior, encontrou como area para o paralelogramo 27
cm? quando deveria ser 18 cm?.

Na entrevista realizada com este e 0s demais alunos, buscamos confirmar se nosso
entendimento estava correto, se realmente foi assim que pensaram, e esclarecer os tamanhos
reais das medidas, dando a oportunidade de refazerem a questdo em um papel a parte, caso
tivessem interesse.

A4: Eu peguei a altura da figura e ai eu multipliquei a altura vezes a largura,
e ai daria como se fosse um retangulo completo, ai depois eu peguei a area
desses dois triangulos [apontando para os tridngulos formados pelos lados
inclinados e a altura do paralelogramo] e subtrai que seria area que eu teria
que subtrair para tirar, entre aspas, a area do tridngulo, do retangulo
completo.

P: Certo, ai vocé considerou que altura ai seria quantos centimetros?
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A4: A altura seria isso [apontando para o 3], mas eu ndo lembro. Ela esta
aqui eu acho, mas eu acho que apaguei. Ah, 3, né, que a altura aqui
[mostrando na figura] estava trés.

P: E, e essa parte que estd na horizontal, vocé considera que, vocé
considerou esses 7 centimetros até onde?

A4: 7 centimetros daqui até aqui [mostrando que considerou apenas até a
altura]. (TRANSCRICAO de 146 a 157).

Ao perguntamos sobre como pensou no item (d), ele respondeu: “na verdade, nas
letras (b) e (d) eu vi que as figuras eram parecidas e eu tentei aplicar a mesma maneira de
fazer [...]” (TRANSCRICAO de 164 a 165). Oferecemos a oportunidade de refazer a quest3o,
mas ele disse que ndo saberia.

O aluno Al7 havia deixado o item (b) em branco por, segundo ele, ndo saber algumas
medidas. Durante a entrevista e apds o esclarecimento, ele o respondeu da seguinte maneira:

Figura 80 — Resposta dada durante a entrevista ao item (b) da 3% questao

Fonte: Protocolo A17
Quanto ao item (f), o aluno B13 calculou, além da area do paralelogramo dado, a area
da figura formada pelos tragados auxiliares da altura, conforme figura abaixo:

Figura 81 — Interpretacdo incorreta da figura no item (f) da 32 questdo

Fonte: Protocolo B13



124

Vejamos o que ele falou durante a entrevista:

P: E, nesse (f) como foi que vocé pensou? Na letra (f) [se referindo ao item
(f) da terceira quest&o].

B13: Esse aqui?

P: Isso.

B13: Posso dar uma medida nesse aqui?

P: Pode, pode usar a régua, os papéis aqui oh, tem lapis, borracha, o que
VOCé quiser usar, vocé pode.

B13: Eu usei 0 mesmo principio, passei, é, passei isso aqui para o outro lado
[se referindo ao tridngulo formado pelos tracados auxiliares que indicam a
altura do paralelogramo, formando dois retdngulos] sabendo que era 6 cm e
esse aqui era trés, trés e meio na verdade, porque, calma [mede novamente]
trés, eu escrevi errado.

P: Vocé quer alterar?

B13: Posso?

P: Pode. Aqui nessa folha vocé coloca o seu nome, a questdo e o item, (f),
ndo é?

B13: Isso. [Comeca a desenhar a figura novamente na folha de respostas
disponibilizada]. Precisa estar igual? [Se referindo ao desenho].

P: Oi.

B13: Precisa estar igual ao desenho original?

P: N&o. [Inicia os célculos, conforme folha de respostas]. (TRANSCRICAO
de 1361 a 1379).

Refez o item conforme figura abaixo:

Figura 82 — Resposta dada durante a entrevista ao item (f) da 32 questéo

Fonte: Protocolo B13

Percebemos que ele havia refeito seguindo o mesmo raciocinio anterior, porém com
um erro de calculo numérico ao fazer 3,5 x 6 = 21,5 em vez de apenas 21, o alertamos:

B13: Vai dar 39,5 cm®.

P: Ai como foi que vocé pensou?

B13: Eu usei 0, 0 mesmo principio do outro.

P: Fez, vocé fez como? Explique ai.

B13: Bom, eu comecei [pesquisador interrompe].

P: Olha, a figura é esse paralelogramo aqui, ndo €, que a gente quer a area,
certo?

[Apontando para o paralelogramo original]. Ai como foi que vocé fez, vocé?
B13: Quer a area desse paralelogramo aqui €?

P: A érea desse paralelogramo aqui, oh.
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B13: Ah td. Ah, é s6 do paralelogramo, pensei que era desse retangulo aqui
[apontando para o retangulo formado a partir dos tracados auxiliares e uma
reta que ele fez no meio do paralelogramo].

P: Nao. S6 do paralelogramo. Quer alterar?

B13: N&o. Eu ndo sei como fazer a érea do paralelogramo.
(TRANSCRICAO de 1380 a 1393).

Neste item (f), o lado de maior comprimento ndo esta na horizontal, a altura relativa a
ele ndo ¢é dada, ndo é possivel ancorar o raciocinio, nos dados do problema, mobilizando a
producdo de um retdngulo de mesma area que o paralelogramo, usando a decomposicao-
recomposicdo. O procedimento geométrico precisa se apoiar na complementacdo da figura e
subtracdo das areas, isto é, completa adicionando as superficies e depois subtrai o que
adicionou. Casos como esse acontecem guando o lado que vai ser tomado como base € o de
menor comprimento.

Com excecdo do item (b) que teve erros de leitura nos dados, ver figura 71, ele acertou
0 célculo da area dos demais paralelogramos ndo retangulos e ndo losangos utilizando o
procedimento de decomposicao e recomposi¢do, conforme vemos nas figuras a seguir:

Figura 83 — Resposta do aluno B13 no item (d) da 32 questdo

Fonte: Protocolo B13
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Figura 84 — Resposta do aluno B13 na 42 questdo

Fonte: Protocolo B13

A compreensdo de como por decomposicdo e recomposicdo se resolve estes
problemas, ndo é suficiente para calcular corretamente no caso do item (f). Por isso
percebemos a dificuldade que ele vai encontrando em argumentar ao querer decompor e
recompor a figura.

Quanto ao aluno B19, o motivo para entrevista-lo consistiu na confirmacdo de
procedimento esperado em nossa analise a priori no que se refere ao erro na escolha dos dados
no item (h) da terceira questao.

Figura 85 — Erro na escolha dos dados no item (h) da 32 quest&o

Fonte: Protocolo B19

Como esperavamos, ele calculou a &rea do retangulo formado pelos tragados
auxiliares. Percebemos também um erro do ponto de vista da algebra das grandezas, pois ele
multiplicou nimeros e obteve uma grandeza (area) como resultado.

Na entrevista perguntamos como ele pensou para calcular a area da figura do item (h)

e falamos para ele qual figura queriamos a area:
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B19: Para calcular a area, eu pensei nessas dimensdes que estavam aqui,
assim do lado e aqui também [apontando para as dimensdes dos tragcados
auxiliares].

P: Vocé fez como?

B19: Eu multipliquei 5.5 por 5.8.

P: Certo. Ai vocé, veja s, a figura que estamos considerando é esse
retangulo aqui, certo? [Apontado para o retdngulo de dimensdes 5¢cm e 3cm].
B19: Hum.

P: E, diante disso, vocé gostaria de alterar sua resposta?

B19: Gostaria. (TRANSCRICAO de 1412 a 1420).

Vejamos os calculos feitos por ele:

Figura 86 — Resposta dada durante a entrevista ao item (h) da 3% questao

Fonte: Protocolo B19

Podemos notar que ele considerou as dimensdes do retdngulo correto, mas ainda

esqueceu a unidade de medida, que se caracteriza como outro erro de algebra das grandezas.

4.4 COMO OS PARTICIPANTES DA PESQUISA LIDAM COM A PRODUCAO DE
FIGURAS DE MESMA AREA QUE UM PARALELOGRAMO DADO?

Na andlise da quarta questdo consideramos como acerto total a producdo correta de
cada questdo com area igual a da figura dada; o erro é considerado quando ocorre a producao
incorreta da questdo ou quando a figura produzida possui area diferente da solicitada; na
auséncia de respostas, a questdo é deixada em branco. Em apenas um caso consideramos um
acerto parcial, no qual o aluno produziu a figura corretamente e com a area solicitada, errando
apenas por esquecer de acrescentar um quadradinho da malha na diagonal maior do losango
produzido.
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Gréfico 5 — Resultado do teste por itens na 42 questao
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Fonte: dados da pesquisa

Como vemos, a dificuldade maior concentrou-se na producao do losango, em que 0s
alunos precisavam relacionar as medidas das diagonais com a area do paralelogramo dado.
Bernardes, Souza e Zandonade (2014) também verificaram em sua pesquisa que a dificuldade
no losango foi maior, tanto na producdo da figura quanto na relacéo entre as diagonais e sua
area. Nos estudos de Souza (2010) e Paula (2011) as maiores dificuldades também se
concentram nesse tipo especifico de paralelogramo. A auséncia de respostas acima € de um
mesmo aluno, o B1.

A producdo de um quadrado de comprimentos dos lados medindo 6 cm seria uma das
respostas corretas esperadas para essa questdo. Apenas dois alunos a responderam assim.
Vejamos um exemplo:

Figura 87 — Consideracao da incluséo de classes na 42 questéo

Fonte: Protocolo B8
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Observamos as respostas dadas por eles na primeira questdo, na qual eles incluem os
quadrados ao identificarem retangulos e losangos. Um deles ndo inclui o losango nao
quadrado (O) em posicao ndo prototipica.

Seis sujeitos produziram um quadrado como resposta apenas para os itens (b) e (c),
embora todos tenham incluido os quadrados ao identificarem os retdngulos. Desses seis,
apenas um néo incluiu o quadrado na identificacdo de losangos, mesmo tendo considerado
essa inclusdo na resposta do quarto quesito. Trés deles acertaram a inclusdo na primeira
questdo e a outra metade obteve acertos parciais por ndao incluirem um ou mais losangos,
principalmente o (O).

Observamos que 83% dos alunos tém acerto total na producdo de um retangulo e de
um quadrado de mesma area que um paralelogramo néo retangulo e ndo losango, e 55% dos
sujeitos encontram um losango de mesma area que o paralelogramo dado. Dos 23 alunos que
responderam corretamente ao item (b) dessa questdo, 15 produziram um losango néo
guadrado, sendo 9 com a diagonal maior na horizontal e 6 com ela na vertical, conforme

figuras abaixo:

Figura 88 — Producéo de losango ndo quadrado com a diagonal maior na horizontal na 42

questdo

Fonte: Protocolo B6
Figura 89 — Producéo de losango ndo quadrado com a diagonal maior na vertical na 42 questao

Fonte: Protocolo Al4
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Como ja mencionado, a dificuldade maior concentrou-se na producdo do losango,

vejamos um exemplo de erro:

Figura 90 — Dificuldade na producdo do losango na 42 questdo

Fonte: Protocolo A3
Percebemos que o aluno produz um paralelogramo nao retangulo e ndo losango
quando solicitado a produzir um losango. Acreditamos que as dificuldades em relacionar a
area da figura dada e as diagonais do losango o tenham conduzido a essa producéo.
Nessa questdo também verificamos erros de calculo numérico e de calculo relacional.
Neste Gltimo, o aluno produziu uma figura com o nimero associado ao perimetro (36) igual

ao numero associado a area (36), conforme protocolo abaixo:
Figura 91 — Erro de célculo relacional na 42 questéo

Fonte: Protocolo Al13

Esse aluno produz um quadrado que, tomando o comprimento do quadradinho como
unidade, o nimero que expressa 0 perimetro dessa figura usando essa unidade é igual ao
nlmero que expressa a area dela (com o quadradinho como superficie unitaria). E afirma que:
“a figura desenhada atende todos os pedidos”. O erro consistiu no perimetro e ndo na
producédo da figura, pois, como vimos em nossa andlise a priori, a producdo de um quadrado
com area igual a da figura dada responderia a todos os itens da questdo. Diante da afirmacéo
acima dada por esse aluno, decidimos observar suas respostas na questdo de identificacéo e
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percebemos que ele inclui quadrados ao classificar retdngulos e losangos, porém, comete um
pequeno erro ao incluir um paralelogramo néo retangulo e ndo losango nos losangos.
Quanto as entrevistas, foram realizadas com os alunos A13, A16, Al17, B4 e B25, este
ultimo j& discutido na analise da primeira quest&o.
Quadro 14 — Alunos e critérios para entrevista na 42 questao

Aluno Critério

Entender a resposta da quarta questdo (possivel confusdo entre area e perimetro,

Al13 | conforme previsto na analise a priori).

Al16 | Esclarecer erros de leitura no item (d) da terceira questdo e entender como fez

para calcular a area da figura dada na quarta questéo.

Al7 | Entender a figura produzida no item (b) da quarta quest&o.

B4 Entender como pensou para produzir o losango no item (b) da quarta questéo.

Entender como identificou as figuras na primeira questdo e como calculou a
area da figura dada na quarta questdo. Confrontar figuras desenhadas no quarto
(confuséo entre retangulo e paralelogramo néo retangulo, e quadrado e losango
B25 | ndo quadrado com medidas dos comprimentos dos lados diferentes) com as
assinaladas na primeira questdo, confirmando o previsto na analise a priori (ndo

incluir quadrados ao identificar retangulos e losangos).

Fonte: acervo da pesquisa
O aluno A13 produziu um quadrado (ver figura 91) com o nimero associado ao
perimetro (36) igual ao nimero associado a area (36) da figura dada, cometendo um erro de
calculo relacional, como ja discutido anteriormente. Como essa era uma resposta prevista na
analise a priori, vinculada a um erro amplamente estudado nas pesquisas anteriores,
relacionado a confusdo entre area e perimetro, buscamos confirmé-la ou ndo por meio da

entrevista.

P: Sim, ai no caso, pronto, é, a figura que vocé desenhou, vocé escreveu aqui
que “a figura desenhada atende todos os pedidos”, como foi que vocé pensou
para desenhar essa figura?

Al13: Bom, é, ele manda desenhar um retdngulo com a mesma &rea, entéo eu
fiz a conta para ter a mesma area aqui, e um quadrado € um retangulo.
Depois ele pede um losango e que eu me lembre, um losango também é um,
pode ser um quadrado, e desenhe um quadrado com a mesma area, entdo um
quadrado ja resolvia todas as questoes.

P: Ai vocé considerou que um quadrado é retangulo e losango, e resolve?!
A13: Isso.

P: E a figura desenhada, vocé considera que possui mesma area que essa
figura aqui?

[Se referindo a figura dada].
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Al13: Sim.

P: Esta certo, A13. Acho que era isso que...

A13: Certo.

P: ... ai como foi que vocé fez para calcular essa area ai? [Se referindo a
figura produzida].

Al3: Eu fiz a coluna vezes a, a vertical vezes a horizontal.

P: A vertical vezes a horizontal. No caso da... saiu colocando o [ela
interrompe].

Al13: Na verdade, eu acho que eu errei a conta também. Por que eu disse que
dava 36, é, esta errado.

P: Vocé acha que errou?

A13: Hurum.

P: Em que?

Al13: Na hora de fazer a conta, porque eu cologuei nove e nove, entdo vai
dar 81 e a area é 36, entdo era sé para ser até seis.

P: Ai vocé gostaria de alterar?

A13: Hurum. (TRANSCRICAO de 341 a 368).

Como vemos na fala do aluno, ele ndo explicita nada sobre perimetro. Embora
tenhamos pensado e previsto de uma forma, o0 sujeito entrevistado aponta apenas que errou.
Ele considerou a incluséo, isto é, que a figura do quadrado ja atenderia ao solicitado, mas
confundiu alguns célculos e refez da seguinte maneira:

Figura 92 — Resposta dada durante a entrevista para os itens (a), (b) e (c) da 42 questédo

Fonte: Protocolo A13
Interpretamos a figura produzida pelo aluno A17 no item (b) como se ele tivesse feito
considerando um aspecto dinamico, isto é, diminuindo uma das diagonais do losango,
automaticamente aumentava a outra, vejamos:

Figura 93 — Figura produzida no item (b) da 42 quest&o

Fonte: Protocolo A17
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Como vemos, ele desenhou um quadrado e “achatou” a diagonal menor do losango e
“esticou” a diagonal maior. Realizamos a entrevista para entender esse procedimento e
confirmar ou ndo nossa interpretacao inicial.

P: Ah, para fazer o lado, entendi. E nesse, o (b), ndo e, o losango?

Al7: Esse eu fiz mais por tipo, desenho do que por raciocinio, porque tipo,
nesses daqui [se referindo ao retdngulo e ao quadrado] foi mais pensar, ah
raiz quadrada de 36, nesse aqui [se referindo ao losango] eu fiquei no
comego um pouquinho sem saber o que fazer, entdo tipo, eu meio que
desenhei 0 quadrado e fui completando pela imagem, tipo, tanto que tem um
guadrado aqui no fundo.

P: Sim.

Al7: Eu fui vendo aqui, tipo, €, sei la.

P: Cuidado para néo riscar viu [se referindo ao teste].

A17: E, tal coisinha compensa tal coisinha, tal coisinha compensa, eu fui
fazendo assim até finalizar [se referindo aos quadrados que completam os
outros].

P: Ah vocé foi, desenhou o quadrado e depois foi vendo.

Al7: E, por exemplo, calma. O quadrado 36, entdo eu tinha que fazer aqui
um nego6cio igual, entdo eu tinha que botar isso aqui [apontando para o
guadrado no fundo do losango produzido].

P: Sim.

Al7: A, tipo, é, esse quadrado compensa com, como? O gue é gue eu estava
fazendo mesmo? [Fica em divida e pensa um pouco]. Com esse negocinho
mais esse negocinho. N&o, espera, ndo, nao, é, esse negocinho mais esse
negocinho, é esse quadrado, esse negocinho mais esse negocinho. 1sso aqui,
esse mais esse mais esse da um quadrado [se referindo aos quadrados nédo
inteiros que se complementam] entendesse? Ai eu vou fazendo assim.

P: Ah, entendi. Vocé desenhou um quadrado inicialmente, ai depois foi
pegando os quadrados de fora e tentando [ela interrompe].

Al7: E botando dentro.

P: Dentro desse ai [se referindo ao losango].

Al7: Foi.

P: Entendi. Ai no caso vocé acha que ficou com a mesma area?

A17: Acho. (TRANSCRICAO de 879 a 907).

Apds a entrevista observamos que ele fez por compensacdo e ndo da forma que
estdvamos pensando. Embora tenha sido um procedimento interessante, verificamos que ele
ndo conserva a area, pois, devido a imprecisdo dos instrumentos utilizados, em alguns
momentos compensa por excesso e em outros por falta.

O aluno B4 fez dois losangos no item (b) da quarta questdo, como mostra a figura a

sequir:
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Figura 94 — Losangos produzidos no item (b) da 42 questdo

Fonte: Protocolo B4

A entrevista foi realizada com esse aluno para entender como ele pensou ao produzir

estes losangos. Vejamos um trecho dela:

B4: Sim. Esse, é, o retangulo e o quadrado foi mais facil, o problema aqui
foi o losango.

P: Certo. Como foi que vocé pensou?

B4: E, que se tem uma parte faltando aqui que ele esta incompleto, somando
com outra [mostrando os quadrados ndo inteiros na malha], vai, vai dar um
quadrado, ou seja, vai ficar com 1cm? Af tentei somar até dar 36. Eu n3o sei
se isso nesse daqui esta certo, mas foi o que eu consegui.

P: Como foi que vocé pensou para fazer dois, o que, como é gue VvOcé, 0s
dois sdo a resposta, é isso? [Apontando para os dois losangos desenhados].
B4: Nao, é esse daqui [apontando para o losango representado pela letra L].
P: Esse é a resposta?

B4: Esse aqui é errado [se referindo ao losango menor] porque ele foi muito,
ele ndo deu 0 mesmo nimero de quadrados.

P: Entdo, esse aqui foi uma tentativa de resposta, ndo é, ndo faz parte, ndo é
uma resposta Unica os dois?

B4: Isso. (TRANSCRICAO de 939 a 954).

Por estarem unidos por um ponto, inicialmente pensavamos que os dois seriam a
resposta, mas, apds a entrevista, percebemos que ele fez por tentativas, completando os
quadrados ndo inteiros até obter corretamente um losango com éarea igual a do paralelogramo
dado. Fica claro em sua fala que teve menos dificuldades na produ¢do do quadrado e do
retdngulo se comparada a do losango, corroborando com as pesquisas de Bernardes, Souza e
Zandonade (2014), Souza (2010) e Paula (2011).

4.5 ANALISE DOS RESULTADOS DE ACORDO COM AS CLASSES DE FIGURAS

Ao fazer um recorte do resultado individual de cada aluno no teste'® em relagdo ao
conjunto de figuras, dividimos as respostas dadas por eles nos itens das questdes de
identificacdo (1%), medida (3% e producdo (4% sobre os quadrados (1b, 3a, 3g, 4c), 0s

'8 Tabela completa no Apéndice G desta dissertagao.
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retangulos (1c, 3e, 3h, 4a), os losangos (1d, 3c, 4b) e os paralelogramos néo retangulos e néo
losangos (1a, 3b, 3d, 3f). Cabe ressaltar que na primeira questdo apesar de ndo ter itens
explicitos, consideramos cada identificagdo como um item, por exemplo, identificacdo de
paralelogramos (1a), de quadrados (1b), de retangulos (1c) e de losangos (1d) para melhorar a
estrutura e organizagdo de cada gréfico.

Vejamos o desempenho dos alunos referente aos quadrados:

Grafico 6 — Desempenho dos alunos em relagéo aos itens*® sobre o quadrado
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Fonte: dados da pesquisa
Juntando os acertos das questdes de identificacdo (1b), de célculo da area (3a, 3g) e de
producéo (4c), todas envolvendo o quadrado, temos:
Gréfico 7 — Quantitativo de alunos que acertaram nas questfes 1, 3 e 4 os itens sobre

quadrados
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Fonte: dados da pesquisa

1% 1b (identificacdo de quadrados), 3a (calculo da 4rea do quadrado em posicdo prototipica), 3g (calculo da area
do quadrado em posicao ndo prototipica, dado o comprimento da diagonal) e 4c (producédo de quadrados).
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Percebemos que das 168 respostas dadas aos itens acima sobre os quadrados nas
questdes de identificacdo, medida e producdo, 119 foram corretas, 0 que corresponde a 71%
de acertos nas tarefas que envolvem a identificacdo de quadrados ou a sua area.

Notamos que os alunos ttm um bom desempenho nas situa¢fes que contemplam o
quadrado, com excecao do caso em que é dado o comprimento da sua diagonal. Os melhores
resultados estdo na questdo de identificacdo e na de producdo, nas quais 95% e 83% dos
alunos acertaram.

A terceira quest&o tem um indice elevado (78%)% no caso em que a figura se encontra
em sua posicao prototipica, tendo uma diferenca considerével para o item em que ela ndo esta
em sua posicdo habitual e o dado fornecido ndo é o comprimento do lado, mas sim, a da
diagonal, fato que voltaremos a discutir mais adiante.

Somando os acertos parciais e totais, temos:

Gréfico 8 — Quantitativo de alunos que acertaram total ou parcialmente nas questfes 1, 3 e 4
0s itens sobre quadrados

98%

40 1
@ 83%
S 30 -
T 52%
S 20 -
S m Acertos + parciais
.-‘.5 10 +
c
S 0-
© 4c

Itens

Fonte: dados da pesquisa
Observamos que o item (g) da terceira questdo foi o que teve o0 menor percentual de
acertos (totais e parciais), com uma diferenca significativa para o caso prototipico (3a).

Vejamos o desempenho dos alunos em relacdo aos retangulos:

%% No grafico 6 esse indice esta 79% porque houve um arredondamento automatico do programa para que a soma
dos outros percentuais totalizasse 100%. Como no grafico 7 os demais percentuais ndo aparecem, 0 programa
manteve os 78%. Seu valor sem arredondamentos é de aproximadamente 78,57%. O mesmo vale para outros
casos em que aparecerem essa pequena diferenga nos valores apresentados nos graficos.



137

Gréafico 9 — Desempenho dos alunos em relagéo aos itens* sobre o retangulo
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Fonte: dados da pesquisa
Juntando apenas os acertos totais, temos:

Gréfico 10 — Quantitativo de alunos que acertaram nas questdes 1, 3 e 4 os itens sobre

retangulos
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Fonte: dados da pesquisa
Os itens em relacdo ao retangulo também totalizam 168 respostas, das quais 131 foram
corretas, 0 que corresponde a 78% de acertos totais.
Assim como no caso dos quadrados, nos retangulos os alunos apresentam bons
desempenhos, ainda um pouco melhor que o da figura anterior, na identificacdo, medida e
producéo, inclusive no caso em que os lados estdo em posicdo ndo prototipica e ha dados

supérfluos.

2! 1¢ (identificacdo de retangulos), 3e e 3h (calculo da area de retangulos em posigo ndo prototipica, este Gltimo
com dados extras) e 4a (producéo de retdngulos).
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Vejamos o desempenho dos alunos juntando acertos parciais e totais nas questdes
consideradas:
Gréfico 11 — Quantitativo de alunos que acertaram total ou parcialmente nas questfes 1, 3 e 4
0s itens sobre retangulos
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Fonte: dados da pesquisa
Percebemos que o desempenho nas questdes sobre a identificacdo de retangulos e
sobre a area do retangulo é bem satisfatorio, sem diferencas marcantes nas situaces e nos
dados e/ou posicdes da figura.
Passemos as respostas dadas aos itens sobre os losangos:

Gréfico 12 — Desempenho dos alunos em relagao aos itens *’sobre o losango
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Fonte: dados da pesquisa
Diferentemente dos dois casos anteriores, 0s losangos estdo presentes em trés itens e

ndo em quatro como nas demais figuras.

22 1d (identificacdo de losangos), 3c (calculo da 4rea do losango em posicdo prototipica com dados extras) e 4b
(produgéo de losangos).
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O quantitativo de acertos no conjunto de questdes segue abaixo:

Gréfico 13 — Quantitativo de alunos que acertaram nas questdes 1, 3 e 4 os itens sobre

losangos
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Fonte: dados da pesquisa

Temos 126 respostas e, deste total, ha apenas 47% de acertos, o que corresponde a 59
respostas corretas.

Quando observamos os percentuais de acerto do quadrado e do retangulo — 71% e
78%, respectivamente — notamos que ha uma diferenca marcante no tratamento dado ao
losango se comparado as figuras anteriores, uma vez que menos da metade das respostas
dadas estavam corretas.

A identificacdo de losangos tem o menor nimero de acertos. Ja as situacdes de medida
e de producdo tem um indice maior ou igual a metade, com pouca diferenca entre ambos.

Gréfico 14 — Quantitativo de alunos que acertaram total ou parcialmente nas questdes 1, 3 e 4

0s itens sobre losangos
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Quando somados acertos parciais e totais, o item sobre identificacdo atinge o

percentual maximo, ficando o de produgdo com menor indice.

E sobre os paralelogramos néo retangulos e ndao losangos? Vejamos:

Gréafico 15 — Desempenho dos alunos em relacéo aos itens®sobre o paralelogramo néo

retangulo e ndo losango
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Fonte: dados da pesquisa

Vejamos o0 agrupamento dos acertos plenos:

Grafico 16 — Quantitativo de alunos que acertaram nas questdes 1, 3 e 4 o0s itens sobre

paralelogramos ndo retangulos e ndo losangos
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Fonte: dados da pesquisa

Das 168 respostas dadas aos quatro itens envolvendo o paralelogramo ndo retangulo e

nédo losango, 89 foram corretas, o que corresponde a 53% de acertos.

% 1a (identificacdo de paralelogramos), 3b (calculo da area do paralelogramo nio retangulo e ndo losango em
posicao prototipica), 3d e 3f (calculo da area de paralelogramos ndo retangulos e ndo losangos em posicéo nao

prototipica e com dados extras).
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Diante dos dados acima, percebemos que nao ha diferencas marcantes no quantitativo
de acertos referentes aos itens que envolvem os paralelogramos néo retangulos e ndo losangos
nas situacdes de identificacdo, medida e produgéo.

Em relagdo a soma de acertos parciais e totais, temos:

Gréfico 17 — Quantitativo de alunos que acertaram total ou parcialmente nas questfes 1, 3 e 4

0s itens sobre paralelogramos ndo retangulos e ndo losangos
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Fonte: dados da pesquisa

Fazendo um ordenamento crescente dos percentuais de respostas certas no conjunto de
questdes, obtemos: losango (47%), paralelogramo nédo retangulo e ndo losango (53%),
quadrado (71%) e retangulo (78%). Tais resultados apontam para uma dificuldade maior em
situacdes de identificacdo, de medida e de producdo envolvendo o losango (indices de acertos
abaixo da metade) e o paralelogramo néo retangulo e ndo losango (indices de acerto um pouco
maior que a metade). O desempenho torna-se mais satisfatorio quando as figuras envolvidas
nessas situacdes sdo o quadrado e o retangulo.

Ao observarmos todos os itens das questdes do teste, resolvemos agrupar aqueles em
que os alunos tiveram um percentual® de acertos acima de 70%, conforme quadro abaixo:

Tabela 1 — Itens com percentual de acertos acima de 70%

ltens 1b 1c 2a 2b 2C 2d 2e 3a 3e 3h 4a 4c

Percentual | 95% | 81% | 83% | 88% | 95% | 81% | 95% | 78% | 74% | 74% | 83% | 83%

Fonte: dados da pesquisa
Os itens em que 95% dos alunos acertaram se referem a identificacdo de quadrados
(1b), comparacéo entre retdngulo e losango na mesma malha, ambos em posic¢do prototipica

(2¢) e comparacdo envolvendo um retangulo com o lado de maior comprimento na vertical e

** Tabela completa no Apéndice H desta dissertacéo.
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um quadrado em posicdo prototipica, presentes na mesma malha (2e). Na comparagdo entre
um retadngulo em posicéao prototipica e um quadrado em posi¢do ndo habitual, ambos na malha
de 1 cm (2b), 88% dos sujeitos conseguiram acertar. Ao comparar retangulos em posicoes
prototipicas presentes em malhas diferentes (2a), e ao produzir retdngulos (4a) e quadrados
(4c), 83% dos alunos acertaram. Na identificacdo de retdngulos (1c) e na comparagdo entre
paralelogramo néo retangulo e ndo losango, e retangulo, ambos em posi¢Ges nao prototipicas
e em malhas diferentes (2d), 81% dos sujeitos tiveram sucesso. O célculo da area de um
quadrado em posicdo prototipica (3a) foi acertado por 78% dos alunos. Ao calcular a area de
retdngulos em posi¢bes ndo prototipicas e um deles contendo dados extras, 74% deles
acertaram.

Percebemos, salvo algumas excecBes que veremos adiante, que a identificacdo do
quadrado é bem dominada, inclusive em posi¢cdes ndo prototipicas, e a producdo de um
quadrado de area igual & de um paralelogramo também tem uma taxa de desempenho boa,
resultados ja apresentados anteriormente. O mesmo vale para as comparacdes em que ele
aparece e para o calculo de area dele, em posic¢do prototipica. Da mesma forma, as situacées
de identificacdo, comparagdo, medida e producdo nas quais aparece a figura do retangulo
também observamos bons resultados dos alunos. Os losangos e os paralelogramos nao
retdngulos e ndo losangos s6 apareceram na situacdo de comparacao.

De modo geral, levando em consideracdo o tipo de figura e a situacdo, podemos
observar que o desempenho dos alunos, considerando o recorte (acima de 70% de acertos), é
bom em todas as situacfes em que as figuras em jogo sdo o quadrado e o retangulo. Quando
entram em cena 0s losangos e os paralelogramos ndo retangulos e ndo losangos, esse
desempenho restringe-se a situacao de comparacéo.

Tabela 2 — Itens com percentual de acertos parciais acima de 50%
Itens la 1d
Percentual 52% 64%

Fonte: dados da pesquisa

Na situacdo de identificacdo de paralelogramos (1a) e de losango (1d), mais da metade
dos alunos tiveram acertos parciais, 52% e 64%, respectivamente. Isso indica que 0s sujeitos
ainda estdo em processo de aprimoramento de seu repertorio de esquemas para lidar com esse

tipo de situacéo, envolvendo tais figuras.
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Tabela 3 — Itens com percentual de erros acima de 25%
Itens 2f | 3d | 3f | 3g | 4b
Percentual | 33% | 26% | 33% | 36% | 40%

Fonte: dados da pesquisa

Na comparacéo entre retangulo e paralelogramo nédo retangulo e ndo losango, ambos
em posicao prototipica e em malhas diferentes (2f), 33% dos alunos erraram. O célculo de
area de paralelogramos ndo retangulos e ndo losangos com dados extras e em posi¢cdes nao
prototipicas (3d) foi fonte de erros por 26% deles. Esse indice sobe para 33% quando a altura
é externa (3f).

A Unica excecdo em relacdo ao quadrado foi no calculo da area, dado o comprimento
da diagonal (3g), na qual 36% dos sujeitos erraram. Percebemos que embora muitos alunos
identifiguem os quadrados como losangos, esse conhecimento sobre a classificacdo de
quadrilateros nao foi reinvestido nesse item, ou seja, ndo foi reconhecido como um conceito
em acdo pertinente na situacdo. Cabe ressaltar que, nessa questdo, como sinalizado na analise
a priori, acreditamos que exista uma falha na formulacdo, pois assinalamos os angulos, mas
ndo h& marcas que sustentem a igualdade dos comprimentos.

O indice maior de erro (40%) encontra-se na producdo de um losango (4b).
Percebemos que a situacdo de identificacdo ndo aparece como tendo altos indices de erros.

Por fim, cabe ressaltar que dada a riqueza dos dados ainda ha muito o que explorar
como, por exemplo, olhar de maneira sistematica e mais detalhada aluno por aluno no

conjunto de questdes do teste, o que fica para pesquisas futuras.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho esta inserido no conjunto de investigacdes desenvolvidas pelo grupo Pro-
Grandezas — ensino e aprendizagem das grandezas e medidas — da UFPE que, desde 2000,
vem se dedicando aos estudos sobre a didatica das grandezas, em especial, das grandezas
geométricas: area, volume, comprimento e abertura de angulo. Nesse sentido, adotamos a
abordagem do conceito de area com uma grandeza autdnoma, conforme o modelo proposto
por Douady e Perrin-Glorian (1989), o qual busca distinguir a area da superficie, bem como a
area do numero associado a ela.

Além do campo das grandezas e medidas, o da geometria também ganha destaque em
nosso trabalho, pois as grandezas geomeétricas, no caso a area, fazem um elo entre esses dois
importantes campos de estudos, conforme enfatizado por Lima e Carvalho (2010).

Tomamos como aporte tedrico a Teoria dos Campos Conceituais desenvolvida por
Vergnaud (1990) e seus colaboradores, a partir da qual, ao considerarmos a area como um
conceito, devemos levar em consideragdo um conjunto de situaces que dao sentido a ela, um
conjunto de invariantes operatorios (teoremas em acdo e conceitos em agdo) mobilizados no
tratamento de tarefas relativas a rea de uma figura e, por Gltimo e ndo menos importante, um
conjunto de representac@es simbolicas referentes a esse conceito.

Em relacdo as situacbes, consideramos para este trabalho as propostas por Baltar
(1996) que sdo comparacédo de area, medida de area e producdo de superficies. Além dessas,
resolvemos trabalhar também com a situag&o de identificacdo de paralelogramos.

Com a realizagdo da revisdo de literatura voltada para a identificacdo, percebemos
algumas dificuldades de alunos - e, em alguns casos, de professores - comuns nos diferentes
trabalhos, tais como: dificuldades na classificacdo dos quadrilateros, especialmente
paralelogramos e losangos (PASSOS, 2000, DINIZ, 2013, TAVARES, 2014); dificuldades na
definicdo de paralelogramos e em dar exemplos dessa figura (PIROLA et al., 2004, COSTA,;
CAMARA DOS SANTOS, 2015); confusdo entre paralelogramos e trapézios (PIROLA et al.,
2004, MESQUITA et al., 2013, COSTA, 2016, TELES, 2007); influéncia da posicdo das
figuras na sua identificacdo e classificacdo (PASSOS, 2000, MENEGOTTO; LARA, 2011,
DINIZ, 2013, COSTA; CAMARA DOS SANTOS, 2015); n&o reconhecimento do quadrado
como retangulo (TAVARES, 2014, COSTA; CAMARA DOS SANTOS, 2015, COSTA,
2016); confusdo entre trapézio e losango (COSTA, 2016).
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Em relacdo as pesquisas direcionadas para o calculo de area de figuras planas,
observamos: predominancia do tratamento numérico nas situacdes sobre area (BARROS,
2006, TELES, 2007, FERREIRA, 2010, PESSOA, 2010, SANTOS, 2010, PAULA, 2011,
SILVA, 2011, SANTOS, 2015, SILVA, 2016); dificuldade com relagéo ao tipo de figura,
especialmente o losango (SANTOS, 2010, PAULA, 2011, BERNARDES; SOUZA,
ZANDONADE, 2014).

Estudos voltados para o calculo da area do paralelogramo (DOUADY; PERRIN-
GLORIAN, 1989, BALTAR, 1996, SANTOS, 2005, SOUZA, 2013, entre outros) apontam
dificuldades dos alunos franceses e brasileiros, como confusdes entre as variagdes da area e
do perimetro por considerarem que os paralelogramos sdo retangulos deformados, ndo os
reconhecer em outra posi¢do e emprego de formulas erradas.

Algumas dificuldades sd@o mais gerais e também sdo investigadas na maioria das
pesquisas relatadas anteriormente, tais como dificuldade e confusdo entre os conceitos area e
perimetro e, também, o uso inadequado e/ou a auséncia das unidades de medida.

Frente aos resultados anteriores e por acreditarmos que a identificacdo tem influéncia
sobre o célculo da area, no sentido de que reconhecer a figura ajuda no momento de tomar os
elementos geométricos necessarios para os calculos, optamos por realizar uma pesquisa que
contemplasse aspectos da identificacdo (geometria) e do calculo de area de paralelogramos
(grandezas e medidas) com o seguinte objetivo: analisar como alunos do 8° ano do Ensino
Fundamental lidam com situacfes sobre a area de paralelogramos (quadrados, retangulos,
losangos e paralelogramos néo retangulos e ndo losangos).

Nosso primeiro objetivo especifico era verificar se os alunos do 8° ano do Ensino
Fundamental reconhecem quadrados, retangulos, losangos e paralelogramos nédo retangulos e
ndo losangos em configuracdes e posi¢cdes ndo prototipicas. Observamos que mais de 80%
dos participantes da pesquisa reconhecem os quadrados e 0s retangulos em posi¢des nédo
habituais, mais precisamente, 95% e 81%, respectivamente. Ja 0s paralelogramos néo
retangulos e ndo losangos sdo reconhecidos por apenas 45% deles, e a dificuldade aumenta
mais no caso do losango que é de apenas 36% o percentual de acertos. Tais resultados
confirmam o que apontam as pesquisas de Passos (2000), Diniz (2013), Tavares (2014), entre
outras.

Quanto ao segundo objetivo especifico, pretendiamos verificar a influéncia de
variaveis (tipo de situacéo, tipo de paralelogramo e dados fornecidos) sobre o desempenho

desses alunos na resolucdo de tarefas sobre a area de paralelogramos. Quanto ao tipo de
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situacdo, percebemos que a de producdo e a de comparacao foram as Unicas em que metade
Ou um pouco mais, acertaram, 55% e 50%, respectivamente. A situacdo de medida foi a que
teve 0 menor numeros de acertos (12%), seguida da de identificacdo (24%), fato que de certa
forma confirma nossa hipotese inicial, no sentido de que bons desempenhos ao identificar
contribuem para calcular a area, considerando um cruzamento entre variaveis e ndo a
observacao de cada uma isoladamente. Os paralelogramos em que os alunos tiveram o melhor
desempenho foram os quadrados e os retangulos, este ultimo sem diferencas marcantes nos
casos em que a figura esta em posi¢cdo ndo prototipica e com dados extras. A Unica excecao
para o quadrado ocorreu quando foi dado o comprimento da sua diagonal, na qual apenas 26%
dos alunos acertaram, diferentemente do resultado no caso habitual que foi de 78% de acertos.
A dificuldade maior foi na figura do losango, com menor nimero de acertos na questdo de
identificacdo (36%), seguida do paralelogramo néo retangulo e ndo losango, o qual ndo teve
diferencas relevantes nos tipos de situacdes. Os dados fornecidos influenciaram mais no caso
em que a altura do paralelogramo néo retangulo e ndo losango é externa, o que levou a apenas
metade dos alunos acertarem. O outro fato foi a diagonal do quadrado, que ja relatamos antes.

O terceiro objetivo especifico era identificar os procedimentos e os teoremas em a¢do
mobilizados por eles no tratamento de tarefas relativas a area de paralelogramos. Os seguintes
procedimentos foram observados: contagem de quadradinhos no caso da situacdo em que
aparecia a malha quadriculada, decomposicdo e recomposicdo, uso de férmula, sobreposicéo,
inclusédo. Identificamos alguns teoremas em acgdo verdadeiros:

e seduas figuras V” e V sdo semelhantes, com razdo de semelhanca diferente de 1, entdo
as areas de V e V’ sdo diferentes;

o figuras de perimetros diferentes podem ter areas iguais;

e se duas figuras V ¢ V’ podem ser ladrilhadas com uma mesma quantidade de
superficies unitarias idénticas U, entdo as areas de V e V’ sdo iguais;

e sejam duas figuras V e V’ e duas superficies unitarias U e U’ de areas distintas. Se a
medida da area de V utilizando a unidade definida por U e a medida da éarea de V’
utilizando a unidade definida por U’ sdo iguais entdo as areas de V e V’ sdo diferentes;

o figuras diferentes podem ter areas iguais.

Também observamos erros que interpretamos como manifestacdo de teorema-em-acéo
falso: retdngulos que possuem bases e alturas de medidas diferentes, possuem areas

diferentes.
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Alguns desses foram confirmados por meio da entrevista de explicitacdo que, além
disso, possibilitou validar procedimentos esperados na analise a priori, verificar erros de
leitura nas questdes, confrontar respostas de alunos reais e ficticios, entre outros.

No que se refere ao quarto e Ultimo objetivo especifico, tratava-se de averiguar se ha
diferencas marcantes no tratamento das tarefas sobre uso de férmulas, calculo de area e
identificacdo, nos casos das familias de figuras (quadrados, retangulos, losangos ou
paralelogramos ndo retangulos e ndo losangos). Os resultados mostram que o desempenho
global dos alunos é acima de 70% de acertos quando as figuras em jogo sdo o quadrado e 0
retdngulo. Quando consideramos os losangos e os paralelogramos ndo retangulos e néo
losangos, esse desempenho restringe-se apenas a situacdo de comparacdo. Sobre o uso de
formula, ja enfatizamos a dificuldade quando foi dado apenas o comprimento da diagonal em
um quadrado. Em relagdo ao célculo de area e a identificacdo, também apontamos
anteriormente que tiveram o menor percentual de acertos, principalmente na de medida, a qual
foi fonte maior de erros decorrentes da algebra das grandezas (multiplicacdo de nimeros e
obter grandezas como resultado, auséncia e/ou utilizacdo inadequada das unidades de
medida). Alguns erros de calculo relacional (considerar relagdo incorreta entre as diferentes
malhas, confusdo entre &rea e perimetro, entre outros) e de calculo numérico também foram
observados.

Nossas escolhas teorico-metodologicas atenderam as questdes que a pesquisa
pretendia investigar, as quais deram suporte a elaboracdo do instrumento de coleta de dados e
a analise dos resultados encontrados, bem como a validagdo por meio das entrevistas.

Diante dos resultados, algumas questdes se abrem: por que a figura do losango
continua sendo fonte de maiores erros por parte dos alunos? Como encontra-se o0 ensino de
paralelogramos atualmente? As aulas sobre area sdo pensadas levando em consideracdo
aspectos da identificacdo e classificacdo? Como os professores trabalhariam esses dois
aspectos simultaneamente?

Por fim, sugerimos que sejam elaboradas e experimentadas sequéncias didaticas
voltadas para situacdes de identificacdo, de classificacdo, de comparagdo, de medida e de
producdo, que contribuam para o ensino e a aprendizagem do conceito de area de figuras
planas, em especial aquelas em que apresentamos como maiores fontes de dificuldades por
parte dos alunos. E que as intervengdes ndo se restrinjam apenas a esses sujeitos. Que se possa

trabalhar a elaboracdo e experimentacdo de instrumentos juntamente aos professores, levando
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em consideracao suas experiéncias, limitacGes e realidades encontradas diariamente em sala

de aula, contribuindo assim para seu desenvolvimento e sua formacéo.
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APENDICE A - TESTE
Questdo 1: Entre as figuras abaixo, assinale o(s) paralelogramo(s).

A()

F()

D() _ CEQ)

G()
L()
J()
o()
M() .

Qual(is) das figuras acima é(sao) quadrado(s)?

Qual(is) das figuras acima é(sdo) retangulo(s)?

Qual(is) das figuras acima é(sdo) losango(s)?
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Questdo 2: Observe as figuras abaixo:

A B
{
/
f
D
C |
E F -
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Assinale (V) para verdadeiro ou (F) para falso nas seguintes afirmacdes. Explique como vocé

pensou.

( ) Asfiguras A e B possuem mesma area.

Explicagéo:

() As figuras A e G possuem mesma area.

Explicacao:

() As figuras A e C possuem mesma area.

Explicacao:

() As figuras E e F possuem mesma area.
Explicacao:

( ) As figuras F e H possuem mesma &rea.
Explicacao:

( ) As figuras A e D possuem mesma area.

Explicagéo:
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uestdo 3: Calcule a area das figuras abaixo:

5cm

7cm

b)

5cm

a)

9cm

L]

_2em

5cm

d)

6cm
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7cm

5cm

3cm

L]

-]

1cm

€)
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Questdo 4: Observe a figura a sequir e fagca 0 que se pede:

4cm 6 cm

]
9cm

a) Desenhe um retdngulo R com area igual a da figura acima.
b) Desenhe um losango L com area igual a da figura acima.
c) Desenhe um quadrado Q com area igual a da figura acima.
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APENDICE B — QUADRO DOS ALUNOS SELECIONADOS PARA ENTREVISTAS
COM OS RESPECTIVOS CRITERIOS

Aluno Critério

Confirmar teorema em acdo verdadeiro mobilizado na segunda questdo e
Al confrontar com alunos ficticios que mobilizam concepcbes numéricas e
geomeétricas, respectivamente.

A4 Esclarecer erros de leitura nos itens (b) e (d) da terceira quest&o.

Confirmar procedimento esperado na analise a priori da primeira questdo
A5 (paralelogramos como figuras que tém pelo menos um par de lados paralelos) e
confrontar com o aluno B11.

Esclarecer erros de leitura nos itens (b) e (d) da terceira questdo e entender a
Al13 | resposta da quarta questdo (possivel confusdo entre area e perimetro, conforme
previsto na analise a priori).

Al16 | Esclarecer erros de leitura no item (d) da terceira questdo e entender como fez
para calcular a area da figura dada na quarta questao.

Al7 | Entender porque respondeu todos os itens da terceira questdo, menos o (b) e
entender a figura produzida no item (b) da quarta quest&o.

B4 Entender como pensou para produzir o losango no item (b) da quarta questéo.
Confirmar propriedades do paralelogramo (apenas dois pares de lados paralelos)
B6 e a inclusdo de classes prevista na nossa andlise a priori, ou seja, a resposta
correta esperada para essa primeira questdo e confrontar com aluno ficticio.
Confrontar o teorema em agéo erroneo mobilizado na comparagao das figuras A
B8 e B da segunda questdo com as demais explicaces.

Confirmar de procedimento esperado na analise a priori da primeira questdo,
B11 |embora a resposta dada esteja incompleta (paralelogramos como figuras que
possuem dois pares de lados paralelos) e confrontar com o aluno A5.

B12 | Esclarecer erro de leitura na figura do item (d) da terceira questéo.

B13 | Esclarecer erro de leitura nas figuras dos itens (b) e (f) da terceira questéo.
Confirmar procedimento esperado na anélise a priori (erro na escolha dos dados)
B19 | noitem (h) da terceira questdo e esclarecer erro de leitura da questéo.

Entender como identificou as figuras na primeira questdo e como calculou a area
da figura dada na quarta questdo. Confrontar figuras desenhadas no quarto
B25 | (confusdo entre retangulo e paralelogramo ndo retangulo, e quadrado e losango
ndo quadrado com medidas dos comprimentos dos lados diferentes) com as
assinaladas na primeira questdo, confirmando o previsto na andlise a priori (ndo
incluir quadrados ao identificar retangulos e losangos).
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APENDICE C — RESULTADO DOS ALUNOS EM RELAGCAO AOS QUADRADOS
NAS QUESTOES 1, 3E 4

Quadrados
Alunos 1b 3a 39 4c
Al A A E A
A2 A A E A
A3 A A E A
Ad AP A AP A
A5 A A E A
A6 A AP AP A
A7 A AP A A
A8 A A A A
A9 A A E A
Al10 A AP A A
All A A A A
Al2 A AP AP A
Al3 A A E E
Al4d A A AP A
Al5 A A E A
Al6 A A SR E
Al7 A A A A
Bl A A E SR
B2 A A SR A
B3 A A SR A
B4 A E A A
B5 A AP AP E
B6 A A AP A
B7 A A E A
B8 A AP E A
B9 A A E E
B10 A A A A
B1l A A E A
B12 A AP AP A
B13 A A E E
B14 A A E A
B15 A A AP A
B16 A A SR A
B17 A A A A
B18 A A AP A
B19 AP A E A
B20 A A AP A
B21 A A A A
B22 A AP AP A (A Acertou
B23 A A E A |AP Acertou Parcialmente
B24 A A A A |E Errou
B25 A A A E |SR Sem Resposta
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APENDICE D - RESULTADO DOS ALUNOS EM RELACAO AOS RETANGULOS

A

NAS QUESTOES 1,3E 4

4a

SR

3h

AP

AP

AP

AP

AP

AP

AP

AP

AP

AP

Retangulos

3e

AP

AP

AP

AP

AP

AP

AP

AP

AP

AP

AP

1c

AP

AP

AP

AP

AP

AP

AP

AP

Alunos

Al

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

A9
Al10
All
Al2
Al3
Al4
Al5
Al6
Al7

Bl

B2

B3

B4

BS

B6

B7

B8

B9
B10
B11
B12
B13
B14
B15
B16
B17
B18
B19
B20
B21
B22
B23
B24
B25
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APENDICE E - RESULTADO DOS ALUNOS EM RELACAO AOS LOSANGOS NAS

QUESTOES 1, 3E 4

Losangos
Alunos 1d 3c 4b
Al AP A A
A2 A AP A
A3 AP A E
A4 AP E E
A5 AP AP E
A6 AP AP AP
A7 AP AP A
A8 A A A
A9 A A A
Al0 A AP A
All AP A A
Al2 A AP E
Al3 AP A E
Al4 AP AP A
Al5 AP A A
Al6 AP SR E
Al7 AP A E
Bl AP E SR
B2 AP A A
B3 AP SR E
B4 AP A A
B5 AP AP E
B6 A AP A
B7 A A A
B8 AP AP A
B9 A E E
B10 A A A
B11 AP A E
B12 AP A A
B13 AP A E
B14 AP AP A
B15 A A E
B16 A A A
B17 AP A E
B18 A AP A
B19 AP E A
B20 AP A A
B21 A A A
B22 A E E
B23 A E E
B24 AP A A
B25 AP E E
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RESULTADO DOS ALUNOS EM RELACAO AOS
PARALELOGRAMOS NAO RETANGULOS E NAO LOSANGOS NAS QUESTOES

Paralelogramos ndo reténgulos e ndo losangos

Alunos la 3b 3d 3f
Al A A A A
A2 A AP E E
A3 A A A A
Ad AP E E E
A5 AP A AP E
A6 AP AP AP AP
A7 A AP A E
A8 AP A A A
A9 AP A A A

Al10 A AP E A
All A A A A
Al2 AP AP AP AP
Al3 A E E A
Al4 AP A A A
Al5 AP A A A
Al6 AP E E E
Al7 AP SR A A
Bl A E E SR
B2 E A A A
B3 AP A A SR
B4 AP A A E
B5 AP E E E
B6 A A A A
B7 A A A A
B8 AP AP AP AP
B9 AP A E E
B10 A A A A
B11 AP A A A
B12 AP A E A
B13 A E A E
B14 AP E A A
B15 A A A E
B16 A A A E
B17 A E A A
B18 A AP AP AP
B19 AP AP AP AP
B20 A A A E
B21 AP A A A
B22 A E E E
B23 A A A A
B24 AP A A A
B25 AP A E E
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A

APENDICE G - RESULTADO INDIVIDUAL DE CADA ALUNO NO TESTE

A
A
A

A

A

A

A

A

A

A
A

E
E
E

E

E
E

E

E

E

E

E

E

E
E

E

E

A

EIA|A]A

E{IA[A|A]A

E|APIATATA
E[A]|A

E|AP| A

EIA|JA]JA]A

E

EIA|A]A]A

EIA|A]A]A

E|A|A

EIA]A

EIA[A|A]A

E|A[A

3f [3g|3h|4a|4b| 4c

E

E|AP[A]A

E|IA|A|A|A|A

E[SR| A

EIA|JA[A]ALA

E

E|AP|A]A

E|ISRIA[A[A[A

E|APIA|A|A|A

E|A|A

E|A

E|A|A

E|A]|SR| E|A[SR|[SR|SR

E

E|AP| AJAPIAPIATATA

E|AP| E |AP|AP| E

E| A

E

E

E

E

E|A[A]A

E

E

A

EIA|A]A]A

2f 1 3a|3b|3c|3d]| 3e

EIA|A|A[A|A]A

E|AP|AP|AP| E|AP|A]JA|A|A]A]A

E|A|E]|A

E[IA[|AJAA[A]A
E[A|E]|SRIE[A

E

E[A|A|SRIA|[A]|SR|ISRIA[A

E|AP| E|AP| E [AP| E |AP|AP| E

EIAJAIA|A[AIA|IAIAIAIALA

E|AP|A]A

E|A|E|JAP|A|A]|A

E| A|AP| E |AP[AP|AP| E
E|IAJAA]JAA

E|A|A

E|A|AP| E

E|lA

E|A

E|A

E|lA

E|A

E| A

E

Resultado individual por itens em cada questao

EIA]A

A

Alunos

E{IA[AJAJA[AIATAIAIATAIAIAIATATA

E{IA[AJAA[A]A

E

E

EIA]A

A|lA|JAIAPIAIAIA[AIA|IA]IA|A]IAA|A]A
AlAIAIAIAIAIA[AIAIA]AIAPIAPIE|A

A|A[AP|AP| E|A|A

AP|AP| AJAPIA|ATAAIAIATAIE

AP A|A|IAPIAIAIA[A|A|IA|IA|A|AP[AP|AP| E

AP A|A|JAPIA|A|A|A|A]| A|AP|AP|AP|AP|AP|AP|AP |AP| A |AP| A

A|A[AIAPIA|A|A|[A|A]|A|APAP|AP| A| A

APIAIAIA|A|AIAIA[IAIAIA|IAIAIA]IAIA]IAIA|A]IA]A
APIAIAIAITATA[IAIATAIA[IAIATATATIATA

A|lAJA|A|IAPIA|A|A]A

A| AJAP|AP| A

APITA|A[A|A|A|JA|A|[A|AP|AP|AP|AP |AP[AP|AP|AP|AP| A

A|lA|JA|IAPIA|IA|A|A]A

AP A|AIAPIAIATAIA[AIATA[AIAPTAIATAIAPIATATATA

AP A|A|JAP|IA|A]A

AP AAJIAPIAIA[AJA]IA|IAIAISRIAIAIAA]IATALA

AlA[A|IAPIATALA

E{|A|A|APIE|A|A]JA|A|A|IA|A|[A|IA|IA|JA|ISRIA|A|A]A

AP A|TAIAPIAATATATA

AP| A |AP|APIAPIAA[AIALA

AP| A|APIAP|A|A|JAA|A

AlAITAJAIAITAIAIAIATA[AIAIAPIATATAIAPIATATALTA

AlA[AIAIAIAIA[IAIAIAIAIAIAIAIALA

AP| A| A|AP|AP| E |AP|AP|AP|AP|AP|AP|AP|AP|AP|AP| E |AP| A A | A

AP| A|API A A
AlATALA

AP A|A|JAPIA|AIAIA[IAIAIA]JA|A]IAA|A

AP| AJAPIAPIAATATATA

A|A[APIAPIATAIA[IAIAIAIAIE[IATALA

AP| A|A|JAP|A|A]A

AlAIAIAJAITAIAIAJAIAIAIATATATA
AlAIAIAJAITAIAIAJATAIATATATATA

A|lA|JAIAPIAIA|A|A|IA|IA|A|E|JA|]A|APIA|A|[AP| A

AlAITAIAIAITAIAIAIAIA[A|APIAP|AP|APIAP|APIAPIATATA

AP |AP| A |AP| A

A|lA|JA|AP|E|A]A

APITAIA[AIAIATIAIAIAIAIAIATIAIAIAIAIATATIALTALA

AlA[AIA]A

AlAIAIA|IA|IAIA|IA|A]IAA|A

AP| A|AP|IAPIA|IA|A|IA]A

Simbolo| 1a [ 1b | 1c | 1d|2a|2b| 2c | 2d | 2e

Al

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

A9

Al0
All
Al12
Al3
Al4

Al5 |APIA[AAPIATATAJALA

Alb6
Al7

Bl

B2

B3

B4

B5

B6

B7

B8

B9

B10
B11
B12
B13
B14
B15
B16
B17
B18
B19
B20
B21
B22
B23

B24 |APIA|A[APIAIAIAIAIAIAIAIATIAIAIAIAIATIATATALA

B25
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APENDICE H - RESULTADO QUANTITATIVO EM TODOS OS ITENS DO TESTE

Quantitativo por itens em cada questao

Itens |Quantitativo Acertos Acertos Parciais Erros Sem Resposta
1a Q 19 22 1 0
% 45% 52% 2% 0%
1b Q 40 2 0 0
% 95% 5% 0% 0%
1c Q 34 8 0 0
% 81% 19% 0% 0%
1d Q 15 27 0 0
% 36% 64% 0% 0%
2a Q 35 3 4 0
% 83% 7% 9% 0%
b Q 37 0 5 0
% 88% 0% 12% 0%
2c Q 40 1 1 0
% 95% 2% 2% 0%
od Q 34 1 7 0
% 81% 2% 17% 0%
26 Q 40 1 1 0
% 95% 2% 2% 0%
of Q 26 2 14 0
% 62% 5% 33% 0%
34 Q 33 8 1 0
% 78% 19% 2% 0%
3b Q 24 8 9 1
% 57% 19% 21% 2%
3¢ Q 21 11 8 2
% 50% 26% 19% 5%
3d Q 25 6 11 0
% 59% 14% 26% 0%
36 Q 31 11 0 0
% 74% 26% 0% 0%
af Q 21 5 14 2
% 50% 12% 33% 5%
39 Q 11 11 15 5
% 26% 26% 36% 12%
3h Q 31 10 1 0
% 74% 24% 2% 0%
4a Q 35 0 6 1
% 83% 0% 14% 2%
ab Q 23 1 17 1
% 55% 2% 40% 2%
dc Q 35 0 6 1
% 83% 0% 14% 2%

Q - Quantidade
% - Percentual
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ANEXO A - PROVAS E DEMONSTRACOES DAS PROPRIEDADES (P),
TEOREMAS (T) E PROPOSICOES (PP) DA SECAO 2.4 E 2.4.1

P1 — Em um paralelogramo lados e angulos opostos sdo congruentes.
Figura 95 — Paralelogramo ABCD

Fonte: Barbosa (2006, p. 91)

Prova:

Seja ABCD um paralelogramo. Trace a diagonal AC. Como AB e DC séo
paralelos, entdo BAC = ACD. Como AD e BC sdo paralelos, entdo CAD =
ACB. Como, além disso, AC é comum aos tridngulos ABC e CDA, entao
estes tridangulos sdo congruentes. Logo B = D, AB = CD e BC = DA. E agora
facil ver que A = ¢ (BARBOSA, 2006, p. 91).

P2 — Se os lados opostos de um quadrilatero sdo congruentes entdo o quadrilatero é

paralelogramo.

Figura *® 96 — Quadrilatero ABCD

A B

D C
Fonte: Barbosa (2006, p. 92)

Prova:

%% Como podemos observar as figuras 95 e 96 apresentam diagonais tracejadas e continuas, respectivamente, pois
sdo assim que estdo no livro e procuramos manter a opcao do autor.
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Seja ABCD um quadrilatero em que AB = CD e BC = AD. Trace a diagonal
BD do quadrilatero. Os tridngulos ABD e CDB sé&o congruentes de acordo
com o terceiro caso de congruéncia de tridngulos. Logo CBD = BDA e CDB
= DBA. A primeira igualdade garante que BC e AD s3o paralelos, a segunda
garante que CD e BA também sdo paralelos. Logo ABCD é um
paralelogramo (BARBOSA, 2006, p. 92).

T1 — Todo quadrilatero convexo em que as diagonais se interceptam nos respectivos pontos
médios é paralelogramo.

Figura 97 — Paralelogramo com as diagonais interceptando-se nos pontos médios

C

Fonte: Moura (2013, p. 26)

Demonstracéo:

Hipotese: AC N BD=M e AM = MC; BM = MD.

Tese: ABCD é paralelogramo

Seja ABCD um quadrilatero convexo, figura 9. Apresenta-se, por hipétese,
que AM = MC, BM = DM e como DMA = CMB (0. p. V) segue-se que, &
AMD = aBMC e aDMC = aAMB pelo caso LAL. Logo, ABD = CDB =>

AB // CD ¢ DAC = ACB => AD // BC. Portanto, ABCD é paralelogramo
(MOURA, 2013, p. 26-27).

T2 —Todo retadngulo é um paralelogramo.

Figura 98 — Retangulo
D, C
90° 90°

90° 90°

Fonte: Moura (2013, p. 27)
Demonstragdo: “Seja ABCD um retangulo. Entdo A = B = C = D = 90°, segue-se que
AB // CD e BC// AD. Logo, ABCD ¢ um paralelogramo” (MOURA, 2013, p. 28).
T3 - Todo losango é um paralelogramo.
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Figura 99 — Losango
D

B

Fonte: Moura (2013, p. 29)

Demonstragéo:

Seja ABCD um losango. Entdo, AB = BC = CD = DA. Ao considerar a
diagonal AC, temos que AABC = aADC (pelo caso LLL) e que aABC e &
ADC s#o isosceles. Entdo, BAC = DCA = ACB = CAD. Logo, AB // CD e
BC /I AD: Portanto, ABCD é um paralelogramo (MOURA, 2013, p. 30).

Ppl — A é&rea de um paralelogramo é o produto do comprimento de um de seus lados pelo

comprimento da altura relativa a este lado.
Figura 100 — Paralelogramo com altura relativa ao lado tomado por base

D E

Fonte: Barbosa (2006, p. 177)

Prova:

Em termos da notacdo fixada acima devemos provar que a area do
paralelogramo ABCD é b x h. Para isto trace, a partir dos pontos A e B, dois
segmentos, AE e BF, perpendiculares a reta que contém CD. O quadrilatero
ABFE é um retangulo cuja area é AB x BF a qual, em termos de nossa
notacdo, é exatamente b x h. Para concluir a demonstracdo observe que 0s
tridngulos ADE e CBF sdo congruentes e que
Area (ABCD) = Area (ABCE) + Area (ADE) =
= Area (ABCE) + Area (CBF)
= Area (ABFE) = b x h (BARBOSA, 2006, p. 177-178).
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Pp2 — A area de um paralelogramo € invariante em relacao ao lado tomado por base.

Prova:

Considere na figura a seguir, ABCD um paralelogramo, em que a e b séo
comprimentos dos lados AB e BC respectivamente. Da mesma forma, x e y
sd0 0s respectivos comprimentos das alturas relativas a BC e AB. Os
prolongamentos dos lados AB e BC interceptam respectivamente as alturas y
e X nos pontos E e E1, determinando (pelo caso angulo/angulo/angulo)

triangulos semelhantes: BCE e ABEL. Sendo assim: % = % . Logo, x.b = ay
(SANTOS, 2005, p. 34).

Figura 101 — Invariancia da area com relacdo a escolha da base
D C

Fonte: Santos (2005, p. 34)



