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RESUMO

Nessa dissertagao, estudaremos a dinamica de vértices em fluidos bidimensionais ideais,
regioes planares nao simplesmente conexas e na superficie de uma esfera através do Hamiltoniano
definido em cada uma dessas regioes, obtendo, assim, as equagoes de Kirchhoff, as quais
descrevem o movimento dos vortices pontuais. Inicialmente, é considerado o caso de dois
vortices pontuais no plano e depois generalizamos isto para o caso de N- vortices, onde N
é qualquer nimero natural. A nao auto interagao dos vortices é destacada nesse trabalho.
Em seguida, é estudada a dinamica de vortices pontuais em dominios nao simplesmente
conexos ainda no plano, e para isto, serd utilizada a teoria de Kirchhoff-Routh na obtencao
de duas funcoes especiais, a saber, a funcao Hidrodinamica de Green e a funcao Prime de
Schottky-Klein. Por fim, estendemos os dois tltimos casos para a superficie da esfera. Para
isto, serda utilizada toda a teoria feita para o plano e com isto o Hamiltoniano definido numa

capa esférica é exibido.

Palavras-chave: Dinamica de vértices. Hamiltoniano. Kirchhoff-Routh. Green. Schottky-Klein.

Dominios nao simplesmente conexos.



ABSTRACT

In this dissertation, we study the point vortex dynamics in two dimensional ideal fluids,
non-simply connected planar regions and on a spherical surface, by means of the Hamiltonian
defined in each of these regions in orther to obtain the Kirchhoff equations, which describe
the point vortex movement. Initially, it is considered the case of two point vortices in the
plane and then we generalize this to the case of N-vortices, where N is any natural number.
The non-self-vortex interaction is highlighted in this work. Next, we study the point vortex
dynamics in non-simply connected domains in the plane by means of the Kirchhoff-Routh
theory, with which we get two special functions: Green’s Hydrodynamics function and
Schottky-Klein’s Prime function. At last, we extend the last two cases to the surface of a
sphere. For this, all the theory made for the plane will be used and with this the Hamiltonian
defined in a spherical shell is exhibited.

Keywords: Vortex Dynamics. Hamiltonian. Kirchhoff-Routh. Green. Schottky-Klein.

Domains not simply connected.
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1 INTRODUCAO

Na natureza, podemos encontrar varios fenomenos que podem ser modelados por vértices.
Vértices, sao movimentos espirais ao redor de um centro de rotacao; exemplo disto sao os
tornados, redemoinhos e turbilhoes.

A teoria da dinamica de vértices, apesar de ser uma area cuja esséncia é tedrica, a mesma
pode ser aplicada a diversas areas, como por exemplo, na meteorologia.

A dinamica de vortices é uma area da mecanica dos fluidos. Aqui, estaremos sempre
considerando fluidos bidimensionais, ideais e incompressiveis. Para se ter uma boa compreen-
sao sobre essa teoria, é necessario entender o conceito de vorticidade, o qual sera apresentado
neste trabalho. A principio, o campo de vorticidade esta relacionado com um campo de
velocidade. Tal campo, nos da informacao sobre a rotacao das particulas do fluido. A
dinamica de vértices estuda, entdao, o movimento dos vortices no fluido. Ao longo deste
trabalho, estaremos apenas interessados em vértices pontuais, seja no plano ou na esfera.

O estudo sobre a dinamica de vortices pontuais teve inicio em 1867, o qual foi introduzido
por Helmholtz, quando o mesmo publicou [14]. Nesse artigo, o autor ndo apenas estabelece a
base para a teoria como também chega a estudar o movimento de vortices pontuais, embora
a terminologia usada seja diferente da atual.

O artigo de Helmholtz originou uma série de temas sobre o movimento de vortices, onde
posteriormente, a dinamica passa a ser descrita como um sistema Hamiltoniano por Kirchhoff
em 1883 [15].

Em 1877, o matematico suico Grobli contribuiu para avangos consideraveis na area ao
publicar sua tese [16]. Nessa tese, Grobli destaca a condigao de integrabilidade do movimento
de tres vortices no plano. Mesmo com a relevancia desse trabalho, o suico é menosprezado.

Apoés altos e baixos que marcaram a histéria da dinamica de vortices, os resultados sobre trés
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vortices no plano voltaram a ser explorados na década de 70 por Aref [17] e Novikov [18].

A dinamica de vértices na esfera teve uma histéria similar. No século XX, Zermelo
contribuiu bastante para a teoria da dinamica de vértices na esfera. Uma de suas contribuicoes,
foi a prova da integrabilidade de trés vortices nessa superficie . Seus resultados ficaram no
esquecimento por muito tempo, até que assim como no caso planar, tais resultados voltaram
a ser estudados também na década de 70.

Durante muito tempo, o estudo sobre vértices se resumia aos casos do plano e da esfera,
até que Kimura mudou o cenério, quando generalizou a teoria. Em seu artigo [19] publicado
em 1999, ele trabalha as equacgoes de movimento de vértices pontuais na esfera e no plano
hiperbdlico.

Atualmente, um dos problemas que atrai a atencao dos pesquisadores da area esta relacio-
nado com a questao da integrabilidade dos vértices. Por exemplo, ja foi provado que o
movimento de até trés vortices no plano e na esfera é integravel, o que nao se tem tanta
certeza quando nos referimos ao plano hiperbdlico.

Nesta dissertacao, estudaremos a dinamica de vortices pontuais em regioes bidimensionais;
sendo inicialmente estudada em regioes simplesmente conexas no plano e posteriormente em
regioes nao simplesmente conexas no plano e na esfera.

O texto esta estruturado em trés capitulos. No primeiro capitulo, sao apresentados
conceitos e resultados bésicos que podem ser encontrados em qualquer livro-texto referente a
mecanica dos fluidos. Alguns desses conceitos também sao abordados no célculo diferencial,
como por exemplo: rotacional, divergente e gradiente. E também, apresentamos o conceito
de hamiltoniano, que serd muito utilizado no texto.

Posteriormente, no segundo capitulo, faremos um estudo sobre a dinamica de vértices
pontuais em dominios nao simplesmente conexos do plano, onde tomamos como principal
referéncia o artigo [5]. Ainda no Capitulo 2, serdo apresentadas as fungdes Hidrodinamica de
Green e fungcao Prime de Schottky-Klein, que desempenham um papel fundamental na busca
pelo Hamiltoniano definido em regioes desse tipo.

Por fim, no terceiro capitulo, cuja principal referéncia foi [12], iremos adaptar a teoria
desenvolvida no segundo capitulo para a superficie de uma esfera. Em seguida, exibiremos o

Hamiltoniano para a dinamica de vortices pontuais sobre uma capa esférica.
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2 DINAMICA DE VORTICES
EM FLUIDOS BIDIMENSIONAIS

Neste capitulo iremos abordar a teoria basica que sera usada no decorrer deste trabalho
que pode ser encontrado em qualquer livro-texto referente a mecanica dos fluidos, cujo
objetivo principal é fornecer ferramentas bésicas a fim de facilitar (ou tornar menos arduo)
o desenvolvimento de todo o estudo deste trabalho.

Aqui, consideramos os fluidos como sendo bidimensionais e ideais (veremos no decorrer do
trabalho o que isto significa). Também veremos alguns conceitos importantes para a teoria
a ser desenvolvida, tais como: funcdao potencial, potencial complexo, streamlines, campo de
vorticidade, entre outros.

Por fim, apresentaremos um dos conceitos que sera bastante utilizado em nosso estudo, o

de Hamiltoniano e, para isso, sera feita toda uma construcao de maneira explicita.

2.1 Alguns conceitos basicos

Para descrever o campo de velocidades de um fluido F' em qualquer ponto x pertencente

a um espaco X e em qualquer tempo ¢, utiliza-se a seguinte expressao

u = u(x,t). (2.1)

Considerando o espaco R? e denotando as trés componentes de u por u, v e w, escrevemos

u=u(z,y, 2, t)ﬂ— v(x,y, 2, t)j—i— w(z,y, z, t)E
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~ . .. . L. u
Definicao 1. Um campo de wvelocidades u é dito estaciondrio quando — = 0 para todo

ot

tempo t. Isto significa que o tempo estd firado e que o fluro depende apenas do ponto x.

Um campo de velocidades planar é da seguinte forma

u=u(z,y,t)i + v(z,y,t)j + Ok,

que simplesmente podemos representar por

—

u = u(z,y,t)i + v(z,y,t)j. (22)

Aqui, estaremos sempre considerando o campo de velocidades planar estaciondrio, ou seja,

campos que apresentam a seguinte forma

- —

u=u(x,y)i +v(z,y)j. (2.3)

Agora, iremos introduzir um conceito que serd bastante 1til no decorrer deste trabalho,
o conceito de streamline.

Suponha que o campo de velocidades u(x,t) = (u,v) estd definido em um conjunto
X C R? e que em um dado tempo ty, o campo de vetores u é continuo e suave para todo
(x,y) € X. Da teoria de equagbes diferenciais ordinérias, temos que associadas ao campo
u estao as denominadas curvas integrais que sao curvas tangentes aos vetores do campo em
todos os pontos, isto é, uma curva « : [a,b] — X é curva integral do campo de vetores u se
%a(t) = u(«(t)) para todo tempo t.

Sendo (x(s),y(s)) uma parametrizacdo da curva integral «, o vetor tangente a curva é
dado por (%, %) que deve ser paralelo ao campo vetorial (u(x(s),y(s)),v(z(s),y(s))) pela

definicao dada no paragrafo anterior. Isto pode ser escrito da seguinte maneira

de  dy o
Wey) oy 24

Este sistema de equagoes diferenciais dado em (2.4) pode ser integrado para uma condi¢ao

inicial dada em s = 0 pelo menos localmente. E disto, juntamente com o Teorema da

FEzxisténcia e Unicidade também da teoria de equacoes diferenciais ordindrias, a curva a é
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determinada de maneira tnica no ponto P = (2(0),y(0)). A curva « obtida deste modo é

dita uma streamline.

2.2 Fluido ideal

Nesta secao definimos um fluido ideal como um fluido que apresenta as seguintes propriedades:

i) E incompressivel, no sentido de que nao hé alteragao no volume quando submetido a

uma pressao exterior.
ii) A densidade p (isto é, a massa por unidade de volume) é constante.

iii) A wiscosidade ¢é nula.

Sejam u o campo de velocidades do escoamento de um fluido, C' uma curva fechada no
fluido com campo normal unitario n e A um dominio simplesmente conexo tal que C' = JA.
A componente do campo u na diregdo normal é dada por u-n (Ver [1]). Assim, o fluxo total

através de C' é dado por

/C(u-n)dl,

que deve ser zero para um fluido incompressivel. Se u = (u,v) e n = (s,t) entao

0 = /C(u-n)dl,
_ /C(u,v)-(s,t)dl,

= /C(us—i—vt) dl,
_ /C(—v,u) (—t,s)dl,

Como, u e n sao ortogonais, temos

/C(—%U)-(—t, s) dl:/C(—v,u)Edz
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onde t é um vetor do campo de velocidades wu.

Utilizando o teorema de Green, obtemos

/C —v, u)tdl = // <8u 8v> dA.
//AV-ualA:07 (2.5)

Da arbitrariedade de C, segue que a equagao (2.5) é vélida para qualquer curva no fluido.

Assim,

onde V - u é o divergente de u.

E disto, cabe a seguinte pergunta: E possivel que se tenha (2.5) com V - u # 07
Suponha sem perda de generalidade que o divergente V - u > 0 em algum ponto p do
fluido. Como o campo u ¢ continuo, teriamos que V - u > 0 em alguma vizinhanca V' de p.

Logo,

/ V-udA>0
VNA

o0 que gera uma contradigdo com (2.5). Mesmo argumento é vélido se supormos que V-u < 0

. Deste modo, concluimos que (2.5) acontece se, e somente se,

V-u=0 (2.6)
em todo o fluido.

Definicao 2. Seja u um campo de velocidades de um fluido F'. Dizemos que F' € incompressvel

seV-u=0.

Definicao 3. Seja u um campo de velocidades de um fluido F'. Dizemos que F € irrotacional

se Vxu=0, onde V X u é o rotacional de wu.

Definicao 4. Seja w um campo de velocidades de um fluido F'. Um campo w € dito campo

de vorticidade de u se w =V X u .

O conceito de vorticidade serd muito importante no decorrer deste trabalho. Para um

fluido irrotacional, segue por definicao que w = 0.
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Aqui estamos considerando a vorticidade para fluidos bidimensionais. Desse modo,

—

u= ’LL(ZL’7 Y, t);_‘_ ’U(.CE, Y, t)]

e, w = (0,0,w), onde

ov Ou

Com efeito, por definicao de vorticidade, temos

i i k
O ]
Ox dy 0z |’
u(z,y,t) v(x,y,t) 0
no que resulta em w = (@ — @) k.
or Oy

2.3 Dinamica de voértices pontuais em regioes simplesmente
conexas

Definigao 5. Seja X C R? um conjunto aberto e H : X — R uma funcdo diferencidvel. O

campo Hamiltoniano de H € o campo vetorial que associa a um ponto (x,y) € X, o campo

u(z,y) = (%—]Z(x,y)a —%—Z(%Z/)) :

H ¢ dita funcao Hamiltoniana.

Teorema 1. Seja u um campo de velocidades definido em um dominio aberto simplesmente

conexo D. Se w satisfaz o sistema

Vxu=0
V-u=0

entao w € um campo Hamiltoniano.
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Para demonstrarmos o teorema, precisamos de um resultado preliminar dado a seguir

cuja demonstragao é baseada em [2].

Proposicao 1. Se u = (u,v) € um campo vetorial irrotacional definido em um dominio

aberto simplesmente conexo D entao existe uma funcao real ® : D — R tal que
u = grad .
Dem:

Se u é irrotacional, segue por definicao que
Vxu=0.

Assim, do teorema de Green, segue que

/Cu-dl://D(vXu)-EdA:o (1)

Tomando dois pontos na curva orientada e fechada C', temos que C' fica dividida em duas
partes, as quais iremos denotar por C; (O a P) e C — C; (P a O). Seja Cy a curva C' — (4

com orientacao reversa ou simplesmente C; — C'. Entao temos para a equacao (1)

/udH—/ udl=0= udl—/ udl =0 (2)
C1 C—Cl Cl CQ

Sendo assim, podemos escrever (2) da seguinte maneira:

/P u-dl:/P w-dl = o0, P) (3)

o(C1) 0(C2)

A curva fechada C foi escolhida arbitrariamente dentro do dominio no qual o campo é
irrotacional.

Deste modo, em (3), o caminho integral de O a P pode ser tomado arbitrariamente em
D, e a integral é considerada como fun¢ao apenas dos pontos finais O e P que é definida pela
fungao ®(O, P) em (3).

Fixando o ponto O, tem-se que ® depende apenas de P. Assim, escrevendo P como

P =x = (z,y), obtemos a fungao
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Calculando sua derivada, tem-se

d® =u - dx = udr + vdy

onde u = (u,v) e dx = (dz, dy).

Em outras palavras,

0P 0P
dd = —dxr + —d
ox " oy
ou seja,
0P 0P
Uu=—ev=—.
ox dy
E com isto, provamos o que queriamos.
O
Figura 2.1: Curvas C; e Cs.
Demonstremos agora o Teorema.
Dem:
o . . v Ou)\ - : .
A primeira equacao do sistema dada por V x u = Eriew k = 0 nos permite utilizar
x Y

a Proposicao 1.

Uma condicao suficiente para termos
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dz’vu:V-u:%—i—g—Z:O

¢ a existéncia de uma funcao de classe C? (e portanto diferencidvel), ¥ : R*? — R tal que

u a e v e (2.8)

As curvas de nivel da funcao ¥ sao as curvas integrais do campo u. De fato, considere

uma parametrizacao

de uma curva obtida de ¥(z,y) = c.

Derivando a curva parametrizada, temos

v v U

0 = - 77, or
dt ox T y
oo . n 0P
= _— x —_—
dy ox
= u - (y’ _l‘)
. dr . dy - . - : -
onde & = 7 ey = o As duas tultimas igualdades se dao devido a Proposicao 1.

A igualdade acima nos diz que u é tangente a curva V(z,y) = ¢ uma vez que o vetor
(9, —&) é normal a tal curva.
Da Proposicao 1 e de (2.8) obtemos as equagoes de Cauchy-Riemann para as fungdes W

e ®, ou seja,

9D oV
S T Ay
(2.9)
0 ov
U=y T ar

Com isto, a fungao

f(z) =@(z,y) +i¥(z,y), z=x+1y
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é analitica.
A funcao f é dita potencial complero enquanto que sua parte real e imaginaria, isto é, ®
e U sao chamadas de potencial de velocidade e fungao fluzo, respectivamente.
A expressao
df o® 0¥ o¥ 0P

= — —1l— =Uu—1

dz Oz + Yor dy dy
é dita velocidade complexa. Perceba que a segunda igualdade acima ocorre devido a (2.9).
As curvas de nivel da fun¢ao potencial de velocidade ® sao chamadas de familia de curvas
equipotenciais, enquanto que as curvas de nivel da funcao fluxo ¥ descrevem uma familia de
streamlines.

De fato,

ov ov
U(x,y)=c = 0=dV¥ = de—'—@_ydy

= —vdr +udy =0

e isto equivale a equacao de uma streamline, como visto na Secao 2.1 deste capitulo.

Agora, seja a(t) = (x(t),y(t)) curva integral de u, ou seja,

(#,9) = (u,v)
De (2.8) segue que
L
T=u= oy
(2.10)
R
Y=UT T

E isto nos mostra que o campo vetorial u é campo Hamiltoniano com funcao Hamiltoniana

v,
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Vimos que dado o potencial complexo f(z) = ®(x,y)+i¥(x,y), o potencial de velocidade
® e a funcao fluxo U satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann dadas em (2.9) e o mesmo
vale para qualquer funcao analitica, ou seja, as partes real e imaginaria de uma funcgao
analitica também satisfazem (2.9). Disto segue que toda func¢do analitica representa o
potencial complexo de algum fluido bidimensional. Assim, como a parte imagindria de um
potencial complexo define um Hamiltoniano para a dinamica de um fluido ideal bidimensional,

obtemos que toda funcao analitica induz um campo Hamiltoniano.

2.4 Dinamica de voértices pontuais

Definigcao 6. Uma fonte (ou sumidouro) corresponde a um fluxo com o sequinte campo de

velocidades:

u="F, (2.11)
27r

onde T € o vetor unitdrio na dire¢do radial e m € a intensidade da fonte (m > 0) ou sumidouro

(m < 0).

Figura 2.2: Streamlines (cor roxa) e linhas equipotenciais (cor vermelha) para uma fonte

(lado esquerdo) ou um sumidouro (lado direito).
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O campo de velocidades dado em (2.11) é obtido do seguinte potencial de velocidades

(ver [4])

¢ = %log r (2.12)

que é a parte real do potencial complexo

f(z) = % log z. (2.13)

De fato, basta usar a identidade para logaritmos complexos dada por log z = log ||z|| +
iarg(z) e tomar r = ||z||.
Se a fonte ou sumidouro ao invés de estar na origem estiver em um ponto zy qualquer do

plano complexo, entdao o potencial complexo é da forma
m
flz) = By log(z — zo). (2.14)
i

Definigao 7. Se o campo de vorticidade estiver concentrado em wm unico ponto, dizemos

que tal ponto € um vortice pontual.

Figura 2.3: Esboco do campo de velocidades de um vortice pontual com intensidade positiva

(para intensidade negativa, o sentido do campo dar-se no sentido horério).

Vale ressaltar que dado um vortice pontual, o mesmo induz um campo de velocidades

e consequentemente um campo de vorticidade, assim para que haja uma maior clareza
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das ideias a serem apresentadas, ao falar de potencial complexo para um vortice pontual
estaremos nos referindo ao potencial gerado pelo campo induzido por tal vértice.
O campo de vorticidade para um vortice pontual de intensidade I' localizado em rq =

(x0,y0) é dado por

w(z,y) =T0(r —ro),

I" -

onde [ u-dx= [, 2—9 -dx =T com C curva fechada no fluido. (I' é dita a circula¢do em
r

torno da curva C'). (Ver [2])

O campo de velocidade associado a um vértice pontual é dado por

I -
=—0
S
onde r = ||r — 7o|| = /(x — 20)2 + (y — y0)? € 0 é 0 vetor unitario na direcdo azimutal. As

streamlines sao circulos centrados no vortice pontual.

O potencial complexo para um vortice pontual pode ser gerado a partir do potencial
complexo associado a uma fonte ou sumidouro simplesmente trocando os papéis de ® e W,
isto é, se f(z2) = ®(x,y) + 1V(z,y) é potencial complexo de uma fonte ou sumidouro entao
9(z) = VY(z,y) +iP(x,y) é potencial complexo de um vértice pontual.

Considerando a discussao ja feita nesta secao, as streamlines para um vértice pontual sao
circulos em torno do mesmo, ou seja, as linhas equipotenciais para uma fonte sao também
circulos (ver Figura 2.3). Deste modo, a velocidade potencial de uma fonte desempenha o
papel da funcao fluxo para o vértice.

Essa troca pode ser obtida simplesmente multiplicando o potencial complexo em (2.14)
por +i. A fim de manter a convencao de que a circulagao de vortices significa um fluxo no

sentido anti-horario, escolhemos o sinal negativo e obtemos:

f(z) = —i%log(z — 2). (2.15)

Alterando a nomenclatura de m para I" para denotar o vértice intensidade, obtemos

f(z) = %log(z — 20). (2.16)
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As partes real e imagindria do potencial dado em (2.16) sao

r r
@ = — \If = ——
(2) 27r0 e (2) 27rl09 T,
respectivamente, onde 0 = arg(z — zy) e r = ||z — 20]|.

Figura 2.4: Streamlines (cor roxa) e linhas equipotenciais (cor vermelha) para um vértice de

circulagao positva (I' > 0).

Como comentado nesta secao, todo vértice pontual induz um campo de velocidades no
fluido. No plano, se consideramos apenas um vértice pontual, nao ha movimento por parte
do mesmo. Neste caso, dizemos que no plano nao ha auto interacao. Mas, ao considerarmos
dois vértices no plano, fixado um, o campo de velocidades gerado pelo outro vortice faz com
que o vortice fixado se movimente, havendo assim uma dinamica de vortices.

Para o caso de dois vértices, o Hamiltoniano dado por

rir
H= 12 2 In||ry — rof]? (2.17)
onde ||ry — ryf| = \/(xl —x9)?2 4+ (y1 — y2)?, e I'1, 'y s@o as intensidades dos vértices 7 e 1y

respectivamente, nos fornece as equacoes de Kirchhoff dadas por

. 0H ) |

Fj[L‘j = % (& ijj = —% (218)
J J
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com j =1,2.
Dado um ponto z = (z,y) no plano, as equagdes de movimento induzido por N vértices

no ponto z sao dadas através do Hamiltoniano

H= % Z Z LTjin [(x —2)* + (y — w:)?] (2.19)

=1 i#j

cuja as equagoes de Kirchhoff sao

. 0oH ) OH
J

Lj
com j = 1,2,..., N. Estas ultimas equagoes desempenham um papel muito importante no

estudo da dinamica de vortices pontuais. A fim de uma melhor compreensao, vejamos um

exemplo.

Exemplo 1. Resolveremos o caso de dois vortices verificando que:

i) Se 'y + Ty # 0 entdo a solugao para as equagoes de Kirchhoff sao circulos.

i1) Se I'y + T's = 0 entdo a solugao para as equagoes de Kirchhoff sao retas.

i) Observe que o Hamiltoniano dado em (2.17) pode ser escrito da forma:

EREIY
D)

H

In (21— 22)* + (1 — 42)°] .

Sendo assim, as equacoes de movimento dos vértices 71 e 79 sao dadas por:

¥ = 7——=( — Tg = 7———= (11 —
1 e — 7o 2 Y1 — Y2 2 e — ral|? Y1 — Y2
e : (2.21)
. FZ . Fl
(e T = ?"QHQ(CEI T3) Yo = T = TQHQ(:EI T3)
Sendo 7;(t) = (z;(t),y,(t)) = z;(t) + iy;(t), temos
dT’l . FQ dTQ . Pl
— =l (ra — — =i——(r; —1y). (T
dt l||7“1—7”2||2(r2 e dt Z||T1—T2||2<r1 r2)- ()
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Agora, fazendo D := ||r; — ry||, mostremos que D independe do tempo t. De fato,

d(D? d
(dt ) = = (27 + 23 + yi + v5 — 2(z132 + 11y2))

= 2[71(71 — m2) + Za(z2 — 1) + Y1 (Y1 — Y2) + Y2(y2 — 1)) -

Substituindo (2.21) na dltima equagdo, obtemos que

d(D?)
dt

para todo ¢t € R (independente de 71 e r3). Disto conclui-se que

=0,

l|ry — 7ol = c.

Assim, obtemos o seguinte sistema de equagoes diferenciais lineares com coeficientes

constantes
dT’l i FQ
" ipe(rz =)
(2.22)
dry I
o~ iprnTre)

que na forma matricial é dado por

dry Ty Iy

dt D 'D? .
1

d?”g . Fl i Fl T2

—_— /I/_ [ —

dt D? D2

A matriz dos coeficientes do sistema anterior nos fornece o seguinte polinomio caracteristico:

Iy I INIDY ,
(——22—/\) (—D—lzz—/\) —11)—4222 = D’A(D*X+i(T + 1)),
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. . I+ 1),
que como solugoes (que sao os autovalores) tem-se A =0 ou A = —(1D—22)z.
Para o autovalor \; = 0 temos o autovetor associado v; = (1,1), e para o autovalor
Iy +Ty) o r
Ay = —(1D—22)2, o autovetor associado é vy = _F_Z’ 1
1

Se I'y + I'y # 0 entdo a solugao geral de (2.20) é dada por

) ( (C1 + 1) ) I,
r(t — ) -5
R(t) = 1) = et + coe D t v ], (2.23)
ra(t) 1 1
ou seja,
(I + 1)
Ty -~
r1(t) €1 = €26 D
— 1
ra(t) I+ Ty

c1 + e D?

r1(0 1 — =5 C2
1( ) . I,
r2(0) 1+ Co
Isto é equivalente ao seguinte sistema
Iy
c1 — —cy =11(0
LT, 1(0)

C1 +CQ = 7“2(0)

FlTl (0) + FQTQ(O) 0y — Fl
Ty +1Ty Y
em (2.21), nos mostra que as solugdes para este caso sao circulos.

Dai, encontramos que ¢; = (r2(0)—71(0)) que substituindo

ii) Neste caso, temos I'y = —I'y, assim, de (Y) tem-se que r; = 7, e com isso, obtemos

ro —1r1 = ¢, onde ¢ € R. Portanto,
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Analogamente, mostra-se que 7y também é constante. Portanto, segue que r; e ry sao

retas.
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3 DINAMICA DE VORTICES PONTU-
AIS EM DOMINIOS NAO SIMPLES-
MENTE CONEXOS

Foi estudado no capitulo anterior a dinamica de vortices pontuais no plano, mais especificamente
em regioes simplesmente conexas.

Neste capitulo, estudaremos a dinamica de vortices pontuais em dominios mais complicados,
no nosso caso em dominios nao simplesmente conexos.

Para isso, serd introduzida a funcao denominada fun¢dao Hidrodinamica de Green. A
fim de conseguir uma féormula analitica para esta funcao, sera utilizada uma funcao especial
chamada de fun¢do Prime de Schottky-Klein (Ver [5]).

Tais fungoes estao definidas em dominios circulares (ndo simplesmente conexos). Estes
dominios s@o regides planares com um numero finito de obstdculos (circulos no interior da

regiao). Veremos de forma precisa o que isto significa.

3.1 A Funcao Hidrodinamica de Green

Introduziremos uma fungao especial denotada por G(zx, y; o, yo), em relagao a dois pontos
(z,y) e (zo,y0) em um dominio do fluido D descrito a seguir. Consideramos trés casos
distintos do dominio D, a depender se D ¢ limitado ou ilimitado.

Seja M > 0 um nimero inteiro. Suponhamos que D contenha M + 1 obstdculos e sejam
tais obstéculos de D dados pelo conjunto {C;;7 =0, ..., M}.

Se D é limitado entao Cy serd tomado como a fronteira externa onde {Cy; k= 1,..., M}
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representa o conjunto dos M obstéculos no interior de Cj.

Co

Figura 3.1: A fronteira externa Cj juntamente com M obstaculos no seu interior.

No caso em que D ¢ ilimitado, temos que sua fronteira se estende ao infinito. Assim, esta

fronteira de comprimento infinito serd denotado por Cj.

Defini¢ao 8. A funcao Hidrodinamica de Green é a func¢io G(x,y;xo,yo) satisfazendo as

sequintes propriedades (ver [5]):
i) A fungao
1
9(x,y320:90) = =G,y 20, Y0) — 5-log 1o,

¢ harmonica com respeito a (x,y) ao longo da regigo D incluindo o ponto (xo,yo). Aqui,

ro € dado por

ro = /(& — 20)2 + (y — o).
i1) Se o € a derivada normal de G numa curva, entao
n
G(z,y;70,40) = A, em Cy, k=1,..., M,

oG
ka %ds = 0, k= ]_, ...,M,

onde ds denota um elemento de arco e Ay € constante para k =1, ..., M.

i11) E cumpre para os sequintes casos:
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Caso 1: Se D tem uma fronteira externa fechada Cy, entao

G(x,y;20,40) = 0 em Cy.

Caso 2: Se D ¢ ilimitado e se estende ao infinito em todas as direcoes, entao, em um

circulo com raio vy suficientemente grande, G se comporta da sequinte maneira:

(

1 1
G(z,y; o, yo) = —%ZOQ ro + O (7“_0) ,
oG 1
2 =9 (%)’

oG 1 1
\ %__27”’0—’_0(7"_8)’

onde D5 ¢ a derivada tangencial ao longo do circulo.
s

Caso 3: Se D é ilimitado e tem fronteiras que se estendem ao infinito, entao G se

comporta como seque:

G(z,y;20,40) =0 em Cy,

G(z,y;x0,y0) = O(1), em um circulo de raio suficientemente grande ry.

Agora, iremos estabelecer alguns lemas cuja demonstracao encontra-se em [7] e com isto

poderemos obter um teorema que sera bastante ttil no decorrer do capitulo.

Lema 1. A fun¢ao Hidrodinamica de Green G(x,y;xo,Yo) eziste de maneira unica e satisfaz

a condicao
G(Ia Y; Zo, yO) = G(._'E(), Yo; T, y)

Lema 2. Se N wvortices de intensidades I'y, k = 1,..., N, estao num fluido incompressivel
localizados nos pontos (xx,yx), k = 1,..., N, numa regigo D limitada por fronteiras fizadas

entao a funcao fluxo de movimento do fluido é dada por

N

U(z,y; 21,915 52N, yn) = Yo(z,y) + ZFkG(l’,y;ﬂ?k,yk),
k=1
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onde Vo(x,y) satisfaz as condi¢oes de contorno através das fronteiras do dominio D. Além

disso, Wo(x,y) independe da posicdo de vortices pontuais.

Definicao 9. Dada a funcdao Hidrodinamica de Green G, dizemos que R € funcdo de Robin
se satisfaz a equacao

R(%,?Jo) = 9(9507y0;370,yo)7

onde (xo,%0) € uma singularidade da fungdo de Green G.

Com isto, temos que préoximo a singularidade (zo, ), G pode ser expandida como

1
G(z,y; 20, y0) = —%ZOQ ro — R0, yo) + O(19).

Por fim, temos o teorema cuja demonstra¢do também encontra-se em [7].

Teorema 2. Para o movimento de vortices de intensidades I'y,, k =1, ..., N, numa regiao D

limitada por fronteiras fizadas, existe uma func¢do H(x1,y1;..., Tn, Yn) tal que

d(L’k B OH dyk B OH
Fk% - 5_yk7 k% - 8_% (3‘1>

onde H(x1,y1; ..., Tn,Yn) € dada por

N N

H(xhyl;“'uxnuyn) = Zrkq]0<xkvyk)+ Z FklerG(xk17yk1;xk27yk2)

k=1 k1,ko=1,
k1>ko

N
ZF%g(xanykayk)'
k=1

N | —

A funcao H assim obtida € dita funcao de Kirchhoff-Routh.

Observe que a equacao (3.1) representa um sistema Hamiltoniano.
Por conveniéncia, iremos utilizar coordenadas complexas z =z + 1y e Z = x — 1y. Deste
modo, se o niimero complexo a = xy+ 1y, denota a singularidade da func¢ao de Green, iremos

escrever G(z,a) ao invés de G(z, y; To, Yo)-
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3.2 Construcao de G em dominios circulares

Agora, iremos mostrar uma maneira de representar a funcao G explicitamente em dominios
circulares nao simplesmente conexos.

Seja D, o interior do disco unitério com M discos menores dentro. Se M = 0 temos o
caso de um dominio simplesmente conexo. Denotemos as fronteiras destes discos menores
por C, o circulo unitario por Cp; o centro dos discos menores por d; e o raio dos mesmos por
gjonde j =1,..., M.

Esta classe especial de dominios nao simplesmente conexos é muito importante por dois
motivos: primeiro, tais dominios circulares sao conhecidos como dominios candnicos para
aplicagoes conformes com rela¢do a dominios nao simplesmente conexos gerais (Ver [8]). Isto
é, qualquer dominio nao simplesmente conexo dado pode ser obtido através de um mapa
conforme definido num dominio circular de mesma conectividade para alguma escolha de
parametros d; e ¢g; com j = 1,..., M. Estes parametros devem ser determinados como parte da
construcao do mapeamento conforme. Segundo, tais dominios nos permite fornecer férmulas
explicitas para a funcao de Kirchhoff-Routh. Em particular, se um mapa conforme z(()
mapeia uma regiao D, contida num z-plano numa regiao D¢ contida num (-plano, e H () ¢
H(©) denotam os Hamiltonianos no z e (-plano, respectivamente, entao estes Hamiltonianos

estao relacionados pela férmula (ver [5])

N
_ _ ; . L T2
H(C)(ChClv seey Cnan> = H( )<217 21, ...,Zn,Zn) + Z ﬁloguz(gk)H?
k=1

onde (i e z, = 2((x), com k = 1,..., N, sdo vortices pontuais nos z e (-planos, respectivamente.

3.3 O grupo de Schottky

Seja A o conjunto das M transformacoes de Mobius denotados por ¢;, com j =1,.... M

°9 ?
correspondente ao mapa conjugagao para pontos no circulo C; (Ver [10]), isto é, se C; satisfaz

a equacao

|z =8| = (z—68;) (z—0;) =,
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entao

Deste modo, podemos definir

-

J

Se z ¢ um ponto em C, entao o conjugado de z é dado por Z = ¢;(z).

Agora, iremos introduzir a transformacao de Mobius

2

— ¢z
0:(2) =¢; (z71) =6 + ——.
i(2) = ¢ (+71) =9, .

Seja C7 o circulo obtido por reflexao do circulo Cj no circulo unitdrio [|z]| = 1 (isto é,

o circulo obtido pela transformacio z — 1/%z). E facilmente verificado que a imagem do

cireulo €} sob a tranformagao 6; é o circulo Cj.

Observagao 1. Como os M circulos C; sao disjuntos, o mesmo vale para os M circulos C7.

. cy
Cy

o
O, -
Cy

@

Figura 3.2: A regiao circular D, é a regiao no interior do circulo unitario Cy (no interior da
linha pontilhada) e exterior aos circulos Cy, Csy e Cs. A regidao D, é nao simplesmente conexo

com trés obstaculos. A regiao fundamental é a regiao nao delimitada exterior aos seis circulos

de Schottky Cy, CY, Cy, C4, Cs e C5.
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Definigao 10. O grupo de Schottky © é um grupo infinito cujos elementos sao mapas gerados
por composicoes dos M mapas bdsicos de Mobius 0; e seus inversos 0;1, onde j =1,....M,

Juntamente com o mapa identidade.
Definicao 11. Sejam {Cj}jj\il e {C] jj‘il como na Figura 2.2. A regiao do plano exterior

aos 2M circulos € dita regiao fundamental associada ao grupo de Schottky.

A regiao fundamental pode ser entendida como tendo duas metades, a metade que é

M

interior ao circulo unitario Cp, mas exterior aos circulos {C;} j=1, a qual é chamada de regido

fisica (que estamos chamando de D), e a regido exterior ao circulo unitério Cy e também

M
=D

aos circulos {CJ’ chamada de regiao nao fisica.
Duas propriedades importantes referente a estes mapas de Mobius cuja as demonstragoes
podem ser encontradas em [10] sdo

Dot
(i) o; (z)—(bj(z),v e C,

) g1 (51 — _ _ _ 1 "
(11) ej ( ) ¢j (2_1> ¢—j(2_1) 9]- (3) e—j(2>,v e C.

Agora, iremos introduzir alguns subconjuntos infinitos especiais formados por mapas do

grupo de Schottky © que serao necessarios no decorrer do capitulo.

Definicao 12. Denotamos por ;0; todos os mapas do grupo de Schottky que nao possuem
uma poténcia de 0; ou 0, no “lado esquerdo”(lado esquerdo no sentido de que todo mapa no
grupo de Schottky é gerado por composi¢ao de acordo com a Definigao 2.7) e nem possuem

poténcias de 0; ou Qj_l no “lado direito”.

Como um caso especial disto, a notacao ©; representa simplesmente todos os mapas do
grupo © que nao possuem nenhuma poténcia de ¢; ou Hj_l no lado direito e sem restricao
sobre o que aparece sobre o lado esquerdo. Analogamente, ;© representa todos os mapas
que nao possuem poténcias de 6; e nem de 9]71 no lado esquerdo e sem restri¢cao sobre o lado

direito.

Definigao 13. Denotamos por ©' o conjunto dos mapas do grupo © com excecdo do mapa

identidade.
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Por exemplo, ©] é o conjunto de todos os mapas de ©, excluindo a identidade e todos os

mapas com poténcias de 6; ou de #;* no lado direito.

Definicao 14. A notagao ©" denota o conjunto dos mapas do grupo de Schottky © com

excecao do mapa identidade e todos 0s mapas inversos.

Por exemplo, se 6,6, estd no conjunto entdo o mapa 6, ', nio estd. Analogamente, a
notagao 10; denota todos os mapas do grupo excluindo os mapas inversos e a identidade e
também aqueles com poténcias de #; ou 6! no lado esquerdo e aqueles com poténcias de 6,
ou 05! no lado direito. Da mesma forma, ©7 representa todos os mapas do grupo, excluindo

a identidade e todos os inversos, de modo que nao possuam poténcias de ¢; no lado direito.

3.4 A Funcao Prime de Schottky - Klein

Defini¢ao 15. Seja w(z,7vy) uma fung¢ao complexa simplesmente valuada no z-plano que se
anula em 7y e em todos os pontos equivalentes a vy sob os mapas do grupo ©, isto é, v e 0()

com 0 € © sdao zeros de w(z,7). A fung¢dao Prime de Schottky-Klein é dada por

w(z,7) = (2 = 7' (2,7), (3.2)

onde w'(z,7) € dada por

z)
v)

/ B (0:(2) — ) (6:(7)
(=)= 11 (0:(2) — 2) (0:(7)

0;,€0"

A funcao w’ também pode ser escrita da seguinte forma

W(z,7) = [ Az 6:2), 7, 6:)3, (3.4)

0,€0"
onde a notacao de chaves indica a razao cruzada entre os elementos z, 0;(z), v e 0;(7) (ver
[10]). A notagdo ' nao ¢ usada para denotar diferenciagao.
A funcgao Prime de Schottky-Klein possui duas propriedades importantes. Uma dessas

propriedades é que ela é antisimétrica em seus argumentos, ou seja,
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w(zafy) = _w(’% Z) (35>

Isto é claro quando se utiliza (3.2) e (3.3). A segunda propriedade é dada por

w (0;(2), ) w(z, 1)
— , (3.6)
w (0(2),72) w(z,72)

onde 6; é qualquer um dos mapas bésicos do grupo de Schottky © e §;(y1,72) é dada por

= 5]‘ (71, 72)

B (71 — 0x(B;)) (72 — O(A;))
sionna) = 110 =5 @ s —ou) (3.7)

ASCH

onde A; e B; sao os dois pontos fixos do mapa 6;, ou seja,
0;(A;) = A; e 6;(B;) = B;.
Além disso, A; e B; satisfazem a equacao

0;(z) = B; _ et 2 B;
Qj(Z)—Aj J Z—Aj’

(3.8)

onde p;, k; € R e |p | < 1.

A demonstracao dessa propriedade encontra-se em [9].

Proposicao 2. Sejam {Cj,C}} os circulos de Schottky como na secao anterior. Entao a
fungdo Prime w(z,7y) satisfaz a sequinte propriedade:
1

— -1 o
W(Z 77 )_ Z’YW(Z’/}/%

onde W(z,7) = w(zZ,7).

Dem:

Da Definigao 12 e da equagcao (3.4), temos:

w(zr) = (=) I {=6:(). 7.6} (3.9)

9]' SISl

Desta maneira, obtemos de (3.9) que
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w (z_l, 7_1) = (z_l — 7_1) H {z_l, 0; (2_1) 0, (7_1)} . (3.10)

0;€0"
Como #; € ©” C ©, segue por defini¢do do grupo de Schottky que 6; é uma composicao

de geradores do grupo O, ou seja,

0, (=) =0, (6, (6. (=) . (3.11)
para alguma sequéncia de inteiros (p, g, 7).
A propriedade (ii) é vélida para os mapas de © (em particular, para os mapas geradores

de ©). Logo,

onde 6, é gerador de ©. Equivalentemente,

1
O (271) = ——. (3.12)
) -
Substituindo (3.12) repetidamente em (3.11), tem-se:

1 1
9-(271) = 0 (9 (T)) =0p | =—77=
] e a5 )

1 1

—1 (1 (1 T\ 1
Op (0(1 (‘97" <2)>) (eTeqep) (2)
Se 6; decompde-se como trés mapas bésicos 6,60, e 0., ou seja, 0; (z) = 6, (6, (6, (2))),
entao 0j, ird denotar o mapa wnvertido de 6;. Por exemplo, no nosso caso, o mapa invertido

de 0; ¢ dado por

Ojr (2) = 0, (0, (0, (2))) -

Assim, a equagdo (3.13) pode ser escrita da seguinte forma:
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Com isto, temos que a equacao (3.10) torna-se

IV A G BV 1 1 1 1
o) = ) T s )

— (2_1—7_1) H {z,%_l(z),%@_l

0,€0"

(™} (3.14)

onde na ultima igualdade foi usada a invariancia da razao cruzada para transformacoes de
Mobius.
Agora, usando a definicdo do subconjunto ©” (isto significa que os mapas inversos sao

excluidos do produto), temos que a equagao (3.14) pode ser escrita da seguinte maneira:

w (271,7’1) = (z"1 - ’y*l) H {Z,%(Z),%@W)} :

0,€0"
Além disso, se um mapa 6 estd incluido no produto acima, pode-se fazer uma reorganizacao
de tal forma que o mapa 0, também esteja no produto. Deste modo, renomeando os mapas,

a ultima equacao torna-se:

w (2_1,7_1) = (2_1 - 7_1) H {Z,Q_j(z)77ae_j(7)} .

0;€0"

Logo,

Isto finaliza a prova da proposigao.
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Devido a sua importancia, iremos classificar todas as possiveis composicoes dos mapas
bésicos do grupo de Schottky © de acordo com seu nivel (ver [10]). Como exemplo, vejamos
o caso de quatro mapas bésicos 6;, com j = 1,2,3,4. Por convengao, o mapa identidade é
considerado tendo nivel zero e os quatro mapas basicos juntamente com seus inversos 9;1,
onde j = 1,2,3,4, como sendo mapas de nivel um. Todas as possiveis composicoes de

quaisquer dois destes oito mapas de forma que nao se reduzam a identidade, por exemplo,

01(01(2)), 01(02(2)), 01(05(2)), 01(04(2)), 62(01(2)), 62(0a(2)), ..,

sao chamadas de mapa de nivel dois; todas as possiveis composicoes de quaisquer trés dos
oitos mapas de nivel um que nao se reduzam a um mapa de nivel menor, sao chamadas de

mapas de nivel trés, e assim por diante.

3.5 Solucao Explicita para GG

Dado um dominio circular D, com obstaculos no seu interior (como mostrado na Figura
3.2), podemos construir a fun¢ao Prime de Schottky-Klein w(z, ) associada. Seja a € D, a
singularidade da fun¢ao Hidrodinamica de Green G. O potencial complexo W(z, «) para o

fluxo é tal que

G(z,a) = Im[W(z, a)],

onde o potencial complexo W (z, a)) é dado por

W(z, a)= —%log (W(Z’O‘)w (a7 ) . (3.15)

w(z,aw(z"1a)

Uma representagao explicita para G(z, «) é dada por

w(z,a)w(z71 a™h)

G2, 0) = Im[W (2, a)] = —%log (3.16)

w(z,aHw(z71a)
Teorema 3. Seja G como dada em (3.16). Entao G assim definida é uma fun¢ao Hidrodinamica

de Green.
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Dem:

Considere a funcao

w(z,a)w (z71 a™)

S(z,a) =

w(z,aHw(z-a)

Observe que S(z,a) possui um zero de segunda ordem em z = « (assim como em todos
os pontos do plano equivalente a o) e também admite um pélo de segunda ordem em 2z = @~ !
(e em pontos equivalentes), basta usar a defini¢ao da fungao w(z,a) dada em [5] a fim de
verificar isto.

1

Seja a um ponto na regiao fisica da regiao fundamental. Entao @~ encontra-se na regiao

nao fisica. Como,

1
G(z,0) = =4 -log|5(z,0)]| (3.17)

isto significa que na regido fisica da regiao fundamental D,, G(z,«) possui uma unica
singularidade logaritma isolada, a saber, em z = «, como necessario.
Uma vez que o zero de S em «a é de segunda ordem, temos que, localmente, G admite a

seguinte expansao:

1

G(z,a) = o

log|lz — af + O(1).

Precisamos verificar que a equagao (3.16) satisfaz as condigoes de contorno em todos os
circulos Cj, j = 0,1, ..., M.

Primeiro, vejamos a condigao de contorno com relagao ao circulo Cy; para isto, observe

que

wEZa)w (z—l,?—l)

wE,aYw(z

Como z € Cj (isto é, z - Z = 1), segue que
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?(z‘l,a)w(z,a’l) _ 1 ' (3.18)
w(izhaHw(z,a) S(z,a)
Da equagao (3.18) temos que em Cy, ||S(z,a)|| = 1. Logo, segue de (3.17) que

S(z,a)

G(z,a) =0, Vz ey,
satisfazendo assim, a Definigdo 8 (condigao (iii), caso 1)

Para qualquer um dos circulos interiores C;, j =1, ..., M, temos

(a%() ) (¢]1(2)7@’1)
@ w (97 (2), @)

Na ultima equagao , foi utilizado o fato de que Z = qﬁj(z) (Ver Se(;ao 3.3). E com isto, obtemos

S(z, )

z,a) =

5@, @) (6 et
w(l; ("), 0w <8_j_1 (z71), a) '

Por fim, utilizando mais uma vez a Proposicao 2, tem-se

o w(0; ("), @@ (0 (=),a)
S(z,a) = — — . i
( ) ) ||a||zw (9j (2_1) ’a_1) o (9]' (z—l) 7a—1) (3 19)

Observe que a equagao (3.10) pode ser escrita da seguinte maneira

(0. (1) . & (0. (1) . &

. SEENY SEEND
lofl* & (8;(=7),071) @ (0;(=7),07)

Utilizando a propriedade (3.6) na equagao (3.20), obtemos

2 wizlha)w(z"ha)

S — A, . ’ ! . 3.21
R e FE N I EENT) 320

Agora, usando a proprosigao 2 na equagao (3.21), obtemos

Sa) =B (a ) - g(( — a) )<Z<2‘ a)) _ 5]';0(‘;5&)) . (3.22)
3.2

2) que nos circulos C}, vale:

Resulta imediatamente da equacao (

IS(z, )|l = B; (e, @),
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Assim,

1 1 S S —
G(z,a) = —Elog 1S(z,a)| = _EZOQ B; (a,a™t) em Cj.

Isto significa que os parametros A;, j = 1,..., M, conforme a Defini¢do 8 (em (ii)) sao:

A= —Elog B; (a,at).

Utilizando a equagdo (3.7) para §3; (o, @™ '), obtem-se

_ (o —04(By)) (@ — 0i(4)))
Bi (a,a™) = — . 3.23
b ( ) QH_ (a—04(4))) (@ — 0u(B))) (3:23)
LEO;
A equagao (3.22) nos diz que §; (a,@ ') deve ser um ntmero real, mas nao estd claro
que o lado direito da equagao (3.23) é sempre um nimero real. Em [5] hd uma prova de que

B; (e, ') é um ntmero real positivo, para todo « € C. Isto finaliza a prova do teorema.

O

w(z,a)w (z71 a™h)
wiz,aHw(z"1a)

Entdo a funcao de Robin associada a G € dada por:

1
Lema 3. Seja G(z,a) = —4—log
T

a funcao Hidrodinamica de Green.

1 (o, )’ (a7t ah)
Ra, @) = —I - : .
(o) 4 || a2w (a,a V) w(at,a)
Dem:
Pela proprosicao 2, temos que
— (~—1 -1 1 !
w(zhal) = —a(z —a)w'(z, a). (3.24)

Disto, juntamente com a equacao (3.24), obtemos:

W (e =W (7).
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Em particular,

W (a o) =W (a, ). (3.25)

Uma representagao para a fun¢ao de Robin, é dada em [11] por

1 W' (o, o)
R (o, @) = —I —_— 3.26
D = 529 | faflo (o5 (320

A equagao (3.26) pode ser reescrita da seguinte forma:

1 W, @) 1 W' (a, a) 2
R(a,@) = —log || — DY |~ 2
07 = 50 || = 7|l e
_ %log W (e, Oz)w’_(&, a)
m o?w (o, at) (—g> w(a,a™t)
a

Utilizando a equagao (3.25) juntamente com a defini¢ao da fungiao Prime para @ (o', @),

obtemos que

W, )@ (a7t a™t)

?

1
R (o, @) = Elog

2w (,a ) w (ot a)

finalizando a demosntracao do lema.
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4 DINAMICA DE VORTICES NA
SUPERFICIE ESFERICA

Neste capitulo, estudaremos o movimento de vértices pontuais em regioes nao simplesmente
conexas na superficie de uma esfera.

Uma vez que detemos o conhecimento da funcao Hidrodinamica de Green, definida num
dominio circular (que é conformalmente equivalente a uma regiao na superficie esférica através
da projegao estereografica), iremos adaptar a teoria de Kirchhoff-Routh para o movimento
de vértices pontuais no plano para a superficie de uma esfera.

Por fim, exibiremos o Hamiltoniano para a dinamica de voértices pontuais sobre uma capa

esférica.

4.1 Alguns conceitos importantes

Aqui, Sg denotara a esfera bidimensional de raio R. Sem perda de generalidade, podemos
considerar a esfera unitaria que sera denotada por S. E Dg ird denotar uma regiao arbitraria
nao simplesmente conexa contendo um numero finito de obstaculos na superfice de §. O
conjunto {D;;j = 1,..., M} representa o conjunto dos obstdculos no interior de Dgs e a
fronteira de D; serd denotada por dD;, onde aqui serd sempre uma curva simples, fechada e
diferenciavel . A fronteira externa que envolve os obstaculos é denotada por dD,. Os angulos
polar e meridional usuais em coordenadas polares esféricas serao indicados pelo par (0, ¢) e

V% seré o operador de Laplace-Beltrami (como em [12]) definido por

Lo oy, 1
Vs sen 6 00 seneag +sen298¢2'
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O movimento de fluido incompressivel na superficie da esfera S pode ser descrito por uma

funcao fluxo . O campo de vorticidade local w possui a seguinte relacao com a fungao :

Vil = —w.

Para considerar o caso de movimento de vortice em Dg, introduzimos a fungao Hidrodinamica

de Green

GS(07¢7 emqﬁa) = _6<07¢7 eayfba) em Ds, (4.1>

onde § é uma funcio fluxo. As condicdes de contorno da funciao de Green G sio dadas por

G0, ¢; 04, do) = 0 em ODy,
(4.2)
G50, ¢;04, 00) = C; em OD;, j=1,..., M,
onde {Cj;7 =1,..., M} é um conjunto de constantes independentes de (6, ¢) (geralmente
dependem de (0,, ¢,)). Estas M constantes sdo determinadas pelas M condigoes em que as

circulagoes ao redor de todos os obstaculos fechados sao zero, ou seja,

S
/ oG ds=0, 7=1,..., M,
aD; on

onde OG®/0n é a derivada normal de G° e ds é um elemento de comprimento da fronteira
da regiao Dg.

Agora, vamos introduzir a projecao estereografica de Ds na regiao D, num z-plano

0\ . 0,\ .
z=vcot|=|e?, z,=cot|=)e%,
2 2

onde z, é a projecao da singularidade da funcao 9.

complexo, dada por

Denotamos as projegoes das regioes D; e suas fronteiras dD; por D7 e 9D7, respectivamente.
Esta escolha particular de projecao, mapeia o polo norte da esfera para z = oc.
Iremos agora reescrever G° (6, ¢; 0, ¢o ) como sendo uma funcao de novas varidveis independentes

(2,%Z). E esta nova fungao serd dada por G* (z,Z; 24, 2o ). E assim,



47

G*(2,%Z; 20, 2a) = 0 em 0Dg,

G?(2,%; 20y Za) = Cj em OD%, j=1,..., M,

com

0G*
—ds, =0, j=1,.... M,
GD; 8”2
onde 0G*/0n, é a derivada normal de G* e ds, é um elemento de comprimento da fronteira
da regiao nao simplesmente conexa no z-plano da projecao. Por uma extensao do teorema

da aplicacao de Riemann (ver [13]), é sabido que D, ¢ conformalmente equivalente a alguma

regiao circular D, consistindo do ¢-disco unitério contendo M discos menores.

Projegdo
estereografica

ut)

z-plano &-plano

Figura 4.1:

C)y ird denotar o disco unitario no ¢-plano e Cj, j = 1,..., M, denotard as fronteiras dos
circulos no interior de Cy. Denotaremos por ¢; € R e §; € C, o raio e o centro do circulo C},

respectivamente.
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Figura 4.2: Cj com dois obstaculos C}, j = 1,2, no seu interior.

Sejam z(¢) o mapa conforme de D; em D, e G (C,Z; oz,a) a funcao Hidrodinamica de

Green com relagao ao dominio D,. Pela invariancia conforme, segue que

G0, ¢ 0, bo) = G (2,7; 20, Za) = G° (¢, G, @) (4.4)

onde « ¢ a pré-imagem do ponto z, em D, sob o mapa z(¢) (isto €, z, = z(a)).
Uma formula explicita alternativa para a fungao Hidrodinamica de Green em D, ¢ dada

por (ver [5]):

w(G a)

aw (¢, a )

- 1
GC (C? ga O{,a) - —%ZOQ

Desta forma, a funcao G¢ (C .Ca, 5) ainda pode ser escrita da seguinte maneira:

(e Fam— Ly w(¢, @)@ (C,a) )
e =yl (Hau2w<c,a—1>w(z,a—l) ' o

De fato, a equacao (4.5) nos d&

WG P 1 w(¢ )@, a)
a 4#9me@@wwmag) (4.7)

que utilizando a observagao da Proposi¢ao 2 na equacao (4.7) obtemos a equagao (4.6).
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4.2 A teoria de Kirchhoff-Routh numa superficie esférica

Considere o movimento de fluido em Dg que é irrotacional, exceto para N vortices
pontuais com intensidades fixas I';, i = 1, ..., N, localizados nos pontos (0,,, ¢a,), i = 1,..., N.

A funcao fluxo associada a este sistema é

N
= Z FZGS(ey ¢7 eam (baz)
=1

Note que G°(0, ¢;0,., ¢a;) pode ser escrita como a soma de uma fun¢ao auto-induzida

Gpo(0, ¢: 6., do,) com uma fungdo nao auto-induzida G(G, ®;0a;, Pa; ), OU SEjA

GS(07 ¢a 004]-7 ¢aj) = Gpv(ev ¢7 Qaja ¢O¢j) + GA'S(Hj ¢a Qaja ¢aj)7 (48>

onde,

G0, 6100, B0,) = ———log ((<Z ~ o) (7= %)) ) (4.9)

4 1+ 2%2) (1 + zajzaj)
é a fungao de Green associada a um vértice pontual isolado de intensidade unitéria (isto é,
[’ = 1) numa esfera sem fronteiras (escrito em termos de (z,%)).

Das equagoes (4.8) e (4.9), obtemos

) | B _l w(¢, aj)w (Z _)
G5(0,6:00,,60,) = 4w’09(uajn (€@ HE [Ca >> +
+

0 (z—zaj)(E—Eaj)
g (1+ 22) (1 + 24,Za,)

_ 1 W'(C, 0y (7, @) 1 lze)ll )
T dn <\|aj\|2w<<,a—j—1>w(‘,aj1)) o ’9(1+z<aj> <a]>>
+ O —0w;,z—q;). (4.10)

1
—1
47

1

Lema 4. Seja CjS(Q, ¢; 04, Pa,) como na equagdo (4.10). Entdo sio vdlidas as propriedades:

i) GS(0,0;00,, ba,) = GS(0a,, bay: 0, 9);

el )

5 1
7 S . - — . - —
“) G (Qaj7¢aj70aj7¢aj> R(aj)aj) + 2ﬂ_l09 (1"‘2((1/]) (Oé]>

Dem:
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i) Da equacao (4.8), obtemos

GS(0, 6360y, 60,) = G (0,03 00, Gay) — G (0, 65 0ays Sy ).
Da equagao (4.4) e do Lema 1 (Capitulo 3) segue que a propriedade i) é vélida para
GS<07 qb) Qajw ¢aj)-

Da equagao (4.9), temos que

Gpu(0, 9300, ¢a,) = Gpu (2,2, 20, Zay)

que nas variavéis (z, z, za].,Ea].) fica claro a validade da propriedade i) para a funcao G,.
Portanto, como a propriedade i) é vélida para G* e G, segue que tal propriedade também
¢ vélida para G5(0, ; 0, , b, ).

ii) Para provar esta propriedade, basta mostrar que

M%@=i< W/ (ay, 0, (@5, @) )

4\ J|oy| 2w (g, @ ") @ (a5, ;)

Temos por definigdo que (ver [11])

1
R(z,05) = =G(z,05) — o—log ||z — o]

Assim,

1 w(¢, ;) 1
R(C,a5) = %log W’—%ZWHC—%H
1 W'(¢, ay) 1 /(QO‘J) ?
= 5500 (G|~ aw Y aw G a )
1 W'(C, )’ (2, o)
-
i | MogPw (G g D@ (G 1)

:L< W (¢, )@ (C,5) )
A \lglPw (¢ D@ (Cojh) )

que quando aplicado no par («, @;), obtém-se a propriedade ii). Isto prova o lema.



51

O
Agora, seja (0a,,¢q;) a posicdo do j-ésimo vértice pontual numa esfera. Fazendo a

mudanca de variavel

-[Dj = Cos Qaj, QJ - ¢O¢j7
temos que o movimento de N voértices em um dominio nao simplesmente conexo numa esfera
¢ dada através do seguinte sistema dinamico Hamiltoniano
S
o> ({Qi} {1})

I';Q; = 2P, , TPy =
J

onde o Hamiltoniano H*({Q;}, {P;}) ¢ dado por

R ({Qi} {P})
0Q; ’

N N
HS QY APY) = 53 S TIGS (arceos Py, Qg arceos i Q)

j=1 i=1

N
1 .
+ 3 g F?GS (arccos Pj, Q;;arccos Pj,Q;), (4.11)
i=1

N L. . . . .
onde, ) ;"' indica a soma sobre i entre 1 e N desconsiderando o caso i = j.

Utilizando a equacao (4.4) e o Lema 4 ii) na equagao (4.11), obtemos

1 N

HYHQIARY = 50D TGS (g, c0,m) — 5 TR (o, )

j=1 i=1 j=1
N
1 ||z (ay)]]
+ — ) TZlog ( 2 , (4.12)
A ; J 1+ z(a;)Z(e)

que de acordo com [11] a equacao (4.12) torna-se

HUQNARD = H((ad) + 3= o (o).

p 1+ 2(a;)z(ay )
Como D¢ ¢ um dominio circular unitario, segue do capitulo anterior que a equagao (4.13)

pode ser escrita da seguinte forma

HUQIAPD = (o) + =3 T00 (s ) (410
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onde H¢({a;}) e H*({z4,}) denotam os Hamiltonianos de vértice pontual nos dominios D
e D,, respectivamente.

Um ponto importante a ser observado é que os Hamiltonianos que governam o movimento
de N vortices na superficie da esfera nao sao invariantes sob projecao estereografica ou mapas
conformes.

Por fim, vejamos um exemplo com o intuito de exibirmos o Hamiltoniano para a dinamica

de vértices pontuais sobre uma capa esférica.

Exemplo 2. Considere uma superficie esférica com uma capa circular contendo o polo norte.
Suponha que a capa corresponde no z-plano através da projecao estereogrdfica ao disco D, =
{z € C;||z|| < ro}. A regiago D, é conformalmente equivalente ao disco unitdrio sob o simples

mapa conforme

2(€) = roC. (4.15)

Queremos determinar de maneira explicita o Hamiltoniano referente a esta capa esférica.
Denotemos por D%, a capa esférica contendo o pélo norte.

Sejam G (6, ¢; On;, Pa;)s G* (2,2; za].,Zaj) e G¢ (Q,Z; ozj,a_j) as fungoes Hidrodinamicas
de Green nos dominios D$, D, e D, respectivamente.

Sendo (0a,, ¢o;) as coordenadas do j-ésimo vértice pontual em D%, fagamos a mudanga
de varidvel P; = cos 0,; ¢ Q; = ¢, -

Assim, da equagao (4.14) e da defini¢do do mapa conforme dada em (4.15), tem-se que o

Hamiltoniano definido na regiao D$ é dado por

1 N N 1 N
HQIARY) = 520D TilG ayi20) = 5 D THRE (20
j=1

j=1 i=1

1 & 1

— F2l _ . 4.16
P o () (410

Agora, resta-nos exibir as fungées G*(zq;;2a,) € R? (zaj;ﬁj). De (4.4), temos que

G<({ai}) = G*({2q,})- Logo,
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. _ w(Zay, Za,)® (Za; Za)
G ({Zal}) = 47Tl <||Zai||2w (Zaj,%_l) o (Zj, Z;il)) .

Como D, e D¢ sao conformalmente equivalentes, onde D¢ é o disco unitério, segue que

W' (2a;, 20;) =W (z_%, Z) = 1. Portanto,

(Zaj B Zai) (% B Z_ﬂfz) )
)

G*({za}) = —EZOQ (HZm 5 (Zaj B 5_1) (z — !

1 (Za: — Zay;)
= —_] J : . 4.17
o og (H’Zai (Zaj _7%_1)> ( )

Sabemos que dada a funcao de Green G, temos a funcao de Robin R associada. Como

G* = G°, a funcao de Robin R* associada a G é dada por

o 1 1
R*? (za].;z%.) = 4—log
T\l P (200 7) @ (77,27
1 1
= El()g s
ol (2o, — ") (32 — 22)

/ ! )
g R Og — 5
A7 \llegy 112 (20, = 75 71)

1 1
= —log — . (4.18)
21 |24, (zaj — Za, 1))

Assim, das equagoes (4.17) e (4.18), temos que o Hamiltoniano definido na regiao D3 é

dado explicitamente por

1 Z/FFZ (Zaj—zai) _iilﬂl 1
I\l Gy 2z ) )~ = 7\l Gy — 20 )

]121

1
F210 ( ) .
E: 9\ T TalE e
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