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RESUMO

Neste trabalho, ndés estudamos a existéncia de medidas invariantes absolutamente
continuas para transformagcoes expansoras e atratores solenoidais gordos. Antes disso,
estudamos conceitos fundamentais de Teoria Ergddica, como o Teorema ergddico de
Birkhoff, ergodicidade e sistemas misturadores. Em seguida, abordaremos a existéncia
de medidas invariantes para uma transformacao continua em um espag¢o métrico com-
pacto. O objetivo serd analisar as propriedades agregadas a esses aspectos em relacao
as medidas invariantes e ergodicas, para entao estabelecemos um critério de continuidade
absoluta para a medida de Lebesgue e demonstramos que toda transformacao expansora,
numa variedade compacta, cujo Jacobiano é Holder, admite uma tnica medida invariante
absolutamente continua, a qual é ergédica e é medida fisica. Apds isso, fornecemos uma
condicao geométrica de transversalidade para atratores solenoidais gordos, que ¢é suficiente
para garantir a continuidade absoluta da medida SRB do atrator. E, por fim, exibiremos
dois exemplos: o primeiro exemplo corresponde a atratores para os quais nao ha medida
invariante absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue, o segundo exemplo
corresponde a atratores para os quais a medida SRB é absolutamente continua a medida

de Lebesgue.

Palavras-chave: Teoria ergédica. Medidas absolutamente continuas. Transformacoes

expansoras. Atratores solenoidais.



ABSTRACT

In this work, we have studied the existence of absolutely continuous invariant measures
for expansive transformations and fat solenoid attractors. Before that, we study funda-
mental concepts of Ergodic Theory, such as Birkhoft’s ergodic theorem, ergodicity, and
mixer systems. Next, we will discuss the existence of invariant measures for a continuous
transformation into a compact metric space. The objective will be to analyze the proper-
ties added to these aspects in relation to the invariants and ergodic measures, for which
we establish a criterion of absolute continuity for the Lebesgue measure and show that
any expansive transformation, in a compact manifold whose Jacobian is Holder, admits
a single absolutely continuous invariant measure, which is ergodic and is physical mea-
surement. After that, we provide a cross-sectional geometric condition for fat solenoid
attractors, which is sufficient to ensure the absolute continuity of the SRB measure of
the attractor. And finally, we will show two examples: the first example corresponds to
attractors for which there is no absolutely continuous invariant measure to the Lebesgue
measure, the second example corresponds to attractors for which the SRB measure is

absolutely continuous as measured by Lebesgue.

Keywords: Ergodic theory. Absolutely continuous measures. Expansive transforma-

tions. Solenoidal attractors.
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1 INTRODUCAO

A teoria ergédica consiste no ramo da matemética que estuda sistemas dinamicos (aqui
entendidos como transformagdes T : M — M, em algum espaco M) munidos de medidas
invariantes. A palavra ergédico possui origem em duas palavras gregas: £pyov (ergon), que
significa “trabalho”e 6dos (hodos), que significa “caminho”. Na teoria ergédica, estudamos
também o problema da possibilidade de determinar valores médios de fungoes associadas
a descricao dos sistemas.

O termo teoria ergodica teve origem na teoria cinética dos gases, desenvolvida no
século 19 pelos fisicos Boltzmann, Maxwell e Gibbs. A partir dos trabalhos realizados em
sistemas que eram descritos por um fluxo hamiltoniano. Acreditando que as érbitas desses
fluxos hamiltonianos preenchiam toda a superficie de energia, Boltzmann propos deduzir
as propriedades experimentais dos gases na natureza a partir de uma analise estatistica
de toda a populacao de suas moléculas, mais precisamente, Boltzmann deduziu que os
tempos médios de visita das grandezas observaveis (que no caso, eram fungoes) ao longo
das suas dérbitas coincidiam com a média espacial dessas grandezas ao longo das superficies
de energia.

Apesar da hipdtese assumida por Boltzmann ser falsa, ao longo do tempo, tornou-se
comum denotar por hipdtese ergodica a dedugao consequente, isto é, assumir a hipdtese
ergodica significa assumir que as médias temporais e espaciais dentro de um sistema
dinamico coincidem. Pode-se dizer que boa parte da Teoria ergodica e o seu desenvolvi-
mento no século 20 ocorreram em volta das solucoes para as seguintes perguntas: “Em
quais sistemas € vdlida a hipdtese ergodica? E em quais sistemas a hipdtese ergodica nao
€ vdlida?”.

Atualmente, as aplicagoes da Teoria ergddica tém sido vistas e feitas em areas das
mais diversas, sejam em Teoria dos Nimeros (destacamos a proposicao e Topologia,
até mesmo aplicagoes em Estatistica e Probabilidade. Podemos observar essas aplicagoes
na demonstracoes dos Teorema de Szemerédi, Van der Waerden, de Green-Tao e também
na “versao ergodica”do teorema central do limite.

O estudo de medidas invariantes é necessario dentro do contexto da teoria ergddica,
pois muitos dos fenomenos da natureza e ciéncias experimentais sao modelados por sis-
temas dinamicos que preservam alguma medida importante, por exemplo: os sistemas
hamiltonianos, que correspondem a fluxos que preservam a medida de Liouville. Um pro-
blema interessante da Teoria ergddica ¢ demonstrar que um sistema preserva uma medida

absolutamente continua, como é o caso da medida de Liouville.
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Um outro aspecto importante acerca do estudo das medidas invariantes é a possi-
bilidade de obtermos informacoes estatisticas sobre o comportamento da dinamica dos
sistemas. O teorema ergddico de Birkhoff (teorema [2.9)), por exemplo, nos garante que se
uma (medida de) probabilidade p é invariante por alguma transformagao T': M — M, a
hipétese ergddica se verifica em p—quase todo ponto x € M.

Neste trabalho, nosso objetivo é tratar da existéncia de medidas invariantes absolu-
tamente continuas em relacao a medida de Lebesgue, para transformagoes diferenciaveis
em espacos métricos compactos. Em especial, o nosso estudo tratara das transformagoes
expansoras em variedades compactas, provando o Teorema de existéncia e unicidade de
medidas ergédicas absolutamente continuas para transformagoes expansoras (Teorema
. O estudo tratara de atratores solenoidais que admitem uma medida ergddica ab-
solutamente continua, chamados de atratores solenoidais gordos.

O capitulo 1 deste trabalho abordard alguns resultados importantes das medidas
invariantes, com destaque para o Teorema ergddico de Birkhoff (teorema e uma de
suas aplicagoes na teoria dos ntimeros (proposicao . O capitulo também introduzira
o conceito de ergodicidade de uma medida e fornecera varias condicoes equivalentes para
essa ergodicidade (proposi¢ao . Na secao 1.5, definiremos também o conceito de sis-
temas misturadores, observaremos que esses sistemas também sao ergddicos e provaremos
que o sistema formado por uma transformacao expansora linear de grau k, £ > 2 e a
medida de Lebesgue constituem um sistema misturador (proposigao .

No capitulo 2, abordaremos a existéncia de medidas invariantes para uma trans-
formagao continua em um espaco métrico compacto. O objetivo serd analisar as proprie-
dades agregadas a esses aspectos em relacao as medidas invariantes e ergodicas, para entao
provarmos os dois resultados principais do capitulo (os teoremas e . O primeiro
teorema garante a existéncia de medidas de probabilidade invariantes para transformacoes
continuas enquanto que o segundo teorema garante que, para transformacoes expansoras
cujo jacobiano é Holder, existe uma tnica medida ergddica que é absolutamente continua
com respeito a medida de Lebesgue. A condi¢ao do jacobiano ser Holder no teorema [3.26
permite obtermos um controle de distorgao (proposigao , o qual sera fundamental
para garantir a continuidade absoluta.

O teorema [3.26| e toda a teoria que é necessaria para embasa-lo, desenvolvida nas
secoes 2.3 e 2.4, servem de motivacao para o capitulo 3, onde faremos o estudo do artigo
Fat Solenoidal Attractors de Tsugii [4], no qual um outro critério de continuidade absoluta
¢ aplicado para atratores solenoidais (teorema . Nesse sentido, o objetivo do estudo
no capitulo 3 é fornecer uma condicao suficiente para a continuidade absoluta da medida

SRB do atrator, distintos correspondendo a uma condi¢ao geométrica de transversalidade
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entre as sobreposicoes das imagens do atrator. A condicao geométrica de transversalidade
é dada na definigao [£.15] E, por fim, exibiremos dois exemplos que ilustram dois compor-
tamento dos mapas T o primeiro exemplo corresponde a atratores para os quais nao ha
medida invariante absolutamente continua, o segundo exemplo corresponde a atratores

para os quais a medida SRB é absolutamente continua.
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2 MEDIDAS INVARIANTES

A teoria ergddica é a area da matematica que estuda os sistemas dinamicos sob um
ponto de vista estatistico. A principal nocao desta area é a de medida invariante, a qual
tomamos como ponto de partida deste trabalho.

Iniciaremos o estudo partindo de um contetido que sera bastante requerido no desen-
volvimento dos capitulos subsequentes, principalmente no que se diz respeito as hipdteses
dos teoremas que serao abordados. Assim, comecaremos definindo o que vem a ser uma

medida invariante em um espago de medida.
Defini¢ao 2.1. Sejam (M, B, u) espaco de medida e T : M — M wma transformag¢ao
mensuravel, dizemos que a medida p é T — invariante se

w(E) = (T YE)) VE C M mensurdvel (2.1)

Observagao 2.2. T ¢ uma transformacao mensurdvel se, e somente se, T~1(E) é men-
surdvel para todo E C M mensurdvel, portanto a equag¢ao estda bem definida. Nesse

caso, também dizemos que T preserva p.

Diante da definicao acima e de alguns resultados que sao vistos em teoria da me-
dida, podemos enunciar a seguinte proposicao, que nos fornece uma equivaléncia para a

definicao.

Proposicao 2.3. Sejam T : M — M uma transformacao mensurdvel e i uma medida

em M. Entao T preserva p se, e somente se,

/g du:/gonu (2.2)

para toda funcao p-integravel g : M — R.

Prova: Suponha que p é invariante. Temos que vale a relacao da definicao, isto é,

para todo B mensuravel. Mas,

[ dn=u(B) = p(@(B) = [ Xrsimdn= [ woTan
M M M

Em virtude da igualdade acima, temos entao que o resultado segue para fungoes ca-

racteristicas.
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Por linearidade, concluimos que o mesmo vale para fungoes simples, ja que essas
funcoes sao combinacgoes lineares de fungoes caracteristicas e a integral é um operador
linear.

Agora, para provar que vale para qualquer funcao integravel, usaremos um argumento

de aproximagao: considere uma sequéncia (s,) de fungdes simples convergindo para uma

fungao ¢ integravel qualquer de tal modo que |s,| < |g| para todo n € N, tal sequéncia
existe em virtude de g ser pu-integravel . A partir dai, aplicando o teorema da convergeéncia

dominada (teorema |A.8)) duas vezes temos que

/gd,u:lim/snd,u:lim/ snon,u:/gonu
M M M

Logo temos que o resultado é vélido para todas medidas p T-invariantes.

A reciproca é valida e segue tomando g = Xg,

W HE) = [Xpiey du= [ soT du= [ X du=u(B)
]

Antes de darmos procedéncia aos resultados principais deste capitulo, vamos estudar
um exemplo importante de transformacao que preserva medida e que também servira de

exemplo para os resultados do capitulo 2.

2.1 Transformacoes expansoras lineares

Vamos considerar a transformagao 7" : [0, 1] — [0, 1] definida por:
T(z) = kx — |kx] keZ, (2.3)

onde | kx| denota o maior inteiro menor ou igual a kz, k > 2 e u é a medida de lebesgue
em [0,1]. T é um exemplo de uma familia mais geral de transformagoes, que sao as

transformacoes expansoras e que serao melhor estudadas no Capitulo 2.

Proposicao 2.4. A transformacdao T descrita acima preserva pu, isto é, ela satisfaz a
condicao .

Prova: A transformacdo T tem relagdo com a expansao de xz € [0, 1] na base k.
Vamos considerar a expansao de = na base k, com z = (0, z122x3...)r denotando o nimero
v = ) 7, % Observemos que a transformacao T' leva um ponto x = (0, z12223...)k,
z; € {0, ...,k — 1}, no ponto T'(x) = (0, xexs...) . Note que T' "suprime”o primeiro digito

da expansao na base k de x.
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Figura 1 — Gréfico da transformacao 1" para k = 3

Dessa forma, considerando E = [a,b] com a = 0,ajas... € b = 0, b1bs..., vemos entao
que o conjunto T~ !(FE) dos pontos cuja imagem pertence a E sao todos os pontos entre
a; = 0,jaias... e bj = 0, jbibs... paraalgum j = 0, 1, ..., k—1. Mais precisamente, definindo

TN E) = {x¢c [2,2£1] s a; < @ < b;} temos que

T-YE) = | U 77(E).

Por um lado, a medida de Lebesgue de Tj_l(E) ¢ k vezes menor que a medida de E

(ou seja, u(T;(E)) = 1 - w(E)) e, pelas propriedades de medida, segue que

Isto mostra que é satisfeita no caso de intervalos. Como consequéncia, essa
relacao é satisfeita sempre que E é uma uniao finita de intervalos. Agora, a familia das
unides finitas de intervalos é uma algebra que gera a o-algebra de Borel de [0,1]. A
validade da igualdade para todos os subconjuntos mensuraveis seguira do seguinte fato

geral:

Lema 2.5. Sejam T : M — M uma transformagao mensurdvel e p uma medida finita em
M. Suponha que existe uma dlgebra A de subconjuntos mensurdveis que geram a o-dlgebra
B de M e w(E) = u(T ' (E)) para todo E € A. Entao temos que u é T-invariante para
todo F € B.
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Demonstragdo: Considere D ={E € B: u(E) = p(T'(E))}.

Note primeiramente que, pela definicao do conjunto D e por hipdtese, temos que
A C D. Provaremos que D é uma classe monétona. Com efeito, seja By C Fy C F3 C ...
uma sequeéncia crescente de elementosem D e E = U;° (E,,, como a sequéncia de conjuntos

é encaixada, segue que

W(E)=lim (E,) e p(T7(E) = lmpu(T(E,).

n

Como E,, € D para todo n € N temos que é valida a seguinte igualdade

u(B) = lim (B,) = lim p(T~(E,)) = u(T~(E)).

n—oo n—oo
Assim, E € D. Analogamente, para uma sequéncia decrescente de intervalos D temos
que a intersecao estd em D. Portanto D é uma classe monétona e, como D contém A,
segue pelo teorema da classes mon6tonas (Teorema que D contém a o-algebra B

gerada por A, o que completa a demonstracao.
[ |

A partir do lema acima, como os borelianos estao contidos na o-algebra gerada pela
familia de unides finitas de intervalos, segue que u(E) = u(T~1(E)) para todo E boreliano,

logo T" preserva a medida p de Lebesgue.
]

A seguir, provaremos um resultado (mais geral) que nos fornece uma caracterizacao da
propriedade de preservagao de medidas em variedades Riemmanianas compactas. Temos

entao o enunciado

Proposicao 2.6. Suponha que T : M — M ¢é um difeomorfismo local de classe C' de
uma variedade Riemanniana compacta M. Seja vol a medida de volume em M e seja
p: M — [0,00) uma func¢ao continua, entao T preserva a medida p = p vol se, e

somente se,

p(z)
—_ = Yy € M. 2.4
> Danr@) ~ "W Ve (24)
z€T~1(y)

Prova: Seja d > 1 o grau de T, ou seja, d = #T(y) para todo y € M. Para
cada y € M e toda vizinhanca suficientemente pequena V', a pré-imagem T-1(V) tem

d componentes conexas Vi, ..., Vg, tais que cada restricao 7; = T'|V; é um difeomorfismo
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sobre V. Suponha que T preserva a medida p = pvol. Entao, pela formula de mudanca
de varidveis (Teorema [A.9)) aplicado a Tj:

/Vp dvol = u(V) = pu(T—(V)) :Z/V-pdml:;/v (poT; ') |DetDT; |d vol

j=1"YVj

d
_ / S (po T7Y) [Det DT} d vol
v i

Note que |DetDT; | = 1/|DetDT; o T; | e agora fazendo V = B(y,r) com r — 0,
temos que [p dvol — p(y) para vol—qtp y € M, pelo Teorema da Diferenciacao de
Lebesgue. Por outro lado, para todo z € f~!(y), pelo mesmo motivo, temos que

d

/B(W”) Z

J=1

d -1
(poT;) p(z)
T Y |DetDT | dvol — E J = E _
(po ;) | DetDT; | dvo ‘| Det DTy o T W) — |DetDT(x)]
Jj=1 J zeT—1(y)
Assim, a igualdade (2.4]) vale para todo vol —qtp y € M. Como p é continuo, segue a
igualdade para todo y € M.

Reciprocamente, se esta igualdade vale em todo ponto entao

p(T; () B .
w0 = [t vl =3 [ it dvol) =3 [ p dvolu(r ()

Para todo conjunto V' com diametro suficientemente pequeno. Assim, dado qualquer
conjunto mensuravel £ C M podemos cobrir £ com esses conjuntos V' a medida que y

percorre M. Logo, deduzimos que T' preserva a medida pu = p vol

2.2 Teorema Ergddico de Birkhoff

Nesta se¢ao, apresentaremos o Teorema Ergddico de Birkhoff, um dos resultados funda-
mentais da Teoria Ergodica. Este teorema permite um estudo de propriedades estatisticas
do conjunto dos iterados de .

Iniciaremos a secao definindo primeiramente o tempo médio de visita de um ponto a

um conjunto mensuravel .

Definicao 2.7. Dado E C M um conjunto mensurdvel, o tempo médio de visita de um

ponto x € M ao conjunto E é definido por:

7(z,E) = lim l# {i=01,..n-1:T(2) € E} (2.5)

n—oo M
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Observacao 2.8. Note que 0 < 7(z, E) < 1 e que este limite, quando existe, corresponde

a frequéncia de “tempos” j para os quais T?(x) pertence a E.

Teorema 2.9. (Birkhoff - versao para tempo médio de visita). Sejam T : M — M uma
transformacgdao mensurdvel , i uma probabilidade invariante e E C M mensurdvel, Entdao

7(z, E) existe em p-quase todo ponto x € M. Além disso,

/7’(3:, E)dp = p(E) VYE C M mensuravel (2.6)

O teorema ergddico de Birkhoff garante que 7(x, F) estd bem definido para p-qtp
x e M.
Outra propriedade importante é que se 7(x, E') existe para um certo ponto x € M,

entao corresponde a uma fungao invariante.

Lema 2.10.
7(z, E) =7(T(x), E).

Demonstracao: De fato, temos que

H(T(@), E) = lim~ 3 Xp(Ti(x)

=l AR(TI() - [Xp(a) - Xe(T(2))

= 7(z,F)+ lim 1 [(Xp(z) — Xp(T"(2))]

n—oo M,
= 71(z, F).
|

O teorema 2.9 segue de uma versao mais geral do teorema ergédico de Birkhoff, o qual

enunciaremos e demonstraremos a seguir:

Teorema 2.11. (Birkhoff- versio para média temporal) Sejam T : M — M uma trans-
formagao mensurdvel e u uma probabilidade invariante. Dada qualquer funcao p-integrdvel
w: M — R, o limite

n—1

Pla) = Jim 3 pl17() (27)

existe em p-quase todo ponto x € M. Além disso, a funcao ¢ é u—integrdvel e satisfaz

/@ummm-/@ummm. (2.8)
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Chamamos o limite ¢ de média temporal de ¢ ao longo da érbita de z e [ p(z)du(z)

de média espacial de .

Demonstra¢ao do Teorema 2: Comegamos por provar a existéncia (em p-qtp) do
limite (2.7). Sabemos que toda funcao pode ser escrita como diferenca de duas fungoes

nao negativas. Logo, podemos sem restri¢ao, supor ¢ > 0. Consideramos as funcoes
n—1

1
©*(z) = limsup — Z@Tﬂ z)) e pu(x) —hmmf—ZgoT]

n—00 n—oo N
j =0

/SD*dM < /sodu < /so*du, (2.9)

pois, a partir de (2.9) temos que [ p* — p.du < 0 e, como p* — ¢, > 0, segue-se entao

e entao basta mostrar que

que ¢* — ¢, = 0 (portanto p* = p,) em p-qtp, que é a conclusao pretendida.
Para provar a primeira desigualdade em (2.9)), introduzimos ¢} = min {¢*, K}, onde
K € N é um inteiro fixado (grande). Vamos demonstrar que [ @dp > [ ¢idp. Para isso,

fixamos € > 0 (pequeno) e para cada x € M, definimos

¢(r) = min {n >1: %2¢(Tﬂ(x)) > — e}

Observe que ¢(z) sempre existe (por defini¢ao de lim sup e porque ¢* > 3. ) e depende
dos nimeros K e ¢ fixados, embora omitiremos os indices K e € da notagao. Além disso,

perceba que, pela defini¢ao de ¢(z), temos que para n > ¢(x), vale

n—1

D (T (x) = q(x) (o) —e) - (2.10)

Jj=0

Agora, escolhemos S € N grande tal que o conjunto

E={xe M :q(zx)> S}

tenha medida p(E) < €/K. Tal escolha é possivel, pois a familia dos conjuntos
E,={x e M:q(x)=n}

forma uma particdo do espago mensurdavel M. Logo, tem-se que Y, u(E,) = p(M) =1
e, portanto, u(E) = o u(E,) < €/K para S suficientemente grande.
Agora para cada x € M e n > 1 definimos as sequéncias x; (de iterados de z) e ¢; (de

inteiros positivos) da seguinte maneira:
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1. Tomamos zg = .

2. Suponhamos que z; ja foi definido. Para a definicao de ¢; e de ;41 temos duas

possibilidades:

a) Se q(z;) < S, entdo tomamos ¢; = q(z;) e x;41 = T%(x;)

b) Se q(z;) > S, entdo tomamos ¢; =1 e x4 = T(x;) (= T%(x;)).
3. Encerramos a iteracao quando encontramos x4 tal que qo + q1 + ... + ¢s_1 + qs > n.

Observamos que em qualquer uma das situagoes (a) ou (b) temos que a definigao de

qs e o fato de S > 1 implicara que

Qo+ ¢ +..+g-1=>2n—>5 (2.11)

Para o caso (a) temos que, por (2.10]), obtemos (trocando-se n por ¢; e x por x;)

S+ K- X)) 2 Y o)) = alpicla) — o) = alpicla) — ), (212)

onde a ultima igualdade segue de que ¢35 (T(y)) = ¢ (y) para todo y(mostraremos na
proposigao seguinte o mesmo resultado valendo para ¢). Por outro lado, no caso (b),

temos

qi—1

D o+ K- Xp)(TV () = o) + K = K = (@i (x) — o), (2.13)

j=0
entao, denotando v = ¢p+...4+¢s_1 apenas para reduzir as expressoes, e usando as equagoes
(2.12)),(2.13)) e (2.11):

S+ K- Xp)(T(a)) = Z(i(wK-xExW(m))

b3 (o X))

> (2%) (@) =) +0 = (n—9)(@klx)—e) (2.14)

Integrando o primeiro e o ultimo membros (observar que, uma vez que a medida p é
T-invariante, tem-se [(¢ + K - Xg) o T?dp = [(¢ + K - Xg)dp para todo j > 0):
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n(/wdu+Ku(E)> > (n—25) (/w}dﬂ—E)

Dividindo ambos os termos por n, fazendo n — oo e lembrando que Ku(E) < e,

deduzimos que

/(pdu > /gp}d,u — 2¢ para todo € > 0
e portanto /cpdu > /gp}‘;{d,u.

Entao, passando ao limite quando K — oo (notar que a sequéncia ¢} converge mo-

/sodu > /w*du-

A segunda desigualdade em (12.9)) é provada de modo muito semelhante, apenas indi-

notonamente para ¢*) obtemos

como queriamos.
camos as diferencas com relagao ao caso anterior. Consideramos

q(z) = min {n >1: %igp(Tﬂ(x)) > .+ 6}

e definimos z;,q; do mesmo modo que antes. Tomamos E como atras foi definido mas

com S fixado de tal modo que

/ pdp < € (2.15)
E

Aplicando a (¢ — @ o Xg) 0 mesmo tipo de calculo que usamos em (2.12)), (2.13)), (2.14))

para a funcao (¢ + K - Xg), obtemos

(¢ — o Xp)(T?(x))

3
L
|
M1
N
5
|
’f?
ﬁ
o
&
ﬂ
§
\_/
+
ﬁ
e}
&
=)
5

<

I
o

i
=)

A
i
S
N——
5
_I_
o
+
M1
5
3

< et e+ @I (@) (2.16)

Integrando, temos que (lembre que n —v < .S por (2.11))
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oot [ o) <l o) st o

Dividindo ambos os termos por n, fazendo n — oo e usando ([2.15])

/apduS/cp*du—l—e~l—eparatodoe>0.

/sodu < /so*du- < /w*du < /sodu-

Assim, concluimos que o limite ¢* existe em p—qtp, também concluimos que p* =

Portanto

v« = @ em u-qtp e que vale a igualdade:
/@du = /sﬁ*du = /w*du = /@du-

Uma consequéncia imediata do Teorema [2.11] é o Teorema [2.9] o qual segue tomando
o= Xg.
Demonstracao do Teorema 1: Diante do Teorema acima, basta que tomemos ¢ = Xp.

Com efeito, perceba que

1 ,
(z,E) = T}i_)rroloﬁ#{j =0,1,...,.n—1:T’(z) € E}
1 n—1
= JH&gZ;XE(TJ(x» — 5(x).
]:

Além disso,

/T($7E)du—/s5du—/sodu—/XEdu—u(E)-

A fungao ¢, cuja existéncia em u—qtp é garantida pelo Teorema [2.11] é invariante.

Proposicao 2.12. Seja ¢ : M — R uma func¢ao pu—integrdavel. Entao

Q(T(x)) = ¢(x) para p—quase todo ponto x € M. (2.17)
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Prova: Pela definicao de ¢, temos que

PT@) = lim > plT7()

=l Y (@) + - [plT7@) ~ ()]

= G(@) + lim © [p(T"(@)) — (2)].

n—oo M,

Para concluirmos a prova, basta mostrar que o lim 1 [p(T™(x))] = 0 em p—qtp, o
n—oo

qual faremos isso no seguinte lema:

Lema 2.13. Se ¢ é uma fung¢do pu—integravel entao lim % [o(T™(z))] = 0 para p-quase

n—oo

todo ponto x € M

Demonstracao: Dado € > 0, Como p é invariante, temos

p (T (¢t ne,00)) = p (e [ne,00))

= gu({xeM:kS |“0(f)| <k:+1}).

E, somando sobre todo n € N, obtemos

iu(T_"(sO‘l[ne,OO))) = ik-u({xeM:k§M<k+l}>

€

< Z!@(%)\ -,u({xEM:kg ()] <k+1})
1 € €
> 1
= Z/ ol dp - —
e aat ¢
1
< /|90|du~; (2.18)

E dai, como ¢ é integravel, segue que as somas sao finitas, o que implica que B, :=
{z € M : p(T"(x)) > ne para infinitos valores de n} tem medida nula, pelo Lema de Borel-
Cantelli (lema |A.4). A partir da defini¢ao de B, temos que para = ¢ B, existe p € N tal

que para todo n > p = ¢(T"(x)) < ne. Agora tome o conjunto B = |J By/;. Entao, B
j=1

tem medida nula e para todo = ¢ B, vale que lim & [o(T"(z))] = 0.
n—oo

O resultado segue do lema acima, uma vez que o limite do lado direito em ([2.18]) é
igual a 0 para p—qtp.
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]

O teorema ergédico também afirma que [ 7(x, E)dp = p(E). Existem medidas para as

quais vale 7(x, E) = u(FE) para u-qtp, tais medidas sao chamadas de medidas ergédicas.

Definigao 2.14. Dizemos que p € uma medida ergodica para f (ou f diz-se ergddica
relativamente a ) se dado qualquer conjunto mensurdvel E, temos que 7(x, E) = u(E)

em p-quase todo ponto x € M.

Em outras palavras, a medida p é ergodica para T se o tempo médio de visita a
qualquer conjunto mensuravel coincide, em p-quase todo ponto, com a medida desse

conjunto. Esta nocao, chamada de ergodicidade, serd o objeto de estudo da se¢ao seguinte.

2.3 Ergodicidade via conjuntos e fungGes invariantes

Nesta secao, estudaremos a ergodicidade das medidas, veremos as defini¢oes equivalen-
tes de medida ergodica, como construir conjuntos invariantes a partir de um dado conjunto
mensuravel e mostraremos que a medida de Lebesgue é ergddica para as transformagoes

expansoras lineares vistas na se¢ao (1.1).

Comecamos definindo fun¢ao e conjunto invariante conforme abaixo:
Definicao 2.15. Dizemos que uma fung¢ao mensurdvel ¢ : M — R é T'—invariante se

w =poT em u-quase todo ponto.

Dizemos que um conjunto mensuravel B C M é T—invariante se sua func¢ao carac-

teristica Xg € uma fungao T —invariante.

Note que se B é um conjunto invariante, entao a condigao Xp(x) = X(T(x)) garante
que T'(z) € B se, e somente se, € B, o que ilustra a invariancia do conjunto. Exis-

tem diversas formas equivalentes de se definir ergodicidade, conforme a proposicao abaixo:

Proposicao 2.16. Seja p uma probabilidade invariante de uma transformagao men-

surdavel T : M — M. As sequintes condicoes sao equivalentes

a) p € ergédica (isto é, 7(-, F) = u(E) para p-qgtp x € M e VB C M mensurdvel.);
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b) Para todo B C M mensurdvel a func¢ao (-, B) € constante. Isto é, existe ¢ € R tal

que 7(-, B) = ¢ em p-quase todo ponto.

¢) Para toda fungdo integravel o : M — R, ¢ : M — R ¢é constante em p-quase todo

ponto.

d) Para toda funcao integrdvel p : M — R, temos que ¢(x) = [ ¢ du para p-quase
todo ponto.

e) Para toda fungao integrdvel invariante ¢ : M — R tem-se que ¢(x) = [ du para

p-quase todo ponto.

f) Para toda fungao integravel invariante ¢ : M — R tem-se que ¢(x) € constante em

i quase todo ponto.

g) Para toda A C M invariante temos que p(A) =0 ou pu(A) = 1.

Demonstracao: Demonstraremos separadamente algumas implicagoes entre os itens.

a) = b): A implicacao é imediata, pois 7(x, B) = u(B),por defini¢ao.

d) = ¢): A implicagdo também imediata em virtude de que @ serd constante igual a

[ ¢dp para p-qtp.
e) = f): A implicagao ocorre pelo mesmo motivo que d) = c¢).

e) = d): Note que ¢ é integrdvel e invariante e, portanto ¢ = [ @du = [ @dp, aonde
a ulima igualdade segue do teorema de Birkhoff (Teorema [2.11]).

f) = ¢): Pelo mesmo motivo de e) = d).

d) = a): Tome ¢ = Xp, entdo 7(x, B) = ¢(z) = [ Xpdu = p(B) para u-qtp .

¢) = b): Pelo mesmo motivo de d) = a).

b) = ¢g): Seja A é um conjunto invariante, entdao T'(xz) € B se, e somente se, x € B,

isso implica que 7(x, A) = 1 para todo x € A e 7(x,A) = 0 para todo = € A°. Como,

por hipétese, a funcao 7(-, A) é constante em quase todo ponto, temos que p(A) = 0 ou
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p(A) = 1.
g) = e): Seja ¥ uma funcao integravel invariante, entao o conjunto
B.={x e M:y(x)<c}

¢ invariante (perceba que T'(z) € B, se, e somente se, x € B., logo Xp, = Xp-1(p,) =
Xp, oT). Logo, a hipdtese implica que pu(B.) = 0 ou u(B.) = 1 para todos ¢ € R. Como
¢ — u(B,.) é nao-decrescente, segue que existe d € R tal que u(B.) = 0 para todos ¢ < d
e u(B.) = 1 para todos ¢ > d. Entao 1) é constante igual a d em p-qtp, pois para ¢ < d
temos pu(B.°) = 1, logo ¥(x) = d ocorre em p-qtp. [

A seguir, exibiremos um resultado que fornece informagodes tteis sobre conjuntos in-

variantes, as quais faremos mencao posteriormente.

Proposicao 2.17. Suponha que T : M — M preserva uma probabilidade . Seja B C M

um conjunto mensurdvel que satisfaz qualquer uma das sequintes condicoes:

1. p(B\T"'(B)) =0,

2. W(T-1(B)\ B) =0,

3. u(BATY(B)) =0,

4. BCT'(B).

Entio existe C C M tal que T~Y(C) = C e n(BAC) = 0. Em particular C é um
conjunto invariante.

Prova: Comecaremos provando o resultado supondo a condicao 4.

Tome C = |JT7(B). A hipdtese implica que, os conjuntos 77(B) sao encaixados e
J=0
portanto pu(C) = lim u(T~7(B)) e, em virtude da medida p ser preservada por T, temos
J]—00
)

que u(T7(B)) = u(B) para todo j. Assim, vale que u(BAC') = 0. Agora, vamos verificar
que C = T7Y(C). Para isso, perceba que

T-(C) = OT—@“)(B) = OT—J'(B) =C. (2.19)

Na continuacao, vamos provar supondo a condi¢ao 1 e o procedimento supondo as
condigoes 2 e 3 sera andlogo.
(e olNe o}
Tomemos C' = (| UT7(B) (= limsupT~(B)),

n=0j=n
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para mostrar que u(B \ C) = 0, note que u(B \ T7"(B)) = 0 para todo n > 0, pois
BT () T m)\ 7 (8) = T8\ 7 ()
e, portanto, u(B/T~™(B)) <n-u(B\T *(B)) = w(B/T"(B))=0= u(B\ C)=0.

Agora mostraremos que p(C' '\ B) = 0. Para isso vamos mostrar que u(C' N B) =

wu(B) = u(C). Perceba que, por p ser preservada por T', temos que
w(T™(B)NC)=pu(T™B)NT(C)=w(T™(BNC))=puBNC) ¥YneN

e sabemos que (T*(C) C T~"(B)NC, como também que (\T*(B) C T™"(B)NC e ja

1=0 =0
que as intersecoes ((T(C) e (T %(B) sao encaixadas , temos que u(C) = u(B). Logo
i=0 i=0

Il (ﬂT"'(C) N C) = u(C) = p(B) < p(BNC) < u(B).

Portanto, temos que u(C'\ B) = 0.

Por fim, observe que,

TYC)=T"" (ﬂ UT‘j(B)> =UYUrvm=N 1 1773 =C

n=0j=n n=0j=n n=0j=n+1

]

O enunciado acima remete a proposicao , pois B é invariante se, e somente se,
ele difere da sua imagem 7~!(B) por um conjunto de medida nula (u(BAT(B)) = 0).
Um importante conjunto invariante ¢ a bacia de uma medida p, a qual corresponde

aos pontos x € M cuja orbita é descrita estatisticamente por p.

Definigao 2.18. Dizemos que p € medida fisica se a medida de Lebesqgue m de B(u) é
positiva, isto €, m(B(u)) > 0.

Diante da proposigao vista, podemos agora demonstrar para a bacia de uma medida
que a bacia é um conjunto invariante e se p é ergddica, tem medida total. Temos o

seguinte enunciado
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Proposicao 2.19. Considere M um conjunto compacto e T : M — M continua. Dada
uma probabilidade invariante p, a bacia de p € o conjunto B(u) dos pontos x € M tais

que

plo) = lim 33 o(T(@) = [ p(o)du(o) (2.20)

para toda funcdao continua ¢ : M — R. Entao a bacia € um conjunto invariante e, se

p € ergddica, entao B(u) tem p-medida total.

Prova: Note que se ¢ é continua, entao segue que é pu—integravel e portanto pela

proposicao [2.12] lema e teorema [2.11] temos que
B = {o e o) = [ o}
= {x eM:¢(x)= /godu} = B(u) (2.21)

pois @(T'(z)) = ¢(x). Portanto B(p) é invariante.
Agora, supondo que pu é ergddica, pela proposicao concluimos que p(B(u)) = 1.

]

Agora, dentro da mesma linha de fatos usados na se¢ao anterior, vamos dar um exemplo
de medida ergddica, tal exemplo fornece também uma importante aplicacao do Teorema
de Birkhoff.

Seja a fungao T : [0,1] — [0,1] dada pela equagao (2.3). Afirmamos que

Proposicao 2.20. A transformagao T ¢é ergodica para a medida de Lebesque m.

Prova: De acordo com a Proposicao [2.19] basta provar que todo conjunto invariante
A tem medida total. Vamos utilizar o teorema da diferenciagdo de Lebesgue (Teorema
A.5)), segundo o qual quase todo ponto de A é ponto de densidade de A. Isto é,

m(INA)

(D) : I intervalo tal que a € I C B(a, e)} =1, (2.22)

lil;Il) iglf {
é valido para quase todo ponto a € A.

Fixemos um ponto de densidade a € A. Como o conjunto dos pontos da forma m/k!,
[ € N,0<m <k tem medida nula, podemos supor, sem qualquer restricio, que a nao
¢ desta forma. Consideremos a seguinte familia de intervalos:

m—1 m

I(l,m)z(T,F), leN, m=1,2,.. k.
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E claro que para cada [ € N existe um tnico m = my tal que I(l,m;) contém o ponto
a. Denotaremos I; = I(l,m;). A equagao (2.22)) implica que

m([l N A)

— 1 quando ! — o
m(L) a

Observe também que cada T' é uma bijecao afim de I; sobre o intervalo (0,1). Isso

tem a seguinte consequéncia, que é essencial para a nossa demonstracao:

Lema 2.21. (Distor¢ao Limitada). Para todo | € N € vdlido que

= (2.23)

YV E1, By C I} conjuntos mensurdveis.

Prova: Vamos usar a ideia parecida com a demonstragao da proposicao [2.4, perceba
que |DetDT'| = k' e T} um difeomorfismo de classe C" entre I; e (0,1). Ora, pelo teorema

da mudanca de variaveis (Teorema |A.9) aplicado a T", concluimos que

m(T(Ey)) = k' - m(E)) (2.24)

e do mesmo modo isso ocorre com Ey portanto, vale a igualdade ([2.23]).

Tomando E; = I; N A e Ey = I; acima, segue que

m(TH(L N A))  m(f0A)
(O 0)  m(i) (2.25)

Claro que m ((0,1)) = 1.
Além disso, como estamos supondo que A é invariante, T'(I; N A) est4 contido em A.

Deste modo obtemos que
m([l N A)

m(1;)

Como a sequéncia do lado direito converge para 1 quando | — oo, segue que m(A) = 1.

m(A) > (2.26)

L]

Desta proposicao acima, segue uma aplicagao importante do teorema ergddico de
Birkhoff na teoria dos nimeros, para a qual nés vamos nos utilizar da funcao que defini-
mos na se¢ao anterior, mais precisamente a fungao 7' : [0,1] — [0, 1] dada pela equagao
tomando k£ = 10. Dessa forma, temos o seguinte resultado:
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Proposicao 2.22. O conjunto dos numeros x € R nao balanceados, isto €, o conjunto
dos numeros x € R para os quais nem todo digito aparece com a mesma frequéncia, 1/10,

na sua erpansao decimal, tem medida de Lebesgue nula.

Prova: Como o fato de ser balanceado ¢é independente da parte inteira do niimero, s6
precisamos mostrar que quase todo z € [0,1] é balanceado. Considere a transformagao
T :[0,1] — [0,1] definida por T(z) = 102 — [10z], denote I; = [L 2] 0 < j < 9e
lembre que se x = 0, 19z, T223... (na base 10), entdo T*(x) = 0, 2pwpy1... para k > 0.

Logo, TH(x) € I; & x; = j, o que nos diz que, o tempo médio de visita 7(x, I;)
¢é exatamente a frequéncia do digito j na expansao decimal de x. De fato, para © =

0, x12973... temos

1 .
7(z,1l;) = lim —#{ij,l,...,n—l:T](x)E]j}

n—oo M,

1
= lim —#{j=0,1,...n—1:2; =3}

n—oo N,

I # {digitos j em x entre zq e 2,1}
= lim :

n—o0 n

Aplicando agora o teorema ergddico de Birkhoff e o fato de que a transformacao T é
ergédica para a medida de Lebesgue m, concluimos que para cada j € {0, ..., 9} existe um

conjunto B; de [0,1] com m(B;) =1 tal que

T(x,IJ):m(IJ)zl/IO \V/ZL‘EB]‘.

Tomando B = By N By N By N...N By temos que m(B) = 1, e,portanto, todo = € B

¢ balanceado.

]

A seguir, trataremos de algumas propriedades importantes referentes a medidas ergédicas.
Consideramos que a transformacao T : M — M esté fixada e analisaremos o espago das

probabilidades invariantes por 7', em especial o subconjunto das probabilidades ergodicas.

2.4 Propriedades das medidas ergddicas

Antes de enunciarmos o primeiro resultado, recordemos que uma medida v diz-se
absolutamente continua com relagao a outra medida p se u(F) = 0 = v(E) = 0, nesse

caso escrevemos v < p. Sabendo disso, eis o enunciado:
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Proposicao 2.23. Se pu e v sao probabilidades invariantes tais que p é ergodica e v é

absolutamente continua com relagao a p, entao p = v.

Prova: Seja ¢ : M — R uma funcao mensuravel limitada qualquer. Como u é

invariante e ergddica, a média temporal

n—1

Pla) = Jim > e(Ti@)

é constante: ¢(z) = [ du em p-quase todo ponto. Como v < p, toda propriedade que
vale para u—qtp, vale também para v—qtp, logo, vale esta mesma igualdade para v-quase

todo ponto, pois ¥ < u. Portanto, em particular, vale que

/gpdu:/gbdu:/(/god;L)du:/gpdu.

A igualdade da esquerda advém do teorema de Birkhoff (Teorema [2.11]). Dai, podemos
ver que a integrais em g e v coincidem, qualquer que seja a funcao mensuravel limitada

. Tomando entao as funcoes caracteristicas, temos a igualdade p = v.
[ |

Outra caracterizacao das medidas ergddicas é obtida quando consideramos o conjunto
convexo M;(T') das probabilidades T-invariantes. As medidas ergddicas correspondem

aos pontos extremais deste conjunto, conforme enunciado na proposicao abaixo.

Proposicao 2.24. Uma probabilidade invariante p € ergodica se, e somente se, |1 é um
ponto extremal de My (T), isto €, nao € possivel escrevé-la na forma pu = (1 —t)puy + tus

comt € (0,1) e py1, po probabilidades invariantes distintas.

Prova: (=) Suponha que p é ergddica e temos p = (1 — t)uy + tpug com t € (0,1) e
f11, pio distintas. E claro que p(E) = 0 implica que p1(E) = pe(E) = 0, ou seja, py e po
sao absolutamente continuas com relacao a u. Logo, pelo lema anterior, segue que p; =
[t = 12, O que é uma contradigao.

(«<=) Suponha que g nao é ergddica, entdo existe algum conjunto invariante A com

0 < u(A) < 1. Provemos primeiramente o seguinte Lema:

Lema 2.25. Seja A um conjunto invariante e T : M — M wuma transformacdao que

preserva (. Dado B C M mensurdvel temos que a restricao normalizada

_ u(BNA)

pa(B) = (A) (2.27)

¢ uma probabilidade T-invariante.
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Demonstragao: Claramente p14 é uma probabilidade, pois pua(X) = A =

A invariancia segue de

W(T-1(B)NA)  u(T-(B)NT~1(A))

B =@y T )
WTBNA)  p(BNA)
S ATy oAy MW

[ |
Defina pq e po como sendo as restrigoes normalizadas de p a A e A¢, respectivamente:

~ wENA) - p(EN A%
m(E)=——— e p(b)= (A

A (2.28)

como A e A€ sao conjuntos invariantes, p; e o sao também probabilidades invariantes
distintas (p1(A) =1 e puz(A) =0). Além disso

= p(A) -+ p(A°) - po,

o que implica, por absurdo, que p nao é extremal, pois p(A) + p(A¢) = 1.
(]

Por fim, outra propriedade importante corresponde ao fato das medidas ergodicas

serem mutuamente singulares.

Proposigao 2.26. Suponha que a o-dlgebra de M admite um gerador enumerdvel. Seja
{1} wma familia qualquer de probabilidades invariantes e ergodicas, todas duas-a-duas
distintas entre si. Entao as medidas p; sao mutuamente singulares: existem subconjuntos
mensurdveis invariantes {P; 1 i € Z} disjuntos dois-a-dois e tais que p;(P;) = 1 para todo
1€

Prova: Seja I' um gerador enumeravel da o-algebra de M e seja A a algebra gerada
por I'. Note que A é enumeravel, ja que ela coincide com a uniao das algebras geradas

pelos subconjuntos finitos de I'. Para cada i € Z, defina

P={xeM:7(x,A) = ;(A) VAe A}.

Por ergodicidade ( Proposigao [2.16)), 1;(P;) = 1 para todo i € Z. Além disso, se existe
xr € P,NP;, entao p;(A) = 7(z, A) = p;(A) para todo A € A; em outras palavras, p; = ;.

Isto prova que os P;’s sao disjuntos dois-a-dois.
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2.5 Sistemas misturadores

Nesta se¢ao, vamos estudar uma propriedade mais forte do que a ergodicidade, a qual
é a propriedade de mistura de um sistema. Veremos que as transformagoes expansoras li-
neares em [0, 1] sdo misturadoras com respeito a medida de Lebesgue, este fato importante

sera utilizado mais adiante no capitulo 3.

Defini¢ao 2.27. Dizemos que o sistema (T, ) € misturador se

lim p(T"(A) N B) = p(A)u(B) (2.29)

n—oo

para quaisquer conjuntos mensurdveis A, B C E.
Observacao 2.28. Se (T, ) € misturador entao (T, ) € ergddico.

De fato, suponha que existe algum conjunto invariante A C M com 0 < p(A) < 1.
Tomando B = A vem que T~ "(A) N B = () para todo n. Logo, u(T~"(A) N B) = 0 para
todo n, enquanto que p(A)u(B) # 0. Em particular (T, 1) ndo é misturador, o que é uma

contradicao.
Proposigao 2.29. Considere T como em (2.3)), entao (T, m) € misturador.

Prova: Tomando ¢ = X4 e ¢ = X, a relacao ([2.29) é equivalente a

lim [(poT") -t du= /go du /1/1 dj. (2.30)

n—oo

Demonstraremos que (2.30)) é valido para toda ¢,1 € L*(S') (em particular, para X,

e Xp). Escrevemos ¢ = Y a,e?™™* e 1) = > b;e*™* entao:
meZ JEZ
Dado € > 0 tome ng = ng(e) tal que

: :
€ €
(Zw) lls < 5 e (Zlbﬂ?) gl < 5

|m|>ng |71>70

Assim, pela desigualdade triangular e Cauchy-Swcharz
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< / ( Z apedrmke ) . ( Z bjeZ’”jx) — agby dx

1
/ poT™(x)Y dx — agby
0

|m|<no l71<no
(2.31)
1 .
+ / ( 3 amezm’"“‘?"@)@zj dz (2.32)
0
|m|>ng
+ / Z am€27rim(k;"x)> . ( Z bj627rija:> dr (233)
|m|<ng,m#0 |71>m0

Note que podemos reescrever a expressao ([2.31]) da seguinte forma

/ Y wm(k"w)) . (Z bjem'ﬂ> dz (2.34)

|m|<ng,m#0 [71<no

pois, para m = 0 vale que

[ (zbm_%zb [ aa=

l7]<no l7]1<no

{aobg, se j =0

0, caso contrario

Além disso, para a equagao (12.32)) temos valida a seguinte desigualdade

/ Z ar, p2mim(k"x )@/J dr| < Z am€2m‘m(1c"x) ,||¢||L2
|m|>ng [m|>ng L2
1
2 €
= (3 fol?) 1z < & (2.35)
[m|>ng

Analogamente, temos vélida para a equagao (2.33]) a seguinte expressao

L5 ) () o

|m|<n07m750 l71>n0o
n
S § am627r7,m (k"x 2 b 62mjx
|m|<no,m#0 L2 l71>n0 L?

2 €
< llellrz - (Z ’bj\2> <3 (2.36)

l71>n0
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Por fim, provemos que, para n suficientemente grande, a expressao (2.34) se anula.

Desse modo,

/1 ( Z Ay 2mim( k”x)) (Z b. 627rz]x> _ Z ambj /1 e2mi(ktm+j)T 1.
0 0

[m|<no,m=£0 l31<no [ml,]j|<no,m=#0
(2.37)
e sabemos que
1 N 1, se k"m = —j
/ ik e gy — / (2.38)
0 0, caso contrario

: Inng
Assim, para n > max {ng, o

> ng e, portanto, |k"m + j| > 0.
Logo, a integral na expressao ([2.34) é nula.
Portanto, por (2.35)),(2.36)),(2.37) e (2.38). podemos escrever:

1
/ poT™(x)Y dx — agby <0+§+§:€ (2.39)
0
Assim, como ¢é valido que
L 1, sen=20
/ e ™" dr = (2.40)
0 0, caso contrario

Segue que ag = [ ¢ du e by = [ dp. Portanto, temos provado o resultado.
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3 TEOREMAS DE EXISTENCIA E DE
CONTINUIDADE ABSOLUTA

Neste capitulo abordaremos a existéncia de medidas invariantes para uma trans-
formacao continua em um espago métrico compacto. O objetivo serd analisar as pro-
priedades agregadas a esses aspectos em relacao as medidas invariantes e ergddicas. Ini-
cialmente, nds estudaremos a topologia fraca™ cujas propriedades serdo utilizadas para
estabelecer o teorema de existéncia de medidas invariantes.

Apo6s isso vamos estudar a existéncia de medidas invariantes que sao absolutamente
continuas com respeito a medida de Lebesgue. Para tal, vamos exibir um critério que
estabelece condicoes suficientes para a continuidade absoluta de uma medida. Por fim,
o nosso estudo tratard das transformagoes expansoras (de forma mais geral) e provara
o teorema de existéncia e unicidade de medidas ergddicas absolutamente continuas para
transformagoes expansoras (Teorema [3.26).

Em suma, toda a preparacao feita nas segoes 2.1 e 2.2 é para que possamos estabelecer

0 seguinte teorema:

Teorema 3.1. (Existéncia de medidas invariantes para transformag¢oes continuas). Seja
T : M — M uma transformagao continua num espaco métrico compacto. Entdo existe

pelo menos uma medida de probabilidade em M que é invariante por T'.

No caso de transformacoes expansoras, é possivel demonstrarmos um resultado ainda
mais forte: a existéncia de medidas invariantes que sao absolutamente continuas. E,
sabendo que uma transformacao T de classe C! é expansora se satisfaz || DT (x)v|| > ol|v]|
para todo x € M e v € T,(M), com o > 1 (ver definigao [3.21)), desenvolveremos as segoes

2.3 e 2.4 para provar o principal resultado desse capitulo, cujo enunciado segue abaixo:

Teorema 3.2. (Medida ergédica absolutamente continua para transformagoes expansoras)
Seja T : M — M uma transformacao diferencidvel expansora numa variedade compacta
conexa M. Suponha que o jacobiano x +— det DT (x) é Holder. Entao T admite uma tinica
probabilidade invariante . absolutamente continua com relagao a medida de Lebesgue m.
Além disso, 1 € ergodica, seu suporte coincide com M, u é uma medida fisica e a sua

bacia tem medida de Lebesque total na variedade.
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3.1 Topologia fraca*

Vamos considerar, nessa secao, M um espaco métrico compacto. Vamos definir a
topologia fraca® no conjunto M;(M) das medidas borelianas de probabilidade em M e
iremos perpassar por algumas propriedades principais dessa topologia, para que possamos
demonstrar o teorema de existéncia de medidas invariantes. Também utilizando essa to-
pologia estabeleceremos um critério de continuidade absoluta, que sera utilizado em nosso

estudo da teoria ergddica de transformacgoes expansoras feito neste capitulo.

Denotaremos por d(+, ) a fungao distancia em M e por B(zx,d) a bola de centro z € M
e raio 0 > 0. Dado B C M, definimos d(x,B) = inf{d(z,y) : y € B} e chamamos
d-vizinhanca de B ao conjunto B’ dos pontos x € M tais que d(z, B) < 4.

Defini¢ao 3.3. Dada uma medida p € My(M), um conjunto finito ® = {¢1,...,on} de

funcgoes continuas limitadas ¢; : M — R e um numero € > 0, definimos

Vp,®,€) = {V e My(M): ‘/(b,dy - /qbid,u‘ < € para todo z} . (3.1)

Observe que a intersecao de dois quaisquer conjuntos dessa forma contém algum con-
Junto dessa forma, logo podemos tomar a familia {V (u, ®,€) : ®,€} como sendo base de
vizinhangas de cada p € My (M).

A topologia fraca™ é, portanto, a topologia definida por estas bases de vizinhangas. Em
outras palavras, os abertos da topologia fraca™ sao os conjuntos A C My(M) tais que para

todo elemento p € A existe algum V (u, ®, €) contido em A e contendo .

Observe que esta topologia depende apenas da topologia de M e nao da sua distancia.
Note que a topologia fraca* ¢ Haussdorf devido ao fato de que se tivermos que [ ¢dv =
[ ¢du para toda ¢ continua e limitada, entdo v = u, o que segue do fato de que se u
e v sao probabilidades distintas entao existe ¢ > 0 e alguma funcao continua limitada
0 : M — R tal que V(u,{¢},e) NV (v,{¢},e) = 0.

Todo o desenvolvimento feito nesta secao culminard no teorema que demonstra a
compacidade de M; (M) com respeito a topologia fraca*™ quando M é um espago métrico
compacto (teorema [3.10) .

Iniciaremos o estudo demonstrando uma propriedade equivalente a convergéncia de

medidas p, na topologia fraca®*. No que segue,
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Lema 3.4. Uma sequéncia (i )nen converge para uma medida pn € My(M) na topologia

fraca* se, e somente se,

/¢ dpt, — /qb dp para toda fungao continua limitada ¢ : M — R. (3.2)

Demonstra¢ao:(=) Seja ¢ uma funcdo continua limitada e defina ® = {¢}. Como
fn — p, temos que para todo € > 0, existe N tal que p, € V(u, ®,€) para todo n > N.

Em outras palavras, temos que

nzN:>‘/¢dun—/¢du‘<e.

Isto nos diz que a sequeéncia ( [ ¢ du,), converge para ([ ¢ dpu).
(<) Queremos mostrar que se a sequéncia ( [ ¢ dpu,) converge para ([ ¢ du) para toda
¢ continua limitada entdo para toda ® = {¢y,...,¢r} e € > 0 como antes, existe N tal

que p, € V(u, ®,€) para todo n > N. De fato, para cada i, existe N; tal que

< €.

nzNi:»'/qsidun—/@dﬂ

Tomando N = max {Ny, ..., Nr}, temos que p, € V(u,®,€) para todo n > N.
[

Seguindo no nosso estudo, notaremos que o espaco M (M) é metrizavel, para isso

definimos a fungao

D(p,v) =inf {0 >0: u(B) <v(B°)+6 e v(B)<pu(B’)+4 paratodo boreliano B}
Vamos mostrar que a fun¢ado D(u, ) é uma distancia e induz a topologia fraca*.

Lema 3.5. A fun¢ao D(u,v) € uma distancia em My (M)

Prova: Por definigao, ja vemos que D(u,v) > 0. Para checar que D(p,v) =0 = p =
v, notemos que existe 6, — 0 tal que u(B) < v(B2)+6, < u(B*")+2-4,, agora tomando
n — oo, obtemos que pu(B) < v(B) < p(B) para todo B boreliano, o que implica que
p = v. A verificagdo de que D(u,v) = D(v,p) é imediata em virtude da simetria da
definicao.

Finalmente, nos resta mostrar a desigualdade triangular. Suponha que o seja uma
medida.

Se valem pu(B) < v(B%) + 6, v(B) < 0(B%) + 6, v(B) < u(B%) + 6, e o(B) <

v(B%) + &, para todo B boreliano entdo temos que



Capitulo 3. TEOREMAS DE EXISTENCIA E DE CONTINUIDADE ABSOLUTA 37

w(B) < o(B") +6, e o(B)< pu(B"2) 4§, + 5,

o que implica que D(u,0) < §; + 2, e tomando o infimo sobre d; e 5 temos o resultado

desejado.
|

Antes de demonstrar que a topologia induzida por D coincide com a topologia fraca*,

vamos recordar uma defini¢ao e um fato topolégico importante

Definicao 3.6. Um espaco métrico X € dito separdvel se satisfaz o sequndo axioma de

Enumerabilidade, isto €, se existe uma base enumerdvel para os abertos de X.
E diante desta definigao, podemos entao mostrar o seguinte resultado:
Lema 3.7. Todo espago métrico compacto € separdvel

Prova: Observe que por X ser compacto, temos que toda cobertura aberta de X
possui subcobertura finita. Para cada n € N seja U, = {B(z,1/n)} com xz € X, Entao
U,, é¢ uma cobertura aberta de X, segue que existe uma subcobertura enumeravel v,, para
todo n € N, Denote por U a uniao enumeravel de todas as v, verifiquemos que U é
base para os abertos de X. De fato, tome V um aberto nao-vazio de X, Assim, dado
y € V como V é aberto segue que existe ny € N tal que B(y,1/ng) C V. Como vy é
cobertura de X, entdo para ny > ng, existe zo tal que B(xg,1/2n1) N B(y,1/ng) # 0.
Logo, y € B(xo,1/2n1) C B(y,1/ng) C U. Concluimos que X satisfaz o segundo axioma

de enumerabilidade e, portanto, segue que X é separavel.

Sabendo deste fato, podemos agora demonstrar o seguinte resultado:

Proposicao 3.8. Se M ¢ espaco métrico separdavel entao a topologia induzida pela distancia

D coincide com a topologia fraca™ em My(M).

Para demonstrarmos esse fato, precisaremos nos utilizar de topologias equivalentes a

topologia (3.1)). Assim, provaremos antes o seguinte resultado:

Lema 3.9. Seja p uma probabilidade com p € My(M), dado € > 0 e para todo i com
1 <i < N (para algum N € N). As topologias geradas pelas sequintes bases de vizinhang¢as

sao equivalentes, isto € , elas contém exatamente os mesmos abertos:

1. V(p, @,6) = {ve My(M):|[ ¢dv — [ didp| <€, @ ={o1,..., 0} continuas} .
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2. Vi, W, e) = {ve My(M) : | [sdv — [idp| < e, ¥ = {y Lipschitziana}} .
3. Vi, Fre) =f{v e My :v(F) < w(F) +e, F ={F, fechado}}.

4 Va(, Aye) = {fv € My s u(Ay) > w(A) —e, A= {A; Aberto}}.

5 Vilu,Bye) = {ve My |u(B;) —v(B;)| <e, B={B;Boreliano : u(0B;) = 0}}.

Demonstracao: Nos convém falar primeiramente que dadas duas topologias 77 e T
num mesmo conjunto, dizemos que 7; é mais fraca que T3 (ou 73 é mais forte que 77) se
todo subconjunto que é aberto para 7; também é aberto para 7T (e podemos ter a nogao
de que a topologia T3 contém mais abertos que a topologia T7).

Assim, para provar que as topologias sao equivalentes basta provar que cada topologia
¢ mais fraca que as demais topologias. Isso serd feito mostrando que as vizinhancas que
geram uma topologia (a mais fraca) contém alguma vizinhanga geradora da topologia

seguinte (mais forte).

Denotaremos por 7, i = 1,2, 3,4, 5, a topologia gerada pela base de abertos do item i.

Desse modo, 7?2 claramente é mais fraca que 7! pois toda funcao lipschitziana ¢ continua.

A topologia T3 ¢ mais fraca que a topologia 7?2, para mostrar isso, considere qualquer
familia finita F = {F}, ..., Fy} de subconjuntos fechados de M. De acordo com o Lema
, para cada 6 > 0 e cada i, existe uma fungao Lipschitziana 1; : M — [0, 1] tal que
Xp, < ¢ < Xps. Observe que NsFY = F;, e portanto u(F?) — u(F;) quando § — 0.
Fixe § > 0 suficientemente pequeno para que pu(F?) < u(F;) + ¢/2 para todo i. Seja ¥ o
conjunto das fungoes {11, ...,y } obtidas deste modo e v € Vi(u, ¥ €/2). Observe que

‘ v [ widu’ < /2= v(F) - p(FY) < /2.

= v(F) < p(E)) +¢/2 = v(F) < p(F) +e,

para todo i, isto é, V' (i, ¥, €/2) esta contido em Vy(u, F,e€).
As topologias 72 e T* sao equivalentes. De fato, seja F como definido anteriormente
e seja A= {A,..., Ay}, onde cada A; é o complementar de F; ( e portanto todos os A;’s

sao abertos). E claro que

Vi, Foe) = {veM;:v(F;) < u(F;)+ e para todo i}
= {veM;:v(A;) > p(A;) — e para todo i} = V,(u, A, €).
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Agora, vamos mostrar que a topologia 7° ¢ mais fraca que as topologias equivalentes
T3 e T*. Dada qualquer familia finita B = {B; : n(dB;) = 0} de conjuntos de continui-
dade de u seja, para cada i, F; = B; U 0B; o fecho e A; = B; \ 0B; o interior de B;.
Denote F = {Fy,....F,} e A = {A;,..., A} e considere v € V,(u, F,€e) N Vi(u, F,e).
Como u(F) = p(Bi) + w(0B;) = w(Bi) = p(Bi) — (9B;) = p(A;), temos

{U(Fl) <uw(F)+e =vB;) <uB;)+e = |u(B;) — v(B;)| < e.

v(A;) > u(A;) —e = v(B;) > u(B;) — ¢

para todo . Isto significa que Vi(u, F,€) NV, (1, A, €) esta contido em V. (u, B, €).

Por fim, vamos provar que a topologia 7' é mais fraca que a topologia 7°. Seja
® = {¢1,..., on} uma familia finita de fungdes continuas limitadas. Fixemos um inteiro p
tal que sup |¢;(z)| < p para todo i. Para cada i, as pré-imagens ¢; *(s), s € [—p, p], sdo
disjuntas duas-a-duas. Portanto, como ¢; '(s) é fechado (e limitado) e x é probabilidade
num espago métrico entdo p(¢; *(s)) = 0 exceto para um conjunto enumeravel de valores
de s. Em particular, podemos escolher £ € N e pontos —p =1y <t; < ... <tp_1 <tp=p
tais que t; —t; 1 < ¢/2 e u(¢; '(t;)) = 0 para todo j com 0 < j < k.

Entao cada

Bij = ¢ ' ((tj-1,t5])
satisfaz p(0B; ;) = 0, pois OB, = ¢; ' (t;_1) U ¢; '(t;). Além disso,

)

k k
/ budn =3 /B e ;tj_lm,j) > ;wm —¢/2

/@w=§:émwwsiMM&ﬁ

E, da mesma forma, valem desigualdades andlogas para as integrais relativamente a
v € Vo(u, B, €). Logo

‘/@M—/@w

para todo ¢. Denote B = {B;;:i=1,..,Nej=1,..,k}. Entdo a relacdo acima e

k
< ZP |u(Bij) — v(Bij)| +€/2
j=1

|t;| < p implicam que V.(u, B,€/(2kp)) esta contido em V (u, D, ¢€).
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Agora estamos aptos a demonstrar a proposicao |3.8|

Prova: primeiro, vejamos que a topologia induzida por D é mais forte que a topologia
fraca*. Dados € > 0 e F = {F},..., Fx} uma familia finita de fechados de M, fixe
§ € (0,¢/2)tal que u(F?) < u(F;) + ¢/2 para todo i, se v € Bp(u,d) (isto é, se v estd na

bola relativamente a D com centro em p € My (M) e raio § > 0), entao

v(F) < p(FP) +0 < u(F;) + ¢ para todo i,

o que significa que v € Vy(u, F,€). Isto garante que V;(u, F,€) contém Bp(u,0).

Resta provar que se M é separdvel entao a topologia fraca* é mais forte que a topologia
induzida por D. Dado € > 0, fixemos § € (0,¢/3). Seja {p1,p2,...} um subconjunto
enumeravel denso de M. Para cada j, as esferas 0B(p;,r) = {z :d(z,p;) =1} r > 0
sao disjuntas duas-a-duas, portanto, é possivel encontrar r > 0 arbitrariamente pequeno
tal que p(0B(p;,r)) = 0 para todo j (pois pu({d(x,p;) =r}) > 0 no maximo para um
conjunto enumeravel de pontos). Fixemos um tal r, com r € (0,4/3).

A familia {B(p;,7) : j = 1,2,...} é uma cobertura enumeréavel de M por conjuntos com

1(0B(p;,r)) = 0. Fixemos k > 1 tal que o conjunto U = U¥_, B(p;,r) satisfaz

w(U) >1— 6. (3.3)

Considere a parti¢ao (finita) P de U definida pela familia finita
{B(pj,r):j=1,...,k}: os elementos de P sao os conjuntos maximais P C U tais que,
para cada j, ou P esta contido em B(p;,r) ou P é disjunto de B(p;,r). Em seguida, seja £
a familia de todos as uniodes finitas de elementos de P. Note que o bordo de todo elemento
de &€ estd contido na unido dos bordos dos B(p;,7), 1 < j < k e, consequentemente, tem
medida nula.

Sev e V(1 &,9) entao

|u(A) —v(A)| < paratodo A € €. (3.4)
Em particular, (3.3) juntamente com (3.4)) implicam que

w(U) > 1 - 26, (3.5)

Agora, dado um subconjunto boreliano B qualquer, denote por Ag a uniao dos ele-

mentos de P que intersectam B. Entao Ap € E e portanto a relagao (3.4]) resulta em

[1(Ap) — v(Ap)| < 4.
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Observe que B esta contida em A U U°. Além disso, Az C B° porque todo elemento
de P tem diametro menor que 2r < §. Estes fatos, juntamente com (3.3)) e (3.5 implicam

que

w(Ep) +6 < v(Ep) + 25 < v(B°) + 2§
v(B) < v(Ep)+26 < u(Ep)+36 < u(B°) + 30.

=
B
I

Como 30 < e, estas relagdes implicam que v € Bp(pu,€),portanto Bp(u,€) contém
Vi, B, ).

]

Diante da fundamentacao dada pelos resultados anteriores, podemos prosseguir para

o teorema mais importante da secao.

Teorema 3.10. Seja M um espago métrico compacto, entio o espago My(M) munido

da topologia fraca™ é compacto.
Esse resultado é consequéncia da seguinte proposicao:

Proposicao 3.11. Toda sequéncia (ug)reny € M1(M) admite uma subsequéncia conver-

gente na topologia fraca™

Prova: Considere {¢,, : n € N} um subconjunto enumeravel denso na bola unitaria de
C°(M) (isso ¢é possivel porque temos que dado K compacto e X separdvel, o conjunto
CY(K; X) é separéavel, em particular , isso vale para K = M = X). Para cadan € N, a
sequéncia de numeros reais ( Ik gbnduk)keN ¢ limitada por 1. Portanto, para cada n € N

. . n
existe uma subsequéncia (k‘j )jeN tal que

/ On d,uk;_z converge para algum ntumero ®,, € R quando j — oc.

Além disso, cada sequéncia (k;-”l) jen pode ser escolhida como subsequéncia da anterior
k™). Definamos s; = k! para cada j € N. Por construcao, (s;);ey ¢ uma subsequéncia
J J 5 P J 5 3)i q
de (k7) para todo n € N a menos de uma quantidade finita de termos.

Assim, temos que

/%w%ﬁfg Vn € N.

Por densidade podemos deduzir que

®(p) = lim [ i, (3.6)
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existe para toda funcao ¢ € CY°(M). De fato, suponha primeiro que ¢ estd na bola

unitaria de C°(M). Dado € > 0 podemos encontrar n € N tal que || ¢ — ¢, ||< €, entao,

’/Spd,uS]_/¢n d,usj

Como [ ¢, dus; — @, segue que

<e V.

lim sup/gp dps; — lim,inf/go dpsj < 2e.
; j

j

E como € é arbitrario, temos que ILIEO [ ¢ dus; existe. Isto prova (3.6 quando a fungao
estd na bola unitéria. Para o caso gel{al, fazemos a substituicao de ¢ por ¢/||¢||. Portanto,
provamos que o limite (3.6]) existe.

Por fim, note que o operador ® : C°(M) — R definido por é linear e positivo:
®(p) > miny > 0 sempre que @(x) > 0 para todo x € M.

Além disso, ®(X);) = 1. Logo, pelo teorema de Riez-Markov, como M é compacto
conclufmos que existe alguma probabilidade boreliana p em M tal que ®(p) = [ du
para toda fungao continua ¢. Agora, podemos reescrever a igualdade como:

/soduz lim /cp dps; Vo € CO(M).
j—00

Ora, mas isto nos diz, pelo lema , que a subsequéncia (us;) ey converge para j na

topologia fraca*.
(]

Demonstragao do Teorema 3: J& sabemos que Mj(M) é metrizdvel com respeito a
topologia fraca™®, agora pelo resultado anterior, temos que a bola unitéria fechada de

M;(M) é compacta e portanto, temos o resultado.

3.2 Existéncia de medidas invariantes

Dedicaremos esta se¢ao a demonstrar a existéncia de medidas invariantes para trans-
formacgoes continuas em espagos compactos. O teorema|3.10| visto na secao anterior, seré o
alicerce essencial que precisaremos para realizar tal demonstragao. Eis entao o enunciado

do Teorema:
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Teorema 3.12. (Eristéncia de medidas invariantes para transformagoes continuas). Seja
T : M — M uma transformacao continua num espac¢o métrico compacto. Entao existe

pelo menos uma medida de probabilidade em M que € invariante por T'.

Para demonstréa-lo, vamos comecar introduzindo a definicao de push-foward de uma

medida.
Definicao 3.13. Dado T : M — M e qualquer medida v em M definimos por

T.y(B) = +(T(B)) (3.7)
para cada conjunto mensurdvel B C M.

Observacao 3.14. T,y ¢ uma medida. além disso, se v ¢ uma probabilidade, entao T,

também € probabilidade.

De fato:
Ty(B) = A(T71(B)) €0, +00)
Ty0) = »(T7(0) =~(0) =0
oo (G0) - (- () (G0
= 27 (T71(B,)) = ZTW(Bn>7 para uniao disjunta.

Note que a definicao 1.1 pode ser reescrita em termos do push-foward: ~ é invariante por
f se, e somente se, T,y = 7.

Sobre o push-foward, temos o seguinte resultado auxiliar:

Lema 3.15. Sejam v uma medida e ¢ uma func¢ao mensurdvel limitada. Entao

/gp AT,y = /gp oT dry. (3.8)

Demonstracao: Se ¢ é a fungao caracteristica de um conjunto mensuravel B entao a
relacao significa que T,y(B) = v(T~(B)), o que ¢ verdade por definigao. Pela line-
aridade da integral, segue que (3.8]) vale sempre que ¢ é uma funcao simples. Finalmente,
como toda funcao mensuravel limitada pode ser aproximada uniformemente por fungoes
simples, segue pelo teorema da convergéncia dominada (teorema, que a conclusao do

lema ¢é verdadeira no caso geral.
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Continuaremos esta secao provando a continuidade da aplicacao T, com respeito a

topologia fraca*.

Proposicao 3.16. A aplicagio T, : My(M) — My(M) € continua relativamente a

topologia fraca™.

Prova: Sejam € > 0 e ® = {¢1,...,0,} uma familia qualquer de fungdes continuas
limitadas. Como T é continua, a familia W = {¢y 0T, ...,¢, o T} também consiste de
fungoes continuas limitadas.

Seja v € V(u, ¥, €) usando o lema anterior, temos que

/@ (Top) — /qs, (T.v) ‘/ ¢;0T) du— /(gf)ioT)dV

O que implica a relacao de inclusao:

< €, para todo i.

T.(V(u,V,€)) C V(Tup,®,€) para todo p, P e € como acima.
E isto nos mostra que T}, é continua.

L]

Para demonstrar o teorema [3.12] fixe p uma probabilidade qualquer em M e defina a

sequéncia de probabilidades:
ng—1

Z Tip, (3.9)

onde T7p é a imagem de p pelo iterado TV.

O teorema |3.10| garante que esta sequéncia tem pelo menos um ponto de acumulagao,

isto é, existe (fnk)ken € p probabilidade em M tais que

1 o ;. k—oo
foi = > Tip =S (3.10)
j=0

na topologia fraca®. Afirmamos que tal p é T—invariante:

Lema 3.17. Todo ponto de acumulagdo de uma sequéncia (fi,)nen dada por € uma

probabilidade invariante por T .

Demonstragao: Seja p um ponto de acumulacao de (), a relagdo (3.10)) nos diz que
dada uma familia ® = {¢4, ..., ¢, } de fungdes continuas limitadas e para todo € > 0 tem-se

que

'I’Lkl

nka/ ;oT9) dp— /@du

< €/2 (3.11)
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para todo i e todo k suficientemente grande. Pela proposigao [2.23] obtemos
np—1

1 : 1,
T = T*(lillgnn—k E T!p) = lilgnn—k g T?p. (3.12)
=0 j=1

Estimemos a seguinte relacao:

/(gf)ioTj)dp—nik;Zkl/(gbioTj)dp

ng—1

1
i

= nik'/cb dp—/(dh-oT”k) d/)‘
2

< —sup|¢;[<e/2
ng

a qual é valida para todo ¢ e todo k suficientemente grande. Agora combinando o fato
acima com a equacao (3.11)), obtemos que

nikg/(moﬁ)dp—/@du

para todo i e todo k suficientemente grande. Isto nos mostra que

<e€

n—1
Z Tip — [ na topologia fraca*
j=0

1
N
quando k — oo. Porém, por (3.12) temos que essa mesma sequéncia converge para T .

Pela unicidade dos limites (a topologia fraca* é Haussdorf), segue que T, = p.
[

O teorema ¢ uma consequéncia imediata do lema m De fato, as relagoes e
, junto com o lema dao uma prova construtiva do Teorema . Demonstracao
do teorema 4: Fixe p € My (M) qualquer, i, como em e [t como em . O lema
[3.17 garante que u é uma probabilidade invariante por T

3.3 Primeiro critério de continuidade Absoluta

Em geral, uma transformacao continua 7" admite muitas medidas invariantes. E na-
tural nos questionarmos qual medida invariante seria a mais importante. As medidas im-
portantes sao ergddicas, mas como 1" pode admitir muitas medidas ergddicas, a questao

se torna qual medida ergédica é a mais importante. Uma possibilidade é escolher alguma
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geometricamente natural (absolutamente continua com respeito a medida m de Lebes-
gue), outra possibilidade é escolher uma cuja parte dinamicamente descrita por ela tem
volume positivo (medida fisica).

Nesta secao, provaremos que toda transformagao expansora admite uma medida ergddica
que é, ao mesmo tempo, absolutamente continua e medida fisica, e é a Unica com tais
propriedades. Logo, esta medida é a mais importante para transformacoes expansoras.

Para prepararmos a demonstragao deste fato, vamos estudar um critério que garante
a continuidade absoluta de medidas.

Lembramos ainda que, dada uma fungao nao-negativa ¢ e uma medida v, representa-
mos por ¢r a medida definida por ¢v(B) = [ 5 dv. Além disso, para duas medidas y e

v, dizemos que p < v se tivermos que pu(E) < v(E) para todo £ mensuravel.

Lema 3.18. Sejam v uma probabilidade num espago métrico compacto X, ¢ : X — [0, 00)
uma fungao v-integravel, {j;},~, uma sequéncia de probabilidades em X convergindo para
uma probabilidade p na topolo?;ia fraca®. Se p; < v para todo i > 1, entao p < v e
1<K v. Por outro lado, se p; > pv Vi, entao p > pu.

Prova:  Seja B um conjunto mensuravel qualquer. Para cada ¢ > 0, seja K. um
subconjunto compacto de B tal que u(B\ K.) < € e (pv)(B\ K.) < € (isso é possivel pelo
fato de toda medida de probabilidade definida num espago métrico ser regular, conforme
0 teorema .

Entao seja A, uma vizinhanga aberta de K. da forma A, = {p: d(p, K.) < €}, com
e > 0 suficientemente pequeno para que p(A \ K.) < € e (¢v)(Ac \ K.) < €, note que
se B, ={x e X :d(z,K.)=r)} =0A,, r >0, os E, sao disjuntos dois-a-dois para todo
r > 0 e portanto vale que > u(E,) < 1, portanto p(E,) = 0 a menos de um conjunto
enumeravel H = {p,,n € N}. Diminuindo € ligeiramente, podemos supor que € ¢ H.
Entdo, como p = lim p; e u(94,) = 0, vale que (lema 3.9} item 5) pu(A.) = lim p;(A,) <
(pr)(Ae), o que implica:

u(B) = p(Ke) + p(B\ Ke)
< pu(Ad) + (B \ Ko)
(pr)(Ae) + 2e.

IN

Fazendo € — 0 obtemos que p(B) < (pv)(B).
De forma semelhante, para provar a desigualdade no sentido contrario basta substi-

tuirmos o simbolo < por > nos ultimos argumentos acima.
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Observacao 3.19. A condicao "u; < v”’pode ser interpretada como uma forma de

afirmar que {p,} € uniformemente absolutamente continua em relag¢ao a pv.

O lema acima tem como consequéncia um critério para a existéncia de probabilidades
invariantes absolutamente continua relativamente a medida de Lebesgue para certas trans-
formagoes T : M — M. Aplicaremos este critério na secao seguinte para transformagoes
expansoras. O seguinte enunciado apresenta formalmente o 1° critério de continuidade
absoluta deste trabalho:

Lema 3.20. (1° Critério de continuidade absoluta) Seja m a medida de Lebesgue em
uma variedade Riemmaniana M, se existe C' > 0 tal que m(T~"(F)) < C - m(E) para
todo E mensurdvel e para todo n > 0, entao todo ponto de acumulagao p de %Z;:& Tim
¢ uma medida T —invariante que satisfaz p < m e j—ﬁm(x) < C em m-qtp. Além disso,
se m(T7™(E)) > Km(FE) para todo E mensurdvel e para todo n > 0, concluimos que

i > K.
Demonstracao: Aplique o lema [3.18| considerando:
i. p= D3
. v=m

ii. p; = n% Z’;;Bl T/m tal que (u;) iy p na topologia fraca™.

Desse modo, por hipdtese, temos que p;(B) < ¢v(B) VB mensuravel e pelo lema
obtemos que esta ultima desigualdade implica que u(B) < pv(B) = Ds - m(B) VB
mensuravel e que p < m. O lema implica que p é T'—invariante.

Por fim, basta verificar que ¥(z) := j—i(x) é tal que ¥ (z) < C em m-qtp.

De fato, suponha por absurdo que exista um conjunto B C M mensuravel com m(B) >
0 e, portanto, u(B) > 0 de modo que ¥ > C em B, temos entdo que u(B) = [, ¥dm >
[ Cdm = C - m(B), contradi¢do. Analogamente, se m(T~'(E)) > K - m(E) para todo
n > C e para todo F mensuravel, concluimos que d%% > K em m—qtp

Logo, Tomando C' = D3 > 0 temos verificado que ¥ < D3 = C, como queriamos.

3.4 Medidas A.C. para transformacdes expansoras

Nesta secao, nosso objetivo principal serda mostrar que é possivel aplicar o critério de

continuidade absoluta visto anteriormente para transformagoes expansoras.
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Vamos definir primeiramente o que vem a ser uma transformagao expansora em uma
variedade compacta e darmos uma familia de exemplos ( os endomorfismos lineares ex-
pansores no toro T¢) que generaliza as transformagcdes expansoras lineares vistas na secao
1.1.

Definicao 3.21. Sejam M wma variedade compacta e seja T : M — M uma trans-
formacgao de classe C'. Dizemos que T € expansora se existe o > 1 e alguma métrica

Riemanniana em M tal que

| DT (z)v|| > o|v|| Vze M,YveT,M. (3.13)

Exemplo 3.22. (Endomorfismos lineares do Toro) Lembre que o toro de dimensao d
¢ o quociente T* = RY/Z%, ou seja, o espago das classes de equivaléncia da relagdo
de equivaléncia definida em RY por v ~ y < o —y € Z%. Seja A uma matriz d x d
com coeficientes inteiros e determinante diferente de zero. Entio A(Z?) C 7Z¢ e, por

consequéncia, A induz uma transformagao

Ty: T =T Tu(lz]) = [A(z)]
onde [z] denota a classe de equivaléncia que contém x € RY,

Tais transformacoes sao chamadas de endomorfismos lineares do toro. Note que o
toro T? é uma variedade Riemmaniana compacta, T é diferencidvel e a derivada DT4(x)
em cada ponto estd canonicamente identificada com A. Em particular, o jacobiano
det DT4([z]) é constante igual a |det A|. Isso também implica que o grau de T, é
igual a |det A|. Portanto, T4 é invertivel se, e somente se, |det A| = 1. Neste caso, a
sua inversa é a transformacdo 7' induzida pela matriz inversa A~!; observe que A~
também é uma matriz com coeficientes inteiros em tal caso.

Em qualquer caso, T4 preserva a medida de Lebesgue em T¢. Isto pode ser visto da
seguinte forma: como T4 é um difeomorfismo local, a pré-imagem de qualquer conjunto
mensuravel D com diametro suficientemente pequeno estd formada por |det A| (= grau

de T4) partes disjuntas D;, cada uma das quais é enviada difeomorficamente sobre D.

Pela férmula de mudanga de variavel, m(D) = |det A|m(D;) para todo i. Isto prova que
| det A|
_ m(D)
T-Y(D)) = D;) = |det Al - =m(D
(D) = 3 mlD) = [det A]- B2 — (D)

i=1
para todo dominio D suficientemente pequeno, logo T4 preserva a medida m.

Proposicao 3.23. Se todos os autovalores A1, ..., \q de A tém mddulo maior que 1, entdao

Ty € transformacao expansora em uma variedade compacta.
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Prova: Lembramos pela forma do raio espectral (denotado por p(A)) que p(A™!) =
(inf |\;])~" aonde \; sio autovalores de A e ¢ € (1,inf [\;|). E a partir dai, segue que
lm |47 = p(A™) =inf |\ <o <1
Desse modo, seja k € N tal que

HA”“H% <& < 1paraalgum & € (674, 1), entdo |[|[A7%|| <" <5 < 1.

Tome © = &. Assim , vale (pela desigualdade anterior) que

A @)I] < ©F[Jvl| Yo = |[v]|* < ©F|A%(v)][*.

Agora, defina um novo produto interno dado pela norma:

[lo][Z = Z@QJHA] 1% (3.14)

Note que a norma definida vem de um produto interno. Vamos verificar que para este
produto interno, temos que vale ||A(v)|[. > ©71||v]|. Vv € R4
De fato,

k-1
AW = > 0Y||A(A@w))|? = Z@“ DI|A (0)|?
§=0
= (Z@”HAZ Ol !Iv!!2+@2’“llz4’“(v)|l2)

> O77Jul[Z.

Aplicando-se a raiz quadrada em ambos os lados, obtemos o resultado desejado. [

Observagao 3.24. A propriedade da definicao € uma condicao aberta na topo-

logia C*. Logo, as transformagoes expansoras formam um conjunto aberto em C*(M, M).

Seja uma probabilidade invariante p, recordemos que a bacia de i é o conjunto:
1 n—1
B(p) = {SU € M:¢(xr)= lim —Z(p(Tj(x)) = /(p dpu Yeo: M —R continua} .
n—oo M
§=0

Vimos na proposi¢ao que a bacia é um conjunto invariante e se pu é ergddica,

entdao B(u) tem p-medida total.
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Estamos interessados em medidas para as quais B(u) tem medida de Lebesgue positiva.
Considerando m a medida de Lebesgue em M dada pela métrica Riemanniana, recorde
que p é medida fisica (definigao se a medida de Lebesgue m de B(u) é positiva, isto
é, m(B(u)) > 0.

Observemos que, mesmo que p seja ergddica (u(B(p)) = 1), ndo necessariamente
teremos que p é uma medida fisica (m(B(u)) > 0). No entanto, se u é medida ergddica

absolutamente continua entao p é também uma medida fisica. Mais precisamente:

Proposicao 3.25. Seja 1 uma medida ergddica, com < m, entdo m(B(u)) > 0, isto

€, 1 € uma medida fisica.

Prova: Suponha por contradigao que m(B(u)) = 0. Temos, pela continuidade abso-
luta, u(B(p)) = 0, mas isto contradiz a proposic¢ao (2.16). Portanto, temos m(B(u)) > 0.

]
O resultado Principal deste capitulo é o seguinte:

Teorema 3.26. (Medida ergédica absolutamente continua para transformacoes expan-
soras) Seja T : M — M wuma transformagao diferencidvel expansora numa variedade
compacta conexa M. Suponha que o jacobiano x — det DT(x) é Holder. Entio T ad-
mite uma unica probabilidade invariante p absolutamente continua com relagao a medida
de Lebesque m. Além disso, pu € ergodica, seu suporte coincide com M, i € uma medida

fisica e a sua bacia tem medida de Lebesgue total na variedade.

Vamos descrever um roteiro com a ideia da prova.

Ideia da Prova:

e Tomaremos m a medida de Lebesgue, u, := %Z?

_g T/m e p = lim p, .

e Aplicaremos o Lema para {/,}, tendo verificado que m(T~(E)) < C' - m(E)
para algum C' > 0 que nao depende de j, dai seguird que p,, < C-m(E) e p < m.

e A parte técnica da prova do teorema corresponde a analisar m(T 7 (E)) para E de
diametro pequeno. O lema [3.27] de natureza topoldgica, garante a existéncia de k™
ramos inversos de h, tais que T7"(E) = [Jh(FE).

h

e O lema de distor¢ao (proposicao [3.31)) terd como consequéncia (corolario [3.32) que

a proporcao entre as medidas % é comparavel a Zg;g

posicao [3.33)) que m(T"(E)) < C-m(E).

, de onde seguird (pro-
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Todo o resto deste capitulo serd dedicado a demonstrar o teorema |3.26|

Demonstracao: Comegaremos por provar uma propriedade importante das trans-
formacoes T' dadas pelo enunciado: a existéncia local de transformacoes inversas h que
sdo contrativa (secao 2.4.1). A partir dessa propriedade, definiremos os ramos inversos
dos iterados dessas transformagoes T e com eles, estabeleceremos a proposigao [3.31], que
ird nos fornecer um bom controle de distor¢ao para esses iterados das transformagoes T’
(secdo 2.4.2), em seguida aplicaremos tais propriedades para demonstrar o teorema m
( segao 2.4.3).

3.4.1 Ramos inversos contrativos

No que segue, vamos considerar T' uma transformagao expansora e o > 0 como na de-

finigdo 8. Em particular ¢ > 0 é um minorante para conorma ||DT!||~! da derivada de T

Como T é um difeomorfismo local numa variedade compacta conexa, localmente po-
demos considerar ramos inversos h, os quais correspondem a contragoes, conforme verifi-

camos no seguinte lema.

Lema 3.27. Emziste um inteiro k > 1 e wma constante p > 0 tais que #T '(y) = k
para todo y € M, tal que para todo x € T~ (y), existe h : B(y,p) — M de classe C*

satisfazendo:
1. Toh=1id;
2. h(y) = z;

3. d(h(y1), h(y)) < ot -d(yr,v2) Vu1,92 € Bly, p).

Demonstracao:  Como T é um difeomorfismo local, entao é uma aplicacao aberta.
Além disso, como M é compacta, segue-se que f é uma aplicagao fechada. Como M é
conexo, temos que T'(M) = M. Além disso, M compacto implica que T~!(y) compacto
para todo y € M; portanto, T' é aplicagao propria.

Note ainda que T' é uma aplicagdo de Recobrimento (isto é , T' é tal que cada ponto de
M tem uma vizinhanga V' cuja imagem inversa é um conjunto com componentes conexas
S; tal que a restricao de T a S; é um homeomorfismo). J& que M é compacta, segue que

existe k > 1 tal que
Ee={ye M: 4T 1(y) =k} £0.
Note que DT'(x) é um isomorfismo para todo z € M, pois |det DT (x)| > Hiﬂf ||DT(x)-
v||=1

v|| > o > 0. Portanto, pelo teorema da aplicagdo inversa temos que, para todo x € M,
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existe uma vizinhanga V(x) e um raio p(z) > 0 tal que a restricdo de 7" a V(z) é um
difeomorfismo sobre a bola B(T'(z), p(z)). Como T é aplicagao de recobrimento, podemos
tomar V(x) e V(w) satisfazendo V(x) NV (w) = ) para todo x,y € f~*(y), com y € M.

Afirmamos que podemos tomar p(x) independente de x:

Como T é sobrejetiva, se tomarmos a familia F, = {B(z, p(x)/2)}, temos que F, serd
uma cobertura de M. Logo, como M é compacta, existe um conjunto {z;},.,.,, C M tal
que os conjuntos {B(T'(x;), p(z:)/2)}1<icr, € {V (i) }<i<,, formam cada um coberturas
de M. Escolhendo p como sendo o minimo dos raios ;(;Z) /2, temos que para todo = €
M vale que © € V(z,) para algum s com 1 < s < m, e portanto temos que T(z) €
B(T'(xs), p(xs)). Pela minimalidade de p temos que B(T(z),p) C B(T(z;), p(z;)). Dai,
existe uma vizinhanca U(z) de x tal que a restrigdo de 7" a U(x) é um difeomorfismo
sobre B(T'(z), p). Logo, podemos tomar p(x) independente de x.

Note que & é aberto, pois se y € &, entdao B(y,p/2) C &. De fato, tomando
T (y) = {z1,...,7} e w € B(y, p/2), claramente T~ (w) N ‘f(xl) # () para i = 1, ...k,

k
logo #T ' (w) > k; por outro lado, se existe w41 € <U V(xz)) NT~!(w), entao considere
i=1

{wy, ..wp, w1} € T Hw) e V(w;) tal que T é bijecao entre V(w;) e B(w, p) vizinhanga
de y, com i = 1,...,k+ 1, daf segue que y tem uma imagem inversa em cada V' (w;), o que
é impossivel; portanto B(y, p/2) C &.

Como &, é aberto e fechado, pela conexidade de M, segue que & = M para algum £k,
ou seja, todos os pontos tém exatamente £ pré-imagens.

Assim, tomando h = (T|V(z)) ™", segue que h é de classe C', h(y) =z e T o h = Id.
Desse modo h é o' —contragao, isto é, ||[Dh(w)|| = ||[DT(h(w))™}|| < o' < 1 para todo

w no dominio de h. Pelo teorema do valor médio, temos que

d(h(y1), h(ys)) < o~ d(y, o)

para todo y1,ys € B(y, p) e portanto, h verifica a condi¢ao 3.
|

Observacao 3.28. A transformacao h definida no lema anterior ¢ chamada ramo inverso
deT.

Definimos ramos inversos A" de qualquer iterado 7™, n > 1, da seguinte forma:

Defini¢ao 3.29. Dadoy € M e x € T "(y), sejam hy, ..., h,, ramos inversos de T com

hy(T"Y(2)) = T (2) V5 € {1,..n}
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Entdo definimos o ramo inverso h™ de qualquer iterado T™ como sendo h™ = h,o...ohq,
o qual estd definido em B(y,p), é um difeomorfismo de classe C' sobre sua imagem,
satisfaz T" o h" = 1d e h"(y) = x.

Observagao 3.30. Como o~ < 1, cada hj é uma contragao, portanto, a sua imagem estd
contida numa bola de raio menor que p em torno de T" I (x), logo h" estd bem definida.
Além disso, satisfaz as condicoes dadas no lema anterior substituindo adequadamente T

por T9 e o por o’.

Prosseguindo com a demonstracao do Teorema note que, uma vez que 7' é um
difeomorfismo local e M é compacta, o jacobiano de T é limitado. Segue que o logaritmo

In|det DT| também ¢é Holder e portanto existem Dy e o > 0 de tal forma que

{ln |det DT (z)| —In|det DT(y)|| < Dy -d(yr,y2)* Vz,y € M.

3.4.2 Lema de distorcao e consequéncias

Apresentamos abaixo um importante lema que nos fornece um controle sobre a de-
rivada dos ramos inversos definidos anteriormente. O controle fornecido nos permitira
estimar T,m por um multiplo da medida de Lebesgue m em todo conjunto mensuravel.

Assim, temos

Proposicao 3.31. (Lema de distor¢ao). Existe D1 > 0 de tal forma que para todon > 1,
para todo y € M, e qualquer ramo inverso h™ : B(y,p) — M de T™, tém-se que

| det D™ (y1)] <D
| det Dh™(ys)]

Prova: Escrevemos h™ como composicao h™ = h, o h,_1 o ... o hy de ramos inversos
de T. E também denotamos hi = h;oh;_10...ohy para 1 <i <n , tendo que h° = Id.

Assim, temos que :

| det Dh™(y1)|

—_ In |det Dh" —In|det DA™
n |det Dh"(y2)| n| e (yl)‘ n| e (y2)|

— In|det ,ﬁlphi (Bi_t 0 ..o hy) (y1)] — In| det ﬁlphi (hit 0.0 hn) ()]

- 1n|f[1 det Dhy (hi o ..o 1) (y1)] — 1n|f[1 det Dh; (hi_1 0 ... 0 hy) (1)
= Y In|det Dh;(hiyo...0h) ()| —In|det Dh;(hiyo...0h) (y2)|
i=1

= ) In|det Dhi(h'(y1))| — In|det Dhy(h""(y2))|-

i=1
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Acima, foi usado que Dh"(yy) = I, Dh;y(h*"*(yx)), k = 1,2, e aplicado o teorema de
Binet-Cauchy aos determinantes Dh™(yx) k = 1, 2.

Mas In |Dh;| = —1In|det DT|o h; e como cada h; é uma o~ '-contracao, segue que
| det Dh"(y1)]
—_— < D hZ hZ @< D ZC“d
n [det Dhn(ys)| = E 0" (1), h'(y2)) g 0" (Y1, y2)"

= Do d(y1,y2)" ZUﬁm < Dy - d(y1,y2)" ZUﬁm
i=1 =

O.*Cv

1—o—a’

< D0(2,0)a

Portanto, basta tomar D; = exp(d> o, Dy - 07'*) para que tenhamos o resultado

desejado.
]

O corolério a seguir nos fornece uma nogao mais geométrica da proposicao anterior.

Note que esta é uma versao mais geral do Lema [2.21]

Corolario 3.32. Existe Dy > 0 tal que, para todo y € M e quaisquer By, By C B(y,p)
conjuntos mensurdvies, temos
1 m(Bl)

e <
D2 m(Bg) -

m(h"(B1))
m(h"(Bz))

m(B
m(Ba)

~—

< Dy

~—

Prova: Tome Dy = Df(Qp s Segue da proposigao anterior que

m(h™(By)) = / | det DA"|dm < / D"\ det DA (y)|dm = D" | det Dh™(y)|m(By) e

By
1 1
m(h"(Bs)) = /|det Dh"™|dm > /W|det Dh™(y)|dm = W|det DR"™(y)|m(Bs).
BQ BQ

Ao dividirmos as duas desigualdades, obtemos que

m(h*(B1)) _ , m(B1)
m(h™(Bz)) —  "m(B2)

Para obtermos a desigualdade da esquerda, basta que troquemos By por B, nas res-

< Dy———

pectivas posicoes das relacoes acima e temos o resultado.
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A seguir, nés mostraremos um resultado consequente do lema de distorcao, o qual nos
diz que a sequéncia de push-fowards T]'m tem densidade (derivada de Radén-Nikodym)

uniformemente limitadas.

Proposicao 3.33. Existe D3 tal que,

D;'-m(B) < (I'm)(B) < Dy - m(B) (3.15)

para todo mensurdvel B C M e todon > 1.

Prova: Suponha, sem restrigio que B C By = B(z,p) para algum z € M. Pelo

corolario anterior, temos que

1 m(BY) _ m(h(B))
Dym(By) = m((By)) = (B

para todo ramo inverso h™ de T™ no ponto z.

Perceba que m(T~"(B)) é a soma das medidas m(h"™(B)) de todos os ramos inversos
de T™, ja que cada h™ é inversa de T™ e suas imagens sao distintas duas-a-duas devido a
todos os pontos, para By = B e By = By, possuirem a mesma quantidade de pré-imagens
por T™.

Usando novamente o resultado anterior, temos que

1 m(B) _ Trm(h™(B)) m(B)
— < < D, :
Dy m(Bo) — Tr'm(h™(Bo)) m(Bo)
Além disso, vale que (T7'm)(By) < (T;'m)(M) = 1. Como o raio p esta fixado temos

que o volume das bolas B(z, p) é limitado superiormente e inferiormente, digamos por
e By, para todo z € M. Logo, sendo By > m(By) > B, > 0, obtemos

bt
D,

1 m(B)

n T'm(B) m(B)
=TS ) =

Diante disso, tome D3 = D - (3y)~! e o resultado segue.

3.4.3 Demonstracao do teorema

Para demonstrar o Teorema [3.26] é necessario demonstrar a existéncia de probabilida-
des invariantes e absolutamente continuas. Perceba que o teorema (mais precisamente

no lema , permite encontrar uma sequéncia de medidas cujo ponto de acumulacao é
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invariante pela transformacao 7. Nosso intuito é usar o 1° critério de continuidade abso-
luta (Lema [3.20]) para mostrar que todo ponto de acumulagao dessa sequéncia é absoluta-
mente continua com respeito a medida de Lebesgue, tal fato é uma consequéncia imediata

do que foi feito na secao anterior. Além disso, existe C' > 0 tal que C~! < 3—7’7‘1(3:) <C.

Corolario 3.34. Todo ponto de acumulagcao i da sequéncia % ;:01 T/m é uma pro-

babilidade invariante para T absolutamente continua com relagao a medida de Lebesque

m.

Prova: Seja g um ponto de acumulacao da sequéncia %Z;:Ol TIm. Pelo Lema |3.17]

i é probabilidade invariante para 7T'.
]

Pela proposicao podemos usar o lema e concluir que p é absolutamente
continua em relagao a m medida de Lebesgue e vale Dy 1%%(:5) < Ds.

O corolério [3.34] garante a existéncia da medida invariante absolutamente continua.
Mostraremos agora que a medida g é a unica probabilidade invariante absolutamente

continua com relagao a medida de Lebesgue e, além disso, é ergddica para T.

Lema 3.35. Sejam Py = {Uy,Us, ...Us} uma particao de M em regides com interior nao
vazio e diametro menor que p e B qualquer conjunto mensurdvel com m(B) > 0. Defina
P, ={h"(U;), 1<i<s,h"ramo inverso de T"}, para cada n > 1. Entao (P,) € uma
sequéncia de particoes num espaco métrico compacto, com diametros convergindo para

zero quando n — oo e existe Q, € (P,) , para cada n > 1, tal que

m(Qn N B)
Demonstragao: Dado qualquer 0 < ¢ < m(B), seja K. C B compacto tal que m(B \
K.) < e. Note que

-1 n— oo

m(Q,) >0

diamh"(U;) < o " -diamU; < o "p.
Assim, como o diametro das particoes tende a zero, temos que a medida da uniao
K., de todos os elementos de (P,) que intersectam K, satisfaz m(K., \ K.) < € para n
suficientemente grande. Suponha, por absurdo, que

B _
(KN Q) < M 60(Qu) paratodo Q€ Ko

m(B)
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Temos entao que

m(K) = > m(E.NQy)

QnEKen
m(B) — e - m(B) —¢ -
< Qngenmm(Qn) - m(B) + EQngem (Q“)
- m(B) - Em m(B) - .
 m(B)+e (Ken) < m(B) + (m(Ko) + )
< m(B) —e<m(K,)

O que é uma contradi¢ao e, portanto, deve existir algum @,, € (P,) de tal modo que
m(B) — €

m(B) 1" (@)

O que implica que m(Q,) > m(BNQ,) > m(K.NQ,) > 0. Agora, dividindo todos

os membros das desigualdades por (Q),,) encontramos que

m(K.NQ,) >

m(BNQ,) S m(K.NQy)

e fazendo € — 0 obtemos o desejado.

m(B) — €

1>
- m(B) + ¢

>

O lema anterior servirda de base para argumentarmos a ergodicidade da medida pu.
Recorde o fato de que se A ¢é conjunto invariante entao 7"(A) = A a menos de conjunto

com medida de Lebesgue nula e que u é ergddica se, e somente se, todo conjunto invariante

tem medida p(A) =0 ou p(A) = 1.

Lema 3.36. Seja Py = {Uy,...Us} como anteriormente e A C M um conjunto invariante

para T com m(A) > 0, entao existe 1 < iy < s tal que m(U;, \ A) = 0.

Demonstra¢ao: Pelo lema anterior, podemos tomar @,, de tal forma que m(Q,) > 0

m(Qn, N A)/m(Q,) — 1 quando n — oo.

Lembrando que 1 = m(Qn \ 4)/m(Qy) + m(Qn N A)/m(Qu), segue que m(Qn \
A)/m(Q,) — 0.

Seja Uy = T"(Qy). Pelo Coroldrio aplicado ao ramo inverso h"™ de T" que envia
Uitn) em @y, sabendo que A ¢ invariante e T(Q, \ A) D T™(Q,) \ A, temos entdo que

Ui\ ) _ m(T(Qu\A) _ ) m@\A)

m(Uipy) = m(T™(@n))  — m(Qn)
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m(Uz(n)\A)
m(Uij(n))
1 <y < s tal que i(n) = iy para infinitos valores de n. Logo m(U;, \ A) = 0.

Ou seja, — 0. Como Py é uma particao finita, entao, temos que deve existir

Como consequéncia, temos a ergodicidade de alguma medida invariante absolutamente

continua.

Corolario 3.37. A transformacao T : M — M admite alguma probabilidade invariante

ergodica e absolutamente continua com relacao a medida de Lebesque.

Prova: Do resultado anterior, temos que existem no maximo s = #7P, conjuntos
invariantes com medida de Lebesgue positiva disjuntos dois-a-dois. Portanto, M pode ser
particionada num numero finito de conjuntos invariantes Ay, ..., A,, r < s com (A4;) > 0
para todo 1 < i < r e que sdo minimais (De fato, para cada A invariante, se 3B C A
invariante com 0 < m(B) < m(A) entao trocamos {A} por {B, A\ B}) , ou seja, nao
existem subconjuntos invariantes B; C A, , i = 1,2, satisfazendo 0 < m(B;) < m(A;).

Dada qualquer medida invariante absolutamente continua pu, existe algum ¢ tal que
w(A;) > 0, (caso contrario u(M) = 0). Considere a restri¢ao normalizada
pi(E) = —M(E N4,

f1(A;)
de p a A; a qual sabemos que é invariante (Lema e absolutamente continua devido
a continuidade absoluta de p. Verificaremos que p; é ergddica,

Com efeito, seja C' C M invariante, suponhamos que p;(C') > 0, logo C N A; # 0.
Como C C A; é invariante, segue que m(C' N A;) > 0. Pela continuidade absoluta, temos
que u(C' N A;) =0oupu(C°NA;) =0, o que implica que 1;(C) = 0 ou u,;(C) = 1.

]

Com isso, ja demonstramos a existéncia de uma medida ergddica absolutamente continua
i e, além disso, mostramos que existem apenas um numero finito de probabilidades
ergodicas e absolutamente continuas. Agora, nos resta mostrar que tal probabilidade

(4 é unica e, para isso, usaremos o fato da seguinte propriedade de T
Lema 3.38. Dado qualquer aberto ndo vazio U C M, existe N > 1 tal que TN (U) = M.

Demonstracao: Seja x € Ue r > 0 tais que B(x,r) C U. Dado qualquer n > 1,
suponha que 7"(U) nao cobre toda a variedade M. Entao existe alguma curva ~y ligando

T"(z) aum ponto y € M \T"(U), e essa curva pode ser tomada com comprimento menor
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que diam(M) + 1. Compondo v com o ramo inverso h™ que satisfaz h"(T"(z)) = =,
obtemos uma curva 7, = h" o ligando x a um ponto y, € M \ U D M \ B(z, 7).

Como h™ é contragao, segue entao que
r < comp(y,) < o "comp(y) < o "(diam(M) + 2),

o que implica que n < log diam[w
quais T™(U) # M ¢ limitado superiormente. Logo, existe N > 1 tal que TV (U) = M,

como queriamos.

— log o, isso nos diz que o conjunto dos n’s para os

Corolério 3.39. Se A C M ¢ um conjunto invariante com m(A) > 0, entdo A tem

medida de Lebesgue total na variedade M.

Prova: Como A é invariante, pelo lema é possivel escolher U; € Py = {U,...Us}
tal que m(U; \ A) = 0. Tome Uy = [(U;) e como Uy é aberto, segue que existe
N > 1 tal que TN(Uy) = M. Como U; é invariante, segue que U, é invariante e,

como m(Uy) = m(U;), segue que m(Uy \ A) = 0.

Agora, perceba que M\ A =TN(U)\TN(A) c TN(U\ A) e, aplicando o Teorema de
mudanca de varidveis (Teorema |[A.9) & TV (U \ A) , obtemos

(T ) = |

Xy (U \ A)dim = / [ det T (2)[dm = m(U \ A) = 0.
TN (U\ A)

U\A

Logo m(A) = m(M).

Finalmente, podemos completar a demonstragao do Teorema |3.26

Corolario 3.40. Seja i1 qualquer probabilidade invariante absolutamente continua. Entao
p € ergodica, p € medida fisica e a sua bacia B(p) tem medida de Lebesgue total em M.
Consequentemente, |1 € a unica probabilidade invariante absolutamente continua. Além

disso, o seu suporte € toda a variedade M.

Prova: Se A C M é um subconjunto invariante qualquer entao, pelo Coroldrio [3.39]
m(A) = 0 ou m(A°) = 0. J& que p é absolutamente continua, segue que p(A) = 0 ou

p(A€) = 0. Isto prova que p é ergddica.
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Da ergodicidade de p, temos que pu(B(p)) = 1. Como B(p) é um conjunto invari-
ante com medida de Lebesgue positiva, entao, deve ter medida de Lebesgue total. Em
particular,  é também uma medida fisica.

Analogamente, como o suporte de p é um conjunto compacto invariante, entao

p(supp(p)) = p(M), o que implica que supp(p) = M.

Finalmente, sejam p e v duas probabilidades invariantes absolutamente continuas
quaisquer. Segue do fato demonstrado acima que elas sao ergddicas e que as suas bacias
tem medida total, em particular B(u) N B(v) # (). Tomando qualquer ponto x € B(u) N

B(v), temos que

n—1
o1
n= 11TILHEZ5TJ-($) =V
7=0
e pela unicidade do limite na topologia fraca*, concluimos que pu = v.
]

Concluimos este capitulo aplicando o teorema para endomorfismos lineares expanso-

res no toro.

Corolério 3.41. Seja Ty : T — T¢ como no exemplo tal que todos os autovalores

de A tem mddulo maior que 1, entao a medida de Lebesque € ergodica para T4.

Prova: Como T4 preserva m e m < m, o corolério [3.40] implica a ergodicidade de m.

L]
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4 ATRATORES SOLENOIDAIS GORDOS

Neste capitulo iremos tratar de uma classe de sistemas dinamicos enfocada no artigo

Fat Solenoidal Attractors [4]. Esta classe é definida pelos seguintes mapas

T:S'xR—S'xR
T(z,y) = (cx,\y + f(z)) (4.1)

onde ¢ > 2 é um inteiro, 0 < A < 1 é um ntimero real e f é uma funcao de classe C? do
toro S' =R\ Z em R.

Note que o mapa T é um produto torto sobre o mapa expansor ¢ : r — cx e,
além disso, T contrai uniformemente na diregao das fibras verticais {x} x R. De fato, a
dindmica de T em cada componente vertical é um mapa afim da forma T, (y) = Ay + f(z)
com A < 1. Pela definicao da T', é possivel notar que 7' é um endomorfismo hiperbdlico.

O comportamento ergddico de T' é relativamente simples, pois 7" admite uma tnica

medida ergodica tal que

1
lim —
n—oom

n—1
Za(Tj (z)) = ;. para Lebesgue quase todo ponto z € S* x R
7=0

Esta medida p ¢ uma medida fisica, chamada de medida Sinai-Ruelle-Bowen ou sim-
plesmente medida SRB. Na se¢ao 3.1 daremos uma descri¢ao precisa desta medida SRB
para esta classe de sistemas dinamicos.

A cada mapa T associamos o atrator solenoidal A = (| T"(S! x [ K, K]) para algum
neN
K > 22Ul (para tal K, vale que T(S" x [~K,K]) C S' x [-K,K]). Esse conjunto A

n—oo

satisfaz d(T™(x,y), A) — 0 para todo (x,y) € S* x R, daf o fato ser atrator. O termo

“solenoidal” se deve ao mapa T ser expansor na base e, por isso, sobrepoe S x [—K, K|
c-vezes sobre si préprio.

A questao apontada no artigo de T'sujii [4] (e de nosso interesse neste capitulo) é a
suavidade da medida SRB com respeito a medida de Lebegue dentro desse dominio. No
caso aonde |DetDT(z,y)| = Ac < 1, a medida SRB é mutuamente singular com respeito
a medida de Lebesgue porque T' contrai area. O caso em que Ac > 1 é suscetivel de
que a medida SRB seja mais regular e portanto, iremos estuda-lo com mais cautela. A
regularidade que estudaremos sera a continuidade absoluta de p com respeito a medida
de Lebesgue m e a propriedade 4 € L*(S',R).
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Exibiremos na secao 3.5 dois exemplos onde destacamos comportamentos distintos
da medida SRB para dois mapas 7. O primeiro exemplo corresponde a uma familia
de fungoes para as quais nao ha medida invariante absolutamente continua. O segundo
exemplo corresponde a um mapa 1T especifico para o qual a medida SRB é absolutamente

continua. Deixamos abaixo os seus respectivos enunciados:

Exemplo 4.1. Se f(z) = o(¢(x)) —\-o(x) para alguma fung¢do mensurdvel o no toro S*,
entao o suporte da medida SRB de T estd contido no grdfico de o e é totalmente singular

com respeito a medida de Lebesque em S' x R.

Exemplo 4.2. Seja c=2. 0,5 <X <0,51 e f(z) = sen(x). Entdo a medida SRB p de

T € absolutamente continua com respeito a medida de Lebesque em S* x R

O objetivos desse estudo é fornecer uma condigao suficiente para a continuidade abso-
luta da medida SRB, a qual corresponde a uma condicao geométrica de transversalidade
entre as sobreposicoes das imagens do atrator. A condicao geométrica de transversalidade
corresponde a definicao [4.15] Afirmamos que a medida p em questdao é absolutamente
continua para quase todo o mapa 7' e mais ainda, essa medida é robusta, isto €, existe
um aberto A na topologia do espaco das medidas de S' x R tal que, para toda v € A,
temos que v é ergddica.

Agora, fixe um inteiro ¢ > 2 seja S C (0,1) x C*(S*,R) conjunto dos (A, g) para
os quais a medida SRB é absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue
em S!' x R. Consideremos Int(S) como sendo o interior de S, com respeito a topologia
produto, obtida da topologia usual em (0, 1) e da topologia C? nas fungoes C*(S*, R).

Nosso objetivo principal sera a discutir o seguinte resultado.

Teorema 4.3. Se T satisfaz a condicdo de transversalidade, entao a medida SRB ¢ ab-

solutamente continua. Além disso, o par (A, f) € Int(S)
O teorema acima é um importante passo no artigo [4] para obter o seguinte resultado:

V' < X\ < 1. Eziste uma cole¢ao finita de funcoes o; : S* — R com

o; € C°(SYR) e 1 <i < m tais que para qualquer fungio h € C*(S,R), € vdlido

m ({(tl,tg, oy tm) ER™ ()\,h(x) + itiai(:v)> ¢ Int(S)}) =0,

para m a medida de lebesgue em R™.

Teorema. Seja ¢~

Segue dai que a continuidade absoluta da medida SRB é uma propriedade aberta e

densa sob a condicao Ac > 1, conforme os seguintes corolarios
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Coroldrio. S contém um conjunto aberto e denso de (1/c,1) x C%(S', R).

Corolario. Seja2 <r<oo ec ! <\ <1 o conjunto de funcoes

=19 € (S R)|(N 9) € Int(S) }
¢ aberto e denso em C"(S',R).

As condigoes de validade do teorema acima nos remetem a estudar o conceito de
prevaléncia e timidez, introduzidos por Yorke e colaboradores (1992). Esses conceitos, tal
como as propriedades que eles carregam, nos permitem demonstrar aque o conjunto Sy é
prevalente em C"(S';R).

4.1 Descricdo simbdlica da medida SRB

Nesta se¢ao, daremos uma descrigao mais precisa da medida SRB e algumas de suas
implicagoes dentro do contexto que estamos trabalhando. No entanto, precisamos antes
introduzir o conceito que ird nos permitir entender a dinamica sob um ponto de vista
simbdlico . Comegaremos com a seguinte defini¢ao:

Seja K = {1,2...c}, dizemos que w é uma palavra sobre K se w é uma sequéncia de
elementos de K justapostos, ou seja, se w = wijwows...ws = (w;);_;, onde w; € K. Neste
caso, dizemos ainda que a palavra w tem comprimento s.

Note que podemos estender a definicao para quando s = oo, sendo assim, w é uma
palavra de comprimento infinito quando é uma sequéncia infinita de justaposicoes dos
elementos de K. Denotaremos por K* o conjunto gerado por todas as palavras de com-

primento s em K (portanto K é denotado quando s = 00).
Diante disso, considere ¢ > 2, ¢! < A< 1, f € C*(S',R) e ¢ 0o mapa dado por:

¢:8" =S z+——=cr (modZ).

Para uma palavra w = (w;)}_, € K?, vamos denotar o truncamento ao comprimento
q < ppor |wl|, = (w;),. Agora, defina P como sendo a partigao de S* em intervalos

dada por:

P={P()=10—-1/ej/e) jeK}.

Entiao PP := \/"_) ¢*(P) é a particio em intervalos
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p—1
P(w) = (Yo (P(w,-0)),
i=0
onde w = (w;)t_, € K?. Note que z € P(w) < ¢'(z) € P(wy—;) Vi =0,1...,p — 1.
Podemos entender melhor tal dinamica se, por exemplo, tomarmos S* x R e particio-
narmos sucessivamente S em intervalos de comprimento ¢ vezes menores que os anteriores

(i.e., intervalos de tamanho cin, sendo n o nimero de repeti¢oes desse processo). Na figura,

ilustramos P(122) no caso ¢ = 3.

Dado z € P(122), temos que x € P(2), ¢(z) € P(2) e $*(z) € P(1), o que nos diz que
r € P,N¢ (P(2))N¢2(P(1)),como ilustrado abaixo:

////ﬁ\\\\ﬂmf//—\\\,////—\\\\\\

P(122) b o | P(1)
HHHHHHHHHHHHHHHHHH ™ i
x ¢()

Figura 2 — Ilustracao de elementos da particao no caso c¢=3.

Note que se w € KP, entao a restricao de ¢” sobre P(w) é uma bijecao entre P(w) e
St Dados z € S* e w € K? seja w(x) o tinico ponto y € P(w) tal que ¢*(y) = x, temos
entdao que ¢p(w(x)) = |w],—1(x) com w € KP.

Temos a seguinte expressao para T7:
7,0 = ("(2). N @7 (@) = (¢7(2). N (@ @) (42

se y = w(x)
Isso nos motiva a definirmos a funcao

P

R(z,w) =) N7'f(lwi(x)), (4.3)

i=1
note que 7?(z,0) corresponde ao grafico da fun¢ao R(-,w), pois T?(y,0) = (z, R(z,w))
se 7 = ¢(y).
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Caso o comprimento de w seja infinito, isto é, w = (w;)2, € K*°, definimos

1—00

R(z,w) = lim R(z, |w}i(z)) = Z N ([w]i(2).

Note que esse limite existe e corresponde a uma fungao de classe C? (exceto para

x = 0), pois vale a seguinte limitagao uniforme para as derivadas até ordem 2:

o0

D

=1

oo (L) = 30 Wt (L)

=1

<D A flle
=1

< Iflle= DA™
i=1

= [[flle2(1=A)"" <00, comr=0,1,2.  (44)

Ni—L L i

se ¥ # 0. Tomando 3 = ||f]|c2(1 — \) 7}, segue que

2

d d
sup e { Rl )l | R |

R(x,wn} <8 (45)

para qualquer palavra w € KP (de comprimento infinito ou finito). Agora, considerando

w e KP ev e K, é importante notarmos que vale

dr dr 00 ‘ .
T (@ w0) = 2R v) < 30 AT flle:
i=q+1
< >N o
i=q+1
Wl 35 XK = N 1
i=q+1
S MeTp (4.6)
parar = 0,1, 2.

Prosseguindo, dado x € S, seja v(z) € K tal que P(y(x)) contém z . Desse modo
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p

R(¢(x), y(x)w) = Z N (y(@)w]i(é(x)))

= >N (lwa(w)

p+1

= f@) + X)) N f(lw]ia (@) = f(2) + A R(z,w)  (4.7)
i=2
para todo w € K? e 1 < p < oco. E, observando essa relagao acima, definimos os mapas:

IM:S'x K* = S'xR , IH(z,w) = (z, R(z,w))

QS x K® = S'x K* | Qz,w) = (¢(x),y(z)w).
De (4.7)), seguem para todo par (z,w) a seguinte igualdade

T(x, R(z,w)) = (¢(x), A - R(z,w) + f(x)) = (¢(x), R(d(x),y(z)w)) = IL(¢(x), v(x)w)).
Assim, temos estabelecida a relacao entre os mapas acima
Toll =110, (4.8)

O mapa 2 pode ser visto com uma codificacao da dinamica 7', e isso nos permite
desenvolver a busca por propriedades ergddicas de T em outros espagos, para depois
transporta-las ao espago de origem.

Assim, com o intuito de definirmos uma medida ergddica em uma o—algebra para

S1 x K°°, denomine cilindros em K os subconjuntos
Clk,ak, ...an] = {(wy,wy,...) € K= :w; =a; k<j<n}. (4.9)

Tomando C = {U x C': U C S' aberto, C' cilindro em K>}, temos que C é uma élgebra

em S x K> e portanto podemos tomar a o—algebra gerada por C.

Considere mg: como a medida de Lebesgue normalizada em S e seja v, a medida de
Bernoulli em K. Caracterizada pela equacao

1
cn—k+1 '

Voo (C [y ag, ...a]) = (4.10)

Dados U C S!' mensurdvel e C' um cilindro em K* a medida produto mgi X v é

dada por:
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Mgt X Voo (U X C) = mg1(U) - v (C).

A partir das consideracoes acima realizadas, sao vélidas seguintes propriedades da

medida mg1 X V4 para a dinamica 2

Proposicao 4.4. A medida produto mg1 X vy € invariante, ergodica e misturadora com

respeito ao mapa 1.

Prova: Inicialmente, note que
Voo (C' [k, agy ...p)) = Voo (C' [k + M, ag, ...ay]))  Ym,k,n € N. (4.11)

Com isso, mostraremos mg1 X Vs, € invariante por 2. Com efeito, dados U C R e

C = C'[k, ag, ...a,] temos que, para k > 1

Mgt X Voo (U x C)) = mg1 (¢ H(U)) - veo(C [k — 1, a, ...a,]) (4.12)

Vimos que (mg1,St) é invariante, logo mgi (¢~ (U)) = mg (U). Além disso, de (4.11])

segue a igualdade

Voo (C [k — 1, ag, ...ap)]) = Voo (C)  Vk € N. (4.13)

Para k = 1, teremos que ¢(x)a € C se, e somente se, ¢(r) = x1,a7 = Tg,a9 =

T3, ..., 41 = T, em particular, a € C'[1, zox3...2,]. Portanto:

Mgt X Veo (2 HU x C)) = mgi (¢~ (U) N P(x1)) - Voo (C[1, a1, ...y 1])
1 1

n—1

=mg(U) -

Q

c
=mg1 X Ux(U x C).

Como os conjuntos da forma U x C' geram a o—4lgebra 3, segue que (mg1,S') é
(-invariante.
Para a ergodicidade de mg1 X v, € suficiente verificar que a medida mg1 X v, €

misturadora para €2 (conforme a observagao [2.28)),

isto é,

(Mgt X Vo) (AN B) =5 (mg1 X ve)(A) - (mg1 X vs)(B) VA, BeX
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Primeiro, vamos mostrar a convergéncia para A,B € C. Sejam A = U; x (4, B =

Uy x Cye Cy=C[m,xy,,...x,]), com q € N tal que ¢ —n > m — 1. Entao
QU x Cy) = Q=D (== (1)) 5 C'[1, 2, ... 200))

= Q- la=(m=Dn) (p=(m=D=n(T1 O P(zp,...2)) X K*)
= ¢~ @D () A P(2y..)) X K.
Note que AN B = (U; NUy) x (Cy N Cy), dal temos que
(Mgt X Veo)(QIAN B) = (mg1 X vs0) (¢~ M= DU O P(2yn... ) N Uy x K= N Cy)
= Mg (¢—(q—(m—1)—n)(Ul N P(l’ml’n)) N UQ) . I/OO(CQ)
n oo 1
X g (Uh) - ——— - mgi (Us) - v (C)

Cn—m+1

= (mg1 X Vso)(A) - (Mmg1 X Vo) (B).

A pentltima igualdade é valida, pois mg: é misturadora para ¢ (proposi(;éio para
quaisquer A, B € X e € > (0. Para provar o caso geral, usaremos o fato de que sempre exis-
tem A, € C e B, € C de tal forma que |(mg1 X Vs )(AAAL)| < €/2 e |(ms1 X V) (BAB,)| <
€/2 .

Além disso, como vale ainclusao (R "ANB)A(Q "A. N B.) C Q" (AAA,)U(BAB,),

segue que

[(mg1 X Vo) (XT"TANB) — (mg1 X Vso) (A" AN Be) | < [(mg1 X veo) (Q " AAA,)|
+ [(ms1 X V) (BAB,) |
<€/2+¢€/2=¢

Portanto

[(mg1 X Vo) (Q"AN B) — mgi(A)vae(B)| < 2¢
para todo € > 0, o que completa a demonstracao.

]

Portanto, também como consequéncia de (4.7)), temos que a medida p = I, (mg1 X Vso)

¢ invariante e ergédica com respeito a 7.

Proposicao 4.5. p é invariante e ergédica com respeito a T .
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Prova: A invariancia segue da relagao:

u(T™H(A)) = (msr X vee)(ITT'T7H(A))
= (Mgt X Vo) (QHIH(A))
= (mgs1 X veo)(IT71(A)) = p(A).
Para verficar a ergodicidade, seja A € S* x K um conjunto T—invariante, entao por

temos que IT71(A) é Q—invariante, pois Q1 (IT71(A)) =TT Y(T1(A)) =TT (A). E

isto nos diz que
IL (Mgt X Veo)(A) := (mg1 X vse)(IT7H(A)) =0 ou 1.

Sendo a dinamica hiperbdlica, chamamos de medida SRB as medidas fisicas para T'.
Como o mapa T' contrai na direcao vertical e a projecao de p em S* coincide com a medida

de Lebesgue em S!, segue que p é a medida fisica para T, conforme a proposicao abaixo:
1

Proposicao 4.6. A medida p é uma medida fisica para T, e, além disso, a bacia B(u)

tem volume total em S' x R.

Prova: ~ Vamos mostrar que m(B(u)°) = 0. Primeiramente, note que B(u) =
I1;(B(p)) x R aonde II;(z,y) = x. A inclusao II;(B(p)) x R D B(u) é ébvia, pois se
(x,y) € B(u), entao x € I (B(p)) ey € R.

Para a inclusao oposta, dado (z,y) € B(u), temos que

|T"(x,y) = T"(2, )| = |[(6" () — ¢"(x), A" (y — )]

n—oo

= A0,y = )| — 0
para todo g € R. O fato de que (z,9) € B(pn) segue do seguinte fato mais geral.
Lema 4.7. Dado z € B(u), com {T™(z)} contida em algum compacto, se
d(T"(2), T"(2)) =3 0
entio Z € B().

Demonstra¢ao:  Considere C' um compacto contendo {7"(z)} e T™(Z) para todo
n>0. Sep:S" xR — M é continua, entdo é uniformemente continua em C. Dado

e > 0, tome § > 0 tal que
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d(z1,22) < 8 = |p(x1) — p(2)] < %

Por hipdtese, existe ng € N tal que d(T7(z),T7(Z)) < 6 para todo j > ng. Logo, para

n > ng suficientemente grande, podemos fazer as seguintes estimativas:

IS (@) - 23t | ‘ 290 (T9() = (19 >>‘
+§Z¢m@%wmm
< Bsup(p(a)) + 0T (7o + 1)%
n zeC n

€

< 22 sup(p(a))] + 5.

=€

Fazendo n — +o0o e € — 0, como + a2 im0 " o(T7(2)) converge para [ ¢ du, segue que
1 =20 " (T7(%)) também converge para J ¢ dp. E como z € B(u) segue o resultado.

Agora, como B(u)¢ = II;(B(u)) x R, vale que

m(B(p)°) = / 1dm= / [/ 1dm511 dmg = / 0 dmg = 0.
111 (B(1)¢) xR R LJ11,(B(p)e) R

4.2 Segundo critério para a continuidade absoluta de 1

Nesta secao, procuraremos estabelecer um resultado que sera utilizado para garantir a
continuidade absoluta de p. Para isso, trabalharemos no espago das medidas Borelianas

finitas em R com sinal, definindo a seguinte forma bilinear simétrica.

Definicao 4.8. Sejam v e ¥ duas medidas Borelianas finitas com sinal em R e p > 0 um

nimero real, definimos a forma bilinear (, )p por:

<%’7>pZ/RV(B(y,p)W(B(y,p))dy,

onde B(y,p) ={z € R||z —y| <1} .
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Lema 4.9. A forma bilinear {,) ¢ um produto interno em M(S' x R)

p

Demonstracao: Pelas propriedades da integral e pela defini¢ao, temos que (,) p é bili-
near, positiva e simétrica (devido a comutatividade em R).

Nos resta verificar que se <fy,fy>p = 0, entao y(B(y,p)) = 0 para todo y € R, o que
garante 7 = 0. De fato, para todo y € R, sejam ¢; := ¥([yo, Yo+ p)) € c2 := v((y0 — p, Yo))-
Como B(y, p) D [yo, o + p) para todo y € [y, yo + p),temos que

0=(v,7), = /R’Y(B(y,p))Qdyz/yWV(B(y,p))Zdy,

Yo

analogamente

Yo
02 [" 5By > (@)r 20
Yyo—r

o que implica ¢; = ¢o = 0, e, portanto y(B(yo, p)) = 0.

Definimos entdo [|7[|, = /{7, 7),-
O lema a seguir ird nos fornecer um critério de continuidade absoluta de qualquer
medida v Boreliana com sinal em R. Estenderemos o critério fornecido para conseguirmos

aplica-lo sobre as medidas p em S* x R.

Lema 4.10. Se lim igrlfp_lepr < oo para uma probabilidade v, em R entdo v € absoluta-
p—0

mente continua com respeito a medida de Lebesque em R e a derivada de Radon-Nikodym

dp/dz satisfaz ||dp/dz|| 2 < liminfpt||v||,.
p—0t

Demonstragio: Definamos h,(x) = p~'v(B(x, p)). Logo, da defini¢ao, segue que

1 _
[holl2 = \/ thy—\// =74 yﬂ)dyZ\/;HvII%:p1||7||p-

Considere uma sequéncia (pg)ren tal que pp =0 (K — 00) e

. R T -1
[l ||z = lim infp™ ]l < +oo.

A sequéncia h,, ¢é uniformemente limitada em L? e portanto, possui subsequencia

fracamente convergente (pelo teorema de Arzela-Ascoli). Denotamos ainda h,, a sub-

P!

sequéncia que converge na topologia fraca* para uma fungao h., € L*(R). Portanto, h,

satisfaz a relagao
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. .. -1
[1hoollze = Jim [1Fip, (|22 < Tim infp= |,

Além disso, a convergéncia na topologia fraca* implica que [ ¢he, dz = lim [ why, dz.
O teorema da convergéncia dominada (teorema [A.8|), teorema de diferenciacao de

Lebesgue e o teorema de Radén-Nikodym também implicam que

/gohoodx: lim/gphpk dazz/apdu
R k—oo Jp R

para todo fungao ¢ continua com suporte compacto. O teorema de Radén-Nikodym

implica que hy, = du/dz.
n

Agora, para estender este resultado, considere a familia de medidas p, = I1,(0, X v)
para x € S', onde §, é a medida delta de Dirac em = € R.

Dado E C S' x R, considere o conjunto E, = {y € R: (z,y) € E}, temos entao que

(m X ve)(E) = / v(E,)dm(x) = /51 0z X V(E)dm(x).

Sl

Assim,

WE) = (m x ve)(ITTHE)) = /Sl 6, x v(ITTY(E))dm(z) = /51 e (E)dm(z) (4.14)

A expressao (4.14) mostra que a familia {4, } é uma desintegracao de p com respeito
a particao P nas fibras {z} x R, z € S'. A medida p, é a medida condicional da medida
SRB de T

Desse modo, defina

H)i= o [ Nl

A partir dessa defini¢ao, obtemos o seguinte critério de continuidade absoluta para p
em S! x R.

Corolario 4.11. Se liminfl(p) < oo, entdo a medida SRB p de T € absolutamente

p—0t
continua com respeito a medida de Lebesque em S* x R, a sua funcdo densidade pertence

a L*(R) e tem norma L* limitada por liminf I(p).
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Prova: Com efeito, aplicando o lema de Fatou, segue que

lim infp ||, ||* < liminf I(p) < oo.
[ minto P < T 707) < o0

Agora, desta tltima desigualdade segue que liminf p~!||u,||, < +oo para m—qtp
r € S, e pelo lema tém-se que p, < m para m — qtp x.
Definindo g : S' x R — R por g(z,y) = g.(y) temos que g € L*(S* x R), pois:

2 e 2 2
[1911Z2(51 ) < lim info™[pa [

Agora para toda ¢ continua com suporte compacto em S* x R, pelo teorema de Fubini

vale que

/ g d(mgs xmg) = / { / ¢ 92(y) dmR(y)] dmg = / ¥ dpa(y)dms: = / pdyp.
STxR St R R STxR
A dltima igualdade da direita advém da equagao (4.14). Assim, tomando ¢ = Xg

dup

v e o resultado
Mgl yr

para todo £ C S' x R mensurdvel, temos que p < mgi g, com g =

segue.

4.3 Transversalidade

Nesta secao ndés mostraremos que a medida SRB de T é absolutamente continua se
para algum w € K9 fixado existem muitos @ tais que os graficos de R(-,w) e R(-,w)
sao transversais entre si. De fato, se nds assumirmos que todos os pares sao transversais
entre si, o argumento abaixo serda mais simples, porém nao é valido tal suposicao em
geral. Daremos uma alternativa mais fraca porém suficiente para que a medida SRB seja

absolutamente continua.

Lema 4.12. E valida a sequinte relagao:

Po =1 Z Tf(:ua(a:)) (4'15)

acK4
Demonstragao: Tal férmula segue da invariancia da medida SRB p com respeito a 7'
De fato:
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LY Toe) = [ i (B o)

ac K4 acK4

Escrevendo z = a(x) com a : ST — P(a), temos dm(z) = ¢~ %dm(z), logo

Z/Sluaqu tdm(z Z/ o (T9(E))dm(2)

acK1 acK1

_ /S = (T7(E))dm(z) = W(T™(E)) = p(E)
- / o (B)dm(z)
Sl

Portanto, pela unicidade da desintegracao (proposicao|A.13|), temos véalida a igualdade
(4.15), para ¢ > 1 ez € S*.
n

Note ainda que p,({z} x R) = 1, e que ¢ 9> T ({z} x R) = 1, esta tltima

ocorrendo pois

pa@) (T({2} X R)) = o) (({a(2)} x R)NT™ ({2} x R)) = pta(w) ({a(z)} x R) =1

€

_QZTq,uam {x}xR)—cq21:0_q-cq:1.

acK4 a€eK1

Sendo w € K? e a,b € K9, denotamos

I(pw) = p° / 12l Pdm()
P(w)

Hpwsab)=p™ [ (), T (@) ()
P(w
Da equagao (4.15), temos que
Lpw)y=c % I(pwia,b). (4.16)
(a,b)eKIx K1
A fungao R(-,a) para uma palavra a pode ser descontinua no fecho de P(w) se P(w)
contém 0 como extremo a direita, porém obviamente a restricao R(-,a) a P(w) pode ser

estendida ao fecho da mesma particao como uma funcao de classe C%. Iremos denotar

esta extensao por Ry (-, a).
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Defini¢ao 4.13. Considere as palavras a,b € K9 e seja w € KP. Dizemos que R(-,a)

e R(-,b) sao (€, d)-transversais em P(w) se para todo v € P(w) alguma das condigoes é

verdadeira

|Ry(x,a) — Ry(z,b)| > € ou %Rw(:ﬁ,a) - %Rw(x, b)| > 4.

Para 1 < p,g < oo, w € KP e ¢,06 > 0. seja E(q,w;€,0) o conjunto dos pares
(a,b) € K% x K9 para os quais existe u,v € K tais que R(-,au) e R(-,bv) nao sao

(€,0)-transversais em P(w). Definimos:

e(q,p; €,0) = max max # {b € K (a,b) € E(q,w;€,0)}.

weKP acK4
Obviamente e(q, p;€,d) é decrescente com respeito a p e crescente com respeito a € e

0. Assim, colocamos:

e(q) = min{e(q,p;€,d)|e > 0,6 > 0,p > 1} = lim lim ir% e(q,p; €,0).

1
p—oo €—0 §—

Observacgao 4.14. Caso ocorra o contrdrio, dizemos que estas fungoes sao (€, §)-tangentes
em P(w).

Definicao 4.15. T satisfaz a condi¢ao de transversalidade se
e(q) < (Ae)®  para algum q € N.

Abaixo verificaremos que a transversalidade entre R(-,a) e R(-,b) em P(w) corres-
ponde a um “mecanismo de cancelamento” para I(p), pois nos d4 uma cota superior para

I(p,w;a,b) independente de p.

Lema 4.16. Sejam a,b € K%, w € K? eu,v € K®. Se as fungdes R(-,a) e R(-,b) sdo

(€,0)-transversais em P(w), entdo, para 0 < p < €/4, vale a desigualdade
m({zx € P(w),|R(x,au) — R(x,bv)| < 2p}) < 4pd e P max {48/e, "} (4.17)
Demonstracao: Tome J uma componente conexa arbitraria do conjunto

{z € P(w),|R(x,au) — R(z,bv)| < €}

e coloque

By =A{z € J,|R(x,au) — R(z,bv)| < 2p}) C J,

conforme o esquema abaixo
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Figura 3 — Escolha dos conjuntos B e J

Para mostrar a desigualdade (4.17)) é suficiente provar que

4p

m(By) < 5 °© m(J) > min {e/45,c¢ "} . (4.18)

Queremos utilizar a transversalidade para limitar o comprimento de B; por uma cons-
tante A(d,€) - p. Nosso objetivo é utilizar a transversalidade para cancelar o fator p~?,
obtendo uma medida que nao depende do fator p.

Se By = ) a equacao (4.18) segue trivialmente. Suponha Bj; # (), da equagao (4.5)) e
do fato de ser R(-,au) e R(-,bv) serem (¢, d)-transversais, nds temos que para x € J vale
a desigualdade

d d
0 < ‘%R(l‘,au) — %R(va)‘ < 20.

Portanto B; consiste em um tnico intervalo com tamanho nao maior do que 4p/J,em
outras palavras a medida de comprimento da componente conexa J\ By > (e—2p)/(25) >

€/403, a menos que J = P(w). Destes, nés obtemos que

m(By) 4p/d 5 i fe -
m(J) = min {e/(43),c P} 4p0 {e/(4B),c 7}

O resultado segue somando sobre todas as componentes conexas de J.

]

Com o auxilio da fungao e(q, p; €, §) que realiza a contagem das nao-transversalidades,
temos a seguinte desigualdade para T'(p).

Proposicao 4.17. Seja a,b € K%¢ w € KP. Se as funcoes R(-,a) e R(-,b) sdo (¢,0)-

transversais em P(w) para todo u,v € K, entao vale que
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I(p,w;a,b) <8 'cPmax {483/¢, P}

com 0 < p < €/4.

Prova: seja X,(-) a fungao caracteristica do intervalo (—p, p),considerando que I, (u) =

Z, R r,au)) para aloumu € K tal que R r,au) = sparas € R temos que, pelo teorema
g
de Fubini:

(T (1a()). T (), / ([ 2ts = e = o) % Tn(2)) 5.0 )y

= [ ([ 6t = 0t = i) ) atr ) T .

< 25 [ Bals = AT pa(0)) % T () 5.1)

< 2 | Hoy(Rlx,au) ~ B, bu))d(TL () X vc) X THL By X 1) (1))
< 2 [ | A (R.au) = e, bo)) (L) x o) X TLOBye) X ) 1,1)

< 2p Xop(R(z, au) — R(x,bv))d((1g)Vso) X (1) svoo(u, v))

R2

<2 [ Ay(Blau) - Bl b)) x v (u,0).
Ko x K>
Integrando em P(w),temos

I(p,w;a,b) < 2p_1/ msi({z € P(w)||R(z,au) — R(x,bv)| < 2p})d (Voo X Vo ) (1, v).
K> x K
Portanto, pelo Lema anterior, temos o resultado desejado.
]

Proposicao 4.18. Para1 < p,q < 00,6,d > 0 €0 < p < €/4 vale a sequinte desigualdade:

I(p) < X ¢ 9e(q,p; e, 6) (N "9p) + 85 ' max {48/e, P} (4.19)

Prova: Note que de (4.16]) temos

oy / 1 (193 (1), T () dm )

wekr Y P(w) (a,b) equKq

Z Z c 2. [(p,w;a,b). (4.20)

weKP (a,b)eKIx K9
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Aplicando a proposicao anterior, temos que

Z Z ¢ I(p,w;a,b) <85 ' max {483/¢, P} . (4.21)

weK?P (a,b)¢E(q,w;e,0)

Ja que T? é uma contracao de taxa A7 na direcao vertical, temos que

(T 10 (1)), T (p(3))), = / T 10 (Bly. )| dy
= /:ua(ac) (T_qB(yu p))2 dy
= /:ua(a:) (B(g], )\_qp))Q dy. com y = N7+ Wi(x)

- / ator (B(3 A0))> X1dj

2
=\ <,ua(x), /,La(m)%_qp para a € K9 (4.22)

Da desigualdade de Cauchy-Swarchz e pela equagao acima, obtemos as seguintes esti-

mativas

Do (T T @), < D T a@)ll - 1T (o)

(a,b)€E(g,w;e,0) (a,b)EE(q,w;e,0)
<X ta o - e e
(a,b)EE(q,w;e,d)

a3, + 1126130,
>

< )\
2

(a,b)€E(q,w;€,6)

<X e(q.p5€.0) Y lttato)|[3-ap

a€eKP

E multiplicando ambos os lados por p?c~% e integrando-os sobre S!, nés obtemos

Z Z ¢ (p,w;a,b) < p*c N\ - e(q,p; €, 5) Z (/ ||Ma(:v)||§—q,o)
Sl

weKP (a,b)€E(q,w;e,d) a€K?

< PPN e(gpie,0) Y (0" /p( | 11ty 3-a, dy)

aeKP

<A e(g,pi€6) - (A p).
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4.4 Demonstracao do teorema 4.3

A desigualdade ¢é frequente em Teoria ergddica e é conhecida como uma de-
sigualdade do tipo Lasota-Yorke (ou Doebling-Fortet). Agora podemos demonstrar o
teorema [4.3]

Prova do Teorema[4.3]: Escolha um p suficientemente grande e €, > 0 suficientemente
pequenos tais que e(q,p;€,0) = e(q). Usando a proposigao anterior nds temos que para

0 < p < €/4 vale a relagao abaixo:

I(p) <n-I(A"%p) + R

onden=XA9%-c%-e(q) <1leR=38"max{48/e, }. Fixado py < A\~%/4, segue que

I(Xpo) <n-1(po) + R
=1(Npo) <n-I1(N'po) + R<n*-I(po) +1- R+ R.

E portanto, por indugao em n € N, que
I(\po) <™ I(po) + (" '+ 0" 2.t +1) - R

=10"I(po) + ) 'R
=0
R

< I(po) + =0

Ja que n < 1 por hipdtese, Concluimos que :

liminfI(p) < liminfl(A\"pg) < I(po) + (1 —n) 'R < .

p—0F n—oo

Do corolario (4.11]), temos que a medida SRB p para T' é absolutamente continua.

Para verificarmos que o resultado ainda vale para (5\, f) pertos de (X, f), note que a
expansao R(z,a) =Y oo AN f(lali(z)) garante que as fungdes R(-,a) dependem conti-
nuamente de a € K=, A € Re f € C?(S',R). Portanto a (e, d)-transversalidade de um
par dessas fungoes é uma condigao aberta em a € K>, A € (0,1) e f € C?. Como e(q) as-
sume valores inteiros entre 1 e (Ac)?, nds vemos que e(q) é uma cota superior semicontinua

com respeito a (A, f). Portanto, (A, f) estd contido no interior de S.
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O teorema implica que o par (), f) pertence a int(S) se a taxa de crescimento da

quantidade e(gq) quando g cresce é menor do que Ac.

4.5 2 exemplos

Apresentamos a seguir dois exemplos que demonstram a variedade de comportamento
dos mapas 1" tratados nesse capitulo. O primeiro exemplo exibe uma familia de funcoes
para as quais nao ha medida invariante absolutamente continua, conforme o enunciado

abaixo.

Exemplo 4.19. Sejam ¢ =2. 0,5 < X < 0,51 e f(z) = sen(2wx). Entdio a medida SRB

p de T é absolutamente continua com respeito a medida de Lebesque de S* x R

Prova: Sabemos que K = {1,2} e, por isso, é suficiente verificarmos que e(1) = 1 <
(Ac)l. De fato, vamos considerar a, b palavras em K> tais que |a]; =0 e [b]; = 1. Para

lz| < % ou |z >1-— %, podemos checar que

—R(z,a) — iR (x,b) ’

Z)\Z Yeos(|ali(z Z)\’ Leos(|b]i(w)) - c
Z%ICOS(Lah(Jﬁ))—COS(H ()] + AICOS(LCLJ (x)) — cos([b]a(x))[ + ...
>2~%cos (%T) —2(cos<%> —|—cos(g—g)) -2 1/\_15;2 > 0.

No caso em que 2 < & < 1—2, cada um dos pontos [a]2(z) e [b]2(x) estao contidos em

uma vizinhanca de tamanho dos nimeros da forma /8, com r = 1,3,5,7. Portanto,

|R(z,a) — R(z,b)| > 2 (sen(2m/5) — Asen(3m/10) — X*(1 = A)~") >0
Logo , temos que e(1) = 1 e pelo Teorema , temos que lim in+fl(p) < 00 e portanto
p—0
a medida SRB p para T' é absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue.

]

Em seguida, iremos verificar a validade do Teorema sobre o mapa T especificado

no inicio do capitulo, cujo enunciado é fornecido abaixo:

Exemplo 4.20. Se f(x) = o(¢(z)) — A - o(x) para alguma funcao de variacao limitada
o no toro S, entdo o suporte da medida SRB de T estd contido no grdfico de o e é

totalmente singular com respeito a mgiyg.
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Prova: Vamos mostrar inicialmente que o grafico de o (denotado por graf(c)) é um

conjunto invariante. De fato, basta verificarmos que T'(graf(c)) C graf(o), o que segue

de:

T(x,0(x)) = (¢(x),A-0(x) + 0(¢(x)) = A~ o(x)) = (¢(x),0(¢(x))) € graf(o)

Como ¢ é sobrejetiva, a igualdade acima também implica que graf(c) C T(graf(o)).
Agora, considere A = (| T"(S! x [-K, K]), com K > sup |c|, segue que graf(c) = A.

neN
Mostremos agora que graf(c) = A.

A inclusao C, segue notando que graf(c) C S' x [-K, K] e que
graf(o) = T"(graf(0)) C T"(S"* x [-K,K]) V¥n €N,

e assim, graf(o) C () T"(S* x [—k,k]) = A.
neN
Para inclusao (2), temos que verificar que para (z,y) € A tém-se y = o(x).

Note que, se (z,y) € A, entao existe (z,,y,) € S* x[—K, K] tal que T"(z,,, yn) = (z,y)
para todo n € N. Como = = ¢"(z,), também segue que T"(x,,0(x,)) = (x,0(x)).

Além disso, temos que
177 () = T s 0 )| = N0, 2 = o)) | 250,

pois A < 1 e |ynl|,|o(z,)] < K. Tomando o limite quando n — oo, segue que (z,y) =

lim T™(zp, yn) = lim T™(x,,0(x,)) = (x,0(z)), o que implica que y = o(z) e A =
n—00 n—00
graf(o).

Agora, como o é de variagao limitada, entao graf(o) tem medida de Lebesgue nula
(msixr(graf(o)) = 0)
Por fim, verificaremos que nao existe probabilidade invariante p < mg14g suportada

em A. De fato, se existir tal u, teriamos

p(A) > p(supp(p)) =1

(lembre que supp(p) = {z € S* xR : u(V,) >0 VV, vizinhanca de x}.) e, por outro

lado, pela continuidade absoluta

mgixrp(graf(o)) = 0= u(A) = p(graf(c)) =0

o que ¢é impossivel. Portanto, temos provado o resultado.
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APENDICE A — ALGUNS FATOS
IMPORTANTES

Nosso objetivo nesse apéndice ¢ listar os fatos de Teoria da medida que sao utilizados

ao longo da dissertagao.

Teorema A.l. Seja A uma dlgebra de subconjuntos de X e seja pg : A — [0, +00]
uma fun¢ao o—aditiva com po(X) < oo. Entdo existe uma unica medida p definida na
o—dlgebra B gerada por A que é uma extensao de pg, ou seja, tal que u(A) = ug(A) para
todo A € A.

Definicao A.2. Dizemos que uma familia nao vazia C de subconjuntos de X ¢ uma
classe mondtona, se C contém X e € fechada para as unioes e intersecoes enumerdveis

monaotonas, ou seja:

e dados A1 C Ay C ... em C, entao UNA" eCe
ne

e dados A1 D Ay D ... em C, entao mNAn eC
ne

Teorema A.3. (Classes mondtonas). A menor classe mondtona que contém uma dlgebra

A coincide com a o—dlgebra o(A) gerada por A.

Lema A.4. (Borel-Cantelli). Seja (E,), uma familia enumerdvel de conjuntos men-
surdveis. Seja F' o conjunto dos pontos que pertencem a FE, para infinitos valores de n,

ou seja, F'=limsupk, = M2, U2, E,. Se ) u(E,) < oo entao u(F) = 0.
neN

Teorema A.5. (Derivacio de Lebesgue). Seja X = R, B a o—dlgebra de Borel e m a

medida de Lebesque em R?. Seja f : X — R uma funcdo localmente integrdvel. Entdo:

1
lim—/ fly) — f(x)| dn =0 em m-quase todo ponto.
70%07”(‘8(‘7;7 T)) B(z,r) | ( ) ( )’

Em particular,

1
lim—/ fly) dm = f(x) em m-quase todo ponto.
P B, ST I

Teorema A.6. (Radon-Nikodym). Se p e v sao medidas finitas tais que v < p, entdo

existe uma fungao mensurdvel p : X — [0, +o0] tal que v = pu, ou seja, tal que
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/qzﬁ dv = /qbp dp para toda fungao limitada ¢ : X — R.

Lema A.7. Dado qualquer subconjunto fechado F' de M e dado 6 > 0, existe uma funcdo
Lipschitziana ¢° - M — [0,1] tal que ¢°(x) = 1 para todo x € F e ¢°(x) = 0 para todo
x € M tal que d(x, F) > 4.

Teorema A.8. (Convergéncia dominada). Seja f, : X — R uma sequéncia de fung¢oes
mensurdveis e suponha que existe uma fun¢ao integrdvel g tal que |f,(x)| < |g(x)| para
p—quase todo x em X. Suponha também que a sequéncia (f,), converge em pu—quase

todo ponto para uma funcao f. Entao f € integrdvel e vale

lim [ f,. du:/limfn du:/f du.
n—oo

n—oo

Teorema A.9. (Mudanca de varidveis). Seja m : U — R"™ uma aplica¢ao injetora de
classe C' definida num subconjunto aberto U de R"™; suponha que a diferencial dr(x) é
um isomorfismo de R", para todo x € U.

Dados um conjunto mensurdvel A C R"™ contido em U e uma fun¢do mensurdvel

f:7(A) = R entdo
e 0 conjunto w(A) é mensurdvel

e a funcao:

Asy— f(m(y))|det dr(y)| € R (A.1)

€ mensurdvel.

e a funcao f € quase integrdvel se e somente se a fun¢ao € quase integravel e,

nesse caso, vale a iqualdade:

/ f(x)dm(ﬂf)z/f(ﬂ(y)ﬂdet dn(y)|dm(y). (A.2)
w(A) A

Definicao A.10. Uma medida boreliana p num espaco topologico € regular se para todo
subconjunto mensurdvel B e todo € > 0 existe um conjunto fechado F e um conjunto
aberto A tais que F C BC A e u(F\ A) <e.

Teorema A.11. Toda probabilidade definida num espago métrico compacto € reqular.
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Definicao A.12. Uma desintegragao de p relativamente a uma particao P € uma familia

{pz : © € P} de probabilidades em M tal que, para todo conjunto mensurdvel E C M :
e 1. (P)=1 para i — qtp x € P;
e A aplicacao P +— R, x — p,(E) € mensurdvel;

o WE) = [ po(E)dfi().

A particao P tem uma estrutura natural de espago de probabilidade, com uma o-
algebra B e uma probabilidade fi. As u, sao chamadas probabilidades condicionais de u

relativamente a P.

Proposicao A.13. (unicidade da desintegrag¢ao) Suponha que a o-dlgebra > admite algum
gerador enumerdvel. Se {u, : x € PYe {ul, : x € P} sdo desintegragioes de p com respeito

a P, entao u, = p, para fi-quase todo x € P.

Demonstracao: Seja B um gerador enumeravel de Y e seja A a algebra gerada por
B. Note que A é enumeravel, uma vez que ela coincide com a unido das algebras (finitas)

geradas pelos subconjuntos finitos de B. Para cada C' € A considere os conjuntos:

Qe ={z €P: 1, (C) > ()} Re={r € P: p(C) < p5(C)} .

Se x € Q¢ entao x estd em 7 1(Q¢) e, pelo primeiro item da definicio de desinte-
gragao, temos que . (C N7 1(Qc) = p(C). Caso contrério, pu,(ANT1(Qc) = 0. Além
disso, valem as mesmas condigoes trocando p, por p,. Logo, pela terceira propriedade da

definicao de desintegracao, temos que

Jp 1 (C N 71(Qe) ) dila) = [ 1 (C)di(a),
Jp 1 (C N 71(Qe) )dila) = [ 1i(C)dii(a),

Como p,(C) > u! (C) para todo x € Q¢ o que implica que fi(Q¢) = 0 para todo C' € (A).

pe(CN7(Q0)) =

De forma andloga, concluimos também que fi(R¢) = 0 para todo C' € (A). Assim,

JQcuRe

CeA
Também é um subconjunto de P com medida nula. Para todo C' no complementar
deste subconjunto, as medidas u, e pl coincidem na algebra geradora A e, portanto,

coincidem em toda a o-algebra .
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