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RESUMO

Nesta tese investigamos, através de experimentos fisicos e numéricos, sistemas
nao lineares dissipativos e conservativos, fechados e abertos, nos regimes cldssico, se-
micldssico e quantizado, a saber: (i) Experimentos numéricos demonstraram que a
densidade invariante pode ser bem ajustada com uma combinacao linear das distri-
buicoes beta e de Kumaraswamy, em mapas discretos unidimensionais construidos
no centro de espirais de periodicidade em regides cadticas de espacos biparamétricos
de sistemas dissipativos tridimensionais, incluindo Réssler, Rosenzweig-MacArthur
(predador-presa), modelo de laser semicondutor, oscilador quimico de Gaspard-Nicolis
e o circuito eletronico de Nishio-Inaba. Computagoes analdgicas em experimentos
fisicos em um circuito eletronico integrador para o sistema de Rossler exibiram exce-
lente acordo com a simulagdo numérica. (ii) Também numericamente, investigamos
propriedades cléssicas e quanticas de bilhares com simetria C3. Em regime classica-
mente cadtico, obtivemos evidéncias numéricas que confirmam as conjecturas de Ley-
vraz, Schmit e Seligman, de que em regime semiclassico o espectro de energia desses
bilhares tem singletos que seguem o Ensemble Gaussiano Ortogonal (GOE) das matri-
zes aleatérias, enquanto que os dubletos apresentam estatisticas tipicas do Ensemble
Gaussiano Unitario (GUE), embora o bilhar possua a simetria de reversao temporal.
Regites mistas do espaco de fase cldssico desses bilhares também foram identifica-
das e estudadas. Desvios das conjecturas para singletos e dubletos foram observados
em suas contrapartidas quanticas. Ajustes para a distribuicdo de espacamento entre
primeiros vizinhos sao discutidos nos vdrios casos. (iii) Como contribui¢ao princi-

pal, realizamos experimentos de espalhamento de micro-ondas em cavidades de cobre



bidimensionais, conectadas a fonte (um analisador de rede vetorial) através de uma
antena de monopolo e uma porta (um cabo coaxial), em temperatura ambiente e a
77 K, no intervalo de 2,0 a 18,0 GHz. Foram utilizadas trés cavidades poligonais (nao
cadticas) e uma com a geometria do bilhar de Sinai (caético). Medidas em dezenas de
posicoes da antena para cada cavidade mostraram que as distribuigoes de coeficiente
de reflexdo, fase da matriz de espalhamento, resisténcia e reatancia normalizadas,
nos varios niveis de absorcao e acoplamento acessiveis ao experimento, sao descritas
universalmente pela teoria de matrizes aleatérias, independentemente da geometria.
Esta universalidade esta de acordo com previsoes tedricas na literatura para a cavi-
dade sem perdas, mas ¢ intrigante nos demais regimes. Os resultados sao discutidos

com base nas limitagoes impostas pelo aparato experimental.

Palavras-chave: Caos. Centro de periodicidade. Bilhares. Espalhamento de micro-

ondas. Universalidade.



ABSTRACT

In this thesis we investigate, through physical and numerical experiments, dissi-
pative and conservative, closed and open systems, in the classical, semiclassical and
quantized regimes, namely: (i) Numerical experiments have shown that the invari-
ant density can be well adjusted with a linear combination of the beta and Kuma-
raswamy distributions in one-dimensional discrete maps constructed at the center of
periodicity spirals (“periodicity hubs”) in chaotic regions of two-dimensional dissi-
pative systems, including Rossler, Rosenzweig-MacArthur (predator-prey model), a
semiconductor laser model, Gaspard-Nicolis chemical oscillator and the Nishio-Inaba
electronic circuit. Analog computations in physical experiments in an integrator elec-
tronic circuit for the Rossler system exhibited excellent agreement with the numerical
simulation. (ii) Also numerically, we investigate classical and quantum properties of
billiards with C3 symmetry. In a classically chaotic regime, we obtained numerical
evidence in agreement with the conjectures of Leyvraz, Schmit, and Seligman, for
which the semiclassical regime the energy spectrum of these billiards has singlets
with spectral properties that follow the Gaussian Orthogonal Ensemble (GOE) of
the random matrices, whereas the doublets exhibit statistics of the Gaussian Unitary
Ensemble (GUE), although the billiards enjoy the time reversal symmetry. Mixed
regions of the classical phase space of these billiards were also identified and studied.
Deviations from the conjectures for singlets and doublets were observed in their quan-
tum counterparts. Fits for the nearest neighbor spacing distribution are discussed in
the various cases. (iii) As a main contribution of this thesis, we perform microwave

scattering experiments in two-dimensional copper cavities connected to the source (a



vector network analyzer) through a monopole antenna and a single port (a coaxial
cable) at room temperature and 77 K, in the range of 2.0 to 18.0 GHz. Four different
geometries were investigated, namely, three polygonal (non-chaotic) and one with
a caothic boundary (Sinai billiard). Measurements at dozens of antenna positions
for each cavity showed that the reflection coefficient, phase of the scattering matrix,
normalized resistance and normalized reactance distributions at the various levels of
absorption and coupling accessible to the experiment are universally described by the
theory of random matrices, regardless of geometry. The observed universality agrees
with theoretical predictions in the literature for the lossless cavity, but is intriguing in
the other regimes. The results are discussed with respect to the limitations imposed

by the experimental apparatus.

Keywords: Chaos. Periodicity hub. Billiards. Microwave scattering. Universality.
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1 Introducao

Quando, a partir de condicOes iniciais tipicas, o espaco de fase de um sistema
dinamico cldssico é inteiramente visitado quando o tempo tende a infinito, tal que a
média de uma varidavel dinamica no tempo ¢é igual a média no ensemble das confi-
guragoes possiveis, dizemos que o sistema é ergddico [1]. A chamada teoria ergdédica
de sistemas dinamicos é hoje dominio especializado da matematica e prové bases rigo-
rosas para hipoteses da mecanica estatistica do equilibrio. De acordo com esta teoria,
os sistemas dinamicos estao classificados hierarquicamente. Seja X o conjunto de
todos os pontos do espago de fase de um sistema ergdédico em uma secao de Poincaré,
A e B dois subconjuntos arbitrarios de X, e T" a transformacao associada a dinamica
do sistema nessa se¢ao em um tempo discreto n. Seja p a medida de uma regiao

dessa secao. Dizemos que o sistema é fortemente misturador se

W(TA) A B) e, ()
u(B) W(X)’ (11

com u(X) =1, e fracamente misturador se

tim S (T4 0 B) = w(A(B)] = 0. (12)

O subconjunto mais conhecido dos sistemas misturadores ¢ o dos sistemas K (siste-
mas de Kolmogorov), caracterizados por uma separacao exponencial de trajetdrias

inicialmente vizinhas no espago de fase. Kssa caracterizacao é tipicamente feita
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através da identificacao de um expoente de Lyapunov positivo. O painel mais a
esquerda da Fig. 1.1 mostra, como conjunto X, a regiao do plano xy no intervalo
0<ax<1, 0<y<1],dividida em duas regides a; e aq, elementos da parti¢io «;
ou seja, & = {ay, an}. A transformagao

y y Y alﬂTag

| 1

€5)

0 —

0 1

X X

Figura 1.1:  Transformacao do padeiro na particao o da regiao X definida por
0<z<1,0<y<1].

(1.3)

conhecida como transformacao do padeiro, leva as regioes a; e as da particao a nas
regioes 01 = Tay e By = Tasy da particao S de X, mostradas no painel central. O
painel mais a direita indica a interse¢ao vy N By. Vemos que p(aq N Pa)= () p(Pa),
o mesmo valendo para as outras combinagoes dos indices 1 e 2. Neste caso, dizemos
que as particoes a e (3 sao independentes. Uma transformacgao T é chamada de
Bernoulli se existe uma particao o de X tal que as imagens de a sob T" em diferentes
instantes de tempo, T'or, T?v, T3« ... sdo todas independentes. Sistemas de Bernoulli
formam um subconjunto dos sistemas de Kolmogorov. Essas defini¢oes estabelecem,

assim, a chamada hierarquia ergédica: Sistemas de Bernoulli (B) sao de Kolmogorov
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(K), sistemas K sao fortemente misturadores (F'M), sistemas F'M sao fracamente
misturadores (fm), sistemas fm sao ergddicos (£), mas ndo seguem o sentido inverso.
Ou seja,

BCKCFMcC fmcCE. (1.4)

Dentre os sistemas dinamicos ergddicos, portanto, apenas os sistemas K e B sao
classicamente cadticos.

Uma caracteristica procurada no estudo de sistemas cadticos é a universalidade.
De modo geral, a nao linearidade das equagoes nao permite solucao de forma fechada e
a identificacao de propriedades quantitativas comuns é uma rotina na pesquisa desses
sistemas. Por exemplo, ganhou notoriedade na década de 1980 o niimero § = 4, 669...,
a constante de Feigenbaum que mede universalmente a taxa assintotica de bifurcacoes
de dobramentos de periodo em sistemas que podem ser descritos a partir de mapas
discretos unidimensionais com extremo quadratico [2].

Um problema intrigante da fisica tedrica que tem atraido atencao desde o final
da década de 1970 é a quantizacao de sistemas classicamente caodticos. Este tema
tem sido chamado de “caos quantico” um tanto quanto abusivamente, uma vez que
o principio da incerteza impede a caracterizacao do caos baseada na separagao de
trajetdrias em um espago de fase [3]. Outra maneira de visualizar essa impossibilidade
é considerar a evolugao temporal unitéria em mecéanica quantica. Se [11(0)) e [1)5(0))
sao estados iniciais arbitrariamente proximos de um sistema quantico, tomando a
projecao de um sobre o outro como uma medida da “distancia” entre os mesmos,

segue frustrantemente que

(01 ()02 (1)) = (1 (0)[UT U 1h2(0)) = (£1(0)]12(0)). (1.4)

Hoje, receitas de caracterizacao de propriedades cadticas em sistemas quanticos
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podem ser separadas em duas categorias, a de sistemas fechados (hamiltonianos com
espectros discretos) e a de sistemas abertos (problemas de espalhamento). Como
originalmente apontado pelos fundadores da disciplina, também chamada de “caologia
quantica”, qualquer propriedade que pudesse ser associada ao caos em um sistema
quéantico deveria ser procurada no regime semicléssico (estados altamente excitados).
Ao longo dos anos, o “caos quantico” tem sido tentativamente identificado através de
conjecturas com origem na fisica nuclear estatistica, fortemente ancorada na teoria
de matrizes aleatérias. Com excecoes.

Nesta tese apresentamos resultados numéricos e de medigoes em experimentos
fisicos em sistemas dinamicos dissipativos e conservativos, fechados e abertos, em
regimes cldssico, semiclassico e quantico (estados mais préximos do fundamental). No
Capitulo 2, dando continuidade a um trabalho iniciado no programa de mestrado aqui
mesmo na UFPE [4], apresentamos um estudo numérico de espirais de periodicidade
dentro do caos em sistemas dinamicos dissipativos tridimensionais, a saber, Rossler,
Rosenzweig-MacArthur (predador-presa), modelo de laser semicondutor, oscilador
quimico de Gaspard-Nicolis e o circuito eletronico de Nishio-Inaba. Tipicamente,
essas espirais sao identificadas através do célculo de expoentes de Lyapunov em trés
direcoes ortogonais no espaco de fase. Uma segue a direcao da trajetdria e tem,
portanto, expoente nulo. Outra tem expoente negativo, caracteristico de atratores.
O terceiro, que chamaremos de \., troca de sinal quando o sistema passa de um regime
periédico para outro cadtico. As espirais sao identificadas em diagramas de Lyapunov,
que sao projecoes em codigo de cores do expoente A, com variacao de apenas dois dos
possiveis parametros em cada sistema. As espirais seguem uma sequéncia de adi¢ao

de periodo, acumulando no centro apés um numero infinito de bifurcagoes (P(1) -
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P(2) - P(4) - P(8) - ... caos ... - P(3) - P(6) - ... caos - P(4) - P(8) - ... caos -
P(5) - P(10) - ...caos - P(k — 1) - ... - caos - P(k) ... - caos - P(k+1) - ... - caos -
...). Note que cada janela periddica apresenta sua prépria sequéncia de dobramentos
de periodo como rota para o caos vizinho. Procuramos uma caracteristica universal
no centro de espirais dos sistemas acima, calculando numericamente a densidade
invariante de mapas discretos (aproximadamente) unidimensionais no intervalo [0,
1], identificados em cada sistema a partir dos méximos locais em séries temporais.
Observamos que os mapas construidos sao distintos, mas as densidades invariantes
sao similares, divergindo nos extremos do intervalo. Mostramos que a densidade
invariante pode ser satisfatoriamente ajustada através de uma combinacao linear das
distribuicoes beta e de Kumaraswami.

No Capitulo 3 apresentamos resultados numéricos sobre o espaco de fase classico
e a correspondente quantizacao em bilhares com simetria C3. Bilhares sao mode-
los prototipos na teoria ergddica de sistemas hamiltonianos. Em um bilhar, uma
particula descreve movimento retilineo uniforme em uma regiao fechada €2 entre duas
colisoes especulares sucessivas na fronteira 9. A dinamica pode variar de uma com-
pletamente regular a outra completamente cadtica dependendo apenas da geometria
determinada por 0f). Exatamente por esta razao os bilhares se tornaram modelos de
escolha no estudo do “caos quantico”. Em mecanica quantica, um bilhar corresponde
ao problema de uma particula confinada em um poco de potencial infinito bidimen-
sional (2D). Matematicamente, isso nos leva ao problema de autovalor do laplaciano
2D com condicoes de Dirichlet na fronteira, contido na equagao de Schrodinger in-
dependente do tempo que descreve o problema. A mesma equacao que aparece no

problema das vibragoes de membranas em um tambor [5] e na eletrodinamica clédssica
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de modos TM em cavidades ressonantes planas (frequéncias menores que ¢/2d, onde
¢ é a velocidade da luz e d é a espessura da cavidade) [6], de modo que os bilha-
res quanticos também oferecem a possibilidade de experimentos fisicos. Nos bilhares
com simetria C3 explorados aqui, identificamos numericamente os regimes regulares
e cadticos no espago de fase classico a partir da medida relativa e verificamos, em
particular, a conjectura de Leyvraz, Schmit e Seligman para a quantizagao desses
sistemas em regime classicamente caético [7]: singletos devem seguir as estatisticas
previstas pelo ensemble gaussiano ortogonal (GOE) das matrizes aleatérias, enquanto
que os dubletos seguiriam o ensemble unitario (GUE), caracteristico de sistemas com
simetria de reversao temporal quebrada. As propriedades aqui exploradas foram a
distribuicao de espagamento entre primeiros vizinhos, P(s), e a sua integral, I(s),
que fornece o nimero de espacamentos menores do que s e, convenientemente, nao
depende da largura das binas utilizadas nos histogramas de P(s).

Como parte principal da tese, apresentamos no Capitulo 4 um conjunto amplo de
resultados experimentais para estatisticas de espalhamento de uma porta em bilhares
de micro-ondas poligonais e cadticos [8]. Bilhares poligonais possuem entropia nula e,
portanto, nunca sao cadticos. Em experimentos de uma porta, a matriz-S é parame-
trizada como S = vRe?, onde R é o coeficiente de reflexdo e 6 a fase. Analisadores
de rede vetoriais (VNAs) permitem medidas simultaneas de R e 6, assim como das
partes real (resisténcia) e imagindria (reatancia) da impedancia do alvo. Em nos-
sos experimentos foi utilizado um VNA operando na faixa de 2,0 a 18,0 GHz. Fitas
de um absorvedor de micro-ondas de banda larga foram utilizadas, de modo que foi
possivel explorar diversos regimes de absor¢ao e acoplamento, tanto em temperatura

ambiente quanto em 77 K. Além da matriz-S, caracterizamos também a resisténcia
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zZr € a reatancia z; normalizadas, que dependem da absorcao mas nao do acopla-
mento. Médias em varias dezenas de posicoes da antena de monopolo utilizada para
acoplar a cavidade com o cabo coaxial proveniente da fonte de micro-ondas foram
feitas para cada bilhar (trés poligonais, um caético), em cada faixa de frequéncia. In-
trigantemente, mostramos que os resultados experimentais em poligonos nao diferem
daqueles tao frequentemente estudados na literatura como “espalhamento caético” [9],
[10], [11]. Nem da teoria utilizada para descrever exatamente os regimes de absorcao
fraca e forte, nem das férmulas de interpolacao intermedidrias. Nossos resultados para
as numerosas medicoes das distribuigoes P(R), P(6), P(zr) e P(z;) sao discutidos
em relacao a limitacoes impostas pelo préprio aparato experimental.

A tese é finalizada com uma secao de Conclusoes e Perspectivas.
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2 Densidade invariante em centros

de periodicidade

2.1 Caos em sistemas dissipativos

Dentre os sistemas que sao classificados como K (cadticos), estdo os sistemas
dinamicos dissipativos, onde sua evolucao é dada por equagoes diferenciais nao lineares
para o caso de tempo continuo, e mapas iterados para o caso de tempo discreto. O que
caracteriza os sistemas dissipativos é a contracao de volumes no espaco de fase. Para
ilustrar esse fato consideremos um conjunto de n equacgoes diferenciais nao lineares

de primeira ordem, representadas compactamente por

—

i = fl@), (2.1)

com evolugao de um volume V' (¢) no espago de fase descrita por

V(t) =V(0)eV. (2.2)

Se V- f <0, o sistema ¢ classificado como dissipativo, e todas as trajetérias inici-

ando em uma pequena regiao do espaco de configuragoes seguirao para um conjunto
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limitante. Os atratores das trajetérias podem ser pontos fixos, ciclos limite e para
alguns valores de parametros, um atrator estranho (cadtico) [12].

Ao exibir comportamento cadtico, os sistemas dissipativos compartilham algumas
caracteristicas como oscilagoes aperiddicas em regime estacionario e forte sensitivi-
dade as condicoes iniciais. Os sistemas tratados aqui sao deterministicos, ou seja, em
suas equacoes nao ha variaveis ou parametros aleatérios. Com esses requisitos, o caos
aqui tratado é chamado de caos deterministico.

Em anos recentes, espirais de periodicidade foram descobertas [13], [14] em regioes
cadticas de espagos biparamétricos de sistemas dissipativos tridimensionais (n = 3).
Realizamos aqui estudos numéricos do comportamento cadtico nos centros de tais

espirais em cinco sistemas dinamicos. Os resultados sao apresentados a seguir.

2.2 Centros de periodicidade

Espirais de periodicidade aparecem em projegoes do expoente de Lyapunov ca-
racteristico (A.) no espago de parametros bidimensional de um sistema dinamico, o
qual muda de sinal entre solugoes periddicas (A, < 0) e cadticas (A. > 0). O polo de
uma dessas espirais serda chamado aqui de centro de periodicidade (CP). Na literatura
ele é conhecido como periodicity hub. Sequéncias completas de adi¢ao de periodo e
respectivas bifurcagoes de dobramento de periodo podem ser encontradas seguindo-
se determinadas linhas no espaco biparamétrico em direcao ao CP, como serd visto
abaixo.

Considere, entao, um sistema tridimensional com
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. () ) fi(w1, 22, 73) (1)
T = To(t) | f= folwr, w0, 23) |, e T = zo(t) |- (2.3)
T3(t) f3(x1, 29, 23) w3(t)

A ideia do algoritmo para obtengao do espectro de Lyapunov desse sistema é seguir
uma dada trajetéria tipica a partir de condigoes iniciais z1(0), z2(0) e 23(0) que ja
estao no atrator, ou seja, estamos supondo que transientes ja foram descartados. De-
vemos monitorar trés dire¢oes especificas no espago de fases, a saber: (a) Uma ao
longo da propria trajetoria. Duas condigoes iniciais vizinhas ao longo desta direcao
nem se aproximam nem se afastam. A ela estard associado, portanto, um expoente
de Lyapunov A\, = 0; (b) Como estamos supostamente em um atrator, este possuira,
mesmo em regime cadtico, uma variedade estavel. Esta direcao, portanto, sera ca-
racterizada por um expoente A, < 0 em qualquer circunstancia; (¢) Finalmente, a
terceira direcao, ortogonal as duas primeiras, podera indicar a presenca de uma vari-
edade estavel ou instavel com A. negativo ou positivo, respectivamente. Este serd o
nosso expoente caracteristico, indicador das fases periddicas e cadticas em um plano
de parametros do sistema.

Nesta tese, apresentaremos uma caracterizacao da dinamica cadtica na vizinhanca
de CPs em cinco sistemas tridimensionais, os quais sao, o sistema de Rossler, o mo-
delo predador-presa de Rosenzweig-MacArthur, um modelo de laser semicondutor, o
oscilador quimico de Gaspard-Nicolis e o circuito eletronico de Nishio-Inaba. Através
de mapas de retorno de maximos locais em uma variavel dinamica, aproximadamente
unidimensionais, buscamos aspectos que podem ser compartilhados por atratores es-
tranhos dos diferentes sistemas.

Os mapas unidimensionais F'(x’) apresentados aqui sdo reescalados no intervalo
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unitério (2’ € [0,1]) a partir dos dados numéricos. Apés a selegao dos maximos locais
em uma variavel dinamica do fluxo 3D, verifica-se a ergodicidade através do mapa de
retorno @' (n+1) = F(2'(n)) e segue-se para a caracterizacao da densidade invariante

correspondente p(z’). Exemplos conhecidos de total ergodicidade em [0, 1] sdo o mapa

da tenda
22, se 0<a2' <1/2
F(2') = s sl (2.4)
2(1—2a'), se 1/2<a’ <1,
com distribuigao uniforme p,(z') = 1, e 0 mapa logistico
F(2') = 42'(1 — 1), (2.5)
com distribuicao dada por
1
(2.6)

Duas outras famosas distribui¢oes no intervalo unitario sao utilizadas aqui: (i) A

distribuicao beta, a qual é definida por

pp(2'sa, B) = ﬁx'al(l z')P 1, (2.7)
onde
B(a, ) = /1 (1 — )P dt (2.8)
0

é a funcao beta e a e § sao parametros de forma positivos. Como casos particulares,

temos que p, (') = pp(a’;1,1) e pog(2’) = pp(a’;1/2,1/2). (ii) A distribuicao de
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Kumaraswamy, a qual foi proposta por fornecer bons ajustes em dados de hidrologia

[15] e por ter vantagens computacionais [16], sendo definida por

prc(a';7,0) = o 7 (1 — &), (2.9)

onde 7 e § sao parametros positivos.

Todos os sistemas tridimensionais analisados nesta tese, apresentaram compor-
tamento cadtico unidimensional proximos aos CPs e em suas andlises estatisticas
observou-se que todas as densidades investigadas, divergem nos extremos do intervalo
unitario, com forma simétrica e assimétrica de “U”. A distribuicao que caracteriza
os maximos locais normalizados da variavel em questao é dada por uma combinacao

linear das distribuig¢oes beta e Kumaraswamy, definida como

p(2') = ppp(a; o, B) + (1 — p)pr(a';7,0), (2.10)

onde p é uma constante em [0, 1].

Os sistemas tratados nas se¢oes posteriores serao apresentados na forma (&, 7, 2) =
(fi(x,y, 2), fo(z,y, 2), f3(x,y,2)). Os mapas unidimensionais obtidos a partir dos
méximos locais, serdo normalizados e as varidveis dinamicas x(t) ou y(t) serdo re-
escritas como z’ e y'. Em particular, para o sistema de Rossler, além do calculo
numérico, montamos um circuito eletronico que faz a mimica das equacoes diferenci-

ais.

2.3 Sistema de Rossler

O primeiro dos cinco sistemas a ser caracterizado é o sistema de Rossler [17], o qual

foi proposto em 1976 como sendo o fluxo 3D mais simples a apresentar comportamento
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caotico, no sentido de ter apenas uma nao linearidade em suas equagoes. O conjunto

de equagoes diferenciais que descreve o sistema dinamico de Rossler é dado por

i=—(y+2),
y=z+ay, (2.11)
Z=b+ z(x —¢),

onde a, b e ¢ sao parametros reais. As solugoes sao estudadas nos intervalos 0,1 <
a,b<0,4el < c<25. Aspectos globais de CPs nesse sistema foram estudados ante-
riormente em [18] e [19]. Aqui calculamos os trés expoentes de Lyapunov para valores
de a, b e ¢ na vizinhanga do atrator de Rossler, definido por (a, b, c) = (0,2;0,2;5,7).
Explicitamente fixamos b = 0,17872 e plotamos o expoente de Lyapunov carac-

teristico do sistema no plano a x ¢, o qual é apresentado na figura 2.1. Um CP

Figura 2.1: Diagrama de fases de Lyapunov obtido numericamente com 2400 x 2400
valores normalizados de A., projetados no plano a x ¢ para b, = 0, 17872.

foi localizado no ponto (¢, a.) = (10,57060;0,17694), o qual é indicado pela seta
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branca na figura 2.1. Para esse conjunto de parametros, mostramos na figura 2.2(a),
um trecho da série temporal numérica correspondente a variavel z(t), e na figura
2.2(b), uma projecao do atrator estranho no plano xy. Na figura 2.3 mostramos o
diagrama de érbita obtido a partir dos maximos locais em z(t) para (a,b) = (a, b.)
e 3 < ¢ < c.. A partir dele, localizamos em ¢ = ¢; o regime superestavel de
periodo-2* da primeira sequéncia de dobramentos de periodo, obtendo assim, o valor
ds = (cg — ¢7)/(cg — cg) = 4,66922, 0 qual estd em excelente acordo com a constante
universal de Feigenbaum ¢ = 4,669201609.... Em analogia com a sequéncia de do-
bramentos de periodo, consideramos a ocorréncia das janelas de adi¢cao de periodo
na regiao cadtica. A partir dos correspondentes regimes superestaveis de periodo-j,

obtivemos Alg = (612 — Cll)/<613 — 012) = 1, 73400... [4]

Figura 2.2: (a) Oscilagoes estacionérias de z(t) e (b) projecao do atrator estranho
no plano xy, numericamente calculado no sistema de Rossler com parametros do CP
(a,b,c) = (0,17694; 0,17872; 10,57060) .

Uma vez localizado numericamente o CP, identificamos 5 x 10° méximos locais
da varidvel z(t) e, apds reescalar os valores para o intervalo unitdrio, construimos o
mapa de retorno mostrado na figura 2.4(a). Com esses dados em maos, construimos

um histograma da distribuigao de ocorréncia desses maximos (densidade invariante),
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o qual é mostrado na figura 2.4(b). Inicialmente, tentamos ajustar o histograma com
apenas uma das distribuicoes, pg(z; a, 8) ou px(z;7,0), mas apenas uma combinagao
linear das mesmas se mostrou adequada a este objetivo. Os parametros de ajuste com
a equagao (2.10) foram p = 0,6961, a = 0,5, 5 = 0,5, v = 0,56222 e § = 1,40565. O
resultado estd mostrado através da linha sélida na figura 2.4(b). Com isso, podemos

dizer que este CP para o sistema de Rossler apresenta 70% de distribuicao logistica.

Figura 2.3: Diagrama de drbita dos méaximos em x(t) no sistema de Rdssler, obtido
numericamente com a = 0,17694 e b = 0, 17872.

As oscilagoes do sistema de Rossler também foram obtidas através de um circuito
eletronico, o qual tem o esquema apresentado no apéndice A. Com valores especificos
dos componentes eletronicos do circuito, podemos nos aproximar dos resultados ob-
tidos através da integracao numérica, os quais foram mostrados na figura 2.2 para o

CP. Entao, tem-se na figura 2.5(a), as oscilagoes para a varidvel z, e em (b), o uma
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Figura 2.4: Célculo numérico: (a) Mapa de retorno de maximos consecutivos em
x(t), reescalados no intervalo unitario, no CP do sistema de Rossler. (b) Densidade
invariante (histograma) do mapa 1D ao lado. A curva sélida é um ajuste com a
equagao (2.10).

projecao no plano y x x do atrator cadtico. Qualitativamente, observamos um bom
acordo com os resultados numeéricos apresentados na figura 2.2. Além disso, na figura
2.6(a) é mostrado o mapa de retorno experimental para a variavel x normalizada, e

a correspondente densidade invariante é exibida em (b), que também apresenta um

bom acordo com o ajuste numérico da figura 2.4(b).

Figura 2.5: (a) Imagem de osciloscépio da voltagem V,.(¢) no circuito de Rossler, com
elementos passivos escolhidos para fazer a mimica dos valores dos parametros (a, b, ¢)
tao préximos possiveis ao CP encontrado numericamente na figura 2.2. (b) Imagem
de osciloscépio mostrando a projecao do atrator estranho experimental no plano de
voltagem V,, x V.
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Figura 2.6: (a) Resultados experimentais observados na simulagdo do circuito
analégico do CP previsto numericamente. (b) Densidade invariante (histograma)
do mapa 1D ao lado. A curva sélida é o mesmo ajuste da figura 2.4(b).

2.4 O modelo de Rosenzweig-MacArthur

O primeiro modelo nao linear para dinamica de sistemas biolégicos, nos quais duas
espécies interagem (predador-presa), foi introduzido independentemente por Lotka e
Volterra na década de 1920 [20], [21]. Quatro décadas mais tarde, o modelo de Lotka-
Volterra foi estendido por Rosenzweig e MacArthur (RM) [22], incluindo na dinamica
uma taxa de crescimento da presa. As equacoes diferenciais que descrevem o modelo

de RM sao dadas por

t=z[r(l —z/K)—ay/(1+ bx),
ylarz/(1+ biz) — azz/(1 4 bay) — di], (2.12)
zlazy /(14 bay) — do},

y
2

onde os parametros K e r determinam a taxa de crescimento da presa, a qual tem
sua populacao representada por x(t).

No contexto de espirais de periodicidade, sua identificacao e anélise foi realizada no
plano de parametros K xr [19], com um CP localizado em K = 1,0587 e r = 0, 78225.

Os demais valores dos parametros foram considerados em [23]: a; = 5,0, ay = 0,1,
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by = 3,0, by = 2,0, dy = 0,4 e do = 0,01. Uma projecao do atrator estranho
correspondente no plano z x x é mostrado na figura 2.7(a). O mapa de retorno obtido
dos consecutivos maximos locais para a varidvel x é mostrado na figura 2.7(b), com
a funcdo que descreve o mapa logistico (equagao (2.5)) representada pela curva em
preto. Como consequéncia da aproximacao dos dados numéricos do mapa com a
funcao logistica, a distribuicao de ocorréncia dos maximos locais para o sistema de
RM segue uma distribuigao logistica, dada pela equagao (2.6). A figura 2.7(c) mostra
o histograma da distribuicao de maximos locais do sistema. A curva sélida representa
a fungao de densidade invariante logistica (equagao (2.6)). Portanto, nao hé aqui uma
necessidade de um ajuste numérico. No encarte em (c¢), hd uma pequena amostra das

oscilagoes em x para o caso estudado.
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Figura 2.7: (a) Projegao do atrator estranho no plano zz correspondente ao centro
de periodicidade no modelo de Rosenzweig-MacArthur. (b) Mapa de retorno rees-
calado de maximos consecutivos em z(t) (simbolos) e o mapa logistico (linha sélida
parabdlica). A reta y = x é também desenhada como referéncia. (¢) Densidade in-
variante do mapa 1D observado no CP do modelo RM (histograma) e a distribuigao
logistica (linha sélida). No encarte, série temporal pds transiente, numericamente
calculada no CP do modelo RM.
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2.5 Modelo de laser semicondutor

Oscilagoes do tipo spiking surgem em lasers semicondutores e um modelo tridi-
mensional foi introduzido em [24] para descrevé-las. As equagoes diferenciais adimen-

sionais para o laser de um tnico modo com realimentacao ac sao dadas por

i =uxz(y—1),
¥ =0 —y + ao(z + 2)/[1 + so(x + 2)] — zy], (2.13)
2= —¢(r+ 2),

onde z(t) é proporcional a populagao de fétons, y(t) é proporcional a densidade do
portador de carga, e a soma x(t) 4+ z(t) é proporcional a intensidade do laser.

Freire e Gallas [25] encontraram cascatas de CPs associados ao plano de parametros
do X €9, com o0s outros parametros fixados em v9 = 0,001, g = 1,0 e s9 = 11,0, os
quais foram utilizados em experimentos numéricos realizados previamente em [24]. O
CP considerado em [25] foi encontrado com os valores (dg, €9) = (1,010639; 3, 9355 x
107°). Na figura 2.8(a) ¢ mostrado uma projecao no plano y x x do atrator para o
conjunto de parametros em questao. Mais uma vez, escolhemos a varidvel z(t) para
analisar a dinamica de seus maximos consecutivos através do mapa de retorno, como
mostrado na figura 2.8(b), onde na mesma imagem mostra-se a curva em preto que
representa a fungao do mapa logistico (equacao (2.5)). A distribui¢do de ocorréncia
dos maximos locais de z(t) apds serem reescalados no intervalo unitario é mostrada
no histograma da figura 2.8(c), com sua respectiva fungao de ajuste (equagao (2.10))
para p = 0,8589, a = f = 0,5, v = 0,706 e 6 = 2,58141. Para este valor de p,
podemos dizer que o histograma é bem ajustado com uma componente de 86% da

distribuicao logistica. No encarte em (c), hd uma pequena amostra das oscilagdes em
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x para o caso estudado.

2.6 O modelo de Gaspard-Nicolis

Na década de 80, uma série de trabalhos foram publicados sobre o fenémeno das
bifurcagoes em sistemas homoclinicos [26], [27] e [28]. Em particular, um modelo
investigado por Gaspard e Nicolis leva em conta a lei de agao da massa, o qual afirma
que a taxa de uma reagao quimica é proporcional as concentragoes dos reagentes. O

sistema de equacgoes que descreve esse modelo é dado por

T =z(frx — fy—z+ ),
y=y(x+s12 — ar), (2.14)

z = (—012 +x+ b122 — CL123)/€1.

No contexto de CP, o trabalho [29] apresentou uma cascata desses pontos centrais no
plano de parametros ay X 51 com os outros parametros fixados em a; = 0,5, by = 3,0,
1 =4,8, ¢ =0,01, f; =0,5, g1 = 0,6 e sy =0,3. Un CP foi considerado como
principal por ter a maioria das solugoes espiralando ao redor dele. As suas coorde-
nadas sao («g, 1) = (0,7825;0,39213). Na figura 2.9(a) mostra-se a projegao y X «
do atrator cadtico do sistema com coordenadas do CP, e ao lado, na figura 2.9(b), o
mapa de retorno para os maximos consecutivos da varidvel y(t). Diferentemente dos
sistemas anteriores, que o mapa iterativo se aproximava da func¢ao do mapa logistico,
aqui, a proximidade dos pontos do mapa com a reta de reinjecao, faz com que a
ocorréncia de menores valores de y' sejam mais frequentes. Essa caracteristica do
mapa se reflete na distribuicao desses maximos, a qual é mostrada no histograma da

figura 2.9(c). A curva dada pela equagao (2.10) que melhor se ajustou aos dados,
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Figura 2.8: (a) Projecao do atrator estranho no plano zy correspondente ao CP no
modelo de laser semicondutor. (b) Mapa de retorno reescalado de méximos consecu-
tivos em z(t) (simbolos) e o mapa logistico (linha sdlida parabdlica). A retay =z é
também desenhada como referéncia. (c) Densidade invariante do mapa 1D observado
no CP do modelo de laser semicondutor (histograma) e ajuste realizado pela equagao
(2.10) (linha sélida). No encarte, série temporal pds transiente, numericamente cal-
culada no CP do modelo de laser semicondutor.
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forneceu os parametros a = § = 0,5, v = 0,48627, § = 2,93744 e p = 0,3348. A
assimetria da distribui¢ao (33% logistico) é um reflexo da dinamica do mapa unidi-
mensional. Até esse ponto, todos os mapas apresentados cortam apenas uma unica
vez a reta de reinjecao, e suas respectivas distribuigoes de ocorréncia foram em forma

de “U”. No encarte em (c), hd uma pequena amostra das oscilagdes na variavel y.
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Figura 2.9: (a) Projegao do atrator estranho no plano zy correspondente ao centro de
periodicidade no oscilador quimico de Gaspard-Nicolis. (b) Mapa de retorno reesca-
lado de maximos consecutivos em y(t) (simbolos). A reta y = x é também desenhada
como referéncia. (c) Densidade invariante do mapa 1D observado no CP do oscilador
quimico de Gaspard-Nicolis (histograma) e ajuste realizado pela equagao (2.10) (linha
sélida). No encarte, série temporal pés transiente, numericamente calculada no CP
do oscilador quimico de Gaspard-Nicolis.

2.7 O circuito de Nishio-Inaba

Bonnato e Gallas [13] investigaram a presenca de espirais de periodicidade em

um modelo de um circuito eletronico [30], o qual foi realizado experimentalmente por
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Stoop, Benner e Uwate [31] dois anos depois. Entre os componentes eletronicos deste
circuito, esta uma resisténcia nao linear composta por dois diodos. O sistema de

equagoes diferenciais que descreve este modelo é dado por

T = anT + 2,

y=2—7(y+1/%l—ly—1/7])/2, (2.15)

onde x e y sao proporcionais as correntes em cada volta no circuito e z é uma variavel
representando a queda de tensao no capacitor. O parametro que define a resisténcia
linear por partes é fixado em v = 470,0. O plano de fases de Lyapunov é investigado
no espaco de parametros as X (o com gy = R\/m e fo = Ly/Ly, onde o CP
foi encontrado em (ay, B2) = (0,4612;3,7191) [13]. A projecao do atrator estranho
no plano z x x é mostrada na figura 2.10(a). Em (b), temos o mapa de retorno
dos maximos consecutivos da varidvel z(t) representados por pequenos circulos, onde
observa-se a diferenca da dinamica unidimensional comparada aos sistemas anteriores.
No sistema em questao, as iteragoes no mapa de retorno cruzam 3 vezes a reta de
reinjencao, e sua forma se assemelha a fungao F'(F'(x)) para o mapa da tenda (equagao
(2.4)), a qual é reprensentada pela curva preta na figura. Tanto o mapa da tenda,
como a curva F(F(z)) tem uma distribuicdo de érbitas que é uniforme. Ja para o
sistema em questao, as curvaturas nos maximos e minimos do mapa, refletem uma
distribui¢do mostrada no histograma da figura 2.10(c), a qual é ajustada através da
equagao (2.10) com parametros p = 0,4524, a = 5 =1,0,v = 0,36883 ¢ 6 = 0, 71454,
logo, pode-se dizer que para este CP, p(z’) é 45% uniforme. Uma pequena amostra

das oscilagoes em x sdo mostradas no encarte em (c).
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Figura 2.10: (a) Projegao do atrator estranho no plano zz correspondente ao centro
de periodicidade no circuito de Nishio-Inaba. (b) Mapa de retorno reescalado de
méximos consecutivos em z(t) (sfmbolos) e segundo mapa de retorno F®)(x) do
mapa da tenda (linha sélida). A reta y = x é também desenhada como referéncia.
(c) Densidade invariante do mapa 1D observado no CP do circuito de Nishio-Inaba
(histograma) e ajuste realizado pela equagao (2.10) (linha sélida). No encarte, série
temporal pds transiente, numericamente calculada no CP do circuito de Nishio-Inaba.
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3 Bilhares com simetria C3:
Espaco de fase classico e

quantizacao

3.1 Caos em sistemas conservativos

Aqui, sao considerados sistemas conservativos aqueles que sao descritos pelas
equagoes de movimento de Hamilton, ¢ = 0H/dp e p = —0H/Jq, onde H = H(p,q) é
uma fung¢ao hamiltoniana independente do tempo. No contexto da equagao (2.2), tais
sistemas obedecem ao teorema de Liouville, ou seja, elementos de volume no espaco
de fase sao preservados, de modo que V- f = 0. Tais sistemas também podem ser des-
critos por mapas discretos. Em muitos casos representativos de interesse, tais mapas
sao bidimensionais do tipo (z1(n+1),z2(n+1)) = (fi(z1(n), z2(n)), fa(x1(n), z2(n))).
Neste caso, a matriz jacobiana .J tem elemento de matriz J;; = 0f;/0x;. Um mapa
como esse preserva a area se | det J| = 1. Um exemplo comumente encontrado é o do

mapa padrao
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0,41 =06, +p, mod?2r
+1 p (3.1)
Pni1 = pn + Ksen#, mod 2,

que descreve a dinamica de um rotor impulsionado por pulsos discretos, no intervalo
[0 <0 <2m,0 < p < 27]. 0 representa a posicao angular do rotor, p seu momento
angular, e K é o parametro de controle. Para K = 64/9, a dinamica é cadtica [32],
ou seja, para uma condi¢ao inicial tipica a dérbita resulta no preenchimento irregular
do espaco de fase em sua quase totalidade, como mostra a figura 3.1, construida aqui
com uma sequéncia de 10° pares de pontos. Para K = 2,5, pontos fixos elipticos
(centros) estao presentes no espago de fase, assim como ilhas de estabilidade do tipo
Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM), como mostra a figura 3.2(a). Neste caso, dizemos
que o sistema exibe um espaco de fase misto, ou seja com regioes de comportamento
regular e outras de comportamento irregular. Para K = 1,0 (figura 3.2(b)), as ilhas

KAM ocupam uma area maior no plano de fase. O sistema torna-se integravel quando

K =0.

Figura 3.1: Espaco de fase completamente cadtico do mapa padrao com K = 64/9.
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Figura 3.2: (a) Espaco de fase misto para o mapa padrao com K = 2,5. (b) O mesmo
de (a), com K =1,0.

3.2 Bilhares

Modelos matematicos protétipos na teoria ergédica de sistemas dinamicos, passiveis
de uma descrigdo via mapas discretos bidimensionais, sao os bilhares [33]. Em um
bilhar, uma particula de massa unitaria é confinada em uma regiao planar €2, des-
crevendo um movimento retilineo uniforme entre duas colisoes especulares sucessivas
com a fronteira 0€). A dinamica resultante pode variar de completamente regular
para totalmente caotica, dependendo apenas da geometria da fronteira. O modulo
da velocidade é tomado como 1, de modo que uma dinamica conservativa discreta
pode ser investigada em um espaco de fase consistindo do comprimento de arco do
ponto de colisao até uma origem ao longo da fronteira e do angulo da velocidade com
a normal (ou seu complementar) no instante da mesma colisao (figura 3.3).

Sao poucas as geometrias completamente regulares: O retangulo, a elipse, a regiao
anular concéntrica e trés triangulos (60-60-60, 90-45-45 e 90-60-30). O circulo pode

ser visto como um caso particular da elipse. De modo geral, setores da fronteira
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Figura 3.3: Tlustragao do movimento de uma particula em um dominio arbitrario. [,
é o comprimento de arco do ponto de colisao até uma origem O ao longo da fronteira.
concavos para o interior sao chamados de focalizadores, e os convexos sao desfocali-
zadores. Setores retilineos sao neutros nessa classificacao. Os dois bilhares cadticos
mais conhecidos s@o os de Sinai [34] e o estadio de Bunimovich [35], [36] e [37] (figura
3.4). Historicamente, o bihar de Sinai foi o primeiro a promover a hipdtese ergbdica
a categoria de teorema. Sinai considerou um gas de duas esferas duras colidindo
elasticamente entre si e com as paredes de um reservatorio quadrado. Separando o
movimento do centro de massa, ele reduziu o problema ao de uma tnica particula
percorrendo a superficie de um toro, com reflexoes especulares em um disco com a
topologia do toro. Esse problema pode ser mapeado em outro onde a particula se
move livremente entre colisoes elasticas com discos igualmente espacados em uma rede
infinita em um plano. Uma terceira maneira de caracterizar o bilhar de Sinai esta
esquematizada na figura 3.4(a). Neste caso, a particula sofre reflexdes especulares
no disco central (desfocalizador) e tem condigoes de contorno periddicas na fronteira
quadrada externa, ou seja, ao atingir um lado do quadrado, a particula desaparece
e ¢ reinjetada instantaneamente no lado oposto do quadrado com o mesmo vetor
velocidade. Um aluno de Sinai na famosa “Escola de Moscou”, Bunimovich provou
que separando as duas metades de um circulo de diametro D por um retangulo de

altura D e largura e concéntrico com o circulo, o bilhar passa de inteiramente regular
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(circulo) para inteiramente cadtico (estdadio), independentemente do valor de e. O
estadio de Bunimovich, com trechos focalizadores e neutros na fronteira, é mostrado

na figura 3.4(b).

Figura 3.4: (a) Ilustragao de trajetéria de particula no bilhar de Sinai. (b) No
bilhar do estadio, trajetorias resultantes de particulas que partem de condigoes inicias
préximas.

Uma classe importante de bilhares é a de poligonos. Um resultado conhecido,
também devido a Sinai, é o de que a entropia (soma dos expoentes de Lyapunov pelo
teorema de Pesin), ou seja, a taxa de aumento no tempo da complexidade dindmica,
ou ainda, a entropia de Kolmogorov-Sinai, é nula em bilhares poligonais. Bilhares em
poligonos, portanto, nunca sao cadticos. De fato, poligonos com dinamica irregular
sao chamados de pseudo-integraveis. Importante notar que os mateméaticos conside-
ram que a dinamica cessa se, em uma dada orbita, a particula atinge um canto. Em
experimentos numéricos, tais orbitas sao descartadas em calculos de médias.

No final da década de 1990 [38], Casati e Prosen mostraram evidéncias numéricas
de que triangulos irracionais (todos os angulos irracionais com ) sado fortemente
misturadores. Uma familia de tridngulos irracionais foi introduzida anos depois [39)],
[40] para mostrar que o nivel de mistura pode variar. Especificamente, a familia de

triangulos irracionais é definida por um parametro N (figura 3.5). Cada triangulo é
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formado por lados inteiros consecutivos (N, N +1, N +2), estando limitada a esquerda
pelo triangulo retangulo (N = 3) e a direita pelo equildtero (N — o0). Retornaremos
aos triangulos irracionais no Capitulo 4. Neste capitulo, investigamos propriedades

classicas e quanticas de bilhares com simetria C3, descritos mais adiante.

N N+1

N+2

Figura 3.5: Bilhar de familia de triangulos irracionais.

3.3 Quantizacao de bilhares

A quantizacao de um bilhar remete ao problema de uma particula em um poco de
potencial infinito com a mesma geometria. Na representagdo de coordenadas (7 é o
vetor posi¢ao no plano), a equagao de Schrédinger independente do tempo corresponde

a equacao de Helmholtz

Vi(r) = —k*¢(7), (3.2)

em ), com ¢(7) = 0 em 0. Em outras palavras, estamos interessados no problema
de autovalor do laplaciano bidimensional com condigoes de Dirichlet na fronteira.
Como no caso classico, solugoes analiticas fechadas sao conhecidas em apenas algumas
geometrias. Dada a impossibilidade de se caracterizar o caos através de trajetorias
no espaco de fase em mecanica quantica, uma reinvidicacao tedrica primordial é a

de que qualquer propriedade cadtica, seja qual for, deve ser investigada no regime
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semiclassico, ou seja, no espectro de energia e nas autofungoes de estados altamente
excitados [41]. Com este objetivo, varios métodos numéricos foram introduzidos
na literatura nas ultimas décadas para a abordagem do problema do laplaciano 2D
acima. Aqui no DF-UFPE, temos feito uso de duas abordagens computacionais.
Uma mais tradicional, o método de elementos finitos (MEF), que é uma espécie de
técnica “forca bruta”bem estabelecida. Nela, o primeiro passo é dividir a regiao €2 em
pequenos mosaicos (elementos), tipicamente triangulares. Em cada elemento, usamos
uma aproximacao linear para a solugao desejada ¢(7). A continuidade da fungao de
onda nas fronteiras entre mosaicos vizinhos e a condi¢ao de contorno na fronteira do
bilhar transformam o problema da equagao diferencial em outro: o de diagonalizar a
matriz dos muitos coeficientes da aproximacao linear em cada mosaico. Esse método
¢ interessante pela possibilidade de discretizacao de qualquer geometria, mas limitado
pela alta demanda de memoria e tempo de processamento. O segundo método que
temos utilizado é um método de fronteira (MF), mais eficiente. Em um MF, utilizamos
uma base ortonormal de fung¢oes em uma regiao externa (um retangulo, por exemplo)
da qual a regiao de interesse {2 é um subconjunto. As solucbes procuradas sao as
superposicoes das fungdes da base que produzem a condi¢ao de Dirichlet em 0f2.
Detalhes sobre os dois métodos podem ser encontrados nas referéncias [42], [43], [44].
A titulo de comparacao, conseguimos calcular com precisao de quatro a cinco digitos
cerca de trés mil autovalores em um tempo da ordem de um dia com MEF. No
mesmo periodo, o MF nos fornece da ordem de trinta mil autovalores. O calculo das
correspondentes autofuncgoes ¢ imediato com o MEF, mas mais demorado com o MF.

A equagao de Helmholtz acima, com as mesmas condigoes de contorno, também

aparece no problema do tambor (vibragoes de membranas presas na borda) e, mais
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relevantemente para esta tese, na descricao de modos TM em cavidades de micro-
ondas planares (“bilhares de micro-ondas”), com dimensoes tipicas de dezenas de
centimetros no plano (zy) e alguns milimetros na espessura d na dire¢ao transversal
(z). Os modos sao todos bidimensionais para frequéncias abaixo de f. = ¢/2d, onde
¢ é a velocidade da luz. Para o valor comercial d = 6,0 mm, f. = 25 GHz. Em expe-
rimentos com cavidades supercondutoras, o nimero de modos ressonantes acessiveis
¢ da ordem de 1000. Esse nimero cai para a metade em cavidades de cobre em tem-
peratura ambiente. Voltaremos a este asssunto no Capitulo 4, quando a possibilidade
de comparagao entre experimentos fisicos e numéricos é explorada extensivamente em
quatro geometrias diferentes, trés poligonais e uma classicamente cadtica. Aqui, vale
ainda lembrar que

k* = 2mE /R, (3.3)

para a particula no poco infinito 2D e
k? = (27 f/c)?, (3.4)

para o bilhar de micro-onda. Essa diferenca é importante, uma vez que devemos
fazer comparacoes entre experimentos fisicos, que medem espectros de ressonancias
na frequéncia f proporcional a k, e a teoria para autovalores de energia, diretamente
proporcionais a k2. Ou seja, o espectro experimental em cavidades de micro-ondas a

ser estudado ¢ de f2, nao o de f.

3.3.1 Desdobramento espectral e distribuicao de espacamento

entre primeiros vizinhos

De modo geral, o problema da quantizagao de sistemas cadticos é antigo e recebeu

impeto renovado no final dos anos 1970 e inicio dos anos 1980, pegando carona na
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entao efervescente busca pela universalidade no caos em sistemas dissipativos [45].
Especificamente, as perguntas que sao feitas sao: Ha caos em sistemas quanticos?
Se sim, como caracteriza-lo? E possivel se estabelecer algo semelhante a hierarquia
ergbédica em mecanica quantica? Historicamente, o problema foi abordado a partir
de propriedades estatisticas dos autovalores de energia. Berry and Tabor [46] prova-
ram em 1977 que para sistemas integraveis a distribui¢ao de espagamentos AF entre
primeiros vizinhos era proporcional a exp(—AFE/AEy), onde AE, é uma constante.
Dois anos mais tarde, McDonald e Kaufmann [47] publicaram resultados numéricos
evidenciando diferencas entre as distribuigoes de espagamentos para uma particula
em um bilhar com a fronteira de 1/4 de circulo e outro em 1/4 de um estddio de
Bunimovich. Ja existiam ali as evidéncias para as conjecturas que ficaram conhe-
cidas na comunidade, proporcionadas pelos trabalhos pioneiros de Berry [48] e de
Bohigas, Gianonni e Schmit [49]. Antes de explicitar essas conjecturas, descrevemos
a seguir um procedimento que deve ser feito em um espectro no sentido de torné-lo
universalmente comparavel ao de outros sistemas, o chamado “unfolding”, aqui tra-
duzido por “desdobramento”. O espectro desdobrado deve oferecer a oportunidade
de se estudar propriedades como funcoes de correlacao e estatisticas diversas em pé de
igualdade. Uma receita comum é a de que esse novo espectro deve ter o valor médio
do espagamento entre primeiros vizinhos igual a 1. Entao, se P(s)ds é a probabilidade
de se encontrar dois niveis vizinhos mais préximos separados por uma distancia entre

s e s + ds no espectro desdobrado, devemos ter

/ P(s)ds = 1, (3.5)
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[e.9]

/sP(s)ds =1 (3.6)

Precisamos, entdo, de uma transformacao f(£) que nos leve do espectro original
{E;}32, para o espectro desdobrado {¢;}2,. Para isso, considere um intervalo AF
com centro em F, onde existem AN niveis. AF deve ser grande o suficiente para que
AN >> 1 e pequeno o suficiente para que a densidade p(F) = AN/AFE seja suave.

Para o espacamento médio no espectro desdobrado, segue que

AN-1
s
<S>— kz::l F . (62—61)+(63—62)+"'+(€AN—EAN_1) ~ EAN — €1 B AE
T AN-—1 AN — 1 T AN AN’
(3.7)
Ou seja,

Ae [(E+5F)-f(E-5F) _(df/dE)AE

AN AN - AN L (3:8)
de onde obtemos
FE
f(E) = / p(E")dE' = N(E) = Z O(FE-E). (3.9)

Aqui, E; é o i-ésimo autovalor de energia, © é a fungdo de Heaviside e N(E) é cha-
mada de fun¢ao escada, por razdes aparentes. N(F) fornece o nimero de autovalores
com energias menores do que E. Portanto, é uma fungao que cresce discretamente,
em degraus verticais de altura 1 e largura que é uma variavel aleatéria. O matemético
alemao Hermann Weyl propos pioneiramente uma férmula que ajusta a funcao degrau
em termos da drea A e do perimetro ¢ de um bilhar quantico. A chamada formula de

Weyl ¢ dada por
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A (
Nweyi (E) = Ekz — -k +cte (3.10)

Para o regime semiclassico, o termo de area, proporcional ao autovalor de energia,
domina. Temos aqui todos os ingredientes para o procedimento padrao do desdobra-
mento de um espectro. O algoritmo a ser seguido para um dado sistema ¢é o seguinte:
1. Obtenha um espectro representativo, através de calculo ou medigao, digamos, de
Ey, a Ey,,. Note que as ordens Ny e N,,, devem ser previamente calculadas ou esti-
madas. 2. Plote a funcdo N(F) e faga um ajuste linear da mesma (supondo que o
regime semicldssico tenha sido atingido), digamos com a fungao Ngi(E). 3. Substitua
o espectro original {El}fi"jvo pelo desdobrado {; fi”;vo = {Nﬁt(El)}i\Ln]LVO

Considere um espectro nao degenerado de um sistema completamente integravel.
Neste caso, podemos supor que os autovalores de energia sao ntumeros aleatérios
nao correlacionados. Estamos interessados na probabilidade P(s)ds de se encontrar
dois niveis separados por uma distancia desde s até s + ds, ou equivalentemente, de
se encontrar um nivel dentro da distancia ds. Esta probabilidade é proporcional a
probabilidade P, = G(s)ds de se encontrar ezatamente um nivel no intervalo [z +
s,x + s+ ds| e a probabilidade P, de que nao haja nivel no intervalo (z,x + s). Esta

ultima é dada por

P=1-— / P(s')ds' = / P(s')ds. (3.11)

Portanto,

P(s)ds = P X /P(s')ds'. (3.12)
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Supondo que P; esta associada a uma distribuicao uniforme de niimeros aleatérios

em [0, 1], temos que

P(s) = /P(s')ds’. (3.13)

A solugao da equacao (3.11), satisfazendo as condigoes expressas nas equagoes

(3.5) e (3.6) ¢ a distribuicao de Poisson

Pp(s) = e™*. (3.14)

Este resultado estd associado a conjectura de Berry e Tabor [46], que pode ser
enunciada como: No regime semiclassico, os autovalores de energia se comportam
como uma sequencia de variaveis aleatérias independentes, desde que no limite classico
a dinamica seja completamente integravel.

Como mencionado acima, outra conjectura, a de Bohigas, Gianonni e Schmit
(BGS) [49] disparou o interesse pela quantizagao de sistemas classicamente cadticos
em meados da década de 80. A teoria de matriz aleatoria em que estd baseada teve
inicio bem antes com Wigner, Dyson e outros [50]. A ideia central estd relacionada
a experimentos complexos de espalhamento em fisica nuclear, cuja teoria envolve o
hamiltoniano de um alvo que é desconhecido. Uma abordagem possivel para esta difi-
culdade é truncar o nimero de elementos da matriz deste hamiltoniano e substitui-los
por nimeros aleatorios obedecendo os critérios de algumas das classes de simetria.
Hamiltonianos reais podem seguir o ensemble gaussiano ortogonal, ou GOE. Hamil-
tonianos complexos podem seguir o ensemble unitério (GUE) das matrizes aleatérias.
Finalmente, temos o caso especifico para sistemas de spins conhecido como ensem-

ble gaussiano simplético (GSE). No que se refere a P(s), a deducao das respectivas
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formulas esta acima dos objetivos desse trabalho e podem ser encontradas em livros

especializados [50]. Reproduzimos aqui apenas os resultados para cada ensemble:

Psor(s) =

Paug(s)

Pase(s) =

2

gse_i” : (3.15)
2

3—552«e’%s2 e (3.16)
T

218 e

5635 ¢ " (3.17)

Diferentemente do caso integravel, as equagoes (3.15)-(3.17) preveem o fendémeno

conhecido como repulsio de niveis: P(s — 0) = 0. Em outras palavras, nao sao

esperadas degenerescéncias em estados altamente excitados de sistemas classicamente

cadticos. Essa repulsao é linear no GOE e quadratica no GUE. A figura 3.6 mostra

os graficos das trés correlagoes de curto alcance de interesse nesta tese.

Figura 3.6: Distribuicoes de espagamentos entre primeiros vizinhos para autovalores
de energia. GUE (curva verde), GOE (curva vermelha) e Poisson (curva azul).

Na prética, histogramas de P(s) em experimentos numéricos ou fisicos tendem
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a apresentar flutuagoes que dependem do nimero de binas escolhido para um dado
intervalo da variavel aleatéria, dificultando a comparacao com resultados analiticos.

Como alternativa, é comum a investigacao da funcao de espacamento cumulativa

I(s) = / P(s')ds, (3.18)

0
que fornece o nimero de espacamentos com valores menores do que s. Essa é uma
funcao do tipo escada que pode ser obtida diretamente do espectro desdobrado e nao
depende de largura de binas. Em particular, para os casos Poisson, GOE e GUE,

temos, respectivamente, que

Ip(s) =1—exp(—s) , (3.19)
Icor(s) = 1 —exp(—ms*/4) e (3.20)
Igug(s) = erf (%) — %s exp(—4s*/), (3.21)

onde erf(z) = (2/y/7) [ e P dt é a funcio erro.

Evidentemente, comportamentos do tipo Poisson, GOE e GUE sao casos limi-
tes. Para um sistema com espago de fase misto, cujas fracoes regulares e irregulares
dependem de um parametro de controle, podemos pensar em uma transicao Poisson-
GOE ou Poisson-GUE. Previamente, férmulas de interpolacao foram propostas, com
ou sem base fisica. Para a transicao Poisson-GOE, a mais popular é a férmula pura-
mente matematica de Brody [51] para a distribuigao de espacamentos entre primeiros

vizinhos
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P,(s) = (v+1)a,s” exp (—a,s"*), (3.22)

onde

0 = [r (Zﬁ)rl (3.23)

F(V):/ v’ e  dr, (3.24)
0

¢ a funcao gama de Euler. O simbolo v é chamado de parametro de Brody, cuja
formula reproduz a distribuicao de Poisson com v = 0 e a de Wigner para o GOE
com v = 1. Outra critica que pode ser feita a essa férmula de interpolacao é que
a mesma prevé uma transicao abrupta entre Poisson e uma repulsao de niveis com
s” para qualquer valor de v positivo. Além disso, sua deducao [3] tem uma falha
grave, que ¢ a de supor que os niveis sao nao correlacionados para qualquer valor de
v, o0 que estritamente s6 vale para v = (0. Uma outra distribuicao entre os limites
Poisson e GOE é a do tipo Berry-Robnik [52], onde séo considerados parametros de
interpolacao que podem ser determinados diretamente das propriedades do espaco de
fase classico.

Seguindo os mesmos passos que levam a distribuicao de Brody, podemos mostrar

que a féormula

Py(s) = a(n)*(1 +n)s* exp (—a(n)s"™") (3.25)

onde
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a(n) = {F (111277)] _(Hm, (3.26)
0

serd usada adiante para ajustar distribuicoes de espagamentos entre dubletos vizinhos

em bilhares com simetria C3.

3.3.2 Distribuicao de intensidades

Historicamente, propriedades espectrais tem sido mais efetivamente exploradas
na busca pelo caos em mecanica quantica do que propriedades das funcoes de onda.
Contudo, alguns resultados para os autovetores sao revistos aqui. Ainda em me-
ados da década de 1980, quando métodos numéricos eficientes ainda nao estavam
difundidos na literatura, Heller [53] mostrou evidéncias de que algumas autofungoes
exibiam intensidades I = |¢(7)|?/(|#(7)|?) mais pronunciadas na vizinhanga de érbitas
periddicas clédssicas. Esses fenomenos de localizagao ficaram conhecidos por “cicatri-
zes” nas autofungoes. As cicatrizes levaram a um consideravel debate, particularmente
na comunidade da matematica, notavelmente no que ficou conhecido como “quantum
unique ergodicity”. Este tema é especializado e estd fora do escopo desta tese [54].
Em esséncia, tais cicatrizes nao deveriam ser esperadas em sistemas classicamente
cadticos, e o problema nao é tinico se érbitas periddicas classicas estiverem presen-
tes, como no caso do estadio simétrico. Assim, para evitar problemas com o rigor
matematico, frequentemente se toma o cuidado de “dessimetrizar”um bilhar, consi-
derando apenas uma fracao do dominio original, como um quadrante, por exemplo,
quando caracteristicas possivelmente cadticas sao procuradas. Uma excecao é o as-

sunto discutido neste capitulo, o de bilhares com simetria C'5, como veremos adiante.
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Uma estratégia independente é olhar para a distribuicao das intensidades das au-
tofuncoes correspondentes a modos estendidos ou deslocalizados. Uma conjectura
importante é a de que tais modos em geometrias classicamente cadticas tenham in-

tensidades distribuidas de acordo com a férmula de Porter-Thomas

Ppp(I) = \/%exp (—é) . (3.27)

Essa distribuicao foi originalmente proposta para ressonancias observadas em
secoes de choque em experimentos de fisica nuclear. A distribuicao de Porter-Thomas
foi estudada numericamente [55] e em experimentos em cavidades de micro-ondas [56],
[57] em geometrias cadticas. Além desses sistemas, modos ressonantes estendidos de
placas vibrantes também seguem a distribuigao acima [5]. Para casos de geometrias
integraveis, a distribuicao da intensidade da funcao de onda nao ¢é universal, e acaba
sendo truncada para algum valor de I, como por exemplo no retangulo, onde acontece

frequentemente em I = 4 [56].

3.4 Bilhar C3-eliptico

Como mencionado acima, uma hipdtese amplamente aceita é a de que sistemas
classicamente cadticos apresentam flutuacoes espectrais do tipo GOE no seu cor-
respondente quantico quando hé invariancia de reversao temporal. Baseados nesse
pressuposto, Leyvraz, Schmit and Seligman (LSS) [7] previram (e testaram numeri-
camente) que bilhares com apenas a simetria C3 (sem simetria de reflexdo) possuem
dubletos com correlagoes de curto alcance do tipo GUE, embora o bilhar seja inva-
riante por reversao temporal. Para isso, LSS consideraram o bilhar esquematizado

na figura 3.7, constituido de trés segmentos retilineos de um triangulo equilatero
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com cantos arredondados por duas circunferéncias de raios diferentes. Em particular,
LSS mostraram resultados para R = 2r em que ha um acordo satisfatorio com a
férmula (3.16), para um total de aproximadamente 800 dubletos. Mais tarde, Richter
e colaboradores utilizaram bilhares de micro-ondas com a simetria C3 para verificar
experimentalmente o resultado previsto por LSS. Em adicao, eles mostraram que os

singletos seguem o GOE [58].

Figura 3.7: Bilhar cadtico de simetria C3 composto por segmentos de reta de lados
de um triangulo equilatero com cantos encurvados por duas circunferéncias de raios

diferentes (R = 2r) [7].

3.4.1 Dinamaica cldassica

Motivados pelos resultados de LSS [7] e do grupo de Darmstadt [58], apresentamos
aqui estudos numeéricos de propriedades classicas e quanticas em uma familia bipa-
ramétrica de bilhares com simetria C3. Nossa construgao ¢é similar a de LSS, exceto
pelos cantos, aqui encurvados por elipses, ao invés de circunferéncias. A elipse maior
(menor) tem semi-eixos A (a) e B (b). Em todos os casos sao mantidas as relagoes
A =2ae B =2b, com a e bno intervalo (0,1/3/6). Nesse intervalo, o bilhar de LSS
é reproduzido com a = b = \/5/12. A figura 3.8 mostra um esquema de um bilhar
dessimetrizado, restrito a 1/3 da regiao C3-simétrica. Os segmentos I e II formam

um angulo de 120 graus, o segmento III é um arco da elipse maior, o segmento IV é
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parte de um lado do triangulo equilatero de base e o segmento V é um arco da elipse

menor. O painel da direita mostra o contorno resultante.

Figura 3.8: Esquerda: Procedimento de construgao de 1/3 bilhar C3 eliptico, onde os
parametros de forma sao dados pelos valores dos semi-eixos da menor elipse. Direita:
bilhar resultante.

Para analise da dinamica classica, adotamos um procedimento padrao de se con-
siderar colisdes sucessivas em uma se¢ao de Poincaré [44]. No caso, selecionamos o
segmento I (horizontal) na figura 3.8. Assim o espaco de fase fica restrito ao plano
pe X x, com os valores visitados da componente horizontal do momento linear e da
posicao da particula em colisoes sucessivas com o setor I no tempo discreto t. Para
uma Orbita tipica, como a massa da particula e o médulo de sua velocidade tem valo-
res unitarios, p, = mvcosf € (—1,1). Por outro lado, com as definigdes geométricas
da figura 3.8, z € (0,1/3/3) = (0, 0,577...). Os painéis superiores da figura 3.9 mos-
tram contornos para quatro valores distintos do par de parametros (a,b) e os painéis
inferiores os respectivos planos de fase, calculados para séries temporais com 2 x 107
pontos. Para a = b = 0,025, o sistema exibe um aspecto completamente ergddico,
enquanto os outros trés pares produzem cavidades com espacos de fase mistos.

A caracteristica quantitativa da dinamica utilizada aqui é a chamada medida re-
lativa (MR), r(t), assim definida: Dividimos o plano de fase p, x z em N, células.

Para cada drbita a partir de um conjunto de condigoes iniciais, definimos n(t) como
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Figura 3.9: Painéis superiores: contornos de bilhares C3 simétricos para os valores
de a e b dados na figura. Painéis inferiores: correspondentes planos de fase. Apenas
o bilhar em (a) é completamente ergédico.

o numero de células diferentes visitadas apds ¢ colisoes. A MR ¢é definida como a
razao r(t) = (n(t)) /N.. Quando o sistema é ergddico, r(t — oo) = 1. Em particular,
quando o sistema é fortemente misturador, este limite assintético é atingido mais ra-

pidamente. Essa rapida convergéncia de sistemas fortemente misturadores tem sido

descrita pelo modelo aleatorio [59], o qual prevé para a MR o valor

re(t) =1 — exp (—t/N,). (3.28)

Na figura 3.10 mostramos um diagrama numérico do valor assintético r(t = 2 x 107),
sendo a média realizada em 20 condicoes iniciais aleatoriamente escolhidas. Na regiao
de cor preta, a propriedade ergddica é numericamente garantida em todo o plano de
fase, para este tamanho das séries temporais. Este mapa nos serviu de guia para a

exploracao das propriedades quanticas descritas a seguir.
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Figura 3.10: Projecao no plano de parametros da medida relativa para o bilhar C3-
eliptico. Em preto (r(t = 2 x 107) = 1), os valores de a e b produzem um bilhar

completamente ergédico. A dinamica tem espacgo de fase misto para as outras cores
(r(t=2x10") < 1).

3.4.2 Quantizacao

A investigagao das propriedades quanticas em nossos bilhares C3-simétricos esta
em andamento. Nesta secao apresentamos alguns resultados ja obtidos. A figura
3.11 exibe resultados de MEF para o quadrado das autofungoes de estados singletos
nos bilhares mostrados nas figuras 3.9(c) e 3.9(d). Claramente, os singletos exibem a
simetria C3. Em contraste, mostramos na figura 3.12 resultados para |¢|? em dubletos
nos mesmos bilhares, os quais s6 exibem a simetria C3 quando superpostos.

Ainda em um estagio inicial, estamos realizando a quantizacao dos bilhares de
simetria C3, em busca de caracterizar flutuagoes no espectro de energia através das

distribuigoes dos vizinhos mais préximos, P(s). Mais especificamente, estamos inves-
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tigando seperadamente singletos e dubletos, a fim de procurar desvios da conjectura
de [7], onde o P(s) para singletos é do tipo GOE e para dubletos é do tipo GUE, se

o sistema é classicamente cadtico.

Figura 3.11: Resultados de MEF para |¢|* em singletos, os quais exibem a simetria

C3. (a) (a,b) = (0,2886088;0,281522) e (b) (a,b) = (0,01;0,25).

Figura 3.12: Resultados de MEF para |¢|*> em dubletos, que s6 exibem a simetria C3
quando superpostos. (a) (a,b) = (0,2886088;0,281522) e (b) (a,b) = (0,01;0, 25).

Experimentos numéricos estao sendo realizados no sentido de se obter quantidades

significativas de autovalores nas varias geometrias. Para isso, estamos usando o MF
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de Vergini e Saraceno [43], previamente implementado em nosso grupo [44]. Minha
contribuicao, especificamente, tem sido a de encontrar fungoes base adequadas para o
calculo independente de singletos e dubletos em cada bilhar. Temos tido sucesso nessa
busca e alguns resultados sao apresentados a seguir. Detalhes da técnica numérica
serao publicados oportunamente.

Inicialmente, tentamos reproduzir os resultados de LSS, com a = b = v/3/12. O
histograma do painel superior na figura 3.13 mostra resultado numérico para P(s)
de singletos, obtidos com 14 mil autovalores desse bilhar, acima dos primeiros mil.
A linha sélida é a curva do GOE (equacao (3.15)), mostrando um bom acordo. No
painel inferior da mesma figura, os simbolos sao os correspondentes valores calculados
para a funcao de espacamento cumulativa, também mostrando um excelente acordo
a curva do GOE (equagao (3.20)). Confirmando os resultados de LSS, mostramos na
figura 3.14 nossos resultados para P(s) e I(s) dos dubletos, exibindo um bom acordo
com as curvas do GUE (equagbes (3.16) e (3.21), respectivamente).

O passo seguinte foi testar os possiveis desvios da previsao de LSS quando um bi-
lhar C3-simétrico possui espaco de fase misto. Na figura 3.15 mostramos o histograma
calculado para P(s) de singletos no bilhar da figura 3.9(c), para 25 mil autovalores
acima dos primeiros mil. A curva sélida em azul é um ajuste com a distribuicao de
Brody (equagao (3.22)), com parametro v = 0,02. O histograma da figura 3.16 foi
obtido a partir de um espectro com o primeiro dos dois autovalores em cada dubleto,
em um total de 24 mil pares acima dos mil primeiros. Observe que a maior diferenca
entre as energias calculadas em um dubleto ocorre tipicamente no quinto digito. A
linha sélida em azul é um ajuste com a equacao (3.25), com parametro n = 0,29. Cla-

ramente, nem os singletos seguem o GOE nem os dubletos seguem o GUE, quando
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Figura 3.13: Painel superior: Distribuicao de espacamento no bilhar de LSS calculada
a partir de 14 mil singletos acima dos primeiros mil (histograma). A curva sélida
em vermelho é a distribuicao do GOE. Painel inferior: Correspondente distribuicao
cumulativa calculada (simbolos). A curva sélida é a Igogr(s) (equagao (3.20)) em bom
acordo com o resultado numérico.

o espaco de fase dos bilhares com simetria C3 sao mistos. Em um futuro préximo,
testaremos novas formulas de interpolacao que levam em conta os valores da medida

relativa do espaco de fase classico.
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Figura 3.14: Painel superior: Distribuicao de espacamento no bilhar de LSS calculada
a partir de 20 mil dubletos acima dos primeiros mil (histograma). A curva sélida em
verde ¢é a distribuicao do GUE. Painel inferior: Correspondente distribuicao cumula-
tiva calculada (simbolos). A curva sélida é a Iqur(s) (equagao (3.21)) em bom acordo
com o resultado numérico.
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Figura 3.15: Histograma: distribuicao de singletos para bilhar com espaco de fase
classico misto. A curva em azul ¢ a distribuigdo de Brody (equagdo (3.22)) com
parametro v = 0, 02.

Figura 3.16: Histograma: distribuicao de dubletos para bilhar com espaco de fase
classico misto. A curva em azul é a distribui¢ao de Brody modificada (equagao (3.25))
com parametro n = 0, 29.
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4 Espalhamento em bilhares de

micro-ondas

O tema “caos quantico”teve uma infancia traumatica, dada a auséncia de quan-
tificadores inequivocos para o caos em mecanica quantica. A partir de 1990, os
bilhares de micro-ondas foram introduzidos e se tornaram protagonistas de destaque
na “confirmacao” de previsoes e conjecturas, a maior parte delas baseada na teoria
de matrizes aleatdrias [50]. Contudo, poucos grupos experimentais trabalharam nesse
tema desde entao, com intimeras publicacoes em importantes peridédicos cientificos.
A sensibilidade que caracterizou a comunidade do caos quantico nas décadas de 1980
e 90 pode ser percebida nos artigos de Gutzwilller [60], importante tedrico da quan-
tizagdo de sistemas classicamente cadticos, e de Stockmann [61], ex-fisico nuclear,
pioneiro nos estudos de bilhares de micro-ondas e um de seus principais defenso-
res. Esses artigos apareceram nos anais de uma primeira conferéncia internacional
reconhecida por 6rgaos de fomento sobre o tema, no ano de 2000. Historicamente,
os experimentos com cavidades de micro-ondas podem ser divididos em duas eta-
pas. A primeira, mais efervescente na década de 1990, procurava confirmar resul-

tados tedricos para sistemas fechados, como os discutidos no Capitulo 3 dessa tese,
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por exemplo. Mais recentemente, ganhou impeto teoria e experimento em sistemas
abertos. Em outras palavras, o interesse tornou-se mais intenso em experimentos
de espalhamento, parcialmente motivado também pelas semelhangas com sistemas
como transporte eletrénico em sistemas mesoscopicos [62] e propriedades estatisticas
de nucleos complexos [63]. Estariam as questoes fundamentais (“Existe caos em
sistemas quanticos?”, etc.) respondidas satisfatoriamente? Neste capitulo, como con-
tribuicao principal da tese, abordamos o problema do espalhamento de uma porta em
experimentos fisicos em cavidades poligonais e cadticas, em varios niveis de absorc¢ao
e acoplamento. Previamente, o assunto fora abordado por outros grupos apenas em
geometrias classicamente cadticas. Para nossa surpresa, nossos numerosos resultados
experimentais para flutuacoes na matriz de espalhamento e na impedancia normali-
zada nao mostraram qualquer assinatura de uma dada geometria, estando todos os
resultados em acordo com previsoes tedricas baseadas em matrizes aleatorias. Esta
universalidade foi prevista para cavidades sem perda, um resultado notavel pouco
celebrado, em nossa opiniao.

Iniciamos nossa discussao com uma revisao mais detalhada das cavidades planares
experimentais. Em seguida dirigimos a atencao para os experimentos fisicos e ajustes

com resultados teodricos retirados da literatura onde possivel.

4.1 Bilhares de micro-ondas

Bilhares de micro-ondas foram introduzidos em 1990 [6], com o objetivo de se
estudar experimentalmente a conjectura de BGS [49]. Durante a década de 1990,
a vasta maioria dos experimentos serviu como testes de previsoes de propriedades

estatisticas de autovalores e autovetores do sistema fechado [3], o qual descrevemos
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a seguir. A figura 4.1 mostra o esquema de um bilhar com geometria arbitraria no

plano zy e comprimento (espessura) d na dire¢ao z.

Figura 4.1: Esquema de um bilhar com geometria arbitraria no plano xy, espessura
d e parede longitudinal 3.

Para o interior de uma cavidade tridimensional com paredes condutoras perfeitas,

o campo eletromagnético obedece a equagao de onda

(V2 +E*){E,B} =0, (4.1)

onde a componente tangencial de E e a componente normal de B devem ser nulas
nas superficies internas da cavidade. Se a cavidade for uniforme na direcao z e tem

um formato arbitrario na secao transversal, o campo elétrico pode ser expresso como

E(p,2) = E(p) exp(ik.2), (4.2)

com uma expressao idéntica para B. Aqui, g é o vetor posi¢do no plano xy. Subs-
tituindo esta solugao na equagao de onda, com oscilagoes no tempo na frequéncia w,

segue que
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V2 + (k* — K))]E =0, (4.3)

onde V? = V% — 92/02% e k = w/c, com equagao idéntica para B. E possivel
mostrar que podemos escrever as componentes transversais dos campos em funcgao

das componentes longitudinais. Em particular, para o campo elétrico, temos que

= 1 oF, o
e [, (%) v xvin]. »

Os modos ressonantes de interesse aqui sdo transversais magnéticos (TM), defini-
dos pela condigdo B, = 0. Escrevendo E,(7,z) = E, (p) [A1 cos (k.z) + Agsen (k,z)],

segue da equagao (4.4) que

E, (7, 2) « E; (9) [—k.Aysen (k.z) + k. Ay cos (k.z)] . (4.5)

Como a componente transversal do campo elétrico deve ser nula na parede da cavidade
em z = 0, temos que A; = 0. Aplicando a mesma condi¢cao de contorno na parede

em z = d, segue que k, = nr/d, com n =0,1,2,3,.... Assim, temos de (4.3) que

{V;+ [k* — (nm/d)*] }E. = 0. (4.6)

Vamos considerar ainda um subconjunto das solucoes TM constituido pelos modos
para os quais nao ha variacdo com a direcao z. Para esses modos ficamos, portanto,
com

(VZ+ k%) E. (p) = 0. (4.7)

Essa equagao define o isomorfismo entre autofungoes ¢ (p) e o espectro de autovalores

de energia de uma particula em um pogo infinito 2D (equagao (3.2)) e a componente
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E. e os quadrados das correspondentes autofrequéncias de modos TM bidimensionais
em bilhares de micro-ondas. Em experimentos fisicos, essa bidimensionalidade é ga-
rantida para todas as ressonancias com frequéncias menores do que f. = ¢/(2d). Para
o valor comercial d = 0,6 mm usado em nossos experimentos, f. = 25 GHz. Note
ainda que, na aproximacao de paredes com condutividade perfeitamente condutoras,
E. de modos bidimensionais satisfaz as condi¢oes de contorno de Dirichlet na parede
longitudinal ¥, como indicada na figura 4.1. Por completeza, vale notar que E; = 0
em todos os pontos no interior da cavidade para esses modos TM 2D. Por outro lado,
o campo de indugao magnética circula no plano zy, de acordo com B x 2x V,E, (P).

Para acoplar esses modos com a radiacao proveniente de uma fonte através de
um cabo coaxial, é conveniente utilizar uma antena de monopolo, constituida de um
prolongamento do condutor central do cabo coaxial até uma altura h no interior da
cavidade. Claramente, essa antena acopla com o campo elétrico dos modos TM 2D.
A figura 4.2 mostra uma das antenas utilizadas em nossos experimentos, onde um
pequeno pedaco de fio foi soldado no condutor central de um conector parafusado em

uma das paredes planas da cavidade paralelas no plano xy, totalizando h ~ 4,1 mm.

Figura 4.2: Macrofotografia da antena de monopolo de altura 4,1 mm.
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E importante notar que a presenca da antena perturba o sistema, deslocando as
frequéncias de ressonancias previstas para a cavidade vazia. Esse deslocamento foi
previsto por Slater e colaboradores nos anos 1950 [64]. Para a antena de monopolo, o
deslocamento em frequéncia das ondas estaciondrias ressonantes é aproximadamente
proporcional ao quadrado do campo elétrico na posicao da antena. Evidentemente o
acoplamento é nulo quando a antena esta em um ponto sobre uma linha nodal para um
dado modo. Isto significa que este modo nao sera detectado no experimento, exigindo
do experimentador que médias sejam realizadas em um nimero razoavel (tipicamente
de algumas dezenas) de diferentes posigoes da antena no plano zy. Voltaremos a
esse assunto nas secoes seguintes. Por outro lado, em experimentos tipicos em ca-
vidades de cobre em temperatura ambiente oferecem uma condutividade finita ao
experimentador, resultando em um alargamento nas ressonancias observadas. Se essa
largura exceder o espacamento entre ressonancias vizinhas, temos outra razao para
nao observar alguns modos nos experimentos fisicos. Portanto, tanto o acoplamento
quanto a absorcao sao parametros relevantes na interpretacao de dados experimen-
tais. Fatores de qualidade tipicos da ordem de 10® podem ser obtidos em temperatura
ambiente. Apenas um grupo de pesquisa na Alemanha (Achim Richter, Universidade
de Darmstad) tem realizado experimentos em bilhares de micro-ondas operando em
regime supercondutor em temperaturas criogénicas. Nesse caso, o fator de qualidade
das ressonancias pode exceder 107 e antenas com alturas h ~ 0,5 mm podem ser usa-
das, minimizando os deslocamentos em frequéncia. Quando a inevitavel introdugao
da antena no interior da cavidade nao puder ser significatimente reduzida, o sistema
torna-se efetivamente aberto e as estatisticas de espalhamento ganham importancia

na interpretacao dos experimentos fisicos.
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4.2 Estatisticas de espalhamento

De modo geral, em experimentos de espalhamento nao é uma tarefa simples sepa-
rar as propriedades do alvo daquelas dos projéteis, principalmente quando pouco se
sabe sobre o primeiro. Uma possivel solucao para esse problema estd na abordagem
via matriz de espalhamento ou matriz-S, que tem origem na fisica nuclear estatistica.
O problema bésico é o de um alvo descrito por um hamiltoniano nao perturbado H
conectado aos projéteis por No canais ou portas, como conhecidos em técnicas de
micro-ondas. Cada porta transporta dois tipos de projétil, um incidente, que no n-
ésimo canal se aproxima do alvo com amplitude a,, e outro espalhado, que se afasta
do alvo com amplitude b,. A figura 4.3 esquematiza o problema para No = 2 ca-

nais. Por defini¢ao, a matriz-S associa a amplitude espalhada b, com as amplitudes

Figura 4.3: Ilustragao do processo de espalhamento por dois canais.

incidentes a,, (m = 1,2, ..., N¢) via

Nc
b= Snmtm. (4.8)
m=1
Décadas atrés, ainda no contexto da fisica nuclear, Weidenmitiller e colaboradores

[63] e [65] desenvolveram uma teoria na qual a matriz-S é esquematizada como
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1

S=1-wt W,
E—H+iWwt "’

(4.9)

onde o digito 1 deve ser entendido como a matriz identidade Ng x Ng, E representa
a energia incidente e W é a matriz cujos elementos acoplam o alvo com os canais.
Qualquer manipulagao desta equacao requer que o nimero de autovalores de H seja
truncado em um valor finito Ng. Assim, a matriz de acoplamento W é Ng x No. Em
casos complexos de interesse, uma barreira ao problema colocado por essa matriz-S
¢é o total desconhecimento do conjunto de autovalores E. Valores obtidos em expe-
rimentos numéricos sao uteis em simulagoes, mas ainda assim algum modelo precisa
ser proposto para os elementos de W que, em geral, também sao desconhecidos. E
aqui que entram os ensembles da teoria de matrizes aleatérias [50], que por razdes
técnicas supoe que os elementos de matriz sao distribuidos gaussianamente, com os
vinculos associados aos conjuntos GOE, GUE e GSE, por exemplo, mencionados aqui
no Capitulo 3. Trocar os elementos de matriz de H por nimeros aleatérios nao re-
solve o problema da descrigao fisica do alvo, mas permite uma abordagem estatistica
e a identificacao de propriedades de flutuagoes que sao universais a sistemas classi-
camente cadticos diversos. Vimos algumas dessas estatisticas para sistemas fechados
(P(s) e P(I)) anteriormente no Capitulo 3. Aqui, encontraremos outras estatisticas
associadas a propriedades de sistemas abertos, ou estatisticas de espalhamento. Em
particular, estaremos focalizados no problema do espalhamento por uma unica porta,
o que reduz o problema consideravelmente, mas que ainda assim nao é, em geral, de
facil acesso.

Em problemas de espalhamento de uma porta, a matriz S é um escalar que pode

ser parametrizada como



71

S = VRexp (if), (4.10)

onde R ¢é o coeficiente de reflexao e 6 ¢é a fase. Esses dois parametros dependem
do espectro de autovalores de energia, da absorcao, e do acoplamento entre canais e
alvo. Tanto R quanto € sao acessiveis em experimentos fisicos em bilhares de micro-
ondas através de um equipamento conhecido por analizador de rede vetorial (VNA),
dentro de uma larga faixa de frequéncia estabelecida pelo fabricante. No nosso caso,
utilizamos um modelo da Anritsu, gentilmente cedido pelo Prof. Antonio Azevedo,
do DF-UFPE. O acoplamento pode ser variado através de diferentes antenas e o nivel
de absorcgao pode ser definido pela propria faixa de frequéncia e por absorvedores que
podem ser adicionados na cavidade. Esse controle dos varios parametros é que tornou
os experimentos de micro-ondas ideais para testes de previsoes de estatisticas baseadas
em teoria de matrizes aleatérias. Aqui, portanto, nos interessam as previsoes para as
distribuigoes P(R) e P(f) nos varios niveis de absorgao e acoplamento. Experimentos
fisicos com medicoes em bilhares de micro-ondas foram publicados pioneiramente em
[66], [9], [10].

Em uma mesma rodada de medigdo, um equipamento como um VNA permite
também a medida das partes real (resisténcia Zg) e imagindria (reatancia Z;) da
impedancia Z do sistema. Modelos para a matriz Z de cavidades cadticas baseados
em teoria de matrizes aleatérias [67], assim como experimentos fisicos em cavidades
com essa geometria [11], também tem sido publicados na literatura. Na realidade,
a impedancia considerada é a chamada impedéancia normalizada z = zr + iz;. As

impedancias Z e z estao relacionadas via



72

Z —ilmZ,
ReZ, '’

z= (4.11)

onde Z, é a “impedancia de radiacao”, definida como a impedancia de uma cavidade
com a mesma espessura do bilhar, mas com as paredes laterais levadas para uma
distancia infinitamente grande em relagao ao canal acoplado a cavidade. Neste caso,
nao ha reflexao, o que pode ser obtido experimentalmente revestindo as paredes late-
rais do bilhar com um absorvedor de micro-ondas de largo espectro. No nosso caso,
usamos um absorvedor comercial (ECCOSORB), gentilmente cedido pelo grupo do
Prof. Steven Anlage, da Universidade de Maryland (EUA). A vantagem de se estudar
as distribuigoes P(zgr) e P(z7), em relagao a P(R) e P(f), reside no fato de que a
impedancia normalizada nao depende do acoplamento, apenas da absor¢ao. Abaixo,
resumimos os principais resultados existentes na literatura no que se refere as dis-
tribuigoes P(R), P(6), P(zr) e P(z;). Em seguida, apresentamos os resultados de

nossos proprios experimentos de uma porta, em uma faixa de 2 a 18 GHz.

4.3 Flutuacoes da matriz S

No que se refere a flutuagoes da matriz-S, nosso procedimento experimental se-
guiu os trabalhos descritos em [9], [10], onde o primeiro trata da distribuicao dos
coeficientes de reflexdo P(R), enquanto o segundo analisa as distribui¢oes da fase,
P(#). Os trabalhos citados sao realizagbes de um mesmo grupo de pesquisadores, e
seus resultados sao complementares, ou seja, em [10] a andlise para a fase foi feita na
mesma cavidade e nos mesmos intervalos de frequéncia estudados em [9].

As distribui¢oes P(R) e P(f) para cavidades cadticas foram descritas em [10] e

revistas em [68], por um modelo no qual a distribuigdo conjunta é dada por
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P(R,6;7,t) = % (%) P(R,6;7,1), (4.12)

onde t = 1 — (S)? é o parametro de acoplamento e v o de absorgao. A integragao
de P(R,0;~,t) ao longo de 0 resulta no P(R), e similarmente, a integragao ao longo
de R produz P(f). A distribui¢do no caso de acoplamento perfeito P(R,#;v,1) é
conhecida para os casos v < 1 e 7> 1 [10]. Para um valor intermedidrio de -, uma
férmula de interpolacdo deve ser usada. Para o caso do GOE, os autores em [10]

usaram a férmula

exp[—a/(1 — Ry(R,0))]

P(Ra(9777t:1):01 [1—R0(R,9>]5/2

[Aa™'? + B(1 — Ro(R,0))"?], (4.13)

onde

1
- Al(3/2,a)/a?+ Be=*/a’

a=7v/2, A=ae"—1), B=14+a—¢€" )

S —1(5)

m e <S>:V1—t

L(z,a) = / £t Ry = Sof2s S =

A andlise de dados experimentais com as formulas (4.12) e (4.13) requer uma razoavel
quantidade de espectros, correspondendo a diferentes posi¢oes da antena como discu-
tido. Em cada bilhar foi demarcada uma regiao com posicoes nao equivalentes. Essas
regioes estao demarcadas pelas grades na figura 4.4, onde os ntimeros se referem aos
comprimentos dos lados em cm. Detalhes sobre como a posi¢ao da antena é varrida
estao no Apéndice E. O intervalo de 2 a 18 GHz foi coberto com oito varreduras de
2 GHz digitalizadas com 1600 pontos cada, de forma que dois pontos vizinhos em
cada espectro estao separados por 1,25 MHz. Observamos que esses poligonos pos-

suem propriedades estatisticas distintas no regime semiclassico: o retangulo é Poisson
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[69], o triangulo irracional (com as dimensoes indicadas) é GOE [40] e o equildtero,
extremamente degenerado, tem uma estatistica que depende fortemente da faixa de

energia [39].

Figura 4.4: Geometrias de trés bilhares usados nos experimentos. Numeros sao di-
mensoes em cm. As areas marcadas indicam regioes varridas pela posicao da antena
para realizar médias. (a) Retangulo (Poisson), (b) triangulo equildtero (altamente
degenerado) e (c) triangulo irracional (GOE).

A escolha das faixas de frequéncia para realizacao das distribuicoes de R e 6 seguem
o procedimento adotado em [9], onde a partir dos graficos de R(f) de uma posi¢ao da
antena, realiza-se uma média em um pequeno intervalo de frequéncia, com o resultado
centrado neste mesmo intervalo. Por exemplo, uma média dos valores de R(f) entre
2,0 e 2,5 GHz, tera abcissa em 2,25 GHz. Este procedimento é executado em todo
intervalo dentre 2 a 18 GHz para cada posi¢ao da grade, quando novamente uma média
¢ realizada, agora no nimero de antenas, definindo assim o valor médio (R). A partir
da curva de (R) x f, observamos onde (R) é aproximadamente constante. Ficam assim
definidas as faixas de frequéncia para a anélise estatistica. As distribuigdes P(R) e
P(6) de cada geometria serao detalhadas nas proximas se¢oes, nos varios regimes de

acoplamento e absorcao.
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4.3.1 Absorcao forte

Para realizacoes de medicoes com alta absorcao, colamos pequenos pedacos de uma
espuma de poliuretano embebida com absorvedores de micro-ondas (ECCOSORB LS-
26 / SS-3 (0,8-18 GHz)). A figura 4.5 mostra dois espectros de uma mesma posi¢ao
da antena para a cavidade retangular com e sem absorvedores, onde fica claro o
desaparecimento das ressonancias e a queda drastica no valor de R. A queda no
coeficiente de reflexao torna-se mais acentuada em frequéncias mais altas e este fato
é evidenciado na figura 4.6, a qual exibe as curvas (R) x f para o retangulo vazio e
com absorvedores. Para o regime de absorcao forte, a previsao da teoria de matrizes

aleatdrias é exato [70]:

P(R) = (R)e F/R) (4.14)

Figura 4.5: Espectros do coeficiente de reflexao para o retangulo em uma mesma
posicao da antena. (Linha verde) paredes sem absorvedores. (Linha vermelha) pare-
des com absorvedores.
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Figura 4.6: Coeficiente de reflexao médio medido em um intervalo de 450 MHz cen-
trado na frequéncia f e 80 posicoes diferentes da antena, para o retangulo sem absor-
vedores (circulos azuis) e para o retangulo com absorvedores de micro-ondas (circulos
vermelhos). Linhas sdo para guiar os olhos.

A figura 4.7 mostra (R) x f para os trés poligonos no regime de alta absor¢ao. As
faixas consideradas com valores (R) aproximadamente constantes foram [15,7; 16,2]
para o triangulo irracional com média em 121 posi¢oes da antena, [16,2; 16,7] para o

triangulo equildtero com 185 espectros, e por fim, [14,75; 16,75] para o retangulo com

média em 123 posigoes. A equagao (4.14) pode ser reescrita da seguinte forma

—(RYIn[P(R)(R)] = R, (4.15)

a qual é tracejada na figura 4.8, juntamente com as medigoes realizadas nas cavida-
des poligonais. Observamos que as distribuigoes experimentais estao na vizinhanca
do resultado da matriz aleatéria, exibindo um bom acordo. Logo, nossas medicoes
sugerem que para o regime de alta absorcao, nao s6 cavidades cadticas apresentam o

comportamento previsto pela equacao (4.15), ou seja, bilhares com dinamica cléssica
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Figura 4.7: Regime de absorgao forte: coeficiente de reflexao médio medido em um in-
tervalo de 450 MHz centrado em frequéncia f. (a) Retangulo: 123 posigoes diferentes
da antena; (b) Triangulo equildtero: 185 posigdes diferentes da antena; (c¢) Triangulo
irracional: 121 posigoes diferentes da antena. As linhas sao para guiar os olhos.
nao caodtica também poderiam apresentar esse efeito.

Os simbolos na figura 4.9 mostram a distribuicao de fase medida no retangulo e
a curva preta um ajuste com a equacao (4.12), obtido com parametros v = 37,0 e
t =0,9996. A linha horizontal tracejada é o “kernel de Poisson” para o acoplamento
ideal na auséncia de absorgao, P(f) = 1/2x. O valor medido t.,, = 1—(R) = 0,96 esta

em bom acordo com o valor de t extraido do procedimento de ajuste. Comparagoes

similares sao observadas nos outros bilhares poligonais.
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Figura 4.8: Simbolos: Distribui¢do P(R) no bilhar indicado no regime de absorcao
forte (cavidades com absorvedores, f > 14 GHz ). Os intervalos de frequéncia sao,
em GHz, [14,75; 16,75], [16,2; 16,7] e [15,7; 16,2], respectivamente, para o retangulo
((R) = 0,0343), o triangulo irracional ((R) = 0,0345) e o triangulo equildtero ((R) =
0,0297). Linha sélida: Resultado exato previsto pela teoria de matrizes aleatdrias
para espalhamento cadtico (equagao (4.15)).

4.3.2 Medicoes em regimes de absorcao baixa e intermedidria

Para os casos em que os absorvedores ECCOSORB nao foram utilizados, apresen-
tamos a seguir as distribuigoes da matriz-S e sua comparacao com a equagao (4.12),
a qual fora proposta para cavidades cadticas. Ao que se segue, em cada uma das
geometrias focamos nossa atengdo em duas faixas de frequéncia: (i) um regime em
que f < 5 GHz, o qual apresenta picos bem definidos, exceto para ressonancias muito
préximas e (ii) um regime intermediario, 10 GHz < f < 18 GHz , no qual a super-

posicao de ressonancias ocorre devido as perdas nas paredes da cavidade. A figura
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Figura 4.9: Simbolos: Medigao de P(f) no retangulo no regime de absorgao forte.
Linha vermelha: Ajuste com a equagao (4.12) com v = 37,0 e t = 0,9996. A linha
horizontal tracejada é o “kernel de Poisson” para o acoplamento ideal na auséncia de
absor¢ao, P(0) = 1/2m = 0, 159.

4.10 apresenta (R) x f referente as medigdes nas cavidades poligonais. Em todas as
geometrias, as médias foram realizadas em intervalos de 450 MHz, e o nimero de
espectros utilizados para a média final foi de 80 para o retangulo, 92 para o triangulo
equildtero e 40 para o triangulo irracional.

Dos dados da figura 4.10(a), a regiao de 2,6 a 3,6 GHz apresenta (R) aproximada-
mente constante. Os dados de P(R) e P(6) correspondentes sao mostrados na figura
4.11, acompanhados de ajustes tedricos com a distribuigdo conjunta P(R,0;v,t). A
distribuicdo P(R) se concentra na vizinhaca de R = 1, enquanto P(f) apresenta
um pico estreito, de modo que nossos resultados sao consistentes com os resultados
anteriores para cavidades cadticas. Note que os dados foram deslocados por uma
constante de fase irrelevante e reinjetados no intervalo de [—7, 7], de modo que a
distribuigao é simétrica em torno de # = 0. Nos painéis da figura 4.11 constam a

faixa de frequéncia investigada e os parametros de absorcao e acoplamento usados no
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Figura 4.10: Coeficiente de reflexao médio medido em um intervalo de 450 MHz
centrado em frequéncia f. (a) Retangulo: 80 posigoes diferentes da antena; (b)
Triangulo equildtero: 82 posigoes diferentes da antena; (c¢) Triangulo irracional: 40
posigoes diferentes da antena. As linhas sao para guiar os olhos.
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ajuste. O parametro t = 0,016 esta em bom acordo com o valor retirado a partir dos

dados, ou seja, te;, = 1 — (R) = 0,0164.

Figura 4.11: Simbolos: Distribui¢oes medidas P(R) (painel & esquerda) e P(#) (painel
a direita) no retangulo em regime de baixa frequéncia. As linhas sélidas sao ajustes
com a equagao (4.12), para valores indicados dos parametros 7 e t.

Para o regime intermediario do retangulo, a faixa de frequéncia investigada foi
de 17 a 18 GHz, onde os resultados sao mostrados na figura 4.12. A distribuigao
de R tomou uma forma que privilegia menores valores no intervalo de 0 a 1. Ja
para P(f) observamos um alargamento da curva em comparacao com o resultado
anterior. Houve um aumento nos parametros de absorcao e acoplamento, isto é,
v="173,1=0,92 et = 0,74 Aqui a diferenga entre t e .., é compativel com
resultados anteriores [9], e estd associada a forte dependéncia de P(R,6;~,t) com o
par (,t). Novamente, os nossos resultados sao consistentes com aqueles apresentados
anteriormente para cavidades cadticas [9], [10].

Dos dados da figura 4.10(b) para o triangulo equildtero, as faixas de frequéncia
correspondentes para a analise estatistica sao 2,8 a 3,8 GHz e 15,7 a 16,2 GHz,
respectivamente, para absorcao baixa e intermediaria. Os simbolos na figura 4.13

mostram os resultados experimentais para P(R) e P(6) no triangulo equilatero na



82

Figura 4.12: Simbolos: Distribui¢oes medidas P(R) (painel a esquerda) e P(#) (painel
a direita) no retangulo em regime intermediério de frequéncia. As linhas sélidas sao
ajustes com a equagao (4.12), para valores indicados dos parametros v e t.

faixa de frequéncia mais baixa. As curvas sélidas sao ajustes simultaneos com v = 1,1
et =0,020. Aqui, tey = 0,0160 exibe um bom acordo com o valor do ajuste. Para a
faixa de 15,7 a 16,2 GHz, as distribuigdes P(R) e P(f) sdo mostradas na figura 4.14
acompanhadas das suas respectivas curvas tedricas. Mais uma vez, observamos que
o coeficiente de reflexao se distribui em menores valores no intervalo, e a fase visita

todo o intervalo de —7 a m com um pico mais largo para o P(f) . Os parametros

extraidos foram v = 15,0, t = 0,95 e t.,, = 0, 84.

Figura 4.13: Simbolos: Distribui¢oes medidas P(R) (painel a esquerda) e P(6) (painel
a direita) no triangulo equildtero em regime de baixa frequéncia. As linhas sélidas
sao ajustes com a equagao (4.12), para valores indicados dos parametros vy e t.

Da curva (R) x f da figura 4.10(c) para o triangulo irracional, as faixas de
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Figura 4.14: Simbolos: Distribui¢oes medidas P(R) (painel a esquerda) e P(#) (painel
a direita) no triangulo equildtero em regime intermedidrio de frequéncia. As linhas
sélidas sdo ajustes com a equagdo (4.12), para valores indicados dos parametros =y e
t.
frequéncia analisadas foram 4,0 a 4,5 GHz e 15,8 a 16,8 GHz. Para o regime de
baixas frequéncias, as distribuicoes de S sao mostradas na figura 4.15, onde para
R observamos o acordo dos dados experimentais com a previsao tedrica, reforgando
mais uma vez que para baixas frequéncias, P(R) se acumula na vizinhanga de R = 1.
O mesmo se repete para a fase. P(f) apresenta um pico fino em uma regiao e é
préximo a zero na maior parte do intervalo de —m a w. Os valores dos parametros
foram v = 0,7, t = 0,045 e t., = 0,0213, os quais sao comparaveis aos resulta-
dos obtidos nos poligonos anteriores. As distribuicaoes para o regime intermediario
sao mostradas na figura 4.16. O acordo e a forma das curvas sao semelhantes as
cavidades integraveis. Aqui, v = 11,0, ¢t = 0,983 e t.;, = 0,84. No Apéndice B sin-
tetizamos a comparagao entre ¢ e t.,, para todos os poligonos. Em média, obtivemos
(t/tesp) = 1,3, compativel com resultados anteriores em cavidades cadticas, sendo
este um valor razoavel diante da complexidade experimental e do ajuste simultaneo
com uma distribuicao conjunta.

Além dos poligonos, medi¢oes em um bilhar cadtico foram executadas, isto é, um

bilhar de Sinai. Para isso, adicionamos ao retangulo um disco metalico de diametro
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Figura 4.15: Simbolos: Distribui¢des medidas P(R) (painel a esquerda) e P(#) (painel
a direita) no triangulo irracional em regime de baixa frequéncia. As linhas sélidas sao
ajustes com a equagao (4.12), para valores indicados dos parametros v e t.

Figura 4.16: Simbolos: Distribui¢oes medidas P(R) (painel & esquerda) e P(f) (painel
a direita) no triangulo irracional em regime intermedidrio de frequéncia. As linhas
sélidas sdo ajustes com a equagdo (4.12), para valores indicados dos parametros =y e
t.
8,5 cm em seu interior. Com 60 espectros obtidos através de diferentes posigoes da
antena, R e # sao ajustadas pela equagao (4.12), como esperado para a geometria
caotica. A figura 4.17 exibe os dados com suas respectivas curvas de distribuigoes ao
longo da faixa de 2,6 a 3,1 GHz.

No contexto das reagoes nucleares, quando as conjecturas do caos quantico ainda

nao existiam, Lépez, Mello e Seligman (LMS) [71] consideraram um ensemble de

matrizes S = ¢ (R = 1) para o qual a distribuicdo P(f) é a mesma para as estat{sticas
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Figura 4.17: Simbolos: Distribui¢bes medidas P(R) (painel a esquerda) e P(f) (painel
a direita) no bilhar de Sinai em regime de baixa frequéncia. As linhas sélidas sao
ajustes com a equagao (4.12), para valores indicados dos parametros v e t.

de Poisson e GOE. Curiosamente, esta universalidade para o caso de uma cavidade

sem perdas parece ter sido ignorada na literatura do espalhamento cadtico. A féormula

deduzida por LMS ¢é dada por

_ 1 1—[(S)P?
27 1+ |(S)|? — 2Re({S)e~*)"

P(0) (4.16)

Nossos experimentos em baixa frequéncia se aproximam do caso ideal estudado por
LMS. Assim, nos sentimos motivados a ajustar nossas medicoes das flutuacoes na fase
com a férmula (4.16). Os resultados estao mostrados na figura 4.18 para os quatro
bilhares usados em nossos experimentos. As semelhancas e o bom acordo entre os

dados experimentais e o resultado teérico de LMS sao claramente observados.
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Figura 4.18: Simbolos: Distribui¢oes de fase P(6) medidas nos bilhares indicados em
cada painel. Linhas sélidas sao gréficos da equagao (4.16) com valores indicados do
parametro (S).

4.4 Impedancia normalizada

O modelo proposto por Zheng, Antonsen e Ott (ZAO) [67], baseado em um mo-
delo de ondas planas aleatorias, prevée para o caso de uma cavidade sem perdas,
uma distribuigdo de impedancia normalizada (z = zr + iz;) que independe de seu
espectro ser Poisson ou GOE, assim como no ensemble de LMS para P(6). Como
discutido anteriormente, a abordagem via impedancia normalizada tem como vanta-
gem em relacao a matriz-S o fato das flutuacoes nao dependerem do acoplamento,

apenas da absorcao. Para valores intermediarios de absorcao, ZAO mostraram que
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P(z;) sofre uma transicdo de uma distribuigdo lorentziana em baixas perdas para
uma distribuicao gaussiana quando a absorcao aumenta. Essa transicao foi também
prevista independentemente por Fyodorov e Savin [72]. Por outro lado, P(zg) exibe
um pico assimétrico que se desloca para valores crescentes de zr a medida que a
absor¢ao aumenta. Resultados experimentais para P(zg) e P(z;) foram publicados
pelo grupo da Universidade de Maryland (EUA) em 2005 [11] em bilhares caéticos
(1/4 de um “travesseiro” ou “gravata borboleta”). Os resultados mostraram um bom
acordo com o modelo de ZAO, o que foi considerado como uma demonstracao de que
as previsoes para as propriedades da impedancia normalizada seriam universais para
todos os sistemas classicamente cadticos.

Como na referéncia [11], realizamos mediges nas quatro cavidades discutidas na
secao anterior, em dois niveis de absor¢cao. Um com a cavidade vazia e outro com
absorvedores no interior, mantendo a mesma razao entre os volumes dos absorvedores
e das cavidades. Infelizmente, a teoria de ZAO nao fornece uma expressao tao clara
quanto a distribuicao conjunta para a matriz-S. Assim, para ajustar nossos dados, es-
colhemos férmulas qualitativas mais simples. Por exemplo, como P(z;) supostamente
deve exibir uma transicao entre um regime lorentziano e outro gaussiano, escolhemos
para ajuste dos dados experimentais uma fung¢ao do tipo pseudo-Voigt, composta por

uma combinacao das distribuicoes lorentziana e gaussiana,

P(2) = pL(x) + (1 - p)G(x), (4.17)

onde p representa o peso da distribuicao lorentziana. Para o caso de zg, a distribuicao

com pico assimétrico serd ajustada pela combinacao linear
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P(z) =nC(x) + (1 —n)S(x), (4.18)

onde C(x) é a funcao de Chesler-Cram, dada por

C(z) = Ac[e*(zéil) + B[1—0,5[1 — tanh[ky(z — x)]]]eOPkslle=walt@=eall) (4 19)

e S(x) é a fungao sigmoidal dupla assimétrica

1 i - 1 |
T expl—(o = oot w2 wsl T+ exp[—( — 2o — wi /D) ws]
(4.20)

Essas duas funcoes sao comumente encontradas na literatura para ajustes de picos

assimétricos. Em detrimento, temos um numero excessivo de parametros de ajuste.

4.4.1 Flutuacoes da impedancia em bilhares de micro-ondas

Com base nos experimentos descritos na referéncia [11], escolhemos faixas de
frequéncias adequadas para cada geometria, fazendo estatisticas em dezenas de dife-
rentes posicoes da antena.

Os simbolos nas figuras 4.19, 4.20, 4.21 e 4.22 mostram as estatisticas P(zr) e
P(zg), nas faixas de frequéncia indicadas, medidas nos quatro bilhares, respectiva-
mente, no retangulo, no triangulo equilatero, no triangulo irracional e no bilhar de
Sinai, para dois valores de absorcao cada uma. As linhas sélidas sao ajustes de quali-
dade inquestionavel com as equagoes (4.17) e (4.18), respectivamente, para as partes

imagindaria e real da impedancia normalizada. Todos os quatro bilhares exibem as



89

mesmas propriedades previstas pelo modelo de ondas aleatérias de ZAO [67], inde-
pendentemente da geometria. No apéndice C encontram-se os valores dos parametros

de ajuste da equagao (4.18) para cada bilhar.

Figura 4.19: Simbolos: P(z;) (a esquerda) e P(zg) (a direita) medidas no retangulo
no intervalo de frequéncia indicado, para dois niveis de absorcao. Circulos azuis:
cavidade vazia. Quadrados vermelhos: cavidade com absorvedores. As linhas sélidas
sao ajustes com a distribui¢ao pseudo-Voigt (P(z7)) e com a combinacao linear das
fungoes de Chesler-Cram e sigmoidal dupla assimétrica (P(zg)).

Figura 4.20: Simbolos: P(z;) (a esquerda) e P(zg) (a direita) medidas no triangulo
equildatero no intervalo de frequéncia indicado, para dois niveis de absorcao. Circulos
azuis: cavidade vazia. Quadrados vermelhos: cavidade com absorvedores. As linhas
sélidas sao ajustes com a distribuigao pseudo-Voigt (P(zr)) e com a combinagao linear
das fungoes de Chesler-Cram e sigmoidal dupla assimétrica (P(zg)).
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Figura 4.21: Simbolos: P(z;) (a esquerda) e P(zg) (a direita) medidas no triangulo
irracional no intervalo de frequéncia indicado, para dois niveis de absor¢ao. Circulos
azuis: cavidade vazia. Quadrados vermelhos: cavidade com absorvedores. As linhas
sélidas sao ajustes com a distribuigao pseudo-Voigt (P(zr)) e com a combinagao linear
das fungoes de Chesler-Cram e sigmoidal dupla assimétrica (P(zg)).

Figura 4.22: Simbolos: P(z7) (a esquerda) e P(zg) (a direita) medidas no bilhar de
Sinai no intervalo de frequéncia indicado, para dois niveis de absor¢ao. Circulos azuis:
cavidade vazia. Quadrados vermelhos: cavidade com absorvedores. As linhas sélidas
sao ajustes com a distribui¢ao pseudo-Voigt (P(z7)) e com a combinagao linear das
fungoes de Chesler-Cram e sigmoidal dupla assimétrica a (P(zg)).

4.5 Discussao

Apresentamos neste capitulo um conjunto de resultados experimentais indicati-

vos de que as estatisticas de espalhamento nao diferenciam geometrias cadticas e
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integraveis. Esse fato é intrigante, uma vez que a vasta maioria de modelos tedricos
e testes experimentais referem-se a sistemas classicamente cadticos. Suporte tedrico
para uma onipresenca das distribui¢oes ocorre no regime ideal da cavidade sem perda:
Tanto o ensemble de LMS para a matriz-S [71] quanto o modelo de ondas planas
aleatérias de ZAO para a matriz Z [67] preveem estatisticas de espalhamento iguais
para espectros nao correlacionados (Poisson) e correlacionados via GOE. A pergunta
que obviamente se coloca aqui é: Nossos resultados experimentais nas diferentes geo-
metrias investigadas sao evidéncias de que P(R), P(6), P(zgr) e P(zr) nao diferenciam
caos de nao caos também na presenca de absorcao? Para jogar luz nesse cenario com-
plexo, vamos discutir aqui o papel de nosso aparato experimental. Uma cavidade
com uma antena, por exemplo, poderia representar um bilhar de Sinai com um disco
quase puntiforme. Teriamos, entao, realizado experimentos fisicos inevitavelmente
cadticos? Nesse caso, a aparente universalidade observada nos experimentos nao se-
ria surpreendente. Para abordar aqui essas questoes, que tomaram parte em longo
debate com arbitros anonimos de nosso manuscrito recentemente publicado na Scien-
tific Reports (capa do artigo no apéndice F), realizamos uma série de experimentos
em temperatura ambiente e em 77 K, com antenas de dois tamanhos, nos quais medi-
mos as distribui¢oes de espacamentos P(s), de intensidade P(I), e de reflexao P(R).
Os resultados sao apresentados a seguir, juntamente com experimentos numéricos
correspondentes. Contudo, essa discussao deve ser antecedida por um histérico do

problema do bilhar com espalhador puntiforme.

O bilhar com uma singularidade puntiforme ficou conhecido como bilhar de Seba,

introduzido em 1990 [73]. No limite cléssico, as trajetérias que atingem o espalhador
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puntiforme dentro de um retangulo possuem medida nula e nao afetam a entropia.
Assim, o sistema é classicamente integravel. Com métodos numéricos de 1990, Seba
obteve na quantizacao desse bilhar, contrariamente as conjecturas esperadas do “caos
quantico”, uma distribuigao P(s) do tipo do GOE e autofun¢oes desordenadas. No
mesmo volume daquela Physical Review Letters, Stockmann e Stein [6] introduziam
os bilhares de micro-ondas, mostrando resultados experimentais em um bilhar de Si-
nai e outro retangular que, para eles exibiam as esperadas estatisticas do GOE e de
Poisson, respectivamente. Desvios da estatistica de Poisson em pequenos valores de s
foram atribuidos a um baixo fator de qualidade das ressonancias (baixa resolucao es-
pectral) e acoplamento ruim com alguns modos (antena préxima a uma linha nodal).
No ano seguinte, um conjunto de tedricos de peso juntou-se a Stein e Stockmann para
publicar, como Rapid Communication na Phys. Rev. A [74], resultados no retangulo,
agora medidos em 69 diferentes posicoes da antena. Esses autores dividiram o es-
pectro experimental em trés fatias (5-10, 10-15 e 15-18 GHz) e “uma transigao da
distribui¢ao de Poisson até uma de Wigner” (GOE) fora observada, sendo confirmada
por um modelo que tomava a antena por um potencial tipo delta de Dirac. No ano
subsequente, Sridhar e colaboradores na Northeastern University (Boston, EUA) pu-
blicavam em [75] resultados afirmando que “o método de medi¢ao nao introduz caos
no sistema integravel”! Durante um bom tempo nao se ouviu falar mais sobre essa
controvérsia na literatura, uma vez que o interesse no caos dominou durante toda a
década de 1990. O problema da “estatistica singular”foi revisitado em uma série de
trés trabalhos pelo grupo de Marburg (Stockmann) em 2008, 2010 e 2011 [76], [77],
[78]. Os novos resultados seguiram as ideias de 1991, mas o terceiro finalmente con-

clui que no limite em que a energia “vai pra infinito” o espectro é Poisson! Em nossa



93

opinido, os espectros reforgam a ideia dos fundadores (Gutzwiller, Berry, etc.) de que
qualquer assinatura do caos em mecanica quantica deve ser procurada nos estados
altamente excitados, ou seja, no regime semiclassico. Embora esse regime possa ser
definido a partir de um comprimento de onda associado a particula no bilhar, o con-
junto da obra parece indicar que importancia deve ser dada a geometria do contorno
0f) do bilhar, como na mecanica classica. Para aqueles acostumados a experimentos
numeéricos, tornou-se pratica comum caracterizar o inicio do regime semiclassico a
partir das estatisticas produzidas por faixas de energia de mesmo tamanho. Calcu-
lando, por exemplo, P(s), sistematicamente a partir de estados mais baixos, o regime
semiclassico tera sido atingido quando dentro de alguma precisao, a estatistica obser-
vada para uma faixa de energia reproduzir a da faixa anterior, indicando que P(s)
convergiu, podendo, entao, ser associada a uma caracteristica quantica da geometria
estudada. Um processo como esse em experimentos fisicos tem uma limitagao bem
mais severa, pois as perdas em um sistema real impedem a exploragao experimental
dessa convergéncia. No caso numérico, o limite é imposto pela precisao do método.
Para se ter uma ideia, os melhores experimentos fisicos com cavidades 2D supercon-
dutoras acessam pouco mais de 1000 ressonancias, enquanto que métodos numéricos
de fronteira permitem a manipulagao de espectros com centenas de milhares de au-
tovalores, uma diferenca brutal! Estariam, entao, os experimentos em bilhares de

micro-ondas confirmando as previsoes tedricas?

4.5.1 Retangulo

As solugoes exatas do bilhar retangular quantizado foram de grande importancia

na época das primeiras investigagoes sobre o caos quantico [69]. Ao longo das 3
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ultimas décadas, foram realizados diversos experimentos com micro-ondas em cavida-
des retangulares para melhor entendimento da teoria [6], [74], [79] e [80]. As solugdes
da equacgao (3.2) podem ser obtidas facilmente para este contorno, de modo que as

autofungoes sao dadas por

G = iS.en(mmr;/a)sen(mry/b), (4.21)

Vab

onde m, n = 1,2,3,... sao os numeros quanticos associados as diregoes x e y, e 0s
parametros a e b sao os comprimentos da base e altura do bilhar, respectivamente.
Com as solugoes para k,, e partir da relagao de dispersao w, = ck,, podemos obter

as autofrequéncias do sistema,

Fn = 5/ (m/af + (002, (4:22)
onde ¢ & velocidade da luz no vacuo.

Para nossos experimentos, as dimensoes utilizadas de a = 41 cm e b = 29 cm foram
convenientemente escolhidas baseadas em trabalhos anteriores, e assim em torno de
103 ressonancias sao obtidas na faixa de 2 — 18 GHz, com a frequéncia do estado
fundamental f; = 0,6331 GHz. Os outros bilhares tiveram numeros de estados e
valor da frequéncia fundamental semelhantes para a faixa considerada. Os detalhes
destas quantidades estao no apéndice D.

Na figura 4.23 ha os espectros de 3 posicoes de antenas em diferentes faixas de
frequéncia. Em (a) é exposto como as ressonancias aparecem para cada antena, onde
observa-se diferentes amplitudes para a mesma frequéncia, e isto depende da inten-
sidade do campo elétrico naquele ponto especifico. Entao, se a antena for colocada

sobre uma linha nodal da fungao de onda de uma dada ressonancia, esta nao vai
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ser detectada. Observa-se também que os minimos nao acontecem no mesmo ponto,
onde esse shift é causado pela perturbacao da antena no sistema. Nesta faixa de
2 — 2,5 GHz, é possivel obter a partir da equagao (4.22), oito autofrequéncias, as
quais sao indicadas em verde na figura. As duas primeiras ressonancias calculadas
sao 2,09961 GHz e 2,100063 GHz, e ao comparar estes resultados com os espectros,
observamos que a limitacao do experimento devido as perdas nas paredes faz com
que apenas uma frequéncia seja observada. O alargamento das lorentzianas aumenta
com a frequéncia, e em conjunto com diferentes shifts e acoplamentos das antenas,

os espectros tomam as formas mostradas nas imagens inferiores da mesma figura.

Espacamento de primeiros vizinhos

Na coluna & esquerda da figura 4.24, estao as P(s)’s para os espectros das antenas
citadas acima, onde a curva em vermelho é a distribuigdo do GOE (equagao (3.15))
e a curva em azul é a distribui¢do de Poisson (equacao (3.14)). Em (d) estd o P(s)
médio das 3 posicoes da antena. As duas curvas foram deduzidas para o regime
semiclassico, ou seja, em estados altamente excitados, que sejam bem distantes do
estado fundamental. Os numeros de ressonancias detectadas por cada posi¢ao da
antena, sao ~ 2/3 da quantidade que é exatamente calculada no intervalo de 3 — 10
GHz. A P(s) para este caso encontra-se na figura 4.24(e). A distribuigao espectral do
retangulo tem a forma Poissoniana com tendéncia mostrada na figura 4.24(f), onde
para realizar a estatistica, utililizamos 1 x 10° autovalores de energia e descartamos

os 5 mil primeiros.



96

Figura 4.23: (a) As linhas sélidas sao espectros R(f) medidos em trés diferentes
posigoes da antena no retangulo. Os triangulos verdes marcam as ressonancias cal-
culadas exatamente. (b) e (c), espectros R(f) em frequéncias altas.

Intensidade

Em trabalhos experimentais da década de 90, foram realizadas medic¢oes de fungoes
de onda em diferentes bilhares e argumentava-se sobre a capacidade de realizar tais
experimentos em geometrias arbitrarias, o que nao seria possivel através de simulagoes
numéricas [81], [82], [56] e [83]. Nesta se¢ao vamos comparar as fungoes de onda para
o bilhar retangular obtidas de forma exata (equacao (4.21)), e experimentalmente

através de uma técnica perturbativa proposta por Slater e colaboradores na década
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Figura 4.24: A curvas sélidas em vermelho e azul sao as distribuiges do GOE e
Poisson, respectivamente. (a), (b) e (¢): P(s) de espectros de diferentes posigoes da
antena no retangulo. (d) P(s) médio das antenas citadas. (e) P(s) numérico de auto-
energias calculadas na mesma faixa de frequéncia das distribui¢oes experimentais. (f)
P(s) numérico para o bilhar retangular, realizado com 1 x 10° auto-energias acima
das 5 mil primeiras.

de 50 [64], no qual um pequeno objeto metdlico é colocado na posigao p dentro
da cavidade. Uma ressonancia prevista para ocorrer em uma frequéncia fj, ocorre
em uma frequéncia f(p) devido a presenga do objeto metalico. Para uma pequena

esfera, o shift da frequéncia dependera de seu volume 1}, também como dos campos

eletromagnéticos na posicao g, e assim podemos escrever,
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fo = F2(0) = 3f3VoEZ(p). (4.23)

Nosso objetivo foi o de medir a intensidade do campo elétrico, I(p) = I(z,y) =
E?(z,y)/(E?), para um determinado modo, ou seja, o qual estd associado a uma
frequéncia de ressonancia com determinados nimeros quanticos. O modo escolhido é
o (m,n) = (3,5) no retangulo, o qual corresponde ao vigésimo oitavo estado excitado,
f = 2,8075 GHz, em que sua funcao de onda associada gb%gf)) calcula-se através da
equagao (4.21) e mostrada na figura 4.25(a). Para a medigao experimental, é apenas
necessario medir a intensidade do campo elétrico em 1/4 da édrea do bilhar, ja que
devido as simetrias presentes na geometria, as intensidades nas outras regioes serao
obtidas por operacoes de reflexao. O procedimento consistiu em posicionar a antena
no centro do bilhar, distribuir uniformemente 753 marcagoes na regiao ao qual f(p)
seria medido, e finalmente em cada marcagao um pequeno ima fora aproximado para
atrair a pequena esfera metdlica contida na cavidade. Em cada posicao que o ima
atrala a esfera, um novo valor de f era medido. Os valores obtidos variaram de
2,79723 GHz a 2,80135 GHz, onde este ultimo valor é o f; citado acima, o qual sao
medidos com a esfera perturbadora proxima a linha nodal da fronteira do bilhar.
A figura 4.25(b) exibe a intensidade do modo (3,5) na cavidade de micro-ondas, o
qual apresenta um bom acordo qualitativo com aquele calculado exatamente. E o fj
medido, 2,801 GHz, também mostra um bom acordo com a frequéncia calculada pela
equagao (4.22), fi5 = 2,8075 GHz.

A seguir, iremos tratar sobre as distribui¢oes da intensidade das ondas no ex-
perimento numérico e no experimento fisico. Como mencionado no capitulo an-

terior, é conjecturado que a intensidade de uma tnica funcao de onda espalhada
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Figura 4.25: Intensidades calculadas (a) e medidas (b) do modo com nimeros
quanticos (m,n) = (3, 5) no retangulo. Para o resultado experimental, a antena
foi posicionada em um maximo de intensidade local e medido em um quadrante com
795 pontos. Os outros quadrantes foram preenchidos pela reflexao apropriada do
quadrante medido.

em um bilhar classicamente cadtico segue a distribuicao universal de Porter-Thomas
(equagao (3.27)). Por outro lado, as intensidades das geometrias integraveis nao sao
distribuidas universalmente. Para o retangulo, referente ao calculo numérico ilustrado
na figura 4.25(a), onde a intensidade (I = ¢%375)) fora plotado em 214950 pontos do
dominio, o que resulta em um P(I) mostrado na figura 4.26(a). Como esperado [56],
a intensidade ¢ truncada em I ~ 4. Ja para a intensidade dos campos elétricos na
cavidade de micro-ondas, a baixa resolucao espacial resulta em um experimento li-
mitado. A intensidade mostrada na figura 4.25(b) é distribuida em apenas em 3178
pontos do dominio, o que impede um melhor acordo com o resultado teérico. O
P(I) experimental é representado por circulos sélidos na figura 4.26(b), e como es-
perado, ha um grande desvio ao resultado tedrico. Em ambas as imagens da figura

4.26, a distribuicao de Porter-Thomas foi adicionada a titulo de comparacao com os

experimentos.
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Figura 4.26: Simbolos: Distribuigdes das intensidades calculadas (a) e medidas (b)
para o retangulo. A linha sélida preta é um ajuste para os dados calculados com
uma combinacao linear de exponenciais decrescentes. A linha tracejada vermelha é a
distribuicao de Porter-Thomas.

4.5.2 Triangulo irracional

O préximo bilhar de micro-ondas analisado é o triangulo irracional descrito ante-
riormente. Calculamos que em torno de 103 ressonancias sao encontradas na faixa de
2 — 18 GHz, com frequéncia do estado fundamental f; = 0,7411 GHz. Os calculos
das frequéncias foram realizados pelos métodos de elemento finito [42] e um método
de fronteira [43], os quais foram cedidos por integrantes do grupo de pesquisa que
fago parte. A figura 4.27(a) exibe 3 espectros de R x f para diferentes posigoes da
antena, e assim como no retangulo, observamos shi fts entre as ressonancias de cada
espectro, também como o acoplamento com cada modo é significativo na amplitude
dos minimos. Em (b) e (c) da mesma figura, observamos novamente que devido a
absorcao das ondas pelas paredes da cavidade, a mesma ja nao consegue resolver bem
as ressonancias, também como verifica-se que com o aumento da frequéncia, os shi fts

tornam-se mais pronunciaveis.
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Figura 4.27: (a) As linhas sélidas sao espectros R(f) medidos em trés diferentes
posi¢oes da antena no triangulo irracional. (b) e (c), espectros R(f) em frequéncias
altas.

Espacamento de primeiros vizinhos

Na coluna & esquerda da figura 4.28, estao os P(s)’s para os espectros das antenas
citadas acima, onde a curva em vermelho é a distribuigdo do GOE (equagao (3.15))
e a curva em azul é a distribuigdo de Poisson (equagao (3.14)). Uma média destas 3
distribuigoes é mostrada na figura 4.28(d). Assim como no retangulo, os nimeros de
ressonancias detectadas por cada posigao da antena, sdo ~ 2/3 da quantidade que é
calculada numericamente no intervalo de 3—10 GHz, o P(s) para este caso é mostrado

na figura 4.28(e). Mesmo com um baixo nimero de ressonancias que se encontram
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proximas ao estado fundamental, as distribuicoes ja exibem o carater esperado para
o regime semiclassico (GOE). Na figura 4.28(f), temos como resultado do célculo

numérico [40], o P(s) com 145 x 10? autovalores acima dos primeiros 5 x 103.

Figura 4.28: A curvas sélidas em vermelho e azul sao as distribuigdes do GOE e
Poisson, respectivamente. (a), (b) e (c¢): P(s) de espectros de diferentes posigoes
da antena no triangulo irracional. (d) P(s) médio das antenas citadas. (e) P(s)
numérico de auto-energias calculadas na mesma faixa de frequéncia das distribuicoes
experimentais. (f) P(s) numérico realizado com 145 x 10 auto-energias acima das 5
mil primeiras.
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Intensidade

Assim como realizado para a cavidade retangular, iremos comparar a intensidade
de um modo ressonante calculado numericamente, com as medicoes no bilhar de
micro-ondas. O modo escolhido corresponde ao vigésimo estado excitado, 3,284 GHz,
o qual foi calculado pelo método de elemento finito, e a maior frequéncia medida na
cavidade tem o valor 3,270 GHz, que é verificada quando a esfera que perturba o
sistema, passa por uma linha nodal da onda correspondente a este modo. A figura 4.29
exibe em (a) o modo calculado numericamente, e em (b) a intensidade na cavidade.
Mesmo com a baixa resolucao da medicao experimental, observamos um bom acordo

visual com (a).

Figura 4.29: Intensidades calculadas (a) e medidas (b) do 29 © estado excitado no
triangulo irracional. Para o resultado experimental, a antena foi posicionada em um
maximo proximo ao centroéide.

A seguir, iremos analisar as distribuigoes destas intensidades. Embora este triangulo
irracional seja classificado como fortemente misturador do ponto de vista classico,
a conjectura de Porter-Thomas pode ser utilizada aqui, ja que para este bilhar, as
flutuagoes espectrais comportam-se similarmente aos bilhares cadticos quantizados.
A figura 4.29(a) é formada por 413799 pontos no dominio, e a distribuigdo desta

intensidade é mostrada na figura 4.30(a), onde verificamos um bom acordo com a
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conjectura para o caso caodtico, e o pequeno desvio deve-se ao fato de nao ser um
modo bem espalhado, o qual é uma condicao da teoria. A medicao experimental foi
realizada em 1037 pontos espalhados pelo dominio, ou seja, em 1037 posicoes deslo-
camos uma pequena esfera contida na cavidade e gravamos a intensidade do campo a
essa perturbacao. A distribuicao P(I) é mostrada na figura 4.30(b), onde observamos
um desvio da curva de Porter-Thomas. Como no caso do retangulo, a baixa resolugao

espacial impede a realizacao de uma estatistica mais robusta.

Figura 4.30: Simbolos: Distribuigdes das intensidades calculadas (a) e medidas (b)
para o triangulo irracional. A linha sélida vermelha é a distribuigao de Porter-
Thomas.
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4.5.3 Triangulo equildtero

Espacamento de primeiros vizinhos

O terceiro bilhar poligonal utilizado em nossos experimentos, foi o triangulo
equildtero de lado 48 cm, como ilustrado na figura 4.4(b). Com estas dimensoes,
a frequéncia do estado fundamental tem valor de 0,4164 GHz e 1113 ressonancias
estao presentes na faixa de 2 — 18 GHz. Na figura 4.31(a) e (b) sdo mostrados espec-
tros para uma posicao arbitraria da antena, e em (c), tem-se P(s) com apenas 116
ressonancias detectadas no intervalo de 3 — 10 GHz, onde se constata um bom acordo
com a curva do GOE. Os niveis de energia para esta geometria foram calculados em

[84], 0s quais podem ser escritos em termos de &% como

B 1672
9

k? (m?* 4+ n* — mn), (4.24)

onde percebe-se que essa expressao permite a existéncia de degenerescéncias, de modo
que a distribuicao de espacamento espectral depende fortemente da faixa de energia
considerada. Para melhor compreensao do resultado da figura 4.31(c), calculamos
uma série de autovalores a partir da equagao (4.24), e selecionamos os primeiros 500
pontos da série, de maneira que os estados degenerados fossem contabilizados apenas
uma vez. Este procedimento de ignorar as degenerecéncias busca reproduzir a falta de
resolucao da cavidade que ndo consegue detecté-las. O P(s) para este caso numérico

é mostrado na figura 4.31(d), o qual se assemelha a aquele da medigao experimental.
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Figura 4.31: (a) e (b) espectros R(f) da mesma antena em diferentes faixas de
frequéncia no triangulo equildtero. (c) P(s) experimental de uma tunica antena. As
curvas em vermelho e azul sao as distribuicoes do GOE e Poisson, respectivamente.
(d) P(s) numérico com os primeiros 500 autovalores.

Intensidade

Ao realizar numericamente a estatistica da distribuicao da intensidade de um
modo ressonante, observa-se como esperado, o truncamento de P(I) para um bilhar
integravel. O modo ressonante de nimeros quanticos (m,n) = (8,10) é mostrado na
figura 4.32(a), o qual apresenta frequéncia de ressonancia associada de 3,8162 GHz.
A distribuicao da intensidade para este caso é mostrado na imagem ao lado, onde
observamos o truncamento em I ~ 5 e também o seu desvio em relagao a conjectura

de Porter-Thomas para o caso cadtico.
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Figura 4.32: (a) Intensidade calculada no 52 ° estado excitado no triangulo equilétero.
(b) Simbolos sao o P(I) calculado. O comportamento nao universal da distribuigao
de intensidade no triangulo equildtero (integravel) é ajustado com uma combinagao
linear de exponenciais decrescentes (linha sélida preta).

4.5.4 Bilhar de Sinai

As imagens na figura 4.33 exibem espectros de uma antena posicionada no bilhar
de Sinai que fora utilizado nesta tese. De forma andloga as cavidades poligonais,
observa-se o alargamento das ressonancias a medida que os valores de f aumentam,

também ha diferentes acoplamentos dos modos com a antena.

Figura 4.33: (a) e (b) espectros R(f) da mesma antena em diferentes faixas de
frequéncia no bilhar de Sinai.
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A distribuicao de espacamento espectral nao nos traz nada de novo para esta
geometria, onde por ser um bilhar cadtico ja estudado em espalhamento de micro-
ondas [9], o mesmo nos auxiliou a fim de comparar com os resultados ja conhecidos
e para interpretacao dos experimentos em geometrias poligonais, como vimos neste
capitulo.

Com a intencao de mostrar que nosso experimento numeérico foi realizado com boa
acuracia para o caso da distribuicao da intesidade em bilhares poligonais, mostramos
na figura 4.34(a) o modo ressonante do 163 © estado excitado do bilhar de Sinai, o
qual corresponde a frequéncia f = 6,7706 GHz. A distribuicao de intensidade desta
onda é exibida na figura 4.34(b), onde verifica-se a boa concordancia com a conjectura

para o caso de um bilhar caotico.

Figura 4.34: (a) Intensidade calculada no 163 ° estado excitado no bilhar de Sinai.
(b) Simbolos sdo o P(I) calculado. O modo estendido no bilhar de Sinai (cadético)
segue a distribuic¢ao universal de Porter-Thomas.

Com o que fora mostrado até aqui neste capitulo, a combinagao de fatores como
shifts de ressonancias, acoplamento ruim entre modos ressonantes e antena, e prin-
cipalmente o fato de frequéncias muito préximas nao serem distinguiveis, ha indicios

de que as propriedades estatisticas do processo de espalhamento por um canal sejam
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independentes da distribuicao de niveis espectrais para cavidades com absorcao. Esta
independeéncia das propriedades espectrais do bilhar ocorre quando se considera o li-
mite ideal do caso sem perdas. Como ja mencionado, a abordagem proposta em [71],
o qual parte do ensemble analitico-ergédico de matrizes S = €%, obtém uma expressao
para a distribuigao de fase (equagao (4.16)) que é independente se as distribuigdes
de espacamento sao do tipo Poisson ou GOE. Nos nossos experimentos, mesmo com
as pequenas perdas em baixas frequéncias, utilizamos a expressao citada acima para
ajustar os dados das distribuicoes de fase para as diferentes cavidades, e observamos
um bom acordo como mostrado na figura 4.18. Como também j4 citado, o modelo de
ondas aleatdrias proposto na referéncia [67] prevé que as flutuagoes de impedancia do
caso sem perdas, serao as mesmas para distribuigoes de espacamento do tipo Poisson
ou GOE. O regime em que ha maiores niveis de absor¢ao, devem ser analisados com
mais detalhes.

Como ja mencionado, devemos questionar se a montagem experimental poderia
inserir elementos cadticos que comprometeriam a interpretacao das distribuicoes me-
didas. Como exemplo tem-se a possibilidade de a antena atuar como um centro
espalhador, de modo que o contorno do bilhar seja efetivamente mudado, em especial
para altas frequéncias, se o comprimento de onda torna-se comparavel ao tamanho
da antena. Do apéndice D, temos que os menores comprimentos de onda em nossos
experimentos sao maiores do que 16 mm, enquanto que a antena tem um diametro
de apenas 0,94 mm. E além disso, como ja indicado, nao hé acoplamento se a antena
¢é colocada sobre uma linha nodal de um particular modo ressonante. Geralmente
realizam-se médias das quantidades medidas para evitar esses problemas, e assim a

posicao da antena é variada com esse propésito. Além do que, nao é possivel contar
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o numero correto de modos a pequenas distancias, por conta do nivel de absorcao da
cavidade. Para o caso das estatisticas de impedancia normalizadas, como o acopla-
mento da antena nao é levado em conta, salientamos que a absor¢ao sozinha pode ser
a causadora da falsa evidéncia.

As medigoes realizadas para ambas as matrizes S e z se deram em intervalos de
frequéncia relativamente curtos, isto é, 0,5 GHz < Af < 2,0 GHz. Para uma medicao
de uma distribuicao de espalhamento, este intervalo é aceitavel. Embora, dada as li-
mitacoes do experimento, como ja exposto, o Af pode nao ser suficientemente repre-
sentativo para uma distin¢ao entre o espectro correlacionado e o descorrelacionado.
Para discutir esses possiveis problemas, medicoes adicionais foram realizadas para 3
alturas diferentes da antena, as quais sao h = 1,0, 4,1 e 6,0 mm, e em duas tempera-

turas, 77 e 293 K.
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4.5.5 Medidas em bairas temperaturas

Como ja comentado neste capitulo, um pequeno objeto metalico colocado em uma
posigao p dentro da cavidade, causa uma perturbacao no espectro da cavidade através
de shifts de frequéncias [64]. Quando este objeto tem a forma de uma agulha, o shi ft
¢é aproximadamente proporcional ao quadrado do campo elétrico na posicao g, e além
disso, este efeito é pequeno se a agulha é perpendicular ao campo. Nas imagens a
direita da figura 4.35 é mostrado esquematicamente o perfil da antena de monopolo
de altura h, a qual penetra em uma cavidade de profundidade d. Em (a), tem-se o
espectro ruidoso do retangulo no intervalo de 5,0-5,5 GHz obtido através da menor
antena (h = 1,0 mm), que tem como objetivo minimizar o efeito da perturbagcao.
Ja em (b), quando a antena tem tamanho A = 4,1 mm, hd um melhor acoplamento
com o campo elétrico naquela posicao, o que causa um aumento na razao sinal-
ruido. Vale destacar que os dois espectros apresentados parecem ser estatisticamente
equivalentes ao cosiderar a distribuigao de espacamento. Os circulos sélidos em (b)
sado as frequéncias de ressonancia calculadas através da equacao (4.22), onde apenas
metade dessas sao observadas nos experimentos fisicos nesta faixa de frequéncia, e
que sdo obtidas por uma posicao particular da antena. Por fim, na figura 4.35(c) é
mostrado o caso de quando a antena toca a placa superior da cavidade (h = d), onde
somente nesta situacao que ha possibilidade de considerar o bilhar com um centro
espalhador. Observa-se que o espectro para este caso apresenta grandes desvios no
nivel de absor¢ao e nas posigoes das ressonancias.

Em experimentos com cavidades supercondutoras constatou-se como a absorcao
tem um papel fundamental para a detecao de ressonancias em pequenas distancias.

Para melhor entendimento deste fenomeno e sua relagao com o processo de espalha-
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Figura 4.35: Painéis a esquerda: coeficiente de reflexao medido no retangulo na faixa
de frequéncia de 5,0-5,5 GHz em temperatura ambiente. Painéis a direita: perfil das
placas superior e inferior da cavidade com profundidade d e com tamanho da antena
h. Para todas as cavidades, d= 6,0 mm. Os valores de h para as trés antenas sao
indicados nos painéis correspondentes a direita. Os circulos sélidos em (b) indicam
as posicoes das ressonancias calculadas exatamente.

mento, realizamos medi¢oes com uma cavidade imersa em uma caixa de isopor com
nitrogénio. Para este caso, as placas superior e inferior da cavidade tinham tamanhos
iguais e estavam presas entre si por parafusos, e este sistema foi mecanicamente iso-
lado do nitrogénio liquido através de uma fina particao, embora nao evacuado. Este
processo de resfriamento alcangou a estabilizagao térmica apds algumas horas. Com
a diminuigao da temperatura de 293 K (ambiente) para 77 K, a resisténcia superficial

no cobre cai por um fator de 3 ou 4. Consequentemente ha um ganho no fator de

qualidade da cavidade, o que pode nos elucidar sobre a questao de ressonancias muito
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proximas. Na figura 4.36 sao mostrados os espectros para as duas temperaturas ana-
lisadas em medi¢oes com as duas menores antenas citadas acima. As antenas foram
colocadas uma por vez na mesma posi¢ao ((z,y) = (10 cm, 7 ¢cm)), com a origem
em um dos cantos. Para h = 1,0 mm, o aparecimento de ressonancias proximas
sao claramente observadas no espectro a 77 K (figura 4.36(d)). J4 quando a antena
utilizada é a de altura h = 4,1 mm, observa-se que o espectro em baixa temperatura
exibe um nuimero bem maior de ressonancias se comparado com o caso medido em
temperatura ambiente (figura 4.36(a)). A medigdo em 77 K com a antena maior, é
mostrada na figura 4.36(b), também como as ressonancias exatas representadas por
circulos pretos.

Mostra-se abaixo como essas mudancas podem afetar a distribuicao de espacamento
no retangulo. Na figura 4.37, tem-se 3 distribuigoes de espacamentos obtidos a partir
de uma mesma posi¢ao da antena, onde no mesmo intervalo de frequéncias (5-10 GHz)
essas medigoes foram realizadas. Para melhor averiguar o desvio dos dados as curvas
de Possion e GOE, o eixo vertical das imagens fora colocado em escala logaritmica.
Em (a), estd o P(s) em temperatura ambiente e para h = 4,1 mm, onde apenas 148
ressonancias sao observadas, o que distoa das 303 que sao calculadas exatamente para
este intervalo. Observa-se que as medi¢oes para este caso nao se aproximam da dis-
tribui¢ao de Poisson. Em (b), quando hé a diminuigao da temperatura com a mesma
antena, o nimero de ressonancias aumenta para 285, no entanto, devido a maioria
dos grandes shi fts de frequéncias no surgimento dos multipletos, a medida nao é tao
préxima do resultado tedrico. Em (c), tem-se o P(s) para o caso em baixa tempera-
tura e h = 1,0 mm, onde apenas 188 ressonancias foram detectadas. Mesmo assim, a

tendéncia para a distribui¢ao de Poisson é mais evidente agora, e é confirmada pelas
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Figura 4.36: Coeficiente de reflexao medido no retangulo na faixa de frequéncia de
7,0-7,5 GHz, para as antenas com h = 1,0 e h = 4,1 mm em temperaturas T" = 293
K e 77 K, como indicado no painel. Os circulos sélidos em (b) indicam as posigoes
das ressonancias exatamente calculadas.

fungoes de espacamentos cumulativos mostradas na figura 4.38. Experimentos reali-
zados em cavidades supercondutoras com antenas de tamanho abaixo de h ~ 0,5 mm

[79], [85] e [86], conseguiram de fato observar a distribuigdo de Poisson em geometrias

integraveis. Ja em temperatura ambiente, a absorcao causa a aparente repulsao de
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niveis, e foi associado na época com a pseudo-integrabilidade de um bilhar com centro

espalhador [74].

Figura 4.37: Simbolos: distribuicao de espacamento de vizinhos mais proximos me-
dido no retangulo no intervalo de frequéncia 5-10 GHz, para os valores indicados da
altura da antena h e temperatura 7.

Por fim, a figura 4.39 apresenta distribuicoes dos coeficientes de reflexao para
uma unica posicao da antena e em duas temperaturas distintas. Em (a) tem-se as

distribuigoes para h = 4,1 mm, e em (b) o caso para h = 1,0 mm, onde nota-se que
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Figura 4.38: Simbolos: funcoes de espacamento cumulativas medidas no retangulo
com os valores indicados de temperatura e altura da antena. Linha sélida azul (ver-
melha) é o resultado tedrico de Poisson e GOE. A linha sélida preta é um plote da
fungao semi-Poisson Iy = 1 — [(1 4 2s) exp(—2s)], para comparagao.

todos os dados puderam ser ajustados novamente com a equagao (4.12). Observa-se
que nao ha diferenga significativa nas distribui¢oes com a antena menor, mesmo com

o aparecimento de mais ressonancias para o caso de baixa temperatura, as quais nao

sao resolvidas a temperatura ambiente.
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Figura 4.39: (a) Distribui¢do da medida do coeficiente de reflexdo no intervalo de 7-
7,5 GHz para a antena com h = 4,1 mm & temperatura de T' = 77 K (circulos azuis)
e T' = 293 K (quadrados vermelhos). Linhas sdo ajustes com a equagao (4.12) para
os valores indicados de parametros v (absorgao) e t (acoplamento). (b): O mesmo
como em (a), para a antena com h = 1,0 mm.

No apéndice E se encontram as informagoes técnicas sobre a montagem e execucao

dos experimentos de micro-ondas em cavidades de cobre.
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5 Conclusoes e perspectivas

Nesta tese realizamos experimentos numéricos e fisicos em sistemas dinamicos
dissipativos e conservativos, nos quais propriedades classicas e quanticas foram in-
vestigadas. No Capitulo 2, apresentamos estudos em cinco sistemas tridimensionais
dissipativos que compartilham em espacos biparamétricos a existéncia de centros de
periodicidade (CPs) (“periodicity hubs”). Dentro da precisao numérica dos expe-
rimentos, mapas de retorno discretos quase unidimensionais foram obtidos a partir
de maximos locais nas oscilagoes nao lineares em cada CP. Renormalizados ao in-
tervalo [0, 1], todos os mapas exibiram uma densidade invariante em forma de “U”,
embora os mapas tenham formatos diferentes. Mostramos que as densidades podem
ser ajustadas satisfatoriamente com uma combinacao linear das distribuigoes beta e
de Kumaraswamy. No caso do sistema de Rossler, fizemos também uma simulacao
analogica com circuito eletronico, em excelente acordo com a integracao numérica
via Runge-Kutta. Procuramos também CPs em modelo de dois modos de ondas de
spin (magnons) interagentes, sem sucesso dentro da janela de tempo dedicada ao
assunto. Dado o nimero de parametros (~ 10) nesse sistema, é possivel que CPs
estejam 1a para serem descobertos, com apelo de eventualmente serem observados em
experimentos de ressonancia ferromagnética de alta poténcia em isolantes magéticos,

por exemplo. Uma conexao dos fenomenos estudados com outras bifurcacoes de co-
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dimensao-2 [Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems, and Bifurcations of Vector
Fields, J. Guckenheimer and P. Holmes, Springer (1983)] poderia ser investigada em
estudos futuros. Sistemas conservativos fechados (bilhares) com simetria C3 foram
investigados numericamente e resultados preliminares apresentados no Capitulo 3. In-
troduzimos uma familia de triangulos equilateros com cantos arredondados por duas
elipses e mapeamos a ergodicidade de seus espacos de fase classicos através da cha-
mada medida relativa em uma secao de Poincaré. Tal espaco de fase pode exibir uma
transicao suave entre os casos integravel e cadtico. Na quantizacao desses bilhares, in-
troduzimos um esquema para ajuste das distribuigoes de espacamento entre primeiros
vizinhos P(s) em todos os estagios da transigao cldssica. Com fungoes base adequadas,
utilizamos um método de fronteira para separar singletos e dubletos nos espectros.
Em regime cadtico, confirmamos a conjectura de Leyvraz, Seligman e Smith de que
dubletos seguem o ensemble gaussiano unitério (GUE), apesar do sistema possuir a
simetria de reversao temporal. Finalmente, no Capitulo 4 apresentamos uma grande
colecao de dados experimentais para as estatisticas de espalhamento de uma porta em
bilhares de micro-ondas com geometrias diversas, trés poligonais (ndo cadticos) e uma
classicamente cadtica (bilhar de Sinai). Foram medidas as distribui¢oes P(R) (coefi-
ciente de reflexao), P(0) (fase da matriz-S), P(zg) (resisténcia normalizada) e P(z;)
(reatancia normalizada), em vérios niveis de absor¢ao e acoplamento. Verificamos
que nossos experimentos de espalhamento em temperatura ambiente sao incapazes de
distinguir uma geometria da outra. O papel desempenhado pelo aparato experimen-
tal foi discutido com base em experimentos adicionais em 77 K e para duas antenas
diferentes. Por um lado, os resultados sao globalmente consistentes com previsoes

tedricas existentes na literatura para o caso sem perdas. A possibilidade da nao dis-
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tingao entre espalhamento cadtico e nao cadtico para um nivel de absorcao arbitrario
¢ intrigante e desafiadora para ambos teoria e experimentos. Esperamos que cenarios
esclarecedores aparecam em futuro préximo. De nossa parte, gostariamos de realizar,
em particular, experimentos com duas portas, para investigar experimentalmente as

distribui¢oes das componentes nao diagonais das matrizes S e z.
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Apéndice A - Circuito eletronico -

sistema de Rossler

A implementacao do circuito eletronico realizado nesta tese que integra as equagoes
do atrator de Rossler se baseou na montagem da referéncia [87]. Enquanto o atrator
de Rossler é prontamente simulado com técnicas de computacao digital iterativas e
discretas em uma drea de trabalho moderna, usando pacotes de software como o MA-
TLAB, ele também pode ser simulado com hardware eletronico, de acordo com um
conceito bem conhecido; o da computacao analdgica continua. Um andlogo elétrico
completo do atrator de Rossler, conforme descrito pelas trés equagoes diferenciais
(equagao (2.11)), pode ser implementado com uma interconexao de apenas trés blo-
cos de construcao de circuito distintos, basicos e comuns; ou seja, o amplificador
somador, o integrador e o multiplicador analdgico. Este tltimo tem o papel de mul-
tiplicar duas diferentes tensoes, onde para o caso estudado é a nao linearidade zx das
equacoes do sistema de Rossler. Abaixo estd um esquema do circuito montado em
nosso laboratério.

As solugoes estacionarias de x, y e z continuas no tempo foram obtidas dentro da

faixa de operagao linear dos amplificadores operacionais e do unico chip multiplicador
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Figura A.1: Esquema do circuito eletronico que integra as equacoes do sistema de
Rossler. Indicados pela cor vermelha, os valores dos parametros a, b e ¢ sao dados
pelos resistores R6a, R10b e R13 (potenciometro), respectivamente.

anal6gico em fontes de alimentacao de +/— 15V. Utilizando resistores de valor padréao,
os valores de coeficientes a e b foram ajustados o mais préximo possivel dos valores que
localizam o centro de periodicidade discutido no capitulo 2, enquanto o coeficiente ¢ é
variado pelo usuario por meio de um potenciometro. Como vimos, pudemos encontrar
numericamente os valores dos parametros que localizavam um CP para o sistema
de Rossler, desse modo, a fim de comparacao, o calculo analégico foi realizado em
um valor do potenciometro que permitiu a aproximacao em até duas casas decimais
do valor ¢, = 10,57060 encontrado no experimento numérico. A figura A.2 ilustra
a distribuicao e funcao dos pinos no amplificador operacional e chip multiplicador

utilizados na montagem do circuito.
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Figura A.2: (a) amplificador operacional (amp op) de modelo TLO74CN. Aos pinos
4 e 11 é conectada uma fonte de tensao simétrica. (b) Chip multiplicador de modelo
ADG633AN. Os pinos 1 e 3 sao responsaveis em multiplicar as tensoes z e z.
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Apéendice B - Parametro de
acoplamento t: tedrico X

experimental

Tabela B.1:  Comparagao entre o valor do parametro de acoplamento t extraido
de ajustes simultaneos de P(R) e P(f), e aqueles obtidos independentemente dos
valores medidos de 1 - (R). O nimero de diferentes posigoes da antena utilizado nas
médias foram 80, 40 e 82, respectivamente, para o retangulo, o triangulo irracional e
o triangulo equilétero.

| Bilhar | Faixa de frequéncia (GHz) | Acoplamento ¢ | Medido 1 — (R) [ ¢/(1 — (R)) |

Ret. 17,0-18,0 0,920 0,74 1,24
T L 15,8-16,8 0,983 0,84 1,17

15,7-16,7 0,950 0,34 1,13
Ret. 2,6-3,6 0,016 0,0164 0,08
T. L 1,0-4,5 0,045 0,0213 211
T. E. 2,838 0,020 0,0160 1,25
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Apéndice C - Parametros da

funcao de ajuste para zp

Tabela C.1: Parametros de ajustes das curvas identificadas por ) nos painéis a direita
das figuras 2.20, 2.21, 2.22 e 2.23. T. I. = Triangulo irracional, T. E. = Triangulo
equilatero.

’Bilhar\n\Ac\xl\w\B\k‘g\xg\k:g\xg\AS\xc\wl\wQ\wg‘
Ret. 10,72/0,35(0,33| 0,03 |1,11]4,65]0,96|0,900,86(3,93(0,49|0,54|0,05|0,16
Ret. 10,24/0,96(1,19| 0,02 |2,41|8,54]0,62|6,73|1,04(1,86(0,97|0,39|0,06 | 0,22
I 0,7210,39|0,41| 0,01 {1,24(4,42/0,93|1,13]0,98(3,81|0,51{0,56|0,03 (0,14
I. [0,29/0,62|1,24| 0,05 |{7,80]9,74/0,71|5,11]0,96(1,29|1,05|0,31|0,05|0,08
E. 10,62|0,81(0,28(0,003|1,01(21,9|0,75|1,44(0,87|3,36|0,53|0,40|0,03|0,04
T.E. [0,18]1,08]0,97/0,002|5,70/10,9/0,80(6,21|1,06|1,89|1,13(0,30|0,09|0,15
Sinai [0,68]0,15|0,48|0,009|17,5/1,68|1,46|2,57|0,82|4,61|0,80(0,45|0,05|0,16
Sinai [0,12]1,98|0,74|0,006|3,79|34,4|0,85(4,05|0,99|1,72|0,97(0,39|0,02|0,10

S5 5
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Apéendice D - Modos ressonantes

das cavidades de micro-ondas

Tabela D.1: Parametros calculados dos bilhares experimentalmente investigados nesta
tese: f; é a frequéncia do estado fundamental, f,, (fy/) é a menor (Maior) auto-
frequéncia no intervalo de 2-18 GHz acessado nos experimentos, A, (Ays) é 0 corres-
pondente comprimento de onda, N, (Ny/) é o nimero de modos ressonantes abaixo
de 2 GHz (18 GHz), ¢ AN = Ny, — N,,.

Bilhar fi (GHz)| f, (GHz) | fr (GHz)[A; (cm)[Ag(cm)|[N.| Ny [AN
Retangulo 0,6331 2,0996 | 17,9998 | 14,2785 | 1,6655 | 12 |1306|1294
Triangulo Equilatero| 0,4164 | 2,0819 | 17,9912 | 14,4000 | 1,6663 | 14 |1127|1113
Triangulo Irracional | 0,7411 2,0327 | 17,9972 | 14,7484 | 1,6658 | 9 1048|1039
Sinai 0,8342 2,0821 | 17,9992 | 14,3987 | 1,6656 | 10 |1220|1210
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Apeéendice E - Métodos

experimentais

Nossas cavidades sao compostas de duas placas de cobre polido que sao separa-
das por barras de largura de 6,0 mm, as quais definem a geometria planar. Para a
excitacao da cavidade, usamos uma antena de sonda de linha coaxial padrao, con-
sistindo de um conector SMA fémea de dois furos com terminal de copo de solda
banhado a ouro, com um diametro externo de 1,22 mm (Fairview Microwave, modelo
SC7486). Um pequeno pedaco de fio de 0,94 mm de didmetro é soldado no termi-
nal do copo para que o condutor interno do conector coaxial seja estendido a uma
altura total de 4,1 mm na cavidade, perpendicularmente a placa inferior muito maior
(1200x600x2 mm? ), que repousa sobre o plano zy de uma mesa de madeira grossa.
Um buraco foi perfurado na mesa, para que a antena, fixada no centro da placa infe-
rior, pudesse ser alcancada por um cabo coaxial flexivel vindo de baixo. As paredes
da cavidade e a placa de Cu superior sao fixadas por um peso (60 kg) uniformemente
distribuido no topo da estrutura, definindo assim a posicao da antena em relacao as
paredes laterais. A radiacao de entrada é acoplada ao campo elétrico dos modos de

ressonancia da cavidade, que sao bidimensionais para frequéncias abaixo de 25 GHz.
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As matrizes complexas S e z foram medidas em dezenas de diferentes posicoes de
antena em cada bilhar, com um analisador vetorial (Anritsu, modelo 37247D VNA,
40 MHz - 20 GHz) na faixa de frequéncia de 2-18 GHz, dividido em 8 intervalos de 2
GHz. Cada medigao (2-4 GHz, 4-6 GHz, 6-8 GHz, 8-10 GHz, 10-12 GHz, 12-14 GHz,
14-16 GHz e 16-18 GHz) foi gravada com um intervalo de discretizacao de 1,25 MHz
e devidamente calibrados com dispositivos de precisao (Kit de calibragdo Anritsu N,
modelo 3653, que inclui as cargas Curta (Anritsu, modelo 23N50), Aberta (Anritsu,
modelo 24N50) e de Terminacao (50 2, Anritsu, modelo 28N50-2). A antena de mo-
nopolo e o0 VNA sao conectados através de um cabo coaxial tipo N flexivel (Anritsu,
modelo 3670N-2) e um adaptador coaxial N fémea-SMA macho (Fairview Microwave,
modelo SM4265). Os absorvedores de micro-ondas utilizados nos experimentos sao
um material de espuma de poliuretano flexivel leve (Emerson & Cuming Microwave
Products, ECCOSORB LS-26 / SS-3 (0,8-18 GHz)), mantido no lugar por um adesivo
sensivel a pressao. Os dados foram gravados em um computador desktop através de
uma interface GPIB-USB-HS da National Instruments. Uma visao geral do aparato
experimental é mostrado na fotografia abaixo.

Para as medidas das flutuagoes da matriz-S no regime de baixa absorgao (f <
5 GHz), os trabalhos [9], [10] realizaram a subtragao do background gerado pela
conexao do cabo coaxial com o VNA. Seguimos o mesmo procedimento para todas as
cavidades, onde de cada espectro uma funcao senoidal foi subtraida, enquanto a fase,
a ela foi subtraida uma reta. Assim, as flutuagoes com < R >= 1 e da fase poderiam
ser tratadas com a equagao (4.12). A figura E.2 ilustra o procedimento de retirada

do background para uma posicao arbitraria da antena no bilhar retangular.
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Figura E.1: Fotografia do aparato experimental para as medidas de espalhamento. A
placa superior e paredes da cavidade do triangulo irracional sao erguidas, expondo as
tres fitas pretas dos absorvedores de micro-ondas.
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Figura E.2: Subtragao de backgrounds em baixas frequéncias de micro-ondas para a
medigao do coeficiente de reflexdo R (painéis a esquerda) e fase 6 da matriz S (painéis
a direita), para uma tnica posi¢ao da antena no retangulo. Painéis superiores: Linhas
azuis sélidas: Sinais medidos. Linhas pretas tracejadas: backgrounds deslocados para
cima, senoidal para R, linear para #. Painéis inferiores: Linhas sélidas vermelhas:
sinais medidos subtraidos pelo background correspondente. Os pontos pretos no
painel esquerdo inferior indicam as ressonancias calculadas.
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Apeéendice F - Artigo: Experimental

Microwave Scattering in Polygonal

Billiards
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Experimental Microwave Scattering
in Polygonal Billiards

R. B.doCarmo &F. M. de Aguiar

Fluctuations in the one-port scattering and normalized impedance matrices in three polygonal and one
chaotictime-reversal invariant microwave billiards are experimentally investigated, in several levels

of coupling and absorption, at room temperature and at 77 K. The observed distributions of reflection
coefficient, phase of the scattering matrix, resistance and reactance exhibit no fingerprint of a given
geometry. At low frequencies, the results are consistent with earlier theoretical models by Lépez,
Mello and Seligman and by Zheng, Antonsen and Ott, who independently predicted that the scattering
fluctuations might be the same for the Wigner and Poisson level spacing distributions in the lossless
cavity. The uniqueness of the observed scattering statistics at higher absorption levels is discussed with
respect to inherent limitations posed by the experimental technique.

Figura F.1: Capa do artigo publicado na Scientific Reports referente aos estudos de
espalhamento de micro-ondas de uma porta em cavidades de cobre poligonais.



