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RESUMO

Neste trabalho estudamos aspectos tedricos das equagdes que modelam o
movimento de um fluido assimétrico (micropolar), viscoso, incompressivel com convecgao
térmica em um dominio limitado de R® com fronteira suave. De maneira mais objetiva,
este estudo foi realizado usando um método iterativo no qual obtivemos aproximacao,
decaimento da solucao e melhoramos a regularidade para o modelo micropolar com
convecgao térmica, com a vantagem de dispensar argumentos de compacidade que seriam
necessarios para utilizar o método de Galerkin por exemplo. Aplicamos também ao
modelo o método de Galerkin espectral a fim de estimar o erro por poténcias do inverso
dos autovalores Agi1,Vii1 € Ter1 dos operadores de Laplace, Stokes e L considerando-
se aproximagcoes nos subespacos Vi, Hy e H,,. Estas estimativas de erro para o método
de Galerkin sao muito importantes, tendo ja sido estudadas para outros modelos como
Navier-Stokes e Boussinesq por exemplo. As estimativas obtidas tem ampla aplicacao em

métodos numéricos, como por exemplo o método dos elementos finitos.

Palavras-chave: Equagoes do tipo Navier-Stokes. Fluidos assimétricos. Método

iterativo.



ABSTRACT

In this work we study theorical aspects of the equations that model the motion
assymetric fluid (micropolar), viscous and incompressible with thermal convection in a
bounded domain of R* with smooth boundary, More objectively, this study was carried
out using interactive approach we got decay of solution and improve the regularity for
model micropolar with termal convection, with the advantage to dispense compactness
arguments which are required to use Galerkin method for example. We also apply to the
model the Galerkin espectral method in order to estimate the error by inverse powers
of the eingvalues Ay 1, 7k41 and 7,41 of the Stokes, Laplace and L operators considering
approximations in subspaces Vi, Hy e f[k These error estimates for galerkin method
are very important, having already been studied for other models such Navier-Stokes and
Boussinesq for example. The estimates obtained are widely used in numerical methods,

such as the finite element method.

Keywords: Navier-Stokes type equations. assymetric fluids. Interactive approach.
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1 INTRODUCAO

Fluidos micropolares (assimétricos) sao fluidos com microestrutura, ou seja, as
particulas imersas no fluido estao sujeitas tanto a rotacoes, como a translacoes, o que
nos leva de forma natural a considerar a velocidade angular. Exemplos destes fluidos
sao o sangue e os cristais liquidos. O modelo classico de Navier-Stokes nao descreve de
maneira satisfatéria a dinamica destes fluidos, desta forma em 1966 Eringen [6] no trabalho
intitulado Theory of micropolar fluids introduziu o modelo para estes fluidos. Desde entao
a teoria se expandiu bastante, veja por exemplo [15], [20], [21] e [22]. Um modelo mais
geral do que o proposto por Eringen [6] é o seguinte: seja € um dominio limitado de
R? com fronteira suave 0€, e seja T > 0. Vamos considerar o problema que descreve o
movimento de um fluido micropolar com conveccao térmica, viscoso e incompressivel na
regiao Qr = Q x (0,7):

(

= (p+ pe)Au+ (u- V)u + Vp =2, rotw + f(0),
wy — (¢q + cg) Aw + (u - V)w + 4w = (co + ¢g — ¢,)V divw + 2, rot u + g(0),
O +u-VO0— kA = P(u,w) + h,

divu =0,

(1.1)

junto com as seguintes condigoes iniciais e de fronteira

u=0, w=0, 6=0em Sr,

'l,L(O) = Uy, w(o) = Wy, 6<0) = 907 em Qa

(1.2)

onde Sy = 09 x (0,7). As fungbes vetoriais u = (uq,us,u3), w = (wy,wy, w3) e as
funcoes escalares p e 6 denotam a velocidade, a velocidade angular do vetor de rotacao

das particulas, a pressao e a temperatura, respectivamente. As fungoes f, g denotam
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forgas externas do momento linear e angular, e h a fonte de calor externa. As constantes

positivas pu, ., co, Cq € cq verificam ¢y +cq > ¢, e a constante positiva k é a condutividade
5

de calor. A fungao ® denota a funcao dissipacao ® = Z ®;, onde

=1

B ou; 8uj 2
1(u) __MZ (3:{:] 83:,-) ’

2

Y

(I)Q(’U,, 'w) = 4,“7‘

1 tu —w
2

O3(w) = co(divaw)?,

Py(w) = (ca+ca) 23: (ng,

Z

P5(w) = (ca— ca Z Ow; Ou :

byt Oz, Oz,

Iremos supor que as funcoes f, g e h verificam

[f(s) = FOI < Mgt —sl, |g(s) —g(t)] < Mglt — s (1.3)

para s, € R e constantes Mg, Mg > 0, F(0)=g(0)=0eh € L*0,T; L*(Q)).

Os simbolos V, A, rot e div representam os operadores gradiente, Laplaciano,
rotacional e divergente respectivamente, u;, w;, e 6; denotam as derivadas com respeito
ao tempo de u, w e 0. A j-ésima componente de (u-V)u, (u-V)w e (u- V)0 sao dadas,
de forma respectiva, por

3

eV, = > uS,

=1

(w- vyl = S uS,

i=1

06

Uma das dificuldades para tratar o problema (1.1) é que a funcao dissipagao ® é
um termo quadratico nao linear em termos de Vu e Vw. Assim a equacao de balanco

de energia de (1.1) fara sentido em H~*(Q). Entendemos por solucdo do problema (1.1)
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a tripla de funcoes (u,w, ) satisfazendo

u € L0, T; V)N L*0,T; H*()), u, € L*(0,T; H),
w e L¥(0,T; Hy(2)) N L*(0,T; H*(Q)), w, € L*(0,T; L*(Q)),
6 € L=(0,T; L*(Q)) N L*(0, T; Hy(Q)), 6 € L*(0,T; HH(Q)),

as identidades
T T T
| =t msuaaes [ = [ urotw+ 5109
0 0 0

T T T
| s ot w0+ [ w) = [ @nrotu+go). var

r 70 T 7 Or

/ (0, 0) + n/ (VO,Vo)dt +/ (u- V0, ¢)dt :/ (®(u, w) + h, ¢)dt

0 0 0 0
para ¢ € L*(0,T;H),» € L*(0,T;L*(Q)),¢ € L*(0,T; Hi(Q)), e as condicdes iniciais
©(0) = up, w(0) = wy e 6(0) = by.

Como ja foi mencionado acima o problema (1.1) inclui, como caso particular, as
equacoes de um fluido micropolar. De fato, basta nao considerar a equacao de balanco de

energia. Desta forma o problema (1.1) se reduz a
u — (p+ pe)Au+ (u- V)u+ Vp =2, rotw + f,
w; — (Co + cg) Aw + (u- V)w +4dp,w = (¢ + ¢g — ¢o)Vdivw + 2, rot u + g,
divu =0,
junto com as seguintes condigoes iniciais e de fronteira
u=0, w=0, em Sy,
u(0) = ug, w(0) = wp, em
Incluimos aqui também as equagoes de Oberbeck-Boussinesq, para isto basta em (1.1)

omitir a equagao do momento angular e fazer & = 0, desta forma obtemos

w — (p+ pe)Au+ (u-Viu+Vp = f(0),
0, +u-VO—rAO =h,
divu =0,

junto com as seguintes condigoes iniciais e de fronteira

u=0, #=0onSr,
'U/(O) = Uy, 9(O> = 907 in Qv
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veja [3] e [8].
Por fim ao omitir as equagoes de energia e do momento angular obtemos as equacoes

classicas de Navier-Stokes,

u— (p+p)Au+ (u-Viu+Vp =f

divu =0,
junto com as seguintes condigoes iniciais e de fronteira

u =0, em S,

u(0) = ug em €,

veja [9], [11] e [23].

O problema estacionério associado a (1.1) foi estudado por Lukaszewicz e Walus
em [14]. Eles mostraram a existéncia e unicidade de uma solugao (u,w, ) € H*(Q) x
H?*(Q) x H*(2), supondo f e g limitadas e verificando a condicdo (1.3), para p, ¢, + cq
suficientemente grandes. Por um argumento de ponto fixo a existéncia e unicidade local
do problema (1.1) foi provado por Kagei e Skowron [12] considerando ., M £ Mg e h

suficientemente pequenos. A saber

Teorema 1.1. Para cada tripla de valores iniciais (ug, wo, 0y) € V x Hy (Q) x L*(Q) eziste
um numero positivo T, e uma unica solu¢ao (u,w,d) para o problema (1.1) em [0,T.],
onde T, depende apenas de i, ji, Cq, Cq, Co, K, Mf, Mg, 2, (wo, wo, ) e h. Além disso se
Ly Mf, Mg, (uo, wo) sdo suficientemente pequenos, entdo a solugdo forte (u,w, ) existe

em todo [0, 00).

Nosso trabalho esta estruturado da seguinte maneira:

No Capitulo 1 apresentamos conceitos preliminares como, espagos funcionais,
desigualdades classicas e resultados importantes que serao de utilidade no decorrer do
texto.

No Capitulo 2 usamos um método iterativo para mostrar existéncia e unicidade
de solugoes de (1.1)-(1.2) estes sdo mostrados no Teorema 3.3 e os resultados obtidos
neste teorema sao compativeis com os obtidos por Kagei e Skowron [12] sob a forma

do Teorema 1.1. Além disso, no Teorema 3.4 supondo f,g € C', obtemos mais
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regularidade para a solu¢do do problema (1.1)-(1.2), algo que ainda nao havia sido
abordado. Também determinamos o raio de convergéncia desta aproximacao em varias
normas, que é importante do ponto de vista tedrico e da andlise numérica. Este método foi
proposto por Zarubin [24] para encontrar a solugdo de um problema de valor inicial e de
fronteira para as equacoes de conveccao termal da aproximagao de Boussinesq. O método
foi utilizado nas equagoes dos fluidos micropolares em [19] por Rojas-Medar e Ortega-
Torres. O método consiste em encontrar uma sequéncia de solugoes, {(u",w",0")},>1,
para o problema (1.1)-(1.2) linearizado. Depois de provar algumas estimativas em espagos
de Banach adequados é necessario concluir que essa sequéncia é uma sequéncia de Cauchy.
Assim, o limite (u, w, 6), quando n — oo, serd a solugao desejada do problema (1.1). Este
método é mais simples que o utilizado em [12], e mais simples que o método de Galerkin
visto que nao precisamos de resultados de compacidade.

No Capitulo 3 aplicamos o método de Galerkin espectral ao problema (1.1) afim de
estimar o erro por poténcias do inverso dos autovalores A, i1, Ve+1 € Yer1 dos operadores
de Stokes, Laplace e L considerando-se aproximacoes nos subespacos V., Hy e H x- Estas
estimativas de erro para o método de Galerkin sao importantes pela ampla aplicacao
de tais métodos em experimentos numéricos. Em 1980, Rautmann [18] sistematizou
as estimativas de erro para o método de Galerkin espectral aplicado as equagoes de
Navier-Stokes classicas. O caso de fluidos magneto-micropolares foi tratado por Ortega-
Torres, Rojas-Medar e Cabrales em [16]. Inspirados nestas ideias obtemos no Teorema
4.4 estimativas na norma de L*(Q) para o erro que se comete ao aproximar (u,w, #) por
(uk, TN ) suas respectivas aproximagoes de Galerkin. No Teorema 4.6, fizemos o mesmo

para w e w na norma de H'(9). Por fim, tratamos de outras normas no Teorema 4.7.
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2 PRELIMINARES

Afim de tornar o trabalho autossuficiente apresentaremos aqui conceitos e

resultados que serao utilizados nos capitulos seguintes.

2.1 ESPACOS DE  FUNCOES E
NOTACOES

No que segue () sempre ird denotar um dominio limitado no espaco tridimensional
R? com fronteira 9. Denotemos por LP(Q) com 1 < p < oo, o espaco das funcdes reais

u definidas em €2, mensuraveis, tais que |u|?, é integravel a Lebesgue em (2, ou seja
LP(Q)) := {u : 2 — R, u mensuravel e / lulPdx < oo} :
Q

que é um espaco de Banach se munido da norma usual

1/p
||| e () = (/ |u|pdx> )
Q

No caso p = 2, L2(Q) ¢ um espaco de Hilbert separavel munido do produto interno

(u,v) :/Qu(x)v(x)dm.

Por simplicidade, neste caso denotaremos || - |[z2() = || - ||. Uma fungao mensurdvel u é
dita essencialmente limitada em Q se existe C € R* de modo que |u(z)| < C exceto em
um conjunto de medida zero de  (a.e). Denotaremos por L*(£2) o espago das fungoes

reais u mensuraveis e essencialmente limitadas em €. chama-se supremo essencial de u a
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menor das constantes com tal propriedade, ou seja

supess|u(z)| := inf {C € R*;|u(z)| < C a.e em Q}
€N

Desta forma, L>°(€2) é um espago de Banach munido da norma
Jull ey = supess [u(z)].
€

Desde que FE seja um espaco de Banach e 0 < T < oo, LY(0,T; E) com 1 < ¢ < o0,
ird denotar o espaco de Banach das fungoes com valores em E definidas em [0,7") que sdo

Li-integraveis a Bochner, com as normas usuais

T g
([ o) 1<o<o
0

[ull Loy = sup ess [Ju(z)|e.
te(0,7)

|wllzaqor;m)

Param > 0e 1 < p < oo, consideraremos os espagos de Sobolev usuais
WP ={f e LP(Q) : [[D*fl|r (@) < o0, |a] < m},

onde a = (a1, as, a3) € N> 6 um multi-indice. D® denota o operador derivacio de ordem

a definido da seguinte forma
olel
0291 0252 0x5?

onde |a| = a1 + ag + a3. Para cada u € W™P(Q2), definimos de maneira usual

DCV

1/p
oy = | 3 [IDupdr | 1<p<oc
jaf<m €
[ullmee = Zsupess|Dau(x)|.
laf<m *<°

Quando p = 2, W™?(Q) é um espaco de Hilbert separdvel. Denotamos W"%(Q) = H™(Q)
el llmp = I [l

Definimos
H{'(Q) = o fecho de C§°(£2) na norma H™(2)

onde C5°(€2) denota o conjunto de todas as fungoes f : 2 — R com suporte compacto e

de classe C*™. Note que uma “caracterizacio” para H(2) é a seguinte

Hy(Q) = {u € H'(Q);uloa = 0},
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onde u|gq € traco de u.(veja [23]).
Como estamos considerando €2 um dominio limitado temos como consequéncia a

desigualdade de Poincaré (veja [1])
1 1
llu]| < )\—1||Vu||, para todo u € H; (1),

onde A; é o primeiro autovalor do operador —A em H; ().
A seguir enunciaremos as desigualdades de Sobolev e o teorema de imersao de

Sobolev. Mais detalhes e suas respectivas demonstragoes podem ser vistas em [1] (p. 79,

p. 97, p. 144).

Teorema 2.1 (Gagliardo-Nirenberg). Seja Q € R™ um dominio limitado com fronteira
0 localmente lipschitz, m = 0,1,2,... eu € W™ (Q)NLYQ) com 1 <r,q<oo. Sejé

um nteiro com 0 < 7 < m e a um real qualquer no intervalo J < a <1 tal que

m
1 J 1 m 1
-4 - _ 1—a)=
=gl -+ -a)
entao
j o (1-a) . N
D7 ullze < Cllully,  lullpe ™ se m—j — — <0
e

A . ) /m ' . N
| D ul| L < CHUHZ,L/THUH(M DM com o = % sem —j — - >0,

onde C' é uma constante que depende apenas de €2, r,q, m, j, .

Note que em particular se u € L"(2) N LY(Q) com 1 < r < ¢ < oo, claramente

1 a 11—«
devemos ter v € LP(§2) para todo p € [r,q] e além disso, se « satisfaz — = — +
p r q

temos a desigualdade de interpolacao,
lullze < il llull ™.

Teorema 2.2. Seja Q2 € R" um dominio limitado com fronteira 0X) localmente lipschitz.
Sejam m,n numeros inteiros e p um numero real com 0 < n < m ep > 1. Desta forma

temos as injecoes continuas e densas:

WmP(Q) s W),
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onde

1 m-—n
D N
g€ [l,0) se p(m—n)=N,

se p(m—n) < N,

1
q
gq=o00 se p(m—n)> N.

Além disso, a injegao W™P(Q) — W™ (Q) € compacta para cada 1 < s < q, com q definido
m — N
como actma. Também se mp > N e k € o maior numero inteiro tal que 0 < k < p—,

temos a injecao compacta

WmP s CF(Q).
A seguir apresentaremos mais alguns resultados de uso frequente no decorrer do
texto.

Teorema 2.3 (Desigualdade de Holder generalizada). Sejam 2 € R"™ um dominio

k
1 1

limitado, p; > 1 e f; € LPI(Q)) para i = Jk, onde — = E — < 1. Entao
b =P

[ = HszLp e Hf|\Lp<Hy|fz||m,

Para demonstragao, veja [4], p. 57.

Lema 2.4 (Desigualdade de Young generalizada). Sejam a e b nimeros reais nao
1 1

negativos. Se p,q € R sao tais que 1 < p < oo e — 4+ — = 1, entdo para todo € > 0,
p q

temos

ab < ed? + CbY,

-1
onde C, = p—el’q.
pq

Lema 2.5 (Desigualdade de Gronwall). Sejam a,b : [0,T] — R fungées. Suponha que
a(t) > 0 € absolutamente continua com d'(t) > 0 e a fungao b(t) > 0 somdvel em [0,T].

Além disso suponha que € satisfeita a sequinte desiqualdade integral

o)+ [ omar <=L [umpmar

onde ¢ e p* sao fungoes continuas e positivas sobre [0,T] com X\ > 0. Entao

ot) + /0 "o () < %(H— /O t b(T)dT) alt) exp ( /0 tb(T)dT)



A seguir, introduzimos alguns espacos funcionais necessarios para

desenvolvimento deste trabalho. Considerando

H(Q) = fechode CF, nanorma (L*(Q))*
V(Q) = fechode CF5, nanorma (H'(Q))*,
onde ;
avi

Coo = {v € (CR())?; divu:= =0 em Q},

i1 Oxl

com as respectivas normas e produtos internos
3
o = 3 [ wle)u@de, Jully = (wwif
i=1 7§
3

(ol = 3 (), ullv = (uu)y/?

=1

O espaco V(€2) tem uma caracterizagdo muito 1til, a saber

V(Q)={ve(Hy(N)? divv=0 em Q}

e consequentemente quando u € V() sido equivalentes as normas de H'(Q) e Hj (). Ou

seja, para u € V() denotamos ||ully = [|[Vul|.

O complemento ortogonal de H(2) em (L*(©2))° tem também uma Ttil

caracterizacao,

H ={¢pc (L*(Q)* ¢ =Vp paraalgum pc H'(Q)}.

Desta forma, o espaco (L?(Q))® possui a decomposiciao de Helmholtz (L*(Q))* = H o H*

e podemos entao considerar a projecao ortogonal
P:(L*(Q))* — H.

Note que, P(Vg) = 0, para todo g € H' ().

Considere a aplicacao

b: Hy(Q) x Hy(Q) x Hy(2) — R
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definida por b(u,v,w) = (u- Vuv,w). Esta é uma forma trilinear bem definida cujas
propriedades a seguir utilizaremos exaustivamente,

b(u,v,v) =0 e b(u,v,w) = —b(u,w,v), paratodou €V, v,w € (Hy(Q))>.
O operador de Stokes A = —PA : D(A) = (H*(Q))* NV () — H(Q) é definido por
(Aw,v) = (Vw, Vv), paratodo w e D(A)NV(Q), veV(Q).

Como A é um operador autoadjunto, definido positivo com inversa compacta, resultados
de analise funcional garantem para A, uma sequéncia de autovalores positivos \; e uma

[ee]

sequéncia de autofuncoes {¢'(z)}5°,, tal que
Api = Nig', ¢' € D(A),

comO< A\ <--- <A1 <\ <--- e lim A\ = o0.

—>00
Também serao considerados o operador de Laplace B = —A e o operador
fortemente eliptico L = — (¢, +cq) A — (co + ¢4 — ¢, ) Vdiv onde ¢ + ¢4 > ¢4, com condigoes

de contorno de Dirichlet e dominio D(B) = (H*(2))* N (H;(2))* = D(L). Note que para
os operadores B e L sao validas consideragoes andlogas as feitas para o operador A.
Utilizando resultados de Amrouche e Girault (veja [2]), quando Q é de classe C*! |
temos que ||ul|2 e ||Aul, ||w]m2 e |Bw|, |Vul e ||AY?u||, |[Vw| e | BY*w|| sdo normas
equivalentes. Além disso, desde que ||w|/g2 e |[[Lw]|| sejam normas equivalentes, ||Bw|| e
| Bw||, ||LY?w]| e ||[Vw|, |L*w] e ||BY*w|| também o serio.
O seguinte Lema sera 1til na hora de estimar a derivada (no tempo) de u;, veja

(123], p. 260).

Lema 2.6. Sejam V e H espacos de Hilbert tais que V — H = H* — V* com inclusoes

d
continuas e densas. Seu € L*(0,T;V) eu := d_ltL € L*(0,T;V*). Entdo

d
Sl = 20, )

no sentido de distribuicao sobre (0,T).

Observagao 2.7. Como jd ¢é usual, a partir daqui denotaremos (LP(Q))*, (Hy(2))?,
(H*(Q))3, (H*(Q))?, etc apenas por LP(Q), Hy (), H' (), H*(Q) respectivamente.
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3 FLUIDOS MICROPOLARES
COM CONVECCAO TERMICA

Utilizando um método iterativo proposto por Zarubin [24] nas aproximagoes de
Oberbeck-Boussinesq, obteremos existéncia, unicidade e regularidade para o problema
(1.1). Para as aproximagoes os devidos raios de convergéncia em vérias normas. A
vantagem desta abordagem é que evitamos argumentos de ponto fixo e resultados de

compacidade.

3.1 RESULTADOS PRINCIPAIS

Afim de simplificar a notagao denotaremos por C' uma constante genérica finita
positiva, dependendo apenas de €2 e de outros parametros fixo do problema. Esta pode
assumir diferentes valores em diferentes expressoes. Quando necessario, vamos enfatizar
que as constantes tem valores diferentes usando a notacao C;, Cs, e assim por diante.

Para ug, wy e 6y, definimos
ul (t) — e—t(lH-ur)AuO’ 'wl(t) _ e—t(ca-i-cd)B,wO e O! (t) _ G_tHBem

onde e tHtrA o o=Heatea)B qonotam os semigrupos gerados pelos operadores de Stokes

e Laplace respectivamente. Consideraremos as sequéncias {w, }n>1, {wntn>1 € {0n}n>1
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dadas como solugoes do seguinte problema linearizado:

w ™+ (At ) Au" 4 P(ut - Va't) = 2p, P(rotw™) + PF(O"),  (3.1)

w7+ Lw™ - Vot 4wttt = 2, rot u” + g(07), (3:2)
ol 4 (w0 — kAT = D (u", w") + h (3.3)
diV u"+1 - Oa

em  x (0,7), com fronteira e condigoes iniciais

utt = "t = 9"t = 0in 0Q x (0,7),

(3.4)
u™(0) = ug, w™TH(0) = wp, 0"H(0) = in Q.

Por simplicidade, vamos considerar ug = wg = 0 e 6y = 0. Iremos supor também

que as funcoes f, g verificam

[f(s) = FO < Mgt — s, |g(s) —g(t)] < Mglt — s], (3.5)

para s,t € R e constantes Mf, Mg > 0, f(0) = g(0) = 0. Em nosso primeiro resultado,

estabelecemos existéncia e estimativas de limitacao uniforme para estas sequéncias.

Teorema 3.1. Sejam f, g verificando (3.5) e h em L*(0,T; L*(2)), ug = wy = 6y = 0.
Para cada n existe uma tnica solugao (u",w",0") do problema (3.1)-(5.4), definida no
intervalo [0,T1], com 0 < Ty < T, tal que

u" € L>(0,T1; V) N L*(0,Ty; D(A)),

w" € L*(0,T1; Hy () N L*(0, T1; D(B)),

0" € L*(0,T1; L*(Q)) N L*(0, Ty; Hy (),

w! € L*0,Ty; H), w} € L*(0,Ty; L*(2)), 0 € L*(0,Ty; H ().

Além disso, existe uma constante My > 0, independente de n, tal que

t t t
/vame+/nwmem+/wvmmWMSMm
0 0 0

sup {[[Vaw" (t)|]* + [[Vw" ()| + 0" ()]} < Mo,
te(0,71)

t t
/ HAu”(r)HQdT—i-/ | Buw™ (7)|2dr < My,
0 0

t t t
Auwwwm+éwvaW+AnwwﬁanMm
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para cada t € (0,T7).
O wvalor de Ty depende apenas de fi, jiy, Cq, Cq, Co, K, Mf, Mg,$2 e h. Além disso, se

s Mf, Mg e h sdo suficientemente pequenos, entdao € possivel escolher Ty =T

Observacao 3.2. Para cada n € N, existe p" € L*(0,Ty; H'(Q)/R) tal que
w™t u” VT — () Au™ VPt = 2p, ot w” 4 £(07)

em Q x (0,77), / lp" (7 “Hl(Q)/RdT < Cy, para cada t € [0,11] e alguma constante
Co > 0. De fato, de (3.1) nds temos (u + p,)Au"t" = P(F"™), onde F"' =
2u, rot w" + F(0") —u™ - Vu"t —utt Assim,

||Fn+1||2

AN

ClIVw"||* + CIo™|1* + Cllwm| s [Vu™ s + Clluy ™|
ClIVw" |2 + Cllo™|* + C|[ V||| Au™ | + 'l 2.

IN

Do Teorema 3.1, concluimos que /lt | F™ (1) |]2dr < C, isto é, F™™ € L*(0,T; L*(Q)).
Consequentemente, pelo Teorema 30 de Amrouche e Girault [2], existe uma tnica fungao
p" € L*(0,T; H'(Q)/R) tal que —(pu+ p) Au™ + Vp" = F"em Qr, e [p"[13, ) R <
CIF.

Estabelecemos agora nosso primeiro resultado.

Teorema 3.3. Seja f, g verificando (3.5) e h em L*(0,T; L*(0)), u' = w' = 6' = 0.
Seja (u",w",0") a sequéncia dada pelo Teorema 3.1. Entao, (u”™,w",0") converge a uma
fun¢ao (u,w,0) quando n — oo. Além disso, (u,w,0) € a unica solu¢io do problema
(1.1), e a convergéncia satisfaz as sequintes desigualdades:

IVu"(t) = Vau()|I* + [[Vw" (t) = Vw(®)[|* + [10"(t) — 0(0)|* < CAur (1),

/t | Au™(7) — Au(T)||*dT + /t | Bw" (1) — Bw(7)||*dr + /t Vo™ (1) — VO(7)||*dr

< CAyq(t), O 0

/ [Vu™ (1) — Vu(r)||?dr + /t |[Vw" (1) — Vw(7)||*dr + /t 10™(1) — 0(7)||*dr

< CA, (1), 0

t
/mu - ulr Hm+/wU —wi(r)Pdr+ [ 162r) = 6y wdr
0
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para cada t € (0,T1), An(t) = (t"/n)Y2. Ainda, se p,, Mg, Mg, e h sio suficientemente
pequenos, a solugao existe em [0,T].

Obtemos mais regularidade da solucio de (1.1) se supormos f, g € C*.

Teorema 3.4. Suponha que f; e g, verificam a condi¢do (3.5), para constantes My e My
respectivamente. Se ug = wo =6y =0 e (u,w, d) é solu¢ao do problema (1.1) dada pelo

Teorema 3.3. Entao, existe 0 < Ty < Ty de modo que
u € L®(0,Ty; D(A)), w € L™(0,Ty; D(B)), 6 € L=(0,Ty; Hy(Q)),

e temos 0s sequintes raios de convergéncia:

g (8) = s (D]* + [wp (£) = wi)[* < C Y Aumilt) + CAL(0),

i=1

<O Aasilt) + O (1),
[Au™(t) = Au(®)||* + | Bw"(t) — Bw(t)|* + [|V0"(t) — VO()|*
<O Ansilt) + O (1),

para cada t € (0,Ty), A (t) = (t"/n)V2  Além disso, se ps Mg, Mg, e h sao

suficientemente pequenos, a solugao existe em [0,T].

3.2 PROVA DOS RESULTADOS

3.2.1 Prova do Teorema 3.1

A existéncia e unicidade de solugoes do problema (3.1)-(3.4) em (0,7") segue dos
resultados dos problemas lineares considerados em [12].
Vamos mostrar as estimativas. Algumas delas sao obtidas da limitacao de 6™ no

espaco L>=(0,T; L*(Q)). Assim, vamos mostrar que existe 77 € (0, 7] tal que

sup [|0"(¢)]| <1 (3.6)
te(0,T)
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para todo n € N, onde T} verifica as condicoes (3.23) e (3.36).
Usaremos o segundo principio de indugao em n. Suponha que (3.6) é vélido para

1 < j < n. Mostraremos que a estimativa vale para n + 1.

(i) Estimativas para '™ e w’™' nos espacos
L(0, T3 L*(Q)) N L*(0, T V), e L*(0,T; L*(Q)) N L*(0, T3 Hy ()

respectivamente.
Multiplicando as equagdes (3.1) e (3.2) (para n = j) por w/ ™ e w/*!

respectivamente, obtemos

1d, . , S R
51 P (i ) [Vl TP = 2p (rot w/, ™) + (£(87),w’™) - (3.7)
1d, . , . :
5P+ (ca + ca) [V T + (o + e = ca)l| div o™ |* + dpsy w1
= 2y, (rot s, wit) + (g(0), wiY)  (33)
Desde que ||u|/* < A\[!|Vu||? e | rot u|| = ||Vul|| para tod u € V, usando as desigualdades

de Holder e Young temos

o , , 442 , . ,
200 (rot w!, w )| = 24, (w7, ot )| < Lt |24 LI g,

Mt
A M
. . . + [y .
g’ Jt| < f 9712 H Vultt||?
(£, w ) < =+ == Ve,
o , , 202 4 . ,
20, (10t /w0 *)] = |2 (w0 ror )| £ | v
Cq Cdq

M2
09wt < 9 11p7)|2 Ap |l 2
(96 w7)| < G101+ 4y [0
Destas estimativas, (3.7) e (3.8) temos

—1 2
e gz < BH e My 7|2
EHU 174 (o A+ p) [[ VU7 < m“w | +m||9 | (3.9)

d, : ‘ 42 MG
I+ (et el T4 2o = el v 1P < e+ 2 o,

(3.10)
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Assim,

t
a1 + ™ O + (0 + ) / IVt ()2
t 0 t
+(cq + ¢q) / [Vw! ™ (7)||2dT + 2(co + cq — ¢a) / | div w’™ (7)||2dr (3.11)
Ot 0
<1y / o (1) 12 + [Jaw? ()P,
0

onde

2T M?, T M2 8,2 A2
Ci(T) = ! + 9eC,= max{ ali : ad }
Mg+ ) 8y By ca g

Agora defina ¢y (t) = ||u®(t||*+||w"(t)||* para k > 1 et € [0, T]. Entdo a estimativa
(3.11) implica
t
010 < Ci+ G [ o)t
0

para cada j = 1,...,n. Note que

t t1
¢j+1 (t) S Cl -+ CQ/ |:Cl + CQ/ ¢j1(t2>dt2:| dtl
0 0

t t1 to
< C+ 0ot +C3 / / {Cl + Cy qu_g(tg)dtg} dtydt,
0 0 0

IN

02t2 t pta i
Cy + C,Cot + Cy ; +C3 / / / b _o(ts)dtsdtydt,
0 0 0

j—1 (CQt)k ) t ti—1
< Gy T Cﬁ/ / Gj—(j—1)(t;)dt; - - - diy.
o 0o Jo
j—vezes
J=1 k 00 k
Cot Cot ,
Desde que ¢;_(;—1)(t) = ¢1(t) =0 e Z ( ]z') < ( ];) = exp(Cst), concluimos que
k=0 k=0
¢j41(t) < Cy exp(Cat). Consequentemente,
sup {[[u’ (0)|1* + [’ ()]} < Crexp(CoT) = C5(T), (3.12)

t€[0,T
para j =1,...,n.

Substituindo a estimativa (3.12) no lado direito da estimativa (3.11) temos

t t
(it ) / IV ()|Pdr + (co + ca) / |V (7)|%dr
0 ‘ 0

S Cl -+ CQ/ C3d7' S Cl + CQCgT = C4(T)
0
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Assim,

Cy
o

Cy

)
Cq + Cq

t t
| @l < |l @l < (3.13)

for j=1,...n,te (0,7T).

(ii) Estimativas para w’™' e w’™ nos espacos
L=(0,T;V) N L*(0,T; D(A)) e L=(0,T; Hy () 0 L*(0, T H*(<))

respectivamente.
Multiplicando a equacdo (3.1)(com n = j) por Au’*! temos que

1d . . . . , ,
—— IV + (e + p) [ A2 = 2u, (rot w?, AuT) + (F(67), Au’
R A

—('u,j . Vuj'H,Auj"'l),

para j = 1,...,n. Pelas desigualdades de Holder, Young e pela seguinte desigualdade de
Sobolev
lelloe < 224V (3.15)

que vale para ¢ € H,(€2), obtemos

(! Vol Aw ] < g [T | Aw
< 221V [V g A (3.16)

< 2TV || [V gl | Aw .

Por outro lado, desde que H*(Q) — W*(Q), temos
IVellzs < Millpllne (3.17)

para todo ¢ € H?*(Q) e alguma constante M; > 0. Além disso, pela desigualdade de
Cattabriga
[ullz < M Aull (3.18)

para u € D(A), e alguma constante M, > 0 concluimos que |Vul||ps < My Ms||Aul|, para
todo u € D(A). Assim de (3.16) obtemos

[(w! - V™, Aw/ )| < 22N MMy || V|| || Awd | (3.19)
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Para estimar os demais termos do lado direito de (3.14) procederemos da seguinte maneira:

o A2 . o
121, (rot w?, Aui*h)| < %vaqp + HTMHAUJJAHQ’ (3.20)
M2
(£, 4] < L4 A (3.21)

Substituindo as estimativas (3.19)-(3.21) em (3.14), e integrando de 0 a ¢, temos

t
va“(mf + / (1 + o — z?ﬂx“gM M|V (7)) | Aw?* ()| P

< — /HVw] )H dT+
u+ur
817Cy
= (1t pe)(ca+ ca) N"‘Mr

/||9] )||Pdr (3.22)

paraj=1,....n
Desde que u' = 0, deduzimos de (3.22) que || Vu?(t)|| < § parat € (0,T). Suponha
por um momento que

§ < 272NV MM (o + ), (3.23)

entao

p+ gy — 22PN MM ||V ()2 > o+ g — 222N EMIMS > 0.

Dai, e de (3.22) conclufmos que ||[Vu?|| < 4, e
t
(= 207N M) [ A (o) s < 87
0

para t € (0,7). Repetindo este argumento é possivel obter

sup ||[Vu/tH(t)]| <6, (3.24)
te[0,T7]
€
T .
/ | Aw/ ™ (s)||2ds < 6%/ (ju + pir — 22N EMLMLS) = Cs, (3.25)
0

paraj=1,...n
Como o operador Lw = (¢, + ¢q) Bw — (¢g + ¢4 — ¢,)V divw, definido para cada

w € H*(Q) N H(Q) é um operador fortemente eliptico temos que

(Lw, Bw) > (¢, + ¢q)|| Bw||* — No||[Vw||?, (3.26)
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onde Ny > 0 é uma constante que depende apenas de ¢, + cq, ¢o + cq — ¢, € 9 (veja [10]

p. 70). Assim, da equagao (3.2) tem-se
w T+ Lw’™ + 4w = 2, rot w! — ! - V' T+ g(67),

para j = 1,...,n. Multiplicando esta equacao por Bw’™ e usando (3.26) obtemos

1d , . .

L w1+ (e + o) B P 4 4 [T

< No|[Vw ™2 — (v - V'™, Bw™) + 2, (rot v/, Bw’*') + (g(6?), Bw’™).
(3.27)

Agora estimaremos os termos do lado direito de (3.27). Usando a desigualdade de

Poincaré, a estimativa (3.24), a desigualdade
IVelle < M| Vel 4| Bl P4,

valida para todo ¢ € H?(f2), alguma constante Mz > 0 e a desigualdade de Young

obtemos
(W -Vt Bu | < 2V | [Vl Bu |
< 20 M |V B
< af| VP T B,

onde o = (1/7) (8/7) ™% (2A™Y35M;3)® ((cq + ¢4)/6) 7,

, , 6412 . . ,
241 (vot o, B/ )| < 2o | |4 S B,
) . 3M2 . )
(g(07), Bu*1)| < =9 ||gi||? 4 S| payi+12

Q(Ca + Cd) 6
Usando estas estimativas em (3.27), integrando de 0 a t , e usando as desigualdades de

(3.13) temos

2 t

< (N T () o 4 O V() + 28 [ i) 2
<M+ a) [ VW Par+ 2 [ vwn)far + 50 [ e

a

< C4<N0 + Oé) 4 604,[1,2 4 3MgT
T ot (Catco)(p+pr)  2(ca+ca)

(3.28)
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para j =1,..,n.

(i4i) Estimativas para 0™,
Para obter as estimativas de "™ multiplicamos (3.3) por 6", Assim,

Ld

S + RO = (@), 67 4 (67, (329)

Agora vamos estimar os termos ®;, 1 < ¢ < 5. Pelas desigualdades de Holder, Young e

seguintes desigualdades
lellzs < Mallol|V2|[ V]2, for € Hy(€),

|Vl s < Ms|| V|2 || Au|'/?, for u € D(A), (3.30)

IVellzs < M|Vl Bw||'/2, for u € D(B),

lellze < Mg||Vel|, for ¢ € Hy(Q) (3.31)
obtemos

[(@1(u™), 0" )]

IN

M/|Vun|2’0n+l|d$
pl V|| [V | ps |07 o
M M ||V |2 Aw™ || V2 V6|

v0n+1 H2 + 5(2MM5M6)2
KR

IN A

IN

K n||3 n
50l [V |]*]| Au™]],

Ly (/’Vun‘2|9n+1’dx+/’wn’2‘0n+1’dx>

e M M ||V [[272]] A || V2] V074 ||+

|((I)2(un7 wn)’ 0n+1)|

IN

IN

[l [ [[w" | a6 o
pu My M | V" |72 Au || V2] 07|+

o My Mg [w™ ||| V||| 76" |
LY 10(4 41, M5 Mg)*

IN

IN

|V9n+1H2 T
10(8/~51‘M4M6)2

b S g Vo,

IV || Au”|
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=
K
w
—~
S~—
>
3
+
=
-
AN

co/ | divw™ 0" |dx

C
< IV 1V |z 07 oo

C
< S MM V"2 B |2V

K 5(3COM,M6)2
<_v9n+12 5 vnSBn
< oV 4+ 2R ) B

(@a(w"), 0" )] < (ca+ca) / V" P16 de

5[(ca + cq) ML Mg)?

K
< IverTiP + IV |I*]| Bw"|

- 2K
(@5(w"), ™) < (ca — ca / Va6 | de
n Ca — Ca| MM, n "
< 2y L VM G o)

Combinando estas desigualdades obtemos

[(@(u", w"), 0"
K n 20 " n 10 n n
< IO P+ (M5M6) (12 + 2u2) [V ]| Au”| +;(8MTM4M6)2||w 1P Vaw"||
5
;(M’Ma) (5 +(Ca+0d) + (ca — &)’ V" ||| Bw" .

Consequentemente, pela desigualdade de Young, deduzimos que

1 1
(@(u”, w"), 0" )| < EHW"“H2 + 34" + S| Bw"|*
2

1120
3 [+ 5] Iowy
10
+— (8 Mu M) || Ve |
1(5, Lo
3 { SOBMIOG + (co+ 4 (ca = ]| [V
(3.32)
Por outro lado, pela desigualdade de Poincaré
[, 0T RIIO™ N < A RNV < ZIVO™ I + —=5 1A (3.33)
1
De (3.29), usando as estimativas (3.32), (3.33) segue que
t
o Ol + [ V6 s)|ds
(3.34)

0
<C7T+/ |Au"(s)|| ds+/ | Bw™(s)||? d5+ / |h(s)]|*ds,
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onde 90
Cr = [(MsMg)*(1* +2u2)]" 6% + (8 M My) 2032084
5 2
{20000 + (o + (- Q) G
Portanto,
n+1 2 C 2 9
O < CT + st = 2 bl (3.5
Ca 1
para t € (0,T). Logo, se T} € (0,T) verifica a condlgéo (3.23) e
Cs(T
C:Ty + Cs + iﬂ A2H;LHL%TILQ)Q (3.36)

temos que sup essye(o.my)||0" ]| < 1. Assim o processo de indugdo termina. Além disso,

de (3.34) concluimos que
T
/ VO™ (s)||?ds < 1/k.
0

Note que se ., Mf, Mf e ||h|lr20,7;22(0)) sd@0 pequenos temos que a condigao
(3.23) é verificada e as constantes C5, Cg e C7 podem ser escolhidas pequenas de modo
que a desigualdade (3.36) seja verificada para 77 = T.

(iv) Estimativas para u}, w} e 0} . Multiplicando a equagao (3.1) por u;"" obtemos
e H* < (ot ) (AW [l [l V™ g

+20 ]| V0" g+ (£ 07 g
Dai, usando (3.31), (3.30) e a desigualdade de Young temos
[t < o [ awseypar+o [ va e o)

+C/ |Vw™ (1) dT+C/ 0™ (7)||?dr < C,
a partir das estimativas (3.24), (3.25), (3.28) e (3.6).

Agora, multiplicando a equacdo (3.2) por w}™! temos

d
w1+ ((co + cqg — ¢2)/2) —|| divw™ ™ |2 = — (¢, + ¢q)(Bw™™, wi™!
w2 + (o ca = €u)/2) il diveo™ | =~ + e A T,
—(u" - V" wlth) — 4p, (w" T w4 2, (ot ™, wi ) + (g(0), wit).
Para o lado direito da equacao acima temos as seguintes estimativas

(ca+ ca)(Bw™ ' wit )| < CBw™ |2 + w2

[ (0™ w ] < Cellw™ P+ eflwy
(g(O™),wi ™) < Cell6” ] + ellwy %
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Por outro lado, como H?*()) — L*(Q), concluimos usando a estimativa (3.28) e a

desigualdade de Cattabriga (3.18) que
(" T )] < Ol [V o < ol Au [P+ el
Usando as estimativas de (3.37), e integrando de 0 a ¢ temos
t t t
[ @i <c [ peinan e [ e)Par
0 (I)f t 0 t
+C/ ||Vu"(r)]|2dT+C'/ HAu”(T)HZdT—i—C’/ 16" (7)||*dr < C,
0 0 0

das estimativas (3.25), (3.28) e (3.35).

Finalmente, de (3.3) temos

07 1 < (™ - )" H[F o+ £ A0 + | R(u”, w™) [ + (Al (3:38)

Desde que
[u" - VO g = sup |(u"- VO, )|
llll <1
< C sup lu| o[V V| (3-39)
lipll 3 <1
< Cllvery,
A" g < sup [(A0™ )|
lell g <1
< C sup [[VOH[[Vell (3.40)
< vy,
[P1(w") |z < C sup [[Vu"[[[[Va"|| sl o
llpll <1
< CflAu"],

[®2(u”, w1 < C sup [V [V |||l o
Il g <1

+C sup flw”||lw"][s [l e (3.41)

Il g1 <1
< O([[Au™(| + || Bw"[| + 1),

allF— < sup [(h )| < [0,

o <1
ol <
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e para i = 3,4, 5 temos
[Pi(w") |z < C sup [[Vw"[[[[Vaw" |||l o
el g <1

< C||Bw|.

Desta tltima estimativa, (3.25), (3.28), (3.35) e (3.38) obtemos

t t
/ 167 () [y < C/ (VO™ ) * + [[Aw” (D) + [ Bw"[|* + | A(7)|[*)dr < C.
0 0

3.2.2 Prova do Teorema 3.3

Seja u™*(t) = u" () —u™(t), w"*(t) = w" () —w"(t) e 0™ () = 0" (1) —0" (1),

para cada n,s € N, t € [0,T]. Entao, a partir das equagoes (3.1)-(3.3) obtemos

u?,s T (M + MT)Aun,s + P(un—l—i-s i Vun,s)

(3.42)
= 2u, P(rot w" 1) — P(u""1* . Vu") + PF(0" 1) — PF(O" 1),
Wi + (cq + cg) Bw™ + (w15 Vw™*) — (co + cq — ¢)V divw™* + 4y, w™* (3.43)
— 2/%" rot unfl,s _ (unfl,s . vwn) 4 g(en71+s) _ g(9n71> .
9;1,8 o K;Aen’s + un—l-i—s . VG”’S
(3.44)

— (I)(un—l—ks’ wn—1+s) o @(un—1’ wn—l) o un—l,s X ven

Para obter estimativas dos termos u'*, w™*® e §™° precisaremos do seguinte,

Lema 3.5. Suponha que para cada n € N, ¢, € C([0,T]) e 0 < ¢o(t) < M para todo
t €0,T]. Se
¢
0<6,(0) < Co [ dur(s)ds,
0

para cadan > 1 et € [0,T], entao

(Cot)"!

Pn(t) < MW

(3.45)

para todo t € [0,T] en > 1.
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Demonstragao. Vamos utilizar o primeiro principio de inducao. Para n = 2, é claro que

(3.45) é satisfeita. Suponha que (3.45) se cumpre. Entao

(Cot)"
(n)!

Portanto, a estimativa (3.45) vale para n + 1. O

t n t
bnia(t) < Co /O bu(s)ds < M (n°:°1>! /0 o Ads < M

Lema 3.6. FEziste uma constante C' > 0,independente de n e s, tal que

t t
IVu™ @) + V™ @O + (1 + 1) /0 [Aw™*(7)|*dr + (ca + Cd)/0 |Bw™* ()|*dr

< 08/0 ([Au"(7)]| + [[Bw" (7)[| + D)([[Va" " (7)[|? + [V (1) || + (|67 5(7) ).
(3.46)

Demonstragao. Multiplicando a equagao (3.42) por Au™* e integrando em €2 obtemos

1 d n,s n,s
S TITW R+ Gt ) A

= —(u" . Vu™t ) Au™*) 4 2p, (rot w™ T Au™) (3.47)
+(un—1,s . V’U,n, Aun,s) + (f(en—l—i-s) _ f(@”‘l), Au”’s).

Usando as desigualdades de Holder, Young, (3.31) e (3.30), temos

L [ [ P A2 PR
< Va2 A
< O+ B e
241, (rot w15 Au™®)| < C’||Vw”_1’$||2+%HAU”’SH2
(w1 VA < [ |V Au|
< OV Aur 2 A |
< Cflw Va4 B A
(FE) = £, Aum)] < FO) — £ Au|
< o) Aw|
<l + L w2
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Destas estimativas e de (3.47) obtém-se

t
IV ()2 + (1 + ) / | Au™ ()| Pdr
t
<c / (T + [T ()P + 67 dr (3.48)
t
c / [V (1) 2] Aw™ (7) | dr.
0

De modo similar, multiplicando (3.43) por Bw™?® e usando (3.26), temos

t
IVw™ ()" + (ca + Cd)/ |Bw™* (7)|*dr
0
t
< C/ (V™ (D) + Va5 (7) |2 + (|6~ (7)[*)dr (3.49)
Q

t
i [ vur @) P B (o) ar
0

Somando as desigualdades (3.48), (3.49), e usando a desigualdade de Gronwall o resultado

segue. O
Lema 3.7. Existe uma constante Cy > 0, que independe de n e s, tal que
t t
[ rar+ [ ol
0 . 0
< Cg/ |Vw™*(7)|*dr
0
t
+09/0 ([Aw™ ()] + [ Bw"™ ()] + 1)([Vu" " ()P + [V H(7) |7 + [|0"7(7) |]*)dr.
Demonstragao. Multiplicando (3.42) por u;"*; e integrando em €2 temos

lu || = —(u+ ) (Au™ uf®) — (w1 - V™, up®) + 2p, (rot w™ ™, up®)
_(unfl,s X vun7u?78) + (f(enflJrs) _ f(9n71>,u?,5)

< CllAu[lui || + Clla™ 2|l V™[ s |u [ + Cl V™[ |
O™ s [V pal|a* || + CllO™ [l
< Cl[Au™ [P + Cf [V 2| + C [ Va2 Au”|

FCJ0" 12 + el
(3.50)
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Analogamente, obtemos

oo | ik

5(00 +cq— ca)%ﬂ divw
—(cq + cg)(Bw™*  w}®) — (u" 1 - V™, wi®) — 4p,(w™*, w) )
+2p, (rot u" T, wp?) — (' V", w ) + (g(0" ) — g(0" ), wy)
< Ol Buw™||[lw}*[| + Cllw"~ ||l Vaw™ || a [ | + O™ ;| (3:51)
OV [l [+ [ s [ Vo™ ([ zs]w || + CJ0" || wi™|]
< Cyl|Bw™|* + Cy [ V™ |2 + Cy [ Va2 + C, [ V" =? | Bw" |

+C]|6" 5P + nljw; |,

Tomando € > 0 e n > 0 de maneira apropriada, somando (3.50) - (3.51) temos

/ o)+ [ 1wt

(IIAu"SH2 + || Bw™|*)dr
0

/(IIVU” PO+ IV (@l 4+ 107 ()1 dr

+c/ IV () P Aun ()| + [ Buo” (7)) d¢+/ |V ()| 2dr,

onde C' > 0 nao depnde de n e s. A conclusao segue do Lema 3.6. OJ

Prova do Teorema 3.3 Multiplicando (3.44) por 6™ e integrando em €2 temos

1d n,s 7,5
e e
— (Cb(un—l—l—s’ wn—l—i—s) o @(’U/n_l, wn—1>’ en,s) o (un—l,s X V0n7 en,s).

Das desigualdades (3.30), (3.31) e das estimativas do Teorema 3.1 nds temos que

|(un—l,s X ven’ 0n,s)| |(un—1,50n’ Ven,s”

167 | ol = o[ 76"
My M || V6" ||| Va2 |67

3 n—1,s n K n,s
— MMV PIVE" | + 1V,

IN A

IN
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Para estimar os termos da fungao ® usaremos as seguintes desigualdades:

D1 (1) — P1(u2)| < 18u([Vus| + [Vu|)[V(ur — ud)],
| Po (w1, wi) — Po(uz, wa)| < 4 (V| + [Vuo| + |wi] + |wl))
(IV(ur = u2)| + w1 — ws),
|P5(w1) — P3(w2)| < 9o V(wr +w2)||V(wi — ws)],
[P4(w1) — Ps(w2)| < 9(ca + ca)(|Vwi| + [Vws|)|[V(wi — wy)],
[ P5(w1) — Ps(w2)| < 18[cq — col([Vwr| + [Vws|)[V(wr — wo).

(3.52)

\

Usando estas estimativas temos

(@1 (w"1%) — Dy (u), 0™°))
< 18u(||[ V| s + [V o) ([ Va0 [107° | 1o
186 Ms Mg My (|| A5 || V2 || Au™= | V/2)| | Va2 | V6™

6 — S n— n—1,s K n,s
— Mo (18 M5 M) (|| Aw™ | + | Au" [V |1* + V6™,

A\

IN

|(q)2(un—1+s7 ,wn—1+s) _ @2(un—17 ,wn—l)7 9n,s)|

< g (V" 4+ [V s + ™ s+ ™ )

IV o= )7 o

< i MMMy (|| 4w 4+ A | 4 [0~ 4 [ V")
(V=2 + Ve |) 4 [ V6"

< (e M Mo MY (14 20322 A=) 4 [ A=+ 1))

n—1,s n—1,s R n,8
(Va2 P 4 oW ) + Ve

e parat = 3,4,5

(@i(w”_Hs) o (I%(,wn—l)7 9n,s)|

IN

Li([[ V"= | s + [[Va" | 13) | Vo™= [| 67| o
M5M6M3/2L7;(||Bwn_l+s||1/2

| Bw" |2 [V~ [ ver||

Ce(|Bw" 5| + | Bw" ) [ Va2

K

—|Ivems 2

IN

IN +

+

onde L3 = 9¢q, Ly = 9(cy + ¢4) € Ly = 18|cqg — ¢4l-

Para n,s € N, t € [0, T3] seja

Mys(t) = [[ A"+ [|Au™ | + [ Bw™ || + || Bw" | + [|0"] + 1.
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Das estimativas anteriores concluimos que

t
107 @) + / IV6ms ()| Pdr
t 0 (3.53)
< L / M (1) (I (DI + [V () |2)dr,
0

onde

6 12
LG = EMQ(M4M6)2+;M0<18/,LM5M6)2

36 M

3
12
(440, M5 Mg)* (1 + 2M7"%)? + — My > (M5 ML),

i=1

Somando as desigualdades (3.46), (3.53), e definindo
Ons(t) = VU @O +[[Vw™ @) + [l0™ @),

obtemos

t t t
Goa() + (04 1) / | Awm () |%dr + (co + ca) / | B (r)|Pdr + / IV6m ()| Pdr
0 0 0

t —_—
S ClO A Mn,s<7->¢n—l,s(7-)d7-7
(3.54)

onde M,. = M,.(7) + |[Au"|| + ||[Bu”|| + 1 e Cygp = Cs + Ls. Pelo Teorema 3.1,
Mms € L*(0,T). Assim pela desigualdade de Holder obtemos

t 1/2 ¢ 1/2
bus(t) < Crg ( / Ms,mw) ( / ¢>i_1,s<f>df) .

¢721,s(t) < 011/ (Z)i_l’s(T)dT,
0

Assim,

Ty

onde C; = 0120/ ME’S(T)dT < 0.
0
Do Teorema 3.1, ¢o4(t) = [|[Vui(t)|]* + ||[Vw®(t)|]* + [|0°(t)|]* < M, para todo

t € [0,77]. Portanto, pelo Lema 3.5 concluimos que

1/2
:| - M5/2An71(t)’
(3.55)

n,s n,8 m,8 —C tn_l
IV + IVl + 16O = on, < 317 | T2
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para todo t € [0,71], n > 2. Substituindo esta estimativa em (3.54) segue que

t t t
(it 1) / | Aum(7)|2dr + (ca + ca) / | B (1)|Pdr + / 16 () Pdr
0 0 0

t 1/2
< C(lll/2 (/ ¢$L1,sd7_)
0

(Cllt>n—1

< M2
=0 [(n—l)!

1/2
} = MY A, 1 (D).
(3.56)
Integrando (3.55) e usando a desigualdade de Hélder, obtemos

t t !
[ 1w+ [ g @pa + [ o)
0 0

0
t n—171/2
< MY? / {M} (3.57)
O .

onde Cjs = (MOTl)l/Q. Em consequéncia do Lema 3.7, Teorema 3.1 e (3.55)

t t
/ el () |2 + / w2 ()2
0 t 0 t
< Cy / V™ (r)|Pdr + C / bnra(7) (| A 4+ || Buw”| + 1)dr
0 0

c.tM1Y2 ¢ t 1/2 t 1/2
< o0 [ j 2 L[ dasmar) | [ aawp  jpore + var
: 0 0
2

§013{ +C14{

< CisAn(t) + Cra\, 1 (t)
(3.58)
Co(My + T1)1/2M0
4011 '
Por outro lado, de (3.44) temos

onde O3 = CyCq e Ciy =

10713+ < KA + ([ VO™ |+ [ VO

—|—||(I)(’U,n_1+5, wn—1+s) o @(u”_l, wn—l)”%Fl‘

(3.59)
Agora, vamos estimar os termos do lado direito de (3.59):
RIAG g1 < w sup (VO™ V)

<1
el <

< gK||IVO™.
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Pela desigualdade de Poincaré, (3.31) e pelo Teorema 3.1 temos

Hun71+s X ven,sHH71 S sup |(un71+s . v9n,37 (,0)|
HQOHH(%Sl

< sup [t sl VO | o
Il <1

< MOM(;/)\1||V0”’SH
Usando a imersdo de Sobolev H?*(Q) — L®(Q), isto &, [[1)||z~ < Ms|¢||g> para todo
Y € H*(Q), e por (3.18) temos

||u”_1’S VO |-+ < sup |(u"_1’S -V, p)]
lell <1

< sup [ut 07 Vel

<1
Il g <

< MQMgHA’U,n_l’SH.
De forma similar, usando (3.52) temos

[©1(u™ %) = @i (u" [l < 18 sup (Va0 + [[Vu D[V e @]l o

HwIIHéﬁl
< ISMLM([ Ve [Vt ) Au |
< 36uMo MM Au™ ",

||<I>2(u”_1+s, wn—1+s) o (132(’(1,”_1, wn—l—i—s)”H_l
< Ap Mo (Va2 |+ [ Va7 4 [l 4 [l D ([ Va5 + [lw” 5] 1s)
< O ([[Au™ 2| + [V~ )),

onde Ci5 = 16, MyMe(MyM: + M4Af1/2). Além disso, para i = 3,4,5
@i (u"°) = (w1 < CreMe([Vo || + [V ) [ V™= s
S 2016M0M6M4A;1/2||V’w”_1’s||,

onde Cyg = max{c, + cq, 9co, 18|cg — ¢4 }-

Portanto, de (3.56) e (3.57)

t t
/ 1605 (1) |3 dr < Cy / (V8™ ()| + | Aum ()| + Ve (r)|?)dt
0 0

< Cis[An(t) + Ap—a(t) + Apa (2)]
(3.60)
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onde
Cir = max{r + MM /M1, Mo Mg + 36 Mo Mo My + Cis5 /2, Cis /2 + 6C16 Mo Mg My *}, e
O = Crrmax{My?/w, My /(1 + 1), Crz}.

Como os espacos L>(0,T; V), L=(0,T; Hy(2)), L*=(0,T; L*()), L*(0,T; D(A)),
L*(0,T; D(B)), L*(0,T; Hy(2)), L*(0,T; H), L*(0,T; L*()) and L*(0,T; H *()) sdo
espacos de Banach, das estimativas (3.55)-(3.58) e (3.60) concluimos que existem fungoes

u, w e 0 tais que
u" — u fortemente em L>(0,7;V) N L*(0,T; D(A)),
u) — w; fortemente em L*(0,T; H),
w" — w fortemente em L>(0,T; Hy(2)) N L*(0,T; D(B)),
w! — w,; fortemente em L*(0,T; L*(2)),
0" — 6 fortemente em L>(0,T; L*(Q2)) N L*(0,T; Hy(9)),
07 — 0, fortemente em L*(0,T; H *(Q)),
quando n — oo. Desde que (u",w",0") verifique o problema (3.4)-(3.2) é claro que o
limite (u, w, 8) é solugdo do problema (1.1)-(1.2).
Agora iremos mostrar a unicidade. Sejam (w1, w1, 6;) e (w2, we,02) duas solugoes
do problema (1.1). Seja u = u; — uy, w = wy; — ws e § = 0; — 6. Entdo, temos

(we — (o4 ) Aw, @) + b(w, uy, ) + b(ug, uw, ) = (2u,rotw + f(61) — f(62),¢),
(wt + Lw + 4M7"w7 7/1) + b(’U’lu w, 7/1) =+ b(uv wy, w) = (2ur rotu + 9(01) - 9(62)7 ¢)7

O, 0) + kK(VO, Vo) + (u1 - VO +u - Vb, ¢) = (P(u1, w;) — P(ug, ws), 9), (3.61)

para ¢ € H, ¢ € L*(Q) e ¢ € Hy(2). Defina ¢ = Au podemos argumentar como em

(3.19)-(3.21) para concluir

1d

§£||Vu(t)||2 + (e + ) [ Au®)[? = —(u - Vuy, Au)

+(rotw, Au) + (f(01) — f(02), Au),
[(w - Vuy, Au)| < luf[]|[ V|| o] Aul|

< Cf[Vull[| Ay [ Au|
< ClIVaul*| Aw[|* + €] Au|?,
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|(rot w, Aw)| < [[Vwl[[|[Au| < Cf[Vw|® + €] Aulf?,
(£(01) — F(62), Au)| < C0]]]| Aul| < Cl0]* + el Au]|.

Escolhendo € > 0 apropriadamente temos

d 2 2 2 2 2 2

VeI + (o + p)[Aw@)]” < C([Aw [P Vel” + [[Vawl” + [10]]). (3.62)
De modo similar, usando (3.26) podemos concluir que

d 2 2 2 2 2 2

V@™ + (ca + ) [Bw|” < Cl(|Bwe|” + D[ Va|” + [Vew|® + 167 (3.63)

Seja ¢ = 0 em (3.61) desta forma
1d
2dt

Pela imersao H*(Q) < L>®(Q), (3.18), (3.15), (3.17) e a desigualdade de Young

011> + £||VO||> = —(u - Vy,0) + (®(u;, wr) — D(uy, ws), H). (3.64)

temos

[(w- Vs, 0)] < [[ullL||VO:]]|0]]
< O Aul[[[V6]]]|6]
< ClIVOP(ION + el Aul*.
De maneira similar, por (3.18), (3.15), (3.17) e (3.52)
[(D1(u1) = P1(u2),0)] < C([[Vun|ps + [V o) wf| 24| 0]
< C([[Au || + [|Aus ) || Awll]|6]
< C(|Aw|* + | Aua|[*)[0]]* + €] Awe]*

(P2(u1, wi) — Po(uz, wo), )]
< CO([IVur|lzs + [[Vuzl[ps + [[wi s + [[Vws|[r) (V] s + [[w][24) 0]
< C([|Au || + [ Aus[|* + 1)]|0]* + (|| Aul]® + || Bw]|?)
[(®i(wr) — Pi(w2),0)] < C([[Vwn|[ra + [[Vawsl[ra) [ Vw][ 4[]
< C([|Bwi* + [ Bws[|*)[10]]* + €| Bw|1?,
para i = 3,4, 5.

Escolhendo € > 0, das estimativas acima e de (3.63)-(3.64) se obtém
V(t) < C(|Aw[* + | Aua|* + [ Bual|* + | Bua® + [[VO|* + 1)V,

onde U(t) = |[|[Vu(t)||* + || Vw]||* +|0]|*. Assim, pela desigualdade de Gronwall, segue que

U = 0. Portanto, u; = us, w; = wy, e 0; = 05 em [0, 77].
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3.2.3 Prova do Teorema 3.4

Para cada n € N, a regularidade da soluc¢ao aproximada (3.1)-(3.3) pode ser
provado usando o método espectral de Galerkin.

Para estabelecer as estimativas, vamos provar primeiro que existe T5 > 0 tal que

Ty
| e <1, (3.69
0

para todo n € N. Usaremos o segundo principio de indugao em n, isto é, vamos supor que
(3.65) vale para 1 < j < n.

Diferenciando com respeito a ¢t a equagao (3.1) temos

u{jl + (pn+ ,ur)Au{Jr1 + P(u{ V) + P(u? - VU{H) = 24, P(rot wi) + Pf’(@j)ﬁf.

+

Multiplicando por u/*", e integrando em €, obtemos

1d o
5wl P ) [Vl P = = (ud V™ w24 (rot wi, wd ) +(f/(07)6], ui ™).

2d
(3.66)

Agora vamos estimar os termos do lado direito de (3.66).

2, (rot w!, wl™h| < C|wl|]* + MHV J+1)2
(00l < Ol ] < ClBE + B
(uf - Vu* uf )| < Ol || Au |||V |
< Clluf | Aw P + L g
Usando estas estimativas em (3.66) temos

2+ o ) [V < Cllad P+ O8] + Ol 4w 2, (3.67)

para 1 < j < mn.
Para estimar ||Aw/*!|| multiplique (3.1)(para n = j) por Au’™. Desta forma
(4 )| AW = —(uf ™, Au™) — (/- VUt AT + (24 rot w?, Al

+ (f(67), Au'Th). (3.68)
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Agora vamos estimar os termos do lado direito de (3.68)

(™ Aw )] < Ol 4 P,
(- Vot 4w )] < o[V ol Aw |
< OV [T P 4+ B w2
(20, rotw!, 4w )| < OV | + 4w,
(F0), Aw )] < O+ B i,

Disto e das estimativas dadas pelo Teorema (3.1) se pode concluir
lAw 2 < O+ [luf ™). (3.69)
De (3.69) e (3.67) temos

d . , , . . .
EIIU?“W + (o )|Vl 7P < CllwllP + Cll67 1P + Cllud (1 + lud ™ (1)

Por (3.65) e das estimativas do Teorema 3.1 temos
2+ o+ ) [V < €+ C [ )Pt o) P
Aplicando a desigualdade de Gronwall concluimos
e I 4 (4 1) /t IV (0)|[*do < Cexp (C /Ot \!uf(0)|\2d0) <C (370
0
paral <j<mete (0,T3). Assim, de (3.69) temos
[Aw** < C, (3.71)

paral <j<nete(0,Ts).

Analogamente, é possivel concluir que
|Bw 2 < C, (3.72)

t
lw 2 + (ea + Cd)/ IVw] ™ (o) |Pdo < C, (3.73)
0

for 1 <j<nandte(0,T3).
Finalmente, Multiplique a equacao (3.3) por €' Assim,

Kk d

9n+1 2
o+ + 5 2

VO 2 = — (VO om Y 4+ (D(u”, wh), 7). 3.74
t t
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Usando as estimativas do Teorema (3.1) e (3.69)-(3.73) temos
(V"L 07 )| < [z [V 167
< C||Au"|[[[VomH[llor ]
< CIvE2 + o
(@1(u™), ;)] < C(IVu"]?, 67
< CHVU"H@H@Z;“H
< C||Au™||* + E|
(@a(u” wh)] < C(IVa"]” + [w"]*, 677
< C(IVu"|[Zs + [lwllZo) 167 ]
< C(JAu"|[* + || Bw"||*) + %H@?“HZ

sy

(@i(w™), 7] < C(IVw" [, 07
< OV |[L: 167

< Cl|Bw"||* + 1671,

2l
12
i = 3,4,5. Portanto, de (3.74), (3.71), (3.72) e das estimativas acima, temos
d
167 + m VO™ < O+ CIVomT P,
Integrando, e usando a desigualdade de Gronwall nds temos

t
K| V2 +/ 107+ (0 [2do < OT, < 1, (3.75)
0

se Ty < T)é suficientemente pequeno. Portanto, (3.65) vale para n + 1 e o argumento de
inducao esta concluido.
Vamos obter agora as estimativas para u™*, w™* e 0™° definidos por (3.42)-(3.44).

Para tal, diferenciamos a equagao (3.42), com respeito a t, e multiplicar por u;”*. Assim,
1 d n,s n,s n— S n.s n,s n—1,s n,s
5%”“15’ H2 + (e + )| Vg ”2 = —(u; v ;U ") + 24, (Tot wy b u )

(T ) — (V)
+<f/(0n71+s>0;171,s + [f/<9n*1+8) o f/(enfl)]ezzfl, ’U,?’S).

Estimando o lado direito obtemos
d n,s n,s n—1,s n,s n—1,s

pri I+ (o4 ) [V [P < Clluf ™| + Ol Au™*|)? + Cllaw} |12

+CO[|Vur 2 P Vg |* + Ol 1

+Cllor PV et
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Onde, o dltimo termo foi estimado usando (3.75)

[([F/0") = £ D10 u*) < Lpl(0" 70,7 u)|
< Lp 10" allOr = [l o
e[ (e v I (A [ A
< CllgteArven
HIVO D210 I Vg

n—1.s n— /“L+MT n,s
< Cllgn e op 1 + B vy

De modo similar, temos

d - —
|2 + (o + ca) [V |2 < Cllwl ™12 4 Cll B2 4 Cllup ™

+C VU2V + Cllor |-
+C07 PV O

Somando as tultimas duas desigualdades, integrando e usando (3.55), (3.70), (3.73) se

obtém

t t
o 12 + ol + (s + 1) / IV (r)|Pdr + (ca + ca) / IVl () |Pdr
t t
<c / ()2 + Cllwp =" (1)) dr + C / (lAu™(7)| + | Bw™ (7)) dr
Ot 0
c / IV ()2 ([l () + Ve (r) ) dr

t t
c / 162 () s+ C / 160 () P17 ()

< ClAn-1 () + Anoa(t) + Aus(t) + A1),
(3.76)

Assim, usando (3.42), (3.43) e (3.55) é facil mostrar que

[Aw™*[* + [|Bw™ |* < C(|[Va™|* + [[Ve™*||*) + C([lui"[I* + llwi>*|1*)
(Va7 + [V 17) + Cllom =] (3.77)
< OAnaa(t) + Az + Mg () + A2 (1)]

Multiplicando (3.44) por 6;"* temos

K d

977,,5 2
o+ 5

||V(9n,sH2 — _(un—l—ksven,s’ 9;1,5) o (un—l,sven, 9?,5)

HO@T W) b w ), 6))



Vamos estimar os termos do lado direito usando (3.70), (3.73)

L A [ e T s O

< C||Au |V eme |16
< C|\ Vo™ |? +

K
v en,s 2
67|
(w2 V0", 07)| < w2 e[V 0" [[167°]
< CllAu™ [ [[VO" |16

n—1,s K | gnys
< Oll w7 + 1)1

(@1 (u"™) = @i (u" ), 67°)] < OV s

HIVU" | ) [V sl 67
< C([Au " + [[ A" D[ Aum 2] 16

e R U &

Ay
14

(@27, ") — @y (u ™ w™ ), 0%)| < C(| V|

i =3,4,5. Assim, temos

") [V a0
(V" s + "z V™= 107
< C(|Au=|| + | Aum ) Au™=l[167 7
+([[Buw™ || 4 (| Bw" ] A0

< CJlAu™ [ + — 167"

K
14

[(@i(w" ™) = @i(w™ ), 67°)| < (V" s

HIVw" o) Vo™ a0
< (I[Bw™ || + [ Bw" [ Bw" [0

n—1,s K 1 on,s
< ClBw b 4+ 0

t t
\WWﬂF+AH$WﬂWm-S CAHVW%ﬂWM

t
+ C/(HAu”_l’S(T)H2+HBw”_l’S(T)Hz)dT-
0

47
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Pela desigualdade de Gronwall, (3.77) e (3.56) concluimos

t Ty
IV i+ [ 1o @iPar < [ Aol + B s
< CApoa(t).

(3.78)

Novamente como os espacgos L*(0,T; V), L>=(0,T; H), L>=(0,T; Hy (), L>=(0,T; L*()),
L>(0,T; D(A)), L>(0,T; D(B)),
L*(0,T; Hy(Q)), L=(0,T; Hy(Q)), L*(0,T; H), L>=(0,T; L*(Q)) e L*(0,T; H *()) sao
espacos de Banach, das estimativas (3.76)-(3.78) podemos concluir que existem fungoes

u, w e 0 tal que

u" — u fortemente em 0,7; D(A)

);
u; — wu,; fortemente em 0,T; H)N L*(0,T;V),

L(

L(
w" — w fortemente em L>(0,7; D(B)),
w! — w, fortemente em L*>(0,T; L*(Q)) N L>(0,T; Hy(Q)),
(

0" — 6§ fortemente em L>(0,T; H;(Q)),

0 — 0, fortemente em L*(0,T;H *(Q)),

quando n — oo.
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4 ESTIMATIVAS DE ERRO NO
TEMPO

O sistema considerado é o mesmo do capitulo anterior, dado pelas equagoes de (1.1).
Nosso interesse aqui sao nas estimativas de erro uniforme no tempo das aproximagcoes de
Galerkin para as equacoes de um fluido micropolar com conveccao térmica. E muito
importante obter estimativas de erro para métodos de Galerkin, visto sua aplicacao em

métodos numéricos, como por exemplo o método dos elementos finitos.

4.1 PRELIMINARES E RESULTADOS

Ao longo deste capitulo C, Cy, M, denotarao constantes positivas genéricas que
dependem apenas de ) e de outros parametros do problema que podem variar de acordo
com a férmula. Seja P a projecao de L*(Q) em H, A= —PA com D(A) = H*(Q)NV o
operador usual de Stokes. Suas autofuncoes e seus autovalores sao denotados por cpk(m)
e ¥ respectivamente. O operador B = —A denota o operador de Laplace com condicoes
de fronteira de Dirichlet e D(B) = H*(Q2) U Ha(£2). Denotamos suas autofunces por ¢
e seus autovalores por 4*. Além disso, vamos considerar o operador fortemente eliptico L

(co+ ca > ca);
Lw = —(cq + ca)Aw — (co + cq — ¢o)Vdivw, para w € H* N Hy.
Sabemos que a seguinte estimativa é valida,

| Y202 = (L, w) > &V
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onde ¢ = min{c, + cg,co + 2¢4}. Denotaremos por ¥*(z) e 7% as autofuncoes e os
autovalores de L, respectivamente.

Para cada k& € N, denotamos por P, R, e Rk as projecoes ortogonais de
L*Q) em V, = span{e'(z),....¢"(x)}, Hy, = span{o'(z),...,¢"(x)}, e H, =
span{ep'(x),..., 9" (z)} respectivamente. Para todo z1, z, € L*(Q) e k,m € N, segue

(1) (Pgz1,22) = (21, Prz2),

(i) (Pz1,22) = (22, Pzs),
(ili) ((Pm — Pg)z1,22) = (21, (Pm — P)22),
(iv) (P — Py)z1,22) = (21, (P — Py)z2)

Com as notagoes acima podemos escrever o problema (1.1) da seguinte maneira

4

0

8—': + (u+ p)Au + P(u - Vu) = 2, P(rot w) + £(0),

ow

— + Lw+ (u- V)w + 4p,w = 2, rot u + g(0),

ot (4.1)

%+(u-V)9—/{A0:®(U,w)+h>

u(z,0) = ug(x), w(zr,0) =wo(z), 6(x,0) =6

\

ou a formulagiio equivalente
(ue, @) + (1 + ) (Au, @) + (u - Vu, ) = 2p,(rot w, @) + (f(0), ¢)

(we, @) + (Lw, @) + (u- Vw, @) + dpue(w, ) = 2u,(rot u, @) + (g(6), D),
(01, ) + (u - VO,9) — k(A0 ) = (D(u, w), ) + (h, ¢),

u(z,0) = ug(z), w(z,0) =wy(x), 6(z,0) = b

(4.2)

\

para todo ¢ € V e para todo ¢, € Hj (). Quanto a existéncias de solugoes para (4.1),
pode-se proceder como em [12] ou ainda usando o método de Galerkin.
Consideramos a aproximacao de Galerkin definida por

k k

uf(z,t) = Zcik(t)goi(x), wh(x,t) = Zdik(t)qbi(x), 0% (x,t) = Zeikdﬁi(aj),

i=1 i=1
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verificando as seguintes equagoes

uf + (g + ) Aub + b - Vub =2, rot wh + P £ (60F)
wh + Lw* +u* - Vw* = 2u, rot u* + Ryg(0")
0F — kKAGF + 4P - VO* = d(uF, w*) + Ryh
u*(0) = Prug, w*(0) = Ryw,, 6°(0) = Ryb,

com equivalente formulagao

;

(u;, @) + (1 + p) (Au®, @) + (u* - Vub, @) = 2p, (rot w”, ) + (£(6"), ¢)

(wf, @) + (Lw*, §) + (u* - V", @) + 4y, (w*, ¢) = 2y, (rot u”, @) + (g(6"), @),
Of ) + (u" - VO p) — K(AGF, 1p) = (B(u’, w"), 4) + (b, ¢),

u*(0) = Prug, w*(0) = Rywy, 6°(0) = Ryb,

(4.3)
parangVk,qﬁEerwEﬁ[k.
As condigoes a seguir dadas em forma de proposicao foram provadas no capitulo

anterior e garantem existéncia, unicidade e regularidade de solucao forte para o problema

(1.1).

Proposigao 4.1. Suponha que f, g, f; e g; verificam a condigdo (3.5), para constantes
My, My, My, e M,, respectivamente. FEziste To > 0 e uma tnica solu¢ao do problema

(1.1) no intervalo [0,T5]. Além disso,
u € L®(0,Ty; D(A)), w e L0, Ty; D(B)), 6 € L=(0, Ty; HL(Q)).
O mesmo resultado vale para a solugio (u”, w",0%) do problema (4.3).

Para nossas estimativas sera util o seguinte resultado. As estimativas para o
operador Pj podem ser encontradas em [18] e sdo devidas a Rautmann. Para os
operadoradores L e Ry apresentaremos na proxima se¢ao uma prova mais detalhada da

encontrada em Ortega-Torres, Rojas-Medar e Cabrales [16].

Lema 4.2. Seu € V ew € H}(f) entdo

1 1
lu — Prul* < S IVul®, [w— Rywl* < —||L"w]]*.
k+1 Vek+1
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Além disso, se w € VN H*(Q) ew € HY(Q) N H*(Q) temos

1 1
—Aul’, w— Ruw|* < —

k+1 k+1

lu — Prul® < | Lw]?,

1 1
IVu = VPu|? < —|Aul’, |[LV*(w — Ryw)|* < — || Lw]]*.
A
k+1 V41
Para cada k € N, defina
v* = Pou—u¥, 2F = Row — w”, h* = R0 — 6",

" =u— P, ¢F=w-Rw, & =60— R:0.

k

Note que v¥, z¥, h" satisfazem o seguinte sistema de equacdes:

(vF, @) + (p+ 1) (AV*, ) = 2p1,(10t C¥, ) + 241, (10t 2%, ) — (u. V", )
—(u.Vv* @) — (n*.Vu*, ) — (vF.Vu", ¢)
+(F(0) = £(6°), )

(21, ¢) + (L2, &) + 4, (2", @) = 2ur(rot ", @) + 2p1, (ot v, §) — (0" Vw, 9)
— (b V2F ¢) — (vF.Vw, ¢) — (uF.V¢E, 9)
+(g(0) — g(6%). ¢)

(Rt ) — K(ARF ) = —(n".V6,9) — (u* VA", ) — (v".V6,)
—(u".VE", 9) + (0(u, w) — O(u”, w"), ),
u(0) = uo, w(0) = wo, 6(0) = bo,

\

(4.4)
para todo ¢ € Vi, qﬁEerwEf[k.

Lema 4.3. Sob as hipoteses da Proposicao 4.1, existe C' > 0 tal que para todo k € N e

todo t > 0, temos

C

! k 2 ¢ k 2 C
/||n (7)Pdr < 5 /uc ()|Pdr <
0 k+1 Jo

2 b
Vie+1

/ |&*(r)|Pdr <
0

=,
k+1
C

)
N1

t
/”LWC'“(T)HQdTS <
0

Vk+1

2 < <2 e < - e < 22
)‘k—i-l Vi1 Vr+1
C C
ke < o nveekr < <
A
k+1 Yk+1

t
/ IVt () |Pdr <
0
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Em nosso primeiro resultado estabelecemos a estimativa na norma L?*() do erro

da aproximacao de Galerkin.

Teorema 4.4. Sob as hipdteses da Proposicao 4.1 as aproximagoes (uk, wk, 9’“) satisfazem

C C C C C
() —u* ()] +[|lw () —w" (1) >+ |0(t) 0" (1) |* < vttt (4.5)
k1 Tk+1 Tek+1 AR VR4

para todo t > 0 e C > 0 uma constante genérica que nao depende de k € N.

Observagao 4.5. A aprorimacgao de Galerkin do sistema de fluidos micropolares é da

1 1 1
ordem SV + ——. Esperavamos que a estimativa (4.4) fosse da ordem SV + -+
k+1 Ve+1 k1 Vit1
——, mas isto nao ocorre. A presenca do termo nao linear ® impede o resultado
Vi41
esperado.

De maneira andloga estabelecemos para v e z na norma H 1(Q) 0 seguinte

Teorema 4.6. Sob as hipoteses da Proposicao 4.1 as aproximacoes (uk, wk) satisfazem

IVult) — V@) + L 2w(t) - L@ < —— + S 4 &
Vet1 Akt Vet

para todo t > 0 e C' > 0 uma constante que nao depende de k.
Obtemos também
Teorema 4.7. Sob as hipdteses da proposicao 4.1 as aproximagoes (uk, wk, Qk) satisfazem

Jue(t) = w (8)] ¢c ¢ ., C

t
bt lwn(t) = wf O+ [ 107) = O Broadr < 5
0 Tk+1 k+1 Tkl

para todo t > 0 e C' > 0 uma constante que nao depende de k.

12 ESTIMATIVAS PARA A NORMA
L*(Q)

Demonstragdo do Lema 4.2. Seja k € N, w € Hj(Q) e 7; > 41 parai > k + 1. Desta

forma temos,

o Rl =1 Y (w890 = Y fwo = > ([ w¢i)2. (16)

i=k+1 i=k+1 i=k+1



Tais igualdades ocorrem pois w

o4

k

> (w,¢")¢" e {¢'} 6 um

=1

oo

Z(wa ¢Z)¢Z7 Rkw

=1

2
sistema ortonormal em L*((2). Agora estimaremos ( / 'wq’)i) ,
Q

(f=)

Combinando (4.6) e (4.7) temos,
fw — Row|? =

<

<

onde a tltima desigualdade decorre do fato que {

H; (), com respeito ao produto interno

IN

(4.7)

1

Ve+1

¢

= (e ()]

2 ([ (F) )

Vk+1
|11 ?w?,

1

4.8
Vk+1 ( )

i

=

LY2f1Y%g e da desigualdade de Bessel. Para
Q

} ¢ um conjunto ortonormal em

provar as desigualdades restantes, consideremos, w € Hj(€2) N H?(£2). Deste modo como

L é simétrico temos

([

(4.9)



%)

Combinando (4.6), (4.9) e usando novamente a desigualdade de Bessel, temos

o) 2
o~ Rl = 3 ([ o)
i=k+1 N
00 ‘ 2
5 ()
i=1 W@
1 & ;
< 5> (Lw, @)
ryk+1 i=1
1
< Q—HLwHQ. (4.10)
k+1

Para a tltima desigualdade, como w — Rjw converge em H; ()

e (2 ()

i=k+1
_ w¢i> L2

_ i LY/2 (%) (/QLl/zle/z <%>)7 (4.11)

onde a ultima igualdade decorre de um raciocinio andlogo ao empregado em (4.7). Note

agora que w — Ryw é ortogonal a ¢’ para 1 < i < k em Hé(Q) De fato, paraj =1,--- |k
(L1/2<w B Rk’l,U),Ll/quj) _ (i /2 ( d)l > (/ LY 22 < (,bz >> 7Ll/quJ')
i=k+1 ﬁ Q ﬁ

- 3 (e (7)) (2 () )
- 3 (e ()
. (LW (%) L2 (%)) (4.12)

= 0.
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Por fim, usando a desigualdade de Bessel e a identidade de Parseval,

2

L1/2 - R 2 _ - L1/2 R L1/2 ¢l ))
1L (w — Ryw)| ; < (w — Ryw), (W
[e9) i 2
— L1/2w7L1/2 <i>)
- z 2 - 2
< %12|L’w¢! <z ||Lw||

i=k+1

]

Lema 4.8. Sob as hipoteses da Proposicao 4.1 existe uma constante C' > 0, independente

det>0ekeN, tal que

t
lo™[1* + (127" + IIh"“||2+/O IVo()|I? + ILY225(7)|2 + VR (7)|Pdr <
c ¢ ¢  Cc C
+ +

= 4.13
A%H 71%+1 7]%+1 Akl Vhtl ( )
Demonstragdo. Considerando ¢ = v*, ¢ = 2" e 1p = h* em (4.4) obtemos,
Ld, o k|2 k .k k .k
5%“” I+ (e + ) [VO8||* = 2p,.(rot ¢¥, v") + 2u,(rot 27, v")
—  (u. V", v") — (u.Vo*, vF) — (0" . Vu*, vF)
— (V" VuF, vF) + (F(0) — F(67),vY), (4.14)

SO L A = 2ot 2) + 2 ot o, )
— (n*.Vw, 2F) — (v".Vw, 2")
— (u" V¢ 25) + (g(0) — g(6%),2"), (4.15)

SO RV =~ V0K — (0" 90, hY) — (it V€ B
+ (®(u, w) — d(uf, wh), BF). (4.16)

Estimaremos o lado direito das equagoes (4.14)-(4.16). Comegamos pelo lado direito de

(4.14). Para isto basta utilizar as desigualdades de Holder, Young e desigualdades do tipo



57

Sobolev |ully < 22 |[ul|Y*||Vul[** para u € HL(Q) e |[Vulls < C||Au|| para u € D(A),

da seguinte maneira

1241, (rot ¢*, v¥)] + |20 (rot 2%, 0M)| = [241,(C*, ot v¥)] + |20, (2%, rot oF)|

Desta forma

[(u.Vn*, ") =
<
<

[(n".Vu*,v")| <
<
<

|(vk.Vuk,'vk)| <

<

<
[(£(0) — £(0%),0")] <
<

<

<

kHQ

+ (+ )| VORI

< 2, I CH VR + 20, | 28] V¥

IN

CellCI1” + el Vor I? + 2u, || 27 + %HW’“H2

|(u.Vv*, n")]

oo [ V0" [l

CellAul?[[n*[|* + €| V" |

Im* (11172 |l w" |

ol v T P T R [ (R AV

Celln* [?[[ Au®|]* + e[| Vo*|?

R

Ol |2V o 2| V|
Cell* [PVt | + ]| Vot
1£0) — FE)llIlo"]

Mgl — 60"

M g€ + hHlo"]

M g€ [[0* | + M gl|R o]

1 1
MZ)\ MZ)\ 1+)\1

— 5 lIE 1 + —5—IVR|? + —— Vo

< ClICHP + 2128117 + Celll Aul® + | Aw[1*) "1

+ Cell P IVat ] + [de + (1 + pe + AT /2] V0|2
MEAT! Mf)\ o
+ 5l ” + IVRE|J. (4.17)
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Procedendo como acima estimaremos o lado direito da equagao (4.15),

|20, (vot p*, 2°)[ + |20, (rot v*, 28)| = |20,(n*, vot 27| + 241, (v", ot )|

IN

20, C " || Y225 + 201, C 0" [[||LY22"|

IN

Cslln®[I? + OlIL 22" 1* + 2, 0"

+

&|‘Ll/2zk“2
2
|(u*.V¢F, 2Y)] |(u*. V2", M)

lulloe L7225 1€

ANl

IN

Csll Au|*[C*|1* + oI L1/22"|

[(n*.Vw, 2¥)|

IN

Clin*lIVwllsl2*[la

IN

Clln* IV |4 Law ||| 25| L2252

IN

Cslln® 71 Lw®||* + 8| LY22" ||

|(’U’“.Vw, zk)|

IN

10" [l6[ V|5 ]| "]

IN

Cel[Lwl*[2"[|* + €[ Vo*||*

(9(6) — 9(6). 2 < l}g(6) —a(6") |
< Mgllo - 62|
= Mgllg" + R
< Mgllglll=*] + MgllRH |l =*|
< MO ey MO oy LN ey

onde novamente A; é o primeiro autovalor do operador Laplaciano, desta forma

1d
S22+ ILY2EH 4+ 422 < CaL+ [1Law ) [P 2+ €] Vo
+ O Lw|*[|27]* + 24, [0 ||* + Csl| Au|?]| ¢
B (L g+ AT /2L
M2 1_1 M2>\1—1
L el A B (4.18)
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Para o lado direito de (4.16) temos,

(n.V6, h")]

IN A

IN

(0.0, B)

VAN VAN

[(ub. VEF, hb)]

IN

IN

Para funcao ® temos,

IV [[7* (|4l R |

CIVO "IV n* >4 VR

Cod [VOIP "> + € VA" |1* + o VA" ||?
IVOl[[| R[4 0" 4

Cod [VOI*[[6*]]? + €l VO™ || + o | W R*||?
|(uk . VhF €")|

Cllu" ool [VR*|]]|€"]

Co || Au®|?[|€°)* + o[ VR*||*.

1 1
[(@1(w, w) = @ (uh, "), | < S([Au|® + |4t ) (V"] + [ Vo!|) + S| VA

[(®2(u, w) — Ba(u’, w"), hY)|

Para ®; = 3,4, 5 temos,

< S Aul? + [Aub? + [ LY 2w]? + | L1 2w"|?)

DO | —

1
[Vt I+ 1902+ (ICFN2 + 1125)%) + SV RS

—~

1 1
(@i, w) = @, wh), )| < S([Lw]* + L0t ) ([VEI* + [V2H]?) + 5[ VRH)?

. Portanto usando as Proposicoes 3.3 e 3.4

1d
2dt

IRH]* + s VR <

+ o+ o+ o+

Cod VO (I + 012
(c+ V0t + (e + I VoF | + cf |

3 3
CollAu |42 + SIILV2CH P + S22 2
Crrknz | Cpk2
SISk + S11=*|

(30 4+ 5/2)||VR*||? (4.19)

onde ¢ > 0 é uma constante genérica que independe de k. Tomando €, § e 0 de maneira

adequada, somando (4.17), (4.18) e (4.19) e utilizando novamente as Proposigoes 3.3 e 3.4
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temos,
d
ZUOE I 2517 IR + (o o) [VOR |2 4 (L2257 4 ][ VRE] <
c(lm* 1P+ 117 + 115112 + [Vn*|* + 1 22¢F)1?)
+e([[Vur [P + VO + [ L) (0" |1* + [125]* + [|R*(*).

Integrando de 0 a ¢, considerando o minimo entre {1, + p,,xk} e usando o Lema 4.2

temos

t
[ + [l2°]17 + 1R +/0 IVo(n)|? + 1LY 2w (7)|* + VR (7)|*dr - <

C C C C C ¢
ot gt gt o+ C [ B + IO + IR
B Vet Yk B+l Ykl 0

onde B(t) = ||Vur(t)||? + [|[VO@)|* + || Lw(t)||>. Aplicando a desigualdade de Gronwall e

utilizando as estimativas das Proposigoes 3.3 e 3.4 o resultado segue. OJ

4.2.1 Prova do Teorema 4.4

Note que
lu(t) = u*(0)* < 2(lw(t) = Prw(®)]* + [Pru(t) — u"()]*) = 2(In" O] + [lv"(©)])
e de forma andloga,
lw() — w7 < 201" @I + 12" ¢)]1*)

10(t) — *()[> < 2" @)I* + 1h*(@®)11*).-
Portanto

lu(t) — u* (@) + w(t) — w* (O] + [l0(t) — 0" ()]* <

2(ln" @O + 1E O + 1E°O1%) + 2(llv" @)1 + 121 + [Ih*(1)]]%).

Usando o Lema 4.3 e o Lema 4.8 temos o resultado.
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1.3 ESTIMATIVAS PARA NORMA H'(Q)

Lema 4.9. Sob as hipdteses da Proposicao 4.1 existe uma constante C' > 0, independente

det>0ekeN, tal que

t C C C
IVo*|* + HLWZ’“!|2+/ (lof(I? + 12E(0)1?) dr < ty—tz (4.20)
0 Vi+1 k+1 Y41

Demonstracdo. Novamente considerando ¢ = v¥ e ¢ = 2 em (4.4) obtemos,

o+ B gt = g ot ¢ ) + 2 ot 2 ) — (- T )
— (u- Vo' v — (0" VU, o)
RVt o) ()~ F60).0f) (4.21)
(§
242 + 5 IL22H P, P = 2 (rotm, ) 4+ 2 (ot 2F) — (- Vo, 2F)

— (vF -V, ) — (uF -V, 2) — (uh - U, 2

+ (9(0) — g(6"), 27) (4.22)

Vamos estimar (4.21) e (4.22) de forma andloga a que fizemos no Lema anterior. Para os



termos do lado direito de (4.21) temos,

211, (rot ¢*, v)| + |20, (ot 2%, v})

|(u- V", )

|(u- V0¥, )

n* - Vu', vy)

(F(0) = £(6%),vf)

Dai
(1 +p) d
o)1 + TEHV’U'“II2 <
_|_
_|_
_|_

/AN 1 /A N /NS /AN /AN VAN VAN /AN VANS VANR VAN

IN

Cell
Cell
Cell
Cell

L2 CH g+ [1LY225 |l of |
CellLY2CH|? + Cel| LY228|1* + 2¢| vy ||
oo [ V" |02

Cell Aul?[[Vn*|* + ellvr |
el oo [ V0" [0

Cel [ Aul*[[Vo*|[* + e v ]|

7" 151/ V724" | | v
Cel[Vn® [ Aw®|]* + el|og |
1£(0) = FE vl

Mgllo = 0%||[lo]

Mg|l€" + Mot

M| €" llvr]l + Mg | [|vf]]
CelIE*1* + Cl[ VR + ellof .

L2\ + Ol L2

Aul?[ VPP + Ccf| Au?(|Vo*||?
Vn*|*[[ Au®|]® 4+ Ce|| Vo ||| Au||?
)17 + CAIVRM|? + Tel|log |7,

agora estimando os termos do lado direito de (4.22) temos

1241, (rot ", 2)] + |20, (rot v, 25)|

(0" Vaw, 2]

|(v* - Vw, 2

k
t

)l

<

INININ A

IN

IVa* [zl + Vot 122 ]
CsllVn*||* + Csl|Vo*||* + 20 2¢
1" l1s]| Ve sl 2¢
CsllVn® ||| Ll + 6] 2 1*
(R A EA

Csl Vor Pl Law|* + o] z¢

62

(4.23)
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[(ub - V¢, 2f)

IN

1w oo [ VCE 122

IN

Csl| Au® |V ESH|1* + 8l 2¢ |

IN

(- V28, 20)| < uflll V2*] 122

IN

Csll Au®|*[IV 2" + o]l 2]

lg(0) — g(6")|ll|=7 |
Mgl|o — 0%]|]|2]l

(9(0) — g(6*), z7)|

IN

IN

Mglg" + R*|l] 2]l

IN

Mgllg* 1zE]l + Mgllh* ||l =t ]

IN

Cs||€X 11> + Cs I VR |1? + 6| 2117,
desta forma

1d d
281+ o I8 4 A 1252 < Gl V(I + sl Vot + Co | Law [* V|
Cs|| Lw [ V0|2 + Csl| Au® ||| L'2¢* |

Csl| Au® ||| L22"* + Cs|€°)?

+ o+ 4

Cs||VRF||? + 75| 2% (4.24)

Somando as desigualdades (4.23), (4.24) e tomando € = § = 1/14 temos,

d d d
k|2 k2 \VZIWIE 1/2 k|2 k|2
r L 8 s <
o 117 + ll=z¢ ] +(N+u)lt” vt ||" + lt” Z"|" + 8p lt”z I <

O+ A IHIVEH I + C(Aul® + | Au®|| + | Lw]® + 1)[[ V||
+C (1 + [[Aut D] L2 + C (|| Aul® + || Au®|
HILw|* + DIVOE|* + ClIEM* + ClIVR*|*.

Portanto, novamente pela Proposicao 4.1 temos

d d d
lF I+ 112217 4 (ot ) VM + L2257 4 8|25 <

CIIVEE P + ClIVA®|I® + CILY22? + C| Vo' ||* + ClE)* + Ol VA" 2.



Dai, integrando de 0 a ¢, considerando o min{1, u + x,} e os Lemas 4.3 e 4.8 temos

t
/ (2 + 25 @) [2)dr + [VoH? + |24 P <
0
t t t
c / | Y2 (7 2dr + C / |Vt () |Pdr + C / &) |2
0 0 0

t t t
+C/ ||V'u’“(7)||2dr+0/ ||L1/2zk(7)||2d7+0/ | VA*||2dr
0 0 0

C N C C n C n C C
T Ykl Ml Teer Tkl Teen Aba
C C C

+—+

[ 7S B, VAT S |

4.3.1 Prova do Teorema 4.6

Note que
IVu(t) = Vu* @) < 2(|Vu(t) — PeVu(t)|? + | PeVau(t) — Vu' (©)]]?)
= 2(IVa* O + V" (1)]?)
e de forma anéloga,
I P (t) — L2t (@) < 20| LY2CH @)1 + 121225 (1))1%).
Portanto
IVa(t) = Vub () + |ILw(t) — LY w" (1)
21V I + ILY2¢H 017 + 2 Vo* (0)* + I LY225 (1))

usando o Lema 4.3 e o Lema 4.9 o resultado segue.

4.3.2 Prova do Teorema 4.7

Note que

w, —ul = —(u+ p)A(u — u*) — (P(u - Vu) — P(u* - Vub))
+2p1, (P rot w — Pyrot w®) + Pf(0) — P f(6F).
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Desta forma

le(t) = uf ()]l = e (= (1 + pr) A(w — u*) = (P(u - V) — Pi(u® - Vub))
+ 2u(Protw — Pyrotw®) + Pf(0) — P.f(6%),v)|. (4.25)

Estimando temos,

|<—<u+u,->A<u—u'f>,v>r§r|v<u—uk>uuw||s(,YC ;2. ¢ )qu

k+1 Akl Ve+1

(P(u-Vu) = Pi(u® - Vu),v)| = [(P~ Py)(u-Vu),v)
+ [(Pr(u-Vu —u" - Vur), v)
< |(u-Vu, (P~ Ppv)| +|((u - u") - Vu, Po)
+ |(u* V(u—u), Ppo)l
C
S I
12, (Protw — Prrotw®)| = [2u,((P — Py)rotw, v)| + |24, (P rot(w — w*), v)|
= [2u,(rot w, (P — P)v)| + |2, (rot(w — w"), Pyv)|
< Vel
>\1§+1

(Pf(O) = Prf(0°),v)] = |(P—Pp)f(0),v) +|P(f(0) — f(6%)), )]

= |(f(0),(P = P)v)| +[(f(0) — f(6"), Prv)]

C
< I [Vl

k+1

Consequentemente utilizando as estimativas acima em (4.25), obtemos
C C C
+—+

Vk+1 Met1 Vit

[MORXAG]

IN

V*
As estimativas para w sao analogas. Para a equacao de balanco de energia temos,

16: = 7117+ < KIAG = AP + [[u® - V(0 = 05) [0 + [[(u—u") - VOl

+ H@(U,’UJ) - q)(uk7wk>H%I—1
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estimando

1A =)+ = sup [(A(0—0%),0)|
ol g <1
< sup V(O - M)lIVel

< CIIV(Ee -9,

lu V(O =0 = sup |(u®- V(O —0), )
el <1
< sup [[uf VO - M) Vel
el <1
< Clve -l
I(w—u?) - VOl = sup [((uw—u’) V0,9
Il g <1
< sup flu—uf|[ VO -0Vl
Il g <1

< CV(u—uh),

@1 (u) = 21(w)][rr < C sup ([Vallzs + [ Veb|20) [V (w — w®) [ Ve

< CV(u—uh),

1®a(w, w) = Dy(u", wh) [ < sup  O([Varllzs + [[Va¥|| s + |wl| e + w”||s)

Il g <1
(IV(w = w5 + [V (w — ") )| Ve
C(IV(w = u)| + [V (w — wh)])),

IN

e parat = 3,4,5

19i(w, w) — @y(uf, wh)| < C sup ([Vwlrs + [[Vewt| )| V(w — w)[[[ Vel

<1
el <

< ClIV(w —wh)].



Assim das estimativas acima obtemos,

/ 10,(7) — 05 () yrdr <

+

/||w ub)(r)|2dr

/ Hw wh) (1) |2 + V(0 — 6%)(r)|[*dr
C n C

)\%H Verr Tkl e

C C n C

5 - .
VYier1 Vel Akt1
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