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RESUMO 

As variantes tradicionais  

(MPFA) com 

tensores  completos e malhas . 

 a 

-lineares 

extremos, ou ambos. Entretanto, esses computacionalmente onerosos que 

abordagem.  M fico de Fluxo 

em Volumes Finitos (MFC-

Aqui, um operador discreto 

 linear, produzida inicialmente, 

- -

linear, 

-linear tradicional. O 

-se alguns problemas de benchmark de 

- o ao procedimento 

a positividade local  

 

Palavras-chave: Problemas de  Fluxo  

em volumes finitos. volumes finitos -lineares. 

fluxo  os. 

 

 

 

 



ABSTRACT 
 

The traditional variants of Multi-Point Flow Approximation Methods (MPFA) are, 

generally, capable to produce convergent solutions for elliptic problems with full diffusion 

tensors and arbitrary meshes. On the other hand, these methods of continuous flow in finite 

volumes, using linear operators, are not capable to guarantee the positive solutions when 

tensors with greater ratios of anisotropy are used. In order to solve this problem, several 

numerical methods with non-linear operators have appeared in the literature either to 

guarantee the satisfaction of positivity, the preservation of extremes, or both. However, these 

schemes are computationally expensive than traditional MPFA methods due to their iterative 

procedure, which is characteristic of this approach. In this work, we propose the so-called 

Metamorphic Method of Continuous Flow in Finite Volumes (MFC-FV), which is 

characterized by a hybrid structure based on the approximation of unilateral flows with 

positive coefficients. Here, a discrete linear operator is initially considered, and the computed 

solution is submitted to a check based on the satisfaction of the local positivity of the control 

volumes. According to this criteria, the method undergoes metamorphosis, since the initially 

produced linear solution can be the definitive one or becomes a pre-convergent initial support 

in a non-linear approach, where the coefficients of the operator depend on the unknown 

variable. This strategy reduces the number of iterations when compared to a traditional 

nonlinear formulation. The performance of our proposition is evaluated by solving some 

classical and challenging steady-state diffusion benchmark problems for different mesh 

patterns. We observed that the MFC-FV method presents faster convergence than the 

traditional non-linear procedure. For some cases, we also observed an absence of iterative 

procedure due to the satisfaction of the local positivity after reaching the linear mode of the 

method. 

 

Keywords: Steady-state diffusion problems. Metamorphic flux continuous finite volume. 

Non-linear finite volume methods. Multi-Point flux approximation methods (MPFA). 

Arbitrary diffusion tensors and meshes.    



LISTA DE FIGURAS 

 
Figura 1 - 

 com limite  (b) detalhe de volumes de 

controle  e que compartilham a mesma interface  ............ 25 

Figura 2 -  Fluxo ao longo da co-normal ......................................................... 26 

Figura 3 -  ............................................. 27 

Figura 4 - -normal em partes tangencias e normais ...... 28 

Figura 5 -  ................................. 31 

Figura 6 - Exemplo de 

Fluxos ............................................................................................ 35 

Figura 7 - 

destacados ...................................................................................... 39 

Figura 8 - 

-linear para o volume de controle 

 ............................................................................... 40 

Figura 9 -  

-linear para o volume de controle 

 ............................................................................... 40 

Figura 10 - 

-linear para o volume de controle 

 ............................................................................... 41 

Figura 11 - 

-linear ....................................................................................... 41 

Figura 12 - 

 .............................................................................. 44 

Figura 13 -  

malha quad

 ................................................................................... 45 

Figura 14 - 

 ........................................ 47 

   



Figura 15 - 

-O (c) NTPFA-B (d) 

MFC-FV......................................................................................... 48 

Figura 16 - 

 ................................................................. 49 

Figura 17 - 

velocidade ...................................................................................... 52 

Figura 18 - 

-

O (c) NTPFA-B (d) MFC-FV ........................................................ 53 

Figura 19 - 

campo de velocidade ..................................................................... 55 

Figura 20 - 

MPFA-O (c) NTPFA-B (d) MFC-FV ........................................... 56 

Figura 21 - 

aleatoriamente perturbada .............................................................. 58 

Figura 22 - 

 ........ 60 

Figura 23 - 

 ...... 60 

Figura 24 - 

 .... 61 

Figura 25 -  

TPFA (b) MPFA-O (c) NTPFA-B (d) MFC-FV ........................... 62 

Figura 26 - 

(a) TPFA (b) MPFA-O (c) NTPFA-B (d) MFC-FV ...................... 63 

Figura 27 - 

(a) TPFA (b) MPFA-O (c) NTPFA-B (d) MFC-FV....................... 64 

  



LISTA DE TABELAS 

 

Tabela 1 -  .............. 44 

Tabela 2 -   

-O, NTPFA-B e MFC-F ................... 46 

Tabela 3 - 

-O, 

NTPFA-B e MFC-FV ............................................................... 51 

Tabela 4 - 

MPFA-O, NTPFA-B e MFC-FV .............................................. 54 

Tabela 5 - 

-O, NTPFA-B e MFC-FV... 58 

 

 

 

  



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS 

 

2-D    

cte   constante 

DMP    Discrete Maximum Principle 

EDP    

MPFA   Multi-Point Flux Approximation 

MFC-FV   Metamorphic Method of Continuous Flow in Finite Volumes 

MVF    

UFPE   Universidade Federal de Pernambuco 

UFPB    

tol    

TPFA   Two-Point Flux Approximation   



 

 

    

    

   Contorno  

   Contorno de Dirichlet 

   Contorno de Neumann 

   Operador gradiente 

   Interface entre volumes de controle 

    

    

   Componente Tangencial da co-normal 

   Componente normal da co-normal 

    

   Norma de Erro L2 para velocidade 

    

    

   Termo fonte/sumidouro 

    

    

   Matriz de termos conhecidos 

V    Volume de controle   

    

    

    

    

h     

    Vetor o 

   P  em determinado volume de controle   

   temperatura etc.) 



 

 

1  ............................................................................... 13 

1.1 OBJETIVOS ..................................................................................... 21 

1.2  ........................... 21 

2  .......................................................... 22 

3  ..................................................... 24 

3.1 -LINEAR, TEREKHOV ET 

AL. (2017) ......................................................................................... 24 

3.1.1  ............................................................................... 27 

3.1.2  ....................................................................................... 29 

3.1.3   ..................................................... 32 

3.1.4  ............................................................................ 33 

3.1.5 -lineares ................................................................ 34 

3.1.6 -

(NTPFA) ........................................................................................... 35 

3.2  ................................................ 38 

4  ..................................................... 42 

4.1  ......... 43 

4.2 

ANISOTROPIA LEVE (CRUMPTON ET AL., 1995) .................... 44 

4.3 

ANISOTROPIA LEVE (GAO E WU, 2011) ................................... 49 

4.4 ESTUDO DE MONOTONICIDADE EM MATERIAL 

 ........................................... 57 

5  ............................................................................... 65 

  .............................................................................. 66 

  



13

1  

 

 (AAVATSMARK et al., 1996), descarte 

nucleares (LE POTIER, 2005) e hidrologia sub-  . 

desafios se tornam .  

Essa , em particular, 

em meios porosos. A heterogeneidade das rochas e  significativas da  sua 

anisotropia, juntamente com geometrias intricadas em modelos motivaram  das 

 desenvolvidas  (AAVATSMARK et al., 

1998)

para lidar com a heterogeneidade e uma anisotropia relevante. Grandes descontinuidades em 

propriedades regulares demandam a  de s 

  . Para 

das malhas com fortes 

baseados no conceito de volume de controle 

especialmente adequados. 

feita por Droniou (2014). Embora alguns  gerais tenham sido propostos (HERBIN; 

HUBERT, 2008)  definitiva  

centrado com  compacto

permeabilidades. Segundo Blanc e Labourasse (2016), o  ideal deve satisfazer as 

seguinte : 

 

  

 Estabilidade 

 Conservabilidade 
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 Simetria 

 Linearidade 

 

Uma abordagem comum e 

um  de A Fluxo por Dois Pontos (TPFA). A principal desvantagem do 

anisotropia. Isso gera adversidades complexas notavelmente 

a malha K-ortogonal p

 a (AZIZ; SETTARI, 1979). Os 

computados pela abordagem  

 (AAVATSMARK et al., 1998; AAVATSMARK, 2002). Isto 

s, a depender de ortotropia, com K-

. 

Para ser  reproduzir 

malhas complexa

(MPFA) foram propostos (AAVATSMARK et al., 1996; EDWARDS; ROGERS, 1998; 

AAVATSMARK, 2002; EDWARDS, 2000; LEE; JENNY; TCHELEPI, 2002). 

caracterizados por um fluxo discreto 

 Esses  a qualquer sistema de leis de 

, como a lei de Fourier 

para , a lei de Darcy para o , 

ou a lei de Ohm para  (AAVATSMARK et al., 1998).  As variantes mais 

(AAVATSMARK et al., 1998; EDWARDS; ROGERS, 

1998; NORDBOTTEN; AAVATSMARK; EIGESTAD, 2007; AGELAS; EYMARD; 

HERBIN, 2009) pioneiro de CRUMPTON et al. (1995). 

A perda de estabilidade local  uma desvantagem  nas primeiras metodologias 

 de fluxo c , resultando n

 (EDWARDS; ZHENG, 2008). Novas 

 caracterizadas por suporte em s MPFA foram 

propostas (CHEN et al., 2008; EDWARDS; ZHENG, 2008, 2010; GAO; WU, 2011). Essas 
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  satisfatoriamente de acordo com determinadas 

 (NORDBOTTEN; 

AAVATSMARK; EIGESTAD, 2007) 

 

amplamente 

 (MORTON, 1996 apud BERTOLAZZI; MANZINI, 2005). Uma 

variedade -lineares visando satisfazer o do 

Discreto (DMP) continuam sendo propostos, iniciando por Bertolazzi e Manzini 

(2005), que buscava para uma Um  que 

preserva DMP  . Burman e Ern (2002) 

fazem uma  em 

 E Diferenciais Parciais

destina- M-matrix em malhas uniformes. 

Vale ressaltar que o problema em obter matrizes M-matrix ionado 

dificuldade em  requerido 

para garantir a monotonicidade (HEINRICH, 1987 apud BERTOLAZZI; MANZINI, 2005). 

em  

(NORDBOTTEN; 

AAVATSMARK, 2005; NORDBOTTEN; AAVATSMARK; EIGESTAD, 2007). De acordo 

com Kershaw (1981), nenhum  linear  de nove pontos pode satisfazer 

incondicionalmente  segunda ordem de 

para , no 

ue produzem . Uma 

pioneiro de Le Potier (2005)  -lineares de volumes finitos que 

buscam  ( KAPYRIN, 2007; YUAN; 

SHENG, 2008; DANILOV, 2009; LIPNIKOV; SVYATSKIY; VASSILEVSKI, 2009; 

QUEIROZ et a  GAO; WU, 2015). Alguns 

( LE POTIER, 2009; DRONIOU; LE 

POTIER, 2011; LIPNIKOV; SVYATSKIY; VASSILEVSKI, 2012; GAO; WU, 2013). 

Outros 
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(KUZMIN;SHASHKOV; SVYATSKIY, 2009; 

LE POTIER, 2010, 2014)

para problemas desafiadores (DRONIOU, 2014). 

Bertolazzi e Manzini (2005) prop m  es 

finitos -linear do diamante. No  

 -linear de Bertolazzi e Manzini (2005), o gradiente em 

-linear dos gradientes unilaterais, 

 Aproveitando-se 

satisfazer  importantes (BERTOLAZZI; MANZINI, 2005): 

garantir uma tiva , fornece segunda ordem de 

entre  da malhas -estruturadas, e 

assegurar o DMP para um valor aproximado da  Destaca-se -

na arquitetura do , pois  

(KERSHAW, 1981) do DMP  Um modelo -

linear que ou o 

P do M Discreto semelhante foi originalmente considerado em Bertolazzi 

(1998), para construir operadores de matrizes M-matrix -lineares. 

Um desafio importante associado com -

Lipnikov 

et al. (2007). , que 

-  Em Yuan e 

Sheng (2008)

assegurar positividade. Uma ab

por Lipnikov; Svyatskiy e Vassilevski (2009), mas tem sua 

-linear no centro das  interfaces e baseada na continuidade de 

Danilov (2009), mas o  resulta em 

- .  em 

Agelas; Eymard e Herbin (2009) e posteriormente usados 

 (LIPNIKOV; 

SVYATSKIY; VASSILEVSKI, 2012; GAO; WU, 2013).  
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Agelas; Eymard e Herbin (2009) ma  centrada nas 

s que combina as vantagens dos s MPFA, como o  MPFA-L ou MPFA-

O, e de   e pode ser usado em malhas quaisquer -conformes. Esse 

produz um  de 9 pontos em malhas quadrangulares bidimensionais, e leva em conta 

uma  se baseia no uso de pontos especiais, chamados 

 O  

projetado   a destacar: 

pode ser utilizado em qualquer malha -conforme,   

norma discreta adequada e, portanto,   (AGELAS; 

EYMARD; HERBIN, 2009). 

qualquer lugar do . Como resultado, 

 zero  foi proposta por Wu e Gao (2014) seguindo a 

abordagem de  Chen et al. (2008)   

produzir coeficientes negativos. Um  -linear foi 

proposto em Gao e Wu (2015), 

custo de preserv , em meios . 

Entretanto, esse  

discreto.  

Sheng e Yuan (2016) 

que garantam 

 que no caso fazem uso de um , podem 

produzir coeficientes negativos, os auto

assumir esses coeficientes como nulos 

Xie et al. (2018) adaptou este novo  -linear em  

-D e 3-D, adotando 

.  

das interfaces de materiais diferentes, utilizar um 

valor de  

. Em et al. (2013)  entre 
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descontinuidades de material 

 

em et al., (2014). 

todos os pontos n  do .  

Uma diversidade 

 

Eymard et al., (2011). Diversas  (LE POTIER, 2005; DANILOV, 

2009) discretizam o fluxo de uma maneira a garantir  e todos 

esses 

-linear de valores de  , se houver, fluxos no 

contorno. 

A   

. Em Danilov (2009), a  

 V D  e 

P  (2011), 

longe das descontinuidades, mas reduz para primeira ordem em uma descontinuidade. O 

 Le Potier (2009) e por Droniou e Le Potier (2011) segue a ideia de 

Bertolazzi (1998) e Bertolazzi e Manzini (2005) 

 

A partir disso, et al. (2013)  

usados em (DANILOV, 2009; LE POTIER, 2009; DRONIOU; POTIER, 2011; SHENG; 

  

 e produz uma 

pertencentes a diferentes zonas de material, desde que as interfaces do material sejam suaves. 

  

o se as 

interfaces do material forem suaves , e pode ser usado 
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da casca convexa dos pontos de 

 De forma que, pode ser usado como parte de s de 

. 

O 

metro tende a um valor 

limitante . Uma extensa 

Ambroziak (2014) -

2001a, 2001b)

unilateral

no contexto de s de volumes finitos foi proposta em Manzini e Putti (2007). Esse 

-se o fluxo em uma parte 

TPFA convencional e uma parte transversal. 

 -lineares, a maior dificuldade 

, , para o  

global -linear. A costuma ser 

garantia de positividade. Uma hibrida Picard-Newton tem sido usada em alguns 

trabalhos de (TEREKHOV; MALLISON; TCHELEPI, 2017) para 

contornar ia .  

Neste trabalho, estende-se a abordagem de Terekhov; Mallison e Tchelepi (2017) para 

o caso de  - Introduzimos um 

 

MFC-FV Terekhov; Mallison e 

Tchelepi (2017), denominada NTPFA, que consiste em um  baseado 

 desse trabalho 

inicial. Neste caso, um chute -FV 

assume um modo linear para o operador discreto. Em cia

linear inicial, os valores obtidos  avaliados . Isso 

de positividade local  Caso nenhum valor que viola a positividade da 

 seja 
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de positividade 

local -lin

caso,  com o operador linear 

-linear. Isso reduz o 

 -linear do MFC- -

- . 

 resolvendo uma variedade de problemas benchmark, que para os 

-FV 

funciona como um  de positividade local 

satisfeito na it inicial. -lineares convencionais usadas 

desafiadores

MFC-

proposta. 
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1.1 OBJETIVOS 

 

No contexto de MVF)

concentra no estudo

(MFC-FV) para a modelagem do escoamento  apta a lidar com problemas de 

metodologia as 

-   

Como -se citar: 

 Descrever detalhadamente 

resolver a metodologia a -linear NTPFA-B proposto por Terekhov et al. 

(2017); 

 Descrever a proposta do -FV, esclarecendo quando o  funciona 

-linear; 

 A proposta. 

 

1.2   

 

sete  atual foi feita 

uma -  em meios 

, com as metodologias desenvolvidas para a abordagem dos 

mesmos e os objetivos do referido trabalho. 

 

 a serem considerados, 

ico utilizadas nesse trabalho. 

 -

linear -B proposto por Terekhov; Mallison e Tchelepi (2017), em 

, proposto nesse trabalho, e como funciona seu 

-linear. 

, incluindo 

 

resultados observados 

No  trabalho e 

  

 balho. 
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2  

Equation Section 2 

brevemente apresentados conceitos fundamentais, 

e 

escoamento   do 

modelo adotado 

 

com limite  e volume onde o problema de 

 

 

        (2.1) 

 

onde na qual  representa um termo fonte/sumidouro e o fluxo  pode 

representar a Lei de Fourier , a Lei de Darcy para meios porosos 

(BEAR, 1988)(BEAR, 1988)(BEAR, 1988)(BEAR, 1988)(BEAR, 1988)(BEAR, 1988) ou a 

: 

 

       (2.2) 

 

Substituindo (2.2) em (2.1) , chega-se a: 

 

       (2.3) 

 

onde  eventual  , temperatura, etc.), e  o tensor de 

 em coordenadas cartesianas: 

 

        (2.4) 

 

aberto  com limite . 
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O contorno  dois , onde as 

,  e Neumann, ,  

 

                                  (2.5)                                                        

 

       (2.6)                                                                                              

 

onde   em , l 

ambiental conhecida e    externo aos limites de Neumann. Os 

 e  

nos limites de Dirichlet e Neumann.  
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3  

Equation Section (Next) 

se 

 

restritivas (CHEN; HUAN; MA, 2006; SOUZA, 2015). 

 (SOUZA, 2015). 

Neste  apresentadas as metodologias as utilizado

do modelo  em um 

tratamento embasado no (MALISKA, 2004). A 

tratar o acoplamento entre as , e na , 

  d  as. 

 

3.1 -LINEAR, TEREKHOV ET AL. (2017) 

 

No trabalho de Terekhov et al. (2017  focada em s 

 Figura 1, 

 

-lineares que satisfazem 
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Figura 1 - (a)  com limite 

 (b) detalhe de volumes de controle  e que compartilham a mesma interface  . 

  

Fonte: Adaptado de Souza (2015). 

   poligonal, e 

o-positivo, para cada  . Considerando 

desconhecida,  no centro do 

volume de controle. 

Integrando sobre o volume do po , com a normal orientada para fora 

de V  (GUIDORIZZI, 1985)  (2.3) para um 

, -se:  

 

        (3.1) 

 

onde respectivos 

 

 V , -se na interface : 

 

      
i

i i

i h i

V

p n Qdx       (3.2) 

 

 do  feita usando os fluxos sobre as 

interfaces (3.2), na qual, o gradiente 
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 . Como o tensor   o fluxo  

 

 

        (3.3) 

 

Demonstrando que, para calcular o fluxo interface , 

aproximar o gradiente  ao longo da co-normal, representada por como 

apresentado na Figura 2.  

 

Figura 2 - Fluxo ao longo da co-normal 

 
Fonte: Adaptado de Terekhov et al. (2017). 

 

Seja uma interface comum para dois poliedros, e , 

direcionada de a ;  ,  

  , conforme ilustrado na Figura 2 . O fluxo unilateral 

     

 

      (3.4) 

 

A  et al. (2017) denomina esse  

 de Fluxo B. 
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3.1.1 de Fluxo 

 

Assumindo que  

  e   e  nos poliedros  e , 

respectivamente (Figura 3)  e  

em determinada interface  um plano definido por  e algum ponto em , 

com igual  e a interface . 

 

Figura 3-  

 
Fonte: Adaptado de Terekhov et al. (2017). 

 

(Agelas et al., 2009) 

continuidade do fluxo  no plano  (3.3)  

em determinado ponto na interface, *x  : 

 

        (3.5) 

 

    (3.6) 

 

  e  da seguinte forma: 

 

     (3.7) 
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Figura 4 - -normal em partes tangencias e normais 

 
Fonte: Adaptado de Terekhov et al. (2017). 

 

De maneira similar, um vetor co-normal pode ser decomposto (Figura 4) em duas 

partes ortogonais: 

 

       (3.8) 

 

Pode-se definir e para algum tensor  como segue: 

 

        (3.9) 

 

onde,  deve ser coplanar a interface . 

 

(3.7) e (3.9) (3.5) e (3.6) como: 

 

       (3.10) 

  (3.11) 

 

Explicitando  (3.11) -se: 

 

      (3.12) 

 

Usando (3.12) d (3.10) na seguinte forma: 
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   (3.13) 

 

(3.10) (3.13) 

 na seguinte forma: 

 

  (3.14) 

 

3.1.2  

 

apresentada a 

  

 (3.12) para  (3.10) para chegar a: 

 

       (3.15) 

 

E em seguida, aplicando  (3.15)  (3.11): 

 

2 2
1 1 1 2 1 2 2 1 1 2 2

2 2

     
d d

p q d d g py y   (3.16) 

 

Aplicando  co-normal, 

e  , e agrupando os 

termos ortogonais  (3.16), -se: 

 

     (3.17) 

 

De tal forma que, para qualquer ponto  , chega-se : 
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 (3.18) 

 

utilizada  (3.18) d   .  

 a 

interfaces com descontinuidades. Considerando uma   

para a . Seja  uma interface comum para e  com o normal dirigida de  

para . Aplicando  (3.18), e impondo o fluxo  

em qualquer ponto na no plano , que ela n e um ponto qualquer em 

: 

 

 
1 1 2 1

2

1
   

T

Tp n n p       (3.19) 

 

       (3.20) 

 

1
1 1 1 1 1 2 3 3 1

2

              
d

p p p n p px x x x  (3.21) 

 

onde 1d  e   a   e , respectivamente, e  . O sistema 

(3.19) a (3.21) de (3.5) e (3.6). Ao 

decompor os gradientes ,  e as co-normais , em partes normais e 

tangenciais e, em seguida, repetindo as etapas descritas anteriormente (3.15) a 

(3.18),  (3.21) sem o gradiente 3 p :  

 

  (3.22) 

 

qualquer ponto  em 3V : 
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(3.23) 

 

Figura 5 - duas interfaces 

 
Fonte: Adaptado de Terekhov et al. (2017). 

 

 

(3.18) e (3.23) para 

uma interface com descontinuidade, , e para duas interfaces com 

descontinuidade, , indicado na Figura 5 , da seguinte forma: 

 

  (3.24) 

 

(3.25) 

 

De  (3.23), para 

com descontinuidades. Para um conjunto de interfaces  e um conjunto 
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de volumes  tal que  . A normal  para cada interface 

  .  para 

uma quantidade  pode ser escrita como: 

 

 (3.26) 

 

onde,  e , com  representando o centro da face  e  

como  . Para  . 

importante ressaltar que resultar em ponto fora da 

, . 

 

3.1.3 Unilateral de fluxo 

 

anterior,  

: 

 

     (3.27) 

 

no qual,  uma o ponto , e

   (3.26),  

define um conjunto de interfaces que formam o caminho de  a . I

de contorno  partir das  d (2.5) .  

Para determinada interface (2.5))   com ponto de 

,  , e  de valor prescrito (Dirichlet), utilizando a 

, -se: 

 

   (3.28) 
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Na interface    

(Neumann), , -se: 

 

    (3.29) 

 

 

 

    (3.30) 

 

(3.27), (3.28) ou (3.29) podem ser combinadas para formar um sistema 

linear: 

 

.          (3.31) 

 

As linhas da matriz , 

ou  e as entradas no vetor  pel  , ou .  O 

  pelo sistema , e o fluxo unilateral por

. O  unilateral de fluxo 

descrito por 

-lineares. 

 

3.1.4  

 

do 

vetor linha , caso 
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determinar a positividade do vetor 

oneroso computacionalmente. 

 

3.1.5  

 

-  

(3.4) de acordo com o  sistema linear (3.31), da seguinte forma: 

 

        (3.32) 

 

Baseando-se em vetores linha de peso: 

 

        (3.33) 

 

guinte forma: 

 

         (3.34) 

 

Assumindo que o fluxo  pode ser definido 

e  satisfazendo : 

 

        (3.35)  

 

A escolha mais simples de pesos em (3.35) : 

 

1 2 1/ 2          (3.36) 

  

O 
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3.1.6  (NTPFA) 

 

Para -se da seguinte 

forma: 

 

      (3.37) 

 

com e   

 

Figura 6 -  

 
Fonte: O Autor (2018). 

 

Figura 6. 

(3.34) o fluxo interfacial a partir do volume com p  da seguinte 

forma: 

 

       (3.38) 

 

     (3.39) 

 

Para o fluxo interfacial a partir do volume   : 
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(3.40) 

     (3.41) 

 

 

 

     (3.42) 

 

-  

 

      (3.43) 

 

Seja   e . Para eliminar o resto  (3.37)

, escolhe-se os pesos e  tais que:  

 

        (3.44) 

 

        (3.45) 

 

onde,  e  para que 

 quando  e   

 Substituindo os valores de  e : 
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        (3.46) 

 

        (3.47) 

 

Restando:  

      (3.48) 

 

Mantendo constantes e , a matriz  

 

        (3.49) 

 

Isso resulta em uma matriz M-matrix 

para qualquer termo fonte/sumidouro positivo 

(VARGA, 1999).  

 -  -linear apresentada acima 

(3.4).  
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3.2  

 

a nova metodologia a a partir da 

Terekhov et al. (2017). Esse novo  denominado nesse 

texto como  M  de Fluxo (MFC-FV). O 

 M  visa 

transporte utilizar  reorganizados para serem 

resolvidos,  metodologia as lineares antes de utilizar-se 

-lineares. 

 importante destacar que o MFC-CV  

-linear, e 

. O esperado dessa  

-lineares. 

No escopo desse trabalho a  processo semelhante a 

formul Terekhov et al. (2017) 

vetor . C essa  construir a variante 

linear para  de fluxo (3.35). 

Caso a variante linear respeite a  de positividade para todos os 

elementos, -se a 

-linear do ,  . Foi 

utilizado um  de Picard -linear com  de tol=10-6. 

acordo com os seguintes passos: 

 

1) Pr -processa os coeficientes para os fluxos (3.35); 

2)  do vetor  nos volumes 

 primeira camada, busca- , adicionando 

os volumes vizinhos a camada anterior; 

3)   para o vetor , resolve-se o 

 ((3.36)). 

4) Uma vez que a matriz resultante M-  para 

 com negatividade podem ocorrer; 

5)   
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6) -linear para resolver apenas os fluxos nos volumes de controle 

com valores negativos  como suporte valores que 

satisfizeram a positividade no modo linear Figura 8, 

Figura 9 e Figura 10 e generalizada  (3.50) ; 

7) -linear valores maiores que ou 

nesse trabalho arbitrou-se como valor de estimativa inicial no 

-linear, o valor dentre as -

; 

8) Monta-se 

positividade, qu . 

 

 -linear. Na Figura 7, os 

volumes 1, 5 e 7  

 

Figura 7 - (1, 5 e 7) destacados 

 
Fonte: O Autor (2018). 

 

4), o  , destacando na figura acima (Figura 7) os 

, , enquanto os demais 
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volumes representam os valores  com positividade local, convergidos no sistema 

linear.  

-linear (Passo 6). Separando os coeficientes relativ -

(Figura 

8) -linear exemplificando na Figura 11 (Passo 8) 

. 

Figura 8 - -linear para o 
 

 

Fonte: O Autor (2018). 

 

Figura 9 - -linear para o 
 

 

Fonte: O Autor (2018). 
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Figura 10 - -linear para o 
7 

 

Fonte: O Autor (2018). 

 

uporte que pode ser generalizada 

da seguinte forma: 

 

     (3.50) 

 

Onde  ,  indica os coeficientes   relativos aos 

 

 

Figura 11 - -linear 

 

Fonte: O Autor (2018). 
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4  

 

desenvolvido e fornecido por Souza (2015), na qual, foi adotado o software voltado para 

Matlab, 

 (SOUZA, 2015). 

 

(GEUZAINE e REMACLE, 2009). A plotagem dos resultados para grandezas de campo foi 

 (LLNS, 2005) e para as curvas e tabelas foi utilizado o Microsoft 

Excel. 

Nesta   (2.19) cinco 

problemas encontrados na literatura. 

(3.26). Os  , permitindo assim, avaliar para 

  O   proposto com a 

finalidade de e positividade, sendo avaliado para um meio  com 

variada anisotropia e sujeito a s 

. Os resultados -FV foram comparados com aqueles 

-O, e a variante do  

de positividade NTPFA-B proposto por Terekhov et al. (2017  Em 

-lineares TPFA-B ao -

FV.  

Para os problemas , 

avaliar  e 

L2  empregada na  (Carvalho, 2005 e Souza, 2015): 

      (4.1) 

 

onde e  

x
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   . e 

s  e  

As taxas de  e 

velocidade  em Souza (2015): 

 

         (4.2) 

 

onde , e 

. e s   nos campos de 

e , respectivamente. 

 

4.1  

 

tiliza-se encontrado em 

Herbin e Hubert (2008) para , seja 

utilizando os MPFA, NTPFA-B ou MFC-FV.  

 

.  (4.3) 

 

onde e , com 

valor prescrito (Dirichlet), e 

. O problema foi resolvido utilizando a seguinte malha 

quadrangular 4x4 (Figura 12): 
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Figura 12 - Malha quadrangular utilizada para o teste  . 

 

Fonte: Adaptado de Terekhov et. al. (2017). 

pois os erros apresentaram valores da ordem 10-13 a 10-15 (Tabela 1), indicando zero de 

. Enquanto o - para seu sistema -

-  -

lineares. 

 
Tabela 1 - Erros  e  

para  
 

 
Fonte: O Autor (2018). 

 

4.2 

 (CRUMPTON ET AL., 

1995) 

Com o objetivo de verificar a   em 

, foi avaliado o erro d

 -lineares, no problema de 

 em material por 

Crumpton et al., (1995 apud Carvalho, 2005). 

2L

pE
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 representado em malhas quadrangulares com  

8x8, 16x16 (Figura 13), 32x32, 64x64 e 128x128 elementos. 

O tensor de  : 

 

        (4.4) 

 

A   (CRUMPTON et al., 1995 apud 

CARVALHO, 2005).  

A de fluxo

para diferentes s 

malha na Tabela 2

 Figura 14 . Em todas as tabelas com resultados de erro e 

nas malhas em cada 

 

Figura 13 - material Exemplo de malha quadrangular utilizada na 
 

 

Fonte: O Autor (2018). 

De acordo com a Tabela 2 -O obteve os 

, 

casos.  - bem ximas a segunda ordem sem 

-linear. E -B produziu resultados decrescentes de 

 -lineares. Como esperado, 

muito baixas. 
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Tabela 2 - Erros e C P para 
os -O, NTPFA-B e MFC-FV 

 

 
Fonte: O Autor (2018).  

Esquema Erro, T.C. e 
N.I.

8x8 16x16 32x32 64x64 128x128

7,24E-02 7,01E-02 6,96E-02 6,94E-02 6,94E-02

--- 4,58E-02 1,12E-02 2,91E-03 6,24E-04

2,78E-01 1,93E-01 1,35E-01 9,50E-02 6,69E-02

--- 5,23E-01 5,16E-01 5,09E-01 5,05E-01

2,3784 2,5462 2,6322 2,6754 2,6969

0,9931 0,9929 0,9931 0,9932 0,9932

--- --- --- --- ---

4,82E-03 1,21E-03 3,02E-04 7,54E-05 1,88E-05

--- 2,00 2,00 2,00 2,00

5,61E-03 1,42E-03 3,60E-04 9,13E-05 2,30E-05

--- 1,98 1,98 1,98 1,99

2,3953 2,5525 2,6343 2,6761 2,6971

1,0018 1,0005 1,0001 1,0000 1,0000

--- --- --- --- ---

3,35E-03 8,43E-04 2,13E-04 5,63E-05 2,53E-05

--- 1,99 1,98 1,92 1,15

9,92E-03 2,83E-03 7,65E-04 2,00E-04 5,45E-05

--- 1,81 1,89 1,93 1,88

2,4010 2,5534 2,6347 2,6762 2,6971

1,0018 1,0005 1,0001 1,0000 1,0000

10 11 11 11 10

3,50E-03 9,01E-04 2,28E-04 5,74E-05 1,44E-05

--- 1,96 1,98 1,99 2,00

9,19E-03 2,56E-03 6,82E-04 1,77E-04 4,53E-05

--- 1,85 1,91 1,94 1,97

2,4007 2,5539 2,6347 2,6762 2,6971

1,0021 1,0005 1,0001 1,0000 1,0000

--- --- --- --- ---

NTPFA-B

MFC-FV

TPFA

MPFA-O

maxp

minp

2L

pE

2L

pR

2L

v NE

2L

v NR
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Figura 14 - 2: (a) C Campo de velocidade 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) 

Fonte: O Autor (2018). 

 

Observando a Figura 14  -O tem as maiores 

 -B e 

MFC-FV obtiveram resultados semelhantes, mas o  

- -B.  
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Figura 15 - no refinamento de malha 124x124, 
MPFA-O (c) NTPFA-B (d) MFC-FV 

 

Fonte: O Autor (2018). 

 

Analisando a Figura 15 verificou-se como os valores  

, sendo o TPFA , devido a 

MPFA-O, NTPFA-B e MFC-FV 

resultaram em campos muito similares. 

  

(c)       (d) 
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4.3 

GAO E WU. 2011) 

 

Ainda avaliando , estudou-se 

encontrado em Gao e Wu (2011). 

 0,1 0,1 , representado em malhas triangulares com 2x2, 4x4 (Figura 16 

(a)), 8x8, 16x16 e 32x32  e, em malhas quadrangulares com 12x12, 24x24 (Figura 

16 (b)), 48x48, 96x96 e 192x192 . O tensor de  : 

 

 (4.5) 

 

E a  (GAO; WU, 2011): 

 

     (4.6) 

 

com o termo fonte/sumidouro correspondente a  contorno de 

valor prescrito (Dirichlet), com o valor calculado pela  

. 

 

Figura 16 - Exemplos de m  
 em material quadrangular.  

(a)       (b) 

Fonte: (a) Adaptada de Herbin e Hubert (2008) (b) Adaptada de Hermeline (2007). 
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A de fluxo

 diferentes s 

malha triangular e quadrangular, na Tabela 3 e Tabela 4, respectivamente

 apresentados na Figura 17 e Figura 

19, respectivamente para a malha triangular e quadrangular. 

De acordo com a Tabela 3, relativa a malha triangular, 

MPFA-O obteve os melhores valores referentes a 

FC-

- -B produziu 

-lineares. Como esperado, as 

menores do m  TPFA. 

Observando a Tabela 4, para a malha quadrangular, os resultados foram um pouco 

-

-FV apresentou valor

NTPFA-B consegui superar -FV em quase todos os casos, 

 

Na Figura 17, analisando a malha triangular,  s s MPFA-

O e MFC-FV obtiveram resultados semelhantes . 

. 

Enquanto para a Figura 19, idem a malha quadrangular,  

todos os s obtiveram resultados distantes, melhorando com o refinamento da malha. O 

- temente de segunda ordem de 

-B e o MFC-

malha. O . 
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Tabela 3 -  em 

malha TRIANGULAR para os -O, NTPFA-B e MFC-FV 
 

Fonte: O Autor (2018). 

Esquema Erro, T.C. e 
N.I.

2x2 4x4 8x8 16x16 32x32

3,21E-02 3,11E-02 3,08E-02 3,08E-02 3,07E-02

--- 4,35E-02 1,34E-02 3,51E-03 9,39E-04

9,96E-02 7,02E-02 4,91E-02 3,44E-02 2,42E-02

--- 5,05E-01 5,15E-01 5,13E-01 5,08E-01

0,7537 0,8733 0,9360 0,9679 0,9840

-8,31E-04 -8,39E-04 -8,52E-04 -8,25E-04 -8,29E-04

--- --- --- --- ---

2,17E-03 5,39E-04 1,35E-04 3,38E-05 8,45E-06

--- 2,01 2,00 2,00 2,00

7,05E-03 2,34E-03 7,93E-04 2,73E-04 9,54E-05

--- 1,59 1,56 1,54 1,52

0,7510 0,8709 0,9343 0,9669 0,9834

2,81E-03 7,01E-04 1,75E-04 4,38E-05 1,09E-05

--- --- --- --- ---

1,46E-03 3,51E-04 9,07E-05 2,53E-05 7,43E-06

--- 2,06 1,95 1,84 1,77

6,78E-03 2,13E-03 6,83E-04 2,26E-04 7,69E-05

--- 1,67 1,64 1,59 1,56

0,7539 0,8717 0,9345 0,9669 0,9834

3,20E-03 8,07E-04 2,02E-04 5,07E-05 1,27E-05

12 12 12 12 12

1,57E-03 4,00E-04 1,02E-04 2,58E-05 6,48E-06

--- 1,97 1,97 1,98 1,99

6,87E-03 2,12E-03 6,79E-04 2,25E-04 7,68E-05

--- 1,70 1,64 1,59 1,55

0,7539 0,8718 0,9345 0,9669 0,9834

0,0030 0,0008 0,0002 0,0000 0,0000

--- --- --- --- ---

MFC-FV

NTPFA-B

TPFA

MPFA-O

maxp

minp

2L

pE

2L

pR

2L

v NE

2L

v NR
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Figura 17 - para malha TRIANGULAR utilizando norma L2

(b) para o campo de velocidade 

 (a)  

 

(b) 

Fonte: O Autor (2018). 
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Figura 18 - no refinamento de malha 32x32 em malha TRIANGULAR para 4 diferentes 
-O (c) NTPFA-B (d) MFC-FV 

 

Fonte: O Autor (2018). 

 

Figura 18 

-O, NTPFA-B e MFC-FV 

resultaram em campos muito similares. 

  

(c)       (d) 
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Tabela 4 -  em 
malha QUADRANGULAR para os -O, NTPFA-B e MFC-FV 

 

Fonte: O Autor (2018). 

 

maxp

minp

2L

pE

2L

pR

2L

v NE

2L

v NR
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Figura 19 - para malha QUADRANGULAR utilizando norma L2: (a) para o campo de 
 

 
(a)  

 
(b) 

Fonte: O Autor (2018). 
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Figura 20 - no refinamento de malha 192x192 em malha QUADRANGULAR para 4 
-O (c) NTPFA-B (d) MFC-FV 

 

Fonte: O Autor (2018). 

 

Observa-se na Figura 20 

-O, NTPFA-B e MFC-FV resultaram em 

campos muito similares. 

  

(a)       (b) 

(c)       (d) 
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4.4 

 

 

 respeito a positividade. 

problema proposto por Lipnikov et al. (2009) e trada na (a). 

  .  

P  

valor prescrito (Dirichlet)  como em   (fronteira interna) e   

em  (fronteira externa).  deve satisfazer os intervalos de 

, , 

no problema.    

O tensor de  : 

 

    (4.7) 

 

com os eixos principais rotacionados em  e aplicando para as  

diferentes taxas de anisotropia (Kx = 100, 1000 e 1000). 

. A 

malha uniforme, para o tamanho  h, com 

: 

 

   (4.8) 

 

onde e   

0.5 (Figura 16(b))  
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Figura 21 - em material e com furo quadrado: (a) 
computacional; (b) Malha quadrada utilizada (com 54x54  aleatoriamente perturbada. 

 

(a)       (b) 

Fonte: Adaptado de Terekhov et. al. (2017). 

 

V  

diferentes s e diferentes taxas de anisotropia na Tabela 5. D  e Campos de 

 para diferentes s e diferentes taxas de anisotropia entre a 

Figura 22 Figura 27. 

 

Tabela 5 -  para os -O, 
NTPFA-B e MFC-FV 

 

 

Fonte: O Autor (2018). 
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 na Tabela 5 como o  MPFA-

positividade em nenhum dos casos avaliados

iguais a -5,95x10-10, -0,233 e -0,8328. O mesmo ultrapassou o valor esperado 

 Quanto maior a 

-

 

Ainda na Tabela 5, os s TPFA, NTPFA-B e MFC-FV preservaram a positividade 

se mantiveram no intervalo esperado, , mas o 

TPFA -

lineares, co -4 -B e MFC-FV 

chegaram a ordem de 10-9 -B 

e MFC-  

- exigiu menos 

 NTPFA-B para convergir. todo MFC-FV necessitou de 

apenas 31,39%, 42,93% e -B, 

 mais -

lineares avaliados. 

Figura 22 Figura 24 mostram como os 

s -lineares produzem  menos difusivas MPFA-O, 

Figura 24

  

NTPFA-B -lineares.  
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Figura 22 - x = 100 ao longo de um perfil 
 

 

Fonte: O Autor (2018). 

 

Figura 23 - x = 1000 ao longo de um perfil 
 

 

Fonte: O Autor (2018).  
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Figura 24  x = 10000 ao longo de um perfil 
 

 

Fonte: O Autor (2018). 
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Figura 25 -  com Kx = 100 -O (c) NTPFA-B 
(d) MFC-FV 

 

Fonte: O Autor (2018). 

 

Figura 25 -O 

2,004  -

5,95E-10, mostrando-

NTPFA-B e MFC-

tervalo do que 

-lineares. 

  

(a)       (b) 

(c)       (d) 
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Figura 26 - x -O (c) NTPFA-B 
(d) MFC-FV 

 

 

Fonte: O Autor (2018). 

 

Analisando a Figura 26 verificou-se -

2,184  -

0,233 . Enquanto o

NTPFA-B e MFC-FV ainda conseguiram se manter no intervalo . 

 

(a)       (b) 

(c)       (d) 
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Figura 27 - x -O (c) NTPFA-B 
(d) MFC-FV 

 

Fonte: O Autor (2018). 

Observa-se na Figura 27, que o -O resultou no 

2,530  -0,8328, valores 

que com o aumento da taxa de anisotropia se tornam cada vez mais distantes do esperado e 

resultam em um campo visi

-B e MFC-

-B e MFC-FV sempre muito semelhantes. 

(a)       (b) 

(c)       (d) 
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5  

 

Neste trabalho, foi proposto  M  de Fluxo 

Volumes Finitos (MFC-

, um operador 

cialmente considerado, mas  pode sofrer metamorfose, 

transformando-se -linear. 

Para testar a metodologia apresentada , foram realizados 

positividade  aos 

 tradicionais TPFA, MPFA- -linear NTPFA-B.  

O confirmou   

-B. -O sempre se 

sobressaiu, mas o MFC-

malha, e para todos os casos analisados 

foi capaz de se manter sempre no modo linear, sendo menos custoso que o NTPFA-B. 

No teste mais desafiador,  o MFC-FV foi capaz de 

preservar , -O, com operador linear, 

  com o NTPFA-B, um 

-    

, e como o -linear o tensor de anisotropia, pois nos 

 o MFC-CV se manteve no modo linear. 

Por fim, o MFC-FV mostrou-

a uma 

fo  -lineares, pois pode se tornar computacionalmente 

caro. 

 

: 

 

 ; 

 

Discreto apresentada em Terekhov et al. (2017); 

 ; 

 Desenvolver novas 
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