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RESUMO

As variantes tradicionais de Métodos de Aproximacdo de Fluxo por Multiplos Pontos
(MPFA) conseguem, em geral, produzir solu¢des convergentes para problemas elipticos com
tensores de difusdo completos e malhas arbitrarias. Em contrapartida, esses métodos de Fluxo
Continuo em Volumes Finitos, com operadores lineares, ndo sdo capazes de garantir a
positividade das solugées quando sdo utilizados tensores com maiores razdes de anisotropia.
Visando solucionar esse problema, diversos métodos numéricos com operadores nio-lineares
tém surgido na literatura seja para garantir a satisfacdo da positividade, a preservagdo de
extremos, ou ambos. Entretanto, esses métodos sdo mais computacionalmente onerosos que
os tradicionais métodos MPFA devido ao seu procedimento iterativo, caracteristico a essa
abordagem. Neste trabalho, propomos o chamado método Metamérfico de Fluxo Continuo
em Volumes Finitos (MFC-FV) que ¢ caracterizado por uma estrutura hibrida baseada na
aproximacdo de fluxos unilaterais com coeficientes positivos. Aqui, um operador discreto
linear é inicialmente considerado, e a solu¢cdo computada é submetida a uma verificagdo
baseada na satisfagdo da positividade local dos volumes de controle. De acordo com esse
critério, o método sofre metamorfose, uma vez que a solugdo linear, produzida inicialmente,
pode ser a definitiva ou se torna um suporte inicial pré-convergido em uma abordagem nao-
linear, onde os coeficientes do operador dependem da varidvel desconhecida. Essa estratégia
reduz o nimero de itera¢cdes quando comparado a uma formulacdo néo-linear tradicional. O
desempenho de nossa proposi¢do é avaliado resolvendo-se alguns problemas de benchmark de
difusdo em estado estacionario e desafiador para diferentes padrdes de malha. Observamos
que o método MFC-FV apresenta convergéncia mais rdpida em relagdo ao procedimento
tradicional ndo linear. Para alguns casos, também observamos auséncia de procedimento

iterativo devido a satisfacdo da positividade local apos atingir o modo linear do método.

Palavras-chave: Problemas de difusdo em estado estacionario. Fluxo metamorfico continuo
em volumes finitos. Métodos de volumes finitos ndo-lineares. Métodos de aproximagdo de

fluxo por multiplos pontos (MPFA). Tensores e malhas de difuséo arbitrarios.



ABSTRACT

The traditional variants of Multi-Point Flow Approximation Methods (MPFA) are,
generally, capable to produce convergent solutions for elliptic problems with full diffusion
tensors and arbitrary meshes. On the other hand, these methods of continuous flow in finite
volumes, using linear operators, are not capable to guarantee the positive solutions when
tensors with greater ratios of anisotropy are used. In order to solve this problem, several
numerical methods with non-linear operators have appeared in the literature either to
guarantee the satisfaction of positivity, the preservation of extremes, or both. However, these
schemes are computationally expensive than traditional MPFA methods due to their iterative
procedure, which is characteristic of this approach. In this work, we propose the so-called
Metamorphic Method of Continuous Flow in Finite Volumes (MFC-FV), which is
characterized by a hybrid structure based on the approximation of unilateral flows with
positive coefficients. Here, a discrete linear operator is initially considered, and the computed
solution is submitted to a check based on the satisfaction of the local positivity of the control
volumes. According to this criteria, the method undergoes metamorphosis, since the initially
produced linear solution can be the definitive one or becomes a pre-convergent initial support
in a non-linear approach, where the coefficients of the operator depend on the unknown
variable. This strategy reduces the number of iterations when compared to a traditional
nonlinear formulation. The performance of our proposition is evaluated by solving some
classical and challenging steady-state diffusion benchmark problems for different mesh
patterns. We observed that the MFC-FV method presents faster convergence than the
traditional non-linear procedure. For some cases, we also observed an absence of iterative
procedure due to the satisfaction of the local positivity after reaching the linear mode of the

method.

Keywords: Steady-state diffusion problems. Metamorphic flux continuous finite volume.
Non-linear finite volume methods. Multi-Point flux approximation methods (MPFA).

Arbitrary diffusion tensors and meshes.
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1 INTRODUCAO

A difusdo em meios descontinuos heterogéneos anisotropicos e situagdes
matematicamente equivalentes ocorre em vdrias areas praticas de engenharia, como por
exemplo, simula¢do de reservatorios (AAVATSMARK et al., 1996), descarte de residuos
nucleares (LE POTIER, 2005) e hidrologia sub-superficie (VIDOVIC et al., 2013).
Descontinuidades bruscas do tensor de difusdo, anisotropia contundente, e irregularidade da
malha computacional resultam em dificuldades para obter solugdes numéricas relevantes.
Como consequéncia, métodos de discretizacdo que conseguem lidar com esses importantes
desafios se tornam necessarios.

Essa busca é motivada, em particular, pela simula¢cdo numérica de fluxos complexos
em meios porosos. A heterogeneidade das rochas e repercussdes significativas da sua
anisotropia, juntamente com geometrias intricadas em modelos motivaram a evolugdo das
estratégias desenvolvidas para uso na simulacdo de reservatorios (AAVATSMARK et al.,
1998). Os métodos de discretizagdo para leis de conservagdo geralmente ndo sdo projetados
para lidar com a heterogeneidade e uma anisotropia relevante. Grandes descontinuidades em
propriedades regulares demandam a elaboragdo de métodos numéricos com uma
determinagfo satisfatdria da condutividade efetiva através das interfaces entre células. Para
satisfazer a continuidade local no fluxo entre as células das malhas com fortes
descontinuidades na condutividade, métodos baseados no conceito de volume de controle sdo
especialmente adequados.

Uma vasta revisdo de métodos numéricos para problemas de difusdo anisotrépicos foi
feita por Droniou (2014). Embora alguns métodos gerais tenham sido propostos (HERBIN;
HUBERT, 2008) ainda ndo existe uma metodologia numérica “definitiva”, isto €, um método
centrado na célula com esténcil compacto, que respeite os limites fisicos e produza boas
aproximagdes mesmo em malhas distorcidas ndo conformes e com um forte contraste nas
permeabilidades. Segundo Blanc e Labourasse (2016), o método ideal deve satisfazer as

seguintes caracteristicas:

e Consisténcia
e [Estabilidade
e Conservabilidade

e Pequeno esténcil
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e Principio do Méaximo
e Simetria

e Linearidade

Uma abordagem comum ¢ bastante utilizada em simulagdo de reservatorios é utilizar
um método de Aproximacgdo de Fluxo por Dois Pontos (TPFA). A principal desvantagem do
método classico TPFA ¢ a inconsisténcia em malhas que ndo estdo alinhadas com a dire¢éo da
anisotropia. Isso gera adversidades complexas por que ¢ notavelmente dificil e
frequentemente impossivel construir uma malha K-ortogonal para dominios heterogéneos de
relevancia pratica (AZIZ; SETTARI, 1979). Os termos de difusdo tangencial, ndo sio
computados pela abordagem convencional desses métodos que ndo sdo construidos para lidar
com anisotropias arbitrarias (AAVATSMARK et al., 1998; AAVATSMARK, 2002). Isto
ocorre devido ao esténcil de diferenca de dois pontos empregado na construgdo desses fluxos.
Apesar disso, vale ressaltar que o método TPFA também pode produzir solugdes robustas e
convergentes, inclusive para problemas anisotropicos, a depender de ortotropia, com K-
ortogonalidade na direcdo da malha.

Para ser praticavel reproduzir sistemas com tensor de permeabilidade heterogéneos e
malhas complexas, métodos que aplicam Aproximagdes De Fluxos Por Multiplos Pontos
(MPFA) foram propostos (AAVATSMARK et al., 1996; EDWARDS; ROGERS, 1998;
AAVATSMARK, 2002; EDWARDS, 2000; LEE; JENNY; TCHELEPI, 2002). Eles sdo
caracterizados por um fluxo discreto computado por médias de mais de dois pontos. Isso
produz uma aproximacdo adequada dos termos de difusdo tangencial e, consequentemente,
solugdes convergentes. Esses métodos sdo extensiveis a qualquer sistema de leis de
conservagdo onde os termos de fluxo sdo definidos por leis de gradiente, como a lei de Fourier
para condugdo térmica, a lei de Darcy para o fluxo de um fluido através de um meio poroso,
ou a lei de Ohm para condugdo elétrica (AAVATSMARK et al., 1998). As variantes mais
classicas desse tipo de formulacdo (AAVATSMARK et al., 1998; EDWARDS; ROGERS,
1998; NORDBOTTEN; AAVATSMARK; EIGESTAD, 2007; AGELAS; EYMARD;
HERBIN, 2009) sdo inspiradas no trabalho pioneiro de CRUMPTON et al. (1995).

A perda de estabilidade local ¢ uma desvantagem inegéavel nas primeiras metodologias
numéricas de fluxo continuo, resultando na ocorréncia de oscilagdes quando sdo adotados
tensores de difusdo com fortes relagdes de anisotropia (EDWARDS; ZHENG, 2008). Novas
formulagdes caracterizadas por suporte total a varidvel primaria em métodos MPFA foram

propostas (CHEN et al., 2008; EDWARDS; ZHENG, 2008, 2010; GAO; WU, 2011). Essas
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variantes diminuem as oscilacdes espurias ndo fisicas. Infelizmente, esses métodos sdo
condicionalmente mondtonos e s6 funcionam satisfatoriamente de acordo com determinadas
limitacdes para regularidade da malha e a relacdo de anisotropia adotada (NORDBOTTEN;
AAVATSMARK; EIGESTAD, 2007)

Do ponto de vista analitico, os principios maximo e minimo s@o bastante gerais, mas
muito significativos, devido as suas implicagdes fisicas. Do ponto de vista numérico, ¢
amplamente reconhecido que principios maximos e minimos fornecem uma ferramenta
valiosa para provar os resultados de existéncia e unicidade de solugdes discretas, refor¢ando a
estabilidade numérica (MORTON, 1996 apud BERTOLAZZI; MANZINI, 2005). Uma
variedade de métodos de elementos finitos ndo-lineares visando satisfazer o Principio do
Méximo Discreto (DMP) continuam sendo propostos, iniciando por Bertolazzi ¢ Manzini
(2005), que buscava a aplicagdo para uma equagdo de difusdo isotropica. Um método que
preserva DMP ¢ chamado de ndo oscilatério (VIDOVIC et al., 2013). Burman e Ern (2002)
fazem uma revisdo de trabalhos que investigam a existéncia de Principios Maximos em
métodos de discretizacdo para Equagdes Diferenciais Parciais. A maior parte destes métodos
destina-se a mostrar que o método da origem a uma matriz M-matrix em malhas uniformes.
Vale ressaltar que o problema em obter matrizes M-matrix também tem sido relacionado a
dificuldade em controlar a positividade e a limitacdo dos coeficientes no método requerido
para garantir a monotonicidade (HEINRICH, 1987 apud BERTOLAZZI; MANZINI, 2005).

Me¢étodos lineares s@o notaveis por serem condicionalmente mondtonos sob certas
restricoes de regularidade de malha, ou for¢a da anisotropia (NORDBOTTEN;
AAVATSMARK, 2005; NORDBOTTEN; AAVATSMARK; EIGESTAD, 2007). De acordo
com Kershaw (1981), nenhum método linear com esténcil de nove pontos pode satisfazer
incondicionalmente a propriedade de preservagdo de positividade com segunda ordem de
precisdo para qualquer malha quadrilateral distorcida ou para qualquer tensor de difusdo, no
entanto ja existem métodos que produzem solucdes exatas para problemas lineares. Uma
solugdo possivel para esse problema ¢ usar um método ndo linear. Seguindo o trabalho
pioneiro de Le Potier (2005), uma variedade de métodos ndo-lineares de volumes finitos que
buscam garantir a positividade da solugdo foram propostos ( KAPYRIN, 2007; YUAN;
SHENG, 2008; DANILOV, 2009; LIPNIKOV; SVYATSKIY; VASSILEVSKI, 2009;
QUEIROZ et al., 2014; VIDOVIC et al., 2014; WU; GAO, 2014; GAO; WU, 2015). Alguns
métodos alcangam positividade por constru¢do ( LE POTIER, 2009; DRONIOU; LE
POTIER, 2011; LIPNIKOV; SVYATSKIY; VASSILEVSKI, 2012; GAO; WU, 2013).

Outros  métodos empregam  corre¢des a  técnicas de  células  centradas
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(KUZMIN;SHASHKOV; SVYATSKIY, 2009; CANCES; CATHALA; LE POTIER, 2013;
LE POTIER, 2010, 2014). Esses métodos ainda sofrem de reducdo de ordem de aproximagéo
para problemas desafiadores (DRONIOU, 2014).

Bertolazzi e Manzini (2005) propdem a formatagdo de uma aproximagdo de volumes
finitos que € baseada em uma extensdo ndo-linear do método de pressdo diamante. No método
de pressdo diamante nfo-linear de Bertolazzi e Manzini (2005), o gradiente de pressdo em
qualquer face interna ¢ reformulado como uma média ndo-linear dos gradientes unilaterais,
projetando pesos dependentes da solucdo. Aproveitando-se dessas caracteristicas ¢ possivel
satisfazer simultaneamente trés condigdes importantes (BERTOLAZZI; MANZINI, 2005):
garantir uma formulacdo conservativa centrada nas células, fornece segunda ordem de
precisdo na aproximag¢do das médias entre células da solugdo em malhas ndo-estruturadas, e
assegurar o DMP para um valor aproximado da solucdo. Destaca-se que a ndo-linearidade ¢ a
questdo crucial na arquitetura do método, pois torna possivel contornar o resultado negativo
(KERSHAW, 1981) e provar a existéncia do DMP para a solugdo numérica. Um modelo ndo-
linear que também mostrou possuir solugdes precisas de segunda ordem que preserva o
Principio do Maximo Discreto semelhante foi originalmente considerado em Bertolazzi
(1998), para construir operadores de matrizes M-matrix ndo-lineares.

Um desafio importante associado com métodos de discretizagdo ndo-lineares é o
método de interpolacdo necessario para a aproximacdo de fluxo unilateral com coeficientes
ndo negativos. Interpolagdes lineares e do inverso das distancias foram propostas em Lipnikov
et al. (2007). Porém, métodos lineares, que ndo respeitam descontinuidade do material, sdo
ineficientes em meios descontinuos e métodos ndo-lineares perdem consisténcia. Em Yuan e
Sheng (2008), foi proposto um método de minimos quadrados que admite coeficientes
negativos, os quais devem ser substituidos com uma interpolacdo de inverso da distancia para
assegurar positividade. Uma abordagem livre de interpolacdo e baseada no reposicionamento
dos centros de células foi proposta por Lipnikov; Svyatskiy e Vassilevski (2009), mas tem sua
aplicagdo limitada a malhas com somente uma descontinuidade de interface por célula. Uma
técnica de interpolacdo ndo-linear no centro das interfaces e baseada na continuidade de
fluxos de dois pontos ndo lineares foi proposta em Danilov (2009), mas o método resulta em
uma interpolacdo ndo-convexa irredutivel. Outra técnica baseada em Pontos médios
harmonicos foram introduzidos por Agelas; Eymard e Herbin (2009) e posteriormente usados
na constru¢do de métodos que preservam o principio do maximo discreto (LIPNIKOV;

SVYATSKIY; VASSILEVSKI, 2012; GAO; WU, 2013).
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Agelas; Eymard e Herbin (2009) propds uma metodologia numérica centrada nas
células que combina as vantagens dos métodos MPFA, como o método MPFA-L ou MPFA-
0, e de métodos hibridos e pode ser usado em malhas quaisquer ndo-conformes. Esse método
produz um esténcil de 9 pontos em malhas quadrangulares bidimensionais, ¢ leva em conta
uma matriz de difuso heterogénea. O método se baseia no uso de pontos especiais, chamados
de pontos de média harmonica, localizados nas interfaces da heterogeneidade. O método ¢
projetado utilizando pontos de média harmonica e tem as seguintes caracteristicas a destacar:
pode ser utilizado em qualquer malha poligonal ndo-conforme, é coerciva com relagdo a uma
norma discreta adequada e, portanto, ¢ possivel provar sua convergéncia (AGELAS;
EYMARD; HERBIN, 2009).

A principal desvantagem dos pontos harmonicos ¢ que eles podem aparecer em
qualquer lugar do plano que a interface esta contida. Como resultado, estes pontos podem ndo
formar um envoltério convexo ao redor do ponto de colocacdo, o que implica que
interpolagdes estritamente positivas podem nio ser possiveis. Interpolagdes baseadas em uma
suposi¢do de divergéncia zero nos nos foi proposta por Wu e Gao (2014) seguindo a
abordagem de Chen et al. (2008), porém tal metodologia numérica de interpolagdo pode
produzir coeficientes negativos. Um método de preservagdo de positividade ndo-linear foi
proposto em Gao ¢ Wu (2015), que permite uma interpolagdo com coeficientes negativos ao
custo de preservacdo local, em meios altamente anisotrépicos ou malhas distorcidas.
Entretanto, esse método ndo pode ser estendido para satisfazer o principio do méximo
discreto.

Sheng e Yuan (2016) também proporiam uma nova estratégia para produzir solugdes
que garantam preserva¢do de positividade para problemas de difusdo anisotropica. Como o0s
procedimentos de interpolag@o, que no caso fazem uso de um esténcil adaptativo, podem
produzir coeficientes negativos, os autores propuseram dois pardmetros ndo negativos
adicionais na constru¢do do fluxo unilateral. Isso evita assumir esses coeficientes como nulos
ou adotar uma interpolacdo positiva, o que geralmente leva a uma precisdo de ordem baixa.
Xie et al. (2018) adaptou este novo método ndo-linear em aplicagdes de condugdo de calor
para resolver problemas em dominios 2-D e 3-D, adotando um esténcil fixo para a derivagdo
dos referidos parametros ndo negativos.

Devido a uma combinag@o de geometria complicada, malha distorcida e a proximidade
das interfaces de materiais diferentes, algumas vezes a discretizagdo de fluxo deve utilizar um
valor de homogeneizagdo interpolado em um local posicionado favoravelmente onde ndo ha

ponto de colocacdo. Em Vidovi¢ er al. (2013), uma fungdo de homogeneizagdo entre
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descontinuidades de material foi proposta para permitir interpolacdo através de
descontinuidades de material usando a pressdo e o gradiente de pressdo na célula. Essa
estratégia foi posteriormente embutida em um método de preservacdo de positividade usada
em Vidovi¢ et al., (2014). Essa interpolagdo generaliza a ideia de pontos médios harmdnicos
para um nimero arbitrario de interfaces entre materiais. O método permite a interpolacdo em
todos os pontos na maioria do dominio, preservando os principios do méximo e minimo.

Uma diversidade de métodos numéricos para resolver o problema do valor limite em
meios anisotropicos descontinuos foram desenvolvidos. Alguns deles foram comparados em
Eymard et al., (2011). Diversas metodologias numéricas (LE POTIER, 2005; DANILOV,
2009) discretizam o fluxo de uma maneira a garantir que a solucdo nfo ¢ negativa e todos
esses possuem precisdo de aproximacdo de segunda ordem. O fluxo numérico é uma fungdo
ndo-linear de valores de homogeneizacdo em pontos de colocagdo e, se houver, fluxos no
contorno.

A aplicacdo desses métodos em casos particulares, depende diretamente da disposi¢do
dos pontos de colocacdo. Em Danilov (2009), a homogeneizacdo ¢ interpolada nas bordas pela
média aritmética dos valores do ponto de colocagdo da face. Tal abordagem permite a
preservacdo da positividade da homogeneizagdo, mas reduz a precisdo. Em Vidovi¢; Dimkic¢ e
Pusi¢ (2011), um método de minimos quadrados é usado para calcular um valor de né, que ¢
substituido por zero se negativo. Essa abordagem garante uma precisdo de segunda ordem
longe das descontinuidades, mas reduz para primeira ordem em uma descontinuidade. O
método apresentado em Le Potier (2009) e por Droniou e Le Potier (2011) segue a ideia de
Bertolazzi (1998) e Bertolazzi e Manzini (2005) e estd em conformidade com um requisito
ainda mais rigoroso, ndo apenas preservando a ndo negatividade do resultado, mas também
satisfazendo os principios discretos maximo e minimo.

A partir disso, Vidovi¢ et al. (2013), propds substituir os métodos de interpolacdo
usados em (DANILOV, 2009; LE POTIER, 2009; DRONIOU; POTIER, 2011; SHENG;
YUAN, 2011; VIDOVIC; DIMKIC; PUSIC, 2011) por um novo método derivado de
relagdes fisicas, que pode usar nés de interpolagcdo em lados opostos de uma descontinuidade
de material. O método utiliza uma generalizagdo de combinagdes convexas e produz uma
aproximacdo precisa de segunda ordem, mesmo quando utiliza dados em pontos de colocagdo
pertencentes a diferentes zonas de material, desde que as interfaces do material sejam suaves.
Consideragdes tedricas e exemplos numéricos (VIDOVIC et al., 2013) mostram que o método
ndo viola os principios maximo e minimo. O método é de segunda ordem e preciso se as

interfaces do material forem suaves, caso contrario a precisdo sera reduzida, e pode ser usado
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para interpolagdo em qualquer lugar no dominio, mesmo fora da casca convexa dos pontos de
colocacdo. De forma que, esse método pode ser usado como parte de métodos de
discretizagdo para difusdo anisotropica descontinua onde estes principios sdo importantes.

O método da solug¢do numérica de um problema dependente de parametros ¢ dito que
exibe “locking” se a acurécia da aproximacdo deteriora quando o pardmetro tende a um valor
limitante (BABUSKA; SURIL 1992). Uma extensa revisdo do problema de “locking” em
diversas aplica¢des foi conduzida em Ambroziak (2014). Em problemas diversos, o “mesh-
locking” pode levar a erros significantes quando a razdo de anisotropia do tensor de
permeabilidade em uma tUnica célula se torna extremamente grande, ou quando o tensor de
permeabilidade varia significantemente entre as células da vizinhanga. Uma técnica
variacional foi proposta para resolver o problema de “locking” (HAVU; PITKARANTA,
2001a, 2001b). A técnica rateia a discretizagdo ao longo da dire¢cdo da maior permeabilidade,
mas ndo pode ser usada diretamente com uma aproximagdo de fluxo unilateral. Outra técnica
no contexto de métodos de volumes finitos foi proposta em Manzini e Putti (2007). Esse
método divide o fluxo em partes normais e transversais, ¢ divide-se o fluxo em uma parte
TPFA convencional e uma parte transversal.

Em todas as estratégias ndo-lineares, a maior dificuldade € produzir solugdes eficientes
e mais rapidas, relacionadas ao método de discretizagdo proposto, para o sistema algébrico
global ndo-linear. A estratégia de iteracdo Picard costuma ser empregada devido a sua
garantia de positividade. Uma estratégia hibrida Picard-Newton tem sido usada em alguns
trabalhos de métodos ndo lineares (TEREKHOV; MALLISON; TCHELEPI, 2017) para
contornar a baixa convergéncia do método tradicional.

Neste trabalho, estende-se a abordagem de Terekhov; Mallison e Tchelepi (2017) para
o caso de poligonos ndo-conformes 2D e tensores de difus@o heterogénea. Introduzimos um
método hibrido que combina caracteristicas de métodos lineares e ndo lineares. O método
MFC-FV ¢ uma adaptag@o da variante preservadora da positividade do Terekhov; Mallison e
Tchelepi (2017), denominada NTPFA, que consiste em um método baseado na combinagdo
ponderada entre dois fluxos unilaterais. A diferenga proposta desse trabalho € o uso de pesos
constantes na interagdo inicial. Neste caso, um chute inicial ndo € necessario ¢ o MFC-FV
assume um modo linear para o operador discreto. Em sequéncia, € somente apos a interagdo
linear inicial, os valores obtidos sdo avaliados quanto a preservagdo de positividade. Isso
funciona como um indicador de volumes de controle problematicos, nos quais a satisfacdo do
critério de positividade local ¢ violada. Caso nenhum valor que viola a positividade da

solugdo seja detectado, a solugdo previamente obtida é adotada como definitiva e a
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formulagdo continua linear. Por outro lado, quando a andlise de satisfagdo de positividade
local falha, o procedimento ndo-linear ocorre e caracteriza a metamorfose do método. Neste
caso, os valores de solug¢do que respeitem a positividade local com o operador linear sdo
adotadas e ainda servirdo de suporte para constru¢do do sistema ndo-linear. Isso reduz o
numero de iteragdes no modo ndo-linear do MFC-FV quando comparado aos métodos ndo-
lineares tradicionais, que sempre usam uma suposic¢do inicial “ndo-fisica”.

E possivel observar, resolvendo uma variedade de problemas benchmark, que para os
casos de teste considerando meios isotropicos ou levemente anisotropicos, o método MFC-FV
funciona como um método numérico linear, uma vez que o critério de positividade local ¢é
satisfeito na iteragdo inicial. Enquanto isso, as variantes ndo-lineares convencionais usadas
para comparagdo executam necessariamente um numero de iteragdes para alcancar a
convergéncia. Além disso, para mais problemas desafiadores, onde o modo nio linear de
MFC-FV ¢ ativado, uma convergéncia mais rdpida das solugdes ¢ observada para nossa

proposta.
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1.1  OBJETIVOS

No contexto de Método dos Volumes Finitos (MVF), a presente dissertagdo se
concentra no estudo, implementagdo avaliagdo de uma formulacdo numérica metamorfica
(MFC-FV) para a modelagem do escoamento monofésico apta a lidar com problemas de
difusdo em meios descontinuos anisotropicos. Além disso, explora metodologias numéricas
ndo-lineares, cuja importancia tem crescido no campo de Simulagdo Numérica.

Como objetivos especificos, pode-se citar:

e Descrever detalhadamente a construgdo de fluxo e interpolagdo necessarias para
resolver a metodologia numérica ndo-linear NTPFA-B proposto por Terekhov et al.
(2017);

e Descrever a proposta do método MFC-FV, esclarecendo quando o método funciona
como método linear e quando funciona como método ndo-linear;

e Avaliar a acurécia e a eficiéncia da formulagdo proposta.

12 ORGANIZACAO GERAL DA DISSSERTACAO

A presente dissertagdo foi organizada em sete capitulos. No capitulo atual foi feita
uma resumida contextualiza¢do de métodos ndo-lineares em problemas de difusdo em meios
descontinuos e anisotropicos, com as metodologias desenvolvidas para a abordagem dos
mesmos e os objetivos do referido trabalho.

No segundo capitulo € abordada a formulacdo matemética que representa os fenomenos
fisicos a serem considerados, rapidamente descrevendo as equagdes de escoamento
monofasico utilizadas nesse trabalho.

O capitulo trés se refere a formulagdo numérica, onde serd apresentada a combinagdo néo-
linear para o método NTPFA-B proposto por Terekhov; Mallison e Tchelepi (2017), em
seguida apresentando o Método Metamorfico, proposto nesse trabalho, e como funciona seu
modo linear e ndo-linear.

No capitulo quatro, serdo apresentadas aplicagdes do método estudado, incluindo
comparativos com resultados disponiveis na literatura, bem como com a discussdo acerca dos
resultados observados

No capitulo cinco, sdo apresentadas as conclusdes obtidas a partir do presente trabalho e
sdo feitas sugestdes para trabalhos futuros.

No ualtimo capitulo € apresentada a bibliografia utilizada neste trabalho.
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2 MODELO MATEMATICO

No presente capitulo s@o brevemente apresentados conceitos fundamentais,
necessarios ao entendimento do fendmeno simulado, e as equac¢des governantes do
escoamento monofasico em meios porosos, juntamente com as aproximagdes e hipdteses do

modelo adotado

Considere o dominio poligonal Q — R” com limite " e volume ¥, onde o problema de

difusdo em estado estacionario é governado pela seguinte Equa¢do Diferencial Parcial

eliptica:

V-F =0(x) (2.1)

onde x=(x,»), na qual O representa um termo fonte/sumidouro e o fluxo F pode

representar a Lei de Fourier para conducdo de calor, a Lei de Darcy para meios porosos
(BEAR, 1988)(BEAR, 1988)(BEAR, 1988)(BEAR, 1988)(BEAR, 1988)(BEAR, 1988) ou a
Lei de Fick para difusdo:

F =-K(x)Vu (2.2)
Substituindo (2.2) em (2.1) , chega-se a:
~V-(KVu)=0(x) (2.3)

onde u se refere a eventual varidvel escalar (pressdo, temperatura, etc.), e K ¢ o tensor de

difusdo é representado da seguinte forma em coordenadas cartesianas:

K_ K
K(x)sz(Km K”] (2.4)

yx yy

que é uma matriz simétrica definida positiva que pode ser descontinua através do dominio

aberto QQ com limite 0Q.



23

O contorno I' ¢ composto por dois limites ndo sobrepostos I'=I", UI',, onde as

condig¢des de Dirichlet, I', e Neumann, I",, sdo impostas, respectivamente, como segue:

u(x)ng (x) Vxel, (2.5)

—K?u-ﬁ:gN(X)‘v’xeFN (2.6)

onde /€ o coeficiente convectivo de transferéncia de calor ou massa emI',, u ¢ a variavel
ambiental conhecida e 7 é o vetor normal unitario externo aos limites de Neumann. Os
parametros g, (x) e gN(X) sdo fungdes prescritas conhecidas, atribuidas, respectivamente,

nos limites de Dirichlet € Neumann.
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3 FORMULACAO NUMERICA

Um modelo matematico muito complexo, como normalmente ocorre em simulagéo de
reservatorios de petrdleo, se faz necessaria a utilizagdo de formulagdes numéricas para a
solugdo do problema proposto, j4 que a solucdo analitica sé é obtida sob condi¢gdes muito
restritivas (CHEN; HUAN; MA, 2006; SOUZA, 2015). A forte ndo linearidade presente na
equagdo de transporte e no seu acoplamento com a equagdo de pressdo também constitui um
desafio do ponto de vista numérico (SOUZA, 2015).

Neste capitulo serdo apresentadas as metodologias numéricas utilizados para a solugéo
do modelo matemético descrito no capitulo anterior. E aplicada em todas as aproximag¢des um
tratamento embasado no Método de Volumes Finitos (MALISKA, 2004). A estratégia para
tratar o acoplamento entre as equagdes de transporte ¢ de pressdo € discutida, e na sequéncia,

as estratégias numéricas empregadas na resolugdo dessas equagdes sdo apresentadas.

3.1  FORMULACAO NUMERICA NAO-LINEAR, TEREKHOV ET AL. (2017)

No trabalho de Terekhov et al. (2017) € proposto uma formulagdo focada em métodos
de discretizacdo localmente conservativos, centrado nas células Figura 1, para a equagdo de
pressdo de fluxo incompressivel monofasico. Sdo apresentados dois novos métodos de
volumes finitos ndo-lineares que satisfazem a positividade da solugdo ou o principio do

maximo discreto.



25

Figura 1 - Exemplo de dominio discretizado (a) Indicagdo de um volume de controle arbitrario VM com limite

", (b) detalhe de volumes de controle V; e ¥, que compartilham a mesma interface 0 .

Fonte: Adaptado de Souza (2015).

O dominio Q ¢ decomposto em uma malha poligonal, ¢ Ké um tensor de difusdo
simétrico, definido-positivo, para cada poligono V' . Considerando uma varidvel

desconhecida, p,, por célula V considerada em algum ponto de colocagdo no centro do

volume de controle.
Integrando sobre o volume do poligono, com a normal unitaria 7 orientada para fora
de V', e aplicando a férmula de Stokes (GUIDORIZZI, 1985) a equagdo (2.3) para um

problema de pressdo, obtém-se:

—jmp-ﬁdsz—z jKﬁp-ﬁdsszdx (3.1)

o,coV o, 14

onde o ¢ a interface entre dois volumes de controle respectivos
Usando uma aproximagdo de segunda ordem para a integral de fluxo e assumindo que

a pressdo p ¢ linear em cada célula V', obtém-se a seguinte relacdo na interface da célula:

_Z}_a o,
g

=-> KV, piilo|=[Qdx (3.2)

Uma aplicagdo do Método dos Volumes Finitos ¢ feita usando os fluxos F, sobre as

interfaces o, e seu balango em (3.2), na qual, ﬁh p € uma aproximacdo discreta do gradiente
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de pressdo Vp. Como o tensor de difusdo K € simétrico, € possivel reescrever o fluxo F_

através de uma face como:

F, =KV, p-ii =V, p Kii (3.3)
Demonstrando que, para calcular o fluxo F, através da interface o, € possivel

aproximar o gradiente de pressdo V,p ao longo da co-normal, representada por Kz, como

apresentado na Figura 2.

Figura 2 - Fluxo ao longo da co-normal

Fonte: Adaptado de Terekhov et al. (2017).

Seja o uma interface comum para dois poliedros, ¥, e V,com a normal unitaria, n.,

direcionada de V,a V,; K, € o tensor de difusdo da célula V, ,61 p ¢ um gradiente discreto de
pressdo em uma determinada célula ¥, conforme ilustrado na Figura 2 . O fluxo unilateral

l r M r r
JF, através da interface o na célula V, € expresso como:

Fa =V .p-Ki, (3.4)

A nomenclatura prépria do trabalho de Terekhov et al. (2017) denomina esse método

numeérico de método de Fluxo B.
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3.1.1 Divisdo de Fluxo

Assumindo que K, seja o tensor de difusdo para a célula V,. Sdo atribuidas duas

pressdes de colocagdo p, e p, nos pontos de colocagdo x, e x, nos poliedros V, e V,,
respectivamente (Figura 3). Utilizando proje¢des dos pontos de colocagdo, y, = x;, +d125 e

¥, = X, +d,n,em determinada interface &~ um plano definido por o e algum ponto em o,

com d igual distancia entre o ponto de colocagdo x e a interfaceo .

Figura 3- Defini¢do das variaveis geométricas

Fonte: Adaptado de Terekhov et al. (2017).

Apoés a derivagdo dos pontos de harmonicos (Agelas et al, 2009) é imposta a

continuidade do fluxo , no plano ¢ usando a equagdo (3.3) e a continuidade da pressdo p

em determinado ponto harmdnico na interface, x, € :

V.p-Kn, =V,p-K,n_ (3.5)

n+Vip(x,—x)=p,+V,p-(x,-x,), Vx,eo. (3.6)

no qual, gradientes de pressdo p sdo assumidos como constantes em cada célula. O gradiente €

entdo decomposto em partes normais e tangenciais para ¥, e ¥, da seguinte forma:

Vip=qn,+g,, Vop=q,n,+g,. (3.7)
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Figura 4 - Decomposi¢do da co-normal em partes tangencias e normais

Fonte: Adaptado de Terekhov et al. (2017).

De maneira similar, um vetor co-normal pode ser decomposto (Figura 4) em duas

partes ortogonais:
Kn_=An_+y (3.8)

ag a

Pode-se definir Ae y para algum tensor K como segue:

A=i, Ki, 7=(K-a0)i,. (3.9)

=

onde, 7 deve ser coplanar a interface o e ortogonal em relagdo a normal 7, .

Usando as equagdes (3.7) e (3.9), é possivel reescrever (3.5) e (3.6) como:

2191+71'§a:ﬂz‘3'2+7z'§09 (3.10)

p1+91d1+§a'(xg _y1)=p2+92d2+ga'(xa _.Vz)a vx, eo (3.11)
Explicitando ¢, na equagéo de (3.11), obtém-se:

p2 pl 1 = yl yz
-+ — 3.12
q2 ’2 ql /’2 ga /’2 ( )

Usando (3.12), € possivel representar ¢, da equagdo (3.10) na seguinte forma:
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2’2

b — 2'2(.1’1_.Vz)"'dz(??l"‘7_/’2)
Ad, +24,d,

— )+ 3.13
(pz p1) gs Ad, + Ad ( )

9,

Manipulando algebricamente a equacgdo (3.10) com a equagéo (3.13) € possivel obter

uma representagio dividida do fluxo unilateral F, na seguinte forma:

‘7:/\1 211%""771\@0—:
Al (p —p )+ﬂ1/12 (.Vl —y2)+ﬂ1d2}72 +,d7, V. p (3.14)
Ad, + A,d, r Ad, + A,d, 1

3.1.2 Interpolagdo

Nesta secdo sera apresentada a técnica de interpolagdo para meios heterogéneos que
permite discretizar um gradiente ao longo de uma determinada dire¢&o.

Reescrevendo a equagdo (3.12) para comecar com ¢, da equagdo (3.10) para chegar a:

A, s T (3.15)

E em seguida, aplicando a equacdo (3.15) na equagdo (3.11):

P tq (dl +d, +%(ﬂ1 _//LZ))-’_EU '[yz N +%(71 _772)J:p2 (3.16)

Aplicando as relagdes entre os pontos de colocagdo e a co-normal,
(dl +d2)ﬁa TV, =h=X%—Xx ¢ (2'1 _ﬂ‘z)ﬁa +(771 _772) :[Kl _K2]ﬁa , ¢ agrupando os

termos ortogonais da equagdo (3.16), obtém-se:
d, ~
p+Vip: xz_x1+Z[K1_Kz]”g =D, (3.17)

De tal forma que, para qualquer ponto x na célula V,, chega-se a seguinte equagéo:
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p(x)=p1 +V1p~([u+7[ml —mz]ngng}(x—xl)——‘[ml —mzlnGJ (3.18)

2

A unica informacdo utilizada na equagdo (3.18) da célula V, ¢ o tensor K, .

Seguindo os mesmos passos € possivel construir a equagdo para interpolacdo em duas

interfaces com descontinuidades. Considerando uma célula V, com ponto de colocagdo x,
para a pressdo p,. Seja 0 uma interface comum para V,e ¥, com o normal 7, dirigida de V,
para V;. Aplicando a equagdo (3.18), e impondo o fluxo F; e a continuidade da pressdo p

em qualquer ponto na no plano &, que é um plano definido pela 7, e um ponto qualquer em

0 , ¢ possivel obter as seguintes equagdes:

,

ip{mi[Kl—Kz];j} 2 (3.19)

61]’ Kyng =V, p- Ky (3.20)
il ( dl ‘I_.

1 1\ T M) T VT T IRN T ™ je T 3P\ As TN .

p+Vip(x;—x) Vpﬂz[K K, =p;+V,p-(x;-x,) (3.21)

onde d e dj sdo distancias de 5" a x, e x,, respectivamente, ¢ A =7, -K, i, . O sistema
de equagdes de (3.19) a (3.21) € semelhante ao sistema de equagdes de (3.5) e (3.6). Ao
decompor os gradientesV,p, V,p e as co-normais K,i,, K 7 ,em partes normais e

tangenciais e, em seguida, repetindo as etapas descritas anteriormente nas equacdes (3.15) a

.18), é possivel expressar a equacdo de (3.21) sem o gradiente V, p
(3.18), é possivel 30 de (3.21) diente V,
. d°
pl+V1p-[x3—x1+Z35[K2—K3]n5]—V1p-—[ ul—Kz]n(r =p, (3.22)

que ¢ uma interpolac@o para qualquer ponto x em/;:
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1 S 1 .
r(x)=p, +V1p-[]1+/1—[]K1 —Kz]ngncf}{]l+f[ﬂ{z —KS]nén;}(x—xl)

2

&
_vlp.{m%[Kl—Kz]ﬁgﬁj}%[Kz—KB]ﬁg (3.23)

2

d ~
-Vip j[Kl -K, ] n,

2

Figura 5 - Homogeneizacdo através de duas interfaces

Fonte: Adaptado de Terekhov et al. (2017).

Assim, as expressdes (3.18) e (3.23) introduzem a fun¢do de homogeneizagdo para

uma interface com descontinuidade, H,(x—x,),VxeV,, e para duas interfaces com

descontinuidade, 2 (x - X, ), Vx eV}, indicado na Figura 5, da seguinte forma:

e R L B S LA e

De (3.23), ¢ possivel deduzir um padrdo de interpolagdo para trés ou mais interfaces

com descontinuidades. Para um conjunto de interfaces X ={0,,0,,0;,...0,} e um conjunto



32

de volumes @ ={V,V,,V,,....V,,V,,,} tal que o, =V, NV,

1 - Anormal 7, para cada interface

o, € direcionado da c€lula V', para a célula V. Entdo, a fun¢do de homogeneizacdo para

. s .
uma quantidade H;,,(x—x,),Vx eV, pode ser escrita como:

i=1 +1

k Jj-1 1 e Cl” . . ~
_Z( |:]I+ ii [Kl _Kf+l]n1n’T i|] ;Lll |: 7 _l&/*’l:ln.f
1 i+1

J=L\_i= i+1

) k 1 .
Hi(x—x)) = H{]HT[K,. —KHl]nl_nl_T}(x—xl)

(3.26)

— . -
onde, A, =n" K, e d/ =n'(y,—x), com y, representando o centro da face o, ¢ x,

~ 7 . A z ~
como o ponto de colocagdo da célula ¥,. Para um meio homogéneo, H,, (x—x)=x—-x,.E

importante ressaltar que a fun¢fo de homogeneizagdo pode resultar em ponto fora da

respectiva célula, embora ainda produza uma interpolacio de pressdo consistente.
3.1.3 Discretizacdo Unilateral de fluxo

Usando o método de interpolagdo e homogeneizacdo introduzido na se¢do anterior, €

possivel obter um sistema de equagdes para reconstruir o gradiente de pressdaoV,p:
T
kaﬂ (xi _x1) Vip=p,—p emV, . (3.27)

no qual, ¥V, é uma célula com o ponto de colocagdo x;e pressdo correspondente p,, e
Hf[ (x,. —xl) ¢ a funcdo de homogeneizagdo introduzida anteriormente na equagdo (3.26), =
define um conjunto de interfaces que formam o caminho de ¥, a V. Informagdes de condigdo

de contorno sdo incorporadas a partir das defini¢des da equagdo (2.5) .

Para determinada interface o, €V, "I', (Equagdo (2.5)) da célula ¥, com ponto de

1

colocacdo, x, , e para condicdo de contorno de valor prescrito (Dirichlet), utilizando a

fungdo de homogeneizagdo H; (x —x,), obtém-se:

D T
Hi (x,—-x)) Vip=g,—p, . paaceVNl,. (3.28)
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Na interface o, €V, NI",, da célula V; , e para condigdo de contorno de fluxo prescrito

(Neumann), com o gradiente da fun¢@o de homogeneizacdo VH, f,- , obtém-se:

(VHIKj7,) Vip=g,. paraceV,nT,. (3.29)

O gradiente da fun¢do de homogeneizagdo ¢ uma matriz dada por:

k 1 .
VHfhl(xi—xl):H{HJr : [Kl.—KM]nl.niT} (3.30)

As equacdes (3.27), (3.28) ou (3.29) podem ser combinadas para formar um sistema

linear:
AV p=R. (3.31)

As linhas da matriz A sdo formadas pelos vetores linha HZ (x, —x,) , HE (x, —x,)"

T
ou(VHfiKﬁU) e as entradas no vetor R pelas expressdes p,—p, , g&,—p,oug,. O
gradiente da pressdo em ¥, é obtido pelo sistemaV,p=.A"R, e o fluxo unilateral por
— —T . . . ) .
w-V,p=w - A"'R. O vetor linha de coeficientes na aproximagdo unilateral de fluxo ¢

. - —T — , oqe . ~ A . , e
descrito por @ =w - A™", que seré utilizado para avaliar a selecdio do esténcil necessario as

combinagdes ndo-lineares.
3.14 Selecdo de esténcil

O método utiliza esténcil adaptativo, construido de forma a garantir a positividade do

— —T
. — ~ . , . .. .« .
vetor linha @w=w - A", caso ndo seja possivel definir valores positivos na vizinhanga
imediata do volume de controle, € construido novo esténcil com os volumes consecutivos a

vizinhang¢a inicial. Esse processo pode prosseguir indefinidamente caso ndo seja possivel
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. o e e - —T — , .
determinar a positividade do vetor w=w - A", processo que pode tornar o método muito

oneroso computacionalmente.
3.1.5 Combinagdes ndo lineares

Para construir as combinagdes ndo-lineares € necessario escrever a equacéo de fluxo

(3.4) de acordo com o sistema linear (3.31), da seguinte forma:
Ty =(A'R) K, (3.32)
Baseando-se em vetores linha de peso:
¢=(Kj )A™ (3.33)
E possivel reorganizar a equagio de fluxo interfacial na seguinte forma:
Fy=¢ R (3.34)

Assumindo que o fluxo F, pode ser definido como uma combinagdo dos fluxos com

dois parametros y, € u, satisfazendo g+, =1:
Ty = i Fr+ T} (3.35)
A escolha mais simples de pesos em (3.35) sdo:
=g =1/2 (3.36)

O que leva a um método MPFA linear sem qualquer garantia de positividade da solucéo,

ou satisfagdo do principio maximo discreto.
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3.1.6 Combinagdo nao linear para a ndo negatividade da solugdo (NTPFA)

Para garantir a ndo negatividade da solucdo, busca-se uma aproximagdo da seguinte

forma:

F, =T,(p)p,-T.(r)p (3.37)

com T, e T, ndo negativos.

Figura 6 - Exemplo de posicéo relativas para constru¢io da combinacio de Fluxos

Fonte: O Autor (2018).

Como exemplo ilustrativo serd usado o dominio da Figura 6. Utilizando a equagdo

(3.34)¢ possivel reconstruir o fluxo interfacial a partir do volume com pressdo p, da seguinte

forma:

R, =J(pL_pR)} (3.38)
l(pL_pN)
Fo :C1L (pL _pR)"'ch (pL _PN) (3.39)

Para o fluxo interfacial a partir do volume do volume com pressdo p, :
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R, ={(pL _pR))} (3.40)

}-a,z :C1R (pL_pR)+c§(p0_pR) (3.41)

Com isso, € possivel construir o fluxo interface da seguinte maneira:

F,=w|cl (p,—pe)+ei (p—py)]

(3.42)
14, ¢ (P, = Pe)+ €5 (Po—Px) ]
Reorganizando a equacdo, chega-se na seguinte expressio:
Fyo=(m (e +eb)+m(c))p,
(a1 (e )+ e (ef +eX)) pa (3.43)

_/U102LPN + ﬂchpo

Seja 1, =cip, e r, =c; p, . Para eliminar o resto 47 — 1, gerado na equagdo (3.37)

, escolhe-se os pesos u, e u, tais que:

rL+é&

= (3.44)
n+r +2¢

i, __hte (3.45)
ntn+2e

onde, £=10"° ¢ um pardmetro de regularizacio de precisio da maquina para que

M, =, =1/2 quando # e r, sdo zero.

Substituindo os valores de 7, e r,:
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R
c
py=——2Eo— (3.46)
G Pyt Po

G, Py
_ 3.47
= c§pN +C§p0 ( )

Restando:

F= (e +eb)+m(ct)) p,

L . (3.48)
_(ﬂl (Cl )+/U2 (Cl TG ))pR
Mantendo constantes x, € u,, a matriz sera:
T, -T
) 2\ (3.49)
_TI Tz J

Isso resulta em uma matriz M-matrix com somas de coluna nfo negativas. A solucéo
do sistema produz uma solugdo positiva para qualquer termo fonte/sumidouro positivo
(VARGA, 1999).

O método NTPFA-B € construido pela formula¢do ndo-linear apresentada acima

utilizando a equagdo de fluxo (3.4).
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32 FORMULACAO METAMORFICA

O objetivo deste trabalho é propor uma nova metodologia numérica a partir da
formulagdo proposta por Terekhov et al. (2017). Esse novo método serd denominado nesse
texto como método Metamérfico de Fluxo Continuo em Volumes Finitos (MFC-FV). O
método Metamorfico visa lidar com volumes de controle problemdticos em problemas de
transporte, de forma que seja possivel utilizar sistemas algébricos reorganizados para serem
resolvidos, sempre que possivel, como metodologias numéricas lineares antes de utilizar-se
sistemas nio-lineares.

Antes de tudo, ¢ importante destacar que 0 MFC-CV néo esta limitado a Formulagéo
proposta por Terekhov et al. (2017), pode ser aplicado em qualquer formulagdo ndo-linear, ¢
com qualquer método iterativo. O esperado dessa metodologia numérica é alcancar uma
minimizagdo no nimero de iteracdes em comparagdo a outros métodos ndo-lineares.

No escopo desse trabalho a formulacdo metamorfica seguira processo semelhante a

formulagdo proposta por Terekhov et al. (2017) até a etapa de satisfagdo de positividade do

vetor @. Caso o esténcil satisfaga essa condi¢do a etapa seguinte € a construir a variante
linear para resolver a equacdo de fluxo (3.35).

Caso a variante linear respeite a condicdo local de positividade para todos os
elementos, o campo de pressdes resultante sera o considerado. Caso contrario, inicia-se a
variante ndo-linear do método, até todos os valores no campo de pressdo serem positivos. Foi
utilizado um método iterativo de Picard no modulo ndo-linear com tolerancia de tol=10.

A formulag@o metamorfica pode ser descrita de acordo com os seguintes passos:

1) Pré-processa os coeficientes para os fluxos da equagéo (3.35);

2) Caso ndo se tenha positividade nos coeficientes do vetor @ nos volumes
utilizados para construg¢do primeira camada, busca-se outro esténcil, adicionando

os volumes vizinhos a camada anterior;

3) Uma vez que se obtém os coeficientes positivos para o vetor 5, resolve-se o
método metamorfico no modo linear (1, = 1, =1/2) ((3.36)).

4) Uma vez que a matriz resultante ndo é necessariamente M-matrix, solu¢des para
o campo de pressdes com negatividade podem ocorrer;

5) Avalia a existéncia de valores negativos na solu¢do para o campo de pressdes

(apenas na primeira iteracfo);
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6) Entra no modo ndo-linear para resolver apenas os fluxos nos volumes de controle
com valores negativos “problemdticos” usando como suporte valores que
satisfizeram a positividade no modo linear, como sera exemplificado na Figura 8,
Figura 9 e Figura 10 e generalizada na equagao (3.50) ;

7) Define com estimativa inicial para 0 modo ndo-linear valores maiores que ou
igual a zero (> 0), nesse trabalho arbitrou-se como valor de estimativa inicial no
modo ndo-linear, o valor maximo dentre as pressdes positivas, nos volumes néo-
problematicos, obtidas na etapa linear do método;

8) Monta-se um novo sistema algébrico apenas para os volumes de controle
problemaéticos usando como valor conhecido, as pressdes que satisfizeram a

positividade, que nesse caso, irdo para o vetor de termos conhecidos.
A seguir ¢ apresentando um exemplo para ilustrar a construgdo das matrizes para a
solugdo do campo de pressdes quando o método entra no modo ndo-linear. Na Figura 7, os

volumes 1, 5 e 7 sdo “problematicos” pois ndo satisfizeram a condi¢ao local de positividade.

Figura 7 - Exemplo de malha com volumes "problematicos" (1, 5 e 7) destacados

Fonte: O Autor (2018).

Apos a selecdo de esténcil e da primeira iteragdo como um sistema linear (Passo 1 ao

4), o sistema de equagdes pode ser construido, destacando na figura acima (Figura 7) os

. ~ . * * * .
volumes que tiveram valores de pressdo negativos (Passo 5), p,, ps e p,, enquanto os demais
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volumes representam os valores de pressdo com positividade local, convergidos no sistema
linear.

Os valores de pressdo negativos serdo utilizados na construgdo de um novo sistema
ndo-linear (Passo 6). Separando os coeficientes relativos aos volumes ndo-convergidos, é
construido um novo sistema algébrico que utilizara valores conhecidos e convergidos (Figura
8) (Passo 7) como suporte de um sistema néo-linear exemplificando na Figura 11 (Passo 8)

até todos os valores no campo de pressdo serem positivos.

Figura 8 - Esquema de escolha e calculo de valores de suporte para a construcdo do sistema ndo-linear para o
volume de controle problematico 1

Frrs v s s o)

> i -h-(a. o]

Py

Fonte: O Autor (2018).

Figura 9 - Esquema de escolha e calculo de valores de suporte para a constru¢éo do sistema nio-linear para o
volume de controle problematico 5

a, a, 0 a, 0 0 0 0 0

Il
IS @P‘ & o

0 0 a, 0 a a5 0 0 a
0 0 0 a, 0 0 a. a; O
0 0 0 0 a, 0 a, g, a,
0 0 0 0 0 ag 0 a ay
P,
H»l;; =b§—(a<2 as, asg agg) o
Ps
Py

Fonte: O Autor (2018).
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Figura 10 - Esquema de escolha e célculo de valores de suporte para a construgdo do sistema nfo-linear para o
volume de controle problematico 7

a, a, O a, 0 0 0 0 0

L1

o e e B m, O & 8 @ ||| |8
= P b,
0 a, a, 0 0 a, 0 0 0 b
a, 0 0 a, a; 0 a;, 0 0 b,
0 a, 0 de, a.. a 3 @ ag, 0 =1h
0 0 a, 0 a, a, 0 0 a, by
I T R rov: AR R~ il e 7R b.
L BT GRS B
0 0 O B ey oy ¢

Fonte: O Autor (2018).

A equagdo que utiliza os valores convergidos como suporte que pode ser generalizada

da seguinte forma:

~ * D
b, =b, _zaipi (3.50)
i=1

Onde b sdo termos conhecidos, D indica os coeficientes a e pressdes p relativos aos

volumes de controle com pressdes desconhecidas

Figura 11 - Esquema de construcéio da nova matriz para solugdo do modo néo-linear

>

Puaxo

>

Puaxo

o

>

P max,Q) ol

Fonte: O Autor (2018).

P 1* b
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A
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4 RESULTADOS NUMERICOS

A formulacdo numérica foi implementada de maneira acoplada ao codigo
desenvolvido e fornecido por Souza (2015), na qual, foi adotado o software voltado para
calculo numérico Matlab, que permite a implementagdo dos algoritmos de andlise numérica
de forma direta, devido sua facil prototipagem decorrente de sua fundamentagdo em
operagOes matriciais e a disponibilidade de uma ampla biblioteca de fungdes (SOUZA, 2015).
As malhas, que discretizam o dominio fisico, foram geradas pelo software livre GMSH
(GEUZAINE e REMACLE, 2009). A plotagem dos resultados para grandezas de campo foi
realizada através do Vislt (LLNS, 2005) e para as curvas e tabelas foi utilizado o Microsoft
Excel.

Nesta secdo, a equacdo de pressdo (2.19) € resolvida numericamente para cinco
problemas encontrados na literatura. O primeiro caso busca validar a interpolagdo da Equacio
(3.26). Os trés casos seguintes tém solugdo analitica conhecida, permitindo assim, avaliar para
cada formulacdo os resultados e a taxa de convergéncia. O ultimo caso é proposto com a
finalidade de testar viola¢des de positividade, sendo avaliado para um meio homogéneo, com
variada anisotropia e sujeito a condi¢des de contorno que delimitam os valores admissiveis
maximo ¢ minimo. Os resultados do método MFC-FV foram comparados com aqueles
obtidos com o método convencional TPFA, MPFA-O, e a variante do método de preservagdo
de positividade NTPFA-B proposto por Terekhov et al. (2017), e tem operador néo linear. Em
todos os casos também foi avaliada a quantidade de iteragdes necessarias para os métodos
ndo-lineares, com objetivo de comparar a eficiéncia do método NTPFA-B ao método MFC-
FV.

Para os problemas cujo objetivo ¢ verificar a convergéncia da formulagdo, € necessario

avaliar os erros nos campos de pressdo e vazdo, em relagdo a valores de referéncia. A norma

L2 (E L ) ¢ empregada na quantifica¢do desses erros (Carvalho, 2005 e Souza, 2015):

Z (u(@) i)'V,

Ef = [ (4.1)

Nie:

PN

i=1

onde u(x)e # sdo os valores da pressdo ou velocidade, calculados em cada ponto de

colocacdo x, obtidos por meio das solugdes analitica e numérica, respectivamente. O
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A ’ . ~ , . 5N
pardmetro ¥ € o volume de cada volume de controle i onde a solugéo € avaliada. £/ e E’
2 2

serdo os erros nos campos de pressdo e vazdo, respectivamente.
As taxas de convergéncia nas aproximagdes numéricas dos campos de pressdo e

velocidade R, , sdo calculadas, como em Souza (2015):

e[ £ (1) ()]
' log(h, /Iy )

(4.2)

onde & ¢é o tamanho médio do volume de controle em cada diregdo (x e y), e

aproximadamente equivalente ao tamanho do dominio em cada direcdo coordenada, dividido

, N N ~ n .
pelo numero de subdivisdes adotado. R; e R’ serdo as taxas de convergéncia nos campos de
2 2

pressdo e vazdo, respectivamente.
4.1  TESTE DE INTERPOLACAO EM BARREIRA OBLIQUA

Para validar a interpolagdo, utiliza-se um teste de barreira obliqua encontrado em
Herbin e Hubert (2008). A solugdo deve ser satisfeita para qualquer resolucdo de malha, seja
utilizando os métodos MPFA, NTPFA-B ou MFC-FV.

O dominio Q= [0, 1] x [0, 1] é decomposto em trés subdominios:

(01(xay)<0 1 _(P1(x>y)
p(x,y)=30,(x,)>0,0,(x,y) <0; K=:0,01; (x,y)e<-100¢,(x,y)+5,5. (4.3)
(ﬂz(an/)>O 1 _¢2(x9y)+5>5

onde ¢(x,y)=y-0,2x-0,375 ¢ ¢,(x,y)=¢,(x,y)—0,05, com condi¢des de contorno de

valor prescrito  (Dirichlet), e o valor calculado pela seguinte relagdo:

[, =0Q, com g,(x,y)= p(x, )| ca- O problema foi resolvido utilizando a seguinte malha

quadrangular 4x4 (Figura 12):
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Figura 12 - Malha quadrangular utilizada para o teste da Interpolag@o em barreira obliqua.

Fonte: Adaptado de Terekhov et. al. (2017).

Todos os métodos, com exce¢do do TPFA, estdo de acordo com a solucdo analitica,
pois os erros apresentaram valores da ordem 10713 a 107> (Tabela 1), indicando zero de
maquina. Enquanto o método NTPFA-B necessitou de 10 iteragdes para seu sistema nao-
linear, o método MFC-FV convergiu na etapa linear, ndo necessitando de iteragdes nao-

lineares.

Tabela 1 - Erros de Pressdo e Velocidade e nimero de Itera¢des
para o teste da Interpolag@o em barreira obliqua

TPFA MPFA-O NTPFA-B MFC-FV

E’ 6,24E-04 | 1,53E-15 | 2,32E-14 | 1,87E-14
E" 147E-03 | 1,11E-14 | 126E-13 | 2,34E-13
N° de iter. - - 10 —-

Fonte: O Autor (2018).

42 TESTE DE CONVERGENCIA PARA ESCOAMENTO MONOFASICO EM
MATERIAL HOMOGENEO COM ANISOTROPIA LEVE (CRUMPTON ET AL.,
1995)

Com o objetivo de verificar a convergéncia da formulagdo Metamodrfica em
comparagdo com outros métodos, foi avaliado o erro da solugdo numérica, em relagdo a
solugdo analitica, além do numero de iteragdes para os métodos ndo-lineares, no problema de
escoamento monofasico em material homogéneo e levemente anisotrdpico proposto por

Crumpton et al., (1995 apud Carvalho, 2005). O dominio consiste em um quadrado unitario
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com dimensdes Q [0,1]x[0,1]representado em malhas quadrangulares com subdivisdes de

8x8, 16x16 (Figura 13), 32x32, 64x64 e 128x128 elementos.

O tensor de difusdo é dado por:

k(21 44
=l 5 (4.4)

A solugdo exata para o problema é p(x,y)=e” (CRUMPTON et al, 1995 apud
CARVALHO, 2005).

A taxa de convergéncia da pressdo e de fluxo, valores minimos e maximos de pressdo, e
nimero de iteragdes sdo comparadas para diferentes métodos e diferentes subdivisdes de
malha na Tabela 2. Graficos comparativos com os respectivos erros de pressdo e velocidades
sdo apresentados na Figura 14 . Em todas as tabelas com resultados de erro e convergéncia, o
nimero na parte superior indica o numero de repeticdes de padrdes nas malhas em cada

diregdo.

Figura 13 - Escoamento monoféasico em material homogéneo: Exemplo de malha quadrangular utilizada na
solugdo (com 16x16 subdivisdes)

Fonte: O Autor (2018).

De acordo com a Tabela 2 ¢ possivel verificar como o método MPFA-O obteve os
melhores valores de convergéncia, chegando a segunda ondem para pressdo em todos os
casos. O método MFC-FV tem taxas de convergéncia bem proximas a segunda ordem sem
entrar no modo ndo-linear. Enquanto o método NTPFA-B produziu resultados decrescentes de
convergéncia mesmo exigindo iteragdes ndo-lineares. Como esperado, taxas de convergéncia

do TPFA s3o muito baixas.



Tabela 2 - Erros e Convergéncia de Pressdo e Velocidade, Pressdo Méaxima e Minima e numero de Iteragdes para

os métodos numéricos TPFA, MPFA-O, NTPFA-B e MFC-FV

Esquema  Erro, T.C. e

Numérico N1 8x8 16x16 32x32 64x64  128x128
£} 7,24B-02 | 7,01E-02 | 6,96E-02 | 6,94E-02 | 6,94E-02
R’ 4,58E-02 | 1,12E-02 | 2,91E-03 | 6,24E-04
E™ 2,78E-01 | 1,93E-01 | 1,35E-01 | 9,50E-02 | 6,69E-02
TPFA R 5,23E-01 | 5,16E-01 | 5,09E-01 | 5,05E-01
Piax 2,3784 2,5462 2,6322 2,6754 2,6969
Pin 0,9931 0,9929 0,9931 0,9932 0,9932
N° de iter. --- --- --- --- ---
E; 4,82E-03 | 1,21E-03 | 3,02E-04 | 7,54E-05 | 1,88E-05
. 2,00 2,00 2,00 2,00
E’Y 5,61E-03 | 1,42E-03 | 3,60E-04 | 9,13E-05 | 2,30E-05
MPFA-O R 1,98 1,98 1,98 1,99
Pinax 2,3953 2,5525 2,6343 2,6761 2,6971
Prin 1,0018 1,0005 1,0001 1,0000 1,0000
N° de iter. --- --- --- --- ---
E} 3,35E-03 | 8,43E-04 | 2,13E-04 | 5,63E-05 | 2,53E-05
R} 1,99 1,98 1,92 1,15
E™ 9,92E-03 | 2,83E-03 | 7,65E-04 | 2,00E-04 | 545E-05
NTPFA-B | R 1,81 1,89 1,93 1,88
Pnax 2,4010 2,5534 2,6347 2,6762 2,6971
Prin 1,0018 1,0005 1,0001 1,0000 1,0000
N° de iter. 10 11 11 11 10
E} 3,50E-03 | 9,01E-04 | 2,28E-04 | 5,74E-05 | 1,44E-05
R? 1,96 1,98 1,99 2,00
E7" 9,19E-03 | 2,56E-03 | 6,82E-04 | 1,77E-04 | 4,53E-05
MFC-FV | R 1,85 1,91 1,94 1,97
Prinax 2,4007 2,5539 2,6347 2,6762 2,6971
Prin 1,0021 1,0005 1,0001 1,0000 1,0000
N° de iter. --- --- --- --- ---

Fonte: O Autor (2018).



47

Figura 14 - Taxa de convergéncia utilizando norma L>: (a) Campo de pressdo (b) Campo de velocidade

—8—TPFA

== MPFA-O

NTPFA-B

—+—MFC-FV

—=—TPFA
——MPFA-O

NTPFA-B

—t—MFC-FV

6,5 7,0

6,0

S 50 . 55
log, (h)

4

4,0

3,5

(b)
Fonte: O Autor (2018).

Observando a Figura 14 € possivel observar como o método MPFA-O tem as maiores

e o método TPFA tem as menores taxas de convergéncia, enquanto os métodos NTPFA-B e

MFC-FV obtiveram resultados semelhantes, mas o método metamorfico ndo exigiu iteragdes

ndo-lineares, necessarias ao método NTPFA-B.
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Figura 15 - Campos de pressdo no refinamento de malha 124x124, para 4 diferentes métodos: (a) TPFA (b)
MPFA-O (c) NTPFA-B (d) MFC-FV

» N

0.9932 1.419 1.845 2.271 2.697 1.000 1.424 1.849 2273 2.697
 — —
Max: 2.697 Max: 2.697
Min: 0.9932 Min: 1.000
(@) (b)

1.000 1.424 1.849 2.273 2.697 1.000 1.424 1.849 2.273 2.697
| — z —
Max: 2.697 Max: 2.697
Min: 1.000 Min: 1.000
(© (d)

Fonte: O Autor (2018).

Analisando a Figura 15 verificou-se como os valores de pressdo sdo préximos entre os
4 métodos, sendo o TPFA visivelmente mais difusivo que os outros métodos, devido a
limitacdo tangencial do método. Enquanto os métodos MPFA-O, NTPFA-B ¢ MFC-FV

resultaram em campos muito similares.
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43 TESTE DE CONVERGENCIA PARA ESCOAMENTO MONOFASICO EM
MATERIAL HOMOGENEO COM ANISOTROPIA LEVE (GAO E WU. 2011)

Ainda avaliando a convergéncia, estudou-se outro caso levemente anisotrépico

encontrado em Gao e Wu (2011). O dominio consiste em um quadrado unitdrio com

dimensdes Q e[0,1]x[0,1], representado em malhas triangulares com 2x2, 4x4 (Figura 16

(a)), 8x8, 16x16 e 32x32 subdivisdes e, em malhas quadrangulares com 12x12, 24x24 (Figura
16 (b)), 48x48, 96x96 e 192x192 subdivisdes. O tensor de difusdo ¢ dado por:

w15 05 45
L0515 (45

E a solucdo exata para o problema é (GAO; WU, 2011):

p(xy) = sin((l—x)(l—y))+%(1—x3)(1—y2) (4.6)

2sin(1)

com o termo fonte/sumidouro correspondente a g =—V-KVp(x) e condi¢des de contorno de
valor prescrito (Dirichlet), com o valor calculado pela seguinte relagdo:

1_‘D =0Q, ) :p(x) |xeaQ'

Figura 16 - Exemplos de malhas utilizadas para estudo da convergéncia em escoamento monofasico
em material homogéneo: (a) malha triangular; (b) malha quadrangular.

AN
\
N

™
I~

\> (1
(a) (b)
Fonte: (a) Adaptada de Herbin e Hubert (2008) (b) Adaptada de Hermeline (2007).
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A taxa de convergéncia da pressdo e de fluxo, valores minimos e maximos de presséo,
e numero de iteracdes sdo comparadas para diferentes métodos e diferentes subdivisdes de
malha triangular e quadrangular, na Tabela 3 e Tabela 4, respectivamente. Graficos
comparativos com os erros de pressdo e velocidades sdo apresentados na Figura 17 e Figura
19, respectivamente para a malha triangular e quadrangular.

De acordo com a Tabela 3, relativa a malha triangular, € possivel verificar como o método
MPFA-O obteve os melhores valores referentes a convergéncia, chegando a segunda ondem
para pressdo em todos os casos. O método MFC-FV tem taxas de convergéncia bem proximas
a segunda ordem sem entrar no modo ndo-linear. Enquanto o método NTPFA-B produziu
resultados decrescentes de convergéncia exigindo itera¢cdes ndo-lineares. Como esperado, as
menores taxas de convergéncia sdo do método TPFA.

Observando a Tabela 4, para a malha quadrangular, os resultados foram um pouco
diferentes, a convergéncia do método MPFA-O caiu um pouco mas ainda se manteve proximo
a segunda ordem. O método MFC-FV apresentou valores menores com menos subdivisdes da
malha, mas a convergéncia apresentou melhora com o refinamento da malha. O método
NTPFA-B consegui superar a convergéncia do método MFC-FV em quase todos os casos,
embora exija cada vez mais iteragdes com o crescimento das subdivisdes de malha.
Novamente, as menores taxas de convergéncia sdo do método TPFA.

Na Figura 17, analisando a malha triangular, é possivel observar como os métodos MPFA-
O e MFC-FV obtiveram resultados semelhantes, e proximos a segunda ordem. E visivel como
o método TPFA tem as menores taxas de convergéncia.

Enquanto para a Figura 19, idem a malha quadrangular, ¢ possivel observar como
todos os métodos obtiveram resultados distantes, melhorando com o refinamento da malha. O
método MPFA-O foi o Unico a se aproximar consistentemente de segunda ordem de
convergéncia. O NTPFA-B e o MFC-FV melhoram sua convergéncia com o refinamento da

malha. O TPFA tem as menores taxas de convergéncia.
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Tabela 3 - Erros e Convergéncia de Pressdo e Velocidade, Pressdo Maxima e Minima e niimero de Iteragdes em
malha TRIANGULAR para os métodos numéricos TPFA, MPFA-O, NTPFA-B ¢ MFC-FV

Esquema Erro, T.C. e

Nemirco ML 2x2 4x4 8x8 16x16 32x32
E? 321E-02 | 3,11E-02 | 3,08E-02 | 3,08E-02 | 3,07E-02
R 435E-02 | 1,34E-02 | 3,51E-03 | 9,39E-04
E™ | 996E-02 | 7,02B-02 | 491E-02 | 3,44E-02 | 2,42E-02
TPFA R™ 505E-01 | 5,15E-01 | 513E-01 | 5,08E-01
Prnas 0,7537 | 058733 | 09360 | 09679 | 09840
Pmin | -831E-04 | -8,39E-04 | -8,52E-04 | -8,25E-04 | -8,29E-04
N° de iter --- --- --- --- ---
EY 2,17E-03 | 539E-04 | 1,35E-04 | 3,38E-05 | 845E-06
R} 2,01 2,00 2,00 2,00
L 7,05E-03 | 2,34E-03 | 7,93E-04 | 2,73E-04 | 9,54E-05
MPFA-O | R 1,59 1,56 1,54 1,52
P 0,7510 | 08709 | 09343 | 09669 | 09834
Pun | 2,81E-03 | 7,01E-04 | 1,75E-04 | 4,38E-05 | 1,09E-05
N° de iter. --- --- --- --- ---
. 1,46E-03 | 3,51E-04 | 9,07E-05 | 2,53E-05 | 7.43E-06
R’ 2,06 1,95 1,84 1,77
E™ 6,78E-03 | 2,13E-03 | 6,83E-04 | 2,26E-04 | 7,69E-05
NTPFA-B | R" 1,67 1,64 1,59 1,56
P 0,7539 | 08717 | 09345 | 09669 | 09834
Puin | 3,20E-03 | 807E-04 | 2,02E-04 | 507E-05 | 1,27E-05
N° de iter. 12 12 12 12 12
EV 1,57E-03 | 4,00E-04 | 1,02E-04 | 2,58E-05 | 6,48E-06
. 1,97 1,97 1,98 1,99
E™ | 687E-03 | 2,12E-03 | 6,79E-04 | 2.25E-04 | 7,68E-05
MFC-FV | R 1,70 1,64 1,59 1,55
P 0,7539 | 08718 | 09345 | 09669 | 09834
Prin 0,0030 | 0,008 | 00002 | 00000 | 0,0000
N° de iter. --- --- --- --- ---

Fonte: O Autor (2018).
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Figura 17 - Taxa de convergéncia para malha TRIANGULAR utilizando norma L,: (a) para o campo de pressio

(b) para o campo de velocidade
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Fonte: O Autor (2018).
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Figura 18 - Campos de press@o no refinamento de malha 32x32 em malha TRIANGULAR para 4 diferentes
métodos: (a) TPFA (b) MPFA-O (c) NTPFA-B (d) MFC-FV

L L

-0.0008290 0.2454 0.4916 0.7378 0.9840 1.095e-005 0.2459 0.4917 0.7375 0.9834
— = - —

Max: 0.9840 Max: 0.9834
Min: -0.0008290 Min: 1.095e-005
(a) (®)

L L

1.269e-005 0.2459 0.4917 0.7375 0.9834 1.181e-005 0.2459 0.4917 0.7375 0.9834
— e—

Max: 0.9834 Max: 0.9834
Min: 1.269e-005 Min: 1.181e-005
(© (d)

Fonte: O Autor (2018).

E possivel verificar na Figura 18 como os valores de pressdo sdo proximos entre os 4
métodos, sendo o TPFA visivelmente mais difusivo que os outros métodos, devido a
limitacdo tangencial do método. Enquanto os métodos MPFA-O, NTPFA-B ¢ MFC-FV

resultaram em campos muito similares.
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Tabela 4 - Erros e Convergéncia de Pressdo e Velocidade, Pressdo Maxima e Minima e niimero de Iteragdes em
malha QUADRANGULAR para os métodos numéricos TPFA, MPFA-O, NTPFA-B e MFC-FV

Esquema  Erro, T.C. e

Nemmérico Nl 12x12 24x24 48x48 96x96 192x192
E; 3,54E-02 | 3,44E-02 | 3,42E-02 | 3,42E-02 | 3,42E-02
R’ 3,90E-02 | 8,91E-03 | 2,19E-03 | 5,07E-04
E™ 1,41E-01 | 9,10E-02 | 6,09E-02 | 4,17E-02 | 2,90E-02
TPFA R 6,27E-01 | 5,81E-01 | 545E-01 | 5,24E-01
Prax 0,9009 0,9502 0,9751 0,9875 0,9938
B -1,18E-04 |-9,098E-06 | -5,504E-05 | -5,084E-05 | -4,922E-05
N° de iter. --- --- --- --- ---
E; 1,08E-03 | 2,76E-04 | 6,97E-05 | 1,75E-05 | 4,38E-06
R} 1,97 1,99 1,99 2,00
E" 5,59E-03 | 1,44E-03 | 3,66E-04 | 9,24E-05 | 2,32E-05
MPFA-O | R 1,95 1,98 1,99 1,99
Proax 0,9037 0,9511 0,9753 0,9876 0,9938
Prin 2,88E-04 | 7,28E-05 | 1,82E-05 | 4,56E-06 | 1,14E-06
N° de iter. --- --- --- --- ---
E7 7,23E-03 | 3,23E-03 | 1,09E-03 | 3,04E-04 | 7,77E-05
R} 1,16 1,56 1,85 1,97
E™ 2,41E-02 | 7,22E-03 | 1,66E-03 | 3,29E-04 | 6,24E-05
NTPFA-B | R 1,74 2,12 2,34 2,40
Pra 0,9032 0,9510 0,9754 0,9876 0,9938
P 7,26E-04 | 1,44E-04 | 2,90E-05 | 6,38E-06 | 1,51E-06
N° de iter. 44 64 83 94 103
E; 2,72E-03 | 1,11E-03 | 3,88E-04 | 1,10E-04 | 2,89E-05
R? 1,30 1,51 1,82 1,93
B 1,81E-02 | 3,87E-03 | 7,67E-04 | 1,53E-04 | 3,27E-05
MFC-Fv | R 2,23 2,34 2,32 2,23
s 0,9040 0,9511 0,9754 0,9876 0,9938
Prin 3,39E-04 | 7,77E-05 | 1,90E-05 | 4,73E-06 | 1,18E-06
N° de iter. --- --- --- --- ---

Fonte: O Autor (2018).
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Figura 19 - Taxa de convergéncia para malha QUADRANGULAR utilizando norma L;: (a) para o campo de

pressdo (b) para o campo de velocidade
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Fonte: O Autor (2018).
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Figura 20 - Campos de pressdo no refinamento de malha 192x192 em malha QUADRANGULAR para 4
diferentes métodos: (a) TPFA (b) MPFA-O (¢) NTPFA-B (d) MFC-FV

-4.922e-005 0.2484 0.4969 0.7453 0.9938 1.141e-006 0.2485 0.4969 0.7453 0.9938
—  ——
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m‘ 1%7192:2006 Rﬁ.‘?f 19\%%?4)06
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Fonte: O Autor (2018).

Observa-se na Figura 20 como os valores de pressdo sdo proximos entre os 4 métodos,
sendo o TPFA visivelmente mais difusivo que os outros métodos, devido a limitacdo
tangencial do método. Enquanto os métodos MPFA-O, NTPFA-B ¢ MFC-FV resultaram em

campos muito similares.
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44 ESTUDO DE MONOTONICIDADE EM MATERIAL HOMOGENEO E
ANISOTROPICO COM DESCONTINUIDADE NO DOMINIO

O seguinte problema é utilizado visando avaliar a formula¢do Metamorfica em
respeito as condi¢des de respeito a positividade. A configuragdo ¢ uma modificacdo de um

problema proposto por Lipnikov et al. (2009) e ¢ ilustrada na (a). O problema ¢ definido em
um quadrado unitario com um furo no seguinte dominio: Q = [O,l]2 / [4/9,5/ 9]2 :

Para avaliagdo com respeito a positividade da formulagdo, as condi¢des de contorno de
valor prescrito (Dirichlet) sdo definidas como g,, =2em T’ (fronteira interna) e g,, =0
em I', (fronteira externa). A solugdo para as configuragdes deve satisfazer os intervalos de
pressdo, p’ 6[0,2], pressdes aproximadas fora desse intervalo violam a fisica representada

no problema. A solugdo analitica ndo ¢ conhecida.

O tensor de difusdo é anisotropico:

K{cos(e) —sin(@)}{[(x O}{cos(@) sin(é’)} 47

sin(@)  cos(0) 0 1] |—sin(8) cos(0)

com os eixos principais rotacionados em 6 =67.5", e aplicando para as comparagdes trés
diferentes taxas de anisotropia (Kx =100, 1000 e 1000).

O problema ¢ resolvido em uma malha quadrada 54 x 54 perturbada aleatoriamente. A
malha aleatoria sobre o dominio computacional Q= [0,1]2 / [4/9,5/ 9]2 é construida a partir da

malha uniforme, para o tamanho médio do volume de controle /4, com uma distor¢do aleatdria

de seus nos:
X=x+¢Rh y=y+cRh (4.8)

onde R e R sdo variaveis aleatorias com valores entre [-0.5,0.5] e o grau de distor¢do

¢ =0.5 (Figura 16(b)).
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Figura 21 - Escoamento Monoféasico em material Homogéneo e Anisotropico com furo quadrado: (a) Dominio
computacional; (b) Malha quadrada utilizada (com 54x54 subdivisdes) aleatoriamente perturbada.
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.al. (2017).

Valores minimos ¢ maximos de pressdo, e numero de iteragdes sdo comparadas para

diferentes métodos e diferentes taxas de anisotropia na Tabela 5. Distribui¢do e Campos de
pressdo para diferentes métodos e diferentes taxas de anisotropia sdo apresentados entre a

Figura 22 até¢ a Figura 27.

Tabela 5 - Pressdo Maxima e Minima e numero de Iteragdes para os métodos numéricos TPFA, MPFA-O,
NTPFA-B e MFC-FV

Método R:i:ﬁ”; Ky=100 Ky=1000 K= 10000
Paa 1,048 1,949 1,949
TPFA i 1,70E-04 | 1.61E-04 | 1.60E-04
N¢ de tter. --- - -
B 2,004 2,184 2,530
N° de tter. ses wa o
Prnax 1,966 1,969 1,970
NTPFA-B | Pma | 9.86E-09 | 2,71E-09 | 235E-09
N° de iter. 86 %) 93
P 1,961 1,964 1,964
MFC-FV | Pua 141E-09 | 1.05E-08 | 536E-09
Ne de ifer. 27 39 41

Fonte: O Autor (2018).
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E possivel observar na Tabela 5 como o método MPFA-O néo foi capaz de garantir a
positividade em nenhum dos casos avaliados, resultando em pressdes minimas negativas
iguais a -5,95x1071°, -0,233 e -0,8328. O mesmo método também ultrapassou o valor esperado
de pressdo maxima, chegando a atingir 2,53 para a maior taxa de anisotropia. Quanto maior a
taxa de anisotropia mais distante o método MPFA-O fica da solugdo esperada, seja nos
valores maximos ou minimos.

Ainda na Tabela 5, os métodos TPFA, NTPFA-B ¢ MFC-FV preservaram a positividade
da solucdo e se mantiveram no intervalo esperado, respeitando a fisica do problema, mas o
TPFA produziu resultados mais distantes do esperado em comparagdo aos métodos nido-
lineares, com pressio minima na ordem de 10 enquanto os métodos NTPFA-B e MFC-FV
chegaram a ordem de 107 , e pressdo maxima préximo a 1,95 enquanto os métodos NTPFA-B
e MFC-FV chegaram proximos a 1,97 e 1,965, respectivamente.

Mesmo entrando no modo ndo-linear, a formulagdo Metamdrfica ainda exigiu menos
iteracdes do que o método NTPFA-B para convergir. O método MFC-FV necessitou de
apenas 31,39%, 42,93% e 44,09% do total de iteragdes necessarias para o NTFPA-B,
indicando uma convergéncia consideravelmente mais rapida e eficiente entre os métodos néo-
lineares avaliados.

As distribui¢des de pressdo ilustradas entre a Figura 22 até a Figura 24 mostram como os
métodos ndo-lineares produzem solu¢des menos difusivas em relagdo ao método MPFA-O,
ficando explicito principalmente na Figura 24, a alta difusdo em valores negativos. Também &
perceptivel como o método Metamorfico produz solugdes muito proximas em relacdo ao

método NTPFA-B, mesmo requerendo menos iteragdes ndo-lineares.



Figura 22 - Distribuigdo da pressdo obtida com diferentes métodos para Ky = 100 ao longo de um perfil
horizontal cruzando o dominio
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Fonte: O Autor (2018).

Figura 23 - Distribui¢8o da pressdo obtida com diferentes métodos para K« = 1000 ao longo de um perfil
horizontal cruzando o dominio

T
—&— TPFA
—¢— MPFA-O
NTPFA-B|

-=+=-MFC-FV

1,8 F-——

&l

1,6 f-——

14 f--mmmmmm s

T

T T T

08 f-——-—————-—-

Variavel "p"

0,6 [------------
04 f----------—-

02 |- T~~~ ———+

-0,2

Comprimento do Dominio

Fonte: O Autor (2018).
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Figura 24 — Distribui¢do da pressdo obtida com diferentes métodos para Kx = 10000 ao longo de um perfil

horizontal cruzando o dominio

oo: rO: 4: 2: — oo: rO: 4: 2: o 2., 4., rD.,
udy, [oARLIEA

Comprimento do Dominio

Fonte: O Autor (2018).
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Figura 25 - Campos de pressdo com Ky = 100 para 4 diferentes métodos: (a) TPFA (b) MPFA-O (c) NTPFA-B
(d) MFC-FV
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Fonte: O Autor (2018).

E possivel verificar na Figura 25 como campo de pressdo para o método MPFA-O
resultou no maior valor de pressdo maxima, 2,004, e no menor valor de pressdo minima, -
5,95E-10, mostrando-se ineficiente em respeitar a positividade da solu¢do. Os métodos TPFA,
NTPFA-B e MFC-FV conseguiram se manter nos valores de pressdo esperado, embora o0s
valores minimos € maximos para o método TPFA estejam mais distantes do intervalo do que

os métodos ndo-lineares.
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Figura 26 - Campos de pressdo com Ky = 1000 para 4 diferentes métodos: (a) TPFA (b) MPFA-O (c) NTPFA-B
(d) MFC-FV

0.0001608 0.4873 0.9744 1.461 1.949 -0.2333 0.3711 0.9754 1.580 2.184
E— —— e E— e— e
Max: 1.949 Max: 2.184
Min: 0.0001608 Min: -0.2333

(a)

2.714e-009 0.4923 0.9847 1.477 1.969 1.045e-008 0.4910 0.9819 1.473 1.964
— | ermmee | ee— — | cormmmee | e—
Max: 1.969 Max: 1.964
Min: 2.714e-009 Min: 1.045e-008

(©) (d)

Fonte: O Autor (2018).

Analisando a Figura 26 verificou-se como o campo de pressdo para o método MPFA-
O resultou no maior valor de pressdo maxima, 2,184, e no menor valor de pressdo minima, -
0,233, sendo visivelmente mais difusivo que os outros métodos. Enquanto os métodos TPFA,

NTPFA-B e MFC-FV ainda conseguiram se manter no intervalo de pressdo esperado.
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Figura 27 - Campos de pressdo com Ky = 10000 para 4 diferentes métodos: (a) TPFA (b) MPFA-O (c) NTPFA-B
(d) MFC-FV

0.0001599 0.4873 0.9744 1.462 1.949 -0.8329 0.007789 0.8484 1.689 2.530
— = — = —)

- e—
Max: 1.949 Max: 2.530
Min: 0.0001599 Min: -0.8329

(b)

2.353e-009 0.4924 0.9848 1.477 1.970 5.364e-009 0.4910 0.9821 1.473 1.964
— s em— E—— = e
Max: 1.970 Max: 1.964
Min: 2.353e-009 Min: 5.364e-009

(©) (d)

Fonte: O Autor (2018).

Observa-se na Figura 27, que o campo de pressdo para o0 método MPFA-O resultou no
maior valor de pressdo maxima, 2,530, e no menor valor de pressdo minima, -0,8328, valores
que com o aumento da taxa de anisotropia se tornam cada vez mais distantes do esperado e
resultam em um campo visivelmente mais difusivo que os outros métodos. Enquanto os
métodos TPFA, NTPFA-B e MFC-FV ainda conseguiram se manter no intervalo de pressdo

esperado. Com os resultados dos métodos NTPFA-B e MFC-FV sempre muito semelhantes.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi proposto o chamado método Metamorfico de Fluxo Continuo em
Volumes Finitos (MFC-FV) que é caracterizado por uma estrutura hibrida baseada na
aproximacdo de fluxos unilaterais com coeficientes positivos. Nessa formulagdo, um operador
discreto linear ¢ inicialmente considerado, mas o método pode sofrer metamorfose,
transformando-se em uma abordagem nao-linear.

Para testar a metodologia apresentada, em escoamento monofésico, foram realizados
testes de interpolagdo, convergéncia e preservagdo de positividade em comparagdo aos
meétodos tradicionais TPFA, MPFA-O e método nido-linear NTPFA-B.

O teste de interpolagdo confirmou a eficacia da equacdo de homogeneizagdo também
implementada no método NTPFA-B. Nos testes de convergéncia o MPFA-O sempre se
sobressaiu, mas o0 MFC-CV mostrou crescimento na convergéncia com o refinamento da
malha, chegando proximo a segunda ordem em alguns casos, e para todos os casos analisados
foi capaz de se manter sempre no modo linear, sendo menos custoso que o NTPFA-B.

No teste mais desafiador, um dominio com descontinuidade, o MFC-FV foi capaz de
preservar a positividade da solugfo, enquanto o método MPFA-O, com operador linear,
produziu solugdo com excessivas oscilagdes espurias. Em comparagdo com o NTPFA-B, um
método ndo-linear padréio, ¢ possivel observar uma convergéncia mais rapida do Método
metamorfico, € como o modo ndo-linear estd ligado ao tensor de anisotropia, pois nos
exemplos com menor razdo de anisotropia 0 MFC-CV se manteve no modo linear.

Por fim, o MFC-FV mostrou-se um método promissor para problemas de difusdo
anisotropica. No entanto deve ser levado em consideracdo se é interessante trabalhar com uma
formulagdo que pode gerar iteragdes ndo-lineares, pois pode se tornar computacionalmente

caro.

SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS:

e Avaliacdo em materiais Heterogéneos;

e Implementagdo da Formulagdo que visa preservar o Principio do Méaximo
Discreto e a combinagdo de fluxos apresentada em Terekhov et al. (2017);

e Implementacdo para Escoamento Bifésico;

e Desenvolver novas estratégias para sele¢do de esténcil;
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