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"Na medida em que as proposições da matemática se referem à realidade, elas não têm
certeza, e na medida em que têm certeza, não se referem à realidade."

(EINSTEIN, 1921, pp. 3-4, tradução nossa)1

1 "Insofern sich die Sätze der Mathematik auf die Wirklichkeit beziehen, sind sie nicht sicher, und
insofern sie sicher sind, beziehen sie sich nicht auf die Wirklichkeit."



RESUMO

Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy (CMA-ES) é o Estado-da-
Arte, em computação evolucionária, para otimização de funções mono-objetivo no domí-
nio dos números reais. Contudo, apresenta algumas limitações, como a dependência do
ponto de inicialização e do tamanho da população, que podem conduzi-lo à convergência
prematura, principalmente em funções multimodais. Portanto, agregar ao CMA-ES um
mecanismo que possibilite explorar o espaço de busca, à procura de regiões mais promisso-
ras, apresenta-se como uma relevante alternativa para mitigar estas limitações. Ao longo
dos anos, foram desenvolvidos modelos baseados no CMA-ES que utilizam algum processo
de exploração para evitar tais comportamentos, desde aqueles que aplicam reinicialização
do processo evolucionário aos que empregam outro algoritmo com características explora-
tórias, como o Differential Evolution (DE), obtendo-se portanto um algoritmo memético.
Com base nas evidências apresentadas, foi desenvolvido neste trabalho o Local CMA-ES
Guided by Differential Evolution (L-CMA-DE), com o objetivo de aproveitar a sinergia
entre a reinicialização e algoritmos meméticos, ao combinar CMA-ES e DE para produzir
melhores soluções sem aumentar o número de avaliações de função. Logo, o algoritmo
proposto é fundamentado em dois processos adaptativos: explotação em subespaços in-
dependentes, através do CMA-ES, guiada por uma exploração global, realizada pelo DE.
Os experimentos realizados sugerem que o L-CMA-DE apresenta melhores resultados
quando comparado ao CMA-ES e ao DE, aplicados isoladamente. A nova proposta tam-
bém apresenta uma melhor performance quando comparada a algoritmos Estado-da-Arte,
em funções de maior complexidade, sem prejuízo na quantidade de avaliações de função.

Palavras-chaves: Inteligência Computacional. Otimização. Computação Evolucionária.
Adaptação da Matriz de Covariância. Evolução Diferencial.



ABSTRACT

Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy (CMA-ES) is the State-of-
Art, in evolutionary algorithms to optimizing mono-objective functions in the real-number
domain. However, CMA-ES presents some limitations, such as the dependency of the ini-
tialization point and population size, which can lead to premature convergence, mainly in
multimodal functions. Therefore, to insert in CMA-ES a mechanism that makes it possible
to explore the search space, looking for more promising regions, is a relevant alternative
to mitigate the mentioned limitations. Along the years, different researchers proposed ver-
sions of CMA-ES that improved the exploration, often considering re-start procedures or
another algorithm with exploratory characteristics, such as Differential Evolution (DE),
obtaining a memetic algorithm. Based on the evidence presented, we propose the Local
CMA-ES Guided by Differential Evolution (L-CMA-DE) with the aim of taking advantage
of the synergy between restart and memetic algorithms combining CMA-ES and DE to
produce better solutions without adding to the number of function evaluations. Therefore,
the L-CMA-DE is based on two adaptive processes: independent subspaces exploitation,
through CMA-ES, guided by a global exploration, performed by DE. The experiments
suggest that the L-CMA-DE presents better results when compared to CMA-ES and DE,
individually applied. The new proposal also presents a better performance when compared
to State-of-Art algorithms, in functions of high complexity, without adding to the number
of function evaluations.

Keywords: Computational Intelligence. Optimization. Evolutionary Computing. Covari-
ance Matrix Adaptation. Differential Evolution.
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1 INTRODUÇÃO

Algoritmos evolucionários são largamente empregados para resolver diferen-
tes classes de problemas. Eiben e Smith (2015) classifica estes problemas conforme sua
natureza, podendo ser de:

• Simulação;

• Modelagem;

• Otimização.

Nos problemas de simulação são caracterizados pela existência de entrada e
modelo conhecidos, ao passo que se desconhece a saída, conforme pode ser visto na repre-
sentação da Figura 1.

Figura 1 – Arcabouço de um problema de simulação

Fonte: Adaptado de Eiben e Smith (2015).

Já nos problemas de modelagem, tanto a entrada quanto a saída do sistema
são conhecidas. O que se espera é conseguir um modelo que possibilite a obtenção da
saída desejada, a partir de uma entrada (Figura 2).

Figura 2 – Arcabouço de um problema de modelagem

Fonte: Adaptado de Eiben e Smith (2015).

Por fim, nos problemas de otimização a entrada é desconhecida, o modelo é
conhecido e a saída é especificada, ou seja, se impõe uma saída desejada (ver Figura 3).
É neste contexto de problemas que esta dissertação foi desenvolvida. Em outras palavras,
deseja-se encontrar as variáveis de decisão que levem à soluções ótimas.



19

Figura 3 – Arcabouço de um problema de otimização

Fonte: Adaptado de Eiben e Smith (2015).

A Computação Evolucionária é amplamente utilizada para solucionar proble-
mas de otimização. Esta forma de computação tem uma inspiração biológica na teoria da
evolução, ou seja, o arcabouço geral consiste em selecionar dois ou mais indivíduos que se
cruzam e produzem a prole, a qual passa por um processo de mutação, sendo em seguida
selecionados os sobreviventes que darão início a uma nova geração. Este ciclo se repete
até que uma condição de parada seja atingida. A Figura 4 ilustra o esquema básico de
um algoritmo evolucionário.

Figura 4 – Arcabouço geral de um algoritmo evolucionário

Fonte: Adaptado de Eiben e Smith (2015).

Os problemas de otimização podem ser: mono-objetivo (com uma única fun-
ção objetivo a ser otimizada); multi-objetivo (MOP), que usualmente possui até 3 funções
objetivo; ou de muitos objetivos (MaOP), possuindo acima de 3 funções objetivo. E para
lidar com cada uma destas classes de problemas, existem, na Computação Evolucionária,
algoritmos específicos: algoritmos evolucionários para um único objetivo; Algoritmos Evo-
lucionários para Objetivos Múltiplos (MOEAs); e Algoritmos Evolucionários para Muitos
Objetivos (MaOEAs). Os algoritmos evolucionários ainda podem ser classificados quanto
às características dos modelos, sendo os principais: Algoritmos Genéticos, Estratégias
de Evolução, Programação Evolucionária, Programação Genética, Sistemas de Classifi-
cadores de Aprendizagem, Evolução Diferencial, Otimização de Enxame de Partículas
e Algoritmos de Estimação de Distribuição (EIBEN; SMITH, 2015). A classe de interesse
para o presente trabalho é a Estratégia de Evolução para problemas de otimização mono-
objetivo, onde a representação genética é realizada por números reais.
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Para problemas de otimização de um único objetivo no domínio dos números
reais, um dos algoritmos amplamente explorado é o Covariance Matrix Adaptation Evo-
lution Strategy (CMA-ES) (HANSEN; OSTERMEIER, 1996; HANSEN, 2016), que utiliza o
conhecimento sobre o deslocamento da população da geração 𝑔 − 1 para a geração 𝑔 a
fim de adaptar a matriz de covariância, a qual será utilizada para gerar os indivíduos da
geração 𝑔 + 1, possibilitando acelerar a convergência em direção ao ótimo.

Contudo, existem algumas limitações inerentes ao processo por ele adotado
para que se alcance bons resultados em funções mais complexas, como a necessidade
de uma população maior e/ou reinicialização do processo evolucionário (HANSEN; KERN,
2004). Procurando entender melhor o processo de evolução simulada com base na matriz
de covariância e suas limitações, foi realizada uma revisão da literatura para identificar
os pontos de melhorias sugeridas por modelos que se baseiam no CMA-ES. Em seguida,
buscando evidenciar as limitações existentes neste algoritmo, bem como identificar em
qual parte do processo será realizada a intervenção para melhoria, foram desenvolvidos
modelos iniciais que tiveram seus desempenhos comparados ao CMA-ES (HANSEN, 2016).

A literatura apresenta avanços realizados com a utilização de mecanismos que
conseguiram mitigar as limitações do CMA-ES, como a reinicialização do processo evolu-
cionário com o aumento da população (AUGER; HANSEN, 2005) e modelos que evoluem a
população em nichos, como pode ser visto em Shir e Bäck (2005a).

As análises corroboraram para o conhecimento sobre a forte dependência do
CMA-ES ao ponto de inicialização, quando há uma baixa quantidade de indivíduos e a
função objetivo é multimodal de alta dimensionalidade, bem como a necessidade de inser-
ção de diversidade de forma a evitar a convergência prematura. Com isso, o objetivo do
presente trabalho é construir um modelo baseado no CMA-ES, que harmonize explora-
ção e explotação sem prejuízo do número de avaliações de função, para otimizar funções
multimodais de um único objetivo.

Para atingir o objetivo pretendido, desenvolveu-se um algoritmo memético, de-
nominado Local CMA-ES Guided by Differential Evolution (L-CMA-DE), que inicializa
𝑛 CMA-ES independentes com critérios de parada adaptativos, compartilhando informa-
ções genéticas com a Evolução Diferencial, do inglês Differential Evolution (DE) (EIBEN;

SMITH, 2015), a qual é responsável por realizar uma exploração global, evitando que o
algoritmo fique preso em um ótimo local. A escolha do DE como mecanismo para ge-
rar diversidade se deu por sua característica exploratória, proveniente dos operadores de
variação, conforme discutido no Capítulo 3. Com isso, espera-se que o modelo proposto
consiga incorporar exploração mais agressiva, proporcionada pelo mecanismo de muta-
ção do DE, sem reinicialização do processo evolucionário, para acelerar a convergência e
melhorar o resultado do processo de otimização.

Foram realizados experimentos comparando o algoritmo proposto com aqueles
utilizados como base para sua construção, além de comparações realizadas com outros
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modelos inspirados no CMA-ES. Os resultados sugerem que a nova proposta apresenta
melhores soluções, quando comparada ao CMA-ES e DE, aplicados isoladamente. Também
foi possível observar uma melhor performance do algoritmo proposto, quando comparado
à algoritmos Estado-da-Arte, em funções de maior complexidade. Já em funções de me-
nor complexidade, a nova proposta apresenta resultados qualitativos inferiores, quando
comparada à algoritmos Estado-da-Arte que também são baseados no CMA-ES.

1.1 ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO

A presente Dissertação está organizada como se segue: no Capítulo 2 está a
revisão de literatura do CMA-ES e alguns outros algoritmos provenientes deste; no Capí-
tulo 3 inicialmente são apresentadas propostas preliminares que subsidiam a construção
do L-CMA-DE, descrito ao final do Capítulo; no Capítulo 4 é realizada a validação do
modelo proposto, a partir de análise de sensibilidade, ajuste paramétricos e realização de
testes; por fim, no Capítulo 5 podem ser vistas as conclusões obtidas a partir do estudo
realizado, bem como a projeção para realização de trabalhos futuros.
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2 MODIFICAÇÕES E ADAPTAÇÕES PARA O CMA-ES

Conforme Jastrebski e Arnold (2006), Estratégia de Evolução com Adaptação
de Matriz de Covariância (Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy), CMA-ES
(HANSEN; OSTERMEIER, 1996; HANSEN, 2016), é um tipo de Estratégia de Evolução (EE)
que reúne informações sobre etapas de pesquisa bem-sucedidas e as utiliza para modificar
a matriz de covariância da distribuição das mutações de uma população, de forma direci-
onada. As mudanças na matriz de covariância são realizadas de tal forma que as variações
nas direções do espaço de busca que foram previamente bem sucedidas sejam potenciali-
zadas. Para isso são utilizadas informações acumuladas por várias etapas da busca, o que
permite adaptar de forma confiável a matriz de covariância, mesmo quando a população é
pequena. A Figura 5 ilustra a região de maior probabilidade de gerar soluções (delimitada
pela linha vermelha), a partir de uma determinada matriz de covariância (𝐶), onde é pos-
sível observar que os valores de entrada da matriz influencia na distribuição dos dados.
Sendo assim, é intuitivo afirmar que seria relevante adaptá-la de forma a maximizar a
probabilidade de serem gerados indivíduos nas direções promissoras. E este é o objetivo
do CMA-ES.

Figura 5 – Efeito da adaptação da matriz de covariância

(a) (b) (c)

Fonte: Adaptado de Pimikov (2018).

Neste Capítulo serão apresentados alguns trabalhos que demonstram a aplica-
bilidade do CMA-ES, bem como algumas de suas extensões. A Seção 2.1 apresenta em
detalhes o funcionamento do CMA-ES original, sendo ao final pontuadas suas eficiências
e limitações. Dentre as limitações existentes, o esforço será direcionado de forma a pos-
sibilitar um melhor desempenho do CMA-ES em funções multimodais. Com o objetivo
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de subsidiar o conhecimento sobre as modificações que podem ser aplicadas ao CMA-ES
para que este apresente melhor desempenho neste tipo de função, foi realizado um estudo
sobre as estratégias já existentes na literatura que possuem esta finalidade (Seção 2.2).
Por fim, a Seção 2.3 apresenta uma breve análise sobre as abordagens descritas.

2.1 COVARIANCE MATRIX ADAPTATION EVOLUTION STRATEGY (CMA-ES)

O CMA-ES é um tipo de EE amplamente utilizada em problemas de otimização
mono-objetivo por alcançar resultados factíveis a baixo custo, como pode ser visto em
Hansen (2009), Loshchilov et al. (2014), dentre outros.

A ideia principal é que o melhor indivíduo de uma geração 𝑔 com 𝜆 indivíduos,
denotado por 𝑥

(𝑔)
1:𝜆, seja selecionado para a geração 𝑔+1 e dê origem a 𝜆𝑔+1 novos indivíduos

a partir de perturbações aplicadas a ele. Para o CMA-ES, o indivíduo que dará origem a
nova geração será obtido através da média entre os 𝜇 melhores da geração atual.

De acordo com Hansen (2016), o CMA-ES gera o 𝑘-ésimo indivíduo da próxima
geração, denotado por 𝑥

(𝑔+1)
𝑘 , conforme modelo probabilístico definido em (2.1).

𝑥
(𝑔+1)
𝑘 ∼𝑚(𝑔) + 𝜎(𝑔)𝒩𝑘

(︁
0,𝐶(𝑔)

)︁
para 𝑘 = 1, · · · , 𝜆 , (2.1)

onde 𝑚(𝑔) representa o vetor médio dos 𝜇 indivíduos mais aptos da geração 𝑔, 𝜎(𝑔) é
o passo de mutação para a geração 𝑔; e 𝒩

(︁
0,𝐶(𝑔)

)︁
representa a distribuição normal

multivariada com média zero e matriz de covariância 𝐶(𝑔).
O indivíduo a ser selecionado para dar origem à próxima geração poderia

ser aquele que possuísse a maior aptidão, contudo esta abordagem fica propensa a que
frequentemente o algoritmo realize uma convergência prematura, ficando preso em um
ótimo local. Uma outra forma de seleção é considerar como melhor indivíduo a média
ponderada entre os 𝜇 melhores daquela geração, como pode ser visto na Equação (2.1).
Esta alternativa não elimina a possibilidade de ficar preso em mínimos (ou máximos)
locais, mas aumenta a chance de explotação do ambiente, que pode reduzir a influência
de ótimos locais. Sendo assim, Hansen (2016) calcula o vetor médio da geração 𝑔 de acordo
com a Equação (2.2).

𝑚(𝑔) =
𝜇∑︁

𝑖=1
𝜔𝑖𝑥

(𝑔)
𝑖:𝜆 , (2.2)

sendo:

𝜇∑︁
𝑖=1

𝜔𝑖 = 1, 𝜔1 ≥ 𝜔2 ≥· · · ≥ 𝜔𝜇 > 0 , (2.3)
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onde 𝑥
(𝑔)
𝑖:𝜆 o 𝑖-ésimo melhor indivíduo da geração 𝑔, com respeito à suas respectivas apti-

dões. Para um problema de minimização tem-se que 𝑓
(︁
𝑥

(𝑔)
1:𝜆

)︁
≤ 𝑓

(︁
𝑥

(𝑔)
2:𝜆

)︁
≤· · · ≤ 𝑓

(︁
𝑥

(𝑔)
𝜆:𝜆

)︁
,

sendo 𝑓(·) a função a ser minimizada. Os valores de 𝜔𝑖 obtidos conforme Equação (2.4).

𝜔𝑖 = 𝑙𝑜𝑔 (𝜇+ 0, 5)− 𝑙𝑜𝑔 (𝑖)∑︀𝜇
𝑖=1 𝜔𝑖

(2.4)

A combinação dos 𝜇(𝑔) indivíduos para encontrar-se 𝑚(𝑔) consiste na operação
de recombinação. Enquanto que ao assumir 𝑚(𝑔) como o melhor indivíduo, onde a partir
do qual serão gerados outros elementos em 𝑔 + 1 (Equação 2.1), define a seleção de
sobreviventes do CMA-ES.

Considerando o processo de mutação, representado através da Equação (2.1),
percebe-se que a geração de indivíduos está diretamente ligada à matriz de covariância
(𝐶𝑔). Portanto, adaptá-la pode resultar na geração de uma prole mais apta, sendo este
o objetivo do CMA-ES. A matriz de covariância pode ser interpretada como um hiper-
elipsoide que representa a densidade de distribuição da população, logo, sua adaptação
busca que essa variabilidade seja maximizada nos eixos que geraram melhores indivíduos,
aumentando consequentemente as chances de serem gerados indivíduos mais aptos nas
próximas gerações.

Hansen (2016) define o cálculo da matriz de covariância de forma empírica
(Equação 2.5).

𝐶(𝑔+1)
𝑒𝑚𝑝 = 1

𝜆− 1

𝜆∑︁
𝑖=1

⎛⎝𝑥
(𝑔+1)
𝑖 − 1

𝜆

𝜆∑︁
𝑗=1

𝑥
(𝑔+1)
𝑗

⎞⎠⎛⎝𝑥
(𝑔+1)
𝑖 − 1

𝜆

𝜆∑︁
𝑗=1

𝑥
(𝑔+1)
𝑗

⎞⎠𝑇

(2.5)

Uma segunda forma, utilizando o vetor médio da geração anterior (Equação
2.2), pode ser aplicada (Equação 2.6).

𝐶
(𝑔+1)
𝜆 = 1

𝜆

𝜆∑︁
𝑖=1

(︁
𝑥

(𝑔+1)
𝑖 −𝑚(𝑔)

)︁ (︁
𝑥

(𝑔+1)
𝑖 −𝑚(𝑔)

)︁𝑇
(2.6)

As Equações Equação (2.5) e Equação (2.6) podem ser interpretadas de formas
diferentes: enquanto 𝐶𝑒𝑚𝑝 estima a variância dos 𝜆 indivíduos gerados, 𝐶𝜆 estima a
variância entre as gerações. Como esta última assume que os indivíduos possuem pesos
iguais, uma outra abordagem é apresentada em Hansen (2016), na qual são utilizados
apenas os 𝜇 melhores vetores da geração com suas respectivas ponderações (Equação
2.7).

𝐶(𝑔+1)
𝜇 =

𝜇∑︁
𝑖=1

𝜔𝑖

(︁
𝑥

(𝑔+1)
𝑖:𝜆 −𝑚(𝑔)

)︁ (︁
𝑥

(𝑔+1)
𝑖:𝜆 −𝑚(𝑔)

)︁𝑇
(2.7)

É possível notar que se a média tomada como referência for da geração 𝑔, a
variância tende a ser maior que se fosse assumido o vetor médio da geração 𝑔+ 1, ou seja,
há uma probabilidade maior de serem gerados indivíduos com maior diversidade.
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As atualizações propostas nas Equações (2.5)-(2.7) tipicamente apresentam
bom desempenho com populações grandes, impactando diretamente no custo do algo-
ritmo. Com o objetivo de serem utilizadas pequenas populações, algumas técnicas de
atualização da matriz de covariância são propostas em Hansen (2016), através da utili-
zação da matriz obtida nas gerações anteriores. Uma destas abordagens pode ser vista
na Equação (2.8), onde 𝐶(𝑔+1) é obtida através da média das razões entre a variância
estimada dos passos dados pelos 𝜇 melhores indivíduos de uma geração 𝑔+ 1, em relação
aos 𝜇 melhores da geração 𝑔, e a variância da geração 𝑔.

𝐶(𝑔+1) = 1
𝑔 + 1

𝑔∑︁
𝑖=0

1
𝜎(𝑖)2 𝐶(𝑖+1)

𝜇 (2.8)

Como ocorre em Equação (2.5) e Equação (2.6), a atualização da matriz de
covariância através de Equação (2.8) atribui o mesmo peso para todas as gerações. Para
que se ponderar mais fortemente as gerações mais recentes, foi utilizada uma suavização
exponencial (Equação 2.9).

𝐶(𝑔+1) = (1− 𝑐𝜇)𝐶(𝑔) + 𝑐𝜇
1

𝜎(𝑔)2 𝐶(𝑔+1)
𝜇

= (1− 𝑐𝜇)𝐶(𝑔) + 𝑐𝜇

𝜇∑︁
𝑖=1

𝜔𝑖𝑦
(𝑔+1)
𝑖:𝜆 𝑦

(𝑔+1)𝑇

𝑖:𝜆 , (2.9)

onde 𝑐𝜇 ≤ 1 é a taxa de aprendizagem para atualização da matriz de covariância e
𝑦

(𝑔+1)
𝑖:𝜆 =

(︁
𝑥

(𝑔+1)
𝑖:𝜆 −𝑚(𝑔)

)︁
/𝜎(𝑔).

Desta forma, em Hansen (2016), a Equação (2.9) é chamada de rank-𝜇-update.
Se a informação for obtida apenas através do melhor indivíduo gerado, chega-se ao rank-
one-update (Equação 2.10).

𝐶(𝑔+1) = (1− 𝑐1)𝐶(𝑔) + 𝑐1𝑦𝑔+1𝑦
𝑇
𝑔+1 , (2.10)

onde 𝑐1 tem a mesma função que 𝑐𝜇, sendo definido em Hansen (2016) conforme Equa-
ção (2.11); 𝑦𝑔+1 =

(︁
𝑥

(𝑔+1)
1:𝜆 −𝑚(𝑔)

)︁
/𝜎(𝑔), ou seja, indica o sentido de "sucesso" em relação

ao melhor indivíduo da geração 𝑔 + 1. Com isso a matriz de covariância (hiper-elipsoide)
se alonga nesta direção, maximizando a probabilidade de serem geradas melhores proles.

𝑐1 = 2
(𝑁 + 1, 3)2 + 𝜇𝑒𝑓𝑓

, (2.11)

sendo 𝑁 a dimensão do espaço de busca e 𝜇𝑒𝑓𝑓 definido conforme Equação (2.12), que
pode ser interpretado como a massa variável de seleção efetiva.

𝜇𝑒𝑓𝑓 =
(︃ 𝜇∑︁

𝑖=1
𝜔2

𝑖

)︃−1

(2.12)
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Nas atualizações propostas nas Equações (2.9) e (2.10), a positividade ou ne-
gatividade da 𝑘-ésima dimensão é desprezada para o cálculo de 𝐶(𝑔+1), uma vez que
y(𝑔+1)

𝑖:𝜆 y(𝑔+1)𝑇

𝑖:𝜆 = −y(𝑔+1)
𝑖:𝜆 − y(𝑔+1)𝑇

𝑖:𝜆 . Ou seja, a matriz de covariância é atualizada atra-
vés dos valores de entrada da última existente mais a informação sobre as mudanças
observadas entre os 𝜇 melhores indivíduos de cada geração. Visando um melhor ajuste
da matriz de covariância, a informação sobre o caminho de evolução (𝑝𝑐) é considerada.
Sendo assim, a adaptação da matriz de covariância inclui a tendência desta ao longo das
gerações. Assumindo 𝑝(0)

𝑐 = 0, a atualização do caminho de evolução segue conforme
Equação (2.13).

𝑝(𝑔+1)
𝑐 = (1− 𝑐𝑐)𝑝(𝑔)

𝑐 +
√︁
𝑐𝑐(2− 𝑐𝑐)𝜇𝑒𝑓𝑓

𝑚(𝑔+1) −𝑚(𝑔)

𝜎(𝑔) , (2.13)

em que 𝑐𝑐 ∈ [0...1] pondera as influências do caminho de evolução e a variação entre os
pontos médios das duas últimas gerações;

√︁
𝑐𝑐(2− 𝑐𝑐)𝜇𝑒𝑓𝑓 é uma constante de normaliza-

ção, de forma que: caso 𝑐𝑐 seja igual a 0, 𝑝𝑐 não sofre alteração. Caso contrário, a influência
do deslocamento de 𝑚(𝑔) para 𝑚(𝑔+1) cresce de forma aproximadamente logarítmica com
o aumento do valor de 𝑐𝑐, onde sendo este último igual a 1, não há influência de 𝑝(𝑔)

𝑐 em
𝑝(𝑔+1)

𝑐 . Com isso, o rank-one-update (Equação 2.10) com a informação sobre o caminho
de evolução pode ser reescrito conforme Equação (2.14).

𝐶(𝑔+1) = (1− 𝑐1)𝐶(𝑔) + 𝑐1𝑝
(𝑔+1)
𝑐 𝑝(𝑔+1)𝑇

𝑐 (2.14)

Por fim, a atualização da matriz de covariância provida pelo CMA-ES é rea-
lizada através da combinação entre Equação (2.9) e Equação (2.14), considerando tanto
informações das 𝜇 melhores soluções de uma geração como também a tendência seguida
ao longo das gerações (Equação 2.15). Sendo assim, esta será a adaptação utilizada no
algoritmo proposto nesta dissertação.

𝐶(𝑔+1) = (1− 𝑐1 − 𝑐𝜇)𝐶(𝑔)

+𝑐1𝑝
(𝑔+1)
𝑐 𝑝(𝑔+1)𝑇

𝑐 + 𝑐𝜇

𝜇∑︁
𝑖=1

𝜔𝑖𝑦
(𝑔+1)
𝑖:𝜆

(︁
𝑦

(𝑔+1)
𝑖:𝜆

)︁𝑇
(2.15)

Além da adaptação da matriz de covariância apresentada, o CMA-ES propõe
uma adaptação do passo de mutação (𝜎) definida independentemente da adaptação de 𝐶.
A adaptação do passo de mutação visa aumentar as chances de gerarem-se indivíduos nas
direções promissoras. A abordagem para atualizar o passo de mutação de uma geração
busca evitar o acréscimo de novos parâmetros no processo evolucionário ou a necessidade
de grandes populações para sua definição.

Sendo assim, Hansen (2016) propôs um tipo de controle do passo de mutação
chamado de não-aleatório, em que os passos são atualizados através de uma relação entre
gerações sucessivas, utilizando o caminho de evolução (semelhante ao caminho de evolução
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da matriz de covariância, apresentado anteriormente) permitindo seu uso em populações
grandes ou pequenas. O método desenvolvido é denominado de cumulative path length
control (controle cumulativo do comprimento do caminho), cumulative step-size control
(controle cumulativo do passo de mutação) ou Cumulative Step-size Adaptation (CSA)
(adaptação cumulativa do passo de mutação). A Figura 6 ilustra as possibilidades de
configuração da trajetória de evolução da população, onde os vetores com a seta preenchida
representam a trajetória entre duas gerações consecutivas, e os vetores com a seta vazada
representam os vetores resultantes da soma das trajetórias realizadas.

Figura 6 – Configurações de trajetória de evolução

(a) Anti-correlacionada (b) Correlacionada (c) Independente

Fonte: Hansen (2016).

As informações sobre o tamanho do caminho de evolução para o passo de
mutação é utilizada sob as seguintes perspectivas:

• Se o caminho de evolução for curto (Figura 6a), espera-se que o fator provocador seja
o fato dos deslocamentos estarem cancelando-se mutuamente (anti-correlacionados),
logo o passo de mutação deve ser diminuído;

• Se o caminho de evolução for longo (Figura 6b), provavelmente os passos devem estar
seguindo para a “mesma direção” (correlacionados), então o passo será aumentado
com a expectativa de celeridade do processo;

• E no melhor caso, os passos são (aproximadamente) perpendiculares (descorrelaci-
onados) (Figura 6c).

Sendo assim, Hansen (2016) propõe a utilização do caminho de evolução para o
passo de mutação (𝑝𝜎), que é atualizado de forma semelhante à atualização do caminho de
evolução para a matriz de covariância (Equação 2.13), a fim de melhor adaptá-lo. Contudo,
diferente da atualização de 𝑝𝑐, agora busca-se escolher o tamanho de 𝑝𝜎 independente de
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direção, a fim de mitigar o problema relacionado à correlação das trajetórias. Com isso,
o caminho de evolução para o passo de mutação é dado conforme Equação (2.16).

𝑝(𝑔+1)
𝜎 = (1− 𝑐𝜎)𝑝(𝑔)

𝜎 +
√︁
𝑐𝜎(2− 𝑐𝜎)𝜇𝑒𝑓𝑓𝐶(𝑔)− 1

2 𝑚(𝑔+1) −𝑚(𝑔)

𝜎(𝑔) , (2.16)

onde:

𝐶(𝑔)− 1
2 = 𝐵(𝑔) ×𝐷(𝑔)−1 ×𝐵(𝑔)𝑇

= 𝐵(𝑔)𝑑𝑖𝑎𝑔

(︃
1
𝑑

(𝑔)
1
, · · · , 1

𝑑
(𝑔)
𝑛

)︃
𝐵(𝑔)𝑇

, (2.17)

sendo 𝐵(𝑔) a matriz com autovetores de 𝐶(𝑔), dispostos em colunas; 𝐷(𝑔) a matriz diagonal
com a raiz quadrada dos autovalores associados aos autovetores em 𝐵(𝑔). Por fim, a
autodecomposição de 𝐶(𝑔) pode ser realizada através da Equação (2.18)

𝐶(𝑔) = 𝐵(𝑔) ×𝐷(𝑔)2 ×𝐵(𝑔)𝑇 (2.18)

O motivo do operador 𝐶(𝑔)− 1
2 se dá para que se produza o tamanho esperado

de 𝑝(𝑔+1)
𝜎 independente de sua direção, onde a Equação (2.17) pode ser vista da seguinte

forma:

• 𝐵(𝑔)𝑇 rotaciona o espaço formado pelas colunas de 𝐵(𝑔);

• 𝐷(𝑔)−1 aplica uma transformação de forma que os eixos se tornam igualmente di-
mensionados;

• 𝐵(𝑔) rotaciona o resultado para o sistema de coordenadas original.

Para atualizar 𝜎(𝑔), verifica-se a diferença entre os tamanhos de 𝑝(𝑔+1)
𝜎 e o

esperado, de forma que 𝜎(𝑔+1) pode ser obtido através de Equação (2.19).

𝜎(𝑔+1) = 𝜎(𝑔) × 𝑒𝑥𝑝
[︃

𝑐𝜎

𝑑𝜎𝐸‖𝒩 (0, 𝐼)‖
(︁
‖𝑝(𝑔+1)

𝜎 ‖ − 𝐸‖𝒩 (0, 𝐼)‖
)︁]︃

, (2.19)

onde 𝑑𝜎 ≈ 1, é um parâmetro de suavização e 𝐸‖𝒩 (0, 𝐼)‖ é a esperança da norma Euclidi-
ana de um vetor 𝒩 (0, 𝐼) aleatoriamente distribuído. Após algumas operações algébricas,
a Equação (2.19) pode ser reescrita com Equação (2.20).

𝜎(𝑔+1) = 𝜎(𝑔) × 𝑒𝑥𝑝
[︃
𝑐𝜎

𝑑𝜎

(︃
‖𝑝(𝑔+1)

𝜎 ‖
𝐸‖𝒩 (0, 𝐼)‖ − 1

)︃]︃
(2.20)

Desta forma é possível perceber que se a norma de 𝑝(𝑔+1)
𝜎 for maior que a

norma do vetor esperado, então 𝜎(𝑔) será decrementado. Se o contrário ocorrer, então este
deverá ser aumentado. E caso ‖𝑝(𝑔+1)

𝜎 ‖ = 𝐸‖𝒩 (0, 𝐼)‖, o passo de mutação não é alterado.
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Em suma, através do controle de apenas três parâmetros principais (𝑚,𝐶, 𝜎),
o CMA-ES consegue abrandar, ainda que de forma não tão eficaz (como será visto no
Capítulo 4), algumas das limitações inerentes a este tipo de algoritmo evolucionário:

• Baixa performance em funções objetivo difíceis. Minimizada com a atualização de-
finida pela Equação (2.15);

• Necessita de uma população grande, principalmente para problemas de difícil solu-
ção. As taxas de aprendizagem 𝑐1 e 𝑐𝜇 (Equação 2.15) fazem a ponderação entre a
importância dos melhores indivíduos mais recentes e a tendência observada;

• Convergência prematura. Através do controle do passo de mutação (Equação 2.20).

Para facilitar o entendimento, o pseudocódigo do CMA-ES pode ser visto no
Algoritmo 1, no qual os parâmetros e as variáveis são assim definidos: 𝑛 é o tamanho da
população; 𝑚𝑖𝑛𝐸𝑟𝑟 é o menor erro aceito como critério de parada do algoritmo; 𝑚𝑎𝑥𝐴𝑣𝑎𝑙
é o número máximo de avaliações de função para o encerramento do algoritmo; 𝜎 é o passo
de mutação; 𝜆 é o tamanho da população; 𝜇 é a quantidade dos melhores indivíduos a
serem levados em consideração para o processo de adaptação; 𝑙𝑖𝑚𝐼𝑛𝑓 e 𝑙𝑖𝑚𝑆𝑢𝑝 são os
limite inferior e superior para as dimensões do problema, respectivamente; 𝑥𝑚𝑒𝑑 é o ponto
médio dentre os 𝜇 melhores indivíduos de uma determinada geração; 𝑑 é a dimensão das
variáveis; 𝐶 é a matriz de covariância; 𝐵 é matriz que define as coordenadas do sistema,
composta pelos autovetores de 𝐶 dispostos em colunas; 𝐷 é matriz diagonal composta
pelos autovalores de 𝐶 associados aos autovetores em 𝐵, definindo a potencialização
em cada sentido; 𝐼 é uma matriz identidade; 𝑝𝑐 é o caminho de evolução da matriz de
covariância; 𝑝𝑠 é o caminho de evolução do passo de mutação; 𝑥𝑘 é o 𝑘-ésimo indivíduo
de uma determinada geração; 𝑋1:𝜇 representa o conjunto composto pelos 𝜇 melhores
indivíduos de uma determinada geração, com respeito à suas aptidões. A Figura 7 ilustra
a distribuição da população durante a evolução da população do CMA-ES.
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Algoritmo 1 CMA-ES
1: 𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙𝑖𝑧𝑎𝑟𝑃𝑎𝑟𝑎𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜𝑠(𝑛,𝑚𝑖𝑛𝐸𝑟𝑟,𝑚𝑎𝑥𝐴𝑣𝑎𝑙, 𝜎, 𝜆, 𝜇, 𝑙𝑖𝑚𝐼𝑛𝑓, 𝑙𝑖𝑚𝑆𝑢𝑝)
2: 𝑥𝑚𝑒𝑑 ← 𝑔𝑒𝑟𝑎𝑉 𝑒𝑡𝑜𝑟𝑈𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚𝑒(𝑑, 𝑙𝑖𝑚𝐼𝑛𝑓, 𝑙𝑖𝑚𝑆𝑢𝑝)
3: 𝐶 ← 𝐼
4: 𝐵 ← 𝐼
5: 𝐷 ← 𝐼
6: 𝑝𝑐 ← 𝑔𝑒𝑟𝑎𝑉 𝑒𝑡𝑜𝑟𝑁𝑢𝑙𝑜(𝑑)
7: 𝑝𝑠 ← 𝑔𝑒𝑟𝑎𝑉 𝑒𝑡𝑜𝑟𝑁𝑢𝑙𝑜(𝑑)
8: 𝑐𝑜𝑛𝑡𝐴𝑣𝑎𝑙← 0 ◁ quantidade de avaliações de função computadas
9: enquanto 𝑐𝑜𝑛𝑡𝐴𝑣𝑎𝑙 < 𝑚𝑎𝑥𝐴𝑣𝑎𝑙 faça

10: para 𝑘 ← 1 até 𝜆 faça
11: 𝑥𝑘 ← 𝑔𝑒𝑟𝑎𝑟𝑃𝑟𝑜𝑙𝑒(𝑥𝑚𝑒𝑑, 𝜎,𝐵,𝐷)
12: Computa a aptidão de 𝑥𝑘

13: 𝑐𝑜𝑛𝑡𝐴𝑣𝑎𝑙← 𝑐𝑜𝑛𝑡𝐴𝑣𝑎𝑙 + 1
14: fim para
15: 𝑥𝑚𝑒𝑑 ← 𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑀𝑒𝑑𝑖𝑎(𝑋1:𝜇)
16: 𝑝𝑠 ← 𝑎𝑡𝑢𝑎𝑙𝑖𝑧𝑎𝐶𝑎𝑚𝑖𝑛ℎ𝑜𝑆𝑖𝑔𝑚𝑎(𝐵)
17: 𝑝𝑐 ← 𝑎𝑡𝑢𝑎𝑙𝑖𝑧𝑎𝐶𝑎𝑚𝑖𝑛ℎ𝑜𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧𝐶𝑜𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎(𝐵,𝐷)
18: 𝐶 ← 𝑎𝑑𝑎𝑝𝑡𝑎𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑧𝐶𝑜𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑛𝑐𝑖𝑎(𝐶,𝐵,𝐷,𝑝𝑐)
19: 𝜎 ← 𝑎𝑑𝑎𝑝𝑡𝑎𝑆𝑖𝑔𝑚𝑎(𝜎,𝑝𝑠)
20: 𝐵 ← 𝑔𝑒𝑟𝑎𝐴𝑢𝑡𝑜𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟𝑒𝑠(𝐶)
21: 𝐷 ← 𝑔𝑒𝑟𝑎𝐴𝑢𝑡𝑜𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒𝑠(𝐶) ◁ valores na diagonal
22: 𝐷 ←

√
𝐷 ◁ 𝐷 agora contém os desvios padrão

23: se 𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝐸𝑟𝑟(𝑥1) <= 𝑚𝑖𝑛𝐸𝑟𝑟 então
24: pare ◁ O algoritmo é encerrado
25: fim se
26: fim enquanto
27: 𝑖𝑚𝑝𝑟𝑖𝑚𝑒(𝑥1)

Figura 7 – Evolução da população do CMA-ES

Fonte: Adaptado de Khan (2018).
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Apesar de um bom desempenho já alcançado por diferentes versões do CMA-
ES, este algoritmo possui algumas limitações, como a atualização do passo de mutação
que perde eficácia quando as funções objetivo são ruidosas (BEYER; ARNOLD, 2003). Uma
outra limitação inerente à versão inicial e suas variantes se dá pelo fato do algoritmo ficar
preso em mínimos locais com grande frequência, uma vez que o processo evolucionário é
ajustado com vistas aos 𝜇 melhores indivíduos de uma geração e o caminho percorrido
por eles ao longo das gerações. Ou seja, em funções multimodais como a função Ackley
(POTTER; JONG, 1994) não espera-se um bom desempenho do CMA-ES caso ele possua
uma população pequena (HANSEN; KERN, 2004). Portanto, modelos com exploração mais
agressiva foram propostos com o intuito de mitigar esta ineficiência, sendo algumas delas
tratados na Seção 2.2.

2.2 CMA-ES PARA AMBIENTES MULTIMODAIS

Procurando melhorar o desempenho do CMA-ES original em tratar problemas
de otimização cuja função objetivo é multimodal, como é o caso da função Ackley, foram
desenvolvidos algoritmos com estratégias distintas. Nesta Seção serão apresentados tra-
balhos que propuseram esta melhoria utilizando uma das seguintes ações: reinicialização,
abordagens baseadas em nichos, inserção de imigrantes ou hibridização.

Quanto à métodos de reinicialização, um dos algoritmos desenvolvidos é o
restart-(𝜇𝑊 , 𝜆)-CMA-ES with Increasing Population (IPOP-CMA-ES), proposto em Au-
ger e Hansen (2005), que reinicia autonomamente a simulação da evolução, aumentando
a população inicial entre 1, 5 a 5 vezes da anterior, sempre que algum dos critérios consi-
derados for satisfeito, como:

• A variação entres as melhores aptidões obtidas em um determinado número de
gerações é igual a zero, ou a variação entre as melhores aptidões da última geração
está abaixo de um limiar;

• Se o desvio padrão da distribuição Normal for menor que um determinado limiar
em todas as coordenadas e 𝜎𝑝𝑐 for menor que este mesmo limiar, em todas as
componentes.

• Se a adição de um vetor com desvio padrão 0, 1 na direção do eixo principal de 𝐶(𝑔)

não alterar o vetor média obtido até então;

• Se a adição de um desvio padrão 0, 2 em cada coordenada não alterar o vetor média
obtido;

• Se o número de condição da matriz de covariância 𝐶 (FRANCO, 2006), definido
conforme Equação (2.21), estiver acima de um limiar.



32

𝑐𝑜𝑛𝑑(𝐶) = ||𝐶|| ×
⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝐶−1

⃒⃒⃒⃒⃒⃒
, (2.21)

onde || · || representa a norma da matriz.
Também são sugeridos alguns critérios para finalização do algoritmo:

• Após 𝑛 × 104 avaliações de função, onde 𝑛 representa o número de dimensões do
problema;

• Se o valor do erro da função objetivo estiver abaixo de 10−8.

A motivação para esta reinicialização aleatória é tornar a exploração mais
agressiva, diminuindo a probabilidade de ficar preso a mínimos locais. A reinicialização
com aumento da população, apesar de possibilitar maior exploração, afeta diretamente no
custo do algoritmo, aumentando a quantidade de avaliações de função. Deve-se também
ressaltar o fato que o CMA-ES em sua (re)inicialização gera um ponto médio, através de
distribuição uniforme dentro de limites estabelecidos, e só a partir de então são gerados
os indivíduos, ou seja, se nas reinicializações do IPOP-CMA-ES este ponto for gerado em
lugar próximo a mínimos locais, o algoritmo tende a ficar preso neles. Como alternativa fo-
ram desenvolvidos alguns algoritmos, como: BI-population Covariance Matrix Adaptation
Evolution Strategy (BIPOP-CMA-ES) (HANSEN, 2009) e New BI-population weighted-
aCMA-ES with Increasing Population (NBIPOP-aCMA-ES) (LOSHCHILOV, 2013). Agora
ao invés de reinicializar todo o processo de evolução, a população é incrementada ou de-
crementada a cada geração até que um determinado critério de parada seja atingido, para
só a partir de então reinicializar-se todo o processo evolucionário com a “melhor” técnica.

Hansen (2009) utiliza o CMA-ES, inicializando a população padrão 𝜆𝑑𝑒𝑓 =
4 + ⌊3× 𝑙𝑛(𝐷)⌋, onde D é a dimensão de cada indivíduo. Assim, o algoritmo é reiniciali-
zado sempre que um critério de parada é atingido. Os autores utilizaram dois métodos de
reinicialização (aumentando e reduzindo o tamanho da população), que são aplicados de
forma intercalada sendo armazenadas as avaliações de função acumuladas em cada um de-
les (custo). Ao final das 9 reinicializações, o algoritmo passa a aplicar apenas o método que
obteve menor quantidade acumulada de avaliações de função. Para o método de aumento
da população, esta é dobrada e para a redução (𝜆𝑠) segue conforme Equação (2.22).

𝜆𝑠 = ⌊𝜆𝑑𝑒𝑓 ×
(︃

1
2 ×

𝜆𝑙

𝜆𝑑𝑒𝑓

)︃𝑢[0,1]2

⌋ , (2.22)

sendo 𝑙 o tamanho da última população, e 𝑢[0, 1] denota número aleatório gerado através
de distribuição Uniforme com limites 0 e 1.

Durante os testes realizados observou-se um desempenho satisfatório em fun-
ções multimodais irregulares. Apresentando, entretanto, um baixo desempenho quando
as funções representam um ambiente regular ou com suavização.
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Já a estratégia de reinicialização NBIPOP-aCMA-ES ajusta de forma adap-
tativa a quantidade máxima de avaliações de função a ser permitida para cada um dos
métodos de reinicialização, onde aquele que obtiver a melhor solução encontrada até o
momento passa a ter sua quantidade máxima de avaliações de função incrementada, di-
ferentemente do BIPOP-CMA-ES onde cada método de reinicialização possui a mesma
quantidade máxima de avaliações de funções. Além disso, também é realiza a adaptação
do passo de mutação, o qual é decrementado a partir de um fator (𝑘𝜎𝑑𝑒𝑐). Os autores suge-
rem que o valor do passo de mutação inicial (𝜎0) seja um valor pequeno, sob o argumento
de que o CMA-ES com um passo de mutação inicial relativamente pequeno é capaz de
explorar pequenas bacias de atração, enquanto que com o valor inicial elevado negligencia
a estrutura local da função. Além desta justificativa, os autores concluem a fundamen-
tação para iniciar com um valor pequeno afirmando que, inicialmente, um tamanho de
passo relativamente pequeno aumentará rapidamente se a população for se deslocando
em sentidos correlacionados (Figura 6b), permitindo que o algoritmo recupere as mesmas
propriedades de pesquisa global. Além disso, o NBIPOP-aCMA-ES aplica uma adapta-
ção da matriz de covariância chamada de Weighted Active Covariance Matrix Adaptation
Evolution Strategy ((𝜇/𝜇𝑤,𝜆)-aCMA-ES) (HANSEN; ROS, 2010), a qual maximiza as chan-
ces de serem geradas soluções em direções promissoras e reduz a probabilidade de gerar
soluções nas direções que apresentem um histórico de indivíduos ruins.

Loshchilov (2013) ainda faz um estudo comparativo entre outras abordagens,
sejam elas: BI-population weighted-aCMA-ES (BIPOP-aCMA-ES), que não adapta o
passo de mutação; o restart-(𝜇𝑊 , 𝜆)-wighted-aCMA-ES with Increasing Population (IPOP-
aCMA-ES), derivado do IPOP-CMA-ES, utiliza o (𝜇/𝜇𝑤,𝜆)-aCMA-ES para adaptar a
matriz de covariância; e o New weighted-aCMA-ES with Increasing Population (NIPOP-
aCMA-ES), que além de contemplar a realização do IPOP-aCMA-ES, adapta o passo de
mutação, decrementando-o por um fator 𝑘𝑑𝑒𝑐 (configurado para 1.6). Contudo, o NBIPOP-
aCMA-ES foi o algoritmo que obteve o melhor desempenho (convergência e quantidade
de avaliações de função).

Visando melhor adaptar o passo de mutação, quando o algoritmo é reiniciali-
zado, Yamaguchi e Akimoto (2017) apresenta um método que aplica ao IPOP-CMA-ES e
ao BIPOP-CMA-ES (chamados aqui de estratégias auxiliares) uma nova estratégia de rei-
nicialização que se utiliza de memória para armazenar a distribuição dos dados quando um
critério de reinicialização destes algoritmos é atingido. Nesta nova concepção, o algoritmo
mantém um histórico com os vetores de média e matrizes de covariâncias encontradas
quando o critério de reinicialização das estratégias auxiliares é atingido. A partir de en-
tão, a cada geração, calcula-se a Divergência de Kullback-Leibler (KL) (KULLBACK, 1997)
entre a distribuição atual e aquelas armazenadas em memória, e se esta for menor ou igual
a um limiar, a população é reinicializada e a informação desta similaridade é armazenada
em memória. Caso seja alcançada uma quantidade previamente estipulada de semelhan-
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ças, assume-se que o 𝜎 inicial é muito elevado e está fazendo com que o algoritmo saia de
um local promissor, então o próximo passo de mutação sofrerá um decréscimo.

Além de utilizar métodos de reinicialização para evitar que o CMA-ES fique
preso em um ótimo local, pode-se provocar diversidade explotando em regiões distintas
do espaço de busca através de nichos. A fundamentação deste tipo de ação é factível por-
que o CMA-ES é conhecido por seu bom desempenho em problemas convexos, contudo
não apresenta boa acurácia em ambientes multimodais (PREUSS, 2010), e com a separa-
ção da população em nichos espera-se que cada subpopulação explore locais diferentes
do ambiente, minimizando o risco de ficar preso em ótimos locais. E esta é a proposta
apresentada em Shir e Bäck (2005a), o qual se originou do ES dynamic niching algorithm
(SHIR; BÄCK, 2005b) que cria uma população através de nichos, evoluindo e atualizando-os
a cada geração, conforme Algoritmo 2.

Algoritmo 2 ES Dynamic Niching Algorithm
1: 𝑚𝑢𝑡𝑎𝑃𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜𝑜
2: 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑃𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜 ◁ pela aptidão
3: para i ← 1 até 𝑞 faça ◁ 𝑞 é a quantidade de nichos desejados
4: Gera 𝜆̄𝑖 filhos conforme segue:
5: Escolhe o primeiro pai por seleção através de torneio
6: Escolhe o melhor indivíduo do nicho como o segundo pai
7: Aplica recombinação
8: Seleciona os 𝜂 melhores dentre os 𝜆̄𝑖 filhos e os 𝜇 − 𝜂 indivíduos do nicho 𝑖 para

formarem a próxima geração
9: fim para

10: Gera randomicamente 𝜔 = 𝜇 indivíduos adicionais
11: Une todos os 𝑞 nichos, para formar a próxima geração

A diferença do algoritmo proposto em Shir e Bäck (2005a) para o seu prede-
cessor (SHIR; BÄCK, 2005b) é o fato de que no primeiro são utilizados os operadores de
recombinação intermediária e mutação auto-adaptativa; ao passo de que agora é aplicado
o CMA-ES para este fim, mais precisamente (1, 𝜆)-CMA, conforme Algoritmo 3.



35

Algoritmo 3 Dynamic Niching com (1, 𝜆)-CMA-ES: uma única iteração
1: para i ← 1 até 𝑞 + 1 faça ◁ pontos
2: Gera 𝜆 proles através do CMA aplicado à 𝑥𝑖

3: fim para
4: Computa da aptidão da população
5: 𝐷𝑃𝐼(𝜆.(𝑞 + 1), 𝑇𝑎𝑚𝑎𝑛ℎ𝑜𝑃𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜, 𝑞, 𝑟𝑎𝑖𝑜𝐷𝑜𝑁𝑖𝑐ℎ𝑜) ◁ detectar picos
6: para j ← 1 até q faça
7: Assume o pico como sendo o ponto central para a próxima geração
8: Gera as 𝜆𝑗 proles
9: fim para

10: se 𝑁𝑑𝑝𝑠 < 𝑞 então ◁ 𝑁𝑑𝑝𝑠 é a quantidade de picos gerados
11: Gera (𝑞 −𝑁𝑑𝑝𝑠) novos picos
12: Gera as proles a partir de cada um dos (𝑞 −𝑁𝑑𝑝𝑠) novos picos
13: fim se
14: Desconsidera o (𝑞 + 1)-ésimo pico
15: Gera 1 pico de forma aleatória

Para o Dynamic Niching com adaptação da matriz de covariância são criados
𝑞 + 1 nichos, onde 𝑞 nichos são gerados através do método 𝐷𝑃𝐼 (Algoritmo 4), com raio
de atuação 𝜌, mais 1 nicho que não leva em consideração esta abordagem de identificação
de picos.

Algoritmo 4 Dynamic Peak Identification (DPI)
1: entrada: 𝑃𝑜𝑝 - conjunto com toda a população
2: 𝑁 - tamanho da população
3: 𝑞 - número de picos desejados
4: 𝜌 - raio do nicho
5: Ordena a população em ordem decrescente de aptidão
6: 𝑖← 1
7: 𝑁𝑢𝑚𝑃𝑖𝑐𝑜𝑠← 0
8: 𝐷𝑃𝑆 ← ∅ ◁ Conjunto Dinâmico de Picos
9: enquanto 𝑁𝑢𝑚𝑃𝑖𝑐𝑜𝑠<𝑞 ou 𝑖<𝑁+1 faça

10: se 𝑃𝑜𝑝[𝑖] não está dentro do raio 𝜌 de um pico em 𝐷𝑃𝑆 então
11: 𝐷𝑃𝑆 ← 𝐷𝑃𝑆 ∪ 𝑃𝑜𝑝[𝑖]
12: 𝑁𝑢𝑚𝑃𝑖𝑐𝑜𝑠← 𝑁𝑢𝑚𝑃𝑖𝑐𝑜𝑠+ 1
13: fim se
14: 𝑖← 𝑖+ 1
15: fim enquanto
16: saída: Conjunto Dinâmico de Picos

O valor de 𝜌 depende do número de picos a serem identificados, sendo obtido
através de 𝜌 = 𝑟/ 𝑛

√
𝑞; em que dados os menores e maiores valores 𝑥𝑘,𝑚𝑖𝑛 e 𝑥𝑘,𝑚𝑎𝑥 da

𝑘-ésima coordenada do indivíduo 𝑥 no espaço de decisão, 𝑟 pode ser definido conforme
Equação (2.23).

𝑟 = 1
2 ×

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑘=1

(𝑥𝑘,𝑚𝑖𝑛 − 𝑥𝑘,𝑚𝑎𝑥)2 (2.23)
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Com o objetivo de provocar ainda mais diversidade, Shir e Bäck (2006) apre-
senta uma proposta de modificação ao ES Dynamic Niching Algorithm, onde um gene
com o raio de ação para compartilhamento de aptidão (Fitness Sharing) é adicionado ao
indivíduo. Sendo este parâmetro atualizado de forma adaptativa. Para tanto, a função de
compartilhamento de aptidão se dá conforme Equação (2.24).

𝑠ℎ (𝑑𝑖𝑗) =

⎧⎪⎨⎪⎩1−
(︁

𝑑𝑖𝑗

𝜌

)︁𝜁𝑠ℎ se 𝑑𝑖𝑗 < 𝜌

0 caso contrário
, (2.24)

onde 𝑑𝑖𝑗 é a distância entre os indivíduos 𝑖 e 𝑗, 𝜌 é o raio para todos os indivíduos daquele
nicho e 𝜁𝑠ℎ é um parâmetro de controle, onde sendo 1 a função é linear, mas para valores
maiores o efeito de indivíduos semelhantes é menor. Logo, o cômputo para cada indivíduo
é dada pela Equação (2.25).

𝑚𝑖 =
𝑁∑︁

𝑗=1
𝑠ℎ(𝑑𝑖𝑗) , (2.25)

onde 𝑁 é a quantidade de indivíduos na população.
Com isso, a aptidão compartilhada do 𝑖-ésimo indivíduo é obtida conforme

Equação (2.26).

𝑓 𝑠ℎ
𝑖 = 𝑓𝑖

𝑚𝑖

, (2.26)

onde 𝑓𝑖 denota a aptidão do 𝑖-ésimo indivíduo.
Considerando a abordagem demonstrada, para obter-se o compartilhamento

dinâmico entre nichos, o efeito computado para cada indivíduo (𝑚𝑑𝑖𝑛
𝑖 ) é obtido através da

Equação (2.27).

𝑚𝑑𝑖𝑛
𝑖 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑛𝑗 se o indivíduo 𝑖 está no nicho 𝑗

𝑚𝑖 caso contrário (indivíduo não-pico)
, (2.27)

onde 𝑛𝑗 é a quantidade de indivíduos no 𝑗-ésimo nicho. O termo “indivíduo não-pico” se
refere àqueles indivíduos gerados de forma aleatória, sem que se leve em consideração os
picos obtidos através do Algoritmo 4. Com isso, a aptidão compartilhada para o 𝑖-ésimo
indivíduo é descrita conforme Equação (2.28).

𝑓𝑑𝑖𝑛
𝑖 = 𝑓𝑖

𝑚𝑑𝑖𝑛
𝑖

(2.28)

Conforme mencionado inicialmente, a proposta de Shir e Bäck (2006) é alterar
o modo de calcular/atualizar o raio 𝜌, fazendo com que esta alteração seja realizada de
forma adaptativa, onde cada indivíduo carregaria consigo (em um novo gene) a informação
do seu raio (𝜌) de compartilhamento de aptidão. Onde o raio do 𝑖-ésimo indivíduo na
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geração 𝑔 + 1 (𝜌𝑔+1) pode ser obtido utilizando o raio de seu predecessor
(︁
𝜌𝑔

𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡

)︁
, bem

como de seu novo passo
(︁
𝜎𝑔+1

𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡

)︁
(Equação 2.29).

𝜌𝑔+1
𝑖 =

(︁
1− 𝑐𝑔+1

𝑖

)︁
× 𝜌𝑔

𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡 + 𝑐𝑔+1
𝑖 × 𝜎𝑔+1

𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡 , (2.29)

onde 𝑐𝑔+1
𝑖 é o coeficiente de aprendizagem individual que é atualizado de acordo com a

variação do tamanho do passo de mutação (Equação (2.30)).

𝑐𝑔+1
𝑖 = 1

5 ×
(︁
1− 𝑒𝑥𝑝

{︁
𝜁 ×Δ𝜎𝑔+1

𝑖

}︁)︁
Δ𝜎𝑔+1

𝑖 =
⃒⃒⃒
𝜎𝑔+1

𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡 − 𝜎𝑔
𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡

⃒⃒⃒
(2.30)

Como pode ser visto na Equação (2.30), este coeficiente tende à zero, à medida
que a diferença entre os passos é pequena, o que sinaliza a convergência do algoritmo.
Logo, o parâmetro 𝜁 é aplicado para potencializar esta diferença entre os passos. Após
a identificação dos picos e divisão da população em seus respectivos nichos, uma nova
função para a redução da aptidão é aplicada (Equação (2.31)).

𝑔(𝑚𝑑𝑖𝑛
𝑖 , 𝜆𝑒𝑥𝑝) = 1 + Θ(𝜆𝑒𝑥𝑝 −𝑚𝑑𝑖𝑛

𝑖 )× (𝜆𝑒𝑥𝑝 −𝑚𝑑𝑖𝑛
𝑖 )2

𝜆𝑒𝑥𝑝

+ Θ(𝑚𝑑𝑖𝑛
𝑖 − 𝜆𝑒𝑥𝑝)× (𝜆𝑒𝑥𝑝 −𝑚𝑑𝑖𝑛

𝑖 )2 ,

(2.31)
onde Θ(·) denota a função degrau e 𝜆𝑒𝑥𝑝 é a quantidade esperada de indivíduos por nicho.
Logo, é possível observar que com 𝑚𝑑𝑖𝑛

𝑖 = 𝜆𝑒𝑥𝑝 o resultado da função é 1 e a aptidão do
indivíduo não será alterada (Equação 2.32). Caso contrário, este sofrerá uma penalização
de (𝜆𝑒𝑥𝑝 − 𝑚𝑑𝑖𝑛

𝑖 )2 para aqueles indivíduos pertencentes à nichos que ultrapassem 𝜆𝑒𝑥𝑝

elementos. Em contrapartida, os indivíduos que compõem nichos cujo tamanho seja menor
que 𝜆𝑒𝑥𝑝 sofreram uma pequena penalização na ordem de (𝜆𝑒𝑥𝑝 −𝑚𝑑𝑖𝑛

𝑖 )2/𝜆𝑒𝑥𝑝.
Baseados nestas propriedades, Shir e Bäck (2006) definem a aptidão comparti-

lhada do indivíduo 𝑖 de um determinado nicho seguindo a Equação (2.32), sendo a seleção
de sobreviventes para cada nicho baseada neste compartilhamento. O algoritmo proposto
em Shir e Bäck (2006) pode ser sumarizado no Algoritmo 5.

𝑓𝑛𝑖𝑐ℎ𝑜
𝑖 = 𝑓𝑖

𝑔
(︁
𝑚𝑑𝑖𝑛

𝑖 , 𝜆𝑒𝑥𝑝

)︁ (2.32)
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Algoritmo 5 (1, 𝜆)-CMA-ES Dynamic Niching with Adaptive Niche Radius
1: para i ← 1 até q+p faça ◁ pontos
2: Gera 𝜆 proles através do CMA aplicado à 𝑖
3: Atualiza o raio 𝜌𝑔+1

𝑖 ◁ Equação (2.29)
4: fim para
5: Computa da aptidão da população
6: 𝐷𝑃𝐼(𝜆.(𝑞 + 1), 𝑇𝑎𝑚𝑎𝑛ℎ𝑜𝑃𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎𝑐𝑎𝑜, 𝑞, 𝑟𝑎𝑖𝑜𝐷𝑜𝑁𝑖𝑐ℎ𝑜) ◁ detectar picos
7: Calcula a influência da vizinhança ◁ Equação (2.27)
8: para j ← 1 até q+p faça
9: Computa a aptidão do nicho 𝑗 ◁ Equação (2.32)

10: Assume o indivíduo com o melhor aptidão do 𝑗-ésimo nicho como pico para a
próxima geração

11: Gera as 𝜆𝑗 proles
12: fim para
13: se 𝑁𝑑𝑝𝑠 = quantidade de picos < 𝑞 então
14: Gera 𝑞 −𝑁𝑑𝑝𝑠 novos picos
15: Gera as proles a partir de cada um dos 𝑞 −𝑁𝑑𝑝𝑠 novos picos
16: fim se
17: Desconsidera o (𝑞 + 1) -ésimo . . . (𝑞 + 𝑝) -ésimo pico
18: Gera (𝑞 + 𝑝) picos de forma aleatória

É possível perceber no Algoritmo 5 que há uma outra diferença, em comparação
ao Algoritmo 3, que é a quantidade de nichos aleatórios (𝑝) é ajustável, permitindo uma
maior diversidade.

Com o objetivo de melhor adaptar os nichos criados, Preuss (2010) propõe
um outro tipo de abordagem, onde são criados indivíduos representantes de cada nicho,
sendo-lhes aplicado CMA-ES para gerar os indivíduos pertencentes a suas respectivas
subpopulações. Neste momento é aplicada a Nearest-better Clustering (Algoritmo 6), que
se utiliza da heurística Spanning Tree para interligar cada indivíduo ao seu melhor vizinho
mais próximo. Após aplicar o método de ligação entre os indivíduos, as arestas que forem
maiores que um determinado valor 𝜓 (Equação 2.33) são eliminadas, sendo assim formados
os nichos.

𝜓 = 𝜑× 1
𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 , (2.33)

onde 𝜑 é um parâmetro a ser estimado, que segundo Preuss (2010) o valor 2 é a escolha
adequada; 𝑎𝑘 é a distância entre o indivíduo 𝑘 e seu melhor vizinho mais próximo; e 𝑛 é
o tamanho da população atual.
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Algoritmo 6 Nearest-better Clustering (NBC)
1: Computa a distância entre todos os indivíduos
2: Cria um grafo em que cada nó representa um indivíduo
3: para i ← 1 até n faça ◁ spanning tree
4: Procura o melhor indivíduo mais próximo do indivíduo 𝑖 e cria uma aresta entre

eles
5: fim para
6: Exclui as arestas com tamanho > (𝜑×𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎(𝑡𝑎𝑚𝑎𝑛ℎ𝑜𝑇𝑜𝑑𝑎𝑠𝐴𝑟𝑒𝑠𝑡𝑎𝑠))
7: Cria os clusters com os componentes que permaneceram conectados

Após a separação dos indivíduos, são utilizados no máximo 𝑛𝑖𝑐ℎ𝑚𝑎𝑥 nichos
para serem-lhes aplicados o CMA-ES e geradas as proles de cada população. Estas são
agrupadas em uma nova população, sendo novamente separadas através do Nearest-better
Clustering (NBC). Com isso, são selecionados no máximo 𝑛𝑖𝑐ℎ𝑚𝑎𝑥 sobreviventes para a
próxima geração e o processo se repete até que um critério de parada seja atingido. Para
preservar a população existente, 𝜇 indivíduos de cada agrupamento (cluster) permanecem
em suas respectivas populações. Os valores dos parâmetros do CMA-ES a serem utilizados
em cada nicho 𝑛𝑖𝑐ℎ

(𝑔)
𝑖 são escolhidos conforme a configuração de 𝑛𝑖𝑐ℎ(𝑔−1)

𝑗 que gerou a
melhor prole de 𝑛𝑖𝑐ℎ(𝑔)

𝑖 . Onde o índice em subscrito é a identificação do nicho.
Ainda com vistas a tratar problemas de otimização mono-objetivo em am-

biente multimodal, em Xu, Iizuka e Yamamoto (2017) os autores propõem utilizar um
Attraction Basin Sphere Estimation (ABSE) (XU et al., 2013) com o CMA-ES. ABSE é
um método que busca estimar a bacia esférica de atração de um determinado ponto, do
inglês Attraction Basin Sphere (ABS), o qual tem o objetivo de detectar a multimodali-
dade do ambiente criando pontos intermediários entre um par de soluções (sejam 𝐴 e 𝐵),
identificando se há um vale entre elas. Caso exista este vale, diz-se que 𝐴 e 𝐵 constituem
um par 2-modal (Figura 8), caso contrário este par é 1-modal (Figura 9).

Figura 8 – Dois pontos detectados como um par 2-modal

Fonte: Adaptado de Xu, Iizuka e Yamamoto (2017).
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Figura 9 – Dois pontos detectados como um par 1-modal

Fonte: Adaptado de Xu, Iizuka e Yamamoto (2017).

Desta forma, realizando-se todas as análises pareadas possíveis, são armaze-
nados para cada nodo o raio de vizinhança restrita (em que é possível abranger todos os
indivíduos que compartilham daquela mesma região da superfície delimitada por vales) e
o menor raio restrito aos vales (sendo a menor distância entre ele e o vale mais próximo).
Assim, o raio de competência de cada nodo é o menor valor entre o raio de vizinhança
restrita e o raio restrito aos vales.

Com isso Xu, Iizuka e Yamamoto (2017) criaram o algoritmo denominado
ABSE-CMA-ES que tem por objetivo principal construir os nichos a cada geração, sendo-
lhes aplicados o CMA-ES com seus respectivos hiperparâmetros. Os resultados obtidos
no trabalho sugerem que o algoritmo proposto obtém melhor desempenho que Attraction
Basin Sphere Genetic Algorithm (ABSGA) (XU et al., 2013), 𝐷𝐸/𝑟𝑎𝑛𝑑/21 (EPITROPA-

KIS; PLAGIANAKOS; VRAHATIS, 2011), CMA-ES com memória e Niching Variable Mesh
Optimization (NMVO) (MOLINA et al., 2013).

Uma outra forma de evitar a convergência prematura do CMA-ES, é inserir
imigrantes ao processo evolucionário. Esta técnica foi utilizada em Hansen (2011), onde
o método desenvolvido realiza a inserção destes imigrantes que podem ser utilizados,
inclusive, para substituir soluções infactíveis. As principais motivações apresentadas são:
o CMA-ES gera soluções de forma simétrica, o que na maioria dos casos não representa
melhores indivíduos (antes do processo de seleção); e bons imigrantes podem conduzir
o algoritmo a locais promissores não contemplados pela população atual. Além disso, se
o indivíduo inserido for ruim, não provocaria mudança significativa no CMA-ES, uma
1 Esta notação é utilizada em DE (Evolução Diferencial) (EIBEN; SMITH, 2015), onde o primeiro termo

indica o algoritmo, o segundo indica o vetor base e o terceiro o número de diferenças vetoriais. Podendo
ainda ter mais um termo que indicaria o tipo de cruzamento.
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vez que este se utiliza das melhores soluções para o processo de adaptação da matriz
de covariância. Ainda em Hansen (2011) são listadas algumas opções de como gerar um
imigrante:

• método gradiente;

• através de uma busca local, o que configuraria a construção de um algoritmo me-
mético;

• uma solução reparada, devido sua infactibilidade;

• uma solução ótima, obtida através de um outro modelo, construído com soluções já
conhecidas;

• a melhor solução já encontrada até o momento;

• obtida através de qualquer algoritmo executado em paralelo ao CMA-ES

Na proposta apresentada, os imigrantes, gerados através da distribuição 1 +
10−4 ×𝒩 (0, 𝐼), substituem indivíduos da geração atual. Foram realizados testes com as
funções: Sphere (KARABOGA; BASTURK, 2008) e Rosenbrock (POWELL, 1964). Em ambas
houve redução da quantidade de avaliações de função, onde para a segunda foram obtidas
600 e 5000 avaliações de função com e sem a inserção de imigrantes, respectivamente, em
espaço de busca ∈ R10. Em Hansen (2014) é demonstrado que utilizar o método gradiente
no CMA-ES pode reduzir o número de iterações em funções unimodais.

Uma outra forma de inserir diversidade na população, para evitar a conver-
gência prematura, é provocar perturbações aos indivíduos desta. Este método é utilizado
no modelo chamado de Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy with Directed
Target to Best Perturbation Scheme (CMA-ES-DTBP) (SINGH; PANIGRAHI; ABHYANKAR,
2013). Neste algoritmo, a população é gerada conforme o CMA-ES originalmente imple-
mentado e 𝛾 indivíduos (Equação 2.34) são escolhidos para serem perturbados conforme
o Algoritmo 7, onde: 𝑥

(𝑔)
1:𝜆 é o melhor indivíduo da população; 𝑖 = {1, · · · , 𝛾}; o vetor ale-

atório 𝑣
(𝑔)
𝑖 = {𝑣1, · · · , 𝑣𝐷}, sendo 𝑣𝑖 ∈ 𝒩 (0, 1) , ∀𝑖 ∈ {1, · · · , 𝐷}; e 𝑣̂

(𝑔)
𝑖 é o vetor unitário

obtido com 𝑣
(𝑔)
𝑖 /

⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑣

(𝑔)
𝑖

⃒⃒⃒⃒⃒⃒
.

𝛾 = ⌈𝑙𝑛 {|𝐷 × 𝜆×𝒩 (0, 1)|}⌉, (2.34)

onde 𝐷 é a dimensão do espaço de busca e 𝜆 é a quantidade de proles geradas a cada
geração.

Algoritmo 7 Directed Target to Best Perturbation (DTBP)

1: 𝑤
(𝑔)
𝑖 ← 𝑥

(𝑔)
1:𝜆 − 𝑥

(𝑔)
𝑖

2: 𝑥
(𝑔)
𝑖 ← 𝑥

(𝑔)
𝑖 + 𝑤

(𝑔)
𝑖 × 𝑣̂

(𝑔)
𝑖
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Dado que as funções objetivo podem possuir características distintas, podendo
ser preferível explotação ou exploração em determinados momentos, utilizar o CMA-ES
juntamente com outro método poderia ser uma relevante alternativa para otimizar fun-
ções multimodais. Baseando-se nesta suposição, (HE; ZHOU, 2018) apresenta o algoritmo
memético chamado de Differential Evolution variant with Covariance Matrix Adaptation
Evolution Strategy (DECMSA), em que os autores buscam uma harmonia entre as princi-
pais características de cada algoritmo utilizado: a boa exploração do DE com a capacidade
de explotação do CMA-ES. No trabalho, os autores, utilizam uma nova técnica de muta-
ção, denominada 𝐷𝐸/𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑡 − 𝑡𝑜 − 𝑏𝑒𝑡𝑡𝑒𝑟/1, a qual combina diferentes características
do DE e CMA-ES. Nesta proposta, para cada indivíduo 𝑥

(𝑔)
𝑖 são gerados 𝑛 indivíduos a

partir de uma distribuição Normal 𝒩
(︁
𝑚(𝑔),𝐶(𝑔)

)︁
, onde a mutação procede conforme a

Equação (2.35) para guiar a busca do DE. O controle do passo de mutação, proposto no
CMA-ES original, é desconsiderado devido a aplicação da mutação do DE.

𝑣
(𝑔)
𝑖 = 𝑥

(𝑔)
𝑖 +𝐾

(𝑔)
𝑖

(︁
𝑥

(𝑔)
𝑝𝑏𝑒𝑡𝑡𝑒𝑟 − 𝑥

(𝑔)
𝑖

)︁
+ 𝐹

(𝑔)
𝑖

(︁
𝑥

(𝑔)
𝑟1 − 𝑥̂

(𝑔)
𝑟2

)︁
, (2.35)

onde 𝑥
(𝑔)
𝑝𝑏𝑒𝑡𝑡𝑒𝑟 é a melhor solução gerada; 𝑥

(𝑔)
𝑟1 é uma solução aleatoriamente selecionada,

da geração 𝑔; 𝑥̂
(𝑔)
𝑟2 é uma solução aleatoriamente escolhida, do conjunto formado pela

união entre a população atual e um arquivo externo, o qual mantém as 𝑚 soluções que
não sobreviveram; 𝐾(𝑔)

𝑖 e 𝐹 (𝑔)
𝑖 são parâmetros que são ajustados de forma diferente. A

justificativa dada pelos autores para que não possuam o mesmo ajuste é que para uma
função unimodal deseja-se que o valor de 𝐾(𝑔)

𝑖 seja elevado, acelerando a convergência, e
que o valor de 𝐹 (𝑔)

𝑖 seja nulo, não produzindo diversidade na população. Em contrapartida,
em funções multimodais deseja-se o comportamento contrário.

Também é acrescida uma técnica de busca local, que é inicializada quando o
critério de convergência descrito na Equação (2.36) é atingido, o qual apenas é acionado
quando o processo evolucionário atinge 90% da quantidade máxima de avaliações de fun-
ção permitida. Logo, a busca local consome aproximadamente 10% do total de avaliações
de função. Os autores sugerem que podem ser realizadas várias buscas locais, contudo
percebe-se que isso pode implicar na não convergência de uma região promissora.

‖𝐶𝑔‖2 ≤
1
2 ×𝑚𝑎𝑥 {𝑢𝑏𝑗 − 𝑙𝑏𝑗|𝑗 = 1, · · · , 𝐷} , (2.36)

onde ‖𝐶𝑔‖2 é a norma espectral da matriz de covariância 𝐶; 𝑢𝑏𝑗 e 𝑙𝑏𝑗 são os limites
máximos e mínimos, respectivamente; e𝐷 representa a quantidade de dimensões do espaço
de busca.

Além dos trabalhos apresentados nesta Seção, que têm por objetivo evitar a
convergência prematura do CMA-ES em ambientes multimodais, existem estudos que
sugerem modificações na forma de adaptar a matriz de covariância populacional, seja
com o objetivo de uma melhor adaptação (JASTREBSKI; ARNOLD, 2006; LOSHCHILOV

et al., 2014) ou para reduzir o custo computacional do algoritmo (ROS; HANSEN, 2008).
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Todavia, o modelo utilizado como base para a construção do algoritmo proposto neste
trabalho é o CMA-ES em sua concepção original (HANSEN, 2016), para que seja possível
analisar a performance da nova proposta sem uma severa modificação na estrutura original
do CMA-ES. Também há trabalhos que sugerem outras formas de adaptar o passo de
mutação (SCHWEFEL, 1995; HANSEN; OSTERMEIER, 2001; HANSEN; ATAMNA; AUGER,
2014), porém apesar de influenciar no processo evolucionário, a adaptação do passo de
mutação é independente do método de adaptação da matriz de covariância, conforme dito
em Hansen (2016), e portanto não é o objetivo deste trabalho.

2.3 DISCUSSÃO DOS MÉTODOS APRESENTADOS

A partir do entendimento sobre a dinâmica do CMA-ES, descrita ao longo
da Seção 2.1, e dos modelos apresentados na Seção 2.2, percebe-se que os esforços para
evitar que o CMA-ES convirja prematuramente estão baseados em duas ações: provocar
diversidade e explorar regiões distintas do espaço de busca.

Nas abordagens baseadas em reinicialização do processo evolucionário, o que se
deseja é possibilitar que o algoritmo explore regiões distintas do espaço de busca, a cada
reinicialização, muitas vezes sem utilizar o conhecimento sobre o que já foi explorado.
Pode-se perceber que neste tipo de abordagem o sucesso está condicionado a uma boa
escolha do momento de reinicializar o processo e no tamanho da população a ser utilizada.

Já nas abordagens baseadas em nichos, esta exploração é realizada desde o
início, uma vez que são utilizadas subpopulações distintas. Contudo, deve-se ressaltar
que isso implica num maior consumo de avaliações de função, deste o início do processo
evolucionário, dependendo da quantidade de nichos e do tamanho de cada subpopulação.

Quanto à abordagens que utilizam inserção de imigrantes, deve-se analisar
qual será(ão) o(s) indivíduo(s) a ser(em) substituído(s), e como o(s) imigrante(s) será(ão)
gerado(s) (aleatoriamente, através de um histórico, etc). Esta última pode, inclusive,
necessitar a inclusão de um outro método, como o gradiente, para esta finalidade. Um
ponto positivo a ser levado em consideração neste tipo de abordagem é que se o imigrante
for ruim ele não influenciará no CMA-ES, uma vez que a própria dinâmica do processo
se encarregará de retirá-lo da população. Porém, se ele tiver uma boa aptidão, guiará a
população para uma região promissora.

Por fim, os algoritmo meméticos baseados no CMA-ES podem ser uma boa
alternativa para lidar com problemas distintos, desde que seja realizada uma boa escolha
do método que será integrado ao processo evolucionário, observado-se sua dinâmica frente
ao objetivo que se deseja alcançar com sua inclusão.

Diante destes fatos, no Capítulo 3 pode ser visto um estudo quantitativo so-
bre o comportamento do CMA-ES, bem como algumas sugestões iniciais para fazer com
que seu desempenho em funções multimodais seja melhorado, baseando-se no que já foi
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discutido. Este estudo preliminar subsidiará a construção do modelo proposto nesta dis-
sertação, o qual encontra-se descrito ao final daquele Capítulo.
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3 LOCAL CMA-ES GUIDED BY DIFFERENTIAL EVOLUTION (L-CMA-DE)

Ficou notório no Capítulo 2 que uma das principais limitações do CMA-ES é
que devido a sua concepção com características de um método de busca local que pode,
com frequência, levar a retenção do processo evolucionário simulado a um ótimo local. Esta
limitação tende a se agravar quando a paisagem do espaço de busca é multimodal, tal como
a função Rastrigin (MÜHLENBEIN; SCHOMISCH; BORN, 1991). Ao longo dos últimos anos,
algumas abordagens foram propostas para tratar tal limitação, como visto na Seção 2.2.

Como o interesse da presente dissertação é melhorar o desempenho do CMA-
ES em ambientes multimodais, toda a pesquisa foi direcionada com este objetivo. Desta
forma, foi observado um avanço neste quesito nos algoritmos apresentados na Seção 2.2,
proporcionado por métodos que tem por objetivo explorar o espaço de busca, minimi-
zando a dependência da inicialização do CMA-ES e evitando a convergência prematura.
Contudo, ainda permanece a limitação de que o CMA-ES necessita de uma população
grande para que se alcance bons resultados em funções objetivo difíceis, além de não ser
fácil identificar o momento no processo evolucionário em que se deva realizar a interven-
ção (LOSHCHILOV; SCHOENAUER; SEBAG, 2012). Além disso, alguns modelos propostos
trazerem consigo alguns parâmetros cujos ajustes estão diretamente correlacionados com
o desempenho do algoritmo (XU; IIZUKA; YAMAMOTO, 2017).

Apesar de todo o esforço desprendido, uma característica não muda dentre as
pesquisas expostas no presente trabalho: o CMA-ES continua com elevada dependência do
seu ponto inicial (ou de reinicialização), pois é a partir daquele local que todo o processo
começa a ser moldado e se estiver próximo a mínimos locais, as chances do algoritmo ficar
preso em algum destes é elevada. É frente a esta característica que o presente trabalho
está focado e os estudos apresentados nas Seções a seguir darão suporte à construção do
método proposto na Seção 3.5.

3.1 ANÁLISE DA EVOLUÇÃO DO CMA-ES PARA PROBLEMAS MONO-OBJETIVO

Como visto na Seção 2.1, o CMA-ES é uma Estratégia Evolucionária bem
elaborada que alcança expressivo desempenho em ambientes unimodais devido a forma
como a matriz de covariância é adaptada: maximizando a probabilidade de gerarem-se
indivíduos na direção promissora. Contudo, seu desempenho em ambientes multimodais é
significativamente afetado, podendo convergir prematuramente para mínimos locais (HAN-

SEN; KERN, 2004). Buscando atenuar esta limitação, alguns algoritmos surgiram (ver Se-
ção 2.2). Duas principais estratégias foram adotadas, sejam elas: reinicializar o processo
evolucionário, caso seja percebido estagnação do algoritmo; e criação de nichos.

Na primeira, buscou-se inicialmente incrementar a população a cada reinício,
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através do IPOP-CMA-ES (AUGER; HANSEN, 2005), com a esperança de melhor explorar
o ambiente. Este método possibilitou, além da exploração de regiões durante o processo
de reinicialização, uma melhor observação entorno do ponto médio gerador dos indiví-
duos, todavia ele ainda continuou a ficar preso em mínimos locais, pois seu sucesso está
extremamente ligado à inicialização/reinicialização em regiões promissoras, além de tra-
zer consigo um outro ponto desfavorável ao desempenho que é o aumento da quantidade
de avaliações de função. Para lidar com o aumento das avaliações, em 2006 foi proposta
uma nova forma para adaptar a matriz de covariância, o método foi batizado por Ac-
tive Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy (Active-CMA-ES) (JASTREBSKI;

ARNOLD, 2006). Esta adaptação busca fazer com que a medida em que o CMA-ES seja
executado, a matriz de covariância seja modificada de modo a potencializar as chances de
serem gerados indivíduos em direções promissoras. Contudo, esta proposta de adaptação
não reduz a probabilidade de serem gerados indivíduos em direções que não sejam promis-
soras, efeito colateral do Active-CMA-ES. Desta feita surge o IPOP-aCMA-ES, que além
de incrementar a população a cada reinicialização, também utiliza a informação sobre
direções não promissoras para reduzir a probabilidade de buscas naquela região, contudo
a população continua sendo aumentada a cada reinicialização, o que consequentemente
aumenta a quantidade de avaliações de função. Para evitar ou amenizar este acréscimo
da quantidade de avaliações, BIPOP-CMA-ES (HANSEN, 2009) pode adaptar o tamanho
da população (aumentar ou diminuir) dependendo da qualidade das soluções geradas por
cada uma das estratégias de adaptação. Este algoritmo também ganhou uma versão em
combinação com o (𝜇/𝜇𝑤,𝜆)-aCMA-ES, chamada BIPOP-aCMA-ES, além de também ha-
ver uma outra extensão que decremente o passo de mutação a cada reinício, denominada
NBIPOP-aCMA-ES (LOSHCHILOV, 2013) que ganhou a competição da IEEE Congress
on Evolutionary Computation (CEC) no ano de 2013, o que sugere seu valor para a comu-
nidade científica. Contudo, como pode ser visto em (LOSHCHILOV; SCHOENAUER; SEBAG,
2012), as técnicas de reinicialização apresentadas acima ainda possuem dependência do
local de (re-)início do algoritmo.

Buscando diminuir a dependência do ponto inicial da busca, surgiram abor-
dagens que empregam nichos. Em um contexto geral, estas buscam criar subpopulações
em regiões distintas, para que assim seja possível melhor explorar o ambiente. Como cada
proposta tem seu custo agregado, pode-se notar que ao serem criados e evoluídos nichos
separadamente, o número de avaliações de função tende a ser alto, o que pode ser um
problema se esse número for considerado como um dos critérios de parada do algoritmo,
entretanto para tratar problemas do mundo real com tempo para processamento, pode
ser uma estratégia muito útil.
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3.2 COMPORTAMENTO DA MATRIZ DE COVARIÂNCIA

Com vistas às diversas modificações aplicadas ao CMA-ES (algumas delas
abordadas no Capítulo 2), nesta seção estão expostas algumas sugestões de mudanças ao
algoritmo original, bem como as provas experimentais de seus impactos. Para escolher e
fundamentar as propostas implementadas, buscou-se entender o comportamento da matriz
de covariância ao longo das gerações. Analisado o que foi apresentado sobre o CMA-ES,
espera-se que durante o processo evolucionário, a busca em torno do vetor médio seja
reduzida em amplitude à medida que o algoritmo for se aproximando do ótimo local ou
global. Procurando comprovar esta esperança, foram realizados 31 testes independentes,
utilizando a função Esfera e espaço de busca ∈ R10, e computada a esparsidade (𝑆) das
matrizes de covariâncias (𝐶) a cada 100 gerações através da Equação (3.1).

𝑆 = |−𝑙𝑖𝑚 ≤ 𝑐𝑖,𝑗 ≤ 𝑙𝑖𝑚|
|𝐶|

, ∀𝑖,𝑗, (3.1)

onde |·| é o cardinal; 𝑙𝑖𝑚 é a distância máxima partindo-se de 0, sendo 0, 0005 o valor empi-
ricamente escolhido, uma vez que os valores de entrada da matriz 𝐶 ∈ [−5×10−4 , 5×
10−4] produzem indivíduos bastante semelhantes; e 𝑐𝑖,𝑗 o elemento localizado na 𝑖-ésima
linha e 𝑗-ésima coluna da matriz 𝐶. Logo, 𝑆 ∈ [0, 1] e representa a porcentagem de valores
de 𝐶 que estão dentro do intervalo estipulado. Os resultados obtidos podem ser vistos na
Tabela 1.
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Tabela 1 – Esparsidade da matriz de covariância ao longo das gerações (Função Esfera)

Teste
Geração

100 200 300 400 500 600

01 0,02 0,06 0,19 0,36 0,49 -
02 0,02 0,10 0,25 0,32 0,55 -
03 0,06 0,10 0,17 0,28 0,49 0,68
04 0,00 0,04 0,15 0,36 0,47 -
05 0,04 0,08 0,21 0,36 0,43 0,64
06 0,04 0,06 0,19 0,44 0,45 -
07 0,00 0,08 0,15 0,38 0,59 0,70
08 0,00 0,04 0,25 0,34 0,41 0,66
09 0,00 0,06 0,17 0,34 0,51 -
10 0,04 0,08 0,19 0,38 0,49 0,68
11 0,00 0,04 0,21 0,32 0,53 -
12 0,00 0,08 0,21 0,42 0,49 -
13 0,00 0,08 0,11 0,34 0,43 -
14 0,02 0,04 0,11 0,26 0,43 0,64
15 0,02 0,10 0,29 0,48 0,47 -
16 0,00 0,04 0,15 0,28 0,55 -
17 0,04 0,08 0,21 0,38 0,47 -
18 0,02 0,08 0,23 0,40 0,49 -
19 0,04 0,10 0,23 0,38 0,45 0,70
20 0,02 0,10 0,13 0,34 0,49 0,72
21 0,02 0,06 0,21 0,34 0,49 -
22 0,02 0,04 0,19 0,38 0,49 -
23 0,00 0,04 0,21 0,26 0,45 -
24 0,04 0,08 0,14 0,36 0,43 0,60
25 0,02 0,04 0,21 0,38 0,45 -
26 0,00 0,04 0,23 0,40 0,59 -
27 0,04 0,08 0,15 0,28 0,45 0,66
28 0,00 0,04 0,17 0,28 0,53 0,60
29 0,02 0,08 0,25 0,28 0,51 0,66
30 0,02 0,18 0,19 0,30 0,55 -
31 0,00 0,12 0,23 0,32 0,39 0,62

Fonte: Próprio Autor

A função Esfera foi utilizada por ser uma função mono-modal de fácil conver-
gência para o CMA-ES, sendo 600 o número máximo de gerações apresentado porque em
nenhum dos testes o algoritmo chega a 700 gerações para a função objetivo escolhida. Os
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testes em que não constam valores na coluna de 600 gerações estão assim representados
porque o algoritmo convergiu para o ótimo global antes desta quantidade de gerações.
Através da Tabela 1 observa-se que o nível de esparsidade da matriz 𝐶 aumenta à medida
que o algoritmo converge para o mínimo. Este comportamento é ocasionado devido à pro-
ximidade entre as 𝜇 melhores soluções de uma mesma geração e de gerações consecutivas,
sugerindo que ao final do processo evolucionário espera-se que o melhor indivíduo seja o
vetor médio da última geração. Buscando verificar se ocorre este mesmo comportamento
em funções multimodais, o mesmo teste foi realizado com a função 22 (Composition Func-
tion 2 ) da CEC-2013 (LIANG et al., 2013). Os resultados deste último experimento podem
ser vistos na Tabela 2, demonstrando que o comportamento observado em uma função
unimodal se repete em funções multimodais, havendo nesta última uma convergência para
um ótimo local.
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Tabela 2 – Esparsidade da matriz de covariância ao longo das gerações (Função 22 da
CEC-2013)

Teste Geração
100 500 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

01 0.06 0.38 0.96 1 1 1 1 1 1 1 1 1
02 0.02 0.42 0.51 0.97 1 1 1 1 1 1 1 1
03 0 0.24 0.97 1 1 1 1 1 1 1 1 1
04 0.02 0.16 0.94 1 1 1 1 1 1 1 1 1
05 0 0.34 0.42 0.99 1 1 1 1 1 1 1 1
06 0 0.19 0.48 0.99 1 1 1 1 1 1 1 1
07 0 0.36 0.53 0.94 1 1 1 1 1 1 1 1
08 0.04 0.38 0.99 1 1 1 1 1 1 1 1 1
09 0.02 0.18 0.95 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 0 0.34 0.99 1 1 1 1 1 1 1 1 1
11 0 0.24 0.96 1 1 1 1 1 1 1 1 1
12 0 0.19 0.33 1 1 1 1 1 1 1 1 1
13 0.02 0.32 0.44 1 1 1 1 1 1 1 1 1
14 0 0.25 0.41 1 1 1 1 1 1 1 1 1
15 0.02 0.19 0.37 1 1 1 1 1 1 1 1 1
16 0.02 0.21 0.33 1 1 1 1 1 1 1 1 1
17 0.04 0.36 0.38 1 1 1 1 1 1 1 1 1
18 0 0.04 0.65 0.64 0.64 0.64 0.7 0.82 0.94 0.96 0.96 0.97
19 0.02 0.36 0.4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
20 0 0.32 0.98 1 1 1 1 1 1 1 1 1
21 0.02 0.22 0.98 1 1 1 1 1 1 1 1 1
22 0 0.25 0.33 1 1 1 1 1 1 1 1 1
23 0 0.44 0.99 1 1 1 1 1 1 1 1 1
24 0 0.23 0.25 1 1 1 1 1 1 1 1 1
25 0.02 0.44 0.98 1 1 1 1 1 1 1 1 1
26 0.02 0.19 0.61 1 1 1 1 1 1 1 1 1
27 0 0.29 0.66 0.9 1 1 1 1 1 1 1 1
28 0 0.41 0.51 0.83 1 1 1 1 1 1 1 1
29 0.04 0.44 0.89 1 1 1 1 1 1 1 1 1
30 0.02 0.34 0.97 1 1 1 1 1 1 1 1 1
31 0.02 0.24 0.92 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Fonte: Próprio Autor

3.3 INSERÇÃO DE DIVERSIDADE

De acordo com o experimento realizado na Seção 3.2, ao passo que o CMA-ES
evolui, a população perde diversidade. Além disso, conforme as informações expostas ao
longo da Seção 2.2, nota-se que induzir diversidade durante o processo evolucionário pode
resultar em melhores soluções. Diante dessa afirmativa, a primeira sugestão foi causar
diversidade utilizando o ponto médio entre os 𝜇 melhores indivíduos da geração de uma
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dada população (chamada de principal), para que a partir deste ponto seja possível aplicar
o CMA-ES para gerar e evoluir uma outra população (chamada de alternativa), baseando-
se em diversidade. Para isso, a função de aptidão da população alternativa deixa de ser
a originalmente concebida pelo processo evolucionário da população principal e passa a
ser uma dada medida de distância1, onde aqueles indivíduos que apresentarem a maior
distância média (Equação 3.2), passarão a guiar o processo alternativo.

𝑑𝑖 = 1
𝜆

𝜆∑︁
𝑗=1
‖x𝑖 − x𝑗‖2

2 , ∀𝑖 ̸= 𝑗, (3.2)

onde 𝜆 é o tamanho da população e ‖ · ‖2
2 representa a distância euclidiana.

Desta forma, espera-se que a população alternativa realize uma explotação em
torno dos 𝜇 melhores indivíduos da população principal, com a motivação de que pode
haver alguma(s) melhor(es) região(ões) nas proximidades daquela ocupada por estes in-
divíduos. Após um determinado critério de parada ser atingido2, um percentual (30%)
dos piores indivíduos da população principal é substituído pelo mesmo percentual dos
melhores da população alternativa, caso estes apresentem-se mais aptos. Após isto, a po-
pulação principal é novamente ranqueada e o CMA-ES continua o processo de adaptação
conforme método originalmente concebido.

Para verificar o desempenho da proposta apresentada no parágrafo anterior, fo-
ram executados 10 testes para cada uma das 28 funções objetivo (com espaço de busca em
R10) constantes em Liang et al. (2013). Para identificar se os resultados obtidos forneciam
algum indicativo de melhora das soluções finais, foi executado o teste de Mann-Whitney-
Wilcoxon na plataforma R (VENABLES; SMITH; TEAM, 2017) entre o CMA-ES original e
esta nova proposta. Para os testes realizados foi considerado nível de confiança de 95%
(𝛼 = 0, 05) e os resultados estão apresentados na Tabela 3. Os valores em negrito in-
dicam que em algum(ns) dos testes aquele algoritmo alcançou o ótimo global. O termo
"NA"na coluna "Valor-P"indica que os valores foram idênticos em todos os testes de ambos
algoritmos. Para que os resultados obtidos fossem considerados estatisticamente diferen-
tes, seria necessário que o Valor-P apresentasse valores abaixo de 𝛼. Portanto, pode-se
observar que em nenhuma das funções objetivo os algoritmos apresentaram diferença es-
tatística, ou seja, houve um maior custo computacional com a nova proposta, contudo
sem melhorias nos resultados de aptidão.
1 Distância euclidiana
2 20 gerações
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Tabela 3 – Mann-Whitney-Wilcoxon Test (CMA-ES × CMA-ES - diversidade com os 𝜇
melhores)

Função
Objetivo

CMA-ES
(Mediana)

CMA-ES - diversidade com 𝜇 melhores
(Mediana)

Valor-P

01 -1400,0000000 -1400,0000000 NA
02 -1300,0000000 -1300,0000000 0,3681000
03 -1200,0000000 -1200,0000000 0,8953000
04 -1100,0000000 -1100,0000000 0,3681000
05 -1000,0000000 -1000,0000000 NA
06 5774,5250000 5341,9850000 0,2229000
07 -687,9080000 -30,7899000 0,1390000
08 -678,8905000 -678,5815000 0,3930000
09 -585,5725000 -587,0825000 0,5288000
10 -499,9830000 -499,9900000 0,2833000
11 -384,5785000 -381,5935000 0,9698000
12 -43,3078900 141,7395000 0,1857000
13 -160,0540000 -173,5180000 0,2799000
14 1560,9400000 1981,3300000 0,2799000
15 1565,5750000 1792,1700000 0,3150000
16 200,1320000 200,1740000 0,4725000
17 1092,2250000 1034,2650000 0,5288000
18 1257,2550000 1351,3700000 1,0000000
19 501,2695000 500,9455000 0,1431000
20 605,0000000 604,9975000 0,7456000
21 1100,1900000 1100,1900000 0,3681000
22 3101,6500000 3002,3250000 0,9118000
23 3546,2350000 3266,5900000 0,3150000
24 1258,5350000 1400,6250000 0,1986000
25 1358,3250000 1349,3300000 0,7394000
26 1535,6550000 1542,9150000 0,7959000
27 1864,4300000 1869,7800000 0,7591000
28 1700,0000000 1700,0000000 0,1982000

Fonte: Próprio Autor

Foi observado que a forma de evolução da população alternativa, utilizada no
experimento descrito acima, faz com que os indivíduos que devem guiar o processo estejam
distantes entre si e que o centro de massa fique bem próximo ao obtido pelo processo
principal, não trazendo significantes benefícios ao processo evolucionário. Diante dessa
análise, a evolução da população alternativa foi modificada para que aqueles indivíduos
que estivessem mais distantes do ponto médio da população principal (desconsiderando a
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distância entre eles) guiassem a evolução do processo alternativo, gerando um novo centro
de massa. O processo se repete até que o número máximo de gerações seja atingido. Desta
forma, se forem gerados indivíduos em regiões distantes do centroide e próximos entre si,
estes deslocarão o centróide, explotando em regiões próximas aos 𝜇 melhores indivíduos
da população principal. O resultado dos testes podem ser vistos na Tabela 4.

Tabela 4 – Mann-Whitney-Wilcoxon Test (CMA-ES × CMA-ES - diversidade com os 𝜇
melhores - aptidão do processo alternativo sendo a distância para o centroide)

Função
Objetivo

CMA-ES
(Mediana)

CMA-ES - diversidade com 𝜇 melhores
(Mediana)

Valor-P

01 -1400,0000000 -1400,0000000 NA
02 -1300,0000000 -1300,0000000 NA
03 -1200,0000000 47433949400,0000000 0,5310000
04 -1100,0000000 -1100,0000000 0,3681000
05 -1000,0000000 -1000,0000000 0,3681000
06 5774,5250000 5774,5250000 0,9044000
07 -687,9080000 -737,6740000 0,5421000
08 -678,8905000 -678,8355000 0,7394000
09 -585,5725000 -587,0050000 0,9705000
10 -499,9830000 -499,9865000 0,6211000
11 -384,5785000 -373,1360000 0,1730000
12 -43,3078900 61,1560000 0,5966000
13 -160,0540000 -163,1330000 0,7959000
14 1560,9400000 1643,2500000 0,4813000
15 1565,5750000 2033,5350000 0,0432600
16 200,1320000 200,1365000 0,9698000
17 1092,2250000 1192,5400000 0,9118000
18 1257,2550000 1123,2150000 0,3150000
19 501,2695000 501,2395000 0,6842000
20 605,0000000 605,0000000 0,3278000
21 1100,1900000 1100,1900000 1,0000000
22 3101,6500000 3397,1050000 0,2176000
23 3546,2350000 3546,2350000 0,1431000
24 1258,5350000 1497,6300000 0,4960000
25 1358,3250000 1346,4200000 0,8501000
26 1535,6550000 1535,1500000 0,4958000
27 1864,4300000 2052,2400000 0,6747000
28 1700,0000000 1700,0000000 0,6257000

Fonte: Próprio Autor



54

Analisando a Tabela 4 é possível observar que não houve uma significativa
mudança, em relação aos resultados da Tabela 3, com apenas o resultado da função 15
apresentando-se estatisticamente diferente entre os algoritmos comparados, todavia com
uma maior mediana dos resultados para a proposta implementada.

Uma outra alternativa para provocar diversidade foi testada: foi mantida uma
população alternativa que a cada 100 gerações substituía 30% de seus piores indivíduos
pelos melhores da população principal, caso estes apresentassem melhor aptidão que aque-
les, e evoluía por 20 épocas. A cada 50 gerações do processo principal, foi verificado se
havia no máximo 30% de indivíduos deste que fossem piores que os melhores do processo
alternativo, em isto ocorrendo a população principal os substituía pelos imigrantes. Os
resultados dos testes realizados podem ser vistos na Tabela 5.
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Tabela 5 – Mann-Whitney-Wilcoxon Test (CMA-ES × CMA-ES - aplicando diversidade
mútua entre a população principal e a alternativa)

Função
Objetivo

CMA-ES
(Mediana)

CMA-ES com diversidade mútua
(Mediana)

Valor-P

01 -1400,0000000 -1400,0000000 NA
02 -1300,0000000 -1300,0000000 NA
03 -1200,0000000 -1200,0000000 1,0000000
04 -1100,0000000 -1100,0000000 1,0000000
05 -1000,0000000 -1000,0000000 NA
06 5774,5250000 5733,3900000 0,4532000
07 -687,9080000 -45,9661000 1,0000000
08 -678,8905000 -678,6680000 0,1986000
09 -585,5725000 -587,4200000 0,9705000
10 -499,9830000 -499,9900000 0,0730200
11 -384,5785000 -378,1110000 0,4053000
12 -43,3078900 -131,8555000 1,0000000
13 -160,0540000 -159,5385000 1,0000000
14 1560,9400000 1587,5050000 0,6842000
15 1565,5750000 2106,6400000 0,1903000
16 200,1320000 200,1375000 0,9397000
17 1092,2250000 764,3090000 0,0354600
18 1257,2550000 937,6010000 0,1230000
19 501,2695000 500,7265000 0,1051000
20 605,0000000 605,0000000 0,1012000
21 1100,1900000 1100,1900000 1,0000000
22 3101,6500000 3272,3000000 0,9118000
23 3546,2350000 3113,8650000 0,1230000
24 1258,5350000 1266,0250000 0,9118000
25 1358,3250000 1346,6700000 1,0000000
26 1535,6550000 1523,9450000 0,8798000
27 1864,4300000 1929,9900000 1,0000000
28 1700,0000000 1700,0000000 0,8245000

Fonte: Próprio Autor

Ao analisar a Tabela 5 percebe-se que apenas na função 17 foi possível observar
uma melhora estatisticamente relevante em comparação aos resultados obtidos com o
CMA-ES original. Nas demais houve um acréscimo de esforço computacional, porém sem
ganhos significativos nos resultados finais.

Sabendo-se que o subespaço explorado pelo CMA-ES está diretamente relaci-
onado com a sua inicialização, possibilitando que outras regiões (que poderiam ser mais
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promissoras) deixem de ser exploradas, uma alternativa seria realizar uma busca em re-
giões ainda não exploradas. Como não é trivial saber a região ainda não explorada, seja
pelo não conhecimento desta região em problemas do mundo real ou pelo esforço compu-
tacional, então uma forma de provocar esta exploração é gerar 𝛾 indivíduos a depender de
um determinado critério. Logo, foi realizado um estudo gerando-se 200 indivíduos atra-
vés de distribuição Uniforme, dentro do limite espacial estabelecido pela função objetivo,
sempre que o grau esparsidade da matriz de covariância da população atingisse um de-
terminado valor. Em seguida o indivíduo mais apto, dentre os aleatoriamente gerados, é
comparado com o vetor médio gerado pelo CMA-ES, permanecendo como vetor médio
para a geração seguinte aquele que obtiver o melhor valor de aptidão.

Os resultados estão apresentados na Tabela 6, onde CMAESDivRand_200 é
a nova proposta. As melhores médias, com 95% de nível de confiança, estão apresentadas
em negrito. Como pode ser visto, os resultados obtidos são satisfatórios e corroboram com
o conhecimento sobre o comportamento do CMA-ES, demonstrando que se faz necessário
inserção de indivíduos diversos para que a população possam migrar de ótimos locais para
regiões mais promissoras.
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Tabela 6 – Mann-Whitney-Wilcoxon Test (CMA-ES × CMAESDivRand_200)
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Visando gerar possíveis imigrantes de uma forma mais eficaz, foi implemen-
tada uma alternativa em que os indivíduos gerados aleatoriamente são evoluídos através
de DE, para em seguida ser realizada a comparação entre o vetor médio da população
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gerada pelo CMA-ES e o melhor indivíduo gerado pelo DE, os passos seguintes seguem
conforme descrito no parágrafo anterior. 𝐶𝑀𝐴𝐸𝑆_𝐷𝑖𝑣𝑅𝑎𝑛𝑑𝐷𝐸𝑅𝑒𝑝𝑀𝑒𝑎𝑛 foi o nome
dado a esta proposta. Os resultados podem ser analisados na Tabela 7, onde foram execu-
tados 51 testes independentes com cada algoritmo, utilizando-se as funções da CEC-2013
com espaço de busca em 10 dimensões. Observa-se que os resultados apresentam-se com
qualidade superior, utilizando o novo método. Esta ocorrência se deve ao poder de explo-
ração do DE, conforme indicado em Zhou e Qiao (2019), fazendo com que seja possível
evoluir as soluções geradas aleatoriamente, produzindo indivíduos mais aptos. Desta forma
possibilita que o CMA-ES saia de um ótimo local e passe a explotar em uma região mais
promissora.
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Tabela 7 – Mann-Whitney-Wilcoxon Test (CMAES_DivRandDERepMean × CMAES-
DivRand_200)
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3.4 CMA-ES COM DIVISÃO DO ESPAÇO DE BUSCA

A divisão do espaço é bastante utilizada nos mais diversos campos da ciência,
sobretudo na engenharia, através do Método dos Elementos Finitos (MEF), do inglês
Finite Element Method (FEM) (DHATT et al., 2012), que é utilizado principalmente para
modelar estruturas. Neste método o espaço é subdividido e procura-se uma função que
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se aproxime da geometria de cada subespaço. Fica claro que quanto mais subespaços
houver, maior a precisão do que poderá ser obtida a expensas do aumento do custo
computacional. Conforme Azevedo (2003), a formulação do MEF requer a existência de
uma equação integral, de forma que possibilite substituir o integral sobre um domínio
complexo (de volume 𝑉 ) pelo somatório de integrais de 𝑛 sub-domínios de geometrias
mais simples (de volumes 𝑉1, . . . , 𝑉𝑛), ou seja, o integral do volume de uma função 𝑓 é
obtido conforme Equação (3.3).

∫︁
𝑉
𝑓 𝑑𝑉 =

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁
𝑉𝑖

𝑓 𝑑𝑉 (3.3)

Desta forma, em (3.3) assume-se que 𝑉 segue a Equação (3.4).

𝑉 =
𝑛∑︁

𝑖=1
𝑉𝑖 (3.4)

Na computação, a divisão do espaço de busca é uma estratégia geralmente
aplicada para tratar ambientes multimodais. Uma aplicação desta metodologia pode ser
vista em forking Genetic Algorithm (fGA) (TSUTSUI; FUJIMOTO; GHOSH, 1997) onde são
consideradas duas opções: a primeira denominada genotypic forking Genetic Algorithm
(g-fGA), que determina o subespaço de busca para cada subpopulação; e a segunda, de-
nominada phenotypic forking Genetic Algorithm (p-fGA), que define um subespaço de
busca a partir de um hiper-cubo que engloba a melhor solução atual no espaço de função.
Um outro exemplo de aplicação de subdivisão do espaço de busca é o Genetic Algorithm
Search Space Splicing Particle Swarm Optimization (GA-SSS-PSO) (LI et al., 2013). Con-
forme dito neste último trabalho, modificar o espaço de busca pode proporcionar uma
melhor performance dos algoritmos evolucionários, todavia tem recebido pouca atenção
da comunidade científica.

O objetivo em subdividir o espaço de busca é conseguir explorar melhor o
ambiente, utilizando-se de subpopulações. Para verificar a viabilidade de aplicar o CMA-
ES em subespaços, foram construídas algumas propostas baseadas nesse pressuposto e
executados testes com as 28 funções de teste contidas na CEC-2013 (LIANG et al., 2013).
A primeira proposta consiste em subdividir cada dimensão do espaço de busca original 𝛽
em 2 partes iguais, sendo formados 𝑙 hipercubos (Γ1, . . . ,Γ𝑙), utilizando todas as possíveis
combinações entre os novos limites estipulados. Como cada dimensão é particionada ao
meio, a quantidade de hipercubos pode ser obtida através da Equação (3.5):

𝑙 = 2𝑑, (3.5)

onde 𝑑 é a dimensão do espaço de busca.
A partir de então, um CMA-ES independente deve ser executado em cada su-

bespaço, onde aquele hipercubo que ao término da execução apresentar a melhor solução
deve ser escolhido para ser explorado na próxima iteração. O processo deve se repetir
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de forma recursiva até que um dos critérios de parada seja alcançado. Esta abordagem
apresenta uma séria limitação: se em uma determinada iteração do algoritmo o melhor
indivíduo encontrado pertencer ao hipercubo Γ𝑖, a busca será guiada para aquele subes-
paço, mesmo que o ótimo global esteja em Γ𝑗 (para 𝑖 ̸= 𝑗). Caso isso ocorra, é possível
verificar que o algoritmo não mais conseguirá convergir para o ótimo global.

Com vistas à limitação apresentada, aplicou-se o método da Roleta (GOLD-

BERG, 1989) para selecionar qual seria o próximo hipercubo a ser explorado. Para se ter
uma ideia preliminar do comportamento desta proposta, foi aplicado um teste em cada
uma das funções da CEC-2013 com espaço de busca ∈ R2 para verificar se o algoritmo
converge para o ótimo global. Os resultados podem ser vistos na Tabela 8, onde os valores
em negrito indicam esta convergência.
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Tabela 8 – Convergência com a utilização do método da Roleta para a escolha do espaço
de busca (2-D)

Função
Objetivo

Ótimo
Global

Melhor indivíduo
encontrado

1 -1400 -1400
2 -1300 -1300
3 -1200 2.56464e+08
4 -1100 -1100
5 -1000 -1000
6 -900 -900
7 -800 -771.974
8 -700 -700
9 -600 -598.209
10 -500 -473.902
11 -400 -398.01
12 -300 -248.056
13 -200 -186.84
14 -100 18.4383
15 100 100.624
16 200 200
17 300 364.49
18 400 402.54
19 500 603.498
20 600 600.156
21 700 1375.3
22 800 938.212
23 900 1713.55
24 1000 1114.8
25 1100 1208.79
26 1200 1325.87
27 1300 1410.68
28 1400 1806.13

Fonte: Próprio Autor

Pode ser observado na Tabela 8, que apesar do algoritmo atenuar as chances
de desprezar a busca em um determinado hipercubo que poderia conter o ótimo global,
apenas houve a convergência para o ótimo global em 7 das 28 funções testadas. Com isso,
procurando prover melhorias à proposta que aplica divisão do espaço de busca, evitando
que o algoritmo descarte um subespaço que pode conter a melhor solução do problema,
utilizou-se o conhecimento sobre as funções objetivo que estavam sendo utilizadas para
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teste, nas quais o ponto mínimo em R2 é (−21, 11) para todas as funções. Sendo assim,
a cada iteração do algoritmo, o espaço de busca sofria uma redução na ordem da metade
dos limites superior (100) e inferior (−100). Ou seja, a opção anterior de subdivisão do
espaço original 𝛽 em 𝑙 hipercubos, foi substituída pela compressão do espaço do espaço
de busca inicial. Desta forma percebeu-se que na terceira iteração, em que os limites
das dimensões do espaço de busca estavam no intervalo [-25,25], o algoritmo consegue
encontrar melhores soluções, convergindo para o ótimo global em 24 das 28 funções,
apresentando superioridade ao CMA-ES original (veja a Tabela 9, onde os valores em
negrito indicam que o ótimo global foi encontrado). Este experimento corroborou com
a suposição de que se for possível limitar o espaço de busca de forma que este consiga
englobar a melhor solução global, com baixa variância em cada dimensão, o CMA-ES
consegue melhores resultados.
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Tabela 9 – CMA-ES versus CMA-ES com compressão do espaço de busca de [-100,100]
para [-25,25] (2-D)

Funções
Objetivo

CMA-ES
(Mediana)

CMA-ES com redução do espaço de busca
(Mediana)

01 -1400,0000 -1400,0000
02 -1300,0000 -1300,0000
03 -1200,0000 -1200,0000
04 -1100,0000 -1100,0000
05 -1000,0000 -1000,0000
06 -900,0000 -900,0000
07 -618,4340 -800,0000
08 -680,0000 -700,0000
09 -597,0730 -600,0000
10 -499,8740 -499,9930
11 -378,6085 -400,0000
12 -285,5735 -300,0000
13 -197,9440 -200,0000
14 350,1580 -100,0000
15 473,6480 100,0000
16 200,0000 200,0000
17 340,9780 300,0100
18 427,6280 400,0500
19 500,1230 500,0000
20 600,9675 600,0190
21 900,0000 700,0000
22 1316,6900 800,0000
23 1321,2950 900,0000
24 1196,7500 1000,0000
25 1257,5300 1100,0000
26 1356,8900 1200,0000
27 1600,0000 1300,0000
28 1700,0000 1400,0000

Fonte: Próprio Autor

A partir dos experimentos iniciais, percebe-se que explorar o espaço através
de subpopulações em seus respectivos subespaços é uma proposta promissora, contudo
desprezar a busca em um destes hipercubos pode fazer com que o algoritmo não convirja
para o ótimo global.

Com vistas a estas análises chega-se a uma nova proposta: o espaço 𝛽 inicial-
mente é subdividido, conforme o primeiro experimento e da mesma forma descrita, e o
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CMA-ES é independentemente aplicado em cada subespaço. Esta fase é denominada de
exploração. Em seguida executa-se a fase de ajuste espacial, que consiste em modificar
os limites superior e inferior de cada dimensão do problema. Esta modificação se dá da
seguinte forma: após o término da evolução de cada Γ𝑖, obtém-se o melhor indivíduo en-
contrado (𝑥𝑖); então o vetor com os limites inferiores das dimensões é obtido conforme a
Equação (3.6).

𝑙𝑖𝑚𝐼𝑛𝑓 = 𝑚𝑖𝑛(𝑥𝑧
𝑖 ), ∀𝑖 ∈ 𝑙,∀𝑧 ∈ 𝑑, (3.6)

onde 𝑙𝑖𝑚𝐼𝑛𝑓 𝑧 armazena o novo limite inferior para a 𝑧-ésima dimensão.
Analogamente, os limites superiores das dimensões são obtidos de acordo com

a Equação (3.7).

𝑙𝑖𝑚𝑆𝑢𝑝 = 𝑚𝑎𝑥(𝑥𝑧
𝑖 ),∀𝑖 ∈ 𝑙,∀𝑧 ∈ 𝑑 (3.7)

O processo se repete até que um dos critérios de parada sejam alcançados.
Desta forma não ocorre a eliminação de um subespaço, o que como foi visto anteriormente
é ruim para o processo, contudo há uma compressão do espaço de busca, baseada nos
melhores indivíduos extraídos de cada hipercubo, onde no pior caso os limites não sofrem
alteração e o processo fica análogo à uma reinicialização independente. Os resultados
podem ser vistos na Tabela 10.
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Tabela 10 – Mann-Whitney-Wilcoxon Test (CMA-ES × CMA-ES-PSS) (2-D)

Função
Objetivo

CMA-ES
(Mediana)

CMA-ES-PSS
(Mediana)

Valor-P

01 -1400,0000000 -1400,0000000 0,3681000
02 -1300,0000000 -1300,0000000 0,0335900
03 -1200,0000000 -1200,0000000 0,0989400
04 -1100,0000000 -1100,0000000 NA
05 -1000,0000000 -1000,0000000 NA
06 5774,5250000 -900,0000000 NA
07 -687,9080000 -731,6135000 0,1613000
08 -678,8905000 -700,0000000 0,0033300
09 -585,5725000 -599,5525000 0,0201700
10 -499,9830000 -499,7435000 0,1038000
11 -384,5785000 -396,8125000 0,1027000
12 -43,3078900 -295,4345000 0,0748900
13 -160,0540000 -200,0000000 0,0028650
14 1560,9400000 121,6800000 0,0755500
15 1565,5750000 100,3120000 0,0132700
16 200,1320000 200,0000000 0,3681000
17 1092,2250000 309,3640000 0,0288100
18 1257,2550000 418,2735000 0,4359000
19 501,2695000 500,0000000 0,1838000
20 605,0000000 600,6180000 0,2258000
21 1100,1900000 700,0000000 0,0000543
22 3101,6500000 923,9800000 0,0246400
23 3546,2350000 1169,0900000 0,0583100
24 1258,5350000 1105,9650000 0,0450700
25 1358,3250000 1241,1950000 0,2723000
26 1535,6550000 1316,1800000 0,1396000
27 1864,4300000 1675,2950000 0,5650000
28 1700,0000000 1400,0000000 0,0000332

Fonte: Próprio Autor

Os resultados apresentados na Tabela 10 sugerem que utilizar o conhecimento
sobre o espaço de características para restringir a busca do CMA-ES em regiões promis-
soras, além de realizar buscas em diferentes subespaços desta nova região, potencializa as
chances do algoritmo convergir para o ótimo global.
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3.5 MODELO PROPOSTO

A partir do que foi exposto no Capítulo 2 e do estudo apresentado no presente
capítulo, é possível concluir que o CMA-ES possui um desempenho satisfatório quando
aplicado a funções unimodais. Contudo, para ambientes multimodais ele é claramente
dependente de sua inicialização, havendo algumas alternativas que podem mitigar esta
limitação, dentre as quais destacam-se: ajuste do tamanho populacional e busca guiada.
Na primeira aumenta-se a probabilidade de se explorar mais o ambiente no qual está
inserido, mas continua sendo dependente da inicialização, também devendo ser levado em
consideração que há um aumento da quantidade de avaliações de função, à medida em
que há um acréscimo no tamanho populacional; já na segunda, por haver n pontos de
inicialização, espera-se que a exploração seja mais uniformemente distribuída no espaço
de busca, guiando o processo para regiões promissoras e reduzindo as chances de ficar
preso em mínimos locais. Todavia este processo além de elevar o custo computacional,
eleva de forma expressiva a quantidade de avaliações de função à medida que se aumenta
n.

Partindo desta análise e baseando-se nas características previamente apresen-
tadas, foi construído o algoritmo denominado L-CMA-DE (Algoritmo 9). Para tanto, como
foi observado que a busca em diferentes regiões do espaço de características propicia uma
melhor exploração do ambiente, o L-CMA-DE executa 𝑛 CMA-ES em paralelo (linhas
8-12), que são inicializados a partir de 𝑛 pontos aleatórios gerados através de distribuição
Uniformemente neste espaço (linhas 3-5). Dado que a população de cada CMA-ES não
necessita de muitos indivíduos para que seja realizada explotação, seu tamanho (𝜆) foi
configurado conforme sugerido em Hansen (2016) (Equação (3.8)).

𝜆 = 4 + ⌊(3× 𝑙𝑜𝑔(𝑁))⌋ , (3.8)

onde 𝑁 é a dimensão do espaço de busca.
Uma vez que cada CMA-ES realiza uma busca local, se faz necessário inserir

diversidade, de forma a possibilitar buscas em regiões ainda não exploradas. Conforme
visto no Capítulo 3, o DE, por suas características exploratórias, apresenta-se como uma
alternativa promissora para provocar esta diversidade. Por este motivo decidiu-se utilizar
o DE/rand/1/bin (Algoritmo 8), com configurações paramétricas que enfatizem a explora-
ção, conforme visto em Epitropakis, Plagianakos e Vrahatis (2008), Coletta et al. (2015).
Sendo assim, o DE é inicializado com o população (𝑁𝑃 ) de tamanho 100, sendo 10%
composta pelos 𝑁 indivíduos provenientes de cada CMA-ES (linha 10) e os 𝑁𝑃 −𝑁 indi-
víduos gerados através de distribuição Uniforme. Após a execução da evolução diferencial,
esta retorna os 𝑁 melhores indivíduos encontrados (linha 13) e o processo se repete até
que um critério de parada seja atingido (linha 14). O Algoritmo 9 descreve o arcabouço
geral do modelo proposto, onde:
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• N : é a dimensionalidade do espaço de busca;

• percentFESCMAES : percentual da quantidade de avaliações de função remanescen-
tes que cada CMA-ES deve executar ao máximo;

• stagCMAES : quantidade máxima de gerações em que o CMA-ES pode ser executado
sem melhorar o melhor indivíduo encontrado naquele acionamento;

• stagDE : quantidade máxima de gerações em que o DE pode ser executado sem
melhorar o melhor indivíduo encontrado naquele acionamento;

• sparsityLevel: grau de esparsidade mínimo da matriz de covariância (C) para que o
CMA-ES pare;

• refValue: valor de referência considerado esparso;

• maxGenDE : quantidade máxima de gerações para o DE;

• li: limite inferior do valor de cada dimensão do espaço de busca;

• ls: limite superior do valor de cada dimensão do espaço de busca;

• totalContEval: quantidade de avaliações de função consumida, ao todo;

• stopeval: quantidade máxima de avaliações de função permitida, ao todo;

• randIndivToDE : quantidade de indivíduos aleatórios a serem gerados cada vez que
o DE é acionado;

• M: matriz com os pontos de partida, de cada CMA-ES, dispostos em colunas;

• valorAleatorio(a,b): gerador de vetor aleatório, uniformemente distribuído entre 𝑎 e
𝑏;

• cmaes: método que executa o CMA-ES (Algoritmo 1);

• de: método que executa o DE (Algoritmo 8).
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Algoritmo 8 DE/rand/1/bin
1: Entrada: 𝐹,𝐶𝑟,𝑁𝑃, 𝑙𝑖, 𝑙𝑠, 𝑑
2: para k ← 1 até NP faça
3: X.𝑐𝑜𝑙𝑢𝑛𝑎[𝑘]← 𝑣𝑒𝑡𝑜𝑟𝐴𝑙𝑒𝑎𝑡𝑜𝑟𝑖𝑜(𝑙𝑖, 𝑙𝑠)
4: fim para
5: repita
6: para k ← 1 até NP faça ◁ criar vetores mutantes
7: 𝑟2← 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝐴𝑙𝑒𝑎𝑡𝑜𝑟𝑖𝑜(1, 𝑁𝑃 )
8: 𝑟3← 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝐴𝑙𝑒𝑎𝑡𝑜𝑟𝑖𝑜(1, 𝑁𝑃 )
9: enquanto k = r2 || k = r3 || r2 = r3 faça

10: 𝑟2← 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝐴𝑙𝑒𝑎𝑡𝑜𝑟𝑖𝑜(1, 𝑁𝑃 )
11: 𝑟3← 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝐴𝑙𝑒𝑎𝑡𝑜𝑟𝑖𝑜(1, 𝑁𝑃 )
12: fim enquanto
13: M.𝑐𝑜𝑙𝑢𝑛𝑎[𝑘]← X.𝑐𝑜𝑙𝑢𝑛𝑎[𝑘] + 𝐹 * (X.𝑐𝑜𝑙𝑢𝑛𝑎[𝑟2]−X.𝑐𝑜𝑙𝑢𝑛𝑎[𝑟3])
14: fim para
15: para k ← 1 até NP faça ◁ criar vetores tentativa (cruzamento binomial)
16: para j ← 1 até d faça
17: 𝑟𝑛𝑑← 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝐴𝑙𝑒𝑎𝑡𝑜𝑟𝑖𝑜(0, 1)
18: se rnd <= Cr então
19: T[𝑗, 𝑘]←M[𝑗, 𝑘]
20: senão
21: T[𝑗, 𝑘]← X[𝑗, 𝑘]
22: fim se
23: fim para
24: se 𝑎𝑝𝑡𝑖𝑑𝑎𝑜(T.𝑐𝑜𝑙𝑢𝑛𝑎[𝑘]) é melhor que 𝑎𝑝𝑡𝑖𝑑𝑎𝑜(X.𝑐𝑜𝑙𝑢𝑛𝑎[𝑘]) então
25: X.𝑐𝑜𝑙𝑢𝑛𝑎[𝑘]← T.𝑐𝑜𝑙𝑢𝑛𝑎[𝑘]
26: fim se
27: fim para
28: até Até que um critério de parada seja atingido

Algoritmo 9 Arcabouço geral do algoritmo proposto
1: Entrada:𝑁, 𝑝𝑒𝑟𝑐𝑒𝑛𝑡𝐹𝐸𝑆𝐶𝑀𝐴𝐸𝑆, 𝑠𝑡𝑎𝑔𝐶𝑀𝐴𝐸𝑆, 𝑠𝑡𝑎𝑔𝐷𝐸, 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙, 𝑟𝑒𝑓𝑉 𝑎𝑙𝑢𝑒
2: 𝑚𝑎𝑥𝐺𝑒𝑛𝐷𝐸, 𝑙𝑖, 𝑙𝑠, 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙𝐶𝑜𝑢𝑛𝑡𝐸𝑣𝑎𝑙, 𝑠𝑡𝑜𝑝𝑒𝑣𝑎𝑙, 𝑟𝑎𝑛𝑑𝐼𝑛𝑑𝑖𝑣𝑇𝑜𝐷𝐸
3: para k ← 1 até N faça
4: M.𝑐𝑜𝑙𝑢𝑛𝑎[𝑘]← 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝐴𝑙𝑒𝑎𝑡𝑜𝑟𝑖𝑜(𝑙𝑖, 𝑙𝑠)
5: fim para
6: repita
7: 𝑚𝑎𝑥𝐸𝑣𝑎𝑙← ⌊(𝑠𝑡𝑜𝑝𝑒𝑣𝑎𝑙 − 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙𝐶𝑜𝑢𝑛𝑡𝐸𝑣𝑎𝑙) * 𝑝𝑒𝑟𝑐𝑒𝑛𝑡𝐹𝐸𝑆𝐶𝑀𝐴𝐸𝑆⌋
8: para k ← 1 até N faça
9: x𝑘 ←M.𝑐𝑜𝑙𝑢𝑛𝑎[𝑘]

10: x𝑘 ← 𝑐𝑚𝑎𝑒𝑠(𝑁,𝑚𝑎𝑥𝐸𝑣𝑎𝑙, 𝑠𝑡𝑎𝑔𝐶𝑀𝐴𝐸𝑆,x𝑘, 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙, 𝑟𝑒𝑓𝑉 𝑎𝑙𝑢𝑒)
11: M.𝑐𝑜𝑙𝑢𝑛𝑎[𝑘]← x𝑘

12: fim para
13: M← 𝑑𝑒(M, 𝑠𝑡𝑎𝑔𝐷𝐸,𝑚𝑎𝑥𝐺𝑒𝑛𝐷𝐸, 𝑟𝑎𝑛𝑑𝐼𝑛𝑑𝑖𝑣𝑇𝑜𝐷𝐸)
14: até 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙𝐶𝑜𝑛𝑡𝐸𝑣𝑎𝑙 = 𝑠𝑡𝑜𝑝𝑒𝑣𝑎𝑙

Para o algoritmo desenvolvido neste trabalho, ao ser executada a Linha 10
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do Algoritmo 9, o Algoritmo 1 é acionado, com a modificação dos critérios de análise de
convergência (Linha 9), que passam a ser: 𝑚𝑎𝑥𝐸𝑣𝑎𝑙, 𝑠𝑡𝑎𝑔𝐶𝑀𝐴𝐸𝑆 e 𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙. Estes
critérios são necessários, uma vez que, se a região que estiver sendo explorada for unimodal,
ou multimodal com formatos diferentes, o grau de esparsidade3 da matriz de covariância
(𝑠𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑡𝑦𝐿𝑒𝑣𝑒𝑙) tende a aumentar (ver Tabela 1), indicando que os indivíduos são muito
semelhantes entre si, muito embora suas aptidões sejam muito diferentes; se a região é um
platô, os indivíduos serão diferentes e o grau de esparsidade da matriz de covariância será
baixo, contudo suas aptidões serão semelhantes, tornando difícil melhorá-las (o que será
identificado com o critério 𝑠𝑡𝑎𝑔𝐶𝑀𝐴𝐸𝑆); ainda assim, podem haver funções híbridas que
não atinjam nenhum dos dois critérios citados, e como o objetivo é que o CMA-ES avance
um pouco a cada iteração, é estabelecido uma quantidade máxima de avaliação de funções
(𝑚𝑎𝑥𝐸𝑣𝑎𝑙). Quantidade esta que é estabelecida a partir de um percentual da quantidade
de avaliações de função restantes (𝑝𝑒𝑟𝑐𝑒𝑛𝑡𝐹𝐸𝑆𝐶𝑀𝐴𝐸𝑆), de forma a permitir que cada
CMA-ES independente seja executado.

A execução do DE (Linha 13 do Algoritmo 9) é realizada conforme Algoritmo
8, cuja população inicial é de tamanho 100, devido à estudos que demonstram que esse
tamanho populacional propicia uma maior diferença entre os indivíduos, logo diversidade,
como pode ser visto em Piotrowski (2017). Esta população é formada arbitrariamente
com 10% dos indivíduos provenientes dos CMA-ES (ou todos eles, caso a quantidade seja
menor), para que não se perca o conhecimento sobre o ambiente, sendo os demais gerados
aleatoriamente, uniformemente distribuídos no espaço de busca, para que se aumente as
chances de explorar distintas regiões. Já os valores de 𝐹 e 𝐶𝑟, foram inseridos como 0, 7 e
1, respectivamente. O valor de 𝐶𝑟 foi assim selecionado para que o vetor tentativa (Linha
19 do Algoritmo 8) sempre seja o vetor mutante, provocando assim maior exploração do
espaço de busca. Ainda nesse sentido o valor de 𝐹 foi inserido, conforme estudo realizado
em Zielinski et al. (2006). Os critérios de parada do DE foram selecionados de forma que
fosse possível pará-lo, caso não seja observada uma melhoria (𝑠𝑡𝑎𝑔𝐷𝐸), e que as buscas
sejam limitadas (𝑚𝑎𝑥𝐺𝑒𝑛𝐷𝐸), para que os CMA-ES tenham maiores chancer de serem
acionados novamente.

3 Para acelerar a indicação de elevado grau de esparsidade, foi escolhido um valor de referência próximo
de zero (𝑟𝑒𝑓𝑉 𝑎𝑙𝑢𝑒). Logo, o grau de esparsidade da matriz de covariância contabilizará o percentual
de entradas que possuem este valor
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4 VALIDAÇÃO DO MODELO

Neste Capítulo serão apresentados os testes (simulações) com o algoritmo pro-
posto para sua validação. Estes experimentos incluem estudos quanto à sensibilidade (Se-
ção 4.2) e ajuste paramétricos (Seção 4.3), bem a escolha dos algoritmos para comparação
de resultados (Seção 4.5). São também tratadas funções (Seção 4.4), métricas (Seção 4.6)
e testes estatísticos (Seção 4.7) utilizados para a validação da proposta, mediante os re-
sultados apresentados (Seção 4.8).

Os testes apresentados neste Capítulo tem por objetivo validar o L-CMA-
DE, analisando a qualidade das soluções obtidas por ele, com foco nas funções objetivo
multimodais, comparando-as com o CMA-ES e com algoritmos evolucionários Estado-da-
Arte que sejam baseados neste.

4.1 COMPLEXIDADE DE TEMPO

Conforme indicado em Hansen, Müller e Koumoutsakos (2003), Auger e Han-
sen (2012), a complexidade de tempo do modelo CMA-ES é 𝒪(𝑁2), sendo 𝑁 as dimensões
do espaço de busca. A complexidade de tempo do algoritmo proposto (L-CMA-DE) pode
ser obtida a partir da seguinte análise: no Algoritmo 9, o custo das linha 3 a 5 é 𝒪(𝑁).
A instrução "𝑝𝑎𝑟𝑎", da linha 8 à 12, possui o custo 𝒪(𝑁) multiplicado pelo custo do
CMA-ES (linha 10), logo, o custo desta instrução é igual a 𝒪(𝑁 × 𝑁2) = 𝒪(𝑁3). O
custo da execução do DE (linha 13), deve ser analisado a partir do Algoritmo 8, onde da
linha 2 a 4 o custo é 𝒪(𝑁𝑃 ), sendo 𝑁𝑃 o tamanho da população do DE. Como o laço
iniciado na linha 5, no pior caso, é executado 𝑚𝑎𝑥𝐺𝑒𝑛𝐷𝐸 vezes, o custo de realizar as
instruções dentro dele deve ser multiplicado por 𝒪(𝑚𝑎𝑥𝐺𝑒𝑛𝐷𝐸). Utilizando amostragem
sem reposição, a criação de vetores mutantes (linhas 6 a 14) tem custo 𝒪(𝑁𝑃 ). Sendo
𝑑 = 𝑁 , a criação de vetores tentativa (linhas 15 a 27) possui custo 𝒪(𝑁𝑃 × 𝑁). Sendo
assim, o custo da execução do DE é igual a 𝒪(𝑁𝑃 ) +𝒪(𝑚𝑎𝑥𝐺𝑒𝑛𝐷𝐸)×𝒪(𝑁𝑃 ×𝑁) =
𝒪(𝑚𝑎𝑥𝐺𝑒𝑛𝐷𝐸 ×𝑁𝑃 ×𝑁). Logo, pode-se afirmar que o custo do modelo L-CMA-DE é
igual a 𝒪(𝑁3) +𝒪(𝑚𝑎𝑥𝐺𝑒𝑛𝐷𝐸 ×𝑁𝑃 ×𝑁) = 𝒪(𝑁3)

4.2 SENSIBILIDADE PARAMÉTRICA

Para realizar a análise de sensibilidade e ajuste paramétricos do algoritmo pro-
posto, foi utilizado o método Amostragem de Hipercubo Latino, do inglês Latin Hypercube
Sampling (LHS). Proposto inicialmente em McKay, Beckman e Conover (1979), o LHS
gera uma amostra de tamanho 𝑛 a partir de 𝑘 variáveis 𝑋1, . . . , 𝑋𝑘. Os limites de cada
variável são divididos em 𝑛 intervalos, sem sobreposição. Um valor de cada intervalo é
selecionado aleatoriamente, com igual probabilidade de seleção. Os 𝑛 valores obtidos para
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𝑋1 são emparelhados de uma maneira aleatória com os 𝑛 valores de 𝑋2. Esses 𝑛 pares são
combinados de maneira aleatória com os 𝑛 valores de 𝑋3, para formar 𝑛 conjuntos com
3 valores, e assim por diante, até que um conjunto de 𝑛 𝑘-tuplas seja formado. Este con-
junto de 𝑘-tuplas é o espaço amostral do hipercubo latino. Desta forma, existem (𝑛!)𝑘−1

possíveis combinações de intervalos para uma amostragem de hipercubo latino.
Iman e Helton (1988) compara a utilização de algumas técnicas de análise de

sensibilidade paramétrica e constata a boa performance em utilizar regressão aplicada ao
LHS. Portanto, foi realizada a análise de sensibilidade dos parâmetros do modelo proposto
utilizando regressão linear, utilizando o método LinearRegression da biblioteca Scikit-
learn em Python (PEDREGOSA et al., 2011). Foram empregados 500 conjuntos paramétricos
gerados com o LHS e as aptidões obtidas com cada um destes conjuntos. A partir desta
análise é realizada a escolha dos valores dos parâmetros. Inicialmente arbitraram-se os
limites dos parâmetros, de forma a representar baixos e elevados valores paramétricos,
conforme abaixo:

• percentFESCMAES = [0,01 . . . 0,1];

• stagCMAES = {20, . . . , 100};

• stagDE = {10, . . . , 100};

• sparsityLevel = [0,05 . . . 0,9];

• refValue = [0,0005 . . . 0,005];

• maxGenDE = {10, . . . , 100}.

Para realização da análise de sensibilidade paramétrica foram utilizadas as
funções da CEC-2017 (AWAD et al., 2016). A análise pode ser realizada observando-se as
Figuras 10 - 19, onde os eixos 𝑥 e 𝑦 representam os valores paramétricos e as aptidões,
respectivamente. Nestas figuras, os pontos azuis representam as aptidões ao final de cada
execução e a linha em vermelho é obtida através de Regressão Linear, para que seja possível
analisar qual o intervalo se mostra mais promissor. Assim, como as funções utilizadas são
de minimização, quanto menor o valor no eixo 𝑦 melhor é a solução. Para facilitar o
entendimento sobre as variações dos valores paramétricos, as funções foram separadas em
três classes, conforme o comportamento apresentado:

• Mínimo: indica que quanto menor o valor do parâmetro em estudo, melhor a aptidão
obtida;

• Neutro: indica que a aptidão obtida é pouco sensível ao parâmetro em estudo, já
que qualquer valor dentro do intervalo estabelecido tem elevada chance de produzir
indivíduos finais com aptidões semelhantes. Logo, a reta em vermelho deve ficar
aproximadamente na horizontal;
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• Máximo: indica que quanto maior o valor do parâmetro, melhor a aptidão resultante.

4.2.1 Percentual do Total de Avaliações de Função Remanescentes

A Tabela 11 expõe as classificações das funções em relação à variação do pa-
râmetro percentFESCMAES. A Figura 10a ilustra a classe Mínimo observada na função
20. A Figura 10b ilustra a classe Neutra observada na função 21. Já a Figura 10c ilustra
a classe Máximo identificada na função 12.

Tabela 11 – Comportamento das funções quanto à variação de percentFESCMAES

Classificação Funções
Mínimo 9, 10, 16, 17, 20, 25, 29
Neutro 5, 6, 7, 8, 11, 21, 22, 23, 24, 26, 27, 28
Máximo 1, 3, 4, 12, 13, 14, 15, 18, 19, 30

Fonte: Próprio Autor

Figura 10 – Representação da sensibilidade ao parâmetro percentFESCMAES

(a) Mínimo (b) Neutro (c) Máximo

Fonte: Próprio Autor

É possível perceber que na maioria das funções o L-CMA-DE é pouco sensí-
vel aos valores de percentFESCMAES e que as funções que possuem o comportamento
Mínimo, apresentam alto valor de dispersão. Todavia as funções que apresentam o com-
portamento Máximo possuem dispersão menor na região em que o valor possibilita a
otimização da aptidão.

4.2.2 Quantidade de Gerações do CMA-ES sem Melhorar o Melhor Indivíduo

A Tabela 12 apresenta as classificações das funções em relação à variação
do parâmetro. Não foi observada nenhuma função que apresentasse o comportamento
Mínimo. A Figura 11a ilustra a classe Neutra observada na função 7. Já a Figura 11b
ilustra a classe Máximo identificada na função 22.
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Tabela 12 – Comportamento das funções quanto à variação de stagCMAES

Classificação Funções
Mínimo

Neutro 1, 3, 4, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 23, 24, 25,
27, 28, 29, 30

Máximo 5, 6, 9, 22, 26
Fonte: Próprio Autor

Figura 11 – Representação da sensibilidade do parâmetro stagCMAES

(a) Neutro (b) Máximo

Fonte: Próprio Autor.

Observa-se na Figura 11 que o algoritmo não é sensível ao parâmetro stagC-
MAES.

4.2.3 Quantidade de Gerações do DE sem Melhorar o Melhor Indivíduo

A Tabela 13 expõe as classificações das funções em relação à variação do parâ-
metro stagDE. A Figura 12a ilustra a classe Neutra observada na função 28. A Figura 12b
ilustra a classe Neutra observada na função 21. Já a Figura 12c ilustra a classe Máximo
identificada na função 14.

Tabela 13 – Comportamento das funções quanto à variação de stagDE

Classificação Funções
Mínimo 26, 28
Neutro 1, 3, 4, 7, 10, 11, 12, 13, 17, 18, 19, 21, 23, 25, 27, 30
Máximo 5, 6, 8, 9, 14, 15, 16, 20, 22, 24, 29

Fonte: Próprio Autor
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Figura 12 – Representação da sensibilidade ao parâmetro stagDE

(a) Mínimo (b) Neutro (c) Máximo

Fonte: Próprio Autor

É possível perceber que em algumas funções o L-CMA-DE apresenta uma
sensibilidade a este parâmetro, já naquelas em que não se observa esta sensibilidade há
um comportamento bastante estável ao intervalo numérico estipulado.

4.2.4 Grau de Esparsidade da Matriz de Covariância

Para o parâmetro sparsityLevel, com exceção da função 6 (Figura 13) que
apresentou o comportamento Mínimo, todas as outras apresentaram um comportamento
neutro, apenas com diferenças na variância dos dados, como pode ser visto na Figura 14.

Figura 13 – Representação da sensibilidade ao parâmetro sparsityLevel (comportamento
Mínimo)

Fonte: Próprio Autor
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Figura 14 – Representação da sensibilidade ao parâmetro sparsityLevel (comportamento
Neutro)

(a) variância baixa (b) variância elevada

Fonte: Próprio Autor

4.2.5 Valor de Referência Considerado como Esparso

O comportamento observado em relação ao parâmetro refValue é semelhante
àquele apresentado quanto ao parâmetro sparsityLevel (Seção 4.2.4), apresentando apenas
o comportamento Neutro, apenas com diferença nos valores da variância (Figura 15).

Figura 15 – Representação da sensibilidade ao parâmetro refValue (comportamento Neu-
tro)

(a) variância baixa (b) variância elevada

Fonte: Próprio Autor

4.2.6 Quantidade Máxima de Gerações para o DE

A Tabela 14 apresenta as classificações das funções em relação à variação
do parâmetro maxGenDE. Apenas as funções 25 e 26 apresentaram o comportamento
Mínimo (Figura 16a), sem um comportamento estável. A Figura 16b ilustra a classe
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Neutro observada na função 23. Já a Figura 16c ilustra a classe Máximo identificada na
função 14.

Tabela 14 – Comportamento das funções quanto à variação de maxGenDE

Classificação Funções
Mínimo 25, 26
Neutro 1, 3, 4, 10, 11, 12, 13, 18, 20, 21, 22, 23, 24, 27, 29
Máximo 5, 6, 7, 8, 9, 14, 15, 16, 17, 19, 28, 30

Fonte: Próprio Autor

Figura 16 – Representação da sensibilidade ao parâmetro maxGenDE

(a) Mínimo (b) Neutro (c) Máximo

Fonte: Próprio Autor

4.3 AJUSTE PARAMÉTRICO

Após a análise de sensibilidade realizada na Seção 4.2, levando em consideração
a dispersão dos valores obtidos e a complexidade das funções (optando-se em provocar
melhores resultados nas funções mais complexas), foram estabelecidos novos intervalos
para executar o LHS, a fim de uma melhor escolha dos valores paramétricos. Os parâme-
tros refValue e maxGenDE foram fixados em 0, 0035 e 190, respectivamente, devido ao
comportamento observado. Segue novos intervalos:

• percentFESCMAES = [0,05 . . . 0,1];

• stagCMAES = {80, . . . , 100};

• stagDE = {80, . . . , 100};

• sparsityLevel = [0,4 . . . 0,6].

Para o parâmetro percentFESCMAES o intervalo entre [0,07 e 0,08] apresentam-
se como uma boa escolha, já que satisfazem os comportamento Mínimo e Máximo obser-
vados, como pode ser visto na Figura 17.
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Figura 17 – Comportamento quanto à variação do parâmetro percentFESCMAES

(a) Mínimo (b) Máximo

Fonte: Próprio Autor

Quanto ao parâmetro stagCMAES, como há uma grande variabilidade dos
resultados, existindo entretanto um indicativo de que valores elevados deste parâmetro
possibilite um melhor desempenho do algoritmo, deve-se escolher um valor que satisfaça
esta análise. O comportamento observado a partir do valores do stagDE, muito embora
indique que uma escolha de valores elevados seja um bom caminho, não foi observado um
comportamento linear (Figura 18), portanto valores mais centrais se apresentam como
uma boa escolha.

Figura 18 – Comportamento quanto à variação do parâmetro stagDE

Fonte: Próprio Autor

Por fim, no que diz respeito ao parâmetro sparsityLevel, para o segundo inter-
valo numérico estabelecido, além da função 6, a função 20 também apresentou o compor-
tamento Mínimo (Figura 19). Como para as demais funções o comportamento observado
foi Neutro, então deve-se optar por valores menores.
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Figura 19 – Comportamento quanto à variação do parâmetro sparsityLevel

Fonte: Próprio Autor

Descartando-se o comportamento Neutro, uma vez que qualquer um dos valores
dentro do intervalo satisfazem o objetivo, e buscando solucionar as funções mais difíceis,
os valores paramétricos após o ajuste foram determinados conforme Tabela 15.

Tabela 15 – Valores paramétricos utilizados para funções da CEC-2017

Parâmetro Valor
percentFESCMAES 0,075
stagCMAES 94
stagDE 86
sparsityLevel 0,43
refValue 0,0035
maxGenDE 190

Fonte: Próprio Autor

O mesmo procedimento descrito nesta Seção e na Seção 4.2, aplicados às fun-
ções da CEC-2017 (AWAD et al., 2016), foram realizados às funções da CEC-2013 (LIANG

et al., 2013), chegando-se aos valores paramétricos da Tabela 16.
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Tabela 16 – Valores paramétricos utilizados para funções da CEC-2013

Parâmetro Valor
percentFESCMAES 0,035
stagCMAES 53
stagDE 90
sparsityLevel 0,77
refValue 0,0048
maxGenDE 190

Fonte: Próprio Autor

4.4 FUNÇÕES PARA TESTES

Os testes serão executados com as funções para testes da Seção Especial da
CEC-2013 (LIANG et al., 2013) e 2017 para competição em otimização de funções de um
único objetivo, com espaço de busca no domínio dos números reais, descritas em Liang et
al. (2013) e Awad et al. (2016), respectivamente. Todas as funções são de minimização,
sem restrição, com o espaço de busca 𝛽 ∈ {−100, . . . , 100}𝐷, no qual 𝐷 representa a
dimensionalidade do espaço de características. As dimensões de todas as funções são
escaláveis. As características básicas das funções podem ser vistas nas Tabelas 17 e 18,
onde 𝐹𝑓 (x*) representa o mínimo global da função 𝑓 .
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Tabela 17 – Funções da CEC-2013

Classe 𝑓 Nome da Função 𝐹𝑓 (x*)

Unimodais

1 Sphere Function -1400
2 Rotated High Conditioned Elliptic Function -1300
3 Rotated Bent Cigar Function -1200
4 Rotated Discus Function -1100
5 Different Powers Function -1000
6 Rotated Rosenbrock’s Function -900
7 Rotated Schaffers F7 Function -800
8 Rotated Ackley’s Function -700
9 Rotated Weierstrass Function -600
10 Rotated Griewank’s Function -500
11 Rastrigin’s Function -400
12 Rotated Rastrigin’s Function -300

Multimodais Básicas 13 Non-Continuous Rotated Rastrigin’s Function -200
14 Schwefel’s Function -100
15 Rotated Schwefel’s Function 100
16 Rotated Katsuura Function 200
17 Lunacek Bi_Rastrigin Function 300
18 Rotated Lunacek Bi_Rastrigin Function 400
19 Expanded Griewank’s plus Rosenbrock’s Function 500
20 Expanded Scaffer’s F6 Function 600
21 Composition Function 1 (n=5,Rotated) 700
22 Composition Function 2 (n=3,Unrotated) 800
23 Composition Function 3 (n=3,Rotated) 900

Funções Compostas 24 Composition Function 4 (n=3,Rotated) 1000
25 Composition Function 5 (n=3,Rotated) 1100
26 Composition Function 6 (n=5,Rotated) 1200
27 Composition Function 7 (n=5,Rotated) 1300
28 Composition Function 8 (n=5,Rotated) 1400

Fonte: Adaptado de Liang et al. (2013)
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Tabela 18 – Funções da CEC-2017

Classe 𝑓 Nome da Função 𝐹𝑓 (x*)
1 Shifted and Rotated Bent Cigar Function 100

Unimodais 2 Shifted and Rotated Sum of Different Power Function 200
3 Shifted and Rotated Zakharov Function 300
4 Shifted and Rotated Rosenbrock’s Function 400
5 Shifted and Rotated Rastrigin’s Function 500
6 Shifted and Rotated Expanded Scaffer’s F6 Function 600

Multimodais Simples 7 Shifted and Rotated Lunacek Bi_Rastrigin Function 700
8 Shifted and Rotated Non-Continuous Rastrigin’s Function 800
9 Shifted and Rotated Levy Function 900
10 Shifted and Rotated Schwefel’s Function 1000
11 Hybrid Function 1 (N=3) 1100
12 Hybrid Function 2 (N=3) 1200
13 Hybrid Function 3 (N=3) 1300
14 Hybrid Function 4 (N=4) 1400

Híbridas 15 Hybrid Function 5 (N=4) 1500
16 Hybrid Function 6 (N=4) 1600
17 Hybrid Function 6 (N=5) 1700
18 Hybrid Function 6 (N=5) 1800
19 Hybrid Function 6 (N=5) 1900
20 Hybrid Function 6 (N=6) 2000
21 Composition Function 1 (N=3) 2100
22 Composition Function 2 (N=3) 2200
23 Composition Function 3 (N=4) 2300
24 Composition Function 4 (N=4) 2400

Compostas 25 Composition Function 5 (N=5) 2500
26 Composition Function 6 (N=5) 2600
27 Composition Function 7 (N=6) 2700
28 Composition Function 8 (N=6) 2800
29 Composition Function 9 (N=3) 2900
30 Composition Function 10 (N=3) 3000

Fonte: Adaptado de Awad et al. (2016)

Nas Tabelas 17 e 18, as funções da classe Unimodal são caracterizadas pelo
mínimo global bem definido, conforme pode ser visto na Figura 20a1. A classe de fun-
ções Multimodais é caracterizada por funções que possuem diversos mínimos locais (Fi-
gura 20b)1. Já as funções compostas são obtidas através da Equação (4.1) (ver Fi-
gura 20c)1.

𝐹 (x) =
𝑁∑︁

𝑖=1
{𝜔𝑖 × [𝜆𝑖𝑔𝑖(x) + 𝑏𝑖𝑎𝑠𝑖]}+ 𝐹 * , (4.1)

1 Os eixos ∈ [−100, 100] são as dimensões do espaço de busca e o eixo vertical a aptidão
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onde 𝑁 é o número de funções utilizadas para construção da função composta 𝐹 (x); 𝑔𝑖(x)
é a 𝑖-ésima função utilizada; 𝑏𝑖𝑎𝑠𝑖 define qual ótimo é ótimo global da 𝑖-ésima função; 𝜆𝑖

é utilizado para controlar 𝑔𝑖(x); 𝐹 * representa o ótimo global de 𝐹 (x); e 𝜔𝑖 é o peso
normalizado associado a 𝑖-ésima função, o qual é computado conforme a Equação (4.2).

𝜔𝑖 = 𝑤𝑖∑︀𝑁
𝑖=1 𝑤𝑖

, (4.2)

sendo 𝑤𝑖 obtido através da Equação (4.3).

𝑤𝑖 = 1√︁∑︀𝐷
𝑗=1 (𝑥𝑗 − 𝑜𝑖𝑗)2

𝑒𝑥𝑝

⎛⎝−∑︀𝐷
𝑗=1 (𝑥𝑗 − 𝑜𝑖𝑗)2

2𝐷𝜎2
𝑖

⎞⎠ , (4.3)

onde 𝑜𝑖 é a nova posição ideal deslocada para 𝑔𝑖(x); 𝐷 é a dimensão do espaço de busca;
e 𝜎𝑖 é usado para controlar o alcance de cobertura de 𝑔𝑖(x).

Figura 20 – Representação em 3-𝐷 dos tipos de funções (espaço de busca em 2-𝐷)

(a) Unimodal (b) Multimodal (c) Composta

Fonte: Liang et al. (2013) e Awad et al. (2016)

Na Tabela 18 também existe funções Híbridas, as quais são formuladas de
acordo com a Equação (4.4).

𝐹 (x) =
[︃

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑔𝑖(M𝑖z𝑖)
]︃

+ 𝐹 * , (4.4)

sendo:

• 𝑁 é o número de funções utilizadas para construção da função híbrida 𝐹 (x); 𝑔𝑖(x)
é a 𝑖-ésima função utilizada;

• M𝑖 é a matriz de rotação aplicada à 𝑖-ésma função;

• z1 =
[︁
y𝑆1 ,y𝑆2 , . . . ,y𝑆𝑛1

]︁
, z2 =

[︁
y𝑆𝑛1+1 ,y𝑆𝑛1+2 , . . . ,y𝑆𝑛1+𝑛2

]︁
, . . . ,

z𝑁 =
[︃
y𝑠∑︀𝑁−1

𝑖=1 𝑛𝑖+1
,y𝑠∑︀𝑁−1

𝑖=1 𝑛𝑖+2
, ...,y𝑠𝐷

]︃
;

• y = x− o𝑖;

• 𝑆 = 𝑟𝑎𝑛𝑑(1 : 𝐷), sendo 𝐷 a dimensão do espaço de busca;
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• 𝑛𝑖 é a dimensão para a 𝑖-ésima função, de modo que ∑︀𝑁
𝑖=1 𝑛𝑖 = 𝐷;

• 𝑛𝑖 = ⌈𝑝𝑖𝐷⌉;

• 𝑝𝑖 é utilizado para controlar o percentual de 𝑔𝑖(x).

Algumas funções compostas da CEC-2017 utilizam funções híbridas, o que
dificulta ainda mais o processo de otimização.

4.5 ALGORITMOS PARA COMPARAÇÃO

Foi escolhido um conjunto de algoritmos para comparações buscando situar o
desempenho do método proposto entre os modelos de interesse na família CMA-ES. As
comparações envolvem o modelo original, modelos que tiveram resultados importantes
em duas competições do IEEE CEC, em 2013 e 2017, que utilizaram as funções descri-
tas na Seção 4.4 e modelos que devem lidar com funções multimodais. Inicialmente, os
testes visaram mostrar que os algoritmos utilizados para a construção do modelo pro-
posto (CMA-ES e DE), quando aplicados isoladamente, possuem comportamento muito
dependente da função a ser otimizada. Neste caso, foram realizados testes comparando-se
a performance de ambos em relação ao L-CMA-DE, utilizando as funções descritas na
Seção 4.4.

Em seguida, foram realizados testes com o CMA-ES a fim de comprovar que
seu desempenho é alto em funções unimodais, contudo, perde desempenho de modo signi-
ficativo quando é empregado em funções multimodais. Logo, espera-se que este apresente
uma boa performance nas primeiras funções de testes e que esta decaia à medida que seja
testado em funções de complexidade maior.

Os testes realizados com o DE procuram comprovar que este consegue resul-
tados competitivos quando aplicado em funções multimodais, devido suas características
exploratórias, contudo não possibilitando uma explotação eficaz em regiões promissoras.
Logo, espera-se que o algoritmo proposto apresente melhor desempenho frente a este
algoritmo.

Como o procedimento do algoritmo proposto de acionar o DE e retornar ao
CMA-ES pode ser entendido como uma reinicialização preservando conhecimento ante-
rior do espaço de busca, foram realizadas comparações entre o IPOP-CMA-ES (AUGER;

HANSEN, 2005), que é o Estado-da-Arte nesta modalidade, o qual aumenta o tamanho
da população a cada reinicialização. Também serão realizados testes com duas de suas
variações, que são: o NBIPOP-aCMA-ES (LOSHCHILOV, 2013), que utiliza uma estratégia
aumento e/ou redução do tamanho da população; e o RB-IPOP-CMAES (BIEDRZYCKI,
2017) que utiliza o ponto médio da população com uma aproximação do ponto ótimo para
a reinicialização.
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Como no algoritmo proposto, o CMA-ES também pode ser considerado como
um método de super-fit2 para o DE, foram realizados testes com o CMA-ES-RIS (CA-

RAFFINI et al., 2013), que realiza uma busca guiada, através da técnica de super-fit. Neste
algoritmo, o CMA-ES é o responsável por esta fase, seguido de dois outros mecanismos,
responsáveis por exploração e explotação, que são acionados em loop até o término da exe-
cução. Também comparou-se o algoritmo proposto com o LSHADE-SPACMA (MOHAMED

et al., 2017), que utiliza o CMA-ES e o DE em paralelo, aumentando a probabilidade de
um indivíduo ser gerado por aquele algoritmo que possui um melhor histórico de geração
de prole.

4.6 MÉTRICAS

As métricas utilizadas para avaliar a qualidade das soluções geradas por cada
algoritmo, para cada função utilizada, são analisadas em relação ao erro, que é caracteri-
zado pela diferença entre a aptidão encontrada e a aptidão do ótimo global da função a
ser otimizada. Sejam elas:

• mediana dos erros;

• erro médio;

• desvio padrão dos erros;

• menor erro.

O erro médio da função 𝑓 é calculado conforme Equação (4.5).

𝑒𝑓 = 1
𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

(𝐹𝑓 (b𝑡)− 𝐹𝑓 (x*)) , (4.5)

onde 𝑇 é a quantidade de testes executados; 𝐹𝑓 (b𝑡) e 𝐹𝑓 (x*) são os valores das aptidões
do melhor indivíduo encontrado no teste 𝑡 e do ótimo global, respectivamente.

O desvio padrão dos erro referente à uma função 𝑓 é obtido através da Equa-
ção (4.6).

𝜎𝑓 =
√︃∑︀𝑇

𝑡=1(𝐹𝑓 (b𝑡)− 𝑒𝑓 )2

𝑇 − 1 , (4.6)

o denominador dentro do radical é igual a 𝑇 − 1 por se tratar de uma amostra.
2 A técnica de super-fit consiste em inserir uma solução com elevada aptidão no início de um processo

de otimização, obtida a partir de um outro algoritmo (IACCA et al., 2011)
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4.7 CONFIGURAÇÃO EXPERIMENTAL

Os algoritmos CMA-ES, DE e aqueles desenvolvidos durante a pesquisa, in-
cluindo o L-CMA-DE, foram implementados em linguagem C++ e validados, ao passo
que os resultados obtidos pelos demais modelos foram obtidos a partir da disponibilização
destes por parte das competições (CEC-2013 e CEC-2017). A máquina em que foram exe-
cutados os algoritmos implementados e os testes estatísticos possuía 16GB de memória
RAM e processador Intel Core i7-7700 de 3,60GHz, com 4 núcleos e 8 Threads.

Para todos os algoritmos testados, foram executados 51 testes independentes
com as funções descritas na Seção 4.4, número de execuções exigidos nas competições do
IEEE CEC de 2013 e 2017, com objetivo de extrair os valores para cômputo das métricas
abordadas na Seção 4.6. Os valores dos parâmetros do L-CMA-DE foram ajustados e
estão informados nas Tabelas 15 e 16, ao passo que os valores paramétricos dos algoritmos
comparados foram escolhidos conforme indicação de seus autores.

Como não é trivial determinar de qual distribuição provêm os resultados obti-
dos com as métricas descritas na Seção 4.6, foi realizada a escolha de um teste estatístico
não-paramétrico. Uma vez que as amostras são independentes e as comparações serão
realizadas par a par, para que seja possível uma análise mais precisa do desempenho do
algoritmo proposto, optou-se por utilizar o teste de Wilcoxon-Mann-Whitney (AHMAD,
1996), que é um teste estatístico não-paramétrico para 2 amostras independentes. Trata-
se de um teste para mediana, que busca determinar se duas amostras provêm da mesma
população. Desta forma, assumindo-se que 𝑀𝑒𝑑(𝑃 ) seja a mediana de uma população 𝑃 ,
dadas duas populações (𝑃1 e 𝑃2), a hipótese nula deste teste pode ser descrita conforme
Equação (4.7).

𝐻0 : 𝑀𝑒𝑑(𝑃1) = 𝑀𝑒𝑑(𝑃2) (4.7)

Sendo assim, em todos os testes realizados, foi utilizado um nível de signifi-
cância de 5% (𝛼 = 0, 05).

4.8 RESULTADOS E ANÁLISES

Nesta Seção estão apresentados e discutidos os resultados dos testes estatísticos
(Seção 4.7) realizados com os algoritmos mencionados na Seção 4.5. Em todas tabelas
de resultados desta Seção, as médias estatisticamente melhores estão apresentadas em
negrito. As Seções 4.8.1 e 4.8.2 apresentam os testes com as funções da CEC de 2013 e
2017, respectivamente.
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4.8.1 Testes com as funções da CEC-2013

A Tabela 19 apresenta os resultados dos testes comparativos entre o L-CMA-
DE e o CMA-ES, evidenciando a superioridade do algoritmo proposto frente ao CMA-
ES. Os resultados apresentam superioridade estatisticamente comprovada em 23 das 28
funções, perdendo em apenas uma e empatando em 4. Vale ressaltar que além de obter
melhores resultados em média, o L-CMA-DE ainda possui mais robustez nos resultados
apresentando menores valores de desvios.

A Tabela 20 apresenta os resultados dos testes realizados entre o algoritmo
proposto e o DE. Observa-se novamente a superioridade nos resultados obtidos com o L-
CMA-DE frente ao DE/rand/1/bin. Os resultados comprovam estatisticamente o melhor
desempenho do algoritmo memético proposto em 23 das 28 funções, perdendo em 2 e
empatando em 3.

A Tabela 21 contém os resultados dos testes realizados entre o L-CMA-DE e
o CMA-ES-RIS, apresentando um certo equilíbrio de resultados. Entretanto, o algoritmo
proposto ganha em 12, perde em 10 e empada em 6 funções. Vale ressaltar que o CMA-
ES-RIS apresenta 3 melhores resultados contra 2 do algoritmo proposto, quando se trata
da classe de Funções Compostas. Isto sugere que criar algoritmos meméticos com balanço
entre características explorativas e explotativas, é uma boa escolha para obter-se bons
resultados.

A Tabela 22 apresenta os resultados dos testes realizados entre o algoritmo pro-
posto e o IPOP-CMA-ES. Observa-se que o IPOP-CMA-ES apresenta melhores resultados
nas funções menos complexas, ao passo que o algoritmo proposto apresenta superioridade
em 6 dentre as 8 Funções Compostas existentes.

A Tabela 23 contém os resultados dos testes realizados entre o L-CMA-DE e
o NBIPOP-aCMA-ES, que foi o algoritmo campeão da CEC-2013 e é reconhecido pelo
seu bom desempenho em ambiente multimodais. Observa-se que o NBIPOP-aCMA-ES
apresenta resultados superiores ao algoritmo proposto em 18 funções de teste, perdendo
em 4 e empatando em 6 delas. Contudo, vale ressaltar que dentre as 4 funções que o
L-CMA-DE apresentou melhores resultados, 3 delas são da classe de Funções Compostas
e uma da classe de Funções Multimodais Básicas e possui diversos mínimos locais, o que
evidencia o bom desempenho do algoritmo proposto nesta classe de funções.

Procurando evidenciar que o L-CMA-DE apresenta bons resultados quando
aplicado às Funções Compostas, as Tabelas 24 a 28 contêm um recorte dos testes realizados
com funções desta classe, apresentados ao longo desta seção.
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4.8.2 Testes com as funções da CEC-2017

Para este conjunto de problemas utilizou-se 29 das 30 funções de teste3. Na
Tabela 29 estão apresentados os testes realizados entre o algoritmo proposto e o CMA-ES.
Os resultados ratificam a superioridade da nova proposta frente ao seu antecessor, obtendo
os melhores médias em todas as funções testadas, com empate apenas nas funções 2 e 3.

A Tabela 30 apresenta os resultados dos testes realizados entre o algoritmo
proposto e o DE, onde a nova proposta apresenta melhores resultados em 19 funções,
perde em 6 e empata em 5 funções. Também é possível perceber que ao observar os
melhores indivíduos encontrados, o algoritmo proposto também apresenta superioridade.

Na Tabela 31 pode ser visto os resultados dos testes realizados entre o L-
CMA-DE e o RB-IPOP-CMA-ES, onde mais uma vez é perceptível a superioridade nos
resultados alcançados pelo algoritmo proposto nas Funções Compostas, obtendo melhores
médias em 7 das 8 funções. No que tange as funções unimodais, apenas houve diferença
estatística na Função 1. Havendo queda de desempenho comparativo da proposta para o
conjunto de funções multimodais que são híbridas.

Na Tabela 32 pode ser visto os resultados dos testes realizados entre o algoritmo
proposto e o LSHADE-SPACMA, onde observa-se que a nova proposta continua obtendo
melhores resultados no nicho das Funções Compostas (ganhou em 6 e perdeu em 4).
Observando-se os melhores indivíduos encontrados, o algoritmo proposto obtém o ótimo
global em 5 das 10 Funções Compostas, ao passo que o LSHADE-SPACMA não consegue
encontrá-los nos testes executados.

Procurando mais uma vez evidenciar a boa qualidade dos resultados alcançados
pelo L-CMA-DE em Funções Compostas, as Tabelas 33 a 35 contêm um recorte dos testes
realizados estas funções, apresentados ao longo desta seção.

Podemos também observar o desempenho do L-CMA-DE no contexto de cada
classe de função das competições, analisando a quantidade de vezes em que ele foi estatis-
ticamente melhor pior ou igual, quando comparado aos algoritmos utilizados nos testes.
Estas análises podem ser observadas nas Tabelas 36-44, onde os valores em negrito repre-
sentam a maior quantidade de funções em que o algoritmo proposto foi estatisticamente
melhor ou pior, nas comparações pareadas. Com esta análise, mais uma vez fica indicada
a relevância dos resultados obtidos pelo L-CMA-DE frente outras propostas, no que diz
respeito às funções mais difíceis.

A partir dos resultados obtidos com os testes executados e das análises realiza-
das nesta Seção, observa-se que o L-CMA-DE apresenta desempenho relevante na classe
de Funções Complexas, mostrando-se como uma alternativa para solucionar problemas de
otimização de alta multimodalidade, devido sua forma de agregar exploração e explotação
durante do processo evolucionário.

3 A Função 2 (Shifted and Rotated Sum of Different Power Function) não foi avaliada devido à insta-
bilidade observada e relatada em Awad et al. (2016). Foram inseridos valores nulos em suas métricas.



89

Tabela 19 – Testes com o algoritmo proposto e o CMA-ES (CEC-2013 / 10-𝐷)

Fu
nç

ão
L-

C
M

A
-D

E
C

M
A

-E
S

V
al

or
P

M
ed

ia
na

M
éd

ia
D

es
vi

o
P

ad
rã

o
M

el
ho

r
A

pt
id

ão
M

ed
ia

na
M

éd
ia

D
es

vi
o

P
ad

rã
o

M
el

ho
r

A
pt

id
ão

1
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
N

aN
2

58
6.

11
10

00
0

77
0.

15
85

00
0

61
8.

57
72

00
0

2.
04

00
00

0
0.

00
00

00
0

10
72

78
3.

00
00

00
0

58
74

53
5.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

3
0.

06
00

00
0

0.
56

31
37

3
1.

57
22

17
0

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

73
22

82
95

38
.0

00
00

00
10

76
05

80
94

3.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

0.
45

46
44

2
4

76
1.

81
50

00
0

88
1.

48
05

00
0

52
3.

79
28

00
0

63
.0

70
00

00
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

5
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

52
.8

54
31

00
37

7.
45

53
00

0
0.

00
00

00
0

0.
32

68
92

6
6

0.
00

00
00

0
0.

00
00

19
6

0.
00

01
40

0
0.

00
00

00
0

49
.2

38
00

00
69

.2
57

39
00

71
.4

09
83

00
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
7

0.
59

00
00

0
2.

39
20

59
0

3.
77

84
84

0
0.

00
40

00
0

10
0.

49
90

00
0

16
3.

62
22

00
0

26
4.

65
03

00
0

0.
30

10
00

0
0.

00
00

00
0

8
20

.3
47

00
00

20
.3

38
31

00
0.

08
44

42
8

20
.0

00
00

00
20

.3
67

00
00

20
.3

46
53

00
0.

10
71

94
3

20
.0

00
00

00
0.

35
04

55
3

9
4.

25
70

00
0

4.
11

75
88

0
1.

27
65

47
0

1.
71

90
00

0
10

.6
39

00
00

11
.4

39
90

00
3.

80
68

18
0

4.
08

10
00

0
0.

00
00

00
0

10
0.

00
00

00
0

0.
00

00
39

2
0.

00
02

80
1

0.
00

00
00

0
0.

01
20

00
0

0.
01

46
47

1
0.

01
26

02
9

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

11
6.

96
50

00
0

7.
51

11
57

0
2.

88
57

12
0

1.
99

00
00

0
22

.8
84

00
00

19
4.

37
07

00
0

29
7.

06
51

00
0

2.
98

50
00

0
0.

00
00

00
0

12
7.

96
00

00
0

8.
36

95
10

0
2.

98
58

71
0

3.
98

00
00

0
17

.9
09

00
00

19
5.

89
02

00
0

27
8.

45
61

00
0

3.
98

00
00

0
0.

00
00

00
0

13
17

.4
41

00
00

19
.1

18
53

00
10

.2
13

70
00

3.
97

30
00

0
29

.7
14

00
00

33
.5

19
25

00
20

.3
52

14
00

6.
30

00
00

0
0.

00
00

59
3

14
80

9.
92

40
00

0
83

3.
43

57
00

0
23

3.
37

87
00

0
31

4.
35

70
00

0
18

28
.8

50
00

00
18

05
.1

65
00

00
39

3.
25

20
00

0
10

43
.4

55
00

00
0.

00
00

00
0

15
75

8.
78

90
00

0
75

0.
01

51
00

0
19

6.
86

35
00

0
23

6.
41

20
00

0
17

27
.5

70
00

00
17

19
.7

43
00

00
52

7.
40

69
00

0
37

3.
54

30
00

0
0.

00
00

00
0

16
0.

02
50

00
0

0.
02

57
45

1
0.

01
12

74
5

0.
00

10
00

0
0.

16
80

00
0

0.
18

79
41

2
0.

11
62

53
4

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

17
17

.5
37

00
00

19
.3

91
96

00
6.

54
37

26
0

9.
85

50
00

0
64

5.
91

70
00

0
59

0.
31

76
00

0
48

2.
31

28
00

0
11

.9
33

00
00

0.
00

00
00

0
18

17
.8

85
00

00
18

.2
92

98
00

3.
93

05
64

0
11

.3
55

00
00

55
0.

09
80

00
0

59
4.

56
02

00
0

50
6.

45
40

00
0

9.
80

10
00

0
0.

00
00

00
0

19
0.

49
90

00
0

0.
52

03
92

2
0.

12
49

52
2

0.
24

00
00

0
1.

01
40

00
0

4.
28

10
00

0
22

.8
11

86
00

0.
48

70
00

0
0.

00
00

00
0

20
3.

29
80

00
0

3.
22

79
41

0
0.

31
60

66
3

2.
06

30
00

0
4.

99
60

00
0

4.
81

36
67

0
0.

38
42

93
4

2.
93

60
00

0
0.

00
00

00
0

21
20

0.
00

00
00

0
21

9.
02

86
00

0
12

5.
75

81
00

0
10

0.
00

00
00

0
40

0.
19

00
00

0
35

1.
12

94
00

0
98

.8
12

59
00

10
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

2
22

81
0.

04
00

00
0

80
7.

67
10

00
0

18
9.

25
88

00
0

37
0.

81
00

00
0

23
17

.3
50

00
00

23
00

.5
28

00
00

42
7.

79
53

00
0

13
73

.0
20

00
00

0.
00

00
00

0
23

79
8.

09
00

00
0

82
0.

81
02

00
0

26
1.

74
69

00
0

34
5.

23
00

00
0

23
88

.6
40

00
00

23
04

.5
65

00
00

47
0.

88
43

00
0

11
46

.7
30

00
00

0.
00

00
00

0
24

13
1.

07
00

00
0

13
7.

89
65

00
0

26
.6

14
73

00
10

3.
84

00
00

0
34

7.
29

00
00

0
36

9.
90

61
00

0
15

5.
23

12
00

0
10

5.
93

00
00

0
0.

00
00

00
0

25
21

1.
00

00
00

0
20

3.
43

27
00

0
22

.1
71

48
00

11
5.

45
00

00
0

23
2.

34
00

00
0

25
5.

84
57

00
0

47
.3

70
87

00
20

2.
16

00
00

0
0.

00
00

00
0

26
10

7.
96

00
00

0
10

8.
75

47
00

0
8.

39
94

84
0

66
.1

20
00

00
21

1.
15

00
00

0
25

5.
67

76
00

0
13

2.
19

62
00

0
10

3.
98

00
00

0
0.

00
00

00
0

27
30

0.
31

00
00

0
31

5.
17

78
00

0
38

.3
13

30
00

23
4.

42
00

00
0

64
9.

48
00

00
0

56
5.

68
47

00
0

17
1.

76
30

00
0

30
0.

03
00

00
0

0.
00

00
00

0
28

10
0.

00
00

00
0

11
0.

23
65

00
0

40
.9

32
99

00
10

0.
00

00
00

0
56

5.
78

00
00

0
12

03
.9

58
00

00
12

20
.7

31
00

00
10

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

Fo
nt

e:
P

ró
pr

io
A

ut
or



90

Tabela 20 – Testes com o algoritmo proposto e o DE (CEC-2013 / 10-𝐷)
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Tabela 21 – Testes com o algoritmo proposto e o CMA-ES-RIS (CEC-2013 / 10-𝐷)
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Tabela 22 – Testes com o algoritmo proposto e o IPOP-CMA-ES (CEC-2013 / 10-𝐷)
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Tabela 23 – Testes com o algoritmo proposto e o NBIPOP-aCMA-ES (CEC-2013 / 10-𝐷)
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Tabela 24 – Testes com o algoritmo proposto e o CMA-ES (CEC-2013 / Funções Com-
postas / 10-𝐷)
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Tabela 25 – Testes com o algoritmo proposto e o DE (CEC-2013 / Funções Compostas /
10-𝐷)
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Tabela 26 – Testes com o algoritmo proposto e o CMA-ES-RIS (CEC-2013 / Funções
Compostas / 10-𝐷)
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Tabela 27 – Testes com o algoritmo proposto e o IPOP-CMA-ES (CEC-2013 / Funções
Compostas / 10-𝐷)
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00

0
20

3.
43

27
00

0
22

.1
71

48
00

11
5.

45
00

00
0

20
3.

61
00

00
0

20
5.

51
69

00
0

6.
70

86
26

0
20

0.
00

00
00

0
0.

00
20

09
4

26
10

7.
96

00
00

0
10

8.
75

47
00

0
8.

39
94

84
0

66
.1

20
00

00
20

5.
81

00
00

0
20

4.
20

10
00

0
15

.0
93

92
00

10
6.

96
00

00
0

0.
00

00
00

0
27

30
0.

31
00

00
0

31
5.

17
78

00
0

38
.3

13
30

00
23

4.
42

00
00

0
44

6.
63

00
00

0
45

4.
56

20
00

0
79

.2
34

33
00

31
9.

70
00

00
0

0.
00

00
00

0
28

10
0.

00
00

00
0

11
0.

23
65

00
0

40
.9

32
99

00
10

0.
00

00
00

0
30

0.
00

00
00

0
30

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

30
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
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P
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A
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Tabela 28 – Testes com o algoritmo proposto e o NBIPOP-aCMA-ES (CEC-2013 / Fun-
ções Compostas / 10-𝐷)

Fu
nç

ão
L-

C
M

A
-D

E
N

B
IP

O
P

-a
C

M
A

-E
S

V
al

or
P

M
ed

ia
na

M
éd

ia
D

es
vi

o
P

ad
rã

o
M

el
ho

r
A

pt
id

ão
M

ed
ia

na
M

éd
ia

D
es

vi
o

P
ad

rã
o

M
el

ho
r

A
pt

id
ão

21
20

0.
00

00
00

0
21

9.
02

86
00

0
12

5.
75

81
00

0
10

0.
00

00
00

0
20

0.
00

00
00

0
15

2.
94

12
00

0
50

.4
10

08
00

10
0.

00
00

00
0

0.
03

36
82

1
22

81
0.

04
00

00
0

80
7.

67
10

00
0

18
9.

25
88

00
0

37
0.

81
00

00
0

14
1.

82
00

00
0

17
5.

13
07

00
0

11
4.

65
50

00
0

36
.3

55
00

00
0.

00
00

00
0

23
79

8.
09

00
00

0
82

0.
81

02
00

0
26

1.
74

69
00

0
34

5.
23

00
00

0
12

9.
18

00
00

0
17

4.
22

97
00

0
12

2.
83

15
00

0
24

.4
53

00
00

0.
00

00
00

0
24

13
1.

07
00

00
0

13
7.

89
65

00
0

26
.6

14
73

00
10

3.
84

00
00

0
10

7.
87

00
00

0
11

9.
88

51
00

0
32

.2
20

15
00

10
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

1
25

21
1.

00
00

00
0

20
3.

43
27

00
0

22
.1

71
48

00
11

5.
45

00
00

0
20

0.
06

00
00

0
17

6.
97

24
00

0
39

.9
18

06
00

10
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
26

10
7.

96
00

00
0

10
8.

75
47

00
0

8.
39

94
84

0
66

.1
20

00
00

10
5.

97
00

00
0

11
1.

03
51

00
0

24
.9

86
40

00
10

0.
00

00
00

0
0.

00
36

32
0

27
30

0.
31

00
00

0
31

5.
17

78
00

0
38

.3
13

30
00

23
4.

42
00

00
0

31
1.

62
00

00
0

31
6.

68
43

00
0

29
.5

55
62

00
17

2.
98

00
00

0
0.

01
07

46
7

28
10

0.
00

00
00

0
11

0.
23

65
00

0
40

.9
32

99
00

10
0.

00
00

00
0

30
0.

00
00

00
0

24
9.

01
96

00
0

88
.0

28
52

00
10

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0
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e:
P
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or
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Tabela 29 – Testes com o algoritmo proposto e o CMA-ES (CEC-2017 / 10-𝐷)

Fu
nç

ão
L-

C
M

A
-D

E
C

M
A

-E
S

V
al

or
P

M
ed

ia
na

M
éd

ia
D

es
vi

o
P

ad
rã

o
M

el
ho

r
A

pt
id

ão
M

ed
ia

na
M

éd
ia

D
es

vi
o

P
ad

rã
o

M
el

ho
r

A
pt

id
ão

1
0,

00
60

00
0

0,
03

70
00

0
0,

09
61

36
2

0,
00

00
00

0
0,

00
00

00
0

53
39

10
61

8,
00

00
00

0
16

08
69

55
95

,0
00

00
00

0,
00

00
00

0
0,

00
00

00
0

2
0,

00
00

00
0

0,
00

00
00

0
0,

00
00

00
0

0,
00

00
00

0
0,

00
00

00
0

0,
00

00
00

0
0,

00
00

00
0

0,
00

00
00

0
N

aN
3

0,
00

00
00

0
0,

00
00

00
0

0,
00

00
00

0
0,

00
00

00
0

0,
00

00
00

0
0,

00
00

00
0

0,
00

00
00

0
0,

00
00

00
0

N
aN

4
0,

00
00

00
0

0,
00

00
00

0
0,

00
00

00
0

0,
00

00
00

0
0,

00
00

00
0

44
,6

78
29

00
12

7,
68

68
00

0
0,

00
00

00
0

0,
00

18
38

3
5

10
,9

45
00

00
11

,6
28

22
00

4,
09

39
11

0
2,

98
50

00
0

21
5,

90
20

00
0

22
2,

31
10

00
0

97
,3

52
98

00
5,

97
00

00
0

0,
00

00
00

0
6

10
,2

42
00

00
10

,1
27

14
00

5,
54

16
17

0
0,

04
00

00
0

88
,6

35
00

00
89

,2
46

24
00

17
,4

18
92

00
59

,5
25

00
00

0,
00

00
00

0
7

23
,9

36
00

00
24

,1
36

02
00

7,
46

49
99

0
9,

01
40

00
0

85
4,

73
00

00
0

83
8,

18
78

00
0

41
7,

91
05

00
0

15
,6

44
00

00
0,

00
00

00
0

8
13

,9
29

00
00

14
,8

07
18

00
5,

23
32

27
0

4,
97

50
00

0
15

0,
23

20
00

0
15

5,
22

98
00

0
70

,8
25

04
00

38
,8

03
00

00
0,

00
00

00
0

9
17

3,
29

00
00

0
18

8,
23

92
00

0
86

,3
19

61
00

0,
00

00
00

0
36

28
,7

30
00

00
39

41
,5

85
00

00
18

65
,2

97
00

00
36

5,
52

00
00

0
0,

00
00

00
0

10
66

4,
15

00
00

0
67

2,
01

98
00

0
17

0,
29

67
00

0
20

0,
85

00
00

0
17

07
,1

20
00

00
17

08
,5

58
00

00
42

3,
89

94
00

0
82

7,
62

00
00

0
0,

00
00

00
0

11
12

,6
60

00
00

13
,2

08
63

00
6,

19
60

18
0

1,
99

00
00

0
71

,6
40

00
00

11
3,

04
18

00
0

30
0,

46
16

00
0

8,
95

00
00

0
0,

00
00

00
0

12
23

6,
88

00
00

0
22

3,
96

22
00

0
12

9,
26

85
00

0
0,

00
00

00
0

57
8,

07
00

00
0

17
05

08
51

,0
00

00
00

69
46

20
54

,0
00

00
00

11
,1

70
00

00
0,

00
00

00
0

13
78

,3
00

00
00

95
,4

21
96

00
63

,0
88

52
00

14
,6

80
00

00
28

1,
82

00
00

0
33

2,
10

67
00

0
22

1,
55

50
00

0
63

,1
00

00
00

0,
00

00
00

0
14

27
,0

30
00

00
28

,0
36

08
00

5,
23

50
69

0
11

,6
40

00
00

63
,7

80
00

00
92

,4
45

69
00

10
2,

44
51

00
0

26
,9

60
00

00
0,

00
00

00
0

15
34

,8
40

00
00

34
,9

62
75

00
16

,3
57

94
00

6,
83

00
00

0
86

,0
40

00
00

21
1,

69
98

00
0

64
4,

98
76

00
0

4,
06

00
00

0
0,

00
00

00
0

16
3,

35
00

00
0

8,
03

35
29

0
17

,4
05

39
00

1,
31

00
00

0
40

6,
89

00
00

0
41

4,
42

82
00

0
21

4,
95

05
00

0
1,

43
00

00
0

0,
00

00
00

0
17

36
,9

50
00

00
36

,0
05

69
00

9,
28

30
61

0
19

,2
70

00
00

12
8,

18
00

00
0

20
2,

65
27

00
0

17
2,

06
20

00
0

24
,0

10
00

00
0,

00
00

00
0

18
38

,9
10

00
00

42
,7

58
24

00
16

,7
26

62
00

19
,7

50
00

00
25

2,
72

00
00

0
19

58
41

0,
00

00
00

0
40

36
08

1,
00

00
00

0
21

,1
60

00
00

0,
00

00
00

0
19

11
,8

00
00

00
13

,9
41

57
00

8,
13

28
00

0
3,

93
00

00
0

56
,4

50
00

00
66

12
8,

52
00

00
0

24
50

68
,9

00
00

00
7,

35
00

00
0

0,
00

00
00

0
20

53
,9

00
00

00
55

,1
00

78
00

17
,5

50
53

00
21

,9
90

00
00

51
1,

06
00

00
0

50
1,

01
86

00
0

20
7,

21
67

00
0

16
3,

40
00

00
0

0,
00

00
00

0
21

10
0,

00
00

00
0

10
0,

00
12

00
0

0,
00

84
01

7
10

0,
00

00
00

0
23

4,
28

00
00

0
26

6,
16

63
00

0
11

6,
40

10
00

0
10

0,
00

00
00

0
0,

00
00

00
0

22
10

0,
00

00
00

0
73

,6
22

75
00

33
,8

58
11

00
0,

00
00

00
0

19
06

,4
10

00
00

18
34

,1
97

00
00

85
9,

73
88

00
0

19
,2

20
00

00
0,

00
00

00
0

23
31

1,
91

00
00

0
31

1,
45

49
00

0
3,

10
97

38
0

30
4,

07
00

00
0

77
4,

10
00

00
0

88
2,

58
84

00
0

47
1,

76
32

00
0

30
6,

07
00

00
0

0,
00

00
00

0
24

10
0,

00
00

00
0

10
2,

06
06

00
0

24
,4

16
95

00
0,

00
00

00
0

41
3,

31
00

00
0

34
1,

42
49

00
0

13
3,

19
09

00
0

10
0,

00
00

00
0

0,
00

00
00

0
25

39
7,

74
00

00
0

35
9,

98
31

00
0

93
,8

47
07

00
0,

00
00

00
0

44
3,

50
00

00
0

43
8,

67
33

00
0

40
,4

41
98

00
39

7,
75

00
00

0
0,

00
00

00
0

26
20

0,
00

00
00

0
20

7,
84

31
00

0
95

,5
88

99
00

0,
00

00
00

0
77

4,
65

00
00

0
10

92
,1

58
00

00
88

1,
40

99
00

0
20

0,
00

00
00

0
0,

00
00

00
0

27
38

9,
08

00
00

0
38

9,
22

37
00

0
0,

50
55

68
8

38
7,

32
00

00
0

43
0,

87
00

00
0

55
2,

13
73

00
0

53
4,

15
04

00
0

44
8,

67
00

00
0

0,
00

00
00

0
28

30
0,

00
00

00
0

29
0,

19
61

00
0

50
,0

19
60

00
0,

00
00

00
0

62
7,

66
00

00
0

64
3,

27
47

00
0

18
6,

51
52

00
0

30
0,

00
00

00
0

0,
00

00
00

0
29

24
6,

47
00

00
0

24
8,

44
31

00
0

11
,8

85
42

00
20

4,
99

00
00

0
37

9,
32

00
00

0
44

1,
00

16
00

0
18

1,
25

15
00

0
25

7,
27

00
00

0
0,

00
00

00
0

30
50

4,
84

00
00

0
54

0,
08

45
00

0
11

9,
28

17
00

0
40

0,
10

00
00

0
88

28
63

,0
00

00
00

80
50

35
,4

00
00

00
10

82
05

8,
00

00
00

0
88

28
63

,0
00

00
00

0,
00

00
73

8
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Tabela 30 – Testes com o algoritmo proposto e o DE (CEC-2017 / 10-𝐷)
Fu

nç
ão

L-
C

M
A

-D
E

D
E

/r
an

d/
1/

bi
n

V
al

or
P

M
ed

ia
na

M
éd

ia
D

es
vi

o
P

ad
rã

o
M

el
ho

r
A

pt
id

ão
M

ed
ia

na
M

éd
ia

D
es

vi
o

P
ad

rã
o

M
el

ho
r

A
pt

id
ão

1
0.

00
60

00
0

0.
03

70
00

0
0.

09
61

36
2

0.
00

00
00

0
10

6.
30

30
00

0
12

0.
47

78
00

0
55

.7
30

41
00

37
.3

60
00

00
0.

00
00

00
0

2
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
N

aN
3

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

0.
00

10
00

0
0.

00
11

17
6

0.
00

04
31

1
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
4

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

0.
00

00
00

0
0.

00
00

00
0

0.
69

40
00

0
0.

70
87

25
5

0.
23

95
38

2
0.

22
90

00
0

0.
00

00
00

0
5

10
.9

45
00

00
11

.6
28

22
00

4.
09

39
11

0
2.

98
50

00
0

38
.4

02
00

00
38

.2
45

69
00

5.
32

08
46

0
26

.1
00

00
00

0.
00

00
00

0
6

10
.2

42
00

00
10

.1
27

14
00

5.
54

16
17

0
0.

04
00

00
0

10
.1

71
00

00
10

.2
62

69
00

1.
34

57
31

0
7.

73
90

00
0

0.
94

13
12

8
7

23
.9

36
00

00
24

.1
36

02
00

7.
46

49
99

0
9.

01
40

00
0

57
.4

44
00

00
57

.3
66

00
00

5.
13

28
88

0
44

.9
78

00
00

0.
00

00
00

0
8

13
.9

29
00

00
14

.8
07

18
00

5.
23

32
27

0
4.

97
50

00
0

44
.1

07
00

00
43

.6
15

12
00

4.
88

67
15

0
31

.4
04

00
00

0.
00

00
00

0
9

17
3.

29
00

00
0

18
8.

23
92

00
0

86
.3

19
61

00
0.

00
00

00
0

86
.8

10
00

00
90

.2
01

10
00

26
.5

68
58

00
36

.8
80

00
00

0.
00

00
00

0
10

66
4.

15
00

00
0

67
2.

01
98

00
0

17
0.

29
67

00
0

20
0.

85
00

00
0

10
20

.0
70

00
00

99
9.

81
84

00
0

15
7.

66
32

00
0

61
9.

42
00

00
0

0.
00

00
00

0
11

12
.6

60
00

00
13

.2
08

63
00

6.
19

60
18

0
1.

99
00

00
0

15
.9

70
00

00
15

.6
21

18
00

2.
95

45
43

0
7.

93
00

00
0

0.
00

19
86

2
12

23
6.

88
00

00
0

22
3.

96
22

00
0

12
9.

26
85

00
0

0.
00

00
00

0
22

0.
78

00
00

0
21

8.
57

61
00

0
53

.4
94

70
00

83
.4
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Tabela 31 – Testes com o algoritmo proposto e o RB-IPOP-CMA-ES (CEC-2017 / 10-𝐷)
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Tabela 32 – Testes com o algoritmo proposto e o LSHADE-SPACMA (CEC-2017 / 10-𝐷)
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Tabela 33 – Testes com o algoritmo proposto e o DE (CEC-2017 / Funções Compostas /
10-𝐷)
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Tabela 34 – Testes com o algoritmo proposto e o RB-IPOP-CMA-ES (CEC-2017 / Fun-
ções Compostas / 10-𝐷)
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Tabela 35 – Testes com o algoritmo proposto e o LSHADE-SPACMA (CEC-2017 / Fun-
ções Compostas / 10-𝐷)
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Tabela 36 – Análise Geral (28 funções da CEC-2013 / 10-𝐷)

Resultados CMA-ES DE/rand/1/bin CMA-ES-RIS IPOP-CMA-ES NBIPOP-aCMA-ES

L-CMA-DE
Melhor 23 23 12 8 4
Pior 1 2 10 15 18
Igual 4 3 6 5 6

Fonte: Próprio Autor

Tabela 37 – Análise Geral (5 funções unimodais da CEC-2013 / 10-𝐷)

Resultados CMA-ES DE/rand/1/bin CMA-ES-RIS IPOP-CMA-ES NBIPOP-aCMA-ES

L-CMA-DE
Melhor 1 2 1 0 0
Pior 1 2 2 3 3
Igual 3 1 2 2 2

Fonte: Próprio Autor

Tabela 38 – Análise Geral (15 funções multimodais básicas da CEC-2013 / 10-𝐷)

Resultados CMA-ES DE/rand/1/bin CMA-ES-RIS IPOP-CMA-ES NBIPOP-aCMA-ES

L-CMA-DE
Melhor 14 14 9 2 1
Pior 0 0 5 10 10
Igual 0 1 1 3 4

Fonte: Próprio Autor

Tabela 39 – Análise Geral (8 funções compostas da CEC-2013 / 10-𝐷)

Resultados CMA-ES DE/rand/1/bin CMA-ES-RIS IPOP-CMA-ES NBIPOP-aCMA-ES

L-CMA-DE
Melhor 8 7 2 6 3
Pior 0 0 3 2 5
Igual 0 1 3 0 0

Fonte: Próprio Autor

Tabela 40 – Análise Geral (29 funções da CEC-2017 / 10-𝐷)

Resultados CMA-ES DE/rand/1/bin RB-IPOP-CMA-ES LSHADE-SPACMA

L-CMA-DE
Melhor 28 19 15 6
Pior 0 6 10 21
Igual 1 4 4 2

Fonte: Próprio Autor

Tabela 41 – Análise Geral (2 funções unimodais da CEC-2017 / 10-𝐷)

Resultados CMA-ES DE/rand/1/bin RB-IPOP-CMA-ES LSHADE-SPACMA

L-CMA-DE
Melhor 1 2 0 0
Pior 0 0 1 1
Igual 1 0 1 1

Fonte: Próprio Autor
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Tabela 42 – Análise Geral (7 funções multimodais simples da CEC-2017 / 10-𝐷)

Resultados CMA-ES DE/rand/1/bin RB-IPOP-CMA-ES LSHADE-SPACMA

L-CMA-DE
Melhor 7 5 0 0
Pior 0 1 6 6
Igual 0 1 1 1

Fonte: Próprio Autor

Tabela 43 – Análise Geral (10 funções híbridas da CEC-2017 / 10-𝐷)

Resultados CMA-ES DE/rand/1/bin RB-IPOP-CMA-ES LSHADE-SPACMA

L-CMA-DE
Melhor 10 4 1 0
Pior 0 5 7 10
Igual 0 1 2 0

Fonte: Próprio Autor

Tabela 44 – Análise Geral (10 funções compostas da CEC-2017 / 10-𝐷)

Resultados CMA-ES DE/rand/1/bin RB-IPOP-CMA-ES LSHADE-SPACMA

L-CMA-DE
Melhor 10 8 9 6
Pior 0 0 1 4
Igual 0 2 0 0

Fonte: Próprio Autor
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5 CONCLUSÃO E TRABALHOS FUTUROS

O objetivo principal deste trabalho foi criar um algoritmo evolucionário ba-
seado no Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy (CMA-ES) que harmonizasse
exploração e explotação, para otimizar funções multimodais de um único objetivo, sem
causar acréscimo no número de avaliações de função. Para isso foi realizada uma revisão
de literatura com o objetivo de auxiliar no entendimento sobre as limitações do CMA-
ES, quando aplicado às funções de teste multimodais, ficando esclarecido que o CMA-ES
é um ótimo método para realizar explotação, contudo apresenta algumas limitações na
otimização de funções multimodais, sendo potencialmente dependente do ponto de inicia-
lização e do tamanho da população. Sendo assim, os esforços foram voltados para conhecer
alternativas implementadas ao longo dos anos que procurassem atenuar esta limitação.
As abordagens foram agrupadas conforme suas características: baseadas em reinicializa-
ção, nichos, inserção de imigrantes e hibridização. Os trabalhos sugerem que agregar um
mecanismo de exploração ao CMA-ES, de forma que este possa ser guiado a realizar explo-
tações em regiões promissoras, possibilita a obtenção de melhores resultados em funções
com alta multimodalidade.

Diante destas indicações, foram executados testes para compreender o real
comportamento da matriz de covariância da população do CMA-ES ao longo das ge-
rações e seu impacto na geração dos indivíduos, ficando demonstrado que a matriz de
covariância tende a se tornar esparsa, gerando indivíduos semelhantes entre si. A par-
tir de então, foram implementadas algumas propostas preliminares e executados testes
estatísticos, para que fosse possível identificar qual deveria ser a modificação imposta
ao CMA-ES, de forma que o seu desempenho em funções multimodais fosse melhorado
sem prejuízo do número de avaliações de função. Propostas estas que contemplaram: a
manutenção da diversidade populacional através de um outro processo evolucionário que
utiliza o CMA-ES baseado na diversidade, que não apresentou diferenças estatísticas ao
CMA-ES; a inserção de diversidade através de indivíduos com relevada aptidão, que eram
mantidos em uma memória que sofria atualização periódica, a qual apresentou diferença
estatística em apenas uma função teste; a inclusão de diversidade à população, através
de indivíduos aleatoriamente gerados, o que melhorou estatisticamente a qualidade das
soluções obtidas, quando comparadas àquelas geradas pelo CMA-ES original; a inser-
ção de diversidade através de indivíduos gerados com o Differential Evolution (DE), que
apresentou-se como uma relevante alternativa, possibilitando melhorar os resultados den-
tre as propostas preliminares já citadas; a utilização da abordagem Método dos Elementos
Finitos (MEF) para dividir o espaço de busca, recursivamente, de forma que 𝑛 CMA-ES
fossem executados, o qual indica guiar o CMA-ES para uma região promissora sem des-
prezar a busca nas demais regiões; por fim, foi elaborada uma abordagem que realizava
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a compressão recursiva do espaço de características, delimitado por buscas locais previa-
mente realizadas, o que indicou ser uma proposta promissora, conseguindo atingir o ótimo
global em 24 das 28 funções de teste utilizadas.

A partir dos estudos e análises apresentados, foi desenvolvido o algoritmo pro-
posto nesta dissertação, denominado Local CMA-ES Guided by Differential Evolution
(L-CMA-DE), que agrega a característica de explotação do CMA-ES com a exploração
do DE. No L-CMA-DE, são realizadas buscas locais com 𝑛 CMA-ES independentes que
compartilham indivíduos com o DE, de forma que este possa realizar exploração, utili-
zando informações sobre o ambiente, guiando os CMA-ES para regiões promissoras. Para
verificar a qualidade das soluções obtidas pelo L-CMA-DE foram executados testes com-
parativos, utilizando funções teste de competição da área, com alguns algoritmos que
também são baseados no CMA-ES e possuem relevante notoriedade. Como dito no Capí-
tulo 1, as melhorias da nova proposta não poderiam implicar no aumento do número de
avaliações de função permitidas. Por este motivo a quantidade máxima de avaliações de
função foi a mesma em todos os testes comparativos. Os resultados obtidos indicam que
quando aplicado às funções unimodais, o L-CMA-DE apresentou bons resultados, possi-
velmente devido à facilidade de convergência do próprio CMA-ES nestes tipos de funções.
Os piores registros foram obtidos em funções multimodais simples, que são caracterizadas
por possuir o ótimo global bem definido (AWAD et al., 2016), onde devido às caracterís-
ticas do modelo proposto, este não alcançou melhores resultados quando comparado a
alguns dos algoritmos testados, muito embora tenha obtido melhores soluções quando
comparado aos algoritmos utilizados como base para a construção da proposta (CMA-ES
e DE). Espera-se que o L-CMA-DE alcance resultados mais competitivos caso aumente-se
a quantidade máxima de avaliações de função permitida. Já nas funções de alta multi-
modalidade, foi onde o L-CMA-DE obteve seu melhor desempenho, apresentando clara
superioridade frente à algoritmos Estado-da-Arte, como por exemplo: CMA-ES, DE e
IPOP-CMA-ES.

Desta forma, é possível afirmar que o L-CMA-DE consegue harmonizar as
características do CMA-ES e do DE (explotação e exploração, respectivamente) de forma
a alcançar relevantes resultados em funções teste de alta modalidade, sem o acréscimo na
quantidade de avaliações de função permitidas.

Entretanto, ainda são necessários testes para verificar o comportamento do
L-CMA-DE com a escalabilidade do espaço de busca. Também se faz necessária uma
análise mais aprofundada para identificar o porquê do L-CMA-DE não ter conseguido
convergir para o ótimo global, em alguns testes com funções unimodais, além de identifi-
car o motivo do baixo desempenho em funções multimodais simples. Conforme visto na
Seção 3.5, o L-CMA-DE possui parâmetros aos quais o modelo não é sensível, devendo por-
tanto ser melhor estudados para verificar o impacto de aplicar-lhes uma autoadaptação.
Deve-se também realizar uma estudo para verificar a correlação entre todos os parâme-
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tro existentes e o modelo proposto, de forma a identificar a possibilidade de controlá-los
adaptativamente, suprimindo o ajuste paramétrico. Devido ao comportamento da matriz
de covariância, observado nos testes da Seção 3.2, deve-se analisar uma proposta em que
um CMA-ES possa ser desprezado, ao passo que os indivíduos de diferentes CMA-ES
assemelhem-se em características e aptidão, possibilitando uma economia na quantidade
de avaliações de função consumidas, que podem ser utilizadas para dar prosseguimento
ao processo evolucionário. Como não há um controle sobre as regiões já exploradas, per-
mitindo que o algoritmo realize buscas em locais exaustivamente examinados, deve-se
implementar uma memória para evitar este tipo de comportamento, também com a fina-
lidade de economizar avaliações de função. Uma vez que o objetivo da execução do DE
é provocar maior exploração, há um indicativo de que ao se utilizar uma versão deste
algoritmo comprovadamente mais exploratória, seja possível obter-se melhores resulta-
dos. Por fim, com o objetivo de identificar a melhora nos resultados do L-CMA-DE ao
passar das gerações, seria relevante realizar testes aumentando-se a quantidade máxima
de avaliações de função permitidas, para analisar a capacidade do algoritmo proposto em
continuar melhorando as soluções encontradas, comparado a outros métodos.
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