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RESUMO

Em diversas situacdes, faz-se necessario selecionar um subconjunto de itens de uma
ampla colecdo, mantendo-se a relacdo que existe entre alguns dos itens, de tal forma que se um
item for selecionado, todos os seus sucessores também devem ser selecionados. A cada item é
associado um peso e o objetivo € selecionar o conjunto que maximiza a soma dos pesos dos itens
selecionados. Este problema € conhecido como problema do conjunto fechado de peso méximo e
apresenta diversas aplicagdes em dreas como gestao de producio e operacdes, manutencio, defesa
e gerenciamento de projetos. O problema do conjunto fechado de peso méaximo se assemelha
ao problema da mochila, um conhecido problema NP-completo. No entanto, o problema do
conjunto fechado de peso maximo pode ser resolvido através de algoritmos polinomiais. Este
trabalho € um estudo de revisao bibliogréfica acerca do problema do conjunto fechado de peso
méximo com foco em trés aspectos: desenvolvimento matematico, algoritmos e aplicagdes.
Em termos matematicos, os resultados importantes s@o a unimodularidade total da matriz de
restri¢des, a reducibilidade para o problema do corte minimo e a relacdo com outros problemas
combinatdrios. Analisamos as principais caracteristicas de trés algoritmos para o problema
do conjunto fechado de peso maximo, indicando o mais eficiente. Além disso, discutimos
brevemente algumas das aplica¢des do problema, sobretudo em 4reas de interesse da engenharia
de produgdo. Acreditamos que este trabalho preenche uma lacuna na literatura, aprofundando
o entendimento sobre o problema do conjunto fechado de peso maximo e detalhando suas
caracteristicas mais importantes. Com uma formulagdo abrangente e flexivel, o problema em
questdo pode ser utilizado em diversas areas da engenharia de producdo. Entendemos que o
conteudo desta pesquisa € uma ferramenta necessaria para uma maior utilizacdo do problema e

para a formulac@o de novas aplicagdes.

Palavras-chave: Problema do fechado maximo. Corte minimo. Pseudofluxo. Problema da

mineragdo a céu aberto.



ABSTRACT

In a variety of situations, one must select a subset of items from a vast collection,
preserving the relationship that may exist among some of these items, in such a way that if an
item is selected all of its successors must be chosen as well. To each item is associated a weight
and the goal is to select the subset that maximizes the weights’ sum of the items selected. This
problem is known as the maximum weight closure problem and it has several applications in such
areas as production and operations management, maintenance, defense, and project management.
The maximum weight closure problem is similar, in a sense, to the knapsack problem, a known
NP-complete problem. However, the maximum weight closure problem can be reduced to a
minimum cut problem in a special graph and then it can be solved by polynomial algorithms.This
work is a bibliographical review study about the maximum weight closure problem focusing in
three aspects: mathematical development, algorithms, and applications. In mathematical terms,
the important results are the total unimodularity of the constraints matrix, the reducibility to the
minimum cut problem, and the relationship with other combinatorial problems. We analyzed
the main features of three algorithms for the maximum weight closure problem pointing out the
most efficient one. Furthermore, we briefly discuss some applications of the problem, specially
in industrial engineering related fields. We believe that this work fills a gap in the literature,
deepening the understanding about the maximum weight closure problem and detailing its
most important features. With a broad and flexible formulation, this problem can be applied to
various industrial engineering domains. It is our understanding that the content of this research
constitutes a necessary tool for a broader utilization of the maximum weight closure problem

and for formulation of new applications.

Keywords: Maximum closure problem. Minimum cut. Pseudoflow. Open-pit mining problem.
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1 INTRODUCAO

Existem diversas situacdes nas quais se deseja selecionar um subconjunto de elementos,
onde a cada elemento € associado um determinado valor (positivo, nulo ou negativo), e onde
existe dependéncia fisica ou logica entre alguns desses elementos. Nao ha restricdes no nlimero
de elementos a serem selecionados, mas uma vez que um elemento € selecionado, todos os
elementos dependentes devem ser selecionados também. Exemplos dessas situacdes podem ser
encontrados na selecio de terminais de operacdes em aeropotos ou empresas de frete, selecao de
ferramentas para composicao de kits de reparo e em problemas de schedulling.

Em otimizacdo combinatodria, esse problema € chamado de problema do closure de peso
maximo (closure maximo ou closure 6timo), onde closure significa, nesse contexto, um conjunto
fechado de vértices ponderados em um grafo direcionado. Especificamente, nos referimos a
um conjunto S de vértices como sendo fechado se a cofronteira dirigida para fora de S € vazia,
isto €, ndo existe arco saindo do conjunto. Dessa forma, nos referimos a esse problema como
o problema do conjunto fechado de peso méximo, ou, por simplicidade, problema do fechado
maximo ou do fechado 6timo. Ndo obstante, alguns problemas combinatdrios importantes como
o problema da selecao (BALINSKI, 1970), o problema dos custos fixos compartilhados (RHY'S,
1970) e o problema da provisdo (LAWLER, 1976) sao todos redutiveis ao problema do fechado
maximo. Além disso, o problema denominado maximum blocking-cut (RADZIK, 1993) é uma
generalizagcdo do problema do fechado maximo, de forma que a resolu¢do do ultimo implica na
resolugdo do primeiro.

Em geral, problemas que buscam por uma estrutura especifica em um grafo, como um
circuito Hamiltoniano, tendem a se concentrar na classe de problemas considerados intrataveis. O
problema do fechado maximo € semelhante ao problema da mochila, um conhecido problema NP-
completo. Surpreendentemente, no entanto, o problema do fechado maximo pode ser solucionado
por algoritmos polinomiais. Isto porque esse problema pode ser reduzido ao problema do corte
minimo, que, por sua vez, € o dual do problema do fluxo maximo.

Problemas de fluxo maximo, em geral, podem ser solucionados por algoritmos rapidos
e atrativos. O teorema de Ford e Fulkerson (1956) para o problema do fluxo méximo fornece,
além de um algoritmo pseudopolinomial, uma condi¢do de otimalidade de fécil verificagdo. Com
essas caracteristicas, justificadamente, os trabalhos de Ford e Fulkerson formaram a base para
um paradigma de criacio de algoritmos para o problema do fluxo méximo. Esses algoritmos sdo
caracterizados por manter um fluxo vidvel e se aproximar da otimalidade em cada iteracao.

Na mesma época, Boldyreff (1955b) apresentou uma heuristica para o problema do
fluxo maximo cujos requisitos bdsicos eram: (i) a solu¢do pudesse ser obtida rapidamente,
mesmo para uma rede complexa; (ii) o método pudesse ser explicado facilmente para pessoal
sem conhecimento técnico especializado; (iii) a validade da solugdo estivesse sujeita a uma

verificacdo rdpida e direta; (iv) o método niao dependesse do uso de super computadores ou
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outros equipamentos especializados. O método de Boldyreff € a base de outro paradigma para o
desenvolvimento de algoritmos para o fluxo maximo. Esses algoritmos atacam o problema pelo
lado oposto em relagdo ao método de Ford e Fulkerson, ou seja, partem de uma condi¢ao de
superotimalidade e buscam a viabilidade de fluxo.

Os métodos de Ford e Fulkerson e de Boldyreff, juntamente com os trabalhos de Dantzig
em programacao linear e inteira, firmaram uma base conceitual s6lida para resolugdo eficiente do
problema do fluxo maximo. O problema do fechado 6timo, surgido da necessidade de resolugao
de algumas aplicagdes praticas a partir da década de 1970, poderia ser resolvido em tempo
polinomial como um produto subjacente do problema do fluxo maximo.

Algumas aplicagdes, especialmente o problema da mineracdo a céu aberto (OPMP
- Open-pit mining problem), entretanto, exigiram maior eficiéncia computacional e também
uma maior especializagdo tedrica do algoritmo do fechado maximo. Devido as suas elevadas
“dimensdes” - o grafo utilizado para modelar o problema pode ultrapassar facilmente 400,000
vértices e 0.7 bilhdo de arestas (ver Hochbaum e Chen (2000)) - o OPMP impulsionou o
desenvolvimento de diversos algoritmos e heuristicas.

De fato, o problema da mineracdo a céu aberto levou ao desenvolvimento de um
novo algoritmo, o pseudofluxo. Hochbaum (2008) desenvolveu este algoritmo com foco no
problema do fechado de peso maximo e baseado em um algoritmo anterior, desenvolvido por
Lerchs e Grossmann (1965). O pseudofluxo trouxe uma série de inovagdes a medida que uniu
conhecimentos provenientes da engenharia de minas e da otimizacao combinatdria.

O algoritmo € processado numa estrutura chamada arvore normalizada e é baseado em
pseudofluxos, uma generalizagdo do conceito de prefluxo de Goldberg e Tarjan (1988). Um
prefluxo viola a restricdo de conservagao do fluxo nos vértices, mas apenas em uma direcao,
permitindo que os vértices apresentem excesso de fluxo. Um pseudofluxo viola a restri¢do da
conservacdo em ambas as direcdes, de forma que os vértices podem apresentar excesso ou déficit.

Originalmente, o algoritmo nao se utilizava do conceito de fluxo, mas sim do conceito
de massa. Atualmente, no entanto, o algoritmo resolve também o problema do fluxo maximo
e tém se mostrado mais rapido do que o algoritmo push-relabel de Goldberg e Tarjan (1988)
(CHANDRAN; HOCHBAUM, 2009; FISHBAIN; HOCHBAUM; MUELLER, 2010) que é
0 benchmark até o momento. Além disso, as notagdes e os conceitos utilizados nesses dois
algoritmos sdo semelhantes, a complexidade é basicamente a mesma e uma variante do algoritmo
pseudofluxo também se utiliza de um esquema de rotulag@o, a exemplo do push-relabel.

O problema do fechado maximo tem uma descri¢do simples, poucos requisitos e ampla
flexibilidade. Combinadas essas caracteristicas com sua resolucao polinomial, o problema se
torna uma ferramenta importante para resolu¢cdo de diversos problemas reais, principalmente
no contexto industrial. Dessa forma, faz-se necessario um estudo aprofundado do problema do
fechado de peso maximo, considerando suas caracteristicas matematicas e algoritmicas. Este

trabalho busca preencher essa lacuna.
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1.1 Justificativa

Os problemas de selecdo de terminais de servico que motivaram a formulacdo do
problema do fechado maximo se concentram na area de planejamento das operagdes. Com
efeito, diversas aplicagdes do problema do fechado médximo t€m sido desenvolvidas no contexto
da gestdo da producdo e das operacdes.

Além dos problemas de seleg@o, problemas de scheduling também podem ser resolvidos
através do problema do fechado maximo. Esses problemas sdo de especial interesse tanto
pela ampla aplicabilidade como pela complexidade. Constantemente, problemas praticos de
scheduling sdo resolvidos através de heuristicas ou algoritmos de aproximacao. A resolucdo de
alguns tipos de problemas de scheduling através de um método polinomial pode revelar formas
de desenvolver algoritmos mais eficientes.

O problema do fechado maximo também tém sido usado na resolu¢do de problemas
de manutencao, de gerenciamento de projetos, de defesa e mineracao, de forma que em cada
uma dessas aplicagdes, o problema do fechado méximo toma uma forma distinta. Apesar de,
na esséncia, todas essas aplicagdes se utilizarem da modelagem discutida neste trabalho, as
especificidades de cada forma do problema podem mostrar estratégias mais adequadas e mais
eficientes. O trabalho de Hochbaum e Chen (2000) ilustra essa situacgao.

Nesse trabalho, as autoras investigaram a fundo o problema da mineragao a céu aberto,
uma das aplicacdes do problema do fechado maximo, respondendo a solicitacdo da industria
de mineragdo, que enfrentava dificuldades computacionais para resolver o problema mesmo
sabendo-se que ele era redutivel ao problema do corte minimo. Elas analisaram caracteristicas
do problema, comparam os dois principais algoritmos disponiveis e propuseram um algoritmo
mais adequado, robusto e eficiente para o problema da mineracgao.

Dessa forma, uma investigagao ampla do problema do conjunto fechado de peso maximo,
considerando suas caracteristicas matemadticas estruturais, suas aplicacdes e os algoritmos
disponiveis para sua resolucdo, faz-se necessdria, tendo-se em vista que tal estudo podera
fornecer os subsidios conceituais para um melhor entendimento do tema, bem como para o

desenvolvimento de novas aplicagdes.

1.2 Objetivo Geral

Esta pesquisa busca realizar um estudo do problema do conjunto fechado de peso
maximo, focando no seu desenvolvimento, na sua modelagem, nos algoritmos disponiveis para

sua resoluc¢ao e nas aplicagdes do problema.

1.3 Objetivos Especificos

e Analisar a formulacdo e a modelagem do problema do conjunto fechado de peso méaximo.
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e Analisar a relacio entre outros problemas combinatérios e o problema do conjunto fechado

de peso maximo.

e Avaliar os algoritmos disponiveis para resolucao do problema do conjunto fechado de

peso maximo.

e Estudar aplicagdes do problema do conjunto fechado de peso méximo.

1.4 Estrutura do Trabalho

O trabalho esta estruturado em seis capitulos. O préximo capitulo, apresenta defini¢cdes e
conceitos iniciais importantes para o desenvolvimento do restante do trabalho. Nesse capitulo,
sao apresentados elementos da teoria dos grafos, da teoria de algoritmos e complexidade e da
otimizagdo combinatoria.

O capitulo 3 apresenta o problema do conjunto fechado de peso maximo. Uma breve
contextualizacdo é apresentada, seguida pela discussdo acerca do desenvolvimento, da formulagdo
matematica e de algumas aplica¢des do fechado maximo.

O capitulo 4 foca no problema do fluxo méaximo e nos principais algoritmos desenvolvidos
para resolvé-lo. Os estudos de Ford e Fulkerson recebem uma atencado especial em virtude da
formulacdo do teorema Max-Flow Min-Cut.

O capitulo 5 foca no desenvolvimento do algoritmo pseudofluxo. Apesar de resolver
também o problema do fluxo méaximo, o algoritmo pseudofluxo merece um capitulo a parte
porque apresenta algumas implicacdes tedricas e prdticas importantes para o problema do
conjunto fechado de peso maximo.

Por fim, o capitulo 6 apresenta as consideragdes finais, onde sdo discutidos os aspectos
matemadticos, comparados os algoritmos e ressaltadas algumas das caracteristicas importantes

das aplicacdes do fechado maximo.
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2 DEFINICOES E CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo sdo apresentados as defini¢cdes basicas da teoria dos grafos, bem como os
conceitos fundamentais da teoria da complexidade de algoritmos. O capitulo € finalizado por

uma breve apresentagcdo da otimizagdo combinatoria.

2.1 Teoria dos Grafos

O problema das sete pontes de Konigsberg (atualmente Kaliningrado) é o marco inicial
da teoria dos grafos. O territério que nos anos 1700 era chamado de Konigsberg, na Prussia, é
banhado pelo rio Pregélia, sobre o qual havia sete pontes. Questionava-se, na época, se seria
possivel percorrer cada uma das sete pontes uma Unica vez e retornar ao ponto de partida
(HARRIS; HIRST; MOSSINGHOFF, 2008).

Em 1736, Euler provou que tal rota era impossivel e definiu condi¢des precisas para que
se pudesse encontrar uma rota como a desejada num sistema arbitrdrio de pontes interconectadas.
Euler representou essa situacdo através de um sistema de pontos conectados por linhas formando
um diagrama simples, um grafo (FOULDS, 1992).

A partir das defini¢des oferecidas por Euler, a teoria dos grafos comecou a ganhar
destaque como uma ferramenta eficaz para modelagem e resolugdo de diversos problemas nas
mais diversas areas do conhecimento como geografia, quimica e fisica a partir dos anos 1800.
Mais tarde, a teoria dos grafos comecou a auxiliar a otimizacao de sistemas produtivos (HARRIS;
HIRST; MOSSINGHOFF, 2008).

A teoria dos grafos foi usada e desenvolvida simultaneamente em diversas dreas do
conhecimento como geografia, fisica, quimica e genética, e por esse motivo existem diferentes
conjuntos de notacdes. Neste trabalho, utiliza-se a notagcdo apresentada por Bondy e Murty
(2008) para as defini¢cdes de grafos e suas caracteristicas.

Um grafo G é um par ordenado (V, E') que consiste de um conjunto de vértices (ou nés)
V(G) e um conjunto (disjunto de V' (G)) de arestas £(G), juntamente com uma fung@o incidéncia
¢ que associa a cada aresta de G um par nao-ordenado de vértices, ndo necessariamente
distintos, de G.

A cardinalidade do conjunto dos vértices é normalmente representada por n e a

cardinalidade do conjunto das arestas ¢ normalmente representada por m, portanto:

n=[V(@] e  m=|EG)

Determinados tipos de grafos desempenham fungdes importantes na teoria dos grafos
e nas suas aplicagdes, por isso sdo classificados em familias especiais. Essas classificacoes,
em geral, sdo um reflexo da forma do grafo e, por isso, faceis de compreender. Algumas das

classificagdes mais importantes sdo brevemente apresentadas a seguir.
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Um grafo que possui apenas um vértice € dito trivial, todos os demais sdo ditos ndo-
triviais. Um grafo € simples quando ndo apresenta loops nem arestas paralelas. Muito do estudo
de grafos se concentra em grafos simples. Um grafo vazio € um grafo no qual ndo existem
vértices adjacentes, ou seja, seu conjunto de arestas € vazio. Um grafo completo é um grafo
simples no qual quaisquer dois vértices sdo adjacentes, sendo geralmente representado por /<.

O grafo ilustrado na figura (1a) é um grafo completo em 6 vértices.

Figura 1 — Exemplos de Grafos Especiais

(a) Grafo Completo K (b) Grafo Bipartido Completo (c) Poligono

B SR )

Fonte: O autor (2018)

Um grafo é bipartido se o seu conjunto de vértices pode ser dividido em dois subconjuntos
X e Y de tal forma que cada aresta tenha uma extremidade em X e a outra em Y. Essa divisao
(X,Y) é chamada uma biparticdo do grafo. Em geral, denota-se um grafo bipartido G com
biparti¢do (X,Y) por G[.X,Y]. Se G|.X, Y] é simples e se existem arestas ligando cada vértice
em X a cada vértice em Y, entdo G € um grafo bipartido completo. O grafo da figura (1b) € um
grafo bipartido completo.

Um caminho, P, é um grafo simples cujos vértices podem ser organizados em uma
sequéncia linear de tal maneira que dois vértices sao adjacentes se eles forem consecutivos na
sequéncia, e ndo-adjacentes caso contrario. De maneira semelhante, um poligono, C', com trés
vértices ou mais, € um grafo simples cujos vértices podem ser organizados em uma sequéncia
ciclica de forma que dois vértices sdo adjacentes se eles forem consecutivos na sequéncia, e
nao-adjacentes caso contrdrio. Um poligono com um vértice consite de um vértice com um
loop e um poligono com dois vértices consiste em dois vértices ligados por um par de arestas
paralelas. O grafo da figura (1c) € o poligono em seis vértices, C's; removendo-se uma aresta de
Cg na figura (1c) obtem-se um caminho.

Sejam X e Y dois conjuntos ndo vazios de vértices de GG. O conjunto das arestas de G
com uma extremidade em X e a outraem Y é representado por F[X,Y].Quando Y = G\ X,
o conjunto £[X, Y| é chamado corte de G associado a X ou cofronteira de X e é denotado por
J(X).

Em algumas aplicagdes, como em problemas de fluxo, o conceito de grafo incorpora
um determinado sentido em suas arestas como parte de suas propriedades para poder modelar o
problema adequadamente. Nesses casos, define-se o conceito de grafo direcionado (digrafo) e

algumas caracteristicas especificas.
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2.1.1 Grafos Direcionados

Um grafo direcionado D é um par ordenado (V' (D), A(D)) composto por um conjunto
de vértices V := V(D) e um conjunto A := A(D), disjunto de V, de arcos, juntamente com
uma funcdo incidéncia v que associa a cada arco de D um par ordenado de vértices (nao
necessariamente distintos) de D. Se a € um arco de D e ¢p(a) = (u,v), u é a cauda ou origem
e v, a cabega ou extremidade do arco a (diz-se, também, que © domina v).

Grafos e digrafos mantém uma relacdo direta. A cada digrafo D, é possivel associar um
grafo G com o mesmo conjunto de vértices substituindo-se cada arco do digrafo por uma aresta
conectando os mesmos vértices. O grafo obtido € chamado grafo subjacente de D e é denotado
por G(D). Reciprocamente, qualquer grafo pode dar origem a um digrafo substituindo-se cada
aresta por dois arcos com orientacdes opostas entre os mesmos vértices. O digrafo obtido é
chamado digrafo associado de G, denotado por D(G). E possivel, também, obter um digrafo a
partir de um grafo substituindo-se cada aresta por apenas um arco em uma das duas dire¢Oes
entre os mesmos vértices; nesse caso, o digrafo obtido é chamado uma orientacdo de G. A figura

(2) ilustra esses conceitos.

Figura 2 — Grafos e Digrafos

(a) Grafo Subjacente (b) Digrafo Associado (c) Orientagdo de G

Fontes: O autor (2018)

Em um digrafo, pode-se definir dois vértices especiais, a fonte e o sorvedouro. Um
vértice s € uma fonte se ndo existe arco chegando em s, € um vértice ¢ € um sorvedouro se ndao
existe arco saindo de ¢ (ver figura (3b)).

Para um digrafo D = (V, A), um subconjunto B de A é um corte ou cofronteira se
B = 07(U) para algum subconjunto U C V, ou seja, B é o conjunto de arcos de A saindo
de vértices em U para vértices em V' \ U. Em particular, () é um corte e se ) # U # V, entdo
07 (U) é um corte ndo trivial. Para dois subconjuntos X, Y C V, (X,Y’) é uma outra forma de
representar o corte 01 (X).

Geralmente, quando se fala de um corte, refere-se a um conjunto X tal que s € X,
denominando-se esse conjunto X de conjunto fonte. Adicionalmente, um s-t corte refere-se a
uma particdo em dois subconjuntos de vértices, tal que um subconjunto contém a fonte s e o

outro, o sorvedouro, ¢, tomando-se o corte em relacdao ao conjunto fonte.
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Figura 3 — Corte em grafos e digrafos

(a) Corte em um grafo (b) Corte em um Digrafo

Fonte: O autor (2018)

No grafo da figura (3a), o corte 9(X) é representado pelas arestas em destaque (mais
grossas que as demais). No digrafo da figura (3b), o corte 0 (X ), é representado pelos arcos
s6lidos mais grossos que os demais, enquanto que 9~ (X) = 9+ (X), isto é, o corte relativo ao
conjunto complementar de X, é representado pelos arcos tracejados. Ainda na figura (3b), a

fonte e o sorvedouro do digrafo sao destacados.

2.1.2 Arvores

Uma drvore é um grafo aciclico e conexo como o grafo da figura (4a). Conforme essa
defini¢do, observa-se que cada componente de um grafo aciclico € uma arvore e, por isso, um
grafo aciclico é geralmente chamado de uma floresta. Um grafo € conexo se existe, no minimo,
um caminho entre quaisquer dois de seus vértices (BONDY; MURTY, 2008).

Figura 4 — Arvores e Arborescéncias

(a) Arvore T (b) Arborescéncia T,

r

Fonte: O autor (2018)

Em algumas aplicacdes, faz-se necessario distinguir um vértice especial 7 de uma arvore
T'; esse vértice é chamado raiz de T'. Se a arvore ' possui tal vértice, ela é representada por
T'(r) ou T,.. Uma orientacdo de uma drvore 7). na qual existe apenas um arco chegando em cada

vértice diferente de r, € chamada uma arborescéncia. A figura (4b) mostra uma arborescéncia.
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Considere uma arvore 7, com raiz r. Um vértice u em 7, é um ancestral de um vértice
v se o caminho de v a r contém u. Todos os vértices que tem o vértice © como ancestral sao
descendentes de u. T}, representa um galho de 7. suspenso a partir de v e contendo v e todos
os seus descendentes em 7. Um vértice u € o pai de um vértice v, denotado por p(v), se u é
0 unico vértice imediatamente seguinte a v no caminho de v a r. Portanto, T}, = T, € a
subdrvore suspensa a partir da aresta v, p(v)]. Todos os descendentes imediatos de v sdo seus
filhos, denotados por ch(v).

Uma drvore geradora é um subgrafo aciclico e conexo obtido por eliminagdo de arestas.

A figura (5) mostra a decomposi¢@o do grafo wheel W, em duas arvores geradoras.

Figura 5 — Duas drvores geradoras do grafo W,

Fonte: Adaptado de Bondy e Murty (2008)

2.1.3 Representacdo de Grafos

O diagrama de um grafo, arestas ou arcos conectando vértices, € uma representacao
simples que permite uma visualiza¢do concisa da topologia do grafo. Contudo, essa forma de
representacao nao é adequada para o processamento computacional do grafo. Existem diversas
estruturas de dados para representagdo e processamento computacional de grafos, entre as quais
a matriz de incidéncia e a matriz de adjacéncia, mostradas na tabela (1) a seguir.

Considere o grafo GG da figura (6), com conjunto de vértices ' e conjunto de arestas F.
A matriz de incidéncia de G € a matriz Mg := (M), n X m, onde m,,. é o nimero de vezes
em que o vértice v e a aresta e sdo incidentes, isto €, 0, 1 ou 2 (no caso de loop). A tabela (1a)
mostra a matriz de incidéncia do grafo G.

A matriz de adjacéncia de GG, é a matriz Ag := (ay,), n X n, onde a,, é o nimero de
arestas conectando os vértices u e v, considerando cada loop contando duas vezes. A tabela (1b)
mostra a matriz de adjacéncia do grafo G.

Naturalmente, digrafos também podem ser representados através da matriz de incidéncia
e da matriz de adjacéncia. A matriz de incidéncia representa um digrafo através de uma matriz n X
m que contém uma linha para cada vértice e uma coluna para cada arco. A coluna correspondente
a um arco (u, v) apresenta apenas duas entradas diferentes de zero: 41 na linha correspondente
ao vértice u € —1 na linha correspondente ao vértice v. A matriz de adjacéncia de um digrafo é

uma matriz n. X n com uma linha e uma coluna para cada vértice, de tal forma que seu elemento
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Figura 6 — Grafo G

(%
U5
€1
€5
€4
€2
\/eg
U3

V4

Fonte: O autor (2018)

Tabela 1 — Estruturas de Dados para um Grafo

(a) Matriz de Incidéncia Mg

(b) Matriz de Adjacéncia A

€1 €2 €3 €4 €5 Vi V2 VU3 Vg4 Uy
v 1 1 0 0 O v 0 1T 1 0 O
vp| 1 0 0 0 1 v 1 0 0 1 1
vs | 0O 1 1 0 O vs| 1 0 O 1 O
vy | O 0O 1T 1 1 vy | 0O 1 1 0 1
v10 0 O 1 O v 10 0 O 1 O

Fonte: O autor (2018)

indexado pela linha u e pela coluna v é igual a 1 se o arco (u,v) existe, e é igual a 0 caso

contrario (AHUJA; MAGNANTI; ORLIN, 1993).

Considere o digrafo D com conjunto de vértices V' e conjunto de arcos A, conforme

mostrado na figura (7). As tabelas (2a) e (2b) a seguir apresentam, respectivamente, a matriz de

incidéncia, M p, e a matriz de adjacéncia, A p, relativas ao digrafo D.

Tabela 2 — Estruturas de Dados para um Digrafo

(a) Matriz de Incidéncia M p

(b) Matriz de Adjacéncia A p

a; a2 a3 Q4 Gy Vi V2 Vg Vg4 Uy
vn|1 1 0 0 O v 0 1 1 0 O
vpl-1 0 0 0 -1 vp| 0 0 0 0 O
vs| O -1 1 0 O vs| 0O 0 O 1 O
vul! 0 0 -1 1 1 v |0 1 0 0 1
v 0 0 O -1 O v 0 0 0 0 O

Fonte: O autor (2018)

Tanto a matriz de incidéncia como a matriz de adjacéncia representam completamente o

grafo. Como os grafos geralmente apresentam mais arestas do que vértices, a matriz de adjacéncia
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Figura 7 — Digrafo D

U2

a
as
U1

az Uy
as

U3

Fonte: O autor (2018)

€ geralmente preferida pois frequentemente ocupa menos espago na memoria do computador,
uma vez que ¢ indexada nas colunas pelos vértices enquanto que a matriz de incidéncia é

indexada pelas arestas.

2.2 Algoritmos e Complexidade Computacional

O termo algoritmo foi cunhado em homenagem ao drabe Al Khwarizmi, escritor do livro
apontado como o mais importante meio de transmissao das ideias estruturais do sistema decimal,
isto €, adi¢@o, multiplicacdo, divisdo. Os procedimentos apresentados no livro de Al Khwarizmi
eram precisos, mecanicos, eficientes e corretos (DASGUPTA; PAPADIMITRIOU; VAZIRANI,
2008).

Dai segue uma nog¢ao intuitiva do que seja um algoritmo: um conjunto finito de instrugdes
que executam operacdes em um conjunto de dados. A observacdo fundamental aqui é que o
conjunto de instru¢gdes que constitui o algoritmo € finito e fixo, mas o tamanho do conjunto de
dados pode variar e dependerd dos dados de entrada do algoritmo (SCHRIJVER, 2003).

O exemplo a seguir ilustra a ideia primitiva de complexidade de um algoritmo. Considere

a famosa sequéncia de Fibonacci definida da seguinte forma:

F, 1+F,_2 sen>1
F, = 1 sen =1
0 sen =20
Considere o algoritmo FibExp na figura (8) para calcular o enésimo nimero de Fibonacci.
Este algoritmo € correto pois literalmente implementa a defini¢do da sequéncia de Fibonacci, ou

seja, o termo de indice zero € 0, o termo de indice 1 € 1 e, a partir de entdo, o termo de indice n é

a soma dos termos de indice n — 1 e n — 2, de forma que, recursivamente, o algoritmo calcula os
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termos de indice n — 1 e n — 2 e os soma para fornecer o termo de indice n dado como parametro

de entrada.

Figura 8 — Algoritmo FibExp

Procedure FibExp(n)
input : n
output: F),
if n = 0 then
‘ return O
end
if n = 1 then
| return 1
end
return FibExp (n — 1) + FibExp (n — 2)

FUR- N7 R VR S

Fonte: Adaptado de Dasgupta, Papadimitriou e Vazirani (2008)

Em termos de desempenho, no entanto, o algoritmo nao € desejdvel conforme n aumenta.
Considere, por exemplo, a fungdo 7'(n) como sendo o nimero de operagdes computacionais
bésicas necessdrias para calcular FibExp(n). Para n = 2, o algoritmo fard duas invocagdes
recursivas de FibExp(), isto €, FibExp(1) e FibExp(0), checara o valor de n em relacdo aos dois

if’s (linha 1 e linha 4), e realizard uma soma (linha 7), ou seja
Tn)=Tn—-1)+T(n—-2)+3

O numero de operacdes basicas cresce mais rapidamente do que os nimeros de Fibonacci. A

figura (9) a seguir ilustra a execu¢do do algoritmo FibExp() para n = 5.

Figura 9 — Execugdo do algoritmo FibExp(5)

Fonte: Adaptado de Dasgupta, Papadimitriou e Vazirani (2008)

Esta figura evidencia que o algoritmo € ineficiente para valores moderados de n, realiza

célculos repetidos e desnecessdrios. Mais que isso, esse algoritmo necessitaria um nimero
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Figura 10 — Algoritmo FibPol

Procedure FibPol(n)
input : n
output: F),
1 if n = 0 then
2 ‘ return O
3 end
4 crie uma array f[0 ... n]
5 f[0]1=0, f[1] =1
6 fori =2..ndo
7 | i) =1l — 1]+ f[i — 2]
s end
9 return f[n]

Fonte: Adaptado de Dasgupta, Papadimitriou e Vazirani (2008)

demasiado elevado de operagdes computacionais para calcular Fiq ou F7qg, por exemplo; seria
impraticavel.

O algoritmo a seguir, no entanto, realiza a mesma tarefa, ou seja, calcula o enésimo
numero de Fibonacci, mas de forma mais eficiente que o anterior. Ele guarda os calculos
intermedidrios em uma lista evitando, assim, cédlculos repetidos. O loop interno consiste de
apenas um passo computacional e € executado apenas n — 1 vezes. Portanto, o nimero de
operagdes basicas usadas nesse algoritmo € linear em n.

Enquanto o primeiro algoritmo, FibExp() varia exponencialmente com 7, o segundo
algoritmo, FibPol(), varia de forma polinomial com n. Essa é uma distin¢cao fundamental em
complexidade computacional e tem sido usada como forma de avaliar a eficiéncia de algoritmos.
De forma geral, considera-se que um algoritmo € uma solugdo pratica util para um problema
computacional somente se sua complexidade cresce polinomialmente com o tamanho do input
(PAPADIMITRIOU; STEIGLITZ, 1998; SCHRIJVER, 2003).

Neste exemplo, o design é fundamental para garantir a eficiécia do algoritmo. Existem
problemas, no entanto, para os quais ainda nao foram descobertos algoritmos eficientes e esses
problemas constituem um dos principais objetos de estudo da complexidade computacional. Mais
precisamente, a complexidade computacional € a drea da ci€ncia da computagdo que investiga
as razdes pelas quais alguns problemas sdo tao dificeis de serem resolvidos por algoritmos
computacionais (PAPADIMITRIOU, 1994).

Analisar um algoritmo significa pensar sobre como os recursos exigidos pelo agoritmo
se comportardo com o incremento do tamanho de sua entrada. Encontrar critérios, em termos
gerais, que consigam classificar algoritmos quanto a sua eficiéncia € tarefa dificil. A prépria
defini¢do de eficiéncia de algoritmos computacionais estd sujeita a diversas varidveis como a
plataforma utilizada e a instancia do problema em foco. Dessa forma, torna-se desejavel uma
definic@o concreta de eficiéncia algoritmica que seja independente da plataforma e da instancia e

que possa indicar como o algoritmo se comportard conforme o input aumenta (KLEINBERG;
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TARDOS, 2005).

Tipicamente, a eficiéncia computacional de um algoritmo é mensurada como o nimero
de operagdes bdsicas executadas pelo algoritmo como uma fun¢do do tamanho de seu input. Mais
especificamente, a eficiéncia computacional de um algoritmo pode ser capturada por uma fungdo
T(n) de N em N tal que 7'(n) seja o nimero maximo de operagdes bdsicas que o algoritmo
executa para inputs de tamanho n. No entanto, a fun¢do 7'(n) pode se tornar dependente de
detalhes inconvenientes decorrentes da definicdo de operacdes basicas (ARORA; BARAK,
2009).

Por isso é que se faz uso da notagdo conhecida como “big-oh” como uma forma de
estimar a eficiéncia de um algoritmo. Essa notagdo carrega a mesma ideia da fungdo 7'(n)
mencionada acima. Com essa forma de analisar os algoritmos, fatores constantes sao ignorados

e a atencdo € voltada para o comportamento assintdtico da fungdo 7'(n).

2.2.1 Notagdo O

Um determinado algoritmo com fungéo, por exemplo, 7'(n) = 5n — 3, sendo n o
tamanho do seu input, apresenta tempo de processamento O(n) que pode ser lido como “big-oh
de n” ou “oh de n” e informalmente significa “alguma constante vezes n”. Essa nocao de
uma certa constante vezes n proporciona duas consequéncias desejdveis: (1) ignora constantes
desconhecidas associadas com a maquina e o compilador usados para processar o algoritmo e (2)
usa algumas hipéteses simplificadoras (AHO; ULLMAN, 1992).

Considere a seguinte defini¢do precisa do que significa uma funcao ser “big-oh” de
outra, segundo Aho e Ullman (1992). Considere 7'(n) como uma fung@o que representa o
tempo de processamento de determinado programa, medida com relacdo ao tamanho do input, n.
Naturalmente, n é um ndmero inteiro ndo negativo e 7'(n) é ndo negativo para qualquer valor de
n. Sendo f(n) uma fungdo definida nos inteiros ndo negativos n, diz-se que “I'(n) € O(f(n))”
se T'(n) é, no mdximo, uma constante vezes f(n), exceto, possivelmente, para alguns pequenos
valores de n. Formalmente, 7'(n) € O(f(n)) se existirem um inteiro ny € uma constante ¢ > 0
tal que, para todos os inteiros n > ng, tem-se 7'(n) < cf(n).

Os principios basicos da notacdo “big-oh” sao:
g

1. Fatores constantes ndo importam: para qualquer constante positiva d e qualquer funcao
T(n), T(n)é O(dT'(n)), independentemente do valor de d desde que d > 0.

2. Termos de menor ordem ndo importam: suponha que 7'(n) é um polindmio de forma:

k k—1 2
an” + ag_1n + -+ an”+an-+ag

onde ay, € positivo. Todos os termos com excessdo do primeiro (o termo de maior expoente,
k) sao desconsiderados e, pelo principio 1, ignora-se também a constante ay. Portanto,
T(n) € O(n*).
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Além disso, considera-se ainda a objetividade e a simplicidade nessa notagdo para evitar
ambiguidades. Dessa forma, a notacdo “big-oh” expressa a complexidade de um algoritmo
através de um tinico termo cujo coeficiente é igual a 1. Entdo, expressdes como 0.5n° + 3n,
por exemplo, sdo representadas por O(n3) e fala-se que tal algoritmo apresenta um tempo de
processamento ctbico, 0 que permite ter uma ideia concisa de como o tempo de processamento
do algoritmo se comporta com grandes valores de input. A tabela (3) a seguir apresenta alguns
dos tempos de processamento mais comuns em algoritmos e o nome informal utilizado para

descrever tais tempos de processamento.

Tabela 3 — Tempos de processamento mais comuns e seus nomes informais

Big-Oh Nome Informal
O(1) Constante
O(logn) | Logaritmico
O(n) Linear
O(nlogn) | nlogn
O(n?) Quadritico
O(n3) Cibico
O(2") Exponencial

Fonte: Adaptado de Aho e Ullman (1992)

A andlise da eficiéncia de um algoritmo através da notacdo O(n) é uma analise do
limite superior assintético do tempo de processamento do algoritmo, ou seja, um tempo
de processamento para o pior caso. Existem também notacdes que capturam outras ideias

importantes na andlise de complexidade, como as notagdes {2 e © .

2.2.2 Notagdo {2

A notacio (2 oferece uma andlise da eficiéncia do algoritmo com um olhar para o limite
inferior assintético do algoritmo. Para uma fung@o g(n), denota-se por €2(g(n)) o conjunto de
fungdes

Qg(n)) ={f(n) : 0 <cg(n) < f(n)}
para constantes positivas c € ng e para qualquer n > ny. Portanto, se o tempo de processamento de
um algoritmo é Q2(g(n)), isto significa que independentemente do tamanho do input n escolhido,
o tempo de processamento do algoritmo para esse input €, no minimo, uma constante vezes g(n)

para um n suficientemente grande. Nesse caso, a notacio aponta para o tempo de processamento
para o melhor caso (CORMEN et al., 2009; KLEINBERG; TARDOS, 2005).

2.2.3 Notagdo ©

Para uma determinada fung@o g(n), denota-se por O(g(n)) o conjunto de fungdes

definido por:
O(g(n)) = {f(n) : 0 < crg(n) < f(n) < cag(n)
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para constantes positivas ¢y, ¢y € ng e para qualquer n > ng. Isto é, uma fungéo f(n) pertence ao
conjunto de fungdes representadas por ©(g(n)) se existirem constantes positivas ¢; e co tal que
f(n) pode ser limitada abaixo por ¢;g(n) e acima por cog(n) para um valor de n suficientemente
grande (CORMEN et al., 2009).

Observe que f(n) = ©(g(n)) implica f(n) = O(g(n)) uma vez que © é uma nogao
mais forte do que O. A partir das notacdes assintéticas, o teorema a seguir € evidente (CORMEN
et al., 2009):

Teorema 2.1. Para quaisquer duas funcdes f(n) e g(n), tem-se f(n) = ©(g(n)) se e somente
se f(n) = O(g(n)) e f(n) = Qg(n)).

Os graficos da figura (11) ilustram o significado das notacOes apresentadas. Em cada um
dos gréaficos o valor de ny € o menor possivel; qualquer valor maior € igualmente aceitdvel. Em
resumo, a notacio © limita uma funcio entre fatores constantes, a notagdo O fornece um limite
superior para a fung¢do por um fator constante, e a notacdo {2 fornece um limite inferior para a

func¢do por um fator constante.

Figura 11 — Gréficos das notagdes O, O e 2
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Fonte: Adaptado de Cormen et al. (2009)

Para finalizar esta secdo, cabe realizar uma apresentacdo sucinta de classes de problemas
uma vez que a caracterizacao de problemas desempenha um papel crucial na resolugdo dos

mesmos.

2.2.4 Classes de Problemas

Um problema € uma colecdo de “situacdes” (instancias), todas geradas de forma
semelhante. Problemas de decisdo sdo problemas cuja resposta € do tipo “sim” ou “ndo” enquanto
que problemas de otimizagdo sdo aqueles cuja resposta € um valor extremo dentro de uma cole¢@o
de valores possiveis.

Problemas de decisdo sdo problemas computacionais especiais e a maior parte da teoria
da complexidade € baseada em problemas de decisdo. Observe, por exemplo, os problemas
de decisdo correspondentes a programacao linear e a programacao inteira (KORTE; VYGEN,
2012):
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Inequagdes Lineares:
Instancia: Uma matriz A € Z™*"™ e um vetor b € Z™.

Problema de decisao: Existe um vetor x € Q" tal que Az < b?

Inequacdes Lineares Inteiras:
Instancia: Uma matriz A € Z™*"™ e um vetor b € Z™.

Problema de decisao: Existe um vetor z € Z" tal que Ax < b?

Problemas de otimizag¢do apresentam uma divisdo natural entre aqueles problemas com
varidveis continuas e aqueles com varidveis discretas, estes tltimos chamados combinatorios.
Em geral, pode-se utilizar as defini¢Oes a seguir para representar formalmente um problema de
otimizagdo (PAPADIMITRIOU; STEIGLITZ, 1998):

Defini¢do 2.1. Uma instincia de um problema de otimizagdo é um par (F, ¢), onde F' é um

conjunto qualquer, o dominio de pontos vidveis; ¢ € a fung¢do custo, um mapeamento
c: F—R!
O problema consiste em encontrar um f € F' para o qual
c(f) <c(y) paratodoy € F

Tal ponto f é chamado uma soluc¢do 6tima global para a instancia dada.

Definicao 2.2. Um problema de otimizagao € um conjunto / de instancias de um problema de

otimizacao.

Um problema de otimizagao frequentemente pode ser reduzido a um problema de decisao.
Considere o problema de otimizac¢do: minimize f(x) com xz € X, onde X é uma colecdo de
elementos derivados do input do problema e f € uma fungdo de valores racionais em X. O

problema de otimizacdo recém apresentado é equivalente ao problema de decisao:

dado um ndmero racional r, existe um = € X tal que f(z) < r?

£ 66

Um problema de decisdo € completamente descrito pelo input para o qual a resposta € “sim”.
Considere a seguinte formalizag¢do, segundo Schrijver (2003). Fixe um conjunto finito X' de
tamanho, no minimo, 2 - {0, 1}, por exemplo. Seja 2* o conjunto de todas as strings (palavras)
finitas de letras de 2. O tamanho de uma palavra é o nimero de letras da palavra, contando
multiplicidades. Um problema é qualquer subconjunto /7 de X* e o correspondente problema

informal € definido como:
dada um palavra x € X, z pertence a I] ?

A palavra x € o chamado input do problema e, como definido acima, fala-se em uma

instancia de um problema /7, quando pede-se um input concreto x se x pertence a /1.
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Diz-se que um algoritmo € polinomial ou de tempo polinomial se sua execucdo finaliza
ap6s um ndmero de operagdes limitada por um polindmio em relacdo ao tamanho do input, ou
seja, o nimero de bits que descrevem o input. Essa no¢do € importante para a defini¢ao das
classes de problemas apresentadas a seguir.

P, NP e co-NP sdo colecdes de problemas de decisdo. Um problema é chamado polinomial
se existe um algoritmo polinomial que decide se uma dada palavra x € X* pertence a /1. A
colecdo de todos os problemas polinomiais /7 C 3* é denotada por P. NP, por sua vez, é definida
como a colecdo de todos os problemas de decisdo para os quais cada input com resposta positiva
apresenta um “certificado”, verificdvel em tempo polinomial, da corretude da resposta. Uma outra
forma de caracterizar NP é como a colec¢ao de problemas de decisdo que podem ser reduzidas
em tempo polinomial ao problema da satisfabilidade, isto é, checar se uma expressdo booleana
pode ser satisfeita. Por fim, a classe co-NP consiste de todos os problemas [/ para os quais 0
problema complementar X'\ T pertecem a NP (SCHRIJVER, 2003).

As defini¢des acima, apesar de superficiais, serdo uma introducao suficiente as caracte-
risticas fundamentais desses problemas, apresentadas a seguir. O primeiro fato importante € que,
apesar de todo esforco dos pesquisadores, matematicos e cientistas durante todos esses anos,
uma questdo fundamental persiste, P=NP ? De fato, essa questdao ¢ um dos seis problemas do
milénio definidos pelo Clay Mathematics Institute que continuam sem resposta e cuja resolucao
vale um prémio de US$ 1.000.000,00 (JOHNSON, 2012).

A resolugdo definitiva dessa questdo provocaria impactos profundos em diversas areas
da matematica discreta, ciéncias da computacdo, criptografia e engenharia de maneira geral.
Se P=NP puder ser provado, a prova deverd conter uma novo e revoluciondrio algoritmo ou,
alternativamente, tornard o conceito de tempo polinomial obsoleto e sem significado. Se P #
NP puder ser provado, a prova deverd revelar algumas das razdes pelas quais alguns problemas
sdo mais dificeis que outros o que, por sua vez, levaria os cientistas e designers de algoritmos a
atacar o nucleo dessas dificuldades (SCHRIJVER, 2003).

Existe ainda uma categoria especial de problemas contendo milhares de problemas
combinatdrios, chamados problemas NP-completos. Nao sdo conhecidos algoritmos polinomiais
para resolver os problemas NP-completos. Porém, também ndo existe qualquer prova de que um
tal algoritmo ndo possa existir. Além disso, uma grande parte dos problemas nessa categoria t€ém
sido caracterizados, e resta provado que eles sdo equivalentes no seguinte sentido: um algoritmo
polinomial para qualquer um deles implicaria a existéncia de um algoritmo polinomial para
todos eles (KLEINBERG; TARDOS, 2005).

2.3 Otimizacao Combinatodria

A otimizacdo combinatdria tem suas raizes em &reas diversas como combinatéria,
pesquisa operacional e ciéncias da computacao e tem como principal motivagdo os milhares de
problemas reais que podem ser formulados através dela (KORTE; VYGEN, 2012).
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Lawler (1976), em um dos principais cldssicos da drea, observou, ja na década de 1970,
que os problemas de otimizagdo combinatdria surgem em todas as dreas, especialmente nas areas
de tecnologia e gerenciamento industrial. Observou também que a consciéncia da importancia
desses problemas estava sendo acompanhada por uma explosao combinatéria de propostas para
suas resolugdes.

Uma comprovagdo simples da exatidao das observacoes de Lawler (1976) € dada pela
quantidade de trabalhos e livros publicados em otimizacdo combinatéria a partir de entao.
Com efeito, o livro de Lawler foi o primeiro de uma série de livros com o titulo “Otimizagao
Combinatéria” (e algum subtitulo como algoritmos e complexidade, ou teoria e algoritmos),
como, por exemplo, Papadimitriou e Steiglitz (1998), Cook et al. (1998), Cornuejols (2001) e
Schrijver (2003).

Em termos gerais, diversas categorias de problemas de otimizacao ja foram identificadas
e caracterizadas na literatura, como mostra Odili (2017). Essa elevada quantidade de tipos de
problemas de otimizac¢do provém da busca por solugdes de problemas reais encontrados em
praticamente todos os campos da economia e da sociedade. O autor supracitado, por exemplo,
argumenta que dificilmente existe algum campo - da medicina, farmdcia, ci€ncias, engenharia
aos negdcios - que atualmente ndo exija algum tipo de otimizacao.

Existe uma divisdo natural de todos esses tipos de otimiza¢do em duas grandes categorias:
otimizagdo continua e otimizagao discreta. A otimizacdo continua foca na minimiza¢cao ou
maximizagao de fun¢des de nimeros reais continuos enquanto que a otimizacao discreta se
utiliza de nimeros inteiros na busca pela otimizacdo de funcoes.

Otimizagdo discreta pode ainda ser subdividida em otimizacdo combinatéria e pro-
gramacao inteira. Programacao inteira (IP - integer programming) trata da maximizag¢ao ou
minimizac¢do de uma fungdo de vérias varidveis sujeita a restricdes na forma de inequacdes e
equagoes, e restricdes de integralidade em algumas ou em todas as varidveis (NEMHAUSER;
WOLSEY, 1989). Os casos especiais que admitem fracdes ou decimais como parte das restricdes
compdem a programacao inteira mista (MIP - mixed integer programming). Na maioria das vezes,
no entanto, os problemas de IP sdo tecnicamente classificados como problemas de programacao
linear inteira (ILP - integer linear programming) uma vez que nesses problemas tanto a funcao
objetivo como as restri¢des sao lineares (ODILI, 2017).

Na otimizacdo combinatdria, busca-se um objeto 6timo em uma cole¢do finita de objetos.
Em geral, a colecdo apresenta uma forma concisa de representagdo, como um grafo, mas
apresenta também uma quantidade enorme de objetos. Especificamente, o nimero de objetos da
colecdo cresce exponencialmente de acordo com o tamanho da representagdo. Dessa forma, a
andlise individual dos objetos para selecdo do 6timo € invidvel na maioria das vezes. Métodos
mais eficientes devem ser buscados (SCHRIJVER, 2003; ODILI, 2017).

A otimizac@o combinatdria, como uma disciplina matemaética coerente, € relativamente
nova. Schrijver (2005) aponta que o que existia até a década de 1950 era um nimero de linhas
de pesquisas independentes, considerando separadamente problemas como o da designacao

otima, da arvore geradora minima, do transporte e o problema do caixeiro viajante. Apenas
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quando a programagdo linear e inteira se tornou uma ferramenta disponivel e a drea de pesquisa
operacional comegou a despertar atengdo intensiva é que esses problemas foram postos em uma
mesma perspectiva e relagdes entre eles foram descobertas.

De fato, a programacao linear forma o ponto de articulagdo da histéria da otimizagao
combinatdria. Apds a formulacdo da programacgdo linear como um problema geral e do
desenvolvimento do método Simplex em 1947 por Dantzig, praticamente todos os problemas
de otimiza¢do combinatéria foram atacados, muitas vezes com sucesso, através das técnicas de
programacao linear. Por outro lado, alguns problemas permitem uma resolu¢cdo mais eficiente
do que a resolugdo através do método Simplex, como o problema do fechado de peso méximo
e o problema do fluxo maximo. Métodos mais especilizados de resolucdo de problemas
combinatorios tém se tornado necessédrios conforme o tamanho da entrada de dados dos problemas

aumenta.
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3 PROBLEMA DO CONJUNTO FECHADO DE PESO MAXIMO NUM DIGRAFO

Rhys (1970) e Balinski (1970) estudaram independentemente o problema da selegao
de terminais para manuseio de fretes que encontrava aplicacdes diversas ja naquela época e
chamou a atenc¢do desses pesquisadores por apresentar uma dificuldade particular de natureza
exponencial.

O problema consite em determinar o estabelecimento de ligacdes entre terminais de
servicos de forma 6tima. Para uma determinada companhia de transporte poder operar o
transporte entre dois pontos (duas cidades, duas regides, etc) a companhia precisa estabelecer ou
construir um terminal de servigos em cada um dos pontos. A operagdo dos servicos de transporte
(de pessoas, de cargas, etc) nessa ligacao naturalmente confere a empresa um faturamento
enquanto que o estabelecimento dos terminais implica em um custo fixo referente a cada
terminal.

A andlise tradicional de viabilidade financeira torna-se inviavel nesta situacao quando se
observa que as ligacdes ndo sdo independentes. Caso as ligacdes fossem independentes, bastaria
subtrair os custos do faturamento para determinar a viabilidade financeira do empreendimento.
Entretanto, uma vez que um terminal € construido, € possivel operar outras ligacOes a partir deste
terminal com qualquer outro ponto onde ja exista um terminal de servigos operante. Dessa forma,
os custos fixos de construir ou estabelecer um terminal sdo compartilhados entre as diversas
ligagdes operadas a partir do terminal. Por essa razao, Rhys (1970) generalizou em certa medida
o problema da selecio chamando-o de problema dos custos fixos compartilhados.

O problema da selecdo (ou dos custos fixos compartilhados) pode ser pensado da seguinte
forma: cada ligacao determina um subconjunto de dois pontos, cada ponto apresentando um
determinado custo. Cada ligag¢do, no entanto, apresenta um beneficio e o objetivo € selecionar
uma cole¢do de subconjuntos de pontos de tal forma que o beneficio total menos o custo de
todos os pontos na cole¢do seja 0 miximo possivel.

Esse problema pode ser generalizado para comportar subconjuntos de mais de dois pontos.
De fato, Lawler (1976) apresentou uma outra versao do problema da sele¢do, denominado por ele
de problema da provisao, incorporando essa possibilidade. O problema da provisdo se assemelha
ao problema da mochila cldssico, um famoso problema NP-completo.

O problema da provisao pode ser apresentado da seguinte forma: pode-se comprar ou
selecionar itens de uma lista de n itens, onde cada item j apresenta um custo c;. Existem m
conjuntos de itens, 51, .5, ...,S, que conferem um beneficio especial. Se todos os itens de
um conjunto S; forem selecionados, um beneficio b; (em termos de utilidade, desconto, etc.) é
conferido. Os conjuntos sdo arbitrdrios e ndo precisam ser relacionados de qualquer maneira
particular, de forma que um determinado item pode estar em vArios conjuntos.

Essa formulac@o ¢ uma forma um pouco mais sofisticada do problema da mochila uma

vez que considera que o beneficio atibuido aos itens ndo € independente. Em diversas situagdes,
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essa hipdtese € mais realista do que a hipdtese de independéncia usada no problema da mochila.
Uma laterna a pilha, por exemplo, confere pouca utilidade ao usudrio se este nao dispuser de
pilhas. Por outro lado, uma vez que as pilhas sdo adquiridas, elas podem ser usadas com outros
itens (aparelhos de rddio e de comunicacdo, controles, calculadoras). Nao existe restricdo com
relagcdo ao numero de itens que podem ser selecionados e o objetivo € simplesmente maximizar
o beneficio liquido, ou seja, o beneficio total menos o custo total dos itens selecionados.

Lawler observou que, mesmo sem restricdes em relacdo a selecio dos itens, o problema
parecia incrivelmente dificil, intratdvel de fato. Surpreendentemente, porém, ele poderia ser
modelado em termos de um problema de corte minimo e solucionado facilmente através da
dualidade max-flow min-cut.

Para formular matematicamente o problema da provisao, define-se dois tipos de varidveis

bindrias:
1, seoitem j € selecionado,
Uj ==
0, caso contrério.
1, se o conjunto ¢ € selecionado,
U; =

0, caso contrério.

O problema consiste, entdo, em maximizar a funcao

Z = zm: b,—ui - zn:CjUj (31)
@ J

sujeita a
szui, ‘v’jGSi, izl,...,m (32)

UZ‘,UjE{O,l}, izl,...,m, jzl,,n (33)

Observe que as restrigdes (3.2) e (3.3) impedem que o beneficio referente a um conjunto
1 seja conferido sem que todos os itens do conjunto tenham sido selecionados.

Lawler (1976) propdem uma resolucdo através da introdug@o de m + n novas varidveis e
trabalhando com o problema do corte minimo. Rhys (1970) e Balinski (1970) também focaram
em resolver o problema da sele¢ao através de um problema do corte minimo, mas com uma
abordagem um pouco diferente. A estrutura dos problemas apresentados até aqui, no entanto, € a
mesma e todos eles podem ser modelados em termos de um grafo bipartido especial.

Considere os seguintes itens e seus custos, bem como os possiveis conjuntos de itens
e os beneficios relativos na tabela (4). A figura (12) esquematiza o exemplo do problema da
provisdo. Os nés do lado direito, enumerados de 1 a 6, representam os itens juntamente com
seus custos. Os nds do lado esquerdo representam os conjuntos juntamente com os respectivos
beneficios. Os arcos representam as relacdes de pertinéncia, ou seja, existe um arco saindo de
um vértice representante de um conjunto para cada um dos vértices representantes dos itens que

compdem o conjunto.
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Tabela 4 — Itens e Conjuntos

Ttem | Custo Conjunto | Beneficio

1 . A=1,2 ba

) . B=1,5 bp

3 e C=2,3,4 be

4 Cs D = 3, 4 bD

5 e E=3,4,5 bg

6 o F=4,6 br
G=5,6 ba

Fonte: Adaptado de Lawler (1976)

Para transformar o problema da selecio em um problema de fluxo a partir da figura (12),
dois novos vértices sao adicionados, uma fonte s e um sorvedouro ¢. Um arco saindo da fonte
para cada no representante de um conjunto € criado, e o beneficio do conjunto passa a representar
a capacidade do arco. Semelhantemente, um arco saindo de cada um dos nds representantes
dos itens € adicionado a rede, e o custo do item passa a representar a capacidade do arco. A

capacidade dos demais arcos € infinita.

Figura 12 — Ilustrag@o esquemadtica do problema da provisao

Fonte: O autor (2018)

A figura (13) ilustra esta modelagem. A resolucdo de um problema max-flow min-cut na
rede da figura (13) resolve o problema da provisdo, conforme sera provado mais adiante neste

capitulo.
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Figura 13 — Rede do problema da provisao

Fonte: O autor (2018)

Picard (1976) generalizou o problema da selecao para o problema do fechado de peso
mdximo. Sua principal motiva¢do era na drea de engenharia de minas, o problema da mineracdo
a céu aberto (OPMP - Open Pit Mining Problem).

A inddstria de minerac¢ao naquela época estava desenvolvendo métodos de solugdo para
0 OPMP separadamente da comunidade da pesquisa operacional de forma que o grande mérito
de Picard foi construir uma ponte entre esses dois campos, permitindo que algoritmos eficientes
para problemas de fluxo médximo e corte minimo fossem usados em problemas de mineragao
(HOCHBAUM, 2008).

Essa ponte foi benéfica também para a comunidade da pesquisa operacional uma vez
que, mais tarde, alguns métodos da engenharia de mineracao foram usados como base para o
desenvolvimento de solugdes para problemas de interesse da pesquisa operacional, como € o
caso do algoritmo pseudofluxo.

Antes das operacdes de escavagdo serem iniciadas, a regido de interesse € particionada
em blocos e o valor do mineral em cada bloco, em funcdo do volume de mineral, € estimado
por informacdes geoldgicas através de perfuracdes. A figura (14) representa um corte vertical
da regido de mineracdo, ilustrando essa situac@o, onde a regido destacada representa o volume
de mineral na regido. O custo de minerar e processar cada bloco também ¢ estimado e um
determinado lucro (ou prejuizo) pode ser atribuido a cada bloco (AMANKWAH; LARSSON;
TEXTORIOUS, 2014).

O OPMP consiste em determinar, nesses termos, o contorno 6timo, ou seja, quais blocos
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Figura 14 — Regido de mineragdo

Fonte: O autor (2018)

escavar de forma a maximizar o lucro total. As Unicas restricdes dizem respeito as relacdes de
precedéncia dos blocos e ao angulo de seguranca a ser mantido. As retri¢des de precedéncia
obrigam que todos os blocos diretamente acima de um determinado bloco j sejam escavados
antes que o bloco j possa ser escavado. As restrigdes de contorno ou angulo garantem que as
paredes do po¢o de mineracgao sejam mantidas com um certo grau de inclinacdo para garantir a
seguranca das operacdes.

O OPMP pode ser representado por um digrafo ponderado nos vértices, onde cada vértice
representa um bloco e o peso de um vértice € o resultado que seria obtido com a escavacao desse
bloco individualmente, ou seja, o valor do metal contido no bloco menos o custo da extragdo e
processamento desse bloco unicamente. Portanto, o peso de um bloco pode ser positivo, nulo ou
negativo.

Os arcos representam as restri¢des de precedéncia de forma que um arco (4, j) no digrafo
significa que o bloco ¢ ndo pode ser escavado antes da escavacdo do bloco j. Observe que a
restri¢cao de precedéncia impde que qualquer conjunto de vértices selecionados no digrafo ndo
apresente arcos com origem no conjunto e extremidade fora do conjunto. Assim, uma solugao do
problema € um conjunto de vértices fechado em relacdo a esses arcos e por isso o problema é
chamado de problema do fechado méximo. A figura (15) ilustra o grafo caracteristico de um
OPMP com os vértices em destaque formando um conjunto fechado.

Formalmente, pode-se definir o problema do fechado maximo da seguinte forma: dado
um digrafo D = (V, A) ponderado nos vértices, onde b; representa o peso (positivo, nulo ou
negativo) do vértice ¢, para todo ¢ € V', encontre um subconjunto fechado de vértices U C V' tal
que ), by é miximo.

Para formular matematicamente este problema, define-se

1, seoitem j estd no fechado,

0, caso contrario.
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Figura 15 — Grafo do OPMP

(0

Fonte: O autor (2018)

e b; o peso do nd j. Dessa forma, tem-se o seguinte problema de otimizacéo:

max E bjx;

jEV
sujeitoa z; —x; >0 VY(i,j) € A 34
0<z; <1 intetro jeV

O problema do fechado maximo, entdo, € essencialmente uma versao do problema da
selecdo onde o grafo nao € bipartido no sentido de que n@o ha distingdo entre itens e conjuntos
(HOCHBAUM, 2004). Observa-se que o problema torna-se trivial se todos os vértices tiverem
pesos de mesmo sinal. Se todos forem positivos, o fechado 6timo é obviamente todo o grafo.
Se todos forem negativos, o fechado 6timo € um conjunto vazio de vértices. Picard (1976)
ofereceu uma ampla generaliza¢do e provou que também o problema do fechado maximo pode
ser solucionado através de um corte minimo.

Além disso, percebe-se, através dessa formulagdo, que a matriz de restri¢des para este
problema apresenta, em cada linha, um 1 e um —1. A matriz de restricdes € indexada nas linhas
pelos arcos e nas colunas pelos vértices e sua transposta € a matriz de incidéncia do problema. A
matriz de incidéncia de um problema do fechado méximo, portanto, ¢ uma matriz que apresenta
um 1 e um —1 em cada coluna e todas as demais entradas da coluna sdo iguais a 0, o que indica
que a matriz é totalmente unimodular (HOCHBAUM, 2001).

Uma matriz € totalmente unimodular se todos os seus subdeterminantes sao iguais a
—1, 1 ou 0, o que implica que suas entradas também sdo iguais a —1, 1 ou 0, uma vez que cada
entrada € um subdeterminante. Matrizes totalmente unimodulares sdo especiais em otimizacao
combinatdria porque determinam uma classe de problemas de programacao linear com solucao

Otima inteira. Mas especificamente, qualquer problema de programacdo linear com entrada
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inteira e com matriz de restrigdes totalmente unimodular possui uma solu¢do 6tima inteira
(SCHRIJVER, 1999).

3.1 Reducao para o Problema do Corte Minimo

Considere um digrafo D = (V, A) e um peso b, associado a cada vértice v € V', como
na figura (16). Define-se um digrafo modificado D’ = (V’,; A’) e um vetor de capacidades c da

seguinte forma:

Figura 16 — Digrafo Original

2 -7

Fonte: Adaptado de Cook et al. (1998)

V=V U{s,t};

Para cada vértice v € V com b, > 0, D’ tem um arco (s, v) com capacidade ¢, = b,;

Para cada vértice v € V, com b, < 0, D' tem um arco (v, t) com capacidade c¢,; = —b,;

As capacidades dos arcos restantes (ou seja, os arcos originais de A) sdo infinitas.

Observe o digrafo modificado a partir desse procedimento na figura (17). Qualquer s-t
corte finito 0 (U) no digrafo modificado D’ serd tal que ndo inclui nenhum arco do digrafo
original, uma vez que todos esses arcos, em D’, apresentam capacidade infinita. Desta forma,
U = {s} US, onde S é um fechado no digrafo original D. O peso do fechado .S, w(S5), é dado

por:

w(S) = (bu | by > 0)+ > (by | by < 0) (3.5)

veS veS
Reciprocamente, qualquer fechado S C V' determina um s-t corte 07 (S U {s}). Dois

tipos de arcos fazem parte desse corte: arcos saindo da fonte s para vértices fora do fechado S; e
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Figura 17 — Digrafo Modificado
%0_ b
2
( /\7
00 00 1
00 00

S

Fonte: Adaptado de Cook et al. (1998)

arcos saindo de vértices do fechado para o sorvedouro ¢. Portanto, a capacidade do corte 07 (U),
c(0*(U)), é calculada por:

(07 (U)) = (b | by >0) = > (by | by < 0) (3.6)

vgS veSs
Considere a soma dos pesos ndo negativos dos vértices em S, > (b, | b, > 0).

Adicionando-se e subtraindo-se esta quantidade no termo da direita da equacdo (3.6), obtém-se:

(0T (U)) =[> (b | by > 0) + > (b | by > 0)]—

véS veS

D (b [ be < 0)+ Y (b | by > 0)]

ves veS

(3.7)

O lado direito da igualdade na equacao (3.7) apresenta dois componentes especiais. O
primeiro componente, composto pelos dois somatdrios no primeiro par de colchetes, € a soma
dos pesos nio negativos de todos os vértices do digrafo. Essa quantidade, denotada por W, é
constante em relacdo a escolha do fechado, dependendo apenas dos pesos do digrafo original. O
segundo componente € precisamente o peso do fechado S. Substituindo essas informacdes na

equagao (3.7) e rearranjando-a, obtém-se:

w(S) = W+ — ¢(d*(U)) (3.8)

Como W é constante em relagdo a escolha do fechado, basta minimizar a capacidade
do corte 91 (U) para obter um fechado de peso maximo, isto é, basta solucionar o problema
do corte minimo no digrafo modificado. Encontrado o conjunto de vértices U cujo s-t corte
apresenta a menor capacidade em D’ e observando-se que U = {s} U S, sabe-se que S, em D, é

um fechado de peso maximo.
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Ford e Fulkerson (1956) estabeleceram que o valor do fluxo maximo € igual ao valor de
um s-t corte de capacidade minima, isto é, estes dois problemas sao formulacdes lineares duais
um do outro. As informagdes apresentadas por esses dois problemas, entretanto, sdo diferentes
pois enquanto o problema do corte minimo busca apenas uma particao do conjunto de vértices
em dois subconjuntos, o problema do fluxo médximo atribui fluxo a cada arco.

O problema do corte minimo é um dos mais importantes problemas nas ciéncias da
computacdo e apresenta numerosas aplicagdes em diversas dreas (DUAN; XU, 2014). Juntamente
com o problema do fluxo médximo, forma uma das bases da otimizacdo combinatéria (GRANOT
et al., 2012).

Hochbaum e Chen (2000) afirmaram que o inico método conhecido para resolver o
problema do corte minimo exigia primeiramente a resolu¢do do problema do fluxo méximo e,
a partir deste, a determinagdo do corte minimo € possivel observando os vértices que podem
ser alcangados a partir da fonte no grafo residual. Essa afirmacao parece continuar valida em
certa medida no sentido de que os algoritmos conhecidos atualmente para resolver o problema
do corte minimo sdo geralmente baseados no problema do fluxo maximo ou, mais raramente, em
algum certificado de otimalidade que pode ser usado tanto para o problema do fluxo méaximo,
como para o problema do corte minimo.

As assimetrias entre resolver o problema do corte minimo e o problema do fluxo maximo
parecem indicar que a resolu¢@o do problema do corte minimo € mais facil do que a resolugdo
do problema do fluxo méximo, ainda assim, a maior parte dos algoritmos conhecidos resolvem o
problema do corte minimo através do problema do fluxo maximo. Além disso, dado apenas o
corte minimo, nao existe forma eficiente de determinar o fluxo em cada arco (HOCHBAUM;
CHEN, 2000).

Em resumo, o problema do conjunto fechado de peso maximo generaliza os problemas
da selecdo (custos fixos compartilhados), da provisdo e da mineragdo a céu aberto. Além disso,
o problema do conjunto fechado de peso maximo resolve também o problema do maximum
blocking-cut (discutido no capitulo 5). Trata-se, portanto, de uma modelagem flexivel e versatil
e encontra muitas aplicacdes na pratica. Na proxima sec¢do sdo apresentadas algumas dessas

aplicacoes.

3.2 Aplicacoes

As aplicacdes do problema do conjunto fechado de peso maximo se estendem por uma
variedade de dominios, com especial efeito em problemas de engenharia de produgdo e operagoes,
mas englobando também problemas de defesa e de manuteng¢do, entre outros. Algumas dessas

aplicacdes sdo brevemente apresentadas nesta secao.

3.2.1 Problemas de Agendamento/Planejamento

Um dos problemas mais comuns na produc¢do industrial e de servicos é o problema do

agendamento (scheduling) e se refere a alocagao de recursos a tarefas considerando um certo
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intervalo e buscando otimizar um ou mais objetivos. E um processo decisério rotineiro e com
variados niveis de complexidade (PINEDO, 2008).

Faaland e Schmitt (1987) formularam um problema de agendamento de tarefas em um
processo de fabricagdo e montagem baseado no problema da selecdo. O modelo formulado por
eles apresenta contribui¢do significante a medida que considera tanto as penalidades decorrentes
de atrasos na entrega dos produtos acabados, como o custo de manutengao de estoques para
produtos acabados, balanceando os custos de ambas as situagdes na determinacao de tempos
vidveis de conclusdo de tarefas.

Esse problema de agendamento envolve duas decisdes: (1) a ordem na qual cada tarefa
deve ser desenvolvida em cada estacdo de trabalho (expedicdo); (2) a determinag@o do tempo de

conclusdo para as tarefas. As hipéteses do problema sdo, basicamente:

e cada tarefa € um elemento nao divisivel;

o tempo de processamento atribuido a cada tarefa € composto de um tempo de setup
(preparagdo) e um tempo de execucao/montagem por unidade, multiplicado pela quantidade

de itens da batelada;

e todos os tempos de processamento e as datas de entrega dos produtos acabados sdo

conhecidos;
e o tempo de setup de cada tarefa € independente da ordem de expedicao;

e depois de iniciada, uma tarefa ndo pode ser interrompida e apds concluida a tarefa, ndo ha

atrasos na movimentacdo dos itens para as proximas estacoes de trabalho;

e uma tarefa ndo pode ser iniciada até que todas as tarefas precedentes na fabricagdo do

produto final tenham sido executadas e essas relagdes entre tarefas sao conhecidas;

e duas ou mais tarefas designadas para a mesma estacdo de trabalho nao podem ser

processadas simultaneamente.

A estrutura de custos do problema € composta de dois tipos de custos: custos decorrentes
de atraso na entrega de produtos acabados e custos de manuten¢do de estoques. Para o primeiro
tipo de custo, o consumidor ou o departamento de vendas da empresa determina uma data para
entrega do produto final. Se uma tarefa ¢ € a tarefa final na fabricacdo de um produto, considere
D; como a data de entrega e L; a penalidade por unidade de tempo por atraso na finalizagao do
produto. Se o tempo de conclusdo x; excede D;, atrasando a entrega do produto, uma penalidade
L;(x; — D;) é aplicada, refletindo tanto a perda de confianca dos clientes como o custo de
oportunidade decorrente do atraso no recebimento do pagamento correspondente ao atraso da
entrega do produto.

Cada vez que uma tarefa € realizada, um valor adicional € investido no produto na forma

de trabalho e materiais. Esses valores adicionais sdo retidos até o recebimento do pagamento
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pelo produto e constituem o segundo tipo de custos. Se FE; representa o custo de manutenc¢do de
estoque por unidade de tempo para tarefa ¢ e r representa a taxa de juros, considere o seguinte
exemplo.

Uma determinada tarefa ¢, executada na estagcdo de trabalho £, utiliza matéria-prima no
valor de $ a;. Além disso, para um custo de trabalho de b por hora na estagao k£ e um tempo
de processamento de p; horas para a atividade ¢, o custo de manutencao em estoque é dado
por E; = (a; + bgp;)r. Se (i) € a tltima tarefa na estrutura de produgdo do produto do qual
a tarefa ¢ € componente, entdo o periodo entre a finalizagdo da tarefa ¢ e a entrega do produto
¢ dado por max(Dq(i), xq(i)) — x;, € 0 custo de manutencao de estoque associado a tarefa ¢ é
Eilmax(Dqgy, Zq@i)) = il

Seja F' o conjunto de cada uma das ultimas tarefas na estrutura de produgdo de cada
produtoe N = {1,2,...n} o conjunto de todas as tarefas, o problema do agendamento pode ser

formulado como:

min Q(z) = Z Eilmax(Dg, Tq)) — 5] + Z Liimax(z; — D;,0)] (3.9)
iEN ieF

Observe que, diferentemente de outros problemas de agendamento, o problema formulado
por Faaland e Schmitt (1987) busca minimizar ambos os componentes de custos, tanto as
penalidades oriundas de atraso na entrega dos produtos acabados, como as penalidades refletidas
nos custos de manutengdo de estoque para produtos finalizados antecipadamente. A solugao
proposta por eles, chamada de procedimento de sele¢cdo, é composta por duas fases.

A primeira fase produz um grafo de precedéncia especificando toda estrutura de producao
e sequéncias de expedicdo, além de um agendamento vidvel inicial. A segunda fase busca
melhorar o agendamento inicial resultante da primeira fase. A fase dois termina com uma
solugdo 6tima para o grafo de precedéncia da fase 1.

Na primeira fase, os autores utilizam uma heuristica conhecida como Minimum Slack
Time (MST) para gerar o grafo de precedéncia representante da ordem de expedicao. De maneira
geral, essa heurfstica busca manter uma maior taxa de ocupacgdo das estacdes de trabalho enquanto
mantém a prioridade na fabricacdo de produtos com datas de entrega mais proximas.

Utilizando-se da heuristica MST, organiza-se a expedicao das atividades num diagrama
de Gantt e, a partir dele, em um grafo direcionado, G = (V, A). Define-se, ainda, a rede ativa,
G* = (V, A*), onde A* é o conjunto de arcos (7, j) de A tal que z; — p; = ;. A obtencdo da
rede ativa finaliza a fase 1 do procedimento, fornecendo uma sequéncia de expedi¢do vidvel,
baseada no menor tempo de finalizacdo de cada tarefa. Definidas a sequéncia de expedicdo e a
estrutura de produgdo, o problema do agendamento pode ser reduzido ao seguinte problema de

minimizagao:

min  Q(x)
s.a. x; >p; ©E€N, (3.10)
vy—p; > (i,5) € A
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Na fase 2 do procedimento, cada iteracdo verifica se a solu¢do pode ser melhorada pelo
aumento do valor de alguma varidvel. Se essa melhoria for possivel, o procedimento seleciona
a tarefa ou o conjunto de tarefas cujo aumento reduz os custos das penalidades de forma mais
rapida. O problema de selecionar o grupo de varidveis apropriadas no grafo € o problema do
conjunto fechado de peso méximo. Portanto, o procedimento de Faaland e Schmitt (1987) resolve
o problema do agendamento através de um algoritmo que resolve, a cada iteracao, o problema

do conjunto fechado de peso maximo.

3.2.2 Otimizacdo de Kits de Reparo

Mamer e Smith (1982) formularam um modelo para resolver o problema de otimizacao
de kits de reparo para equipes de trabalho em campo. O modelo € resolvido pelo problema do
conjunto fechado de peso médximo e é baseado na taxa de conclusdo de tarefas.

Muitas empresas alugam e/ou mantém equipamentos em diversos locais geograficamente
distantes. Empresas especializadas em manutengdo, por exemplo, prestam servicos para
diversas industrias em diferentes cidades. Para realizar reparos e interven¢des em maquinas e
equipamentos, as equipes de trabalho em campo precisam de vérias ferramentas e componentes
que, em geral, sdo carregados como kits de reparo pela equipe de campo.

Para uma determinada chamada de reparo, se todos os elementos necessarios estiverem
no kit, a equipe de campo podera realizar o reparo. Porém, se nem todos os elementos necessarios
estiverem presentes no Kit, a tarefa ndo € completada e a ordem de servigo € marcada como
incompleta. Ordens de servico incompletas, além de causarem perda de confiangca na empresa e
possivelmente quebra de contratos, sdo custosas do ponto de vista operacional pois aumentam o
downtime dos equipamentos, exigem deslocamentos extras da equipe de campo, podem exigir
parada na produgao ou submeter os equipamentos a danos. Por outro lado, carregar mais itens no
kit de reparo com a equipe de campo pode aumentar os custos de manuseio e estoque. Assim,
o problema do kit 6timo busca minimizar os custos de estoque e manuseio, além dos custos
decorrentes de ordens de servi¢o incompletas (AHUJA; MAGNANTI; ORLIN, 1993).

A equipe de campo pode reabastecer os kits de reparos entre tarefas, mas seus itens
especificados sao fixos. Assim, uma tarefa representa um conjunto de componentes e ferramentas
que sao necessarios antes que o kit possa ser reabastecido. Do ponto de vista do estoque, uma
tarefa € um conjunto de componentes e ferramentas de maneira que tarefas que necessitam dos
mesmos itens (componentes e ferramentas) sdo de um mesmo tipo.

Portanto, define-se um conjunto de m tipos de tarefas Jy, Js, . .., J,, que representam
todas as possiveis tarefas encontradas pela equipe de campo. De maneira semelhante, existem
n, (1,2,...,n), tipos de itens disponiveis para a equipe. Observe que uma determinada tarefa
J; € definida pelo conjunto B; de itens necessarios para realizar a tarefa .JJ;. Um kit de reparo
consiste do conjunto fixo de itens M C {1,2,...,n} que serd carregado pela equipe de reparo.
No contexto do estoque, o contetido do kit é sempre M, de forma que as ferramentas, itens que

podem ser reutilizados, podem ser incluidas na anélise.
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Seja H; o custo de estoque anual para o item z. O custo anual de estoque do kit M é
dado por ), ,, H;. Com o kit M, todos as tarefas tais que 5, C M podem ser realizadas e
todas as demais serdo ordens de servigo incompletas. Para uma tarefa nao concluida do tipo Jj,
a empresa absorve um custo Vj, atribuido as penalidades decorrentes da ndo conclusio da tarefa.

Para calcular o custo esperado anual associado ao kit M, determina-se o nimero esperado
de tarefas de cada tipo que seriam realizadas durante um ano por um unico kit de reparo. Denota-
se o numero de tarefas do tipo j pela varidvel aleatéria N;, j = 1,...,m. Dessa forma, o custo

total anual esperado com as penalidades por kit por ano para o kit M é:

> BNV = 3 Vi,
{41B;£M} {41B; £ M}
onde \; € o nimero esperado de tarefas do tipo j realizado pelo kit durante um ano. O custo

esperado total anual por kit para um determinado kit M é:

CM)=> Hi+ Y V.
iEeM {41B; £M}

O problema do kit 6timo, portanto, tem como objetivo selecionar/compor um kit M
que minimize C'(M). Com essa formulag@o, para um determinado kit M/, um determinado tipo
de tarefa podera ser sempre executada ou nunca podera ser executada e resultard sempre em
ordem de servi¢o incompleta. A unica incerteza envolvida no modelo diz respeito a quais tipos
de tarefas serdo exigidas em uma determinada ordem de servico. Observe que, dessa forma,
serd necessario apenas somar as tarefas que resultardo em ordens de servi¢o incompletas para
determinar o custo esperado das penalidades. Além disso, somente o niimero de ocorréncias \;
precisa ser estimado para determinagdo de C'(M ). Essa estimagdo pode ser feita com base nos
arquivos das operacdes da empresa (MAMER; SMITH, 1982).

Percebe-se que o problema do kit 6timo pode ser resolvido como um problema de
selecdo, ou seja, um problema do conjunto fechado de peso méximo em um grafo bipartido. Seja
L; = V;\; e considere o grafo da figura (18).

Os vértices J1, Js, . .., Jp, correspondem as m tarefas e os vértices numerados de 1 an
representam os n tipos de itens diferentes, incluindo as ferramentas. Se o item ¢ € necessario para
realizacdo da tarefa J;, existe um arco (.J;, 7) no grafo. L;, j = 1,2,..., m, representa os custos
associados a penalidades por ordens de servigo incompletas e H;,7 = 1,2, ..., n, representa o
custo de estoque.

Portanto, a resolucdo do problema do conjunto fechado de peso maximo no grafo da
figura (18) resolve o problema do kit 6timo fornecendo um conjunto de tarefas, bem como os

itens necessdrios para realizacio dessas tarefas, que minimiza o custo anual por kit de reparo.

3.2.3 Outras Aplicacdes

O problema do conjunto fechado de peso maximo encontra aplicacdes em diversas outras

areas. Ahuja, Magnanti e Orlin (1993) discutem, além do problema do kit 6timo, o problema da
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Figura 18 — Problema do Kit Otimo
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destrui¢cdo 6tima de alvos militares com protecao em camadas e um problema de data scaling,
ambos usando problema do fechado maximo.

Reiter (1963), antes dos trabalhos de Rhys (1970), Balinski (1970) e Picard (1976),
observou a necessidade de um algoritmo mais eficiente do que algoritmos exaustivos em
problemas de composi¢do de portfélio com depedéncia entre projetos. O problema do conjunto
fechado de peso médximo pode preencher essa lacuna.

Eisner e Severance (1976) utilizam o problema do fechado mdximo num problema de
segmentacdo de arquivos em grandes bases de dados, tornando mais eficiente o tratamento das
informagdes. McGinnis e Nuttle (1978) utilizam o problema do fechado maximo para resolver
problemas de gerenciamento de projetos.

A doutora Dorit Hochbaum, da Universidade da Califérnia em Berkeley, tem formulado
diversas aplicacdes do problema do conjunto fechado de peso maximo desde os anos 1990.

Algumas dessas aplicagdes sdo mostradas na tabela (5) a seguir.

Tabela 5 — Aplicacdes do Problema do Fechado Méximo

Problema Aplicacao Referéncia

Convex Closure Estimagdo Bayesiana Hochbaum e Queyranne (2003)
Convex s-excess Segmentagdo de Imagens | Hochbaum e Singh (2009)
Monot. Int. Program. (IPM) | Cobertura Grafos Bipart. | Hochbaum e Naor (1994)
(Nonmonotone) IP2 Max-Clique, 2-SAT Hochbaum et al. (1994)

Fonte: Adaptado de Hochbaum (2004)

Os estudos da doutora Hochbaum permitiram que ela desenvolvesse um algoritmo rdpido
e robusto para resolver o problema do conjunto fechado de peso maximo. O algoritmo resolve

também problemas de fluxo méximo. Este algoritmo € apresentado no capitulo 5.
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Na sequéncia, considerando a importancia do problema do corte minimo (e, consequen-
temente, do fluxo méximo) para a formulacao e resolucdo do problema do fechado maximo, o
proximo capitulo se dedica a apresentar e brevemente discutir o teorema do fluxo maximo e

corte minimo (Max-Flow Min-Cut, Ford e Fulkerson (1956) e (1962)), bem como os principais

algoritmos para resolver estes problemas.
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4 FLUXO MAXIMO

O problema do fluxo maximo, que se tornou amplamente conhecido a partir dos trabalhos
de Ford e Fulkerson (1956) e (1962), tem sua origem nos estudos do topologo Karl Menger sobre
curvas nas décadas de 1920 e 1930. Em 1927, Menger publicou um trabalho contendo o seguinte
teorema (SCHRIJVER, 1993; SCHRIJVER, 2005):

Teorema 4.1 (Teorema ). Se K é um espaco unidimensional compacto e regular o qual é
n-pontos conexo entre dois conjuntos finitos P e (), entdo K contém n curvas disjuntas, cada

uma das quais conecta um ponto em P a um ponto em Q).

Este teorema é uma espécie de precurssor do teorema do fluxo maximo e corte minimo e
pode ser formulado em um grafo. Seja G = (V, E') um grafo (ndo direcionado) e sejam P, C V.
Entdo, o nimero maximo de caminhos P — () disjuntos € igual a minima cardinalidade de um
conjunto W de vértices tal que cada caminho P — () intercepta W (SCHRIJVER, 2005).

O problema estudado por Ford e Fulkerson (1956) era de cunho pratico e pode ser
descrito da seguinte forma: considere uma rede ferroviaria conectando duas cidades através de
diversas cidades intermedidrias, onde cada link da rede possui uma capacidade; encontre o fluxo
maximo de uma das cidades a outra. A descri¢cdo do problema do fluxo médximo apresentada por
Ford e Fulkerson, apesar de ndo ter uma relagcdo direta com as curvas estudadas por Menger, se
baseia na mesma estrutura matematica.

No seu livro, Ford e Fulkerson (1962) comentam que o problema de encontrar a
capacidade maxima de uma rede ferroviaria lhes foi proposto por T.E. Harris juntamente
com o general F.S. Ross. Atualmente, sabe-se que as motivacdes e os detalhes por tras do
desenvolvimento deste trabalho sdo mais interessantes do que se supunha, conforme detalhado
em Schrijver (2002).

O trabalho seminal de Ford e Fulkerson (1956), “Maximal Flow Through a Network”,
foi originalmente publicado como um relatdrio secreto da agéncia RAND Corporation para a
forca aérea americana. O relatdrio, intitulado Fundamentals of a Method for Evaluating Rail
Net Capacities (HARRIS; ROSS, 1955) foi desclassificado pelo Pentdgono em 1999 através de
solicitagdo feita por Alexander Schrijver.

A rede ferrovidria em questdo era o sistema ferroviario soviético. O relatério de Harris e
Ross apresenta a resolucdo de um problema de fluxo maximo de larga escala referente a uma
rede ferrovidria ligando a por¢ao ocidental da Unido Soviética e os paises da Europa oriental.
A motivacdo real do problema, no entanto, ndo era a obten¢do do fluxo maximo, mas sim do
corte minimo, que seria o melhor ponto de interdi¢do do sistema (BILLERA; LUCAS, 1976;
HARRIS; ROSS, 1955; SCHRIJVER, 2002).

A imagem (19) a seguir foi publicada no relatério e mostra parte de um diagrama

esquemadtico da rede ferrovidria entre a Unido Soviética oriental e as cidades satélites da Europa
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ocidental. O corte minimo € destacado com uma linha tracejada e a designacdo “The bottleneck”,
o gargalo em traducao livre, o que seria o melhor conjunto de pontos para ataques aéreos por

parte da for¢a aérea americana no sentido de interditar a malha.

Figura 19 — Diagrama da malha ferrovidria da Unido Soviética ocidental

Fonte: Adaptado do relatério de Harris e Ross (1955)

Resultados fundamentais em fluxos em redes sd@o o teorema Max-Flow Min-Cut e
o algoritmo do caminho de aumento para encontrar o fluxo méximo, ambos propostos por
Ford e Fulkerson. Mais tarde, o trabalho de Goldberg e Tarjan (1988) ofereceu um algoritmo
especialmente eficiente em teoria e pratica. Trabalhos como os de Dinic (1970) e Edmonds e

Karp (1972) também foram fundamentais para o desenvolvimento de melhores algoritmos.

4.1 Teorema Max-Flow Min-Cut

Uma rede é um digrafo D = (V, A) com uma fonte s e um sorvedouro ¢, juntamente

com uma funcio capacidade de valores reais e ndo negativos, ¢, definida nos arcos de A.
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Representamos o valor da fung¢io capacidade em cada arco a por ¢(a) ou ¢,. Define-se um s-t

fluxo da seguinte forma:

Definicao 4.1. Uma funcgio f : A — R € um fluxo de s para ¢, ou simplesmente, um s-t fluxo,

se:
i. f(a) >0 paracadaa € A;
ii. f(0t(v))=f(0 (v)) paratodov eV \ {s,t}.

A condigdo (1) estabelece que o fluxo € uma fun¢do de valores ndo negativos. A condicao
(i1) € a chamada lei da conservacao do fluxo e estabelece que o fluxo que sai de um vértice v,
distinto de s e ¢, deve ser igual ao fluxo que entra nesse vértice. Representamos o valor do fluxo

em um arco a por f(a) ou f,. O valor do fluxo na rede em qualquer momento é definido como:
Definicdo 4.2. value(f) := f(07(s)) — f(O(s)).

Em virtude da lei da conservacao do fluxo e das defini¢des de fonte e sorvedouro, o fluxo

que sai da fonte se conserva em todos os vértices da rede até chegar em ¢, portanto:

value(f) = f(07(s)) = f(07(t))

Sejac: A — R, afungio capacidade. Um fluxo é dito vidvel se estiver sujeito a fungdo ¢, ou

seja, se satisfaz a restricao de capacidade dada por
f(a) < c(a), Vaec A

Toda rede apresenta, no minimo, um fluxo, o fluxo zero, f(a) := 0 para todo a € A.
Nesses termos, um s-t fluxo maximo, ou simplesmente, um fluxo maximo, ¢ um fluxo de maximo
valor sujeito a restri¢do de capacidade e o problema do fluxo maximo busca encontrar esse valor.
Por compacidade e continuidade, um fluxo maximo sempre existe.

E conveniente admitir capacidade infinita em alguns arcos em algumas situagdes.
Obviamente, se todos os arcos possuem capacidade infinita, fluxos arbitrariamente grandes
sdo possiveis. Na pratica, no entanto, isto ndo é comum. Nas aplica¢des, capacidades infinitas
sdo atribuidas a alguns arcos para garantir que uma determinada relacdo se mantenha, como,
por exemplo, para garantir que vértices que possuem uma dependéncia se mantenham em um
mesmo subconjunto de uma particdo. Além disso, uma capacidade infinita pode ser substituida
por um valor finito alto, geralmente qualquer valor maior que a soma das capacidades dos outros
arcos. Portanto, neste trabalho admite-se que todas as redes possuem um fluxo maximo finito.

Em relacdo a qualquer fungdo f, define-se uma funcdo excesso em relag@o a colegdo de

todos os subconjuntos de V. Para qualquer f : A — R, a funcdo excesso € definida por:
Definicdo 4.3. excessy : P(V) — R tal que
excessy(U) = f(0~(U)) — f(07(U))

para U C V. Além disso, excessy(v) := excesss({v}) parav € V.
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Dessa forma, tem-se o seguinte teorema:

Teorema 4.2. Seja D = (V, A) um digrafo e f : A — R a fungdo fluxo. Além disso, U C V.
Entdo

excessp(U) = Zexcessf(v). 4.1)

Demonstracdo. A prova segue diretamente pela contagem das multiplicidades de f(a) nos dois
lados da equacdo 4.1, para cada a € A. Duas situacdes sdo possiveis: (1) os vértices em U sao
disjuntos, (2) alguns dos vértices em U sdo adjacentes. Em (1) o termo da direita da equagdo 4.1
€ a propria definicdo do termo da esquerda, portanto igual. No caso (2), os arcos que ligam dois
vértices de U nado contribuem para a soma liquida do termo da direita pois somam em um vértice

e subtraem no outro. ]

A capacidade de um corte é definida por ¢(91(U)), ou seja, a capacidade de todos os
arcos saindo do subconjunto U. O valor do fluxo € sempre menor ou igual a capacidade de um

corte. A formalizacdo dessa observacdo segue na forma do teorema a seguir.

Teorema 4.3. Seja D = (V, A) uma rede com ¢ : A — R. Entdo
value(f) < (01 (U)) (4.2)

para cada s-t fluxo f < c e cada s-t corte 01 (U). Além disso, value(f) = c(01(U)) se e
somente se f(a) = c(a) para cada a € 0% (U) e f(a) = 0 para cada a € 0~ (U).

Demonstragdo. Observe que value(f) = —excessy(s) e que excessp(U) = excessy(s) uma

vezque s € U e excesss(v) = 0 para v # s. Portanto
value(f) = —excess;(s) = —excessp(U) = f(OH(U)) — f(0~(U)) < (07 (V).

Como f(0~(U)) > 0, tem-se igualdade na equagio 4.2 se e somente se (07 (U)) = ¢(07(U))
e f(0~(U)) =0. O

Considere um digrafo D = (V, A). Para cada arco a = (u,v) de D, o arco reverso é
definido como a™! = (v,u) e 0 conjunto de todos os arcos reversos pode ser definido como
A7l:={a"'|a € A}. Em problemas de fluxo, os arcos reversos surgem sempre que um fluxo
€ enviado através de um arco.

Estabelecendo-se uma fungao para o limite inferior, [ : A — R, do fluxo em cada arco e
considerando ¢ : A — R, como um limite superior para o fluxo em cada arco, tem-se que, para

qualquer f : A — R satisfazendo [ < f < ¢, define-se o conjunto dos arcos residuais.

Definicao 4.4. O conjunto dos arcos residuais com relagdo ao fluxo f é definido por:

Ap:={alac A f(a) <c(a)}U{a'|ac A f(a)>l(a)}.
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Portanto, o conjunto dos arcos residuais € composto pelos arcos originais cujo fluxo é
inferior a sua capacidade, chamados arcos diretos, € por um arco reverso para cada arco original
onde houver fluxo maior que o limite inferior. A; depende de f, D, [ e ¢, mas, frequentemente,
D, [ e c sdo fixados nas aplicacdes enquanto que o fluxo varia até que seja atingido seu maximo
valor. No contexto de fluxos, [ = 0 (SCHRIJVER, 2003). Define-se, a seguir, o conceito de grafo

residual com relagdo ao fluxo f, Dy:
Definiciio 4.5. D, := (V, Ay).

Dessa forma, o grafo residual em relagdo a f € formado pelo conjunto de vértices do
grafo original e pelo conjunto dos arcos residuais com relagdo a f. O grafo residual € muito ttil
no estudo de fluxos pois € nele que se verificam as possibilidades de aumento do fluxo total em

cada iteracdo. No grafo residual é que se estabelece a condicao de otimalidade do fluxo:

Corolario 4.3.1. Seja f um s-t fluxo em D, com f < c. Suponha que ndo exista nenhum s-t
caminho em Dy. Seja U o conjunto de vértices em Dy alcancdveis a partir de s.

Entdo value(f) = c(07(U)). Em particular, f tem valor mdximo.

Demonstragdo. Aplicando o teorema 4.3, para cada a € 01 (U), a ¢ Ay, portanto f(a) = c(a).
Da mesma forma, para cada a € 9~ (U), a™* ¢ A; e portanto f(a) = 0.

Logo, value(f) = ¢(07(U)) e f tem um valor méximo pelo teorema 4.3. H

Retomando-se a defini¢do de caminho em um grafo da se¢ao 2.1, define-se um caminho
direcionado como uma orientacdo de um caminho na qual cada vértice domina seu sucessor
na sequéncia. Qualquer caminho direcionado em Dy fornece um caminho ndo direcionado
em D = (V, A). Considere P como sendo um caminho partindo de s, ndo necessariamente

direcionado. A cada P associa-se um ¢(P) definido como:
e(P) := min{e(a) | a € A(P)}

onde
c(a) — f(a) se a é um arco direto de P,

€(a) =

f(a) se a é um arco reverso de P.

Pela formulagdo de ¢(P), pode-se pensar nele como a “folga” do caminho P, pois é o
maximo valor pelo qual o fluxo pode ser aumentado através de P, respeitando-se a restri¢ao de
capacidade. Observe que para ambos os casos, arcos diretos ou arcos reversos, €(a) representa
a capacidade residual no arco a. Dessa forma, com relacdo a um fluxo f, tem-se as seguintes

denominagdes para um caminho P qualquer:
e saturado: se ¢(P) = 0;

e insaturado: se ¢(P) > 0.
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Um caminho insaturado, portanto, apresenta “folga” em todos os seus arcos, isto €,
cada arco direto de P € insaturado e cada arco reverso de P apresenta um fluxo maior que 0.
Claramente, um caminho insaturado € um caminho que ndo teve toda sua capacidade utilizada.
Denomina-se caminho de aumento a um s-t caminho insaturado. Através de um caminho de

aumento P, é possivel aumentar o fluxo global a partir de um novo fluxo f' : A — R tal que:

f(a) +€(Ps) seaéum arco direto de Py,
f":= 19 fla) — e(Py) seaéum arco reverso de P, (4.3)
f(a) se a ndo é um arco de Pj;.

Portanto, a existéncia de um caminho de aumento garante que o fluxo ndo € miximo.
Mais precisamente, o fluxo global pode ser incrementado através da Equacgdo 4.3 por uma
quantidade ¢(Py;). Daf segue o teorema de Ford e Fulkerson (1956) e (1962):

Teorema 4.4 (Max-Flow Min-Cut). Seja D = (V, A) uma rede e seja c : A — R, a fungcdo
capacidade. Entdo o valor mdximo de um s-t fluxo sujeito a c é igual a minima capacidade de

um s-t corte.

Demonstracdo. Seja f um s-t fluxo maximo sujeito a c. Pelo teorema 4.3, serd suficiente mostrar
que existe um s-t corte, 07 (U), com capacidade igual a value( f). Considere o grafo residual
Dy e suponha que ele contém um s-t caminho, Py;. Entdo, f’ conforme definido na equagio
4.3, é também um s-t fluxo sujeito a ¢ com value(f') = value(f) + €(Ps), contradizendo a
maximalidade de value( f). Portanto, Dy nio contém s-t caminho. Seja U o conjunto de vértices

em Dy alcancdveis a partir de s. Entdo, pelo coroldrio 4.3.1, value(f) = c(0(U)). O

4.2 Algoritmo do Caminho de Aumento

A prova do teorema Max-Flow Min-Cut de Ford e Fulkerson fornece um algoritmo para
resolucao de problemas de fluxo maximo. Esse algoritmo consiste em encontrar caminhos de
aumento no grafo residual e incrementar value(f) de €(Py) a cada iteragdo. Naturalmente, a
condic¢ao de parada do algoritmo € a ndo existéncia de caminhos de aumento no grafo residual.

Considere D = (V, A) uma rede com ¢ : A — Q, Dy o grafo residual com relagdo ao
fluxo f e Py um s-t caminho direcionado em D;. O pseudocédigo do algoritmo de caminho de
aumento ¢é apresentado na figura (20). O lago (while) do algoritmo ¢é usado para construir um
caminho de aumento, ou seja, um s-t caminho direcionado no grafo residual D;. Um vez que um
caminho de aumento € verificado, calcula-se a folga do caminho, incrementa-se o fluxo atual
através do procedimento apresentado na Equacdo 4.3 e o algoritmo volta ao passo 1. O algoritmo
termina quando ¢ ¢ U, ou seja, quando o algoritmo ndo consegue incluir ¢ no conjunto da fonte,
indicando que nio € mais possivel construir um caminho de aumento.

O corolério e o teorema a seguir completam a exposicdo dos aspectos conceituais do

teorema de Ford e Fulkerson.
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Figura 20 — Algoritmo caminho de aumento de Ford e Fulkerson

Procedure augmentingPath(D, f)
input : Umarede D e um fluxo viavel f
output : Um fluxo mdximo f e um corte minimo 0 (U)

compute €(Py;), onde Py é o caminho s-t na drvore cuja fungio predecessora é p
para cada arco direto a de Py, substitua f(a) por f(a) + €(Py);

para cada arco reverso a~ ! de Py, substitua f(a) por f(a) — e¢(Py);

retorne para o passo 1;

end
return (f, 07 (U))

1 Inicialize U := {s}, p(v) :==0,v € V;

2 while existe um arco insaturado a = (u,v) ou a™" = (v,u), comu € Uev € V\U do
3 substitua U por U U {v};

4 | substitua p(v) por u;

5 end

6 if ¢ € U then

7

8

9

I
N =

Fonte: Adaptado de Bondy e Murty (2008)

Corolario 4.4.1 (Teorema da Integridade). Se c ¢ inteira, existe um fluxo mdximo inteiro.

Demonstragcdo. A prova desse coroldrio segue diretamente da prova do teorema Max-Flow
Min-Cut utilizando-se €¢(Py;) = 1. O

O teorema da integridade (FORD; FULKERSON, 1962), garante que para um problema
de fluxo maximo cuja fungdo capacidade apresenta valores inteiros, o fluxo méximo é também
inteiro. O teorema a seguir garante que se as capacidades dos arcos forem racionais, o algoritmo
do caminho de aumento ¢ finito (SCHRIJVER, 2003).

Teorema 4.5. Se todas as capacidade c(a) forem racionais, o algoritmo do caminho de aumento

termina.

Demonstragdo. Se todas as capacidades forem racionais, existe um numero natural K tal que
Kc(a) é um inteiro para cada a € A. K pode ser o minimo multiplo comum dos denominadores
de ¢(a), por exemplo. Portanto, em cada iteragdo, cada f;(a) e cada €(Ps) é um multiplo de
1/ K. Entdo, em cada iteragdo, value( f) aumenta de pelo menos 1/ K. Como value( f) ndo pode

ultrapassar o valor de ¢(07 (s)), existe uma quantidade finita de iteracdes. O

Dantzig e Fulkerson (1956) formularam o problema Max-Flow como um problema
de programacao linear e deduziram o teorema Max-Flow Min-Cut a partir da dualidade do
problema. Ainda neste trabalho, estes autores observaram que uma forma combinatorial do
teorema Max-Flow Min-Cut € equivalente ao teorema de Menger sobre grafos lineares.

Dantzig, Ford e Fulkerson (1956) foram os primeiros a descrever um algoritmo primal-
dual para problemas gerais de programacao linear, o que representou um avango importante. O

método primal-dual aplicado ao problema do caminho minimo levou ao desenvolvimento do
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algoritmo de Dijkstra, e aplicado ao problema do fluxo maximo levou ao desenvolvimento do
algoritmo de Ford e Fulkerson (PAPADIMITRIOU; STEIGLITZ, 1998).

Como explicam Papadimitriou e Steiglitz (1998), o desenvolvimento desses algoritmos
representa um ponto de transi¢ao no estudo de algoritmos gerais de programacao linear para
algoritmos especializados, com um foco mais combinatério. Contudo, o algoritmo inicial de
Ford e Fulkerson apresentava uma limitagdo importante: para capacidades racionais, mesmo
sendo finito, o algoritmo pode levar um tempo de processamento demasiado elevado dependendo
das capacidades dos arcos do grafo e da escolha do caminho de aumento no grafo residual.

Considere a rede da figura (21) e suponha que, através do algoritmo do caminho de
aumento, escolhe-se o caminho Py = [s, a, b, t] como o caminho de aumento da iteragdo, onde

0s ndmeros proximos aos arcos representam as capacidades dos arcos e k € uma constante.

Figura 21 — Exemplo de Rede

a

b

Fonte: Adaptado de Schrijver (2003)

Figura 22 — Grafo Residual

Fonte: O autor (2018)



55

Para esse caso, €(P,;) = min{10¥ 1,10} = 1 e o grafo residual resultante é o
apresentado na figura (22) a seguir. Para o préximo caminho de aumento, uma escolha possivel,
apesar de improvdavel, poderia ser Py, = [s,b,a,t], de forma que, seguindo esse padrio, o
algoritmo realizaria 2.10* iteracdes, ou seja, um tempo exponencial em rela¢io ao tamanho da
entrada, O(k) (SCHRIJVER, 2003).

Porém, se o algoritmo tomar sempre o menor caminho, em termos de nimero de arcos,
o nimero de iteracdes € de, no maximo, nm (EDMONDS; KARP, 1972). Combinando esse
resultado com o fato de que um caminho minimo pode ser encontrado em O(m), o problema do
fluxo mdximo pode ser resolvido pelo algoritmo de Ford e Fulkerson em O(nm?) (SCHRIJVER,
2003).

4.3 Heuristica de Boldyreff - The Flooding Technique

Ainda no bojo do projeto de Harris e Ross, na Rand Corporation, Boldyreff (1955b)
apresentou uma heuristica para o cédlculo do fluxo maximo. As motivacdes para esse estudo
eram as mesmas, a rede ferrovidria da unido soviética. Contudo, Boldyreff focou em resolver
o problema satisfatoriamente mesmo que a otimalidade nao fosse garantida, que seu método
pudesse ser entendido e utilizado por pessoal sem alto nivel de especializacdo e que ndo fossem
necessarios super-computadores para resolver uma instincia realista do problema. De fato, a
heuristica de Boldyreff foi o0 método escolhido para resolver o problema apresentado no relatério
de Harris e Ross (1955), como mostra um outro relatdrio interno da Rand Corporation, Boldyreff
(1955a), desclassificado muito tempo depois.

Boldyreff (1955b) inicia seu artigo sugerindo simplificagdes que eventualmente reduzem
consideravelmente a complexidade de certas redes, para depois apresentar sua flooding technique.
O conceito por trds desse método €, de fato, simples: a ideia central € “inundar” sucessivamente
os arcos a cada nivel da rede, o primeiro nivel sendo a fonte s. Os gargalos, onde vértices
recebem um fluxo maior do que o que podem enviar, sdo eliminados “devolvendo-se” o fluxo
excessivo para a origem. O método é empirico, ndo se utiliza de nenhum tipo de mecanismo
backtrack e nao necessariamente conduz a uma solug¢do 6tima (SCHRIJVER, 2003).

Ainda assim, a heuristica de Boldyreff fornece uma ideia importante na busca por um
algoritmo mais eficiente que o do caminho de aumento. Deixando-se de lado a restricao de
viabilidade por um momento, é possivel avangcar mais rapidamente na construcdo do fluxo
maximo. Considere o digrafo da figura (23) a seguir.

Nesse exemplo, fica evidente que a manuten¢cdo de um fluxo vidvel a todo momento
torna o algoritmo lento pois ele terd que retornar a fonte para construir cada novo caminho de
aumento. Em cada caminho de aumento, o algoritmo enviard um fluxo de apenas uma unidade
através do arco (s, u) para manter a viabilidade do fluxo.

A técnica de Boldyreff, ou qualquer algoritmo que relaxe a restricdo de viabilidade,
procederia mais rapidamente pois permitiria enviar um fluxo de 50 unidades através de (s, u) e

retornaria o fluxo excedente ao final da execucao.
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Figura 23 — Digrafo D

A

N

Fonte: O autor (2018)
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Goldberg e Tarjan (1988) utilizaram essa ideia de relaxar a viabilidade do fluxo para
desenvolver um dos mais rapidos algoritmos para o fluxo maximo. De fato, o algoritmo Push-
Relabel é usado para comparacdo de eficiéncia de algoritmos para o fluxo maximo por ser muito

rapido em teoria e prética.

4.4 Algoritmo Push-Relabel (Preflow)

Goldberg e Tarjan (1988) propuseram um dos mais rdpidos algoritmos para o fluxo
maximo, tanto no sentido tedérico quanto no sentido pratico. O algoritmo € baseado em prefluxo
(preflow), o qual é semelhante a um fluxo conforme definido anteriormente, mas permite que o
fluxo que chega a um vértice seja maior do que o fluxo que sai do vértice, gerando um excesso
de fluxo nesse vértice.

O algoritmo de Goldberg e Tarjan mantém um prefluxo na rede original e envia o excesso
de fluxo local para o sorvedouro através do que o algoritmo estima ser um caminho minimo no
grafo residual. Os excessos que nao podem ser enviados ao sorvedouro, sao retornados para a
fonte e apenas quando o algoritmo termina € que o prefluxo se torna um fluxo, o fluxo méximo
da rede.

Schrijver (2003) explica que esse algoritmo pode ser pensado como um algoritmo dual
em relacdo a algoritmos baseados em fluxo, no sentido que esses ultimos mantém um fluxo
vidvel e aumentam esse fluxo a cada iteragc@o até que ndo haja mais nenhum caminho de aumento
no grafo residual, enquanto que o primeiro atualiza um prefluxo a cada iteracdo, mantendo a
propriedade de que nao haja nenhum caminho de aumento no grafo residual, até que o prefluxo
se torne um fluxo. Isto significa que o prefluxo é possivelmente invidvel, mas sempre superétimo.

Um prefluxo pode ser definido formalmente da seguinte forma. Seja D = (V, A) uma
rede com ¢ : A — Q. (SCHRIJVER, 2003):
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Defini¢ao 4.6. Uma fungdo f : A — Q €é chamado um prefluxo, se:
(i) 0 < f(a) < c(a) paratodo a € A,
(ii) excessy(v) > 0 para todo vértice v # s.

O algoritmo push-relabel verifica, para cada vértice v diferente de s e ¢ com excesso
maior que zero, excessy(v) > 0, se € possivel enviar uma porgio desse excesso para vértices
mais proximos de . A ideia € enviar o mdximo possivel desse excesso. Se ¢t ndo puder ser
alcangado por um vértice com excesso positivo, entdo o algoritmo envia esse fluxo para vértices
mais proximos de s. Ao final, o algoritmo chega a um estado no qual todos os vértices v diferentes
de s e t apresentam excesss(v) = 0. Nesse ponto, a restricdo de viabilidade ¢ restabelecida e o
prefluxo se torna um fluxo, o fluxo méximo.

Como o algoritmo € baseado em duas operacdes centrais, push e relabel, ele é conhecido
como algoritmo push-relabel. As defini¢des a seguir sdo necessdrias para a exposi¢do do método

push-relabel.

Definiciio 4.7. A capacidade residual de uma arco (u, v) é definida como:
o ¢/ = cyu — fu paraum arco direto (u,v) € A;
e ¢/ = f., paraum arco reverso (v,u) tal que (u,v) € A.

Se o vértice u tem excesso positivo e o par (u, v) apresenta capacidade residual positiva,
entdo uma quantidade desse excesso de fluxo, defnida por § = min{excess(u), ¢! (u,v)}, pode
ser enviada de u para v adicionando-se ¢ a f(u, v) e subtraindo-se 0 de f(v, ). Existem duas
formas de o par (u, v) apresentar capacidade residual positiva: (1) (u,v) é um arco com fluxo

menor que sua capacidade; (2) (v, u) é um arco com fluxo maior que zero.
Definicao 4.8. Seja d uma fungdo d : V' — Z tal que:
() d(s) =n,
(if) d(t) =0,
(iii) d(u) < d(v) + 1 para cada (u,v) € Ay.

A funcdo d € criada para estimar a distancia de um vértice qualquer para s ou para t. Se
d(v) < n, d(v) € um limite inferior para a distancia real entre v e ¢ no grafo residual, Dy, e se
d(v) > n, entdo d(v) — n é um limite inferior para a distancia entre v e s em D;. Observe que,
conforme esta defini¢do, uma fungdo d s6 existe quando ndo existe caminho s-t em Dy. Assim,
se uma fun¢do d (conforme defini¢do 4.8) existe e se f € um s-t fluxo, entdo D; ndo possui
caminho de aumento e, portanto, f € maximo (SCHRIJVER, 2003). Além disso, os vértices

ativos desempenham papel crucial no algoritmo.

Definicao 4.9. Um vértice v € um vértice ativo se:
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Figura 24 — Algoritmo Push-Relabel

Procedure pushRelabel(D)
input : Umarede D
output : Um fluxo maximo f
1 «Pré-processamento»
2 [=0
3d(s)=n,d(i)=0,Vi#s
4 ¥ (s,0) € A, fo = Csp, €xCE85£(V) = Cgp
s while A rede contém um vértice ativo do

6 begin

7 /* Push */

8 Selecione um vértice ativo u

9 while 3 um arco admissivel a = (u,v) do
10 Seja & = min{excess(u), ¢/ (u,v)}, onde (u,v) é um arco admissivel
1 Envie ¢ unidades de fluxo de u para v
12 end

13 else

14 /* Relabel */

15 d(u) = mingea {d(v) + 1}

16 end

17 end
18 end

19 return (f)

Fonte: Adaptado de Goldberg e Tarjan (1988)

M) veV\{st}
(i1) d(v) < o0, €
(iii) excesss(v) > 0.

A versdo geral do algoritmo push-relabel é apresentada na figura (24). Nessa versao, o
algoritmo nao calcula o corte minimo. Goldberg e Tarjan (1988), no entanto, explicam que basta
uma pequena modificagdo para que o método push-relabel calcule o corte minimo: redefinir um
vértice ativo como sendo um vértice v € V' \ {s, ¢} tal que excessy(v) > 0 e d(v) < n. Quando
o algoritmo modificado finaliza sua execug@o, o excess(t) é o valor de um fluxo méximo e o
corte (S, S) tal que S contém exatamente aqueles vértices a partir dos quais ¢ é alcangdvel em
Dy € um corte minimo.

O algoritmo push-relabel geral encontra um fluxo maximo em tempo O(n*m). Outras
variantes do algoritmo apresentam as seguintes complexidades (GOLDBERG; TARJAN, 1988):

e First-in, First-out (FIFO): mantendo uma fila (), essa variante do algoritmo executa
operacdes de descarga até que () esteja vazia. Uma operac¢do de descarga consite em

remover o vértice v do topo da pilha através da aplicacdo de operacdes de push/relabel
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em v até que excesss(v) = 0 ou até que d(v) aumente, e em adicionar qualquer vértice

ativado por essas operagdes ao final da fila. A complexidade dessa variante é O(n?).

e Arvores Dindmicas: uma variante do algoritmo push-relabel utilizando 4rvores dindmicas
(SLEATOR; TARJAN, 1983; TARJAN; WERNECK, 2009) encontra um fluxo méximo

em O(mn log fn—2)

Maiores detalhes e as provas das complexidades dos algoritmos podem ser encontrados
em Goldberg e Tarjan (1988). O algoritmo push-relabel encerra a exposicao deste trabalho
sobre os algoritmos gerais para calcular o fluxo méximo. Uma apresentagdo mais completa dos
algoritmos, incluindo notas histdricas, pode ser encontrada em Schrijver (2002) ou Schrijver
(2003). O proximo capitulo apresenta o algoritmo pseudofluxo em detalhes.

A escolha pela criagdo de um capitulo para tratar especificamente do algoritmo
pseudofluxo se deve ao fato de que este algoritmo foi desenvolvido para resolver o problema do
fechado méaximo apesar de também resolver problemas de fluxo médximo. O desenvolvimento
desse algoritmo revela alguns conceitos interessantes e marca a relacao de equivaléncia entre este
problema e o problema do maximum blocking-cut. Desta forma, um tratamento mais detalhado

desse algoritmo se faz necessério.
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5 ALGORITMO PSEUDOFLUXO

Conforme discutido no Capitulo 3, o problema da mineragdo a céu aberto desempenhou
um importante papel ndo apenas na area de engenharia de minas, mas também em pesquisa
operacional. O OPMP ¢ um problema do conjunto fechado de peso maximo com caracteristicas
especificas, em particular, conduzindo a redes com grandes quantidades de vértices e de arcos.

Na década de 1990, mesmo com uma teoria robusta e algoritmos eficientes para o
problema do fluxo maximo e corte minimo, a industria da minerag@o ainda enfrentava problemas
de desempenho computacional na obtencdo do contorno 6timo para as operagdes de mineragao.
O algoritmo mais usado pela industria era o algoritmo de Lerchs e Grossmann (1965), o qual
resolve o problema do fechado méximo, obtendo a solugcao 6tima sem utilizar o conceito de
fluxo.

Hochbaum e Chen (2000) realizaram um estudo extensivo do OPMP com foco na
eficiéncia dos algoritmos existentes na epoca. Nesse estudo, investigaram as caracteristicas
especificas do problema, bem como realizaram uma andlise comparativa entre o algoritmo de
Lerchs e Grossmann (LG) e um algoritmo baseado no método push-relabel, o algoritmo mais
répido para o problema do fluxo maximo na época, constatando que este tltimo era superior ao
primeiro em todos os cendrios. O algoritmo LG, no entanto, apresentava uma vantagem devido
ao uso mais econdmico que fazia do espaco na memoria. Além disso, o algoritmo LG apresenta
uma estrutura, denominada arvore normalizada, de especial interesse, como seré discutido neste
capitulo.

Hochbaum (2001), dando sequéncia ao estudo mencionado acima, apresentou um
algoritmo especificamente para o problema do fechado méximo e que, portanto, também resolve
o problema do corte minimo, sem a utilizacdo do conceito de fluxo. O algoritmo € baseado
no algoritmo LG, resolve o problema do corte minimo de forma fundamentalmente diferente
dos métodos conhecidos até entdo e apresenta eficiéncia competitiva em relagdo aos algoritmos
conhecidos.

Um novo algoritmo para o problema do fluxo maximo, o algoritmo pseudofluxo, foi
apresentado em Hochbaum (2008). Esse algoritmo resolve diretamente o problema do maximum
blocking-cut, um problema equivalente ao problema do fechado méximo (e do corte minimo). A
partir dessa solugdo, a complexidade para se obter um fluxo maximo é de O(mnlogn).

O algoritmo pseudofluxo apresenta uma série de caracteristicas importantes: o conceito de
pseudofluxo generaliza o conceito de prefluxo (preflow) a medida que permite, além de excessos
de fluxo, também déficits de fluxo; fonte e sorvedouro nao desempenham papel relevante; arcos
adjacentes a fonte e ao sorvedouro se mantém saturados durante toda a execugao do algoritmo;
inicialmente, o algoritmo ndo utilizava o conceito de fluxo, mas de massa. A massa de um
galho seria a soma dos pesos de todos os vértices no galho, considerando o grafo ponderado nos
vértices (HOCHBAUM, 2001).
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As secdes a seguir apresentam, respectivamente: as relacdes entre os problemas do fluxo
maximo, do maximum blocking-cut e do fechado maximo; uma breve apresentacio da estrutura

chamada arvore normalizada; e uma descri¢cdo do algoritmo pseudofluxo e de suas caracteristicas.

5.1 Relacao entre Problemas

O maximum blocking-cut problem (MBCP) € definido em um digrafo com capacidades
nos arcos e pesos nos vértices, sem fonte nem sorvedouro. O objetivo do problema é encontrar
um subconjunto de vértices que maximize a soma dos pesos dos vértices menos a soma das
capacidades dos arcos do corte definido pelo subconjunto. Este problema apareceu em diversas
formas na literatura e € também chamado de problema do maximum surplus cut (HOCHBAUM,
2008).

Este problema é uma generalizagao do problema do fechado maximo e apresenta uma
estreita relacdo com o problema do corte minimo, como € demonstrado a seguir. Para essa
discussdo, € necessario retomar alguns conceitos apresentados durante o trabalho, definir alguns
conceitos novos e apresentar trés grafos associados.

Seja D = (V, A) uma rede conforme definida previamente e dados dois conjuntos
P,Q C V,seja (P,Q) o corte 9" (P). Como fluxo e pseudofluxo ndo sdo utilizados no mesmo

grafo, utiliza-se a mesma representacio e define-se formalmente pseudofluxo:

Definicdo 5.1. Um pseudofluxo f em uma rede D é uma fun¢do que associa a cada arco (u, v)

um valor real f,,, tal que 0 < f,, < cuo.

Observe que um pseudofluxo é semelhante a um fluxo, mas nao exige a restricdo da
conservagdo do fluxo de forma que a ideia do algoritmo € trabalhar com pseudofluxos durante a
execucdo e transforma-los em fluxo vidvel ao final. Para um pseudofluxo f em uma rede simples,

a capacidade residual ¢/, de um arco (u,v) é definida da mesma forma que para um fluxo, isto é:
o ¢/ = cyu, — fu paraum arco direto (u,v) € A;
e ¢/ = f., paraum arco reverso (v, u) tal que (u,v) € A.

Ay representa o conjunto de arcos residuais, ou seja, os arcos com capacidade residual
positiva. Para P,Q C V, PN Q = (), e dado um pseudofluxo f, define-se:

(i) Capacidade do corte (P, Q):

CPQ = D cw

(u,v)e(P.Q)

(ii) pseudofluxo total de P para Q):

FPQ) = > fu

(uv)€(P,Q)
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(iii) Capacidade residual total do corte (P, Q)):

CI(P,Q) = cl

uv”*

(uv)e(P,Q)

Utilizaremos trés grafos distintos para explicar as relacdes entre os trés problemas de
interesse no momento: 0 MBCP, o problema do corte minimo e o problema do conjunto fechado

de peso mdximo. Considere os grafos D, D; e D" definidos a seguir:

(i) D = (V, A) é um grafo direcionado com pesos w; € R para cada i € V, e capacidades

positivas ¢;; para cada arco (i,j) € A.

(ii) Dg = (Vi, As) é uma rede, conforme definido no Capitulo 4. Essa rede é obtida a
partir de D conforme o procedimento ilustrado na se¢@o 3.1, ou seja, Vyy = V U {s,t};
Ay =AU A(s)U A(t), onde A(s) = {(s,7) | w; > 0} € o conjunto dos arcos de s a um
vértice j de peso positivo, de forma que ¢;; = wj, e A(t) = {(j,t) | w; < 0} € o conjunto
de arcos saindo de j, de peso negativo, para ¢, de forma que ¢;; = —w,; = |w,|. Vértices

de peso zero ndo se conectam a fonte nem ao sorvedouro.

(iii) A rede estendida D®** é obtida a partir de D, adicionando-se para cada vértice v distinto
de s e t, dois arcos de capacidade infinita, (¢,v) e (v, s), e fundindo s e t em um s6
vértice r, chamado raiz. Os arcos anexados de ¢ para cada vértice sdo arcos de déficit
e os arcos anexados de cada vértice a s sdo os arcos de excesso. O conjunto desses
novos arcos é denotado por Ao = U,y {(v,7) U (1,0)} e D = (V U {r}, A***), onde
At = AU A(s) U A(t) U A.

A figura (25a) mostra um exemplo de digrafo D como o definido em (i) e a figura (25b)

mostra a rede Dy, obtida a partir de D de acordo com (ii).

Figura 25 — Grafos Especiais

(a) Digrafo D (b) Rede Dy,

VAN Y,

Fonte: (2018)

A figura (26) mostra os arcos do conjunto A, de D**. Os demais arcos foram retirados

da figura para ndo polui-la. Os arcos que estdo ocultos na figura (26) sdo os arcos da figura (25b),
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Figura 26 — Conjunto de arcos A

o0 %)
o0 0
o0 %)
o0 %)

Fonte: O autor (2018)

considerando a diferenga de que os vértices s e ¢ nesta figura se fundem para formar o vértice r
em D,

Observa-se que para qualquer pseudofluxo em D,;, existe um fluxo vidvel em D,
bastando enviar o excesso ou o déficit de cada vértice v de volta para r através dos arcos de
excesso (v, r) ou dos arcos de déficits (r, v), respectivamente, em A..

Retomando a funcao excesso definida no Capitulo 4, agora aplicada a um pseudofluxo
no lugar de um fluxo. Assim, dado um pseudofluxo f em Dy, seja inflow(U) e out flow(U) o

pseudofluxo total entrando em um conjunto de vértices U e saindo de U, respectivamente. Assim

excess(U) = inflow(U) — out flow(U)

- Z fuv_ Z fuva

(u,w)e(VU{s\U,U) (u,0)e(U,VU{s}\U)

deficity(U) = —excesss(U).

Além disso, nas discussdes a seguir, para um conjunto S C V', o complemento de S,
S =V \ S, é tomado sempre com relagdo ao conjunto dos vértices originais, V/, mesmo nos
grafos Dy, e Dt

O MBCP pode ser enunciado da seguinte forma: dado um digrafo D = (V, A) ponderado
nos vértices com pesos w; (positivos ou negativos) para todo ¢+ € V', e ponderado nos arcos com
pesos ndo-negativos ¢;; para cada (7, j) € A, o objetivo é encontrar um subconjunto de vértices
S C V tal que

surplus(S) = Z w; — Z ¢;j € maximo.
€S i€S, j€S
O conceito de excedente de um conjunto S, surplus(S), apresentado no grafo do pro-
blema acima, encontra conceitos equivalentes nos trés grafos especiais definidos anteriormente.

Para um conjunto S C V,
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(i) no grafo D:
surplus(S) = ij — Z Cijs
JjeS i€8, jes
(i) narede Dy;:

O({3}7 S) - C(S,§ U {t})a

(iii) no grafo D'

Y ow- ¥ oa- Yoo
JES, (rj)eA(s) JES, (j,r)EA(t) (.7)€(S,5)
Dada a equivaléncia entre esses trés conceitos, as relagcdes entre 0 MBCP, o problema do

corte minimo e o problema do fechado de peso maximo se tornam claras. Considere o teorema a

seguir,

Teorema 5.1 (Radzik (1993), Hochbaum (2008)). Para S C V, {s} U S é um conjunto fonte de

um corte minimo em Dy, se e somente se (S, S) é um maximum blocking-cut no digrafo D.

Demonstragcdo. Reescrevendo a fungao objetivo do problema do maximum blocking-cut para o

grafo Dy, tem-se:
max[C({s},§) — C(5, Su{ty)] = max[C({s},V) - C({s},9) = C(S,SU{t})]
=C({s},V)— mm[ ({s}, S) + C(S, SU {t})].

Observe que esta tltima expressdo é equivalente a equacdo (3.8), onde C'({s}, V') é igual
a constante W+, isto €, a soma dos pesos positivos do grafo, e [C'({s},S) + C(S, S U {t})] é
igual a capacidade do corte (S,.S) em D,,. Portanto, minimizando-se a capacidade do corte,

obtém-se um blocking-cut maximo e o teorema esta provado. [

Dessa forma, encontrar um blocking-cut maximo, S, é equivalente a encontrar o conjunto
fonte, {s} U S, de um corte minimo, e vice-versa. Por outro lado, o MBCP é uma generaliza¢do
do problema do fechado de peso maximo.

Conforme discutido no Capitulo 3, o problema do fechado maximo consiste em encontrar
um conjunto fechado de vértices de peso total maximo em um digrafo ponderado nos vértices.
Através do procedimento apresentado naquele capitulo, € possivel reduzir o problema do fechado
maximo em D a um problema de fluxo em Dy, definindo as capacidades dos arcos em A
como infinitas e anexando os arcos A(s) e A(t), definidos anteriormente neste capitulo. Em D,
qualquer corte de capacidade finita C'(S, S U {t}) deve ser tal que (S, S) = ), de forma que S é
um conjunto fechado, o que implica em C(S, S U {t}) = C(S, {t}).

O problema do maximum blocking-cut generaliza o problema do fechado méaximo
relaxando a restricdo do fechamento do conjunto de vértices, mas aplicando uma penalidade
igual a capacidade do arco que viola essa restri¢do. O algoritmo pseudofluxo resolve o problema
do maximum blocking-cut, o que fornece um corte minimo e, portanto, uma solu¢do para o
problema do fechado mdximo (HOCHBAUM, 2008).
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5.2 Arvores Normalizadas

O algoritmo pseudofluxo mantém em cada iteracdo uma estrutura chamada arvore
normalizada, apresentada por Lerchs and Grossmann (1965). Uma arvore normalizada 17" =
(VU {r}, Er) é definida em uma drvore geradora no grafo D' enraizada em r de forma que
Er C AU Uvev{(ur) U (7“, U)}

Os filhos de 7 nessa drvore geradora sdo denotados por r; e sdo chamados de raizes dos
seus galhos ou subdrvores. Em uma drvore normalizada, apenas as raizes de cada galho podem
apresentar excessos ou déficits diferentes de zero. Dado um pseudofluxo f, um galho 7, € dito
forte se excess(1T,,) = excess(r;) = fr,» > 0 e fraco caso contrario. Todos os nés em um galho
forte sao fortes e todos os nds em um galho fraco sio fracos. Observe que galhos com excesso
igual a zero sdo galhos fracos.

A drvore normalizada 7" induz uma floresta em D = (V, A) formada pelos arcos em
E7 N A. Como a arvore normalizada desempenha papel fundamental no algoritmo pseudofluxo,
os arcos no conjunto Fr N A sdo chamados eventualmente de arcos da drvore enquanto que 0s
arcos no conjunto A \ Er sdo chamados de arcos fora da drvore.

Normalmente, arvores sdo representadas pondo-se a raiz em cima e os galhos emanando
da raiz e florescendo para baixo, de forma que, em relacdo a uma tal arvore, a direcdo “para
baixo” indica um afastamento em relacdo a raiz, enquanto que a dire¢do “para cima” indica uma

aproximacgdo em relacdo a raiz.

Definic¢ao 5.2. Uma arvore geradora 7' em D** com um pseudofluxo f em D,; é chamada uma

arvore normalizada se satisfaz as propriedades a seguir:

Propriedade 1. O pseudofluxo f satura todos os arcos adjacentes a fonte e ao sorvedouro, isto

é, satura todos os arcos em A(s) U A(t).

Propriedade 2. O pseudofluxo nos arcos fora da arvore € igual a capacidade minima (zero,

geralmente) ou a capacidade méxima dos respectivos arcos.

Propriedade 3. Em cada galho, todas as capacidades residuais para baixo sio estritamente

positivas.

Propriedade 4. Os tnicos vértices que ndo satisfazem a restricao de conservacao de fluxo em

Dy, sdo as raizes dos respectivos galhos.

A propriedade 4 indica que os Unicos arcos de déficit ou de excesso permitidos em uma
arvore normalizada sdo os arcos que conectam as raizes dos galhos, r;, a raiz da arvore r. Essa
propriedade torna evidente que o excesso de um galho € igual ao excesso de sua raiz.

Na figura (27), os arcos continuos indicam uma arvore normalizada inicial construida a
partir da rede D**'. As arcos pontilhados sio os arcos originais do digrafo D. Do lado esquerdo
de r estdo os arcos de excesso, com capacidade infinita enquanto que do lado direito estao

os arcos de déficit. Os nimeros em cima de cada vértice sao os excessos de cada subarvore
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Figura 27 — Arvore Normalizada Inicial

(Galhos Fortes (zalhos Fracos

excesso > 0 /—> excesso < 0

..
LYo
..

Fonte: O autor (2018)

enraizada nesses vértices. Os arcos tracejados s@o os arcos de A com suas capacidades. Nesse
momento, o pseudofluxo em cada arco fora de arvore € igual a capacidade minima de cada
arco, zero, conforme a propriedade 2. Os arcos de A(s) U A(t) foram saturados conforme a
propriedade 1 e por isso geraram os excessos e déficits mostrados.

Toda arvore normalizada apresenta uma propriedade crucial em relacdo ao problema do
maximum blocking-cut, a superotimalidade, enunciada a seguir.

Propriedade 5. (Superotimalidade) O conjunto dos vértices fortes de uma arvore
normalizada 7" € uma solugdo superotimal do problema do maximum blocking-cut. Isto é, a
soma dos excessos dos galhos fortes de 7' € um limite superior para o excedente maximo
(HOCHBAUM, 2008).

Para demonstrar a validade dessa propriedade, serdo apresentados dois lemas e uma nova

definicao. Considere o lema a seguir.

Lema 5.1. Para um subconjunto de vértices S C V tal que S = V' \ S e um pseudofluxo f
saturando A(s) U A(t), surplus(S) = excess(S) — C1(S, S).

Demonstragdo. Para um pseudofluxo f e um conjunto de vértices U C V/, a capacidade residual
do corte (U,U), onde U = V \ U, é dada por:

Cf<U, U) = Z (Cz‘j — f”) + Z fji)

(i,)€EAN(U,U) (j,))EAN(TU,U)

além disso, com f saturando A(s) U A(t), o excesso do conjunto U pode ser escrito como:
excessy(U) = C({s},U) — C(U{t}) + f(U,U) — f(U,U).

O pseudofluxo saindo de U para U pode ser representado pela diferenca entre a capacidade dos

arcos do corte e a capacidade residual desses arcos:

cxcess;(U) = C({s},U) = C(UA{t}) + fO,U) - | CW0,T) - > |,
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logo

cacessy(U) = C({s},U) — C(U{t}) - CU,T)+ [T, U)+ > <,
(i,)EAN(U,U)

Os trés primeiros termos do lado direito da equagdo correspondem ao surplus(U) e os dois

ultimos termos correspondem a capacidade residual do corte, assim:
excess;(U) = surplus(U) + C(U,U)
[

O lema (5.1) acima afirma que o conjunto .S é um maximum blocking-cut quando a
capacidade residual do corte (S,.S) é minimizada. A definicdo a seguir auxilia na prova da
propriedade de superotimalidade.

Definicdo 5.3. Para um pseudofluxo f saturando A(s) U A(t) e uma drvore normalizada 7,
define-se
surplus’ (S) = excess(S) — CH((S,5)NT).

A partir dessa defini¢do e do lema (5.1), segue que excess;(S) > surplus’(S) >
surplus(S) e os trés sdo iguais quando C/ (S, S) = 0, o que ocorre quando f(S, S) = C(S, S)
e f(S,8) =0.

Lema 5.2. Para uma arvore normalizada 7' com pseudofluxo f, conjunto de vértices fortes
denotado por S e conjunto de vértices fracos denotado por S,

Ty — T
max surplus” (U) = surplus” (S)

Demonstracdo. O excess(U) é maximizado quando seleciona-se um conjunto U* contendo
todos os vértices com excesso positivo e nenhum vértice com excesso negativo, ou seja, o
conjunto U* deve conter as raizes dos galhos fortes e ndo deve conter as raizes dos galhos fracos;
todos os demais vértices possuem excesso igual a zero. Suponha que para um galho forte B C S,
somente um subconjunto de 3, By, contendo a raiz de B, estd contido em U*. Entdo, o conjunto
de arcos residuais (B, B;) N7 é ndo vazio em virtude da propriedade 3 das drvores normalizadas,
e surplus(B;) < surplus(B). Portanto B maximiza o valor de surplus”(B) para qualquer
U C B. Além disso, a inclusdo de qualquer subconjunto de vértices fracos que nao inclui a raiz
do galho fraco no pode aumentar o valor de surplus” (U*). Assim, o mdximo é obtido com o

conjunto dos vértices fortes, S. [
Como (S,9)NT = 0,

= lus™ (U) > ! :
excesss(S) max surplus ) > max surp us(U)

Dessa forma, o excesso de .S € um limite superior para o valor do conjunto excedente maximo,

provando a propriedade de superotimalidade.



68

Quando a capacidade residual dos arcos no corte (S, S) é zero, excess(S) = surplus?(S)

surplus(S). Considerando isso juntamente com o lema (5.2), obtém-se um condig¢do de
otimalidade:

Condicao de Otimalidade: Para uma arvore normalizada 7' com um pseudofluxo f
saturando A(s) U A(t) e um conjunto de vértices fortes S, se C/(S,S) = 0, entdo S é um

conjunto de excedente maximo e (.S, S) é um blocking-cut maximo.

Definicao 5.4. Uma arvore normalizada com um pseudofluxo f é 6tima se para o conjunto de

vértices fortes S na érvore, (S, 5) N A F=0.

A ideia do algoritmo pseudofluxo €, entdo, eliminar os arcos que vao de um vértice forte
para um vértice fraco na arvore normalizada. A ndo existéncia de um tal arco € a condi¢do de
parada do algoritmo e o conjunto dos vértices fortes na drvore normalizada é, portanto, um
maximum blocking-cut, que, por sua vez, dd origem a um conjunto fonte de um corte minimo em

Dy, como mostrado na se¢do anterior.

5.3 Algoritmo

O algoritmo pseudofluxo tem como entrada uma arvore normalizada e um pseudofluxo
saturando A(s) U A(t). Uma itera¢do do algoritmo consiste em buscar um chamado arco de
fusdo, ou seja, um arco saindo de um vértice forte para um vértice fraco. Se ndo houver arco de
fusdo, a arvore normalizada € 6tima.

Se o algoritmo encontrar um arco de fusdo, tal arco € anexado a arvore, o arco de excesso
do galho forte do arco de fusdo é removido, e todo o galho forte é fundido ao galho fraco. Todo o
excesso do respectivo galho forte € enviado através do caminho tnico da raiz do galho forte para
araiz do galho fraco. Qualquer arco neste caminho que nao possua capacidade residual suficiente
para acomodar a quantidade de excesso enviada € separado e a cauda deste arco se torna a raiz
de um novo galho forte com excesso igual a diferenca entre a quantidade de excesso enviada e a
capacidade residual. O processo de enviar o excesso para a raiz do galho fraco e separar os arcos
com capacidade residual insuficiente ¢ chamado normalizacdo. A capacidade residual desse
novo galho € enviada para cima, até que chega a outro galho também com capacidade residual
insuficiente ou ao arco de déficit, adjacente a raiz do galho fraco (HOCHBAUM, 2008).

A versao geral do algoritmo pseudofluxo é apresentada a seguir. Os pardmetros de entrada
do algoritmo sdo um pseudofluxo f em Dy, saturando A(s) U A(t), uma arvore normalizada T’
associada a f, e os respectivos conjuntos dos vértices fortes, S, e fracos, S.

Nesta versao, o critério de selecdo de arcos de fusdo nao é especificado. A exposicdo da
corretude do algoritmo e comentdrios sobre desenvolvimentos e aplicacdes do mesmo finaliza
essa se¢do. Por uma questdo de compacidade, os lemas, definicdes e provas ndo serdo abordados
em detalhes, de forma que para uma exposi¢ao mais completa, o leitor deve consultar o artigo

seminal de apresentacdo do algoritmo, Hochbaum (2008).



Figura 28 — Algoritmo pseudofluxo

Procedure pseudofluxo(Dy, f, T, S, S)

input : D, f,T,5,5
1 begin

2 | while (S,5)N A; # () do
3 Selecione (s, w) € (S, S)
4 Seja r, ry, as raizes dos galhos contendo s’ e w, respectivamente
5 Seja § = excessp(ry) = fr»
6 Merge: T < T\ [r,ry] U (s, w)
7 Renormalize: {Envie § undiades de fluxo através do caminho ndo direcionado
[Tory ooy 8w, o Ty, ] i}
8 1=1
9 while v, ; # r do
10 Seja [v;, v;+1] a i-ésima aresta no caminho
1 {Push Flow}
12 if ¢/, .., > 0 then
13 ‘ Joiwigr < Joiwia +0
14 else
15 Split((?}l, Uz‘+1)7 0 — C£i7vi+1)
16 0 c{;ﬂ}i+1
17 Joiwinr = Copin
18 end
19 1 1+1
20 end
21 end
22 end

Fonte: Adaptado de Hochbaum (2008)

Figura 29 — funcao Split

Procedure Split((a, b), M)

input :(a,b), M
1 begin
2 | T+ T\(a,b)U/ (a,r)
3 | excessg(a) = for = M {a é uma raiz de galho forte }
oA e A Ui} (@)
5 end

Fonte: Adaptado de Hochbaum (2008)
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A corretude do algoritmo € expressa na forma do lema a seguir, o qual indica a finitude
do algoritmo. Além disso, como a cada iteragdo o excesso é enviado de volta a r e arcos
sdo separados para se obter uma arvore normalizada, o algoritmo termina com uma arvore

normalizada e sem arcos residuais entre vértices fortes e vértices fracos.

Lema 5.3. A cada iteracdo, ou o excesso total dos vértices fortes € estritamente reduzido, ou ao

menos um vértice fraco se torna forte.

A versdo geral do algoritmo resolve o problema do maximum blocking-cut em O(nC™)
iteracdes, onde C™* representa a capacidade do corte minimo. Uma versdo do algoritmo baseada
em um esquema de labeling semelhante ao usado no algoritmo Push-Relabel de Goldberg e
Tarjan (1988) apresenta complexidade O(mn logn) (HOCHBAUM, 2008).

Chandran e Hochbaum (2009) realizaram um estudo computacional abragente e
compararam, primeiramente, cinco implementagdes do algoritmo pseudofluxo diferentes em
relacdo ao critério de selecdo do arco de fusdo, concluindo que a variante highest-label é a versao
mais eficiente do algoritmo. Em seguida, compararam esta versao do algoritmo pseudofluxo com
a versdo mais eficiente do algoritmo push-relabel em diversas instancias de problemas de fluxo
maximo/corte minimo. Seus experimentos mostraram que o pseudofluxo € rapido também na
prética. De fato, o pseudofluxo se mostrou mais rapido que o push-relabel em quase todas as
instancias.

Fishbain, Hochbaum e Mueller (2010) realizaram um estudo comparativo focando no
desempenho dos principais algoritmos disponiveis para alguns dos problemas de processamento
de imagens mais comuns. Nesses problemas, o problema do corte minimo desempenha papel
crucial. De fato, tal como no problema do fechado de peso médximo, a resolu¢do do problema do
fluxo maximo ndo se faz necessdria nesses casos, apenas o corte minimo determina a resolucao
desses problemas. Os algoritmos utilizados no estudo foram: (i) Push-relabel, (ii) pseudofluxo,
(ii1) algoritmo de Boykov e Kolmogorov (2004), e (iv) Partial Augmenting-Relabel de Goldberg
(2008).

O estudo de Fishbain, Hochbaum e Mueller (2010) € especialmente importante porque,
diferentemente dos trabalhos de Boykov e Kolmogorov (2004) e Goldberg (2008), realiza uma
andlise dos diferentes estagios do algoritmo em relacio ao tempo de execugdo e ao gerenciamento
da memodria: inicializagdo, resolu¢iao do problema do corte minimo e computo do fluxo maximo.

Os resultados desse trabalho mostraram que o algoritmo de Boykov e Kolmogorov
tem um melhor desepenho em duas situacdes especificas: (a) pequenas instancias do problema
(m+n < 1000000); (b) instancias caracterizadas por apresentar s-t caminhos curtos. O algoritmo
pseudofluxo teve um desempenho superior em todas as outras instancias além de um melhor
gerenciamento da memoria, com uma eficiéncia até 25% maior em relacdo aos demais algoritmos
avaliados.

Hochbaum e Orlin (2013) propuseram uma série de melhorias para o algoritmo

pseudofluxo e apresentaram duas novas versoes, reduzindo a complexidade teérica do algoritmo.
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A versdo utilizando drvores dinAmicas apresenta complexidade O(nm log(n?/m)) enquanto que
a versdo utilizando estruturas de dados simples apresenta uma complexidade O(n?).

O pseudofluxo tem sido usado recentemente em problemas de mineracao de dados e
machine learning (HOCHBAUM, 2018), segmentacdo de imagens (HOCHBAUM; SINGH,
2009), grenciamento de projetos (HOCHBAUM, 2016) e defesa (HOCHBAUM; FIHSBAIN,
2011), entre outros.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Alguns aspectos matematicos do problema do conjunto fechado de peso maximo sdo
particularmente interessantes. Todos j4 foram tangencialmente abordados durante os capitulos
anteriores desse trabalho. A préxima secdo discute esses aspectos com maior riqueza de detalhes.
A secdo seguinte tece alguns comentarios sobre os algoritmos analizados neste trabalho. A
secdo (6.3) dedica-se a uma breve exposicao de aspectos importantes de algumas aplicagdes do
problema do fechado maximo. Por fim, a se¢do (6.4) finaliza este trabalho indicando trabalhos

futuros.

6.1 Aspectos Matematicos

Naturalmente, um dos aspectos matemdticos mais importantes € o fato de que, apesar de
sua semelhanga com o problema da mochila, o problema do fechado maximo € um problema
polinomial. Conforme discutido no Capitulo 3, através de uma modelagem nao trivial, € possivel
estabelecer uma relacdo entre um fechado num digrafo e um corte numa rede especial, de forma
que a minimizacao da capacidade do corte maximiza o peso do fechado. Essa modelagem € o
que permite resolver o problema do fechado maximo em tempo polinomial.

Outro aspecto matematico importante mencionado no trabalho foi a unimodularidade
total da matriz de restri¢des do problema do fechado médximo. Esse aspecto merece uma breve
discussao aqui.

Observe o digrafo na figura (30) a seguir e suponha que a cada vértice € associado
um peso b;, de forma que o vértice v; tem peso by, o vértice v, apresenta peso by € assim

sucessivamente.

Figura 30 — Exemplo Fechado Maximo

V4

U1

V2

1)30

Vg Cird

Fonte: O autor (2018)

Considere novamente a formulacdo do problema do conjunto fechado de peso méaximo,
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conforme definido no Capitulo 3, mostrado novamente a seguir por uma questdo de conveniéncia.

max E bjx;

jEV
sujeitoa  z; —x; >0 V(i,j) € A ©.1)
0<z; <1 nteiro jeV
A matriz de restricdes desse problema de otimizagao, considerando o digrafo da figura
(30), € apresentada na tabela a seguir:

Tabela 6 — Matriz de Restrigdes

U1 UV VU3 Vg4 Us Vg Ut
(Ul, v4) -1. 0 0 1 0 0 O
(1)2, v4) O -1 0 1 0 O O
(U4, U5> 0 0 0 -1 1 0 0
(vg,v5) | O 0 0 0 1 -1 0
(Ug, ’U@) 0 0 -1 0 0 1 0
(vg,v7) | O 0O O O O -1 1

Observe que, pela estrutura do problema do fechado maximo, toda linha da matriz de
restri¢cdes apresenta um 1 e um —1 e todas as demais entradas sdo 0. Esse fato indica que trata-se
de um tipo de matriz totalmente unimodular.

Uma matriz de adjacéncia € totalmente unimodular se cada um de seus subdeterminantes
¢ igual a 0, 1 ou —1. Em particular, todas as entradas de uma matriz totalmente unimodular sdo
iguais a 0, 1 ou —1, uma vez que cada entrada é, por si s6, um subdeterminante de ordem 1 x 1.
A relagdo entre unimodularidade total e programacao linear inteira € expressa através do teorema
seguinte (SCHRIJVER, 1993).

Teorema 6.1. Seja A uma matriz totalmente unimodular e seja b um vetor inteiro. Entdo o
poliedro P := {x | Az < b} é inteiro .

O teorema acima implica que qualquer programa linear com entrada inteira e matriz
de restricdes totalmente unimodular apresenta solu¢cao 6tima inteira. Uma caracteriza¢do mais
abrangente pode ser encontrada em Schrijver (1993). Schrijver (1993) destaca ainda alguns
exemplos caracteristicos de matrizes totalmente unimodulares, como a matriz de um grafo
bipartido.

A total unimodularidade do problema do conjunto fechado de peso maximo € um
indicativo de que o problema pode ser solucionado através do método simplex de maneira
satisfatoria para instancias do problema. De fato, o simplex resolve satisfatoriamente o problema
do fluxo méximo na rede especial derivada da modelagem apresentada no Capitulo 3. O dual do
problema do fluxo méximo € o corte minimo e determina um fechado de peso maximo. Existem,

no entanto, algoritmos combinatdrios especializados e que, portanto, oferecem maior eficiéncia.

' A prova desse teorema pode ser encontrada em Schrijver (1993).
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Em vertentes do problema do fechado maximo como o problema da mineracdo a céu aberto ou
em aplicacdes envolvendo quantidades massivas de dados (Big Data, Machine Learning) esses
algoritmos especializados se fazem necessarios.

Existe outro aspecto desfavordvel a utilizacao do simplex para resolu¢ao do problema
do fechado méximo. Conforme discutido neste trabalho, o fluxo maximo nao € necessario para
resolugdo do problema do fechado maximo, de forma que a resolucao do problema do fluxo
maximo implica um certo “desperdicio” de processamento. Ainda assim, opta-se pela resolucdo
do problema do fechado mdximo como um subproduto do problema do fluxo méximo porque o
problema do corte minimo € frequentemente degenerado, isto €, para esse problema, € possivel
que o algoritmo simplex entre em uma sequéncia infinita de iteracdes sem altera¢des no valor da
funcdo objetivo, conforme definido em Dantzig e Thapa (1997) e Dantzig e Thapa (2003).

Por fim, cabe destacar ainda nos aspectos matematicos, a abrangéncia do problema
do conjunto fechado de peso maximo. Como mostrado no trabalho, o problema do conjunto
fechado de peso maximo generaliza os problemas da selecdo, da provisdo, dos custos fixos
compartilhados e da mineragdo a céu aberto. Além disso, o Capitulo 5 mostrou que o problema
do maximum blocking-cut generaliza o problema do fechado méaximo, relaxando a restri¢ao
de fechamento, mas atribuindo uma penalidade igual a capacidade do arco para cada arco no
corte determinado pelo conjunto de vértices. Isto realca a flexibilidade do problema do fechado

maximo e suas potencialidades para aplicacdo nas mais diversas areas.

6.2 Algoritmos

O algoritmo de Ford e Fulkerson, também chamado de algoritmo do caminho de aumento,
desempenha papel fundamental ndo sé para o problema do fechado méximo, mas para problemas
de fluxo médximo e problemas de corte minimo, entre outros. Apesar de ndo ser o mais rapido,
esse algoritmo determinou uma condi¢do precisa de parada para algoritmos de fluxo méximo: a
ndo existéncia de caminhos de aumento no grafo residual. Essa condicao € utilizada na grande
maioria dos algoritmos, mesmo que com pequenas alteracdes.

Diferentemente de outras técnicas como a flooding technique de Boldyreft (1955b) e o
simplex, o algoritmo de Ford e Fulkerson favorece e evidencia a dualidade entre o fluxo méximo
e o corte minimo, fornecendo ambos ao final da execucdo. O método primal-dual, como ja
mencionado no Capitulo 4, representa um avango importante na consolidacdo da otimizacao
combinatoéria como disciplina autdbnoma.

De fato, a hamornizacao entre os trabalhos de Ford e Fulkerson e Dantzig firmaram os
pilares da otimizacdo combinatdria. Com efeito, Dantzig, Ford e Fulkerson (1956) descreveram
o primeiro algoritmo primal-dual para problemas gerais de programacao linear; o método primal-
dual aplicado ao problema do caminho minimo levou ao desenvolvimento do algoritmo de
Dijkstra, e aplicado ao problema do fluxo maximo levou ao desenvolvimento do algoritmo de
Ford e Fulkerson (PAPADIMITRIOU; STEIGLITZ, 1998).
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Assim, como um dos primeiros algoritmos combinatdrios especializados, o algoritmo
de Ford e Fulkerson (1956) resolve o problema do fechado méximo com complexidade tedrica
inferior a complexidade do simplex, resultando em maior eficiéncia e maior rapidez.

Além disso, o conceito por trds do algoritmo do caminho de aumento € intuitivo e natural,
no sentido de que possibilita muitas associagdes com conceitos fisicos, concretos, e facilita
sobremaneira o entendimento.

O algoritmo de Ford e Fulkerson recebeu diversas modificagdes e melhorias durante
os 30 anos seguintes ao seu desenvolvimento até que o algoritmo push-relabel de Goldberg
e Tarjan (1988) foi lancado e tornou-se o benchmark, em teoria e pratica. Um breve sumério
dos algoritmos derivados, em maior ou menor grau, do algoritmo de caminho de aumento é
apresentado na tabela a seguir. Uma lista completa dos principais algoritmos de fluxo maximo e

suas complexidades pode ser conferida em Schrijver (2003).

Tabela 7 — Algoritmos Fluxo Médximo

Complexidade | Referéncias

O(n*mC) Dantzig (1955) - Simplex
O(nmC) Ford e Fulkerson (1956) - Augmenting Path
O(nm?) Dinic (1970), Edmonds e Karp (1972)

O(n*mlognC) | Edmonds e Karp (1972)
O(m?log C) Edmonds e Karp (1972) - Capacity-scaling
O(n®m) Dinic (1970)
O(nmlogn) Sleator e Tarjan (1983) - Dynamic Trees
O(nmlog(n®/m)) | Goldberg e Tarjan (1988) - Push-relabel + Dynamic Trees

Fonte: Adaptado de Schrijver (2003)

O algoritmo push-relabel, também chamado prefluxo, representou uma mudanga no
paradigma de desenvolvimento de algoritmos para o problema do fluxo mdximo. Em sentido
oposto ao da maioria dos algoritmos, o push-relabel processa toda sua execu¢do com um fluxo
invidvel, porém, superotimal. Apenas ao final da execugdo € que o fluxo se torna vidvel, e 6timo.

Esse algoritmo tornou-se o algoritmo mais eficiente em teoria e prética, sendo uma
espécie de dual do algoritmo de Ford e Fulkerson (1956). A medida que relaxa a condigdo de
conservagao do fluxo (em apenas uma dire¢do), o algoritmo de Goldberg e Tarjan (1988) ataca
um dos principais problemas do algoritmo do caminho de aumento: a manutencio de um fluxo
vidvel durante toda a execugdo torna o algoritmo lento. Conforme discutido no Capitulo 4, nos
casos em que um arco de grande capacidade € sucedido por diversos arcos de capacidade inferior,
o algoritmo push-relabel satura o primeiro arco e distribui todo fluxo possivel entre os arcos
sucessores, retornando o excesso para fonte.

O algoritmo prefluxo incorporou também um esquema de rotulacdo de vértices que estima
o caminho minimo, em nimero de arcos, entre cada vértice ativo € o sorvedouro, direcionando
0 excesso para que este seja enviado o mais “rapido” possivel, contribuindo para a eficiéncia

pratica do algoritmo.
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O algoritmo pseudofluxo de Hochbaum (2008) generaliza, em certos aspectos, 0O
algoritmo push-relabel. Isso porque o conceito de pseudofluxo € uma generaliza¢do do conceito
de prefluxo: enquanto o prefluxo relaxa a restricdo de conservacao de fluxo em uma diregao,
permitindo a formacdo de excessos de fluxo em vértices, o pseudofluxo relaxa a restri¢do de
conservacao em ambas as dire¢des, permitindo a formacao de excessos e déficits de fluxo nos
vértices.

Observe que, a medida que o push-relabel satura os arcos conectados a fonte e provoca
excesso de fluxo nos vértices do primeiro nivel, implicitamente o algoritmo estd testando um
corte natural; obviamente, a capacidade do corte determinado pelos arcos saindo da fonte é um
limite superior para o corte minimo. O algoritmo pseudofluxo realiza esse “teste” ndo sé para o
corte determinado pelos arcos adjacentes a fonte, mas também para o corte determinado pelos
arcos adjacentes ao sorvedouro, a medida que satura também estes arcos, provocando déficits
nos vértices anteriores ao sorvedouro.

O pseudofluxo apresenta ainda uma outra vantagem em relacao ao push-relabel: enquanto
que o dltimo envia fluxo através de apenas um arco por iteragc@o, o primeiro envia fluxo através de
um caminho de um vértice com excesso para um vértice com déficit. Essas sdo as duas vantagens
conceituais do pseudofluxo em relagao ao prefluxo.

Mas hé que se destacar que essas vantagens sdo possiveis em razao da utilizacao da
chamada arvore normalizada, utilizada no algoritmo como estrutura principal. Como discutido
no Capitulo 5, esta estrutura foi trazida de um algoritmo popular na comunidade de engenharia
de mineragdo e possibilita um gerenciamento mais eficiente da memoria do computador durante
a execugao do algoritmo.

Este trabalho discutiu os principais algoritmos para resolu¢ao do problema do conjunto
fechado de peso mdximo: caminho de aumento de Ford e Fulkerson (1956), push-relabel de
Goldberg e Tarjan (1988) e pseudofluxo de Hochbaum (2008). O algoritmo push-relabel tornou-
se o algoritmo mais rapido e eficiente a partir do final da década de 1980 e apenas na ultima
década comecou a ser desafiado pelo algoritmo pseudofluxo. Alguns artigos discutidos no final
do Capitulo 5 mostram que o pseudofluxo se mostra superior ao push-relabel em problemas de
fluxo maximo e corte minimo.

E razodvel acreditar que o algoritmo pseudofluxo é o algoritmo mais eficiente conhecido
até o momento para resolver o problema do fechado médximo por trés razdes apresentadas e
debatidas ao longo dessa dissertacdo: (1) o pseudofluxo tem complexidade tedrica compativel
com a complexidade tedrica do push-relabel, mas tem se mostrado mais eficiente em problemas
gerais de fluxo méximo; (2) o pseudofluxo se mostrou mais eficiente que o push-relabel em
problemas de visualizacdo de imagens, que apresentam semelhancas importantes com o problema
do fechado méximo; (3) o pseudofluxo foi desenvolvido especificamente para resolver o problema
da minerac@o a céu aberto, uma das formas mais gerais do problema do fechado maximo.
Contudo, um estudo de desempenho comparativo entre algoritmos especificamente para o
problema do fechado méximo parece ser uma necessidade e um campo fértil para trabalhos

futuros.
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Além disso, nas formas cldssicas do problema do fechado méximo, como em problemas
de selecdo ou da provisdo, onde os arcos do digrafo original ndo apresentam capacidades
associadas, o algoritmo pseudofluxo ganha maior velocidade uma vez que nao precisa testar
se 0 excesso de um vértice é compativel com a capacidade residual do caminho até um vértice
com déficit de fluxo. Nesses casos, a frequéncia de utilizacdo da fungdo Split() é drasticamente

reduzida e, consequentemente, a execugdo do algoritmo torna-se substancialmente mais rapida.

6.3 Aplicacoes

Durante este trabalho, diversas aplicacdes do problema do conjunto fechado de peso
maximo foram apresentadas e discutidas. Algumas delas foram discutidas em seu contexto
histérico com foco na sua contribui¢ao para a consolidacao do problema do fechado méximo e
outras foram discutidas por uma questao de completude na exposi¢ao.

As aplicagdes cldssicas, como em problemas de selecao/provisdao, podem ser encontradas
em qualquer campo de atuagdo porque, apés a modelagem discutida neste trabalho, reduzem-se a
um problema com requisitos minimos. Basicamente, o problema consiste em otimizar a sele¢ao
de itens mantendo-se as relagdes existentes entre os itens. Nesses casos, o fato de o digrafo
ser bipartido facilita a resolu¢@o e permite a utilizagdo de algoritmos eficientes em termos de
complexidade tedrica e rapidos na prética.

Contudo, uma visao superficial sobre essas aplicacdes encobre detalhes importantes
que sdo dependentes das especificidades do problema. Um estudo mais aprofundado das
caracteristicas especificas dessas aplicacdes, como € o estudo de Hochbaum e Chen (2000)
sobre o problema da mineracao a céu aberto, pode indicar melhorias conceituais e algoritmicas
para uma resolugdo mais eficiente.

O problema da mineracdo a céu aberto € mais complexo do que as aplica¢Oes supracitadas.
O seu digrafo caracteristico, em geral, nao € bipartido e na prética sua entrada tem dimensoes
elevadas. Ainda assim, o estudo de Hochbaum e Chen (2000) revelou mecanismos eficazes
para melhoria do desempenho computacional dos algoritmos para resolver o problema. Elas
mostraram que detalhes como a escolha do padrao de arestas, a reversdo do sentido do digrafo e a
utilizagdo de um pré-processamento podem reduzir substancialmente o tempo de processamento
e a utilizacdo da memoria do computador.

O trabalho de Hochbaum e Chen (2000) pode ser usado como um modelo para futuros
estudos das aplicagdes do problema do conjunto fechado de peso maximo. Trabalhos como esse
sd0 necessdrios atualmente para preencher uma lacuna na literatura especializada: apesar de
existir uma teoria bem documentada sobre a reducdo do problema do fechado maximo para
um problema de corte minimo, sdo necessarios estudos mais aprofundados sobre os aspectos
especificos das aplicagdes praticas do problema.

Cabe destacar, ainda em relacdo as aplicagdes do fechado maximo, os problemas de
scheduling. Problemas de scheduling sao inerentemente complexos. De fato, uma grande parcela

dos problemas préticos de scheduling sdo tratados através de heuristicas. A resolu¢ido de uma
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classe desses problemas através do problema do fechado maximo, como mostrado no trabalho

de Faaland e Schmitt (1987), requer uma maior aten¢do em virtude de suas possibilidades.

6.4 Trabalhos Futuros

Ao realizar uma investigacdo sobre o problema do conjunto fechado de peso maximo,
este trabalho permitiu a identificacao da necessidade de estudos futuros acerca de aspectos do

problema. Os principais sdo:

e Um estudo de desempenho comparativo entre os principais algoritmos disponiveis para

resolucdo do problema do conjunto fechado de peso méximo;

e Um estudo das caracteristicas matematicas e algoritmicas de problemas de sele¢do/provisao
nos moldes do trabalho de Hochbaum e Chen (2000);

e Um estudo mais aprofundado de problemas de scheduling com foco nos problemas que

podem ser resolvidos através do problema do fechado méximo.

A realizacdo desses estudos pode revelar implicagdes tedricas e praticas importantes e
permitir uma maior utiliza¢io pratica dessa teoria, principalmente em contextos de produgdo e

gerenciamento das operagdes.
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