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RESUMO

O proposito deste trabalho é estudar a estabilizacao interna de um sistema de duas
equagoes de Korteweg-de Vries (KdV) generalizada sobre o efeito de um termo de amor-
tecimento localizado. Para isso, um breve historico do surgimento e dedugao da equacao
KdV é apresentada na introducao. A boa colocacao para solugoes do sistema sao investi-
gadas em trés situacgoes, no caso linear usamos a teoria de semi-grupo, no caso nao-linear
quando o expoente do termo nao linear varia no intervalo [1;2), localmente é utilizado ar-
gumentos de ponto fixo, e globalmente por meio de estimativas a priori, por iltimo o caso
nao-linear quando o expoente do termo nao linear varia no intervalo [2;4), obtemos apenas
a existéncia global para as solugoes fracas utilizando argumentos de densidade. No que diz
respeito a obtencao do decaimento exponencial, usamos técnicas multiplicativas combinadas
com argumento de compacidade-unicidade e reduzimos o problema a provar uma propriedade
de continuacao unica para as solucoes fracas. Tal propriedade é obtida via estimativas de

Carleman para o operador da KdV.

Palavras-Chave: Sistema KdV-KdV. Estabilidade exponencial. Propriedade de conti-

nuacao unica. Estimativa de Carleman.



ABSTRACT

The purpose of this work is to study the internal stabilization of a system of two Kortweg-
de Vries (KdV) equations, generalized under the effect of a localized damping term. For this,
a brief history of the emergence and deduction of the KdV equation is presented in the intro-
duction. The well-posedness for solutions of the system are investigated in three situations,
in the linear case we use the theory of semi-group, in the nonlinear case, when the expo-
nent of the nonlinear term varies in the interval [1;2), locally is used fixed point arguments
and globally by a priori estimates, finally the nonlinear case, when the nonlinear term expo-
nent varies in the interval [2;4), we obtain only the global existence for the weak solutions
using density arguments. To obtain the exponential decay, we use multiplicative techniques
combined with compactness-uniqueness argument and reduce the problem to prove a unique
continuation property for the weak solutions. This property is obtained via Carleman esti-

mate for the KdV operator.

Key—words: System KdV-KdV. Exponential stability. Unique continuation property. Car-

leman estimate.
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1 INTRODUCAO

Esta dissertacao tem por finalidade investigar a estabilizagao de sistemas dispersivos regi-
dos por equacoes diferenciais parciais. A questao é estudar o comportamento assintotico das
solugoes, por exemplo, através de uma analise inicial da energia total associado ao modelo.
O modelo aqui estudado é um sistema de equagoes do tipo Korteweg-de Vries (KdV) posto
em dominio limitado. Os resultados apresentados neste trabalho foram obtidos pela primeira
vez por [23].

Apresentaremos a seguir alguns fatos histéricos importantes, relativos a essa equacao, e
depois um estado da arte dos trabalhos ja realizados, ao longo dos anos, no sistema que

pretendemos estudar.

1.1 Um pouco sobre a descoberta dos sdlitons

A primeira observagao documentada sobre sélitons foi feita em 1834 pelo cientista e
engenheira naval John Scott Russell, quando observava o movimento de uma balsa no Canal
de Eddinburgh, em Glasgow. Ele observou uma onda passando através de um canal sem
perder sua forma ou velocidade, a esse fendmeno fisico ele denominou de ondas solitarias ou
ondas de translagao. Russell, segundo suas préprias palavras, falou:

“Fu estava observando o movimento de um barco que estava sendo rapidamente puzrado
por um par de cavalos, quando de repente o barco parou, menos a massa de dgua no canal
que ainda estava em movimento. A mesma se acumulou ao redor da proa da embarcagao
em um estado de wiolenta agitacao. Entao, de repente, deixando-a para trds sequiu em
frente com grande wvelocidade, assumindo a forma de uma grande e solitdria elevagao, um

arredondado, leve e bem definido amontoado de dgua, que continuou seu curso ao longo



do canal, aparentemente sem mudar sua forma ou diminuir sua rapidez. Fu a persequi a
cavalo, e a ultrapassei, onde ainda movia-se a uma taxa de oito ou nove milhas por hora
preservando seu aspecto original, algo em torno de 30 pés de comprimento e entre 1 pé a 1
pé e meio de altura, sua altura foi gradualmente diminuindo e depois de persequi-la por uma
ou duas milhas, a perdi nos desdobramentos do canal. Assim, em agosto de 1834, foi minha
primeira chance de entrevistar este fenomeno lindo e singular, o qual eu chamei de Ondas
de Translagao (...)".

Russell realizou vérias pesquisas praticas e tedricas sobre tal fenomeno. Seus experimen-
tos, conhecidos como “O sistema de linha de onda de construcao de casco”, consistiam em
encher uma area com fluido atras de um obstaculo, em seguida removia o obstéculo de modo
que uma longa onda amontoada se propagasse pelo canal. Todo esse conhecimento por ele
produzido, inovaram a engenharia naval do século 19, sendo premiado com medalha de ouro
pela Sociedade Real de Edinburgh em 1837, pelo trabalho desenvolvido. Contudo, seus re-
sultados experimentais, foram de encontro a conjecturas fisicas da época, como a Teoria da
Onda de Agua de G. B. Airy, a qual afirmava que a onda viajante nao podia existir uma vez
que, eventualmente, a mesma mudaria de rapidez e forma. Outra Teoria que foi contestada
na época foi a de G. G. Stokes, que afirmava serem possiveis, ondas com amplitudes finitas
e formas fixas, porém apenas em aguas profundas e formas periédicas. Apesar, do préprio
Stokes afirmar que:

“E da opiniao do senhor Russell que a onda solitdria é um fenomeno sui generis, imedi-
atamente deriwando seu cardter das circunstancias de geragao da onda. Seus exrperimentos
parecem tornar essa conclusao provavel. Se correto, o cardter analitico das ondas solitdrias
ainda restam a ser descobertos”.

Diante disso, Russell a fim de convencer a comunidade fisica, desafiou a comunidade
matematica a provar teoricamente a existéncia de tal fenomeno, como disse o mesmo:

“Tendo constatado que ninguém havia sido bem-sucedido em prever o fenomeno em que
eu me aventurei em chamar de onda de translagao, (...). Nao é de se supor que apds sua
existéncia ter sido descoberta e seus fenomenos determinados, esfor¢os nao seriam feitos
(...) para mostrar como deveria ter sido previsto através das conhecidas equagoes gerais de

movimento fluido. Em outras palavras, restava ao matemdtico prever a descoberta depois de
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ter acontecido, ou seja, dar uma “priori demonstracao” “a posteriori”.

Russell faleceu em 1882 sem ter conseguido uma equagao que pudesse descrever a evolugao
da referida onda solitaria. Apenas em 1895, dois matematicos holandeses, Diederik Korteweg
e Gustav de Vries, conseguiram deduzir a equagao para propagacao de ondas em aguas rasas,
hoje conhecida como equagao de Korteweg-de Vries (KdV). A palavra “séliton”, somente
surgiu em 1965 a partir dos trabalhos de Zabuski e Kruskal, onde observaram propriedades

notdveis para as ondas tipo KdV (para maiores detalhes fisicos sobre séliton ver [6]).

A forma original da equacao, presente no artigo de Korteweg e de Vries [14] é

_2 — —_— ) ——
ot 2\ 78, \ 27 Tt

on 3 [go (1 3 1 0%

2 2 3" 02
onde,
n: € a elevagao da superficie acima do nivel de equilibrio;
[, a: sao constantes relacionadas ao movimento uniforme do liquido;
g: constante gravitacional;

. 3 TI ) . X .
B: expressao dada por f = 3~ 5p Que éuma constante relacionada as forgas capilares do
P9

tensor 1" e da densidade p.

Note que, eliminando as constantes fisicas por meio das mudancas de variaveis
— L L L2 t— L /9 t
U——=n——-a, T——— e —. /=t
2173 3 2\ 13

up + 6uly + Uypzr = 0.

obtemos

Essa equacao, acima obtida, é dita equacao KdV padrao, onde a variavel redimensionada
“u”, esta relacionada a amplitude e comprimento de onda.

Resumindo a equacao KdV é um modelo matematico que descreve a propagacao de ondas
ao longo de um canal de secao transversal retangular de dguas rasas com pequena amplitude,

ou seja, pouca profundidade.
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1.2 Problemas e resultados importantes

O objetivo deste trabalho é estudar a estabilizacao global de um sistema acoplado de duas

equagoes tipo KdV generalizadas sobre um dominio limitado (0, L) da forma:

Ut + Uggy + A3Vz00 + a(U)Uy + a100; + az(uv), + b(x)u = 0, 0

b1vy + 1U; + Vgpy + b2a3Uzze + a(v)v, + byasut, + beay(uv), + b(x)v =0,

onde (z,t) € (0,L) x (0,7T), considerando as seguintes condi¢oes de contorno
uw(0,t) = v(0,t) = u(L,t) = v(L,t) = ug(L,t) = v, (L, t) =0, (2)
onde t € (0,7) e condigdes iniciais
u(x,0) = u(x) e v(z,0) =°(x), (3)

onde z € (0, L).
Aqui, 7,a1, as, az, by, by sdo constantes reais tais que by, by > 0 e que 0 < a2by < 1. Em
todo este trabalho vamos assumir que a = a(s) e b = b(z) sao fungdes com valores reais

satisfazendo as condigoes:

a(0) =0, |aV(s)] < C(1 +s]),
onde C' >0 é constantee j =0,1se 1 <p<2, e7=0,1,2sep=>2.

be L*0,L), é uma fungao nao-negativa, tal que b(x) > by > 0 quase sempre 5)

em w, onde w C (0, L) é um aberto nao-vazio.

Nota-se assim que o termo de amortecimento b atua efetivamente em w.

Vamos considerar a energia associada ao sistema (1), que neste caso é dada por

E(t) = 5/0 (bou® + byv?) du. (6)

Verifica-se formalmente que, a derivada da energia associada ao sistema satisfaz,

) = — {% <\/Eu$(0,t) + \/agbgvx(o,t)) + %(1 — a2by)e2(0, 1)

L
—l—/ b(x)(bou® + vz)d:c} <0,
0
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para todo t > 0, mostrando assim que o termo b(z)(u + v) desempenha o papel de um
mecanismo de controle. Devido ao comportamento da derivada da energia surgem as seguintes

perguntas naturais:
(i) E(t) — 0, quando t — 00?
(ii) Se for o caso, podemos determinar uma taxa de decaimento?

Note que, se o termo de amortecimento b(x) for identicamente nulo, ainda assim teremos
que a energia do sistema sera dissipada através dos termos de fronteira, quando x = 0. No
entanto, a dissipacdo em decorréncia das condigbes de contorno u,(0,t) e v,(0,t) nido sdo
fortes o suficiente para garantir o decaimento das soluges do sistema (1)—(3) para todos os
valores de L. De fato, em [18], [21] e [22] provou-se que o decaimento das solugoes do sistema
linear nao ocorre para alguns valores no intervalo (0, L). Rosier em [29], descobriu que se o
comprimento [ € (0, L) encontra-se em um conjunto enumeravel de comprimentos criticos da

forma

2
€= { ?W\/ k2 + kI + 12, k e | nimeros naturais positivos } ,

a equacao linear KAV possui solugoes nao estaveis. Assim, sugere-se que adicionando um
termo extra de amortecimento como b(x)u e b(x)v no sistema (1), por exemplo, o decaimento
das solucoes pode ser obtido para qualquer L > 0.

Quando b(z) = by > 0 em (0, L) fica muito simples de provar que a energia E(t) decai
exponencialmente a medida que t tende ao infinito. O problema de estabilizacao é muito
mais sutil, quando o amortecimento é efetivo somente em um subconjunto de (0, L). Neste
trabalho, o interesse é estudar exatamente esse problema.

Sendo assim, o objetivo é provar que, para qualquer R > 0 existem constantes C(R) e
a(R) satisfazendo

E(t) < C(R)E(0)e @t v >0,

desde que E(0) < R. Isso é equivalente a encontrar 7' > 0 e C' > 0 tais que

™1 >
E(0) < C {- Vaug (0, 1) + 1/ a2bav,(0,8) ) 4+ =(1 — a2by)v2(0, t)
/OL 2 < ) 2 (7)
+ / b(x)(byu? +v2)dx} dt,
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se verifica para todas as solucoes do sistema. Com efeito, da desigualdade acima obtemos
0<~vy<1,tal que
E(kT) <~*E(0), V k> 0.

Como E(t) < E(kKT) para kT <t < (k+ 1)T segue que

1 n-y
E(t) < ~B(0)e ™.
f‘)/

No que diz respeito ao sistema (1), quando a(s) = s e b = 0 o sistema (1) foi obtido
por Gear e Grimshaw, em [12], como um modelo para descrever interagoes fortes de duas
ondas longas num fluido estratificado. Para uma equagao KdV, foi analizado, em [20], a
estabilizacdo quando a fungdo b = b(x) atua simultaneamente em uma vizinhanga de ambos
os extremos de (0, L). Posteriormente, em [2], a mesma anélise foi desenvolvida para o caso
do sistema acoplado, aqui considerado, tomando a(s) = s e também b; = by = 1.

Para obter (7) os autores, em [20], seguem de perto as técnicas multiplicativas desenvolvi-
das em [29], para andlise das propriedades de controlabilidade da equagao KdV simples. No
entanto, quando se utiliza multiplicadores, a nao linearidade produz termos extras que em [2]
foram tratadas com argumentos de compacidade—unicidade. Entao o problema da obtencao
de (7) é reduzido a mostrar que: toda solucao que satisfaz b(z)u = b(x)v = 0 quase sempre
e para todo tempo t, u,(0,t) = v,(0,f) = 0, tem que ser a solu¢ao nula. Esse problema pode
ser visto como uma propriedade de continuagao tnica uma vez que em {b(z) > 0} x (0,1),
b(x)u = b(x)v = 0 implica que v = v = 0. Quando o termo de amortecimento é ativo em
um subconjunto da forma (0,0) U (6, L — 9), § > 0, como em [2] e [20], a propriedade de
continuagao unica foi resolvida em duas etapas: em primeiro lugar, estendendo a solucao
como sendo zero fora do intervalo (0, L), obtém-se uma solu¢do de suporte compacto (no
espago) do problema de Cauchy para a equagao KdV em toda a reta. Em seguida, aplica-se
propriedades classicas de regularizagdo obtidas em [33] mostrando que a solugdo é suave.
Isso nos permite utilizar os resultados de propriedade de continuacao tnica provadas em [10],
para concluir que u = v = 0. O caso geral, isto é, em que a funcao amortecimento esta ativa
em qualquer subconjunto aberto do dominio, foi solucionada em [17] e, neste caso, procede-
ram como em [24] provando que as solugoes nulas em qualquer subconjunto do dominio sao

necessariamente suaves.
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O problema que abordamos aqui, bem como a existéncia e unicidade global das solugoes
fracas, foi primeiramente estudado em [27] para a equac¢ao KdV simples com 1 < p < 4.
O decaimento exponencial é obtido fazendo uma andlise similar ao descrito no paragrafo
anterior, isto é, combinando as técnicas multiplicativas com argumento de compacidade—
unicidade. O objetivo principal dessa parte do trabalho é estender a andlise desenvolvida em
[15] e [27] para o sistema acoplado (1)—(3). A principal dificuldade neste contexto surge da
estrutura da nao-linearidade e da falta de regularidade das solugoes com as quais lidamos.
A propriedade de continuacao tnica, neste caso, nao pode ser aplicada diretamente, como ja
foi dito. Dai, surge a necessidade de provar uma desigualdade de Carleman que nos permite
mostrar diretamente a continuacao unica para solugoes fracas do sistema. Esta desigualdade
tem certa semelhanca com as desenvolvidas em [30] (ver também [28]).

O trabalho estard dividido da seguinte forma: No capitulo 2, apresentaremos os resul-
tados preliminares que serao utilizados durante todo o trabalho. No capitulo 3, provaremos
a existéncia e unicidade para a KdV linear e nao linear. Isso sera feito utilizando a teoria
de semigrupos, estimativas a priori e argumento de ponto fixo. Finalmente, no capitulo 4,
obteremos a estabiliza¢ao global do sistema (1)—(3), utilizando a propriedade de continuacao
unica. Para tal provaremos uma estimativa de Carleman, que sera o ponto chave para provar

a continuagao Unica para o sistema.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

2.1 Espacos de Banach e Hilbert

As definigoes e resultados que enunciaremos abaixo, bem como suas demonstracoes, po-

dem ser encontradas em [5, 26] e, portanto, suas provas serao omitidas.

Definicao 2.1.1. Seja E um espacgo vetorial. Diremos que E € um espago normado, se existe

uma fung¢ao N : E — R satisfazendo:
(i) N(z) 20,Vz € E ese Nz)=0= z=0;
(i) N(z,y) < N(z)+ N(y), V z,y € E;

(11i)) N(ax) = |a|N(z), Va € R.

Definicao 2.1.2. Seja E um espaco normado. Dizemos que FE é um espaco de Banach se

for completo, ou seja, se toda sequéncia de Cauchy em E é convergente em FE.

Definicao 2.1.3. Seja E um espacgo de Banach, com a norma induzida pelo produto interno.

Dizemos que E ¢ um espaco de Hilbert.

Definicao 2.1.4. Seja E um espaco normado com norma || - ||g. Denotamos por E' o dual
topoldgico de E, que € o conjunto de todos os funcionais lineares e continuos definidos em E.

Define-se em E' a norma

[fller = supf{| (f,2) [z € E e [lz]lz <1},

com a norma || - ||g, temos que E' é um espaco de Banach.

Defini¢ao 2.1.5. Sejam (x,)nen C E, (fu)nen C E', x € E e f € E'. Dizemos que,
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(i) (xn)nen converge forte para x, denotado por x,, — x, quando ||z, — z||g — 0;

(ii) (zn)nen converge fraco para x, denotado por x, — x, quando
(fyzn) — (fix), ¥V [ €L

(111) (fn)nen converge fraco estrela para f, denotado por f, = f, quando

(fn,x) — (f,z), Vx €E.

Proposigao 2.1.6. Sejam (2,)neny C E, (fu)nen CE, z € E e f € F.
(i) x, > x em E = x, =z em E;
(ii) x, = x em E = ||z,||p < 00 e ||z||p < lrilrggf |l znl 2
(iii) , = x em Ee f,, » f em E' = (fn,x,) — (f, x);
() fn— fem E' = f, > f em E
(v) fo2>femE ex,—xemE= (fy,x,) = (f x);
(vi) E € espago de Hilbert = x, — x < x, =z em E e ||z,||g — ||z &

Definicao 2.1.7. Dizemos que um espaco normado E € separdvel, se existe um subcojunto

numerdvel e denso em E.

Teorema 2.1.8. Toda sequéncia limitada de funcionais lineares e continuas definidos sobre

um espag¢o normado separdvel, possui uma subsequéncia que converge fraco estrela.

Definicao 2.1.9. Seja E um espaco de Banach, dizemos que E € um espago reflexivo quando

a aplicagao T : E — E" € sobrejetiva, onde E" = {f : E' = R, f € linear e continua} com

[fller = sup {f(9)}-

9eE" [|gll <1

Teorema 2.1.10. E € um espago reflexivo se, e somente se, toda sequéncia limitada possui

uma subsequéncia convergindo fraco.

Proposicao 2.1.11. O dual de um espaco de Hilbert é também um espaco de Hilbert.
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Corolario 2.1.12. Os espacos de Hilbert sao reflexivos.

Definicao 2.1.13. Sejam (X, || - ||x) e (Y| - |ly) espacos vetoriais normados onde X C Y.
Dizemos que X estd continuamente inverso em Y, e denotamos por X — Y, se existe uma
constante C' > 0 tal que

lzlly < Cllz|lx, Vx € X.

Dizemos que X estd compactamente imerso em Y, e denotamos por X =Y, se
(i) X = Y;
(i1) Toda sequéncia limitada de Z C X, tem uma subsequéncia que € de Cauchy em || - ||y.

Definigao 2.1.14. Seja 1 < p < o0 e (Q, X, ) um espago de medida. Denotamos por LP(Q)

o conjunto de todas as fungoes f : Q2 — R mensurdveis sequndo Lesbergue, tais que

1
(/]f(x)|pdu)p<oo , sel < p<oo,
Q

supess {|f(z)|} , sep=ooc.
€N

1 llzo0) =

Definigao 2.1.15. Uma sequéncia (f)nen C LP converge para f € LP, quando:
Ve>0,3noeNsn>ng=|fo— fllor <e.
Além disso, (fn)neny C LP € dita de Cauchy quando:
Ve>0,dngeN;m,n>ng=|fin— fuller <e.

Teorema 2.1.16. Seja (f,)nen C LP na qual converge para a fung¢do mensurdvel f. Se eziste

g € LP tal que |fp(x)| < g(x),z € Q en €N, entio f € LP e f, — f em LP.

Teorema 2.1.17. Sejam (1,31, 1) e (2, Xo, pio) espagos de medida o-finita, uz a medida
produto em Y3 = Y1 X Xy, Se F : Q3 — R, com Q3 € X3, € integravel com respeito a T,

entdo as fungoes definidas em quase todo ponto por

f(x) = / Fous ¢ gly) = / Fudp,,

tem integrais finitas e seque que

/ (/ qug)dulz/ quS:/ (/ qul)dug.
Q4 Qo Q3 Qo Q
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Definigao 2.1.18. Uma sequéncia (u,)nen € fracamente convergente para u € LP(QQ) se, e

somente se,
/unv dx — / wo dz, Vv e LI(Q),
Q Q

1,1 _
ondel—y—i-a—l.

Teorema 2.1.19. Toda sequéncia limitada em LP(S)) com p > 1, possui uma subsequéncia

que converge fraco em LP(S).

Teorema 2.1.20. Se (uy,)nen converge forte para u em LP e (v,)nen € N converge fraco para

1 1
vem L9 com —+ — = 1. Entao teremos que
P q

lim Uy Uy, AT = / wv dzx.
Q Q

n—o0

Teorema 2.1.21. Seja Q um aberto limitado. Suponha que f seja continua e (U, )nen Satis-

fazendo:

Up, = u q.t.p. em €,
f(uy) limitado em LP(Q2) para p > 1.

Entao existe uma subsequéncia de (uy)nen tal que
f(u,) = f(u) fraco em LP(2).

Corolario 2.1.22. Seja Q um aberto limitado. Suponha que (Up)nen € uma sequéncia limi-

tada em LT (Q) que converge quase sempre para u em §. Entao,
u, — u forte em L"(Q),
para todo r tal que 1 < r < p.

Teorema 2.1.23. LP é um espaco de Banach para 1 < p < oo. Em particular L? munido

do produto interno

(u,v) ::/uv dx,
Q

¢ um espaco de Hilbert.

Definig¢ao 2.1.24. Seja f : Q — R uma funcao continua. O conjunto supp f = {x € Q; f(x) # 0}

¢ chamado o suporte de f. Se €2 for compacto, chamaremos de suporte compacto de f.
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Definicao 2.1.25. Seja ) um conjunto aberto. Denote,
(a) C(Q) o espaco das fungoes continuas em §2;
(b) C*(Q) o espaco das fungoes k vezes continuamente diferencidvel em §2;

(c) Co(2) o espago das fungoes continuas em 2, com suporte compacto, ou seja, 3 A C S

compacto tal que f =0 em Q\A;
(d) Gy = CHQ) N Co(Q);

(¢) C=(Q) =[] CH(Q);

keN

(f) G52 () = C>=() N Go(2).

Teorema 2.1.26. Para todo conjunto aberto @ C R™ temos que o conjunto C3°(2) é denso

em LP(Q), para 1 < p < 00.

Observacao. O Teorema 2.1.26 é muito 1til para mostrar desigualdades para funcoes
integraveis. De fato, pois basta mostrar que a desigualdade é valida para fungoes continuas e
diferenciaveis com suporte compacto e que, pela densidade, tais funcoes podem ser estendidas

para fungoes integrais.

Definigao 2.1.27. Seja Q C R™ um aberto e 1 < p < 0o. Dizemos que f € L (), quando

loc

YV A C Q compacto, fxa € LP(Q).

Teorema 2.1.28. (Representacao de Riez) Seja ) um aberto de R™ e T um operador
1 1

linear e limitado definido sobre LP(QY). Entdo existe uma fun¢do w € LI(R2), onde —+— =1,
q

satisfazendo

T(v) = /Qw(x)v(x)dx, Ve LP(Q).

2.2 Distribuicoes

As definigoes e resultados que enunciaremos abaixo, bem como suas demonstragoes, po-

dem ser encontradas em [8, 18] e, portanto, suas provas serao omitidas.
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Definicao 2.2.1. Denotaremos o operador derivacao por

olal
L —— .
x1 Uzxg - - - J}:
onde x = (r1,...,2,) ER", a=(ay,...,a,) EN" e |la| =a; + ... + a,.

Definicao 2.2.2. Chamamos de formula de Leibniz a expressao dada por

D*(uw) =" W%W(D%)(Da%),

B<a

onde u e v sao fungoes reais com um numero suficiente de derivadas, a! = aq!...a,! e f <

se By <a;parai=1,...,n.

Definigao 2.2.3. Considere a sequinte nogao de convergéncia: Dado (¢n)nen C C§°(2) e

p € C§°(2), dizemos que v, — ¢ quando:
(i) 3 K C Q compacto, tal que supp p, C K, ¥V n €N;
(i) ¥ a € N, D%, (z) — D%p(z) uniformemente em Q.

O espago C§°(R2), munido da nogdo de convergéncia acima, € dito espago das fungoes testes

em ), e denotado por D(9).

Definigao 2.2.4. Toda forma linear T em D(2) que € continua no sentido da convergéncia
em D(QY), definida anteriormente, é dita uma distribuicdo sobre ). Denota-se por D'(2) o

espaco vetorial de todas as distribuicoes.
Definicao 2.2.5. Seja (T),)nen C D'(Q) e T € D'(Q2). Dizemos que T,, — T em D'(Q2) se
(Th, ) = (T, ), ¥ 9 € D(Q).

Lema 2.2.6. Seja u € L}, .(Q). Entio T, dado por

loc

(Tu ) = / u(@)p(z)dr, o € D(Q),

¢ uma distribuicao sobre ). Por simplificacao da notacao, algumas vezes, diz-se “a distri-

buicao u”ao invés da distribuicao T,. Além disso,
U, — u em L. (Q) = u, — u em D'(Q),

assim, podemos escrever,

Line(Q2) = D'(Q).
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Definicao 2.2.7. A derivada de ordem « de T é dada por
(DT, ) = (=1)"(T, D*¢), V ¢ € D(Q).

Além disso, D*T € D'(R2), assim uma distribuicio T' € D'(QQ) possui derivadas de todas as

ordens no sentido das distribuicoes.

2.3 Espacos de Sobolev

As definigoes e resultados que enunciaremos abaixo, bem como suas demonstracoes, po-

dem ser encontradas em [5, 8] e, portanto, suas provas serao omitidas.

Definicao 2.3.1. Seja Q um aberto do R",1 < p < 400 e m € N. Representa-se por
Wm™P(Q) o espago vetorial de todas as fungoes u € LP(QY), tais que para todo |o| < m, D*u €

LP(Q), sendo que D*u é a derivada no sentido das distribuicoes.

Observacao. Sabemos que se u € LP(S)) entdo u possui derivadas de todas as ordens
no sentido das distribuicoes, porém nao necessariamente D*u serda uma distribuigao definida

por alguma func¢ao em LP(£2), logo faz-se sentido a definigao 2.3.1.

Definigao 2.3.2. Dado u € W™P(Q) defina

D=

s = { 3 [ 1Doupds
Q

laf<m

Assim, || - ||wme € uma norma. O espago normado (W™P(Q), ||+ |lwm») € denominado espago

de Sobolev. Em particular, temos que W™?(Q) := H™().
Proposigao 2.3.3. O espago de Sobolev W™P(Q) é um espago de Banach.

Corolario 2.3.4. Os espagos H™(S2) sao espagos de Hilbert.

Definigao 2.3.5. C5°(Q) := W (Q).

Observagao. C3°(€2) ndo ¢é necessariamente denso em W™P(Q), apesar de C§°(£2) ser

denso em LP(9Q2).
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Proposigao 2.3.6. Se W;"?(Q2) = W™P(Q), entao R™\Q possui medida de Lebesgue nula.
Teorema 2.3.7. D(R"™) é denso no W™P(R").

Definicao 2.3.8. Sejam 1 < p < 400 e ¢ > 1 tais que %—i—% = 1. Representa-se por
W="4(Q) o dual topoldgico de Wi (), bem como, H™ () o dual topoldgico de HJ'(2).

Teorema 2.3.9. (Teorema de Imersao) Sejam 1 < p < oo, m =1 e Q C R™ um subconjunto

aberto, limitado com fronteira reqular, para
W™mP(Q) :={u e LP(Q); Du € LP(Q), V |a] < m},

temos as sequintes imersoes continuas:

1 m 1 1
(i) Se — — — >0, entao W™P(Q) — L1(Q), onde — = —
p n qa p

JE

I

1
(ii) Se — — m_ 0, entao W™P(Q) — LI(2), onde q € [ p,+0 );
p n

1
(iii) Se = — " <0, entdo W™P(Q) — L(Q).
P n

Teorema 2.3.10. (Teorema de Imersio) Seja @ C R"™ um aberto limitado de classe C™ e

1 < p < oo. Entao as sequintes 1mersoes sao compactas:

(i) Sen > mp, entao W™P(Q) = L1(Q),1 < g <
(i) Se n=mp, entao W™P(Q) = L1(Q),1 < g < 4o0;

(i) Se n < mp, entdo W™P(Q) = C*Q),k < m — — < k+ 1 onde k é um inteiro

nao-negativo.

Definicao 2.3.11. A transformada de Fourier de f, denotada por f, ¢ uma fungao definida

sobre o R™ pela formula:

fOy= [ e fayda,

onde i =+/—1 e (x,\) = ij)\j ¢ o produto interno usual em R™.

j=i
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Definicao 2.3.12. O espaco de Schwartz ou espaco das funcoes rapidamente decrescentes,

que denotamos por S, € o subespago vetorial formado pelas fungoes p € C°(R™) tais que:

lim |- D*(z) = 0,
o0

quaisquer que sejam k € N e o € N”,

Definigao 2.3.13. Uma distribui¢ao temperada (ou lentamente crescente) é um funcional
linear continuo T definido sobre S. O espaco vetorial dos funcionais lineares e continuos

sobre S € denotado por S'.
Definicao 2.3.14. O conjunto

H™(R") = {u € L*(R"); D*u € L*(R"), ¥ a € N", |a| < m},
¢ um espacgo de Hilbert munido com o sequinte produto interno,

(U, V) gm(rn) = Z / D% - Doy dx = Z (D%, Dv) p2(mn).
Rn

la]<m lor|<m
Considere o seguinte espago,

m
2

{ue S'(R™); (1+ [lz]*)= -4 € L*(R")},

onde u designa a transformada de Fourier da u, com produto interno,
(u, v)) = /n(l + 2Py - az) - o) de = (L4 l2lP) 2 a, (14 [[2]*)20) oy -
Assim, a seguinte proposicao se verifica.
Proposicao 2.3.15. Para todo m € N, temos que
H™(R") = {u € S'R"); (1 +||lz]*) 2 a € LA ([R")}.
Definicao 2.3.16. Para s € R ¢ s > 0 definimos
H*(R") = {u € S'(R"); (1 + [|lz[*)2a € L*(R™)},
munido do produto interno

()i = [ (1 ol i) - 802)
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Proposicao 2.3.17. Para todo s > 0,
(i) H*(R") — L*(R");
(ii) H*(R™) é um espago de Hilbert;

(111) S(R™) tem uma imersao continua e densa em H*(R™);
(iv) D(R™) tem uma imersao continua e densa em H*(R™).

Defini¢ao 2.3.18. Para todo s € R, s > 0, denotaremos o dual topolégico de H*(R™) por
H—*(R™).

Proposicao 2.3.19. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(i) H=(R") = {f € 8'(R"); (1 + |«|)7 - f € L*(R")};

() Wl = ([ @+ Py o de) v g e v

Definicao 2.3.20. Seja Q2 um aberto limitado do R™ com fronteira bem regular, ou o semi-

espago R’ . Consideremos a aplicagao:
ro @ L*(R™) = L*(Q) poruw— rou =1u|,.
Seque que rqo € uma aplicacdo linear e continua e € dita a restricao de u a €.
Definicao 2.3.21. Para todo o € N", tem-se que
D%(rqu) = rq(D%u) .
Assim, para todo m € N a aplicagcdo
ro: H"(R") — H™(Q) € continua.

Neste caso, definiremos,

H™(Q) = {rqu;u € H™(R")}.
Consequentemente, para s > 0, podemos definir
H*(Q) = {rqu;u € H*(R™)}.

Analogamente, temos que H®(Q2) < L*(Q).
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Proposicao 2.3.22. Para todo s > 0 e 0 < s1 < sy com s,51,52 € R, H*(Q2) munido da

norma,

|l sy == nf{||w|| g @ny; row = u},

satisfaz as sequintes afirmativas:
(i) H5(Q) é um espago de Hilbert;
(ii) D(Q) € denso em H*(Q);

(Z’LZ) 0<s1 <89 = H52(Q) — H81<Q)

2.4 Interpolacao de espacos de Sobolev

As definicoes e resultados que enunciaremos abaixo, bem como suas demonstracoes, po-
dem ser encontradas em [1, 16] e, portanto, suas provas serao omitidas.

Sejam X e Y dois espacgos de Hilbert separdveis, com imersao continua e densa, X — Y.
Sejam (, )x e ( , )y os produtos internos de X e Y, respectivamente.

Seja S um operador auto-adjunto, estritamente positivo. Indicaremos por D(S), o con-
junto de todas as fungoes u definidas em X, tal que a aplicacio v — (u,v)x, v € X é
continua na topologia induzida por Y. Entao, (u,v)x = (Su,v)y define S, como sendo um
operador ilimitado em Y com dominio D(S), denso em Y.

Usando a decomposicao espectral de operadores auto-adjuntos, podemos definir S?, 6 € R.
Em particular usaremos A = § 2,

O operador A é auto-adjunto, positivo definido em Y, com D(A) = X e
(u,v)x = (Au, Av)y, Y u,v € X.
Definicao 2.4.1. Com as hipoteses anteriores, definimos o espacgo intermedidrio
[X,Y]y = D(A"™?) (dominio de A'™%),0 <6< 1,

com norma

_ 1
lullxyye = (lully + 1A ]2
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Observacao:
. X > [X,)Y]p—=Y.
2. Jullixy, <l lullf-
3. Se 0 <6y <0 <1entao [X,Y]p, = [X,Y]g,.
4 [[X, Y]y, [X, YouJo = [X, Y] 1-6)00+00, -
Teorema 2.4.2. Sejam ) um subconjunto bem reqular de R™ e s > % Entao,

du 1
H;(Q) = H(Q)), — =0, 0<J —=0.
o) = {uuemr@), 55 -0 0<i<s- 4

Teorema 2.4.3. Sejam Q) um subconjunto bem reqular de R™, s1 > so >0, s1 € so # k + %,

ke€Z. Ses=(1—0)s+0sy#k+ 3, entio

[Hg' (2), Hy* (o = Hy (L)

[H (), B = HG(®), com s = (1= Oym # b+ 5,
com normas equivalentes.
Proposicao 2.4.4. Seja u € X. Logo existe ¢ > 0, tal que
lullpeyy, < ellullx”lully-

Teorema 2.4.5. Sejam ) um subconjunto limitado de R™ com fronteira bem reqular e s; e

S9 =0, 5272/64—%,/662. 5682(1—9)81—95275k+%, entao

[H*(2), H™*(Q)]p = H*(Q)

H(Q) = [H™(Q), H*(Q)]s, com s=(1—0)m #k+ %,
com normas equivalentes.
Teorema 2.4.6. Seja ) um subconjunto limitado de R™ com fronteira bem reqular. Entao,
[H* (), H*2(Q)]g = HI=91702(Q), Vsy,55 > 0.

Definicao 2.4.7. Dizemos que o0s espacos topologicos normados X, Y sao compativeis se

existe um espaco topologico separdvel U, tal que X e'Y sao subespacos de U.
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2.5 Distribuicoes vetoriais

As definicoes e resultados que enunciaremos abaixo, bem como suas demonstracoes, po-

dem ser encontradas em [26, 32] e, portanto, suas provas serao omitidas.

Definicao 2.5.1. Sejam a,b € R e X um espago de Banach com norma || - ||x. Dizemos que

a fungdo F : (a,b) — X € mensurdvel quando,

(i) A imagem de (a,b) por F' é separdvel quase sempre. Isto é, 3 A de medida nula tal que

F((a,b)\A) € separdvel;

(ii) F € fracamente mensurdvel. Isto é, ¥V w € X', a fungdo s — (F(s),w) € mensurdvel.

Além disso, seque que, F' € integrdvel quando:

b
/ | F(s)]|xds < 0.
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Definicao 2.5.2. Consideremos 0s sequintes espagos:

(i) LP(a,b; X) = {u: (a,b) — X mensurdvel; ||u||x € LP(a,b)} onde 1 < p < 400, munido

o = { [ Wl a5}

(ii) L>(a,b; X) ={u: (a,b) = X mensurdvel e limitada q.s. em (a,b)} munido da norma,

da norma,

el = sup essllu(s)[x = inf {C'>0;flulx < Cg.5.};

a<s<

(111) C(a,b; X) =A{u: (a,b) = X continua} munido da norma,

o) = mas lu(s)]lx:

(iv) C™(a,b; X) = {u : (a,b) — X com derivadas continuas até a ordem m} munido da

norma,

[ullemapx) = Zmax ()1

(v) Cu(la,b]; X) = {u: (a,b) = X fracamente continua, ou seja, t — (p,u(t)) € continua

para todo ¢ € X'}.
Proposicao 2.5.3. Sejam m € N, 1 < p < 400, X e Y espacos de Banach sobre R. Entao:
(i) C™(a,b; X) € um espago de Banach;
(ii) LP(a,b; X) e L>®(a,b; X) sao espacos de Banach;
(111) C(a,b; X) € denso em LP(a,b; X) e a imersio C(a,b; X) < LP(a,b; X) € continua;
(iv) Se X € espago de Hilbert, L*(a,b; X) também serd;
(v) LP(a,b; X) € separdvel se X for separdvel;
(vi) X =Y = L"(a,b; X) — Li(a,b;Y),1 < ¢ <r < +o0;

(vii) X € reflexivo e X — Y entio C,([a,b]; X) = Cy([a,b];Y) N L>(0,T; X).
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Definigao 2.5.4. Denotaremos por D(a,b, X) o espago das fungoes infinitamente diferencidveis
com suporte compacto contido em (a,b) e a valores em X. Denotaremos também por D'(a, b; X)
o espago das distribuigoes vetoriais em (a,b) e a valores em X. Além disso, sendo T €

D'(a,b; X) a derivada de ordem n de T € definida por

<f;f,¢> _(—1) <T,%> ¥ o € D(a,b).

Consideremos o espago

W™P(a,b; X) = {u € LP(a,b; X);uY) € LP(a,b; X),j =1,...,m},

onde u) é a j-ésima derivada no sentido das distribuicées, munido da norma

1
P
l|w|lwmp(apx) = {ZHU HLP(abX} :

Para p = 2, considere o espago H™(a, b; X)) munido do produto interno
(t, 0) @iy = Y, 09) 20y,
Proposicao 2.5.5. Sao vdlidas as sequintes afirmacoes:
(i) W™P(a,b; X) é um espago de Banach;
(ii) Se X é um espaco de Hilbert entao H™(a,b; X) também serd;
(111) C§°(a,b; X) é denso em LP(a,b; X), para p < oo.

Teorema 2.5.6. Sejam T > 0,1 < py < 00, 1 < p; < 00, e By, B, By espacos de Banach tal

que a 1mersao By — B é compacta e a imersao B — By € continua. Defina o espaco
V ={v;v e L*(0,T; By) ev, € LP*(0,T; By)},

munido da norma
[vllv = lJv]lzro0.7,80) + Vel o1 0,781,

entao V € um espaco de Banach. Além disso,
(i) ¥V v > 0,3 uma constante C(y) > 0; ||v|]|lp < v ||vllB, + C() - ||v]|B;;

(i) A imersao V — L*°(0,T; B) é compacta.
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Teorema 2.5.7. Sejam —1 < a < f < 1 € (Up)nen uma sequéncia de fungoes tal que
U, — u fraco® em L>=(0,T; H*(Q));
u, — u' fraco em L>(0,T; H*(Q)).

Entao para todo r < B teremos que

un, — u forte em C(0,T; H"(Q)).

2.6 Desigualdades importantes

As demonstragoes das desigualdades abaixo, podem ser encontradas em [5, 7, 11, 13] e,

portanto, suas provas serao omitidas.

Lema 2.6.1. (Desigualdade de Young) Sejam a,b constantes positivas e p,q tais que

1 1 _1 ~
=4 2= entao
p+q ¢

al b
ab < — + —.
p q

Lema 2.6.2. (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(Q),g € LU(2),1 < p < o0 ¢
1104_ % = 1. Entao, fg € L1<Q) €

1f9llr) < Il llgllzee)-
Lema 2.6.3. (Desigualdade de Minkowski) Sejam 1 < p < oo e f,g € LP(Q), entdo

1f + gllir) < I fllere + l9llro-

Lema 2.6.4. (Desigualdade de Poincaré-Friedrichs) Seja Q0 C R™ aberto limitado. Se

u € H}(Q) entdo existe uma constante C > 0 tal que
lullZ2) < ClVullZzq).

Lema 2.6.5. (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg) Sejam q,r € [1,400) e j,m €
NU{0},0<j<m. Butao¥ 6 [£,1] el=j+0(L—m)+1-0)L,

15920 < CGm, g 6)LF £
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onde C(j,m,q,r,0) é uma constante. Em particular se j = 0,m = 1,q=r =2 e = %
temos que

1 1
[Fllzoe < CUSIZ2 I 22

Lema 2.6.6. (Interpolacdo dos espacos LP(Q2)) Sejam 1 < p<qg<r<ooedCR"

aberto. Entao,
(1) LUQ) C LP(Q) + L"(%);

(i) L*(Q) N L"(Q) € L), e, Iflze < IFILIfllL" onde y € (0,1) e

_ 7, d=.
=1 +

Q=

(i) LP(Q) € L9(Q2) e |[fllza < [ f]lze-

Lema 2.6.7. (Desigualdade integral de Gronwall) Seja u : [a,b] — R continua e ndo
negativa satisfazendo

u(t) < C+ /tB(s)u(s) ds, ¥t € [a, b,

onde C' = 0 € constante e B : [a,b] — RT € continua e nao negativa. Entdo temos que,

u(t) < Cela BE) ds vy ¢ ¢ a, b].

2.7 Semigrupos de operadores lineares

As definigoes e resultados que enunciaremos abaixo, bem como suas demonstracoes, po-

dem ser encontradas em [7, 13, 25] e, portanto, suas provas serao omitidas.

Defini¢ao 2.7.1. Seja X um espago de Hilbert. Dado A : D(A) C X — X wma aplicagao
linear definido no dominio D(A). Diremos que A é densamente definido se D(A) for denso

em X.

Definigao 2.7.2. O adjunto A* de A é um operador linear A* : D(A*) C X — X que

satisfaz

(i) F: D(A) C X — C,z — F(x) = (Ax,y) € continuo, V y € D(A*), ou seja, 3 C(y) >0
constante tal que

| (Az,y) | < C|lz|, V x € D(A);
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(ii) ¥ y € D(A*), A*y € o unico elemento de X tal que
(Az,y) = (x, A™y), YV x € D(A).

Definicao 2.7.3. O operador A € fechado se A*™* = A.
Definicao 2.7.4. O operador A € dissipativo se a parte real Re (Ax,x) <0, V x € D(A).

Definigao 2.7.5. Seja L(X; X) a dlgebra dos operadores lineares limitados de X . Dizemos
que uma aplicagao S : [ 0,400 ) — L(X; X) € um semigrupo de operadores lineares limitados

de X se,
1. S(0) =1, onde I é o operador identidade de L(X; X);

2. S(t+s)=S()S(s), Vt,s R,
Diz-se que o semigrupo é de classe C° se,
3. lim ||(S(t) — )z|]| =0, V2 e X.
t—0t
Proposicao 2.7.6. Se S é um semigrupo de classe C°, entdo
1 |[S®) | cx.x) € uma fungdo limitada em todo intervalo limitado [0,T];

2. 8 € fortemente continuo em R, isto €, set € RT entao lim,_,, S(s)x = S(t)x, Vo € X.

Teorema 2.7.7. Seja S(t),t € [0,+00 ), um semigrupo fortemente continuo e operadores

lineares continuos em X. Entdo, 3 C >0 e X € R tal que
||S(t)||£(H;H) S C- 6”, Vte [0,+OO ) .
Definicao 2.7.8. O operador A : D(A) — X definido por

h—0t

D(A) = {x € X: lim %x existe}

A(z) = lim %x vV 2 € D(A)

h—0t

¢ dito gerador infinitesimal do semigrupo S.
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Proposicao 2.7.9. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo S.

Entao, para todo x € X,
lim — S(s)x ds = S(s)x e it [S(t)z] = AS(t)x = S(t)Ax.

Definigao 2.7.10. Seja A um operador linear de X. O conjunto dos A\ € C para os quais
o operador linear \I — A € inversivel, seu inverso € limitado e tem dominio denso em X, €

dito conjunto resolvente de A e € representado por p(A).

Teorema 2.7.11 (Lumer-Phillips). Se A € um gerador infinitesimal de um semigrupo de

contracao de classe C°, entdo
1. A € dissipativo;
2. RAMI—A)=X, A>0.
Reciprocamente, se
1. D(A) € denso em X;
2. A € dissipativo;
3. R(A\o— A) = X, para algum Mg > 0,
entio A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe C°.

Corolario 2.7.12. Seja A um operador linear fechado, densamente definido tal que D(A)
e R(A) estao ambos em X. Se A e seu operador adjunto A* sdo ambos dissipativos, entdo
A € o gerador infinitesimal do semigrupo fortemente continuo de contracoes de classe C°

associado ao operador A.

Considere o seguinte problema de Cauchy abstrato, nao linear,

) Z—? = Au+ f(t,u(t))

u(ty) = u’
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onde A é um gerador infinitesimal de um semigrupo S(t), de classe C°, ¢ > 0, com dominio

em X e f:[ty,T] x X — X é continua em ¢ satisfazendo a condigao de Lipschitz em u.

Definicao 2.7.13. Dizemos que u € solucdo cldssica do problema, se
u € C%[0,4+00); D(A)NCH[0,+00); X),
e satisfaz (i). Caso a fungao uw € C([0,T]; X), seja dada por

u(t) = S(t)u’ +/O S(t—s)f(s,u(s))ds,

serd chamada uma solugao generalizada de (i). Note ainda que mesmo para f = 0,u = S(t)u’

serd uma solucao generalizada do caso linear.

Teorema 2.7.14. Seja A for gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo.
Entao,

Vu’e D(A), VT € [ty,+o0) e ¥V f € C(ty, T); X),

o problema de valor inicial (i) possui uma unica solu¢ao
u € CH([ o, +00 ); X) N C([ ty, +00 ) ; D(A)),

e tem-se

u(t) = S(t)u’ +/0 S(t—s)f(s,u(s))ds, Vtel0,T].

Teorema 2.7.15. Para cada T > 0 e u(t) € X, com t € [0,T], o problema de valor inicial
(1) possui uma unica solugao fraca em [0,T) se, e somente se, A for gerador infinitesimal de

um semigrupo fortemente continuo {S(t)}i>o-

Teorema 2.7.16. Seja f : [tg,00) x X — X continua em t para t > 0, localmente Lipschitz
em u e uniformemente continua em t em intervalos limitados. Se A € um gerador infini-
tesimal de um semigrupo S(t), t > 0 de classe C°, em X, entdo para todo u® € X existe
tmax < 00 tal que o problema de wvalor inicial (i) possui uma unica solugdo u € [0, tmax ).
Além disso, se tya.x < 00 entdo

Jim[u(t)]x = oc.
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2.8 Toépicos adicionais essenciais

As definicoes e resultados que enunciaremos abaixo, bem como suas demonstracoes, po-

dem ser encontradas em [5, 9, 31, 32| e, portanto, suas provas serao omitidas.

Definicao 2.8.1. Sejam X e Y espacos de Banach. Uma aplicacio ¢ : X — Y é uma

contracao se, existe uma constante 0 < o < 1 tal que

d(p(r),0(y)) < ad(z,y).

Teorema 2.8.2. (Teorema do ponto firo de Banach) Sejam X um espaco de Banach

e p: X — X uma contragao. Entao, existe um unico ponto x € X tal que ¢(x) = x.

Teorema 2.8.3. (Teorema de Ergoroff) Seja @ C R™ aberto. Se (fn)nen C LP(S2), com
1 <p<oo,tal que f, = f e fu(x) = g(x) quase sempre, quando n — oo, entao f(z) = g(x)

quase sempre.

Teorema 2.8.4. Se V' é um espago de Banach e g € LP(0,T;V), com 1 < p < o0, entdo

para algum h > 0 a funcdo
] 1 t+h
g (.I',t) :E g(.fl?,S)dS,
t

satisfaz
(i) g" e W (0,T — h; V);
(ii) 19" |zo.r-nvy < llgllzoozvy;
(i4i) g — g em LP(0,T";V) quando h — 0, p < oo e T’ < T.

Lema 2.8.5. Sejam X e Y espacos de Banach tal que X C'Y é uma imersao continua. Se a
fungdo ¢ € L>=(0,T;X) e € fracamente continua com valores em'Y, entdo ¢ serd fracamente

continua com valores em X .

Definicao 2.8.6. Um conjunto K de um espaco de Banach B é compacto se para toda familia
de abertos que cobrem K existe uma sub-familia finita cobrindo K. Assim, um conjunto €

relativamente compacto se o seu fecho for compacto.
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Lema 2.8.7. Um conjunto F' de C(0,T; B) € relativamente compacto se, e somente se,
(i) F(t)={f(t); f € F} € relativamente compacto em B,V t € [0,T];
(ii) F € uniformemente equicontinuo, isto é€,

Ve>0,30>0ta—ti] <0=|f(t2) — f(t1)|| <e, VfeEF0<t <ty <T.

Lema 2.8.8. Sejam X, B eY espacoes de Banach, onde X C B C'Y com imersao compacta
X — B.

(1) Se F € limitado em L*(0,T;X),1 < p < oo, e &:F limitado em L'(0,T;Y). Entao F

¢ relativamente compacto em LP(0,T; B);

(ii) Se F é limitado em L>(0,T;X) e O,F € limitado em L"(0,T;Y) onde r > 1. Entdo,

F é relativamente compacto em C(0,T; B).

Teorema 2.8.9. (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Seja E um espa¢o de Banach. FEntao,
By ={f € E;||f|| <1} é compacto pela topologia fraca™ §(E', E).
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3 BOA COLOCACAO

Neste capitulo mostraremos a existéncia, unicidade e dependéncia continua dos dados
iniciais da solugao para o sistema (1)—(3), tanto no caso linear, quanto no caso nao-linear.

Para isso, introduziremos o espacgo de Hilbert
X =[L*(0, L)%,
munido do produto interno

L L
<<u,v>,<so,¢>>xzz—j / wp di + / o da.

3.1 Caso linear

Nesta se¢ao vamos considerar o sistema (1)—(3) quando a; = ay = a(s) = b(z) = 0, para

todo s € R ez € (0,L). Defina o seguinte operador linear A : D(A) C X — X com

—Uggax — A3V

A(u,v) := ,V (u,v) € D(A),

r b2a3 1
— Uy — Ugge — 7 Vzax
b by b

D(A) = {(u,v) € [H*(0, L)% u(0,t) = v(0,t) = u(L,t) = v(L,t) = u.(L,t) = v, (L,t) = 0},

para t € (0,7).
Note que, definindo U := (u,v) € X podemos reescrever o sistema (1)—(3), utilizando as

hipéteses iniciais, da forma:
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U, = Al), em (0,L) x (0,7,
UO,t) =U(L,t) =U,(L,t) =0, em (0,7), (8)
U(z,0) =U"(x), em (0,L).

Além disso, dados (u,v), (@,v) € [H?(0, L)]?, por integracao por partes e pelas condigoes de

contorno, temos que

Awo) (o x = 2 [ (it — ayvams)eo d + / <_L% by W ) -
b1 Jo 0 by by by
by [F

L
T 1
- T ((;Oxxx + a3/73:x:r>u dl‘ + / (_’Ym + bQGSQOmmx + b_r)/mmm) v dl‘
0 1

b1 0 bl
v.(0, 1)
by ’

b b

_b_Q%(O,t) [tz (0, ) + v,(0, t)as] — 7,(0, 1) {—2“3%(0, t) +
1

Dessa forma defina A* : D(A*) C X — X por

Prax + A3Yzzx
A (90’7) - T bga,g ]_ ’

D(A") = {(,7) € [H*(0, L)}*; ¢(0,1) = 7(0,8) = ¢(L,t) = (L, t) = ¢4(0,1) = 12(0, 1) = 0},
para t € (0,7). Note que,

(A(u,v), (¢, 7)) x = ((u,v), A(¢,7))x, ¥ (u,0), (p,7) € X.

portanto, A* é o operador adjunto de A.

Proposicao 3.1.1. Sao vdlidas as sequintes afirmagoes:
(i) D(A) € denso em X
(ii) A € fechado

(11i)) A e A* sdo dissipativos.

Demonstragao:
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Para ver (i) note que,
[C5°(0, L)]> € D(A) C [H?(0,L)]* C [L*(0,L)]* = X.

O Teorema 2.1.26 nos fornece que [C§°(0, L)]? é denso em [L?(0, L)]?, segue assim que D(A)
é denso em X.
Para provar (i1), basta verificar que A** = A. De fato, andlogo aos calculos ja feitos para

a obtencao do operador adjunto de A é facil ver que:

(‘A(u’ U)’ (gp, 7))X = ((uv U)’ ‘A*(QO’ 7))X = (A**(u7 U)? (QO, 7))X'

Por fim para mostrar (i), veja que,
(A(,0), (0, 0))x = 2 [ (—tisgs — Gsvgme)u do + / (_L% _sby U ) v d
b1 Jo 0 by by by

1
= —— [bou2(0, ) + v2(0,¢) + 2a3bou, (0, 1)v,(0,1)]
1

2b
1 2
= 5 { (\/bgux(o,t) + agbgvx(o,t)) +(1— a%bg)vfc(O,t)} <0
1

Analogamente, (A*(¢,7), (p,7))x < 0. Portanto, pela defini¢ao 2.7.4, temos que A e A* sao

operadores lineares dissipativos. [

Teorema 3.1.2. Seja U° € X. Ezistird uma tnica solugao fraca U = S(-)U° de (8) tal que
UeC(o,T]; X).
Além disso, se U’ € D(A), entao (8) terd uma tinica solugdo cldssica U tal que
U € C([0,T]; D(A) N C([0,T]; X).

Demonstragao:

A Proposicao 3.1.1, nos fornece as hipdteses necessarias, para aplicar o Corolario 2.7.12
proveniente do Teorema de Lumer-Phillips, na qual nos permite afirmar que A gera um
semigrupo de contragoes de classe C°, que denotaremos por S : [0,00 ) — L(X; X). Dessa
forma, pelo Teorema 2.7.15, existird uma tnica solugao fraca em [0,7], para (8), da forma
U = S(-)U°. Em particular, se U° € D(A), pelo Teorema 2.7.14, existird uma tinica solugao
cléssica tal que U € C([0,T]); D(A) N C*([0,T7]; X). »
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A obtencao de estimativas globais a priori, para o caso linear é muito similar ao caso
nao-linear, de modo que deixaremos para prova-la na préxima secao. O resultado acima
juntamente com essas estimativas nos garante a boa colocagao global de ().

A seguir apresentaremos um resultado de regularidade para as solugoes fracas de (8).
Teorema 3.1.3. Sejald’ € X eUd = S(-)U° a solucao fraca de (8). Entaio,
Uec L*0,T;[H0,L))*)n H0,T; [H 20, L)]*).
Além disso existe uma constante C' > 0 tal que para todo t > 0,
U 203101 0,2) < ClIU||x-

Demonstragao:
A prova sera omitida pois sao andlogas as apresentadas no Lema 3.2.3. |
Usando os resultados anteriores e argumentos de interpolagao (ver secao 2.4), obtemos

um resultado de boa colocacgao global em cada espaco [H*(0, L)]? para s € [0, 3].

Corolério 3.1.4. Para qualquer s € [0,3] e qualquer U° € [H*(0, L)]?, a solugio U de (9)
pertence a C([0,T); [H*(0, L)]?).

3.2 Caso nao-linear

Considere o sistema (1)—(5). Com a notagao apresentada no caso linear e para s € [0, 3],
defina X, como a colegao das fungoes w € H*(0, L) satisfazendo as seguintes condigoes de

compatibilidade
13
w(0,t) = w(L,t) =0, sese | =, =,
2°2
3
w(0,t) = w(L,t) = w,(L,t) =0, ses¢€ (5,3} ,
munido da norma Hilbertiana ||w||gs. Para qualquer T > 0, introduziremos o espago

Yo7 = C([0,T); X,) N L*([0,T]; H*"1(0, L)),

munido da norma,

lwlly, = llwlleqo,rmso.L) + lwllz2qo,rm:ms+1 0,L))-
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Note que, analogamente ao caso linear, temos o seguinte:

U = AlU) + f(U), em (0,L) x (0,7,
§ U0, t) =U(L,t) =U,(L,t) =0, em (0,7), (9)
U(x,0) =U" ), em (0, L),

onde f é dada por
—a(u)u; —vv, — as(uv), — b(x)u

f):=flwv)=|{ ") b baax b(@)

~ 8y, - Ay, — 2 (), - 2

u

x x

b by by
Apresentaremos a seguir dois Lemas técnicos provados em [27], que serdo 1teis para provar

a existéncia e unicidade local das solucoes.

Lema 3.2.1. Seja a = a(x) uma funcao de classe C°, tal que
la(z)| < C(1+|z|’), Ve eR e 0<p<2,

onde C' > 0 € uma constante. Entao para qualquer T' >0 e u,v € Yy r,

r 1 4-p
[ et e Dl de < C{TEHL = Ll ol + Tl ol

Demonstragao:

Inicialmente veja que pelo Lema 2.6.5 (desigualdade de Gagliardo-Nirenberg), obtemos
1 1
Ju - Ollory <l Ol el Dz )

<Ol Ol + - O llua0, O } -

Dai, usando a desigualdade acima e as hip6teses sobre a funcao a = a(z), temos
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T
E, :=/ latu( - 0)va( - D20,y dt
0

T
</‘MW(wﬂNWA'JWmmmdt
0

S R (R e B
< C/T Jva( -5 D)l L20,1) (1 + [lu( - )HL2 OL)>

P P
+c/nw' Wazomlla O p el -8 Eno
= FEu1 + Fro .

Estimando cada termo anteriormente, obtemos

Bu = L [ o Dl (14 O1) )
< c{/OT <1+ (- )\|L20L))2 dt}; {/OTva( = Oll720.1) dt};

1
T2 (1 + H“Hg(O,T;m(o,L))) [0z 220,717 0,19)

D=

(1l riz20, e 0 0.7 (leslzzomian 0.+ 0llorz0.0)

C
<COT
1
1 (|lulf, , +1) ol

4—

T D P
Ba = [ It Ol Ol Ol
0

» T P % % T 4 1
< Cllullgo.rz20.00) {/0 [Hux( : ,t)||22(07L)} dt} {/0 [Jva( - ,t)lle(o,L)]4_p}

2 i, a0
<Cllul, , (el )" T ol
< CT 5 Jully, ol

Entao,

1 2—P
Bi < Bn+ By <O{TH (14 lully, ) ol + T ull ol }

isso prova o resultado.
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Lema 3.2.2. Seja a = a(x) uma funcgao de classe C°, tal que
la(z)| < C(1+ |z|P), Ve eR e 1<p<2,
onde C > 0 € uma constante. Entao para qualquer T'> 0 e u,v,w € Yy 1,

T
. 3
(i) / Iull 2.y dt < CTA 20,0 il »
T 1
(ii) / luwoll 200 dt < CTA lullyy el x
(iii) | (el 2y dt < OT*5 ullyyn |l
0

T
. _ 3—p _
(iv) /O lulol " well 20,0y dt < CT 7 [[ullyy el v ll0 N5, 2
onde C' € uma constante positiva.

Demonstragao:

Para mostrar (i), note que

T T L 2
EQ Z:/ ||bu||L2(07L) dt:/ (/ b2u2 dq}) dt
0 1 0 0
T L 2
</ ( [ dx) Jul - )00y
0 0
T 1 % g T 1 4
< Cllbll =0 {/ (o)l dt} {/ - DI dt}
| L2(0,L) ; < )‘L(O,L)) 0 ( ‘L(OvL)>

3 1 1
< Olbll 2o,y TH [ull3, i, .

=

N

3
< CT 3 |ullyy - 10l 22 0.1 -

assim (i) se verifica. Para (i), temos

T T % T %
B o= [ usalizon dt<{ [ Ol dt} { [l Bl dt}
0 0 0
1

T 2
< Clwllvar { [t Bllzomlluad Ol dt}
0

T 3 T 3
<cnwuyo,T{[/0 - D20 dt] [/ e - )20 dt] }

1
1 2 1
< Cllwllyor {THullvor o }* < CTHlullve r ol

1
2
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Por fim, mostraremos (). O item (iv), é obtido de maneira andloga. Assim, temos:

T T L %
E, ::/ JulwP wsl| 2(0,1) dt:/ (/ w2 dx) dt
0 0 0
T ) % T %
<A (1 oot 00n)” @t} [ el dr)

—1
<ol { [ CIC Dol - Dllonllet - Ozt st D ]

1
2

1 p—1 T 3
3 = -1
< CHWHYO,T”UHé(o,T;p(o,L))HWHcQ(o,T;L'z(o,L)) {/0 [ (- vt)HLQ(O,L)HW:v( ) at)’iQ(o,L) dt}

1
3—

T 2

3 et ! p—1 = = e
< Cllullz, llolly2, / (o - )2ty )l / (ltal -, 0)ll209) ¥t

1 p+l
< Cllully, Tl {llrt o, 75} < T2 Jullyg ol

Agora, através do préximo lema, iremos obter uma estimativa global a priori para as

solugoes de (1)—(3). Tais estimativas sao a chave para a demonstragdo da boa colocagao

global do sistema.

Lema 3.2.3. Seja a = a(x) uma fungdo de classe C°, tal que, para 0 < p < 4,
la(z)| < C(L+|zf"), Vz e R,
onde C' > 0 € uma constante. Entdao, para qualquer T > 0,

WO = U T+ / / byt + 0%) di di

2 (10)
{{\/_ux (0,t) + a%bgvx(o,t)} + (1 —a3by)v (O,t)} dt,

b1

Al ey < € {1+ TR + TR + TR (1)

onde C' > 0 € uma constante positiva.
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Demonstragao:

Seja C' > 0 uma constante universal e defina

J(u) = /Oua(s) ds e J(u):= /Ous a(s) ds.
Note que,

8/3a =ua(u)u, e |J(u)] <C w—kw

Tome p,q € C*([0,T] x [0,L]). Multiplique a primeira equagdo de (1) por bequ e a
segunda equacgao de (1) por pv. Somando ambas as equagoes e integrando sob os dominios

(0,L) e (0,T), obtemos:

T L
/ / baquuy dx dt + / baqua(u)u, dr dt

T
bgquumc dx dt + / / baa3qUULy, dx dt
o Jo

T

L T /L
+ boaiquov, dx dt —i—/ / boasqu(uv), dx dt
o Jo

+
S

(12)

!

L

+

\NN:\:\N

T L
bipvvy dx dt + / pv(av)v, dx dt

N

\c\hc\c\c\

L T
+ Pz dx dt + / / boa3pVUyy, dr dt
o Jo

T

L T L
+ bgagpvuux dx dt / / baaypv(uv), dx dt
o Jo

15
/ / rpvv, dx dt —Z i)

respectivamente.

Agora, desprezando momentaneamente as constantes, obteremos as seguintes identidades:

T
/ / quuy dx dt = / {(qu2)|g—/ (qu)u dt}dx
0
T
= / {(QU)|0 —/ qiu dt—/ quLy dt}daz
0 0 0
1 L 1 [T L
= 5/ (qu)|t dx — 5/ / qu’ dx dt;
0 o Jo



IQ =

I3

T L T L
/ / qua(u)u, dx dt = / / q0,J (u) dx dt
o Jo o Jo
T T L
/ qJ(u)|§ dt —/ / qzJ (u) dx dt
0 o Jo
T oL
—/ / qJ (u) dz dt;
o Jo

T L T L

/ / qUULy, dx dt = / {(quum)]g — / (qu) Uy dw} dt
o Jo 0 0
T L L L L

/ {/ QuapUlly dx —|—/ quu? do — (qu)|§ —|—/ qeu? dx —|—/ Uy dx} dt
0 0 0 0 0

T L L
/ —(@@)IE + (gr?)E / (@utt)s 2 + (quaat)| — / (quns)ou do
0 0 0

T L T L
/ / qUUzgp dx dt = / {(quvm)]OL — / (qu) 2z Vg d:c} dt
o Jo 0 0
T L L
/ {— / (z UV dT — / qUzVps dm} dt
0 0 0
T L L L
/ { / Qe dr + / ez dx — / QUL Vg da:} dt
0 0 0 0
T L L L
/ {/ Gz, dx + 2/ (lUzVy dx +/ Uy Uy dT — (quxvx)%} dt;
0 0 0 0

T L T L
/ / quuv, dz dt = / {(qu02)|é - / (quv) v daf} dt
o Jo 0 0
T L L L
/ {—/ euv? dr — / quzv* dr — / quUULv dx} dt
0 0 0 0
1 [T L L
——/ {/ uv? dx +/ quzv* dx} dt;
2 Jo 0 0

46
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T /L T L L
Iy = / / qu(uv), dx dt = / {/ quULV dx+/ quv, d$} dt
o Jo 0 0 0
T L L
= / {(qu2v)|5 —/ (quv),u dz —|—/ qutv, d:c} dt
0 0 0
1 T L L
= —/ {/ quv, dx —/ Qeuv dx} dt;
2 0 0 0

T /L T L
Li; = / / pov, dx dt = / {(pv2)\0L —/ (pv)v dx} dt
o Jo 0 0
T L L
= / {—/ prv? dx —/ DUV, d:z:} dt
0 0 0
1 [T b
= ——/ / p,0° dx dt,
2.Jo Jo

a menos da substituicao de ¢ por p e da troca entre u e v, a obtencao das demais iden-

tidades sao analogas, assim temos,

T L 1 (L T
Iy = / / pov dz dt = —/ {(pvz)loT —/ piv° dt} dx;
o Jo 2 Jo 0
T L T oL
Ly = / / pva(v)v, dx dt = —/ / P (v) do dt;
o Jo o Jo

T L
I = / / PVVygap dx dt
0 0
1 T L L L
2 0 0 0 0

L, = /

T L
/pvumxdxdt
o Jo

T

IRy

L L L
/ DaaVUy dT + 2/ PeUply AT + / PUpally AT — (pvmux)lg} dt;
0 0
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T L 1 [T L L
Iz = / / pout, dx dt = ——/ {/ peou® dx +/ pUu’ dm} dt;
0o Jo 2 Jo 0 0
T L 1 [T L L
o _ L 2 _ 2
Iy, = / / pv(uv), dr dt = / {/ pu-u, dr / DLV U da:} dt.
0o Jo 2 Jo 0 0

A seguir analisaremos dois casos:
1° Caso: g =p=1.
Substituindo as identidades I; a I 5 na equagao (12), obtemos,

b1 bl

2 by
EHU( : 7T)||%2(0,L) - EHUOH%Q(O,L) + 5 ||U( : 7T)”%2(U,L) ||UO||L2(0 L)

+/OT {b; u(0,) 4 baagug(0,1)v. (0, 1) + ;vgc(o t) + /OL b(z) [bou® + v7] d;c} dt.

2
Multiplicando a equacao anterior por M e completando quadrado no termo da 2? linha,
1

obtemos,
6 = 1D TR [ [ b+ e
b {|:\/_Uz 0 t + a3b2vz(0,t)} (1 — ang)U?c(O’t)} dt.

2° Caso: ¢ =p ==z, paraz € [0, L].

Defina,
T /L T /L
G = Zalbg/ / wo? dx dt+2a262/ / vu? dx dt
+2b2/ / dwdt—i—Q/ / ) dz dt
= Zqu
i=1
respectivamente.

2
Substituindo as identidades de I; & I15 na equagao (12), e multiplicando por —, obtemos
1
a equacao abaixo,
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/‘/ {MQ 6@%%%+iﬁ}wdt
1 bl
by T /by
+ [ x (z,T) +v*(x,T) + b(x) —u? +v? ) dt p dx
L
:L/ / v2dmdt—|—/ x(@( )2+(v0)2)dx+g,
biJo Jo 0 by by

observe que G retne os termos nao-lineares do sistema, que aparecem apos as substituicoes.

Por outro lado, 0 < = < L, logo

/ / 3b2 2 6bza3u . +iv2 dr dt
bl YT bl x
b b L (b
// {3 202+ 0 2@3 xvx—l—ivi}d:cdt%—/x{—2u2($,T)+02(337T)+b($>/ (—2u2+02>dt}dx
bl 0 bl 0 bl
L
:L/ / v? d:z;dt+/ T @(UO)QﬂL(Uo)? dl"+§
0 b1 bl
L b2 G
/ / ( U _H}) d:cdt+L/ (b—(u0)2+(q}0)2) d:z:+b—
0 1 1
rT +b G
<( TR B+

Escolha e > 0 tal que 0 < y/a3by < e < 1. Note que,

1 1
2a3byu, v, = 2(5\/@1@3) (g\/agbgvm> < —e?byu? — ;agbgvi,

assim, substituindo a expressao acima na desigualdade anterior, obtemos

bo(1 — &2 T pL 2p
M//%idxdt%—bi( ag?)//vdwdt
1

rT+b G
<( 1)w O+

Por fim, basta multiplicar por by, que é positivo, obtendo

2b2 L
3by(1 — £2) //u dxdt+3(1——)/ / vidxdt
0 0 (13)

< (rT +b.0)||(u®, )% + G.

A partir de agora precisamos estimar os termos nao-lineares reunidos em (. Lembre que

para alguma constante C' > 0 ¢ 0 < p < 4 temos |a(z)| < C(1 + |z|P), para todo = € R, com



isso temos que

z ul* | fuf
< —_— .
|J(u)]\0< >+

T L 2 p+2
/ / ) do dt‘ / / (MJF—M ) dz dt
o Jo 2 p+2
L L
/ { / Jul? dx+/0 v]? dx+(/0 Jul® dw) IIUI\poo<o,L>}dt

T
{ ||u < t),v( ,t)||§( dt+/0 ||u||2L2(0,L)||U||poo(o,L) dt}‘

Dali,

Gs
2bs

Usando o Lema 2.6.5 (desigualdade de Gagliardo-Nirenberg) e a equagao (10), segue que

Gs

T 5 T » »
2 <o [ 1t e & [ pag ol gl

Do Lema 2.6.2 (desigualdade de Holder), temos

Gs 0,02 T () v 5s :
o, | SEQ Tl vl + lull e ) dt el 720y dE] ¢
2 0 0
1 4 4
onde — + — = 1. Escolha s = - er = ——, dai
r S P 4—0p
Gy
7| < TN + TF N O el oo -

Tomando ¢ > 0 e aplicando o Lema 2.6.1 (desigualdade de Young), obtemos

4—p 1
Gg CT = 4tp 6A\ ® P
Sl < om0 + | Lt ) ((—) el zQ(o,T;mo,L»)
2 6A )¢ p
p
1 S
cr = 0 6
(m [C ) (G
< COT(u’, )5 + = + :
r s
1 4 4
onde — + — = 1. Escolhendo s = — e r = ——, temos que
r s D 4 —p’
G T StZp 3\
2_b2 ¢ {T||(U07UO)H§( + )\?H(an UO)H)? ! } + 7||U$H%Q(O,T;L2(O,L))a

50
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onde C' é uma constante positiva. Analogamente, obtemos

) dx dt‘

0 ,0y(2 T N = 3A 2
< O TN, )5 + Fll(u )l ¢+ lvellzaomieo.0)-

Vamos analisar agora o seguinte termo nao-linear,

Uv dmdt‘ //( u? + 0t )da:dt.

Usando os Lemas, 2.6.1, 2.6.2 e 2.6.5, obtemos

2a1b2

G
2a1b2

T 3\
< O{TIE OB+ IO+ e oo

De forma anéloga,

G
2&2[)2

L
vu? dx dt‘

T 3\
< C{TIO A + SISO b+ el

Assim, temos que

|G| < |G| + |G| + |G| + |Gy

s C{TH(UO W) +le(u0 OIS + a I(u” UO>||84+2:} (14)
X ) X )\ ) X Aﬁ 9 X

+ 302 |:2)‘||u93”%Q(O,T;L2(O,L))i| +3 |:2)‘HU96H%Q(O,T;LQ(O,L))} ‘

Combinando as estimativas (13) e (14), vemos que

a3bs
3by(1 — € = 20 |ua 72072200y + 3 (1 - 2>‘> 10217200, 22(0,1)

4—p

<CclaT o oviz o L0 0vs VN =
<O+ )”(U7U)HX+>\H(U>U)HX—{_)\LH(U7U)HX 7
desde que, dado € > 0, escolha A > 0, tal que

(1—e2=20)>0 e ( ———2)\>>0.
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Agora defina, m = min {(1 —e2-2)),3 ( - = = 2>\) } Pelo Lema 2.6.4 (desigual-

dade de Poincaré), existe C' > 0 tal que

T
C||(u7U)||%2(07T;[H3(07L)}2) < /0 ||U:B||%2(O,L)+||UCC||%2(O,L) dt

C T T stQ;a
< Saeme ok Tl + el Ol )

ou seja,
0 0\[2 0 .0\(6 0 0y T2
47
60 o < € {0+ DGO + T OIS + 76021

]
Na sequéncia, provaremos um resultado de boa colocacao que constitui o ingrediente

bésico para a obtencao do resultado principal desta secao.
Lema 3.2.4. Seja a = a(z) uma fungdo C* e 1 < p < 2 tal que
la(x)| < C(1 + |zP) e |d'(z)] < C(1 + |z[P7h), ¥V 2 € R,

onde C' > 0 é uma constante. Entao, para T >0 eU’ € X o sistema (1)-(3) tem uma inica
solugao global,

U € C(RY, X) N Li, (R*; [Hy (0, L)]).

Demonstragao:

Recordando o caso linear, veja que para qualquer U° € D(A), tem-se que
U € C([0,T]; X) N L0, T; [H'(0, L)]?),

segue que,
1Ulvo . = Ul comx) + U L2078 0,0)2) < CIIU° | x -

Além disso, com calculos semelhantes aos realizados na demonstracao do Lema 3.2.3, obtemos

para qualquer f = (fy, f2) € C*([0,T]; X), a solugao U do sistema (9) satisfazendo,

[Ulvy . < CT) U1 x + 1 f 0 ) -

Assim, para U € X e f € LY(0,T; X) através de um argumento de densidade garantimos

que U € C([0,T]; X).



53

Inicialmente mostraremos a existéncia local, para isso faremos uso do argumento de ponto

fixo. Lembre que, em (9), definimos para U = (u,v),

—a(u)u, — vu, — ag(uv), — b(z)u

assim usando a férmula de variagoes dos parametros obtemos a solugao generalizada,

Ut) = SOU° + /0 t S(t — s)f(U(s)) ds,

onde {S(t) }+=0 ¢ 0 semigrupo fortemente continuo obtido no Teorema 3.1.2 para o caso linear.

Dados R > 0 e 6 > 0 defina,
Bro = {th € oo N 20 T: HY(0, L))’ [z, < R}
Fixado U° € X defina a seguinte aplicacio
PU) = SOU° + /09 SO —s)f(U(s)) ds. (15)
Mostremos que
(i) P: Bry — Bre;
(ii) P ¢ uma contragao.

Para mostrarmos que P leva bola em bola, tome (u,v) € Brg C [Yo0 N L*(0,T; Hy(0,L))] ?

e usando os Lemas 3.2.1 e 3.2.2, obtemos

0
1P = 1P, v)llvg, < Cll(u®,0°)llx + C/O 1f (u, )l x ds

<CWwwWh+éA%M@WMmMﬂWMWMWmM+M%M%@

+ Nlutte] 220,y + 2l|uavll 20,0y + 2luve || 20,0y + 1bull2(0,) + [bvllz20,) } ds
< O, 00) x + 0Tl + 05 ol : + 0% ull, , + 0 1ol

+ 204 fullvo o lve. + 63101200,y (lallve + 0lo,0)
<Ol x + 077 (Jlullt?) + oIt ) 0F (lullvs, + ollve,)*

+ 0% Bl 20,0y (lellyso + l1olve) §

< C LI, )l + 0% R 4 01 R2 + 03 bll 0.1 R}
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onde ||(u,v)[ly2, < R, pois (u,v) € Brg.
Escolha R = 2C||(u°,v%)||x e 6 suficientemente pequeno tal que

—p 1 1
C{OF" R + 01 R+ 03] 200 | <5

Com isso obtemos
1Ps )z, < Cll0)x +CR{OF R? 4+ 01 R + 03B 20,0 }

R R
<— —_— =
< 2+2 R,

logo P(u,v) € Brg, como queriamos.

Agora mostraremos que P é uma contracdo. Tome (u,v), (7,¢) € Brg € note que,
t
Pluv) = POe) = SOWU ~U) = [ 8(t=9)[f(w0) - f0)] ds
0

Adicionando e subtraindo termos convenientemente, obtemos

IP(u,0) ~ P, ¢)lz, < C /|uuv (@)l ds

0

<O IRllalw) —al)r +o0 =@l + 0 = @)pa+ [ =7)ov + (w=7Jve + (0 =)

+ (W =@y +blu=7)], [(v—p)a(v) + (a(v) = a(p))es + (U= 7)st + Ya(u —7)
+ v(u =)o+ (u—7)ve + %V =) +7(v = @)z + b(v — @)}y ds.
Dai, segue que
0
1P (u,v) = P(y,9)llyz, < C/ {lIo(w = M2,y + [16(0 = @)l z20.1)
’ 0
+ [la(u)(w =)zl 20,0y + (alu) = a(¥) el 20,0) + la(v)(v = @)zl 2(0,1)
+ [[(a(v) = al@))pallr20,0) + [[0(v = ©)all200,2) + l@a(v = @)l 12(0,1) + ulu = ¥)allL2(0,1)
+ [va(w = lle2o,n) + 2llo(w = V)allz200,0) + 2lva(u = V)lr200,1) + 2l[72(v — @)l 2200,1)
+ 2fy(v = SO)xHL?(o,L)} ds.
Antes de continuarmos com a estimativa, observe que
0 0
[ heta( = atllzzasy ds <€ [0+ + ) (0= 900l g ds
0 0

1 3—p
< COM v e = Dl +C8F (alls 17y, + 171, ) 18 = Do
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Assim, pela desigualdade anterior juntamente com o Lemas 3.2.1 e 3.2.2, temos

1P, v) = POy @)llvz, < € {03 Ibllz20.0) (= v + 10 = ¢lva)
+ 0410 = llvo (Iollyy,, + ey, + 411y, ) + 0%l = @llva el
+ 04w = v (Il + 17, + 4100y, , ) + 0% = o 1o
+ 0 Jull, It = Vv + 05 [0l 10 = @lve,
+ 0% Ju =l (Ilalt Iy, , + 11,,)
+ 0% o = el (1052 Iely, , + 1) } -
Segue dai que,
1P, v) = POy ollyz, < C {03 1Bz (e, v) = (1,9 g, + 03 Rll(w, 0) = (,6) v,
0% R (u,0) = (7, 9)lvz, +0°F Rl v) = (3, 2) vz, }

onde ||(u,v)|y2, < R, para todo (u,v) € Bry. Escolhendo ¢ tal que

{94Hb|\L20L)+6 R+ 0T R 407 Rp}

l\DI»—

temos que
1
1P, v) = (v 0)llvg, < 5l v) = (v, 0)llvz,.

Logo pelo Teorema 2.8.2 (ponto fixo de Banach) a equagao integral (15) tem tinica solugao.
Concluimos assim a existéncia e unicidade local. A existéncia global decorre de estimativas
globais a priori, anéloga as obtidas no Lema 3.2.3 assumindo 1 < p < 2. [

Os mesmos argumentos usados na prova do Lema 3.2.4 e do Corolédrio 3.1.4 levam ao

seguinte resultado de boa colocagao local:
Coroldrio 3.2.5. Sejam b € H'(0,L) e a = a(x) uma fungio de classe C? tal que,
la(@)] < C(L+[2[7), |a'(2)] < C(1+ |z, |a"(2)] < C(1+ |2]7%), ¥ 2 €R,

onde C' é uma constante positiva e p > 2. Entdo, para qualquer (u°,v°) € [H}(0, L)]?, existe
uma T* > 0, dependendo somente de || (u”,v°)|| g3 0,0)2 tal que o sistema (1)-(3) admite uma

tinica solugao (u,v) € L>(0,T*; [Hi(0,L)]*).
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Demonstragao:

As ideias envolvidas na prova, segue de perto os argumentos anteriores e aqueles apresen-
tados nas provas dos Lemas 2.11 e 2.12 de [27]. A extensao de tal resultado para o modelo
acima considerado foi provado na Proposigao 5.3. de [3] (ver também observagao 5.5 em [4]).
Portanto, omitiremos detalhes. [

Observacao. Para obter a boa colocacao global é preciso estabelecer as estimativas
globais a priori no espago H'(0, L), correspondentes, a qual ndo conseguimos provar com as
técnicas empregadas nesse trabalho.

O proéximo resultado é o principal desta secao, e provaremos usando o Lema 3.2.4.

Teorema 3.2.6. Sejam a = a(x) uma funcgao de classe C*, e 2 < p < 4 tal que
la(2)] < C(L+ [27), |a'(2)] < C(L+ [2[P7h), |a"(2)] < C(L+ [2[P7%), V2 €R,

onde C' > 0 é uma constante. Entdo, para qualquer U° € X, o sistema (1) — (3) admite pelo
menos uma solugao
U € Co(R; X) N L (R [H(0, L)]?).
Demonstragao:

Consideremos a sequéncia (a,)neny em C3°(R) tal que

(1) ap(u) — a(u) uniformemente em cada conjunto compacto de R,

. | (16)
(1) |a¥ ()] < C(1+|ufP), Vn>0, YVueR C>0,j=01,2.

Pelo corolédrio 3.2.5, para cada n € N, existe uma unica solucao satisfazendo (9) tal que
Uy, € C(RT; X) N Li(R; [Hy (0, L)]).
Além disso, segue do Lema 3.2.3 que

U, élimitado em L*(R"; X)N LY (RY;[H;(0,L)]).

loc

Logo, pelo Teorema 2.8.9 (Banach-Alaoglu) e do Teorema 2.1.19, existe uma fungdo U e uma

subsequeéncia, que denotaremos pelo mesmo indice n, tal que

U, = U fraco® em L*(RT; X),
U, — U fraco em L} _(RT;[H}(0,L)]?).

loc
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satisfazendo

Un: = AUy,) + fn(U), em (0,L) x RT,

U (0,t) =U,(L,t) = Uy (L, t) =0, em RT, (18)

Uy (2,0) = U(x), em (0, L),
onde temos

_un,a:mc - a?)vn,xacx
A(un) - T bgagu 1 v
- Une — 7 Ungzx — 7 Unzzx
by by by

_an(un)un,x - Unvn,x — Q2 (unvn)x - b($)un

fn(un) = an(vn) b2a2 b2a1 b(ﬂf)

vn,:r: - unun,x - (unvn)x - Un,
by b by by

O objetivo é passar o limite quando n — oo em (18) e mostrar que U é solucdo fraca do
problema. No entanto, a principal dificuldade reside no estudo dos termos nao-lineares.

Considere as seguintes notacgoes,

6
Afirmacao 1: Para qualquer T > 0 e 3 € (1, ?} a sequéncia {J,(Uy,) }nen ¢ limitada
p
no espago L?(0,T; [LP(0, L)]?).

De fato, por (16), temos
atun)) < [ lano)] ds < [ O+ 1) ds < O ).
0 0
para algum C' > 0 constante que nao depende de n. Dali, segue que

[ (wn)l” < C(1+ Juy] 7).

Blp+1)—2

5 < 2. Assim combinando o Lema

Note ainda que S(p+ 1) € (p+ 1,6 ], logo
3.2.3 e o Lema 2.6.5, obtemos
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T L
/ | T (un)|? da dt < C’{TL—l—/ / |[un, |ﬁerl dx dt}
0 0

C{TL+ [Hunuﬁggt}L (/ || da:)} dt}

B(p )
<clros wwm mmmmmuwmmLﬁ}

) 1 T B(p;—l)_l
<C TL"‘Huan OTL2(0L))/O HuanLQ(OL) at

<C{TL+ W OIIT} < ¢ = T U1 x).

Analogamente,
T /L
/ / | Jn(v,)|? dx dt < C = C(T; U] x),
o Jo

isso completa a prova da afirmacao 1.
Afirmacgao 2: Para qualquer " > 0 e 5 € (1, I%] a sequéncia {U,;}tnen € limitada em
LP(0, T5 [H2(0, L)),

Com efeito, note que 2 < p < 4 dai 1 < § < 2. Aplicando a Proposigao 2.5.3 item (vi) e

CcOo1mo

LY0,L) c LP(0,L) € L*(0,L) <= H*(0,L) — H2(0, L),

temos que

L2(0,T; L0, L)) LP(0,T; LP(0, L))

LP(0,T; L0, L))

LP(0,T; H(0, L))
(

#(0,T; H~2(0, L)).

£ fnon

Zu;

Agora iremos verificar que cada termo de A(U,) e f,(U,) sao limitadas em L?(0,T; H=2(0, L)).

De fato, em relagao a A(U,,), como
Up, v, € L2(0,T; HY(0,L)) e L*(0,T; H'(0,L)) — LP(0,T; H*(0, L)),

temos que Up poz, Vnars € Une € LP(0,T; H=2(0, L)).
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Em relacdo a f,,(U,), analisemos dois casos:

Primeiro, observemos o0s termos 4z, UnUnz € (unvy).. Note que,
[tnvnall 2001 0,2)) < [[tnllzoe0220,2)) * 10nll 200,701 0,1)
logo, unv,. € L*(0,T; L*(0, L)) e pelas imersdes acima apresentadas concluimos que
UnUn e € LP(0,T; H2(0, L)).
Outro caso, s@o os termos (a(uy )t z; a(Vy)0n ) = Oz Jn(Uy). Note que,
LP(0,L) — H7'(0,L) — H2(0, L).

Assim, da afirmacao 1, concluimos que 0,J,(U,) é limitada em [L?(0,7; H2(0,L))]?.
Por fim, notando que U, = A(U,) + fn.(U,), obtemos a afirmacao 2.

Afirmagao 3: Para f € (1, I%} temos que 0,J,,(U,) — 0, J(U) em [D'((0,L) x R")]%

Como,
U, ¢élimitada em L*(0,T;[H;(0,L)]%),
U, ¢ limitada em L°(0,T;[H2(0,L)]?),
onde 1 < 8 < 2, e sabendo que [H}(0,L))> <> X — [H~2(0, L))?, pelo Lema 2.8.8, podemos

obter uma subsequéncia que denotaremos pelo mesmo indice n, tal que
U, — U em L*(0,T; X). (19)
Entao, de (16) e (19), temos que
J.(U,) = JU) em (0, L) x RT.
Por outro lado, da afirmacao 1, podemos obter uma subsequéncia, se necessario, tal que
Jn(Uy) = G = (g1,92) fraco em Lﬁ(O, T: [L'B(O, L)),

para alguma G € L°(0,T;[L°(0,L)]?). Aplicando o Teorema 2.8.3 (Ergoroff), garantimos

que J(U) = G. Dessa forma, podemos concluir que

JoUy) — JU) em [D'((0,L) x R
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Dai, segue que
OpJn(Uy,) — 0, J(U) em [D'((0,L) x RM)]2.
De (17) e das afirmagoes 1, 2 e 3, obtemos
U, =>U em L>*(0,T;X) fraco”
U, = U em L*0,T;[H0,L)]?) fraco
U, U em L*0,T;X)
J.(U,) — JU) em [D'((0,L) x (0,7
Finalmente, combinando as convergéncias (20) podemos passar o limite fraco no sistema
(18). No entanto, para concluir que U é uma solugao fraca resta provar que U satisfaz
U(z,0) =U(x) e U € C,([0,T]; X).
Com efeito, como
U, ¢ limitada em L*>(0,7T;X),
U, élimitada em L°(0,T;[H~2(0,L)]?),

e sabendo que X — [H~(0, L)]* < [H2(0, L)]?, pelo Lema 2.8.8, temos
U, = U em C(0,T]: [H(0, L)P).
Em particular,
U (z) = Uy, (2,0) — U(z,0).

Além disso, como X < [H'(0,L)]?, pelo Lema 2.8.5, obtemos que U € C,([0,T]; X).
Portanto,

UecC,([0,T); X)N L*0,T; [Hy (0, L)]?).
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4 ESTABILIZACAO EXPONENCIAL

Neste capitulo, chegamos no objetivo principal do trabalho, provar o decaimento expo-
nencial uniforme da energia F(t) associada ao sistema (1)—(3). Para isso utilizaremos o
argumento de “Compacidade-Unicidade”, o qual reduz nosso problema a provar uma pro-
priedade de continuagao tnica para uma classe de solucoes do sistema. Contudo, devido
as nao-linearidades e da falta de regularidade das solugoes obtidas, faz-se necessario uma
desigualdade de Carleman para que possamos derivar uma propriedade de continuacao tinica

para solucgoes fracas do sistema.

4.1 Uma estimativa de Carleman

Inicialmente observe que,

1 1
A(U) = __Alz/{:c:cac _A2uxa
by b
1 1
F(U) =~ [BOU) + CUt ~ DU,
1 1
onde,
U — u 7B(Z/{) _ b1a21} blalv + (Zgblu ’AQ _ 00 ’
v baaou + baaqv beaiu 0 r
b1 bia bra(u 0 bib(x 0
a= ) e - [ M) o= "
boas 1 0 a(v) 0 b(z)

Assim, multiplicando o sistema (1)—(3) por by, obtemos,

bilhy + Alyy + [As + BU) + CU)U, + DU = 0. (21)
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Vamos agora linearizar o sistema (21). Substitua

fi f
[As + BU) + CU)] por By = "1 7
fs 4
onde f; = fi(z,t),7 = 1,2,3,4, sdo fungdes reais. Além disso, a matriz A; possui dois

autovalores reais, entdao existe uma matriz inversivel P € Moyyo(R), tal que A; = PQP™!, na

qual ) é uma matriz diagonal dada por

A0
0 A

onde A\ e Ay sdo os autovalores de A;. Portanto, fazendo a mudanca de variavel U=ru ,
obtemos

e € nesse sistema que vamos estabelecer a estimativa de Carleman.

Observe que a mudanca de variavel é feita com o intuito de simplificar o sistema, ja que os
termos de acoplamento passam a ser de primeira ordem, esse fato nao interfere no resultado,
pois valendo a propriedade de continuagao para (22), também valerd para o sistema sem a
mudanca de varidvel.

Note que o sistema (22) é equivalente a

LU=0,
onde L é da forma
E _ ~L1 anx 7
f3ax L2

com L, e Lo dados por

Ly = 010 4+ MO° + f10, e Ly = b8y + X0° + f10,.

“~", ficando claro que a partir daqui utilizare-

Por simplicidade, desprezemos a notagao
mos a equagao (22).

A fim de estabelecer o resultado, considere o seguinte espaco

V ={qe L*0,T;H*(0, L)) H'(0,T; H'(0,L)); (0, 1) = q(L, t) = ¢o(L, t) = que(L, ) = 0},
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munido da norma

1
2

lallv = { a0 0.0y + Nl oy}

e notando que V' C C([0,T7]; H*(0, L)).
Com toda a notacao anteriormente apresentada, podemos enunciar o teorema, foco prin-

cipal deste capitulo. A prova é obtida seguindo os argumentos desenvolvidos em [28] e [30].

Teorema 4.1.1. Sejam T, L, R nimeros positivos e f; € V, tais que ||filly < R, para
1 <i < 4. Entdo existe uma fung¢ao suave positiva ¢ definida em [0, L] e duas constantes

C >0 e sg >0 tais que para qualquer ® € V XV e s > sy temos,

T L 5 3
S S S ¥ (x)
PP+ [P+ D] b e AT da dt
[ [ {ra=or+ sg=mplt" + gr gl !
T rk g @)
gc/ / |LO|Pe” 70 dy dt.
0 0

Demonstracao:

Sejam R > 0, e f; € V tais que ||fi||y < R, para i = 1,2,3,4. Considere 1) = ¢(z) uma

P(x)
HT—t)°

fungao positiva de classe C® em [0, L] e denote p(z,t) =

defina

Dados ¢,p € V e s > 0,

u=-e *p e v=e ¥q.
Além disso, considere

e *?Ly(p) + e*% f20,(q)

e f30,(p) + e7*? La(q)

Wi=e"L(p,q) =

Note que,
wy = e *Li(p) = e YLy (ePu) = e %P (010 (e*Pu) + A\ O2(ePu) + f10.(ePu))
= bispu + biug + sf1o.u + frug + M833u + 3N 520 ppet + 3N 522U,
+ ASPaaet + 3A18Paatle + 3A1SP Uy + AtUsga-

Podemos reorganizar a expressao, e obter
wi = [s(bipr + froe + MPrar) + 3N 8 Pae + M(500)° U

+ [f1 + 3X180ze + 3A1(502) e + [BA150 [ Uzs + A Uszs + D1 (23)

= Au+ Bum + Cuxm + )\lumrx + blut7
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onde,
A = s(bipr + fige + MPuza) + 3M8200 000 + M (502)%,
B = fi 4 3\5¢pe + 3M1(5¢2)7,
C = 3\sp;.

Analogamente, para ws := e *?Ls(q), obtém-se

wy = [s(b1pr + f1pz + Aoara) + 3X25>0upaa + Aa(s02)° |0
+ [fa + 3X25000 + 3Xa(5902)*|vs + [BA2500] Ve + AVsas + D10y

= BEv+ Fu, + Gugy + AoUgpe + bivy

onde,
E = s(bigr + fir + MoPasz) + 3X28%00 000 + Aa(s02)?,
F o= fi43Xas0a, + 3a(ser)?,
G = 3Xsp;.

Observe que w; e wy sao similares, de modo que s6 diferem em A\, e f; em vez de Ay e f4.
Dessa forma, analisemos apenas w; sendo os resultados analogos para ws.

Denote por,

A = A - Sfltpzv - 3)\132<)0:v90acac - Sbl% + SAIQDmacm + /\ISB(QDI)Sa

B: =B — f1 — 51)\18g0xw = (3 — 51))\18@;” + 3)\182(@3&)2,

onde §; € (0,1). Com isso, definimos agora os operadores auto-adjuntos simétrico e anti-

simétrico dados por

Ml(u) = blut + Alux:px + Buxy

My(u) = Au + Cug,,

de modo que obtemos

Ml(u) + MQ(U> = w1 — (Sflsp;t + 3)\18290x90:££)u - (fl + 51)\13§0z$)ux7

onde 07 sera definido posteriormente.
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Entéao, se |fi| < d1A18|¢q:| para todo (z,t) € Q = (0,L) x (0,T), segue que

[ M1 (u) + MQ(U)H%?(Q)
< llwrll 7o) + 2 1(fr + 3M80aa)@aul o) + [1(f1 + 61A18000 )| 72q) (24)

<3 (lor ey + (3 + 0025 Xl paspatiliagey + 40035% | Prattal 22y ) -

Isto é possivel se tomarmos s suficientemente grande e |¢)"(z)| > 0 sobre [0, L], uma vez que

temos || f1||z~ < K||filly < KR para algum K > 0. Por outro lado,

[1Mi(u) + Ma(u)l22g) = [IM(W)]|720) + [M2(w)[12(g,

+ 2/0T /OL M,y (u)Ms(u) dz dt. (25)

De agora em diante, vamos utilizar a seguinte notacao

//u::/OT/OLu(x,t) drx dt e /u::/OTu(L,t) dt.

Analisando o tltimo termo de (25), temos
T L 5
) / / My (u) My (u) da dt =2 / My (u) My (1) = 2 / My (w)[Au + ]
o Jo

=2 // M (u)Au + 2 //(blut + MUgas + Bty) Cigg (26)

= // 2M1(u)f1u + // 2011, Cugy + // 2(M Uy + Bux)C’um

1211+IQ+[3.

Assim, integrando por partes e utilizando o fato de que p € V', obtemos



o= [ [ owdn = [ 22uu A + Bu)

_ // A+//2/\ uuuuuu A+//Aé(u2>z

= //buA //2)\u uA)z—//ﬁ(AB)x

=~ [[ b, //gmu;x [ i, - [[as),

- //buA // A+//2)\uuA / 2(AB),

_ //blum / u)A+// 2A+//2/\uuA // (AB),
_ —//bﬂf/L / )A+//3>\ A+// oA —// (AB),
= //bufl )A+//3)\u //)\uA —// (AB),
_ //bA+)\A .+ (AB),) / A+//3)\

2 = // 2b1utcuazx = _// lecxutul“ - // 2b10Utxux

u
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= ey - [[Caw+ [[eenwr+ [ecwr - [[@onw

/26’)\1uu —//2)\0 U Uy —//QAC'UM)Q—//2CIU$W1
= //CAu+// - (01Cy 4 2C, B — (CCh)y 4 AMClsa)

/(00( )2 + 201 ottty — Ai Clog //mc //2096%%

L o= / / 2 Mty + Buty)Cgy = / / Ittty C + / / 2BCu,u,,
= [nCtuP — [[nCuwn?+ [ Bty - [[Bonwr .
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Dai, substituindo as identidades em (27), segue que
2/ Ml(U)M2<U) :[1+IQ+[3
- / / Pt Ay — M A — (AB), — (C,A),]

+/Vk 23N Ay + by Cy 4 20,8 — (CC)y + MCons — (BC),]

# [ ond + 0.0 - Mt B = [[anCutunr = [[ o€ @1
+ [ M0+ [ 20C,
://MD+/7mmE+/m@W
[ 00+ [ G~ [[anCutunn - [[ 2C.

Substituindo (25) em (27), temos que

13 0) + Mafu) ey = 1M1 ey + IVa0) By + [ [ D+ [ [ B+ [ P

+/)\10u§x+/2)\10xuxum —// 3)\105,;u3;$ —// 2C w1ty .
Agora, observe que
1
2 ‘//wleux < 6//(6})2(%)2 + B // wi, (28)
2 ‘/Alc’wugcum

Utilizando (24), (28) e (29), implica que

/ / Du? + / / Bl + / Fu? + / MCu2, — / / BN Cot, + (M (1) 2oy + M) 22

= || M;(u) + Ms(u )HLz +2//Cmuzw1 —Q/AlCmumum

para algum € > 0, e

< [+ [ (€ (29)

<3 (leH%Q(Q) + A%34<3 + 51>2H90m9036uH%2(Q) + 45%)\382‘“0”'&1”%2(9)) + 5// Cgui

1
+g//wf—|—/\1/ui$+)\1/0§ui.



68

Concluimos assim que,

/ D 3(3+d1) )\2s4gozg0m u + // —¢ 6'2 - 1252)\28 gom) us

/(F MCHu2 +/()\10 A)u? //3)\16’u (30)
(1) I+

A funcao v e as constante 0y, € e sg, que foram definidas no enunciado do Teorema 4.1.1,
sao escolhidas de tal forma que as fungoes entre parénteses no lado esquerdo de (30) sejam
positivas.

Por outro lado, as funcdes f1 e fi, que aparecem em A, B, D e E satisfazem

I fillze ) + | frellze @ < Kl f1llv < KR,

logo sao uniformemente limitadas.

Note que,

Ay = 8b191z + 5F10ne + MSPazae + 3M5202, + 3N 52 00Puze + M52 Pas

A = $b1pu + SM Pagat + 3N183 0200 ;

Ay = b1y + SN Paaze + 3N S22 00s

Apze = b1 P00 T SM Pavrzaa + 6N %02, + 3M15%02 0aren + 18M15° 00 PaatPraa |

Bz = (3 - 51))\18903621 + 6)\13290369021 ;

(AB)CE = (3 - 51)52b1)\1<ﬂtm90m + (3 - 51)82b1)\190t<,0mx + (3 - 51)/\%S4§0§<P:pm
+ 3(3 — 0) A" 22, 4 6AIb1 0102 Par + O O 0aePrae + 15N 0000 ;

(OCx)x = 9>‘%82(p3}x + 9)‘18 (pdfspxxx )
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(CIA):E = 3)\15251%9%9:95 + 3)\152.]01903690213: + 3)\%5290535;3 + 9)\%53801901x(pw:vm + 3/\%54(;0?;()0:1%1
+ 31820101 0re + 3AS% f1000Prn + 3N18202 f1 + SN2 %000 Panan + INTS3 3
+ 9>‘%53§0:c90m90mx + 6)‘%54@1’903@90 )

(CB) = 3\15f10pe + INIS202 . + INIS3 02000 ;
(CB) = 9N 33 + 3(3 — 01)N25% 00 Pun ;
(CB), = 18Xs%02 0, = 3(3 — 61)A18% 00 0uze + INISP 02 00s + 3(3 — 61)AIs%02, .

Agora, relembre que,

( D = —b1At - )\11219511 - (AB>$ - (CxA)m )

E =3\MA, + 0,0, 4 2C,B — (CCL)y + MChe — (CB), |

| F=-MA+C,C—MCp, +CB .

Substituindo as identidades anteriormente mencionadas em D, EeF , temos que

quando s — co. Além disso, para s suficientemente grande e escolhendo

D =334 61)*Mis*pipl, = —15X (¢ (x)) 0" (x)

[ ()] >0 e ¢"(x) <0, Vazel0L]

obtemos para alguma constante K; > 0,

85

- 5P\t 020? > Ky |
3(3+ 1) 18 PrParx 1t5(T—t)5

(31)

Segue também que

E_ 2 _ 195202422 — 8
€ Cac 51 15 Pz o (t(T—t)
2

+ tQ(TS—_t)Q [)\%(3(51 — 9¢ — 126%)(&”(%))2 + (351 o 18))\%1#(([)17&”/(.%)} :
quando s — co. Tomando s suficientemente grande, d;, € > 0 tais que 36; — 9 — 1267 > 0 e

escolhendo

V(@) #0 e ¢(2)9"(z) <0, ¥z €0, L],



70

obtemos para alguma constante Ky > 0,

82

2 2 242
Por fim, de forma analoga, temos
. 2 20,10 ( V)3 s° s? s°
_ — z K. ;
F—\C; =8\ (¢ (x)) BT = 1P +0 (t2(T — t)2> 3t3(T e (33)
3N = N (1) > Ky (34)
t(T —1t) (T —1t)
e
MO — A1 = 3N (1) — A > Ky (35)
! t(T —t) tH(T—t)’

onde K3, K, e K5 sao constantes positivas, s suficientemente grande e
P'(x) <0 e ¢'(x)>0,YVzel0lL]
De modo geral, analisando a fung¢ao v, vemos que
Y e C*(0,L]),y > 0,9/ >0,¢" <0 e " <0 em [0, L],

assim, vamos considerar a fungao ¥ (z) = 1+4L?+z(3L — x), que satisfaz as condicoes acima

mencionados. Entao, usando (31)—(35), e tomando s suficientemente grande, deduzimos que

// Lu2—1-8—2u2—|— i u? <K//w2
t5(T — t)5 2T -2 ¢(T—t) *=f 7° Lo

1
>
min{Kl, KQ, K4}

0.

1
para alguma constante Kg = (3 + —)
€

A fim de melhorar a estimativa acima, note que

] st = - | m e
s %{//tf’(;——t)f’u2+//t(Ts_t)uix}<%//w%.

Logo, para s suficientemente grande, obtemos

/ / {L‘5(TS5— t)5u2 " tf”(ng— t)3ui " t(TS— t)uix} S % // “ (36)
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Com céalculos analogos, temos também

/ / {f5(TS5— P tf”(ng— et t(TS— f) U‘%x} S 3TK7 // @2 (37)

para alguma constante K; > 0.

Defina ¢ = b . Recordando que,

u=-e"*¥p, v=e%q, wy = Li(p)e *?, wy = La(q)e %, p(x,t) =

e (37), temos

6)
// \CW i B2+ |2 e
- x o et t
t5 (T—t)3 (T —t)
O

onde Cy = Co(L, T, R). Note ainda que,

—2s —2s 1
Co [[ 1 < Colltlim [ [ laee < 31

—2s —2s 1
Co [[ ipePe < Coll sl [[ I < 31

Com isso, podemos obter

1 1 1
5[ + 200 // ‘f2qx|26*25¢7 < 5["‘ 5[ =7 g Co // {Ll(p)2 + L2((])2} 67284’0

e combinando (36)

W

Consequentemente,
Co/ {L )2+ La(q —2|f2Qz|2}6_2w
e
S <O [[ {80+ 130) - 2} e,
Logo,

I'< CO/ {L%<p> + L%(Q) - 2|f2Qz|2 - 2|f3px|2} e
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Além disso, temos a seguinte relagao

L1 (p)]* < 2|Li(p) + f2q:|” + 2| fog]?

1L2(q))* < 2|La(q) + fapal® + 2| f3p2]*

Portanto,

T rk b s3 s —2sy(a)
R —; —CIDQCQ —CIDMQ {T=0 dx dt
I {t5<T—t>5' SRETG L T '}6 !
T orlb ) R e
<2CO/ / {(L1(p) + f242)® + (La(q) + fsps)*} e*T=0 da dt
0 0

T rL , =2su(x)
< C'/ / |LO|"e ™0 dx dt
o Jo

provando assim o resultado. [

4.2 Propriedade de continuacao tnica

Enunciaremos a seguir o primeiro passo para estabelecer o resultado de continuacao tnica.
Proposigao 4.2.1. Sejam T e | nimeros positivos. Se U € L>=(0,T;[H'(0, L)]?) e resolve,

by + AUy + Aslhy + [BU) + CU)U = 0, em (0,1) x (0,T),

U0,t) =0, para t € (0,7,

U=0, em (I')1) x (0,7,
com Ay, Ay, BU) e C(U) definidos em (21), a fungao “a”em C(U) de classe C°(R;R) e
ainda 0 < I' < 1. Entao, U =0 em (0,1) x (0,7).

Demonstragao:
Seja U satisfazendo as hipdteses do problema e considere a funcio UM = ('&V‘],f)[h])
conforme é definido no Teorema 2.8.4. Entao para 7" < T e h suficientemente pequeno,

UM € wheo(0,7"; [HA(0,1)]?) e resolve,

o™ + A, + AUl + ([BWU) + @)™ =0, em (0,1) x (0,7),
Uuo,t) =0, para t € (0,7), (38)
Ul = o, em (I',1) x (0,7).
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Observemos agora que,

(i) UM € L=(0, T [H3(0, D)) ;

(i) UM(0,8) = UM (1) = U1, 8) = Ul 6) = 0 ;
(iii) Defina, Ay := B; = j} {2 couseja, fi=fo=fs=0e fa=1.

fs fa
De fato, de (38) temos que ull, e L>(0,T"; X) o que nos permite concluir (i), bem como
(ii) combinando U(0,t) = 0 em (0,7") e U™ = 0 em (,1) x (0,7"). Assim, recordando o
Teorema 4.1.1, observamos que 7’ | e r sao numeros positivos, de (i) e (ii) garantimos que
UM €V x V, e a partir de (iii) podemos afirmar que f; €V com HszV <r,1<i<4.
Como vimos na secao 4.1, existe uma matriz inversivel P tal que A; = PQP~!. Para

efeito de calculos, considere

c d )\1 0
P .= e Q=
e f 0 X

onde A\ e Ay s@o os autovalores de A. Fazendo a mudanca de variavel,
U=PU=U-=PU,
obtemos a equacgao

by PUM + A, PUM, + A, PUM = [(— B(PU) — C(PU)PU,) ™.

rxrxr

Agora, multiplicando a igualdade acima por P~!, temos

b + Bl + Qult, = [P (=B(PU) — C(PU)PU,)] " = L)

rxrxr

onde By = P~ 'AyP e L sao definidos conforme as notacoes da secao 4.1.
Dessa forma, podemos aplicar o Teorema 4.1.1, ou seja, existem constantes C' > 0, sg > 0

e uma fungao suave positiva ¢ em [0, ], tal que para s > sg, temos
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/T// |u |2 S—3|u[h]|2+;|u[h]|2 672(2;%?)) dr dt
(T = 5)5 BT — )3 (T — )
T/
/ / !E | et(T’ S dz dt
T’ [ ] 2 —2sy(x)
/ / ‘ B(PU) + C(PU))PU,] ) cTT0 g dt

SVAE d““ﬂf)[h]( e [ aten+ poyu ] e
" // ‘Ww + f“)“x)[h]’ e + // ‘(a(cu + dv)vx)[h]‘ 25
+//|(UU$)[}Z]|26_25@+//|(UUI>[h]‘2€_2$<P+//‘(uvz)[h]Fe_QS(p

ffierre) <ofSa}.

Y(z)
1T — 1)

2
// ‘(a(cu + dv)ux)[h}‘ e
(] m|?| —2s (W] |? —2s
a(cu + dv)ug )™ — a(cu + dv)uy ‘ e+ |a(cu + dv)ul|” e

= I+ 1.

onde C' > 0 é uma constante e p(z,t) = . Observe que,

Como a(cu + dv) € L*>(0,T"; L>=(0,1)), temos que

// |la(cu + alv)ug”‘]‘2 e > < Chy // M’”Ize*m < Chz // |u:£h]‘2 e

Aplicando a mesma ideia para cada i = 1,...,8, obtemos

2
, < Cl // ‘Ug[ch]‘ o259
Dai, garantimos que

//{ﬁ i <t3——020)u[’”l T |2}e—2w

8
< CZL& )
i=1
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tomando, se necessario, sy cada vez maior a fim de garantir que para todo s > sy sempre

tenhamos
(tg -C Z 012> > 0.
Vejamos agora o termo,

—2sp

2
Ly = 2// ‘(a(cu + dv)u)™ — a(cu + dv)ul| e

Como a(cu + dv)u, € L?(0,T"; L?(0,1)), aplicando o Teorema 2.8.4, quando h — 0 obtemos
(a(cu + dv)u, ) — a(cu + dv)u,, em L*(0,T";L2(0,1)),
a(cu + dv)ul — alcu + do)u, em L%(0,7"; L*(0,1)).

Sabendo que e *¥ < 1, para s suficientemente grande, segue que I1; — 0 quando h — 0.

Essa andlise é equivalente a todos os demais termos, ou seja,
I;y -0, Vi=1,...,8 quando h—0.

Consequentemente, quando h — 0,

53 s oy
//{tg, |U[h]| WW:E’”I”mlUEZ)IQ}e 2 =0,

e dai, segue que U™ — 0. Por outro lado, pelo Teorema 2.8.4, U™ — U em L*(0,T"; X)
quando h — 0, logo pela unicidade do limite em L?(0,7"; X) temos U = 0 em (0,1) x (0,7").
Em particular, 7" é tomado arbitrariamente préximo de 7', portanto, Y = 0 em (0,1) x (0,7).

n

Enunciaremos agora o resultado de continuagao unica desejado nesta secao.

Corolario 4.2.2. Sejam w C (0,L), um aberto ndo vazio e U € L>(0,T;[H*(0,L)]?)

solucao do sistema

iUy + Ailprr + A, + [B(U) + CU)U, =0, em (0,L) x (0,7),
U,t) =0, para t € (0,7T),
U=0o, em wx (0,7T),

com Ay, Ay, BU), C(U) definidos em (21), e a € C*(R,R). Entao, U =0 em (0,L)x(0,T).
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Demonstragao:
I +1
Sem perda de generalidade suponha w = (1, 15) com 0 < I; < Iy < L. Defina, | = — —; 2
logo U satisfaz
iUy + Ailprr + A, + [B(U) + C(U) U, =0, em (0,1) x (0,7,
U,t) =0, para t € (0,7),
U=0, em (l1,0) x (0,7).
Assim, pela Proposigao 4.2.1, temos U = 0 em (0,1) x (0,7T).
Considere agora uma funcao W = W (z,t) dada por
W(x,t)=U(L—z,T—1t) em (0,L—1)x(0,7T).
Temos que W satisfaz
bW + AW + AWy + [B(W) + C(W)|W,, =0, em (0,L—1)x (0,T),
W(L,T—1t)=0, para t € (0,7),
W =0, em (L—1Iy,L—1)x(0,T),

e novamente, pela Proposigao 4.2.1, temos W = 0 em (0, L — ) x (0,7, isso significa que,

U=0em (I,L) x (0,T). Portanto, Y =0 em (0, L) x (0,7T). n

4.3 Estabilizacao

Como jé& discutido anteriormente, as solugoes fracas de (1)—(3) podem nao ser tnicas.
Sendo assim, vamos dizer que a solucao do sistema ¢é exponencialmente estavel se satisfaz a

seguinte propriedade:

Definicao 4.3.1. O sistema (1) — (3) € dito localmente uniformemente exponencialmente
estavel em X, se para qualquer R > 0, existem constantes positivas C' e «, tais que para

qualquer U° € X com E(0) < R e para qualquer solugio fraca U de (1) — (3), temos
E(t) < CE(0)e ™, V t > 0.

Se a constante o € independente de R, o sistema (1) — (3) € dito globalmente uniformemente

exponencialmente estavel em X.
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Para provar o decaimento exponencial uniforme da energia total E(t), primeiramente

analisaremos um resultado de decaimento local.
Proposigao 4.3.2. Sejam a = a(z) uma fungdo de classe C* e 1 < p < 4 tal que
la(x)] < C(A+ |zfP),|d'(x)] < C(A+ |27, |a"(x)] < C(A + |2P7?), Vo e R

onde C > 0 é uma constante. Entao, se b satisfaz (5), o sistema (1) — (3) € localmente

uniformemente estdvel.

Demonstragao:

Primeiramente note de (7) que
_h 2
B(t) = 2 (- )l

Conforme mencionado na introdugao deste trabalho, iremos primeiramente mostrar que a
seguinte desigualdade
2

E(0) <c% /0 T{[\/b_qu(O, £+ a%bzvx(o,t)]+(1 — a2by)2(0,4)+ 2 /

0

L

b(x)[bau® + U2]d9$}dt,
ocorre. Para isso, defina:

[(U) = /0 T{{@uw(o,m a%bgvx(o,t)}

2

L
+(1 — a3by)v2(0, 1)+ 2/ b(x)[byu® + UQ]dI}dt.
0

Afirmacao 4: Sendo valido as hipdéteses da Proposicao 4.3.2, para qualquer 1" > 0 temos,

1% < THUH%?(O,T;X) + b_/ / b(x)(bou® 4+ v?) dx dt
1Jo Jo

1 (7 2
+ - { |:\/b_2ux(0,t) + agwa(o,t)} + (1 — a3by)v2(0, t)} dt.
1Jo

De fato, na prova do Lema 3.2.3, foi obtido as identidades de I a I e I1¢ a I15. Substituindo-

as na equagao (12), e assumindo ¢ = p = (T —t), para t € [0, T], obtemos
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0 = AL{KfCT;”@wxﬁ)+m@ﬂ)ﬁ}dx

1 1
+/ —t) {5 {\/Eum((),t)%— a§b2U$(0,t):| +§(1 — a3by)v2(0,1)
0
-
0
T Th, 0ro r /L bou?  byv?
= 20()d 20(1})61334—00 2+2 dx dt

’ b(x)[byu® + v?] dx} dt
+/O (T—t){%{\/@uz(o,t)—F a%bzvm(o,t)} + 50— a3h)e2(0,1)

+ /OL b(x)[b2u2 + 1)2] daz} dt.

-1

b e
Sabendo que < 1, e colocando 51 em evidéncia, segue que

1
)3 < T\!(u,vwim,m / / )(bou + v2) da
2
b {{\/_uw (0,t) + a%bgvx(o,t)] —l—(l—agbg)vi(o,t)}dt.
1

como queriamos mostrar.
Pela afirmacao 4, obtemos

%uu).

by by
BO) = 21U < Sl +
Logo, basta mostrar que para qualquer 7' > 0 e R > 0, existe uma constante C'(R,T) > 0

satisfazendo

]Iz 7.x) < C(R.T)IU), (39)

para qualquer solucio fraca U, sempre que |U°|x < R.
Com efeito, suponha, por contradi¢ao, que (39) nao seja vélida. Logo, para cada n € N,

existe uma sequéncia de fungoes {U,}, tais que

Uy € Cu([0,T]; X) N L*(0, T [Hy (0, L)) (40)
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é solucao do seguinte problema

bilhy s + Al wow + [As + B(Uy,) + C(Up) U + DU, =0, em (0,L) x RY,
Un(0,t) = Uy (L, t) = Uy (L, t) =0, em RT, ;o (41)
U, (2,0) = U (), em (0, L),

com

lellx < R, (42)

e valendo a seguinte desigualdade
||un||2L2(0,T;X) >nlUy,) , (43)

onde Ay, Ay, B(U,,), C(Uy,) e D estao definidos em (21).
Denote por 6, := |Un||2007,x)- Pelo Lema 3.2.3 e da condicao (42) temos que 4, ¢

limitado. Segue de (43) que,

0.
Ty T (44)

consequentemente, I (U,,) — 0 quando n — oo.

Agora considere Z,(z,t) = —U,(z,t). Assim, temos para cada n € N, que

bn
1Zn ||L2 (0,13X) — =1;

Z, satisfaz (40) — (44) ; (45)

|1 Z9|x ¢ limitada .

Note que, como 6, ¢ limitado, existe 0 e uma subsequéncia, ainda denotada pelo mesmo
indice, tal que 6, — ¢. Além disso, temos que |a,(d,u)| < C(1 + [0,[P|u?) < C(1 + |ul?),
onde C' é uma constante positiva. Dessa forma, dos resultados acima e seguindo os argumen-

tos utilizados na prova do Teorema 3.2.6, temos que existe Z tal que

Zp—Z em L>*(0,T;X) fraco™

Z, — 7 em L*(0,T;[H'0,L))?) fraco;
Zn— Z em L*0,T;X); (46)
Zy— Z em C([0,T}; [HH(0, L)]);

C (8, Z0) Zne — C(62)Z, em D'((0,L) x (0,T)).
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Consequentemente, combinando (45) e (46), temos

Z|r20,m;x) = 1, (47)
e pela semicontinuidade inferior da norma, obtemos

1(Z) < liminfI(Z,) = 0. (48)

n—oo

Devido a (46),(47) e (48) podemos concluir que Z satisfaz

b1 Zy + A1 Z oy + [As +0B(Z) + C(02)| Z, + DZ = 0,

(49)
Z(0,t) = Z(L,t) = 0,

em D'((0,L)x(0,T)). Em particular, como b satisfaz (5) e vale (48), concluimos que I(Z) =0
em w C (0, L), logo

Z=0 em wx(0,7). (50)

Veja que, se Z € L>(0,T;[H(0,L)]*) com as condigoes (47)—(50) satisfeitas, podemos

aplicar a propriedade de continuacgao unica, Corolario 4.2.2, possibilitando assim concluir que

Z =0em (0,L) x (0,7T), contradizendo assim o fato de que || Z||2(0,r;x) = 1 e, neste caso,

(39) se verifica, como querfamos demonstrar.

Por fim, falta mostrar que
Z € L>(0,T;[H"(0,L)]?).
Afirmacao 5: Para 0 < t; <ty < T, existe um subconjunto (¢}, t,) C (t1,%2) tal que
Z € L=(ty, th; [H'(0, L)]?).

De fato, conforme foi visto na demonstracao do Teorema 3.2.6, para cada solucao fraca
Wy, com n € N, é possivel obter uma sequéncia (a,),eny em C§°(R) satisfazendo (17). Segue

que, se W, for solucao de

blwn,t + A1Wn,mcac + [A2 + 5nB(Wn) + C((San)]Wn,:c + DWn = O,
Wi(0,6) = Wa(L, £) = Wn(L,£) = 0,

obtemos que W,, — Z,, — 0 em C([0, T]; [H*(0, L)]?), quando n — oo.



81

Tome uma sequéncia (o, )pen C (tl, %) tal que «, — «, como W,, é limitado em

L*(0,T;[H'(0,L)]?), para alguma constante C' > 0, temos
W an)ll .oy < C.
Por outro lado (46), para a sequéncia W,,, nos garante que

Wal+an+:) = Z(- a+:) em C((0,e]; [H(0, L)),

to — 11
quando n — oo, para qualquer € < 5

Consequentemente, do Corolério 3.2.5, para ¢ suficientemente pequeno, obtemos

Wal - an+-) € L0, [H'(0, L)),
isso nos permite concluir que
Z( - a+-) € L=(0,&[H(0, L)),

ou seja,

Z € L™(ty, ty: [H'(0, L)),

para (t},t,) = (o, + ).

Combinando o Corolario 4.2.2 com a afirmacao 5, temos garantido que Z = 0 em (0, L) X
(t],t5). Pelo enunciado da afirmagao 5, é possivel tomar ¢, arbitrariamente préximo de ¢y,
assim, pela continuidade de Z em H~'(0,L) obtemos Z( - ,t) = 0, para todo t € (0,T).
Portanto, Z € L>(0,T;[H'(0, L)]?), como desejdvamos.

Retornando ao objetivo principal da demonstragao, vimos anteriormente que existe existe

uma constante positiva C'(R,T) := C, satisfazendo (39), logo do Lema 3.2.3 obtemos

C

Definindo v := , segue que E(T) < vE(0). Note ainda que,
(- D% < [SDPICIE < Al

Das propriedades de semigrupos segue que

ST < v = [S*(RT)| = [S*(T)] <" ke N.
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Assim para todo t tal que kT <t < (k+ 1)T, temos

1
E(t) < E(kT) <y*E(0) < —E(0)e T,
Y
t 1
onde0<vy<lek—1< T < k. Defina C':= —, dai Iny = —InC, onde C' > 1, denotemos
8
InC
o= T para obter
E(t) < CE(0)e ™, VteR",
provando assim o resultado. [

Note que a Proposicao 4.3.2 garante a estabilidade do sistema em X localmente, uma
vez que a constante a depende de R. Enunciaremos agora o caso global, principal resultado

deste trabalho.

Teorema 4.3.3. Seja a = a(x) uma funcao de classe C? tal que |a(x)| < C(1+|z[P), |d'(x)| <
C(1+ |z|P™), |a"(z)] < C(1 + |zP72), V 2 € R, onde C' > 0 € uma constante universal e
1 < p < 4. Entao, se b satisfaz (5), o sistema (1) — (3) é globalmente uniformemente

exponencialmente estdvel.

Demonstragao:
Observe que pela Proposigao 4.3.2, sempre que F(0) < R, existem C'(R) > 0e S(R) >0
constantes tais que

E(t) < C(R)E(0)e P v ¢ > 0.

Defina, Tp = —— In(RC(R)). Fazendo a mudanca de varidvel s =t — Tg, segue que

B(R)

E(s)=E(t—Tg) = E(0) = E(Tg) < L.
Pela Proposicao 4.3.2, para E(O) < 1, existem constantes C' > 0 e a > 0 tais que
E(s) < C'E(0)e™, ¥ 5 > 0.
Assim, retornando a variavel original e aplicando propriedades de semi-grupos, obtemos

E(t) < E(t —Tg) < C'E(Tg)e tTr) L C"C"E(0)e“Tre= < CE(0)e,

para todo t > 0, onde o nao depende de R. m
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