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RESUMO

Neste trabalho estudamos o problema de N voértices pontuais dispostos no plano complexo,
onde a dinamica de cada vértice é pensada como um campo de velocidades com vorticidade
concentrada em um unico ponto. Mostramos, de acordo com Crowdy [5], como encontrar
uma férmula explicita para o Hamiltoniano (ou func¢do de Kirchhoff-Routh) em dominios
nao simplesmente conexos, quando todas as circulagoes ao redor dos furos no dominio sao
zero. O método para encontrar tal expressao apresentado por Lin [14] faz uso da funcao
Hidrodinamica de Green em dominios circulares multiplamente conexos, que por sua vez
necessita de uma outra funcao conhecida como Funcdo Prime de Schottky-Klein, construida
a partir dos mapas conformes do grupo de Schottky circular. Como exemplo ilustrativo,
consideramos um dominio especifico, consideramos o dominio circular como sendo o anel
concéntrico centrado na origem com o circulo externo sendo o circulo unitario, para o qual

encontramos a funcao de Green associada e a forma explicita para o seu Hamiltoniano.

Palavras-chave: Vortices pontuais. Grupos de Schottky. Funcao prime. Hidrodinamica de

Green.



ABSTRACT

In this work we study the problem of N point vortices arranged in the complex plane,
where the dynamics of each vertex are thought of as a velocity field with concentrated vorticity
at a single point. We show according to Crowdy [5], how to find an explicit formula for the
Hamiltonian (or Kirchhoff-Routh function) in domains not simply connected, when all the
circulations around the holes in the domain are zero. The method for finding such expression
presented by Lin [14] makes use of Green’s hydrodynamic function in multiply-connected
circular domains, which in turn requires another function known as the Schottky-Klein Prime
Function, constructed from the conforming maps of the circular Schottky group. As an
illustrative example, we consider a specific domain, we consider the circular domain to be
the concentric ring centered on the origin with the outer circle being the unit circle, for which

we find the associated Green function and the explicit form for its Hamiltonian.

Keywords: Point vortices. Schottky groups. Prime function. Hydrodynamics of green.
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1 INTRODUCAO

O estudo sobre a dinamica de vértices pontuais é uma area importante da dinamica de
fluidos, comandando uma vasta literatura. O modelo de vértices pontuais estudados na
atualidade teve inicio com o trabalho de Helmholtz em 1867 [11], o qual foi o primeiro a
elucidar as principais propriedades daquelas partes de um fluido em que ocorre a vorticidade.
Embora a investigacao tenha sido motivada, pelo menos em parte, pelo interesse no efeito do
atrito dentro de um fluido, a teoria desenvolvida se restringe a dinamica de um fluido ideal
com “vorticidade embutida”. Em 1876 Kirchhoff [12] obteve a formulacdo Hamiltoniana
para as equagoes de movimento e Sir William Thomson (Lord Kelvin) [24], em 1878, propos
o estudo das configuragoes de N vértices idénticos no plano dispostos nos vértices de um
poligono regular.

A revisao de Aref [1] apresenta uma pesquisa de resultados envolvendo vértices de equilibrio
(ou cristais de vértice), principalmente em configuracoes ilimitadas e periédicas. No entanto,
a monografia de Newton [21] fornece uma perspectiva mais ampla do problema geral de N
vortices, incluindo discussoes sobre o movimento de vértices em dominios planares ilimitados
e limitados, bem como em superficies curvas como a superficie de uma esfera.

O movimento de vortices pontuais em dominios ilimitados recebeu muita aten¢ao, no
entanto a teoria do movimento de vortice pontual é muito menos desenvolvida em dominios
delimitados por paredes impenetraveis. O exemplo mais simples é um unico vortice pontual
adjacente a uma parede reta infinita, esse vértice se traduz em velocidade constante e
mantém sua distancia da parede sempre constante. Este movimento é convenientemente
entendido como sendo induzido por um vortice de “imagem” de circulagao oposta atras da
parede. Talvez esse seja o exemplo mais simples do célebre “método das imagens” (ver

[19]). Alguns exemplos mais elaborados envolvendo regioes fluidas simplesmente conexas
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sao encontrados no capitulo 3 de Newton [21]. Em sua maioria, esses exemplos dependem
das propriedades de transformagao, sob mapeamento conforme, do que é conhecido como a
funcao de Kirchhoff-Routh, que é essencialmente o Hamiltoniano que governa o movimento
do vértice.

A formulacao hamiltoniana para a dinamica de vértices pontuais e a funcao de Kirchhoff-
Routh remontam ao trabalho de Kirchhoff [12] e Routh [23]. Foi reavaliado muito mais tarde
por Lin ([14], [15]), que considerou dominios multiplamente conexos, e mais recentemente por
Flucher e Gustafsson (1997) [20] (veja também o capitulo 15 de Flucher [8]), que analisaram
varios aspectos do problema geral de valor de fronteira, que surgiu do problema do movimento
de vortice pontual em dominios limitados.

O movimento de um tnico vértice em dominios limitados e simplesmente conexos é
relativamente bem estudado. Gustafsson [10] e Richardson [22] mostraram que a funcao do
caminho de Kirchhoff-Routh satisfaz uma equacao de Liouville eliptica no dominio delimitado
D e ¢é infinita em todos os lugares no limite. Em relacao ao movimento de N vértices em
dominios multiplamente conexos, a literatura é dispersa. Lin [14] estabeleceu a existéncia e a
singularidade de uma funcao de Kirchhoff-Routh generalizada neste caso, mas nao a constréi
explicitamente e nem fornece exemplos especificos. O trabalho de Crowdy e Marshall [5], o
qual usamos como referéncia, faz essa construcao explicita.

No entanto, Lin [15] também mostrou como derivar férmulas para a fungao de Kirchhoff-
Routh em dominios conformalmente equivalentes e multiplamente conectados. Assim, se uma
formula para o mapeamento conforme de um dado dominio circular multiplamente conexo a
um dominio mais geral for conhecida, entao a funcao de Kirchhoff-Routh no novo dominio
pode ser construida de uma forma analitica.

No capitulo 1 introduzimos conceitos basicos necessarios sobre fluidos bidimensionais
ideias, isto é, fluidos incompressiveis, irrotacionais e de densidade constante, mostrando que
sob tais condicoes este fluido pode ser representado por um campo de velocidades. Associado
a este campo de velocidades podemos definir um conceito muito importante, o conceito
de vorticidade. O fato do fluido ser ideal, mas precisamente o fato de ser incompressivel e
irrotacional, nos fornece como resultado duas representacoes para o seu campo de velocidades.

Estas representacoes no plano complexo possuem a relagao de satisfazerem as equagoes de
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Cauchy-Riemann, e juntas podem definir um potencial complexo.

Pensando em voértice pontual como um campo de velocidades com vorticidade concentrada
em um unico ponto, podemos entao encarar o vortice como um ponto gerador de rotacao.
Portanto, dado um vértice pontual, temos um campo de velocidades e consequentemente um
potencial complexo que gera este campo, o qual entao pode ser gerado a partir do potencial
complexo de uma fonte. Tendo isso em maos e utilizando a ji conhecida fungao de Green
para o plano, podemos escrever o hamiltoniano associado a dinamica de N vértices no plano
(por superposigao). Por fim é aplicada esta teoria a dois vértices pontuais no plano complexo.

No capitulo 2 discutimos a dinamica de vortices em dominios nao simplesmente conexos,
mais especificamente dominios circulares, explicitando férmulas, a menos de transformagoes
conformes, para os Hamiltonianos em regioes fluidas de conectividade arbitraria. Estas
formulas que governam o movimento dos N vortices pontuais em dominios multiplamente
conexos sao derivadas quando todas as circula¢oes ao redor dos furos no dominio sao zero.
A estrutura hamiltoniana do problema de vértice pontual em tais dominios foi originalmente
estudada por Lin [14] e seu método usa uma fungao transcendental especial chamada de
funcao prime de Schottky-klein, construida a partir dos mapas conformes do grupo de
Schottky cléssico, afim de encontrar a representacao da fungao hidrodinamica de Green em
dominios circulares multiplamente conexos. Um dominio circular é um dominio planar cujos
componentes de limite (fronteiras) s@o circulos. Usando esta fungao de Green, construimos
férmulas para a fungao de Kirchhoff-Routh (ou Hamiltoniano) para o movimento geral de N
vortices em tais dominios circulares.

Por fim no capitulo 3 encontramos o hamiltoniano para o caso de um dominio circular
especial, um anel concéntrico centrado na origem. Construimos a fungao prime de Schottky-
Klein associada ao grupo de Schottky para este dominio especifico, em seguida explicitamos
a funcao hidrodinamica de Green e finalmente encontramos a representacao do hamiltoniano

para este dominio.
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2 DINAMICA DOS FLUIDOS
BIDIMENSIONAIS

Este capitulo é dedicado a teoria matematica que serda empregada, afim de analisarmos
a dinamica de vortices pontuais em fluidos ideais e bidimensionais. Inicialmente vamos
introduzir os conceitos de fluido ideal, potencial complexo e sistema hamiltoniano. Em
seguida, mostraremos que o campo de velocidades de um fluido bidimensional pode ser

representado como um sistema hamiltoniano.

2.1 Potencial Complexo e Vorticidade

Um fluido é uma substancia que se deforma continuamente quando submetida a uma
tensao de cisalhamento, isto é, uma forca tangencial distribuida em uma area, segundo
Brunetti [3].

O movimento de um fluido, isto é, o fluxo de um fluido, é o desenvolvimento no tempo do
deslocamento e da deformacao da matéria. Particulas compoem o corpo da matéria e estao
se movendo e mudando continuamente suas posicoes relativas, evoluindo com o tempo.

Estes fluxos sao fenomenos encontrados facilmente no mundo, como por exemplo, o vento
¢ um fluxo de ar e a corrente de um rio é um fluxo de dgua. O movimento de nuvens ou
particulas de fumaca flutuando no ar fornecem uma visualizacao do fluxo que as transporta.

Um fluido bidimensional sera descrito pelo seu campo de velocidades. Denotaremos por
= u(r,t), (2.1)

a velocidade do fluxo @ em qualquer ponto 7 €  C R? (© um conjunto aberto e conexo) e
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qualquer tempo .

Definigao 1. Considere o campo de velocidades de um fluido representado pela equagdo (2.1).

Este campo é dito estaciondrio se

isto €, se U depende apenas de 7.

Como trabalharemos em duas dimensoes, o fluxo do fluido sera representado como

i(z,y) = (u(z,y),v(z,y)).

Definicao 2. Considere um fluido com campo de velocidades u(x,y) = (u(x,y),v(z,y)). Este
fluido € dito incompressivel se dado um elemento de volume qualquer no espaco, a quantidade

de fluido dentro deste volume for sempre contante ao longo do tempo.

Portanto, considere um caminho simples, fechado e diferenciavel C' C €2 com vetor
tangente ¢ e vetor normal 7 = (s,t), onde C = GA com A aberto simplesmente conexo.
O fluxo total através de C', dado pela integral / i -ndl, deve ser igual a zero, donde segue,

c
pelo Teorema de Green, que

= /C(—v,u)-fdl,
N /A(_a(a;yv)—i_%) i

ou Ov
- (5 +5) e
ou Ov

Como este resultado deve ser valido para toda area A, temos que I + N 0, ou seja,
€z Y

V -4 = 0, nos proporcionando reescrever a definicao de incompressibilidade:
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Definicao 3. Considere um fluido com campo de velocidades u(z,y) = (u(z,y),v(z,y)).

FEste fluido é dito incompressivel se V -1 = 0.

Definicao 4. Considere um fluido com campo de velocidades u(z,y) = (u(z,y),v(z,y)).

Este fluido € dito irrotacional se

V x4 =0. (2.2)

Defini¢ao 5. Um fluido possui densidade p (isto €, massa por unidade de volume) constante,

se a densidade se mantém a mesma para todos os elementos do fluido em qualquer tempo t.
Definicao 6. Um fluido é chamado de ideal se forem vdlidas as sequintes propriedades:

1. O fluido é incompressivel;

2. 0 fluido € irrotacional;

3. O fluido possui densidade constante.

Observacao 1. Note que a definicao de irrotacionalidade, mais precisamente a equa¢ao
(2.2), nos fornece o sequinte resultado. Tomando U = (u(z,y),v(x,y),0) (observe que neste

caso estamos considerando @ como uma fungdo vetorial definido em R3), temos que

~

i 7k
- ) ) 0
Vxu = o 8_y FPER
u(z,y) vlz,y) 0
5 5 ov  Ou\ ;
= 0i+0y ——— )k
o ‘H(ax ay) ’
(o owy;
 \ox oy)
implicando que
Jdv  Ou
———=0
or 0Oy

Associado ao campo de velocidades de um fluido ideal definimos o conceito de vorticidade.

Defini¢ao 7. Dado um fluido com campo de velocidades i = (u(x,y),v(z,y)). A vorticidade

w € definida como o rotacional do campo de velocidades, isto €,

w=V Xu. (2.3)
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Evidentemente, a irrotacionalidade de um fluido ideal implica que o campo de vorticidades
associado ao mesmo seja nulo. Com isto, o campo de velocidades de um fluido irrotacional

pode ser localmente representado [16] como o gradiente de uma certa fungao ¢

i(z,y) = Vo(z,y).

Os fluxos que possuem seu campo de velocidades satisfazendo a essa condicao sao chamados

de fluxos potenciais. A funcao ¢ é denominada potencial velocidade. Sendo assim,

u(z,y) = (ulr,y),v(z,y)),

= 6¢(:B>y)a
Ip(z,y) 0¢(x,y)
(6400 2605 o

Similarmente, a condi¢ao de incompressibilidade nos fornece a seguinte equacao a ser

satisfeita
du(z,y) N ov(x,y)
ox dy

Implicando que o campo de velocidades também pode ser expresso em termos de outra funcao

V-id(x,y) = = 0. (2.5)

1, visto que uma condigao suficiente para que (2.5) seja satisfeita é que

_ oy 0

u-a—yev——a—x.

(2.6)

A funcao ¥ é chamada de funcao de fluxo pois suas curvas de nivel definidas por

¥(x,y) = constante, sdo as linhas de corrente do fluxo.

Definigao 8. Dado um fluido com campo de velocidades u(z,t), uma curva integral de U €
chamada linha de corrente, isto €, x(s) C Q € linha de corrente se, e somente se,

dx
% = u($(3)7 3)7

para todo s € (0,h), com h € R.

Combinando as equagoes (2.4) e (2.6) temos que

oo Oy
or 0y’

(2.7)
oo Oy

dy o
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Estas sao as bem conhecidas equacoes de Cauchy-Riemann da andlise complexa, as quais
sao discutidas em [17]. Segue-se entao que, se as derivadas parciais das equagoes (2.7) s@o

continuas, a fungao w definida como

w(z) = @(x,y) +iv(z,y) (2.8)

é uma fungao analitica da varidvel complexa z = = + iy. A fungao w(z) assim definida é
chamada de Potencial Complexo associado ao fluxo. A derivada de w em relagao a variavel

complexa z é

dw - _ 099 00

dz _ oz ‘oz
= u+i(—v),
= u—1v,

que é chamado de velocidade complexa e é simplesmente o conjugado complexo do vetor
de velocidade, tratado como um niimero complexo.

Observe que tanto o potencial velocidade ¢ quanto a funcao de fluxo 1) obedecem a equagao
de Laplace, como pode ser prontamente verificado tomando as derivadas das equacoes de

Cauchy-Riemann (2.7),

8¢ O

Do) = 5.5+ 55 =0 (2.9)
o 2

AY(x,y) = a—;ﬁ + 8_y1f = 0. (2.10)

De fato, qualquer funcao analitica satisfaz as equagoes (2.9) e (2.10) para sua parte real e
imagindria, como é bem conhecido. Note que qualquer funcao analitica pode representar um
potencial complexo para algum fluxo potencial bidimensional.

Considere a funcao de fluxo ¢ ao longo de uma curva (z(t), y(t)), isto é, ¥ (t) = ¥ (x(t), y(t)).

Derivando em relagao a ¢, obtemos

@ — a_w+a_w
at  or 8yy’
dp . 0o



17

dp 0o (5, —)
—_— — . —I
ax7 ay y7 )
= (uav) ) (y7 _1">
onde da primeira para a segunda igualdade usamos as equagoes (2.7), e da terceira para a
quarta igualdade usamos a equagao (2.4). Se 1 for constante ao longo da curva (z(t),y(t))

obteremos

- (y,—x) =0,

oo\> (06
(5) +(5) #o

o campo de velocidades i é tangente & curva ¢ = constante, pois o vetor (y, —2) é normal a

portanto nos pontos onde

curva o.

Deste resultado podemos concluir que as curvas integrais as linhas de corrente do campo
de velocidades do fluido sao as curvas obtidas fazendo @ = constante, sendo por isso
denominadas streamlines ou linhas de corrente, enquanto que a funcao @ é denominada
streamfunction ou fungao corrente.

Tomando entao (z(t),y(t)) como curvas integrais do campo de velocidades # do fluido,

isto é, (#,9) = (u,v), obtemos as seguintes igualdades:

_, 9
=y = 8_3/’
e
_ ., _9v
T o
Resultando no sistema,
P
oy’
(2.11)
_ o
=3

Obtemos entao que « é um campo Hamiltoniano com fun¢ao hamiltoniana v, ver por exemplo

[18]. Substituindo (2.11) em (2.3), e tomando 7= (x,y) nés obtemos
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isto é, uma Equacgao de Poisson com —w como termo fonte. A solucao desta equagao é dada

pela expressao (ver [7])
W(7) = ——/G(F— ) w(F)d (2.12)

onde G ¢ a Funcao de Green.

2.2 Dinamica de Vortices Pontuais

Pensaremos em um voértice pontual como sendo um campo de velocidades com vorticidade
concentrada em um tunico ponto, chamado de centro do vortice. Em termos do movimento
das particulas do fluido, isso significa que cada particula gira em torno do ponto, digamos r,
com velocidade tangencial inversamente proporcional a distancia com relagao a esse ponto
[13].

Veremos adiante que cada particula do fluido sujeita a acao de um tnico vortice tem
como trajetoria uma circunferéncia de centro ry, e se movimenta a uma velocidade angular
constante. Podemos entao encarar o vértice como um ponto gerador de rotacao.

Portanto, dado um vértice pontual, temos um campo de velocidades associado e como
consequéncia um potencial complexo que gera este campo (2.8). Este potencial complexo
pode ser gerado a partir do potencial complexo de uma fonte (ou sumidouro) simplesmente

trocando as funcoes ¢ e .

Definicao 9. Uma fonte corresponde a um fluro com o sequinte campo de velocidades,
iz s (2.13)

onde 7 € o vetor unitdrio na dire¢cdo radial e m € a intensidade da fonte (m > 0) ou
sumidouro (m < 0), representando a quantidade de drea fluida injetada (removida) pela

fonte (sumidouro) por unidade de tempo.

Este campo de velocidades (2.13) é obtido a partir do seguinte potencial

m
= —1
o 5 1087,
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Figura 2.1: Esboco do campo de velocidades devido a um vortice pontual de intensidade

positiva (para intensidade negativa, as setas seriam no sentido horario).

que é a parte real do potencial complexo
T
w = —logz.
27 &

Observacao 2. Tomando z em sua forma polar, z = r e, temos que o valor principal de
log z € o numero definido por,
log z = logr + 6,

com 0 <6 < 2m.

Se ao invés de estar localizado na origem, a fonte (sumidouro) estiver localizada em um

ponto diferente z = zy do plano complexo, o potencial complexo sera

m
w= o log(z — zp). (2.14)

Sendo assim, o potencial velocidade de uma fonte desempenha o papel da funcao de fluxo
para o vértice. Esse intercambio pode ser alcancado simplesmente multiplicando o potencial
complexo, equagao (2.14), por 4. Para respeitar a convengao de que uma circulag¢ao positiva

de vortices é um fluxo no sentido anti-horério, escolhemos o sinal negativo

m
= —i—1 — ).
w i3 og(z — 2p)

Mudando a nomenclatura da intensidade m por I', para denotar a intensidade do vértice,
obtemos

T
w= i log(z — 2o). (2.15)
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As partes real e imaginaria desta equacao produzem, respectivamente

r
=—0
6= 50,
r
— o
¥ =—5_logr,
onde r = ||z — 2o||. Em resumo, dado um vértice pontual no plano complexo, localizado em

29, conseguimos por comparagao encontrar seu potencial complexo, como mostra a equagao
(2.15). E por meio do principio de superposigao, é possivel usar os potenciais complexos
dados acima como blocos de construcao para obter novos potenciais complexos.

Um sistema que possui um unico vortice pontual localizado em ry é um sistema que

apresenta uma vorticidade

w(r) =T —10),

onde 9 é a funcao conhecida, Delta de Dirac.

Agora consideremos um sistema com dois vértices pontuais posicionados em r; e 7.
Separadamente, cada um criara seu campo de velocidades, e de forma bem intuitiva, o campo
de velocidades de um vortice afetara o campo de velocidades do outro vértice, e vice versa,
e 0 mesmo acontecera quando o sistema for composto por N vortices. Entao a vorticidade w

deve ter a seguinte forma (ver [13])

N

w(F) =Y Tid(F—7), (2.16)

i=1
onde r;, comi =1,..., N é aposigao do i-ésimo vértice e I'; (ou circulagao), comi =1,..., N,
sua constante de intensidade. Isso significa que cada vortice, isoladamente, induz as particulas
do fluido a girarem em torno de si; o movimento efetivo, porém, é resultado do conjunto das
influéncias de cada um dos vortices.

No plano, a func¢ao de Green tem a forma [7]
. 1 .

G(F) = —o-log| 7.
m
1

— —log| 7|

Liog| 7|
Logo, a fungao de fluxo terd seguinte forma (equacao (2.12))

1
(7)) = —é/logHF—F’Hw(F')dT’.
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Entao, uma vez que especificamos o campo de vorticidade w, podemos calcular ) e por
(2.11) sabemos o campo de velocidades. Tomando entdo o campo de vorticidade para um

sistema de N voértices, como em (2.16), obtemos que a func¢ao de fluxo deste sistema é

N
— 1 — —
P(7) = - ZI} log ||7* — 75|,

i=1

Esta equagao descreve, juntamente com (2.11), a dinamica de uma particula teste em um
ponto 7= (z,y) no plano.
Reescrevendo a equacao acima substituindo 7 por sua representacao em coordenadas,

obtemos N
1
Y(z,y) = I Z Tilog[(z — 2:)* + (y — v:)?]. (2.17)
i=1

A partir desta expressao, considerando que temos 7 = é3 (o vetor da base canonica de R?),
e utilizando o fato que u(7) = Vi x n(7), podemos encontrar o campo de velocidades do

fluido da seguinte maneira,

ﬁ({L‘,’y) = ;6 + =

implicando que,
dr  OY
dt  dy’
dy Oy
dt  dx’
Isto é, derivando a equagao (2.17) em relagdo a x e y, e substituindo nas equagoes acima,

obtemos
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N

dy 1 r—x;
27— I,
it~ 2 2T

de modo que a velocidade do j - ésimo vértice é dada por

o1 Yi —Yj T — T, )
Fo s — . 2.18
’ ((93]' — )2+ (yy —v:)? (75— 2)? + (y; — vi)? (2:18)

As equagoes obtidas podem ser colocadas na forma

OH OH
[:i: = el =— 7
ity idi oz,

2.19
a0, (2.19)

definidas pelo “Hamiltoniano”

H = _ﬁ Z Z il log(x; — i) + (y; — wi)?]-

J=1 i#j
Mostramos que a dinamica de um sistema de vértices pontuais no plano é dada pelas
equagoes (2.19), com i variando de 1 até N. Estas equagoes formam um par de varidveis
conjugadas e H é a generalizagdo da fungao de fluxo ¢ (2.17) para o sistema de vértices.

Tais equagoes sao conhecidas como as Equacoes de Kirchhoff.
Exemplo 1. DOIS VORTICES PONTUAIS NO PLANO.

Considere um sistema com dois vértices pontuais no plano em um fluido ideal. Como

acabamos de ver a funcao Hamiltoniana associada a este sistema é

T
H==—2log||i — |,
com ||r; — 3| = \/(:1:1 — x9)% + (y1 — y2)?. Sabemos que o campo de vetores satisfaz
OH
Fi xz - )
y;
(2.20)
o0H
Uiy = ——,

para ¢ = 1,2. Iremos derivar H primeiro em relacao a x; e y; e depois em relagao a zs e yo,

e substituir nas equagoes do sistema (2.20).
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. OH T4y 1 . (y1 — 12)
r = — = 2(y; — = I =1y
= g T 2 oo ) = =g
. oOH F1F2 1 . (1’1 — 1‘2)
r = = — 2 — = = —Ty——--,
19 0371 92 ||7:»1 I 7?2”2 (xl x?) U1 2 ”7:,1 — F2||2
. OH T4y 1 . (y1 — v2)
T = — = 2 — 1) = 29=-T1+—=""-=,
S T e O N T
, OH I, 1 . (21 — 22)
Temos entao que as equagoes de movimento dos vortices sao
T = F2(‘1J;‘1j2)2 U= —F2(f1;fz)2,
|7 — 75| |7 — 75|
(2.21)
Tg = _Fl—(_y»l _22)2 Y2 = Fl—(fl _TQ)Q-
|71 — 75| |77 — 75|

Seja r;(t) = (x;(t), y;(t)) = ;(t) + 1y;(t), com j = 1,2. Logo

dry
dt

drq } I'y
S =l ST

dt |71 — 7|2
Analogamente para 7o,

(7”2 — 7’1>.
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Vamos agora resolver as equacdes de movimento, notando primeiramente que |7 — 75|
independe do parametro t, isto é, é constante para todos os valores de t. Para tanto,

mostraremos que sua derivada é sempre igual a 0.

d . d
E(Hﬁ—ﬁ”z) = E($?+$§+y%+y§—2£E1932—2y1y2),

= 21%1 + 22209 + 2y1Y1 + 2y2Yo — 20172 — 22172 — 2Y1Y2 — 2190,

= 2[Z1(x1 — z2) + Zo(z2 — 1) + %1 (y1 — Y2) + Ya(y2 — 1))

Substituindo as derivadas dadas pelas equagoes de movimento dos vértices (2.21), obtemos

d ., ..
—(||7”1 - 7“2||2)

dt

2
|71 — 7|7
—Lo(w1 — 22)(y1 — y2) + Ti(21 — 22) (Y2 — 11)] = 0,

[Co(y1 — y2)(z1 — 2) — Ti(y1 — y2) (72 — 1)

independentemente de I'; e I's.
— — (12 _ ’ . . .
Logo, || —73||* = D é constante para todo ¢. Assim, nosso sistema resulta em um sistema

de equagoes diferenciais lineares homogenias,

d7’1 1 FQ

7~ D 2T
(2.22)

d?"z ZFl( )

— = ——(ry —19).
ad D' 7
Temos entao ) .

—ZFQ ZFQ

=)= 2 P )
T i =il T2
D D

que ¢ um sistema de EDO’s lineares com coeficientes constantes. Calculando seu polinomio

irg iFl .2F1F2
) (LN 22 =
() (r+a) -2z =0

implicando que os autovalores sao,

caracteristico, temos

—(I'y+T
)\1206)\2:%.
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Portanto temos dois casos a analisar, o primeiro é quando a soma das vorticidades é igual

a zero, e o segundo quando é diferente de 0. Se I'; + 'y # 0, a solucao do sistema (2.22) serd

t 1 i —2
R(t) _ 7“1( ) — oy 60t 1 e (F1D+F2)t T ,

T2 (t) 1 1

com ai,as € R. Sendo assim,

—i(1+T9)
ri(t) ay — fPage” v !
o —i(T1+T2)
7"2(1?) a; +age D t

Aplicando a condicao de valor inicial, isto é, t = 0, obtemos

r
7"1(0) = a; — F—2a2,
1

7‘2(0) = a + as.

Solucionando o sistema acima encontraremos os seguintes valores para a; e as,

a4 = F1T1(0> + FQTQ(O)
! T+ ’

_ ['7r9(0) — T'y71(0)

a
? Ty + T,
Por fim, a solucao do sistema Hamiltoniano inicial é

#(T1402)

r1(t) 1 T171(0) + Tara(0) + [r1(0) — 79(0)]Tye™ D
ro(t) ' +1y [171(0) 4 Tara(0) + [r2(0) — ry <O>]F1€i(ﬁ7”2)

Neste caso, r1 e 9 sao circulos.
Agora, se I'1+T's = 0 entao I'y = —T'y, logo por (2.22) ¥} = 7y, implicando que r; —ry = C,

com C € R. Por conseguinte,
il

1 D Ca

e de forma andloga r, também é constante. Consequentemente, r; e 75 sao retas.
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3 DINAMICA DE VORTICES EM
DOMINIOS NAO SIMPLESMENTE
CONEXOS

O estudo do movimento de vértices em dominios complexos, multiplamente conexos e
delimitados tem recebido atencao recentemente. A estrutura hamiltoniana do problema de
vortices pontuais em tais dominios foi originalmente estudada por Lin [14], [15]. Apenas
recentemente uma teoria construtiva para computacao de movimento de voértices em um
dominio ndo simplesmente conexo apareceu, apresentada por Crowdy e Marshal [5]

Neste trabalho, sao exibidas férmulas explicitas a menos de transformacoes conformes,
para os Hamiltonianos em regices fluidas de conectividade arbitraria. Estas formulas que
governam o movimento de N vortices pontuais em dominios multiplamente conexos sao
derivadas quando todas as circulagoes ao redor dos furos no dominio sao zero.

O método apresentado por Lin [14] usa a Fun¢ao Prime de Schottky-Klein, doravante
fun¢ao prime de SK, para encontrar representacoes da funcao hidrodinamica de Green em

dominios circulares multiplamente conexos.

Definicao 10. Um dominio circular é um dominio D C C de conectividade finita tal que

todas as componentes do bordo sao circulos.

Neste trabalho, o dominio circular de conectividade M + 1 a ser utilizado sera o disco
unitario, menos M discos pequenos C; disjuntos em seu interior. Denotaremos este conjunto

por D¢. Note que, se M = 0, entao D, = Cy, que nada mais ¢ que o préprio circulo unitario.
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Figura 3.1: Esboco de um dominio circular de conectividade quatro.

3.1 A Funcao Hidrodinamica de Green G

Lin [14] introduziu uma fungao especial de Green G(z,y; xg, 3o) em relagao a dois pontos
(z,y) e (x0,90) em um dominio de fluido D. Trés casos distintos do dominio D serao
considerados, dependendo se D é limitado ou ilimitado. Seja M > 0 um inteiro e suponha
que D seja delimitado por M + 1 paredes impenetraveis, denominando estes limites por
{Cj,7 =1,...,M}. Se D é limitado, entao Cj serd tomado como o limite externo com
{C;,j=1,...,M} denotando os M limites fechados internos. Se D ¢ ilimitado mas tem um
limite que se estende ao infinito, entao este limite de comprimento infinito sera denotado por
Co.

A fungao especial hidrodinamica de Green é a funcao G(z, y; zo, yo) satisfazendo as seguintes

propriedades.
(i) A funcao
1
9(x,y3 20, y0) = G(2,y; 20, y0) — 5—logo, (3.1)

¢ harmonica com relagao a (z,y) em toda a regiao D, incluindo no ponto (xg, 7). Aqui

Toé

ro = /(& = 20)? + (y — 0)*.
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(ii) Se o é a derivada normal de G ao longo de uma curva, entao
n

G(x,y;70,90) = Aj, em Oy, j=1,..., M,

oG
—ds =0, j=1,..., M,
on
onde ds denota o elemento de arco e {A;,7 =1,..., M} s@o constantes.

(iii) Caso 1. Se D possui um limite externo fechado Cy, entao
G(z,y;20,90) = 0, em Cy.

Caso 2. Se D ¢é ilimitado e se estende ao infinito em todas as direcoes, entao, em um

circulo muito grande de raio ry, G se comporta da seguinte maneira

1 1

G(z,y; w0, 10) = —5—logry + O (—) ;
2m 70

oG 1

25 = ¢ (73)’

oG 1 1

on — 2mrg o <%) ’

onde s ¢ a derivada tangencial ao longo do circulo.
s

Caso 3. Se D é ilimitado mas tem limites que se estendem ao infinito, entdo G se

comporta da seguinte forma
G(I‘, Y; Xo, yO) = 07 €m C’07
G(z,y; %0, y0) = O(1), em um circulo muito grande de raio rg.

Lin também estabeleceu os seguintes dois lemas.

Lema 1. A func¢dio G(z,y;xo,yo) definida pelas condi¢oes (i)-(v) acima existe unicamente e

¢ uma generalizacao da funcao de Green satisfazendo a condi¢ao de reciprocidade

G(z,y;20,90) = G(xo, yo; 2, y).
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Lema 2. Se N wvdrtices de intensidades {U'y,k = 1,..., N} estao presentes em um fluido
incompressivel nos pontos {(zx, yx), k = 1,..., N} em uma regiao geral D limitada por limites
fixos, a fungao de fluxo € dada por

N

w(xlayl;x27y2; s ;xNayN> = wO(xay) + ZFkG('xay7$kayk>7
k=1

onde as propriedades de G sao dadas no lema 1 e ¥o(x,y) € a fungdo de fluxo devido a
agéncias externas e que satisfaz as condicoes de contorno sem fluro através dos limites do

dominio. gy € independente das posi¢oes dos vortices pontuais.
Finalmente, Lin estabelece o seguinte teorema.

Teorema 1. Para o movimento de vdrtices de intensidades {T'y,k = 1,..., N} em uma regiao

geral D limitada por limites fizos, existe uma fun¢do de Kirchhoff-Routh H(x1,y1,..., TN, YN)

tal que
d OH d OH
G 9 p W9 (3.2)

onde H(x1,91,...,ZN,Yn) € dada por

N N

H(zy,yr,onuy) = > Tetho(wn,y) + Y ThlG (wn, yks 25, y5)
k=1 kk1>=j1
1o,
) Zrkg(xkayhxkayk)- (3.3)

k=1

Colocando em coordenadas reescalonadas (v/T'y 2, vTx yr) a equagao (3.2) é um sistema
Hamiltoniano na forma canonica.

Flucher e Gustafsson [9], referem-se a fungao especial de Green de Lin como a Fungao
Hidrodinamica de Green e adotaremos essa terminologia. Eles também consideram uma
funcao associada chamada Funcao de Robin. Ea parte regular da fungao hidrodinamica de
Green acima, avaliada na singularidade. Se a fun¢ao hidrodinamica de Green G é decomposta

em uma parte singular simétrica e uma parte regular como na equagao (3.1), entdo a funcao

de Robin R(zg,yo) é definida como

R(z0,y0) = g(0, Yo; To, Yo)-
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Isto implica que, perto da singularidade (xg,yo), G pode ser expandida como

1
G(x,y;20,Y0) = 5. log ro — R(x0,%0) + O(ro).

E mais conveniente para o que segue introduzir coordenadas complexas ( = x + iy e
¢ = x —1y. Assim, tomando o = xy + i yp como o nimero complexo que denota a posi¢ao

complexa da singularidade da fungao de Green, doravante, escreveremos G((; ) ao invés de

G(ﬂ% Y; Zo, yo)'

3.2 Construcao da Funcao Hidrodinamica de Green G
em Dominios Circulares

Vamos agora mostrar como construir uma representacao explicita para G em um dominio
circular geral, multiplamente conexo, de conectividade finita arbitraria. Seja D, o interior
do disco unitario com M discos circulares menores disjuntos em seu interior. M = 0 é
o caso simplesmente conexo. Denotemos os limites desses pequenos discos circulares por
{Cj,7 =1,...,M}, com §; e ¢; sendo seus centros e raios, respectivamente. Considere o
circulo unitério em torno da origem, isto é |||l = 1, denotado por C.

Essa classe especial de dominios conexos é significativa por dois motivos. Em primeiro
lugar, tais dominios circulares sao conhecidos por serem dominios canonicos para mapeamento
conformal de dominios mais gerais multiplamente conexos [20]. Ou seja, qualquer dominio
multiplamente conexo dado pode ser obtido por mapeamento conforme de um dominio
circular de mesma conectividade, para alguma escolha de parametros {0;,j = 1,...,M}
e {g;,j =1,...,M}. Estes parametros devem ser determinados como parte da construcao
do mapeamento conforme e, neste ultimo contexto, sao referidos como modulos conformes
do dominio [20].

Em segundo lugar, Lin [15] nos forneceu férmulas explicitas para as propriedades de
transformacao da funcao de Kirchhoff-Routh pelos mapeamentos conformes. Em particular,
se um mapa conforme z(¢) mapeia uma dada regiao D, no plano ¢ para uma regiao D, no

plano z, e H¢ e H?, respectivamente, denotam os Hamiltonianos nos planos ¢ e z, entao esses



31

hamiltonianos se relacionam pela seguinte férmula

N
— —_ ['2
B (20 oo, ) = HEGL G G ) + 3 2 log (@),
k=1

onde {Ct,k =1,...,N} e {zx = 2(¢), k = 1,..., N} sdo as posigoes dos vértices pontuais
nos planos, ( e z, respectivamente.

Em combinacao, estes dois fatos significam que as féormulas a serem derivadas neste
trabalho teoricamente produzirao férmulas para a fungao de Kirchhoff-Routh para N vértices
em qualquer dominio multiplamente conexo, para o qual um mapeamento conforme de uma
regiao de pré-imagem circular é conhecido explicitamente.

Antes de estudarmos a construcao explicita da funcao Hidrodinamica de Green, nds
precisaremos discutir alguns conceitos e resultados relacionados a fungao prime de SK. Para

isto, comecaremos pelos grupos de Schottky circulares.

3.3 Grupos de Schottky Circulares

Seja D um dominio circular de conectividade M + 1, e defina M mapas de Mobius
{¢; | j =1,...,M}, correspondente ao mapa de conjugacao para pontos no circulo Cj, de

centro ¢; e raio g;. Isto é, se C; possui a equacao
(=67 =(=6)(C—6)=¢,

entao

e assim

Se ¢ ¢ um ponto em C}, entao seu conjugado complexo ¢ dado por (= #;(C).
Introduziremos agora os mapas

q;

(O =ob.(CH =9
Q) =BT =0+

(3.4)

Proposicao 1. Seja 8;(¢) um mapa como em (3.4), entdo este mapa € uma transformagao

de Mébius. E consequentemente 0;(C) € uma transformagao conforme.
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Demonstracao: De fato, podemos escrever
e
—8;¢

0;(Q) = 0+

8;(1=0,¢) + ¢3¢
1—8;¢

9

dj + (¢F — 10;1*)¢

1—065¢
Com a = ¢? — |6;]*, b = 6;, ¢ = —b; e d = 1, podemos verificar que ad — bc = ¢7 —
|0;17 = (=10;]*) = ¢f # 0 e que 6,(¢) = gid’ isto é, estd de fato escrita na forma de uma
tranformacao de Mobius. [
@'
P —
R
Cq
‘B

Figura 3.2: Uma regiao circular tipica D; ¢ a regiao interior ao circulo unitario Cy e
exterior aos trés circulos C,Cy e Cs. No caso mostrado, D, possui conectividade quatro. A
regiao fundamental ¢ a regiao nao delimitada exterior a todos os seis circulos de Schottky

Ch,C1, 0y, 04, Cs, C5. O raio do circulo C; é denotado g; e seu centro por ;.
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Proposigao 2. Se C} ¢ o circulo obtido pela inversio de C; em Cy, entdao 0;(C}) = Cj.

Demonstragao: Considere (; € C} . Por hipétese, temos necessariamente que

G =

Y

N =

com ¢ € C; (inversao em Cj). Portanto,

1 -
E) - %(Q =,

ou seja, 0;(¢1) € Cj. Como (; foi escolhido arbitrariamente, segue que 0;(C7%) € C;. Como 0,

0;(C) = 0;(

é analitica, o conjunto 0;(C}) é uma curva fechada e, portanto, devemos ter 0;(C7) = C;. B

Proposicao 3. Para todo (, valem as sequintes propriedades:

NS S
(Z) ej (C) - (ZSJ(C) ’
) plgp-1y _ L

Demonstragao: Para demonstrar o item (i) da proprosicdo acima considere f = 6;(().

Portanto
2
Fog B
1=0;¢

se, e somente se

o;(f)

Observando que 03-_1( f) = 0]-_1(9]({ )) = ¢, concluimos que

Trocando f por (, temos a tese.
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Ja o item (ii), segue diretamente do item (i). Com efeito,
1 1 1 1
071 (¢cH = - = =
R e (S N ro S TS

onde usamos a definicao de funcao conjugacao aplicada a 6;, e assim concluimos nossa

demonstracao. [

Definicao 11. Sejam D, um dominio circular de conectividade M + 1, EC a 1magem de
todos os circulos C; por sua reflexdo em relagio a Cy, e 0; como em (3.4). Definimos o
grupo de Schottky cldssico © como sendo o grupo livre gerado pelas composicoes das 2M

transformagoes de Mdobius {6;, Qj_l,j =1,... M}, incluindo a identidade. Ou seja,
O =[Id,0y,...,00,0,7 ... 00 "]
Os 2M circulos sao conhecidos como os circulos de Schottky.

Definigao 12. Considere a regiao do plano exterior aos 2M circulos {Cj} e {C}} (um
esquema € mostrado na figura (2.2) para M = 3). Esta regido é conhecida como a regiao

fundamental associada ao grupo Schottky.

Observacao 3. Esta regiao pode ser entendida como tendo duas “metades”; a metade que
estd dentro do circulo unitdrio, mas exterior aos circulos C; a qual é a regiao fisica (a que
estamos chamando de D¢ ), e a regidgo que estd fora do circulo unitdrio e exterior aos circulos

C]’., que € a metade nao fisica.

No decorrer do texto, faremos uso constante de alguns subgrupos do grupo de Schottky

©.

Definicao 13. Seja © o grupo de Schottky. O subgrupo ©; denotard o conjunto de todas as
transformagoes 1 € © que nao possuem uma poténcia positiva ou negativa de 8; a direita.
Analogamente, ;0 denotard o conjunto das transformacoes ¥ € © que ndo possuem uma

poténcia positiva ou negativa de 6; a esquerda.

Definicao 14. Considere © o grupo de Schottky. O subgrupo ;©; denotard o conjunto das
transformacoes 1 € © que ndao possuem uma poténcia positiva ou negativa de 6; a esquerda

e uma poténcia positiva ou negativa de 0; a direita.
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Definicao 15. Seja © o grupo de Schottky. ©' denotard o grupo de Schottky menos a
identidade, isto €, © = ©\Id.

Definicao 16. Considere © o grupo de Schottky. ©'; denotard o conjunto das transformagoes
Y € © diferentes da identidade e que ndao possuem uma poténcia positiva ou negativa de 0; a

direita.

Definicao 17. O conjunto ©” denotard o grupo de Schottky menos a identidade e todas as

: ~ s~ : -1 : " ~ -1 "
combinagoes (composigoes) das inversas 0;". Ou seja, se p € ©", entao = ¢ O".

3.4 Funcao Prime de Schottky - Klein

Em posse dos conceitos e resultados apresentados até entao, estamos em condicoes de

introduzir um conceito de extrema importancia.

Definicao 18. (Fung¢ao Prime de Schottky - Klein) Sejam D um dominio circular de
conectividade M + 1 e © o grupo de Schottky classico associado. Definimos a fun¢ao prime

de Schottky-Klein por
Cd(g, 7) = (C - '7) w,(C7 7)7

onde a funcao W' € dada por

/ _ ( i
w60 =11 GE=oem = (3:5)

6;c0"
Note que os termos do produtério (3.5) sdo, na verdade, as razdes cruzadas dos argumentos
¢,0:(C),~ e 6;(y). Assim, podemos reescrever w’ da seguinte maneira
W) = T ¢ 007, 6:(m)},
6;€0"
onde a notagao de chaves indica a razao cruzada dos quatro argumentos.

Do ponto de vista computacional, o célculo de w(-, -) depende crucialmente da velocidade
de convergéncia do produtério (3.5). Embora a funcdo prime de Schottky-Klein esteja
definida para todo (, ainda nao é sabido se o produtério acima converge em toda regiao
fundamental. E mesmo quando ha a convergéncia, ela pode ocorrer muito devagar, o que na

prética inviabiliza o célculo [4].
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Quando convergente, este produtério da equacao (3.5) define uma fungao analitica e
univalente em todo o dominio D¢, a qual possui um zero simples em ¢ = < e em todos os
outros 6;(7y), para toda transformagao 0; € ©".

Recentemente, D. Crowdy e J. Marshall apresentaram uma maneira de contornar o
problema da convengéncia do produtério [6]. Eles desenvolveram um algoritmo, baseado na
representacao da série de Laurent da funcao. A funcao prime de SK satisfaz diversas relagoes
funcionais e possui uma variedade de propriedades algébricas e analiticas importantes. As

proposicoes a seguir destacam algumas delas.

Proposicao 4. A funcao prime de Schottky-Klein é antissimétrica em seus argumentos, ou
seja,

W(C7 /Y) == w(r}/a g)

Demonstracdo: E suficiente mostrar que W'((,v) = W'(7,(), uma vez que

w(C,7) ==y === ().

Da definicao 13, temos que

= W (7,0),

onde apenas permutamos os termos do numerador e do denominador do termo geral do

produtorio. Assim,

w(C,7)=—(v =Quw'(C,7)=—(y=Qu'(7,¢) = —w(7,9),
como queriamos demonstrar. [ |

Proposicao 5. A funcdao prime de Schottky-Klein satisfaz

w(b:($) ) ' w(¢; M)
w(0:(¢),72) a BZ(%’%)W(C,%)’
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onde 0; é qualquer um dos mapas bdsicos (geradores) do grupo de Schottky, e [i(71,72) €

dada por
(1 = 0k(Bi)) (2 — Ok(As))

(71— Ok(A) (72 — Ou(By))’

sendo A; e B; os dois pontos fixos da transformacao 0;, ou seja, 0;(A;) = A; e 0;(B;) = By,

Bilnsv2) = H

9ke®i

(3.6)

comj=1,..., M.
Demonstracao: Capitulo 12 de [2]. |

Observacao 4. E possivel mostrar que as constantes A; e B; satisfazem uma equag¢do da

forma
0i(Q) —Bi _ G~ DBi
Q) - A A

para constantes reais ju;, k;. As raizes A; e B; acima sao ordenadas de modo que |p;| < 1.

Proposicao 6. Sejam C}, C’; o0s circulos construidos na proposicao 2. A func¢ao prime satisfaz

a sequinte equacao
1

w(<717 771> = _GW<C7 ’7)7

onde a fun¢do conjugacio é definida por @(C,7) = w((,7).

Demonstracao: Por definicao temos que a funcao prime pode ser escrita da seguinte forma
w(¢,7) = (= ] £ 6:(¢), 7. 6:()}-
0,€0"

Portanto,

WA = (=) T8 G (3.7)

0;c0”

Considere um termo geral da forma 6;(¢™1). Esta ¢ uma composi¢ao do geradores do grupo

Schottky. Suponha, por exemplo, que

0:(C™") = 0,(04(6-(C7 1)), (3-8)

para alguma sequéncia de inteiros (p,q,r) rotulando os mapas de um nivel. Lembre-se da
equagao da proposigao 3 que se 65 é um dos mapas bdsicos de nivel um (ver a definigao de

nivel de um mapa no final da pagina 37), entao
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Equivalentemente,
1

G

Usando a equagao (3.9) repetidamente na equagao (3.8)

0r(C7) (3.9)

91‘((*1) = epwq(er“il)))?

) .

Introduziremos agora uma notacao geral “r” em subscricao; dado o mapa 6; (por exemplo
b1 b1 bl K3 9

correspondente a sequéncia (p,q,r)), entdao 6;, indicard o mapa correspondente a sequéncia

invertida. Neste exemplo, a sequéncia invertida é (r, ¢, p) de modo que

Entao a equagao (3.10) pode ser escrita da seguinte forma

MCU=Ei&y (3.11)

Este resultado da equacgao (3.11) serd verdadeiro para qualquer mapa 6;. Segue de (3.7) que

11 1 1
Cflj -1 — Cil— -1 {_a—— ’ }’

_ _ —1 —1
= (g t— Y 1) H {C’eir (C)a’%@ir (7)}7 (312>

0;€0"
onde usamos a invariancia das razoes cruzadas para a transformacao de Mobius em todos

os quatro argumentos. Agora, usando o fato de que os inversos sao excluidos do produto, a
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equagao (3.12) também pode ser escrita da seguinte maneira
WA = = T 600,700}, (3.13)
0;€0"
onde simplesmente rotulamos os mapas no produto novamente. Além disso, se um mapa 6,
for incluido no produto, é relativamente simples verificar que o mapa 6;, também pode estar

no produto. Assim, sob uma nova rotulagdo dos mapas, a equagao (3.13) torna-se

Wy = =Y [T G0, B ()}

;0"
Portanto,
(¢ = W@,
= (Cil - ’771) H {Ca 61(()7 Y5 01(7)}7
0;€0"
_ | w(¢,7)
1

= _aw(g7 PY)

Isto completa a demonstracao. |

E conveniente classificar todas as composigoess possiveis dos mapas basicos de acordo com
o seu nivel. Para ilustrar, considere o caso em que existem trés mapas basicos {6;,j = 1,2, 3}.
O mapa de identidade é considerado o mapa de nivel zero. Os trés mapas basicos, junto com
seus inversos, {8;1, j = 1,2,3} constituem os seis mapas de nivel um. Todas as combinagoes
possiveis de quaisquer dois destes seis mapas de nivel um que nao se reduzem a identidade,
como por exemplo 6;(6,), serdao considerados os mapas de nivel dois; todas as combinades
possiveis de quaisquer trés dos seis mapas de nivel um que nao se reduzem a um mapa de
nivel inferior serao chamados de mapas de nivel trés e assim sucessivamente.

Na pratica, para escrever uma rotina de fungao para calcular w numericamente, é necessario
truncar o produto infinito na equacao (3.5). Isto é feito de forma natural, incluindo todos
os mapas de Mobius até um determinado nivel escolhido e truncando a contribuicao para o

produto de todos os mapas de nivel superior.
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3.5 Solucao Explicita para a Funcao Hidrodinamica de

Green G

Dado um dominio circular D, (como o mostrado na figura 3.2), a fungao prime de SK
associada w((, «) pode ser construida. Considere que a singularidade da fun¢éo hidrodinamica

de Green G neste dominio estd em a. O potencial complexo W((; «) para o fluxo é tal que
G(Gia) = Im[W(G )],

e uma expressao explicita para isso é

)= o (@G @)W 0T
W(Ga)=——log (w(g,a—l)w(g—l,a)) : (3.14)

E natural escolher o ramo do logaritmo para que o ramo aponte para « e @ ! que sao

unidos por um corte da ramificagao, assim como todos os pares de imagens desses dois
pontos sob as transformacoes do grupo (ou seja, em todas as regioes “equivalentes” a regiao

fundamental).

Teorema 2. Seja W como em (3.14) o potencial complexo de um fluido. Uma representagdo
explicita para a fungao de Green G((;«) satisfazendo a condi¢ao de se anular em Cy e ser

constante nos circulos internos Cj, 3 =1,...,M ¢€

RS N [ (ST (St
R P S

(3.15)

Demonstragao: Para provar que as equagoes (3.14) e (3.15) satisfazem as condigoes

descritas no enunciado, considere a funcao

w(¢ )@ a™h
w(Ca ) w(Cha)

S(¢; ) tem um zero de segunda ordem em ¢ = « (assim como em todos os pontos no plano

S(¢a)

equivalente a « sob a acao do grupo). S((;«) também tem um pdlo de segunda ordem
no ponto @' (e todos os pontos equivalentes). Seja um ponto na metade fisica da regiao

fundamental. Segue que @~ ! estard na metade nao fisica. Sendo assim

G(Ga) = — 4~ log|S(G )l (3.16)
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isto significa que, na metade fisica da regido fundamental D, G((;«) possul uma tnica
singularidade logaritmica isolada em ( = «, conforme necessario. Dado que o zero de S em

a é de segunda ordem, localmente, G((; o) tem a expansao

G(Ga) = — 5 log|¢ — ol + O(1),

novamente conforme necessario.
Ainda precisa ser verificado que a equacao (3.15) satisfaz as condigoes de contorno exigidas

em todos os circulos {C;,7 =1,...,M}. Em C

w(¢@w(@ ,a)
S C;Oé = — — )
(e W aw(C )
s @wca)
(Chahw(( a)
B 1
@ aHw(( a)
(Cha)w(C,a™)
B 1
-~ S(Gae)

onde estamos fazendo uso a definicao de funcao conjugada e o fato de que no circulo centrado
na origem e de raio um, temos que ¢ = ¢(~! (como pode ser facilmente verificado usando as
primeiras equagoes da segdo sobre grupo de Schottky). Assim, |S((;a)] = 1 em Cp, entdo
segue da equagao (3.16) que

G(¢; ) =0, em Cp.

Esta é a condigao de normalizagao estipulada na equacao do item (iii) das propriedades da

funcao hidrodinamica de Green. Em outras palavras, em qualquer um dos circulos interiores

{Cj,j=1,..., M},

S(Ga) =
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— w(g(én_l)7a)w(6](_<_l)7a) (317)
lal?@(0;(¢71), a1 w(b;(¢7), )
onde usamos diretamente que se ¢ pertence a C; entao ¢ = ¢;(C), as propriedades da

proposicao 3 e a proposicao 6.
No entanto, agora podemos usar o resultado da proposi¢do 5 na equagao (3.17), mais
precisamente nesta equacao escrita da seguinte forma
S(C Oé) — 1 w(_@(c_l)aa) w(_Q_J(C_l)7a)
7 |? @(0;(¢71), a7t) W(0;(¢71), a7h)

porém observando que neste caso se faz necessaria a aplicacao da conjugacao, o que nos

fornecerd o seguinte resultado

— _ L gy W) gy W a)
S(C? ) ‘&‘25]( ’ )w(cfl,@fl) B]( ) )E(C*l,orl)’
Bloa ) @ au¢a)

|o? w(C,a)w(¢ta™t)

- e ) (3.18)
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A férmula (3.18) implica imediatamente que, em C;

1S(¢; )| = Bj (e, @),

de modo que

1 1 A
G(Ga)= —Elog 1S(¢a)| = —Elogﬁj(a,a‘l) em Cj.

Isso significa que os parametros {A4;,7 = 1,..., M} da equagao do caso 2 do item (iii) das
propriedades da fun¢ao hidrodinamica de Green sao

1 [ —
Aj = _E 10g Bj(a,a_l).

Utilizando a equagao (3.6), uma férmula para 3;(a,a ') é
1y (o — O(By)) (@' — 04(As))
slea) = 1 = aa—am)

9k€®j

(3.19)

J& da equagao (3.18), B;(a,a ') deve ser uma quantidade real, mas nao fica claro pela
inspecao se o lado direito da equagao (3.19) é sempre real (uma demonstracao disso é dada
no apéndice B de [5]). Acontece que para qualquer a € C, B;(a,a ') sao todos valores reais
positivos. |

Finalmente, algumas manipulagoes algébricas revelam que a funcao de Robin associada é
dada por
(o, )W (a7t a™t)

1
Rle; @) A 08 a?wla,a ) w(ata)

(3.20)

Afim de ilustrar melhor como encontrar um Hamiltoniano escrito em termos da funcao
de Green e da fungao de Robin, vamos considerar o caso de dois vortices no circulo unitario,

isto é, o dominio circular possui apenas uma componente conexa, o proprio circulo unitario.
Exemplo 2. VORTICES PONTUAIS NO CIRCULO UNITARIO.

Considere um sistema com dois vértices pontuais posicionados, respectivamente, em 2z,
e 23, no circulo unitario Cy C C em um fluido ideal. Queremos encontrar o Hamiltoniano
associado ao sistema.

Como foi visto, para N = 2 temos que a funcao de Kirchhoff-Routh é da seguinte forma

1 1
H(Zl, Z2) == F1F2G(21; ZQ) - QF%R(ZI) - §F§R(Z2)’
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onde GG é a funcao de Green e R é afuncao de Robin. Além disso,
1
R(z;a) = —-G(z;a) — —log |z — a.
2

Para o circulo unitario ||¢|| < 1, o tnico elemento no grupo Schottky é o mapa identidade,
visto que ndo hé obstdculos no interior de Cy. Entéao, o subconjunto ©” é vazio e w(z, o) =
z —a pois w'(z,a) = 1. Para encontrar a expressao de H temos que comegar identificando a
expressao da funcao de Green, e consequentemente a da fungao de Robin. Da equagao (3.15)

temos que

G(z;a) = —ilog

47

w(z,a)w(z7 a™h)

wiz,a Hw(z1, @)

e usando o resultado da proposicao 6 obtemos

1
G(za) = —Elog

Portanto,

1
R(z;a) = —G(z;a)—%log|z—a|,

_ ilog 1 w(z,a)

A AR
27T aw(z,@_l) 0og |(,<J(Z, a)'a

21

2 w

2T
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Substituindo w obtemos

1 1 (z—a) 1 a(z—a)
G(za) = —— log |~ 2
(z:0) or 8 a(z—at) or 8 a(az—1)|
e
1 1 1 a 1
)= 1 — —1og |2 .
R(z ) or 08 alz—a b 2rm © a(@z—l)‘

Sendo assim,

1 1
H(z,7z1,20,72) = DI'1[2G(21520) — §F%R(2’1; 2) — §F%R(Z2; 22),

Z5 — 1 1
Slen) (L,

= 1
29 (Zaz1 — 1) 2 21 (Z1z1 — 1)

1
= Fng (—2— lOg

T

1 1 Zs 1
—T5 (5= log é_— )
2 2 Z9 (ZQZQ — 1)
rr Za(z1 — I? Z1 I? )
122 log 22(31 22) _ -1 - Z;_' — —210g —222 ‘ .
2T ZQ(ZQZl — 1) 47 Zl(’,’&’l‘ — 1) 47 22(’22’ — 1)
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4 DINAMICA DE VORTICE PONTUAL
EM UM ANEL CONCENTRICO

Vamos agora aumentar a conectividade do nosso dominio de fluido considerando um anel
concéntrico p < |¢| < 1 onde 0 < p < 1 é algum raio escolhido. Queremos resolver o problema
de um vortice pontual neste dominio e para isto como vimos no decorrer do texto precisamos

da fungao prime de SK associada ao mesmo.

Figura 4.1: O dominio D, neste caso ¢ um anel concéntrico, com raio maior igual a 1 e raio

menor p.

4.1 A Funcao Prime de Schottky-Klein para um Anel

Antes de prosseguir, introduziremos um novo objeto matematico de muita importancia.

Assim como o monémio simples w(¢, @) = ¢ — « foi introduzido como fungao prime de SK
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para o disco unitario, queremos encontrar a funcao prime de SK para o anel concéntico, para
isto observe que neste caso nosso grupo de Schottky possui trés geradores: a identidade e
mais um mapa de Mdbius e sua inversa, relacionados ao circulo interno centrado na origem
e de raio p, 0,(¢) = p?¢. Portanto, © = [id, 01, 0;"] e por definicio ©” = [6,].

Usando a definicao da funcao prime de SK, temos que

w((a) = ((—a)w'(( a),
(9 a)(0i(a) — ¢)
l_(g (0:(¢) = Q)(bi(a) — @)

Substituindo os ;s pelos elementos de ©”, os quais sao poténcias positivas (composigoes)

de 61, podemos reescrever o produtorio da equagao acima da seguinte maneira

e TT P (e = Q)
slea) = %}1@%4—@@%—@’

e TT P a)(pa = Q)
=« >,HC(p2’“—1)a(p2’“—1)’

N )
Ca(p? —1) ’

T |

k=1

(O

» (1 - %) H?’l%k 1(2“);;) 2’“2‘)’

a Ay (1 - é) ﬁ (1 - pé) (1 - p%%)

- o (e ﬁ (1-7%) (1 () ) |

Sendo assim, definiremos a fungao prime de SK para o anel concéntrico p < || < 1 por

w((, @) = —%P (é,p>, (4.1)
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onde C' = H 11— (para nds) uma constante sem importancia e
P(c, O] -p" ) 1 =p*¢). (4.2)
k=1

Note que w((, o) realmente depende do parametro p que define a geometria do anel mas é
suprimido em nossa notacgao. Usando resultados padroes de produtos infinitos prova-se que

o produto (4.2) converge para todo ¢ # 0,00 e para qualquer 0 < p < 1.

Observacao 5. Daqui em diante, a notagio w((,a) agora se refere a fungao prime de

Schottky-Klein (mais complicada) para o anel (ndo a fung¢ao prime simples para o disco).
Proposicao 7. A fungio P((, p) satisfaz as sequintes propriedades:

(i) P(C™",p) = =CT'P(C,p);

(ii) P(p*C.p) = =C7'P(C, p).

Demonstracao: Por definicao

P¢hp) = =¢H]Ja=p*¢h - p*0),

1
— __p
c (¢, p),

e com isto provamos o primeiro item. Utilizando um processo analogo, temos que

P(p’¢p) = (1=p Q)]0 =) (1= p™ ()7,
k=1

— 1 —p C H 2(k+1) (1 _p2(k71)<-71>7
k=1
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e desenvolvendo o produtério obtemos

P(p*C,p) = (1= p*O)(1 = p*O)(1 = ¢HA = p°O) (1= p*¢HA = p* O —p'¢Th) ..

Observe que precisamos apenas isolar o termo (1 — (~1) e reagrupar os demais termos para

que o produtério ja conhecido da equagao (4.2) aparega. Logo,

PWGp) = (1-CHTel
()
¢ (@=9
1
- _Z‘P(Cap)a
= _C_lp(C7p)a
e assim terminamos a desmonstragao. |

Como resultado direto da proposicao acima temos que

P(p*C,p) = P(C"Y, p). (4.3)

Outra consideragao é que a partir da definicao de que, assim como a funcao prime de SK
para o disco, a funcao prime de SK no anel concéntrico também tem um zero simples em

¢ = a, ou seja, pela defini¢ao (4.1)

o = = (5)
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4.2 Vortice Pontual em um Anel Concéntrico

Desejamos encontrar o potencial complexo para um vortice pontual de circulagao unitaria
em algum ponto ¢ = « dentro deste anel. Continuaremos a usar a notagao W ((; a) para esta

solugdo. Ou seja, precisamos encontrar W ((; «) tal que

I
W((;a) = _;_7? log(¢ —a) + uma funcao analitica local,

J/

TV
singularidade logaritmica

com
0, [¢l=1
Im[W(¢;a)] = (4.4)
¢, I¢l=p
onde ¢ é uma constante real. O desafio aqui é que agora temos dois limites disjuntos nos

quais devem ser satisfeitas a condi¢@o de fronteira (streamline).

Observacao 6. Nao assumimos que a fungdo de fluzo (ou seja, a parte imagindria de

W((;a)) também € igual a 0 no circulo de limite interno. Isso € muito restritivo.

4.3 Solucao do Problema de Vértice Pontual no Anel

Com o auxilio de algumas manipulag¢oes no que foi visto em (3.14), podemos escrever

i ([ w(a)
WiGa) =51 g(|a|w<c,g>)”“ (45)

onde w((, ) aqui é agora funcao prime de SK do anel concéntrico que acabou de ser definida
acima. Especificamente, no uso de (4.1), segue de (4.5) que

) ol P(&
R (1)

Observe que (4.5) atende a todos os nossos requisitos. Claramente possui a singularidade
logaritmica correta em ( = « devido a propriedade que w((,«) desaparece em «. Para

verificar se W ((; «v) satisfaz as duas condgbes de contorno, vamos escrever

]

W(Ga)=—5-

log n(¢; @), (4.6)
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onde ;
|Q|P(—,p)
L) = e 47
(o) = s (4.7
1
Em |(| =1, isto é, ( = E podemos escrever
| (& p)
n(¢a) = P+’
(Eap)

ol (~&P(can)
—¢P(5p)

|| P(¢a, p)
a2 P(3, )

1
P&\’
o (P(ca,m)
1
n(¢ )’

onde da primeira para a segunda igualdade usamos um dos resultados da proposicao 7. O

clculo acima implica que |n(¢;a)[*> = 1, ou seja, Im[W] = 0 no circulo unitdrio. J& em
2

IC| = p, ou seja, ¢ = %, podemos escrever

n(Ga) =
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onde da primeira igualdade para a segunda usamos o resultado (4.3) e portanto temos que

In(¢; )| = |af. Segue que

0, [¢]=1
n(¢; ) =
laf, [¢l=p
e entao
1 0, [¢]=1
Im[W(¢a)] = —%logln(é;a)l = ,
Cy ‘<| =p
onde ¢ = _log|a|'
2

Agora ja possuimos todas as ferramentas necessérias para encontrar o Hamiltoniano de um
sistema de IV vortices pontuais em um anel concéntrico. Sendo assim, a funcao hidrodinamica

de Green tera a seguinte forma

1 lal P(5,p)
G(C:a) = ——log | ——2a2 ™/
e consequentemente
R(Ga) = ~G(¢a) — o-log|C —af
) - i 277' g )
Lo [1IPGoR) ) 1y
= —log|———"F"F"——|— —1lo —«
or 8| P(Ca,p) | 27 8 !
I I
27 |(C — ) P(¢a, p)

Para o anel concéntico, a funcao de Green e a funcao de Robin ficaram escritas em funcgao
de um quociente da funcao P, o qual precisaremos encontrar. Logo, usando a definicao da

funcao P obteremos

PE,p) (=TI )1 —p* (47

P(¢a, p) (1= ¢@) [T;Z, (1 = p*¢a) (L — p**(Ca) 1)’

(59 TI (1 = p™)(1 = p*2)
(1= ¢@) ;2 (1 = p*C@) (1 — p**(Ca) )’




implicando que

93

(%34 IT2) e (@ = p*O)(C = p*a)

(- @) [Ty e (1 — PP (Ga — o)
(a = QT o - p*Q)(C — p™a)

a(l—=Ca) 2 2 (1 = pRCa)(ca — p**)’

(a = O Tl a*(a = p*Q)(¢ — p*a)

a(l—¢@)[[Z; o*(1 = p*C@) (@ — p)’

o — ok P50 (¢ — pPFa
C)H (@ = p* Q¢ = p™e)

a(l—(¢a Oz’“(l— 2"CCoz)(Coz— p*)’
1 a—¢ 1y a(a—p*)C —p*a)
ClGa) = —grlos la'a(l—{@)ga’f(l—p%CE)(Ca—P%) ’
1 a—¢ (a = p*Q)(C = p* a)
T T s 1—<aHak PG (Ca— ) |
! ol (@ =¢) 7 @ (a—p*Q)(¢ - p™a)
R( ,Oé) = %bg a<g_a)(1_ca)Hak(1_ 2k<0&)(€0&- Qk)
1 1 @ (a—p*Q) (¢ — p*a)
= 378 C@—lga’“(l—p%@)((@—p%) '

Agora ja podemos escrever a fungao de Kirchhoff-Routh (o Hamiltoniano) para um sistema

com N voértices posicionados em z;,¢ = 1,..., N no anel concéntrico

H(zl,El, ce

l,j=1
I>j

l,j=1
>3

N o)
1 1 1 ZF (21— p%2) (2 — p*F2)
T R
2 : (27r Z ) (27
=1

== ZF F (——lgg cj A - Zk (Z] — p2kzl)<zl - kaZJ)

N

N
1
JIN,EN) = ZFleG(zl;zj)—521?73(2;;2;),

=1

)
)

1= 275 % 25 (1 = p*haz;) (a7 — p™)

27— 1 P 2M(1 = p**z2z) (27 — p?F)



——Zrlr log
| XN
—4—2F%10g
(=
——ZDF log
| X
——ZF?log
A — El

l,7=1
>j

l,j=1
>3

o4

2 — 2 Y1 % (2 — p™ ) (2 — p*z))

)

1= 2% o 27 (1 — p** 7)) (27 — p™)

— p*Fz)?

)

!Zz\z —1 H L (1= QkIZzI )(lzef* = p*)

—a 115 (2 =) — p72)

1 — 2% o 25 (1= p?hazg) (w7 — p*)

— p*hz)?
—1H21k 1— 2"”|Zz| )(|21]? = p*) |

— A 1 %50 (2 — pPa) (2 — p*2)

T2z L2 — i Gy —

2k)2

Z"(1—p
H 21— pa)(af? — o) |
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