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RESUMO

O objetivo desta pesquisa é analisar o papel que a identificacdo e as transformacdes
de conversao e de tratamento de registros de representacdo tém na ampliacdo do
conhecimento de Combinatéria por parte de estudantes do Ensino Fundamental.
Para isso, se faz necessaria a discussdo das diferentes situacbes combinatérias e
dos seus invariantes prescritivos e em-ac¢ao. Dessa forma, a pesquisa se ampara na
Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica (DUVAL, 2003) e na Teoria dos
Campos Conceituais (VERGNAUD, 1986), bem como em autores que abordam as
duas teorias e 0 ensino da Combinatéria no Ensino Fundamental. Na investigacao,
foram realizados dois estudos. O primeiro de sondagem de conhecimentos sobre a
identificacdo de conversfes — da lingua natural para arvore de possibilidade ou para
listagem e dessas para a expressdo numérica — nas diferentes situacbes
combinatdrias (arranjos, combinacdes, permutacdes e produtos cartesianos); e o
segundo estudo de intervencdo em que essas situacfes combinatérias foram
trabalhadas por meio de representacdes auxiliares de transicdo (arvore de
possibilidades e listagem sistematizada), que se caracterizam como uma
representacdo intermediaria entre o registro de partida (lingua natural) e o registro
de chegada (expressao numeérica). No primeiro estudo, com estudantes do 5° ano do
Ensino Fundamental, foram confirmadas as hipéteses levantadas inicialmente,
destacando que a identificacdo ndo € igualmente reconhecida em todas as situacfes
combinatérias, tanto que os estudantes mostraram maior dificuldade com uma
situacdo combinatoria especifica — a combinacdo. As identificacdes também sé&o
influenciadas pela conversao efetuada, sendo a conversao para expressao numerica
a mais dificil de ser identificada. Em funcédo dos resultados do primeiro estudo, no
segundo estudo foram propostas distintas intervencdes em turmas dos 5°, 7° e 9°
anos do Ensino Fundamental. Neste estudo os resultados indicam que ambas as
representacdes intermediarias — arvore de possibilidades e listagem sistematizada —
sdo bons caminhos para o ensino da Combinatéria, uma vez que ambos 0s grupos
de intervencdo avancaram em seus desempenhos. Apesar disso, quando se analisa
por tipo de problema em cada ano de escolarizacéo, percebe-se que no pds-teste o
grupo que trabalhou com arvores (G1l) apresentou melhores desempenhos em
comparagcdo com o grupo que trabalhou com listagens (G2). Também se percebe
gue no G1 houve maior nimero de acertos nas situaces com maior nimero de
possibilidades e de etapas de escolha do pos-teste, uma vez que o acerto desses
problemas estava diretamente relacionado com o uso de uma expressao numeérica.
Desse modo, conclui-se que é possivel desenvolver e ampliar o raciocinio
combinatdrio dos estudantes do Ensino Fundamental por meio do uso de ambas as
representacbes intermediarias  utilizadas neste  estudo, oportunizando,
principalmente com o uso da arvore de possibilidades, um melhor desempenho na
apresentacdo das expressdes numéricas correspondentes a resolucdo das
situacdes. Assim, enfatiza-se que o trabalho com as diferentes situacoes
combinatdrias por meio da discussdo de seus invariantes e com o0 uso de
representacdes auxiliares sistematicas, a partir de um trabalho envolvendo
identificacbes, conversdes e tratamentos de registros, deve ser levado em
consideracdo para um mais efetivo ensino e aprendizado da Combinatéria na
Educacao Basica.

Palavras-chave: ldentificagdo. Conversdo. Tratamento. Situacfes combinatorias.
Representacdes intermediérias. Ensino Fundamental.



ABSTRACT

The aim of this research is to analyse the role that identification and transformations
of conversion and treatment of representation registers have in the expansion of the
knowledge of Combinatorics by students of Elementary and Middle School. For this,
it is necessary to discuss the different combinatorial situations and their prescriptive
and in-action invariants. Thus, the research is based on the Theory of Registers of
Semiotic Representation (DUVAL, 2003) and the Conceptual Fields Theory
(VERGNAUD, 1986), as well as on authors who discuss the two theories and the
teaching of Combinatorics in Elementary and Middle Education. Two studies were
carried out in the research. The first one of probing knowledge on the identification of
conversions - from natural language to trees of possibilities or to listing and from
those to numerical expressions - in the different combinatorial situations
(arrangements, combinations, permutations and Cartesian products); and the second
an intervention study in which these combinatorial situations were worked through
auxiliary transitional representations (trees of possibilities and systematised listings),
which are characterised as intermediate representations between the starting register
(natural language) and the arrival register (numerical expression). In the first study,
students from the 5th grade of Elementary School confirmed the hypotheses initially
raised, noting that identification is not equally recognized in all combinatorial
situations, so that students showed greater difficulty with a specific combinatorial
situation - combination. The identifications are also influenced by the conversion
done, being the conversion to numerical expression the most difficult to be identified.
Based on the results of the first study, in the second study, different interventions
were proposed in 5th, 7th and 9th grade classes. In this study the results indicate
that both intermediate representations - trees of possibilities and systematized
listings - are good paths for the teaching of Combinatorics, since both intervention
groups advanced in their performances. Nevertheless, when analysing the type of
problem in each year of schooling, it is noticed that in the post-test the group that
worked with trees (G1) presented better performances in comparison with the group
that worked with listings (G2). It is also noticed that in G1 there were more correct
answers in situations with greater number of possibilities and stages of choice of the
post-test, since the correctness of these problems was directly related to the use of a
numerical expression. Thus, it can be concluded that it is possible to develop and
expand the combinatorial reasoning of Elementary and Middle School students
through the use of both intermediary representations used in this study, making it
possible, especially with the use of trees of possibilities, to perform better in the
presentation of the numerical expressions corresponding to the resolution of
situations. Thus, it is emphasised that the work with the different combinatorial
situations, through the discussion of their invariants, as well as the use of systematic
auxiliary representations, from a work involving identifications, conversions and
treatments of registers, must be carried out for a more effective teaching and learning
of Combinatorics in Basic Education.

Keywords: Identification. Conversion. Treatment. Combinatorial situations.
Intermediate representations. Elementary and Middle School.
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De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais — PCN (BRASIL, 1997,

p. 24), a Matematica possibilita despertar no aluno a curiosidade pela aprendizagem,

e instiga a capacidade de generalizacdo. Os PCN (BRASIL, 1997, p. 19) também

destacam o ensino da Matematica como uma tarefa importante na qual os

professores podem usar diferentes representacdes simbdlicas e estratégias, visando
atingir os objetivos de aprendizagem elencados por este documento.

No ensino da Matematica, destacam-se dois aspectos basicos: um

consiste em relacionar observacbes do mundo real com

representagdes (esquemas, tabelas, figuras); outro consiste em

relacionar essas representacdes com principios e conceitos

matematicos. Nesse processo, a comunicacdo tem grande

importéancia e deve ser estimulada, levando-se o aluno a “falar” e a

“escrever’” sobre Matematica, a trabalhar com representacdes
graficas, desenhos, construgoes [...].

Nestes documentos é enfatizada também a importancia das representacées
simbdlicas no aprendizado e da variedade de representacfes nesse processo.
Ressalta-se que na aprendizagem pode ocorrer a evolucdo de representacoes
pictéricas até representacdes que se aproximam cada vez mais da simbologia

matematica formal (como expressdes numéricas e formulas).

Essa também € uma particularidade de um conteddo especifico da
Matematica — a Combinatéria, que se caracteriza como um tipo de contagem
baseada em raciocinio multiplicativo. Vergnaud (1986) insere esse tipo de situacéo
no campo conceitual® das estruturas multiplicativas e a identifica como produto de
medidas. Estes problemas, segundo Vergnaud, envolvem uma relacdo ternaria, ou

seja, entre trés variaveis, das quais uma quantidade é o produto das outras duas.

No contexto da Educacdo Matematica, a importancia do estudo da
Combinatoria por alunos dos anos iniciais do Ensino Fundamental tem sido
amplamente discutida e recomendada. De acordo com os Parametros Curriculares
Nacionais — PCN, este contetdo deve ser introduzido neste nivel de ensino com o

proposito de discutir “combinagbes, arranjos, permutacdes e, especialmente, o

principio multiplicativo da contagem” (1997, p.40), por meio de diferentes tipos de

' Na secdo 2.1 é apresentada a definicdo de campo conceitual.
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representagcdes. Nos anos finais do Ensino Fundamental os PCN destacam que 0s

problemas combinatérios

[...] podem ser resolvidos sem que seja necessario fazer nenhum
célculo, uma vez que a solucdo pode ser obtida pela contagem direta
das possibilidades. Nesse caso, 0 objeto da aprendizagem € a
descoberta de um procedimento, como a construgéo de uma tabela
de dupla entrada ou de um diagrama de arvore que assegure a
identificacdo de todos o0s casos possiveis. Assim, € indispensavel
gue os alunos produzam diversas representacdes para buscar os
casos possiveis, antes de se pretender que reconhecam a utilizagdo
de um calculo multiplicativo. Por outro lado, se l|hes forem
apresentados apenas problemas com quantidades pequenas, néo
terdo a necessidade de aplicar o principio multiplicativo, pois o
procedimento da contagem direta € suficiente para obter a solugéo.
(BRASIL. 1998, p. 111-112).

Pessoa e Borba (2010) destacam que na resolucdo de situagcbes
combinatdrias hd uma grande variedade de representacfes simbolicas utilizadas
pelos alunos, como: desenhos, listagens, arvores de possibilidades, quadros,
diagramas, célculos ou uso de férmulas, Principio Fundamental da Contagem?, entre
outras. Borba, Pessoa, Barreto e Lima (2011) e Azevedo (2013) ressaltam, ainda,
gue estudantes de anos iniciais apresentam resolu¢des corretas que utilizam

desenhos e listagens, dentre outras formas de representar situacdes combinatorias.

Azevedo e Borba (2013) ressaltam que alunos de 5° ano podem avancar em
suas compreensdes de relacdes combinatdrias por meio de aprendizagem com
arvores de possibilidades, virtuais ou escritas. Pessoa e Santos (2012) destacam
gue alunos do 5° ano podem aprender relacées combinatorias por meio de listagens.
Em ambas as representacdes utilizadas, a sistematizacdo e a compreensdo das
relacdes e propriedades dos problemas sdo imprescindiveis para o sucesso dessa

aprendizagem.

Apesar de os PCN (BRASIL, 1997) indicarem o aprendizado da Combinatoria

desde os anos iniciais do Ensino Fundamental, com o uso de diferentes recursos e

? Principio Fundamental da Contagem (PFC), também conhecido como principio multiplicativo, é uma
forma de resolucao de situacdes combinatdérias e é base de férmulas utilizadas no estudo de
Combinatéria, pois expressa a nhatureza multiplicativa dos diferentes tipos de problemas
combinatérios (LIMA, 2015, p.22). O PFC também pode ser anunciado como Principio Fundamental
da Enumeracao ou Principio da Multiplicagéo e sera apresentado com mais detalhes na Secao 1.2.
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estratégias, e de diversos estudos j& apontarem que o aprendizado deste conceito
pelo uso de diferentes representacdes é possivel desde os primeiros anos de
escolarizacdo (BARRETO; BORBA, 2011; BARRETO; BORBA, 2012; PESSOA,
SANTOS, 2012; AZEVEDO; BORBA, 2013; AZEVEDO, 2013), este conhecimento
s6 ganha maior espaco na sala de aula no Ensino Médio. Desse modo, o0 ensino da
Combinatoria acontece usualmente no 2° ano do Ensino Médio por meio do uso de

formulas.

Sobre a importancia das representacbes para a aprendizagem da
Matematica, Vergnaud (1996, p. 184), em sua Teoria dos Campos Conceituais
(TCC), enfatiza que “[...] as representacdes simbdlicas tém justamente a vantagem
de dar uma ajuda a resolucdo de um problema quando os dados sdo numerosos e a
resposta a questdo exige varias etapas”. Vergnaud vai ainda mais além quando
destaca que as representacdes simbolicas, no processo de conceitualizagdo sdo tdo
importantes quanto as situacfes e seus invariantes operatorios: “A linguagem e os
simbolos matematicos desempenham, pois, um papel relevante na conceptualizacéo
€ na acdo. Sem os esquemas e as situacbes, permanecem vazios de sentido”
(VERGNAUD, 1996, p. 191). Assim, Vergnaud considera que as situacbes, 0s
invariantes e as representacdes simbolicas formam um tripé (SIR) fundamental para
o desenvolvimento de conceitos, destacando que, “[...] para estudar o funcionamento
e 0 desenvolvimento de um conceito € necessario considerar estes trés planos ao

mesmo tempo” (1996, p. 166).

Outro aspecto defendido por Vergnaud (1986) é que certos conceitos se
desenvolvem durante um longo periodo de tempo, desde 0s anos iniciais de
escolarizacéo até o Ensino Médio, aproximadamente. Torna-se necessario, portanto,
o trabalho progressivo com diversas situacdes que deem significado ao conceito
estudado, pois, Vergnaud afirma que a aprendizagem de um conceito acontece por
meio de resolucdo de problemas (com variadas situacfes) e € a partir dessa
experiéncia que se explora o conceito, se elabora hipoteses — pela atencéo aos seus
invariantes — que séo verificadas para que o problema seja solucionado por meio de

distintas representacdes simbolicas.

Ainda sobre as representacdes, Duval, em sua Teoria dos Registros de
Representacdo Semiotica (TRRS), afirma que “Nao é possivel estudar fenbmenos

relativos ao conhecimento sem se recorrer & no¢ao de representacgédo. [...] ela esta
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no centro de toda reflexdo que se preocupa com as questdes da possibilidade e da
constituicdo de um conhecimento certo.” (2009, p. 29). Assim, este autor destaca
gue todo conhecimento mobilizado necessita de uma atividade de representacéao,
sendo ela, portanto, indispensavel para a compreensao de um conceito. Entretanto,
as representacdes ndo podem ser confundidas com o proprio conceito. Ele chama,
assim, a atencéo para este paradoxo o que implica na necessidade de trabalhar com
muitas representacdes de um mesmo conceito, e, assim, ter “acesso” ao préprio

conceito e ndo apenas a sua representacao (DUVAL, 2011).

Além disso, o autor enfatiza a importancia do fendmeno da congruéncia entre
representacbes, ou seja, duas representacfes podem ser mais ou menos
congruentes entre si, dependendo do grau de dificuldade da converséo entre elas.
Duval (2011, p. 121) destaca que a “...] variagdo de congruéncia ou nao
congruéncia € uma das maiores causas da incompreensdo ou dos erros de
interpretacdo dos enunciados do problema para os alunos”. Assim, para este autor,
a diversidade de registros de representacdo advém justamente dos fenbmenos de
nao congruéncia, uma vez que situacdes nao-congruentes denotam a necessidade
do uso de registros intermediarios. Esses registros intermediarios sdo caracterizados
como registros de representacdo auxiliares de transicdo, uma vez que, na medida
gue os estudantes compreendem registros mais rapidos e formais, eles abandonam

o0s registros intermediérios (DUVAL, 2011).

Duval enfatiza, ainda, que a aprendizagem das matematicas constitui “[...] um
campo de estudos privilegiado para a analise de atividades cognitivas fundamentais
como a conceitualizagdo, o raciocinio, a resolucdo de problemas e mesmo a
compreensao de textos” (2009, p.13). Isso porque se utiliza de uma variedade de
registros de representagéo3 como a linguagem natural, sistema numérico, algébrico,
geométrico, graficos cartesianos, diagramas, redes, esquemas, etc. Tais registros
apresentados aqui sao representacfes semidticas, pois, seu significado é
compartilhado por uma determinada comunidade. Cada um deles se caracteriza
como um sistema semidtico, regido por regras proprias de funcionamento. Desse

modo, listagens sistematizadas e arvores de possibilidades, assim como o PFC

A seguir, na Segédo 2.2, sera discutida, detalhadamente, a definicdo de Registros de Representacdo
Semiética, segundo a teoria apresentada por Raymond Duval.
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possuem suas regras de funcionamento, bem como s&o identificadas como

resolucdes proprias das situagdes combinatorias.

Além disso, Duval destaca, ainda, a importancia do uso dos registros
intermediarios, chamados de registros de representacdo auxiliares de transicéo.
Esses registros se configuram como intermediarios, pois estdo entre o registro de
partida, que, em geral, sdo os enunciados em lingua natural, e o registro de
chegada, uma expressao numeérica. S8o auxiliares, pois ajudam na conversao de
uma forma de registro a outro e sdo de transicdo, no sentido de que, uma vez
cumprido o seu papel de fazer compreender registros menos transparentes, poderao

ser substituidos por outros, em geral mais econémicos.

Assim, as duas teorias aqui discutidas detalham — na TRRS — processos de
identificacéo, conversdo e tratamento de conversdes® e ressaltam — na TCC — como
situacbes e o0s invariantes das mesmas também devem ser levadas em
consideracdo, além das representacdes nos processos de conceitualizacdo. Desse
modo, € preciso analisar os processos de identificacdo, converséao e tratamento para

cada situacdo combinatéria, de acordo com seus invariantes®.

Neste sentido, o presente estudo visa discutir o uso de diferentes registros de
representacédo, tais como, linguagem natural, listagens, arvores de possibilidades, e
expressbes numéricas — como as de aplicacdo do Principio Fundamental da
Contagem (PFC) — na ampliacdo do conhecimento combinatério. Considerando a
linguagem natural o registro de partida; arvores ou listagens trabalhadas enquanto

registros intermediarios; e as expressdes numéricas, o registro de chegada.

Desse modo, defende-se, nesta pesquisa, que 0 reconhecimento da
Combinatéria em diferentes situacdes, bem como, por meio de distintas formas de
representacdo € essencial para a sua compreensdo. Esta atividade cognitiva
caracteriza-se como indispensavel para o desenvolvimento do raciocinio
combinatoério, pois, lidar com representagcbes simbodlicas estd no cerne da

compreensao de conceitos e se faz necessario realizar mais estudos que tenham

* Na Secdo 2.2, sdo discutidas, detalhadamente, as definicbes de identificacdo, tratamento e
converséo de registros, segundo a teoria apresentada por Raymond Duval.

® Na secdo 1.2 sdo discutidas, detalhadamente, as situacdes combinatérias e seus invariantes de
escolha e ordem.
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como objetivo pesquisar como sistemas de registros auxiliam no entendimento de

conceitos.

Em particular, no que se refere a Combinatoria, investigar o uso de diferentes
registros de representacdo em cada uma das situacfes combinatorias, que podem
ser representacfes intermediarias menos formais ou representacdes de chegada,
mais proximas da formalizacdo, se faz necessario para a intencdo de promover o
desenvolvimento desse tipo de pensamento. Assim, ao final da presente pesquisa

pretende-se responder algumas questdes:

1) Como alunos do Ensino Fundamental identificam conversdes de

representacdes de situacdes combinatérias?

2) Nos variados tipos de situacfes combinatdrias emergem dificuldades de
diferentes caracteristicas na identificacdo de conversdes de registros de

representacdo semiotica?

3) Como conversdes e tratamentos de diferentes representacdes semioticas
contribuem para a aprendizagem da Combinatdria por parte de alunos de

anos iniciais e finais do Ensino Fundamental?

4) Diferentes representacfes semiodticas, utilizadas como registros de
representacfes auxiliares (arvores de possibilidades e listagens) entre o
registro de partida (linguagem natural) e o registro de chegada
(expressdes numeéricas) suscitam distintas aprendizagens em

Combinatoéria?

Dessa forma, no primeiro capitulo do texto de tese, € proposta uma discussao
sobre o ensino e a aprendizagem da Combinatéria no Ensino Fundamental, de
forma a destacar as distintas situacdes em que é possivel mobilizar o raciocinio
combinatério, bem como, diferentes estudos nos quais se conclui que é possivel

trabalhar as situacdes combinatérias desde os primeiros anos deste nivel de ensino.

No segundo capitulo sdo abordadas as duas teorias que fundamentam o
presente estudo. Inicialmente é discutida a Teoria dos Campos Conceituais — TCC
(VERGNAUD, 1986), de modo que se destaca a importancia dos diferentes tipos de
situacbes problemas, seus invariantes prescritos e operatorios, bem como, as

distintas representacdes simbolicas utilizadas na formagdo de conceitos. Em
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seguida, apresenta-se a Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica — TRRS
(DUVAL, 2003), de modo a dar destaque as representacdes enquanto elemento
fundamental dos processos de ensino e de aprendizagem, por meio da identificacao,
conversdo e tratamento de registros. Neste capitulo também s&do abordados
diferentes estudos embasados nessas teorias (TCC e/ou TRRS), sendo possivel,
portanto, destacar que, apesar de se caracterizarem como teorias com olhares
diferentes sobre a construcdo de conceitos, ambas possuem um carater

complementar.

Assim, pretende-se defender a tese, com base na Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica (DUVAL, 2003) e na Teoria dos Campos Conceituais
(VERGNAUD, 1986), que para ampliar o conhecimento da Combinatéria é preciso
articular identificacdes, conversdes e tratamentos dos diferentes registros aos
distintos invariantes das situac6es combinatérias e, além disso, é recomendavel
trabalhar com registros de representacdo intermediarios congruentes para partir de

enunciados em linguagem natural e chegar a expressées numeéricas formalizadas.

No terceiro capitulo, sdo apresentados os dois estudos que compdem a
presente pesquisa, destacando seus objetivos, bem como os procedimentos
metodoldgicos utilizados para comprovar, ou ndo, a tese defendida. O capitulo esta
organizado em secdes que justificam o método utilizado em cada um dos estudos

realizados.

No quarto capitulo sédo discutidos os resultados encontrados no Estudo 1, um
estudo de sondagem realizado com 16 alunos do 5° ano do Ensino Fundamental.
Neste estudo foram realizadas analises quantitativas, referentes a conversdes
identificadas de forma correta no teste aplicado. Também foram realizadas analises
gualitativas das justificativas apresentadas em entrevistas realizadas com quatro
alunos, buscando verificar os argumentos utilizados para identificar as conversdes
realizadas. Assim, o capitulo esta apresentado em secdes que discutem a
identificacdo de conversdes de representacdes em situacbes combinatorias e nos
diferentes tipos de problemas combinatoérios; as dificuldades apresentadas para
identificar as conversdes e, por fim, uma analise de como os alunos explicam suas

identificacbes de conversdes.
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No quinto capitulo sdo discutidos os resultados do Estudo 2, que se
caracterizou como um estudo de intervencdo com 121 alunos de seis turmas, sendo
duas de 5°, duas de 7° e duas de 9° ano do Ensino Fundamental. O capitulo esta
dividido em secdes que visam discutir as intervencdes realizadas, bem como
andlises quantitativas realizadas por meio do software de andlise estatistica
Statistical Package for the Social Sciences — SPSS sobre o desempenho dos
estudantes antes e depois das intervencdes. Os resultados estdo apresentados por
ano de ensino e por tipo de problema combinatério, destacando as especificidades
de cada contexto. Também sdo realizadas andlises qualitativas sobre as
representagcfes semioticas utilizadas, bem como as transformagfes de converséo e

de tratamento que foram realizadas.

No sexto e ultimo capitulo, sdo discutidas as conclusfes dos Estudos 1 e 2, e
suas implicacdes sobre o desenvolvimento do raciocinio combinatério a luz das

teorias utilizadas.



2 A COMBINATORIA NA
EDUCACAO BASICA
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Neste capitulo serdo discutidas as definicbes de Combinatdria e de raciocinio
combinatério, enfatizando a necessidade do trabalho com diferentes situagfes, de
modo que seja possivel garantir aos alunos, desde os anos iniciais do Ensino
Fundamental, o contato com situacdes que desenvolvem o raciocinio hipotético-
dedutivo, por meio de sistematizacdo, generalizagcdo e abstracdo. Ainda neste
capitulo serdo apresentados diferentes estudos realizados que atestam a

importancia desse trabalho com situacdes combinatorias diversificadas.

2.1 A COMBINATORIA E O RACIOCINIO COMBINATORIO

A Andlise Combinatéria® é uma area da Matematica relacionada com a
contagem de quantidades discretas. Morgado, Pitombeira de Carvalho, Carvalho e
Fernandez (1991) destacam que uma das primeiras atividades das crian¢cas nas
escolas esta relacionada com quantidades de objetos de um determinado conjunto,
enumerando-as. A Combinatéria, entretanto, segundo o0s autores supracitados,
estabelece que esta enumeracéao inicial de quantidades dé lugar a uma contagem
dos elementos de um conjunto de modo que, por meio do principio da multiplicacéo,
seja possivel “obter o numero de elementos de um conjunto [...] sem que seja
necessario enumerar seus elementos” (p.19). Assim, por exemplo, numa situacao
em que se pretende formar casais compostos por um homem e uma mulher,
sabendo que sao trés homens e quatro mulheres, os autores destacam que:

Chamando os homens de hl, h2, e h3 e as mulheres de m1, m2, m3,
m4, é facil ver que h& 4 casais nos quais o homem é h1, outros 4 nos
guais o homem € h2 e outros 4 nos quais o0 homem é h3. O nimero
de casais €, portanto, 4 + 4 + 4 = 3 x 4 = 12. O exemplo acima ilustra
0o Principio Fundamental da Enumeracdo’ ou Principio da
Multiplicacdo, o qual diz: Se uma decisdo d1 pode ser tomada de x
maneiras e se, uma vez tomada a decisdo d1, a decisdo d2 puder

ser tomada de y maneiras, entdo o numero de maneiras de se
tomarem as decisdes d1 e d2 é xy. (MORGADO, et al, 1991, p.19)

® Neste estudo ‘Analise Combinatoria’ e ‘Combinatéria’ sdo consideradas sindnimos.
’ Neste estudo chama-se Principio Multiplicativo ou Principio Fundamental da Contagem.
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Diferentes autores (GUIRADO; CARDOSO, 2007; PESSOA; BORBA, 2009;
AZEVEDO; BORBA, 2013) defendem que ja& nos anos iniciais do Ensino
Fundamental, se faz necessario que os professores trabalhem com seus alunos
situacdes que exijam o raciocinio combinatério, de modo que seja possivel pensar
de maneira sistematica e generalizada na enumeracdo de elementos combinados
entre si. Sobre isso, Batanero, Navarro-Pelayo e Godino (1997, p. 181) afirmam que
os problemas de Combinatéria podem ser usados “[...] para treinar os alunos na
contagem, fazendo conjecturas, generalizacdo e pensamento sistematico, que pode
contribuir para o desenvolvimento de muitos conceitos, tais como as relagdes de

equivaléncia e ordem, fungéo, amostra, etc. [...]".
Segundo Borba (2010, p.3) o raciocinio combinatério é

[...] entendido como um modo de pensar presente na analise de
situacdes nas quais, dados determinados conjuntos, deve-se agrupar
0s elementos dos mesmos, de modo a atender critérios especificos
(de escolha e/ou ordenacado dos elementos) e determinar-se — direta
ou indiretamente — o numero total de agrupamentos possiveis.

Essa perspectiva da Combinatéria serd adotada no presente estudo por ser
de natureza essencialmente cognitiva que é a abordagem pretendida nessa
investigacdo. Dessa forma, o pensamento combinatério se caracteriza por um tipo
de raciocinio que possibilita a enumeracdo, sistematizacdo, generalizacdo e
abstracdo de uma situacdo que indica certas condicbes que precisam ser
respeitadas para a sua resolucao.

Teixeira e Pietropaolo (2013, p.10) afirmam que os problemas combinatérios
apresentados na Educacao Basica “sao bastante atraentes para motivar criancas e
jovens acerca de aplicagbes da Matematica”. Isso porque, esses problemas
demandam o uso de diferentes formas de representacdo que estdo relacionados
com a maneira como o problema é proposto, incentivando nos estudantes um
pensamento criativo e um raciocinio critico em busca da solugdo de um problema.
Em geral, na resolugdo de um problema de Combinatoria € necessario pensar com
bastante cuidado nos elementos dados, nas condi¢des presentes na situacdo e em
estratégias proprias para cada tipo de situagdo combinatéria. Usualmente, nos

problemas combinatérios os modos de resolucdo ndo sao imediatamente
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identificados. E preciso refletir bem e elaborar uma estratégia de resoluco, seja por
desenho, por listagem ou por férmula, dentre outros modos de representacao.

Assim, em consonancia com o exposto pelos PCN de Matematica dos anos
iniciais (BRASIL, 1997), se faz necesséario que, desde os primeiros anos de
escolarizagdo, as criancas tenham contato com diferentes tipos de situacoes
combinatdrias, em diferentes contextos, com o uso de diversificadas representacoes,
estimulando o raciocinio combinatério dos alunos. Essa ideia também é discutida
nos PCN de Matematica dos anos finais quando se afirma que o objetivo € levar o
aluno a lidar com situacdes que envolvam diferentes tipos de agrupamentos, ou
seja, com diferentes situacdes combinatérias, pois elas visam possibilitar o
desenvolvimento do raciocinio combinatério e a compreensdo do principio
multiplicativo. A Combinatéria sendo trabalhada dessa forma incentiva a curiosidade,
instiga a perseveranca em busca de solucdes, também é base para o aprendizado
de outros conceitos, e € fundamental para o desenvolvimento do raciocinio l6gico

matematico e hipotético-dedutivo dos alunos.

O raciocinio hipotético-dedutivo esta relacionado, de acordo com Inhelder e
Piaget (1976, p.241), com a diferenciacdo entre o real, o possivel e o necessario. Os
autores destacam que essa dissociacdo estad vinculada a um nivel do pensamento
relacionado a Combinatéria e Probabilidade. Flavell (1988, p.210) afirma que o
raciocinio hipotético-dedutivo &, fundamentalmente, “Uma estratégia cognitiva que

tenta determinar a realidade no contexto das possibilidades”.

Nesse sentido, no exemplo de uma situacdo combinatéria de produto
cartesiano em que é solicitado ‘De quantas maneiras diferentes é possivel se vestir
se Maria tem trés saias e duas blusas?’ — quando uma crianca afirma que ndo pode
haver mais de uma possibilidade para a resposta, pois s € possivel usar ‘uma blusa
€ uma saia’, a crianga nao utiliza pensamento relacionado com hipéteses ou
possibilidades, mas apenas com a realidade. O pensamento hipotético comeca a se
desenvolver quando a crianga passa a admitir que saias e blusas podem ser
combinadas de distintas formas e, mais avangos acontecem quando conseguem
sistematizar as possibilidades e encontrar as seis maneiras diferentes de combinar

trés saias e duas blusas.
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Pessoa e Borba (2009) ressaltam que o aprendizado da Combinatéria deve
ter inicio j& nos primeiros anos de escolarizacdo, por meio de diferentes situacfes
combinatdrias, pois, assim, novas aprendizagens poderdo ser incentivadas, bem
como poderao ser superados os erros e as dificuldades apresentadas inicialmente,
favorecendo, dessa forma, o momento do aprendizado sistemético oferecido por
ocasido do Ensino Médio.

Desse modo, apesar de a Combinatdria ser mais fortemente trabalhada
durante o Ensino Médio, por meio do uso de férmulas, € imprescindivel que suas
relacbes e propriedades sejam discutidas desde os primeiros anos do Ensino
Fundamental. Guirado e Cardoso (2007) destacam que, trabalhando os problemas
combinatérios desde os anos iniciais, os alunos poderao ser conduzidos para a “[...]
abstracao e generalizacdo, e o habito de adivinhar a formula adequada para resolver

um problema de combinatdria sera substituido por um trabalho de analise e sintese”
(p-1).

Assim, entende-se que, para que isSsoO seja possivel, € necessario que 0s
professores dos anos iniciais do Ensino Fundamental oportunizem seus alunos a
entrarem em contato com distintos problemas combinatérios, de modo que utilizem
diferentes formas de representa-los e que possam discuti-los com seus pares e
professores, estabelecendo maior ligacdo com as relagbes presentes nesse tipo de
pensamento e, assim, possibilitando um mais amplo desenvolvimento de seus

raciocinios combinatorios.

A seguir serdo discutidos os diferentes tipos de situa¢cdes combinatérias.

2.2 TIPOS DE PROBLEMAS COMBINATORIOS

A Andlise Combinatéria é a parte da Matematica que estuda agrupamentos
segundo critérios previamente estabelecidos. Sobre isso, Morgado, et al (1991)
destacam dois tipos de problemas combinatérios. O primeiro consiste em
demonstrar a existéncia de subconjuntos de elementos de um conjunto finito dado e
que satisfazem certas condicbes e o segundo esta relacionado com contar ou
classificar os subconjuntos de um conjunto finito e que satisfazem certas condicbes

dadas.
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Batanero, Navarro-Pelayo e Godino (1997) ressaltam cinco tipos de
problemas combinatoérios. O primeiro, de existéncia; o segundo, de enumeracao; o
terceiro, de contagem; o quarto, de classificacdo; e o quinto, de otimizagcdo. No
primeiro, de existéncia, o objetivo é observar a possibilidade, ou ndo, de solucéo
diante dos elementos e condi¢cdes determinadas. No segundo, de enumeracao, €
necessario indicar todas as possibilidades que satisfazem as condi¢des postas. O
terceiro, de contagem, o trabalho € de determinar o numero total de solugdes, sem
necessariamente indicar todas. No quarto tipo de problema, de classificacao,
solicita-se que os elementos sejam classificados segundo critérios especificos. No
quinto e ultimo tipo de problema, de otimizacdo, os autores indicam que se deve
buscar a melhor condicdo para obter determinadas solu¢cdes para um problema.
Assim, segundo Rocha (2011, p. 54),

[...] pode-se: solicitar a verificagdo se determinado tipo de estrutura
discreta existe; requerer que sejam listadas (enumeradas)
possibilidades dentro de situacdes propostas; pedir que se determine
(se conte) o numero total de possibilidades de um evento; solicitar
gue sejam classificados os diferentes casos possiveis; ou, ainda, que
se escreva uma funcdo que represente conjuntos de solucdes de
maneira ordenada (otimizados) para determinar valores maximos e
minimos. [grifo nosso].

Segundo as classificacdes de Morgado, et al (1991) e Batanero, et al (1997) os
problemas mais trabalhados na Educacdo Basica sdo os que se deve indicar a
existéncia de possibilidades, enumera-las e conta-las, segundo as condicbes dadas no
enunciado do problema. Nesse sentido, no Ensino Fundamental, salienta-se a
importancia que, inicialmente, a ordem de grandeza da solu¢cdo de um problema
combinatério seja pequena, de modo que possibilite enumerar todos 0s casos,
sistematiza-los, generalizar os casos possiveis, e, com isso, chegar ao total de casos
por meio de uma expressao numérica. Gradativamente é desejado que a ordem de
grandeza seja aumentada para que os estudantes percebam a necessidade do uso
de estratégias mais generalizadoras, tais como as expressées numericas resultantes
da generalizacdo de possibilidades ou do uso do Principio Fundamental da

Contagem.

Os tipos de problemas elencados pelos autores acima citados podem ser
usados em diferentes situacdes que apresentem distintas relacdes e propriedades
para a resolucdo de problemas combinatérios. Essas situa¢des sdo organizadas por
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Pessoa e Borba (2009) numa classificacdo Unica que indica quatro situacdes
diferentes nas relacbes e propriedades de cada problema: produto cartesiano,
arranjo, permutagdo e combinag&o. As autoras, com embasamento na Teoria dos
Campos Conceituais (VERGNAUD, 1991), destacam que esses problemas sao
diferentes do ponto de vista do célculo relacional, ou seja, do ponto de vista da
compreensdo da logica do problema (PESSOA; BORBA 2009). A classificacdo
organizada por essas autoras centra-se nos invariantes das situacées combinatorias
e, por isso, é a classificacdo utilizada nesta pesquisa. Segundo Borba (2010) as
relacdes e propriedades presentes nas situacbes combinatdrias sdo destacadas de
acordo com o agrupamento de elementos, atendendo aos critérios de escolha e
ordenacdo, determinando-se, direta ou indiretamente, o numero total de
possibilidades. Borba e Braz (2012) destacam também a existéncia de problemas
combinatérios condicionais, em que se pode considerar, ainda, outras relacfes

referentes a explicitacdo (ou nado) de determinados elementos, posicionamentos,

proximidades e/ou ordenacdes especificas.

Como exemplo de um problema de produto cartesiano tem-se:

Jane possui quatro blusas (amarela, rosa, laranja e vermelha), duas saias (preta e
branca) e dois pares de sapato (dourado e prateado). De quantas maneiras
diferentes ela podera se vestir usando uma de suas blusas, uma de suas saias e um
de seus pares de sapato?

Produto cartesiano é o termo denominado por Nunes e Bryant (1997) e é
chamado por Vergnaud (1983) de produto de medidas e nos PCN (BRASIL, 1997)
de problema combinatério. Esse € o tipo de problema explicitamente trabalhado nos
anos iniciais do Ensino Fundamental, de forma que é proposta, nos livros didaticos,
a resolucdo também com expressdes numéricas (BORBA, AZEVEDO, BITTAR,
2016a). No exemplo, sédo dados trés conjuntos (um de blusas, um de saias e um de
sapatos) e pede-se para o aluno determinar a quantidade de possibilidades em que
se deve escolher um elemento de cada conjunto, de modo que a ordem dos
elementos escolhidos nédo determina possibilidades distintas. Assim, a possibilidade
‘blusa amarela, saia preta e sapato dourado’ € a mesma que ‘sapato dourado, blusa
amarela e saia preta’. Para a resolugdo deste tipo de problema é possivel listar
todas as possibilidades, ou organiza-las em uma arvore de possibilidades, dentre
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outros tipos de representacdes menos formais ou mais formais, como a
generalizagdo de possibilidades, o Principio Fundamental da Contagem (PFC) ou
pelo uso de formulas, na ocasido do Ensino Médio.

No Quadro 1, a seguir, pode-se ver exemplos de resolucbes em diferentes
registros de representacfes dessa situacdo combinatoria de produto cartesiano.

Quadro 1: Resolugdo de situagdo combinatoéria de produto cartesiano, de escolhas
dentre quatro blusas, duas saias e dois pares de sapatos, por diferentes
representacoes.

Listagem:
Blusa amarela, saia preta, sapato dourado. Blusa laranja, saia preta, sapato dourado.
Blusa amarela, saia preta, sapato prateado. Blusa laranja, saia preta, sapato prateado.

Blusa amarela, saia branca, sapato dourado.  Blusa laranja, saia branca, sapato dourado.
Blusa amarela, saia branca, sapato prateado. Blusa laranja, saia branca, sapato prateado.

Blusa rosa, saia preta, sapato dourado. Blusa vermelha, saia preta, sapato dourado.

Blusa rosa, sa!a preta, sapato prateado. Blusa vermelha, saia preta, sapato prateado.
Blusa rosa, saia branca, sapato dourado. Blusa vermelha, saia branca, sapato dourado.
Blusa rosa, saia branca, sapato prateado. Blusa vermelha, saia branca, sapato prateado.
Arvore de possibilidades:

Blusa saia sapato Blusa saia sapato

= <

Amarela
-<
Blusa saia sapato Blusa saia sapato

P rate ado

P rate a do

- e

Expressdo numeérica - Generalizacdo de possibilidades:
4x4=16

Expressao numeérica - PFC:
Ax2x2=16

Fonte: Autora mediante pesquisa.
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A primeira resolucdo, em listagem sistematica de possibilidades, é
caracterizada pela enumeracao de todas as possibilidades, iniciando sempre com a
mesma blusa, até finalizar os casos para essa blusa. Dessa forma, é possivel ter
certeza que ja se listou tudo e realizar a contagem do total de possibilidades. Na
arvore de possibilidades também se destaca a enumeracdo de todas as
possibilidades, a qual, necessariamente, precisa ser realizada de forma sistematica,
uma vez que o nod inicial da arvore se subdivide nas escolhas dos elementos dos
demais conjuntos, permitindo a contagem de todas as possibilidades. A
generalizagdo de possibilidades resulta da multiplicagdo da quantidade de
possibilidades elencadas para um elemento fixo na primeira escolha pelo nimero
total de elementos, se caracterizando como um calculo relacional diferente do
expresso no PFC. A expressdo numérica do PFC se caracteriza pela multiplicacdo
das quantidades de elementos de cada conjunto, uma vez que, para cada uma das
quatro blusas, € possivel combina-las com dois tipos de saias e, para cada
combinacdo realizada com as saias, dois pares de sapato também podem ser

escolhidos.

Lima (2015) destaca que o PFC pode ser considerado uma das estratégias
mais importantes para a resolucdo de situacdes combinatdrias, enfatizando ainda
que

O PFC pode ser aplicado aos diferentes tipos de problemas
combinatérios, sejam eles condicionais ou ndo condicionais®, e,
também, é base das férmulas empregadas no ensino da Andlise
Combinatoria para a constru¢éo dos diferentes tipos de problemas

(produto cartesiano, arranjo, permutagcdo e combinacao) estudados
neste campo da Matemaética (p. 17).

Os problemas de arranjo, combinacdo e permutacdo sdo tratados de forma
explicita, somente no Ensino Médio, por meio do uso de formulas. Como exemplo de

um problema de arranjo simples, tem-se:

® Problemas combinatérios podem ser condicionados quanto & escolha, explicitada ou ndo, de seus
elementos, a posicdo destes elementos, a ordem e a proximidade entre eles. Para mais detalhes
sobre problemas condicionais consultar o texto das autoras Borba e Braz (2012).
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Edinho tem alguns carrinhos e quer colocar placas neles. Ele quer usar quatro letras
(X, Y, K e W) e vai escrever trés letras em cada placa. Quantas sao todas as
possibilidades de placas que Edinho pode fazer, sem que as letras se repitam?

Nesse problema, de um conjunto de quatro elementos, serdo escolhidos
elementos que formardo agrupamentos de acordo com as condi¢cdes dadas no
enunciado, em que a ordem dos elementos no agrupamento € importante na sua
composicdo. No exemplo dado, tem-se um grupo de quatro letras em que serao
usadas trés letras na composicao das placas, e a ordem das letras indica placas
distintas, uma vez que a placa ‘XYK’ é diferente da placa ‘XKY’. Apesar de serem
compostas pelas mesmas letras, a ordem dessas letras se faz importante na

diferenciacéo das placas.

Assim como no problema de produto cartesiano, para os problemas de
arranjo também séo possiveis diferentes registros de representacdo (menos ou mais

formais), como se pode observar no Quadro 2.

Na representacdo em listagem sistematica observa-se que sdo enumeradas
todas as possibilidades, de forma que se inicia com a mesma letra, trocando apenas
as outras duas letras da placa, sendo possivel garantir que séo listadas todas as
possibilidades. Na arvore de possibilidades também se destaca a enumeracao de
todas as possibilidades, iniciando com a primeira letra no primeiro ramo da arvore,
realizando, por fim, a contagem de todas as placas possiveis. Na generalizacao de
possibilidades destaca-se a multiplicacdo do nimero de placas possiveis com uma
letra na primeira posicao pela quantidade de letras que podem ocupar essa primeira
escolha. No PFC, destaca-se que, na escolha da primeira letra, todas as quatro
letras estdo disponiveis; ja para a escolha da segunda letra, apenas trés letras
podem ser escolhidas, uma vez que uma delas ja foi colocada na primeira escolha.
Na terceira escolha restam duas letras disponiveis, sendo possivel com isso realizar
a multiplicacdo da quantidade de elementos possiveis para cada uma das trés
escolhas, uma vez que séao trés letras utilizadas na placa, resultando em 24 placas
diferentes. No uso da féormula, “n” caracteriza-se pelo total de elementos do conjunto

dado e “p” o total de elementos que serdo escolhidos para a formacdo dos

agrupamentos solicitados.
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Quadro 2: Resolucéo de situacdo combinatéria de arranjo, de escolha de sequéncias
de trés dentre quatro letras, por diferentes registros de representacdo semiotica.

Listagem:
XYK YXK KXY WXY
XYW YXW KXW WXK
XKY YKX KYX WYX
XKW YKW KYW WYK
XWY YWX KWX WKX
XWK YWK KWY WKY

Arvore de possibilidades:

12 etra 22 |etra 31 |ptra 12 letra 22 |etra 32 letra

. K] [ K]
C — e
Y EN
=g ==
W 0] “(“
-<ILI [ K]
12 letra 22 |etra 32 |etra 12 |atra 22 |atra 32 lgtra
Em<__u <o
R
= i
“< “<
Expressao numérica - Generalizacao de possibilidades:
4x6=24
Expressao numérica - PFC:
4x3x2=24
Férmula:
Anp=_nl_ = nl =n A,z =_41 =4x3x2=24
(n-p} 1 (4-3)! 1

Fonte: Autora mediante pesquisa.

Como exemplo de um problema de permutacao, tem-se:

De quantas maneiras diferentes trés pessoas (Maria, Luis e Carlos) podem
posicionar-se numa fila do banco?

Nesse problema, de um conjunto Unico seréo utilizados todos os elementos,
de forma que a ordem é importante na organizacdo dos elementos. Assim, pelo

exemplo dado, trés pessoas estdo na fila do banco e todas elas serdo organizadas
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em relacdo a ordem, de modo que a fila ‘Maria, Luiz e Carlos’ é diferente da fila

‘Maria, Carlos e Luiz'.

Assim como nos problemas de produto cartesiano e arranjo, também sao
possiveis diferentes registros de representacdo (menos ou mais formais), como se
pode observar no Quadro 3. Na representacdo em listagem sistematica, sao
organizadas todas as possibilidades de filas diferentes com as trés pessoas
elencadas no conjunto dado no enunciado. Em arvore de possibilidades também séo
explicitadas todas as situa¢gbes, em uma organizacdo na qual os ramos da arvore
destacam os trés elementos dados no problema. Na generalizagdo de possibilidades
€ realizada a multiplicacdo do niumero de elementos pela quantidade de filas com
cada um em primeiro lugar. Realiza-se, assim, a multiplicacdo dos trés elementos
pelas duas possibilidades de filas de cada um. No PFC a multiplicagdo é realizada
de forma que, para o primeiro lugar, qualquer uma das trés pessoas pode ser
escolhida; restando duas pessoas para o segundo lugar, e apenas uma pessoa para

o terceiro lugar, resultando em um total de seis possibilidades.

Quadro 3: Resolucédo de situacdo combinatdria de permutacéo de trés pessoas, por
diferentes registros de representacdo semiotica.

Listagem:
Maria, Luis e Carlos. Luis, Maria e Carlos. Carlos, Maria e Luis.
Maria, Carlos e Luis. Luis, Carlos e Maria. Carlos, Luis e Maria.

Arvore de possibilidades:

1% pessoa 24 pessoa 34 pessoa 17 pessoa 27 pessoa 37 pessoa 18 pessan  pesson 3 pesson
Carlos Maria g Carlos| Maria gamel Luis
g (el (e

Expressdo numeérica - Generalizacdo de possibilidades:

3x2=6

Expressao numeérica - PFC:

3x2x1= 6

Formula:

P.=A,,,=_n" =n =n! P;=As33=_3 =3 =31=3x2x1=6

(n—n)! 0! (3-3)! 0!

Fonte: Autora mediante pesquisa.

Na representacdo em férmula é possivel destacar que, matematicamente, as

permutacdes também podem ser consideradas como casos particulares de arranjos
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(arranjos de n elementos, n a n). Apesar disso, segundo Azevedo e Borba (2013)
embora a permutacao seja, do ponto de vista da Matematica, um caso particular de
arranjo, cognitivamente séo problemas distintos, ou seja, o estudante deve perceber
que nos dois problemas a ordem dos elementos € essencial, mas necessita
compreender que nas permutacdes todos os elementos formam as possibilidades,
enguanto nos arranjos apenas alguns dos elementos do conjunto dado compdem as
distintas possibilidades. Dessa forma, em termos de ordem, a relagédo presente nos
dois tipos de problema é a mesma, mas sao relacfes distintas, no que se refere ao

invariante da escolha.
Para os problemas de combinacao, temos como exemplo:

Marcia tem em casa quatro tipos de fruta (mamao, abacaxi, laranja e banana) e quer
fazer uma salada usando trés dessas frutas. De quantas maneiras diferentes ela

pode combinar essas frutas?

Para este problema, de um conjunto dado serdo escolhidos agrupamentos em
gue a ordem dos elementos ndo € importante para sua composicdo. Nos problemas
de combinacéo, assim como nos problemas de arranjo tém-se um conjunto dado,
em que serdo selecionados alguns de seus elementos para a formacdo das
possibilidades. A diferenca entre eles esta no fato de que em combinac¢des, a ordem
dos elementos escolhidos ndo indica uma nova possibilidade. Desse modo, no
exemplo dado, uma salada de frutas composta pelas frutas ‘mamao, abacaxi e
laranja’ € a mesma salada de frutas que ‘mamao, laranja e abacaxi’, pois a ordem
em que as frutas sdo escolhidas ndo altera a composicdo da salada. Assim como
nos problemas de produto cartesiano, arranjo e permutacdo, também s&o possiveis
diferentes registros de representacdo (menos ou mais formais), como se pode

observar no Quadro 4.

Na representacdo em listagem sistematica de possibilidades de combinacéo,
sdo enumerados todos os casos, em que, no exemplo do Quadro 4, ja sdo excluidos
0S casos repetidos. Isso também acontece na representacdo em arvore de
possibilidades, de modo que, ao final da organizagdo do diagrama, é possivel

estabelecer uma contagem dos casos validos.
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Quadro 4: Resolucdo de situacdo combinatéria de combinacdo, de escolha de trés
dentre quatro frutas, por diferentes registros de representacdo semiotica.

Listagem:

Mama&o, abacaxi e laranja Abacaxi, laranja e banana

Mamao, abacaxi e banana Abacaxi-banana-e-laranja

Mamao, laranja e banana Abacaxi-mamaoc-elaranja

Mamao | . ; ; o
‘o ; ’ (bl aca E." :E" ahja &-mamao

A a“"'fe' bas raha-e raras Ha N ’ 500l

M ama_s, laray jare abac + 5 , ~ ;

Larad H.a’ mamao-e abaeeisu 5 al ~

Larad H.a, abaeaju &-mamao ~

Lasas u'a, Ramac-e bemaja BE anana :“E““Em e-lar ana

Arvore de possibilidades:

12 fruta 23 fruta 32 fruta 12 fruta 22 fruta 32 fruta

I : -
<- B < =
- bacaxi -

=< Em<
12 fruta 28 fruta 38 fruta 12 fruta 23 fruta 32 fruta
. =

Expressdo numeérica - Generalizacdo de possibilidades:
6x4=24 24+6=4

Expressao numeérica - PFC:
4x3x2x1= 24 =4
3x2x1 6

Formula: Cnp= Ay = Nl . Cys=Ass=_ 4 = 4x3x2x1=24=4
P, p'(n—p) P; 3! (4-3)! 3x2xl 6

Fonte: Autora mediante pesquisa.

Na generalizacdo € necessario identificar que, caso a ordem gerasse novas

possibilidades, haveria seis casos para cada uma das quatro frutas fixas na primeira
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escolha, que resultaria em 24 possibilidades, mas, como a ordem ndo gera novas
possibilidades, € necessério dividir pelo nimero de casos repetidos (sendo as
possibilidades iguais seis a seis, o que implica na divisdo de 24 por seis). No PFC se
faz necessario entender que além de multiplicar as possibilidades para cada
escolha, também é preciso dividir o resultado pelo numero de repeticdes da mesma
possibilidade. Assim, na escolha da primeira fruta, qualquer uma das quatro frutas
pode ser selecionada. Na segunda escolha, restam trés frutas, e na terceira escolha
s6 podem ser selecionadas duas frutas, pois as outras duas ja forma escolhidas.
Esse resultado precisa ser dividido por seis, pois esse é o numero de repetices
para a mesma possibilidade, uma vez que as trés frutas em ordens diferentes se
configura numa permutacdo de trés elementos (1. mamao, abacaxi e laranja; 2.
mamao, laranja e abacaxi; 3. laranja, abacaxi e mamao; 4. laranja, mamao e

abacaxi; 5. abacaxi, laranja e mamé&o; 6. abacaxi, mamao e laranja).

Na férmula, o célculo é realizado pelo arranjo de quatro elementos
organizados em grupos de trés (A;3) dividido pela permutacao de trés (Ps), uma vez

gue o mesmo grupo de trés elementos escolhidos se repete seis vezes.

Diversos autores tém pesquisado, em diferentes niveis de ensino e com
distintos focos, a compreensdo dos problemas combinatérios discutidos acima.
Foram realizados estudos de sondagem, de intervencdo e de andlise de recursos
didaticos, dentre outros. A seguir, serdo relatados alguns desses estudos.

2.3 ESTUDOS ANTERIORES EM COMBINATORIA

O ensino e a aprendizagem da Combinatéria nos anos iniciais de
escolarizacdo, incluida na proposta curricular brasileira com a publicacdo dos
Parametros Curriculares Nacionais de Matematica, PCN, (BRASIL, 1997), tém sido
amplamente estudados nos ultimos anos por diversos autores. A partir dos PCN,
conteudos tais como Combinatdria, Estatistica e Probabilidade passaram a ser foco
de ensino nos primeiros anos do Ensino Fundamental e também nos anos finais
desse segmento. Um dos motivos para essa inclusdo se deve a presenca de
conceitos combinatorios, estatisticos e probabilisticos no cotidiano moderno. Em

consequéncia disso, a Combinatoria passou a ser de grande interesse por parte de
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educadores mateméaticos, em particular dos que investigam o0 ensino e a

aprendizagem da Matematica no comeco da escolaridade.

Segue-se a apresentacdo de estudos considerando as tematicas: sondagem
de conhecimentos de criancas e adolescentes; andlise de livros didaticos; processos
de intervencéo (ensino); e formacéo de professores.

Inhelder e Piaget (1976), muito tempo antes, realizaram pesquisa em que
criangcas em diferentes estagios precisavam combinar corpos quimicos liquidos, de
modo que as combinacgdes resultassem em diferentes cores. Os autores destacam
que os resultados dessa experiéncia indicam que “combinatéria sistematica so
aparece no nivel IlIA” (p.83), ou seja, com cerca de 11-12 a 14-15 anos. O nivel IIIB
(a partir de 14-15 anos) se caracteriza por uma equilibracdo do sistema, pois,
segundo os autores “[...] as unicas novidades do subestadio IlIB sdo as
combinacgdes e, principalmente, as provas que se apresentam de maneira mais
sistematica, isto é, este nivel aparece como uma etapa de equilibrio com relacédo ao
precedente (IlIA), que é uma fase de organizac¢ao.” (p.90). Mesmo no nivel llIB, em
que as operacdes sao adquiridas de maneira mais sisteméatica, os autores explicitam
que isso ocorre “[...] sem formulagao explicita de sua expressdo matematica, mas
com uma execucdo através de método exaustivo” (p.232). Assim, as criangas se
utilizam de representacdes que enumeram quais sao as possibilidades, mas ainda
ndo conseguem, de forma espontanea, explicitar uma expressao matematica que
indigue quantas sdo as possibilidades. As representacbes que indicam
explicitamente todas as possibilidades sdo boas estratégias para responder
problemas que resultam um numero baixo de possibilidades. Entretanto, nas
situagcbes em que a resposta indica um grande numero de possibilidades, é

necessaria a aplicacdo de uma expressao matematica.

Moro e Soares (2006) investigaram o desenvolvimento do raciocinio
combinatorio de 50 criancas de 32 e 42 séries (4° e 5° anos) do Ensino Fundamental,
especificamente com questdes de produto cartesiano. Os resultados indicaram
diferentes niveis de raciocinio combinatoério, desde o primeiro nivel, que se configura
guanto a auséncia de solu¢cdo combinatoria; o segundo nivel, referente aos primeiros
indicios de solugcbes combinatérias; o terceiro nivel, relacionado com uma
aproximacdo de uma solucdo combinatéria totalmente correta; e o quarto nivel,

quando ha uma solucdo combinatoria totalmente correta, seja por meio do uso de
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tabelas e diagramas, ou o emprego de procedimentos econémicos, inclusive os com
marca algébrica. Também se destaca a relacdo desses niveis com a escolaridade,
revelando que a instrucdo escolar tem influéncia direta sobre o raciocinio
combinatdrio dos alunos. Com isso, percebe-se a importancia de investigar como
acontece o desenvolvimento do pensamento combinatorio nas diversas etapas do

Ensino Fundamental.

Pessoa e Borba (2009) realizaram pesquisa cujo objetivo era analisar a
compreensao de alunos do 2° ano do Ensino Fundamental ao 3° ano do Ensino
Médio sobre situacdes que envolvem o raciocinio combinatério. As autoras tomaram
por base a Teoria dos Campos Conceituais (VERGNAUD, 1991) na qual se
considera que o0s conceitos sdo desenvolvidos em campos conceituais e Sao
constituidos por trés dimensdes: as situacdes que dao significado ao conceito, seus
invariantes operatérios — prescritos e em acao — e as representacdes simbolicas (ver
detalhes no Capitulo 2). Neste estudo, participaram 412 alunos de escolas publicas
e particulares, distribuidos nos 11 anos de escolaridade pesquisados. Todos o0s
alunos responderam um teste com oito situacdes combinatérias sendo duas de cada
tipo de problema (arranjo, combinacdo, permutacdo e produto cartesiano). As
autoras destacam que:

[...] alunos dos anos iniciais aos dos anos finais do Ensino Basico
sdo capazes de compreender problemas de raciocinio combinatério
e gue seus desempenhos sao influenciados pelo tipo de escola que
frequentam, pelo periodo de escolarizagdo, pelo tipo de problema
combinatério que estdo resolvendo (e implicitamente pelas
propriedades e relagdes envolvidas em cada tipo de problema), pela
forma de representacdo simbolica utilizada para a resolucdo das

situacdes, bem como pela ordem de grandeza dos numeros
envolvidos. (p.11).

Dessa forma, Pessoa e Borba (2009) observaram que o tipo de situacao
combinatdria é relevante, de forma que alguns tipos podem influenciar em um
melhor ou mais fraco desempenho, sendo os problemas de produto cartesiano os
mais faceis para os alunos de todos os anos de escolarizacdo pesquisados. Ja os
problemas de combinagédo se apresentaram como o tipo mais dificil de resolugéo,
mesmo quando o numero de possibilidades era baixo. As autoras enfatizam que

esse nivel de desempenho pode estar relacionado com o trabalho explicito
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envolvendo problemas de produto cartesiano desde os anos iniciais do Ensino

Fundamental.

As autoras observaram ainda que outro fator que pode influenciar a resolucéo
de problemas combinatorios sédo as representacdes simbdlicas utilizadas. Verificou-
se que muitos estudantes — mesmo os do Ensino Médio que ja haviam sido
instruidos formalmente em Analise Combinatéria — preferiam representar as
situacdes por meio de sistemas de registros mais transparentes, tais como listagens,
nos quais as diferentes possibilidades ficavam visiveis, ao invés do uso de
procedimentos nos quais os casos identificados, ndo estavam claramente a mostra.
Hé transparéncia® menor quando se faz uso do Principio Fundamental da Contagem
ou de formulas nos quais o produto indica o nimero de elementos de cada etapa de
escolha, mas néo indica explicitamente cada uma das possibilidades da situagéo
combinatdria posta.

Em estudo longitudinal, Maher e Yankelewitz (2010) acompanharam um
mesmo grupo de alunos durante toda a escolarizagdo bésica. Na parte inicial desse
estudo, as autoras investigaram a compreensao dos alunos de 22 série (3° ano), e,
posteriormente, dessas mesmas criancas durante a 32 série (4° ano) em um
problema de produto cartesiano. As autoras afirmam que, na 22 série (3° ano) os
alunos nao conseguiam enumerar o total de possibilidades do problema de produto
cartesiano, e as tentativas ocorriam com o uso do desenho. Ja na 32 série (4° ano)
esses mesmos alunos que no ano anterior ndo obtiveram sucesso na resposta
completa do problema, conseguiram finalizar a analise de possibilidades. Desta vez,
0 uso do desenho foi utilizado com menos frequéncia, dando lugar a resoluc¢des por
listagens e diagramas de arvore. Assim, essas representacdes podem ser auxiliares
na sistematizacdo de resolugcdes e, com isso, favorecer o esgotamento das

possibilidades em problemas combinatérios.

Vega (2014) realizou um estudo de sondagem com alunos do 6° ano do
Ensino Fundamental com o objetivo de analisar a influéncia do nimero de etapas de
escolha na resolucdo dos diversos tipos de problemas combinatérios. Segundo a

autora, etapas de escolha correspondem

® O que as autoras indicam como transparéncia pode estar relacionado com o que Duval (2011)
denomina de congruéncia entre as representacdes.
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[...] a0 nimero de escolhas que devem ser efetuadas em problemas
combinatoérios. Em produtos cartesianos pode-se, por exemplo,
escolher um dentre quatro tipos de suco e um dentre cinco tipos de
sanduiche e as etapas de escolha sédo duas: o tipo de suco e o tipo
de sanduiche. [...] JA em uma permutacdo que, por exemplo, se
deseja permutar trés alunos numa fila, as etapas de escolha séo trés:
o primeiro aluno da fila, o segundo e o terceiro. (p.18)

No estudo foram elaborados e aplicados com os alunos seis tipos de testes
que realizavam comparagfes entre as diferentes situacbes combinatérias, em que
eram controladas as etapas de escolhas das situagcdes. Diante dos resultados, a
autora conclui que o numero de etapas de escolha influencia no desempenho dos
alunos, pois, quando se comparou 0os mesmos problemas com diferentes nimeros

de etapas de escolha, o desempenho foi diferenciado.

Melo, Silva e Spinillo (2016) investigaram o efeito da explicitacdo de
invariantes em problemas de produto cartesiano e combinagdo com criancas do 3°
ano do Ensino Fundamental. A explicitacdo dos invariantes indicada pelas autoras
se caracteriza pela exemplificacdo, no enunciado do problema, de escolhas
possiveis de serem realizadas, informando ao menos duas possibilidades de
respostas'®. As autoras aplicaram testes de produto cartesiano e combinagdo em
que havia problemas sem e com explicitacdo dos principios invariantes da situacéo.
Os resultados apontam que para os problemas de produto cartesiano a explicitacéo
dos principios invariantes exerce influéncia positiva na sua resolucdo. Em
contrapartida, essa explicitacdo nao produziu efeito positivo na resolucdo de
problemas de combinacdo. Assim, € possivel destacar a natureza complexa das
situacdes de combinacdo, bem como ressaltar que as situacfes combinatdrias nao
sdo igualmente compreendidas, sendo necessario analisar como se desenvolve a

compreensao de cada uma das diferentes situacoes.

'° Problema de combinagéo sem explicitagdo dos invariantes: Cinco criancas (Nina, Carla, Rafaela,
Joel e Murilo) estéo participando do sorteio em que trés delas serdo premiadas, cada uma ganhando
um video game. Quantos grupos diferentes de trés ganhadores podem ter nesse sorteio?

Problema de combinagdo com explicitacdo dos invariantes: A escola vai fazer um sorteio de duas
televisdes. Seis alunos (Artur, Toni, Silvio, Flora, Paula e Llcia) estdo participando do sorteio. O
sorteio pode ocorrer de varias maneiras. Mas nem todos os alunos ganhardo o prémio porque tém
seis alunos participando do sorteio e s6 tém duas televisbes para serem sorteadas, ndo €? As
televisbes devem ser sorteadas para dois alunos diferentes, entdo, um mesmo aluno nao pode
ganhar todas as televisdes, ndo é? Podem ter varias combinacdes de dois ganhadores diferentes.
Por exemplo, uma combinacdo de dois ganhadores pode ser: Artur e Toni. Outra combinacao
diferente seria Artur e Silvio. Com todos esses alunos, quantas duplas diferentes de ganhadores
podem ter nesse sorteio? (MELO; SILVA; SPINILLO, 2016)
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Barreto e Borba (2010) pesquisaram como o raciocinio combinatério tem sido
apresentado nos livros didaticos dos anos iniciais do Ensino Fundamental. Para isso
foram analisadas a luz da TCC (VERGNAUD, 1983) cinco colecdes de 12 a 42 série
(2° ao 5° ano) do Ensino Fundamental. As autoras evidenciaram que 0s problemas
mais frequentes nas cinco colecdes analisadas sdo de produto cartesiano e
combinacdo. Desse modo, destaca-se que é preciso que o livro didatico proponha
discussbes sobre a variedade de situagcdes combinatorias, pois trabalhar apenas
algum ou alguns tipos pode levar os alunos a ndo reconhecerem as distintas
relacdes presentes nos diferentes tipos de problemas da Combinatéria. Enfatizaram
também que os problemas sdo apresentados com uma boa variedade de
representacdes simbdlicas, entretanto, os manuais do professor ndo indicam para o
professor as especificidades dos variados tipos de problemas, assim como néo
distinguem as diferentes relacdes envolvidas neles. As autoras chamaram a atencao
para a necessidade de o manual do professor dar énfase nesse tipo de raciocinio
para um melhor ensino e, consequentemente, melhor aprendizagem de situacdes

combinatodrias.

Fischbein, Pampu e Minzat (1970) observaram o efeito de instrucdes
especificas sobre a capacidade de lidar com permutacdes e arranjos por meio do
diagrama de arvore de possibilidades com alunos de 10, 12 e 14 anos. Os autores
destacaram que “até mesmo os alunos de 10 anos aprenderam o uso do diagrama
de arvore e os procedimentos adequados para permutacdes e arranjos” (p.261).
Assim, Fischbein (1975) argumenta que apenas o desenvolvimento do pensamento
l6gico-matematico ndo € suficiente para a resolucdo de problemas combinatdrios,
sendo necessario, portanto, uma instrucao especifica, por exemplo, com o uso de
arvore de possibilidades, de modo que os estudantes consigam organizar e

sistematizar as informacgdes e generalizar as possibilidades.

Barreto e Borba (2012) investigaram o efeito de intervencdes especificas em
Combinatoria por meio de um estudo com estudantes dos anos iniciais da Educagéo
de Jovens e Adultos. Foi analisado o uso de listagens e/ou arvores de possibilidades
para o ensino e aprendizagem em situa¢cdes combinatérias. As autoras destacaram
que houve avanco significativo dos participantes na comparacédo entre pré-teste e
pos-teste, tanto no grupo que trabalhou s6 com &arvores, quanto no grupo que

trabalhou somente com listagens. Isso também aconteceu no grupo que utilizou
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ambas as representacdes no processo de intervencao. Assim, destaca-se que 0 uso
de representacdes simbdlicas mais transparentes e sistematizadas pode favorecer o
desenvolvimento do raciocinio combinatorio.

Ainda sobre a importancia de intervencdes especificas sobre a Combinatoria,
destaca-se 0 estudo de Azevedo (2013). A autora analisou a influéncia da
construcdo de arvores de possibilidades, com e sem o0 uso de um software
educativo, na aprendizagem da Combinatoria por parte de alunos do 5° ano do
Ensino Fundamental. Para isso, 40 estudantes responderam um pré-teste com 8
situacbes combinatorias, sendo duas para cada tipo de problema. Em seguida, 0s
estudantes foram separados em quatro grupos, sendo dois grupos experimentais e
dois grupos controle. No primeiro grupo experimental as criangas participaram de um
processo de intervencdo por meio da resolucdo de problemas combinatérios com o

uso do software educativo Diagramas de Arbol'

. O segundo grupo experimental
participou de um processo de intervencéo por meio da resolucdo de problemas com
0 uso do lapis e papel na construcao de arvores de possibilidades. O primeiro grupo
controle participou de intervencdo por meio da resolucdo em desenhos de
problemas ndo combinatérios e o0 segundo grupo controle ndo participou de
processo de intervencdo. A autora destacou que ambos 0S grupos experimentais
desenvolveram significativamente seus raciocinios combinatérios ap6s a
intervencao, isso porque, por meio de um poés-teste imediato, aplicado logo apos os
processos de intervencédo, foi possivel perceber que os alunos melhoraram seus
desempenhos na resolucdo de problemas combinatérios. Também foi possivel
analisar por meio de um poés-teste, aplicado nove semanas apdés o poés-teste
imediato, que o0s alunos dos grupos experimentais permaneceram em
desenvolvimento, uma vez que seus desempenhos foram ainda melhores no pés-
teste posterior. Ja 0S grupos controle ndo avancaram em seus raciocinios

combinatorios.

O software Diagramas de Arbol (AGUIRRE, 2005), através do diagrama de arvore de

possibilidades, favorece a aplicagdo com criancas de nivel inicial de escolarizacéo, pois fornece todas
as possibilidades para a resolugdo de um problema combinatério, sejam elas vdlidas ou ndo, em
todos os tipos de problemas (produto cartesiano, combinacéo, arranjo e permutacéo), sem objetivar o
uso precoce de férmulas. Desse modo, os alunos devem analisar as possibilidades conforme os
invariantes de cada situacgao e indicar quais sdo os casos validos.
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A autora afirma que, apesar de ambos 0s grupos experimentais terem
apresentado bons resultados, o Grupo 2 (lapis e papel) apresentou resultados um
pouco melhores do que o Grupo 1 (software Arbol). Ela indica que esse maior
avanco do Grupo 2 em relacéo ao Grupo 1 pode ter sido porque:

[..] os alunos deste segundo grupo, durante a intervencao,
resolveram as situagdes utilizando a mesma representagao (escrita
com lapis e papel) adotada no pré-teste e no poOs-teste imediato,
enquanto os alunos do Grupo 1, durante a intervencdo, resolveram
as situacBes por meio de um software (representacdo virtual) e no
pés-teste imediato tiveram que utilizar outra forma de representacgéo:
escrita com lapis e papel.[...] Além disso, outra explicagdo pode estar
relacionada ao fato de que o G2, que construiu arvores de

possibilidades com lapis e papel, envolvia-se mais ativamente na
construcao das arvores, tendo que pensar nos invariantes das

by

situacdes concomitantemente a sua construcdo. JA& o G1, que
trabalhou com o software Arbol, tinha que selecionar os casos
validos — o que requeria também reconhecimento dos invariantes das
situagcbes — mas ndo tinha que, de inicio, refletir sobre todas as
relacdes envolvidas. (AZEVEDO, 2013, p.87-88)

A autora indica que representar a arvore de possibilidades em diferentes
meios de representacdo, virtual e escrito, pode ser um aspecto positivo para o
aprendizado da Combinatéria. A autora também enfatiza que o papel do professor é
imprescindivel para que o uso dessa representacdo se mostre um bom caminho
para a aprendizagem, pois este deve ressaltar os invariantes de cada situacéo, no
momento da construcdo da arvore de possibilidades, seja no papel ou no
computador. Assim, acredita-se que o trabalho com arvores de possibilidades pode
ser uma O6tima estratégia para representar as situacdes combinatorias, pois esta
representacdo parece revelar maior transparéncia na indicacdo de possibilidades

para os quatro tipos basicos de problemas combinatérios.

Sobre a formacdo do professor que ensina Combinatéria, Rocha (2012)
investigou o conhecimento de quatro professores do Ensino Fundamental, sendo
dois dos anos iniciais e dois dos anos finais, sobre Combinatéria e seu ensino. Para
isso foram realizadas entrevistas semi-estruturadas. Sobre os anos iniciais, a autora
destaca que, os professores deste nivel de ensino classificam os problemas a partir
do enunciado, elegem os problemas de produto cartesiano como os mais dificeis e
destacam a necessidade de um trabalho com material concreto para o ensino deste
tipo de situacdo. A autora ressalta que os professores dos anos iniciais estao
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corretos ao afirmarem que o produto cartesiano € um problema multiplicativo
complexo, mas, a partir dos resultados de estudos j& mencionados nesta pesquisa,
este ndo é o mais complexo dentre os problemas combinatoérios. Ja os professores
de anos finais classificam os problemas combinatdrios e relacionam sua dificuldade
a partir da sua estrutura das situacdes. As autoras enfatizam que os professores
destacam que é necessario um trabalho que auxilie na compreensdo do que €
possibilidade. Os professores entrevistados alertam, também, para a necessidade
de mais formacao inicial e continuada envolvendo este pensamento, de forma que
sejam diferenciadas as relacBes e propriedades de cada situacdo combinatéria,
além de indicar possiveis estratégias eficientes de intervencdo. Assim, destaca-se o
papel que os professores podem exercer no desenvolvimento do raciocinio
combinatoério dos alunos, mas, para isso, € preciso que 0s mesmos tenham amplo
conhecimento das situacfes, dos invariantes e das representacdes simbolicas que

caracterizam/solucionam problemas combinatérios.

Assis (2014) analisou o efeito de um processo de formacao continuada sobre
Combinatoria, baseado na Teoria dos Campos Conceituais (VERGNAUD, 1986). O
processo foi realizado com um grupo de professoras dos anos iniciais do Ensino
Fundamental, entretanto, a analise foi realizada com foco nas atividades de apenas
uma das professoras do grupo. Foram realizadas entrevistas antes e apos o
processo de intervencdo composto por seis encontros, nos quais se incluem duas
observacdes de aula ministradas pela professora em sua turma. Os resultados
apontam para uma dificuldade no reconhecimento e trabalho da Combinatéria, na
entrevista inicial. No entanto, durante e apds as intervencbes, a professora
reconheceu, mais detalhadamente, as diferentes situagcfes e seus invariantes.
Sendo assim, a autora enfatizou que a docente participante elaborou sentidos sobre
a Combinatéria que antes ainda eram confusos — especificamente, sobre o
conhecimento relacionado com as situagdes, 0s invariantes e as representacoes

simbodlicas.

Os estudos discutidos nessa se¢dao apontam para a necessidade do
aprofundamento das discussdes sobre a relacdo entre as distintas situacbes
combinatoérias, seus invariantes e as representacdes simbolicas que podem ser
trabalhadas para o desenvolvimento do raciocinio combinatorio de estudantes desde

0S anos iniciais do Ensino Fundamental. Assim, nesta pesquisa, ha o intuito de
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verificar e corroborar com o trabalho envolvendo diferentes tipos de representacao,
uma vez que se constitui uma importante estratégia para o ensino da Combinatoria,
de forma que sejam trabalhados a luz da discussao dos invariantes envolvidos nas
diferentes situacbes combinatoérias. As representacdes apontadas como relevantes
no ensino de aprendizagem deste conceito, nos estudos aqui relatados, destacam a
maior transparéncia de listagens e arvores de possibilidades para a resolucdo de
problemas combinatérios, quando comparadas com 0 uso de uma expressao
numeérica. Desse modo, a presente pesquisa objetiva analisar o uso dessas trés
representacdes, a luz da TCC apresentada por Vergnaud (1983), bem como da
TRRS proposta por Duval (2003) que sao discutidas no préximo capitulo.



3 O USO DE DIFERENTES
REPRESENTACOES NO
ENSINO E NA
APRENDIZAGEM DA
COMBINATORIA
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A Combinatoria, como um ramo da Matemética, consiste no estudo da
contagem de elementos de um conjunto, em que podem ser utilizados diferentes
tipos de representacfes simbdlicas, desde as mais intuitivas, como listagens e
desenhos, passando por tabelas, quadros, arvores de possibilidades, até chegar nas
representacfes formais da Matematica — como o Principio Fundamental da

Contagem e férmulas, como destacado anteriormente.

Sobre as representacdes simbodlicas, Vergnaud (1986) ressalta que esta é
uma das trés dimensdes fundamentais para a conceitualizacdo. Para este autor, 0s
conceitos sdo desenvolvidos em campos conceituais e, estes sdo constituidos por
um tripé: situacdes que ddo significado a um conceito; invariantes prescritos e
operatérios que caracterizam este conceito e diversas representagdes simbolicas
utilizadas para representar o conceito. Na proxima sec¢do serdo discutidas as ideias
de Vergnaud relacionadas com as situagoes, invariantes e representacoes.

Colombo, Flores e Moretti (2007) destacam que a ideia de aquisi¢ao
conceitual de Vergnaud (1986) assume que “um conceito sO pode ser definido ao se
considerarem mutuamente trés conjuntos que formariam um tripé: situacdes,
invariantes e representacdes” (p.183). Desse modo, Vergnaud defende que, para a
formacdo de conceitos se faz necessario considerar as trés dimensfes
simultaneamente, de modo que sejam consideradas as situacdes que dao
significado ao conceito, seus invariantes prescritos e em a¢ao que suscitam o uso de

diferentes representacfes simbalicas.

Duval afirma que a apreenséo conceitual acontece quando o sujeito mobiliza
os diferentes registros de um mesmo objeto matematico, de maneira que possa
diferenciar o representante e o representado (COLOMBO, FLORES E MORETTI,
2007). Dessa forma, Duval (2011) destaca que 0s signos e as representacdes
possuem um papel central no desenvolvimento de um conceito, entretanto, enfatiza
gue signo e representacao possuem uma diferenca que os separa, em funcdo da
natureza de sua relagcdo com o0s objetos (matematicos). Adiante, neste capitulo
serdo discutidos os conceitos de signo e representacdo na visdo de diferentes

tedricos.

A presente pesquisa ressalta as contribuicbes da Teoria dos Campos

Conceituais, chamando atencdo sobre as trés dimensdes necessarias para a
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formacdo de um conceito, bem como da Teoria dos Registros de Representacao
Semidtica, referente ao papel fundamental das representa¢gdes na conceitualizacao.

3.1 A TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS E A FORMACAO DE CONCEITOS

Em sua Teoria dos Campos Conceituais, Vergnaud (1986) afirma que os
conceitos estdo inseridos em campos conceituais. Para Vergnaud (1986, p.84), “Um
campo conceitual pode ser definido como um conjunto de situa¢des cujo dominio
requer uma variedade de conceitos, de procedimentos e de representacdes

simbodlicas em estreita conexao”.

Vergnaud (1996) reconhece que existem diferentes campos conceituais em
todas as &reas do conhecimento humano, porém concentra seus estudos, com
maior profundidade na Matematica, e discute detalhadamente os campos
conceituais das estruturas aditivas e multiplicativas. Este autor define o campo
conceitual das estruturas aditivas como o conjunto das situa¢des resolvidas por meio
de uma adicdo, uma subtracdo ou de ambas, assim como, 0 campo conceitual das
estruturas multiplicativas é definido por Vergnaud como o conjunto das situacdes

gue exigem uma multiplicacdo, uma divisdo ou a combinacao de ambas.

Para Vergnaud, em todo campo conceitual, ha diversos conceitos que se
articulam e, cada um desses conceitos mobiliza situacbes, invariantes e
representacfes simbdlicas. Assim sendo, para a formagcdo de um conceito, inserido
em um campo conceitual, Vergnaud (1986) destaca que S&80 necessarios um
conjunto de situagbes, que lhe dao significado psicologico; um conjunto de
invariantes, que sao propriedades logico-operatorias; e um conjunto de simbolos
utilizados na representacéo do conceito. Esses aspectos de cada conceito formam o
tripé significados, invariantes e representacfes. Sobre isso, Vergnaud (1996, p.
166), enfatiza que “[...] para estudar o funcionamento e o desenvolvimento de um

conceito € necessario considerar estes trés planos ao mesmo tempo”, ou seja,

articulados entre si.

No campo conceitual das estruturas multiplicativas, por exemplo, Vergnaud

(1991) destaca diferentes situacdes, tais como: o Isomorfismo de Medidas e o
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Produto de Medidas. Para essas diferentes situacfes tém-se diferentes invariantes e
representacdes simbolicas. As situacbes que envolvem Isomorfismo de Medidas se
diferem das situagfes de Produto de Medidas, pois, segundo Vergnaud, as primeiras
possuem uma relacdo quaternaria, enquanto nas outras, ha uma relacéo ternaria de

medidas.

Nas relacdes quaternérias — isomorfismo de medidas, as situa¢cdes podem ser
de proporcéo simples ou de propor¢cdo multipla e podem envolver multiplicagdo ou
divisdo. Nas relacBes ternarias temos as situacées de comparacdo multiplicativa e
de produto de medidas. Nestas também ha situacdes que envolvem a multiplicacédo
e a divisdo. A seguir, tem-se a Figura 1, em que € possivel visualizar as relacdes

presentes na estrutura multiplicativa.

Figura 1: Esquema das relagbes envolvidas no Campo Conceitual Multiplicativo.

ESTRUTURA

MULTIPLICATIVA
1

[ I
—— [ Quaterndrias ] [ Ternarias ]
: ' I |
PEUPU“’HU Proporgao Comparacao Produto de
Simples Multipla Multiplicativa Medida
Jw | Um para | | Muitos para | [Um para | | Muites para Relacdo Referido || Conflguracho I - i atiria
muitos | muitos muitos ] muitos Desconhecida | Desconhecido Retangular - :
[ ) s -t Discret:
| Dlscreml | Continuo I |I}r..: |t-!1t1‘ | Continuo | I[h-_icreiul I":D“1""”U|

Fonte: Magina, Santos e Merlini (2014)

7

No Quadro 5, a seguir € possivel observar exemplos de cada situacao
proposta por Vergnaud. Gitirana, Campos, Magina e Spinillo (2014, p.10) destacam
que os invariantes sdo “objetos, propriedades e relagbes que podem ser
reconhecidos pelo sujeito para analisar e dominar as situacdes” e as representacoes
simbdlicas sdo aquelas que podem ser usadas para representar 0s invariantes e as
situacdes. As autoras enfatizam que a relacdo entre 0s invariantes e as
representacbes simbdlicas ndo é simples, pois nem sempre se consegue

representar aquilo que se estd entendendo ou pensando.
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Quadro 5: Diferentes tipos de situa¢cdes multiplicativas propostas por Vergnaud.

Multiplicacao Divisédo
Isomorfismo de | Proporcéo Um para muitos: A receita de | Particdo: O médico mandou
medidas simples brigadeiro de Maria leva 1 lata | Marta tomar 24 comprimidos
(Quaternérias) de leite condensado para 5 em 8 dias. Ela tem que tomar a
colheres de chocolate. Ela vai | mesma quantidade de
fazer brigadeiros com 4 latas de | comprimidos todos os dias.
leite  condensado. Quantas | Quantos comprimidos ela
colheres de chocolate ela | tomaréa por dia?
usara? o .
Quoticdo: Para ficar boa de
Muitos para muitos (quarta | uma doenca, Ana tomou 32
proporcional): Dona Benta usa | comprimidos. @) médico
15 ovos para fazer 3 bolos. | mandou Ana tomar 4
Quantos ovos ela precisa para | comprimidos por dia. Quantos
fazer 6 bolos? dias esse tratamento durou?
Proporcéo A receita da massa de pastel do
Mdltipla “seu” Manoel é assim: para
cada copo de leite ele usa 3
ovos, e para cada ovo, 2 xicaras
de farinha. Para fazer a massa
usando 2 copos de leite,
guantas xicaras de farinha vai
precisar?
Produto de | Comparacdo | Referido desconhecido: Uma | Referente desconhecido: A
medidas multiplicativa | loja do shopping vende tudo 3 | idade de Paulo é 5 vezes maior
- vezes mais caro que a lojinha | que a idade do seu filho. Paulo
(Ternérias)

da esquina. Uma sandalia custa
R$ 6,00 na lojinha da esquina.
Quanto custa a mesma sandalia
na loja do shopping?

tem 30 anos. Qual é a idade do
seu filho?

Relacdo desconhecida: Mario
ganhou 18 bolas e Rosa
ganhou 6 bolas. A quantidade
de bolas que Rosa ganhou é
guantas vezes menor que a de
Mério?

Relacéo desconhecida:
Comprei uma boneca por R$
21,00 e uma bola por R$ 3,00.
Quantas vezes a boneca foi
mais cara que a bola?

Combinatéria

Produto cartesiano: Em uma
sorveteria, o0 sorvete de uma
bola pode ser servido em
casquinho ou copinho. Tem 4
sabores diferentes  (menta,
baunilha, chocolate, morango).
Maria quer um sorvete de uma

bola. Quantas maneiras
diferentes ela tem para
escolher?

Area: A sala de aula da Escola
Divertida tem formato retangular
com 3 metros de largura e 5
metros de extensdo. Qual é a
area da sala de aula?

Produto  cartesiano __inverso:
Uma loja vende bola de cores
diferentes e em 2 tamanhos
(pequeno e grande). Para cada
cor tem bolsas dos dois
tamanhos. No total sdo 12
bolas diferentes. Quantas cores
diferentes poder ser as bolas?

Fonte: SituacBes-problema extraidas de Gitirana, Campos, Magina e Spinillo (2014)
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Sobre a relagdo entre significado e significante, Vergnaud (1996) destaca
que:

Séo as situacbes que dao sentido aos conceitos matematicos, mas o
sentido ndo estd nas préprias situacbes. Também nado estd nas

7

palavras nem nos simbolos matematicos. [...] O sentido é uma
relacdo do sujeito com as situacbes e o0s significantes. Mais
precisamente sdo 0s esquemas evocados no sujeito individual, por
uma situagdo ou um significante que constituem o sentido dessa
situacdo ou desse significante para esse individuo. (p.179, grifo
Nosso)

Desse modo, Vergnaud (1996, p. 161) considera que o conceito de esquema
— desenvolvido por Piaget — é peca-chave para o desenvolvimento da aprendizagem
matematica, e, desse modo, esse conceito, € fundamental para a sua Teoria dos
Campos Conceituais, uma vez que, para ele, “[...] o reconhecimento de invariantes
€, pois, a chave da generalizagcdo do esquema”. Por essa visdo, € importante
investigar os esquemas mobilizados — a partir do reconhecimento de relagdes e
propriedades que se mantém constantes, invariantes — quando alunos estédo

desenvolvendo seus conhecimentos de conceitos matematicos.

Dentre as situac6es combinatérias, Vergnaud (1983) destaca a situacdo de
produto de medidas, que envolve uma relacéo ternaria, ou seja, entre trés variaveis,
das quais uma quantidade € o produto das outras duas. Nessa situacdo, Vergnaud
aponta um tipo de situacdo combinatoria denominada pelos PCN (BRASIL, 1997)

como combinatéria; e por Nunes e Bryant (1997) como produto cartesiano.

Pessoa e Borba (2009) apontam que outras situacdes, além desta, déo
significado ao conceito de Combinatéria e organizam essas situa¢coes em: produtos
cartesianos, arranjos, combinagdes e permutacdes — como anteriormente discutido.
Os invariantes (relagGes constituintes das situacdes) estéo relacionados a escolha e
ordenacdo dos elementos, ou seja, quais escolhas devem ser realizadas na
formacdo e contagem dos casos validos e se nessas escolhas a ordem gera novas
possibilidades. Os invariantes também se relacionam aos conceitos e teoremas em
acao mobilizados pelos individuos para resolucédo destas situacdes. Além disso, as
situacbes podem ter diferentes representacdes, tais como: listagens, quadros,
diagramas, arvores de possibilidades, Principio Fundamental da Contagem,

féormulas, dentre outros.



62

No presente estudo serdo usadas as ideias sobre a Teoria dos Campos
Conceituais (VERGNAUD, 1986) e das autoras supracitadas para discutir as
diferentes situacfes, invariantes e representacdes simbdlicas que mobilizam a
formacdo de conceitos combinatérios e, para aprofundar o estudo sobre
representacdes, serd utilizada a Teoria dos Registros de Representacdo Semibdtica
desenvolvida por Duval (2003) foco de atencéo da proxima secao.

3.2 A TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACOES SEMIOTICAS E O
PAPEL DOS SIGNOS PARA A FORMACAO DE CONCEITOS

Flores (2006) destaca que antes do século XVII, Foucault designava que 0s
signos faziam parte de um “jogo de semelhangas” uma vez que n&do havia nada de
oculto no signo, havendo neste uma relacdo analégica com a coisa que ele
representa. Entretanto, apés o século XVII, os signos deixam de se moverem
apenas no sentido da semelhanca e passam a ser analisados como representacao.
A autora destaca que “[...] a colocagdo em ordem das coisas se da, agora, por meio
dos signos, quer dizer, ndo mais pelo que € semelhante, mas por intermédio da
identidade e da diferenga”. O signo assumiu, portanto, um papel diferente daquele

gue ele tinha nas épocas anteriores.

Vigotski (1978), em sua teoria socio-histérica da aprendizagem, destaca o
papel dos signos e da mediacdo simbodlica como importantes para a formacéo de
conceitos. Este autor indica que, pelo uso de simbolos, a crianca descobre, de forma
espontanea, a relacédo entre os signos e seus significados. Assim, Vigotski revela
que “O uso de signos leva os seres humanos a uma estrutura especifica de
comportamento que rompe com a forma de desenvolvimento biolégico e cria novas

formas de um processo psicolégico culturalmente baseado” (p. 40).

E nesse sentido que Oliveira (1997, p.24) afirma que “O homem transforma-
se de biolégico em sdcio-histérico, num processo em que a cultura é parte essencial
da constituicdo da natureza humana.”, sendo que “A relacdo do homem com o
mundo nao € uma relagdo direta, mas uma relagdo mediada [...]” por signos que

podem ser organizados em sistemas simbalicos.
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Dessa forma, Vigotski destaca que os signos podem estar relacionados com
algum instrumento externo que atue como elo entre o sujeito e 0 objeto. Entretanto,
0s signos podem estar relacionados também com um processo interno de mediacéao,
qgue se configuram representacdes mentais. Estas Ultimas séo internalizacdes, tao
importantes quantos os sistemas simbdlicos, fundamentais para o desenvolvimento
dos processos psicoldgicos, bem como, para a formacao de conceitos. Duval (2009)
destaca sobre isso que “[...] as representagdes semidticas nao realizam apenas as
mesmas func¢des que as representacdes mentais, mas outras que escapam a essas

altimas.” (p. 21).

Duval (2009, p.46-47) ressalta ainda que “[..] o desenvolvimento das
representacfes mentais esta ligado a aquisicdo e a interiorizacdo de sistemas de
representagdes semidticas [...]” em que, entendem-se as representacdes semibticas
como “[...] producbes constituidas pelo emprego de signos pertencentes a um
sistema de representacdes que tem inconvenientes préprios de significacdo e de
funcionamento.” (DUVAL, 2012, p.269). Assim, € importante destacar que Duval
(2011) diferencia as representacfes mentais e as representacdes semidticas, pois, a
primeira ndo é uma correspondéncia da segunda, e sim, interiorizacdes, uma vez
que “as representacdes semioticas permitem ter uma variedade de representacdes
para um mesmo objeto” (p. 47), enquanto as representacdes mentais “limitam-se a

uma so visao do que é representado” (p. 46).

z

E sobre os registros de representacdo semidtica que Duval elabora sua
teoria, com destaque para 0 pensamento matematico, pois, segundo ele,
‘representagdo’ € um termo muito importante para a aquisicdo de conceitos nessa

area do conhecimento.

Sobre isso, Duval (2011, p.52) destaca que a caracteristica fundamental para
0 pensamento matematico esta na possibilidade de realizar transformacfes de
representacdes semidticas em outras representacdes semidticas. Para o autor, esta
caracteristica € que faz distinguir a Matematica de outras ciéncias justamente pelo

uso essencial das representacoes.

Assim, para Duval, ndo ha outro modo de fazer matematica sendo por meio
da andlise das transformacdes de representacfes semidticas, de modo que, nessa

andlise, sejam consideradas as diversas transformacdes realizadas pelo sujeito que



64

aprende, pois, somente assim, o objeto matematico ndo sera confundido com a sua

representagao.

Duval também enfatiza a importancia dos signos, destacando que “A relagéo
dos signos com as coisas que eles significam € uma relacdo de referéncia, e ndo
uma relagdo de causalidade.” (DUVAL, 2011, p. 22), diferente das representacdes

gue possuem uma relacdo de causalidade com os objetos.

Para Duval (2011, p.37), ha uma diferenca muito importante entre signos,
representacdes e objetos matematicos. Para este autor, “o que separa radicalmente
as representacdes e 0s signos é a natureza da relacdo com os proprios objetos”. Ele
enfatiza que 0s signos e 0s objetos ndo possuem nenhuma interacdo, sendo apenas

uma relacao de referéncia dependendo do sistema semioético utilizado.

Assim, Duval considera que é preferivel utilizar o termo ‘representacdes
semidticas’ no lugar de ‘signos’, pois as representagdes tém “uma organizagao
interna que varia de um tipo de representagédo para outra.” (2011, p.37-38) Signos
sdo unidades elementares de sentido, ou caracteres, como letras e algarismos,
enguanto que representacfes sdo mais abrangentes, como frases em lingua natural,
equacdes, etc. Desse modo, é por meio das representacdes semibticas que Duval
acredita ser possivel uma apreensao conceitual, pois, para ele “ndo se pode ter
compreensdao em matematica, se nés ndo distinguirmos um objeto de sua
representacao” (2009, p. 14). Nesse sentido, € importante que seja efetuado um
trabalho envolvendo diversas representacfes para um mesmo objeto matematico,
ressaltando que as representacdes semidticas sao, portanto, “[...] necessarias para
fins de comunicagdo [...] e igualmente essenciais a atividade cognitiva do
pensamento.” (DUVAL, 2012, p.269).

Duval (2009) denomina ndesis a apreensdo conceitual de um objeto e
semiosis a apreensdao ou a producdo de uma representacdo semiotica, assim,
noesis esta relacionada com o conceito, no caso, o objeto matematico, enquanto a
semiosis € relativa a representacdo desse conceito. Com isso ele ressalta que, “ndo
h& noésis sem semidsis” (p.17), pois, € a representacdo do conceito que determina
as condicdes para o exercicio da noesis. Ou seja, ndo é possivel apreender o

significado de um objeto matematico sem o uso de uma representacdo semidtica.
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Assim, Duval (2009, p.29) destaca que “N&o € possivel estudar fenbmenos
relativos ao conhecimento sem se recorrer a nog¢ao de representagao”, diferenciando
trés tipos diferentes de nocéo de representacdo, sdo elas: representacbes mentais,
representacfes computacionais e representacoes semioticas. As representacdes
mentais “sdo todas as que permitem uma visdo do objeto na auséncia do todo
significante perceptivel.” (DUVAL, 2009, p.45). Elas séo internas e conscientes e, na
Matematica, sdo consideradas como representacdes semidticas internalizadas. As
representagdes computacionais “[...] traduzem a informagado externa a um sistema
sob uma forma que a deixa acessivel, recuperavel e combinavel no interior desse
sistema.” (p.47). Assim como as representagdes mentais, sdo internas, porém nao
conscientes. As representagcdes semidticas sao “[...] representacbes ao mesmo
tempo conscientes e externas. Com efeito, elas permitem uma ‘visdo do objeto’

através da percepgao de estimulos (pontos, tragos, caracteres, sons...) [...].” (p.44).

Por serem, conscientes e externas, as representacdes semioticas sdo, para
Duval (2012) essenciais para qualquer apreensao conceitual (noésis). Desse modo,
este autor identifica um registro de representacdo semidtica como um sistema
dotado de regras. Um sistema semidtico caracteriza um registro de representacéo
semidtica quando satisfaz trés condicbes: 1) Identificacdo; 2) Transformacdo de

Tratamento; e 3) Transformacao de Conversao.

1) Os simbolos presentes em um sistema de representacdo semibtica séo
identificaveis — quando o individuo é capaz de identificar o conceito
representado. Segundo Duval (2009) os simbolos sdo um conjunto de
elementos fisicos ou de tracos identificaveis

[...] como sendo uma representacdo de qualquer coisa num sistema
semidtico: seja um enunciado em alemao, seja um calculo, seja uma
férmula de fisica, seja uma figura geométrica, seja uma caricatura,
seja 0 esquema de um curto circuito... Elas permitem entdo o

reconhecimento das representacbes como representacdes num
registro determinado. (p.56).

s

2) O tratamento é uma transformagéo interna ao proprio registro. Duval

(2009) destaca que um tratamento:

[..] € a transformacdo de uma representacdo obtida como dado
inicial em uma representacdo considerada como terminal em relacdo
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a uma questdo, a um problema ou a uma necessidade [...]. O célculo
€ um tratamento interno ao registro de uma escrita simbdlica de
algarismos e letras [...]. (p.57)

3) A conversdo € uma transformacdo de um registro em outro registro.

Converter é transformar a representacdo de um objeto, de uma
situacdo ou de uma informacdo dada num registro em uma
representacdo desse mesmo objeto, dessa mesma situacdo ou da
mesma informacg&o num outro registro. [...] A colocacdo em equacdo
dos dados de um enunciado do problema € a conversdo de
diferentes expressdes linguisticas de relagbes em outras expressoes
dessas relagcbes no registro de uma escritura simbolica. (DUVAL,
2009, p.59).

Além disso, Duval (2009) ressalta que as conversdes realizadas podem gerar
uma diferenca na compreensdo do conhecimento em questdo, em funcao do nivel
de congruéncia entre os registros. Este autor afirma que “Toda tarefa na qual a
conversdo ndo € congruente da lugar a uma taxa mais ou menos fraca de sucesso

conforme o grau de ndo-congruéncia.” (p.19).

Duval (2009) elenca trés critérios que tornam um registro de representacéo

congruente ou ndo-congruente com outro registro de representacao:

O primeiro é a possibilidade de uma correspondéncia ‘seméntica’ dos
elementos significantes: a cada unidade significante simples de uma
das representacfes, pode-se associar uma unidade significante
elementar. [..] O segundo critério é a univocidade ‘semantica’
terminal: a cada unidade significante elementar da representacdo de
partida, corresponde uma sO unidade significante elementar no
registro de representacdo de chegada. [...] O terceiro critério é
relativo & organizacdo das unidades significantes. As organizagcdes
respectivas das unidades significantes de duas representacdes
comparadas conduzem a apreender nelas as unidades em
correspondéncia seméntica segundo a mesma ordem nas duas
representacoes. (p.68-69).

Desse modo, duas representacdes, sendo uma de partida e outra de
chegada, sdo congruentes quando atendem aos trés critérios de congruéncia
estabelecidos. Quando os trés critérios, ou apenas dois ou um deles, ndo sao
correspondidos entre duas representacbes pode haver diferenca no grau de

congruéncia, ou seja, duas representacbes que ndo atendem nenhum dos trés
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critérios estabelecidos possuem maior grau de nao-congruéncia quando comparado

com duas representacdes que ndo atendem apenas a um dos critérios.

Duval (2011) destaca que o sentido da conversdo € importante para a
coordenacao de diferentes registros de representacdo, ou seja, além de trabalhar
com diferentes representacdes de um mesmo conceito, também € importante
trabalhar a passagem de um registro para outro de maneira que o sentido contrario
também seja trabalhado. Como afirma Duval (2011, p. 118), realizar uma conversao

[...] em um sentido ndo implica jamais a possibilidade que ele possa
fazé-lo no sentido inverso. A converséo direta e a conversao inversa
sdo duas tarefas cognitivas téo diferentes quanto subir ou descer um
caminho ingreme na montanha. Em outras palavras, para que haja
coordenacgdo sinérgica de varios registros, € preciso ser capaz de
converter as representacfes nos dois sentidos e ndo em um sentido
anico.

Nesta perspectiva Duval (2012, p. 270) destaca que “a coordenacdo de
muitos registros de representacdo semiotica aparece, fundamentalmente, para uma
apreensdo conceitual de objetos [...] € preciso que 0 objeto seja reconhecido em

cada uma de suas representacdes possiveis”.

Damm (1992), utilizando as ideias de Duval (2009), apresentou 0s niveis de
congruéncia em situacoes aditivas propostas por Vergnaud (1986). O primeiro nivel,
relacionado com o primeiro critério apontado por Duval: a operacdo semanticamente
sugerida pelos verbos do enunciado do problema (ganhar = operacdo de adicao/
perder = operacdo de subtracdo). O segundo, relativo a presenca de verbos
antdbnimos no enunciado do problema (perder/ganhar), pois quando os verbos do
enunciado da situacdo sao anténimos ndo h& univocidade semaéantica terminal. O
terceiro nivel, referente a ordem de apresentacdo dos dados numéricos do
enunciado do problema, quando, por exemplo, se inicia o enunciado pelo resultado,
buscando uma das parcelas. Assim, converter o enunciado em lingua natural para
uma equacao aritmética pode ser mais ou menos congruente, ou seja, quando ha
correspondéncia semantica, quando nao ha inversdo, nem presenca de verbos
antdnimos, ha maior congruéncia entre as representacdes. E, no sentido oposto,
quando ndo ha correspondéncia semantica, quando ha inversdo e presenca de
verbos antbnimos, as representacdes sao consideradas fortemente néo-
congruentes. Ha problemas ainda que podem situar-se entre esses dois polos, a

depender dos critérios de congruéncia estabelecidos.
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O presente estudo pretende, por meio das situa¢cdes combinatorias, avaliar a
congruéncia entre diferentes registros de representacdo semioticas - RRS (lingua
natural, listagens, arvores de possibilidades, expressdes numéricas e férmulas,
dentre outros), e, com isso, analisar o papel que a identificacdo e as transformacdes
de tratamento e de conversdo de registros tém na ampliacdo do conhecimento
combinatério, uma vez que, cada um desses registros possui regras internas de
funcionamento que identificam tal objeto matematico e sdo essenciais para sua

apreensao conceitual.

3.2.1 Registros de representacado semiética e a Educacdo Matematica: estudos

anteriores

Flores (2006), em seu estudo sobre a Teoria dos Registros de Representacéo
Semidtica (TRRS), destaca que ndo ha duvidas sobre sua importancia para a
Educacdo Matematica. Para fundamentar essa afirmativa, a autora
alega que muitas pesquisas tém sido realizadas ja em ambito nacional, em que se
confirmam a relevancia dos registros de representacdo semiotica no aprendizado
matematico e enfatizam que “[...] um trabalho pedagdgico realizado a partir destes
registros possibilita um real funcionamento cognitivo do aluno” (p.2). Segundo a
autora, Duval afirma que o funcionamento cognitivo acontece, na medida em que, na
aprendizagem em matematica, € importante descrever, raciocinar e visualizar, e
estas atividades “estdo intrinsecamente ligadas a utilizagcdo de registros de

representacédo semiotica” (p.2).

Como destacado por Flores (2006), diversas pesquisas fundamentaram a
importdncia da TRRS para a Educacdo Matematica. Esses estudos séo,
principalmente, voltados para a analise dos RRS em diferentes conceitos, tais como:
funcdes, vetores, matrizes, sistemas lineares, geometria, entre outros — nos anos

finais do Ensino Fundamental e Ensino Médio.

Como o interesse do presente estudo é desde o inicio da escolarizacéo,
serdo abordados, a seguir, estudos relativos aos anos iniciais e finais do Ensino

Fundamental envolvendo diferentes conceitos matematicos, relacionados as
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unidades tematicas NUmeros e Probabilidade e Estatistica’?, uma vez que estas se

relacionam com o trabalho com a Combinatodria, foco principal desse estudo.

Brandt e Moretti (2005) pesquisaram o papel dos RRS na compreensao do
Sistema de Numeragdo Decimal (SND). Sobre isso, os autores destacam que na
representacdo de quantidades “O numero trés e o0 numeral trés sao,
respectivamente, o objeto matematico e a representagado desse objeto matematico”
(p.202). Destacam também a representacdo mental deste objeto pelo sujeito,
revelando, entdo, neste caso para o Sistema de Numeracdo Decimal, trés
patamares distintos para o funcionamento cognitivo: “o objeto matematico, a
representacdo mental desse objeto e a utilizacdo de registros de representacéo

semidticos desse objeto.” (p.202).

Brandt e Moretti (2005) elencam diferentes representacées que possuem
regras diferentes de tratamento, como, por exemplo, algarismos do SND (hindu-
arébico) e o sistema egipcio; e registros no abaco e no material dourado®® — ou
material montessoriano. Os autores destacam que

[...] um sistema de numeracgéo representativo de quantidades pode
valer-se da linguagem oral, matemética ou valer-se da utilizagéo de
materiais didaticos tais como &bacos, material montessoriano,
quadro valor Iugar14, entre outros. Em se tratando de sistemas
semidticos de representacdo, cada um desses registros possui

especificidades proprias e interferem de forma distinta no
funcionamento cognitivo. (p.220)

Os autores destacam que o SND e a figura do abaco sdo representacfes com

relacdo de congruéncia entre elas, uma vez que em ambas as representacdes o

2 A Base Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2018) chama de unidades tematicas (NUmeros;
Geometria; Grandezas e Medidas; Probabilidade e Estatistica; Algebra) e os Parametros Curriculares
Nacionais (BRASIL, 1997; 1998) chama de blocos de conteldos (NUumeros e Operacdes; Espaco e
Forma; Grandezas e Medidas; Tratamento da Informac&o).

¥ O Material Dourado é um dos muitos materiais idealizados pela médica e educadora italiana Maria
Montessori para o trabalho com Matematica. Foi especialmente elaborado para o trabalho com
aritmética e permite que as proprias criancas formem as dezenas e centenas. E constituido por
cubinhos, barras, placas e um cubo em que o cubo é formado por 10 placas, a placa é formada por
10 barras e a barra é formada por 10 cubinhos.

4 0 quadro valor de lugar (QVL) é um instrumento de aprendizagem em Matematica, geralmente
usado nos anos iniciais do Ensino Fundamental. Auxilia na introducdo dos conceitos de unidade,
dezenas e centenas e no processo de contagem, formacdo dos nimeros e operacdes matematicas,
em funcdo da sua representacdo em colunas, destacando o valor posicional do algarismo na
composicao de quantidades.
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valor posicional do nimero é necessario ser levado em consideracdo, pois o nimero
105 é diferente de 150 ou 510 e precisam ser registrados respeitando a posi¢do das
quantidades nas barras do abaco e os nimeros na composi¢cdo de quantidades no
SND. Assim o dbaco e o SND “sdo duas representagcdes congruentes, pois existe a
mesma correspondéncia semantica, a mesma ordem e a mesma unidade semamtica
significante na representacao de partida e na representagdo de chegada” (BRANDT;
MORETTI, 2005, p. 218). De modo semelhante, a representacdo do material
dourado e o sistema egipcio sdo representacbes que possuem relacdo de
congruéncia entre elas, pois, no sistema egipcio e no material dourado, ndo ha a
caracteristica do valor posicional.

Os autores explicam que, no sistema egipcio a posicdo dos elementos deste
sistema nao indica um novo numero, por exemplo, “C A | | | | | | |” representa a
quantidade 117 se estiver escrito dessa forma, ou em sequéncia diferente “| | | A | |
C | |". Isso também se aplica para a representagdao desta quantidade no material
dourado, pois teremos uma placa, uma barra e sete cubinhos dispostos de qualquer
forma. Assim, o uso de diferentes registros de representacdo pode facilitar no
desenvolvimento de diferentes habilidades e, com isso, possibilitar a apreensao
conceitual, ou seja, o desenvolvimento de um objeto matematico especifico, no

caso, o SND.

Damm (2003) analisou problemas aditivos sob a 6tica da TRRS e destacou o
nivel de congruéncia entre distintas representacdes semidticas, como a lingua
natural e a expressao aritmética. Em sua pesquisa, Damm (2003), como destacado
na secao anterior, ressalta que o grau de congruéncia presente na conversédo do
enunciado do problema (organizagéo redacional do texto) para o tratamento aditivo
(expressédo aritmética correspondente) depende de trés fatores: o primeiro concerne
a necessidade, ou ndo, de realizar uma inversdo; o segundo é referente a
correspondéncia, ou nao, entre o verbo de acao e a operacao utilizada para resolver
a situacdo (ganhar — adicdo; perder — subtracdo); e o terceiro € a presenca ou a

auséncia de verbos anténimos no enunciado da situagéo (ganhar/perder).

No Quadro 6 é possivel ver exemplos de problemas aditivos em que ha maior
e menor nivel de congruéncia. A autora aplicou um teste com 12 situacdes aditivas
e, de acordo com Passoni e Campos (2003, p. 52), “...] constatou que os trés

fatores ndo tém o mesmo peso. O da inversao, por exemplo, é mais forte que o da
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correspondéncia”. Além disso, nos problemas fortemente nao-congruentes, 0s
alunos permanecem com dificuldades mesmo na idade de 10-11 anos. Os autores,
com base em Duval (1995), destacam que, quando ha o fendbmeno da nao-
congruéncia, a conversao de registros ndo pode ser realizada diretamente, mas é
necessario passar para um terceiro registro, que se configura como um registro

intermediario.

Quadro 6: Problemas aditivos por nivel de congruéncia.

Nivel Exemplo Critérios de
de congruéncia
congruéncia estabelecidos
Estritamente | - Pedro tem 6 bolinhas de gude, joga uma partida e perde 4 | Ha correspondéncia;
congruentes | bolinhas. Quantas bolinhas tem depois da partida? nao ha inverséo; ndo ha
presenca de verbos
antdnimos.
Entre os polos | - Miguel joga duas partidas de bolinhas de gude. Na | - H& presenca de

primeira ganha 4. Na segunda, perde 6. O que aconteceu? | verbos antdnimos.
- Cristiano joga duas partidas de bolinha de gude. Na

primeira partida, ganha 5. Joga uma segunda partida. | - Nao ha
Depois dessas duas partidas ele ganhou ao todo, 9 | correspondéncia; ha
bolinhas. O que aconteceu na segunda partida? inversao.
Fortemente - Olivio joga duas partidas de bolinhas de gude. Na | Nao h&
nao- primeira ganha 2. Joga uma segunda partida. Depois | correspondéncia; ha
congruentes | dessas duas partidas, perdeu 7 bolinhas. O que aconteceu | inversdo; ha presenca
na segunda partida? de verbos antbnimos.

Fonte: Situacdes extraidas de Passoni e Campos (2003)

Os problemas nao-congruentes, segundo Damm (2003), sdo muito dificeis
para alunos de inicio de escolarizacdo, entretanto, com o uso de uma sequéncia de
ensino por meio do uso de instrumentos representativos € possivel aumentar as
taxas de acertos nesses problemas nao-congruentes. Esses instrumentos
representativos, utilizados por Damm (2003) se caracterizam por ilustracbes de
situacdes que permitam deslocamentos sobre uma semi-reta graduada, de modo
que identifique o antes, durante e depois de cada situacdo. Por meio de experiéncias
utilizando tais ilustragbes, a autora constatou que nos problemas mais dificeis (os
nao-congruentes) os alunos passaram de taxas entre 10% e 20% de acerto, antes

da sequéncia de ensino, para 60% a 80% ap0s a mesma.

Azerédo (2013), em sua tese, defende que as representacdes semiodticas da

operacdo de multiplicacdo constituem instrumentos de mediacdo pedagdgica no
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processo de ensino e aprendizagem deste contetdo. Para confirmagéo de sua tese,
a autora realizou um curso de formacgéo de professores, com carga horéaria de 30
horas, e contou com a participacdo de 8 professoras que ensinavam nos 2°, 3°, 4° e
5° anos do Ensino Fundamental, bem como seus respectivos alunos. Durante a
formacdo, foram discutidos diferentes registros de representacdo semibtica da
multiplicagcédo e foram aplicadas atividades com as turmas das professoras e 0s

resultados dos alunos foram analisados no momento da formacao.

Sobre as representacdes semidticas utilizadas pelas professoras e
produzidas pelas criancas participantes do estudo de Azerédo (2013), foi identificada
uma variedade de representacdes utilizadas pelas professoras para o0 ensino da
multiplicacéo, tais como: enunciados orais e escritos em lingua natural, desenhos,
organizagdo de grupos com material manipulavel, uso do algoritmo da adicdo, de
adicdo de parcelas repetidas e do algoritmo da multiplicagdo. As professoras
identificaram que as dificuldades apresentadas sobre o ensino da operacdo de
multiplicacdo estdo relacionadas com a necessidade de dinamizar a sala de aula,
pois os alunos, segundo elas, estdo desinteressados e desestimulados. Apesar
disso, a autora enfatiza que todos os alunos responderam as situacdes propostas
com interesse. Nas respostas dadas pelos alunos, embora se tenha identificado uma
grande variedade de uso de diferentes registros pelos alunos, nem sempre 0S usos

resultavam em acerto dos problemas.

Para a autora, o fato de as professoras usarem diferentes representacées
para o ensino reflete na grande variedade de representacdes usadas pelos alunos,
contrariando a hip6tese da autora de que o algoritmo convencional seria mais
valorizado na escola. Entretanto, segunda a autora, o uso de diferentes
representacdes nao influenciou nas respostas corretas, e, para ela, isso pode estar
relacionado ao fato de que, para isso acontecer, o professor precisa utilizad-la como
instrumento de mediacao, atribuido a elas significado, sendo os registros de
representacdo semioticas produzidos pelas criangas instrumentos potencialmente

eficazes para essa mediacao.

Azerédo (2013) abordou ainda, em uma das situagbes, 0 pensamento
combinatério (produto cartesiano). No problema se questionava quantas eram as
possibilidades de entrar e sair de um parque, havendo duas entradas e quatro
saidas e era apresentado a ilustracdo com a indicacao das entradas e saidas. Sobre



73

esse tipo de problema, a autora destacou que a dificuldade das criangas na
resolucdo de problemas combinatérios, foi mais evidente, quando comparada a
outros tipos de situacdes multiplicativas. A autora destaca que, isso foi uma surpresa
para as professoras entrevistadas, pois elas indicaram que, pelo fato da questédo
trazer a ilustracdo das entradas e saidas do parque, esperava-se que as criangas
utilizassem a ilustragcdo para representar os caminhos. Além disso, os desempenhos
nos problemas combinatdrios foram similares desde o 2° ano até o 5° ano, indicando
gue ndo houve uma gradacdo no desenvolvimento desse tipo de situacdo com o
avancar dos anos escolares na primeira etapa do Ensino Fundamental. A autora
destaca ainda que, nos problemas de produto cartesiano, isso pode estar
relacionado ao de fato de que, em turmas maiores, ndo é incentivado o uso do
desenho, que se configura como uma estratégia eficaz para a resolucdo do

problema.

Arruda e Azerédo (2015) realizaram um estudo com alunos de 3°, 4° e 5°
anos do Ensino Fundamental. Com base na utilizacdo de registros de representacao
semiodticas, a atividade com diferentes registros de representacdo se configurou
como uma mediacdo pedagdgica, envolvendo problemas multiplicativos — tais como
proporcionalidade, comparacao, divisdo e combinatéria (produto cartesiano). As
autoras encontraram, como resultados de um teste diagnéstico, indice muito alto de
erros para o problema combinatério. Destaca-se que a atividade de andlise por parte
dos alunos se configurou como uma mediacdo por meio da identificacdo de
diferentes registros semioticos, como o0 diagrama e a expressao numérica. As
autoras enfatizam que, nesta etapa de desenvolvimento da atividade de analise de
registros os indices de acertos em problemas combinatérios aumentaram de forma
consideravel, se configurando como importante o trabalho em que se da aos alunos

a oportunidade de analisar diferentes registros de representacgéao.

Maranh&o e Igliori (2003) pesquisaram sobre 0s registros de representacéo
semidtica e numeros racionais. As autoras apontam que, para o0 numero racional,
temos diferentes tipos de registros de representacdo. Sao eles: registro simbdlico
numérico (fracionario e decimal); registro simbdlico algébrico, registro simbdlico
figural e registro da lingua natural. As autoras destacam que, mesmo alunos do
Ensino Médio tém dificuldades em realizar conversdes do registro numérico decimal

(0,25) para o registro fracionario (¥4), e essa dificuldade ndo é necessariamente a
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mesma na conversdo de registro fracionério para o registro decimal. Isso porque na
conversdo de ¥ para 0,25 os alunos realizam uma divisdo (1 + 4), enquanto que
para converter do registro decimal para o fracionario (0,25 = ¥4) € necessario que o
aluno realize uma converséao seguida de uma simplificacdo, que se configura como
um tratamento dentro do préprio registro fracionario (0,25 = %®/190 = ¥4). Assim, as
autoras destacam que a

coordenacdo espontdnea de registros estd relacionada aos

fenbmenos de ndo congruéncia entre representacdes de dois

sistemas semiéticos. [...] em geral, no ensino fundamental, as

conversdes sdo menos utilizadas que os tratamentos e, quando
utilizadas, prioriza-se um dos sentidos (p.60).

Na presente pesquisa se faz importante a discussao desse estudo, apesar de
ser realizado com alunos de Ensino Médio, por sua relacdo com 0s conceitos
trabalhados desde os anos iniciais. Além disso, pelo que as autoras concluem, é
necessario que o0s resultados das pesquisas cheguem as salas de aula em
diferentes niveis de ensino, de modo que seja superada a fragilidade dos
conhecimentos matematicos do estudante brasileiro. Assim, dificuldades de
conversado de registros fracionarios e decimais podem ser superadas, se, desde 0s
anos iniciais, atividades que envolvam diferentes registros sejam oportunizadas pelo

professor.

Nessa temética, pesquisas de formacdo de professores foram realizadas,
como a de Santana, Lima, Silva e Oliveira (2013) que investigaram a percepcao de
licenciados de um curso de Pedagogia sobre diferentes registros de representacao
semiodtica de fracdo. Por meio de entrevistas clinicas, as autoras encontraram como
resultado evidéncias de dificuldades relacionadas ao conceito de fracdo e suas
representacdes, concluindo, haver necessidade de maior destaque na formacgéo
inicial de professores para os diferentes registros de representacdes semioéticas de
modo a propiciar conversdes entre registros e resultar em maior compreensao do

conceito.

Buehring (2006), por meio da coordenagdo de diferentes registros de
representacdo semibtica, analisou as contribuicdes de uma sequéncia didatica
voltada para o tratamento de dados em graficos e tabelas com alunos da primeira

série do Ensino Fundamental (entre 6 e 7 anos de idade). Para o estudo, a autora
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utilizou a engenharia didatica como metodologia de pesquisa, de modo que realizou
andlises preliminares, analise a priori das situacdes didaticas, uma experimentacéo
e uma analise a posteriori. Antes da sequéncia de ensino (experimentacéo), a autora
realizou em outra turma de alunos com a mesma faixa etaria uma pré-
experimentacdo, com o objetivo de observar algumas dificuldades que poderiam
surgir e verificar as ideias que as criangas podem construir sobre conceitos béasicos
de analise de dados. Na experimentacdo propriamente dita, a autora, elaborou
atividades, com base nos resultados da pré-experimentacdo, em que os alunos
pudessem sempre coordenar dois ou mais registros de representacao semibtica, tais
como histogramas, gréficos, tabelas e lingua natural. A autora enfatiza que durante
as atividades o duplo sentido da conversao era trabalhado, de modo que os alunos
conseguissem visualizar, em pelo menos duas representacfes distintas, 0 mesmo
objeto matematico, no caso, referente a analise de dados. Um exemplo seria a
identificacdo de quantidades em histograma e conversao para tabela e, em seguida,

retornando ao histograma para comparar as quantidades registradas.

Buehring (2006) destacou que o grafico de barras e o histograma foram as
representacfes mais utilizadas pelas criancas, inclusive ap6s a sequéncia de
ensino. No entanto, as criangas também passaram a usar dois ou mais registros de
representacdo para um objeto, no caso, os dados. Ela destaca que, com apenas
quatro momentos de ensino o0s alunos ja apresentaram maior desenvolvimento na
coordenacao de diferentes registros de representacdo e acredita que, com mais
encontros os resultados podem ser ainda melhores, com maior adequacdo na

utilizacao dos diferentes registros.

Os trabalhos aqui discutidos sao referéncia para um maior aprofundamento
do uso da Teoria dos Registros de Representacdo Semiodtica (TRRS), constituindo
base para o desenvolvimento do presente estudo, voltado para o uso de diferentes
registros de representacdo em situacdes combinatorias. A seguir serdo discutidas

pesquisas relacionadas ao raciocinio combinatério a luz da TRRS.
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3.2.2 A Combinatéria e os registros de representacdo semiotica: estudos

anteriores

Os estudos sobre o raciocinio combinatério em que a base tedrica esta nos
Registros de Representacdo Semidtica ainda sdo poucos. Em busca realizada,
tendo como palavras chaves “Combinatoria e Registros de Representacdo
Semiodtica” e “Combinatéria, Registros de Representacdo Semidtica e Anos Iniciais e
Finais do Ensino Fundamental”’, foram encontrados artigos e dissertacdes voltados
principalmente para os anos finais do Ensino Fundamental e para o Ensino Médio.
Foi encontrado apenas um artigo relacionado aos anos iniciais e que trabalha
exclusivamente com situacdes combinatérias. Os demais trabalham o campo
multiplicativo, incluindo uma situacdo combinatéria, ja discutidos na secao anterior
(AZEREDO, 2013; ARRUDA; AZEREDO, 2015). A seguir, serdo discutidos os
estudos voltados exclusivamente para o ensino e aprendizagem da Combinatéria na

Educacao Basica.

Alves (2010) realizou uma pesquisa, por meio de uma engenharia didatica,
sobre a introducdo ao pensamento combinatorio e sua relagdo com o célculo
probabilistico com alunos do 9° ano do Ensino Fundamental. Para isso, foi elaborada
e aplicada uma sequéncia de ensino por meio do uso de diferentes registros de
representacfes semiodticas. Anteriormente a esta etapa da pesquisa, foram
analisadas quatro colec¢des de livros didaticos de Matematica do 6° ao 9° ano do
Ensino Fundamental. Nesta primeira etapa, o autor destacou que o uso de diferentes
registros foi menos frequente nos livros do 6° ano, passando a ser maior nos livros
do 9° ano, quando sédo apresentadas representacbes por diagrama de arvore,
tabela, escrita de opcbes (listagem) e representacbes simbolico-numeéricas.
Entretanto, apesar da utilizacdo de diferentes registros, a conversdo, segundo o

autor, é pouco explorada.

O autor destaca que a analise dos livros realizada foi importante para a
construgdo das sequéncias de atividades presentes no modulo de ensino, pois
confirmou a necessidade do trabalho conjunto entre Analise Combinatéria e
Probabilidade, permeado da utilizacao dos registros de representacdo. A sequéncia
de ensino foi desenvolvida em quatro modulos distintos que se caracterizaram pela

resolucao de atividades em duplas, sendo que os alunos tinham um tempo de duas
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aulas para responder as situagdes e, na terceira aula havia socializacéo das ideias e
debate, momento em que os alunos podiam apresentar suas resolu¢des, davidas e
guestionamentos. No primeiro moédulo foi proposta a introducdo ao principio
multiplicativo e a exploracdo de diferentes representacdes para o calculo de
possibilidades. No segundo médulo ocorreu a exploracdo de situagbes problema e
também de exercicios com o objetivo que os alunos identificassem o tipo de
problema em que a ordem dos termos nao faz diferenca (combinacédo) e o tipo em
que a ordem é importante (arranjo e permutagcdo), em gque, mais uma vez, o uso de
diferentes registros foi uma importante ferramenta. No terceiro modulo foi introduzida
a probabilidade por meio da resolucéo de situagdes problema que, segundo o autor,
se justifica pela ligacdo intrinseca existente entre Combinatoria e Probabilidade,
buscando trabalhar as diferentes formas de se representar uma probabilidade
(fracionéria, decimal ou percentual). No ultimo mdédulo foi sugerida a sistematizacao
de conceitos da Analise Combinatoria simples, propondo uma introducdo do fatorial
e das férmulas, por meio de atividades de descoberta guiada. O autor constatou
que, a medida que os alunos foram apresentados aos diferentes registros de
representacdo, eles conseguiram perceber melhor as diferentes possibilidades nos
calculos de Analise Combinatéria, bem como discernir sobre a importancia, ou néo,

da ordem dos termos.

Fonseca (2015) realizou uma analise em livro didatico do 2° ano do Ensino
Médio aprovado no PNLD 2015. O autor destaca que as atividades que abordam o
tratamento de situacdes combinatérias utilizam, em 62,5%, representacdes
esquematicas (diagrama de arvore, tabelas, figuras, graficos e outras formas de
organizar elementos) e, em 37,5%, o tratamento se d& em representacdes
algébricas (utilizacédo direta da formula ou a utilizacdo de um algoritmo). Ja para as
conversdes, em 39 situacdes, ha transformacdo de linguagem natural para situacao
esquematica, enquanto que sao 21 situacdes com conversédo de linguagem natural
para algébrica, apenas sete de situagdo esquemética para algébrica e nenhuma
situacdo que aborde a conversdo de algébrica para esquematica. A partir desses
resultados foi proposta uma sequéncia de ensino para alunos do 2° ano do Ensino
Médio com o objetivo de proporcionar a visualizacdo das diferentes formas de
representacdo identificadas no livro didatico, privilegiando as conversdes de
representacoes.
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A sequéncia de ensino envolveu a projecéo de videos que abordam o ensino
da Combinatéria e a resolugdo de uma lista de situagBes problema. Para as
resolucdes foram utilizados registros de chegada algébricos e esquematicos, sendo
que o registro de partida consistia em linguagem natural. Para as situacfes de
combinagcdo e arranjo os alunos apresentaram maior dificuldade em utilizar uma
representacdo esquematica, diferentemente do que foi percebido nas situacdes que
envolviam o Principio Fundamental da Contagem. Apesar disso, Fonseca (2015)
concluiu que, com o desenvolvimento das aulas, os alunos passaram a se envolver
e contribuir com a resolucéo das situagdes, evidenciando que o trabalho que permite
a visualizacdo de diferentes registros de representacdo para um mesmo objeto
matematico, proporcionando a coordenacao desses registros, favorece a construcao

do conhecimento.

Nos anos iniciais, Borba, Azevedo e Bittar (2016a; 2016b) analisaram duas
colecBes do mesmo autor, sendo uma referente a Alfabetizacdo Matematica (1° a 3°
ano) e a outra de Matematica (4° e 5° anos) do Ensino Fundamental. As autoras
destacaram que, grande parte dos problemas encontrados é de produto cartesiano,
principalmente nos livros de 1° a 3° ano. Nestas cole¢des, ndo foram encontrados
problemas de arranjo. Além disso, enfatizaram que € comum a apresentacdo de
problemas com mais de uma forma de representacao (lingua natural e desenho, por
exemplo). Os problemas analisados apresentam ao menos uma conversao de
representacdes, sendo mais frequente a conversdo de linguagem natural para
listagem e de linguagem natural para expressdo numérica. Também afirmaram que
algumas atividades envolvem multiplas conversdes, como por exemplo: linguagem
natural e desenho para listagem e expressdo numeérica. Assim, nessas atividades
era solicitado, por exemplo, que o aluno realizasse uma listagem e, em seguida,
uma expressao numérica correspondente. Desse modo, destaca-se a importancia,
para o aprendizado da Combinatoria, dos livros didaticos apresentarem atividades

com multiplas conversoes.

Borba, Bittar, Montenegro e Silva (2017) também realizaram a andlise de
livros didaticos dos anos finais do Ensino Fundamental. As autoras observaram que
na analise de uma colecdo do 6° ao 9° ano foram encontradas todas as situacdes
combinatorias, diferente dos resultados encontrados na analise de livros do 1° ao 5°

ano. Apesar disso, as autoras verificaram que nao ha, nesses livros, um alerta no
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manual do professor, para os diferentes invariantes de cada situacdo combinatoria;
um ponto negativo destacado pelas autoras. Sobre as conversdes solicitadas no
livro didatico, as autoras destacaram que a conversao mais comum aconteceu do
enunciado em lingua natural acompanhado de um desenho que ilustra a situacao
para a resolucao por meio de uma expressao numérica, em geral, uma multiplicacao
que determina o numero total de possibilidades que atende a solugdo da situacgéo.
As autoras também ressaltaram a presenca de listagens, quadros e arvores de
possibilidades como representacdes utilizadas no livro didatico, enfatizando que o
uso de distintas representacdes € importante para o desenvolvimento do raciocinio

combinatério pelo aluno.

A partir desses estudos foi proposto, no primeiro estudo desta pesquisa, que
alunos do 5° ano do Ensino Fundamental identificassem conversdes de lingua
natural para listagem ou arvore e destas para a expressao numeérica e, em seguida,
no segundo estudo, foram realizadas diferentes formas de intervencdo, com alunos
de 5°, 7° e 9° anos do Ensino Fundamental, que levaram em consideracdo a TRRS
de Duval, apontando as conversdes de representacdes como uma estratégia de
desenvolvimento do raciocinio combinatério, bem como a TCC de Vergnaud, sobre

as diferentes situacdes e invariantes combinatorios.

3.2.3 A Combinatéria e o0s registros de representacdo semiotica:

contribuicdes sobre congruéncia entre diferentes registros de representacdes

Nesta secdo sdo abordados exemplos de situagcdes combinatdrias, com 0
objetivo de verificar a congruéncia entre a representacdo em lingua natural desse
tipo de situacdo com a representacdo em tratamento multiplicativo, & semelhanca do

gue foi realizado por Damm (1992) com problemas aditivos.

Como discutido anteriormente, o nivel de congruéncia entre representacdes
foi enfatizado por Duval (2009), levando em consideragdo trés critérios
fundamentais. O primeiro relativo a correspondéncia semantica, o segundo

relacionado com a presenca de univocidade semantica terminal e, por fim, o terceiro,
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gue concerne a ordenacdo das unidades significantes que compdem cada uma das

representagoes.

Nas situacOes aditivas, Passoni e Campos (2003) exemplificam, a partir dos
estudos de Damm (1992), que uma situacdo pode atender a critérios isolados ou
combinados para identificar o nivel de congruéncia entre diferentes representagdes.
A seguir serdo apresentadas diferentes exemplos de cada um dos critérios de

congruéncia para as situacdes aditivas.

Lourenco joga duas partidas de bolinha de gude. Na primeira perde 2, na

segunda perde 5. O que aconteceu?

-2 (perde duas) -5 (perde 5) =-7 (2 +5=7) (perdeu 7 bolinhas).

Nesta situacdo, o primeiro critério de congruéncia indica que nao ha
correspondéncia semantica entre o0s elementos da representacdo de partida
(linguagem natural) com a representacao de chegada (tratamento aritmético), uma
vez que na situacdo indica-se que Lourenco perdeu bolinhas, o que leva as criancas
a realizarem uma subtracéo, pois perder indica diminuir. Entretanto, € necessario

efetuar uma operacéo de adicao para indicar a quantidade de bolinhas perdidas.

No proximo exemplo é possivel destacar o segundo critério de congruéncia: a

univocidade seméantica terminal.

Miguel joga duas partidas. Na primeira ganha 4. Na segunda perde 6. O

gue aconteceu?

+4 (ganha 4) - 6 (perde 6) =-2 (6 - 4 = 2) (perdeu duas bolinhas).

Nessa situagdo, ha presenca de verbos antbnimos no enunciado e é
necessario escolher qual verbo é portador da informagéo numeérica. Assim, quando
ha presenca de dualidade, ndo € possivel haver univocidade semantica terminal,

uma vez que serd realizada a operagdo de subtracdo, entretanto ndo ha apenas
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uma unidade significante portadora dessa informacg&o, uma vez que no enunciado ha

dois verbos de acgéo: ganhar e perder.

Na situacdo a seguir é possivel identificar o terceiro critério de congruéncia de
conversao entre a representacdo em linguagem natural e o tratamento aritmético de

adicao.

Cristiano joga duas partidas de bolinhas de gude. Na primeira ganha 5.
Joga uma segunda partida. Depois dessas partidas ganhou ao todo 9

bolinhas. O que aconteceu na segunda partida?

+5(?)=+9 (9-5=4) (ganhou 4 bolinhas na segunda partida)

Neste exemplo € possivel perceber a inversdo da ordem entre as duas
representagfes, ou seja, é informado o inicio e o resultado da situacdo, sendo
desconhecido o valor intermediario. Passoni e Campos (2003) destacam que
situacdes em que é necessaria a inversdo da ordem para realizacdo da resolucao
sdo extremamente dificeis e este critério tem um peso muito forte na determinacdo

da ndo-congruéncia entre representacoes.

Nas situacdes combinatdrias, a correspondéncia semantica sempre ira
caracterizar situacfes ndo-congruentes, pois os verbos portadores da informacéo
numérica nao relacionam o carater multiplicativo implicito nas situacdes. Nas
situacdes de produto cartesiano, como se pode observar no exemplo a seguir, ha
uma relacdo direta entre os niumeros informados no problema com a operacéo a ser
realizada, entretanto, normalmente, ndo ha verbos que indiquem a necessidade de

realizar uma multiplicagéo.

Tenho 5 blusas e 3 saias. De quantas maneiras diferentes posso me vestir?

5 x 3 =15 (15 maneiras diferentes de se vestir).
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A operacgdo de multiplicacdo a ser realizada ndo € indicada por nenhum verbo
que dé pistas sobre ela, diferentemente de uma situacdo de comparacao

multiplicativa, como a exemplificada a seguir.

Uma loja do shopping vende tudo trés vezes mais caro que a lojinha da
esquina. Na loja da esquina um caderno custa R$6,00. Quanto custa o
mesmo caderno na loja do shopping?

3 x 6 = 18,00 (R$ 18,00 na loja do shopping).

Nesta situacdo, a palavra vezes, indicada na representacdo em linguagem
natural, se caracteriza como o verbo portador da informacdo numérica, havendo,

portanto, correspondéncia semantica entre as situacoes.

Nas situacbes de combinacdo, arranjo e permutacdo, além de nao haver
verbos portadores da informacdo numérica, ndo had uma relacdo direta entre a
operacdo realizada com os numeros indicados no enunciado. O que indica nao
haver uma correspondéncia semantica, nem com relacdo ao verbo portador da
informacdo, nem com 0s numeros expressos no enunciado. No exemplo de

combinacdo a seguir é possivel constatar essa situacao.

Tenho 5 frutas e vou usar 3 para fazer uma salada de frutas. Quantas

combinacgdes de trés frutas diferentes posso fazer?

(5x4x3)+(3x2)=10 (10 combinacdes).

Na situacdo de combinacdo exemplificada, a multiplicacéo resultante € 5 x 4 x
3, porque ha cinco maneiras de escolher a primeira fruta, ha quatro maneiras de
escolher a segunda fruta (uma vez que uma ja foi escolhida como primeira) e ha trés
maneiras de escolher a terceira fruta (ja que outras duas foram anteriormente
escolhidas). Além disso, na divisdo, é preciso considerar a permutacdo de trés
elementos entre si (3 x 2 x 1), uma vez que a ordem de escolha das trés frutas nao

gera possibilidades distintas.
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Nas situacbes combinatérias, como ndo ha a presenca de verbos portadores
da acdo e também ndo ha a presenca de verbos anténimos, ndo € atendido, em
nenhuma situacdo, o segundo critério de congruéncia: univocidade semantica
terminal. Destaca-se com isso que as situacfes combinatorias ndo possuem
indicagdo semantica no seu enunciado que facilite a escolha da operacéo que deve

ser realizada.

As situacBes combinatorias inversas indicam a presenca do terceiro critério
de congruéncia: a necessidade de inversdo da ordem semantica entre as duas
representacfes. No exemplo a seguir € possivel visualizar uma situacdo de produto
cartesiano inverso. Nesse exemplo destaca-se que além da inversao, também nao
ha correspondéncia semantica entre as duas representacdes, uma vez que ndo ha

um verbo de acao que indique a necessidade de diviséo.

Thalita tem algumas blusas e 2 saias. Combinando cada uma de suas blusas
com cada uma de suas saias, ela pode formar 10 trajes. Quantas blusas Thalita

tem?

10 + 2 =5 (5 blusas).

De acordo com Azevedo, Calheiros e Borba (2013), essas situacfes séo
extremamente dificeis, inclusive para alguns alunos de Ensino Médio. Os problemas
combinatoérios inversos ndo sao muito trabalhadas na Educacdo Basica, mas, as
situacOes de produto cartesiano inverso sdo as mais frequentes. Essas situacoes
séo destacadas por Selva, Borba, Campos, Bivar, Ferreira e Luna (2008), em um
estudo sobre a resolugéo de problemas multiplicativos. As autoras enfatizam que os
alunos de 32 a 52 séries (4° ao 6° anos do Ensino Fundamental) apresentam muitas

dificuldades ao resolverem problemas de produtos cartesianos inversos.

Assim, a analise preliminar realizada nesta secéo possibilita ver como sao
complexas, em termos de congruéncia, as situacfes combinatorias. Isso indica a
necessidade de mais estudos sobre o papel dos registros de representacéo
semidtica para a compreensdo desse tipo de problema — e, em particular, de cada

tipo de situacdo combinatoéria, do modo como é proposto no presente estudo. No
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proximo capitulo serdo anunciados 0s objetivos e método que visam ampliar a

discusséo sobre os RRS e as distintas situagdes combinatorias.

Além da congruéncia entre representacfes, outro aspecto importante a ser
considerado é o papel das representacBes auxiliares na atividade de converséo,
principalmente quando as representacdes de partida e de chegada sao fortemente

nao-congruentes. Na proxima secao esse aspecto é discutido com mais detalhes.

3.24 A Combinatéria e o0s registros de representacdo semidtica: a

necessidade de representacdes auxiliares de transicéo

Duval (2011) destaca a necessidade de representagbes auxiliares de
transicdo, que se caracterizam como uma representacao intermediaria. Ele enfatiza
que, entre a lingua natural e os outros registros existe “uma distancia cognitiva
consideravel” (p. 125), incluido-se outros registros simbolicos proprios da
Matematica. Para ele, isso “[...] torna dificil a conversao dos enunciados em lingua
natural para representagdes em outro registro”, sendo necessario, portanto, passar

por representacdes auxiliares de transicao.
Com o exemplo dos problemas aditivos, Duval (2011, p. 128-130) afirma que:

Para fazer compreender a resolucdo de todos os problemas aditivos,
principalmente compreendendo aqueles cujos enunciados ndo sdo
congruentes, € preciso recorrer a uma representacdo auxiliar. Essa
deve permitir separar nos enunciados os dois tipos de informacdes
relativas a situacdo descrita: aquelas relativas as fases sucessivas e
aquelas relativas aos valores numéricos. [...] Esse tipo de
representacdo auxiliar é evidentemente de transi¢cdo. Elas séo
abandonadas pelos préprios alunos logo que eles compreendem,
pois sua utilizag&o Ihes parece um procedimento lento e custoso.

Assim, Duval enfatiza que as representacbes auxiliares sao usadas
principalmente em situagdes cuja conversdo do enunciado em lingua materna para a
resolucdo em expressao numérica ndo apresentam congruéncia, ou seja, quanto
mais nao-congruente € a conversdo, maior a necessidade de uma representacao
intermediaria. Isso porque, nesse tipo de situagdo, a expressao numérica nao é clara

o suficiente para que os estudantes fagam seu uso, sem que haja uma intervencéo
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especifica. Assim, ap6s uma instru¢cdo especifica, os alunos, gradativamente,
passam a usar uma representacdo matematica que Ihes parece menos lenta e

custosa, fazendo dessa representacao auxiliar, uma representacao de transicao.

No caso das situacdes combinatérias, sendo caracterizadas pela n&o-
congruéncia na conversdo entre os registros em lingua natural do enunciado e o
registro matematico formal da sua resolucédo, uma vez que néo ha correspondéncia
semantica entre as unidades significantes das representacdes de partida e de
chegada, como ja discutido na sec¢do anterior, um registro auxiliar de transicao é

imprescindivel.

Estudos anteriores (PESSOA; BORBA, 2009; AZEVEDO; BORBA 2013)
indicam o uso de listagens para a resolucédo de problemas combinatérios como uma
representacdo utilizada pelos alunos, mesmo quando ainda ndo ha uma instrucéo
especifica sobre o conceito. As listagens realizadas pelos estudantes antes do
ensino formal de Combinatéria sdo, em geral, listagens ndo sistematizadas. A
sistematizacdo da listagem passa, essencialmente, por um processo de intervencao
que vai garantir uma melhor organizacdo das possibilidades de modo que o
esgotamento de todas é mais frequente. As autoras também destacam o uso de
quadros, diagramas e arvores de possibilidades como representacdes possiveis de

serem utilizadas.

Azevedo (2013) observou que o uso da arvore de possibilidades promoveu
avancos no levantamento de possibilidades, e, em alguns casos, possibilitou que os
alunos percebessem o0 carater multiplicativo das situagcbes combinatérias,
corroborando com os resultados encontrados por Fischbein, Pampu e Minzat (1970).
Esses autores indicam que mesmo alunos de 10 anos, com uma instrucao
especifica, por meio do uso de arvore de possibilidades, conseguem organizar e
sistematizar as informacdes e generalizar as possibilidades. Barreto e Borba (2012)
também indicam que a arvore de possibilidades, assim como a listagem
sistematizada s&o representacdes que promovem avangos no pensamento

combinatoério de adultos dos anos iniciais de escolarizacao.

Com isso, espera-se que listagens sistematizadas e arvores de possibilidades
se configurem como registros auxiliares de transi¢cado para a chegada em um registro

matematico formal como, por exemplo, o uso do Principio Fundamental da
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Contagem no Ensino Fundamental e, no caso do Ensino Médio, o uso de férmulas.
No presente estudo, se analisard o papel das listagens e da &arvores de
possibilidades como representacdes auxiliares da lingua natural para a expressao

numeérica.

No préximo capitulo serd apresentado o método da pesquisa, com a
explicitacdo dos objetivos geral e especificos dos dois estudos propostos; a

apresentacao os participantes e dos procedimentos de coleta e analise de dados.



4 OBJETIVOS E METODO
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41 OBJETIVOS

O presente estudo tem o objetivo geral de analisar o papel que a
identificacdo e as transformagfes de tratamento e de conversao de registros
tém na ampliacdo do conhecimento de distintas situacbes combinatdrias por

parte de estudantes do Ensino Fundamental.

Para o alcance desse objetivo, foram realizados dois estudos: um de
sondagem de conhecimentos e outro de intervencéo, ou seja, de ensino. Os
dois estudos da presente pesquisa tém como bases tedricas pressupostos da
Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud (1983) e da Teoria dos Registros
de Representagdo Semitdtica de Duval (2003) e também levam em

consideracdo achados de pesquisas anteriores.

Assim, busca-se nessa tese uma triangulacdo referente ao importante
papel das identificacbes e transformacOes de tratamento e de conversao de
registros no aprendizado de distintas situaces combinatérias, levando em
consideracao seus diferentes invariantes. A triangulacdo se da: 1) pelo que diz
a literatura; 2) pelo que a sondagem com as criancas aponta e 3) pelos
resultados de superacao de dificuldades no estudo de intervengéo. A primeira
parte da triangulacdo foi iniciada em capitulos teéricos anteriores e sera
retomada na discussdo dos resultados obtidos. Ja as propostas de sondagem

de conhecimentos e de intervencéo estdo descritas a seguir.

4.2 OBJETIVOS: ESTUDO 1 - SONDAGEM

e Verificar o que os alunos de anos iniciais identificam na conversao em
situacbes combinatdrias de linguagem natural para arvore ou para
listagem — Conversdo 1 — e de arvore ou listagem para expressao

numérica — Conversao 2.

e Analisar o que os alunos de anos iniciais identificam nas conversoes

de representacdes, por diferentes tipos de problemas combinatorios.
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4.3 OBJETIVOS: ESTUDO 2 - INTERVENCAO

e Investigar o efeito de intervencdes pedagdgicas, que mobilizam
transformacdes de conversao de registros, no desempenho de alunos

do Ensino Fundamental em diferentes problemas combinatérios;

e Analisar a influéncia de distintas intervencbes na conversao de
diversificados tipos de registros, bem como no tratamento efetuado

dentro do registro realizado.

e Avaliar a congruéncia dos registros auxiliares (listagem e arvore de
possibilidades) com as expressfées numéricas que podem ser
aplicadas na resolugdo dos distintos tipos de problemas

combinatorios.

4.4 METODO - ESTUDO 1

Para responder os objetivos elencados no Estudo 1, foi aplicado um
teste com 16 alunos do 5° ano de uma escola particular de Recife. A definicao
por essa turma se deu, uma vez que, por ser um teste escrito, com escolha de
alternativas e solicitacdo de justificativa foram escolhidos alunos de anos

iniciais com maior escolarizacdo e bom dominio da leitura e da escrita.

No teste, os alunos deveriam identificar dois tipos de conversées
diferentes. O primeiro tratava da conversdo de Linguagem Natural — LN (ou
lingua materna) para Arvore de possibilidades (A) ou para Listagem (L). A
segunda conversdo se dava em identificar a operacéo correta para resolucao
em Expressdo Numérica (EN), a partir de Arvore de possibilidades (A) ou de

Listagem (L).

Assim, nas situacdes apresentadas nos testes havia sempre um registro
de partida (Linguagem Natural), uma solucdo apresentada em um registro
auxiliar (Arvore de possibilidades ou Listagem) e um registro de chegada

(Expressao Numérica) apresentado em alternativas para resposta. Os testes
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eram compostos por oito situacdes combinatodrias, sendo duas de cada tipo de
problema (produto cartesiano, combinacédo, arranjo e permutacéo). Além disso,
dois diferentes tipos de teste foram elaborados (Apéndice 1), em funcdo do
modo em que era apresentada a solucdo do problema de combinacdo. No
Teste 1 os problemas de combinacdo eram apresentados na solucdo em
arvore de possibilidades ou listagem, desconsiderando os casos repetidos. No
Teste 2, os casos repetidos eram apresentados na solucdo marcados com
riscos para fins de realce de excluséo, indicando que foram desconsiderados.
Nos Quadros 7 e 8 € possivel observar exemplos de resolucao de problema de
combinacdo em que 0s casos repetidos sdo desconsiderados e outro em que

0S casos repetidos séo riscados.

Quadro 7: Problema combinatério em situacdo de combinacdo com a resolucao
por meio da listagem desconsiderando os casos repetidos.

Méarcia tem em casa quatro tipos de fruta (mamao, abacaxi, laranja e banana) e quer
fazer uma salada usando trés dessas frutas. De quantas maneiras diferentes ela pode
combinar essas frutas?

Mamao, abacaxi e laranja

Mamao, abacaxi e banana

Mamao laranja e banana

Abacaxi, laranja e banana

Fonte: A autora

Quadro 8: Problema combinatério em situacdo de combinacdo com a resolucéo
por meio da listagem considerando os casos repetidos riscados.

Marcia tem em casa quatro tipos de fruta (maméao, abacaxi, laranja e banana) e quer
fazer uma salada usando trés dessas frutas. De quantas maneiras diferentes ela pode
combinar essas frutas?

Mamao, abacaxi e laranja Abacaxi, laranja e banana

Mamao, abacaxi e banana Abacax-bananaetarania

Mamao, laranja e banana Abacax-mamas-etarania
“o. . : . h

I"Ia“"’fe’ BananRa-e &b&eE_E ; ’ ‘:EEEE : IE ok ~

Mamaeolaranja-e-abacaxi Abacaxi-mamao-e-banana
a ~ . 5 , ~ I

I . : I - ~ B _ I NE

Fonte: A autora
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Os Testes 1 e 2 foram subdivididos em duas apresentacdes cada, como
€ possivel visualizar no Diagrama 1, alternando o inicio da representacao
utilizada. Quatro criancas responderam o Teste 1 iniciando por listagem (Teste
1.1); outras quatro responderam o Teste 1 iniciando por arvore de
possibilidades (Teste 1.2); mais quatro criancas responderam o Teste 2
iniciando por listagem (Teste 2.1); e as Ultimas quatro criangas responderam o
Teste 2 iniciando por &rvore de possibilidades (Teste 2.2), perfazendo um total

de 16 criancas que responderam o teste de sondagem.

Diagrama 1: Organizacao dos diferentes tipos de testes realizados no Estudo 1.

Teste 1.1 - iniciando com as solugdes

em listagem

Teste 1 - desconsiderando
0s casos repetidos

Teste 1.2 - iniciando com as solucdes
em arvore de possibilidades
Tipos de Testes
Teste 2.1 - iniciando com as solugdes
em listagem

Teste 2 - apresentando os
casos repetidos riscados

Teste 2.2 - iniciando com as solucdes

em arvore de possibilidades

Fonte: A autora

Havia duas hipdteses com respeito a esse estudo: a primeira em que se
acreditava que os problemas de combinacdo seriam os mais dificeis de
identificar as conversoes, jA que é necessario desconsiderar casos repetidos e
as expressfes numéricas que representam a situacdo precisam levar as
repeticdbes em consideracdo, por meio da divisdo. A segunda hipotese estava
relacionada com uma maior dificuldade em identificar a segunda conversao
solicitada (para expressao numérica), uma vez que as criancas podem nao
reconhecer facilmente a expressdo numérica, ja que a mesma parece possuir
pouca congruéncia com a representacdo em arvore de possibilidades ou em

listagem.

ApOs a aplicagédo do teste de sondagem e a andlise dos desempenhos,
sentiu-se a necessidade de entrevistar alguns alunos para melhor
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esclarecimento das identificacfes realizadas. Assim, foi realizada uma entrevista
com quatro alunos que obtiveram bons resultados nos testes, ou seja,
identificaram corretamente ao menos uma das conversdes solicitadas, ou
apresentaram justificativas, corretas ou ndo. A entrevista foi realizada de modo
que os alunos analisassem as respostas do seu proprio teste e explicassem
como tinham pensando para realizar a primeira conversdo, e, em seguida,
explicar a segunda conversdo. Objetivava-se, com a entrevista, esclarecer
davidas sobre os procedimentos utilizados pelas criancas na identificacdo de
conversbes de registros e, principalmente, conseguir elementos para
compreender como se pode obter sucesso nas conversdes de linguagem natural

para arvores ou listagens e, em seguida, para expressées numéricas.

A andlise dos dados desse estudo foi quantitativa e qualitativa. Na analise
guantitativa foi observado o acerto dos alunos em cada teste proposto, em cada
conversao solicitada, bem como, pelo nimero de vezes que a justificativa dada
era, ou nao, coerente. A abordagem qualitativa aconteceu na verificacdo da
coeréncia dessas justificativas e também, na andlise da entrevista, quando os

alunos explicavam as conversoes realizadas e as justificativas dadas.

45 METODO - ESTUDO 2

No segundo estudo, baseado nos resultados do primeiro estudo, na
Teoria dos Campos Conceituais (VERGNAUD, 1983) e na Teoria dos Registros
de Representacdo Semidtica (DUVAL, 2003), buscava-se defender que
determinadas conversdes de RRS de algumas situacdes combinatérias sao
mais acessiveis quando comparadas com outras conversdes. Entretanto,
acredita-se que seja possivel auxiliar as criancas de anos iniciais (5° ano) e
adolescentes de anos finais do Ensino Fundamental (7° e 9° anos) a realizarem
esses diferentes tipos de conversdes, e, com isso, apreender 0S conceitos

envolvidos nas variadas situacdes da Combinatoria.

A escolha pelo trabalho com o final dos anos iniciais, 0 meio e o fim dos
anos finais, tem como objetivo de analisar o desenvolvimento do uso da
expressdo numeérica em cada ano de escolarizacdo, iSso porque, no primeiro

estudo, realizado apenas com criangas de 5° ano, os resultados indicaram
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maior dificuldade desses alunos em identificar a expressdo numérica que
respondia o problema combinatério. Com isso, pretendeu-se verificar se desde
0 5° ano ja é possivel trabalhar com algumas expressdes numéricas ou se esse
entendimento sé é possibilitado em anos posteriores (7° ou 9° ano). Nos 7° e 9°
anos se pretendia observar, também, como acontece a ampliacdo do
conhecimento combinatério, particularmente com relacgdo ao uso das

expressdes numericas.

Neste segundo estudo, realizado em uma escola publica municipal da
cidade do Recife, foi aplicado um pré-teste, composto por oito situacdes
combinatérias, sendo duas de cada tipo de problema, em que se perguntou
quais sao todas as possibilidades e qual a conta matematica que responde a
pergunta. Em seguida, foram realizadas distintas intervengfes e um pos-teste,
com as mesmas caracteristicas do pré-teste.

No Quadro 9 é possivel observar as situacdes do pré-teste, as quais
também foram usadas nas sessfes de intervencdo. No Quadro 10, estdo
descritas as situagcfes do pos-teste.

Diferente do pré-teste, em que todas as questfes nao ultrapassavam 24
possibilidades como resposta, no pos-teste 0s quatro primeiros problemas tinha
um numero baixo de possibilidades (entre 6 e 30 possibilidades), ja os quatro
altimos problemas estavam entre 56 e 120 possibilidade. Desse modo, para
responder os Ultimos problemas, a expressdo numérica era imprescindivel.
Além disso, tanto no pré-teste, quanto no poés-teste, os quatro primeiros
problemas apresentavam duas (produto cartesiano, arranjo e combinag&o) ou
trés (permutacdo) etapas de escolha e o0s quatro Ultimos problemas
apresentavam trés (produto cartesiano, arranjo e combinacdo) ou quatro
(permutacao) etapas de escolha.

Assim, pretendia-se avaliar os resultados de diferentes intervencdes
(descritas a seguir) na superacéo das dificuldades na conversdo e coordenacgéo
de diferentes tipos de registro de representacdo. Também se pretendia avaliar a
congruéncia entre diferentes registros de representacdo intermediarios (listagem
e arvores de possibilidades) com as expressdes numeéricas que podem ser
aplicadas na resolucdo dos distintos tipos de problemas combinatérios. As

intervengdes, realizadas com o 5° 7° e 9° anos do Ensino Fundamental,
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aconteceu com seis turmas, de modo que, para cada ano de ensino participaram
do estudo duas turmas, sendo que uma delas caracterizava o Grupo 1 e a outra

turma compds o Grupo 2.

Quadro 9: Lista de problemas combinatérios utilizados no pré-teste e na
intervencao.

1. Na festa de Sao Joado da Escola Saber o 5° ano ira dancar quadrilha. Na turma
tem seis meninos (Gabriel, Thiago, Matheus, Renato, Otavio e Felipe) e quatro
meninas (Taciana, Eduarda, Catarina e Rayssa). A professora quer que todos 0s
meninos dancem com todas as meninas. Quantos casais (um menino e uma
menina) diferentes podem ser formados?

Qual a conta que resolve esse problema?

2. De quantas maneiras possiveis pode-se escrever niumeros de dois algarismos
diferentes, usando os cinco algarismos 1, 3,5,7e 9 ?
Qual a conta que resolve este problema?

3. De guantas maneiras diferentes trés pessoas (Maria, Luis e Carlos) podem
posicionar-se numa fila do banco?

Qual a conta que resolve este problema?

4. Cinco pessoas (Beatriz, Daniel, Joana, Carlos e Marina) se cumprimentaram com
aperto de mao. Quantos apertos de méo entre pessoas diferentes foram dados?
Qual a conta que resolve esse problema?

5. Jane possui quatro blusas (amarela, rosa, laranja e vermelha), duas saias (preta
e branca), dois pares de sapato (dourado e prateado). De quantas maneiras
diferentes ela poderéa se vestir usando uma de suas blusas, uma de suas saias e
um de seus pares de sapato?

Qual a conta que resolve este problema?

6. Edinho tem alguns carrinhos e quer colocar placas neles. Ele quer usar quatro
letras (X, Y, K e W) e vai escrever trés letras em cada placa. Quantas sdo todas as
possibilidades de placas que Edinho pode fazer, sem que as letras se repitam?
Qual a conta que resolve este problema?

7. Quantas palavras com e sem sentido podem ser formadas com as letras da
palavra AMOR? Qual a conta que resolve este problema?

8. Marcia tem em casa quatro tipos de fruta (mamao, abacaxi, laranja e banana) e
quer fazer uma salada usando trés dessas frutas. De quantas maneiras diferentes
ela pode combinar essas frutas?

Qual a conta que resolve este problema?

Fonte: A autora

As intervencbes foram realizadas pela discussédo das situacOes
combinatdrias partindo do registro em Lingua Natural (LN), e chegando no registro
em Expressdo Numérica — PFC (Principio Fundamental da Contagem), com a
listagem (L) ou a arvore de possibilidades (Arv.) como registros intermediarios.

Duval destaca que o0s registros intermediarios sdo importantes

principalmente quando a situagéo é fortemente ndo-congruente com o registro
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de chegada - uma linguagem matematica. No caso dos problemas
combinatorios, que se caracterizam como ndo-congruentes com o registro em
expressdo numerica, como discutido na se¢éo 2.2.3, os registros intermediarios

se configuram como muito importantes para seu desenvolvimento.

Quadro 10: Lista de problemas combinatorios utilizados no pés-teste.

1. Para entrar no parque de diversbes, Jodo pode passar por quatro portbes de
entrada (A, B, C e D). Depois que Joao se divertir nos brinquedos do parque, ele
podera ir para casa passando por cinco saidas diferentes (E, F, G, H e I). De
guantas maneiras diferentes ele podera entrar e sair do parque?

Qual a conta que resolve este problema?

2. A turma da terceira série quer eleger o representante e o vice-representante da
turma. Ha seis alunos (Amanda, Luciana, Priscila, Jodo, Talita e Diego)
interessados nesses cargos. De guantas maneiras diferentes estes alunos podem
ser eleitos para esses dois cargos (representante e vice-representante)?

Qual a conta que resolve este problema?

3. De quantas maneiras diferentes trés pessoas (Gabriela, Leticia, e Natélia) podem
sentar-se num sofa de trés lugares?
Qual a conta que resolve este problema?

4. Seis pessoas (Daniel, Bianca, Felipe, Sandra, Carla e Francisco) vao formar duplas
para jogar pingue-pongue. Quantas duplas diferentes podem ser formadas?
Qual a conta que resolve este problema?

5. Douglas foi a uma lanchonete. No cardapio havia oito opcdes de comida
(sanduiche misto, sanduiche de frango, coxinha, empada de frango, empada de
bacalhau, pdo de queijo, enroladinho de salsicha e folheado de queijo), seis tipos
de bebida (suco de fruta, refrigerante, agua, agua com gas, suco de lata e cha
gelado) e dois tipos de sobremesa (sorvete e bolo). De quantas maneiras
diferentes Douglas podera lanchar combinando um tipo de comida, um tipo de
bebida e um tipo de sobremesa?

Qual a conta que resolve este problema?

6. Cinco turmas do 5° ano da Escola Saber (Turma A, Turma B, Turma C, Turma D e
Turma E) vao disputar um torneio de queimado. De quantas maneiras diferentes
pode-se ter o primeiro, segundo e terceiro lugar no torneio?

Qual a conta que resolve este problema?

7. De quantas maneiras possiveis pode-se escrever nimeros de cinco algarismos
diferentes, usando os algarismos 1, 3,5, 7 e 9?

Qual a conta que resolve este problema?

8. Uma escola tem oito professores (Ricardo, Tania, Luiza, Antonio, Sueli, Geraldo,
Patricia e Carlos). Para o passeio da escola serdo escolhidos trés professores
para acompanhar os alunos. De quantas maneiras diferentes podem ser
escolhidos esses trés professores?

Qual a conta que resolve este problema?

Fonte: A autora
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Desse modo, foram efetuadas duas conversdes, ou seja, a primeira do
registro de partida, caracterizado por um enunciado em lingua natural, para o
registro intermedidrio, que, nesse caso, € um registro de resolugcdo auxiliar de
transicdo (arvore de possibilidades ou listagem), mais transparente e,
considerado mais congruente com o registro de partida. A segunda conversao,
do registro intermediario para uma expressao matematica (PFC) — o registro de
chegada. O esquema que segue indica a ordem das conversfes trabalhadas

nos dois grupos do estudo.

Grupo 1: Lingua Natural >  Arvore de possibilidades » Expressdo Numérica (PFC)

Grupo 2: Lingua Natural» Listagem de possibilidades» Expressdo Numérica (PFC)

As intervencbes tiveram a mesma duracdo de tempo e nelas foram
trabalhadas as oito situa¢cdes combinatérias do pré-teste com a mesma ordem
de apresentacado dos problemas. A seguir, nos Quadros 11, 12, 13, 14, 15, 16,
17 e 18 é possivel visualizar as respostas dos problemas em cada uma das
representacfes e a passagem para o Principio Fundamental da Contagem
(PFC). De um modo geral, buscou-se na intervencdo, chegar as expressoes
numericas evidenciadas nos quadros, a partir das discussfes de escolha e
ordenacdo dos elementos. Durante a intervencdo a generalizacdo de
possibilidades era trazida pelos préprios estudantes, apdés a discussao da
representacdo intermediaria, no momento que a pesquisadora questionava
qual a conta que resolvia o problema. Em seguida, a pesquisadora iniciava a
discussdo da expressdo numérica pelo PFC, chamando atencdo para cada
etapa de escolha da situacdo e para a importancia ou ndo da ordem em cada
situacdo. Assim, o0 calculo relacional realizado pela generalizacdo de
possibilidades era, em geral, realizado pelos proprios estudantes, e o calculo

relacional do PFC era proposto pela pesquisadora.

Acreditava-se que 0s grupos que tiveram intervencgao utilizando a arvore
de possibilidades apresentariam maior facilidade em demonstrar o PFC ou uma
generalizagao de possibilidades por meio de uma multiplicacdo correspondente
a resolucéo do problema combinatorio. Isso porque, esta representacao parece

indicar com maior clareza a relagdo de um-para-muitos envolvida nas situacdes
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combinatdrias, pois a organizagdo em ramos que indicam essa ideia
multiplicativa aparentemente é mais congruente com a operacao matematica

necessaria para resolucédo de problemas.

No Quadro 11 é possivel perceber a resolucdo para o problema de
produto cartesiano com duas etapas de escolha. Na resolucdo em &rvore nota-
se que para cada uma das quatro meninas, que estdo destacadas no ramo
inicial, se tem seis meninos que podem fazer o par para a danca da quadrilha.
Na solucdo em listagem também existe a ideia destacada na arvore, entretanto,
ndo ha uma ligagdo evidenciando a relagdo um a muitos, sendo necessario
enumerar cada uma das possibilidades e realizar uma contagem. O PFC nas
situacbes de produto cartesiano € considerado pela multiplicacdo da
quantidade de elementos de cada conjunto explicito no enunciado do
problema. Na generalizacdo de possibilidades, a ideia é que, para cada
menina, € possivel formar seis casais, sendo quatro meninas, tem-se 24 casais

diferentes.

Quadro 11: Situagéo de produto cartesiano com duas etapas de escolha sendo
resolvidas por arvore de possibilidades, listagem e PFC.

PC 2 etapas: Na festa de S&o Jodo da Escola Saber o 5° ano ird dancar quadrilha. Na
turma tem seis meninos (Gabriel, Thiago, Matheus, Renato, Otavio e Felipe) e quatro
meninas (Taciana, Eduarda, Catarina e Rayssa). A professora quer que todos os meninos
dancem com todas as meninas. Quantos casais diferentes podem ser formados? Qual a
conta que resolve esse problema?

Grupo 1: Arvore de possibilidades

Gabnel Gabnel Gabnel Gabnel

///:Thiago 4 Thiago 4 Thiago Thiago
Taciana “— Matheus | Eduarda =+ Matheus | Catarina — Matheus | Rayssg — Matheus

“_*Renato Renato Renato ~* Renato

Otavio Otavio Otavio S Otavio

Felipe Felipe Felipe Felipe

Grupo 2: Listagem

Taciana e Gabriel
Taciana e Thiago
Taciana e Matheus
Taciana e Renato
Taciana e Otavio
Taciana e Felipe

Eduarda e Gabriel
Eduarda e Thiago
Eduarda e Matheus
Eduarda e Renato
Eduarda e Otavio
Eduarda e Felipe

Catarina e Gabiriel
Catarina e Thiago
Catarina e Matheus
Catarina e Renato
Catarina e Otavio
Catarina e Felipe

Rayssa e Gabriel
Rayssa e Thiago
Rayssa e Matheus
Rayssa e Renato
Rayssa e Otavio
Rayssa e Felipe

Grupos 1 e 2: PFC

4 (meninas) x 6 (meninos) = 24 possibilidades de casais.

Multiplicac@o por generalizacdo de possibilidades:
4 x 6 = 24 possibilidades.

Fonte: A autora
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No Quadro 12 destacam-se as resolugbes para a situagédo de produto

cartesiano com trés etapas de escolha.

Na arvore de possibilidades sédo consideradas as trés escolhas que sao
necessarias, permitindo a visualizacdo de que, para cada uma das quatro
blusas, € necesséria a escolha de duas saias e, para cada saia, a escolha de
dois pares de sapato. Na listagem, o que se tem é a enumeracao de todas as
possibilidades, descrevendo cada uma delas. Na situacdo com trés etapas de
escolha, o PFC se da pela multiplicacdo dos numeros dos trés conjuntos
detalhados no enunciado. Na listagem fica mais evidente a generalizacdo das
possibilidades, podendo ser efetuada uma multiplicagéo das quatro blusas que
compdem a primeira escolha vezes as quatro possibilidades para cada blusa
inicial (4 x 4).

Quadro 12: Situacdo de produto cartesiano com trés etapas de escolha sendo
resolvidas por arvore de possibilidades, listagem e PFC.

PC 3 etapas: Jane possui quatro blusas (amarela, rosa, laranja e vermelha), duas saias
(preta e branca), dois pares de sapato (dourado e prateado). De quantas maneiras
diferentes ela podera se vestir usando uma de suas blusas, uma de suas saias e um de
seus pares de sapato? Qual a conta que resolve este problema?

Grupo 1: Arvore de possibilidades

5ala preta -» sapato dourado 5ala preta —» sapato dourado
b "* sapato prateado b “* sapato prateado
Blusa amarela Blusa rosa

"% saia branca-»sapato dourado 5ala branca == sapato dourado
T sapatp prateado & g5apato prateado
5aia preta —» sapato dourado 5ala preta -+ sapato dourado
~* sapato prateado b A sapato prateado

Blusa laranja Blusa vermelha
% saia branca-»sapato dourado % saia branca-» sapato dourado
T sapato prateado T sapato prateado

Grupo 2: Listagem

Blusa amarela, saia preta e sapato dourado Blusa rosa, saia preta e sapato dourado
Blusa amarela, saia preta e sapato prateado Blusa rosa, saia preta e sapato prateado
Blusa amarela, saia branca e sapato dourado | Blusa rosa, saia branca e sapato dourado
Blusa amarela, saia branca e sapato prateado Blusa rosa, saia branca e sapato prateado
Blusa vermelha, saia preta e sapato dourado Blusa laranja, saia preta e sapato dourado
Blusa vermelha, saia preta e sapato prateado | Blusa laranja, saia preta e sapato prateado
Blusa vermelha, saia branca e sapato dourado Blusa laranja, saia branca, sapato dourado
Blusa vermelha, saia branca e sapato prateado | Blusa laranja, saia branca e sapato prateado

Grupos 1 e 2: PFC
4 x 2 x 2 = 16 possibilidades

Multiplicacdo por generalizacao de possibilidades:
4 x 4 = 16 possibilidades

Fonte: A autora
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Na situacdo de arranjo com duas etapas de escolha, € possivel
perceber, observando o Quadro 13, que para a escrita dos numeros é
necesséaria a escolha do primeiro algarismo, que pode ser qualquer um dos
cinco citados no enunciado. Em seguida € necessaria a escolha do segundo
algarismo, que pode ser qualquer um dos quatro algarismos ainda nao

escolhidos na primeira etapa.

Assim, na resolucdo em arvore de possibilidades € possivel perceber
que para cada algarismo em primeira escolha, tem-se quatro algarismos
possiveis para a segunda escolha. Na resolucdo em listagem, ha essa relacdo
implicita na organizagéo sistematica da enumeracao de cada possibilidade, que
também pode evidenciar uma generalizacdo das possibilidades. Desse modo, o
PFC se caracteriza pela multiplicacdo do numero de possibilidades para cada
escolha, que ndo se encontram explicitos no enunciado, diferente dos

problemas de produto cartesiano.

Quadro 13: Situacdo de arranjo com duas etapas de escolha sendo resolvidas
por arvore de possibilidades, listagem e PFC.

Arranjo 2 etapas: De quantas maneiras possiveis pode-se escrever nimeros de dois
algarismos diferentes, usando os cinco algarismos 1, 3, 5, 7 e 9 ? Qual a conta que
resolve este problema?

Grupo 1: Arvore de possibilidades

k) 1 1 1 1
2 2 3 3 3
177 3 é’: 5 é 14 aé
i
q { ~,1 ~ L 2 ~32
3 2 3 3 L
Grupo 2: Listagem
13 31 51 71 91
15 35 53 73 93
17 37 57 75 95
19 39 59 79 97

Grupos 1 e 2: PFC
5 x 4 = 20 possibilidades

Multiplicacéo por generalizacéo de possibilidades:
5 x 4 = 20 possibilidades

Fonte: A autora
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No Quadro 14 é possivel visualizar as resolugcdes para a situacdo de
arranjo com trés etapas de escolha. Na arvore de possibilidades tem-se, no
primeiro nd, a escolha da primeira letra da placa, sendo possivel qualquer uma
das quatro letras citadas no enunciado. Para a escolha da primeira letra,
seguem trés possibilidades de escolha para a segunda letra e, para cada
possibilidade de escolha da segunda letra seguem duas possibilidades para a

escolha da terceira letra.

Na listagem essa organizacdo esta implicita na enumeracdo de cada
uma das possibilidades, sendo a generalizacdo de possibilidades mais
evidente, ou seja, para cada uma das quatro letras iniciando a listagem,
seguem seis possibilidades, sendo possivel de ser resolvido pela multiplicagéo
dessas quantidades (4 x 6). A passagem para o PFC se da pela multiplicacdo
das possibilidades para cada etapa de escolha, evidenciado na explicacdo da

arvore de possibilidades (4 x 3 x 2).

Quadro 14: Situacdo de arranjo com trés etapas de escolha sendo resolvidas
por arvore de possibilidades, listagem e PFC.

Arranjo 3 etapas: Edinho tem alguns carrinhos e quer colocar placas neles. Ele quer usar
quatro letras (X, Y, K e W) e vai escrever trés letras em cada placa. Quantas sao todas as
possibilidades de placas que Edinho pode fazer, sem que as letras se repitam? Qual a
conta que resolve este problema?

Grupo 1: Arvore de possibilidades
Y+ K X— K X*Y XK—= Y

XaaKZY |Yo2K =X |[K¥V > X |W—Y*X

S NG NG N

W—= Y W—*X W— X K> X

™K K TRy TRy

Grupo 2: Listagem

XYK YXK KXY WXY
XYW YXW KXW WXK
XKY YKX KYX WYX
XKW YKW Kyw WYK
XWY YWX KWX WKX
XWK YWK KWY WKY

Grupos 1 e 2: PFC
4 x 3 x 2 = 24 possibilidades

Multiplicac@o por generalizacdo de possibilidades:
4 X 6 = 24 possibilidades

Fonte: A autora
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No Quadro 15 nota-se a resolucdo em arvore de possibilidades e por
listagem da situacdo de permutagcéo com trés etapas de escolha. Na resolucao
em arvore tem-se que, para a primeira pessoa na fila do banco é possivel
escolher qualquer uma das trés descritas no enunciado. Para a segunda
pessoa da fila, ja tendo escolhido uma das trés para a primeira posicéo, restam
duas possibilidades e para a terceira pessoa da fila, sobra apenas uma. Assim,
o PFC fica explicito nessa atividade (3 x 2 x 1). Na resolugdo em listagem a
enumeracgdo das possibilidades indica que, para cada uma das trés pessoas
escolhidas como primeira da fila, tem-se duas possibilidades, indicando uma
generalizacao de possibilidades, que pode ser indicada por uma multiplicacédo
(3x2).

Quadro 15: Situacdo de permutacdo com trés etapas de escolha sendo
resolvidas por arvore de possibilidades, listagem e PFC.

Permutacdo 3 etapas: De quantas maneiras diferentes trés pessoas (Maria, Luis e
Carlos) podem posicionar-se numa fila do banco? Qual a conta que resolve este
problema?

Grupo 1: Arvore de possibilidades

hMaria —= Luis —= Carlos | Luis —= Maria — Carlos | Carlos — hMaria —= Luis
~* Carlos —» Luis. T Carlos —» Maria T Luis —s» Maria

Grupo 2: Listagem
Maria, Luis e Carlos Luis, Maria e Carlos Carlos, Maria e Luis
Maria, Carlos e Luis Luis, Carlos e Maria Carlos, Luis e Maria

Grupos 1 e 2: PFC
3 x2x1 =6 possibilidades

Multiplicacéo por generalizacéo de possibilidades:
3 x 2 = 6 possibilidades

Fonte: A autora

No Quadro 16 é possivel observar as diferentes representacoes
utilizadas para resolucdo da situacdo de permutacdo com quatro etapas. Na
arvore de possibilidades, podem ser escolhidas qualquer uma das quatro letras
para a primeira posicdo, sendo que para a segunda escolha restam trés letras,
para a terceira escolha, duas letras e para a quarta escolha, resta apenas uma
letra. Nesse sentido, se evidencia o PFC, pela multiplicacado das possibilidades

em cada etapa de escolha. Na listagem, sdo enumeradas cada uma das
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palavras possiveis de serem formadas, ficando evidente também a
possibilidade de resolugéo pela generalizagéo das possibilidades, ou seja, para
cada uma das quatro letras que podem iniciar a palavra, tem-se seis

possibilidades diferentes, sendo possivel realizar uma multiplicacao (4 x 6).

Nas situacdes de combinacdo, para que fosse possivel identificar a
necessidade do uso da operacao de divisdo, além da multiplicacéo ja realizada
nos outros tipos de problemas combinatorios, foi decidido, a partir dos
resultados do primeiro estudo, o uso de riscos nas possibilidades repetidas — o
qual gerou melhor desempenho. Esse procedimento pode auxiliar alunos a
perceberem que a ordem dos elementos ndo forma possibilidades distintas

nesse tipo de problema, sendo necessario dividir pelo nimero de casos iguais.

Quadro 16: Situacdo de permutacdo com quatro etapas de escolha sendo
resolvidas por arvore de possibilidades, listagem e PFC.

Permutacéo 4 etapas: Quantas palavras com e sem sentido podem ser formadas com as
letras da palavra AMOR? Qual a conta que resolve este problema?

Grupo 1: Arvore de possibilidades

M—=0 — R A— 0—*R A— M — R A—M— 0
“r—=o | /S “r—0| /S T*R—M| ¥ TH*o0— M
A—aO—+R—M | M>O0>+ A—R|0O+M—>A — RR—a>M-—7—4A — 0
N AMR | TR — A . R Al T*O0 > A
R—=*>0—*M R—* A—* O R—>A— M O—>M—> A
M0 TR0 —* 4 TP M —aA T A M
Grupo 2: Listagem
AMOR MAOR OAMR RAMO
AMRO MARO OARM RAOM
AORM MOAR OMAR RMAO
AOMR MORA OMRA RMOA
AROM MRAO ORAM ROMA
ARMO MROA ORMA ROAM

Grupos 1 e 2: PFC
4 x 3 x2x1 =24 possibilidades.

Multiplicacdo por generalizacao de possibilidades:
4 x 6 = 24 possibilidades

Fonte: A autora

No Quadro 17 é possivel observar os diferentes tipos de resolugéo por
meio do uso da arvore de possibilidades e da listagem para a situacdo de

combinagao com duas etapas de escolha.
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Na arvore de possibilidades sdo escolhidas qualgquer uma das cinco
pessoas que podem iniciar o aperto de mao, considerando que as outras
quatro fardo parte da segunda escolha, ou seja, a segunda mao presente na
acdo. Entretanto, sdo riscados 0s casos repetidos, uma vez que nao €
necessario inverter a ordem dos apertos de mao. Nesse caso, o PFC se da
pela multiplicagéo das possibilidades para cada etapa de escolha, dividido pela
Na

possibilidades incluindo as repeticbes para depois riscar 0s casos repetidos,

quantidade de casos iguais. listagem sdo enumeradas todas as
chegando no PFC. No caso das situacdes de combinacéo, a generalizacdo das
possibilidades acontece pela multiplicagdo da quantidade de elementos do
grupo pela quantidade de possibilidades para um elemento na primeira
posicdo, mas, como a ordem nao gera possibilidades distintas, é necessario
dividir pelo nimero de casos repetidos da mesma possibilidade, ou seja,
considerando que o aperto de mao dado por Beatriz e Daniel € 0 mesmo aperto
de mao dado por Daniel e Beatriz, este ndo precisa ser contado duas vezes. E
isso também vale para os demais casos. Assim, no total de 20 possibilidades,
10 delas (a metade) esta repetida, sendo necessario dividir por dois para que

nao seja contado o mesmo aperto de mao duas vezes.

Quadro 17: Situacdo de combinacdo com duas etapas de escolha sendo
resolvidas por arvore de possibilidades, listagem e PFC.

Combinacédo 2 etapas: Cinco pessoas (Beatriz, Daniel, Joana, Carlos e Marina) se
cumprimentaram com aperto de méo. Quantos apertos de méo entre pessoas diferentes
foram dados? Qual a conta que resolve esse problema?

Grupo 1: Arvore de possibilidades

Daniel o Bsatnz o Esatnz o Esatnz _x Esatnz

Beatriz —» Joana | Daniel —* Joana | Joana —® Daniel | Carlos —* Daniel | Marna —* Danial

T Carlos * Carlos ™ Carlos ™ loana ™ loana

Marina Marina T Marina Marina e Cados

Grupo 2: Listagem

Beatriz e Daniel Daniele Beatriz | JoanaeBeatriz | Carlose Beatriz Marinae Beatriz
Beatriz e Joana Daniel e Joana Joana-e Daniel Gatlose Daniel Marinae Daniel
Beatriz e Carlos Daniel e Carlos | Joana e Carlos GarleseJoana Marinae-Joana
Beatriz e Marina Daniel e Marina | Joana e Marina | Carlos e Marina Marinae Carles

Grupos 1 e 2: PFC

5x 4 +2 =10 possibilidades

Multiplicacé@o por generalizag&o de possibilidades:

5x4=20 20

+2=10

Fonte: A autora
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No Quadro 18 é possivel visualizar as resolugbes para a situacdo de

combinacgéo com trés etapas de escolha.

Quadro 18: Situacdo de combinacdo com trés etapas de escolha sendo
resolvidas por arvore de possibilidades, listagem e PFC.

Combinacédo 3 etapas: Marcia tem em casa quatro tipos de fruta (mamao, abacaxi, laranja
e banana) e quer fazer uma salada usando trés dessas frutas. De quantas maneiras
diferentes ela pode combinar essas frutas? Qual a conta que resolve este problema?

Grupo 1: Arvore de possibilidades

Abacaxi "T: Laranja Mamio ‘“T: Laranja

Banana Bapana

Mamah Laranja Banana Abacaxi Laranja E— IMamao

Abacaxi Bapana

Ab i B . Abacaxi La;anjta

acaxi - anana —,
Mamis blamas
Mamdo Banana Laranja Mamdo
Grupo 2: Listagem
Mama&o, abacaxi e laranja Abacaxi-mamaoc-elaranja
Mam&o abacaxi e banana Abacaxi-mamae-e-banana
Mamao, laranja e banana Abacaxilaranja-e-mamao
0. ) : : !
Mamae—la~ , anja-e abaea;el' ’ tbl aea;;'l, :E“ anjar & banana
Mamae—ba~ , haha-e abaea_ Xt | iy :

Laranja, abacaxi e banana Banana-abacaxi-elaranja

Grupos 1 e 2: PFC
4 x 3 x 2+ 6 =4 possibilidades

Multiplicacéo por generalizacao de possibilidades:
4x6=24 24+6=4

Fonte: A autora

Na listagem das possibilidades, séo listadas todas as possibilidades com
cada uma das frutas iniciando a enumeracao e, em seguida, séo riscados 0s
casos repetidos. Na arvore de possibilidades séo escolhidas qualquer uma das
quatro frutas para a primeira escolha. Na segunda escolha restam trés frutas e
para a terceira escolha restam duas frutas. Em seguida séo riscados os casos
repetidos, uma vez que a ordem de escolha das frutas ndo gera novas

possibilidades. Nesse caso, o PFC se da pela multiplicacédo das possibilidades
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em cada etapa de escolha, dividido pelo nimero de vezes que a mesma
escolha se repete. Na situacdo de combinacdo com trés etapas de escolha a
generalizacao de possibilidades acontece pela multiplicacdo da quantidade de
elementos do conjunto dado pela quantidade de possibilidades de um elemento
na primeira posicao, dividido pelo numero de repeticbes da mesma
possibilidade, isso porque cada uma das quatro possibilidades apresenta seis
maneiras diferentes de ordenacdo (por exemplo a possibilidade — mamaéo,
abacaxi e banana que pode ser escrita nessa ordem ou nas ordens: mamao,
banana e abacaxi; abacaxi, mamao e banana; abacaxi, banana e mamao;
banana, maméo e abacaxi; banana, abacaxi e maméo) e, como nesse tipo de
situacdo a ordem ndo importa, € necessario dividir pelo nimero de repeticbes.
Essa discussdo era realizada durante a entrevista para compreender a

necessidade de divisdo na expressdo numérica dessa situacao.

A analise dos resultados se deu de forma quantitativa e qualitativa. Para
uma analise, prioritariamente quantitativa, foi utilizado o software de analise
estatistica Statistical Package for the Social Sciences — SPSS. Para a analise
qualitativa foram examinadas as conversbes e 0s tratamentos das

representacodes utilizados pelos alunos nas diferentes etapas da pesquisa.

Acredita-se que, ambos os modos de intervencdo, sendo ele por meio
da arvore de possibilidades ou pela listagem, provocariam avangos nos
raciocinios combinatérios dos alunos, mas acreditava-se em maior avanco do
grupo que usou as arvores, principalmente com relacdo a percepcdo do

raciocinio multiplicativo implicito nas situacées combinatorias.

As intervencdes realizadas tencionam abordar a ideia do trabalho por
meio da coordenacao de diferentes registros, pois, essa tarefa € apontada por
Duval (2011) como fundamental para que haja o desenvolvimento dos
conhecimentos sobre um determinado conceito e, com isso, poder fazer com

gue nédo se confunda o objeto com sua representacao.

Além disso, também foi objetivo identificar a congruéncia, ou néo, entre
esses registros, observando o desempenho dos alunos antes e apoOs as
intervencdes nos diferentes grupos, visando analisar como esses

desempenhos, nos diferentes grupos, podem indicar qual das representagcdes
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intermediarias utilizadas possuem maior congruéncia com a expressao
numérica, de modo que seja possivel perceber qual representacdo implica
numa conversao mais transparente entre o registro de partida e o registro de
chegada. Nesse caso, a analise se deu de forma guantitativa, com 0 uso do
software SPSS. Assim, pretendia-se identificar como melhor incentivar
desenvolvimento do raciocinio combinatério, de modo que fossem
reconhecidas diferentes representacbes para a resolugcdo de problemas

combinatorios.



5 RESULTADOS DO
ESTUDO 1:
APRESENTACAOE
DISCUSSAO
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Neste capitulo sdo discutidos os resultados do Estudo 1. Assim, é
apresentada a sistematizacdo e discussdo de dados quantitativos, bem como as
analises de protocolos de resolucdo de alunos. A primeira secdo aborda a
identificacdo de conversbes pelos alunos, destacando os diferentes tipos de
conversdes apresentadas em distintos registros de representa¢cdes, bem como os
diferentes tipos de testes resolvidos pelos alunos. Na segunda secédo tem-se a
discussdo sobre a identificacdo de conversdes levando em consideracdo o0s
diferentes tipos de problemas combinatorios. Em todos os testes os alunos
precisavam justificar as conversfes realizadas e na terceira secdo deste capitulo
sdo analisadas essas justificativas. Na quarta e Ultima secdo sédo apresentados 0s
resultados da entrevista realizada com quatro alunos, de modo que € discutido como

eles explicam a identificacéo das conversfes apresentadas.

5.1 IDENTIFICANDO DIFERENTES CONVERSOES DE REPRESENTACOES
SEMIOTICAS EM SITUACOES COMBINATORIAS

Como anteriormente descrito no capitulo de Método, para o primeiro estudo
foi elaborado um teste de sondagem, no qual era solicitado que 16 alunos do 5° ano
do Ensino Fundamental identificassem as conversdes realizadas em trés registros
de representacdes semioticas diferentes, de modo que fosse possivel analisar se e
como esses alunos coordenavam diferentes representacdes de um mesmo obijeto,
ou seja, de uma mesma situacdo combinatéria. Em quatro situacbes, os trés
registros envolvidos eram: linguagem natural, listagem e expressdo numérica; e nas
outras quatro situacdes os trés registros eram: linguagem natural, arvore de

possibilidades e expressdao numérica.

Na Tabela 1 pode-se observar a quantidade de identificacdes corretas para
as conversfes solicitadas nos diferentes tipos de teste (Teste 1 — problema de
combinagdo desconsiderando 0s casos repetidos; Teste 2 — problema de
combinagdo com a apresentagcdo dos casos repetidos riscados), sendo a primeira
conversado de linguagem natural para listagem ou arvore e a segunda conversao de
listagem ou arvore para a expressdo numeérica. O primeiro tipo de teste foi

respondido por oito alunos e o segundo tipo pelos oito alunos restantes, sendo que
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em cada subtipo do teste quatro alunos responderam iniciando com arvores e 0s
outros quatro iniciando por listagem de possibilidades. Assim, para o primeiro teste
eram possiveis 32 acertos, sendo 4 em cada tipo de problema combinatério. O
mesmo cenario acontece no segundo tipo de teste. Somando os dois tipos de teste,

seriam possiveis 64 acertos.

Tabela 1: Identificagbes corretas em cada conversao por tipo de problema
combinatorio (de possiveis 4 acertos) e por tipo de teste (de possiveis 32 acertos).

[ conversior || Conversioz |
- LN > L LN>A L->EN A > EN
3 2 0 0
2 0 0 0
1 2 0 0
3 2 1 1
0 2 0 2
2 1 1 0
1 4 0 0
2 1 0 0
_ 14/32 14/32 2/32 3/32
2 1 2 1
4 3 1 0
3 2 0 3
3 3 2 3
2 2 2 2
1 2 2 2
A 3 2 2 1
P 4 4 3 1
_ 22/32 19/32 14/32 13/32
_ 36/64 33/64 16/64 16/64

LN: Lingua Natural; L: Listagem; A: Arvore de possibilidades; EN: Expressées Numéricas
PC: Produto Cartesiano; C: Combinacao; A: Arranjo; P: Permutagéo.
Fonte: Autora mediante pesquisa.
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Observando a Tabela 1, é possivel perceber que identificar qual listagem ou
qual arvore de possibilidades representa o enunciado registrado em lingua natural
foi mais facil para os estudantes, em comparacdo com a segunda conversao
solicitada — da listagem ou da arvore para uma expressao numeérica correspondente.
Destaca-se que é possivel que os alunos tenham realizado uma converséo direta do
enunciado para a expressdo numeérica, e, acredita-se que os alunos que realizaram
essa conversdo, provavelmente apresentaram maior dificuldade na atividade. Na
conversdo de lingua natural para listagem 36 itens (de possiveis 64) foram
respondidos corretamente e, na conversao de lingua natural para arvore foram 33
itens. Ja nas segundas conversdes realizadas, o acerto caiu cerca de 50% (16 itens

respondidos corretamente, tanto a partir de listagens, quanto a partir de arvores).

Segundo Duval (2009), a identificacdo de um objeto matemético a partir da
diversidade de registros de representacdo semiética indica que h& apreensao conceitual
desse objeto. Cada registro, seja ele em lingua natural, diagramas ou simbdlico
matematico se configura como “[...] sistemas de representacdo muito diferentes entre si

e que colocam, cada um, questdes de aprendizagens especificas” (p. 38).

Assim, nos resultados observados, ha diferentes niveis de identificacdo das
situacdes combinatérias apresentadas em lingua natural, arvores de possibilidades
ou listagens e expressdes numéricas. Da linguagem natural para a arvore ou para a
listagem, a identificacdo pode ter sido facilitada, uma vez que ha correspondéncia de
cada elemento enunciado na linguagem natural para 0 seu registro nas
representacdes intermediarias. Ja na identificacdo desses elementos descritos em
arvores ou listagens, para o descrito nas expressfes numeéricas, € necessario
identificar nos simbolos numéricos o0s elementos presentes nas representacdes
intermediérias, o que pode indicar a maior dificuldade em identificar o conceito nessa

representacéo formal da situacgéao.

A conversao de lingua natural para listagem e da lingua natural para arvore
de possibilidades praticamente ndo apresentou diferencas o que, de certo modo, €
surpreendente, pois implica que as criangas entenderam igualmente bem o registro
em lista e em arvore. Esse resultado pode levar a suposi¢cao de que, possivelmente,
os alunos desta pesquisa ja trabalharam antes com arvores de possibilidades, uma
vez que estudos anteriores (AZEVEDO, 2013) indicam que essa representacdo nao

é utilizada de forma espontanea, sendo necessaria instrucdo especifica para as
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criangas entenderem como usar esse modo de representar situac6es combinatorias.
Dessa forma, ndo houve diferencas em desempenho na identificacdo da conversao
de lingua natural para arvore ou para listagem, o que parece indicar que ha
congruéncia entre arvores e listagens sistematicas, uma vez que para cada
elemento presente na listagem ha um correspondente na arvore de possibilidades
(critério de correspondéncia semantica). O mesmo ndo ocorre entre
listagens/arvores e a expressao numerica, uma vez que, na lingua natural todos os
elementos dos conjuntos estavam presentes nos enunciados e 0S Mesmos
elementos se fizeram presentes tanto nas listagens quanto nas arvores, entretanto,
essa mesma transparéncia (presenca de todos os elementos) ndo esta presente nas

expressdes numéericas.

A dificuldade apresentada na segunda conversdo (de arvore de possibilidades
ou de listagens para expressées numéricas) confirma a hipotese de que identificar a
expressao numérica que responde uma dada situacdo combinatdria € uma tarefa muito
dificil para os estudantes de anos iniciais. Ressalta-se que a dificuldade identificada

para esta segunda conversao se deu tanto a partir de arvores, quanto de listagens.

Segundo Borba, Azevedo e Bittar (2016) alguns livros didaticos, desde os
anos iniciais, ja propdéem a conversao para a expressdao numérica, mas apenas em
situacdes de produto cartesiano. Ressalta-se que esse tipo de conversdo pode ser
possivel nesse nivel de ensino, mas ndo deve ser considerado como algo que os
alunos precisem reconhecer de imediato. Assim, a hipotese deste estudo que este
tipo de conversdo seria uma atividade mais complexa se confirma em funcdo dos

critérios de congruéncia para a identificacdo de conversdes realizadas.

Ainda na Tabela 1, é possivel observar que para o Teste 1 houve menor
namero de acertos nas conversdes solicitadas quando comparado com o Teste 2,
sendo para a primeira conversao 28 respostas corretas no Teste 1 (14 para a
conversao de lingua natural para a listagem + 14 para a conversao de lingua natural
para a arvore) e, no Teste 2, 41 itens respondidos corretamente (22 para a
conversao de lingua natural para a listagem + 19 para a conversao de lingua natural
para a arvore). Ja para a segunda conversao o Teste 1 apresentou apenas cinco
casos (2 para a conversao de lingua natural para a listagem + 3 para a conversao de
lingua natural para a arvore) com resposta correta, e no Teste 2 em 27 itens houve

resposta correta (14 para a conversao de lingua natural para a listagem + 13 para a
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conversdo de lingua natural para a arvore). A Unica diferenca destes testes se
caracterizava pelas situacbes de combinacdo em que eram apresentados 0s casos
repetidos desconsiderados — Teste 1, ou casos repetidos riscados — Teste 2. Nessas
situacdes, para o Teste 1, apenas em um caso houve resposta correta para a
segunda conversao, enquanto que para o Teste 2 em cinco itens de combinacao
houve resposta correta para a conversao para a expressdao numerica. A dificuldade
nessa conversao para esse tipo situacdo se da em funcdo do fato que as
combinagdes requerem forma de registro diferenciado e as maneiras de registrar os
casos repetidos tém influéncia no modo como os estudantes identificam as
conversdes. Isso reforca a hipétese que as conversbes e, em particular, a
identificacdo de conversdes sao influenciadas pelas diferentes situacdes
combinatérias. Assim, destaca-se a importancia da analise envolvendo as duas

teorias base dessa pesquisa, a TCC e a TRRS.

Nas respostas dadas pelos estudantes, € possivel verificar que ha muitas
dificuldades em reconhecer, principalmente, a expressdo numérica envolvida na
resolucdo do problema, porém, os alunos também tiveram algumas dificuldades em
identificar a arvore de possibilidades e a listagem, correspondentes a resolucao da
situacdo combinatéria apresentada em linguagem natural. Esse é o caso da
resolucao retratada na Figura 2 na qual um aluno diante de uma situacao de arranjo
nao consegue identificar qual a listagem que corresponde ao problema apresentado
em linguagem natural. Destaca-se que 0 aluno marcou como Opg¢ao correta a
resposta de ‘Jo&o’, que nao se utilizou de uma listagem sistematica e, por isso, nédo

esgotou todas as possibilidades.

Em algumas situagdes, os estudantes indicavam corretamente a arvore ou a
listagem que respondia a situacdo correspondente em lingua natural, mas escolhiam
a alternativa que resultava em outro niamero de possibilidades, o que se configura
numa inconsisténcia, uma vez que se a arvore ou a listagem apresentava seis
possibilidades, por exemplo, a resposta dada em expressdo numeérica também
deveria resultar em seis possibilidades. Nesses casos, ndo se pode afirmar se 0s
estudantes estdo conscientes de qual arvore de possibilidades ou qual listagem, de
fato, representa a solucdo da situacdo. Um exemplo de aluno que identificou
corretamente a primeira conversao, mas que assinalou um numero diferente de

possibilidades pode ser visto na Figura 3 a seguir.
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Figura 2: Situacdo de arranjo na qual a identificacdo da primeira conversao (de
linguagem natural para listagem) esta incorreta, dada pelo Aluno 8.

i. Edinho tem alguns carrinhos e quer colocar placas neles. Ele quer usar quatro letras (X, |Yca':
W) e vai escrever trés letras em cada placa. Quantas séo todas as possibilidades de pia
que Edinho pode fazer, sem que as letras se repitam?

Jo&o respondeu assim:

XKY XWY
WKY YKX
YWK KXY
KYX YXK
KwWY WXY
WYK XYK

Maria Respondeu assim:

XYK YXK KXY WXY
XYW YXW KXW WXK
XKY YKX KYX WYX
XKW YKW KYW WYK
XWY YWX KWX WKX
XWK YWK KWY WKY

o ¢
Qual dos dois vocé acha que esta certo? __ S

a .
Qual a operagdo que vocé acha que resolve esse problema?

a)y4+4+4=12 <+—
c) 4x3x2=24

d) 4x3=12

Justifique sua resposta:
vr./ i /

Fonte: Autora mediante pesquisa.

Figura 3: Situacdo de permutacdo na qual a identificagcdo da primeira conversao
(linguagem natural para arvore) esta correta e da segunda conversao incorreta
(arvore para expressao numeérica), dadas pelo Aluno 6.

4. De quantas maneiras possiveis pode-se escrever nimeros de trés algarismos diferentes,
usando os algarismos 3, 5e 7?

Jodo respondeu assim:

19 20 30 10 20 30 10 20 3¢
Algarismo Algarismo Aigarismo Algarismo  Algarismo  Algarismo  Algarismo Algarismo Algarismo

ﬂ{zg ;:ég—g ———

N . \-—

Maria respondeu assim:

12 2 3¢ 1 2 3
alzarismo algansmo algansmo algarismo algarismo algarismo &::mo Mli’wn .lk::ma

e 5 EE o & EE . N
sn-mn s sn g

Qual dos dois vocé acha que esta certo? fmw‘,

Qual a o géo\que vocé acha que resolve esse problema?
a) 3x3=9) ¢—

c) 3+6=9
d) 3+3=6

Justifique sua resposta:

Fonte: Montenegro, Borba e Bittar (2016, p. 8)
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Nesse caso, ndo se pode afirmar se o aluno fez a identificacdo do tratamento
adequado da arvore de possibilidades, pois, 0 resultado desse tratamento seriam
seis possibilidades, e o aluno, na segunda conversao, indica que a resposta seriam
nove possibilidades, a partir de uma multiplicacdo incorreta, uma vez que, o aluno
pode ter feito a conversdo do enunciado diretamente para a expressao numérica e
nao utilizou a arvore como intermediaria. Assim, a identificacéo correta da conversao
da linguagem natural para arvore nao foi suficiente para identificar a expressao

numerica correspondente.

A dificuldade em perceber a expressdo numérica correta também pode ser
visualizada no exemplo da Figura 4. Neste caso, o0 estudante identificou a listagem
correta para a resolugéo do problema de permutacéo, justificou a resposta de modo
que demonstrou o entendimento da situacdo, entretanto, identificou a operagéo
errada. Isso reforca a hipétese discutida nesse estudo de que a identificacdo da
expressao numeérica que responde as situacdes combinatérias € muito dificil para
alunos dos anos iniciais e ndo pode ser tratado como uma atividade trivial — como

ocorre em livros didaticos analisados por Borba, Azevedo e Bittar (2016a e 2016b).

Figura 4. Resposta correta do Aluno 5 para a primeira conversao com justificativa
correta para a solucdo de problema de permutacdo e com a segunda conversao
incorreta.

De quantas maneiras diferentes trés pessoas (Maria, Luis e Carlos) podem posicionar-se numa
fila do banco?

Jodo respondeu assim:
Maria, Luis e Carlos.

Carlos, Luis e Maria.
Luis, Maria e Carlos.
Carlos, Maria e Luis.
Luis, Carlos e Maria.
Carlos, Luis e Maria.
Maria, Carlos e Luis.
Luis, Carlos e Maria.
Maria, Luis e Carlos.

Maria respondeu assim:
Maria, Luis e Carlos. Luis, Maria e Carlos. Carlos, Maria e Luis.
Maria, Carlos e Luis. Luis, Carlos e Maria. Carlos, Luis e Maria.

Qual dos dois vocé acha que esta certo? /) J0/o-

Qual a operagéo que vocé acha que resolve esse problema?
a) 3x2x1=6
b) 3x3=9
c) 3+6=9

@ 3+3=6 4— | Expressdo numérica incorreta |

Justifique sua resposta:

Expressdo numérica correta |

Monio Brgce Loglo. mm Pl roenlon

ho. E:%Z;u ’

)]

Fonte: Montenegro, Borba e Bittar (2016, p. 9)
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Como indica Duval (2011), “Para reconhecer quando duas representagdes
semidticas de naturezas diferentes representam um mesmo objeto, é preciso poder
colocar em correspondéncia as unidades de sentido entre 0os conteldos respectivos
das duas representacbes” (p. 66-67). Assim, para a conceitualizacdo da
Combinatoria é necessério corresponder os diferentes registros de representacao, e,
0s estudantes necessitam, ainda, reconhecer nas expressdes numéricas a solugcéo

de situacBes combinatérias variadas.

5.2 IDENTIFICANDO CONVERSOES DE REPRESENTACOES SEMIOTICAS
EM DIFERENTES TIPOS DE PROBLEMAS COMBINATORIOS.

A Tabela 2 traz os dados quantitativos em relacdo a conversao realizada por
tipo de problema. Nesta tabela em cada tipo de problema, para cada conversao, era
possivel chegar em 16 acertos, totalizando 64 acertos possiveis em cada tipo de

problema, para cada conversao.

A andlise dessa tabela permite reafirmar que as conversdes e a identificacao
das conversGes ndo apresentam os mesmos niveis de dificuldade para as distintas
situacdes combinatérias. Assim, as diferentes propriedades e relacbes envolvidas
nas distintas situa¢cdes combinatérias influenciam na identificacdo de conversdes de

representacdes realizadas.

Na Tabela 2 é possivel notar que, quantitativamente, nos problemas de
permutacdo houve maior facilidade em identificar a listagem ou a arvore de
possibilidades que resolvia o problema, assim como, em identificar a expresséo
numeérica. Esse resultado difere dos apresentados em estudos anteriores, que
afirmam que as situacfes de produto cartesiano sdo mais faceis, mas, em tais
estudos (PESSOA; BORBA, 2009) ndo foi controlado o numero de etapas de
escolha, comparando-se, por exemplo, produtos cartesianos de duas etapas de
escolha com permutacbes de trés etapas. Assim, o presente estudo reforca os
resultados de Vega (2014), indicando que as situa¢des de produto cartesiano de trés

etapas sdo mais dificeis que as permutacdes de trés etapas.
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Na segunda identificagdo de converséo, em 50% das situagdes em que havia
acontecido uma identificacdo correta na primeira conversdo (12 de lingua natural
para listagem + 10 de lingua natural para arvore = 22), permaneceu correta a
identificacdo da expressdo numeérica correspondente (6 de lingua natural para
listagem + 5 de lingua natural para arvore = 11), isso porque diminuiu pela metade a

quantidade de acertos da primeira conversdo, em relagédo a segunda.

Tabela 2: Identificacdes corretas (de possiveis 16 acertos) em cada conversao por
tipo de problema combinatorio

LN=>L LN->A Total L>EN A->EN Total

7 7 14 4 5 9
9 6 15 4 2 6
8 10 18 2 4 6
12 10 22 6 5 11

36/64 33/64 69/128 16/64 16/64 32/128

LN: Lingua Natural; L: Listagem; A: Arvore de possibilidades; EN: Expressdes Numéricas
PC: Produto Cartesiano; C: Combinagédo; A: Arranjo; P: Permutacao.
Fonte: Autoras mediante pesquisa.

As situacdes de permutacdo foram as que apresentaram maior nimero de
justificativas corretas. Nessas situacdes verificaram-se sete casos com justificativas
coerentes para a escolha da expressdo numérica que resolve o problema. Uma das

justificativas coerentes pode ser observada na Figura 5.

No problema, que solicitava a determinacdo do nimero de possibilidades de
trés pessoas se posicionarem numa fila, o aluno respondeu que sao “3 pessoas x 2
outras posi¢des das pessoas atras dao 6 posigdes”, ou seja, sao trés pessoas para
se posicionar numa fila sendo que quando uma estd em primeiro lugar da fila as
outras duas pessoas ocupam ora o segundo, ora o terceiro lugar, assim, sdo duas
possibilidades para cada um ocupando a primeira posicdo da fila. Com essa
justificativa, € possivel perceber que o aluno em questdo percebeu o principio
multiplicativo envolvido no problema e coordenou de forma satisfatéria os trés
registros de representacdes apresentados na situacdo. O mesmo nao aconteceu

para as situacbes de arranjo, pois, houve uma boa quantidade de identificacdes
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corretas para a primeira conversédo (8 de lingua natural para listagem + 10 de lingua
natural para arvore = 18), entretanto, para a segunda conversdo apenas em 6 casos
(2 de lingua natural para listagem + 4 de lingua natural para arvore) houve

percepcao da expressao numeérica que correspondia a listagem ou arvore.

Figura 5: Situagdo de permutacdo respondida corretamente e com justificativa
coerente P?IO Aluno 2, com solugéo apresentada em listagem.

pe quantas maneiras diferentes trés pessoas (Maria. Lui pod ici
aria, Luis e Carl
numa fila do banco? B ( e i

Jo&o respondeu assim:
Maria, Luis e Carlos.
Carlos, Luis e Maria.
Luis, Maria e Carlos.
Carlos, Maria e Luis.
Luis, Carlos e Maria.
Carlos, Luis e Maria.
Maria, Carlos e Luis.
Luis, Carlos e Maria.
Maria, Luis e Carlos.

Maria respondeu assim:
Maria, Luis e Carlos. Luis, Maria e Carlos. Carlos, Maria e Luis.
Maria, Carlos e Luis. Luis, Carlos e Maria. Carlos, Luis e Maria.

Qual dos dois vocé acha que esta certo? ' :

Qual a operagdo que vocé acha que resolve esse problema?
3x2x1=6
b) 3x3=9
c) 3+6=9
d) 3+3=6

Justifique sua resposta:

~ o T O \ - \
—SYQM;‘/ o AN TUS Weadmns e L9
\ /
5.} ,J ,\ (0 £ e

)
< S € A O ZAAIDN ~
J

Fonte: Autora mediante pesquisa.

Além disso, nas situacbes de arranjo, em apenas dois casos foram
identificadas justificativas coerentes para a escolha da expressdo numérica que
corresponde a solugdo correta. A seguir é possivel observar na Figura 6 um exemplo

de justificativa correta para a situacao de arranjo

Neste exemplo, de determinacdo de trés lugares (1°, 2° e 3°) dentre quatro
turmas, a crianga responde que sdo “4 turmas x 3 segundos lugares x 2 terceiros

lugares”. Entende-se que a crianca percebeu que qualquer uma das quatro turmas
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pode ocupar o primeiro lugar, restando trés turmas para o segundo lugar e duas
turmas para o terceiro lugar, sendo necessario efetuar uma multiplicacdo entre os

fatores.

Figura 6: Situacdo de arranjo respondida corretamente, com justificativa coerente
pelo Aluno 2 com solugéo apresentada em arvore de possibilidades.

% ouain turmas do 5° ano da Escola Saber (Turma A, Turma B, Turma C e Turma D) vao
disputar um tomeio de queimado. De quantas maneiras diferentes pode-se ter o primeiro,
segundo e terceiro lugar no torneio?

Jo3o respondeu assim:

1%Lugar  2%lugar 392 jugar 19tugar  29lugar  3%lugar
L T e
<g -<
[ A
Lo A — =<y

12 Lugar 2¢2|ugar 32ugar 19Lugar 29lugar 3¢ lugar
=<y n<=
m=m< R n<“

Maria respondeu assim:

12 lugar 22 lugar 32 lugar

12 lugar 22 lugar 39 lugar
o W | [ A g B

_c ol D | [ Bl A |
ER-ER [ D pul B |

12 lugar 22 lugar 32 Jugar 12 lugar 292 lugar 32 lugar

et
/-.-—E
:E .'-3 —€— =E
==
Qual dos dois vocé acha que esta certo? ) &0 ©
Qual a operag&o gue vocé acha que resolve esse problema?
a) 4+4%12 b)4x3+4x3=24 c)4})€12 ,{u
Justifique sua resposta:
Qfﬁ)‘ \4{\‘\”’ L8 L\‘V\:‘,J ¢ T V 3 2 n\ s ‘k‘} )

‘)9\', 205 A4S s i 195
[§]

Fonte: Autora mediante pesquisa.

Nos problemas de produto cartesiano houve menor nimero de acertos para a
primeira conversao (7 de lingua natural para listagem + 7 de lingua natural para
arvore = 14), quando comparado com permutagdo e arranjo, mas, apesar disso, em
mais da metade das situacées com identificacdo correta para a primeira conversao,

permaneceu correta também para a segunda (4 de lingua natural para listagem + 5
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de lingua natural para arvore = 9), isso porque na primeira se tinha 14 acertos e na
segunda houve 9 acertos. Nesse tipo de problema, em cinco casos foram

identificadas justificativas coerentes para a escolha da expressdo numérica que

bY

responde a situacdo de produto cartesiano. A seguir € possivel observar um
exemplo na Figura 7, na qual se pede o numero total de maneiras de se vestir com
quatro blusas, duas saias e dois pares de sapatos. Neste exemplo, a criangca
responde: “Porque ha 4 blusas, junto com 2 sapatos e 2 saias, que da 16 pares obs
‘looks’ que Jane vai usar”. Nessa situagcado entende-se que, apesar da crianca utilizar
o termo “junto”, ela percebe a necessidade da multiplicacéo entre os fatores, pois é

necessario multiplicar o nimero de blusas pelos nimeros de sapatos e de saias.

Figura 7: Situagbes de produto cartesiano respondidas corretamente e com
justificativa coerente pelo Aluno 1 com solucéo apresentada em listagem.

1. Jane possui quatro blusas (amarela, rosa, laranja e vermelha), duas saias (preta e branca) e
dois pares de sapato (dourado e prateado). De quantas maneiras diferentes ela podera se
vestir usando uma de suas blusas, uma de suas saias e um de seus pares de sapato?

Jodo respondeu assim:

Blusa amarela, saia preta e sapato dourado Blusa rosa, saia preta e sapato dourado
Blusa amarela, saia preta e sapato prateado Blusa rosa, saia preta e sapato prateado
Blusa amarela, saia branca e sapato dourado Blusa rosa, saia branca e sapato dourado
| Blusa amarela, saia branca e sapato prateado  Blusa rosa, saia branca e sapato prateado

Blusa laranja, saia preta e sapato dourado Blusa vermelha, saia preta e sapato dourado

Blusa laranja, saia preta e sapato Blusa , Saia preta e sapato prateado

Blusa laranja, saia branca e sapato dourado Blusa vermelha, saia branca e sapato dourado
ABﬁlusa larar!ja. saia branca e SPPalo Blusa saia branca e sapato prateado

Blusa amarela, saia preta e sapato dourado
Blusa rosa, saia branca e sapato prateado

Blusa laranja, saia branca e sapato dourado
Blusa amarela, saia branca e sapato prateado
Blusa vermelha, saia preta e sapato prateado
Blusa rosa, saia preta e sapato dourado

Blusa vermelha, saia branca e sapato dourado
Blusa laranja, saia preta e sapato dourado

Qual dos dois vocé acha que esta certo?

Qual a operagéo QL?VOOé acha que resolve esse problema?
a) 4x2x2=16
b) 4+2+2=8

C) 4x2=8
d) 4x2+4x2=16

Justifique sua resposta:
D 119 oo’ ' /1) . )
e (%}Lul <,0r£ { DL 513

\

\
{ i
)

—t

Fonte: Autora mediante pesquisa.

Sobre os problemas combinatérios com situacdo de combinagdo, os dados
guantitativos mostram que, para a primeira conversao, (9 de lingua natural para
listagem + 6 de lingua natural para arvore = 15) houve um bom numero de

identificagBes, mostrando que a dificuldade n&o esté relacionada com o fato de néo
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perceber a listagem ou a &rvore, mas em identificar a expressdo numérica
correspondente, pois em apenas 6 casos (4 de lingua natural para listagem + 2 de
lingua natural para arvore) permaneceu a identificacdo correta para esta segunda
conversdo. Assim, em algumas situacdes, os alunos identificavam a primeira
conversdo, mas, muitas vezes apontavam a expressdo numérica errada, indicando
que a dificuldade ndo necessariamente seja compreender combinag¢des, ou em
como representa-las, mas como entender que na expressao numeérica de uma
combinacdo é necessario registrar que 0s casos repetidos devem ser contados
apenas uma vez — expresso na divisdo pelo nimero de casos repetidos. Assim,
ressalta-se a maior dificuldade dos alunos com a identificacdo de conversées em
situacdes de combinacao, sendo possivel destacar a importancia do olhar conjunto
para as representacdes, em suas trés atividades cognitivas fundamentais:
identificacdo, tratamento e conversdo, bem como para as situacdes e seus

invariantes.

Confirmando a segunda hipétese, houve baixo indice de apresentacdo de
uma justificativa correta nas situaces de combinacdo. E, além da situacdo de
combinagcdo, foi notado que nos problemas de arranjo os alunos também
apresentaram dificuldade para justificar a expressdo numeérica. Nas situacfes de
arranjo, apenas duas justificativas coerentes, foram apresentadas por alunos
diferentes. Ja na situacdo de combinacdo houve apenas uma justificativa correta.
Assim, apenas um aluno conseguiu justificar de maneira coerente a expressao
numeérica necessaria para responder a situacdo (com a divisdo pelos casos
repetidos), cujas respostas se pode observar nas Figuras 8A e 8B, apesar dos

outros cinco terem marcado a alternativa correta.

Os alunos que marcaram a alternativa correta, mas nao conseguiram justificar
sua resposta parecem ter percebido a natureza multiplicativa da situagc&o, pois
escolheram a alternativa que envolve essa estrutura ao invés da alternativa aditiva.
Na Figura 8 é possivel visualizar que o aluno percebe essa caracteristica pois ele
corta as alternativas aditivas e depois escolhe a opc¢éo correta para a resposta da

situacgao.
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Figura 8A: Situacdo de combinacdo respondida corretamente pelo Aluno 2 com
solucdo apresentada em arvore de possibilidades, com justificativa incompleta.
2. Uma escola tem quatro professores (Ricardo, Tania, Luiza e Sérgio). Para o passeio da

esool? seréo escolhidos trés professores para acompanhar os alunos. De quantas
maneiras diferentes podem ser escolhidos esses professores?
Y

Jodo respondeu assim:

.
professor 3@ professor
-
Sérgio

R
— £

Maria respondeu assim:

12 20 30 10 20 30

P!

o

= N
N

12 22 89

=< pom
<

= R

Qual dos dois vocé acha que esta certo? /"7 L)

Qual ao 0 que voceé acha que resolve esse a?
a) 4+8 = b)4x3x2=4 C)4x3/5=7 d)4+3-3=4
3x2 ¢

Justifique sua resposta:

z S ¢ : W \\\ 3 G
Canad QL\ Aty -}y\)vju\’.i ) = NS S Q

Fonte: Montenegro, Borba e Bittar (2016).

O Teste 2, no qual os problemas de combinacao foram apresentados com o0s
casos repetidos riscados, parece ter exercido influéncia positiva na resposta dos
alunos, principalmente no segundo tipo de conversao (27 itens corretos de 64
possiveis) quando comparados com o primeiro teste — no qual na segunda
conversdo foram observados cinco itens corretos de 64 possiveis. Entende-se, com
iSso, que os casos repetidos riscados podem ter chamado a atencdo dos alunos
para a necessidade de pensar sobre a importancia, ou ndo, da ordem nas diferentes
situagcbes combinatérias, pois, apesar dos riscos serem presentes apenas nas

situacdes de combinacédo, essas eram apresentadas antes das situacdes de arranjo
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e permutacdo, influenciando quantitativamente no desempenho dessas outras
situagdes. Os casos riscados também chamavam a atencdo para a presenca de
possibilidades repetidas, de modo que os alunos precisavam analisar 0s casos
validos e identificar, se nas demais situacdes, a ordem era importante, ou nao.
Assim, a escolha de uma representacdo com a utilizacdo de uma estratégia

especifica (riscar os casos repetidos) pode ressaltar os invariantes de cada situacao

combinatéria.

Figura 8B: Situacdo de combinacdo respondida corretamente pelo Aluno 2 com
solucéo apresentada em listagem, com justificativa coerente.

Mércia tem em casa quatro tipos de fruta (mamao, abacaxi, laranja e banana) e quer fazer

uma salada usando trés dessas frutas. De quantas maneiras dif i
: erentes
essas frutas? ela pode combinar

Jodo respondeu assim

Mame_'zo, abacaxi e laranja Abacaxi, laranja e banana
Mamao, abacaxi e banana i ;

Maméo, laranja e banana Abaeax&—mamée-e—laran’a

Maria respondeu assim:
Mamao, abacaxi e laranja
Abacaxi, banana e mamao
Maméo, laranja e banana
Abacaxi, laranja e banana
Mamao, abacaxi e banana
Laranja, abacaxi e mamao
Laranja, banana e abacaxi

Qual dos dois vocé acha que esta certo? 1/ ~

Qual >aé)perag:éo que vocé acha que resolve esse problema?
a) 423=7
Pl 4x3x2=4
2
c) 4x8-5=7
d) 4+8-3=4

Justifique sua resposta:
rd‘(\ &7(,(;\_“/"."' 0 At N7

Fonte: Montenegro, Borba e Bittar (2016).

Além dos casos riscados terem, possivelmente, auxiliado na compreensao
dos problemas de combinacdo, essa forma de representacdo pode também ter

ajudado os estudantes a refletirem sobre os demais tipos de problemas
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combinatdrios, pois houve aumento também nos acertos da segunda conversao nos
testes do Tipo 2 para os problemas de arranjo e permutacdo. Assim, cortar 0s casos
pode ter chamado a atencdo sobre quando a repeticdo ndo indica casos distintos

(combinacdes) e quando indica (arranjos e permutacoes).

Ainda no exemplo da Figura 8, podemos ver a resposta de um aluno para o
problema de combinacdo em que os casos repetidos foram riscados. Inicialmente
ele ndo conseguiu justificar porque € necessario dividir por 3x2 (situacdo em que a
Conversédo 2 se da de arvore para expressdo numérica), uma vez que justificou
afirmando: “sdo 24 possibilidades dividido por 6, mas eu ndo sei onde é o 6”. No
problema de combinacéo resolvido posteriormente (situacdo em que a Conversao 2
se da de listagem para expressao numérica), ele percebeu os casos repetidos e
explicou o motivo para esta expressao: “24 opcodes dividido por 6 repetidos”. Assim,
€ possivel reforcar que o fato dos casos repetidos estarem riscados na listagem,
com uma visualizacdo individual de cada possibilidade, pode ter ajudado nesta

tarefa.

Assim, € possivel perceber que a identificacdo da conversdo, quando
realizada de lingua natural para listagem ou para arvore de possibilidades, resulta
em maior taxa de sucesso, em todos os tipos de situacdo combinatéria, com maior
destaque para as situacdes de permutacdo. Ja a identificacdo da conversdo para a
expressdo numeérica se apresenta uma taxa de acertos mais fraca, principalmente
guando se analisa as situacdes de arranjo e combinacdo. Os resultados parecem
indicar, portanto, que a razdo de maior sucesso na identificacdo de conversdes
ocorre quando ha maior congruéncia, no caso do registro de lingua natural para uma
listagem ou uma arvore de possibilidades, enquanto que de arvore ou listagem para
expressao numeérica, o nivel de congruéncia € menor. Isso pode estar relacionado
também com o fato de tanto a arvore de possibilidades quanto a listagem e o
enunciado estarem todos usando a linguagem natural, diferentemente da expresséo
numerica, que usa uma simbologia propria da Matematica. Além disso, também vale
salientar que os invariantes envolvidos em cada situagcdo combinatoria tambéem
parecem exercer influéncia na identificacdo de conversdes. Essa tendéncia pode ser
destacada principalmente nas situagdes de combinacdo e arranjo em que possuem
0 mesmo invariante de escolha, mas se diferenciam no invariante de ordem, de

modo que se faz necessaria a discussao conjunta das situacdes e seus invariantes,
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bem como das representacbes em suas trés atividades cognitivas fundamentais:

identificacdo, tratamento e conversao.

5.3 JUSTIFICANDO AS CONVERSOES EFETUADAS

Durante a analise dos testes foram observadas algumas dificuldades dos
alunos para identificar as conversdes corretas. Isso se intensifica em funcdo das

justificativas apresentadas e/ou deixadas em branco.

A seguir, no Quadro 19, é possivel visualizar o tipo de justificativa dada por
cada aluno, sendo: justificativas que apresentam relacao correta com a situacéo (C),
as incorretas (I) e as deixadas em branco (B). Os tipos de justificativas estao
designadas por tipo de situacdo combinatdria (produto cartesiano, combinacao,

arranjo e permutacao).

Quadro 19: Tipo de justificativa dada por cada aluno por tipo de situagéo

combinatdria

Arv L. Arv. L. Arv. . Arv.

—

WW —WW—W—WWO—-——00
- - W —-—W—-W®E - - — — —
- — T E@W - —-—WW®—-—WO0 —
— T TWW—®W—— W - — W —
— WWWW—W—W®E—-——0 —

C
C
B
I
I
B
B
I
B
[
B
B
B
I
[
[

— W OWW—W— IO ——00
— — WO WOWW —mW—WmmO——00

I I I I I I

C: Justificativa Correta; |: Justificativa Incorreta; B: Justificativa em Branco.
L: Listagem; Arv.: Arvore;

Fonte: Autora mediante pesquisa.
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E possivel notar que, em geral, cada aluno permanece com o mesmo tipo de
justificativa em todas as situagbes. Assim, por exemplo, se ele inicia o teste
deixando a justificativa em branco, permanece assim durante todo o teste. Neste tipo
de justificativa ndo ha possibilidade de entender o raciocinio utilizado pela crianca
para responder, corretamente ou incorretamente, as conversfes anteriores, mas
pode-se inferir que o fato de ter deixado em branco indica ddvidas quanto a como
justificar a sua escolha de resposta. Além disso, justificar escolhas de respostas nao
€ um procedimento usual em sala de aula da escolarizacdo basica e isso pode ter

levado grande parte dos alunos em deixar as justificativas em branco.

Na Tabela 3, tem-se a quantidade do tipo de justificativa dada para cada tipo
de problema. E possivel notar que, o nimero de respostas com justificativas em
branco ou incorreta, € de quase 90% das situa¢des, enquanto que em apenas 11%
das situagOes houve resposta com justificativas corretas. Essas respostas foram
dadas principalmente por trés alunos de uma turma com total de 16. Destaca-se que
as distintas situagcbes combinatorias ndo levaram ao mesmo Sucesso has
justificativas de identificagdo das conversdes apresentadas, uma vez que houve

mais sucesso em permutacfes e produtos cartesianos.

Tabela 3: Quantitativo do tipo de resposta em funcéo de cada tipo de problema e do
tipo de conversdo intermediaria realizada

Listagem 3 7
Arvore 2 7 7
Listagem 0 10 6
Arvore 1 8 7
Listagem 0 8 8
Arvore 1 8 7
Listagem 4 6 6
Arvore 3 6 7
DTOE  14(11%)  59(46%)  55(43%)

PC: Produto Cartesiano; C: Combinacéo; A: Arranjo; P: Permutacédo
Fonte: Autora mediante pesquisa.

Acredita-se que o0 maior sucesso em situagbes de produto cartesiano esta
relacionado com a maior presenca em livros didaticos, inclusive com a indica¢édo da

expressao numérica correspondente, bem como pelo fato de usar os niumeros do
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enunciado na operacdo. Nas situacdes de permutacdo pode estar relacionado ao
fato de ndo ser necessario selecionar elementos para compor 0 novo grupo, uma
vez que todos sao utilizados, modificando apenas a ordenacédo entre eles. A maior

dificuldade nas situacdes de arranjo e combinacdo pode residir justamente em ter

que selecionar elementos de modo que, em um tipo a ordem €& importante na

formacao das possibilidades e, no segundo, a ordem n&o importa.
A seguir, nas Figuras 9, 10, 11 e 12 é possivel observar exemplos de

justificativas incorretas dadas por diferentes alunos.

Figura 9: Situacdo de combinacdo respondida incorretamente pelo Aluno 15 com
solucéo apresentada em listagem.

>
<. Marcia t

em em cas -
©asa quatro tipos de fruta (mamao, abacaxi, laranja e banana) e quer fazer

Uma sajagq,
a us 5
Sando trés dessas frutas. De quantas maneiras diferentes ela pode combinar

essas frutag,

: ;\J/Ioao respondeu assim
M:m?o abacaxi e laranja
e M3o, abacaxi e banana
Abamao laranja e banana |
acaxi, laranja e banana

: Maria respondeu assim
| Mam3zo, abacaxi e laranja
Abacaxi, banana e mamao

| Mamao, laranja e banana

| Abacaxi, laranja e banana

| Mamao, abacaxi e banana

| Laranja, abacaxi e mamao
| Lairairya;bananaggpacaxl |

Qual dos dois vocé acha que esta certo?

Qual a operagéo que vocé acha que resolve esse problema?
a) 4x3x2=4
3x2
b) 4+3=7
c) 4x3-5=7
d) 4+3-3=4

Justifique sua resposta:

()»/. :(’,,, \

N O - an
O\S )

Fonte: Autora mediante pesquisa.

Na Figura 9 é possivel observar que o aluno responde de forma incorreta a
primeira conversdo. Para a segunda conversao o aluno ndo assinala uma alternativa
correta e na justificativa ele aponta que as alternativas ‘b’, ‘c’ e ‘d’ estdo corretas, se
referindo a conta e seu resultado, de forma que ele ndo associou a expressao
numérica com a listagem ou com o enunciado em lingua natural, mas resolveu,
isoladamente as expressoes, afirmando que os resultados eram corretos. Além

disso, nota-se que, provavelmente, este aluno ndo entendeu a alternativa ‘a’ em que

€ necessario efetuar uma divisao.
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Na Figura 10, observa-se que o aluno respondeu de forma incorreta tanto a
primeira conversao, quanto a segunda, uma vez que afirmou ser Maria a autora da
resposta correta e assinalou que a expressdao numérica correspondente era:
4 + 2 + 2 = 8. Na justificativa, entende-se, apesar do erro de escrita da expressao,
gue ele resolveu isoladamente cada operagédo de forma seguida, registrando: “4 + 2

=6 + 2 = 8", como é possivel visualizar na figura abaixo. Este tipo de registro foi

utilizado pelo aluno em todo o teste.

Figura 10: Situagédo de produto cartesiano respondida incorretamente pelo Aluno 8
com solucdo apresentada em listagem.

1. Jane possui quatro blusas (amarela, rosa, laranja e vermelha), duas saias (preta e branca) e
dois pares de sapato (dourado e prateado). De quantas maneiras diferentes ela podera se
vestir usando uma de suas blusas, uma de suas saias e um de seus pares de sapato?

Jodo respondeu assim:
] Blusa amarela, saia preta e sapato dourado Blusa rosa, saia preta e sapato dourado
| Blusa amarela, saia preta e sapato prateado Blusa rosa, saia preta e sapato prateado
| Blusa amarela, saia branca e sapato dourado  Blusa rosa, saia branca e sapato dourado
| Blusa amarela, saia branca e sapato prateado  Blusa rosa, saia branca e sapato prateado

1

/ Blusa laran!'n. safa preta e sapato dourado Blusa vermelha, saia preta e sapato dourado
Blusa laranja, saia preta e sapato prateado Blusa vermelha, saia preta e sapato prateado
| Blusa laranja, saia branca e sapato dourado Blusa vermelha, saia branca e sapato dourado

{flusa laranja, saia branca gsagaﬁpmleado Blusa vermelha, saia branca e sapato prateado

_Maria respondeu assim:
Blusa amarela, saia preta e sapato dourado
Blusa rosa, saia branca e sapato prateado

Blusa laranja, saia branca e sapato dourado
Blusa amarela, saia branca e sapato prateado
Blusa vermelha, saia preta e sapato prateado
Blusa rosa, saia preta e sapato dourado

Blusa vermelha, saia branca e sapato dourado
Blusa laranja, saia preta e sapato dourado

Qual dos dois vocé acha que esta certo?

Qual a operagdo que vocé acha que resolve esse problema?
a) 4x2x2=16

b) 4+2+2=8

c) 4x2=8

d) 4x2+4x2=16

Justifique sua resposta:

Fonte: Autora mediante pesquisa.

Na Figura 11 o aluno respondeu de forma incorreta, tanto a primeira
conversao solicitada, quanto a segunda. Na justificativa discorreu, de acordo com
critérios pessoais, sobre o0 raciocinio que utilizou para responder a situacéo,
afirmando: “Nao se come 4 sobremesas de uma vez e Jodo botou 4 sobremesas e
Maria botou 2 sobremesas”. Essa afirmativa leva a entender que o aluno ainda néao
relaciona as situacdes combinatérias conforme um pensamento hipotético-dedutivo,
pois, ndo ha nenhuma possibilidade com quatro sobremesas, mas sim, cada

sobremesa indicando uma possibilidade diferente.
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Figura 11: Situacdo de produto cartesiano respondida incorretamente pelo Aluno 14
com solucédo apresengada em arvore.

1. Douglas foi a uma lanchonete. No cardapio havia quatro opwesvde comida (coxinha,
empada, pdo de queijo e folheado de queijo), dois tipos de bebida (sugo de. fruta e
refrigerante) e dois tipos de sobremesa (sorvete e bolo). De quantas mgnelras diferentes
Douglas podera lanchar combinando um tipo de comida, um tipo de bebida e um tipo de

sobremesa?
Jodo respondeu assim:
sorvete
< % 2 sl
\ imestand \ m< oS
Comida Bebida Sobemesa Comida Behida Sobconas
o T \ g 00
< <
Maria respondeu assim:
comida bebida sobremesa comida bebida sobremesa
“Stico™ e —
- ]
comida bebida sobremesa comida bebida sobremesa
e e reve B s
Coxlnha Empada
O ey oy g

Qual dos dois vocé acha que esta certo? & Do

Qual a operag&o que vocé acha que resolve esse problema?
a) 4+2+2=8¢/ b)4x2=8) C)4x2x2=16% d)4x2+4x2=16 X
Justifique sua resposta:

W@ N ORmno H ot ohn 1 ;é@ Ldaas. o 2P Q

5@&:} JZmZﬁ“ 4 r\m}/{mamcnnﬁ 0 M run f)mmu 2,
(V) N
.)ml/mﬁ)m’l;{lh ¢

Fonte: Autora mediante pesquisa.

Na Figura 12 o aluno respondeu corretamente as duas conversdes
solicitadas, entretanto, justificou de forma incorreta a expressdo numérica. Na
justificativa ele indica que a solucdo correta esta correta, pois ha “4 turmas, 3
lugares, com mais 2 que no 3° lugar da 24”. Nesse caso indicou os numeros do
enunciado (quatro turmas e trés primeiros lugares) na multiplicacdo e tentou

encontrar uma justificativa para o terceiro numero envolvido na expressédo numérica.

Nas justificativas incorretas apresentadas, de um modo geral ndo héa
explicacéo, de fato, do motivo pelo qual uma expressao numérica € correspondente
ao enunciado em lingua natural ou a listagem e arvore de possibilidades. Isso pode
ser em decorréncia de que, no ensino da Matematica, poucas séo as vezes em que

se solicita que explique por meio de um texto em lingua natural a operacao utilizada.
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Figura 12: Situagdo de arranjo respondida corretamente, mas com justificativa
incoerente pelo Aluno 1 com solugdo apresentada em arvore.
7. Quatro lumas do 5° ano da Escola Saber (Turma A, Turma B, Turma C e Turma D) vao

disputar um torneio de queimado. De
uantas
segundo e terceiro lugar no torneio? 3 RN Secarig (il a dex S RIS

Jo&o respondeu assim:
1%Lugar  2¢lugar 3% lugar 1% Luga 2¢ lugar 3% lugar
S Yt
“'/ < ﬂ ﬂ< n«<g
Lo A <
1% Lugar 29 lugar 39 lugar 19 Lugar 2¢|ugar 3¢ lugar
K_— g e — W < g
N\ =AY
SEEm< 2 [ ——
Maria respondeu assim:
12 lugar 29 lugar 39 lugar 12 lugar 22 lugar 39 lugar
A B gy C | | A o B
N o i
[ D gy B [ D g B
12 lugar 22 lugar 3¢ lugar 12 lugar 29 lugar 39 lugar
l.-—?i i“.i—--""
= e :ﬂ i
‘ﬂ 3 | B8 B A

Qual dos dois vocé acha que esta certo? N\o(}\i"

Qual a operagéo que vocé acha que resolve (-gsse problema?
a) 4+4+4=12 b)4x3+4x3=24 c)4x3=12

d)4x3x2=24\/

Justifique sua resposta:

l Con
W ’)\J/ ‘}1 LNy

Fonte: Autora mediante pesquisa.

; o~
) o\ DALy o

5.4 EXPLICANDO COMO AS CONVERSOES FORAM IDENTIFICADAS

Para esclarecer como os alunos pensaram quando realizaram as conversoes,
na segunda parte deste estudo foi realizada uma entrevista com quatro alunos, com
0 objetivo de que eles explicassem suas respostas e argumentassem suas
justificativas, de modo que retornassem a linguagem natural a partir da expresséo
numérica gerada com base na listagem ou &rvore apresentada na situacdo. Os

alunos foram entrevistados conjuntamente, dois a dois.
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A entrevista foi realizada com as duplas A2 e A5 (Aluno 2 e Aluno 5) e Al e
A4 (Aluno 1 e Aluno 4), que foram escolhidas de em funcdo das respostas e
justificativas dadas no teste realizado. Inicialmente as criancas demonstraram
dificuldade para lembrarem-se do teste, isso pode ser devido ao fato de a entrevista
ter sido realizada dois meses apds a aplicagcdo do teste. Depois das primeiras
perguntas eles conseguiram explicar as expressfes numéricas escolhidas, bem

como porque cada listagem ou arvore estava certa ou errada.

Para o problema de produto cartesiano em que eram solicitadas diferentes
maneiras para se vestir, os alunos foram questionados inicialmente sobre qual a
listagem que respondia a situacdo e o motivo pelo qual a outra estava errada. Em
seguida, foram questionados acerca da expressdo numeérica escolhida como

resposta para a situacao. No Quadro 20 € possivel analisar o trecho da entrevista.

Quadro 20: Entrevista com o Aluno 2 e o Aluno 5 no qual se questiona as
conversdes realizadas para um problema de produto cartesiano com a listagem
como representacado intermediaria.

P: Jane possui quatro blusas (amarela, rosa laranja e vermelha), duas saias (preta e
branca) e dois sapatos

A5: Eu lembrei!

A2: E trés vezes a quantidade de sapatos que ela pode usar.

P: Trés?

A2: Nao quatro...

A5: Eu coloquei Jodo porque ele coloca blusa amarela com saia preta e sapato dourado e
depois com o sapato prateado... e Maria colocou blusa amarela com saia preta e sapato
dourado e depois blusa rosa, saia branca e sapato prateado.

P: E porque Maria estava errada?

A5: Porque ela ndo colocou todas as combinagodes.

A2: E.

P: Ai porque que era4 x 2 x 2?

A2: Por que sdo quatro modelos de roupas vezes as duas saias e vezes 0s dois sapatos.

P: Pesquisadora; A2: Aluno 2; A5: Aluno 5.
Fonte: Autora mediante pesquisa.

Nesta transcrigdo é possivel notar que o Aluno 5 explicou corretamente a primeira
conversdo, pois enfatizou que na opcao errada ndo havia todas as combinacdes
possiveis. O Aluno 2 complementou a explicagdo com a segunda conversao, detalhando
corretamente que para esse problema de produto cartesiano a expressédo numerica €

referente & multiplicagéo das quantidades de blusas, saias e sapatos.

Para esse mesmo problema, os Alunos 1 e 4 também conseguiram explicar

as conversdes, como € possivel observar no Quadro 21.
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Quadro 21: Entrevista com o Aluno 1 e o Aluno 4 no qual se questiona as
conversdes realizadas para um problema de produto cartesiano com a listagem
como representacao intermediaria.

P: essa questdo dizia assim: Jane possui 4 blusas (amarela, rosa, laranja e vermelha)
e duas saias (preta e branca) e dois pares de sapato (dourado e prateado). De
quantas maneiras diferentes ela podera se vestir usando uma de suas blusas, uma de
suas saias e um de seus sapatos? Ai tinha duas opg¢des... nessa Jodo respondeu
assim... e aqui Maria respondeu desse outro jeito... Qual dos dois vocé acha que esta
certo? Porque vocé achou que foi Joao?

Al: [siléncio...] Porque aqui tem menos...

P: Porque aqui tem menos? E porgue tem menos néo é o certo?

Al: Por que assim... tem muito pouco para uma quantidade dessas... tem algumas
faltando...

P: E o que é gue esté faltando?

Al: E porque assim... a blusa amarela aqui tem quatro ta vendo? E aqui s6 tem duas.
P: Ai precisava ter mais?

Al: Precisava mais duas.

P: E vocé o que acha? Acha que ela ta certa?

A4: Nao sei... acho que ela ta certa...

P: Qual era o objetivo da questdao? Combinar... uma blusa...

Al: Uma saia com um sapato

P: Ai ela pode combinar a blusa amarela com a saia preta e o sapato dourado, mas
ela também poderia combinar a blusa amarela com a saia branca e o sapato
prateado, né? E ai? S&o quantas combinagdes possiveis com a blusa amarela?

Al: Quatro

P: Quatro... e com a blusa laranja?

Al: Mais quatro... e mais quatro com a rosa e mais quatro com a vermelha...

P: E ai depois ele perguntava: qual a operagédo que vocé acha que resolve esse
problema?

A4: Quatro vezes dois, vezes dois.

P: Quatro vezes dois, vezes dois...

Al: Da1e...

P: Porque quatro vezes dois, vezes dois?

Al: Quatro blusas, duas saias e dois sapatos. Ai da 16...

P: Exatamente...

P: Pesquisadora; Al: Aluno 1; A4: Aluno 4.
Fonte: Autora mediante pesquisa.

Nessa situagdo, os alunos demonstram qual resposta estava expressa
corretamente em listagem, enfatizando que na resposta errada faltavam
possibilidades. Os alunos usam os numeros do enunciado para explicar a expressao
numeérica utilizada para responder a questdo. Isso pode indicar que a conversao
realizada nesse caso teve base principal no enunciado em lingua natural, mas
salienta-se que a listagem como representacéo intermediaria justifica o valor correto

da operacéo.

Na situacdo de combinacdo apresentada em listagem, os alunos também
foram questionados com relacédo a expressao numerica que resolvia o problema. No

Quadro 22 é possivel observar a entrevista realizada com os Alunos 1 e 4.



132

Quadro 22: Entrevista com o Aluno 1 e o Aluno 4 no qual se questiona as
conversdes realizadas para um problema de combinacdo com a listagem como

representacao intermediaria.

P: Agora a segunda questdo... Marcia tem em casa quatro tipos de fruta (mamao,
abacaxi, laranja e banana) e quer fazer uma salada usando trés dessas frutas. De
guantas maneiras diferentes ela pode combinar essas frutas? [...] Jodo respondeu
assim...

A4: Mamao, abacaxi e laranja; mamao, abacaxi e banana, mamao laranja e banana...
aqui ja repetiu... ah néo...

P: Onde foi que repetiu?

A4: Repetiu ndo

P: Repetiu néo...

A4: E abacaxi, laranja e banana

P: E essas outras que estdo ai? O que ele quer dizer com isso (possibilidades riscadas)?
A4: Que ja repetiu...

P: Repetiu? Como assim?

A4: Aqui 6... abacaxi, laranja e mamao e aqui ja usou mamao, abacaxi e laranja.

P: E porque ele riscou?

A4: Pra dizer que ja teve...

P: Maria respondeu dessa outra forma...

Al: Mamao abacaxi e laranja...

P: Qual dos dois vocés acham que esta certo?

A4: Maria; Al: Joédo

P: Ai porque Maria e porque Joao?

A4: ndo sei...

Al: Porque... eu acho que é Jodo de novo

P: E porque seria Jodo de novo? [siléncio] Ele quer fazer uma salada de frutas... com
mamao, abacaxi e laranja ... ou...

A4: Laranja, abacaxi e mamao... se repetiu...

P: E ai? Sera que pode repetir? [siléncio...]

P: Se eu quero fazer uma sala de frutas e coloco mamao, abacaxi e laranja ou
laranja, abacaxi e mamdo... € a mesma salada de frutas? Na hora de colocar la
dentro?... elas se misturam... A4: é...

P: Importa a ordem gue coloca la dentro? [siléncio] e ai? [siléncio]

Al: Eu acho que a operacgéo € essa aqui.

P: Porque é essa?

Al: Porque sdo quatro tipos de frutas, trés frutas... quatro no primeiro lugar, trés no
segundo e duas no terceiro...

P: Certo... e porque da 4?

Al: Isso que eu nao sei...

P: Esse sinal aqui é uma divisao...

A4: Ah... entao € quatro vezes trés vezes dois que é 12... 24... dividido por seis... quatro.
P: Ai quantos tem aqui?

A4: Quatro...

P: Entdo quem esté certo...

A4: Acho que é Joao...

P: Entdo porque sera que € essa operagao? [siléncio]

A4: Eu pensava que era esse aqui... acho que € esse porque ela vai poder usar
quatro combinacdes diferentes...

P: Hum... mais alguma coisa? [siléncio]

P: Entdo vamos passar para a proxima questao?

P: Pesquisadora; Al: Aluno 1; A4: Aluno 4.
Fonte: Autora mediante pesquisa.
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Na transcricao fica claro que os alunos ainda tém duvidas sobre a resposta
dada e sobre o fato de repetir ou ndo a mesma possibilidade. A pesquisadora
precisa dar exemplos, e nesse momento os alunos iniciam uma justificativa correta,
mas se confundem com o sinal da divisdo (escrita como barra). Ao final, os alunos

nao conseguem justificar nem a listagem e nem a operacao que resolve o problema.

Para essa mesma situacdo, os Alunos 2 e 5 responderam corretamente no
teste a listagem que resolvia o problema, entretanto, o Aluno 2 marcou a alternativa
correta para a operagao correspondente e o Aluno 5 marcou a alternativa que
resultava na resposta correta, mas por meio da expressdo numérica errada. Este
aluno também nao conseguiu justificar a resposta. No Quadro 23, a seguir, é

possivel acompanhar o trecho referente a esta situacao.

Quadro 23: Entrevista com o Aluno 2 e o Aluno 5 no qual se questiona as
conversOes realizadas para um problema de combinagdo com a listagem como
representacao intermediaria.

P: Marcia tem em casa quatro tipos de fruta (mamao, abacaxi, laranja e banana) e quer
fazer uma salada usando trés dessas frutas.

A5: Ah... Primeiro ele coloca todos com mamaéao primeiro.

P: E o que é isso riscado?

A2: E por que néo pode.

P: N&o pode por qué?

A5: Por que ele ja fez.

P: Porque ele ja fez? Como assim?

A5: Ele ja fez 6...— mamao, banana e abacaxi; maméo, abacaxi e banana.

P: Ai ele ja fez e ndo precisa fazer de novo?

A2: Nao precisa... porque é a mesma coisa das pessoas sentadas no banco, cada uma fica
num lugar.

A5: N&o... por causa que na salada de frutas € s6 uma fruta ndo pode ficar trocando.

A2: Ah...

P: Ent&o ele riscou isso tudo porque?

A2: Porque é o que ja ta feito.

A5: E Maria foi repetindo...

P: Maria ta errada porque foi...

A5: Repetindo...

A2: Foi trocando os lugares

P: Ai vocé colocou assim: sdo 24 opg¢0Oes dividido por 6 repetidos.

A5: E eu coloquei que era Jodo porque s6 tem 4 maneiras. Mamdao + as 3 frutas, abacaxi
mais as 3 frutas, laranja mais as 3 frutas e banana mais as trés frutas.

P: Quais trés frutas?

A5: Laranja, abacaxi e banana.

P: E por que séo 6 repetidos?

A2: Eu acho que é porque tem seis possibilidades de repetir...

P: Pesquisadora; A2: Aluno 2; A5: Aluno 5.
Fonte: Autora mediante pesquisa.
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O Aluno 5 nédo conseguiu explicar como escolheu a alternativa, apenas leu
sua justificativa para a situagéo, explicitando que respondeu 4 + 3 — 3. Em nenhum
momento este aluno percebeu a expressdo numerica correta, entretanto, durante a
entrevista, demonstrou ter entendido os casos repetidos, enquanto que o Aluno 2,
mesmo acertando as conversdes e a justificativa, ficou em davida e confundiu esse
problema como sendo um em que a ordem € importante na composicdo das
possibilidades. Ao final da entrevista, os alunos conseguem chegar a conclusao de
gue é necessario eliminar os casos repetidos e levantam a hipétese de que sao seis
0S casos iguais, sendo a entrevista, portanto, um momento de aprendizado, pois
anteriormente a justificativa, em especial do Aluno 5, ndo era realizada
corretamente, e, ao final da entrevista, conseguiu perceber a necessidade de

eliminar os casos iguais.

Isso indica que as conversfes sucessivas realizadas sdo muito complexas,
principalmente quando se incentiva que o0s alunos expliguem o procedimento
utilizado, uma vez que esta pratica ndo é abordada com frequéncia para a resolucéo

de problemas nos anos iniciais do Ensino Fundamental.

Na situacao de arranjo em que eram solicitados os trés primeiros lugares para
o torneio de queimado, apresentado em arvore, os alunos foram questionados sobre
a organizacdo da arvore de possibilidades e também a respeito da expresséo
numeérica utilizada para responder a situacdo. O Aluno 2 havia respondido
corretamente as duas conversdes e justificado corretamente sua resposta, enquanto
a o0 Aluno 5 ndo havia conseguido realizar corretamente as conversdes. Durante a
entrevista, o A2 explicou como foi seu raciocinio para o A5. Na medida em que o
Aluno 2 falava, o Aluno 5 percebia seu erro e indicou que na arvore errada nao havia

todas as possibilidades. Isso € possivel notar no Quadro 24.

No Quadro 25 é possivel observar que os Alunos 1 e 4 perceberam que a
ordem é importante nos problemas de arranjo, e conseguiram identificar qual arvore
estd correta. Entretanto, a justificativa da expressdo numérica que responde a
situacdo ndo é correta, uma vez que os alunos usaram os numeros do enunciado
para tentar justificar os nimeros da operacéo. Este procedimento esta baseado no
entendimento de muitos alunos de que em problemas matematicos deve-se sempre
utilizar os nameros dados nos enunciados. Além disso, justificaram utilizando os

nameros quatro e trés que sao a quantidade de turmas e as posi¢des solicitadas, o
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gue néo justifica a operagdo e ainda acrescentando o dois de forma equivocada,

uma vez que este ndo é dado no enunciado.

Quadro 24: Entrevista com o Aluno 2 e o Aluno 5 no qual se questiona as
conversdes realizadas para um problema de arranjo com a arvore de possibilidades
como representacédo intermediaria.

P: Quatro turmas do 5° ano da escola Saber (Turmas A, B, C e D) vao disputar um torneio
de queimado. De quantas maneiras diferentes pode-se ter o 1°, 2° e 3° lugares?

A2: Ai aqui ja € uma opgdo [apontando para o primeiro ramo da arvore] e aqui ja é outra
opcao. Entdo aqui j& sdo duas opcdes pelo 2° lugar B... ai se sdo quatro turmas 3 vao ficar
em 2° lugar e 2 em 3°. [...]

A5: Hummm esse ta certo porque ele mostra todas as opc¢des e Maria s6 coloca que pode
ficar o A, 0 B e 0 C e néo coloca o D.

A2: E ele ndo coloca que o D pode ficar em 3° lugar.

P: Pesquisadora; A2: Aluno 2; A5: Aluno 5.
Fonte: Autora mediante pesquisa.

Quadro 25: Entrevista com o Aluno 1 e o Aluno 4 no qual se questiona as
conversdes realizadas para um problema de arranjo com a arvore de possibilidades
como representacao intermediéria.

P: Quatro turmas da Escola Saber (Turmas A, B, C e D) vao disputar o torneio de
gueimado. De quantas maneiras diferentes pode-se ter o primeiro, 0 segundo e o terceiro
colocado? Quem vocés acham que esta certo?

A4: Maria.

Al: Jodo

P: Ele quer primeiro, segundo e terceiro lugar. E ele quer todas as possibilidades... ser
primeiro lugar é diferente de ser segundo lugar?

A4: E... pode ser A em primeiro, B em segundo e C em terceiro ou C em primeiro, A em
segundo...

P: Ai poderia ser A em primeiro, B em segundo e D em terceiro?

A4: Podia...

P: E ai? Ela colocou?

A4: Nao...

P: Jo&o colocou?

A4: Colocou...

P: E ai? Quem esta certo?

A4: Jodo

P: E porque Maria esta errada?

A4: Porque ela colocou menos possibilidades.

P: E qual seréa a conta que resolve?

Al: E essa.

P: Porque é quatro vezes trés vezes dois?

Al: Porque sdo quatro turmas, trés lugares com mais dois no terceiro lugar... que da 24

P: Pesquisadora; Al: Aluno 1; A4: Aluno 4.
Fonte: Autora mediante pesquisa.

Na entrevista é possivel perceber que a conversédo da linguagem natural para

arvore é realizada por meio de uma correspondéncia entre a especificacdo das
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turmas e a organizacao das possibilidades em primeiro, segundo e terceiro lugares,
pois os alunos indicam quais as turmas podem ficar em cada posicdo. Essa
correspondéncia ndo acontece quando é necessario efetuar uma conversao para a
expressdo numérica que responde a situacdo, pois a multiplicacdo envolvida é
implicita, de modo que os alunos indicam 0s numeros envolvidos no problema
(quatro e trés) e, buscam uma justificativa incorreta para o nimero que ndo aparece

no enunciado (dois), mas esta na expressdo numeérica.

Na situacdo de permutacdo em que eram solicitados quantos numeros
diferentes sdo possiveis utilizando trés algarismos, 0s alunos entrevistados
explicaram que ‘Jodo’ nao havia respondido corretamente porque ele indicou o
mesmo numero repetido, pois o niumero 357 é o mesmo que 357, mas que a ordem
deve ser levada em consideracdo, de modo que o numero 357 é diferente do
namero 375. Isso pode ser observado no Quadro 26 a seguir.

Quadro 26: Entrevista com o Aluno 2 e o Aluno 5 no qual se questiona as
conversbes realizadas para um problema de permutacdo com a arvore de
possibilidades como representacao intermediaria.

P: De quantas maneiras possiveis pode-se escrever nimeros de trés algarismos diferentes
usando os algarismos 3,5 e 7?

A5: Eu coloquei Maria porque ela respondeu primeiro o algarismo 3 e depois 0 5...

A2: Porque ela fez todas as combinagdes

AS5: Isso.

P: E porque aqui ta errado?

A2: Porque ele colocou trés algarismos aqui... ele foi colocando 0 5 de novo.

P: O 357 e 0 357..

A2 e A5: E a mesma coisa...

P: Pesquisadora; A2: Aluno 2; A5: Aluno 5.
Fonte: Autora mediante pesquisa.

Nesta situacdo os alunos apenas identificaram corretamente a primeira
conversao realizada, destacando que, na situacdo de permutacdo a mesma ordem
da posicdo dos algarismos indica a mesma possibilidade, sendo necesséario alternar
a ordem dos elementos selecionados do conjunto dado para encontrar todas as

possibilidades.

Na situacdo de permutagcdo em que se perguntava de quantas maneiras
diferentes trés pessoas poderiam se posicionar na fila, foi questionada a expressao
numérica que respondia a situacdo, ou seja, a segunda conversao solicitada, como

pode ser visto no Quadro 27.
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Nesta situacdo o Aluno 2 tenta explicar seu raciocinio a partir do nimero de
pessoas que precisam ser organizadas na fila e demonstra que ainda h dificuldade
para explicitar a expressdao numérica escolhida, mas ao final, consegue justificar
com coeréncia. O Aluno 5 que respondeu a situacdo exemplificada na Figura 4,
enfatizou que soO viu 0 nUmero que dava certo e ndo se preocupou em perceber a

diferenca nas operacdes envolvidas para responder o problema.

Quadro 27: Entrevista com o Aluno 2 e o Aluno 5 no qual se questiona as
conversdes realizadas para um problema de permutacdo com a listagem como
representacao intermediaria.

P: Nesta situagdo se pergunta de quantas maneiras diferentes trés pessoas podem
posicionar-se numa fila do banco [...]

A5: Eu coloquei a letra ‘d’ e ele colocou a letra ‘a’. Quem ta certo?

P: Os dois da 6... Porque vocé colocou a letra‘a’, 3 x2 x 1?

A2: Porque 3 sdo o numero de pessoas, 2 € o numero de cada combinagdo que tem na
coluna e s6 um fica no inicio.

P: No final?

A2: No final...

[...]

A2: Com Maria em primeiro tem duas opcdes para segundo e s6 uma para terceiro.

A5: Eu botei 3 + 3 porgue eu vi a resposta 6 e ndo vi a conta...

P: Pesquisadora; A2: Aluno 2; A5: Aluno 5.
Fonte: Autora mediante pesquisa.

O Aluno 2 indica com clareza o principio multiplicativo envolvido na situagao
qguando afirma que para Maria em primeiro lugar tem duas opc¢bes de segundo e
somente uma para terceiro. E como sao trés pessoas que poderiam estar em
primeiro lugar, tem-se a multiplicacdo da quantidade de pessoas possiveis para
cada posicdo. Se, por um lado, o Aluno 2 percebe intuitivamente o Principio
Fundamental da Contagem, o Aluno 5 admite que marcou a alternativa apenas pelo

valor numérico da resposta.

No Quadro 28 os Alunos 1 e 4 percebem qual a arvore responde o problema
e justificam que a resposta correta € a que apresenta apenas seis possibilidades,
explicando que no resultado em que séo elencadas nove possibilidades houve
repeticdo do mesmo caso, uma vez que, apareceu duas vezes a possibilidade 357.
Entretanto, quando foram questionados sobre a expressdo numérica que responde a
situacdo os alunos ndo conseguem justificar a operacao correta (3x2x1). O Aluno 1
tenta explicar por meio de uma generalizacdo de possibilidades, afirmando que sao

trés grupos com dois numeros, mas nessa situacdo ndo consegue explicar a
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multiplicacdo por um do PFC. J& o Aluno 4 usa os numeros do enunciado e resolve
de forma aditiva, de modo que ndo percebe o carater multiplicativo das situacdes
combinatorias, indicando que, possivelmente, ha uma conversdo da lingua natural
para a expressdo numerica, hao sendo utilizada a representacao intermediaria para

a realizagcao da conversao.

Quadro 28: Entrevista com o Aluno 1 e o Aluno 4 na qual se questiona as
conversdes realizadas para um problema de permutacdo com a arvore de
possibilidades como representacao intermediaria.

P: Oitavo... De quantas maneiras possiveis pode-se escrever nimeros de 3 algarismos
diferentes, usando 3, 5 e 7? Vocés colocaram que Maria estava certa. Porque Maria e ndo
Jo&o?

[siléncio]

A4: Porque aqui Jodo repetiu 0 5. 357 e 357.

P: Ele repetiu, entdo ele colocou mais possibilidades ou menos?

A4: Mais

P: Quantas séo as possibilidades entdo?

A4: Um, dois, trés... nove. E Maria seis...

P: E qual a resposta certa?

A4: 6.

P: Jo&o colocou quantas possibilidades a mais?

A4: Trés

P: E qual a conta que responde a situagcédo?

A4: Trés mais trés igual a seis.

P: Trés mais trés d& seis, mas nao é essa...

Al:Eessa..3x2x1.

P: E essa, mas quero saber porque € essa?

Al: Porque séo 3 grupos de algarismos com 2 nUmeros que no terceiro grupo... da 6.
A4: Coloquei essa porque séo 3 posi¢des e 3 niUmeros.

P: Trés posigdes e trés nameros... alguém quer falar mais alguma coisa?

Al e A4: Néo...

P: Pesquisadora; Al: Aluno 1; A4: Aluno 4.
Fonte: Autora mediante pesquisa.

Pelas entrevistas realizadas foi possivel notar que, em todas as situacdes, 0s
alunos ainda tinham duvidas em algumas expressfes numericas, mesmo marcando
a opcao correta no teste. Também foi possivel observar que o uso da representacao
intermediaria, em varios problemas, ndo foi fator determinante para a conversao
para a expressao numeérica, uma vez que os alunos demonstravam, na entrevista,
gue para chegar na expressao numérica retomavam o enunciado em lingua natural.
Observou-se uma seguranca um pouco maior na identificacdo das conversdes de
produto cartesiano. Isso pode estar relacionado ao fato que, segundo Borba,
Azevedo e Bittar (2016), os problemas de produto cartesiano sdo mais frequentes

em livros didaticos de anos iniciais e sdo apresentados em mais de um registro de
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representacdo semiotica. Assim, a multiplicacdo envolvida nas situacdes de produto
cartesiano, por envolver os numeros explicitos no enunciado, € mais ressaltado e o
mesmo ndo acontece nas demais situagcbes combinatorias (combinacdo, arranjo e
permutacdo), uma vez que a multiplicacdo é implicita. Essa questdo pode estar
relacionada ao entendimento de alguns alunos de que na resolucdo dos problemas

da Matemética deve-se sempre utilizar os nimeros presentes no enunciado.

Assim, neste Estudo 1, foi possivel perceber que a identificacdo da
passagem da lingua natural para a listagem e arvore de possibilidades foi realizada
com maior facilidade em comparagdo com a identificacdo da conversdo para a
expressdo numeérica. Essa maior dificuldade na conversdo para a expressao
numeérica pode ser constatada também com as justificativas apresentadas, bem
como, por meio das entrevistas realizadas. Desse modo, destaca-se que a
dificuldade de identificacdo das conversdes entre as diferentes representacdes
propostas no teste também foi apresentada durante a entrevista, mesmo esta sendo
realizada pelos alunos com melhor desempenho nos testes. Na entrevista também
foi salientada a dificuldade dos alunos nas situagées de combinacéo, principalmente
na segunda conversao, em que era solicitada a identificacdo da expressao numérica

correspondente.

Esse conjunto de resultados ratifica que o melhor desempenho em
identificacdo de conversdes ocorre quando ha& maior congruéncia entre as
representacfes utilizadas. Isso porque foi mais congruente a conversao de lingua
natural para listagens ou arvores de possibilidades, do que a conversdo destas

representacdes auxiliares para a expressao numeérica.

Inhelder e Piaget (1976) destacam que a formulagcéo explicita de expressdes
matematicas para resolucédo de problemas combinatérios ainda ndo é evidenciada
por estudantes mesmo quando eles estdo no nivel 1lIB (14-15 anos), quando eles ja
realizam resolucdes sisteméaticas, porém ainda por meio de método exaustivo, como
por exemplo, a enumeracdo das possibilidades. Em contrapartida, diversos autores
(FISCHBEIN, PAMPU E MINZAT, 1970; BARRETO E BORBA, 2012; AZEVEDO E
BORBA, 2013) ja evidenciam que, por meio de instru¢cdes especificas, estudantes de
na faixa etéria de 10 anos ja conseguem compreender situacfes combinatérias e
desenvolver o carater multiplicativo dessas situacoes. Isso também se ressalta, pelo

fato de que, apesar da taxa de sucesso ser baixa nesse primeiro estudo, os bons
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resultados indicam a possibilidade nessa faixa etaria de um estudo que tenha como
objetivo o desenvolvimento do raciocinio combinatério, levando-se em consideragéo
as trés atividades cognitivas fundamentais da representacdo semiética: identificacao,

tratamento e conversao.

Desse modo, a partir dos resultados desse primeiro estudo, em que foi
identificada a grande dificuldade na identificacdo das conversdes para expressao
numerica, e, entre as situacdes combinatorias, essa dificuldade se apresenta maior
nos problemas de combinacédo, destaca-se que, para o estudo de intervencéo, foi
levado em conta a necessidade de considerar as especificidades de cada situagéo
combinatéria. Também ressalta-se a particularidade dos riscos no caso dos
problemas de combinacdo, os quais chamam a atengcdo sobre o invariante de
ordenacdo — tanto nesse tipo de problema, como nos demais. Além disso, foi
desenvolvido um trabalho com representacdes intermediarias (arvores de
possibilidades e listagens) para auxiliar a transicdo entre a representacao de partida

(lingua natural) e a representacao de chegada (expressao numerica).



6 RESULTADOS DO
ESTUDO 2:
APRESENTACAOE
DISCUSSAO
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Neste capitulo sdo discutidos os resultados do Estudo 2. Assim, é
apresentada a sistematizagdo de dados quantitativos, bem como sé&o
analisados qualitativamente protocolos de resolugcdo de alunos. Na primeira
secdo sao discutidas as diferentes intervencdes realizadas, por meio do uso da
arvore de possibilidades e da listagem como representacdes auxiliares de
transicdo. Na segunda secdo sao apresentadas as comparagOes de
desempenho — gerais e por ano escolar — antes e depois da intervencdo, com

indicacdo de significancias estatisticas.

6.1 AS INTERVENCOES: REPRESENTACOES AUXILIARES DE
TRANSICAO PARA O DESENVOLVIMENTO DO RACIOCINIO
COMBINATORIO

As intervencbes foram realizadas com seis turmas de uma escola da
rede publica municipal da cidade do Recife, totalizando 121 alunos, sendo duas
turmas para cada ano de ensino, cada uma compondo um grupo de
intervengdo (Grupo 1 ou Grupo 2), como é possivel visualizar no Quadro 29.
Todas as turmas, em geral, tinham mais alunos matriculados, entretanto, para
a pesquisa foram considerados aqueles que realizaram pré-teste e pos-teste e
participaram de pelo menos uma das duas sessdes de intervencdo, havendo,
portanto, alunos que realizaram alguma das etapas, mas faltaram em outras.

Nesses casos, 0s seus protocolos ndo foram analisados.

Quadro 29: Quantidade de alunos por turma em cada ano de ensino, por grupo
de intervencéo

5° ANO G1: arvore de possibilidades 19 alunos
G2: listagem sistematizada 20 alunos
7° ANO G1: arvore de possibilidades 21 alunos
G2: listagem sistematizada 26 alunos
9° ANO G1: arvore de possibilidades 19 alunos
G2: listagem sistematizada 16 alunos
TOTAL 6 turmas 121 alunos

Fonte: A autora
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Como indicado no capitulo de Método, em todas as turmas foram
realizadas duas sessbes de intervencdo. Na primeira, foram trabalhados os
quatro primeiros problemas do pré-teste, de modo que os alunos leram a
situacdo problema em linguagem natural e discutiram o objetivo da questdo
com a mediacdo da pesquisadora. Nesses momentos, os alunos analisaram as
possiveis respostas e a pesquisadora pontuou as caracteristicas de escolha e
de ordem em cada situacdo. Em seguida, a pesquisadora sugeriu um registro
de representacdo auxiliar sistematizado (listagem ou arvore), menos
formalizado, de modo que fosse possivel chegar a um registro mais formal, ou
seja, uma expressao numérica (Principio Fundamental da Contagem — PFC).
Em uma das turmas de cada ano escolar a representacdo auxiliar utilizada foi a
arvore de possibilidades e na outra turma foram usadas listagens. Esse mesmo
modelo foi repetido na segunda sessdo de intervencdo, na qual foram

trabalhados os quatro ultimos problemas do pré-teste.

No 5° ano, cada sessdo durou, em média, uma hora. O tempo foi
disponibilizado pela professora que ensina Matematica em ambas as turmas.
Nos 7° e 9° anos, cada sessdo durou, em média, 50 minutos, o tempo
destinado por uma aula de Matematica no dia da coleta, e foi disponibilizado
pelo professor da disciplina das respectivas turmas. Os procedimentos
adotados em todas as turmas foram semelhantes e serdo exemplificados a

partir de resolucdes de alunos em cada um dos anos escolares.

Nas Figuras 13 e 14 é possivel visualizar registros dos alunos do 5° ano

durante as intervengdes em seus respectivos grupos.

No Grupo 1 a pesquisadora construiu as arvores de possibilidades junto
com os alunos, de modo que iniciava com a discussao sobre as possibilidades
elencadas pelos alunos, e, em seguida, realizava a construcao das arvores de
possibilidades, organizando-as ja nessa representacdo. Na medida em que
elencava as possibilidades, indicava que faria todas iniciando com a mesma
escolha, e, entdo, questionava o0s alunos sobre quais eram todas as
possibilidades para essa escolha como primeira op¢do. Em seguida, repetia o

processo para as outras escolhas iniciais.
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Apoés a construcdo da arvore, iniciava a discussao sobre a passagem
para a operacdo que resolvia o problema, utilizando a organizagdo sistematica
da representacdo para enfatizar o raciocinio multiplicativo presente nas
diferentes situacdes combinatorias. Dessa forma, era indicado que para cada
escolha inicial, os elementos de partida indicavam quantas eram as opc¢des
para a segunda escolha. Na Figura 13A, na situacdo de produto cartesiano, €
possivel observar a primeira escolha sendo seguida pelas setas que indicam a
segunda escolha, assim, para cada um dos seis meninos, é possivel realizar

quatro opc¢Oes de segunda escolha (quatro meninas).

Figura 13A: Primeira intervencdo com o Grupo 1 do 5° ano. Resolucdo de
situacOes de produto cartesiano, com duas etapas de escolha, por meio da
representacdo auxiliar arvore de possibilidades

1. Na festa de S0 Jo@o da Escola Saber o 5° ano ir4 dangar quadrilh
seis meninos (Gabriel; Thiago, Matheus, Renato, Otavio e Feli <
(Taciana, Eduarda, Catarina e Rayssa). A professora quer que todos 08 e
dancem com todas as meninas. S
Quantos casais (um menino e uma menina) diferentes podem ser formados?

a. Na turma tem
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Qual a conta que resolve este problema?

6GXY=2Y m\uﬁ/ob Coleiy

Fonte: a autora

1. almarisamng

Na situacdo de combinacado (Figura 13B), além de representar todas as
possibilidades era necessario discutir seu invariante de ordem, uma vez que
nessa situacdo a ordem nao gera novas possibilidades. Nesse caso, as
possibilidades repetidas eram riscadas. Assim, para cada uma das cinco
escolhas iniciais ainda poderiam ser escolhidas quatro pessoas como segundo

elemento do aperto de mao. Porém, sendo a mesma possibilidade repetida em
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outra ordem é preciso dividir pelo nimero de casos repetidos. Para isso eram
exemplificados todos os casos como se a ordem fosse importante, e eram
destacadas as possibilidades repetidas em funcdo da ordem, discutindo o
motivo de, nesses problemas, a ordem nédo ser importante. Ou seja, como pode
ser observado na Figura 13B o aperto de méao dado entre Beatriz e Daniel é o
mesmo aperto de méo dado entre Daniel e Beatriz. A discussao seguia pelo
fato de ndo ser necessario dar dois apertos de maos, uma vez que as mesmas
pessoas estdo envolvidas. Assim, € necessario dividir por dois, pois foi contado
duas vezes 0 mesmo aperto de mao. Ressalta-se que a expressao da Figura
13B néo esta completamente correta do ponto de vista matematico (pois 5 x 4
ndo é igual a 20 + 2), mas os alunos compreenderam que o total resultante de
5 x 4 teria que ser dividido por 2, uma vez que as possibilidades constantes da
arvore estavam iguais duas a duas. A representacdo utilizada foi uma nova
forma do trabalho com a Combinatéria, uma vez que os alunos desse ano de

ensino néo faziam uso dessa representacdo antes do momento da intervencao.

Figura 13B: Primeira intervencdo com o Grupo 1 do 5° ano. Resolucdo de
situagcbes de combinacdo, com duas etapas de escolha, por meio da
representacdo auxiliar arvore de possibilidades

4. Cinco pessoas (Beatriz, Daniel, Joana, Carlos e Marina) se cumprimentaram

com aperto de mao. "
Quantos apertos de méo entre pessoas diferentes foram dados?
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Qual a conta que resolve esse problema?

mJ{//{ U"’Jﬁ 9 BXy=30~ 2

Fonte: a autora.
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De forma semelhante, a pesquisadora, durante a intervencdo com o
Grupo 2, construiu junto com os alunos a listagem sistemética de
possibilidades, de maneira que fosse possivel destacar o raciocinio
multiplicativo, chegando até o Principio Fundamental da Contagem. Neste
caso, a sistematizacdo da listagem era sugestdo da pesquisadora, uma vez
que a resolucao por meio da listagem pelos alunos acontecia por enumeragéo
ndo sistematica das possibilidades. Assim como era realizado no grupo com a
arvore de possibilidades, a pesquisadora iniciava com a discussdo sobre as
possibilidades e escrevia no quadro as possibilidades elencadas, de modo que
indicava que iria iniciar com a mesma escolha inicial para finalizar, com a
primeira escolha, todas as possibilidades. Em seguida, repetia 0 processo
mudando a escolha inicial, de modo que eram listadas, de forma sistematica
todas as possibilidades. A partir de entdo, era questionado quantas opcdes de
segunda escolha eram possiveis para cada elemento de partida da escolha

inicial, discutindo, com isso, a expressdo numérica que resolve o problema.

A sistematizacdo da listagem, destacando a primeira escolha, se faz
necessaria para a percepcao do carater multiplicativo das situagcbes, como é
possivel observar na Figura 14A, a qual mostra a listagem sisteméatica para um
problema de arranjo. Assim, no exemplo, a listagem era organizada com o
primeiro algarismo sendo fixado na primeira escolha, modificando os demais
algarismos na segunda escolha. Desse modo, se para cada uma das cinco
opches iniciais se tem quatro possiveis segundas escolhas, chega-se na

operacao (5x4).

Assim como na arvore de possibilidades, os problemas de combinacéo
eram discutidos de modo que levassem os alunos a perceber que a ordem néo
gera novas possibilidades, sendo necessario riscar 0s casos repetidos. Na
Figura 14B, no problema de combinagao, destaca-se que o aluno ndo escreveu
todas as possibilidades, apenas representou o numero de possibilidades que
seriam caso todas se repetissem, e riscando esse numero para informar
guantas possibilidades diferentes ainda poderiam ser contadas. Assim como na
Figura 13B, destaca-se que, para cada uma das cinco escolhas iniciais, tem-se
quatro opcdes de segunda escolha. Entretanto, como o mesmo aperto de méao

nao pode ser contado duas vezes, é preciso dividir pelo niumero de repeticdes
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da mesma possibilidade. Nesta figura também se ressalta que a expressao
numérica correta seria 5 x 4 + 2 = 10, porém entende-se que os alunos
conseguiram compreender a operacao sugerida pela pesquisadora.

Figura 14A: Primeira intervencdo com o Grupo 2 do 5° ano. Resolucédo de
situacOes de arranjo, com duas etapas de escolha, por meio da representacéo
auxiliar Listagem sistematizada de possibilidades

Fonte: a autora

Figura 14B: Primeira intervengcdo com o Grupo 2 do 5° ano. Resolucdo de
situagcbes de combinacdo, com duas etapas de escolha, por meio da
representacao auxiliar Listagem sistematizada de possibilidades.

4. Cinco pessoas (Beatriz, Daniel, Joana, Carlos e Marina .
com aperto de mao, B

Fonte: a autora.
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A seguir, é possivel visualizar nas Figuras 15 e 16, registros de alunos
do 7° ano durante as intervengcées em seus respectivos grupos. No registro do
G1 e do G2 observa-se na situacdo de combinacdo (Figuras 15A e 16A) o
resultado da discussdo sobre a necessidade de ndo considerar os casos
repetidos. Em ambas as turmas desse ano era enfatizado que nao era
necessario contar duas vezes a mesma possibilidade, sendo, portanto, riscada
a possibilidade que se repetia. Na imagem do G2 do 7° ano (Figura 16A) é
possivel visualizar o destaque™ feito pelo aluno sobre a ndo possibilidade de

repetir os casos em funcéo da ordem.

Figural5A: Primeira intervencdo com o Grupo 1 do 7° ano. Resolucdo de
situacdes de combinacdo, com duas etapas de escolha, respectivamente, por
meio da representacado auxiliar arvore de possibilidades.

Cinco pessoas (Beatriz, Daniel, Joana, Carlos e Marina) se cumprimentaram
4. =

com aperto de mao. '

Quantos apertos de mao entre pessoas diferentes foram dados?

Qual a conta que resolve esse problema?
L0
10.P.p4t

Fonte: a autora.

Para a discussdo da expressdo numeérica da combinacdo, ja com 0s
casos repetidos riscados, era debatida a necessidade de, depois da operacao
de multiplicagéo, realizar uma divisdo. Assim, os alunos registravam primeiro a

multiplicacdo e seu resultado, para em seguida efetuar a divisdo pelo numero

!> Nesta pesquisa ndo serédo analisados erros de escrita, como no caso desse aluno,
pois o interesse é no entendimento sobre as situacées combinatdrias.
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de casos repetidos da mesma possibilidade. Nas Figuras 15A e 16A, assim
como nas Figuras 13B e 14B, também foram realizadas as operagfes 5 x 4 =
20 + 2 = 10. Entende-se que, apesar da expressao numerica estar incorreta, a
intencdo do aluno era multiplicar e depois dividir por dois. Nas figuras 15B e
16B também se destaca o raciocinio que indica uma generalizacdo de

possibilidades.

Figural5B: Segunda intervencdo com o Grupo 1 do 7° ano. Resolucdo de
situacOes de permutacdo, com quatro etapas de escolha, respectivamente, por
meio da representacado auxiliar arvore de possibilidades.

7. Quantas palavra

S com e :
palavra AMOR? Sem sentido Podem ser formadas com as letras da
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Qual a conta que resolve este problema?
q. P 1 =W

Fonte: a autora.

Nas Figuras 15 e 16 também se pode observar o problema de
permutacdo (Figuras 15B e 16B) das letras da palavra AMOR, no qual os
alunos generalizaram que, se para uma letra inicial (a primeira escolha) sao
seis possibilidades (segunda escolha), isso também acontece para as demais
letras da situacdo. Nas situacdes de permutacdo o caso é diferente, uma vez
que a ordem € determinante em situacdes desse tipo. No G1 (Figura 15B) o
aluno registrou a arvore de possibilidades sugerida pela pesquisadora durante
a intervencédo e destacou, entre parénteses, a palavra formada, modificando a

ordem das letras.
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Figura 16A: Primeira intervengdo com o Grupo 2 do 7° ano. Resolucdo de
situagcdes de combinagdo, com duas etapas de escolha, respectivamente, por
meio da representacdo auxiliar listagem de possibilidades.

Fonte: a autora.

Figura 16B: Segunda intervengdo com o Grupo 2 do 7° ano. Resolucdo de
situacdes de permutacdo, com quatro etapas de escolha, respectivamente, por
meio da representacdo auxiliar listagem de possibilidades.

N
1N y o e TR A Pl

Fonte: a autora.
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No Grupo 2 (Figura 16B) a listagem foi registrada pelo aluno, mas
apesar de ser estimulado na intervencao o uso do PFC, o aluno registrou uma
operacdo de multiplicacdo por meio da generalizacdo de possibilidades, em
que, se para a primeira letra tem 6 possibilidades, e existem quatro letras, a
multiplicacéo indicada poderia ser 6 X 4, ou seja, seis anagramas iniciados
com cada uma das letras. Outra maneira para se chegar ao mesmo resultado
seria aplicar o PFC com quatro possibilidades de escolha da primeira letra, trés
possibilidades para a segunda letra, duas possibilidades para a terceira letra e
apenas uma possibilidade para a quarta letra. Tem-se, com isso, a multiplicacéo
4 x 3 x2x1, aqual também resulta em 24 possibilidades, ou seja, 24
anagramas com as letras da palavra AMOR. Ressalta-se, com isso, que as
representacdes auxiliares (arvores e listagens) serviram de suporte para a

conversao de lingua natural para a expressao numerica.

A seguir, é possivel observar os registros feitos durante a intervencéo
junto aos alunos do 9° ano. No G1 (Figura 17), na situagao de arranjo (Figura
17A) o aluno registrou a arvore sugerida pela pesquisadora, assim como o
PFC. No exemplo da Figura 17A é destacada a situacdo de arranjo com trés
etapas de escolha. Assim, inicialmente era realizada a primeira escolha, ou
seja, a primeira letra da placa (quatro possibilidades). A partir dela, era
realizada a segunda etapa de escolha com as opcdes para a segunda letra da
placa (trés possibilidades), por fim, a terceira etapa de escolha com as opc¢des
para a terceira letra da placa (duas possibilidades). Para a aplicacdo do PFC,
eram destacadas as quatro possibilidades da primeira escolha vezes as trés
possibilidades para a segunda escolha, vezes as duas possibilidades para a
terceira escolha. Para chegar no PFC era questionada qual a operagdo que
resolvia o problema, e, assim, os alunos também destacaram outras
possibilidades de operacédo para a resolugédo do problema. Sobre isso, o aluno
da Figura 17A registrou as outras operacdes discutidas que também podem
resolver a situacao por meio da generalizacdo de possibilidades, de modo que,
se sao seis possibilidades para cada uma das quatro primeiras escolhas
realizadas, € possivel realizar uma soma de parcelas repetidas ou a

multiplicagéo desses fatores.
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Figura 17A: Segunda intervengdo com o Grupo 1 do 9° ano. Resolucao de
situacOes de arranjo, com trés etapas de escolha, por meio da representacéo
auxiliar &rvore de possibilidades.

6. Edinho tem alguns carrinhos e quer colocar placas neles. Ele quer usar quatro
letras (X, Y, K e W) e vai escrever trés letras em cada placa.
Quantas s&o todas as possibilidades de placas que Edinho pode fazer, sem
que as letras se repitam?

{ X

Qual a conta que resolve este problema?

Fonte: a autora.

Na Figura 17B, em uma situacdo de combinacdo com trés etapas de
escolha, o aluno destaca, como realizado durante o processo de intervencéao, a
primeira escolha de cada uma das quatro frutas, que geram, para a segunda
escolha, trés opgodes, e, na terceira escolha, duas opcdes (4x3x2 = 24). Em
seguida, os casos repetidos sao riscados, de modo que era discutido o numero
de casos repetidos da mesma possibilidade (6). Desse modo, o PFC era
aplicado com a divisdo do total de possibilidades pelo numero de casos
repetidos.

No G2 (Figura 18B) o aluno registrou por meio da listagem, assim como
realizado pelo aluno da Figura 17B com o uso da arvore, a informacédo dada
pela pesquisadora para explicar o PFC na situagcdo de combinacao (Figura
18B), ressaltando a necessidade de dividir por seis, uma vez que esse € 0
namero de casos repetidos que precisam ser contados uma Unica vez. Desse
modo, ele listou todas as possibilidades para as trés etapas de escolha (12; 22 e
32 fruta) e dividiu pelo nimero de casos repetidos, destacando as seis
possibilidades iguais para a mesma possibilidade (L, M, B; L, B, M; M, L, B; M,
B,L; B, M,L;B,L, M.
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Figura 17B: Segunda intervencdo com o Grupo 1 do 9° ano. Resolucéo de
situagcbes de combinacdo, com trés etapas de escolha, por meio da
representacdo auxiliar arvore de possibilidades.

8. Marcia tem em casa quatro tipos de fruta (maméo, abacaxi, laranja e banana) e
quer fazer uma salada usando trés dessas frutas.
De quantas maneiras diferentes ela pode combinar essas frutas?

N\

Qual a conta que resolve este problema?

Fonte: a autora.

Na situacéo de permutacéo da Figura 18A, o aluno em questao registrou
apenas a listagem com a escolha da primeira letra, indicando a segunda,
terceira e quarta escolha para essa letra. Desse modo, o PFC era discutido
salientando que, sdo quatro letras possiveis para a primeira escolha, restando
trés opcdes de letras para a segunda escolha;, em segunda, na terceira
escolha, restavam apenas duas opc¢des e, por ultimo, para a escolha da quarta
letra, restava apenas uma opgao (4x3x2x1).

Destacam-se algumas particularidades de cada ano de ensino, pois,
apesar das intervencdes serem realizadas buscando 0s mesmos
guestionamentos, no 5° ano os alunos perceberam, principalmente o uso do
PFC como uma generalizacdo de possibilidades, em especial nas situagdes de
produto cartesiano e arranjo com duas etapas de escolha. No 7° ano os alunos,
além do entendimento do PFC, também chegaram a generalizacdo de casos e,
no 9° ano, essa envolveu também a possibilidade de adicdo de parcelas
repetidas. Outra diferenca que também pode ser enfatizada foi que os alunos
do 7° e, com mais frequéncia, do 9° ano colocavam os tracos das etapas de

escolha do PFC e escreviam 12 escolha (12 letra/ 12 fruta), 22 escolha. Assim,
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isso pode evidenciar uma mais clara compreensao do PFC. Desse modo, 0 uso
de registros de representacao parece ter sido ampliado do 5° ao 7° e desse ao
9° ano, pois os alunos perceberam outras formas validas de representar as

dadas situacoes.

Figura 18A: Segunda intervencdo com o Grupo 2 do 9° ano. Resolucédo de
situacOes de permutacdo, com quatro etapas de escolha, respectivamente, por
meio da representacdo auxiliar listagem de possibilidades.
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MOR? \ M sentido podem ser formadas com as letras da
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ual a conta que resolve este problema?

Fonte: a autora

Nos trés anos pesquisados, durante a intervencdo foram observados
avancos, no sentido de perceber a necessidade de sistematizacdo no
levantamento das possibilidades, seja com arvore de possibilidades, ou com
listagens. Também foram observados avancos na determinacdo das
expressfes numeéricas que resolvem as situacdes — até mesmo para 0 caso
mais dificil — a combinacdo. As intervengbes também chamaram bem a
atencdo dos alunos quanto aos invariantes (quantas escolhas eram
necessarias em cada problema apresentado e se a ordenacdo dos elementos
indicava, ou nao, possibilidades distintas). Com isso, o uso de uma
representacao auxiliar permitiu a utilizacdo de distintas formas de expressdes
numericas validas para a resolucdo de diferentes situacfes combinatorias,

chamando a atenc¢éo para seus invariantes especificos.
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Na proxima secéo foram analisados os avangcos em cada ano de ensino
especificamente, bem como em cada grupo de intervencdo, comparando-se 0s

desempenhos antes e depois dos processos interventivos.

Figura 18B: Segunda intervencdo com o Grupo 2 do 9° ano. Resolucdo de
situacdes de combinagdo, com trés etapas de escolha, respectivamente, por
meio da representacgéo auxiliar listagem de possibilidades.

8.  Marcia tem em casa quatro tipos de fruta (mamao, abacaxi, laranja e banana) e

quer fazer uma salada usando trés dessas frutas.
De quantas maneiras diferentes ela pode combinar essas frutas?
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Qual a conta que resolve este problema?

Fonte: a autora.

6.2 O DESENVOLVIMENTO DO RACIOCINIO COMBINATORIO:
DESEMPENHOS ANTES E DEPOIS DA INTERVENCAO

Os testes aplicados antes e depois das intervencdes foram analisados,
levando em conta o levantamento de possibilidades e a expressdo numérica

(operacéao, conta) utilizada para responder a situagao.

O levantamento de possibilidades foi analisado de acordo com o
seguinte critério: pontuacao 0 significava Erro, nesse caso eram consideradas
as respostas em branco, ou aguelas que nao indicavam claramente um
raciocinio combinatorio na sua resolucdo; 1 ponto = Acerto Parcial 1, nesse
caso eram consideradas as respostas com raciocinio combinatorio em que se

apresentasse menos da metade de possibilidades que responde a situacéo; 2
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pontos = Acerto Parcial 2, nessa pontuacdo estdo 0s casos em que Sao
apresentadas mais da metade de possibilidades, mas ndo ha seu esgotamento;
3 pontos = Acerto Total, o total dos pontos eram designados aqueles que
conseguiam responder corretamente a situagcdo com esgotamento de todas as
possibilidades. Assim, no teste contendo oito situacfes, cada aluno poderia
chegar a um total de 24 pontos (oito problemas x trés pontos no maximo em
cada problema) no teste.

A andlise para a expressao numeérica que responde a situacao também
foi realizada com pontuacéo de 0 a 3 pontos, sendo que 0 ponto era designado
para as respostas em branco ou que apresentavam um calculo que nao
correspondia ao usado para responder a situacado. Estudantes que escreviam o
tipo de operacdo que deveria ser realizado, mas que nédo indicavam qual a
expressdo numeérica, nem a resposta numérica, também foram classificados
com 0 ponto. O Acerto Parcial 1 era caracterizado quando os alunos indicavam
a expressdo numeérica correta, entretanto erravam o procedimento do calculo,
indicando um numero de possibilidades que indicava menos da metade do
total. No Acerto Parcial 2, os alunos erravam o procedimento, mas indicavam
como resposta um numero de possibilidades igual ou superior a metade do
total de possibilidades. Assim, os alunos acertavam o que Vergnhaud (1983)
chama de célculo relacional, mas erravam o célculo numérico; ou ainda,
dificuldade no tratamento dentro do préprio registro, como apontado por Duval
(2012). Também foram encontrados acertos parciais com generalizacdo
incompleta de possibilidades. Os 3 pontos foram designados para 0s que
indicavam a expressdo numérica correta, seja ela por meio de uma

generalizacao de possibilidades ou pelo PFC.

Nas Figuras 19, 20, 21, 22, 23 e 24 é possivel observar exemplos de
erros ou acertos, tanto no levantamento de possibilidades, quanto na indicacéo
de uma expressdo numeérica. Na Figura 19 o aluno apresenta uma total
incompreensao da situacdo e apenas utiliza os algarismos para a escrita de um
anico numero. Na Figura 20 o aluno compreende a situacdo e indica algumas
possibilidades por meio da listagem. Nesse caso, para indicar o total de
possibilidades ele deveria listar os 24 casos, mas o aluno indica 11, ou seja,

menos da metade do total, o que configura Acerto Parcial 1. O aluno n&o indica
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uma expressdo numeérica que responde a situacdo, o que indica Erro na

expressao numerica.

Figura 19: Exemplo de aluno do 5° ano no pré-teste - erro no levantamento de
possibilidades e na expressdo numerica
2. De quantas maneiras possiveis pode-se escrever nimeros de dois algarismos
diferentes, usando os cinco algarismos 1,3,5,7e 97

13.543

solve este problema?
Qu\al a conta que re ’ p B b
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Fonte: a autora

Figura 20: Exemplo de aluno do 5° ano no pré-teste - Acerto Parcial 1 no
levantamento de possibilidades; Erro na expressao numérica.
7. Quantas paf5\7ras com e sem seﬁﬁmgd'ém ser formadas com as letras da
palavra AMOR?
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Qual a conta que resolve este problema?

(
( 0 ¢ O \(&9
&k ﬂ } {\ﬂ\-’bg‘—) . 7 4. —Lann~vi larania a hanana) e

Fonte: a autora

Na Figura 21 é possivel observar um exemplo de Acerto Parcial 2, pois,
para indicar o total de possibilidades o aluno deveria ter listado 24 casos e ele
lista 23. Assim, ele indicou mais da metade do numero de possibilidades. Com
relacdo a expressdo numeérica, o aluno ndo apresenta uma operagcdo que

resulte na resposta do problema, o que configura erro nesse quesito.

Na Figura 22 o aluno, no pés-teste, utiliza a generalizacdo de
possibilidades por meio do uso da arvore de possibilidades. Com isso, ele
organiza o diagrama de arvore apenas para a Turma A em primeiro lugar e
chega em dez possibilidades para essa turma ocupar a primeira posicao.
Compreende-se que o aluno percebeu ndo ser necessario repetir o

procedimento com as outras turmas. Dessa forma, o aluno multiplicou as dez
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possibilidades pelo niamero de turmas, encontrando 50 possibilidades. Esse
caso se configura como Acerto Parcial 2, tanto para o levantamento de
possibilidades, quando para a expressdo numérica, pois, embora o aluno nao
indique textualmente todas as possibilidades, entende-se que ele buscou um
procedimento menos custoso para indicar a resposta correta. Além disso, para
gue o aluno tivesse Acerto Total ele deveria ter encontrado 12 possibilidades
para a Turma A e, com a multiplicacdo, chegaria em 60 possibilidades totais,
por isso, sua resposta indica que ele encontrou mais da metade das

possibilidades, o que se configura como Acerto Parcial 2.

Figura 21: Exemplo de aluno do 9° ano no pré-teste - Acerto Parcial 2 no
levantamento de possibilidades; Erro na expressdo numérica

6 Edinho tem alguns carrinhos e quer colocar placas neles. Ele quer usar quatro

i &s letras em cada placa.
as (X, Y, K e W) e vai escrever tr :
l('(;tlrant(as sao todas as possibilidades de placas que Edinho pode fazer, sem

que as letras se repitam?

Xy k) x®y%

Qual a conta que resolve este problema?

Fonte: a autora

Figura 22: Exemplo de aluno do 5° ano no pds-teste - Acerto Parcial 2 no
levantamento de possibilidades e na expressdo numeérica

6. Cinco turmas do 5° ano da Escola Saber (Turma A, Turma B, Turma C, Turma D e
Turma E) véo disputar um tomeio de queimado.
De quantas maneiras diferentes pode-se ter o primeiro, segundo e terceiro lugar no
torneio?

Qual a conta que resolve este problema?
Fonte: a autora

Na Figura 23 foi considerado o Acerto Parcial 2, tanto para o
levantamento de possibilidades, quanto para a expressdo numeérica
correspondente. Isso porque, nessa situacdo do pos-teste era necessario o uUso
de uma expressdo numeérica, pois listar ou organizar em arvore 96

possibilidades € um trabalho muito custoso. O aluno tentou iniciar o
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procedimento de levantamento de possibilidades e, em seguida, percebeu que
seria melhor realizar uma multiplicagdo. Assim, o aluno indicou a expressao
numérica correta (8x6x2). Apesar disso, ha erro de célculo numeérico/erro de
tratamento dentro do proprio registro, ou um erro de atencdo no momento de

realizado do procedimento.

Figura 23: Exemplo de aluno do 5° ano no poés-teste - Acerto Parcial 2 no
levantamento de possibilidades e na expressdo numerica

©. Douglas foi a uma lanchonete

misto, sanduich No cardapio havia oito opcoes de comida (sanduiche
quei'o’ = I < _e de frango, c xinha, empada de frango, ermnpada de bacalha!!, pao de
JO, enroladinho de salsicha e folheado de queijo), seis tipos de bebida (suco de

frute i < : )
ILIic?, refrigerante, agua, agua com gas, suco de lata e cha gelado) e dois tipos de
sobremesa (sorvete e bolo).

De quantas .maneiras diferentes Douglas podera lanchar combinando um tipo de
comida, um tipo de bebida e um tipo de sobremesa? J X G X - 6Y
3 M >
" \ ‘r"‘,'ti,,'; \‘.
{
1

Gy

LV

Qual a conta que resolve este problema? 1
\ A ] 3

; ~u-;'\'L_, L cozoao® o | "‘
2

S A

Fonte: a autora

Na Figura 24 observa-se que o aluno listou todas as possibilidades
iniciando com a letra A e, em seguida, indicou a expressao numérica que
responde corretamente a situacdo por meio de uma generalizacdo de
possibilidades, o que foi considerado como Acerto Total nos dois quesitos:

levantamento de possibilidades e expressdo numérica.

Figura 24: Exemplo de aluno do 9° ano no pré-teste - Acerto Total no
levantamento de possibilidades e na expressdo numérica
7. Quantas palavras com e sem sentido podem ser formadas com as letras da
palavra AMOR?
ARMO
AMoR
AoM R
ARO M
AM RO

A0 RM )
Qual a conta que resolve este problema? = IU

Fonte: a autora

As situacdes com indicacdo da expressao numeérica correta (parcial ou
total — Figuras 22, 23 e 24), sem a apresentacdo completa da outra

representacdo para o levantamento de possibilidades (seja listagem ou arvore)
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indicava o acerto correspondente também nessa etapa, uma vez que, entende-
se que o aluno percebe que ha outras possibilidades, mas decidiu nao indica-
las, pois a operacao é suficiente para dizer quantas sdo. Isso fica evidente no
exemplo da Figura 24, pois, as reticéncias colocadas pelo aluno indicam que
ele percebeu que séo seis possibilidades para as palavras iniciadas com A,
mas ainda h& as possibilidades iniciadas em M, em O e em R. Assim, ha seis
possibilidades para cada um desses inicios, portanto, 4 x 6 possibilidades, ou
seja, no total sdo 24 palavras com ou sem sentido formadas a partir das letras
da palavra AMOR.

Com a pontuacéo estabelecida no pré-teste e no pés-teste, foi criado o
banco de dados para realizacdo da andlise estatistica com uso do software
SPSS - Statistical Package for the Social Sciences. A primeira analise se deu
em funcdo da média de desempenho em cada teste para o levantamento de
possibilidades e para a resposta dada na operagcédo que responde o problema
e, com isso, € possivel observar na Tabela 4 as médias para cada grupo, em

cada ano de ensino.

Tabela 4: Média de desempenho no pré-teste e no pos-teste por ano de ensino
e por grupo de intervencao

Fonte: a autora®®

* O levantamento de possibilidades pode ser indicado por uma listagem, arvore de

possibilidades, ou outra representacdo que indique parcial ou totalmente, as possibilidades. A
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Destaca-se, na Tabela 4, a baixa média de desempenho em todas as
situacdes, considerando que se poderia chegar até os 24 pontos. Além disso,
em todas as situacfes, a média de acertos dos alunos no levantamento de
possibilidades é superior a média na expressdo numeérica. Entretanto, é
importante enfatizar o aumento na média em todos 0s grupos e em todos 0s
anos de ensino na comparacdo do pré-teste com o pdés-teste, principalmente
guando se salienta que houve apenas duas sessodes de intervengdo com cada
grupo. Além disso, nessas duas sessfes foram trabalhados os quatro tipos de
problemas. Certamente um tempo maior de ensino implicaria em maiores
avancos. Esses resultados indicam o efeito positivo das intervencgdes, sendo o
efeito maior observado no levantamento de possibilidades, mais do que na
determinacao de expressao numérica que resolve a situacdo. Isso indica que
para os estudantes foi mais facil a conversédo da lingua natural para alguma
representacdo intermediaria, mas houve ainda dificuldade na conversdo da

representacdo intermediaria para a expressao numeérica.

Também vale destacar que, independente de sua média inicial, os
participantes do G1 possuem, em todos 0s casos, médias maiores que as do
G2 no pos-teste. Os testes estatisticos descritos na proxima secao
comprovaram que as diferencas no pré-teste ndo eram significativas entre os
grupos dentro de cada ano escolar. Dessa forma, inicialmente os alunos do G1
possuiam desempenhos semelhantes aos do G2, no 5° no 7° e no 9° ano.
Assim, dentro de cada ano, os alunos partiram de desempenhos iniciais bem
semelhantes. Salienta-se, ainda, que as médias do 5° e do 7° ano séao
equiparaveis, aparentando ndo haver trabalho escolar com a Combinatéria
nesse intervalo. Os alunos do 9° ano, no pré-teste, possuem meédias
semelhantes as médias do 5° e do 7° ano no pés-teste, o que pode caracterizar

um trabalho com a Combinatdria desenvolvido entre o 7° e 0 9° ano de ensino.

expressdo numérica é indicada por uma operacdo matematica possivel de responder a
situacao.
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6.2.1 O efeito das intervencdes realizadas no desenvolvimento do

raciocinio combinatorio: indices de significancia

Para analisar o efeito das intervencgdes realizadas no desenvolvimento
do raciocinio combinatorio dos alunos dos diferentes anos de ensino foram
realizadas analises estatisticas por meio do software SPSS. Inicialmente foram
comparados o pré-teste e o0 poOs-teste de cada turma por meio da prova
paramétrica T-Teste de amostras em pares (Pré-testeXPgs-teste).

Comparando separadamente o resultado do pds-teste com o do pré-
teste de cada grupo e cada ano escolar, também foram observadas diferencas
significativas tanto para o levantamento de possibilidades (p<0,001'’), quanto
para expressao numeérica (p<0,001) que responde as situacdes combinatérias
Desse modo, verifica-se que as intervencbes surtiram efeitos muito

significativos em todos os anos de escolarizagdo pesquisados.

Para analisar a diferenca entre os diferentes grupos de intervencéo foi
realizada a prova paramétrica T-teste de amostras independentes, comparando
0 pés-teste do G1 (representacao intermediaria: arvore de possibilidades) com
0 pos-teste do G2 (representacdo intermediaria: listagem), em cada ano
escolar. Para o 5° ano a analise mostrou que ndo ha diferencas nem no
levantamento de possibilidades (t(37)= 0,576; p=0,568) nem na expressao
numeérica (t(37)= 0923; p=0,362). Também ndo ha diferencas significativas no
7° ano em nenhuma situacéo (levantamento de possibilidades: t(45)= 0,440;
p=0,662); (expressdo numeérica: t(45)= 0,166; p=0,300), assim como para o 9°
ano (levantamento de possibilidades: t(33)= 0,650; p=0,520); (expressao
numérica: t(33)= 1,341; p=0,189). Portanto, de modo geral, ndo foram
observadas diferencas significativas entre os grupos de intervencdo em

nenhum ano de escolarizagdo. Dessa forma, tanto a arvore de possibilidades,

" Em linguagem estatistica ‘p’ indica se algo provavelmente é verdadeiro e ndo resultante de
uma situacdo aleatéria. Na estatistica afirmar que um resultado € altamente significativo,
significa que a hip6tese que esta sendo testada é muito provavelmente verdadeira. Em geral,
quando p <0,05 assume-se que ha uma probabilidade de apenas 5% de que a diferenca
encontrada ndo seja verdadeira. Assim, quanto menor o valor de p, menor sera a probabilidade
da diferenca néo ser verdadeira.
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guanto a listagem, se mostraram ser representacfes auxiliares validas que
ajudaram no desenvolvimento do raciocinio combinatério dos participantes do

estudo.

Apesar de ndo terem sido observadas diferencas significativas, de modo
geral, entre os dois grupos de intervencéo (G1 x G2), foi realizada a analise do
pos-teste apenas nas questbes em que o numero de possibilidades e de
etapas de escolha era maior, sendo recomendavel, portanto, uma expressao
numeérica para resolver a situacdo, seja ela por generalizacdo de
possibilidades, ou pelo uso do Principio Fundamental da Contagem. Essa
andlise foi realizada por um T-teste de amostras independentes em que foi
comparado o desempenho do G1 (arvore) e do G2 (listagem) nessa etapa do
teste. Os resultados indicaram uma diferenca significativa entre os grupos
(t(119)= 3,162; p=0,002). Desse modo, o Grupo 1, que teve interven¢cdo com o
uso da arvore de possibilidades, obteve melhor desempenho nas situacdes em
gue era recomendavel o uso de uma expressao numérica, indicando que, essa
representacdo intermediaria parece ter um maior grau de congruéncia com a
expressdo numérica necessaria para a resolucdo dos problemas
combinatérios. Assim, a arvore de possibilidade pode indicar uma dupla
congruéncia. A primeira, com o enunciado, por também ser escrita em lingua
natural. E a segunda com a expressao numerica, pela maior clareza na relacao
um a muitos que indica o pensamento multiplicativo. Isso porque, se os alunos
do G1 chegaram mais vezes a expressdo numérica correta, provavelmente

reconheceram nas arvores 0S niUmeros necessarios para a sua utilizacao.

Foi realizada a prova paramétrica ANOVA para comparar os
desempenhos no pés-teste entre os diferentes anos de ensino. Na comparacéao
entre 5° e 7° anos ndo foram identificadas diferengas significativas, nem no
levantamento de possibilidades (p=0,650), nem na expressdo numeérica
(p=0,991), uma vez que as médias entre as duas turmas foram muito similares.
Na comparacdo com o 9° ano, foram observadas diferengas significativas com

as outras duas turmas pesquisadas. Entre 5° e 9° anos no levantamento de

¥ ANOVA (Anélise de Variancia) é um procedimento estatistico usado para comparar trés ou
mais grupos de amostras independentes, como no caso trés anos escolares distintos.
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possibilidades (p=0,003) e na expressao numeérica (p=0,007) foram observadas
diferengas significativas. Entre o 7° e o 9° anos também foram verificadas
diferencas, tanto no levantamento de possibilidades (p=0,023), quanto na

expressao numérica (p=0,007).

Assim, destaca-se que, na comparagcdo entre os trés anos de ensino
houve diferenca significativa apenas quando comparados cada um dos dois
primeiros anos com o 9° ano, indicando o melhor desempenho dessa turma,
em comparagdo com as outras duas, iSSO porque 0s acertos no levantamento
de possibilidades e nas expressfes numeéricas do 5° e 7° anos sdao muito
semelhantes, ndo apresentando diferencas significativas. Além disso, no 9° ano
os alunos iniciaram com melhores resultados e também avancaram em seus
desempenhos, quando avaliados ap0és a intervencéo, apresentando diferencas

significativas na comparacao com 5° e com 7° anos.

Para analisar a diferenca entre pré-teste e pds-teste em cada tipo de
problema foi realizada o T-teste de amostras em pares. No Quadro 30 é
possivel visualizar que, para o 5° ano, houve diferenca significativa no G1 para
o levantamento de possibilidades nas situacdes de produto cartesiano e de

arranjo.

Para a expressdo numerica nas situacfes de produto cartesiano, arranjo
e permutacdo. Nos problemas de combinacdo ndo foi observado indice de
significAncia para o desempenho na operacdo, pois 0s alunos néo
apresentaram uma conta correspondente nem no pré-teste, nem no pds-teste.
O G2 também nao apresentou expressao numérica para o problema de
combinacdo nem antes, nem depois da intervencdo. Além disso, nesse grupo
houve diferenca significativa na operagcéo apenas em situagcdes de permutacao.
Assim como, no levantamento de possibilidades, que também houve diferencas

apenas em problemas de permutacgéao.

Tais resultados reforcam a hipétese de que a arvore de possibilidades se
configura como uma representacdo intermediaria mais vantajosa,
principalmente para a indicacdo de uma expressdo numeérica. Além disso, tais
avancos ndo sao generalizados a todas as situagcdes combinatOrias, mas

variam de situacdo a situacdo, o que salienta a importancia do trabalho



165

especifico envolvendo cada uma das situacdes combinatorias e seus

respectivos invariantes.

Quadro 30: Diferencas entre pré-teste e pos-teste do 5° ano por tipo de situacéo
combinatoria

CpréXCpbs t (18) =-1,694; p= 0,107 Como nao foram
apresentadas expressoes
numeéricas nem no pre-
teste nem no pos-teste, o
programa nao efetuou teste
estatistico.

PpréXPpés t (18) = - 2,082; p= 0,052 t(18) = - 2,163; p= 0,044

CpréXCpos t(19) =-1,798; p= 0,088 Como nao foram
apresentadas expressoes
numéricas hnem no preé-
teste nem no pos-teste, o
programa néo efetuou teste

estatistico.
PpréXPpos t(19)=-2,138; p= 0,046 t(19)=-2,146; p= 0,045

PC: Produto cartesiano; C: Combinacao; A: Arranjo; P: Permutacao.
Fonte: a autora.

No Quadro 31 se pode observar os resultados do 7° ano.

No Grupo 1, houve diferenca significativa entre pré-teste e pés-teste no
levantamento de possibilidades em situacbes de produto cartesiano e
permutacdo e na expressdo numérica também nas situacfes de arranjo. Ja no
G2 o levantamento de possibilidades apresentou diferencas significativas nos
quatro tipos de problemas combinatérios, mas na expressdo numérica houve
diferencas apenas nas situacdes de produto cartesiano e permutacdo. Assim
como nos resultados do 5° ano, o G1 do 7° ano também apresentou mais tipos
de situagcdes nas quais houve progressos na indicacdo de expressdes

numeéricas corretas no pés-teste, do que o G2 (listagem).
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Quadro 31: Diferencas entre pré-teste e pos-teste do 7° ano por tipo de

situacdo combinatoria

PC pré X PC poés
C pré X C pés
A pré X A pés
P pré X P pos
PC pré X PC pos
C pré X C pés
A pré X A pos

P pré X P p6s

t (20) = - 4,756; p< 0,001
t (20) = - 1,160; p= 0,260
t (20) = - 2,044; p= 0,054
t (20) = - 5,645; p< 0,001
t (25) = - 3,447; p= 0,002
t (25) = - 2,952; p= 0,007
t (25) = - 2,562; p= 0,017
t (25) = - 3,904; p= 0,001

t (20) = - 3,579; p= 0,002
t (20) = - 1,826; p= 0,083
t (20) = - 2,500; p= 0,021
t (20) = - 2,905; p= 0,009
t (25) = - 3,580; p= 0,001
t (25) = - 1,443; p= 0,161
t (25) = - 1,933; p= 0,065
t (25) = - 2,945; p= 0,007

PC: Produto cartesiano; C: Combinagédo; A: Arranjo; P: Permutacao.
Fonte: a autora.

Nota-se que para a situacdo de combinacdo néo se apresenta

diferencas significativas na apresentacdo da expressdo numérica
correspondente em nenhum dos dois anos apresentados anteriormente. Isso
acontece apenas no G1 do 9° ano, como € possivel visualizar no Quadro 32.
Mas, diferente do 5° ano, quando nenhum aluno apresentou a expressao
numeérica da combinacado, no 7° e 9° anos houve avangos nesse guesito, pois,
alguns alunos, com mais frequéncia para os alunos do 9° ano, conseguiram
indicar essa expressdo numérica. Além da diferenca significativa nos
problemas de combinacédo, destaca-se que, no G1 do 9° ano, houve diferenca
significativa para a expressdo numeérica também nas situacfes de produto
cartesiano e arranjo.

No levantamento de possibilidades ndo houve diferencas significativas
em nenhum tipo de problema. Acredita-se que, nessa turma, iSSo aconteceu
em funcdo da preferéncia pelo uso de uma expressdo numérica, que, em
algumas situacdes, néo era a correspondente a situacao, como por exemplo, o
uso da expressao numérica da combinacdo em situacdes de arranjo e vice-
versa. No G2 houve diferenca significativa tanto no levantamento de
possibilidades, quanto na expressdo numérica apenas nas situacbes de
produto cartesiano. Esse resultado também salienta os melhores desempenhos

do G1 nas expressdes numericas.
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Quadro 32: Diferencas entre pré-teste e pés-teste do 9° ano por tipo de

situacdo combinatoria

PC pré X PC pos
C pré X C pés
A pré X A p6s
P pré X P pos
PC pré X PC p6s
C pré X C pés
A pré X A pos
P pré X P pos

t (18) =-1,393; p= 0,181
t (18) = - 2,042; p= 0,056
t (18) = 0,518; p= 0,264
t (18) = - 0,846; p= 0,408
t (15) = - 2,498; p= 0,025
t (15) = - 0,316; p= 0,756
t (15) =-1,192; p= 0,252
t (15) = - 1,809; p= 0,091

t (18) = - 2,595; p= 0,018
t (18) = - 2,882; p= 0,010
t (18) = - 2,249; p= 0,037
t (18) = - 1,392; p= 0,181
t (15) = - 3,149; p= 0,007
t (15) = - 1,000; p= 0,333
t (15) = - 1,431; p= 0,173
t (15) = - 1,888; p= 0,078

PC: Produto cartesiano; C: Combinacéo; A: Arranjo; P: Permutacao.
Fonte: a autora.

Os resultados apresentados em todos os anos pesquisados reforcam a
hipotese inicial de que o grupo que trabalhou com a arvore de possibilidades
enquanto representacdo intermediaria se configuraria como aquele que
apresentaria mais expressdes nhuméricas corretas. Tais avancos sao
especificos para cada situacdo combinatéria, o que salienta a importancia do

trabalho por meio da discussao dos invariantes presentes em cada situacao.

6.2.2 Estudantes do 5° ano resolvendo situacées combinatérias:

Pré-teste

O pré-teste, aplicado com os alunos do 5° ano mostrou o que estudos
anteriores (PESSOA; BORBA, 2009; AZEVEDO; BORBA, 2013) ja destacavam
acerca das dificuldades no desempenho dos alunos desse ano de ensino em
situacdes combinatdrias antes de uma intervencao especifica sobre o tema. O
presente estudo destaca que a dificuldade dos alunos é ainda maior quando se
solicita uma expressao numerica que resolve a situacdo. Nas Tabelas 5 e 6 €
possivel observar o percentual de erro, acerto parcial e acerto total,

respectivamente, no levantamento de possibilidades e na expressdo numérica.

No levantamento de possibilidades (Tabela 5) é possivel observar o alto

indice de erros no pré-teste, em que no G1, 82,9% das situagcbes foram
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respondidas incorretamente, e no G2, esse quantitativo foi de 81,25%. Nos
acertos totais observa-se um maior numero no G2, 6,875%, enquanto no G1
apenas 1,97% das situacdes foram respondidas corretamente. Os indices de
acertos parciais somam, no G1, 15,13%, e no G2, 11,875%. Desse modo, por
meio dos resultados do pré-teste, pressupfe-se que as situacoes

combinatoérias ndo devem ter sido anteriormente trabalhadas.

Tabela 5: Desempenho do 5° ano no levantamento de possibilidades do preé-
teste, por grupo de intervencao e por tipo de situacao

7

- Pré Pré Pré Pré Pré Pré Pré Pré
G1 G2 G1 G2 G1 G2 G1 G2
pcr 15 16 2 0 0 0 2 4
ALY 14 14 3 0 1 3 1 3
T T 18 0 2 1 0 0 0
fen 1o 20 0 0 0 0 0 0
pc2| 16 11 3 4 0 1 0 4
AN s 19 4 1 0 0 0 0
P2 16 15 3 5 0 0 0 0
e 13 17 4 7 7 1 0 0
- 126 130 19 14 4 5 3 11

82,0% 8125% 125% 875%  263% 3,13% 197% 6.87%

PC1 e PC2: Produto cartesiano 1 e 2; C1 e C2: Combinacdo 1 e 2; Al e A2: Arranjo 1
e 2; P1 e P2: Permutacéo 1 e 2"°;
E: Erro; AP1: Acerto Parcial 1; AP2: Acerto Parcial 2; AT: Acerto Total.
Fonte: a autora.

Ainda analisando a Tabela 5 com o desempenho no levantamento de
possibilidades, observa-se que ndo houve acertos totais em problemas de
permutacdo e combinacdo. Vale ressaltar que no primeiro problema de
combinacdo as duas turmas apresentaram 100% de erro. Além disso, dos 14

acertos totais no levantamento de possibilidades, apenas quatro foram no primeiro

Y As situacgdes do tipo 1 produto cartesiano, combinag&o e arranjo do tipo 1 envolviam duas
etapas de escolha e as mesmas situagdes do tipo 2 envolviam 3 etapas de escolha. As
situacdes de permutacdo 1 e 2 envolviam 3 e 4 etapas de escolha, respectivamente.
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problema de arranjo e os outros dez acertos totais aconteceram em problemas de
produto cartesiano, situacdo que uma multiplicacdo direta dos numeros do
enunciado é suficiente para a resolucdo, como acreditam muitos alunos em
relacéo a todos os problemas mateméaticos. O indice de acertos parciais do tipo 1
também é superior aos do tipo 2, evidenciando que os alunos apenas indicam

algumas possibilidades, em geral, por meio de uma listagem néo sistematica.

Quando os alunos foram questionados sobre qual a expressdo numérica
respondia a situacéo, o indice de erros aumentou, como € possivel visualizar

na Tabela 6.

Tabela 6: Desempenho do 5° ano na expressdo numérica do pré-teste, por
grupo de intervencéao e por tipo de situacao

B AL A2 AT
Pré Pré Pré Pré
S : BN B B
AN o [ o R o [ s
Wi 0 [To o T o
EeETsT s el . e o [ s
Wl 0 [To o no o
0 [0 o [ o [0 o
20 [T o no o
941,3%% - 0,613% - 0,613% - 4,377%

PC1 e PC2: Produto cartesiano 1 e 2; C1 e C2: Combinacéo 1 e 2; Al e A2: Arranjo 1
e 2; P1 e P2: Permutacéo 1 e 2%;
E: Erro; AP1: Acerto Parcial 1; AP2: Acerto Parcial 2; AT: Acerto Total.
Fonte: a autora.

2% As situagdes do tipo 1 produto cartesiano, combinacéo e arranjo do tipo 1 envolviam duas
etapas de escolha e as mesmas situagdes do tipo 2 envolviam 3 etapas de escolha. As
situacdes de permutacdo 1 e 2 envolviam 3 e 4 etapas de escolha, respectivamente.
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Assim, observa-se que, no G1, em 98,68% das situacGes os alunos néo
indicaram corretamente uma expressdao numérica que respondesse o0
problema, e, no G2, esse numero foi de 94,37%. Os acertos parciais no pré-
teste para a expressdo numeérica aconteceram quando o aluno indicou a
operacdo correta que respondia a questdo, mas errou no calculo numérico.
Isso aconteceu apenas em dois casos na situacdo de produto cartesiano com
trés etapas de escolha, uma vez que era necessario realizar duas
multiplicagcbes sucessivas. Salienta-se que dos nove acertos totais na
expressdo numérica (dois do G1 e sete do G2), oito deles aconteceu em

problemas de produto cartesiano.

Os erros apresentados no pré-teste foram desde resposta em branco,
até as situacdes em que o aluno ndo apresentava resposta que envolvesse
raciocinio combinatério, como € possivel observar na Figura 25. Também
destacam-se 0s erros em que os alunos aplicavam alguma operacdo de
adicdo, subtracdo, divisdo ou até mesmo a propria multiplicacdo de forma

equivocada, como pode-se visualizar na Figura 26.

Figura 25: Situacao de permutacdo com resposta errada sem relacdo com o
raciocinio combinatorio, realizada por aluno do 5° ano no pré-teste.

3. De quantas maneiras diferentes trés pessgas (Maria, Luis e Carlos) podem
posicionar-se numa fila do banco?

' Q‘WQ%

Qual a conta que resolve este problema?

Fonte: a autora.

Os acertos parciais aconteciam quando os alunos listavam algumas
possibilidades, mas ndo esgotavam todas elas. Na Figura 27 observa-se uma
resposta parcial com menos da metade das possibilidades validas, sem o
reconhecimento da operacgédo que responde o problema. Na Figura 28 tem-se
resposta parcial com mais da metade das possibilidades validas para a
resolucao do problema. Ambos 0s casos com resposta por meio da listagem de

possibilidades.
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Figura 26: Situacdo de combinacdo com resposta errada por meio de

multiplicacdo que nao responde o problema, realizada por aluno do 5° ano no
pré-teste.

8. Marcia tem em casa quatro tipos de fruta (mamao, abacaxi, laranja e banana) e
quer fazer uma salada usando trés dessas frutas.

De quantas maneiras diferentes ela pode combinar essas frutas?

4
1

Qual a conta que resolve este problema?
LY
| o
;' J J%\n\'

Fonte: a autora.

Figura 27: Situacdo de produto cartesiano com resposta parcialmente correta

do tipo 1 por meio da listagem de possibilidades, realizada por aluno do 5° ano
no pré-teste.

1 Na festa de Sao Joao da Escola Saber o 5° ano ira dangar quadrilha. Na turma tem
seis meninos (Gabriel, Thiago, Matheus, Renato, Otavio e Felipe) e quatro meninas
(Taciana, Eduarda, Catarina' e Rayssa). A professora quer que todos os meninos
dancem com todas as meninas.

Quantos casais (um menino e uma menina) diferentes podem ser formados?

?:‘ (Tocwamo ‘QGVL)E‘.‘\J!\‘LLfC> b

\

/

:
Q.
o)
o
=

\ /. ‘l’\/-\' _c\(/\) - 1’ i OO«
y ACULERNOIONME. 0 i {Deg; oy ’
T o 4 . AN i | v~
e quae Teudou doec (;‘k'/iiib();\, L2 Q oy
e Toy o / /
Qual a conta que resolve esse problema? (Cﬁd'.u 3,7 Fo il Lo o QF;

Fonte: a autora.

Figura 28: Situacdo de combinacdo com resposta parcialmente correta do tipo

2 por meio da listagem de possibilidades, realizada por aluno do 5° ano no pré-
teste.

8. Marcia tem em casa quatro tipos de fruta (maméo, abacaxi, laranja e banana) e
quer fazer uma salada usando trés dessas frutas.
De quantas maneiras diferentes ela pode combinar essas frutas?

P

O 0B | OMowLOX L & %Q“ ong
v lﬂfﬂuﬁ f(\gj) ) fYY\AIT‘/\b—G' L &BDLD/ N b OO ol

x}r oo &R e Ao nex QC E\\J KS«)« /> T4 = "%:

Qual‘a conta que resolve este problema?

Fonte: a autora.

Os acertos totais sdo apresentados pelas criancas por meio de listagem
de possibilidades ou apenas com a expressao numérica que responde a
situacao, (Ver Figuras 29 e 31). Em alguns casos, além de os alunos listarem
as possibilidades, também indicavam a operacdo que resolvia o problema,
como é possivel observar na Figura 30.
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Figura 29: Situacdo de arranjo com resposta correta por meio da listagem de

possibilidades, sem indicacdo da expressdo numeérica que responde o
problema, realizada por aluno do 5° ano no pré-teste.

2. De quantas maneiras possiveis pode-se escrever nimeros de dois algarismos

diferentes, usando os cinco algarismos 1, 3,5,7e 9 ?

7

)
7 )

1
1]

22 e )n3) 9]
34135] 3439
il B R
Qual a conta que resolve este problema? —
20 D 7 | -
941331 95197

Fonte: a autora.

Figura 30: Situac&o de arranjo com resposta correta por meio da listagem de

possibilidades, com indicacdo da expressdo numeérica que responde o
problema, realizada por aluno do 5° ano no pré-teste.

2 De quantas maneiras possiveis pode-se escrever nimeros de dois algarismos
diferentes, usando os cinco algarismos 1,3,5,7e97?

162 11 LF 7 *d
:’_457—3’1’; 2 g F DA ar1 913995 913
& _ R 2 el
r11 A3 523519

~

=7 33 325 17 1
‘gua? a iontz que resolve este problema?
[; )% b( = 196

Fonte: a autora.

. maasia 1uie a Carlng) node

Figura 31: Situacdo de produto cartesiano com resposta correta por meio da

expressdo numeérica que responde o problema, realizada por aluno do 5° ano
no pré-teste.

5. Jane possui quatro blusas (amarela, rosa, laranja e vermelha), duas saias

(preta e branca), dois pares de sapato (dourado e prateado).
De quantas maneiras diferentes ela podera se vestir usando uma de suas
blusas, uma de suas saias e um de seus pares de sapato?

Y XA ¥IA=76

Qual a conta que resolve este problema?

Mo P lucocss

Fonte: a autora.

6.2.3 Estudantes do 5° ano resolvendo situacdes combinatoérias:

Po6s-teste

ApoOs as duas sessOes de intervencdo com cada turma do 5° ano - em

que a primeira turma participou do G1, na qual foram trabalhadas as situacdes
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combinatérias por meio da arvore de possibilidades como representacao
auxiliar de transicdo entre a lingua natural e a expressdao numérica; e a
segunda turma do G2, na qual a representacdo auxiliar foi a listagem de
possibilidades - foi aplicado o poOs-teste. Ao comparar com 0 pré-teste, €
possivel observar, analisando a Tabela 7, a diminuicdo do percentual de erros.
Antes tinha-se 82,9% de erro no G1 e 81,25% de erros no G2 e no pos-teste o
percentual diminuiu para 69,07% no G1 e 63,13% no G2. Assim, apesar do
pouco tempo de intervencdo, houve uma reducdo significativa de erros, e
acredita-se que com mais sessbes de intervencdo, o percentual de erros

diminuiria ainda mais.

Tabela 7: Desempenho do 5° ano no levantamento de possibilidades do pés-
teste, por grupo de intervencéo e por tipo de situacao.

B w1 a2 AT
- Pés Pos Pos Pos Pos Pos Pés Pos
G1 o G1 o G1 o G1 o
- 9 6 0 4 0 1 10 9
- 11 10 2 6 0 1 6
- 14 11 0 4 0 0 5 5
- 13 13 1 6 0 0 5 1
- 11 12 0 5 2 1 6 2
- 15 15 2 5 1 0 1 0
- 14 17 5 2 0 1 0 0
- 18 17 1 3 0 0 0 0
- 105 101 11 35 3 4 33 20
69,07% 6313%  7,24% 21.87% 197% 25%  21,72% 125%

PC1 e PC2: Produto cartesiano 1 e 2; C1 e C2: Combinacéo 1 e 2; Al e A2: Arranjo 1
e 2; P1 e P2: Permutacdo 1 e 2;
E: Erro; AP1: Acerto Parcial 1; AP2: Acerto Parcial 2; AT: Acerto Total.
Fonte: a autora.

' As situacBes do tipo 1 produto cartesiano, combinacdo e arranjo do tipo 1 envolviam duas
etapas de escolha e as mesmas situacbes do tipo 2 envolviam 3 etapas de escolha. As
situacdes de permutacdo 1 e 2 envolviam 3 e 4 etapas de escolha, respectivamente. As
situagBes do tipo 1 envolviam menor nimero de possibilidades e as situagfes do tipo 2
envolviam maior nimero de possibilidades.
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Analisando também o percentual de acertos totais percebe-se o0 avancgo
dos grupos em relacdo ao pré-teste, quando os estudantes do G1 tinham
apenas 1,97% de acertos totais e passou para 21,72% no poOs-teste. O G2
também avancou nos acertos totais de 6,87% para 12,5%. Destaca-se, ainda,
que no pré-teste dos 14 acertos totais, dez eram em situacdes de produto
cartesiano e 0s outros quatro na situacdo de arranjo com duas etapas de
escolha. No pos-teste 0 numero de acertos totais em produto cartesiano
passou para 27, e conta-se com acertos totais em todas as situagbes
combinatdrias, principalmente nas situacbes com menor namero de
possibilidades (PC1, Al, P1 e C1). Nas questdes em que a resposta era com
maior numero de possibilidades o numero de acertos aconteceu
prioritariamente no problema de produto cartesiano, e apenas um acerto na
situacdo de arranjo. Nas questdes com maior numero de possibilidades
relacionadas com as situacfes de permutacdo e combinacdo n&do houve

acertos totais.

Desse modo, as duas sessdes de intervencéo tiveram mais efeito na
solucdo de questbes com menor nimero de possibilidades — as quais podem
ser resolvidas com uso de arvores de possibilidades e listagens. Entretanto, as
guestdes que exigem generalizacdo ou aplicacdo de procedimentos como o
PFC necessitariam, ainda, de mais tempo para que surtissem mais efeitos nos
desempenhos dos alunos. Assim, a aprendizagem de situacdes combinatorias
acontece ao longo do tempo, corroborando com o que afirma Vergnaud (1986)
sobre a aprendizagem de conceitos. Para isso, o0 aluno precisa vivenciar
diversas situagdes, discutindo seus respectivos invariantes, por meio da
utilizacao de diferentes representacdes que, irdo exercer o papel de auxiliar na
conversdo para uma representacdo menos congruente, porém, mais

econbmica: a expressao numérica (DUVAL, 2011).

Analisando a Tabela 8 em comparacdo com os resultados do pré-teste
para a expressao numeérica que responde cada situacédo, também destaca-se
uma diminuicdo no percentual de erros, uma vez que, antes, o G1 tinha um
percentual de 98,68% e o0 G2 94,37% de erros. No pds-teste esse numero foi
de 78,95% no G1 e 82,5% no G2. Também se destaca o aumento no numero
de acertos totais, uma vez que o G1 tinha 1,32% e o G2 estava antes com
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4,37% e no pos-teste esse percentual avancou para 17,11% no G1 e 10,685%
para o G2.

Tabela 8: Desempenho do 5° ano na expressdao numérica do pos-teste, por
grupo de intervengao e por tipo de situacao

Pés

G2 G2 G2 G2
a0 : ¥
e : B o

132 7 4 17

82,5% 4,375% 2,5% 10,625%

PC1 e PC2: Produto cartesiano 1 e 2; C1 e C2: Combinagéo 1 e 2; Al e A2: Arranjo 1
e 2; P1 e P2: Permutacéo 1 e 2%
E: Erro; AP1: Acerto Parcial 1; AP2: Acerto Parcial 2; AT: Acerto Total.
Fonte: a autora.

Analisando o desempenho na expressdo numérica em cada tipo de
problema combinatério, € possivel concluir que nos problemas de produto
cartesiano, arranjo e permutacdo, quando os alunos acertam no levantamento
de possibilidades também apresentam, na maioria dos casos, a expressao
numérica que responde corretamente o problema, seja por generalizacdo das
possibilidades ou pelo uso do PFC, uma vez que no levantamento de
possibilidades ha 27 acertos em produto cartesiano e desses, 26 apresentam a

2 As situagdes do tipo 1 produto cartesiano, combinagéo e arranjo do tipo 1 envolviam duas
etapas de escolha e as mesmas situacbes do tipo 2 envolviam 3 etapas de escolha. As
situacdes de permutacdo 1 e 2 envolviam 3 e 4 etapas de escolha, respectivamente. As
situagBes do tipo 1 envolviam menor nimero de possibilidades e as situagfes do tipo 2
envolviam maior nimero de possibilidades.
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expressao numérica correspondente correta. Em arranjo todos os 10 acertos
no levantamento de possibilidades sdo seguidos da expressdo numérica
correspondente correta e nas situacdoes de permutacdo dos 10 acertos totais,

em sete sdo apresentadas uma expressdo numérica correta.

Contudo, nas situac¢des de combinacao foram apresentados seis acertos
totais no levantamento de possibilidades e em nenhum dos casos os alunos
apresentaram a expressao numeérica correspondente, confirmando que parece
haver menor congruéncia entre as representacdes intermediarias (sejam
arvores ou listagens) e as expressdes numericas nas situacdes de combinacéo
do que nas demais situacbes combinatérias. Isso também pode estar
relacionado ao fato de que na generalizacdo de possibilidades para essa
situacdo, além de multiplicar para encontrar o total de possibilidades, é

necessario também dividir pelos casos repetidos.

Outra analise importante € possivel ser visualizada na Tabela 9, quando
se compara a primeira parte do teste, em que o niumero de possibilidades no
pds-teste era menor; e a segunda parte do teste, em que o numero de

possibilidades para resolucdo das situacfes no pos-teste era maior.

Nesta andlise verifica-se que, no pos-teste, na segunda parte do teste,
guando os alunos acertavam o levantamento de possibilidades, o faziam por
meio de uma expressao numérica, uma vez que, ndo sendo possivel listar ou
organizar por um diagrama de arvore mais de 56 possibilidades, os alunos
percebiam que era necessario realizar uma operacao. Sendo assim, em alguns
casos eles comecavam a resolugcdo por meio de listagem ou arvore, mas
finalizavam com uma expressao numerica. Diferente da primeira parte do teste,
em que listar ou organizar em arvore até 30 possibilidades era possivel e, nem
sempre quando resolviam por uma representacdo auxiliar, indicavam a
expressdo numerica correspondente, como € possivel observar na Tabela 9.
Além disso, destaca-se que no G1, houve 7 acertos na segunda parte do teste
gue representa apenas 4,60%, e no G2, 2 acertos, indicando 1,25%. Mais uma
vez, observa-se maiores avang¢os no grupo que trabalhou com arvores do que
0 grupo que trabalhou com listagens. Isso parece reforcar que as arvores
possuem maior grau de congruéncia com as expressdes numericas

correspondentes.
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Tabela 9: Frequéncia (e percentual) de acertos no 5° ano do levantamento de
possibilidades e da expressdo numérica no pré-teste e no pos-teste por grupo
de intervencdo em cada parte do teste.

12 parte 3 (1,97%) 26 (17,11%) 7 (4,375%) 18 (11,25%)

2(1,31%) 19 (125%)  4(25%) 15 (9,37%)

12 parte

12 parte: nimero menor de possibilidades; 22 parte: nUmero maior de possibilidades.
Fonte: a autora

No pés-teste os erros estavam relacionados com o0 uso de uma
multiplicacéo direta que ndo respondia determinada situacédo, bem como com a
dificuldade no invariante de ordem, quando os problemas de combinacdo eram
respondidos considerando o invariante de ordem como importante, ou na
resolucdo dos problemas de arranjo considerando a ordem como nao sendo
importante. Nas Figuras 32 e 33 € possivel visualizar a dificuldade com o
invariante de ordem nos problemas de arranjo e combinagdo. Também foram
apresentadas respostas do tipo parcialmente correta, pela generalizacdo dos
casos possiveis tanto com o uso da listagem (G2), quanto pelo uso da arvore
(G1).

Na Figura 34 pode-se observar a resolu¢gdo de um aluno que listou 16
possibilidades comecando com o numeral 1 e multiplicou pela quantidade de
numerais que poderiam iniciar cada listagem. Entretanto, ainda faltou listar
possibilidades, resultando em uma resposta parcialmente correta para o
problema de permutacdo, cujo resultado completo seria 120 possibilidades
Desse modo, ele deveria listar 24 possibilidades comegando com o algarismo
1, e multiplicar 24 pela quantidade de algarismos, ou realizar o PFC
(5x4x3x2x1). Na Figura 35 o0 mesmo pensamento foi realizado por outro aluno,
por meio da arvore de possibilidades, em que ele organizou 10 possibilidades

com a turma A em primeiro lugar e multiplicou pela guantidade de turmas,
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resultando em um total de 50 casos possiveis, quando a resposta completa

seria 60 possibilidades.

Figura 32: Situacdo de arranjo com resposta incorreta por meio da arvore de
possibilidades com invalidacdo de casos repetidos proprios para situacdes de
combinagéo, realizada por aluno do 5° ano no pos-teste.

Fonte: a autora

Figura 33: Situacdo de combinagdo com resposta incorreta por meio da arvore
de possibilidades e com expressdo numérica que ndo responde a situacao,
realizada por aluno do 5° ano no pés-teste.

Fonte: a autora.

Figura 34: Situacdo de permutacdo com Acerto Parcial 2 por meio da
generalizacdo de possibilidades com uso da listagem e com expressédo
numeérica que responde parcialmente a situagéo, realizada por aluno do 5° ano
no pos-teste.

Fonte: a autora.
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Figura 35: Situacdo de arranjo com Acerto Parcial 2 por meio da generalizacao
de possibilidades com uso da arvore e com expressao numérica que responde
parcialmente a situacao, realizada por aluno do 5° ano no pés-teste.

6. Cinco turmas do 5° ano da Escola Saber (Turma A, Turma B, Turma C, Turma D e
Turma E) véo disputar um tomeio de queimado.
De quantas maneiras diferentes pode-se ter o primeiro, segundo e terceiro lugar no
torneio?

(B

/Qual a conta que resolve este problema? °
Fonte: a autora.

As respostas corretas aconteciam, principalmente, por meio da
generalizacdo das possibilidades, em que séo listadas algumas possibilidades
e depois os alunos generalizam os casos por meio de uma operacao de
multiplicagéo (Figura 36). O uso do PFC foi observado principalmente nas
situacOes de produto cartesiano (Figura 38) e apenas em uma situacao de
arranjo (Figura 37).

Figura 36: Situagc&o de arranjo com resposta correta por meio da generalizacao
de possibilidades com uso da listagem, realizada por aluno do 5° ano no pés-
teste.

2. Aturma da terceira série quer eleger o representante e o vice-representante da turma.
Ha seis alunos (Amanda, Luciana, Priscila, Joao, Talita e Diego) interessados nesses
cargos. De quantas maneiras diferentes estes alunos podem ser eleitos para esses dois
cargos (representante e vice-representante)?

s cl ~J"f_n\r.
e i z Is . : | i
YN A

o y by, 2 fruneda | £, o e

Qual a conta que resolve esté problema? 5% b =

Fonte: a autora.

Figura 37: Situagdo de arranjo com resposta correta por meio do Principio

Fundamental da Contagem, realizada por aluno do 5° ano no pés-teste.
6. Cinco turmas do 5° ano da Escola Saber (Turma A, Turma B, Turma C, Turma D e

Turma E) vao disputar um torneio de queimado.
De quantas maneiras diferentes pode-se ter o primeiro, segundo e terceiro lugar no

torneio? O, —

R G

-~ -/‘ — X

Qual a conta que resolve este problema?
\J ¢

Fonte: a autora.
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Figura 38: Situacdo de produto cartesiano com resposta correta por meio do
Principio Fundamental da Contagem, realizada por aluno do 5° ano no poés-
teste.

5. Douglas foi a uma lanchonete. No cardapio havia oito opgdes de comida (sanduiche
misto, sanduiche de frango, coxinha, empada de frango, empada de bacalhau, pao de
queijo, enroladinho de salsicha e folheado de queijo), seis tipos de bebida (suco de
fruta, refrigerante, agua, 4gua com gas, suco de lata e cha gelado) e dois tipos de
sobremesa (sorvete e bolo).

De quantas maneiras diferentes Douglas poderd lanchar combinando um tipo de
comida, um tipo de bebida e um tipo de sobremesa?

Qual a conta que resolve este problema?

Fonte: a autora.

6.2.4 Estudantes do 7° ano resolvendo situacBes combinatdrias:

Pré-teste

Assim como foi nos resultados do 5° ano, no qual foi confirmado o que ja
era discutido por estudos anteriores acerca dos desempenhos em situacées
combinatérias, o pré-teste do 7° ano também mostrou baixo desempenho
desses alunos. Esse resultado leva a suposicao de que entre 0 5° e 0 7° ano

nenhum trabalho sistematizado sobre a Combinatéria foi realizado.

Observando a Tabela 10 é possivel perceber a dificuldade apresentada
pelos alunos do 7° ano no pré-teste. O G1 teve 91,08% de erro, enquanto o G2
teve 87,5%. Destaca-se, consequentemente, o0 baixo desempenho no
levantamento total das possibilidades, quando o G1 ficou com apenas 3,57% e
0 G2 com 4,33%. No pré-teste do 5° ano os erros também foram acima de 80%

e o indice de acertos totais dos dois grupos juntos teve média menor que 5%.

Na Tabela 10 também € possivel visualizar que dos acertos totais, 0s
problemas de produto cartesiano concentram a maior parte, uma vez que dos
15 acertos totais, 10 foram dessa situacdo combinatoria. Os problemas de
arranjo e combinagcdo estdo com 0s outros cinco acertos totais, sendo que, em
geral, os acertos nessas situacdes acontecem na primeira parte do teste na
qual os problemas tém duas etapas de escolha. Os problemas de permutacao

nao apresentaram acertos totais, apenas acertos parciais.
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Tabela 10: Desempenho do 7° ano no levantamento de possibilidades do pré-
teste, por grupo de intervencao e por tipo de situacao

- Pré Pré Pré Pré Pré Pré Pré Pré

G1 G2 G1 G2 G1 G2 G1 G2
TPel 18 18 0 5 0 0 3 3
DAL 10 24 1 0 0 1 1 1
TR 2 22 0 3 0 1 0 0
fen 1w 25 0 0 1 0 1 1
e 20 o 0 1 0 0 1 3
Az 1 26 2 0 0 0 0 0
T T 21 3 5 0 0 0 0
e 24 1 1 1 0 0 1
- 153 182 7 15 2 2 6 9

01,08% 87,5% 4,16% 7,21% 1,19% 096% 357% 4,33%

PC1 e PC2: Produto cartesiano 1 e 2; C1 e C2: Combinagéo 1 e 2;
Al e A2: Arranjo 1 e 2; P1 e P2: Permutacdo 1 e 2;%
E: Erro; AP1: Acerto Parcial 1; AP2: Acerto Parcial 2; AT: Acerto Total.
Fonte: a autora.

A dificuldade se acentua quando € analisada a Tabela 11, especifica
sobre o uso da expressdo numérica. O indice de erro no G1 é de 97,61% e no
G2 é de 98,07%. Nao h& acertos parciais, e o indice de acertos totais €,
consequentemente, muito baixo, ficando em 2,39% para o G1 e 1,93% para o
G2. No 5° ano o indice de erro também foi acima de 90%, assim como 0s

acertos totais tiveram menos de 5%.

Analisando os acertos totais nas expressdes numéricas por tipo de
problema é possivel perceber que eles acontecem apenas em situacdes de
produto cartesiano, uma vez que apenas uma multiplicacao direta dos niumeros
do enunciado é suficiente para uma resposta correta. Nas outras situacdes, 0s

alunos, mesmo o0s que acertam as situagcfes apresentando todas as

2 As situacdes do tipo 1 produto cartesiano, combinacdo e arranjo do tipo 1 envolviam duas
etapas de escolha e as mesmas situacbes do tipo 2 envolviam 3 etapas de escolha. As
situacdes de permutacdo 1 e 2 envolviam 3 e 4 etapas de escolha, respectivamente.
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possibilidades, ndo conseguem converter para uma solucdo numérica
correspondente.

Tabela 11: Desempenho do 7° ano na expressdo numerica do pré-teste, por
grupo de intervencgéao e por tipo de situacao

S S Y S S T
T HHHBHE
G2 G2 G2 G2
BN - N - B - N -
BN - BN - Bl - Bl
BN - B - BN - B
BN - I - N - N
BN « N - BN -0 BN -
BN - BN - B - Bl
- il - HE c Bl -
» il - HE - Bl o
= [ - I - B
98,07% 1,93%

PC1 e PC2: Produto cartesiano 1 e 2; C1 e C2: Combinagéo 1 e 2;
Al e A2: Arranjo 1 e 2; P1 e P2: Permutacédo 1 e 2;*
E: Erro; AP1: Acerto Parcial 1; AP2: Acerto Parcial 2; AT: Acerto Total.
Fonte: a autora.

Os erros apresentados pelos alunos do 7° ano sédo desde respostas em
branco ou até mesmo respostas que nao tém indicios de pensamento
combinatério, como é possivel observar na Figura 39, na qual o aluno responde
por meio de M.M.C. (Minimo Mdltiplo Comum), com alguns nimeros envolvidos
na questdo, possivelmente um dos conteddos trabalhados em sala de aula.
Essa estratégia de resolucdo indica que esse aluno ndo estabelece relacdo
com o pensamento combinatério.

 As situacBes do tipo 1 produto cartesiano, combinacdo e arranjo do tipo 1 envolviam duas
etapas de escolha e as mesmas situacbes do tipo 2 envolviam 3 etapas de escolha. As
situacdes de permutacdo 1 e 2 envolviam 3 e 4 etapas de escolha, respectivamente.
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Figura 39: Situacdo de arranjo com resposta incorreta, realizada por aluno do
7° ano no pré-teste.

2. De quantas maneiras possiveis pode-se escrever nimeros de dois algarismos
diferentes, usando os cinco algarismos 1,3,5,7€ 9 ?

«*%4 »Li 43,5\ 3
15 et ® 4 1,65
1(\“1\/\,)

J
Qual a conta que resolve este problema? |

Fonte: a autora.

Na Figura 40 o erro do aluno esta relacionado com o ndo entendimento
do invariante de ordem no problema de combinacdo, uma vez que o aluno
considera o mesmo aperto de mao duas vezes quando indica que cada um
cumprimenta quatro vezes, uma vez que ha mais quatro pessoas. Nessa
situacdo ha uma relacdo combinatéria errada para o problema proposto, mas
que poderia ser usada para responder outros tipos de problemas
combinatdrios. Diferente da resposta apresentada na Figura 41, na qual o
estudante ndo estabelece uma relacdo combinatoria para responder o
problema.

Figura 40: Situacdo de combinacdo com resposta incorreta, por meio de uma
interpretacdo da situacdo sem desconsiderar os casos repetidos, realizada no
pré-teste por um aluno do 7° ano.

4. Cinco pessoas (Beatriz, Daniel, Joana, Carlos e Marina) se cumprimentaram
com aperto de mao.
Quantos apertos de méao entre pessoas diferentes foram dados?

P)Ju:ériu)j PR 'y
Divod dan y
k(v.\m;\ M;q

@R Win - W
A ANOM o Bt U
Qual a conta que resolve esse problema?

Fonte: a autora.

Destaca-se que, para muitos alunos do 7° ano, inicialmente ndo estavam
claras as relagcbes combinatorias presentes nos problemas propostos. Essa
falta de compreenséo dos invariantes combinatorios levou a grande numero de

erros no pré-teste.
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Figura 41: Situacdo de permutacdo com resposta incorreta, sem relagao
combinatoria, realizada por aluno do 7° ano no pré-teste

i etras da
7 Quantas palavras com € sem sentido podem ser formadas com as |

palavra AMOR?

| § x
AL
AL '\CA
A oo

A X ‘@b

Qual a conta que resolve este problema?

Fonte: a autora.

No pré-teste, do 7° ano, também foram apresentadas solucdes corretas,
por meio da listagem e diagrama, como é possivel visualizar na Figura 42.
Entretanto, na situacdo de combinacdo destacada nao foi apresentada a
expressdo numeérica que responde o problema, ficando esta resposta em
branco.

Figura 42: Situacdo de combinacdo com resposta correta por meio da listagem
e diagrama, realizada por aluno do 7° ano no pré-teste

8. Marcia tem em casa quatro tipos de fruta (mamao, abacaxi, laranja e banana) e
quer fazer uma salada usando trés dessas frutas.
De quantas maneiras diferentes ela pode combinar essas frutas?

\1

¢/

Qual a conta que resolve este problema? s

(@

Fonte: a autora.

Os resultados no pré-teste do 7° ano indicam que os alunos apresentam
grandes dificuldades em responder situacfes combinatorias. Tais dificuldades
sdo equiparaveis ao que foi apresentado pelos alunos do 5° ano, tanto para o
levantamento de possibilidades, quanto para a indicacdo de uma expressao
numérica. A dificuldade nessa ultima conversdo revela o carater menos
congruente entre as representacdes intermediarias, com a expressao

numérica, como apontado no exemplo da Figura 42, em que o aluno utiliza
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duas representacdes auxiliares (listagem e diagrama), mas n&o indica uma
expressao numérica correspondente.

Alves (2010) em estudo com alunos dos anos finais destaca que,
quando os alunos sao incentivados a discutir os invariantes, como por exemplo,
o invariante de ordem, possibilitando a diferenciacdo entre situacdes de arranjo
e combinacao, os erros referentes a essa dissociacdo sdo minimizados, como
no caso do erro da Figura 40. Assim, considera-se importante a realizacao de
um trabalho de intervencdo voltado para a discussado dos invariantes das
distintas situagBes combinatérias, bem como a utilizacdo de representacfes
intermediarias que auxiliem na conversdo de um enunciado em lingua natural
(representacdo de partida), para uma representacdo matematica formal

(representacao de chegada).

6.2.5 Estudantes do 7° ano resolvendo situacdes combinatorias:

Po6s-teste

Foi aplicado o pOs-teste apds as duas sessdes de intervencado com cada
turma do 7° ano. A primeira turma participou do G1, na qual foram trabalhadas
as situacdes combinatérias por meio da arvore de possibilidades como
representacdo auxiliar de transicdo entre a lingua natural e a expressao
numeérica; e a segunda turma compds o G2 no qual a representacdo auxiliar

utilizada foi a listagem de possibilidades.

Na Tabela 12 verifica-se o percentual de erros no G1, 69,65%, o qual
configura um alto indice, contudo, quando se compara com o0 percentual de
erros no pré-teste (Tabela 10), que foi de 91,08%, conclui-se que a intervencgao
com o uso da éarvore de possibilidades foi importante para o avanco no
desempenho do levantamento de possibilidades. Isso também aconteceu com
0 G2, que no pré-teste tinha um indice de erros de 87,5% e apods a intervengao
com a listagem de possibilidades esse percentual diminuiu para 59,62%. Desse
modo, tanto a arvore de possibilidades quanto a listagem foram representacdes

importantes na diminui¢cdo no percentual de erros.
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Tabela 12: Desempenho do 7° ano no levantamento de possibilidades do pos-
teste, por grupo de intervencéo e por tipo de situagao.

- Pos Pos Pos Pés Pés Pés Pés Pos

G1 G2 G1 G2 G1 G2 G1 G2
pct s 9 0 2 0 0 13 15
TAL 20 0 2 2 1 2 3
TR 6 9 0 5 2 1 13 11
e w 14 0 5 3 2 1 5
Pc2.  w 18 0 6 2 1 5 1
A 16 1 9 0 0 3 1
P2 1 20 0 5 0 1 2 0
- 19 18 0 8 0 0 > 0
- 117 124 1 42 9 6 41 36

69,65% 59,62% 0,59% 20,20% 536% 2,88%  24,40%  17,30%

PC1 e PC2: Produto cartesiano 1 e 2; C1 e C2: Combinagéo 1 e 2;
Al e A2: Arranjo 1 e 2; P1 e P2: Permutacdo 1 e 2:%
E: Erro; AP1: Acerto Parcial 1; AP2: Acerto Parcial 2; AT: Acerto Total.
Fonte: a autora.

Além da diminuicdo no percentual de erros, destaca-se 0 aumento no
percentual de acertos totais em ambos o0s grupos. O G1 no pré-teste
apresentou apenas 3,57% de acertos totais e no pds-teste o percentual passou
para 24,40%. O G2 apresentou no pré-teste 4,33% de acertos totais e no pos-
teste 17,30%. Na comparacéo entre os dois grupos, percebe-se que o avancgo
quantitativo e qualitativo do G1 foi maior do que o do G2, uma vez que o G2
teve grande percentual de acertos do tipo Parcial 1, em que indicavam até a
metade do numero total de possibilidades, enquanto que o G1 concentrou
maior percentual em acertos totais e Parcial 2, em que eram apresentadas
metade ou mais do nimero total de possibilidades. Entretanto, essa diferenca

nao é significativa, como destacado na Sec¢éo 5.2.1 deste capitulo.

» As situacdes do tipo 1 produto cartesiano, combinacdo e arranjo do tipo 1 envolviam duas
etapas de escolha e as mesmas situacbes do tipo 2 envolviam 3 etapas de escolha. As
situacdes de permutacdo 1 e 2 envolviam 3 e 4 etapas de escolha, respectivamente. As
situagBes do tipo 1 envolviam menor nimero de possibilidades e as situagfes do tipo 2
envolviam maior nimero de possibilidades.
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Na analise sobre o levantamento de possibilidades por tipos de
problema, destacam-se avan¢os substanciais principalmente nas situacfes de
produto cartesiano e permutacdo, na primeira etapa do teste, em que o numero
de possibilidades das respostas era baixo. Nas situacées de arranjo e
combinagao os avangos sdo menores, pois, seus invariantes de escolha sao os
mesmos, diferenciando-se apenas pelo invariante de ordem, o que resultou em
duvidas para os alunos, que muitas vezes responderam situacdes de arranjo,
com o invariante de ordem da situacdo de combinacdo. Ressalta-se,
entretanto, que, com mais sessdes de intervencdo, possivelmente esses

resultados indicariam melhores avangos.

Na segunda etapa do teste, em que o numero de possibilidades da
resposta era maior, houve maior numero de acertos no G1, destacando que a
arvore de possibilidades parece ter maior congruéncia com a expressao
numeérica, pois, na resolucdo dessas situacdes, o uso de uma representacao

matematica era mais indicado.

Na Tabela 13 é possivel visualizar o percentual de desempenho na
apresentacdo da expressdo numérica que responde a situacdo proposta, ou
seja, se 0s estudantes conseguiram converter a resposta em arvore ou
listagem para uma operacdo matematica correspondente. Destaca-se uma
diminuicdo no percentual de erros, de 97,61% para 79,76% no G1, e de
98,07% para 85,09% no G2. Também foi observado aumento no indice de
acertos totais que, no G1, passou de 2,39% para 19,05% e no G2 de 1,93%
para 13,46%.

Assim como aconteceu com os alunos do 5° ano, na analise por tipo de
problema salienta-se, nos problemas de produto cartesiano, um bom
quantitativo de apresentacdo de uma operacdo numerica, seja pelo uso de
generalizacdo de possibilidades, seja pelo PFC. Isso porque, dos 34 acertos
totais no levantamento de possibilidades desse tipo de situagao, 30 (88,23%)
fizeram apresentando uma expressdo numerica correspondente. Nas situacdes
de arranjo, dos nove acertos totais, em todos (100%) foi apresentada uma
operacédo correspondente. Nos problemas de permutagdo o percentual de

efetividade diminui em relacdo aos outros problemas, pois, dos 26 acertos no
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levantamento de possibilidades, 16 (61,53%) sé&o seguidos por uma operacao
que responde a situacdo. Nos problemas de combinacdo, apenas oito
situacOes foram respondidas corretamente no levantamento de possibilidades,

e cinco (62,5%) delas apresentaram o registro numérico correspondente.

Tabela 13: Desempenho do 7° ano na expressao numérica do pos-teste, por
grupo de intervencéo e por tipo de situagéo.

B 1 a2 AT
- Pés Pos Pos Pos Pos Pés Pés Pos
G1 G2 N > el G2 G1 G2
- 11 12 0 0 0 0 10 14
- 19 o 0 0 0 1 2 3
- 14 19 0 0 0 0 7 7
- 20 24 0 0 0 0 1 2
- 14 24 0 0 2 1 5 1
- 18 25 0 0 0 0 3 1
- 19 25 0 0 0 1 2 0
- 19 26 0 0 0 0 2 0
- 134 177 o o 2 3 32 28
79,76%  85,09% 119% 1,45%  19,05%  13,46%

PC1 e PC2: Produto cartesiano 1 e 2; C1 e C2: Combinacao 1 e 2;
Al e A2: Arranjo 1 e 2; P1 e P2: Permutacéo 1 e 2°%;
E: Erro; AP1: Acerto Parcial 1; AP2: Acerto Parcial 2; AT: Acerto Total.
Fonte: a autora.

Tais resultados evidenciam a importancia de um trabalho de intervencéo
gue ressalte a necessidade da discussdo articulada das diferentes situactes
combinatorias e seus invariantes (VERGNAUD, 1983), com o uso de diferentes
registros de representacdo semiotica. Nesse trabalho se faz necessario o uso
de representacfes intermediarias para a realizacdo das atividades de

% As situacBes do tipo 1 produto cartesiano, combinacdo e arranjo do tipo 1 envolviam duas
etapas de escolha e as mesmas situacbes do tipo 2 envolviam 3 etapas de escolha. As
situacdes de permutacdo 1 e 2 envolviam 3 e 4 etapas de escolha, respectivamente. As
situagBes do tipo 1 envolviam menor nimero de possibilidades e as situagdes do tipo 2
envolviam maior nimero de possibilidades.
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identificacdo, tratamento e conversdo (DUVAL, 2009), uma vez que essas
representacbes favorecem essas atividades. Diante dos resultados, as
identificagBes, conversdes e tratamentos possuem diferentes niveis de
dificuldade, dependendo do tipo de registro utilizado e da situacdo combinatoria

tratada.

Observou-se, também, que, nos problemas da segunda etapa do teste,
em que a resposta continha um numero de possibilidades mais alto, todos eles
foram respondidos por meio de uma expressdo numeérica, seja ela uma
generalizacdo das possibilidades, ou um PFC. Isso pode ser visualizado de
forma conjunta na Tabela 14. Percebe-se que na primeira etapa do pés-teste,
quando os alunos respondiam corretamente a situagdo nem todos
apresentavam a expressao numeérica. No G1, dos 29 que acertaram na
primeira parte, 20 apresentavam uma operacdo e, no G2, dos 34 que
levantaram todas as possibilidades, 26 apresentaram uma operacao
correspondente. O numero de acertos na segunda etapa (nUmero maior de
possibilidades) diminuiu sensivelmente, mas, quando aconteceu, se deu por
meio da operacao, pois no G1 foram 12 acertos para a segunda etapa do pos-
teste e em todos foram apresentadas expressdes numéricas corretas. No G2
foram apenas dois acertos totais na segunda etapa e em ambos foram

apresentadas operacdes validas.

Tabela 14: Frequéncia (e percentual) de acertos no 7° ano do levantamento de
possibilidades e da expressao numérica no pré-teste e no pés-teste por Grupo
de intervencdo em cada parte do teste.

12parte  5(2,98%) 29 (17,26%) 5 (2,40%) 34 (16,34%)
22parte  1(0,59%) 12 (7,14%) 4 (1,92%) 2 (0,96%)
12parte  3(1,78%) 20 (11,90%) 2 (0,96%) 26 (12,5%)

22parte  1(0,59%) 12 (7,14%) 2 (0,96%) 2 (0,96%)

12 parte: numero menor de possibilidades; 22 parte: nUmero maior de possibilidades.
Fonte: a autora.
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Os erros apresentados no pos-teste estiveram relacionados, em geral,
com uma multiplicacdo que n&o responde a solugdo, como apresentado na
Figura 43, que apresenta um procedimento semelhante ao utlizado em
situacOes de produto cartesiano para a situacdo de permutacdo de forma
equivocada. Neste exemplo € possivel verificar que o aluno ndo compreendeu
o invariante de escolha, entendendo de forma equivocada que no problema ha
dois conjuntos diferentes (pessoas e lugares no sofa), quando na verdade sé
ha um conjunto em que é necessario mudar a ordem das pessoas para que

seja apresentada uma resposta correta.

Na Figura 44 é apresentada uma generalizacdo de possibilidades que
nado é suficiente para responder o problema de combinacdo, uma vez que era
necessario incluir a ultima escolha e dividir pelos casos repetidos. Da forma
como o aluno respondeu, a multiplicagcdo realizada indicaria que, para o
primeiro elemento, teriam sete possibilidades, entdo, multiplicaria o nimero de
possibilidades pelo total de elementos, se caracterizando como uma
generalizacao incorreta de possibilidades que coincide com a resposta correta,
que, no caso, de fato, sdo 56 possibilidades. Para uma generalizacdo de
possibilidades correta, ele deveria listar 42 possibilidades para um dos
elementos em primeiro lugar e multiplicar pelo numero de elementos (oito),
para em seguida, dividir pelo nimero de casos repetidos (seis) e encontrar as

56 possibilidades.

Figura 43: Situacdo de permutacdo com resposta incorreta por meio de uma
multiplicacdo que nao responde a situacao, realizada por aluno do 7° ano no
pés-teste.

3. De quantas maneiras diferentes trés pessoas (Gabriela, Leticia, e Natélia) podem
sentar-se num sofa de trés lugares?

x\*' ’

Qual a conta que resolve este problema? < x

Fonte: a autora.
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Figura 44: Situacdo de combinacdo com resposta incorreta por meio de uma
generalizacdo de possibilidades insuficiente para a solucdo do problema
realizada por aluno do 7° ano no pos-teste.

)
8. Umé _escola tem oito professores (Ricardo, Tania, Luiza, Antonio Sueli
Patricia e Carlos). Para o passeio da escola se : i ' I
acompanhar os alunos. De
trés professores?

Geraldo,
rao escolhidos trés professores para
quantas maneiras diferentes podem ser escolhidos esses

&

9

\ !
Qual a’conta que resolve este problema?

Fonte: a autora.

Na Figura 45 observa-se o uso do PFC na situacdo de permutacdo com
120 possibilidades. Nesse problema era necessario 0 uso da expressao
numeérica, uma vez que listar ou organizar em arvore seria muito demorado e
com grande chance de ndo conseguir finalizar o processo. Na situacdo de
combinagdo apresentada na Figura 46 o aluno acerta, por meio do PFC
indicando a necessidade de divisdo pelo nUmero de casos repetidos, discutida

durante a intervencgao.

Figura 45: Situacdo de permutacdo com resposta correta por meio do Principio
Fundamental da Contagem, realizada por aluno do 7° ano no pos-teste

/i Qe quantas maneiras possiveis pode-se escrever nimeros de cinco algarismos
diferentes, usando os algarismos 1, 3, 5,7 € 9?7

~E 4 v3 21 £\ W
b - N - 1% ‘

A

)

Qual a conta que resolve este problema?

Fonte: a autora.

Nas Figuras 47, 48, 49 e 50 se podem observar acertos em situacdes de
arranjo. Nas duas primeiras sédo situagcées que por meio da listagem ou do
diagrama de arvore era possivel chegar nas respostas sem a necessidade de
uma expressao numérica correspondente. Entretanto, em ambos o0s alunos

apresentam a operacao, na Figura 47 por meio de uma generalizacdo das
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possibilidades, em que o aluno organiza a arvore de possibilidades para um
elemento em primeiro lugar e em seguida multiplica pelo nimero de elementos,
e, na Figura 48, o aluno lista todas as possibilidades, sendo cinco
possibilidades para cada um dos seis elementos, e, em seguida, também

responde com a operacao correspondente.

Figura 46: Situacado de combinagdo com resposta correta por meio do Principio
Fundamental da Contagem, realizada por aluno do 7° ano no pos-teste

8. Uma escola tem oito professores (Ricardo, Taﬁia, Luiza, Antonio, Sueli, Geraldo,
Patricia e Carlos). Para o passeio da escola serdo escolhidos trés professores para

acompanhar os alunos. De quantas maneiras diferentes podem ser escolhidos esses
- trés professores?

3 D 8 - (&\'\;VQ —_ U \,I:\ >Y>
Tr‘i xZ %l =33,z Preonde 2 ue Taontel
3 2% = e G N

-8 P Xt W
33616 S |

- %9 56 226 NAN )

Qual a conta que resolve este problema? 3 \ 5
P 4
(o}

%

Fonte: a autora.

Figura 47: Situacdo de arranjo com resposta correta por meio da generalizacao
de possibilidades, realizada por aluno do 7° ano no pés-teste

2. A turma da terceira série quer eleger o representante e o vice-representante da turma.
Ha seis alunos (Amanda, Luciana, Priscila, Jodo, Talita e Diego) interessados nesses
cargos. De quantas maneiras diferentes estes alunos podem ser eleitos para esses dois
cargos (representante e vice-representante)? A

30 MMIMaUTera Qo \§3
o

Qual a conta que resolve este problema?

SX 6 =30

Fonte: a autora.

A2\ madAr

Figura 48: Situac&o de arranjo com resposta correta por meio da generalizacao
de possibilidades, realizada por aluno do 7° ano no pos-teste.
2. A turma da terceira série quer eleger o representante.e o vice-representante da turma
Ha seis alunos (Amandag, Luciana, Priscila, Jodo, Talita e Diego) interessados nesses

cargos. De quantas maneiras diferentes estes alunos podem ser eleitos para esses dois
cargos (representante e vice-representante)?

AL LAPPA T AT A DA
AP \PPRLSLTL D)
AS 5 PII PR

AT T RTSI I DF
AD L DPDTD TOD I

Qual a conta que resolve este problema?

6X5= 30

Fonte: a autora.
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Nas Figuras 49 e 50, se esperava que a resposta fosse apresentada por
uma operagao, pois, listar 60 possibilidades pode demandar muito tempo.
Nesse sentido, na Figura 49 é apresentado o PFC como representacdo, sem a
necessidade do uso de um registro auxiliar de transicdo. Nesse sentido, o
registro numeérico ja foi, para o aluno, utilizado como um recurso facilitador para
a apresentacdo da resposta. Na Figura 50 o aluno ainda necessita de um
registro auxiliar de transicdo, em que lista todas as possibilidades para um caso
(comecando coma Turma A) e generaliza por meio de uma multiplicacao

correta, com apoio na adicdo de parcelas repetidas.

Figura 49: Situacdo de arranjo com resposta correta por meio do Principio
Fundamental da Contagem, realizada por aluno do 7° ano no pds-teste

6. Cinco turmas do 5° ano da Escola Saber (Turma A, Turma B, Turma C, Turma D &
Turma E) vao disputar um torneio de queimado.

De quantas maneiras diferentes pode-se ter o primeiro, segundo e terceiro lugar no
torneio?

> X&x\”): ©0
SRS

Qual a conta que resolve este problema?

XYL Y- €D
Fonte: a autora.

Figura 50: Situac&o de arranjo com resposta correta por meio da generalizacao
de possibilidades, realizada por aluno do 7° ano no pos-teste.
6. Cinco turmas do 5° ano da Escola Saber (Turma A, Turma B, Turma C, Turma D &

Turma E) vao disputar um torneio de queimado.
De quantas maneiras diferentes pode-se ter o primeiro, segundo e terceiro lugar no

tornein? I
, y , o B Sl o O
A L b, &4 65 s Al "L /
i\ . a \ / "—/
BB AN ' - 2P
r n\,". | > "\ » L '\ RN ')
17 RS G N L k2
¢ ) ¥ B
Qual a conta que resolve este problema? @ )
) 2.C m § it —
42 A H - b v o

Fonte: a autora.

No 7° ano as intervengdes, por meio da discussdo dos invariantes das
diferentes situacbes combinatorias, e com a utilizacdo de representacdes
intermediarias na conversao para expressdes numeéricas, favoreceu o

desenvolvimento do raciocinio combinatorio, uma vez que, os alunos
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apresentaram avancos quantitativos e qualitativos, como uso de
representacfes eficientes, tanto com indicagcdo explicita de todas as
possibilidades, quanto pela indicacdo do numero de possibilidades totais, sem

a necessidade do uso de uma representacao intermediaria.

6.2.6 Estudantes do 9° ano resolvendo situaces combinatoérias:

Pré-teste

O pré-teste aplicado com os alunos do 9° ano do Ensino Fundamental
revelou diferenca significativa com relacdo ao pré-teste do 5° e 7° anos, isso
porque a média de desempenho dos alunos do 9° ano no pré-teste é
semelhante as médias do 5° e 7° anos no pos-teste. Assim, 0 9° ano ja iniciou
com um melhor conhecimento de situacdes combinatoérias, quando comparado
com os dois anos anteriores pesquisados. Observando a Tabela 15 é possivel
destacar o percentual de erros em ambos os grupos, que, no 9° ano fica entre
60 e 70% e nos 5° e 7° anos essa taxa de erros sO acontece na ocasido do

poOs-teste.

Na Tabela 15, sobre o levantamento total das possibilidades, salienta-se,
no pré-teste do 9° ano, o percentual de 25% no G1 e 18,75% no G2, também
similar ao que acontece com as outras turmas depois da intervencao, pois,
essa taxa no percentual de acertos totais s6 acontece, nos 5° e 7° anos, na
ocasidao do poés-teste. Isso pode indicar um trabalho com a Combinatéria
desenvolvido ap6s o 7° ano e/ou um melhor desenvolvimento do raciocinio

hipotético-dedutivo pelos alunos do dltimo ano do Ensino Fundamental.

Quando se analisa o desempenho em cada tipo de problema é possivel
perceber que nos problemas de produto cartesiano os alunos apresentam
melhores desempenhos, quando comparados aos demais tipos de problemas
combinatorios. Entretanto, em nenhum tipo de problema, em nenhum grupo,
houve 100% de erro, que acontecia em pelo menos uma situagcdo nas turmas

de 5° e 7° anos.
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Tabela 15: Desempenho do 9° ano no levantamento de possibilidades do pré-
teste, por grupo de intervencao e por tipo de situacao

e wm m
| M B3 A B

PC1 e PC2: Produto cartesiano 1 e 2; C1 e C2: Combinagéo 1 e 2;
Al e A2: Arranjo 1 e 2; P1 e P2: Permutacdo 1 e 227
E: Erro; AP1: Acerto Parcial 1; AP2: Acerto Parcial 2; AT: Acerto Total.
Fonte: a autora.

Apesar dos melhores desempenhos do 9° ano, na Tabela 16 é possivel
verificar a dificuldade dos alunos desse ano em converter o levantamento de
possibilidades em uma expressao numeérica que responda o problema. Dos 62
acertos totais no levantamento de possibilidades, em 35 deles houve
conversdo para uma expressao numérica correspondente. Além disso, houve
maior frequéncia de acertos de expressdo numeérica nas situagdes de produto
cartesiano, uma vez que dos 35 acertos totais na expressdo numeérica, 26 sao
nesse tipo de situacdo. Nos problemas de combinacéo, por exemplo, os alunos
ndo apresentaram nenhum tipo de operacdo que responda corretamente o
problema. Nos outros dois tipos de problemas (arranjo e permutacdo) a
expressdo numeérica é resultante de uma generalizacao de possibilidades ou

identificacdo da operacao apos a listagem de todos os casos.

 As situacdes do tipo 1 produto cartesiano, combinacdo e arranjo do tipo 1 envolviam duas
etapas de escolha e as mesmas situacbes do tipo 2 envolviam 3 etapas de escolha. As
situacdes de permutacdo 1 e 2 envolviam 3 e 4 etapas de escolha, respectivamente.
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Tabela 16: Desempenho do 9° ano na expressdo numérica do pré-teste, por
grupo de intervencéao e por tipo de situacao

\I
\I

G2 G2 G2
B ] woir O o R o [N o

PC1 e PC2: Produto cartesiano 1 e 2; C1 e C2: Combinacéo 1 e 2;
Al e A2: Arranjo 1 e 2; P1 e P2: Permutacéo 1 e 2%;
E: Erro; AP1: Acerto Parcial 1; AP2: Acerto Parcial 2; AT: Acerto Total.
Fonte: a autora.

Nesta etapa final do Ensino Fundamental, os erros apresentados séo
desde respostas em branco até o uso de registros numéricos ndo relacionados
com a Combinat6ria, que, possivelmente, estdo sendo trabalhados em sala de
aula, como € possivel observar na Figura 51. Neste caso o aluno parece ter
utiizado numeros aleatérios e a potenciacdo, de modo incorreto, para
determinar que ha “4 posi¢des diferentes” numa permutacao de trés pessoas

numa fila.

Também séo apresentados acertos parciais, que acontecem desde o 5°
ano do Ensino Fundamental, como o que pode ser visto na Figura 52, em que o
estudante limita a resposta aos casais que podem dancar a0 mesmo tempo,
destacando também o tempo que cada casal pode dancar para que seja

8 As situacBes do tipo 1 produto cartesiano, combinacdo e arranjo do tipo 1 envolviam duas
etapas de escolha e as mesmas situacbes do tipo 2 envolviam 3 etapas de escolha. As
situacdes de permutacdo 1 e 2 envolviam 3 e 4 etapas de escolha, respectivamente.
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possivel que todos dancem. Na Figura 53 também sobram meninos, uma vez
que ndo sdo considerados os diferentes casais que sdo possiveis de serem

formados. Além disso, também se apresenta uma operacdo de subtracdo que
nao responde a situacao.

Figura 51: Situacdo de permutacdo com resposta incorreta sem
desenvolvimento de pensamento combinatério, realizada por aluno do 9° ano
no pré-teste.

3 De quantas maneiras diferentes trés pessoas (Maria, Luis e Carlos) podem
posicionar-se numa fila do banco?

Qual a conta que resolve este problema?

= T X_osedousaly

Fonte: a autora.

Figura 52: Situacao de produto cartesiano com resposta parcialmente correta 1,
realizada por aluno do 9° ano no pré-teste.
1. Na festa de Sao Joao da Escola Saber o 5° ano ira dangar quadrilha. Na turma tem
seis meninos (Gabriel, Thiago, Matheus, Renato, Otavio e Felipe) e quatro meninas
(Taciana, Eduarda, Catarina e Rayssa). A professora quer que todos os meninos

dancem com todas as meninas.
Quantos casais (um menino € uma menina) diferentes podem ser formados?
' ] X \ 9 ,/ ‘ e ;
{ 8¢ >
S

Qual a conta que resolve esse problema?

Fonte: a autora.

Figura 53: Situacdo de produto cartesiano com resposta parcialmente correta 1

com apresentacdo de uma expressdo numeérica incorreta, realizada por aluno
do 9° ano no pré-teste.

A

-~ J ) i Y =
Na festa de Sao Jozo da Escola Saber o 5° ano ira dangar quadrilha. Na turma tem
seis meninos (Gabriel, Thiago, Matheus, Renato, Otévio e Felipe) e quatro meninas
(Taciana, Eduarda, Catarina e Rayssa). A professora quer que todos os meninos
dancem com todas as meninas.
Quantos casais (um menino e uma menina) diferentes podem ser formados?
- W~ -
-Bla;wh s & 6Je 4 ne 2\3&\6%&»“% xd\smkh‘.s
2 ~ G : -
W Y \'-"q o wtrin 4 TRaamad . L L,q_q dain
Mtaminuss  ehOals

Qual a conta que resolve esse problema?

Fonte: a autora.
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Na Figura 54 observa-se um acerto total em que, por meio de diagrama,
o aluno do 9° ano consegue realizar a contagem necessaria para a resolucao
do problema. O aluno desenha cada um dos elementos dados no enunciado e
liga todas as possiveis combinacdes de apertos de maos, com a soma de
quatro apertos de maos dados pelo primeiro elemento, trés dados pelo
segundo, dois dados pelo terceiro e um pelo quarto elemento. Com isso, 0
aluno soma todos os apertos de méos dados e encontra as 10 possibilidades.

Figura 54: Situacdo de combinagcdo com resposta correta por meio de
diagrama, realizada por aluno do 9° ano no pré-teste.

5 I . . imentaram
4. Cinco pessoas (Beatriz, Daniel, Joana, Carlos e Marina) se cumpri

com aperto de mao.

Quantos apertos de mao entre pessoas diferentes foram dados? -/

/

- [
Qual a conta que resolve esse problema?

Fonte: a autora.

Na Figura 55 também €& apresentado um acerto total com listagem
parcial das possibilidades, em que o aluno lista todas as possibilidades de
palavras iniciadas com a letra A e generaliza para todos os casos iniciando
com as demais letras da palavra AMOR, multiplicando o niumero de letras, pelo

namero de possibilidades em cada letra.

Figura 55: Situacdo de permutacdo com resposta correta por meio de
generalizacdo das possibilidades, realizada por aluno do 9° ano no pré-teste.

7. Quantas palavras com e sem sentido podem ser formadas com as letras da
palavra AMOR?
ARMO
AMoR
AoM R
ARO M
AM RO

[\C R N\ © e
Qual a conta que resolve este problema?

S T

X = 2['\

Fonte: a autora.

A generalizacdo das possibilidades acontece ainda nos exemplos das
Figuras 56 e 57. Na Figura 56 o aluno inicialmente tenta utilizar o diagrama
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como representacao para responder a situacédo, ligando cada blusa, com cada
saia e sapato, e, em seguida, soma as possibilidades para dois casos iniciais e
multiplica pelos dois casos restantes. Na Figura 57 o aluno lista os casos para
as trés primeiras escolhas iniciando com os numeros 1, 3 e 5. Percebe que
para cada numero inicial, ha quatro possibilidades e para os demais niumeros
também haveria quatro possibilidades, apresentando uma multiplicacdo da

qguantidade de possibilidades em cada caso por todos 0s casos iniciais.

Figura 56: Situacdo de produto cartesiano com resposta correta por meio da
generalizacdo de possibilidades, realizada por aluno do 9° ano no pré-teste.

5. Jane possui quatro blusas (amarela, rosa, laranja e vermelha), duas saias

i do e prateado).
(preta e branca), dois pares de sapato (doura ‘
De quantas maneiras diferentes ela podera se vestir usando uma de suas
blusas, uma de suas saias € um de seus pares de sapato?

]
)

l oM
N S

NG (VNN Daganat

o)

Qual a conta que resolve este problema?

Fonte: a autora.

Figura 57: Situac&o de arranjo com resposta correta por meio de generalizagao
das possibilidades, realizada por aluno do 9° ano no pré-teste.

2. De quantas maneiras possiveis pode-se escrever numer e dois algarismos »
diferentes, usando os cinco algarismos 1,3,5,7e9 ? f %% : 5353 J75J 555
| 33
] -,

xg - = e 393‘754
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Qual a conta que resolve este problema?

Fonte: a autora.

6.2.7 Estudantes do 9° ano resolvendo situacbes combinatorias:

Pd6s-teste

O pos-teste, aplicado apds as duas sessdes de intervencdo com cada
grupo do 9° ano, mostrou uma diminuicdo no percentual de erros e um
aumento nos acertos totais, indicando que houve avanc¢os no desenvolvimento
do pensamento combinatorio dos alunos desse ano escolar, como € possivel

observar na Tabela 17.
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Tabela 17: Desempenho do 9° ano no levantamento de possibilidades do pos-
teste, por grupo de intervencao e por tipo de situacao

76 6 9 37
59,38% 4,69% 7,03% 28,90%

PC1 e PC2: Produto cartesiano 1 e 2; C1 e C2: Combinacéo 1 e 2;
Al e A2: Arranjo 1 e 2; P1 e P2: Permutacéo 1 e 2%;
E: Erro; AP1: Acerto Parcial 1; AP2: Acerto Parcial 2; AT: Acerto Total.
Fonte: a autora.

Isso ficou mais evidente no G1, que antes tinha 67,76% de erros e, no
pés-teste, apresentou 55,26% de erro. Uma diferenca de 12,5%. J4 no G2,
antes o percentual de erros era de 64,07% e, no pés-teste, ficou em 59,38%,
uma diferenca de 4,69%. Destaca-se nos grupos o aumento dos Acertos
Totais, que indica que, mesmo iniciando com indices maiores que os do 5° e 7°

ano, esta turma também avancou em seus desempenhos.

Além disso, é possivel destacar que em todos os tipos de problemas
com menor nimero de possibilidades houve aumento quantitativo no nimero
de acertos totais, com maior evidéncia nos problemas de combinacdo para o

G1. Entretanto, isso ndo aconteceu quando o problema tinha um maior nimero

» As situagdes do tipo 1 produto cartesiano, combinagéo e arranjo do tipo 1 envolviam duas
etapas de escolha e as mesmas situagBes do tipo 2 envolviam 3 etapas de escolha. As
situacdes de permutacdo 1 e 2 envolviam 3 e 4 etapas de escolha, respectivamente. As
situagBes do tipo 1 envolviam menor nimero de possibilidades e as situagfes do tipo 2
envolviam maior nimero de possibilidades.
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de possibilidades na resposta, uma vez que ndo houve acertos totais na
situacdo de combinacéao cujo resultado era 56 (Combinacéo 2 - C2).

Analisando a Tabela 18 percebe-se um avanco nas apresentacdes das

expressdes numéricas que respondem o problema.

Tabela 18: Desempenho do 9° ano na expressdo numérica do pés-teste por
grupo de intervencéao e por tipo de situacao

Pés Poés - Po6s - Poés
G2 G2 G2 G2
94 1 5 28
73,44% 0,78% - 3,90% - 21,88%

PC1 e PC2: Produto cartesiano 1 e 2; C1 e C2: Combinacéo 1 e 2;
Al e A2: Arranjo 1 e 2; P1 e P2: Permutacéo 1 e 2°%;
E: Erro; AP1: Acerto Parcial 1; AP2: Acerto Parcial 2; AT: Acerto Total.
Fonte: a autora.

Nesta etapa do Ensino Fundamental os alunos apresentavam um
desempenho melhor no levantamento de possibilidades, mas o percentual de
erros na expressao numerica, no pré-teste, estava em 84,21% para o G1 e

89,07% para o G2. No pOs-teste esse percentual diminuiu para 65,14% e

*® As situagdes do tipo 1 produto cartesiano, combinagéo e arranjo do tipo 1 envolviam duas
etapas de escolha e as mesmas situacbes do tipo 2 envolviam 3 etapas de escolha. As
situacdes de permutacdo 1 e 2 envolviam 3 e 4 etapas de escolha, respectivamente. As
situagfes do tipo 1 envolviam menor nimero de possibilidades e as situagbes do tipo 2
envolviam maior nimero de possibilidades.
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73,44% nos Grupos 1 e 2, respectivamente. Uma diferenca de 19,07% para o
G1 e de 15,63% para o G2.

Percebe-se, ainda, a diferenca nos acertos totais para a apresentacao
da expressdo numérica correspondente, que antes, no G1, estava 14,48% e no
pés-teste passou para 30,26%, e no G2, era 10,15% e depois foi para 21,88%.
A diferenca foi de 15,78% e 11,73% respectivamente. Com isso, nota-se que

houve um bom avanco entre pré-teste e pds-teste.

Na andlise por tipo de problema, percebe-se um bom avanco na
apresentacdo das expressfées numéricas para todas as situacdes
combinatérias, com mais destaque para as situacdes de produto cartesiano.
Esse tipo de problema ja apresentava um bom quantitativo no pré-teste, uma
vez que a multiplicacdo direta dos nimeros do enunciado resolve esse tipo de
problema. No pré-teste, dos 35 acertos totais na apresentacdo da expressao
numeérica, 26 eram em situacdes de produto cartesiano. No pos-teste, dos 74

acertos na apresentacao da expressao numérica, 43 foram nessa situacao.

Grande parte desses acertos foi nas situacbes da primeira parte do
teste, em que a resposta era dada por um numero de possibilidades menor. Na
Tabela 19 é possivel verificar a maior dificuldade dos alunos em resolver a
segunda parte do pds-teste, uma vez que para conseguir responder totalmente
a situacdo na segunda parte era mais viavel o uso da expressdo numeérica.
Quando os alunos resolviam corretamente o levantamento das possibilidades,
sempre faziam, nesta etapa, usando a expressdao numérica correspondente,
uma vez que o percentual, tanto do levantamento de possibilidades, quanto da
expressdo numeérica nessa etapa, € o mesmo (Ver Tabela 19). Isso néo
acontecia no pré-teste uma vez que a ordem de grandeza das possibilidades
em cada questdo menor, portanto, mais facil de ser listada. Mesmo assim, no
pos-teste  houve avancos significativos no numero de pontos e,

consequentemente, na média e percentual de acertos.
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Tabela 19: Frequéncia (e percentual) de acertos no 9° ano do levantamento de
possibilidades e da expressdo numérica no pré-teste e no pos-teste por Grupo
de intervencdo em cada parte do teste.

laparte 25 (16,44%) 38 (25,01%) 14 (10,93%) 30 (23,43)
2aparte  13(8,55%)  15(9,86%) 10 (7,81%) 7 (5,46%)
12parte 14 (9,21%) 31 (20,39%) 8 (6,24%) 21 (16,40%)

2aparte  8(5,26%)  15(9,86%) 5 (3,90%) 7 (5,46%)

12 parte: nimero menor de possibilidades; 22 parte: nUmero maior de possibilidades.
Fonte: a autora.

No pés-teste do 9° ano surgiram erros pelo uso incorreto do PFC,
principalmente nas situacbes de combinacdo, quando nao se dividia o
resultado da multiplicacdo pelo nimero de casos repetidos, como € possivel
visualizar na Figura 58. Nessas situagOes, o invariante de ordem ndo era
considerado. Na Figura 59 o aluno realizou a multiplicacdo correta do nimero
de possibilidades possiveis para cada uma das trés escolhas e percebeu que
precisava dividir pelo nimero de casos repetidos, mas confundiu-se e dividiu
por dois e ndo por seis. Isso seria valido em situagcbes de combinagdo com
duas etapas de escolha. Dessa forma, o aluno ainda apresentou duvidas em
relacdo ao numero de possibilidades repetidas, embora tenha identificado

corretamente o numero de possibilidades para cada uma das trés escolhas.

Figura 58: Situacdo de combinacdo com resposta incorreta por meio do
Principio Fundamental da Contagem, sem o uso de uma representacao
intermediaria, realizada por aluno do 9° ano no pos-teste.

8. Uma escola tem oito professores (Ricardo, Tania, Luizé, Antonio, Sueli, Geraldo

Patricia e Carlos). Para o passeio da escola serdo escolhidos trés professores para

acompanhar os alunos. De quantas maneiras diferentes podem ser escolhidos esses
trés professores? .

Qual a conta que resolve este problema?
J X exH= 70 vnamsnan

Fonte: a autora.
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Figura 59: Situagdo de combinagcdo com Acerto Parcial 2 por meio do PFC, ,
realizada por aluno do 9° ano no pds-teste.

8. Uma escola tem oito professores (Ricardo, Tania, Luiza, Antonio, Sueli, Geraldo,
Patricia e Carlos). Para o passeio da escola serdo escolhidos trés professores para

acompanhar os alunos. De quantas maneiras diferentes podem ser escolhidos esses
- trés professores?

169 A= gifio.. 8 ; 3

Qual a conta que resolve este problema?

. Fub
iz

Fonte: a autora.

Também foram identificadas respostas por meio da listagem total das
possibilidades, e, no caso dos problemas de combinacdo, com a indicacdo dos
casos repetidos, como se pode observar na Figura 60, na qual o aluno riscou
0S casos repetidos e contabilizou o numero de possibilidades corretamente.
Esse mesmo problema também foi resolvido por um diagrama, ligando os
apertos de méos e contabilizando as possibilidades (Ver Figura 61). Nesses
dois casos, 0s alunos ndo conseguiram converter 0S registros para o registro

numerico, quando se perguntava qual a conta que resolve o problema.

Figura 60: Situacdo de combinac&do com resposta correta por meio da Listagem
de possibilidades, realizada por aluno do 9° ano no pos-teste.

4. Seis pessoas (Daniel, Bianca, Felipe, Sandra, Carla e Francisco) vao formar dupias
. para jogar pingue-pongue. Quantas duplas diferentes podem ser fqrmadas?

DaB.. B%XD P 5*‘9) B, i
)\ 0 ) /___*_,E-’ &

> - _1,_4:-
£ BAF FaAtr g Fh
Y }' t) F‘ r .j \(“ F ;
Bk EE e el S = =
dsteg Gaade P S S & SR
N ) Qs G = 2 > ' T
Qualé conta qu:e resolvgeste problema? S o s {
A=
15

Fonte: a autora.

Destaca-se ainda, a generalizagdo de possibilidades, muito utilizada
para indicar a conta que resolvia o problema. Isso acontecia quando os alunos
listavam ou organizavam em arvore algumas possibilidades e ndo enumeravam
todas as possibilidades, ja percebendo a regularidade e apresentando uma

expressao numeérica correspondente. Esta estratégia se configura como uma
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conversdo bem sucedida, em que o aluno percebe a regularidade da situacéo e
generaliza para os demais elementos do conjunto dado, e pode ser observada
nas Figuras 62 e 63.

Figura 61: Situacdo de combinagcdo com resposta correta por meio de
diagrama, realizada por aluno do 9° ano no pos-teste.

\ S e o i 50 formar dupias
4. Seis pessoas (Daniel Bianca, Felipe, S\andra, @arVa?ﬁhncnscftor)mvaa(;)asg
. para j;;gar pingue-pongue. Quantas duplas diferentes podem ser fo 7

L&
|2

Qual a conta que resolve este problema?

: & Y £ :ﬂjd
WS

Fonte: a autora.

Figura 62: Situacdo de produto cartesiano com resposta correta por meio de
generalizacdo das possibilidades, realizada por aluno do 9° ano no pés-teste.

1. Para entrar no parque de diversGes, Jodo pode passar por quatro portoes de entrada (A,
B, C e D). Depois que Jozo se divertir nos brinquedos do parque, ele podera ir para casa
passando por cinco saidas diferentes (E,F,.G Hel).

De quantas maneiras diferentes ele podera entrar e sair do parque?

<‘L§§jb‘lﬁy§}5/c-.s/¢-—5
& 41x5=30

Qual a conta que resolve este problema?

Fonte: a autora.

Figura 63: Situac&o de arranjo com resposta correta por meio de generalizacao
das possibilidades, realizada por aluno do 9° ano no pos-teste.

6. Cinco turmas do 5° ano da Escola Saber (Turma A, Turma B, Turma C, Turma D €
Turma E) vao disputar um torneio de queimado.

De quantas maneiras diferentes pode-se ter o primeiro, segundo e terceiro lugar no
torneio? 4

c 42
B <5
/-\/Yc:“u
N
e \f

Qual a conta que resolve este problema?
2
XaL = GO
Fonte: a autora.

oK L P U

Nas Figuras 64, 65 e 66 percebe-se o acerto por meio do uso do

Principio Fundamental da Contagem, destacando, principalmente, quando os
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alunos ndo precisavam enumerar 0S casos, nem o inicio das possibilidades,
como era realizado na generalizagcédo das possibilidades. Na Figura 64 o aluno
responde corretamente a situacdo, indicando que para a primeira escolha
podem ser escolhidos qualquer um dos cinco numeros, e, ja tendo escolhido
um dos numeros, restam quatro op¢cdes para a segunda escolha, trés para a

terceira, e assim por diante, indicando corretamente o total de possibilidades.

Figura 64: Situacdo de permutacdo com resposta correta por meio do PFC,
realizada por aluno do 9° ano no pos-teste.

7. De quantas maneiras possiveis pode-se escrever nimeros de cinco algarismos
diferentes, usando os algarismos 1, 3, 5, 7 e 9?

Qual a conta que resolve este problema?

IxYx xax1= 7130

Fonte: a autora.

Na Figura 65 o aluno identificou o carater o multiplicativo da situacéo de
produto cartesiano e utilizou os niumeros do enunciado na realizagdo do PFC.
Na Figura 66, na situacdo de combinacdo, o aluno multiplicou o nimero de
opcbes da primeira escolha (qualguer um das seis pessoas), pelo numero
disponivel para a segunda escolha (ja tendo escolhido um dos seis na primeira
escolha, restam cinco para a segunda escolha), e dividiu pelo nimero de casos

repetidos da mesma situagao.

Figura 65: Situacdo de produto cartesiano com resposta correta por meio do
Principio Fundamental da Contagem, realizada por aluno do 9° ano no pos-
teste.

q iij, ladi d Isii
IC ij
ue i elill() IIII‘() e S,aS ha e 1olheado de queuo), se

sobremesa (sorvete e bolo)

De quantas maneiras diferer ites Doug'as POdelé anchar comb nando urm P
s |
COllllda, um tlpO de bebida eum tlpO de sobremesa? I

is tipos de bebida (suco de
gua com gas, suco de lata e cha gelado) e dois tipos de

?é ""—dn—-eifoj

Qual a conta que resolve este problema?

S e

Fonte: a autora.
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Figura 66: Situacdo de combinagdo com resposta correta por meio de PFC,

realizada por aluno do 9° ano no pés-teste.

4. Seis pessoas (Daniel, Bianca, Felipe, Sandra, Carla e Francisco) vao formar dupias
para jogar pingue-pongue. Quantas duplas diferentes podem ser formadas?

L& Gk s NS

Qual a conta que resolve este problema?

20

NMUJJ/DQ'J oD R Darsanc

Fonte: a autora.

Nesses Ultimos problemas destacados € possivel perceber que os
alunos ja indicavam uma expressao numeérica para a resolucdo da situacéao,
sem a necessidade do uso de um registro de representacdo auxiliar de
transicdo. Neste ano de ensino € possivel destacar que, além de ja iniciarem
com um desempenho melhor, quando comparados com os anos anteriores (5°
e 7° anos), os alunos desenvolveram mais ainda seus raciocinios
combinatorios, apresentando diversificadas representacfes, inclusive o uso
exclusivo do PFC. Esta representacdo sendo usada sem a necessidade de um
registro intermediario indica que os alunos ja superaram a fase de transicéo,
podendo responder de modo mais rapido situacdes que envolvam uma ordem

de grandeza maior.



7 CONSIDERACOES FINAIS
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A presente pesquisa foi desenvolvida com o objetivo de analisar o papel que
a identificacédo e as transformacdes de conversao e de tratamento de registros tém
na ampliacdo do conhecimento de variadas situagbes combinatdrias. Visando
responder esse objetivo, primeiramente, foi realizado um estudo de sondagem com
0 objetivo de analisar a identificacdo de representagcdes e suas transformacdes de
conversdo por alunos dos anos iniciais do Ensino Fundamental. A partir dos
resultados desse primeiro estudo foi realizado o segundo estudo, de intervencao.
Neste, 0 objetivo era analisar o efeito de distintas interven¢cdes com o uso de
representacdes intermedidrias na ampliacdo do raciocinio combinatério. Ao atender
esses objetivos, pretende-se defender a necessidade do trabalho com diferentes
situacbes combinatorias e diferentes transformacfes de representacdes semiodticas
no desenvolvimento do raciocinio combinatoério, de modo que os alunos percebam o

carater multiplicativo desses tipos de problemas.

Para isso, foram utilizadas duas teorias — a Teoria dos Campos Conceituais e
a da Teoria dos Registros de Representacdo Semidtica. As duas teorias aqui
discutidas detalham processos de identificagdo, conversdo e tratamento de
conversdes de registros de representacdes semibticas — TRRS — e ressaltam como
situacbes e o0s invariantes das mesmas também devem ser levadas em
consideracdo, além das representacdes nos processos de conceitualizacdo — TCC.
As teorias se complementam, uma vez que, as diferentes situagcdes combinatérias, e
seus respectivos invariantes, podem ser trabalhadas por meio de diferentes registros
de representacdo. Além disso, ao analisar as situacfes a luz da teoria de Duval,
destaca-se o carater ndo-congruente entre as diferentes representacdes, sendo
necessario a identificacdo e as transformacfes de converséo e tratamento, com o
uso de registros intermediarios entre a representacdo de partida (situacéo
combinatéria em lingua natural) e a representacédo de chegada (resolugcédo por meio

da expressdo numérica).

Diferentes autores, tais como Pessoa e Borba (2009), Borba, Pessoa, Barreto
e Lima (2011) e Azevedo e Borba (2013), por meio de suas investigacdes com base
na Teoria dos Campos Conceituais, ressaltam que diferentes situagbes com
relacbes e propriedades distintas demandam a utlizacdo de diferentes
representacdes simbdlicas, como desenhos, listagens e arvores de possibilidades.

Nos testes de sondagem, antes de uma instrucdo especifica, os alunos usam, com
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maior frequéncia, desenhos e listagens ndo sistematicas, que sao representacdes
menos formais (PESSOA, 2009). Ap6s um processo de instru¢ao especifica, com o
uso da arvore de possibilidades, por exemplo (AZEVEDO, 2013), os alunos passam
a utilizar listagens sistematicas e a propria arvore de possibilidades, sendo essas
representacfes mais proximas das representacfes formalmente trabalhadas na
Combinatoria.

Alves (2010), Fonséca, Souza e Santos (2014), ja destacaram, em pesquisa
com livros didaticos do Ensino Médio e dos anos finais do Ensino Fundamental, e
Fonséca, Souza e Dias (2015) em estudo de intervengcédo com estudantes do Ensino
Médio, que a identificacdo, conversdo e tratamento de diferentes registros de
representacdo sdo importantes para o desenvolvimento do raciocinio combinatorio;
Borba, Azevedo e Bittar (2016) e Borba, Bittar, Montenegro e Silva (2017), com base
na TRRS, destacam que atividades com conversGes mdultiplas, em que se trabalha
com o registro de partida em lingua natural, solicita-se respostas em listagens,
arvores ou tabelas (representacdes intermediarias), e por fim, as convertem no
registro de chegada em express6es numéricas, sdo frequentes em livros didaticos
dos anos iniciais e finais do Ensino Fundamental, respectivamente. Assim, essas
pesquisas anteriores indicam o reconhecimento da necessidade de conversdes de
representacfes de variadas situacfes combinatorias para a compreensdo da
Combinatéria e no presente estudo esse reconhecimento se da pela articulagdo da
TCC com a TRSS.

Nesse sentido, a presente pesquisa, se desenvolveu por intermédio de dois
estudos que pretenderam discutir como alunos de 5°, 7° e 9° anos do Ensino
Fundamental identificam e realizam diferentes conversdes e tratamentos de registros
de representacdo semidticas, de modo que seja possivel coordenar esses diferentes
registros e reconhecé-los como sendo representacdes de um mesmo objeto
matematico. Assim, os registros de partida em lingua natural, as representacdes
intermediarias como listagens sistematizadas e arvores de possibilidades, e o
registro de chegada em expressdes numéricas, se configuram como registros de
representacdo de um mesmo objeto matemético — as situagfes combinatorias. Além
disso, as diferentes situacbes combinatoérias foram abordadas por meio da discussao
de seus invariantes relacionados com escolha e ordenacao de elementos (BORBA,

2010, 2013), ocasionando nas distintas representacdes de solucao.



211

7.1 CONSIDERACOES SOBRE O PRIMEIRO ESTUDO

O Estudo 1 teve o objetivo de analisar como alunos do 5° ano do Ensino
Fundamental identificam, em situacbes combinatérias, conversfes realizadas de
lingua natural para listagem e para arvore de possibilidades e, em seguida, para
expressdes numéricas. A escolha dessa turma foi em funcéo de ser a turma de anos

iniciais com maior dominio da leitura e escrita.

A realizacdo da pesquisa por meio de conversdes multiplas aconteceu, uma
vez que, estudos anteriores ja apontavam que listagens sistematicas e arvores de
possibilidades se configuram como representacdes simbdlicas importantes para o
trabalho com situacbes combinatérias, entretanto, faltavam estudos que as
colocassem como representacdes intermediarias, entre o registro de partida (lingua

natural) e o registro de chegada (express6es numéricas).

Nesse primeiro estudo, foram confirmadas as hipoteses levantadas
inicialmente, de maior dificuldade nos problemas com situacdo de combinacao, bem
como, maior dificuldade na conversdo para uma expressao numeérica
correspondente a resolucdo do problema. Isso porque poucos alunos identificaram
as conversdes para a expressao numérica correspondente, poucos alunos
conseguiram justificar com coeréncia suas respostas e apenas um aluno conseguiu
justificar a expressdo numérica para o problema de combinacdo. Além disso, em
43% das situacdes, as justificativas foram deixadas em branco, de modo que se
reflete a insegurangca dos alunos em explicitar o modo como identificaram as
conversdes apresentadas. Isso aconteceu, possivelmente, em funcdo da nao-
congruéncia entre as representacées em lingua natural (enunciado) e a expresséo
numeérica, pois, houve maior dificuldade nas conversdes de arvore ou de listagem
para a expressdo numérica, do que nas conversodes de lingua natural para arvore ou
para listagem. Além disso, ha indicios nas respostas dadas nas entrevistas de que
os alunos podem ndao realizar a conversdo para a expressao nhumérica a partir da
representacdo intermediaria, e sim, do enunciado. Nesse caso, a identificacdo da
expressdo numeérica correspondente, nesse primeiro estudo, pode, por vezes, ter
sido uma atividade isolada, que nao foi influenciada pela identificacéo do tratamento

da representacdo intermediaria. Esse cenario é salientado nas situagfes de
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combinacdo, na qual, além de uma multiplicacdo, é necessario realizar a divisdo

pelo numero de casos repetidos.

A identificacdo da conversdo de lingua natural para arvores e listagens foi
mais facil, pois houve maior indice de acerto na indicacdo dessa representacao
correta. Em virtude de a arvore de possibilidades ser uma representacdo em que 0s
alunos, geralmente, ndo realizam antes de uma intervencéo especifica (AZEVEDO,
2013), esperava-se maior dificuldade nesta conversdo, quando comparada com a
listagem, entretanto, ndo foi identificada diferenca entre essas representacdes
(arvore e listagem). Assim, a conversdo da linguagem natural do enunciado para a
representacdo em listagem sistematica e a conversao da linguagem natural do
enunciado para a representacao em arvore de possibilidades apresentam indicios de

congruéncia entre si.

Ha, portanto, indicios de que as conversfes realizadas para a expressao
numeérica, ndo acontecem com facilidade para as criancas de anos iniciais e, sendo
assim, estas conversdes, no ensino de Combinatoria, requerem muita atencao. Nao
podem ser consideradas como triviais ou transparentes e devem ser tratadas com
atencao e cuidado nos contextos de ensino e de aprendizagem. Assim, para que se
chegue as expressfes numéricas sao necessarias conversées para representacdes

mais transparentes.

Nas duas conversdes realizadas, foi possivel concluir que, nos diferentes
tipos de problemas, ha maior facilidade nas situacdes de permutacdo, quando se
analisa quantitativamente os resultados. Na andlise das justificativas, percebe-se
que nas situacdes de produto cartesiano hd um indice maior de justificativas
corretas. Ja nas situacdes de arranjo e combinacdo ha maior dificuldade. Isso se
confirma na analise das justificativas apresentadas, pois, nas situacdes de arranjo e
combinacdo foi identificado menor numero de justificativas corretas. Assim, é
necessario considerar as distintas situacées quando se trata de conversées dentro

da Combinatodria.

Quando quatro alunos foram convidados para explicar seus raciocinios, eles
demonstraram dificuldades na segunda conversdo em todas as situacdes
combinatdrias, com maior seguranca na explicacdo da expressdo numerica para 0s
problemas de produto cartesiano. Assim, nos problemas de produto cartesiano, que

sdo trabalhados nos livros didaticos, ja por meio de multiplas conversdes, como
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apontam Borba, Azevedo e Bittar (2016), os alunos conseguem justificar com maior

clareza seu carater multiplicativo.

Nos problemas de arranjo e combinacdo, o invariante de ordem que
diferencia essas duas situacdes motivo de justificativas inadequadas, pois no caso
do arranjo, os alunos precisam indicar a multiplicacdo contando com 0s casos
repetidos, pois a ordem importa. Ja nas situacfes de combinacédo, em que a ordem
nao importa, € necessario dividir pelo nimero de casos repetidos — iSso gera

maiores dificuldades na conversao para expressao numerica.

Conclui-se que hd modos mais claros de auxiliar as criancas a entenderem
quando os casos sdo distintos ou quando sao repetidos e essas formas de
representacdo podem ajudar na compreensdo dos distintos tipos de problemas
combinatérios. Quando os casos repetidos sdo apresentados (como no Teste 2),
destacando que n&o podem ser contados mais de uma vez (com riscos, por
exemplo), essa forma de representacéo pode auxiliar uma compreensédo mais ampla
de situacdes combinatorias, isso porque o invariante de ordem esta mais explicito
para o aluno que pode inferir o motivo daquelas possibilidades estarem riscadas,
indicando a necessidade do trabalho com a discussdo dos invariantes de cada
situacdo. Portanto, dessa forma, € possivel auxiliar os estudantes a entenderem que
em arranjos e permutacfes 0s casos com mesmos elementos expressos em ordens
diferentes ndo séo repetidos, mas sim, casos distintos e, em combinacbes e
produtos cartesianos, 0s casos com mesmos elementos, mas em ordens distintas

devem ser considerados apenas uma vez.

Assim, ressalta-se que é de suma importancia levar em consideracdo a
identificacdo e a conversdo de registros, para que o0s alunos reconhecam e
percebam que hé distintos modos de representar uma mesma situagdo combinatoria
e gue esses modos variados podem auxilid-los na compreensao dos distintos tipos
de problemas combinatérios. Além disso, distintas formas de representacao
utilizadas enquanto representacdes intermediarias podem contribuir para que 0s
estudantes identifiquem o carater multiplicativo das situa¢cdes combinatérias, o que,
nesse estudo, se mostrou como fator de maior dificuldade, uma vez que o0s
estudantes apresentaram dificuldades em identificar a expressao numérica/Principio
Fundamental da Contagem (PFC) para a resolucdo das situagdes, bem como em

justificar suas respostas, mesmo quando elas indicavam a alternativa correta.
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Em funcdo desses resultados, no Estudo 2 foram propostas distintas
intervencdes ndo apenas em turmas do 5° ano do Ensino Fundamental, uma vez
que a dificuldade com o uso do PFC se destacou neste primeiro estudo, mas
também com turmas do 7° e 9° anos deste nivel de escolarizagdo. Nos 5°, 7° e 9°
anos o objetivo era verificar se, e como, dificuldades para reconhecimento da
expressdo numérica como representacdo de chegada poderiam ser superadas e
como pode acontecer a ampliacdo do conhecimento combinatorio, particularmente
com relacdo ao uso das expressdes numéricas/PFC. Nos diferentes tipos de
intervencao foram trabalhadas as situa¢cdes combinatdrias por meio da coordenacao
de diferentes registros de representacdo, de modo que entre o registro de partida
(enunciado em lingua natural) e o registro de chegada (expressdo numeérica/PFC)
foram trabalhadas, em dois grupos distintos, representacfes auxiliares de transi¢cao
(listagem sistematizada ou arvore de possibilidades) com o intuito de perceber, por
meio de representacdes intermediarias eficientes, como ja destacaram Borba

Azevedo e Barreto (2015), o carater multiplicativo das situacées combinatorias.

O primeiro estudo confirmou a dificuldade dos alunos em perceberem a
expressdo numérica correspondente aos registros de arvore de possibilidades,
listagem e lingua natural, isso porque, a conversao para expressao numérica de
uma arvore ou de uma listagem se mostrou uma tarefa complexa, que pode
evidenciar a pouca congruéncia entre essas representacdes, antes de um processo
de intervencéo especifico. Isso também fica claro na andlise por tipo de problema,
em gue, principalmente nas situacdes de combinacdo, os alunos ndo conseguem

justificar as expressdes numéricas escolhidas.

No segundo estudo, apds processo de intervencdo, baseado na TCC e na
TRRS, esperava-se que essas dificuldades diminuissem, de modo que o trabalho
com as diferentes situacbes combinatérias e seus invariantes, em funcdo da
coordenacao de diferentes registros de representacéo, possibilitasse a apreenséao

conceitual.
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6.2 CONSIDERACOES SOBRE O SEGUNDO ESTUDO

Com os resultados do primeiro estudo indicando a dificuldade em identificar a
conversdo para a expressdo numeérica correspondente a resolucdo de situacoes
combinatérias, o Estudo 2 teve como objetivo investigar o efeito de diferentes
intervencdes pedagdgicas, por meio da mobilizacdo de transformacbes de
conversdo e tratamento de registros, no desempenho de alunos em diferentes
problemas combinatérios. Para isso, foram realizadas intervencdes em dois grupos,
de modo que, no Grupo 1 os estudantes trabalharam com a arvore de possibilidades
como representacao intermediaria; ja no Grupo 2 os estudantes utilizaram a listagem
sistematizada entre o registro de partida (lingua natural) e o registro de chegada

(expressédo numerica).

Estudos anteriores (BORBA, AZEVEDO, BARRETO, 2015; AZEVEDO,
BORBA, 2013) j& destacavam que listagens e arvores de possibilidades eram
representacfes eficientes para que estudantes desenvolvessem o raciocinio
combinatorio referente ao levantamento de possibilidades, e, com isso, acreditava-
se que ambas as representacdes intermediarias ajudariam os alunos a superar suas
dificuldades no uso das expressGes numéricas. Entretanto, era esperado que o
grupo que participasse da intervencdo com o uso da arvore de possibilidades
apresentasse maior facilidade em demonstrar uma expressdo numeérica
correspondente a resolucdo do problema combinatério. Isso porque, esta
representacdo parece indicar com maior clareza a relacdo de um-para-muitos
envolvida nas situacbes combinatérias, ou seja, ter maior congruéncia com a

expressao numérica.

Neste segundo estudo os resultados indicam que ambas as representagoes
intermediarias, arvore de possibilidades ou listagem sistematizada, sédo bons
caminhos para o ensino da Combinatoria, uma vez que a meédia de acertos
aumentou na comparacao entre pré-teste e pos-teste para os dois grupos, em todos
0S anos de escolarizacdo, tanto para o levantamento de possibilidades, quanto para
a expressao numerica. Isso pode indicar que a congruéncia entre os registros de
partida (lingua natural), intermediarios (listagem ou arvore) e de chegada (expressao

numeérica), pode ser evidenciada nos dois tipos de intervencao realizados.
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Destaca-se, entretanto, que a média inicial dos 5° e 7° anos sado semelhantes,
de modo que a escolarizacdo néo influenciou previamente o desempenho desses
estudantes. Diferente dos resultados do 9° ano, que a média no pré-teste equipara-
se com as médias no pos-teste dos 5° e 7° anos, indicando que entre 0 7° e 0 9°
ano, provavelmente, ja houve um trabalho especifico com as situacbes
combinatérias. Esse cenario é semelhante tanto para o levantamento de
possibilidades, quanto para a expressdo numérica que responde as situacdes

combinatorias.

Além disso, € possivel afirmar que ambas as representacdes sao bons
caminhos para o ensino da Combinatéria, pois, em todos os anos de escolarizacdo
pesquisados, foi apresentada diferenca muito significativa entre o pré-teste e o pos-
teste, tanto no levantamento de possibilidades, quanto na expressao numeérica
correspondente. Desse modo, nesses anos de escolarizacdo é possivel viabilizar a
aprendizagem da Combinatéria, uma vez que todos avangaram em seus

desempenhos, garantindo uma gradual ampliacédo do raciocinio combinatério.

Apesar do grupo que participou da intervencdo com a arvore de
possibilidades, apresentar melhores desempenhos em todos os anos, destaca-se
que a média do pés-teste dos diferentes grupos séo préximas, contrariando, assim,
em parte, a hipétese inicial, de que a arvore de possibilidades indicaria melhor
desempenho, principalmente com relacdo a expressdo numeérica. A média de
desempenhos entre os grupos sendo semelhantes indicou, na analise estatistica,
que ndo ha, de modo geral, diferencas significativas entre os grupos em nenhum
ano de escolarizacdo. Uma razdo para isso esta no fato de que as duas
representacbes foram trabalhadas de forma sistematica, entretanto a listagem,
diferente da arvore de possibilidades, pode ser trabalhada de forma nao sistematica,
0 que poderia dificultar o entendimento da expressdo numeérica, caso fosse

trabalhada dessa forma.

Apesar disso, quando se analisa por tipo de problema em cada ano de
escolarizagéo, percebeu-se que o G1 (arvore) nos trés anos escolares pesquisados,
apresentou diferencas significativas para a expressdo numérica em trés, das quatro
situacbes combinatérias, enquanto que o G2 (listagem) apresentou diferencas
significativas apenas em uma situacao combinatéria no 5° e 9° ano e em duas no 7°

ano. Assim, o Grupo 1, que utilizou a arvore de possibilidades como representacao
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intermediaria, parece ter, na andlise por tipo de problema, um desempenho melhor
no uso da expressdo numeérica (registro de chegada). Esse resultado pode indicar
uma maior congruéncia entre a arvore de possibilidades e a expressdo numerica,
hipétese inicial do segundo estudo, apesar de, no resultado geral, ndo apresentar

diferencas significativas entre os grupos (G1 X G2).

Outra situacao que pode comprovar o melhor desempenho do G1 também se
destaca que nesse grupo houve maior numero de acertos nas situacdes da segunda
parte do pés-teste, com maior nimero de possibilidades e de etapas de escolha do
pés-teste. Essa comparacao indicou diferenca significativa do G1 em relagédo ao G2,
uma vez que, o acerto desses problemas estava diretamente relacionado com o uso
do PFC ou de uma generalizacdo de possibilidades, que se configura numa
enumeracdo de algumas possibilidades, para entdo, generaliza-las para as demais

escolhas sem a necessidade de listar tudo.

O G1 dos 5° e 7° anos apresentaram avangos significativos na apresentacao
da operacao que resolve o problema sempre nas situacdes de produto cartesiano,
arranjo e permutagdo, sendo que apenas 0 9° ano apresentou avangos nas
situacdes de produto cartesiano, arranjo e combinacado. O fato de apenas o 9° ano
apresentar diferencas significativas nas situacdes de combinacdo demonstra que
esse tipo de problema combinatério possui maior grau de dificuldade, principalmente
gquando se solicita a expressdao numérica que responde o problema, indicando,
portanto, um menor grau de congruéncia na conversao para a expressao numerica
dessa situacao. Isso porque, na multiplicagdo encontra-se o total de possibilidades
considerando os casos repetidos, e, para exclui-los, ja que nessa situacao a ordem
dos elementos ndo gera novas possibilidades, é necessario dividir pelo nimero de
casos repetidos da mesma possibilidade. Percebe-se, com isso, que o avanco nas
situacdes de combinacédo n&o foi significativo na maioria dos casos, corroborando
com o que afirmam Montenegro, Borba e Bittar (2016), acerca da dificuldade com a

identificacdo de conversdes em situacdes de combinacao.

Assim, as situacgBes da segunda parte do poOs-teste possibilitavam que os
estudantes realizassem a conversao do enunciado em lingua natural, diretamente
para a expressao numerica, ou enumerando apenas algumas possibilidades para
em seguida generaliza-las. Os alunos que acertaram por meio da generalizacdo de

possibilidades ainda precisavam de uma representagéo intermediaria, enquanto que
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0s que utilizaram diretamente o PFC, ja estavam na fase em que a representacéo
intermediaria ndo se faz mais necessaria. Duval (2011) destaca que as
representacdes intermediarias precisam ser transitorias, de modo que os alunos
abandonam seu uso no momento em que estejam diante de problemas com elevado
namero de possibilidades, pois, nesses casos, sua utilizagcdo demanda um processo

lento e custoso.

Destaca-se que a generalizacdo de possibilidades foi usada por todos os
anos pesquisados, apesar de nédo ter sido o foco da intervencgéo. O 5° ano usou esta
estratégia com mais frequéncia, sendo o PFC usado por essa turma principalmente
nas situacfes de produto cartesiano. Ja as turmas de 7° e 9° anos utilizaram o PFC
com maior frequéncia também nas outras situacdes combinatorias. Acredita-se que
os alunos do 5° ano tiveram preferéncia pela generalizacdo de possibilidades, pois,
a relacdo um-a-muitos fica mais evidente, demonstrando a regularidade da situagéao,
fazendo que ela fique mais explicita. Ja o uso do PFC se configura como um
procedimento que possui maior nivel de congruéncia com a situacdo de produto
cartesiano, uma vez que 0s numeros utilizados estdo explicitos no enunciado em
lingua natural, explicando seu uso nesse tipo de problema pelos alunos desse ano
escolar. Ja os alunos dos 7° e 9° anos que utilizam o PFC, ndo apenas nas
situacdes de produto cartesiano, como também nas outras situacdes combinatorias,
parecem estar num nivel de pensamento no qual ndo € necessario que as

possibilidades figuem visiveis.

Desse modo, conclui-se que é possivel desenvolver e ampliar o raciocinio
combinatério dos estudantes de 5°, 7° e 9° anos do Ensino Fundamental por meio do
uso de ambas as representacbes intermediarias utilizadas neste estudo,
oportunizando um melhor desempenho na apresentacdo das expressées numéricas
correspondentes a resolugcédo das situacdes, principalmente com o uso da arvore de
possibilidades, uma vez que, diante do exposto na analise por tipo de problema, esta
parece ter maior congruéncia com a expressao numérica. No 5° ano esta expressao
numérica pode estar relacionada principalmente com a generalizacdo das
possibilidades, ap0s o0 inicio da enumeracdo dos casos, utilizando uma
representacado auxiliar para a realizacdo da operagcdo de multiplicacdo. Ja nos 7° e
9° anos 0 uso da arvore de possibilidades pode favorecer o uso do PFC de modo
que, posteriormente, na ocasido do Ensino Médio, por exemplo, a resolucdo de
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problemas combinatérios aconteca sem a necessidade do uso de uma
representacdo auxiliar, uma vez que, segundo Duval (2011), este tipo de

representacao precisa ser de transicao.

6.3 CONSIDERACOES FINAIS

Com a presente investigacdo buscou-se defender a tese que, com base na
Teoria dos Campos Conceituais (Gérard Vergnaud) e na Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica (Raymond Duval), € preciso articular identificacdes,
conversdes e tratamentos dos diferentes registros aos distintos invariantes das
situacdes combinatérias, para um mais amplo aprendizado da Combinatéria. E, além
disso, € recomendavel trabalhar com registros de representacdo intermediarios
congruentes, como a arvore de possibilidades, para partir de enunciados em

linguagem natural e chegar a expressdes numeéricas formalizadas.

As discussbes realizadas evidenciam como é necessaria e importante uma
discusséo articulando a TCC e a TRRS. Observou-se que as conversdes possuem
diferentes niveis de dificuldade, dependendo do tipo de registro utilizado, e da
situacdo combinatdria tratada. Dessa forma, comprova-se uma estreita relacédo entre

registros de representacédo e situacdes combinatorias.

Os resultados quantitativos gerais revelam que nao existem diferencas
significativas entre os desempenhos no pés-teste dos grupos que trabalhavam com
a arvore de possibilidades e a listagem sistematizada, evidenciando que a listagem
sistematizada também pode se configurar como uma boa representacédo
intermediaria entre o registro de partida (enunciado em lingua natural) e o registro de

chegada (expressao numerica).

Apesar disso, qualitativamente parece haver indicios de melhor desempenho
do grupo que trabalhou com a arvore de possibilidades (G1), uma vez que as
médias desse grupo foram relativamente maiores que as do grupo que trabalhou
com a listagem (G2). Também se destaca o melhor desempenho do G1 na
apresentacao da expressao numérica na analise por tipo de problema, pois o G1
demonstrou diferencas significativas para a expressao numeérica em trés dos quatro

tipos de problemas, enquanto o G2 com apenas um tipo de situagcdo nos 5° e 9°



220

anos e com dois tipos no 7° ano. Inclusive, salienta-se que o G1 do 9° ano foi 0
anico grupo que conseguiu apresentar diferencas significativas na apresentacdo da

expressado numerica nos problemas de combinacéo.

Além disso, o G1 apresentou resultados melhores, com indicacdo de
diferencas significativas na comparacdo com o G2, na segunda parte do teste em
que o numero de possibilidades e de etapas de escolhas eram maiores, sendo
necessario o0 uso de uma generalizacdo de possibilidades ou do PFC. Isso pode
indicar um maior grau de congruéncia entre a arvore de possibilidades e a

expressado numerica, principalmente quando o nimero de possibilidades € maior.

Assim, para o desenvolvimento do raciocinio combinatorio, nas distintas
situacdes combinatérias (produto cartesiano, arranjo, combinagéo e permutacao) ha
necessidade de se trabalhar identificacbes de diferentes representacdes para um
mesmo objeto matematico, conversdes entre essas representacdes e tratamentos
de registros de representacdo semiodtica, por meio de representacdes intermediérias
gue possam auxiliar na conversao entre o registro de partida (enunciado) e o registro
de chegada (expressdo numérica), em que essas representacfes auxiliares
possuam maior grau de congruéncia entre os procedimentos menos e 0S mais
formais. Desse modo, tanto a arvore de possibilidades, quanto a listagem se
apresentaram como representacfes intermediarias possiveis de serem utilizadas
para a conversao de uma linguagem natural para uma linguagem matematica formal,
sendo a arvore de possibilidades uma representacdo com maior grau de
congruéncia com a expressdo numérica, principalmente quando o numero de
possibilidades é alto. Essas conclusdes sdo possiveis uma vez que os diferentes
grupos em todos 0s anos escolares pesquisados avancaram de forma significativa
em seus desempenhos, no levantamento de possibilidades e na operagéo
matematica que é utilizada para responder o problema, sendo nas situacdes com
maior numero de possibilidades e uma diferenca significativa indicando melhor
desempenho do grupo que trabalhou com a &rvore de possibilidades como

representacdo intermediaria.

Destaca-se que o0 objetivo deste estudo de discutir o papel de diferentes
registros de representacdo, usados como representacdo de partida, representacao
intermediaria e representacdo de chegada, implica na discussdo da ampliagdo do
conhecimento combinatério de estudantes, uma vez que indica possibilidades do
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trabalho com diferentes situagBes combinatorias, por meio de diferentes
representacbes, de modo que seja possivel compreender o conceito sem que 0
esteja confundindo com a sua representacdo. Também se enfatiza a discusséo dos
invariantes de cada situacdo combinatéria ho momento das transformacdes de
conversdo e de tratamento de cada registro. Desse modo, acredita-se que a
intervengcdo com o uso da listagem e da arvore de possibilidades como
representaces intermediarias se configuram como um caminho viavel para o
aprendizado da Combinatoria, de modo que o0s estudantes possam levantar as
possibilidades que respondem um dado problema, e expressa-las em uma operacao
matematica. Também se acredita que essas representacdes, com maior destaque
para as arvores de possibilidades, sdo muito importantes para se chegar ao uso de
uma expressdo numeérica, principalmente quando esta relacionada com a

generalizagédo de possibilidades no 5° ano, bem como o uso do PFC no 7° e 9° ano.

No primeiro estudo a dificuldade dos alunos em identificar as expressfes
numericas a partir de arvores de possibilidades ou listagens, antes de um processo
de intervencao especifico, deu espaco para que, no segundo estudo, apés a
intervencao, fosse verificado que é possivel a ampliacao do raciocinio combinatério
com um avanco significativo no uso de expressées numeéricas, por meio da utilizacéo

dessas representacdes auxiliares.

Assim, enfatiza-se que o trabalho com as diferentes situacées combinatérias,
por meio da discusséo de seus invariantes, bem como com o uso de representacdes
auxiliares sisteméticas, envolvendo conversdes e tratamentos de registros, deve ser
levado em consideracdo para um mais efetivo ensino e aprendizado da
Combinatéria na Educacdo Béasica. Desse modo, os estudantes poderdo melhor
desenvolver seus raciocinios combinatoérios, percebendo o carater multiplicativo das
situacbes combinatorias e construindo eficientes estratégias de solucdo de

problemas combinatorios.

Em estudos futuros se poderao investigar, ainda, conversdes inversas, ou
seja, de expressfes numéricas para arvores de possibilidades ou para listagens
sistematizadas e dessas representagdes intermediarias para a linguagem natural. A
conversao direta e a conversao inversa se configuram como duas tarefas cognitivas

bem diferentes e “para que haja coordenac¢do sinérgica de Varios registros, é preciso
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ser capaz de converter as representacdes nos dois sentidos e ndo em um sentido
anico” (DUVAL, 2011, p. 218).

Outra possibilidade de estudo futuro reside na necessidade de maior
aprofundamento na compreensdo das situacdes de combinacdo, de modo que
sejam discutidos os invariantes desse tipo de problema com o objetivo de entender o

papel da divisdo na expressao numerica desse tipo de situacao.

Uma intervencdo mais longa também pode ser realizada, no sentido de se ter
maior tempo de discussao dos invariantes das distintas situagées combinatorias e da
relacdo desses com variados registros de representacdo semibtica. Acredita-se que
um programa de ensino nesses moldes poderd promover ainda mais avangos no

raciocinio combinatorio do que os observados no presente estudo.
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APENDICE A — Teste 1 do Estudo 1

Aluno:

1. Jane possui quatro blusas (amarela, rosa, laranja e vermelha), duas saias
(preta e branca) e dois pares de sapato (dourado e prateado). De quantas
maneiras diferentes ela podera se vestir usando uma de suas blusas, uma de
suas saias e um de seus pares de sapato?

Jodo respondeu assim:

Blusa amarela, saia preta e sapato dourado
Blusa rosa, saia branca e sapato prateado
Blusa laranja, saia branca e sapato dourado
Blusa amarela, saia branca e sapato prateado
Blusa vermelha, saia preta e sapato prateado
Blusa rosa, saia preta e sapato dourado

Blusa vermelha, saia branca e sapato dourado
Blusa laranja, saia preta e sapato dourado

Maria respondeu assim:

Blusa amarela, saia preta e sapato dourado Blusa rosa, saia preta e sapato dourado
Blusa amarela, saia preta e sapato prateado Blusa rosa, saia preta e sapato prateado
Blusa amarela, saia branca e sapato dourado Blusa rosa, saia branca e sapato dourado
Blusa amarela, saia branca e sapato prateado Blusa rosa, saia branca e sapato prateado

Blusa laranja, saia preta e sapato dourado Blusa vermelha, saia preta e sapato dourado
Blusa laranja, saia preta e sapato prateado Blusa vermelha, saia preta e sapato prateado
Blusa laranja, saia branca e sapato dourado Blusa vermelha, saia branca e sapato dourado
Blusa laranja, saia branca e sapato prateado Blusa vermelha, saia branca e sapato prateado

Qual dos dois vocé acha que esta certo?

Qual a operacdo que vocé acha que resolve esse problema?

a) 4+2+2=8

b) 4x2x2=16

C) 4x2=8

d 4x2+4x2=16

Justifique sua resposta:
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Marcia tem em casa quatro tipos de fruta (mamao, abacaxi, laranja e banana)
e quer fazer uma salada usando trés dessas frutas. De quantas maneiras

diferentes ela pode combinar essas frutas?

Jodo respondeu assim

Mamé&o, abacaxi e laranja
Mamao, abacaxi e banana
Mamé&o laranja e banana

Abacaxi, laranja e banana

Maria respondeu assim:

Mamao, abacaxi e laranja

Abacaxi, banana e mamao
Mamao, laranja e banana

Abacaxi, laranja e banana
Mamao, abacaxi e banana
Laranja, abacaxi e maméo
Laranja, banana e abacaxi

Qual dos dois vocé acha que esta certo?

Qual a operacgéo que vocé acha que resolve esse problema?

a) 4x3x2=4
3x2

b) 4+3=7

c) 4x3-5=7

d 4+3-3=4

Justifiqgue sua resposta:
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Edinho tem alguns carrinhos e quer colocar placas neles. Ele quer usar quatro
letras (X, Y, K e W) e vai escrever trés letras em cada placa. Quantas sao
todas as possibilidades de placas que Edinho pode fazer, sem que as letras
se repitam?

Joao respondeu assim:

XKY XWY
WKY YKX
YWK KXY
KYX YXK
KWY WXY
WYK XYK

Maria Respondeu assim:

XYK YXK KXY WXY
XYW YXW KXW WXK
XKY YKX KYX WYX
XKW YKW KYW WYK
XWY YWX KWX WKX
XWK YWK KWY WKY

Qual dos dois vocé acha que estéa certo?

Qual a operacéo que vocé acha que resolve esse problema?

a) 4+4+4=12

b) 4x3+4x3=24
C) 4x3x2=24

d 4x3=12

Justifique sua resposta:
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4. De quantas maneiras diferentes trés pessoas (Maria, Luis e Carlos) podem
posicionar-se numa fila do banco?

Jodo respondeu assim:

Maria, Luis e Carlos. Luis, Maria e Carlos. Carlos, Maria e Luis.
Maria, Carlos e Luis. Luis, Carlos e Maria. Carlos, Luis e Maria.

Maria respondeu assim:

Maria, Luis e Carlos.
Carlos, Luis e Maria.
Luis, Maria e Carlos.
Carlos, Maria e Luis.
Luis, Carlos e Maria.
Carlos, Luis e Maria.
Maria, Carlos e Luis.
Luis, Carlos e Maria.
Maria, Luis e Carlos.

Qual dos dois vocé acha que esta certo?

Qual a operacgéo que vocé acha que resolve esse problema?

a) 3x3=9
b) 3+6=9
c) 3+3=6
d 3x2x1=6

Justifique sua resposta:
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5. Douglas foi a uma lanchonete. No cardapio havia quatro op¢des de comida
(coxinha, empada, pao de queijo e folhneado de queijo), dois tipos de bebida
(suco de fruta e refrigerante) e dois tipos de sobremesa (sorvete e bolo). De
quantas maneiras diferentes Douglas podera lanchar combinando um tipo de
comida, um tipo de bebida e um tipo de sobremesa?

Joao respondeu assim:

Comida Bebida Sobremesa Comida Bebida Sobremesa Comida Bebida Sobremesa Comida Bebida Sobremesa

m Folheado &= Io

Maria respondeu assim:

sobr
) ) sobre sobre sobre
comida bebida eme comida bebida comida bebida comida bebida
sa mesa mesa mesa

Bol
e e W—m e JRoree m—
m— Refrig. paemdsorvete Suco — m—

Qual dos dois vocé acha que esta certo?

Qual a conta que vocé acha que resolve esse problema?
a) 4+2+2=10
b) 4x2+2=10
c) 4x2x2=16
d 4x2+4x2=16

Justifique sua resposta:
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6. Uma escola tem quatro professores (Ricardo, Tania, Luiza e Seérgio). Para o
passeio da escola serdo escolhidos trés professores para acompanhar os
alunos. De quantas maneiras diferentes podem ser escolhidos esses dois
professores?

Joao respondeu assim:

12p 22 prof 1*® profassor 20 professor 30 professor

Serglo

Tania
Sérgio - Sérgio
X ——

Ricardo

Maria respondeu assim:

12 20 3¢ 12 29 3e
profes profes profess profe profe profes
sor sor or ssor ssor sor

Lui za

Sroi IELIER— Sérgio
Ricardo| m_

Qual dos dois vocé acha que esta certo?

Qual a operacdo que vocé acha que resolve esse problema?

a) 4+3=7

b) 4x3x2=4
3x2

c) 4x3-5=7

d 4+3-3=4

Justifique sua resposta:
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7. Quatro turmas do 5° ano da Escola Saber (Turma A, Turma B, Turma C e Turma D)
vao disputar um torneio de queimado. De quantas maneiras diferentes pode-se ter o
primeiro, segundo e terceiro lugar no torneio?

Joao respondeu assim:

192 Lugar 22|ugar 32 |ugar 12 Lugar 29 lugar 39 lugar 19 Lugar 22|ugar 32 |ugar 19 Lugar 29 |ugar 32 Jugar

< L < <o
=< =< . T =<
N i - -

Maria respondeu assim:

12 lugar 22 lugar 39 lugar 12 lugar 22 lugar 32 jugar 12 lugar 29 |ugar 32 |lugar 12 lugar 22 Jugar 32 lugar

~EE-FEaEE-EE

Qual dos dois vocé acha que esta certo?

Qual a operacdo que vocé acha que resolve esse problema?
a) 4+4+4=12
b) 4x3+4x3=24
c) 4x3=12
d 4x3x2=24

Justifique sua resposta:
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8. De quantas maneiras possiveis pode-se escrever numeros de trés algarismos
diferentes, usando os algarismos 3,5 e 7?

Joao respondeu assim:

10 20 30 12 20 3¢ 1¢ 20 3¢

algarismo algarismo algarismo algarismo algarismo algarismo algarismo algarismo algarismo

EN A , BN BB
N B wn g

Maria respondeu assim:

1e m EL 1" n 3% 10 il 30
i \lgari: Algarismo Algarismo Algarismo Algarismo Algarismo

EN-EA EN-EA N -ER
|7l 5 KA -ER EN-ER
El--Ea El--ER El - EN

Algarismao

Qual dos dois vocé acha que esta certo?

Qual a operacéo que vocé acha que resolve esse problema?
a) 3x3=9
b) 3+6=9
C) 3x2x1=6
d 3+3=6

Justifique sua resposta:
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Apéndice B — Teste 2 do Estudo 1

Aluno

1. Jane possui quatro blusas (amarela, rosa, laranja e vermelha), duas saias
(preta e branca) e dois pares de sapato (dourado e prateado). De quantas
maneiras diferentes ela podera se vestir usando uma de suas blusas, uma de
suas saias e um de seus pares de sapato?

Joao respondeu assim:

Blusa amarela, saia preta e sapato dourado Blusa rosa, saia preta e sapato dourado
Blusa amarela, saia preta e sapato prateado Blusa rosa, saia preta e sapato prateado
Blusa amarela, saia branca e sapato dourado  Blusa rosa, saia branca e sapato dourado
Blusa amarela, saia branca e sapato prateado Blusa rosa, saia branca e sapato prateado

Blusa laranja, saia preta e sapato dourado Blusa vermelha, saia preta e sapato dourado
Blusa laranja, saia preta e sapato prateado Blusa vermelha, saia preta e sapato prateado
Blusa laranja, saia branca e sapato dourado Blusa vermelha, saia branca e sapato dourado

Blusa laranja, saia branca e sapato prateado Blusa vermelha, saia branca e sapato prateado

Maria respondeu assim:

Blusa amarela, saia preta e sapato dourado
Blusa rosa, saia branca e sapato prateado
Blusa laranja, saia branca e sapato dourado
Blusa amarela, saia branca e sapato prateado
Blusa vermelha, saia preta e sapato prateado
Blusa rosa, saia preta e sapato dourado

Blusa vermelha, saia branca e sapato dourado
Blusa laranja, saia preta e sapato dourado

Qual dos dois vocé acha que esta certo?

Qual a operacéo que vocé acha que resolve esse problema?
e) 4x2x2=16

f) 4+2+2=8

g 4x2=8

h) 4x2+4x2=16

Justifique sua resposta:
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Marcia tem em casa quatro tipos de fruta (mamao, abacaxi, laranja e banana)
e quer fazer uma salada usando trés dessas frutas. De quantas maneiras
diferentes ela pode combinar essas frutas?

Joao respondeu assim

Mamao, abacaxi e laranja
Mamao, abacaxi e banana
Mamao, laranja e banana
Mamao. L I .

Abacaxi, laranja e banana

Abacaxi-banana-e-laranja

Maria respondeu assim:

Mamao, abacaxi e laranja

Abacaxi, banana e mamao
Mamao, laranja e banana

Abacaxi, laranja e banana
Mamao, abacaxi e banana
Laranja, abacaxi e mamao
Laranja, banana e abacaxi

Qual dos dois vocé acha que esta certo?

Qual a operacgéo que vocé acha que resolve esse problema?

e) 4+3=7

f) 4x3x2=4
3x2

g) 4x3-5=7

h) 4+3-3=4

Justifique sua resposta:
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Edinho tem alguns carrinhos e quer colocar placas neles. Ele quer usar quatro
letras (X, Y, K e W) e vai escrever trés letras em cada placa. Quantas séao
todas as possibilidades de placas que Edinho pode fazer, sem que as letras
se repitam?

Jodo respondeu assim:

XKY XWY
WKY YKX
YWK KXY
KYX YXK
KWY WXY
WYK XYK

Maria Respondeu assim:

XYK YXK KXY WXY
XYW YXW KXW WXK
XKY YKX KYX WYX
XKW YKW KYW WYK
XWY YWX KWX WKX
XWK YWK KWY WKY

Qual dos dois vocé acha que esta certo?

Qual a operacéo que vocé acha que resolve esse problema?

e) 4+4+4=12

f) 4x3+4x3=24
g) 4x3x2=24

h) 4x3=12

Justifique sua resposta:
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De quantas maneiras diferentes trés pessoas (Maria, Luis e Carlos) podem
posicionar-se numa fila do banco?

Jodo respondeu assim:

Maria, Luis e Carlos.
Carlos, Luis e Maria.
Luis, Maria e Carlos.
Carlos, Maria e Luis.
Luis, Carlos e Maria.
Carlos, Luis e Maria.
Maria, Carlos e Luis.
Luis, Carlos e Maria.
Maria, Luis e Carlos.

Maria respondeu assim:

Maria, Luis e Carlos. Luis, Maria e Carlos. Carlos, Maria e Luis.
Maria, Carlos e Luis. Luis, Carlos e Maria. Carlos, Luis e Maria.

Qual dos dois vocé acha que esta certo?

Qual a operacéo que vocé acha que resolve esse problema?

e) 3x2x1=6
f) 3x3=9
g) 3+6=9
h) 3+3=6

Justifique sua resposta:
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5. Douglas foi a uma lanchonete. No cardapio havia quatro op¢ées de comida (coxinha,
empada, pao de queijo e folheado de queijo), dois tipos de bebida (suco de fruta e
refrigerante) e dois tipos de sobremesa (sorvete e bolo). De quantas maneiras
diferentes Douglas podera lanchar combinando um tipo de comida, um tipo de bebida
e um tipo de sobremesa?

Joao respondeu assim:

sobr sobr

sobre sobre
comida bebida eme comida bebida comida bebida eme e bebida
mesa -
sa sa
‘— S0V Et" m— Suco gl Sorvete

Maria respondeu assim:

Comida Bebida Sobremesa Comida Bebida Sobremesa Comida Bebida Sobremesa Comida Bebida Sobremesa

t
o _ =< o S =<
mpada Folheado;
m< mm m =
s ¢ B re )¢ <
E3 | bolo | [ bolo_

Bolo

Qual dos dois vocé acha que esta certo?

Qual a operacgéo que vocé acha que resolve esse problema?
e) 4+2+2=8
f) 4x2=8
g) 4x2x2=16
h) 4x2+4x2=16

Justifique sua resposta:
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6. Uma escola tem quatro professores (Ricardo, Tania, Luiza e Sérgio). Para o
passeio da escola serdo escolhidos trés professores para acompanhar os
alunos. De quantas maneiras diferentes podem ser escolhidos esses dois
professores?

Joao respondeu assim:

= = 32 professor & =
professor professor professor professor

Ricardo

Sérgio m<
sza

3% professor

Maria respondeu assim:

pmlrr:sm pm‘z:“m pm::smr 10 . 2 . E . 10 2 pm::smr 1 20 30
< = e — = =
Em ——3 == =<
< = =< < e N
= ) =
e ] < — —— < =
= = isin [—]

Qual dos dois vocé acha que esta certo?

Qual a operagéo que vocé acha que resolve esse problema?

e) 4+3=7

f) 4x3x2=4
3x2

g 4x3-5=7

h) 4+3-3=4

Justifique sua resposta:
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7. Quatro turmas do 5° ano da Escola Saber (Turma A, Turma B, Turma C e
Turma D) vao disputar um torneio de queimado. De quantas maneiras
diferentes pode-se ter o primeiro, segundo e terceiro lugar no torneio?

Joao respondeu assim:

19Lugar  2°lugar  32lugar 12Lugar  22lugar  3%lugar 12lugar  2%lugar  3%lugar 19Lugar  2°lugar  3°lugar
[ C | [ C | B [ B |
Em< o < [ = <
[ B | [ A ] <:ll <:ll
[ = < 2 == e
(5 | A A m—
Em<_ o < < <
Maria respondeu assim:
pmi;sm pmf;w pm?;w o <+ o 4 o G 19 professor 20 professor 30p 1 20 pm?;sm
= e O — =3
< =3 < = — —
=
<m picacds) — Ricads|
— m<m E<E=I m<m

Qual dos dois vocé acha que esta certo?

Qual a operacdo que vocé acha que resolve esse problema?
e) 4+4+4=12
f) 4x3+4x3=24
g) 4x3=12
h) 4x3x2=24

Justifique sua resposta:
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8. De quantas maneiras possiveis pode-se escrever nimeros de trés algarismos
diferentes, usando os algarismos 3,5 e 7?

Joao respondeu assim:

12 29 10 20 12 29
3e 2 3e

3
Algaris Algaris A Algaris Algaris Algarismo Algaris Algaris Jeename

EA N EE EN EN-En
[ 5l 7 EREA En-En

Maria respondeu assim:

12 20 32 10 0 30 1¢ 20 30
algarismo algarismo algarismo algarismo algarismo algarismo algarismo algarismo algarismo

B EE »
N o =m g g AEE p

Qual dos dois vocé acha que esta certo?

Qual a operacdo que vocé acha que resolve esse problema?

e) 3x3=9
f) 3x2x1=6
g 3+6=9
h) 3+3=6

Justifique sua resposta:




