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RESUMO

Em [37], Russel e Zhang mostraram que a equagao de Korteweg-de Vries (KdV) em um
dominio periddico, a saber, no toro (T) com um controle interno é localmente exatamente
controlavel e localmente exponencialmente estabilizavel quando o controle age apenas em um
subconjunto arbitrario nao vazio do T. Neste trabalho, mostramos que o sistema é de fato
globalmente exatamente controlavel e globalmente exponencialmente estabilizavel. Para o
caso linear, estes resultados sao estabelecidos usando principalmente a teoria de semigrupos.
Além disso, mostramos que o sistema linear circuito fechado é globalmente exponencialmente
estabilizavel com uma velocidade de decaimento arbitrariamente grande. Para o caso nao
linear, a estabilidade exponencial global é estabelecida com o auxilio de certas propriedades
de propagacao de compacidade e regularidade nos espagos de Bourgain para as solugoes do
sistema linear associado, que sao inspiradas pelas estabelecidas por Laurent em [24] para a
equacao de Schrodinger. Por fim, através da lei de amortecimento de Slemrod, mostramos que
o sistema nao linear circuito fechado resultante é globalmente exponencialmente estabilizavel

com uma velocidade de decaimente arbitrariamente grande.

Palavras-chave: Controlabilidade exata. Equacao KdV. Espacos de Bourgain. Estabilidade.

Propagacgao de compacidade. Propagacao de regularidade.



ABSTRACT

In [37], Russell and Zhang showed that the Korteweg-de Vries (KdV) equation posed
on a periodic domain, namely, on the torus (T) with an internal control is locally exactly
controllable and locally exponentially stabilizable when the control acts only on an arbitrary
nonempty subdomain of T. In this work, we show that the system is in fact globally exactly
controllable and globally exponentially stabilizable. For the linear case, these results are
established by mostly using semigroup theory. Furthermore, we show that the closed-loop
linear system is globally exponentially stabilizable with an arbitrarily large deacy rate. For
the nonlinear case, the global exponential stabilizability is established with the aid of certain
properties of propagation of compactness and regularity in Bourgain spaces for the solutions
of the associated linear system, which are inspired by those established by Laurent in [24] for
the Schrodinger equation. Lastly, with Slemrod’s feedback law, we show that the resulting
closed-loop nonlinear system is globally exponentially stabilizable with an arbitrarily large

decay rate.

Keywords: Bourgain space. Exact controllability. Korteweg-de Vries equation. Propagation

of compactness. Propagation of regularity. Stability.
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1 INTRODUCAO

E comum nas ciéncias que descobertas importantes nao sejam imediatamente reconhecidas
como tal. Um exemplo tipico, refere-se a descoberta do que hoje se denominam por “sélitons”.
A primeira observacao documentada sobre sélitons foi feita em 1834 pelo cientista escoceés
John Scott Russell, quando observava o movimento de uma balsa no canal de Eddinburgh,
em Glasgow. A balsa estava sendo puxada por dois cavalos, um em cada margem do estreito
canal, quando parou bruscamente, e dai segundo suas préprias palavras falou: “.. a massa
de agua que se acumulava na frente da balsa em movimento, em um estado de violenta
agitacao, sequiu em alta velocidade, assumindo a forma de uma grande elevacdo solitdria,
uma montanha de dgua, lisa e bem definida, que continuou seu curso ao longo do canal,
aparentemente sem mudar sua forma ou diminuir sua velocidade”. Russell a seguiu a cavalo,
por mais de trés quilometros, correndo a uma velocidade de aproximadamente 15 km/h.
Diante disso ele, mesmo denominou inicialmente de “onda de translacao”e posteriormente
de “onda solitaria”. Russel faleceu em 1882 sem ter conseguido uma férmula matematica
para o perfil da onda solitaria ou uma equacao que pudesse descrever sua evolucao. Apenas
em 1895, dois matematicos holandeses, Diederik Korteweg e Gustav de Vries, conseguiram
deduzir a equacao para propagacao de ondas em aguas rasas, hoje conhecida como “KdV”.

A palavra “soliton”somente surgiu em 1965 a partir dos trabalhos de Zabuski e Kruskal
[23]. Eles observavam uma propriedade notével para as ondas tipo KdV, no qual para
diferentes amplitudes, logo diferentes velocidades, quando duas ondas se encontram, nao se
destroem e também nao se dispersam, como seria de se esperar. Pelo contrario, constataram
que uma passa pela outra sem mudar de forma e com somente uma pequena alteracao em sua
fases. Essa é uma propriedade importante, porque mostra que a energia pode se propagar

em pacotes localizados sem se dispersar.
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A forma original da equacao, presente no artigo de Korteweg e de Vries [22] é

d 3 Jgd [1 2+3ad +5d2
at' 2N Tar \2" T 2 an T 3aa2")
onde 7 é a elevagao da superficie de liquido sobre o seu nivel de equilibrio [ > 0, & > 0 é uma
constante relacionada ao movimento uniforme do liquido, g > 0 é a constate de gravidade e
13

B=3 - Z—; ¢é a constante relacionada as forcas capilares do tensor T' e da densidade p.

A equagao de Korteweg-de Vries (KdV) na sua forma mais conhecida é dada por
Uy + Ugze + Uty = 0, (1.1)

onde u = u(z,t) é uma fungao que representa a superficie da onda, = o espago e t o tempo.
Além de ser uma boa modelagem para algumas ondas em meios aquaticos, a equacao KdV
¢ também um modelo de aproximacao bastante 1util aos estudos das equagoes com nao

linearidade simples e efeitos dispersivos.

1.1 Problemas e Resultados Importantes

Este trabalho é dedicado ao estudo de controle e estabilizacao da equacao KdV em dominio
periodico T,

Up + Upgy +ut, =0, €T, teR. (1.2)

E conhecido que a equacao KdV neste tipo de dominio possui uma quantidade infinita de

integrais com valores conservados, umas das mais conhecidas sao

M(t) = /T wa de e B(t) = /T W2 (, 1) dz.

Das origens histéricas da equacdo KdV é natural pensar em M () como a conservacao da
massa (ou volume) ao decorrer do tempo, e da mesma forma, pensamos em FE(t) como
a conversacao da energia ao longo do tempo (ver [5, 9, 32]). Existem vérios artigos que
estudam o problema de valor inicial (ou de Cauchy) para a equagao (1.2), podemos destacar
[4], 18], [19], [20], [37], [39] e [47].

Um dos resultados mais importantes, obtidos até o momento, corresponde a boa colocagao

da equacao (1.2) nos espagos Sobolev H*(T) para qualquer indice s > —1, foi provado por
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Kappeler e Topalov em [18]. De forma mais detalhada, sejam 7" > 0 e s > —1 dados,
entdo para qualquer estado inicial uy € H*(T), a equagao (1.2) admite uma tnica solucao
u e C([0,T); H*(T)) satisfazendo

u(x,0) = ug(x).
Adicionalmente, os autores provaram que a aplica¢ao solugao correspondente S : H*(T) —
C([0,T]; H*(T)) é continua. Ou seja, para quaisquer € > 0, T' > 0 e x € H*(T) dados, existe
um 6 = (e, T, x) > 0 tal que qualquer que seja y € H*(T) satisfazendo ||z — y||gs(1) < 6,

sup [|S(t, x) — S(t, y)||ms(r) < €.
t<T

Mais ainda, se s > —% a aplicacao solucao é analitica.
Nosso interesse é estudar a equacao KdV do ponto de vista da teoria do controle. Sendo

assim, vamos adicionar a equagao (1.2) uma fungao f = f(z,t), resultando no sistema
Up + Uppr +ut, = f, x €T, teR. (1.3)

Aqui, f é denominada de controle e estd suportada em w C T aberto nao vazio.

Se a funcao controle f é suportada em todo o dominio, dizemos que f é um controle que
age globalmente no dominio. Porém, se o suporte da fungao f for um subconjunto proprio
do dominio, dizemos que f é um controle que age localmente. Obviamente, possuimos uma
influéncia maior no sistema utilizando um controle que age globalmente, entretanto existem
mais casos praticos para um controle que age apenas localmente. Portanto este ultimo ¢ o
mais relevante e serd nosso objeto de estudo (ver [37]).

Dirigimos a nossa atencao aos seguintes problemas:

Problema 1. (Controle exato). Seja T' > 0 dado. Para quaisquer dados inicial ug e final
uy em um determinado espago, € possivel encontrar uma funcao controle f de tal forma que

a equagao (1.3) admita uma solugdo u satisfazendo
u(,0)=up e u(-,T)=mu?

Problema 2. (Estabilizagao). E possivel encontrar um amortecimento f = Ku tal que o
sistema resultante

Up + Ugpge + Uy = Ku, x €T, tecR"T (1.4)

€ exponencialmente estdvel?
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Dizemos que o sistema (1.3) é localmente exatamente controldvel, se obtermos uma
resposta positiva para a Problema 1, supondo que os dados inicial uy e final u; sejam
suficientemente pequenos. Por outro lado, o sistema ¢ globalmente exatamente controlavel, se
a resposta for afirmativa sem nenhuma suposicao sobre os dados inicial e final. Similarmente,
o sistema é localmente estabilizavel, se obtermos uma resposta positiva para a Problema 2,
supondo que o dado inicial ug seja suficientemente pequeno. Em contrapartida, o sistema é
globalmente estabilizavel, se a resposta for afirmativa sem nenhuma suposicao sobre o dado
inicial (ver [45]).

Russel e Zhang, foram os primeiros a estudar esses problemas para a equacao KdV em
dominio periédico T. Para maiores detalhes do contexto histérico desse problema, citamos

[35, 36, 37]. No intuito de manter a massa do sistema conservada, introduziram o operador

G, dado por
(G6)(x) = g(x) (qb(x) - g<y>¢<y>dy) , (1.5)

onde g é uma funcao suave nao negativa satisfazendo:

(i) w={z €T:g(x) > 0}, para um dado w C T aberto ndo vazio;

(ii) 27lg] = [pg(z)dx = 1.

O ntmero [g] denota o valor médio da fungao g sobre o T.

Deste modo, a solugao do sistema resultante
Up + Upgr +uty, = Gh, €T, teR (1.6)

tem a sua massa conservada. De fato, considerando h = h(x,t) o novo controle, basta notar

que para qualquer u = u(x,t) solu¢do do sistema (1.6), temos

D ar(e) = /T(Gh)(:c,t)da: —0, VieR

Os Teoremas A e B, abaixo descritos, podem ser encontrados em [37].

Teorema A. Sejam T >0 e s > 0 dados. Eziste um 6 > 0 tal que para quaisquer ug, u; €

H*(T) que satisfazem [ug] = [uq] e

ol sy <0, Jur||asemy <6,
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pode-se encontrar um controle h € L*(0,T; H*(T)) tal que o sistema (1.6) admite uma tnica
solug¢ao u € C([0,T]; H*(T)) satisfazendo
’LL(Q?,O) :Uo(af), U(Z‘,T) :Ul(ﬂf)

De forma simples, é sempre possivel encontrar um controle h para guiar a solucao do
sistema (1.6) de um dado inicial ug até um dado final u;, desde que suas normas ||uo|| gs(m)
e |lu1||gs(r) sejam suficientemente pequenas, e seus valores médios [ug] e [u;] sejam iguais,
garantindo assim um resultado de controlabilidade exata local para o sistema em questao.

No que diz respeito a estabilizagdo do sistema (1.6), Russel e Zhang, introduziram um

amortecimento simples

h(z,t) = =G u(x,t),
de modo que, o sistema resultante
U + Upgy + Uy, = —GG*u, €T, teR, (1.7)
fosse exponencialmente estavel, como pode ser visto no teorema a seguir.

Teorema B. Seja s = 0 ou s > 1 dado. Ezistem constantes M,6,v > 0 tais que para

qualquer ug € H*(T) satisfazendo
|uo — [uo]|| s (my <9,
a solugao correspondente u de (1.7) satisfaz
[u(-,t) — [uol|msery < Me™|lug — [uo]llms(r), V> 0.
A constante v > 0 € chamada de velocidade de decaimento exponencial.

A grosso modo, solugbes do sistema (1.7) com estados iniciais préximos de seus valores
médios na norma de H*(T), convergem a uma velocidade exponencial para os seus valores
médios no espaco H*(T) a medida que ¢ tende ao infinito.

A partir disso, algumas perguntas surgem naturalmente:

Pergunta 1. E possivel escolher um controle apropriado h para guiar o sistema do estado
inicial ug ao estado final uy quando as normas ||uo|| gs(1y € ||u1||g=(r) forem arbitrariamente

grandes?
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Pergunta 2. Qualquer solugdo do sistema (1.7) converge exponencialmente para o seu valor

médio na norma de H*(T), quando t tende ao infinito?

Pergunta 3. Para um A > 0 dado, € possivel encontrar um amortecimento tal que \ € a

velocidade de decaimento exponencial do sistema?

Um dos principais resultados provados nesse trabalho é uma resposta positiva para a

Pergunta 1, descrita no teorema abaixo.

Teorema 1. Sejam s > 0, R > 0 e u € R dados. Entao existe um tempo T" > 0 tal que para

quaisquer ug, u; € HE(T) com p = [ug] = [u1], satisfazendo
luollzs(ry < R, |lwa || sy < R,

¢ possivel encontrar um controle h € L*(0,T; H*(T)) de forma que o sistema (1.6) admite

uma solugao u € C([0,T]; H*(T)) satisfazendo
u(w.0) = uo(x),  u(e.T) = w(x).

Note que no Teorema A o tempo T é independente dos dados iniciais e pode, neste caso,
ser tomando arbitrariamente pequeno. Porém, no Teorema 1, o tempo T’ depende da restrigao
dos dados iniciais em uma bola do H*(T). Até o momento nao se sabe se pode ser retirada
a restricao do tempo T, isto é, escolher T" independente do tamanho da bola em H*(T).

Outro resultado importante provado nesse trabalho, é uma resposta positiva para a

Pergunta 2, caracterizada no teorema a seguir.

Teorema 2. Sejam s > 0 e p € R dados. Existe uma constante k > 0 tal que para qualquer

ug € H*(T) com p = [uo], a solucao correspondente u do sistema (1.7) satisfaz

[+, ) = [uo]|

H(T) S Qs gy (|U0 — [uo| HS(?T)) 6_HtHUO — [uol| Hs(T);

para todo t > 0, onde oy, : R — R é uma funcao continua nao decrescente dependente

apenas de s e |i.

Apesar da velocidade de decaimento r ser independente do estado inicial ug, a funcao

o, nao ¢ necessariamente uniformemente limitada, ou seja, pode acontecer que

lim o, (1) = o0.
r—00
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Observe que no Teorema 2, a velocidade de decaimento exponencial k nao é arbitraria.
Portanto, para obter uma resposta positiva para a Pergunta 3, um amortecimento diferente
¢é necessario.

Para provarmos os resultados de controlabilidade e estabilizacao do caso nao linear, iremos

primeiro considerar os sistemas lineares

U + Upee = Gh, €T, teR, (1.8)

Up + Uppy = —GGu, €T, teR, (1.9)

associados aos sistemas (1.6) e (1.7), respectivamente. Podemos mostrar, com certa facilidade,
as versoes globais do controle exato de (1.8) e da estabilizagao de (1.9) para uma velocidade
de decaimento A > 0 arbitrariamente grande nos espagos H*(T), onde s > 0. Isto é, no caso
linear, temos resultados globais e assim, podemos responder positivamente as trés perguntas
mencionadas anteriormente.

Estender esses resultados para o caso nao linear é uma tarefa dificil. De fato, apos
provarem as versoes lineares da controlabilidade e estabilizagao da equacao KdV [36], Russel
e Zhang, tiveram de esperar por varios anos para estender estes resultados para o caso
nao linear. Isso se deu quando Bourgain, em [4], descobriu uma propriedade suavizante
das solugoes da equagao KdV em dominio periédico T. Devido a essa nova propriedade os
autores em [37] foram finalmente capazes de estabelecer resultados locais para o caso nao
linear, descritos nos Teorema A e B.

Estabelecer as versoes globais da controlabilidade exata de (1.6) e da estabilidade de
(1.7), é uma tarefa ainda mais dificil pois, apesar dos Teoremas A e B serem de natureza nao
linear, as suas demonstracoes se resumem a uma pequena perturbacao dos resultados lineares.
Ja os Teoremas 1 e 2 sao “verdadeiramente”’nao lineares e suas demonstragoes precisam de
novas ferramentas. No fim, a ajuda necessaria sao algumas propriedades de propagacao de
compacidade e de regularidade para a equacao KdV, que sao inspiradas pelas estabelecidas
por Laurent [24] para a equagao de Schrodinger. E valido citar, que além de Laurent (24, 25],
Dehman também ja utilizou com sucesso tais propriedades para as equagoes da onda e de

Schrodinger, em [10] e [11], respectivamente.
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Por fim, como o sistema (1.6) tem massa conservada, para qualquer uma de suas solugoes
u, o valor médio [u] é invariante. Neste caso, podemos introduzir o nimero p = [u] = [ug], e

definir

v =U— [

Logo, o valor médio [v] = 0, e v é solugao do sistema
Vp 4 Upgw + (L +0)v, =Gh, 2z €T, teR,

se e somente se, u é solugao do sistema (1.6). Por isso, ao longo do texto, estabeleceremos

os resultados para o sistema
Up + plly + Ugee +uu, = Gh, x €T, t R, (1.10)

nos espagos Hi(T) = {u € H*(T); [u] = 0}, onde p denota uma constante real.

Este trabalho é dividido da seguinte forma:

No Capitulo 2 apresentaremos resultados classicos que usaremos no decorrer deste
trabalho.

No Capitulo 3, utilizaremos argumentos da teoria de controle, assim como a teoria de
semigrupos, para obter o controle exato global e estabilizacao da equacao KdV linear.

No Capitulo 4, apresentaremos os espacos de Bourgain, em seguida mostraremos as
propriedades de propagacao de compacidade e de regularidade da equacao KdV nao linear.

No Capitulo 5, utilizaremos os resultados obtidos no capitulo anterior, para mostrar que
o sistema nao linear esté globalmente bem colocado nos espagos H*(T), e por fim, provaremos

a estabilizacao global e a controlabilidade exata global da equacao KdV nao linear.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Este capitulo é dedicado a introducao de notagoes, definigoes e resultados que serao usados

ao longo do texto.

2.1 Espacos Funcionais

Seja 2 um subconjunto aberto de R™. Para uma dada funcao continua f : Q2 — R,

definimos o conjunto

supp(f) ={z € Q: f(z) # 0}
como o suporte de f. Deste modo, o supp(f) é um subconjunto fechado de €.
Seja o conjunto dos nimeros naturais N = {1,2,3,...}. Uma n-upla de inteiros nao
negativos @ = (ayq,...,®,) é denominada de multi-indice e sua ordem é definida por |o| =
ay + - -+ + ay,. Representa-se por D* o operador de derivagao de ordem |« , isto é,

glal
Da - Oé—'
Ox{' -+ Oxon
Para a = (0,...,0) definimos D% = u, para toda funcio u.
Denotaremos por C§°(2) o espago vetorial com as operagoes usuais, das fungoes C*(€2),

e de suporte compacto em 2. O espaco de Schwartz ou espaco das funcoes de decrescimento

rapido em R", é o espacgo funcional
:L'ER"

S(R") = {f € C®(R") : sup [2*DPf(z)] <00 ,Va,B € Ng‘}, Ny .= NU {0}.

onde « e B sao multi-indices.

Um exemplo classico de uma fungao de C§°(2) é dado por
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Exemplo 2.1. Seja 2 C R™ um aberto que contém a bola fechada
B(0;1) ={x e R": |jz|| < 1}.
Considere a fungao f: Q2 — R"™, tal que

1
ell=l’>-1  se ||z]] < 1,
fx) =

0 se ||lz|| > 1,

N[

onde x = (z1,...,2,) e ||z]| = 1, 2?)? € a norma euclidiana de x. Deste modo, podemos

ver que f € C®(Q) e supp(f) = B(0;1) € um compacto, ou seja, f € C§().

Definicao 2.1. Diz-se que uma sequéncia (@n)nen em C§°(2) converge para uma ¢ em

C (), quando as sequintes condigoes forem satisfeitas:
(i) Existe um compacto K C § tal que supp(p) C K e supp(p,) C K para todo n € N;
(i) DYp, — D*p uniformemente em K, para todo multi-indice «.

Observacao 2.1. E possivel dotar o espago C3°(€2) com uma topologia de forma que a no¢ao

de convergéncia nessa topologia coincida com a dada pela Definicao 2.1 (ver [40]).

O espago C§°(2) munido da convergéncia definida anteriormente, serd denotado por D(£2)
e denominado de Espaco das fungoes teste sobre €2. Uma distribuicao sobre €2 é todo funcional
linear continuo sobre D(2). Mais precisamente, uma distribuicdo sobre 2 é um funcional

T : D(2) — R satisfazendo as seguintes condigoes:
() T(ap+ B¥) = aT() + FT(),  Ya,f €ReVa,p € D(Q);
(ii) Se (¢n)nen converge para ¢ em D(Q2), entdo (7'(¢n))nen converge para T'(¢) em R.

E comum denotar o valor T(p) por (T, ). Além disso, o espago vetorial das distribuigoes
em 2 é denotado por D'(12).
A seguir apresentaremos alguns exemplos de distribuigoes escalares que desempenham

um papel fundamental na teoria.
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Exemplo 2.2. Sejau € LY (), para algum p € [1,00). Definimos o funcional T, : D(Q2) —

loc

R por
(Tu) = [ ulw)pla)de.
Q
O funcional T,, € uma distribuicao sobre ) univocamente determinada por u. Desta forma,

LV (Q) — D'(Q) (ver [29]).

loc

Exemplo 2.3. Assuma 0 € Q e considere o funcional 6y : D(Q2) — R, definido por

(%0, ) = ¢(0).

Deste modo, g € uma distribuicao sobre ). Além disso, pode-se mostrar que 6o nao pode ser

definido por uma funcao Li,.(Q2) (ver [29]).

Defini¢ao 2.2. Diz-se que uma sequéncia (T,,)nen em D'(2) converge para T em D'(Q),

quando a sequéncia numérica ((T,, v))nen convergir para (T, p) em R, para toda ¢ € D(£2).

Defini¢ao 2.3. Sejam T € D'(QQ) e a um multi-indice. A derivada D*T (no sentido das

distribuigoes) de ordem || de T € o funcional definido em D(Y) por
(D°T, ) = (-1)*AT, D), ¥y e D).

Observacao 2.2. Decorre da Defini¢io 2.3 que cada T € D'(Q) possui derivadas de todas

as ordens.

Observagao 2.3. Se T € D'(Q)), entdo D é um distribuicao sobre ). De fato, podemos ver
claramente que D* € linear. Para a continuidade, considere a sequéncia (¢n)nen convergindo
para uma ¢ € D(Q). Assim, (DT, p,) — (D*T, )| < (T, D(¢n — ¢))| — 0, quando

n — oQ.

Observacao 2.4. A aplicagao D* : D'(Q) — D'(Q) tal que T — D € linear e continua no

sentido da convergéncia definida em D(S).

Dizemos que uma sequéncia de vetores (x,) em um espago de Hilbert X é uma sequéncia

de Riesz se existem constantes 0 < € < (5 tais que

2
ClZ|a/n‘2 S Zanxn S CQZ’CLHFa
n n n




20

para toda sequéncia finita de escalares {a,}. Além disso, se [ger(z,)] = X, isto é, o fecho do
subespaco gerado por (x,) é X, entao dizemos que (z,) é uma base de Riesz.

Dados m € N e p € [1, o0], definimos o espago de Sobolev
WmP(Q) ={ue LP(Q) : V]a| <m, D e LP(Q)},

onde o é um multi-indice. Para todo p € [1,00), temos que W™P(€)) é um espago vetorial,

munido das normas

||| wm.r ) = Z / | D%u(x)|Pdx para p € [1,00)

la|<m

||UHWm<>°(Q Z Sup ess | D%u(x)| para p = 0.

|a\<m
Os espagos de Sobolev W™?(Q) sao espagos de Banach (ver [30]).
Observagao 2.5. Quando p =2, o espaco W™2(Q) é denotado por H™(Q), o qual munido
do produto interno

(u, V) gm(q) = /DO‘ x)D%(z)dz,

|a|<m
€ um espaco de Hilbert.
Dado um espago de Banach X, denotaremos por LP(0,T;X),p € [1,00), o espaco de
Banach das (classes de) fungoes u, definidas em (0,7) com valores em X, que sdo fortemente

mensuraveis e ||u(t)||% é integravel a Lebesgue em (0,7"), com a norma

, .
)l o 0.1 = ( / ||u<t>||§<dt)

Por L>(0,T; X) representa-se o espaco de Banach das (classes de) fungoes u : (0,7) — X,
que sao fortemente mensuraveis e ||u(t)||x possui supremo essencial finito em (0,7), com a

norma

[w(t)||Loo,rx) = sup ess [lu(t)]|x.
te(0,T)

Observagao 2.6. Quando p = 2 ¢ X é um espago de Hilbert, o espago L*(0,T;X) é um

espaco de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(u,v) 2(0,1:x) :/0 (u(t),v(t))xdt.
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Considere o espaco LP(0,T; X), para p € (1,00), com X sendo Hilbert separdvel. Entao,

podemos fazer a seguinte identificagao
[LP(0,T; X)]" = LY90,T; X*),
1 1 . . .
para — + — = 1. Quando p = 1, faremos a identificagao
P q
[L'0,T;X)]" = L=(0,T; X*).

Essas identificagoes podem ser encontradas em [28].
O espago vetorial das aplicagdes lineares e continuas de D(0,7") em X ¢é denominado
de Espaco das Distribuigdes Vetoriais sobre (0,7") com valores em X e serd denotado por

D(0,T; X).

Definigao 2.4. Seja T € D'(0,T;X). Define-se a derivada de ordem n como sendo a

distribui¢ao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

d"T o
—_— =(=1)"(T D0, T).
(Ge) =0T GE) veeDOT)

Agora, considere o espaco de Sobolev

Wm0, T; X) = {u e LP(0,T; X); u') € LF(0,T;X), i =1,...,m},

onde u® representa a i—ésima derivada de u no sentido das distribuices vetoriais, equipado

COIm a norma )
P

[ullwmeo,rx) = (Z Hu(i)Hi”(O,T;X)> )
=0

WmP(0,T; X) é um espago de Banach (ver [1]).

Observacao 2.7. Para p = 2 e X um espago de Hilbert, o espagco W™P(0,T;X) serd
denotado por H™(0,T; X), o qual , munido do produto interno

(Ua U)Hm(O,T;X) = Z (u(i)v U(i))m(o,T;X) )
i=0

¢ um espago de Hilbert. Denota-se por H™(0,T; X) o fecho, em H™(0,T;X), de D(0,T; X)
e por H=™(0,T; X) o dual topolégico de HI(0,T; X).
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Definicao 2.5. Sejam (X, | - ||x) e (Y, - ||y) espacos vetoriais normados, onde X C Y.
Dizemos que X estd continuamente imerso em Y, e denotamos por X — Y, se existe uma

constante C' > 0 tal que

|zlly < C|lz| x, VoeX.

Dizemos que X estd compactamente imerso em Y, e denotamos por X < Y, se X =Y,
e a imersao de X em Y for um operador compacto, isto €, para qualquer Z C X limitado,

toda sequéncia em Z tem uma subsequéncia que é Cauchy na norma || - ||y.

Lema 2.1 (Imersao de Sobolev). Seja Q C R™ um aberto limitado com fronteira T' reqular.

(i) Sen > 2m, entio H™ () — LP(Q), onde p € [1, 2n } .

n—2m
(i) Se n =2m, entio H™(Q2) — LP(Q), onde p € [1,00).

(i1i)) Sen=1em > 1, entao H™(Q2) — L>(Q).

Lema 2.2 (Rellich-Kondrachov). Seja Q@ C R™ um aberto limitado com fronteira T’

reqular.

c 2n
' 2 tao H™(S) LP(§2 d 1 .
(i) Sen>2m, entao H™(2) — (),onepe{,n_%n)
(ii) Sen =2m, entio H™(Q) < LP(Q), onde p € [1,00).
(iii) Sen > 2m, entdo H™(Q) < C*Q), onde k <m —n+2 < k+ 1, para algum k € N.

Teorema 2.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Seja E um espago de Banach. Entao By, =
{f € E;||fl| <1} € compacto pela topologia fraca™* o(E', E).

Teorema 2.2 (Ponto fixo de Banach). Seja X um espaco métrico completo nao vazio.

Se S : X — X € uma contracao, isto é, existe um 0 < C < 1 tal que
d(Su, Sv) < Cd(u,v) Vu,ve X,
entao S tem um unico ponto fizo, isto é, Su = u.

As demonstracoes dos Lemas 2.1 e 2.2, e dos Teoremas 2.1 e 2.2, podem ser encontradas

em [6].
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Lema 2.3 (Du Bois Reymond). Seja u € L}, (Q). Entdo

loc
/ u(z)p(x)de =0, VeeD() <<= u=0gqs em(d
Q
Prova: Ver [30]. O

Teorema 2.3 (Holmgren). Seja P um operador diferencial com coeficientes constantes em
R™. Seja u uma solugao de Pu =0 em €2y, onde €21 € um aberto de R"™. Suponha uw =0 em
Qs, onde Qg C Qq aberto nao vazio. Entao u =0 em 3, onde Q23 C Q1 contém )y e tal que

qualquer hiperplano caracteristico de P que intersecta {23 também intersecta )s.
Prova: Ver [16]. O

Teorema 2.4 (Hellinger-Toeplitz). Seja X um espaco de Hilbert. Seja T um operador
autoadjunto de X definido em todo espago. Entao T € limitado.

Prova: Ver [27]. O

2.2 Teoria de Fourier

Nesta se¢ao definiremos a transformada de Fourier, a convolucao e apresentaremos alguns

resultados basicos da teoria de Fourier.

Definigao 2.6. A transformada de Fourier de f € L'(R), denotada por Ff ou f, € dada

pela sequinte integral
Fi(e) =€) = [ faye e
R
E a transformada inversa de Fourier de f, denotada por F~1, é dada pela sequinte integral
1 ,
FU© = 5 [ Fa)etan
Teorema 2.5. Seja f € L'(R) continua, entio F*Ff = f. Além disso, FF1f = f.

Prova: Defina o operador (7 f)(z) = f(—z). Note que 72 = I, onde I é o operador
identidade.
Afirmamos que F7T = 2rF~!. De fato,

FTf=F(f(-x)) = /Rf(—x)e_mgdx = /Rf(x)emgdx =2 F L f.
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De forma similar, podemos ver também que F = 27 F T, TF =2rF te F =2rT F L.
Assim, concluimos que FF ' = FTTF ' = (2nF ) (5F) =F 'F=1. O

Observacao 2.8. Note que da prova do teorema anterior, seque também que F? = 2T .

Proposigao 2.1 (Riemann-Lebesgue). Seja f € L'(R) fungdo de valores complexos.
Entao

|k|—o0

lim /f(m)e_ikxdx = 0.
R

Definigao 2.7. Sejam f,g € L'(R). A convolucao de f e g, denotada por f x g, é dada pela

integral

Fx9)w) = [ Fu= (s
Note que (fxg) = (g* f).

Lema 2.4. Sejam f,g € L'(R). Entao f* g€ L'(R) e

L1l = [ 11@ids [ 1ty

Teorema 2.6. Sejam f,g € L'(R). Entdo F(f % g)(€) = f(€)§(€).

Prova: Para quaisquer f,g € L*(R), temos

fUMMOzéﬁ*QMKM@

— /R (/Rf(y - Qi)g(x)dx) e~y
- /R g(x)e " ( /R Fly — x)e i dy) 0

oém@eMm
= f(©)3(9),

|
~
—~

o que conclui a demonstracao. O]

Nosso interesse sao as transformadas de Fourier de fungoes em L?*(R). Entretanto a
definicao usual da integral da transformada de Fourier, nao faz sentido para funcoes em
L*(R), em geral. Por exemplo, considerando a fungao f(z) = podemos ver facilmente

que f € L*(R)\ L'(R).

1
LIfz]?
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Sendo assim, definiremos o operador F em um subespaco denso X de L?(R), onde a

integral converge, em seguida tomaremos sequéncias de Cauchy de fun¢oes em X, para definir

Fem X.
Teorema 2.7 (Plancherel). Seja f € L'(R) N L*(R). Entdo

1l = / Fe)Pde = / (@) Pde = || 2wy

Prova: Sejam f,g € L'(R) N L*(R). Usando a transformada inversa de Fourier, temos

[ t@itias =5 [ f ( [ e@df)dw
(e
-/ ( [ @ Wx) 30

- [ featgia

Considerando f = g, o resultado segue. O

Observacao 2.9. O teorema de Plancherel nos diz que o operador de Fourier F € unitdrio

em L*(R).

Definigao 2.8. A funcao caracteristica de um conjunto Q@ C R", € a fun¢do xq : R" — {0,1}
definida por

1, sex e,
Xa(z) =
0, caso contrdrio.

O delta de Kronecker, é a notagdao 0, definida por

1, sej=k,
djr =

0, sej#k.

Para todo N € N, considere a func¢o caracteristica x(_n,nj, € veja que xj—n,n] € L*(R)

para todo N. Para f € L*(R) temos

N
/ |f(z)|dr = /R |f(5U)X[—N,N](x)|d£U < HfHL?(R)”X[—N,N]”H(R) < o0

N
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Logo, o espago das fungoes escada ¢ denso em L?(R). Entao podemos tomar uma sequéncia

convergente de fungoes escada {gy}yen tal que

lgn — fllze@w) — 0.

Lema 2.5. Seja f € L*(R). Para todo N € N, seja fy = fxj—nn)- Entao {fy}nen € uma

sequéncia de Cauchy em L*(R) e ||fx — fllr2@) — 0

Prova: Dado € > 0, existe uma funcao escada gy, tal que ||ga — fH%Q(R) <

suficientemente grande tal que supp(gn) C [—N, N]. Entao

HgM_fNH%% = /N lgu (z) — f(2))*dz
/|gM (z)2dx
= llgmr — f||L2(R)'
Portanto,

v = Fll72@) < N = gmllZe@ + llav = FllZe@ < 2llom — fli72@

e o resultado segue.

Agora, podemos definir F para fungoes em L?(R). Sejam f € L*(R) e

g. Escolha N € N

<€,

]

{gN}NeN uma

sequéncia de Cauchy de fungoes escada tal que gy — f em L*(R). Como F é operador

unitdrio em L%(R), entdo a sequéncia {Fgy}nyen também é de Cauchy. Logo, podemos

definir Ff como o lim, .. Fgny. A funcao truncada fy tem transformada de Fourier dada

pela integral
Ffn(€ / f(x)e ™ dx.

E portanto, do lema anterior, temos que

|Ffn = Fflleew = lfv — fllzew — 0

O espago vetorial das distribuigoes sobre S(R), denotado por S’(R), é dito espago das

distribuigoes temperadas. Para quaisquer u € S(R) e v € S’(R), (v,u) denota o produto

interno usual de L*(R). Para s € R, definimos o espago de Sobolev

H*(R) = {u € S'(R) : ||ul

we = ([0 |f|2>8|ﬁ<5>\2)é <o},
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Da definigao, é facil ver que H*'(R) — H*®*(R), para s; < $g, com

Nl s vy < || o2 (my,

onde u € H*2(R). Pelo teorema de Plancherel, temos que H°(R) = L?*(R), com igualdade de
normas, de forma que H*(R) C L*(R) para todo s > 0.
Para terminar esta se¢ao, faremos uma breve introducgao dos espagos de Sobolev no circulo.

Os resultados abaixo descritos podem ser encontrados em [13].

Teorema 2.8 (Identidade de Parseval). Seja f € L*(0,27). Entao

ST = / | f(@) P,

kEZ

onde os coeficientes de Fourier fi. de f sao dados por

f(z)e *dg.

1 2
2 Jo

fr =

Se u € L?(0,27), entao u tem sua expansao em série de Fourier

_ %uk@(az), o) = \/%e““”,

onde a convergéncia da série estd em L?(0, 27).

Observagao 2.10. As fungoes {dx }rez formam uma base ortonormal para o espago L?(0,27),

e sao conhecidas como base ortonormal de Fourier em L?(0,2).

Para s > 0 real, definimos o espago Sobolev

H*(0,27) = {ue L*(0,27) : (Z |ug)?(1 4 | k|)? ) < oo}.

kEZ
Pelo teorema de Parseval, vemos que H°(0,27) = L?(0,27), com igualdade de normas.
Observagao 2.11. O espago de Sobolev H*(0,2m) € um espago de Hilbert munido do produto

mnterno

(u U H*(0,27) Zukvk 1—|— ’kl

keZ
para u,v € H*(0,2m) e seus respectivos coeficientes de Fourier uy e v,. Além disso, a norma

¢ dada por

%
ol 02m) = {Z (1 + |k|>2s} .

keZ
Lema 2.6 (Sobolev). Para s > k + 3, temos a imersio continua H*(0,27) < C*(0,2m).
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2.3 Interpolacao de Espacos Funcionais

As definigoes e resultados, do inicio desta se¢ao, podem ser encontrados em [28].

Sejam X e Y dois espacos de Hilbert separaveis, com imersao continua e densa. Sejam
(-, )x e (+,+)y os produtos internos de X e Y, respectivamente. Indicaremos por D(S), o
conjunto de todas as fungoes u definidas em X, tal que a aplicagdo v — (u,v)x (v € X) é
continua na topologia induzida por Y. Entao (u,v)x = (Su,v)y define S, como um operador
ilimitado em Y com dominio D(S), denso em Y.

O operador S é autoadjunto e estritamente positivo. Utilizando a decomposicao espectral
de operadores autoadjuntos, podemos definir, S%, onde # € R. Em particular, usaremos
A=53.

O operador A é autoadjunto, positivo definido em Y, com dominio X e
(u,v)x = (Au, Av)y, Yu,v € X.
Definicao 2.9. Nas hipoteses anteriores, definimos o espaco intermedidrio
[X,Y]y = D(A"?) (dominio de A*™%), 6 € [0, 1],

com a norma

D=

lullixyy, = (lullsx + A ull5)

Observemos que:

(i) X = [X,Y]p—=Y;

(i) Nl vy, < el ullf;

(iii) Se 0 < by < 6y <1 entao [X,Y]y, = [X,Y]o,;

(iv) [[X, Yoo, [X, Yo ]y = [X, Y](1-0)80 100, -
Teorema 2.9. Sejam s1,59 € R e 0 <0 < 1. Se s=(1—0)s; +0sq, entio

[H™ (R"), H?#(R")], = H*(R"),

com as igualdade de normas.
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Prova: Ver [7]. O

Teorema 2.10 (Stein-Weiss). Seja (2, ) um espago de medida. Sejam 0 < p < oo e
0 < 0 < 1. Suponha py e py medidas positivas absolutamente continuas com respeito a

medida j. Deste modo, podemos supor que
dpo(x) = wo(x)dp(x) e dp(x) = wi(x)dp(z).
Defina w(z) = wy % (x)w!(z). Entdo
[LP(€, wop), LP (2, wip)]p = LP(2, wp)
com normas equivalentes.
Prova: Ver [2]. O

Teorema 2.11 (Interpolacdo nao linear). Sejam B} e B! espacos de Banach tais que
B{ — Bg, para 7 =1,2. Sejam 0 < A <1 el < g < oo. Suponha que A é uma aplicagao tal

que:
(i) A: B}\’q — B2 e para f,g € B>1\,q7
1Af = Agllsg < a0 (Ifllsy, + lallsy, ) 1 = gll;
(i1) A: Bl — B? e para h € B}
|4hl1 57 < e (11Allsy, ) Il
onde aj : Rt — RT sao fungéoes continuas nao decrescentes, j =0, 1.
Entao, se (0,p) > (X, q), A leva Bel,p em Bg’p e para qualquer f € B(;p
1Af s, < o (I lsy, ) 151153,
onde, para r > 0, a(r) = day(4r)=0ay(3r)°.

Prova: Ver [3]. O
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2.4 Desigualdades
Esta secao é dedicada a desigualdades importantes que serao utilizadas no desenvolvimento
do trabalho.

Lema 2.7 (Desigualdade de Young). Sejam a,b > 0 constantes, e p,q € (1,00) tais que

1,1 _ ~
1_9+E_1' Entao,

a? b

ab < — + —.

D q

Lema 2.8 (Desigualdade de Hélder). Sejam p,q € [1,00]| que satisfazem 113 +% =1. Se
felr(Q) ege LYQ) entio, fg e L) e
1f 9Ny < [[f e llgll aco-

Lema 2.9 (Desigualdade de Poincaré-Friedrichs). Seja Q@ C R"™ um aberto limitado.

Se u € Hy(Q) entdo, existe uma constante C' > 0 tal que
2y < ClIVullizq).

Lema 2.10 (Desigualdade de Gagliardo-Niremberg). Seja Q@ C R. Para qualquer

u € H3(Q) existe uma constante C' > 0 tal que
1 1
[tz || oo () < OHUIICL‘HEP(Q)HUHZ2(Q)‘
As demonstragoes dos Lemas 2.7, 2.8, 2.9 e 2.10 podem ser encontradas em [6].

Lema 2.11 (Desigualdade Integral de Gronwall). Seja u : [a,b] — RT continua e ndio

negativa satisfazendo
u(t) < C+ /t B(s)u(s)ds vVt e la,b,
onde C' > 0 € constante e B : [a,b] — RT € continua e nao negativa. Entao temos que
u(t) < Cela B:)ds vVt e la,b.

Lema 1.12 (Desigualdade Diferencial de Gronwall). Seja a fun¢io u : [a,b] — RT

absolutamente continua e nao negativa satisfazendo

u'(t) < B(t)u(t),
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para quase todo t € [a,b], onde B : [a,b] — RT € continua e nao negativa. Entao, temos que
u(t) < u(a)ef; B(s)ds Vt € [a,b].
As demonstragoes dos Lemas 2.11 e 2.12 podem ser encontradas em [42].

Lema 2.13 (Desigualdade de Ingham). Sejam (\,),cz uma sequéncia crescente de nimeros
reais tal que

A1 — A =7 > 0, Vn e Z.

Seja Yoo = liminfj, oo [Any1 — An| > 0. Para todo real T > 7/ existem duas constantes

Ch,Cy > 0 tais que

2
T
aY el < [ S e dt <Y fof, (2.1)
nez -T nez ne”l
para qualquer sequéncia finita de escalares {ay, }nez.
Prova: Ver [34]. O

2.5 Semigrupos de Operadores Lineares

Para detalhes da teoria exibida nesta secao veja [14, 33, 42].

Defini¢ao 2.10. Sejam X um espaco de Banach e L(X) a dlgebra dos operadores lineares
limitados de X. Diz-se que uma aplicagao S : RT — L(X) é um semigrupo de operadores

limitados de X se:
(i) S(0) =1, onde I € o operador identidade de L(X);

(i) S(t+s) = S(t)S(s), para todo t,s € RT.

Diz-se que o semigrupo S € de classe Cy se
(i5i) lim ||(S(t) — I)z|| = 0, para todo x € X.
t—0t+

Proposicao 2.2. Se S é um semigrupo de classe Cy, entao existem constantes w > 0 e
M > 1 tais que

1S ()] < Me*, VieRY.
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Definicao 2.11. Se na proposicao anterior w = 0, dizemos que S € uniformemente limitado.

Se, além disso, M =1 dizemos que S € um semigrupo de contragoes.

Proposicao 2.3. Todo semigrupo de classe Cy € fortemente continuo em RT, isto €, se
t € RT, entao
lim S(s)x = S(t)x, Vo e X.

s—t

Definigao 2.12. O operador A definido por

D(A) = {x € X: lim MZ‘ em’ste};
h—0t h
. 8h)—1
Ax) = hlir(r){r — Vo € D(A),

¢ dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Teorema 2.12. Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy se, e

somente se, A € um operador linear limitado.

Proposicao 2.4. Seja S um semigrupo de classe Cy e A o seu gerador infinitesimal. Se

xz € D(A) entdo, S(t)x € D(A), para todo t > 0. Além disso,
d
ES(t)ac = AS(t)x = S(t)Ax.

Definigao 2.13. Seja S um semigrupo de classe Cy e A o seu gerador infinitesimal. Definindo

A =T e supondo que os A"! estejam definidos, definiremos A™ como:
DA™ ={z:2 € DA™ ) e A" v € D(A)},
Ay = A(A™ 1), Vo e DA").
Proposigao 2.5. Seja S um semigrupo de classe Cy e A o seu gerador infinitesimal. Entdo:
(i) D(A™) é um subespago de X e A™ é um operador linear de X;
(i) Se x € D(A"), entdo S(t)x € D(A™) para todot > 0 e
dn

%S(t)x = A"S(t)x = S(t)A"x, Vn eN;
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(iii) (| D(A™) € denso em X.

neN
Definigao 2.14. Seja A um operador linear de X. O conjunto dos A € C para 0s quais o
operador linear \I — A € inversivel, seu inverso € limitado e tem dominio denso em X, €
dito congunto resolvente de A, e serd denotado por p(A). O conjunto o(A) = C\ p(A) € dito
espectro de A. O operador linear R(\, A) = (A — A)™1, tal que A € p(A), € dito resolvente
de A.

Sejam X um espago de Banach, e X* o seu espago dual. Considere (-, ) a dualidade entre

X e X*. Para cada x € X definimos o conjunto
F(z)={z" 12" € X" e (2", 2) = ||z]|* = [|l="||"}.
Do Teorema de Hahn-Banach, segue que F'(z) é nado vazio para todo x € X.

Defini¢ao 2.15. Um operador linear A € dito dissipativo se para todo x € D(A) existe um

z* € F(z) tal que Re(Az,z*) <0.

Teorema 2.13 (Lumer-Phillips). Se A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de

contracgoes de classe Cy, entao
(i) A é dissipativo;
(ii)) R(AI—A) =X, A>0.
Reciprocamente, se
(i) D(A) € denso em X
(i1) A € dissipativo;
(i1i) R(Ao — A) = X, para algum X\ > 0,
entdo A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes de classe Cy.

Prova: Ver [33]. O
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Teorema 2.14. Sejam X um espaco de Banach reflexivo e A o gerador infinitesimal de um

semigrupo fortemente continuo S(t). Considere o problema de valor inicial
w(t) = Au(t) + f(t) ,t>0
u(0) = wy,
onde f :[0,T] — X. Se f € Lipschitz continua em [0,T], entdo para cada ug € D(A), o
sistema admite uma unica solugcao forte u dada por
t
u(t) = S(t)uo + / S(t—s)f(s)ds.
0
Prova: Ver [33]. O

Proposicao 2.6 (Férmula de Duhamel). Sejam I um intervalo de tempo e L um operador
diferencial linear anti-autoadjunto, isto é, L* = —L. Suponha u € C*(I;S(R™)) solugdo da
equacao

d

ut) = Lu(t) = f(0)

onde f € C(I;S(R"™)). Entao
t
u(t) = ey (1) + / e =L f(s)ds Vitog, t € 1.
to

Prova: Ver [42]. O

Lema 1.14. Seja s > 3. Definimos o operador diferencial A, de dominio D(A) = H*(R),
por Au = Oypput, para u € D(A). Nessas condigoes, A é o gerador infinitesimal de um grupo

de isometrias fortemente continuo em L*(R).
Prova: Ver [33]. O

Teorema 2.15. Seja s > 3. Para todo uy € H*(R), existe um T > 0 tal que o sistema

Up + Uppe +uu, =0 z €R, >0,
u(z,0) = ug(x), z € R,
tem uma tnica solugao u € C([0,T]; H*(R)) N C'([0, T]; L*(R)).

Prova: Ver [33]. O
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2.6 Teoria do Controle

Nesta secao, apresentaremos algumas definicoes e propriedades basicas de controle e
estabiliza¢ao, que podem ser encontradas nas referéncias [31, 34, 41].

Sejam H e U espacos funcionais de Hilbert. Para dados ug € H e f € L*(0,T;U),
considere a solugao u : [0,7] — H do problema de de valor inicial

uy = Au+ Bf, 22)

u(0) = wy,
onde A : D(A) — H é um operador diferencial ilimitado e B : U — H é um operador linear
limitado. Assumiremos que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo
em H, denotado por S(t).
Para quaisquer ug € D(A) e WH(0,T;U), o problema de Cauchy (2.2) admite uma tnica
solugao cléassica u € C([0,T]; D(A)) N C([0,T); H) caracterizada pela férmula de Duhamel

u(t) = S(t)ug + /Ot S(t—s)Bf(s)ds, ¥tel0,T].

Além disso, para dados ug € H e f € L'(0,T;U), a férmula acima ainda faz sentido e define

uma solucao forte de (2.2).
Definicao 2.16. O sistema (2.2) € dito:

(i) exatamente controldvel no tempo T > 0, se para quaisquer dados inicial e final ug, ur €
H, ezistir uma funcao f € L*(0,T;U) tal que a solugcdo correspondente u de (2.2)

satisfaz u(T) = ur;

(11) nulamente controldvel no tempo T > 0, se para qualquer dado inicial ug € H, existir uma

fungio f € L*(0,T;U) tal que a solucio correspondente u de (2.2) satisfaz u(T) = 0;

(iii) aprozimadamente controldvel no tempo T > 0, se para quaisquer dados inicial e final
ug, ur € H e > 0, existir uma fungdo f € L*(0,T;U) tal que a solugdo correspondente
u de (2.2) satisfaz

|u(T) — ur||lg < e.
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Em dimensao finita, pelo Teorema de Kalman, encontrado em [31], essas trés definigdes
sao equivalentes a uma condi¢ao puramente algébrica que depende apenas dos postos das
matrizes A e B, e consequentemente o tempo 7T nao importa. Entretanto, para as equagoes

diferenciais parciais:
e nao existe um teste algébrico para controlabilidade;
e o0 tempo importa para equacoes hiperbdlicas;
e cm geral, as controlabilidades nula e aproximada nao implicam a controlabilidade exata.

Seja A* a matriz adjunta de A. Entao A* gera um semigrupo fortemente continuo em H,

denotado por S*(t).

Teorema 2.16. Seja T' > 0 dado. O sistema (2.2) € exatamente controldvel no tempo T se

e somente se, existe uma constante C' > 0 tal que

[ 15 Ouilar = Clul, 23
para todo yy € H.
Prova: Ver [34]. O
Observacao 2.12. A desigualdade (2.3) € dita observabilidade.

Note que o teorema anterior garante que a desigualdade de observabilidade implica na
controlabilidade exata do sistema. Deste modo, o controle exato do sistema (2.2) pode ser
reduzido ao estudo de uma desigualdade, que ao menos conceitualmente, ¢ um problema mais

simples.

Teorema 2.17. Seja T > 0 dado. O sistema é aproximadamente controldvel no tempo T > 0,

se e somente se,

B*S*(t)yo =0, Vtel0,T], (2.4)
implicar yo = 0.

Prova: Ver [34]. O
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Observacao 2.13. A propriedade (2.4) é chamada de continuacao unica.

Se o sistema (2.2) for nulamente controlavel para qualquer tempo 7' > 0, é possivel
mostrar, usando os Teoremas 2.16 e 2.17, que o sistema (2.2) é aproximadamente controlavel
para qualquer tempo 7" > 0. Para um operador limitado K € L(H;U), seja o operador Ak,
de dominio D(Ak) = D(A), dado por

Axu = Au+ BKu,
e seja Sk (t) o semigrupo gerado por Ag.
Definicao 2.17. O sistema (2.2) € dito:

(i) exponencialmente estabilizdvel, se existe um amortecimento K € L(H;U) tal que o
operador A € exponencialmente estavel, isto €, existem constantes C' >0 e u > 0 tais
que

ISk ()] < Ce™,

para todo t > 0;

(i) completamente estabilizdvel, se é exponencialmente estabilizdvel com uma velocidade de
decaimento arbitrdria, isto é, para qualquer p € RT, existe um amortecimento K €
L(H;U) tal que

ISk (@) < Ce™*,

para todo t > 0 e alguma contante C' > 0.

Teorema 2.17. Suponha que A € o gerador de um grupo. Entao as sequintes propriedades

sao equivalentes:

(i) O sistema (2.2) € exatamente controldvel para algum tempo T > 0;
(i1) O sistema (2.2) € nulamente controldvel para algum tempo T > 0;

(11i) O sistema (2.2) é completamente estabilizdvel.

Prova: Ver [34]. O
Em particular, se A for um operador anti-autoadjunto, A gera um grupo fortemente

continuo de isometrias em H, e do teorema anterior, obtemos a seguinte consequéncia.
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Corolario 2.1. Suponha que A € um operador anti-autoadjunto. Entdo as sequintes propriedades

sao equivalentes:

(i) O sistema (2.2) € exatamente controldvel para algum tempo T > 0;
(i) O sistema (2.2) € nulamente controldvel para algum tempo T > 0;
(iii) O sistema (2.2) é exponencialmente estabilizdvel;

(iv) O sistema (2.2) é completamente estabilizdvel;

(v) Para todo operador positivo autoadjunto S € L(U), o operador A — BSB* gera um

semigrupo exponencialmente estavel em H.

Prova: Ver [34]. O

Por fim, vamos terminar esta secao, com o seguinte lema técnico.

Lema 2.15. Suponha A anti-autoadjunto. FEntao, para dados A\ > 0 e ¢ > 0, defina o

operador
&€
Dy = / e MS(—t)BB*S*(t)p dt.
0
Entao D,. € L(H, H) € autoadjunto e possui inversa limitada. Além disso, para qualquer
¢ € D(A*), temos que

S ()0, Do (1)) = || B8 (~o)W* (0]}, — 1B W ()l

onde W (t) é um grupo fortemente continuo, gerado pelo operador A + N\ — BB*D;;.

Prova: Ver [41]. O
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3 EQUACAO DE KORTEWEG-DE

VRIES LINEAR

Neste capitulo consideraremos o sistema linear

Up + Uy + Upze = f, x €T, tER,

u(z,0) = ug(x), rxeT,

(3.1)

com condicoes de contorno periddicas, onde através da funcao controle f, obteremos resultados

de controlabilidade exata e estabilizacao.

De agora em diante, denotaremos produto interno usual de L?(T) por (-, )y, e a norma

de H*(T) por | - ||s, para s > 0. Definimos os espagos
Hi(T) = {u € H*(T);[u] =0} e L*T)={ue L*T);[u] =0},

onde [u], denominado de valor médio de u, ¢ dado por

1

:% .

Além disso, X <Y denota que X < CY, para alguma constante C' > 0, e X ~ Y denota

que X SYeY < X.

3.1 Controle Exato Global

Considere o operador diferencial A, associado a equacao KdV, dado por

Au = —0pppu — puo,u,

(3.2)
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de dominio H3(T). Pelo Lema 2.14, A é o gerador infinitesimal de um grupo fortemente
continuo no espago L*(T), denotado por W (t), onde as autofuncdes sao a base ortonormal

de Fourier

Dito isso, observe que

= —(ik)’¢i(x) — u(ik)on(@)
= (ik* — ipk)di (),

isto é, os A\, = ik® — iuk sao os autovalores de A, correspondentes a cada ¢y. Similarmente,
obtemos também que o operador adjunto A* = —A é o gerador infinitesimal de um grupo
fortemente continuo em L*(T), tal que W*(t) = W(—t).

Considere o seguinte sistema linear

Uy + iy + Upye = Gh, x €T, t €R,
(3.3)
u(z,0) = ug(x), z e T,

com condigoes de contorno periddicas, onde p € R, G é o operador definido em (1.5) e
h: T x R — R o novo controle aplicado ao sistema. Note que G é um operador autoadjunto

em L*(T), isto é, G* = G. De fato, para quaisquer u,v € L*(T), obtemos
(u, G*v)p = (Gu,v)gy

o) ([ terte =~ [ sty violas
u@g(ehlalds ~ [ o) ([ oty ) oo

T

w(@)g(x)o(z)dz — / g(z)ulz)dz / o(y)o(y)dy

(o) ([ olorte =~ [ owotiy) do
— (u, Gv)o,

S— 55— 5

A partir disso, temos também, do Teorema 2.4, que G' é um operador limitado em L?(T).

A seguir, mostraremos um resultado de controle exato para o sistema linear (3.3).
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Teorema 3.1(Controlabilidade exata). Sejam T'> 0 e s > 0 dados. Entao para todo
ug,uy € HE(T), existe um controle h € L*([0,T]; H3(T)) tal que o sistema (3.3) tem uma
solugao u € C([0,T]; HS(T)) satisfazendo

u(z, T) = uy(z).
Prova: Por simplicidade, assuma p = 0, ou seja, consideraremos o sistema

Up + Uper = Gh, €T, teR,
(3.4)

U(JI,O) ZUO(‘/E>a z e,
com condicoes de contorno periédicas, e o operador A = —8,,,. Deste modo, \;, = ik® sdo os
autovalores de A, correspondentes as fungoes { ¢ }rez-
Os dados inicial ug e final u; tem suas expansoes em série, convergentes em H*(T), dadas

por

ui(e) = S uisn(a), e = / uy(@)Bu(@)da, (3.5)

kEZ

para j = 0, 1. Considere o sistema associado homogéneo
U+ Vpee =0, €T, teR,

com condigoes de contorno periddicas, que tem as seguintes solugoes
vp(z,t) = eMp(z), Yk eEZ

Para u = u(z,t) satisfazendo (3.4) e h = h(x,t), suave e periédica em T, usando integracao

por partes, temos que

w(, t)vg(z, t)de = /T

= /T (Gh)(x, t)vg(x, t)dda — /1r Uaa (T, £) vk (2, t)dx
—ik:g/Tu(x,t)vk(x,t)dx

- /T (Gh) (z, t)o(x, O)da + ik /T Uag (T, )0 (, 1) dx

—ik;g/u(x,t)vk(x,t)da:
T

u(z, t)og(z, t)de — z’k3/u(x,t)vk(a:,t)dx
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= /T(Gh)(a:,t)mdx—kQ/TuI(a:,t)vk(a:,t)dx
e /7r w(, Yon (e D dz

= /T(Gh)(:c,t)mdx+z‘k3/1ru(x,t)vk(x,t)da:
—ik3Au(x,t)uk(x,t)dx

::AkGhXxJﬂlafﬂdn

Agora, integrando a igualdade acima, com respeito ao tempo, obtemos

/T w(zx, T)vg(z, T)dx — /T u(x,0)vy(x, 0)dz = /0 ' /T (Gh)(z, t)vg(z, t)dxdt. (3.6)

Por densidade, temos que a igualdade acima continua valida se h € L*([0,T]; H*(T)), para
s > 0. Definindo
Uy = /u(m,T)¢k(x)dx, VkeZ,
T

ao multiplicar (3.6) por eMT para todo k € Z, temos que
T
iy — M ug :/ M= /(Gh)(m t)op () dadt. (3.7)
0 T
Podemos ver que os \, = ik® satisfazem as condicoes do Lema 2.13. De fato, basta notar que

N1 — e = k3 +3k2+3k+1—-k*=3k>+3k+1>1, VkeZ,

lim |)\k+1 — )\k| =0
|k|—o00

Entdo definindo py(t) = e*!, podemos ver que o conjunto P = {p, : k € Z} forma uma base

de Riesz para ger[P], em L*(0,T). Seja @ = {qi. : k € Z} a tinica base dual de Riesz para P

em ger[P] tal que

/Oq]() (@Odt = 6, jkEL (3.9)

onde d;; ¢ o delta de Kronecker.

Escolhemos o controle h, em (3.4), da forma

= hig;(t)(Gey) (), (3.9)

JEZ
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onde os coeficientes h; serdo determinados de modo que a série (3.9) convirja apropriadamente.

Substituindo (3.9) em (3.7) e usando (3.8), obtemos
T
dy — Mgy = / / GZh]qJ (Go,)(x) | dp(x)ddt
0

NN hy | eMg(t) | G(Ge;)(w)dn(x)dadt
jze; / /T (3.10)

— MY / (OOt | G(Go) (o

JEZL
— T / G(Gn)(2)a(@)da
T
para todo k € Z. Sabemos que G ¢é autoadjunto em L*(T), entao

/ G(Gon) (@) dn@)dz = |Goxl2, Yk € .

Do fato que |¢p(z)| = \/LQ?, para todo k € Z, temos que

IGonli = [ ot (¢>k<x> - g(y)ezsk(y)dy)

= [atePloniaas —2me [ gtePontoio [ sty

2

2
dx

+ [ o@ids-| [ g@on(oris (3.11)
— 5 [owras = ome ([ steronar [ swintia)
+ [ o@its-| [ g@onoris .
Como 2x(g] = 1 € go(x) = -, segue que
a0 =5 [ a@ids =2 [ glaPonade - | otw)ontn)dy-+ / e | [ gtwrouters|

2

;ﬂ ()dx—;/()dx/ dy+—/
1 d:v——/ )Vdr + — /Tg(:n)dx:().

Como g(x) s6 assume valores reais, vemos que em qualquer intervalo g(z)¢g(x) ndo pode ser

/ (x)dx

um multiplo constante de g(z), assim de (3.11) temos que oy > 0, se k € Z*. Pela Proposicao
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2.1, segue que

Ag($)¢k(x)dx = V2rg(k) — 0,

quando |k| — oco. Entao, novamente de (3.11), vemos que

g(x)*dx # 0. (3.12)

lim A = —
k| =00 21 Jr

Observe que de (3.10), temos que iy = ugg = U1, pois ap = 0 e a massa dos sistema ¢é
conservada. Veja também que de (3.12), unido ao fato que ay > 0, se k € Z*, temos que

existe um v > 0 tal que

1
ap > —, VkeZ.
Y

Definindo hg =0 e
-\
e R Uy — Ug g

hy = . Vkez, (3.13)
677

temos de (3.10) que @y = uy, para todo k € Z. Portanto, u(z,T') = u;(z).
Dados ug,u; € H*(T), resta mostrar que h definido por (3.9) e (3.13) estd no espago
L*([0, T); H*(T)). Para isso, consideraremos
Goj(x) = aue;(x), (3.14)
keZ

onde
ajk = /G¢j(l’)¢k<l‘)dl‘, Vi ke
T

Deste modo,

h(z,t) = Z hjarq;(t)dr(z).

7,kEZ

Entao, do Lema 2.13, temos que

T
1l 2oy my = / S D[S aghya ()] dt

keZ JETL

=S [

keZ

> agihig;(t)| dt
JET (3.15)

SO IRD® Y Iyl agaf?

kez jez

S DI Y (L (kD agl.

jez kEZ
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Note que,
|ajk| = [(G@j, dr)ol

=| [o0) (60~ [ oty ) i

- | [st@ @i - [ awiaiaii [ o

= [(g®;, dr)o — (9 Px)o(g: &;5)ol

= Z gm(¢m¢jv ¢k)0 - (Z gm(¢ma ¢k)0> (Z gm(¢m> ¢j)0>

m€1 meZ meZ

= mgk—j — 9kgj

< \/%—ngkj! + 191951,
onde

9(x) = gmdm(z).
Logo,
|ajel* < Cllge—j1* + lgrl*1g; )

Dali,

D IEDPlagl® S DL+ KD gn—sl® + Y (14 [KD*|g; gl

keZ keZ keZ

SO k4P Lol + Y (1 + kD> gelgsl?

kEZ kEZ

S L+ [GDPY(U+ RD™Lgrl® + g2 D (1 + (k)™ [ge)

kEZ keZ
S (A4 1D* +1g;) llgll:-

Por fim, de (3.13), (3.15) e da desigualdade acima, obtemos

”h”L2([O,T];Hg(T)) N ||9||§ (Z ((1 +3D)* + |9j‘2) |hj|2>

JEL*
N2 M Ty 5 — g 4)?
sngni(Z((mm?+|gj|2) P
JET* J

SAPNgIE D@+ 151 (luag + Juoyl?)
jez*
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S Vllglilually + uoll?),
o que conclui a demonstracao. O]
Corolario 3.1. Sejam T > 0 e s > 0 dados. Eziste um operador linear limitado
©: Hy(T) x Hy(T) = L*([0, T); H;(T))
tal que para qualquer ug,u; € HZ(T),

W (T)uy + /T W(T — )G/ (g, ur))(£)dt = s

1D (uo, wr) [l 2o, ry;005 () < C([luolls + [Jualls),

onde C' > 0 depende apenas de T e g.

Prova: Para quaisquer ug,u; € H(T) dados, as equagoes (3.9), (3.13) e (3.14) definem o
operador

h = q)(U,O, U1)7

e o resultado segue. O

Corolério 2.2 (Observabilidade). Seja T > 0 dado. Eziste um ¢ > 0 tal que
T
| iewols = el

para qualquer ¢ € LE(T).

Prova: Ver [37]. O

3.2 Estabilizacao Global

Nesta secao, consideraremos o sistema

U + Uy + Upye = —GG*u, €T, t R,
(3.16)

u(z, 0) = uo(x), TET,
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com condigoes de contorno periddicas, onde foi aplicado o amortecimento h(z,t) = —G*u(z,t),

de tal forma que o sistema é agora dissipativo. De fato, primeiro observemos que

/T pe (i, (e, ) = & / L (u0?) e =2 (u(2m 1~ u(0,0?) =0,

e também que
/uxm(x, Hu(x, t)dr = g, (27, t)u(27, 1) — U (0, t)u(0,t) — / Uz (X, ) ug(x, t)da
T

= —% / a (uz(z,t)?) da

T dx

_ _% (s (2, £)? — u (0,1)%) = 0.

Entao, multiplicando o sistema (3.16) por u, e integrando no espago, obtemos

/T(ut + Py + Uy ) (2, 1) - u(x, t)de = — /11‘ GGu(z,t) - u(x,t)dx.

E assim,

1d
Sl B = Gl < 0. (3.17)

A proposigao seguinte, nos diz que o sistema (3.16) é exponencialmente estével.

Proposicao 3.1 (Estabilizacao exponencial). Seja s > 0 dado. Existe uma constante
k > 0, independente de s, tal que para qualquer wy € HF(T), a solug¢do w correspondente a
(3.16) satisfaz

lw(- )lls < ™ lwolls, ¥t >0,

onde C' > 0 € uma constante que depende apenas de s.

Prova: Primeiro, assuma s = 0. Novamente, por simplicidade na demonstracao, consideraremos

o operador A = —0,,, € o sistema

Up + Uppe = —GG*u, €T, teR,
(3.18)

u(z,0) = up(x), zeT.
Fixe wy € L3(T), e seja w a solugao de (3.18). Pelo Teorema 3.1, podemos escolher um
controle f € L*([0,T); L3(T)) tal que a solugao v do sistema

Vi +Vpee = Gf, €T, teR,
(3.19)

v(x,0) =0, x €T,
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satisfaz

v(x,T) =w(z,T).

Deste modo, note que ||v(z,0)||o = 0. Entao, pelo Corolario 3.1, existe uma constante C; > 0
tal que
1 lz20.7:22my) < Cillo(, T)llo = Culfw(-, T)lo- (3.20)

Pelo Corolario 3.1, observe que v é da forma

v(x,t) = /0 W(t—71)Gf(x,7)dr. (3.21)

Pela desigualdade de Hoélder, de (3.20), (3.21) e do fato que G é um operador limitado em
L*(T), para qualquer t € [0, T], segue que

2

(- 6)]2 = / Wit~ )Gyt

:/T(/OtW(t—T)Gf(-,T)dT)de
< /T (/Ot (W(t—T)Gf(-,T))QdT) (/Ot 1%) i (3.22)

= t|W(t = 7)G fll72(0412(m)
< T02||f||%2(o,T;L2(T))

Integrando (3.17) em relacao ao tempo, obtemos
T
/w(x,T)de—/w(x,O)de = —/ /(GGw(m,t))w(x,t)dxdt. (3.23)
T T o Jr
Analogamente, temos também
/w(x,T)2dx: /w(a:,T)v(m,T)dm—/w(m,O)v(x, 0)dx
T T T .
:/ /w(x,t)(Gf)(x,t)dxdt—/ /(GGw)(m,t)v(w,t)da:dt
o Jr o Jr

) (3.24)
:/0 /E(Gw)(x,t)(f(x,t) — Gu(z,t))dxdt

< NG| 20,7522 |.f — G|l 220,712 (1)) -
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De (3.20) e (3.22), podemos ver que existe uma constante Cy > 0 tal que
[ GU”%Q(O,T;LZ(T)) < C4||w(-,T)||8. (3.25)
Substituindo (3.25) em (3.24), obtemos
lw (- T)lls < CallGwll72 o rspaery lw (- TG,
isto é,
1
IGw 20,7220y = an(',T)H%- (3.26)

Substituindo (3.26) em (3.23), temos

1
lw(-, TG = [l 0)lI5 = =Gl ri2my < —an(',T)H(Q)»

o que implica
(-, TG < Allw(-, 0)][5,
onde v = (1+ &-)~". Repetindo este argumento sucessivamente nos intervalos [k (k+1)T],

substituindo wy e w(-, T) por w(-, kT) e w(-, (k 4+ 1)T'), respectivamente, obtemos
lw(, KI5 < 7*[lw(- 0[5, ¥k €N,
onde 0 < v < 1. Como ||w(-,t)||o < ||w(-, kT)||o, para todo ¢t > kT, temos que

[w(-, )][§ < Ce™ lw(-,0)[[5, vt >0,

__logy

21, Assim, provamos o caso s = 0.

onde C' = % e R =
Agora, seja s = 3. Tome v € H3(T) e seja v a solugao de (3.16) correspondente. Definindo
w = vy, observe que w ¢é solucao do sistema

Wy + pWy + Wape = —GG*w, x €T, teR,
(3.27)

w(x,0) = wy(z), z €T,

onde wy(x) = —vj' () — pvj(x) — GG* ().

Note que wy € L3(T). De fato, é facil ver que wy € L*(T), entao basta notar que

o] = — / o (@)dz = —(of(27) — o"(0)) = 0,

T or 27
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[GGvy) = /GGUO / g(x) (Gvo(x) —/TGvo(y)g(y)dy> dx

= / o(a)Gen(o)d — [ Gun(y)al)dy =0
Portanto, aplicando o caso s = 0 em w, temos que
[0:(-, ) llo = llw(-, t)llo < Coe™[wollo, ¥Vt > 0.
Assim, do fato que w = —GG*v — pv, — Vyps, Obtemos
[o(, )]s < Cse™|lvolls, VYt >0,

e provamos o caso s = 3.
Por fim, o caso 0 < s < 3, segue usando interpolacao. Seja 0 < 6 < 1, tomando s; =0 e

s9 = 3 no Teorema 2.9, para qualquer s = 36, temos a interpolacao
[LQ(’I[‘), HS(’]I‘)}B = H*(T).

Os outros casos de s seguem de forma similar, provando assim o resultado. O

Para a prova do préoximo resultado o seguinte lema técnico sera necessario.

Lema 3.1. Seja f € C™(T). Seja Ty o operador multiplica¢do por f. Defina [D*,Ty] =
D*Ty — TyD*. Entdo [D*,Ty] leva H}(T) em Hi **'(T).

Prova: Nesta demonstracao faremos uso da notagao

k| sek #0,
[kl =

1 se k =0.

Seja u € Hj(T), entdo da definicdo de D?, temos que

FoD*(Tru))(n) = |nf3Fo(Tyu)(n) = [nf3(f + @) (n) = [nf2 ) f(n—k)ak

kEZ



Similarmente, temos também que
Fe(Tr(Du) Z k)|k|za(k).
€z

E assim,

F(D* Tylu)(n) = Y f(n = k)(|nlz = [k[2)a(k).

keZ
Do fato que n® — k* = (n — k)(n* ' + n* 2k + - - - + nk*2 + k*71), segue que

]2 = &2 S n— & (Inf27" + K17

Logo,
FD Tyl )| S S |Fn = )| In = Kl (1l 11571) [

keZx

Usando que |n|? < |n — k|2?|k|% para qualquer p € R, obtemos

[nl2 ) f(n = k)a(k)

keZ

2

|Fe([D*, T ) (), iy = Y Inf2oD

neL

<3 o (Z n = k) — 1) \n\illﬂ(kN)

nel kEZ

£ 3 2 (Z |7 =B~ B) kriwa(k)r)

nez

<Yl <Z [t = k)(n = )| (k)|

nel kEZ

+ D Il (Z [Fn = k)~ ) k!i‘llﬁ(k)!>

ne”L

<3 (-

n€Z \kEZL

+Z<Z|n—k

n€Z \kEZ

fn = k) = )| latk |>

fn =)= k)| |a<k=>|)
= ]i *‘]é.

Em seguida, daremos uma estimativa para I;. Por Cauchy-Schwartz, temos

Z(Zm—kl'”*ﬂ B)(n — k) |k||u<>|)

nez kEZ

m\»—t
l\.’)\»—‘
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<y (Z = k|| F(n — k) (n k>)>

neZ \keZ

x (Z\n—k\!:“'

fn=k)(n— k)| |krif\a<k>12)

kEZ
2
< (chllf mm\) (Zwﬁ’“m(k)ﬁ)
kezZ keZ
< Cllully,

onde C' depende apenas de f. De forma andloga estimamos I5 e o resultado estd provado. [J
Agora, mostraremos um resultado de decaimento envolvendo o operador L, definido a

seguir. Para A > 0, defina
1
Lyp = / W (=1 GG W™ (—7)pdr,
0

para qualquer ¢ € H*(T). Para A = 0, definimos Ly = I.

Deste modo, Ly é um operador linear limitado de H*(T) em H*(T). Agora, note que
(Lap,©)o = /T/ol "W (—1)GGW* (—7)pdT pda

= /01 e (/T W(—=1)GGW*(—1)¢p - godx) dr

= /01 e T(W(=7)GGW* (=7, @)odT

= [ e iaw (-ritar 20,

e também que
(Lxp, ¢)o = /T/ol "W (—1)GGW* (—7)pdT dpda:

= [ -nGew (g oin
= /0 1 e (0, W(=7)GGW* (—7)¢)odT

= (907 L)\QS)O-

Isto é, Ly é um operador positivo autoadjunto em LZ(T). De forma similar obtemos o mesmo
para sua inversa L) '. Portanto, Ly ¢ um isomorfismo de L3(T) em L2(T).

No lema a seguir, veremos que o mesmo vale em H§(T).
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Lema 3.2. L, é um isomorfismo de HS(T) em HF(T), para todo s > 0.

Prova: O caso s = 0 j4 foi provado anteriormente. J& sabemos que Ly leva H§(T) em H§(T).
Entao basta provar que para qualquer v € LZ(T), se Lyv € HS(T), entao v € Hi(T), ou seja,
D*v e H§(T).
Pelo Lema 3.1 e pela continuidade de Ly' em L3(T), obtemos
1Dl = [|Lx" LaD"w]lo

S CHL)\DSUH()

1
<C / e TW (—7)GG*W* (—7) Dvdr
0

0

1
<C / "W (1) ([GG*, D] + D*GGYW*(—T7)vdr
0

0

1
<C DS/ e TW(—1)GG* W (—7)vdr
0

0

1
+CHDS/ e PTW (—7)[GG*, D )W* (—7)vdT
0

0
< Cl[Lyvlls + Csf[v]ls-1-

Assim, o resultado segue para 0 < s < 1. Por uma inducao obtemos o resultado para qualquer
s> 0. L]

Agora, aplicando o amortecimento h = —G*Lglu, obtemos o sistema

Up + Uy + Ugye = —FKyu, €T, teR,
(3.28)

u(z,0) = ug(x), xeT,

com condigoes de contorno periddicas, onde Ky = GG*L;I.
Na proposicao seguinte, provamos que o amortecimento aplicado no sistema anterior nos

permite tomar uma velocidade de decaimento exponencial arbitrariamente grande.

Proposicao 3.2 (Estabilizagao completa). Sejam s > 0 e A > 0 dados. Entao, para
qualquer vy € HE(T), o sistema (3.28) admite uma tnica solugao v € C(RT; H*(T)). Além

disso, existe uma constante C's > 0, que depende apenas de s, tal que
[o(- O)lls < Cse™[|volls,

para todo t > 0.
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Prova: Suponha s = 0 e considere a seguinte equacao
vy = (A+ A — Ky)v.

Os operadores A — Ky e A + M — K, geram grupos fortemente continuos S(t) e T'(t),
respectivamente, em LZ(T).

Pelo Lema 2.15, para qualquer ¢ € L2(T), temos

d

T (T (06, T ()0)o = —[le "G W (=1)T* ()5 - IG"T (#)¢ll; < 0.

Logo, existe uma constante C' > 0 tal que ||T5(t)|| < C, para todo t > 0. Como T'(t) =
eATAM=EIE — MG (1), segue que

IS < Ce™.
Entao, basta notar que para um dado uy € L*(T), a solugao de (3.28) correspondente ¢ da

forma u(t) = S(t)ug. Portanto,
lu(®)llo < Ce™|luo]lo-

Assim, fica provado o caso s = 0. De maneira andloga como feito na Proposicao 3.1, mostra-se

que o resultado se verifica para s > 0. Fica provado assim o resultado. O
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4 ESPACOS DE BOURGAIN E
PROPAGACOES

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados que sao essenciais para estabelecer a

controlabilidade exata e estabilizacao para a equagao KdV nao linear.

4.1 Espacos de Bourgain

Nesta secao vamos introduzir os espacos de Bourgain associados a equacao KdV em
dominio periddico T, assim como algumas de suas propriedades. Citamos como referéncias
[4], [8], [24], e [42], para maiores detalhes.

Para uma fungao u : TxR — R, denotaremos por u(k, 7) ou F(u(z,t))(k, 7) a transformada
de Fourier em relagao a variavel espacial x e a varidvel temporal t. Por a(k,t) ou F,(u(x,t))(k)
denotaremos a transformada de Fourier em relagao a variavel espacial, e F;(u(x,t))(7) denota

a transformada em relacao a variavel temporal. Além disso, definimos
1
(V=14 [~ @+
Definigcao 4.1. Para todo s € R, definimos o operador D*, em D'(T), denominado de

multiplicador de Fourier, por

o kl*u(k), sek #0,
Dsu(k) = IRak)
u(0), se k= 0.

Definicao 4.2. Para u : T — R periddica, definimos o operador

W(t)u(m) _ Z ez't(lc?’—;Llﬁ)—l—i:clca(k,)7

kEZ
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denominado de propagador linear associado ao simbolo da KdV.

Observe que, da definigdo anterior, qualquer fungao temporal ¥ (t) € C*°(R) comuta com o
operador W (t).

Sejam b, s € R. O espaco de Bourgain Xfikgfuk(T x R), ou simplesmente X®* associado
a equacao KdV no toro, é definido como o fecho do espago das fungoes de Schwartz S(T x R),

munido da norma

lullxne = [1Ck) (7 = & + k) e, 7) || L2es2cr)

3 (4.1)
— <24<k>28<7 — K+ uk)%‘&(k,T)‘QdT) )

keZ

O lema a seguir assegura que as solucdes do operador KdV pertencem a classe X%,

Lema 4.1. Seja u € H*(T), para algum s € R. Para qualquer n(t) € S(R), existe uma

constante C' = Cy, > 0 tal que
In(®W (t)ul|xe.e < Cllulls.
Prova: Primeiro, note que se n = k, entao

— 1 . , 1
ewk(k) = — / ey = —om = 1.
21 T 21

Entretanto, para qualquer n # k, temos que @(k’) = (0. Com isso, vemos que

F)W (t)u(z))(k, ) = % /E/R <77(t) Z eit(“g_“")J“imﬂ(n)) e e R dtdy

neZ

-y {ﬁ(n) (% /T éf%iﬂ%:) ( /R n(t)e“(”g“n)e”dt)]

nel

= (k) Fi(n()(r = & + pk).
Como Fi(n(t))(r) € S(R), isto é, é de decrescimento rapido, segue que

(@)W (#)ull3: = /R%V% = K+ pk)* [a(k) Fo(n()) (r — K + k) PPdr

kEZ

= 3 ak) 2 / (r— K 4 k)| Fi(n(6)) (r — K + k) s

kEZ
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< Cllull,

e o lema esta provado. O
Observe que X** sdo espacos de Banach e possuem uma boa interpolacao nos indices b
e s. Em adicdo, para b; < by e s; < sy, obtemos a imersao continua X%252 < Xb1s1 Além
disso, temos a relacao de dualidade (X%%)* = X~%7% O detalhamento destas propriedades
podem ser lidas em [42].
Segue direto da definicio que X% = L*(R; H*(T)). Mais geralmente, para qualquer
u € X%, temos que

[[wl xv.s = HW(_t)uHHb(R,HS(T))-

De fato, seja v(z,t) = W(—t)u(x,t), entao

a(k,t) = Fo(W(t)(z, ) (k) = Fu <Z et —pn)tieng t)) (k) = "F =05k, 1).

neL

Deste modo, temos que

lll s = 1(R)* (7 = B + pk) Fo(e® 90 (e, ) (7) | 2 sz my)
= [R)* (T = & + pk) Fi(0(k, ) (7 = K + 1) || 2izamy)
= [[{k)*(7)" 0 (k, )| 2rszacry)
= HUHH"(R;HS(’JI‘))a

onde a ultima igualdade segue do Teorema 2.7.

Como consequéncia da definicdo temos que, para qualquer r € R, se u € X**, entdo

Dru € X%, Com efeito, basta notar que |k|” < (k)" para todo k € Z. Entao,

3
D"l xnr = D / (k)* 7" (1 — k* + pk)*| Dru(k, T)\Qdf)
R

keZ

- /R</g>28—2f|k|2r<7 — K+ M@?b{a(k,f)fch)

kEZ

IN

> /R (kY22 (k)2 (1 — K + k) |k, 7)|*dr

kEZ

N—
ol

= [lullxe.s-
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Outra propriedade simples de verificagao é de que o operador D" comuta com a derivada 0.

de ordem m € N, se k # 0. De fato,
Dropu(k) = [k["dmu(k) = k| (ik)"a(k) = (ik)" Dru(k) = 7 Dru(k).

Definiremos agora o espaco X**(I) como a restricao do espaco X** ao intervalo I C R,
isto é,
Xb’s([) = {u’TXI Tu € Xb’s} ,
com a norma

||U||vas(1) = inf {||UHXb,s cv=uem T X[, ve vag} )

Se I = (0,T), por simplicidade, denotaremos X%*(I) por X:l;’s.
De forma totalmente similar, definimos também os espacos de Bourgain Y%* e Z%% =

1 :
X% NY*2* munidos das normas

[w|yes = (Z (/R<k>s<7 — K+ m>b|a(1€,7)|d7)2) ’ , (4.2)

kEZ

-

[l zes = [lullxee + HUHyb—%,s,

respectivamente.

As seguintes propriedades dos espagos de Bourgain X;’JS e Z;’s podem ser verificadas:
(i) X2* 6 um espaco de Hilbert;
(il) Para by < by e 51 < s9, temos a imersao continua X;’?’SQ — X;l’sl;
(iii) Para by < by € s1 < S, temos a imersdo compacta Xfl}z’sz < Xfl}l’sl;
1
(iv) Para todo s € R, temos a imersio continua Z2° — C([0, T]; H*(T)).
Lema 4.2. Sejam b,s € R eT' > 0 dados. Entao:

(i) Para toda ¢ € H*(T),
IW©le < 61l

W @)ollx2e S N0ls;
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(i) Seb> %, para toda u € X:I}_l’s,

7

< Jlufl oo

/Ot W(t —1)u(r)dr

xhe
—ls
(11i) Para toda w € Z;?",

s

H /OtW(t—T)u(T)dT

Sl

1

1
-3,
2 ZT
ZT

Prova: A demonstragdo é semelhante a feita no Lema 4.1, por isso serd omitida (para

detalhes ver [8, 42]). O

Para a demonstracao do proximo lema usaremos a estimativa

E :Ck7l€l(kx+lt)

k,leZ

%
S+ -8+ k) le? ) (4.4)
L4(T?)

k,l€Z

que pode ser encontrada em [4].

Lema 4.3 (Estimativas do tipo Strichartz). Valem as seguintes estimativas:
() llullpaee) S Hlull g 503
(i) Nlull Lawxomy) S ||U||XT§,0-

Prova: Primeiro, note que para quaisquer f € L?(0,1) e g € L*(0, 1), usando a desigualdade

‘/Olf(a:)da: < (/01|f<x)!2dx)% </01|1\2d:c)é = </01|f(x)|2dq;>; (4.5)
/Olg(a:)da: < (/01 |g(:z:)|4dx>i (/01 |1|§da:> = (/01 |g($)|4dx)i. (4.6)

. . 1 .
Agora, provaremos o item (i). Tome u € X3 escrita na forma

u(zx,t) = Z/Rﬂ(k’,T)ei(xH”)dT.

kEZ

de Holder, obtemos

[

Considere 7 =1+ 6, onde l € Z e 0 € [0,1). Deste modo, podemos escrever

1
u(x,t) = / 't Z a(k, 14 0)e ket g,
0

klcZ
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Por (4.4), (4.5) e (4.6), temos que

1 4
[l 2 r2) = e“ S" k1 + 0)e 9| dudt
klEZ
a(k, 1 + )e'thettD d@dxdt
T2 kleZ
1 4
< / / (k14 0)e' D) dzdtdd
0 JT2 g ez
1 4
:/ Z (k: l+9) i(kz+tl) do
0 Wgiez LA(T?)
1 2
SC/ (Z(1+|l—k3+uk;|)§\&(k,l+9)\2> de
0 \k,ilez

(Z/ (1 + |l — K> + pk|)3|a(k, I + 6)| d&)
<C’(Z/ (r — K>+ pk)i|a(k, 7)| dT)

keZ

= Cllull,,

Resta mostrar o item (ii). Para 7" > 0 dado, escolha N € N satisfazendo T < 27 N. Para

1

u € Xi"l’o, tome uma extensio v € X350 de u tal que
ol g < 2Bl g0
Entéo, pelo item (i) e fazendo r = %, temos que
2T N
4 4 4 4
Jall ooy < Wollscrniozmy = | [ Io(o 0 dade =N [ [ ot )] dadt
0 T TJT
4
= Nlloll e < N (Collvll g30) < Cllull_yo
T
onde C depende apenas de T. O resultado fica assim demonstrado. n
1 1

Lema 4.4. Sejam u € X" e n(t) € SR). Se —3 < U < b < 3, entdo para qualquer

0<T <1eb>0, existe uma constante C' = Cyy , > 0 tal que

In(t/T)ull . < CT*™ [lul|xo..
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Prova: Ver [42]. O

Lema 4.5 (Estimativa bilinear). Sejam 0 < T < 1es > 0. Seu,v € X2 NL*(0,T; L3(T)),

entdao existem constantes C' > 0 independente de u,v e T, e 0 > 0 tais que

vli

0
)l . < CTul g Mol .
Prova: Por simplicidade nos célculos, assumiremos u = v, u = 0 e (k) = |k|. Defina

w = 19, (u?), entao

w(k,7) ~ k(u?)(k,7) = k(ax*u)(k,7),

e consequentemente

@k, )| < k] Y /R (la(ky, )la(k = ky, 7 — 1)) dr. (4.7)

k170
Defina
(k) = (1 + |7 = k]2 adk, 7), (48)
assim
[ll s = [le(k, 7) | L2rsz2cry) -
Primeiro, provaremos a estimativa para [|w[| ;.. Por (4.7) e (4.8), segue que
k] [w(k, 7))
(1t — )3

(NI

4.9
. Z/( K[+ k|70 | — K| ~e(kr, m)e(k — ki, 7 —7) dT). (49)
R

e \ (U I = D21+ fn = KD (L4 [ = = (k= k1))

Lembre-se que por suposi¢ao em %(0,t) = 0, logo ¢(0,7) = 0, e assim em (4.9) podemos

assumir ky # 0, k — k1 # 0 e k # 0. Observe que

(T =)= [(n =)+ (7 —m— (k= k)*)]| = |-k + &} + (k — k)?|
= [3k1(k — k1)k|
> 2k2.

Entao pelo menos um dos seguintes casos acontece:

(a) |7 — k3| > %kQ;
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(b) |1 — k| > %k2;
(c) |r =7 — (k—ki)?| > 3k2.

Além disso, note que

|E[* < 20k [Pk = k] (4.10)

Caso (a): Por (a) e (4.10), o lado direito de (4.9) é limitado por

c(ky,m)e(k — k7 —m) dr.
2 /R ((1 +lm = KD+ |7 =7 = (k- ’ﬁ)?’)'%)

K170,k
Defina
ZL‘ t / ez(mx-l—)\t)) d)\,
mze:Z ( 1+ M m:”l)%
e assim,
Pnr=3 [ ( b, etk = by, 7 = ) ) .
mzor /B \(L+ |1 — k)2 (1 + |7 — 7 — (k= k1)?)[2

Entao,

||wHX7§s > (Z/ |F2 (K, 7)] dT) S HF2||L§OC R;L2(T)) S HF“L?OC(R;L?(T))a

k#0
onde para obtermos a estimativa local no tempo, escrevemos w(x,t) como w(x,t)y(t), para
alguma fungao ¢ € C§°(R). Assim, w e F2 830 escritos como @ *{E e 2 *QZ, respectivamente.

Como % < 1, pela estimativa (4.4), segue que

TaPegs (Z / Y dA) —Jlull ;..
MEZ

As estimativas dos casos (b) e (c), e de ||w]|y-1.s seguem de forma andloga, e por isso
serao omitidas (para detalhes ver [4]). O

A seguir mostraremos algumas propriedade de multiplicacao do espaco X®*.

Proposicao 4.1. Sejam u € X% e ¢(t) € C(R). Entio ¥(t)u € X5, Além disso, se
ue XV, entio ¢(t)u € X0°.
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Prova: Vamos primeiro entender como os espacos de Bourgain X®»* se comportam com

respeito ao mapa u(x,t) — e™u(z,t), para algum 75 € R fixo.

Da desigualdade triangular, obtemos

(T+70— K+ pk) =14 |7+ 10 — K> + pk|
<1+ |70l + |7 = K + k|
<1+ 70| + |7 — k> + pk| + |70||7 — E® + pk|
< (L DL+ |7 — & + pkl)

= (1o){T — k3 + k).
Também observe que
ft(em‘)u(x, t)(r) = / e_memou(x, t)dt = Fy(u(x,t)) (T — 70).
R

Entao, por uma mudanca de variaveis, temos

1
e ul|xne = (Z (k) (r — k3+nk>2”|%<km>\2d7>

kez VR

= (Z /R(k>28<7' — K+ pk)®|a(k, T — Tg)‘2d7')

= (Z /R(k:>28<7' + 70 — K° + pk)*|a(k, T)|2d7'

keZ

(SIS

[un

2

- (z [y~ + uk>2b1a<km><2d7)

< (7)? (Z /R<k5>28<7' — K + pk)®|a(k, 7')|2d7'>

Em seguida, escrevendo 9(t) = [; "™ F1p(79)dry, obtemos

[ (E)ullxo.s =

/ftw(m)emou(x,t)dm
R

Xb,s

< / Fap(mo)] (le™ul| o) dro
R
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< ([1Fwml mtan) lulo.

S llullxes,

pois F;1)(1) é de decrescimento rapido.

b, - . .
Para obtermos o resultado em X;°, tome v € X”* uma extensao arbitrdria de u, e assim

[ull e < lvllxns S [0l xes-

Portanto, tomando o infimo de todas as v, o resultado segue. O
Da proposicao anterior, observamos que nao perdemos regularidade nos indices de X;’s
ao multiplicarmos por uma fungao ¥ (t) € Cg°(R). Entretanto, no caso de multiplicagao por
uma funcao ¢(z) € C*(T), pode ser que ¢(r)u nao pertenca a X;’S, se u € Xsz’s. Ou seja,
temos que lidar com uma perda de regularidade no indice b.
Por exemplo, considere a sequéncia u, (z, t) = ¥ (t)e™* el =m0t para uma ¢ (t) € C°(R).

Note que (u,) estd uniformemente limitada em X®° para todo b > 0. De fato,

%
[t || xp0 = Z/ (1 — k> + pk) Qb‘un k, 7)) dT)

(Z/ (r =k k) [ein (k) F, (1 ))(T—n3+uk')|2d7>
-([

T —n’ + un)?| F (0 (t)) (1 —n® + /m)|2d7>

(NI

N|=

_ (/R<T>?b|ft (¥(1)) (T)\Qdf)é <o0o,VneN.

Entretanto, multiplicando a sequéncia (u,,) pela fungao e, observamos que

leunll o0 = (Z / (7 — K + k)| () F, (1)) (T—n3+uk)\2dr>

keZ
l

= (/R<7’ —(n+ 1)+ pun+ 1)>2b|}} (V) (1 —n® 4+ pu(n +1 ] dT)

_ (/R@ 30?30 — 1)2|F (1)) (T)Fdf);

~n? —— oo,

n—oo
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e portanto a sequéncia (e*u,) nio estd limitada nos espagos X9 para b > 0. A préxima
proposicao nos mostra que a multiplicacao por e é o pior caso na perda de regularidade do

indice b.

Proposicao 4.2. Sejam —1 <b <1 es e R. Se ¢(x) € C°(T) e u € X*, entio ¢p(z)u €

Xbs=2 . Além disso, se u € X0 entio ¢p(z)u € X;’S_Q‘bl.

Prova: Primeiro, provaremos os casos b = 0 e b = 1. Em seguida, estenderemos o resultado
para os outros casos de b.
Se b = 0, vemos que X** = L*(R; H*(T)), entao ¢(x)u € X%,

Se b = 1, afirmamos que
u€ X" <= ue L*(R;H*T)) e u, — Au € L*(R; H*(T)),
com a norma

[ull % = ||u||%2(R;HS(T)) + Jlur — AUH%Q(R;HS(T))' (4.11)

Com efeito, basta notar que

< . 2
Jalne =3 /RW (r— K 4 uk?|a(k, )| dr

keZ

=> /R(k:>28(1 + |7 — K k) |a(k, )| *dr

kEeZ
= (kY |a(k, 7) | dr + (kY2 |7 — K + uk|*|a(k, 7) [ dr
S [ fatenfar+ 3 [ 6%l —a+ etk )
5 /R w2 lat, ) Far + Y /R (K| (i + (k) + ikpr)ia(k, )| *dr
= /R(k)%\a(k,r)fdr +> /R(k)23|}"(ut — Au) (k,7)|*dr

= HUH%Q(R;HS(’]I‘)) + Jlur — AUH%Q(R;HS(’]T))?

e a afirmacao segue.

Assim, pelo caso b =0 e por (4.11), temos que

[pull5r—2 = ||¢UH%Q(R;HS*2(T)) + || () — A((bu)l‘%?(R;HS*?(’]l‘))

< ”d)uH%?(R;HS*Q(T)) + [ (ur — AU)H%%R;HH(T)) + [I[¢, —A]UHZL%R;HH(T))
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S (HUH%%R;HH(TD + e — A“H%Q(R;HH(T») + 1|9, —Alull72re-2(ry)
S Nl + g, —AJulaqe,e-2o
,S HUH§(1,572 + ClHuH%(OS

5 ”quflvﬁ

onde a tltima desigualdade segue da imersao continua, e a penultima segue do fato que o

operador

[0, —Alu = ¢(—Au) — (=A()u)

ser de segunda ordem.
Para provar o resultado para os outros casos de b, utilizaremos interpolacao. Note que

X" pode ser visto como
L* (R x Z,(k)* (1 — K’ + pk)*’v ® o) ,

onde v é a medida de Lebesgue em R e ¢ é a medida discreta em Z. Assim, segue do Teorema

2.10, que para quaisquer 0 < 0 < 1 e s = s1(1 —0) + 590,

[XD,Sl’Xl,SQ]e ~ [L2 (]R % Z, <I€>2511/ ® 0') ,L2 (R % Z, <k>282<7_ _ k3 4 ,Uk’>2l/ ® 0_)]9
~ L (R x Z, (k)00 (k)20 (- — | + pk)*v @ o)

~ L (R x Z, (k)* (1 — k* + pk)*’v @ o)

Até o momento, provamos que a multiplicagao por ¢(z) leva X% em si mesmo, e leva X1*

em X572 Entao para qualquer 0 < b < 1, a multiplicacao por ¢ leva [X% X1s], = X

em [ X0 X1s72) = Xbs(=b)+(s=2)b — xbs=2b o temos uma perda de 2b na regularidade.
Agora, por dualidade, concluimos também que a multiplicagdo por ¢ leva (X*$20)* =

X042 em (X%)* = X575 para qualquer 0 < b < 1. Do fato que s € R é arbitrério,
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vemos que vale para —1 < b < 0, com uma perda de —2b na regularidade. Portanto, o
resultado segue para X%
Por fim, provamos o resultado nos espagos restricao X;’s. Seja u € ijis, e tome v € X%*

uma extensao de u. Entao

1pull g s=2ior < (|G| x0,5m2 S (0] x0.0-

Logo, tomando o infimo sobre as fungoes v, o resultado segue. n

4.2 Propagacao de Compacidade e de Regularidade

Nesta secao apresentaremos algumas propriedades de propagagao de compacidade e de
regularidade para a equagao KdV inspirados pelo que foi feito por Laurent, em [24], para
a equacao de Schrodinger em dominio periddico T. Tais propriedades serao de extrema
importancia na estabilizacao do caso nao linear da equagao KdV.

Consideremos o operador diferencial linear
L= at + ﬂar + amcxa

associado a equagao KdV. Assim, o primeiro resultado que provaremos é a propagacao de

compacidade.

Proposicao 4.3 (Propagacgao de compacidade). Sejam 0 < b <b <1 eT > 0 dados,

com b > 0. Suponha que u, € X3° e f, € X;"7* satisfazem:

(i) Lu, = f,, para todo n € N;

(i1) Eziste uma constante C' > 0 tal que HunHX%o < C, para todo n € N;
(i) [unl x=v.—2em0 + || frll o220 + HunHX;b/,_Hgb/ — 0, quando n — oo;
(i) Para algum Q@ C T aberto nao vazio,

u, — 0 fortemente em L*(0,T; L*()).

Entao

u, — 0 fortemente em L3, ((0,T); L*(T)).
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Prova: Sejam ¢ € C§°((0,7)) e ¢ € C°°(T) fungoes de valor real. Defina os operadores
B:=¢(x)D? e A:=1(t)B
Entao, segue direto da definicao que
A" =9(t) D ¢(x).
Para um 0 < ¢ <1 fixo, defina as regularizagoes
B. = Be* ¢ A, :=1(t)B.,

de B e A, respectivamente.

Por um lado, obtemos

Ape = ([Asa L]una U’n)L2(T><(O,T))
= (A:(Luy) — L(Actn), Un) 22(T (0,1)
= (As(a:m:m + ,uax)un + Asatuna un)LQ(TX(O,T))

- ((aa:mc + ,uax)AEun + atAEuna U’n)L2(']I‘><(O,T))

(4.12)
= (Aa(ﬁx:m: + ,ua:v)una un)L2(']I‘><(O,T)) + (Aeatuny un)Lz(TX(O,T))
- ((ax:mv + ,uaw)Aeuna un)LZ('I[‘X(O,T)) - (Asatunv un)L2(']T><(O,T))
— (V'(t) Bettn, un) 12(7x 0,1
= ([Ae; Ozaw + 10z un, un)L?(TX(O,T)) — (¥'(t) Beun, un)L2(’]1‘><(O,T))-
Por outro lado, temos que
e(Ltn), tn) L2 (rx(0,1)) — (L(Actn), Un) L2(Tx (0,1
(4.13)

= (4
(A fmun)m (Tx(0,T)) — (A Up, L* Un)L?(Tx(o T))
= (fn, AZun) L2(rx(0.1)) + (Actn, Lun)r2(Tx(0,1))
= (

fmA Un)L2(1rx(o 7)) (Aeunafn)LQ(’Ex(O,T))v

onde foi usado o item (i) e que L* = —L.
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Pela desigualdade de Holder, Proposicoes 4.1 e 4.2, segue que

T
|(Actin, fo)r2(rx(0,1))| = / ZAeu(/ﬁt)f(k,t)dt
0

kEZ

_ /0 SR = K k)R A O (e Ot

kEZ

< At gascsll foll oo soon S Bt el ol
S Hun”)(%%%*%%anH)(;bv*z“b S Hun“X;’;O“an)(;bv*”?b'

Logo, pelos itens (ii) e (iii), obtemos
lim sup |(Actin, fo)r2(rxo.r))| = 0.
n—00 0<e<1

De forma andloga, podemos ver que
lim sup |(fn, AZun)r2rx0,1))| =0
N—00 <e<1

e também que

lim sup |(4/(t) Bettn, tn) r2(rx (o)) | = 0-

N—=00 0<e<1

Entao, de (4.13) obtemos

lim sup |a,.| = 0.
N0 0<e<1

Portanto, de (4.12) concluimos que

lim sup ‘([Aea aa:maz + Maar]una un)L2(']I‘><(O,T))‘ = 0.

N—=00 0<e<1
Em particular,
lim |([A7 axxa: + ,uax]uny un)Lz(Tx(O,T))‘ = 0.

n—oo

Como o operador D2 comuta com 0,, temos que

A, Orae + 10,] = =30 ()0 () D D2 = 30(t) ()0, D2

(4.15)

Estimando o terceiro termo da igualdade acima, da mesma forma que fizemos em (4.14),

segue que

\(lb(t)(cb:m () + 1y (x))D_Zum un)LQ(TX(O,T)){ S HunHX;*O HunHX%bv*Z“b’
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e novamente de (ii) e (iii),

lim (¢ (£)(Pawa () + 1102 (2)) D™ U, tn) 12(75(0,7)) = 0

n—o0

Note que estimando o segundo termo de (4.15), usando as mesmas estimativas para o indice

b, a perda de regularidade seria muito grande. De fato, basta notar que
| (1/1(t)¢zx(x)azD_2um Un)LQ(’IFx(O,T)) ‘ S Hun ’|X%272b—2+2b+1 ||UnHX;b,—2+2b
< Nl 210

~ b.1 .
onde nao temos controle sobre a norma de u,, no espaco X; . Entretanto, estimando sobre o

indice b’, nés temos que

(w(t)qbwl‘(x)axD_ZUn)un)LQ(Tx(QT)) 5 ||Un|| b’,172b’||un|| b —14op
X X5
S ||un"X;Jf,1—2b/—2+2b/+1 HunHX;bl,—1+2b’
5 ”unHX;’,O ||un||X;b’,f1+2b/

S Ml pollwnll v —vea,
pois X0 < X0 34 que b’ < b. Logo,
(Y (t) P (2) 00 D™ty ) L2 0,7)) — O,
quando n — oo. Agora, para o primeiro termo de (4.15), note que
Fo(=0pD72u) (k) = —(ik)?|k[*a(k) = a(k),

ou seja, —0,, D% é uma projecao ortogonal, no subespaco das fungoes com (0) = 0. Entao,
pelo Lema de 2.2, combinado ao fato que b > 0, temos que u,(0,t) — 0 fortemente em
L?*(0,T), e portanto

(Y () 2tn(0,), Un) L2(Tx (0,1)) — 0,

quando n — oo. Assim, concluimos que para quaisquer ¥(t) € C§°((0,7)) e ¢(x) € C(T),

(¥ (t) Pzt un) L2(1x (0,1)) = O, (4.16)
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quando n — oo. Observe que para uma fun¢ao ¢ € C*°(T), existe uma funcdo ¢ € C*(T)
tal que ¢ = ¢,, se e somente se, fqr o(x)dx = 0. De fato, para a condigao suficiente, basta

notar que
/T@(:v)diﬂ = /chx(x)dx = ¢(2m) — ¢(0) = 0.

Ja para a condicao necessaria, defina

b(x) = / "ot

Deste modo, pelo Teorema Fundamental do Célculo, é facil ver que ¢, = ¢ e que ¢ € C(T).
Logo, para qualquer x(z) € C§°(2) e qualquer ponto zy € T, a funcao p(z) = x(z) —
x(x — o) pode ser escrita como ¢ = ¢ par alguma ¢ € C°(T). Assim, pelo item (iv) temos
que
Tim (4 () xtn, un) 121 (0:1)) = 0-

Entao, do limite acima e de (4.16), temos também que

lim (¢ () x(- — Zo)Uns Un) L2(rx(0,1)) = 0.

n—oo

Por fim, basta construir uma parti¢cdo da unidade em T envolvendo as fungoes do tipo x;(- —

z;), onde x; € C5°(T) e x; € T, para obter que

lm (¢ (8)Un, tn) r2(rx 07 = 0,

n—oo
e o resultado segue. O]
Para a prova da propriedade de propagacao de regularidade o seguinte lema técnico é

necessario. Sua demonstracao pode ser encontrada em [24].

Lema 4.7. Seja f € C®(T) e p. = ¢ %=, onde 0 < & < 1. Entdo, [p.,Tj] ¢ um operador
uniformemente limitado de H*(T) em H*T'(T).

Agora, mostraremos um resultado de propagacao de regularidade para o operador da

KdV.

Proposicao 4.4 (Propagacao de regularidade). Sejam 0 <b <1, T >0 er € R dados.

Seja f € X" e suponha u € X} solu¢do da equagio

Lu = f.
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Se existe um Q C T aberto nao vazio, tal que uw € L3, ((0,T), H(Q)) para algum

loc

1
0<p§min{1—b,§},
entao uw € L2 ((0,T), H*(T)).

loc

Prova: Seja s = r + p e defina F,, = eiaﬂ, para todo n € R. Considere as sequéncias de

fungoes (un)nen € (fn)nen, dadas por
up, = FE,u e f,=FE,f,
respectivamente. Logo, existe uma constante C' > 0 tal que
||un||X;,r <C e ||fn||X;b,r7 Vn e N.
Sejam 1 € C§°((0,T)) e ¢ € C(T) fungdes de valores reais, e defina os operadores
B:=D*?¢(x) e A:=1(t)B.
Como feito na proposicao anterior, temos que

([A, Opza + 10| tn, wn) 201 (0,1)) — (V' (8) B Un ) £2(1 (0,1))

= (fn, A"un)L2(rx(0,1)) + (Atn; fr) L2(Tx(0,7))-

Assim, novamente pelas Proposi¢oes 4.1 e 4.2, segue que

| (A, fu)z2exory | < NlAunll xor fall x-0r S I Bttnll xor | full g0
N “unHX;’*T“S*Q“ban”)(;“ S HunHX;»QT“P*?“b”an)(;va

S ||un||X%T||fn||X;b»T < Cy,

onde a pentiltima desigualdade segue do fato que X222t <y X" 1ois como por escolha

p < (1 —0), entao
r4+2—2+20<r+201—-0b)—2+2b=r

Da mesma forma, obtemos as estimativas

|(fr, A*un) r2rx 0| < Co e [( (£) B, tn) r2rx 0.7y | < Co-



Assim, segue que

‘([A, Orax + 110y |tn, Un)L?(Tx(o,T))| < (.

Notando que

(A, O + 1105) = =3 () D** 3200 — 3P() D** ™ 00 — () D** ™ (Gc + 11602),
e que por escolha 2p < 1, obtemos
(2s—=2)+1=2(r+p) —1<2r+1-—1=2r.
Deste modo, estimando o segundo termo de (4.18), segue que

‘ (¢(t)D28_2¢xxaxuna un)L2(’]I'><(0,T)) ‘ < ||¢(t)D28_2¢zxa'cun ||X%*T ”un ||X%T

2

S Ml xorvzszirflun| xor S llunllor

S llunll§er < Co.

2
b,
X5
Da mesma forma estimamos o terceiro termo de (4.18),

|(w(t)D28_2(¢xmc + M¢x)un7 un)L2(']1‘><(O,T)) ‘ S 02-

Portanto, das estimativas acima e de (4.17), obtemos

’(w(t)D2872¢xaxxuna un)LQ(TX(O,T)) ’ < Cs.
Agora, para uma x € C§°(2), temos que

(Y () D** 72X POyt Un) 2T 07y = (W(8) D* X2 Ogtin, D) 12(1¢ (0.7
= (Y(t)D* > XOuatins XD*un) £2 (v (0,1))
+ (V1) [D* 2, X]XOratin, D*un) L2(10,1))
= (Y(t) D* > XOuatin, D°Xtn) 12(Tx (0,7
+ (Y () D* 2 XOtin, [Xs D*Jttn) 127 07))
i

(
(Y () [D° 2, X]XOzatin, D) 2T (0.7
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(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

Do fato que a fungao x tem suporte compacto em 2 C T e das hipdteses, segue que yu €

2
Lloc loc

s—1l=r4+p—-1<r,

((0,7); H*(T)) e que xOuu € L2 ((0,T); H*2(T)). Entao, pelo Lema 4.7 e do fato que
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segue que
Xtn = Enxu+ [x, En]u

é uniformemente limitada em L2 ((0,T), H*(T)).

loc

Fazendo o mesmo argumento em Xy, obtemos
| ((8) D* 2 Xuattn, DXt 2 (e, | < 92D X 8rtin | 0 1201
@2 D x|l 2 0,1, 220y
S O XDt 2 0 -2y
' Hw(t)l/QXu”HLQ((O,T),HS(T))
< (Y.

Do Lema 3.1 e do fato que 2p — 1 < 0 segue que

|(W(t) D* > XOsatin, [X, D Jun) r2crx 0,y | < 1D *XOuatin || 120,7522(T)
D7, D°unll r20,7522(m))
< ||Un||L2(O,T;HT*2+2(T)) ||Un||L2(0,T;HP+S*1(T))
S Nunll 2oz [un | 2015120401

S HunH%Q(O,T;HT(T)) < Cs,
e, da mesma forma
’(Wt) [DS_27 X]Xaa:acum Dsun)LQ(TX(O,T))| < C(6‘

Deste modo, de (4.20) obtemos

| (W () D> Ot ) 2T x (0,7 | < O

Assim, da estimativa acima e de (4.19), com ¢,(z) = x*(z) — x*(z — z¢) para algum z € T,
temos que

‘(¢(t)DQS_2X2(' - xO)axxuna un)LQ(TX(O,T))| < Cs.

Novamente por particao da unidade, segue que

‘ (¢ (t)D2S_28mmuna un)Lz(TX(O,T)) } < C19-
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Por fim, notando que

| (W () D** 2 0patin, Un) 1201 0,7 | = /0 Z]—"x(@/)(t)D2_28mu(x,t))(k)-a(k,t)dt

kEZ

- / (1) 3 K2 k) ak, £) Pt

keZ

’

=\ [ vt S ik oFar

kEZ

o resultado segue pela arbitrariedade da fungao . O]

Corolario 4.1. Assuma que u € C*(Q x (0,7)), onde Q C T é um aberto ndao vazio. Se

u € XT%’0 ¢ uma solugao da equagao nao linear

Up + g + Ugze +u, =0 em T x (0,7, (4.21)
entio u € C*(T x (0,7)).
Prova: Pelo Lema 4.5, temos que uu, € Zp %’0. Em particular, temos também que uu, €

1
XTQ’O. Tomando f = —uu, na Proposicio 4.4, segue que u € L2 ((0,T); Hz(T)). Assim,

loc

escolhemos um to € (0,7T) tal que u(ty) € Hz(T). Podemos entdo resolver a equagio (4.21)

11 1

em X722 com o dado inicial u(t). Logo, pela unicidade da solu¢ao em XTQ’O, concluimos que
11 11

u € X7'?. Repetindo este argumento, agora com u € X7'? solugao de (4.21), vemos que

u € L*(0,T; H*(T)) para todo s € R, e assim u € C®(T x (0,7)). O
Lema 4.1 (Continuagao unica). Sejam T > 0 e Q C T aberto nao vazio. Se u €
C>®(T x (0,T)) € solugdo do sistema

Up + Pty + Uggy +uty, =0 em T x (0,7,

u=20 em 2 x (0,7),
entiou=0 em T x (0,T).
Prova: Ver [38].

1
Corolario 4.2. Sejam T > 0 e Q C T aberto nao vazio. Suponha u € XTQ,’O solugao do

sistema

Up + Pty + Uggy +uu, =0 em T x (0,7,

u=-c em Q2 x (0,7),
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onde ¢ € uma constante real. Entiou=c em T x (0,T).

Prova: Pelo Coroldrio 4.1, obtemos que u € C*(T x (0,7)). Logo, pelo lema anterior,

obtemos que u = c em T x (0,7). O
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5 EQUACAO DE KORTEWEG-DE
VRIES NAO LINEAR

A primeira parte deste capitulo é dedicada a mostrar as propriedades de estabilizacao do

sistema nao linear

Up + Uy + Ugzy +uu, = —Ku, €T, teR, (5.1)
5.1

u(z,0) = up(x), z e T,

com condigdes de contorno periddicas, onde uy € H*(T) e o nimero real A > 0 sdo dados.

Por fim, provamos um resultado de controle global exato.

5.1 Boa Colocacgao

1
. . . . . 58 , ;.
Primeiro, mostraremos uma estimativa nos espagos de Bourgain Z7", que sera necesséria

na demonstragao do proximo teorema.

Lema 5.1. Sejam s > 0 e A > 0 dados. Para qualquer € > 0 existe uma constate C' = C(¢)

1
Prova: Fixandou € Z%’S, por definicao podemos tomar uma extensao de u a T xR, denotada

tal que

t
/0 Wt —7)(Kyu)(r)dr| | < OT1_€||U||Z7%1’5. (5.2)

3
Zy

por v, tal que

101l ;3.0

<2y
T
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Agora, escolha uma funcao n € C§°(R) suportada em (—2,2) tal que n(t) = 1 em [—1,1].

Pelo item (iii) do Lema 4.2, temos que

N HU(t/T)QKAUHZ

L

/0 Wt — ) /T (Fw) (r)dr

1
zZ2®

Assim, basta mostrar que

Hfr](t/T)2KAvHZ_%,S < C’TI*EHUHZ%,S. (5.3)
Lembre-se que a norma || - [[ze. = || - [[x0s + || - |53 .- Estimaremos primeiro o termo na

norma de X~ 2. Pelos Lemas 3.2 e 4.4, para um ¢ > 0 suficientemente pequeno, temos que

In/ TV Eol| g0 < (/TR0 || er . < OT'F In(t/T) Kol o.

1—¢ 1—¢

SCT= T2 | Kyl ape . < CT [ Kyvll g0 < C7F o]l

s
Deste modo, segue também que

In(t/T)? Kyvlly-1e < |[n(t/T)*Kxv|| ega . < CTFJo]

—_ 1 .
X2 F X2°

Portanto, obtemos (5.3) e o lema esta provado. O
Em seguida, checamos que o sistema (5.1) estd globalmente bem colocado no espago

H*(T), para qualquer s > 0.

Teorema 5.1 (Boa colocagao). Sejam A >0 e s > 0 dados. Entdo para quaisquer T' > 0
1 S .

e ug € HS(T) existe uma tnica solugio v € Z2" N C([0,T]; L*(T)) de (5.1). Além disso, a

sequinte estimativa vale

lull 3.« < ars(lluollo)llulls, (5-4)

T

onde ars : RT — RT é uma fungao continua nao decrescente, que depende apenas de T e s.

Prova: Primeiramente, demonstraremos a existéncia e a unicidade de uma solugao u €
1
72° N L*(0,T; L(T)) da equagio (5.1) para um tempo 7' > 0 suficientemente pequeno.

Seja up € HF(T) dado arbitrariamente. Escrevemos o sistema (5.1) na sua forma integral,

u(t) = W(t)ug — /0 W(t — 7)(uug)(T)dT — /0 W(t —7)(Kyu)(T)dr, (5.5)

onde W (t) = e H%ee=1%) & ym grupo.
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Em seguida, para o estado ug fornecido, defina o mapa
t t

I'(v) = W(t)uo — / W (t = 7)(v,) (7)dr — / W(t = ) () (r)dr.
0 0

Deste modo, segue dos itens (i) e (ii) do Lema 4.2, e dos Lemas 4.5 e 5.1 que para quaisquer

Ll
v,v' € Z2 N L*0,T; L3(T)), temos
IT@ .. < Cilluolls + Callvvall__y.. + C5T o]l _y.
’ g (5.6)

T

< Cilluolls + CoaT?0|? y . + CsT'#|Jo]| s,
Z% Zp

e da mesma forma, notando que

(0 +0)(v=2"),,

N | —

1

VU; — V'V,

temos também
IT(v) — F@,)“zé’s < CT'lv + U'I|Z§,s v = U'HZT%,S + T o~ U'||Z§,sv (5.7)
onde (4, Cs, C3 e 6 sao constantes positivas.
Agora, defina d := 2C||ugl|s e escolha T > 0 suficientemente pequeno, tal que
(5.8)

1
2dCyT? + C5T' 5 < 5
)

<de |V 1.,<d, de (5.6) e (5.7) obtemos
z2z

Supondo que HUHZ%J
T

d
IC@)]_y.0 < Culluolls + CoT?d® + CoT'5d < 5 + d(dCT" + C4T* ) < d.

bR
ZT

e similarmente, segue que

IT@) = T30 € 2CoT o =2f| g + CT* o = v .

1
6 1—¢ ! I
< (2dCyT° + C3TF|jv — v “Zﬁ’s < §||v —v HZz%’S'
Logo, T' é uma contracdo na bola B(0;d) de Z2° N L*(0,T; L3(T)), na norma de Z2”.
Entao pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, o ponto fixo u de I" é a solugao de (5.1)

1 S . . .
procurada no espago Z2 N L*(0,T; L(T)). Da propriedade (iv) dos espagos de Bourgain,

segue que u € C([0,7]; H*(T)) com

[wl| Lo 0,715 (1)) < C4||UHZT§,S < Cs|luolls,
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por imersao continua e da definicao de d, onde Cj5 = 2C1C,. Com isso, provamos a boa
colocacao local.
Agora, provaremos a existéncia global de uma solucao. Primeiro, assuma que s = 0.

Lembre-se que Ky = GG*L,'. Entdo a solucio u do sistema (5.1) satisfaz
t
a1 ol == [ (GL ., Guyr)ar, vz 0. (59)
0
Note que se A = 0, entao
t
lu( D116 = lluollg —/0 IGull5(r)dr < [luollg, ¥t > 0.
Aplicando o Lema de Gronwall em (5.9), temos que
lu( )15 < e“lluollo, 0<t<T, (5.10)

onde T > 0 satisfaz (5.8) e C = ||G|]*|| Ly ||
Assim, tomando vy = u(z,T) como dado inicial do sistema (5.1), pela argumentagao

anterior, segue que
lul, T+ )0 = llv(- )]0 < € llollo < €*|uollo, 0<t<T.

Isto é,

lu(- O)lIF < e“lluollo 0 <t < 2T
Portanto, iterando o argumento, obtemos a boa colocagao global do sistema em LZ(T).
A seguir, mostraremos que o sistema estd globalmente bem colocado em H3(T). Suponha
u solugao suave de (5.1), e defina v := u;. Entao v é solugao do seguinte sistema

Uy + pUg + Vg + (w0), = —Kyu, €T, teR,
(5.11)

v(z,0) = vo(z), xz e T,

com condigoes de contorno periddicas, onde vy = —Kyu — uy — puy — uoug. Para T > 0

satisfazendo (5.8), temos que

[ull 10 < d=2C[uolo.
ZT

Pelos mesmos célculos usados em (5.6), obtemos

1]l 3.0 < Culluollo + (4C1CoT? |Juo o + CSTPE)HUHZ%,(),
T T
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e assim,

HUHZ%,O < 204 ||volfo,
T

para um 0 < 7" < S(||ugllo), onde S(-) é uma fungao continua nao crescente. Portanto,

0] Lo (0,7522(1)) < C4||UHZ%,0 < Cs|lvollo,
T

para 0 < T < S(||uo|lo). Pelas desigualdades de Gagliardo-Niremberg e Young, da equagao
Ugze = —Ku —v — HUg — ULy,
obtemos
[tazzllo < [[Koullo + flvllo + [I( + w)uzlo
< Csllullo + [vllo + Crllual ooy + [lullol|ual| oo (r)
3 1
< Csllullo + [[vllo + Cslluazallo + Collullg uars |l

< Cellullo + [|vllo + Cslltizzallo + Co (JJully + lwazallo)

< Cutlltzaallo + [[vollo + Cz (lullo + [full5) ,
para 0 <t < T < S(||lugllo). Consequentemente,

||U||L°°(0,T;H3(T)) <args (lluollo) [uolls

para T' < S(||uollo)-
Isso combinado a (5.10), nos mostra que u € C(R™; H3(T)), e que (5.4) vale para s = 3.
Para qualquer s = 3n, onde n € N, podemos encontrar um resultado semelhante. Para os

outros valores de s, a boa colocagao global segue da interpolagao nao linear. O]

5.2 Estabilizacao Local

Nesta se¢@o provaremos um resultado de estabilizagdo exponencial local do sistema (5.1)
nos espagos H*(T). Porém, antes devemos mostrar algumas estimativas para o grupo W, (¢),

gerado pelo operador A — K.

Lema 5.2. Sejam s > 0, A\ >0 e T > 0 dados. Entao:
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(i) Para qualquer ¢ € HS(T),
||WA(7¢)¢||Z2 S llolls;

1
.. . 5,8
(i1) Para quaisquer u,v € Z3",

/0 Wi(t — 7)(uv)(7)dr

oll g

<
e STl

Prova: Definindo w(t) :== W)(t)¢, vemos que a fungao w é solugao do sistema linear (3.28).

Entao, escrevendo o sistema em sua forma integral, obtemos
t
Wi(t)p = W(t)p — / W(t— 1) (K\Wx(1)o)dr. (5.12)
0

Deste modo, pelo item (i) do Lema 4.2 e pelo Lema 5.1, temos que

/Wt—r)(KAW,\( \o)dr

IWA®E,3. < IW(EBSI],5.

1
208
Zr

< Ol + OT1-8||WA<t>¢||Z%,S.
T
Assim, o item (i) segue para 7' > 0 suficientemente pequeno, digamos 7" < T". Para T' > T",

o resultado segue por uma inducao.

Para provar o item (ii), usamos a igualdade

/OWA@—T dT—/Wt—T T)dT—/OtW(t—T)K)\</OTW,\(T—T)f(7’)dr>dT,

que para f = (uv),, obtemos

/ Wi(t — 7)(uv)(7)dT

1
Z2’

E]

/Wz—T ,\(/OTWA(T—T)(uv)I(T)dr> dr

/ Wi(t — 7)(uv)(7)dr

/Wt—T (uv),(7)d

N
T

Z,

3
ZT

S

<Nkl _y. +CT
T

)

SCT”HUII Aol 4. +CT e
Z

/ Wi(t — ) (wv)o (1)dr

Zj% *
onde usamos os Lemas 4.2, 4.5 e 5.1. Logo, o item (ii) segue para 7" > 0 suficientemente
pequeno, digamos 1" < T". Para T > T’ o resultado segue por (i) e por indugao. O

Em seguida apresentamos o resultado de estabilizacao local, com velocidade de decaimento

exponencial arbitrariamente grande, devido ao amortecimento h = — K u aplicado.
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Teorema 5.2 (Estabilizagao completa local). Sejam s > 0 ¢ 0 < XN < X dados.
Existe um 6 > 0 tal que para qualquer ug € HE(T) com ||uolls < 6, a solugdo u de (5.1)

correspondente a g, satisfaz
lu(6)lls < Ce ™ uolls V>0,
onde C' > 0 € uma constante independente de uy.

Prova: Seja uy € H{(T) dado. O sistema (5.1) pode ser escrito na sua forma integral
equivalente
t
w(t) = W (£)uo — / Wy(t — 7) () (7)dr- (5.13)
0
Novamente, note que W, (t)ug é solugao do sistema (3.28). Entao, pela Proposi¢ao 3.2, para

o dado s > 0, existe uma constante C' = C; > 0 tal que
IWA()uolls < Ce™Juos, (5.14)
para todo t > 0. Podemos tomar T > 0 suficientemente grande, tal que

20 e AT < 1,

isto é,
2Ce ™ < e, (5.15)

para todo ¢t > T'. De (5.13), definimos o mapa
t
[(v) = Wyug — / Wi(t — 7)(vv,)(T)dr.
0

Procuramos, entao, uma solucao u de (5.1), como um ponto fixo do mapa I', em alguma bola
B(0; R) no espago ZT%’S N L*(0,T; L3(T)) para a norma de ZT%’S. No momento, isto serd feito
supondo que ||[ug||s < d, para um § > 0 pequeno, ainda a ser determinado. Além disso, para
garantir a estabilizagdo exponencial com a velocidade de decaimento X', os valores de § e R

serao tomados de forma que

la(T)lls < €T uolls.

Pelo Lema 5.2, existem constantes C e (s, independentes de R e 9, tais que

IT@I 3.0 < Culluolls + Callvll? 5., (5.16)
ZT

T
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IT(0) =TIy < Collo+ 07|y (5.17)

58 —

v—1|
T T Z

%,s?
T

1, 1,
para quaisquer v, v’ € Z2 NL*(0,T; L(T)). No entanto, como temos Z2" < C([0,T]; H*(T)),

existe uma constante C’ > 0 tal que para todo v € B(0; R), obtemos

IT()(T) ]« < [Wa(T)uolls + / WA(T — 7)(v0,) (r)dr

s

< Ce M ||ugls + C’

1

/ W(T — 7)(vv,)(T)dT .
0 zZ (5.18)

< Ce™ M |ugl|s + Caflv])? 1
z?
< Cei)\T(S + C3R27

onde usamos o item (ii) do Lema 5.2 na segunda desigualdade. Agora, escolhemos Cy > 0 e

R > 0 de modo que:

(a) & < Ce ™M,

(b) (C1Cs+ Cy)R* < R;

(c) 2RCy < 3.

Defina § := C; R%. Assim por (a) e (b), usando (5.16), segue que
||F(U)||Zé,s < 1o+ CoR* < R,

e por (c), de (5.17) obtemos

/ / /
IP(@) =L@ 3.0 < 2BGflo =]y < Sllo =o'y

I3,
T T
para todo v,v" € B(0; R).
Portanto, I" é uma contra¢do na bola B(0; R) do espago Z:%’s N L?(0,T; L(T)). Pelo
Teorema do Ponto Fixo de Banach, obtemos seu tunico ponto fixo u € B(0; R) e, usando

(5.15) e (5.18), concluimos que u satisfaz

[u(D)ls = T (u)(T)]ls < Ce™6 + %04}22 < Ce ™5+ Ce s < e N7
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N

Por fim, assuma que 0 < [Jug||s < d. Trocando § por 0" := ||ug||s e R por R’ = (%/) R,

temos que
o’ o /
|u(T)||s < Ce™™§ + ngRz < Ce My + C’ef)‘TC4gR2 <20 < e ugs.

1 S
Indutivamente, obtemos também que ||u(nT)]||; < e " ||lug||s. Como Z2" — C([0, T]; H(T)),

por propriedade do semigrupo, temos que existe uma constante Cy > 0 tal que
lu(®)ls < Coe™||uolls V>0,

uma vez que ||up|| < 6. Finalizamos, assim a demonstragao. O

5.3 Estabilizacao Global

Nesta se¢ao provaremos a estabilizagao global do sistema (5.1). Primeiro, estabeleceremos
este resultado no espago L3(T), em seguida, estendemos tal resultado para os espacos H§(T),

onde s > 0.

Proposicao 5.1 (Desigualdade de observabilidade). Suponha A = 0. Sejam T > 0 e

R > 0 dados. Entao existe uma constante 3 > 1 tal que, para qualquer ug € LE(T) com
|uollo < R,
a solugdo correspondente u de (5.1) satisfaz
T
Jually < 8 [ IGule)an (5.19)

Prova: Lembre-se que o operador Ky = GG*. Faremos a demonstracao por contradicao.
Suponha que (5.19) ndo ocorre. Entao, existe uma sequéncia (u,),en de solugdes do sistema

Ll
(5.1) no espago Z2" N L*(0,T; L3(T)) com
[[un(0)[l0 < Ro

satisfazendo

T
1
| 16wl < Zlun (5.20)
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Como ay, = [|u,(0)|lo < Ry, podemos escolher uma subsequéncia de (a,),en, ainda denotada
por (a,), tal que

an, — a.

Dividiremos a demonstracao nos dois casos possiveis: a > 0 e a = 0.
Primeiro caso: a > 0
1
Note que a sequéncia (u,) é limitada nos espagos Xj%’o e L>=(0,T; L*(T)). De fato, pelo

Teorema 5.1 temos que

l|tn | Lo (0,322 (T)) < Cl”unHZ%,o < Cha, < CyRy.
T

_1
Observe também que a sequéncia (9, (u?))nen ¢ limitada no espago X 2% Com efeito, pelo
Lema 4.5 segue que

102 ()30 < Callunl? ) , < CaRE.
T

2%
Por outro lado, temos a imersao compacta XI%JO <% X27'. Deste modo, pelo Teorema de
Banach-Alaoglu-Bourbaki e pela imersao compacta, podemos extrair uma subsequéncia de
(uy), ainda denotada por (u,), tal que

1
5.0 0,—1
u, — u fracamente em X7, e fortemente em X,

1 1
- §8m(ui) — f fracamente em X, 20
1 _1
para u € Xz%’o e f € XT2’0. Além disso, pelo item (ii) do Lema 4.3, obtemos a imersao
1
continua XT2’0 — LYT x (0,7)). Entao, (u?),en é limitada em L*(T x (0,7)). Ou seja, a

sequéncia (9, (u?)) ¢ limitada em
L*(0,T; HHT)) = X",

1
. ~ —35.0 0,—1 4 4
Fazendo uma interpolagao entre os espagos X.2" e X, obtemos que (9, (u,)?) é também
limitada nos espagos intermediarios

—0

)

—11-0)+00, 0(1-6)—1

] _l_i_Q
2 — 22
Xr =Xp

. ~ -1 Qy-@ _17_1
para 0 < 6 < 1. Como temos a imersao compacta XTQJr2 < X;? para0 <0 <1,
podemos novamente extrair uma subsequéncia de (u,), ainda denotada por (u,), tal que

1 _1_
—§8x(ui) — f fortemente em X’ g
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De (5.20), segue que
T T
| 1Guie ~ [ Guliae=o
0 0
o que implica que Gu(z,t) = 0. Deste modo, por definigdo do operador G, temos que
g(z)u(z,t) = g() / 9(y)uly, t)dy,
T
e assim, para x € w = {z € T : g(z) > 0}, obtemos

ua, ) = / o(y)uly. tyd,

isto é, u(x,t) = h(t) em w x (0,7"), para alguma fungao h(t).

Portanto, fazendo n tender ao infinito, por (5.1) temos que

U + Pty + Ugee = f em T x (0,7,

(5.21)
u = h(t) em w x (0,7).
Defina w,, == u, —u e f, = —%&(ui) — f — Kyu,. Deste modo, w,, satisfaz a equacao
Lw, = f,, VnéeN,
onde L = 0; + 0, + Opze- Agora, note que
T T
| 1Gunliae = [ 1Gu, - Gulfa
0 0
, , . (5.22)
= / |G || 2t +/ | Gul|gdt — / (Guy, Gu)odt — 0.
0 0 0
Por outro lado,
2
[ 1wt = [ [ o) (o)~ [ oty )| dsa
T
/ / wn x,t Qdasdt
(5.23)

+/ /g(@2 (/g(y)wn(y,t)dy)zdxdt
_2/ / “wn(z, 1) (/Tg(y)wn(y,t)dy) dadt.

Como w,, — 0 fracamente em XTE’O, do Lema 2.2 obtemos que

/T 9(y)waly, t)dy — 0,
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fortemente em L?(0,T). Isso combinado a (5.22) e (5.23), nos da

// wn:vt dxdt—>0.

Logo,

w,, — 0 fortemente em L*(0,T; L*(@)),

-1
fn — 0 fortemente em X,*"

onde & = {z € w; g(x) > [|g]lroo(m)/2} -

Aplicando a Proposicao 4.3 com b = % e b =0, as fungoes w,, e f,, vemos que
w, — 0 fortemente em L7 _((0,T); L*(T)).

Consequentemente, obtemos que u? — u? fortemente em L ((0,7); L'(T)), e que d,(u?) —

9, (u?) no sentido das distribuigoes. Portanto, f = —30,(u®) eu € X 20 satisfaz

Up + fy + Ugge +uu, =0 em T x (0,7,

u = h(t) em w x (0,7).

Da sistema acima, segue que h/(t) = 0 em w x (0,7, isto é, h(t) = ¢ em w x (0,7T), para

alguma constante ¢ € R. Isto aliado ao Corolario 4.2, implica que

u(z,t) =

em T x (0,7). Como o valor médio [u] = 0, temos que ¢ = 0. Logo, u,, — 0 fortemente em

L2

loc

((0,T); L*(T)). Podemos tomar um t, € [0,7] tal que u,(ty) — 0 fortemente em L?*(T).

Como
to
2 2 2
[[un(0)[5 = llun(to)llo +/ [Gunl|gdt,
0
de (5.20), temos que a,, = ||u,(0)|lo — 0, uma contradi¢ao visto que a > 0.
Segundo caso: a =0
Note que a,, > 0 para todo n € N. Deste modo, podemos definir

u
Uy = —, VYnéEN.

an
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Entao

Lv,, + a?”(?z(vi) = —Kyv,,

e por (5.20), também temos
1

n .

T
/ |G, ||2dt < (5.24)
0

Como

[0 (0)[lo = 1, (5.25)

a sequéncia (v, )nen € limitada nos espagos X%:’O e L>=(0,T; L*(T)). De fato, ||v,(t)|o ¢ uma
fungdo nao crescente, e a limitagao de HU"”X%’O segue para valores de T suficientemente
pequenos, por um argumento similar ao feito nTa desigualdade (5.6). Podemos entao extrair
uma subsequéncia de (v,), ainda denotada por (v,), tal que v, — v fracamente em XT%’0 e

1
0,—1 —3—1 ; . Al , 1e
fortemente em X" e X.2" . Além disso, a sequéncia (9,(v2))nen ¢ limitada no espago

1
-1o0
X2", e portanto a,0,(v2) — 0 nesse espago. Por fim,

T
/ |G|[2dt = 0.
0

Logo, v é solucao do seguinte sistema

Vg + Vg + Ve =0 em T x (0,7, (5.26)

v = h(t) em w x (0,7).
Pelo Teorema 2.3, vemos que v(z,t) = h(t) = cem T x (0,7"), e como o valor médio [v] = 0,

obtemos também que ¢ = 0. De (5.24), temos que

T
/ G2t — 0,
0

1
e assim Kov, — 0 fortemente em X ?’ " Aplicando novamente a Proposicao 4.3, vemos
que v, — 0 fortemente em L? ((0,7); L*(T)). Entao, podemos tomar um ¢, € (0,T) tal que

loc

vn(ty) — 0 fortemente em L?*(T). Como

to
[on(0)[[5 = Ilvn(to)\|§+/0 |Gon[5dt,

de (5.20) vemos que ||v,(0)]|p — 0 uma contradi¢ao a (5.25). O
A seguir, mostramos a estabilizacao global do sistema (5.1) com X = 0 no espago L3(T),
que ¢ uma consequéncia direta da desigualdade de observabilidade provada na proposicao

anterior.
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Teorema 5.3. Suponha A = 0. Existe um k > 0 tal que para qualquer Ry > 0, existe uma

constante C > 0 tal que para qualquer uy € L(T) com
|uollo < R,
a solugdo correspondente u de (5.1) satisfaz
[u(-,t)llo < Ce™[uollo, (5.27)
para todo t > 0.
Prova: Assumindo A = 0, temos que
t
lu(-, )15 = lluolls — /0 |Gull§(r)dr vt =0.
Para T' > 0 dado, pela Proposicao 5.1, segue que
T T
- DIE <6 [ IGulio - [ IGuliar
0 0
T
<(-1) [ Iculia
0
< (B =D ([lul-, TG — lluollp),
isto é,

lu( T2 < (1 - %) o2

Deste modo, indutivamente obtemos que

1 k
(-, KT)|2 < (1—5) lwol2, ke N,

e assim (5.27) segue. Por fim, obtemos uma constante x independente de Ry, notando
que para t > c(||ugl|), a norma |ju(-,t)|lo < 1. Entdo, podemos simplesmente tomar o &
correspondente a Ry = 1. O

Precisamos de um resultado estabilizacao exponencial para o sistema linearizado

Wi + PWy + Wage + hw, = —Kyw, €T, tekR,
(5.28)

w(x,0) = wy(x), z e T,

1 S
com condigoes periédicas, onde a fungao h € Z2" N L*(0,T; L*(T)) é dada.
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Lema 5.3. Assuma A =0, e seja k o infimo dos k obtidos na Proposicio 3.1 e no Teorema
5.3. Seja s > 0 dado e suponha que h € ZT%’S N L0, T; L*(T)) para todo T > 0. Entao para
qualquer 0 < k' < K, existem T > 0 e § > 0 tais que se
sup ||A]|] 1. < B, (5.29)
neN 23 (n1)T)
entao

lw(- )]s < Ce™lwolls V=0,
onde C' > 0 € uma constante independente de wy.

Prova: Um argumento totalmente andlogo ao feito no Teorema 5.1, nos mostra que para
1 S ~ . ’ . ~
todoT >0es>0,sehe Z2 NL*0,T;L*T)), entao (5.28) admite uma tnica solugao
Ll
w e Z2 N L*0,T; L*(T)) tal que

ol g < (. ) ol (5.30)
T

T
onde 7 : R™ — R* é uma fungdo continua nao decrescente. Escrevendo (5.28) na sua forma
integral
t
w(t) = Wo(t)wy — / Wo(t — 7)(hw).(T)dT, (5.31)
0
onde Wy(t) é o grupo fortemente continuo gerado por A — K. Assim, para qualquer 7' > 0,
pela Proposigao 3.1 e pelo Lema 5.2, segue, por (5.30) e (5.31), que
lw( T)lls < Cre™ Jlwolls + Callh]l_y . llwll .
T T

< o unl + Calfl . (1Al 5. ) s,
T T

onde C] > 0 é independe de T > 0 e C5 > 0 pode depender de T. Note que para qualquer

n € N, temos que
(n+1)T
w(e, (n + 1T) = Wo((n + 1)T)wp — /O Wo((n + DT — £)(hw), (7)dr
— Wo(T)Wo(nT )y — Wo(T) /0 " WonT — 7)(hw)(7)dr
(n+1)T
_ / Wo((n + DT — £)(hw). (7)dr

T

—W(T) <W0(nT)w0 - /0 " WanT T)(hw)x(T)dT>
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(n+1)T

— /T Wo((n+1)T —t)(hw),(7)dT
(n+1)T

— Wo(T)w(-,nT) — / Wo((n + 1)T — t)(hw), (r)dr

nT
Dai, segue por (5.30), que
s+ DD < Coe oDl Callbly. 3 (Wilye ) ol
[nT,(n+1)T) [nT,(n+1)T)
Agora, escolha T' > 0 suficientemente grande e 8 > 0 suficientemente pequeno tais que
C’lef“T + CQB’Y(ﬁ) < eiﬁ/T.
Deste modo, desde que (5.29) acontega, obtemos

||U)(, (TL + 1>T)||s < B_H/THUJ(',HT)HS Vn e N.

E assim,
[w(-,nT)ls < e wolls, VneN.
Consequentemente,
lw (- 8)lls < Ce™lwolls,
para todo t > 0. Provando assim o resultado. O

Finalmente, provaremos que o sistema (5.1) com A = 0 tem decaimento exponencial para

qualquer espaco H*(T), tal que s > 0.

Teorema 5.4 (Estabilizagao exponencial global). Assuma A =0 e k > 0 como no lema
anterior. Sejam s > 0 e 0 < k' < k dados. Entao existe uma fungao o, : RT — RT tal que

para qualquer ug € H{(T), a solugdo correspondente u de (5.1) satisfaz
-, D)lls < aswlluollo)e™ ! uolls
para todo t > 0.

Prova: Note que o caso s = 0, ja foi provado no Teorema 5.3, com k' = k. Primeiro,

consideraremos o caso s = 3.
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Fixe Ry > 0, e seja ug € Hy(T) tal que ||ug|| < Rp. Seja u solugao de (5.1) correspondente

ao dado inicial ug. Definindo v = u;, temos que v é solucao do sistema

Ut + pUz + Vgp + (uv), = —Kov, z €T, t € R,
(5.32)

U(I‘,O) = UO(£)> S T7
com condigoes de contorno periddicas, onde vy = —Kgug — pug — Uty — uy -
De (5.4) e (5.27), para qualquer T' > 0, existem contantes C; > 0 e Cy > 0 dependendo

apenas de T' e Ry, respectivamente, tais que

Ju( O 10 < Cillu(,t)[lo < C1Coe ™ ||ugllo,

[t+T,T]

para todo t > 0. Assim, para qualquer € > 0, existe um ¢’ > 0 de modo que

(0o <

[t+T,T]

para todo t > t'. Seja 3 tal como no Lema 5.3, e escolha 0 < ¢ < 3.

Aplicando o Lema 5.3 no sistema (5.32), obtemos
(-, D)llo < C1Cae™ (-, 1) o,
para qualquer ¢ > t'. Ou ainda,
lo(-, )l < Cae™|fuollo, V>0,
onde C'5 > 0 depende apenas de Ry. Entao, segue da equacao
Upze = —Kou — uuy — prug, — v

e do Teorema 5.3, que

”U’<7t)||3 < Ceiﬁ/t||u0||37 Vit > 07

onde C > 0 depende apenas de Ry.
O teorema foi provado para os casos s = 0 e s = 3. Usando a mesma argumentagao para

u; — ug € h = uy + us para duas solugoes diferentes u; e us, obtemos a estimativa

I(ur = u) (-, )0 < Ce™* (w1 — ) (-, 0)lo

para a interpolacao nao linear, e os casos 0 < s < 3 seguem. Os outros casos de s podem ser

provados de forma similar. O
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5.4 Controle Exato Global

Agora, finalmente temos as ferramentes necessarias para provar que o sistema

U + Uy + Ugye +uu, = Gh, €T, t R,
(5.33)
u(z,0) = up(x), rxeT,

com condicoes de contorno periddicas, é globalmente exatamente controlavel nos espacos

H*(T), para s > 0.

Teorema 5.5 (Controle exato global). Sejam s > 0 e Ry > 0 dados. Eriste um tempo

T > 0 tal que se ug,u; € HS(T) satisfazem
uolls < Ro, lus]ls < R,

entdo é possivel encontrar um controle h € L*(0,T; H*(T)) de forma que o sistema (5.33)

admita uma solugdo u € C([0,T]; H3(T)) satisfazendo
u(z, T) = uy(x).

Prova: Assuma A = 0 no sistema (5.1) e tome Ty > 0 arbitrario. Pelo Teorema A (ver

introdugao), existe um § > 0, tal que para quaisquer wp, w; € HS(T) com
[wolls <6, fwills <6,

é possivel encontrar um controle h € L?(0,Ty; H5(T)) de forma que o sistema (5.33) admita

uma solugao u € C([0, Tp]; H§(T)) satisfazendo
w(z,0) = wo(x), w(x,Tp) = wi(x).

Sejam ug, u; € HS(T) dados com

ol s (ry < Ro,  ||url[zs(my < Ro.

Pelo Teorema 5.4, existe um ¢y > 0 suficientemente grande tal que as solugdes u e v’ de (5.1),

correspondentes a ug e u1, respectivamente, satisfazem
lu- to)lls <0, [[u'(- to)ls < 6.

Portanto, pela reversibilidade no tempo da equagao KdV, o resultado segue. O
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