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RESUMO

Neste trabalho propomos um modelo epidemioldgico para a disseminagao de do-
encas infecciosas que simultaneamente considera a dindmica evolutiva e epidémica dos
patogenos. Supomos que diferentes cepas do patogeno podem ser identificadas por alguma
caracteristica de interesse, representada por uma variavel continua x definida num inter-
valo [0, L] para algum L > 0. A caracteristica pode sofrer mutagio, modelada por um
processo de caminhada aleatdria unidimensional. Assumimos que a mutagdo ocorre no
momento da transmissao, por influéncia ambiental por exemplo, de forma que coinfeccao e
superinfec¢ao nao foram considerados. A partir de um modelo epidemiolégico basico SIR
(suscetiveis-infectados-removidos), supomos que a caracteristica x influencia as compo-
nentes epidemioldgicas do patégeno. No nivel da comunidade, diferentes valores de x sdo
caracterizados por uma fungao de contato 5(z), uma fun¢ao de remocao y(z) e por uma
funcao taxa de mortalidade induzida m(z), que substituem os pardmetros correspondentes
considerados constantes no modelo basico. O processo de mutagao introduz um novo termo
que resulta em um modelo SIR com difuséo, representada por uma equacao diferencial
parabdlica com coeficientes varidveis. Usamos o modelo para estudar a evolugao da viru-
léncia dos patdgenos. No contexto da dindmica adaptativa, a selegdo natural favorece o
patdégeno que tem o maior nimero reprodutivo béasico. Nés interpretamos essa hipotese
como um problema de controle 6timo e usamos o principio do maximo de Pontryagin para

analisar qualitativamente as estratégias evolutivas 6timas do patogeno.

Palavras-chave: Modelo SIR difuso. Modelos epidemiolégicos. Evolugao da viruléncia.

Teoria do controle 6timo. Principio do maximo de Pontryagin.



ABSTRACT

In this work we propose an epidemic model for the spread of infectious disease that
simultaneously considers the evolutionary and epidemic dynamics of the pathogens. We
assume that different strains of the pathogen can be identified by some trait of interest,
represented by a continuous variable x defined in the interval [0, L] for some L > 0. Traits
can undergo mutation, modeled by one-dimensional random walk process. We supposed
that the mutation occurs at the time of transmission, by environmental influence for
example, so that neither co-infection nor super-infection were considered. From a basic
epidemic model SIR (susceptible-infectious-removed), we assume that the trait = influences
the epidemiological components of the pathogen. At community level, the different values
of x are characterized by a contact function 3(x), a removal function ~(z) and by an
induced mortality rate function m(x), that replace the corresponding parameters considered
constants in the basic model. The mutation process introduces a new term that results
in the diffusive SIR model, represented by parabolic partial differential equation with
variable coefficients. We used the model to study the virulence evolution of the pathogens.
In the framework of adaptive dynamics theory, natural selection favors the pathogen that
has the greatest basic reproductive number. We interpret that hypothesis as an optimal
control problem and we use the maximum principle of Pontryagin to analyze qualitatively

the optimal evolutionary strategies of the pathogen.

Keywords: Diffuse SIR model. Epidemic models. Virulence evolution. Optimal control

theory. Pontryagin’s maximum principle.
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1 INTRODUCAO

Agentes patogénicos, como virus e bactérias, ao se estabelecerem em um hospedeiro
passam a utiliza-lo como fonte de recursos para a manutencao de sua prépria existéncia.

O dano causado ao hospedeiro nesse processo é denominado genericamente de viruléncia.

Como e por que os patdgenos evoluem para niveis mais baixos ou mais altos de
viruléncia é uma questdo que tem merecido intensa pesquisa nas ultimas décadas. Além do
interesse tedrico, Bull (1994) destaca que o desenvolvimento de uma teoria evolutiva dos
patdgenos tem grande potencial para contribuicao no melhoramento da vida do ser humano.
Entre as possiveis aplicagoes destacam-se o controle da viruléncia de cepas existentes,
o combate ao surgimento de cepas altamente virulentas resistentes a medicamentos e
o desenvolvimento de vacinas mais eficientes e seguras a partir de patdgenos “vivos”

atenuados.

As dificuldades em desenvolver uma teoria geral para a evolucdo dos patégenos
comega com a propria definicdo de viruléncia. Nao ha um consenso entre os pesquisa-
dores, o que tem resultado numa aparente discordancia entre os resultados tedricos e
empiricos (ALIZON et al., 2009).

Os modelos matematicos para a disseminagao de doengas infecciosas usualmente
definem a viruléncia como o aumento na taxa de mortalidade do hospedeiro devido a
doenca e abordam a evolugdo dos patdgenos acompanhando o desenvolvimento dos seus
componentes epidemiologicos em funcao deste parametro. Durante uma infeccao, entretanto,
hé altos nivel de variagdo genética, geralmente gerada por mutacdo e recombinagao. Desta
forma, para se fazer predi¢des mais precisas sobre a dindmica epidemioldgica de uma

doenca, é necessario que esses modelos incorporem a evolucao dos patégenos como espécie.

Muitos modelos matematicos tem surgido buscando fazer a conexao entre a di-
namica evolutiva dos patdgenos dentro do hospedeiro e a dindmica epidemiolégica da
disseminagao da doenca entre os hospedeiros. Day (2009) alerta que um dos obstéculos
no desenvolvimento de uma teoria geral estd na complexidade em descrever a agao do
processo de selecdo natural nesses dois niveis e que para ter qualquer progresso nesta
tarefa é necessario fazer simplificacdes. Ele ilustra suas observagoes usando duas técnicas
matematicas: Teoria da Dindmica Adaptativa a partir da aplicagdo da técnica de Andlise
de Invasao, e Teorias Economicas a partir da aplicacao da Equacao Price. De forma
semelhante, Boldin e Kisdi (2012), também com base na teoria da dindmica adaptativa,
propuseram um modelo epidemiolégico geral para abordar as pressdes da selecdo natural
em patogenos que podem adaptar o processo de transmissao por contato direto entre

hospedeiros suscetiveis e infectados para transmissao ambiental
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No cenario da andlise de invasao o ponto de partida é escolher um modelo epidémico
base. Em seguida supGe-se que os patdgenos podem ser classificados por suas componentes
epidemioldgicos e que elas variam ao longo da infeccdo. Cada cepa, portanto, possui um
numero reprodutivo basico Ry, identificado como a aptidao do patdégeno para manter-se
como espécie. O objetivo é determinar a cepa, classificada pela(s) componente(s) mutante(s),

que conduz ao maior Ry.

Em seu trabalho, Day (2009) escolheu um modelo compartimental do tipo SI
(Suscetiveis-Infecciosos) com populagao varidavel, e classificou o patdgeno pelas taxas de
transmissao e viruléncia (mortalidade induzida pela doenga). Também foi feita a hipdtese
de que um hospedeiro pode abrigar uma tinica cepa, de forma que no caso de coinfecgio,
uma das cepas ¢é instantaneamente eliminada. Com isso apenas dois tipos de patégenos
circulam a cada momento e se busca saber se a cepa invasora ira substituir a residente,
causando assim uma mudancga evolutiva. Hipdteses semelhantes também foram consideras

em Boldin e Kisdi (2012) com base em um modelo SIR (Suscetiveis-Infecciosos-Removidos).

Nesta tese propomos um modelo epidemiolégico compartimental, com base no
modelo SIR bésico utilizado por Anderson e May (1979), em que o patdgeno é classificado
por alguma caracteristica de interesse, modelada como uma varidvel continua x € [0, L]
para algum L > 0. Diferentemente das ideias apresentadas acima, ndo supomos que tal
caracteristica seja uma componente epidemiolégica do patégeno, mas admitimos que
ela tenha influéncia em cada uma dessas componentes. Assim, as taxas de transmissao,
recuperacao e de mortalidade induzida pelo patégeno sao substituidas por fungoes que
dependem de z. Nao atribuimos nenhuma forma especifica para essas fungoes, apenas
hipéteses genéricas basicas sdo admitidas a fim de que o modelo possa se manter ma-
tematicamente tratavel. A caracteristica x é passivel de mutagdo, modelada como uma
caminhada aleatéria (OKUBO; LEVIN, 2002), o que nos leva a um modelo SIR com
difusdo. A mutacdo, no entanto, é suposta ocorrer no momento da transmissio, de forma

que nem coinfec¢ao nem superinfec¢ao foram consideradas.

Apés o estabelecimento do modelo, como aplicagdo, abordamos o problema da
evolugao da viruléncia sob a perspectiva da Teoria da Dindmica Adaptativa. Como
nao impomos nenhuma forma funcional especifica para as componentes epidemioldgicas
do patégeno, empregamos como técnica de otimizacdo a Teoria do Controle Otimo,
especialmente o Principio do Méximo de Pontryagin (LENHART; WORKMAN;, 2007). As
possiveis estratégias evolutivas sdo obtidas com base na Teoria Qualitativa das Equacoes

Diferenciais Ordinérias.
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Este trabalho se apresenta distribuido da seguinte forma:

e 1o capitulo 2 fazemos uma breve revisdo da literatura sobre a evolucao da viruléncia.
O objetivo é estabelecer alguns conceitos e terminologias, especialmente as hipdteses
de trade-off para a evolucdo dos patdgenos, destacando a necessidade de se construir
novos modelos matematicos que possibilitem uma melhor integracdo entre a teoria
e os resultados obtidos empiricamente. Tais topicos serviram de motivagdo para o

desenvolvimento deste trabalho.

e no capitulo 3 apresentamos a dedugao do modelo. Uma vez que o processo de mutagao
¢ modelado como uma caminhada aleatéria, o resultado é um sistema de equagcoes
SIR acoplado a uma equagdo diferencial parabdlica com coeficientes varidveis e
condicoes de fronteira de Neumann. Aqui algumas caracteristicas basicas do modelo

sao estabelecidas.

e no quarto capitulo usamos nosso modelo para abordar a questdo da evolucdo da
viruléncia com base nas hipdteses da teoria da dinadmica adaptativa interpretadas
como um problema de controle 6timo. Utilizando como ferramenta matematica basica
o Principio do Maximo de Pontryagin, as estratégias evolutivas 6timas do patdgeno

sdo obtidas e comparadas, em certa medida, com as hipétese de trade-off.

e finalizamos com um apéndice em que alguns resultados matematicos da teoria
qualitativa das equagoes diferenciais utilizados durante o texto sdo destacados para

referéncia.
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2 EVOLUCAO DA VIRULENCIA

Neste capitulo destacamos alguns aspectos sobre a teoria da evolucao da viruléncia
que motivaram o desenvolvimento do modelo SIR difusivo com caracterizacao de tipos
que constitui o objetivo central desta tese. H4 uma vasta literatura cientifica sobre o
assunto detalhadamente revisada nos excelentes artigos (BULL, 1994; ALIZON et al.,
2009; CRESSLER et al., 2016).

2.1 A hipétese da aviruléncia

Em muitas intera¢bes patdégenos-hospedeiros tem sido proposto que o nivel de
viruléncia dos patégenos é influenciado pelo processo de selecdo natural. Neste sentido,
uma vez que o patégeno precisa do hospedeiro para sua reproducdo e transmissao, sua
melhor estratégia evolutiva parece ser causar cada vez menos dano ao seu hospedeiro.
Essa era a hipotese dominante na maior parte do século 20, denominada de hipdtese da
aviruléncia, tida como consequéncia inevitavel da evolucao dos patogenos. Uma doenca
severa era tratada como um estado transitério de mal adaptacao, cuja ocorréncia era
considerada m4 sorte (MAY; ANDERSON, 1983).

Aparentemente a hipotese da aviruléncia estava fundamentada na observacao de que
interagoes recentes entre patogeno e hospedeiro geralmente se apresentam de forma mais
virulenta. A reducdo da viruléncia do virus Myxoma em populacgdes de coelhos na Austrélia,
a interac¢do inofensiva do virus SIV (imunodeficiéncia suina), suposta consequéncia da
coevolucao de milhares de anos entre o virus e seu hospedeiro natural, bem como o
surgimento da AIDS, uma doenca fatal causada pela recente interacdo do virus HIV
(imunodeficiéncia humana) com os humanos, estao entre as evidéncias geralmente citadas
que apoiam essa hipétese (NOWAK, 2006).

Apesar da ampla aceitacdo, alguns pesquisadores argumentavam que essas observa-
¢Oes nao eram suficientes para justificar a hipotese da aviruléncia, pois negligenciavam o
fato de que doencas mais graves possuiam maiores chances de serem relatadas, o que nao

ocorria nas interagdes patdgeno-hospedeiros brandas, fossem elas recentes ou nao.

Observagdes posteriores deram conta de que relacionamentos mutualistas poderiam
se tornar parasitarios ao longo da infecdo. Algumas doencas antigas como a maldria,
uma das doengas infecciosas causadora do maior niimero de mortes entre os humanos,
continuavam muito virulentas. Segundo ALIZON et al. (2009), ndo havia relatos definitivos
capazes de apoiarem que interacOes patdgeno-hospedeiro antigas tendessem a se tornarem

menos danosas. No final do século 20 a hipétese da aviruléncia comegou a ser questionada.
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2.2 As hipéteses de trade-off

Por volta dos anos 1960 e 1970 a criacdo de uma nova area do conhecimento, a
ecologia evolutiva, marcou o surgimento de hipéteses alternativas a aviruléncia. A ideia
central passou a ser a de que a intensidade do dano causado pelo patégeno ao seu hospedeiro
dependia de processos epidemioldgicos e evolutivos atuando em diferentes escalas bioldgicas.
Tais processos poderiam conduzir o patégeno a se estabelecer em niveis moderados de
viruléncia. Os trabalhos de Anderson e May (1982) e Ewald (1983) estao entre os primeiros
relatos cientificos de que os patdégenos podem seguir caminhos evolutivos diversos da

aviruléncia.

No contexto da teoria da evolugdo das espécies, o consenso era de que os patogenos
precisavam ter sucesso tanto em interacoes ocorridas dentro dos hospedeiros quanto nas
ocorridas entre os hospedeiros. Essas interacOes estariam sujeitas as pressées do processo
de selecao natural. Patogenos com a habilidade de manipular as populagdes de suscetiveis

a fim de aumentar a sua transmissao, por exemplo, deveriam ser favorecidos.

A habilidade de manipular a populacio de suscetiveis, no entanto, estd intimamente
ligada a capacidade do patdgeno de prolongar sua permanéncia nos hospedeiros infectados,
o que possivelmente significa aumentar sua taxa de reprodugao. Por sua vez, aumentar a
taxa de reproducao dentro do hospedeiro causa mais dano, o que provavelmente resulta na
diminuicao no tempo de infeccao causada por uma possivel morte prematura do hospedeiro.
Essa argumentagao intuitiva sugere que a viruléncia do patdgeno deve evoluir de tal forma
a equilibrar essas pressoes conflitantes do processo de selegao natural, o que resulta nas

chamadas hipdteses de trade-off.

De acordo com (ALIZON et al., 2009; CRESSLER et al., 2016), a primeira hipétese
formulada diz respeito a existéncia de um possivel trade-off entre a viruléncia do patégeno
e a taxa na qual o hospedeiro infectado se recupera (ANDERSON; MAY, 1982; MAY;
ANDERSON;, 1983). Posteriormente também foi sugerido um possivel trade-off entre
a viruléncia e a taxa de transmissao do patdgeno entre os hospedeiros suscetiveis e
infectados (EWALD, 1983). Esses resultados foram obtidos a partir da utilizagdo de um
modelo epidemioldgico compartimental béasico do tipo Suscetiveis-Infectados-Recuperados
(SIR). A hipétese bésica é que o processo de sele¢ao natural conduz o patégeno a maximizar
sua aptiddo para manter a espécie (parasite fitness), medida pelo nimero reprodutivo
bdsico Ry: o nimero de novas infecgoes causadas por um hospedeiro infectado durante
seu periodo infeccioso, quando introduzido numa populacdo formada exclusivamente
de hospedeiros suscetiveis (HETHCOTE, 2000). Neste cenério a defini¢ao de viruléncia
adotada corresponde ao incremento na taxa de mortalidade do hospedeiro devido a presenca

do patégeno.
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No modelo utilizando por Anderson e May (1979), Ry é dado matematicamente

pela expressao
__ BS
Y+m+p
onde 3,7, e m sdo constantes positivas que representam, respectivamente, a taxa de

Ry

transmissao do patégeno por contato entre os hospedeiros suscetiveis e infectados (3); a
taxa de recuperagao dos hospedeiros infectados (7); a taxa de mortalidade natural em cada
compartimento (u) e a taxa de mortalidade induzida pelo patégeno ao hospedeiro infectado

(viruléncia) (m). A constante S representa a densidade dos hospedeiros suscetiveis.

Para maximizar Ry patégenos como menor viruléncia (m — 0) podem ser favo-
recidos, o que corresponde a hipdtese da aviruléncia. Outra possibilidade seria favorecer
os patdégenos como menor taxa de recuperacao (7 — 0) ou aqueles com maior taxa de
transmissao. No entanto isso exige que essas componentes epidemioldgicas nao estejam
relacionadas. A teoria do trade-off parte do principio de que hd uma ligacio entre essas
componentes. Ela estabelece, por exemplo, que néo é possivel para o patégeno aumentar a

taxa de transmissao sem diminuir o tempo de infecgao 1/(y +m + p).

2.2.1 Trade-off entre transmissido e viruléncia

Desde os anos de 1990 intensa pesquisa tedrica tem sido desenvolvida buscando
identificar a ocorréncia de trade-off entre as componentes biolégicas dos patégenos. Até
entdo a hipdtese mais amplamente aceita é a existéncia de um trade-off entre viruléncia e

a taxa de transmissao do patdgeno por contato direto (ALIZON et al., 2009).

A argumentagdo intuitiva é que para aumentar a probabilidade de transmissao, o
patégeno aumenta a sua taxa de reproducao dentro do hospedeiro. Esse aumento consome
mais recursos e causa um dano maior, imobilizando o hospedeiro ou, possivelmente,
levando-o a morte. Dessa forma uma elevac¢ao na taxa de transmissdo do patdgeno resulta
num aumento da viruléncia, mas, ao mesmo tempo, reduz a duragdo da permanéncia do

patdgeno dentro do hospedeiro.

Matematicamente esta hipdtese é colocada supondo que a taxa de transmissao
B = (m) é uma fungio crescente da viruléncia, o que corresponde a supor que esses dois
componentes estao positivamente correlacionados (CRESSLER et al., 2016), de forma
que a aptidao do patdgeno para o modelo epidemioldgico basico, escrita como funcgao da
viruléncia m, é dada por
Ro(m) = 2 S
Y+m—+u
Neste cendrio uma expressao usualmente utilizada para a taxa de transmissao é 3(m) = bm?,
onde b > 0 e s > 0. O pardmetro s determina a forma funcional do relacionamento entre
transmissao e viruléncia (FRANK, 1996).
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2.2.2 Trade-off entre recuperacao e viruléncia

Outro trade-off em potencial, inferido diretamente da férmula para Ry e da hipdtese
de que a selecao natural conduz a evolugao do patdgeno para maximiza-lo, ocorre entre a

taxa de recuperacdo do hospedeiro e a viruléncia.

A argumentagao intuitiva é que o patégeno precisa aumentar a sua taxa de reprodu-
¢ao para evitar que o sistema imunolégico do hospedeiro o elimine. Como antes, o aumento
na populacao de patdgenos dentro do hospedeiro eleva o dano causado, aumentado assim
a viruléncia do patégeno. Em contrapartida, isso reduz o tempo de infecgdo visto que
diminui a possibilidade de recuperagao do hospedeiro (ANDERSON; MAY, 1991; ANTIA;
LEVIN; MAY, 1994).

Matematicamente esta hipdétese é colocada supondo que a taxa de recuperacao
v = v(m) é uma fungao decrescente da viruléncia, o que corresponde a supor que esses dois
componentes estao negativamente correlacionados (CRESSLER et al., 2016), de forma
que a aptidao do patdégeno para o modelo epidemioldgico basico, escrita como fungao da

viruléncia m, é dada por

Ro(m) = L
y(m)+m+p

Neste cenario uma expressdo usualmente utilizada para a taxa de recuperagdo é

v(m) = ¢/m”, onde ¢ > 0 e 7 > 0. O pardmetro 7 determina a forma do relaciona-

mento funcional entre recuperagao e viruléncia (FRANK, 1996).

2.3 Dificuldades com as hipéteses de trade-off

A simplicidade das hipéteses de trade-off tem sido a principal razao para sua
ampla aceitacdo pela comunidade cientifica. Desenvolvida em grande parte a partir de
argumentagao verbal, ALIZON et al. (2009) destaca que ainda ha pouca concordancia

entre os resultados tedricos e as evidéncias empiricas.

Entre as razoes apontadas para esta aparente incompatibilidade estd a propria
defini¢ao de viruléncia, adotada na maioria dos estudos tedricos como sendo a taxa adicional
de mortalidade imposta pelo patégeno ao hospedeiro infectado. Apesar desta definicdo ser
adequada a muitas doengas e ter a vantagem de ser explicitamente representada nos modelos
matematicos, ela tem levado & muita controvérsia, sendo considerada excessivamente
restritiva (BULL, 1994). Weiss (2002), em seu estudo sobre infegoes virais, argumenta
que para algumas interacoes patégeno-hospedeiro a resposta do sistema imunolégico se
manifesta de forma mais danosa do que a propria doenga, sugerindo que a viruléncia nao

estd necessariamente ligada a transmissao.

Do ponto de vista experimental, sejam por questOes técnicas ou éticas, a nocao

de viruléncia tem sido geralmente associada a tipos que nao sdo necessariamente letais
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para o hospedeiro, como morbidade, esterilidade, perda de peso, etc., e ndo parece haver
uma maneira segura de comparar os achados experimentais encontrados nesses casos
com os obtidos nos estudos tedricos (CRESSLER et al., 2016). Em razao disso alguns
pesquisadores defendem que as hipdteses de trade-off ndo devem ser utilizadas como uma
teoria geral, sugerindo que cada interacdo patégeno-hospedeiro deve ser abordada de forma
especifica (ALIZON et al., 2009).

Apesar da dificuldade no que diz respeito a uma definigao, Bull (1994) destaca que
um modelo para a evolucdo da viruléncia pode ser definido antes mesmo que o conceito de
viruléncia esteja completamente consolidado. Ele sugere que o modelo deve acompanhar
apenas a evolucao dos fendtipos do parasita que compodem a viruléncia e contribuem

diretamente para a aptidao do patogeno.

Ainda mais enfético, Cressler et al. (2016) destaca que recai sobre os pesquisadores
tedricos a necessidade de se produzirem modelos matematicos mais adequados. Entre as
alternativas é sugerido desenvolver uma teoria geral que melhor identifique e capture a

influéncia das componentes envolvidas no processo de evolucdo da viruléncia.

Vérios estudos recentes vem buscando construir modelos matematicos que possibili-
tem uma melhor integracdo entre os resultados tedricos e os dados obtidos empiricamente.
Boa parte destes estudos se fundamentam na chamada Teoria da Dindmica Adaptativa,
que assume que a melhor estratégia evolutiva para o patdgeno se da na perspectiva de
maximizacao da sua taxa liquida de transmissao ou na maximizacao de seu nimero repro-
dutivo bésico na presenca dos tradeoffs (DIECKMANN, 2005). No entanto a existéncia de
tais tradeoffs e a forma como eles ocorrem nao ¢ inteiramente entendida, sendo geralmente
incluida de forma intuitiva, com base em argumentacio verbal ou inferida a partir de
dados experimentais (FRANK, 1996; DAY; ALIZON; MIDEO, 2011).

Outra preocupagao tem sido permitir que os trade-offs surjam como resposta a
utilizagdo dos modelos ao invés de inclui-los a priori (DAY, 2001; ANDRE; FERDY;
GODELLE, 2003; ALIZON; BAALEN, 2005; SAMUEL ALIZON, 2008), como é comum
na maioria dos estudos. Frank (1996), ao considerar a existéncia de trade-off entre viru-
léncia (m) e transmissdao (), sugere que a rela¢do entre esses componentes tem a forma
B(m) =b-m* b > 0es > 0. No caso do trade-off entre viruléncia e recuperagao do
hospedeiro infectado (7), é sugerido que a relagio entre esses componentes tem a forma

v(m) =c¢/m”,c > 0,7 > 0. Outras formas para fungoes de trade-off tem sido consideradas.

No préximo capitulo propomos um modelo em que o patdgeno é classificado por
uma caracteristica x de interesse passivel de mutagdo. A ideia é que essa caracteristica
componha a viruléncia e tenha influéncia sob as componentes epidemiologicas do patdgeno,

como sugere Bull (1994).
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3 FORMULACAO DO MODELO

Neste capitulo apresentamos um modelo matematico para a disseminacdo de
doengas comunicaveis em que o patogeno é identificado por alguma caracteristica de
interesse passivel de mutacido que pode, de alguma forma, influenciar a evolugdo de seus

componentes biolégicos e epidemioldgicos.

Como ponto de partida consideramos o modelo epidemiolégico béasico SIR com
dindmica vital (ANDERSON; MAY, 1979). Neste modelo a populagao de hospedeiros é

dividida em trés compartimentos que nao se interceptam:

e o compartimento dos suscetiveis, denotado por S, abriga a populacao de hospedeiros

que ainda néao foram infectados, mas podem contrair o patégeno;

e 0s infecciosos, agrupados no compartimento denotado por I, correspondem aos

hospedeiros infectados que podem transmitir a doenca.

e 0s hospedeiros infecciosos que adquiriam imunidade, se recuperando da infeccdo ou
imunizados via vacinacao, sdo agrupados na compartimento dos removidos, denotado

por R.

As populagoes em cada um desses compartimentos variam com o tempo e sao representadas

pelas fungoes S(t), 1(t) e R(t), respectivamente.

A dindmica do sistema é matematicamente modelada pelo conjunto de equacgoes

diferenciais ordindrias (- = 4):
S(t) = —BSOI(t) — uS(t) — pS(t) + uT(2),
i) = BSWIE) —1() — mI(t) — ul(r), (3.1)

R(t) = ~I(t) = uR(t) + pS(t),
onde T'(t) = S(t) + I(t) + R(t) representa a populagao total de hospedeiros no tempo t.

As constantes positivas (3, p e 7y representam as taxas de transi¢cdo dos hospedeiros de
um compartimento para outro, que ocorre de acordo com o diagrama de fluxo apresentado
na Figura 1. Mais precisamente, 5 corresponde a taxa de transmissao do patégeno por
contato entre os hospedeiros suscetiveis e infectados, p a taxa de imunizagao dos hospedeiros
suscetiveis e v a taxa de recuperacao dos hospedeiros infectados. A constante positiva
corresponde a taxa de recrutamento de novos hospedeiros suscetiveis, considerada igual a
taxa de mortalidade natural em cada um dos compartimentos. Finalmente, a constante

positiva m corresponde a taxa de mortalidade adicional acrescentada pelo patégeno ao
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Figura 1 — Fluxo populacional de hospedeiros para o modelo SIR basico com dindmica

vital.

uT

S BSI _ I ~I _ R

usl (m+p) I l uRl ‘pS

Fonte: Produzido pelo autor, adaptado de (MENA-LORCA; HETHCOTE, 1992). As
constantes positivas 3, i, p, v € m representam as taxas de transicio da populacido de
hospedeiros descritas no texto. A taxa de nascimento é suposta ser igual a taxa de
mortalidade natural, representada por u, de forma que uT = u(S + I + R).

hospedeiro infectado. A Tabela 1 descreve resumidamente o significado de cada um dos

parametros do sistema.

Tabela 1 — Pardmetros do modelo bésico SIR com dindmica vital.

Parametro

Descricao

B

I
v
m
p

taxa de transmissdo do patdgeno.

taxa de natalidade e mortalidade naturais do hospedeiro.
taxa de recuperagao da doenca.

taxa de mortalidade do hospedeiro induzida pela patdgeno.
percentual de hospedeiros imunizados.

Fonte: Produzido pelo autor.

Na formulagdo do modelo as seguintes hipoteses foram consideradas:

e 0 patdgeno é classificado por alguma caracteristica de interesse representada por

uma varidvel continua x € [0, L] para algum L > 0 pré-fixado. Desta forma

v:Rx[0,L] = R, (t,z) — v(t, ),

corresponde a densidade dos hospedeiros infectados com patdgeno de tipo x no

tempo t. Assim, fixado dz > 0, [v(t, z + dz) — v(t, )] d= representa o nimero total

de infectados com patdégeno de tipo entre x e x + dz. Com isso, o nimero total de

infectados (com patdgeno de qualquer tipo) no tempo ¢ > 0 é dado pela integral

I(t) = /()Lv(t7l‘) dx. (3.2)

e a fungdo v(t, x) é analitica e ndo negativa em R x [0, L];
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e a caracteristica x pode sofrer mutacao apenas no momento da transmissao, de forma

que nao consideramos coinfeccdo nem superinfeccao;

e 0 processo de mutacao foi modelado como uma caminhada aleatoria, assim um
hospedeiro originalmente infectado com um patégeno de tipo x pode transmitir uma

das trés variantes: o mutante x — dx, o proprio tipo z, ou ainda o mutante x + dx;

e denotamos por p € [0,1] a probabilidade de ocorrer mutagao na caracteristica x
do patoégeno no momento da transmissao. Um hospedeiro infectado com tipo x
transmite as variantes © — dx ou x + dx com probabilidade p/2 ou o préprio tipo

com probabilidade 1 — p (ver Figura 2);

e no nivel da comunidade diferentes valores de x sdo caracterizados por uma funcéo
taxa de transmissao ((x), uma funcao taxa de recuperagio y(x) e uma fungao taxa
de mortalidade induzida pelo patégeno m(x). Essas fungoes caracterizam a acao do
tipo x no que se refere a ecologia do patogeno.

e a fun¢do [(x) é analitica e positiva em [0, L]. As fungoes y(z) e m(z) sdo nao
negativas e integraveis em [0, L].

e a imunizacao é eficiente para todos os tipos de patégenos sendo realizada a uma

taxa constante p da populagdo de suscetiveis.

Figura 2 — Modelagem da mutacao do tipo  como uma caminhada aleatoria.

p/2 p/2

0 R O @ - [

U

1-p

Fonte: produzido pelo autor. Os infectados com tipo x podem surgir como mutacao dos
tipos x —dx ou x+dz, com probabilidade p/2, ou ainda do préprio tipo 2 com probabilidade

1—p.

Para obtermos as equagoes do modelo inicialmente analisamos a dindmica de v(t, x)
ao longo do tempo sem considerar dindmica vital. Fixado h > 0 determinamos v(t + h, ):

a densidade dos hospedeiros infectados com o patoégeno de tipo x no tempo ¢ + h.

Individuos recém infectados com o patdgeno tipo x podem surgir daqueles infectados
com o tipo x — dx, dos infectados com o préprio tipo z, ou ainda dos infectados com o

tipo x + dx, observadas as devidas probabilidades de mutagio e taxas de transmissdo, num
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processo de caminhada aleatoria, como ilustrado na Figura 2. Desta forma temos

v(t+h,z) = v(t,x) (infectados com tipo x no tempo t)
+ EhB(x —dx)v(t,x — 0x)S(t) (infectados a partir do tipo x — dx)
+ (1 —=p)hp(x)v(t,z)S(t) (infectados a partir do tipo z)

+ EhB(x +dx)u(t,x + 0x)S(t) (infectados a partir do tipo x + dx).
Reagrupando os termos obtemos
v(t+h,x) =v(t,z) + St)B(x)v(t,x)h +
hZPS’(t) [B(z = dx)v(t,x — dx) — 2B(z)v(t, ) + Sz + dx)v(t, x + dz)). 33

Por hipétese, v(t, ) e 5(z) sdo analiticas assim, do desenvolvimento em série de Taylor de

B(x)v(t, z), segue que
Bz —dx)v(t,z — dx) — 26(x)v(t,x) + Bz + 0x)v(t,x + dz) =

0? ) o4 2(5I)4 b 2(5I)6
552 B@(t,2)) (02) + o (B(a)o(t, @) = 7= + 55 (B@)v(t,z)) ==+ -

Para dx > 0 suficientemente pequeno a equacao (3.3) pode ser aproximada por

hp(dz)? 0?

oft + h,x) = vt 2) + hS()F()u(t x) + = S(t)@(ﬁ(x)v(t,x)).

Incluindo dindmica vital, no limite (h — 0) a variacdo temporal de v(t,z) pode ser
aproximada pela equagao diferencial parcial
82

v(t,z) = DS(t) 5 5 (Bx)o(t,2)) + [SMB(x) = (v(x) +m(x) + Wlo(t.a),  (3.4)

p(6z)”
5
Incluindo as equagoes para a dindmica de S(t) e R(t) correspondentes aquelas do

onde D =

modelo (3.1) obtemos o sistema

S6) = =SO) [ Bwyelt.e) dr - uS() - pS() + pT(),
wt.a) = DS (Balta) + [SO5E) - (1) + m(e) + whoit.a). (39
R) = [ A@)eltr) dz - uR(0) + pS(0),

onde T'(t) = S(t) + I(t) + R(t) representa a populagdo total no tempo ¢ > 0.
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As condigoes de fronteira de Neumann

0

2 (Bayu(t, ) J

=0 e —(ﬁ(aj)v(t,x))

o =0 (3.6)

=L

o=
se impdem naturalmente, significando biologicamente que ndao hd mutacao da caracteristica

x além dos limites minimo x = 0 e méaximo x = L, respectivamente.

Complementamos a dedugao do modelo acrescentando as condigbes iniciais
S(0) >0, v(0,2) = wvo(x) > 0 para x € [0, L], R(0) > 0; (3.7)

de forma que as equagoes (3.5)—(3.7) determinam o nosso modelo SIR difusivo com

caracterizacao de tipos.

Teorema 1. Seja (S(t),v(t,x), R(t)) uma solugdo para o sistema (3.5) com condigoes de
fronteira (3.6) e condices iniciais (3.7). Se I(t) = [ v(t, ) dx, entdo (S(t), I(t), R(t)) é

uma solugdo do sistema

S) = ~S0) [ Blay(t,a) dr - pS(0) ~ pS(H) + uT(0)
i) = SO [ Byt de— [ 6@ +me) + o) dr, (39

R(t) = /OLv(x)v(t, x) dx — puR(t) + pS(t).

com condigées iniciais (S(0),1(0), R(0)), onde 1(0) = [ vo(z) dz e
as condigoes iniciais (3.7) do sistema (3.5). Além disso, se f(x) = ,v(x) =~y em(z) =m

sdo constantes, recuperamos o sistema (3.1).

Demonstragao. Integrando a equacio (3.4) com respeito a xz, segue de (3.2) e das condigoes

de contorno (3.6) que

0 = D50) | 5 (Btee(t.0)

z=L

+5(1) /OL pla)u(t, x) dv — /OL (v(x) +m(z) + po(t, x) de

= S(¢) /()Lﬁ(x)v(t,x) dx — /O.L (v(z) + m(z) + p)o(t, z) d.

Se B(x) = B,v(z) = v e m(x) = m, integracao direta das equacoes (3.8) resulta no
sistema (3.1). O

Observacao 2. O teorema acima mostra que o nosso modelo corresponde a uma extensao
do modelo SIR bésico com dindmica vital e populacio total varidvel analisado por Mena-
Lorca e Hethcote (1992).
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3.1 Analise basica do modelo

O modelo SIR difusivo com caracteriza¢do de tipos que apresentamos nas equa-
goes (3.5)—(3.7) estd acoplado a uma equacao diferencial parcial parabélica com coeficientes

variaveis, de forma que sua analise matematica é consideravelmente mais dificil.

Segue diretamente do teorema de existéncia e unicidade para equagdes diferenciais
ordindrias que se v(t,x) é identicamente nula, entdo o sistema admite solu¢ao tnica para
cada condigao inicial (S(0),0, R(0)) fixada, porém tais solugdes nao tem interesse biolégico.
Até o momento nao obtivemos nenhum resultado sobre existéncia, unicidade e convergéncia

das solugbes para o caso geral. Assumiremos esses fatos de agora em diante.

3.1.1 Positividade e limitacao das solucoes

Devido ao interesse biolégico buscamos solugoes do sistema no primeiro octante
do espago- (S, I, R). Se existe ty > 0 tal que S(tg) = I(ty) = R(to) = 0, entdo o sistema
se encontra na origem (0,0,0), um ponto de equilibrio — (5(ty), I'(to), R'(t0)) = (0,0,0) —
que corresponde a extingdo da populacao, logo ndo ha nada a considerar. De agora em

diante supomos que o sistema nao se extingue.

Teorema 3. Para cada condigao inicial (3.7) o octante (S,v, R) > 0 C R3 é positivamente

invariante pelo fluxo de (3.5).

Demonstragao. Seja (S(t),v(t,z), R(t)) a solugao correspondente a uma condicao inicial
fixada. Suponhamos que esta solugdo deixa o octante positivo pelo plano S = 0, entdo
existe to > 0 tal que S(tp) = 0 com R(ty) > 0 ou v(tg,x) > 0 para = € [0, L]. Assim
T(ty) > 0, e segue da primeira equacao de (3.5) que S'(tg) = pT'(to) > 0, contradigdo.
Desta forma S(t) > 0 para t > 0.

Seja ty > 0 o primeiro instante de tempo em que v(ty,zo) = 0 para algum z, € [0, L].
Assim xy é um ponto de minimo para v(to, z) e como B(x) > 0 para z € [0, L], xo também

%(5(550)”(7507950)) > 0 e, da segunda

é ponto de minimo para [(x)v(tg, x). Com isso
equacao de (3.5) segue que
2

0
’Ut(to, .CL'O) = DS(to)@

(B(.Io)i)(to, SL'())) > O,

logo v(t,z) > 0 para todo (¢,z) € Ry x [0, L].

Finalmente, se R(ty) = 0 para algum t5 > 0, entdao segue da terceira equagao de (3.5) e
das hipé6teses sobre v(z) e v(t, z) que R(ty) > 0. Desta forma R(t) > 0 para t > 0. O

O comportamento das solucoes do sistema (3.5)—(3.7) se estende naturalmente

para o sistema (3.8), como mostra o préximo resultado:
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Corolario 4. Para cada condigao inicial (3.7) o octante (S, I, R) > 0 C R3 é positivamente

invariante pelo fluxo do sistema (3.8). Além disso, a solugao (S(t),I(t), R(t)) é limitada.

Demonstragdo. A invariancia do octante (S, I, R) > 0 C R? segue diretamente do teorema
anterior. Desde que T'(t) = S(t) + I(t) + R(t), T(t) > 0 para t > 0, somando as equagoes

do sistema (3.8) obtemos
_ L
T(t) = — / m(z)o(t, ) dz < 0,
0

logo existe T > 0 tal que lim T(t) = T*. Da expressao de T'(t) segue que a solugao

correspondente a cada condigdo inicial em (S, I, R) > 0 é limitada. ]

Se o limite tlim T(t) =T for nulo, entdo o sistema tenderd para a extingdo. Desta
oo

forma, fixada as condigoes iniciais (3.7), assumimos que 7™ > ( e passamos a considerar o

sistema
56 = =8O [ Bwyelt.w) dr - uS() - pS(0) + uT",
0 = S0 [ s de— [ () +mi) +welt2)
) (3.9)
) = [ 9@p(ta) de - pR(t) + pS(0),

62
0x?
acrescido das condigoes de fronteira (3.6), onde N(t) = S(t) + I(t) + R(t) representa a

populacao total no tempo ¢t > 0 para este sistema.

u(t,x) = DSEt) 5= (B@)o(t,x) + [SE)S(x) — (v(z) + m(x) + p)]v(t, z),

Lema 5. Dadas condi¢oes iniciais (3.7), seja tlim T(t) =T" > 0 o limite da populagao do
—00

sistema dinamico descrito pelas esquagoes (3.5). Se N(0) é a populagdo inicial correspon-

dente para o do sistema (3.9), entao N(0) > T*.

Demonstragao. Como as condigdes iniciais sdo as mesmas, temos que N(0) = 7'(0). Na

demonstragao do Corolario 4 vimos que
, L
T(t) = — / m(z)o(t, ) dz < 0,
0

assim 7'(t) é uma funcao decrescente, logo T'(0) = N(0) > T™. O
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Teorema 6. O octante (S,I,R) > 0 C R3 é positivamente invariante pelo fluxo do

sistema (3.9) acrescido das condigées iniciais (3.7). Além disso, a solugao correspondente
(S(t),1(t), R(t)) ¢ limitada e Jlim N(t)=T".

Demonstragio. Se S(t) = 0, segue da primeira equacio de (3.9) que S(t) = pT™* > 0,
assim S(t) > 0 para t > 0. Do Teorema 3 segue que v(t,z) > 0 parat > 0e x € [0, L],
assim I(t) > 0 para t > 0. Se R(t) = 0, segue da terceira equacio de (3.9) que R(t) > 0.

Com isso (5,1, R) > 0 C R? é positivamente invariante.
Somando as primeiras trés equagoes do sistema (3.9) obtemos
: L
N(t) = pT* — pN —/ m(z)v(t,x) de < uT* — uN,
0
assim, usando o lema 5, segue que

N(t) <T*+ (N(0) — T*)e " < N(0), para todo t > 0.

Como (S, 1, R) > 0 C R?® é positivamente invariante, segue que 0 < S(t), I(t), R(t) < N(0)

para t > 0. Além disso, a relagdo acima mostra que
0<|N(t) =T <|IN(0) — T*le ™™ = |N(t) — T*| — 0.
O

Admitindo que o modelo (3.9) como condigdes de fronteira (3.6) e condigoes
iniciais (3.7) é biologicamente significativo, no préximo capitulo revisitamos o problema

da evolucao dos patdgenos como aplicagdo do nosso modelo.
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4 VIRULENCIA VIA TEORIA DO CONTROLE OTIMO

A mudanca evolutiva das doencas infecciosas é geralmente abordada a partir de
técnicas da Teoria da Dindmica Adaptativa. No caso mais simples, onde coinfeccdo e
superinfeccdo nao sdo consideradas, uma cepa residente do patdgeno, que se encontra em
seu estado de equilibrio, é confrontada com uma cepa mutante invasora. A questio bésica
é determinar se ha condigoes que permitam que o patdgeno evolua como resultado da
substituicdo da cepa residente pela mutante (DIEKMANN, 2002).

Em geral as cepas do patdégeno sdo qualificadas pelo seu nivel de viruléncia, definida
como a taxa de mortalidade do hospedeiro induzida pelo patégeno; representada neste
trabalho pela constante positiva m no modelo SIR bésico com dindmica vital (3.1). O
sucesso da cepa mutante em substituir a cepa residente é determinado a partir do chamado
expoente de invasio s(m,,m;), que quantifica a capacidade de invasdo em fungiao da
viruléncia m; da cepa invasora contra a viruléncia m, da cepa residente em seu estado
de equilibrio endémico. No cendrio em que o espaco de mutacao é unidimensional, esse
critério pode ser posto em fun¢ao do ntimero reprodutivo basico Ry(m) de cada cepa, de
forma que uma invasdo tem sucesso se, e somente se, Ro(m;) > Ro(m,) (BOLDIN, 2009).
Desta forma, a evolugdo do patdgeno € vista como uma série de substitui¢oes de tipos na
dire¢do de maximos locais de Ry(m) (PUGLIESE, 2000).

Em resumo, as estratégias evolutivas do patdégeno ocorrem na perspectiva de
maximizacao do seu nimero reprodutivo bésico, interpretado como a aptidao do patdgeno
para se preservar como espécie (parasite fitness), o que nos remete a um problema de

otimizagao.

Neste capitulo usamos o modelo SIR difusivo com caracterizagao de tipos que
construimos para abordar novamente a questao da evolucido da viruléncia. A ideia é
determinar o nimero reprodutivo bésico Ry(z) de cada tipo = € [0, L] e interpretar a
estratégia de maximizacao de Ry(x) como um problema de controle 6timo, maximizando
um funcional, denominado de aptidao total do patégeno, definido adequadamente. Apods
estabelecermos o problema, utilizamos o Principio do Maximo de Pontryagin para caracte-
rizar o controle 6timo como solucdo de um problema de valor de contorno de dois pontos.
As solugbes desse problema sdo interpretadas como solugdes de um sistema néo linear
conservativo, de forma que suas propriedades sdo obtidas a partir da utilizacido de técnicas
da teoria qualitativa das equacoes diferenciais ordinarias. Dentre os possiveis controles
otimos obtidos, identificamos aqueles que conduzem a maximizacao da aptidao total do
patogeno e fazemos um interpretacido no contexto da evolugao da viruléncia. Exemplos

sao calculados numericamente e apresentados graficamente.
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4.1 Problemas de controle 6timo

A Teoria do Controle Otimo é uma técnica de otimizacio matemética que tem se
desenvolvido rapidamente desde os anos de 1950 com os trabalhos de Pontryagin e seus
colaboradores, se estabelecendo desde entao como uma importante drea da matematica
aplicada (ANITA; ARNAUTU; CAPASSO, 2010). De acordo com Ledzewicz e Schittler
(2011), sua aplicacdo a problemas em biomedicina é de longa data, especialmente no que
se refere ao desenvolvimento de estratégias eficientes para o tratamento quimioterapico

contra o cancer.

Com a ampla utilizagdo de modelos mateméaticos em epidemiologia, esta ferramenta
tem sido frequentemente utilizada na comparagao, planejamento, implementagao, avaliaciao
e otimizacao de varios programas de detecgao, prevencao e terapias, visando estabelecer
um melhor gerenciamento dos recursos utilizados no combate as doencas infecciosas.
Em Sharomi e Malik (2017) encontramos uma recente revisao da literatura mostrando a
aplicacdo da teoria do controle 6timo em conjunto com varios modelos epidemiolégicos

para HIV, tuberculose, malaria e outras doencas.

Em linhas gerais, um problema de controle 6timo consiste em incorporar variaveis
de controle aos estados de um sistema dindmico a fim de atingir um determinado objetivo
interpretado matematicamente como a otimiza¢ao (maximizagdo ou minimizagao) de um
funcional construido adequadamente. Usualmente esse funcional é representado pela inte-
gral de uma funcao das varidveis de estado e das varidveis controle. O sistema pode estar
matematicamente modelado como um conjunto de equagoes diferenciais ordinarias, equa-
¢oes diferenciais parciais, equacoes discretas, equagdes diferenciais estocasticas, equagoes
integro-diferenciais ou mesmo combinagoes de sistemas discretos e continuos (NEILAN;
LENHART, 2010).

Existem varias maneiras de se formular um problema de controle 6timo. Nesta

tese utilizamos a seguinte formulagdo com base em um sistema de equagoes diferenciais

ordinarias (ANITA; ARNAUTU; CAPASSO, 2010):

Definigao 7. Um problema de controle 6timo (PCO) consiste em maximizar

L) = [ Fy @) @)

sujeito a: (4.1)
@) = g, >0
y(0) = Yo,

onde L >0, u € A C L*(0,L;R™), y*(x) é a solucdo correspondente do problema de valor
inicial, f: [0, L] X R" x R™ = R e g : [0, L] x R" x R™ — R" sdo fungdes continuamente

diferencidveis por partes com respeito a todos os seus argumentos.
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As seguintes observagoes e terminologias sdo utilizadas:

e as fungoes u = u(x) sdo as varidveis de controle a serem escolhidas em um subconjunto

A do conjunto de controles admissiveis L*(0, L; R™);

e as fungoes y = y(z) representam os estados do sistema cuja dindmica, que estd sob
a influéncia do controle u (dindmica controlada), é descrita pelo problema de valor

inicial em (4.1), denominado de equagdes de estado do sistema;

e as condigbes impostas sobre f e g garantem que, uma vez fixado u, as equacoes de

estado possuem solucéo tUnica;
e a funcao
L2(0, L;R™) 3 u — ®(u) = L(y* u) = /OL Fla,y (@), u(@)) de,  (4.2)
é denominada funcional objetivo do problema de controle.

e uma solugio étima para o PCO acima consiste em um par (u*(z),y" (x)) que

maximiza o funcional objetivo; isto é,

*

O(u”) = L(y" ,u") = L(y",u) = P(u),
para todo u € A e toda solugao correspondente y* das equagoes de estado.

Observacao 8. Uma formulacdo equivalente para um problema de minimizacdo pode ser
obtida notando-se que
min ¢(u) = — max (—P(u)).

ueA ueA

4.1.1 O Principio do Maximo de Pontryagin

A técnica usualmente empregada na resolucdo de problemas de controle 6timo con-
siste em verificar um conjunto de condicdes necessdrias que a solucio 6tima (u*(x),y* (z))
precisa satisfazer. Tais condigoes sao estabelecidas pelo Principio do Maximo de Pontryagin,
que essencialmente converte o PCO original em um problema de otimizacdao de uma fungao

associada denominada Func¢ao Hamiltoniana.

Defini¢ao 9. Ao PCO (4.1) esta associada a funcdo H : [0, L] x R" x R™ — R

n

H(z,y(z), u(z), p(z)) = f(z,y(x), u(@)) + 3_pi()gi(z, y(x), u(2)), (4.3)

i=1
chamada de Hamiltoniana do PCO. Além disso, as fungoes p; : [0, L] — R sdo fungoes

diferenciaveis por partes a serem determinadas, denominadas varidveis adjuntas do PCO.

O Principio do Maximo de Pontryagin estabelece as chamadas condi¢oes necessarias

de primeira ordem que a solugao 6tima (u*(z),y" () precisa satisfazer:
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Teorema 10 (Principio do Méaximo de Pontryagin). Se (u*(z),y* (z)) é uma solugio étima
para o PCO (4.1), entao existe uma variavel adjunta diferencidvel por partes p : [0, L] — R”

tal que para cada x € [0, L]

H(z,y" (x),u(x), p(z)) < H(z,y" (z),u* (), p(x)),

para todos os controles u € A, onde H é a funcao Hamiltoniana definida em (4.3). Além

disso, p = p(x) satisfaz as equagao adjuntas

O0H(z,y,u,p)
I y Iy Wy 4.4
P=——, (4.4)
juntamente com a condicao de transversalidade
p(L) =0. (4.5)

Neste caso, para cada x € [0, L], u* maximiza a funcao H(x,y* ,u,p); isto é, a condicao

de maximalidade oH .
—=0= fu+>_ pigi,=0. (4.6)
du i=1

é satisfeita em u = u*.

Demonstragao. A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em (CLARKE, 1990;
LENHART; WORKMAN;, 2007). 0]

Observacao 11. Quando uma varidvel de estado possui, além da condicdo inicial
y:(0) = y; determinada pela equagoes (4.1) uma outra condi¢do de contorno pré-
estabelecida, digamos uma condigdo terminal y;(L) = y;1, entdo sua correspondente
variavel adjunta p;(x) ndo admite condigdo de transversalidade (NEILAN; LENHART,
2010).

4.2 Maximizacao da aptidao do patogeno

Ao explorarem as relagoes evolutivas entre os parametros epidemiolégicos dos
patégenos, Anderson e May (1979), com base num modelo epidemiolégico padrao do
tipo (3.1), estabeleceram como medida da aptidao do patégeno (parasite fitness) o seu

numero reprodutivo bdsico
BS

Ry= ——""—,
Y+m—+u

(4.7)

onde os pardmetros (3,7, m, i sdo aqueles estabelecidos na Tabela 1 e S representa a
populacao de hospedeiros suscetiveis. Desde entao, os estudos sobre a evolugao da viruléncia
partem da hipétese basica de que o processo de selegdo natural conduz o patégeno, como

espécie, para maximizar sua aptidao.
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A expressao de Ry dada acima sugere que o patogeno pode elevar sua aptidao
aumentando a taxa de transmissao () ou diminuindo a taxa de recuperagao () e/ou a

taxa de mortalidade induzida pelo patégeno (m).

A teoria do trade-off, no entanto, tem como base a hipétese de que os parametros
epidemiolégicos dos patdgenos nao sao independentes, de forma que nao ha como um
patégeno aumentar a taxa de transmissao sem reduzir o tempo de infegao (y +m + p) !,

e vice e versa.

Como dissemos anteriormente, as hipoteses de trade-off mais amplamente aceitas
partem do pressuposto de que as taxas de transmissao do patégeno e de recuperagdao do
hospedeiro infectado estao relacionadas, de alguma forma, com a taxa de mortalidade
induzida pela doenga, denominada neste contexto de viruléncia do patégeno. De acordo
com a Teoria da Dinidmica Adaptativa, a evolugdo da viruléncia ocorre no sentido de

maximizar o nimero reprodutivo basico, que para o modelo (3.1), é dado por

p(m)S

Ro(m) = ) +m At

(4.8)

agora expresso como funcao da viruléncia (FRANK;, 1996). Assim a evolucao dos patdgenos
se da a partir de estados estacionarios, em “saltos adaptativos” na direcdo de méximos
locais de Ro(m) (DIECKMANN, 2005). Isso nos leva a considerar os estados estaciondrios

do nosso modelo.

4.2.1 A equacao estacionaria

Seja (S*,v(x), R*) uma solucao de equilibrio de (3.9). Desde que S* > 0, a equa-
¢ao (3.4) para a dindmica de v(t, x) indica que uma distribui¢ao estacionaria v(z) precisa

satisfazer a equagao

d? (5(33)1)(90)) 1 P(m) rmaTr B(x)v(z),

da? D S*B(x)
onde .
a— pL .
o Blx)v(z)de +p+p
Fazendo
y(x) = B(x)v(z), (4.9)
B(x)S*
Bolo) = S+ m@y T (4.10)
u(x) = Lo 1, (4.11)
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obtemos o problema de valor de contorno com condigoes de fronteira de Neumann

d*y(z) 1
= — L
VD~ Suly(e), v € (0,1,
d
& =0 e dy =0.
dr| _, dr| _,

A mudanca de variavel s = %:p resulta na equagao

de(S) L
d52 = U(S)y(S), ERS (07 ﬁ)v
dy dy
—= =0 —= =0.
ds a0 ds o L
- ~ VD

Como L é arbitrario podemos escrever, por abuso de notagao, a equacdo estaciondria

2
TI)  wapy(e). = € (0.1,
(4.12)
d d
LA - A )
dr| _, dr| _,

As substituigoes y1(x) = y(x) e ya(x) = y/(x) resultam no problema de valor inicial

v o= % ze(0,L)

/ _

Yo T UL (4.13)
yZ(O) = 07

y?(T) = 07

que pode ser interpretado como as equacoes de estado de um sistema dinamico sob a

influéncia de um controle u = u(x).

4.2.2 A aptidao total do patégeno

As expressoes para Ry no modelo SIR bésico (3.1) dada em (4.7), assim como a
expressao para Ro(m) no contexto das hipéteses de trade-off dada em (4.8) implicam, de

maneira natural, que a expressao

B(x)S*
v(x) +m(z) +p’

Ro(l‘) =

em (4.10) corresponde ao niimero reprodutivo basico do patégeno de tipo x. Tal expressao
pode ser obtida diretamente das equagoes (3.5) do nosso modelo utilizando-se, por exemplo,

a técnica da Matriz da Préoxima Geragao a partir da equagao (3.4) para a dindmica de
v(t,z) (MARTCHEVA, 2015).
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No contexto da evolugao da viruléncia, Ry(z) representa a aptidao do patdgeno de

tipo x, o que sugere definir a integral

/OL Ry(x)dx (4.14)

como sendo a aptidao total do patidgeno.

4.2.3 Um problema de controle 6timo para a evolucao da viruléncia

Na nossa abordagem olhamos a viruléncia (a taxa de mortalidade do hospedeiro
induzida pelo patégeno), bem como as taxas de transmissao e recuperagao da doenga,
como funcao de uma caracteristica x € [0, L]. A aptidao do patégeno com tipo x é dada

pelo seu nimero reprodutivo basico Ry(x).

As equagoes (4.10) e (4.11) relacionam Ry(z) com u(z) a partir da expressao

(€)= 7o~ 1
u(zr) = -1,
Ry ()
o que implica
1
=—. 4.1
Ro(z) u(z) +1 (4.15)

Dessa forma, uma maneira de abordar a evolucdo da viruléncia sob a influéncia da
caracteristica x, levando-se em conta as hipdteses da dindmica adaptativa, seria construir
um funcional objetivo ®(u) = L(y",u) (ver (4.2)) que, juntamente com as equagoes de
estado (4.13), determinem um problema de controle étimo cuja solugdo permita maximizar

a aptidao total do patdgeno definida em (4.14).

Por questao de conveniéncia matematica, e considerando a Observacao 8, abordamos
o problema da evolugao da viruléncia dos patégenos a partir do seguinte problema de

controle 6timo:

Definicao 12. O problema de mazimizacio da aptiddo total do patégeno consiste em

L) = —5 [ () + 1) dr,
sujeito a:
yll(x) = y2($)7 IE(O,L),
ha) = ul@)n(), (4.16)
yg(O) = 0,
v(T) = 0,

onde L > 0 e u(x) € A C L*0, L;R).
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Para obtermos uma caracterizagdo do controle u*(z) que resolve o problema de
controle 6timo acima, impomos as condic¢oes de primeira ordem estabelecidas pelo Principio

do Méximo de Pontryagin (Teorema 10), resultando no seguinte teorema:

Teorema 13 (Equacio do controle 6timo). Se (u*(z),y* (z)),z € [0, L] é uma solucao
do PCO (4.16), entao o controle 6timo u*(x) corresponde a uma solugdao do problema de

valor de contorno de dois pontos

o = 3u®+ 2u —u*(0),

u(0) = +u(L). (4.17)

Demonstragao. Usando a terminologia estabelecida no Teorema 10 temos

P,y () u()) = — (ula) + 17

Introduzindo a variavel adjunta p = (p1,p2) : [0, L] — R?, segue de (4.3) que a fungao
Hamiltoniana associada é dada por

1
H(?J»%p) = _5 (u+ 1)2 +Z/2p1 +uy1p27

onde omitimos a dependéncia explicita em z para simplificar a notacdo. De (4.4) e (4.5)

as equagoes adjuntas sao

o oH
P = 8y1 - b2,
(4.18)
;o _OH _
Py = ayz = —P1,
com condigoes de transversalidade, considerando a observagao 11,
pi(L) = 0. (4.19)

A condigao de maximalidade (4.6) implica que o controle 6timo é solugao da equagao

81;5“) = 0. Desde que
OH 0 1 9
% = % —5 (U+ 1) + yap1 + Uy P2
=yip2 — (u+1)
=pp2 — 1 —u,
segue que
u=1yps — 1 (4.20)

Derivando essa expressao e usando as equagoes de estado (4.16) (y; = y2) e as equagoes

adjuntas (4.18) (pl, = —p1) temos

u' = Yip2 + 1Py = Yap2 — Y1P1-
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Derivando novamente obtemos
" = yop2 + Yoph — Y11 — Y1p)
= uyrpa + y1ph + y1ph + uyipa
= 2uy1p2 + 2y D5,
onde usamos mais uma vez as equagoes (4.16) e (4.18) para fazermos as substituicoes
/ / / /
Yo=UYr, Y2=Y, —P1=DPy € — P =Up2.
Da equagao (4.20) obtemos
Yipe =u+1, (4.21)
que, substituindo na relacdo anterior, resulta em
u” = 2uyipy + 2yipy = 2u(u + 1) + 2¢,ph = 2u* + 2u + 2/, ph. (4.22)
Por outro lado, segue novamente das equacoes (4.16) e (4.18) que
Y=Y =uyr e py=—p)=ups,
assim
i( / /) I/ Y /N
dr Y1Pa) = Y1P2 + Y1Do
= uy1ph + uyps
d
= U—
dr (y1p2)
d
=u— (u+1) (usando a equagio (4.21))
x
1d/,
=5 ()
logo
1
npy =5+ (4.23)

para alguma constante c¢. Substituindo em (4.22) obtemos
u” = 2u® + 2u + 2y p}
1
= 2u? + 2u + 2 (§u2+c)
= 3u® 4 2u + 2¢;
isto é, o controle 6timo u* precisa satisfazer a equacao diferencial ordinéria

' = 3u® + 2u + 2¢.
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De (4.23) e das equagoes de estado (4.16) temos y;(0) = y2(0) = 0, logo
1 1
e = B O)80) ~ 2u2(0) = 1 (O (0) — 2u2(0) = — L?(0).

Analogamente, segue da condigao de transversalidade (4.19) que ph(L) = —py(L) = 0,

assim
e = (DA(E) — 5o (E) = ~gh(Dpa(D) — g (L) = (L)
Com isso
c=——u*(0) = —~u*(L),
logo

O

O teorema acima caracteriza o controle 6timo u*(x) como solugdo de um problema
de valor de contorno de dois pontos. As condic¢oes de contorno, entretanto, sdo especificadas
pelo valor inicial do préprio controle, desta forma devemos analisar como as solugoes u(x)

de (4.17) se comportam em fun¢ao do pardmetro u(0).

4.2.4 Analise qualitativa do controle étimo

Inicialmente observamos que, dado o interesse bioldgico, Ro(z) > 0, assim a
equacgao (4.15) implica que procuramos por solugoes de (4.17) que satisfazem a condigao
u(z) > —1 para todo = € [0, L]. Além disso, as condigdes de contorno impostas na equagao

estacionéria (4.12) implicam que a solucao (yi,y2) das equagoes de estado em (4.16) deve

ser tal que
ya(z) = ulz)y(z),
¥2(0) = 0,
yo(L) = 0.

Como y;(z) = f(z)v(x) > 0 para todo = € [0, L], é necessario que a solugdo u(z) mude
de sinal a0 menos uma vez neste intervalo para que essas condi¢oes de contorno sejam

satisfeitas. Essa observagoes resultam na seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 14. Uma solucao u(z) do problema de valor de contorno (4.17) é dita ser uma

solugdo vidvel para o problema de controle (4.16) se satisfaz as seguintes condigoes:

1. u(x) > —1 para todo x € [0, L];
2. u(z) muda de sinal ao menos uma vez no intervalo [0, L];
3. se u(0) € (—1,1), entdo u(L) = £u(0);

4. se u(0) > 1, entdo u(L) = u(0).
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No que segue vamos usar alguns dos resultados da teoria qualitativa das equacoes
diferenciais (destacados no apéndice A) para obtermos informagoes sobre a solugao u(x)

em fungao de u(0) e das condigdes estabelecidas na Defini¢ao 14.

O problema de valor de contorno (4.17) obtido no Teorema 13 corresponde a um

sistema mecénico u” = F(u) definido pelo campo conservativo

F(u) = 3u® + 2u — u(0)% (4.24)
A fungao

V(u) = —u® —u® 4+ u(0)*u (4.25)
¢ um potencial para este campo (ver (A.5)).

Como usual, a este sistema mecanico estd associado o sistema autéonomo planar

/!

R (4.26)
v = F(u) =3u®+2u—u(0)% ‘
A energia total é dada por
1
E(u,v) = 51)2 —u® —u? +uu(0)? (4.27)

uma integral primeira (ver (A.3)) para o sistema. Com isso, as trajetérias de (4.26) estao

contidas nas curvas de nivel de F(u,v)
{(u,v) € R*: E(u,v) = ¢, c € R},

orientadas da esquerda para a direita no semiplano superior, e da direita para a esquerda
no semiplano inferior (Lema A.38). A Figura 3 mostra algumas das curvas de nivel de
E(u,v) quando u(0) = 0, e sugere que o sistema possui dois equilibrios: um do tipo centro

e outro do tipo sela (ver Figura 19).

Teorema 15. O sistema (4.26) possui dois equilibrios (uy,0) e (uz,0), onde

11 1 1
w =g = o/1+3u(0) e w=—o 4 oy/143u(0)2 (4.28)

Além disso, o equilibrio (u1,0) é do tipo centro enquanto que o equilibrio (uz,0) é do tipo

sela.

demonstragao. Os equilibrios do sistema sao do tipo (u*,0) com »* um ponto critico da
fungao potencial V(u) definida em (4.25) (Lema A.39). Considerando a expressao para o
campo F'(u) em (4.24), esses pontos criticos sao dados em funcao de u(0) como solugoes

da equagao V,(u) = —F(u) = 0, o que implica

1 1 1 1
n=-3-3 1+ 3u(0)* e U2:—§+§ 1+ 3u(0)*.
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Figura 3 — Curvas de nivel da funcao energia total do sistema mecénico associado a equagao
do controle 6timo.

/

Fonte: produzido pelo autor. Curvas de nivel de E(u,v) definida em (4.27) para u(0) = 0.
Os niveis exibidos correpondem a E(u(0) + 9,0) com 6 € {—1.5,—-1.3,—1,0,0.3,0.5,1}.
As solugbes do sistema (4.26) sdo curvas parametrizadas (u(t),v(t)),t > 0 contidas em
curvas de nivel desse tipo, percorridas no sentido indicado pelo campo de vetores. A reta
em laranja, de equagdo u = —1, representa o limite para as trajetorias contidas nas curvas
de nivel que podem conter solugoes viaveis.

De (4.25) obtemos

d2y
logo
a2y, , 2
Qe | =gy >0

Com isso u; é um ponto de minimo local para o potencial V(u). Dessa forma (u1,0) é um

equilibrio do tipo centro para o sistema (4.26). Analogamente

2
= —5V/1+3u(0)2 <0,

u*=usg
logo uy é um ponto de méximo local para o potencial V(u). Dessa forma (ug,0) é um

42y .
@(U)

equilibrio do tipo sela para o sistema (4.26) (Lema A.40). O
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A Figura 3 exibe os pontos de equilibrio (u1,0) (circulo vermelho preenchido) e
(ug,0) (circulo vermelho aberto) juntamente com o campo de diregdes que evidencia o tipo

de cada um dos equilibrios quando u(0) = 0. Neste caso temos uy = u(0).

Lema 16. Seja u(0) > —1 uma condi¢ao inicial para a equagao do controle (4.17). Sejam
uy e uy os pontos criticos da fungdo potencial V(u) em (4.25) dados pelas expressoes
em (4.28). Se:

i. =1 <u(0) <0, entao —1 < uy < u(0) e 0 < uy < —u(0);
ii. u(0) =0, entao u(0) = uy;

iii. u(0) > 0, entao us < u(0). Se, além disso, 0 < u(0) < 1, entao u; < —u(0) < 0.

Demonstragao. Para i. suponhamos que —1 < u(0) < 0. Da expressao para u; em (4.28)

segue que —1 < uy < 0, logo
14 3u(0)® = (14 3u1)® = 1+ 3uj + 6us(ur + 1) < 1+ 3uj.

Desde que u; e u(0) sdo ambos negativos obtemos u; < u(0) < 0. Usando a expressao

para uy em (4.28) segue que

3(uz + u(0)) = 3u(0) — 1 + /1 + 3u(0)2 < 0,

logo 0 < uy < —u(0).

Segue diretamente da expressao para us em (4.28) que uy > 0, com igualdade ocorrendo

se, e somente se, u(0) = 0; o que demonstra ii.

Para iii. suponhamos que u(0) > 0, entao uy > 0 e
1+ 3u(0)® = (1 + 3ug)® = 1 + 3uj + 6uy(ug + 1) > 1 + 3u3,
logo us < u(0). Se 0 < u(0) < 1, segue da expressao para u; em (4.28) que
3(ur +u(0)) = 3u(0) — 1 — /14 3u(0)2 <0,
logo 0 < uy; < —u(0). O

Lema 17. Seja —1 < u(0) < 0 uma condigao inicial para a equagao do controle (4.17). A

trajetoria do sistema que se inicia em (u(0),0) passa pelo ponto (—1,0) para algum x > 0.

Demonstragao. Vimos em (4.27) que a energia total do sistema é dada por

1
E(u,v) = 51)2 —u® —u? + uu(0)?
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assim o ponto (—1,0) estd na curva que corresponde ao nivel de energia
E(=1,0) = =(=1)* = (=1)* + (=1) u(0)* = —u(0)*.
Para o ponto (u(0),0) obtemos
E(u(0),0) = —(u(0))* — (u(0))* + u(0) u(0)* = —u(0)*,

logo (u(0),0) e (—1,0) estdo na mesma curva de nivel. Como o campo de vetores orienta
as trajetorias no semiplano inferior do plano de fase- (u, v) no sentido da direita para a
esquerda (Lema A.38), a trajetéria que se inicia em (u(0),0) eventualmente intercepta a

reta u = —1 para algum z > 0. O

A Figura 4 exibe parte de uma trajetéria do sistema (4.26) correspondente a
condigao inicial (u(0),0) para u(0) = —0.5 e 0 < z < 1.5. Vemos que essa trajetéria

passard pelo ponto (—1,0) para algum = > 1.5.

Podemos agora analisar se existem e como sao as solugoes vidveis u(z) da equagao

do controle estabelecida no Teorema 13.

Teorema 18. Se u(z) € A é uma solugao vidvel para a equagao do controle (4.17), entdo
ou u(x) é uma fungao coéncava (para baixo), ou é uma fungao mondétona crescente, ou é

uma fungao mondtona decrescente.

demonstragao. O comportamento das solugoes u(x) pode ser obtido a partir das trajetérias
do sistema mecanico (4.26) para diferentes condigoes iniciais (u(0), v). Vamos considerar
os possiveis casos relativos a posi¢ao de u(0) no intervalo (—1,00) e diferentes escolhas de
vp € classifica-las como viaveis ou inviaveis de acordo com as condi¢bes estabelecidas na
Definicao 14.

- caso 1: u(0) = 0. Neste caso temos u(L) = 0. A condi¢ao u(0) = 0 implica, pelo
Lema 16, que u(0) = uy e como (uz,0) é um equilibrio do sistema (4.26), segue que

u(z) = 0 para todo > 0. Esta é uma solugdo invidvel pois ndo muda de sinal.

- caso 2: —1 < u(0) < 0. Neste caso segue do Lema 16 que —1 < u; < u(0) e
0 < uy < —u(0). A curva de nivel que passa em (uz,0) contém o lago homoclinico.
Na regido do plano interior ao laco estdo os pontos (uy,0) e (u(0),0). Segue da
condigao 3. na Defini¢do 14 que podemos escolher u(L) = +u(0) mas, uma vez que

trajetérias no plano de fase ndo podem se interceptar, tal escolha depende de vg.

Para vy dentro do lago homoclinico precisamos ter u(L) = u(0):

- se vg < 0, entao as solugbes precisam contornar a trajetéria com condigao inicial

(u(0),0). Pelo Lema 17 essas trajetérias s6 podem conter solugoes invidveis
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Figura 4 — Trajetéria parcial para o sistema mecanico associado a equacédo do controle
com condi¢do inicial (u(0),0).

1.0

0.5
1

-0.5 0.0
|

-1.0

Fonte: Produzida pelo autor. Retrato de fase para o sistema (4.26) com u(0) = —0.5. Os
equilibrios u; e us do sistema correspondem aos pontos em vermelho. Sdo exibidas as
curvas de nivel passando por (uz,0) (em preto) e por (—1,0) (em cinza). A reta de equagao

u = —1 (em laranja) representa o limite para trajetérias que podem conter solugbes viaveis.
Também estao exibidas a reta de equagao u = u(0) (em vermelho) e a reta de equagao
u = —u(0) (em azul). Uma trajetéria parcial do sistema, correspondente a condigdo inicial

(u(0),0), é exibida (em vermelho) para 0 < x < 1.5. Para algum z > 1.5 essa trajetoria
passard no ponto (—1,0) contendo assim uma solu¢ao u(z) invidvel para o problema de
controle.

para a equacao do controle, pois eventualmente interceptam a reta u = —1,
violando assim a condi¢ao 1. na Definicao 14. A Figura 5 exibe uma dessas
trajetérias com condigao inicial (u(0),v9) = (—0.8,—0.5) juntamente com a

solucdo invidvel correspondente u(x) para x € [0, 2].

— se vg > 0 temos duas possibilidades. Para vy suficientemente pequeno a traje-
téria correspondente s6 pode conter solugdes que nado mudam de sinal, sendo
portanto invidaveis. A Figura 6 exibe uma dessas trajetorias com condicao inicial
(u(0),v9) = (—0.8,0.3) juntamente com a solucao inviavel correspondente u(z)
para z € [0, 1.3]. Por outro lado, se vy se aproximar do lago homoclinico, entéo
podemos ter trajetérias que contém solugoes que satisfazem todas as condigdes

estabelecidas na Definicao 14 sendo portanto solugoes viaveis. Essas solugoes
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sdo dadas por fungoes u(zr) concavas. A Figura 7 exibe uma dessas trajetdrias
com condi¢ao inicial (u(0),v) = (—0.8,1.16), juntamente com a solugao vidvel

correspondente u(z) para x € [0, 3.3].
Para vy fora do lago homoclinico podemos ter u(L) = £u(0):

— se vy < 0, segue do Lema 17 que se u(L) = £u(0) as trajetérias sé podem
conter solugdes invidveis, visto que elas precisam cruzar a reta u = —1, violando
a condigao 1. A Figura 8 exibe uma trajetéria com condicao inicial (u(0), vg) =
(—0.8,—1.35) contendo duas dessas soluges, uma com u(L) = u(0) e outra com

u(L) = —u(0). As solugbes correspondentes também sao exibidas.

— se vg > 0, precisamos ter u(L) = —u(0) e neste caso as trajetérias contém
solugoes vidveis crescentes. A Figura 9 exibe uma dessas trajetérias com condi-
¢ao inicial (u(0),v9) = (—0.8,1.35) juntamente com a solugao vidvel crescente

correspondente u(x) para x € [0,1.82].

- caso 3: 0 < u(0) < 1. Neste caso segue do Lema 16 que u; < —u(0) < 0 e ug < u(0).
Podemos ter u(L) = +u(0), mas novamente a escolha de u(L) depende da escolha

feita para vg:

- se vg > 0, segue do campo de vetores que as trajetérias ndo encontram as retas
cujas equagoes sao u = tu(0) para x > 0. Neste caso as trajetérias do sistema
nao contém solugoes para a equagdo do controle. A Figura 10 exibe duas dessas
trajetérias com condigao inicial (u(0),vy) = (0.5,0.0) e (u(0),v) = (0.5,1.0).

- se vyg < 0, entdo podemos determinar ¢ > 0 tal que se —¢ < vy < 0 a
trajetéria correspondente fornece uma solugdo para a equacao do controle com
u(L) = u(0). Neste caso temos uma solu¢do que ndo muda de sinal, invidvel
por néo satisfazer a condi¢do 2 na Definicdo 14. A Figura 11 exibe uma dessas
trajetérias com condicao inicial (u(0),vg) = (0.5, —0.5), assim como a solugao
invidvel correspondente u(x) para x € [0,1]. Se vg < —&, entdo podemos escolher
u(L) = +u(0). Em qualquer caso as trajetdrias contém solugoes para a equagao
do controle, entretanto se u(L) = u(0) obtemos uma solugdo u(x) invidvel, visto
que u(x) < —1 para algum z € [0, L], violando assim a condigdo 1. Assim,
para termos uma solucao viavel precisamos que u(L) = —u(0). A Figura 12
exibe uma trajetéria com condigdo inicial (u(0),vy) = (0.5, —1.0) que contém
uma solugao vidvel decrescente u(x) exibida para x € [0, 1.3]. Solugoes invidveis
convexas podem ser obtidas a partir das solugbes vidveis, basta aumentar o
intervalo de defini¢ao da trajetéria. Elas podem surgir tanto para u(L) = —u(0)

quanto para u(L) = u(0). A Figura 13 mostra uma solucdo invidvel convexa
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u(z) construida a partir da solucao viavel anterior; isto é, com condigao inicial
(u(0),v9) = (0.5, —1.0). Neste caso escolhemos u(L) = u(0) com z € [0,4.6].

- caso 4: u(0) > 1. Neste caso precisamos ter u(L) = u(0). Se vy > 0, nao temos
solucao para a equacao do controle visto que as trajetérias ndo interceptam a reta
u = u(0) para x > 0. A Figura 14 exibe uma dessas trajetorias. Para vy < 0 podemos

determinar € > 0 tal que:

- 8e —€ < vy < 0, entdo obtemos trajetérias contendo solugdes convexas para
a equacao do controle, porém inviaveis, visto que elas ndo mudam de sinal.
A Figura 14 exibe uma dessas trajetérias produzida com condi¢do inicial
(u(0),v0) = (1.1, —1.5) juntamente com a solu¢ao u(z) correspondente exibida

para x € [0,1.2].

- se vg < —e < 0, entdo também ndo temos trajetérias contendo solugdes viaveis.
Neste caso, as solugbes contidas nessas trajetorias ultrapassam o limite imposto
pela reta de equacdo u = —1. A Figura 15 exibe uma dessas trajetérias com

solugdo convexa invidvel u(z) correspondente para z € [0,4.2].
O

Figura 5 — Solugao invidvel da equagdo do controle com condigao inicial (u(0),vo) dentro
do lago homoclinico (vy < 0).

1.5
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0.5
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u
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107 \v—/
-1.5
T T T T T
0.0 0.5 1.0 1.5 20

Fonte: produzida pelo autor. Solugao u(z) para x € [0, 2] correspondente a trajetéria com
condicao inicial (u(0), vg) = (—0.8, —0.5) (parte superior da figura). Esta solugao ¢é invidvel
porque u(z) < —1 para algum x € [0, 2], violando a condigdo 1. na Definigao 14.
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Figura 6 — Solugdo invidvel da equagdo do controle com condigao inicial (u(0), vg) dentro
do lago homoclinico (vy > 0).
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Fonte: produzida pelo autor. Solu¢do u(z) para x € [0,1.3] correspondente a trajetoria
com condicao inicial (u(0),v9) = (—0.8,0.3) (parte superior da figura). Esta solugao é
inviavel porque u(z) ndo muda de sinal, violando a condigdo 2. na Definigao 14.

Figura 7 — Solucao concava vidvel da equagao do controle com condigao inicial (u(0), vg)
dentro do lago homoclinico (vy > 0).
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Fonte: produzida pelo autor. Solucao concava viavel u(z) para x € [0, 3.3] correspondente
a trajetéria com condigao inicial (u(0),v9) = (—0.8,1.16) (parte superior da figura).
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Figura 8 — Solugao convexa inviavel da equac¢ao do controle com condigao inicial (u(0), vo)
fora do lago homoclinico (vy < 0).
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Fonte: produzida pelo autor. Solugéo convexa inviavel u(z) para z € [0, 3.5] correspondente
a trajetoria com condicao inicial (u(0),vy) = (—0.8,1.35) (parte superior da figura). Tal
trajetoria contém duas solugdes invidveis, uma com u(L) = u(0) = —0.8 para x € [0, 2.0],
por exemplo, e outra com u(L) = —u(0) = 0.8 para x € [0, 3.5], por exemplo.

Figura 9 — Solugao vidvel crescente da equagao do controle com condigao inicial (u(0), vg)
fora do lago homoclinico (vy > 0).
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Fonte: produzida pelo autor. Solugao crescente viavel u(x) para x € [0, 1.82] correspondente
a trajetéria com condigao inicial (u(0),v9) = (—0.8,1.35) (parte superior da figura).
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Figura 10 — Trajetorias do sistema que nao contém solugoes para a equagao do controle
com 0 < u(0) < 1.

Fonte: produzida pelo autor. As trajetérias exibidas correspondem a solugoes do sistema
como condi¢ao inicial (u(0),vo) = (0.5,0) e (u(0),v9) = (0.5, 1.0), respectivamente. Essas
trajetérias ndao fornecem solugdo para a equacio do controle porque nao interceptam as
retas u(x) = +u(0) para = > 0.

Figura 11 — Solugao invidvel da equagdo do controle com 0 < u(0) < 1 e vy < 0.
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Fonte: produzida pelo autor. Solugdo invidvel u(x) para x € [0,1] correspondente a
trajetoria com condigao inicial (u(0),vo) = (0.5, —0.5) (parte superior da figura).
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Figura 12 — Solugao vidvel decrescente da equagiao do controle com 0 < u(0) < 1 e vy < 0.

u(x)

Fonte: produzida pelo autor. Solu¢ao viavel decrescente u(x) para x € [0,1.3] corres-
pondente a trajetéria com condigao inicial (u(0),v9) = (0.5, —1.0) (parte superior da
figura).

Figura 13 — Solucao convexa invidvel da equagao do controle com 0 < u(0) < 1 e vy < 0.
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Fonte: produzida pelo autor. Solugao convexa inviavel u(z) para = € [0, 4.6] correspondente
a trajetéria com condigao inicial (u(0),v9) = (0.5, —1.0) (parte superior da figura). Neste
caso u(x) < —1 para algum z € [0, 4.6], violando a condi¢ao (1).
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Figura 14 — Solucao convexa invidvel da equacao do controle com u(0) > 1 e vy < 0.

A

T T T
-1.5 -1.0 05 0.0 05 1.0 1.5

u(x)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

x

Fonte: produzida pelo autor. Solugdo convexa invidvel u(z) para z € [0,1.2] correspondente
a trajetéria com condigdo inicial (u(0),v9) = (1.1, —1.5) (parte superior da figura). Neste
caso a solugao ¢ invidlvel porque ndo muda de sinal, violando a condi¢ao (2). Temos
também uma trajetoria, com vy > 0 que ndo contém solugao da equacao do controle.

Figura 15 — Outra solugao convexa inviavel da equagao do controle com u(0) > 1 e vy < 0.
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Fonte: produzida pelo autor. Solugao convexa invidvel u(x) para x € [0, 4.72] correspondente
a trajetéria com condigao inicial (u(0),v9) = (1.1, —1.9) (parte superior da figura). Neste
caso a solugao é invidlvel porque u(z) < —1 para algum x € [0, 4.72], violando a condigao

(1).
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4.3 Estratégias 6timas para a aptidao do patégeno

Na secao anterior determinamos o comportamento qualitativo das solugoes u(x)
da equagao do controle (4.17). As estratégias dtimas para a aptiddo do patégeno Ro(x)
correspondentes, dada pela expressao (ver (4.15))

1
Ry(z) = ————,
o) u(z) +1

sdo obtidas a partir das solugbes vidveis caracterizadas no Teorema 18.

Nesta se¢do analisamos a aptiddo do patdgeno em funcao dos trés casos encontrados

assumindo que Ry(x) possui o comportamento limiar esperado:

e se Ry(x) > 1, entdo a cepa de tipo 2 pode desencadear uma epidemia;

e se Ry(x) < 1, entdo a cepa de tipo x nao pode desencadear uma epidemia e serd

extinta naturalmente.

4.3.1 Aptidao do patégeno quando o controle é uma funcdo concava

A primeira solucao viavel que encontramos foi caracterizada como uma funcao u(x)
concava com u(L) = u(0) e u(0) negativo. A Figura 7 exibe uma dessas solugoes com
u(0) = —0.8 para x € [0, 3.3].

Vamos considerar esse exemplo para analisar qualitativamente a aptidao do patégeno
para esse tipo de controle. A Figura 16 exibe a fungdo Ry(z) correspondente a u(z) obtida

a partir da relagdo em (4.15) dada acima.

Neste caso, se a caracteristica x esta positivamente correlacionada com a viruléncia
do patégeno, observamos que o controle u(z) tende a manter presente todas as cepas. No
entanto, apenas aquelas como baixa viruléncia (baixo valor de x) e aquelas com viruléncia

elevada (alto valor de x) sdo capazes de desencadear uma epidemia.

4.3.2 Aptidao do patdégeno quando o controle é uma funcao crescente

A segunda solugao vidvel que encontramos foi caracterizada como uma funcao u(z)
crescente com u(L) = —u(0) e u(0) negativo. A Figura 9 exibe uma dessas solugoes com
u(0) = —0.8 para x € [0, 1.82].

A Figura 17 exibe a func¢do Ry(z) correspondente a u(x) obtida a partir da rela¢ao
em (4.15) dada acima. Neste caso, se a caracteristica = estd positivamente correlacionada
com a viruléncia do patdgeno, observamos que esse tipo de controle tende a eliminar
as cepas com viruléncia maior que um certo patamar (valores de = > xy para algum
xo € [0, L]). Todas as cepas que permanecem sao capazes de desencadear uma epidemia,

com favorecimento para aquelas que possuem viruléncia mais baixa.
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Figura 16 — Aptidao do patdgeno para controle concavo.

u(x)

0.0 05 1.0 1.5 20 25 3.0

RO(X)

0.0 05 1.0 1.5 20 25 3.0

Fonte: produzida pelo autor. Aptidao do patégeno Ry(x) (parte inferior da figura) para o
controle concavo u(x) (parte superior da figura) obtido com w(L) = u(0), u(0) = —0.8 e
x € [0,3.3]. A reta horizontal em vermelho corresponde a Ry(x) = 1.

4.3.3 Aptidao do patégeno quando o controle é uma funcdo decrescente

A terceira e ultima solucao vidvel que encontramos foi caracterizada como uma
funcdo u(x) decrescente com u(L) = —u(0) e u(0) positivo. A Figura 12 exibe uma dessas

solugdes com u(0) = 0.5 para z € [0, 1.3].

Como antes, vamos considerar esse exemplo para analisar qualitativamente a
aptidao do patégeno para esse tipo de controle. A fun¢do Ry(z) correspondente a u(x)
esta esbocada na Figura 17. Se a caracteristica x estd positivamente correlacionada com a
viruléncia do patdgeno, observamos que esse tipo de controle tende a manter as cepas com
viruléncia maior que um certo patamar (valores de x > x, para algum zo € [0, L]). Todas
as cepas que permanecem sao capazes de desencadear uma epidemia, com favorecimento

para aquelas que possuem viruléncia mais alta.
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Figura 17 — Aptidao do patégeno para controle crescente.

u(x)

as /

T T
0.0 05 1.0 1.5

RO(x)

Fonte: produzida pelo autor. Aptidao do patégeno Ry(x) (parte inferior da figura) para o
controle crescente u(z) (parte superior da figura) obtido com u(L) = —u(0), u(0) = —0.8
ez € [0,1.82]. A reta horizontal em vermelho corresponde a Ry(z) = 1.

Figura 18 — Aptidao do patdgeno para controle decrescente.

u(x)

T T Y T T y T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12

Fonte: produzida pelo autor. Aptidao do patégeno Ry(z) (parte inferior da figura) para o
controle decrescente u(x) (parte superior da figura) obtido com u(L) = —u(0), u(0) = 0.5
ez € [0,1.3]. A reta horizontal em vermelho corresponde a Ry(z) = 1.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Motivados pelo importante problema da evolucao da viruléncia e pela necessidade
de construcao de modelos matematicos que possibilitem uma melhor integracio entre os
resultados obtidos empiricamente a teoria geral disponivel (BULL, 1994; SAMUEL ALI-
ZON, 2008; CRESSLER et al., 2016), seguimos a sugestao de Bull (1994) e propomos um
modelo epidemioldgico em que os patdgenos sao classificados por um tipo x € [0, L] de
interesse, passivel de mutacdo. A hipdtese basica é que esta caracteristica tenha influéncia
nas componentes epidemiolégicas do patégeno e contribua significativamente para a sua

evolugao como espécie.

O processo de mutacao foi modelado como uma caminhada aleatéria (OKUBO;
LEVIN, 2002), o que introduziu um termo difuso resultando num modelo epidemiolégico
SIR acoplado a uma equacao diferencial parabdlica com coeficientes variaveis e condigdes de
fronteira de Neumann. Isso introduziu dificuldades técnicas limitando a analise matematica
do modelo, realizada parcialmente. Essa é uma tarefa a ser completada posteriormente no

nosso préoximo trabalho.

No nivel da comunidade, a acao do tipo z foi caracterizada por uma funcéo taxa de
transmissao (), uma fungdo taxa de recuperacdo da doenca v(x) e uma fungao taxa de
mortalidade induzida pelo patégeno m(z) que resultou em um nimero reprodutivo basico
Ry(z) para cada tipo x. Com base na Teoria da Dindmica Adaptativa (DIEKMANN|,
2002), utilizamos a expressao de Ry(z) como medida de aptiddo do patégeno como espécie,
buscando identificar as possiveis estratégias evolutivas que conduzem a uma maximizacao

do que foi denominado de aptidao total do patdgeno (ver 4.14).
Colocado como um problema de controle 6timo (LENHART; WORKMAN, 2007),

diferentemente dos resultados usualmente encontrados a partir da técnica da analise
de invasdo, nenhuma das estratégias identificadas favorece um tipo x especifico. Nas
trés possibilidades encontradas uma variedade de cepas com diferentes valores de x sdo
favorecidas pela selecdo natural. Este resultado é compativel, por exemplo, com o estudo
realizado por Boldin e Kisdi (2012), onde a evolugao dos patdgenos foi abordada sob a
hipotese de mudanca na rota de transmissao de contato direto entre hospedeiros infectados

e suscetiveis para transmissao ambiental.

A partir de técnicas da andlise qualitativa das equacbes diferenciais ordindrias,
mostramos que as estratégias evolutivas do patégeno conduzem a fungoes Ry(z) que podem
ser concavas (para baixo), mondtonas crescentes ou mondtonas decrescentes. Admitindo o
usual comportamento limiar para Ry(x) (Ro(x) < 1 indica que o tipo x serd naturalmente

extinto, enquanto que Ry(z) > 1 indica que o tipo x permanecera e pode causar uma
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epidemia), o que ainda nao foi explicitamente demonstrado, uma possivel interpretacao

para esses resultados é a seguinte:

e 10 primeiro caso, Ry(x) dado por uma fungao coéncava, todas as cepas permanecem
presentes embora apenas aquelas como valores baixos e aquelas com valores altos da

caracteristica x sdo capazes de desencadearem uma epidemia.

Se interpretarmos o controle u(x) correspondente como um mecanismo de contengao
natural da epidemia (ver Figura 16), este resultado sugere uma estratégia de controle
que se inicia com baixa intensidade, aumentando gradativamente até o seu nivel mais
alto, retornando posteriormente até o nivel mais baixo novamente. Tal estratégia
nao elimina nenhuma das cepas do patdgeno, no entanto, se houver uma correlagao
positiva com a viruléncia, as epidemias poderiam surgir de patégenos com viruléncia
baixa ou daqueles com viruléncia alta, com chances iguais para ambos. De certa

maneira, este resultado é compativel com as hipoteses de trade-off.

e 10 segundo caso, Ry(x) dado por uma fun¢do mondtona crescente, apenas as cepas
com um valor abaixo de um certo xy € [0, L] sdo capazes de desencadearem uma

epidemia. As demais sdo naturalmente extintas.

Se interpretarmos o controle u(x) correspondente como um mecanismo de contengao
natural da epidemia (ver Figura 17), este resultado sugere uma estratégia de controle
que se inicia com baixa intensidade aumentando gradativamente até se manter em
nivel altos. Tal estratégia eliminaria as cepas mais virulentas favorecendo as cepas
menos danosas ao hospedeiro. Este resultado é compativel, por exemplo, com a

hipétese da aviruléncia.

e 10 terceiro e ltimo caso, Ry(x) dado por uma fun¢ido mondtona decrescente, apenas
as cepas com um valor acima de um certo zy € [0, L] sdo capazes de desencadearem

uma epidemia.

Se interpretarmos o controle u(x) correspondente como um mecanismo de contengao
natural da epidemia (ver Figura 18), este resultado sugere uma estratégia de controle
que se inicia com intensidade alta, reduzindo gradativamente até se manter em nivel
baixos. Tal estratégia eliminaria as cepas menos virulentas favorecendo as cepas mais

danosas ao hospedeiro.

Uma estratégia que favorece uma cepa do patdgeno com tipo z especifico seria
caracterizada por uma fungao Ry(z) convexa. No entanto, os controles u(x) encontrados
que conduzem a esse tipo de solucao foram classificados como inviaveis devido as restri¢oes
biolégicas (Teorema 18). Um ponto a ser considerado posteriormente é como contornar
essa situacdo. E possivel que restricdes biologicas mais realistas, como uma limitacio

no valor méximo de Ry(z), ou ainda a inclusdo da dindmica dentro do hospedeiro como
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coinfec¢do, superinfeccao ou interacao com o sistema imunoldgico do hospedeiro conduzam

a esse tipo de solucao.
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APENDICE A - MATERIAL SUPLEMENTAR

Nesta secao destacamos alguns resultados da teoria qualitativa das equacgoes di-
ferenciais ordinarias aplicados aos sistemas mecanicos auténomos unidimensionais que
foram utilizados anteriormente (Segao 4.2.4). Os resultados aqui apresentados seguem de
perto a exposigao encontrada em (JORDAN; SMITH, 2007).

Como usual, fixado um natural n > 1 escrevemos:

R™ para o espaco euclideano de dimensao n;

X = (z1,29,...,2,) para um elemento X de R";

n

(X,Y) = Z x;9; para o produto interno usual entre dois elementos X,Y de R";
i=1

e O para um subconjunto aberto de R";

Para cada t € I C R, X (t) representa um vetor de R".

Estamos particularmente interessados nos chamados sistemas mecanicos matemati-

camente modelados por equagdes diferenciais ordinarias de segunda ordem.

Definicao 19. Um problema de valor inicial de segunda ordem do tipo

X(t) = F(t,X(t),X(t),
X(to) = X (A1)
X(t()) = VE)

é denominado sistema mecanico.

Observagao 20. A terminologia acima se justifica se interpretamos X (t) como sendo
o vetor posicdo de uma particula de massa unitaria em R™ no tempo t. Assim, X (t) e
X () representam, respectivamente, a velocidade e a aceleragiao vetoriais. Interpretando

F(t, X (t), X(t)) como uma for¢a atuando sobre a particula, a equagao (A.1) corresponde

a Segunda Lei de Newton da Mecanica Classica.

Defini¢ao 21. Se no sistema mecénico (A.1) a fungao F' ndo depende explicitamente de

t dizemos que o sistema é auténomo.

Definicao 22. Uma funcao continua F': O — R" é denominada um campo de vetores em
O. Se F possui todas as derivadas parciais continuas em O, dizemos que F' é um campo

de vetores de classe C' em O e escrevemos F € C*(O;R™).
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Defini¢ao 23. Um campo de vetores F' € C'(O;R") é dito ser conservativo se existe uma

fungao diferencidavel V : O — R tal que

VV(X) = (W (X),...7W(X)> — _F(X).

dxy Tn
A funcgao V é dita ser um potencial para F'.

Observacao 24. Se V : O — R é um potencial para um campo conservativo F', entao

V(X) = V(X) + ¢ também é um potencial para F', qualquer que seja a constante ¢ € R.

Defini¢ao 25. Se ' € C*(O;R"™) é um campo conservativo, entdo o sistema

X(t) = F(X(t),
X(ty) = Xo, (A.2)
X(to) = Vo

¢ dito ser um sistema mecanico (auténomo) conservativo.

Observacao 26. Mais uma vez a terminologia acima se justifica da seguinte observacao:

seja X (t) uma solugao do sistema (A.2). As expressoes

sao definidas, respectivamente, como as energias cinética e potencial do sistema. Com isso,

a energia total é dada por
En(X(t), X(8) = BJ(X(8) + E,(X(t)) = %X(tﬁ +V(X). (A.3)

Derivando E7 em relagao a t, segue da Definicao 23 que

d Er
dt

(X(1), X (1) = (X, X) +(VV,X) = (F(X),X) + (- F(X),X) =0,

logo a energia total do sistema ndo muda com o tempo; ela é conservada. Desta forma, para
cada condigao inicial (Xo, V) existe uma constante Cy tal que a correspondente solugao
X(t) do sistema (A.2) satisfaz

Er(X (), X (1)) = EX (1) + B, (X (1)) = %X? +V(X) = G,

De fato Cy = Ep(Xo, Vo).

Definigao 27. Um sistema auténomo planar nas variaveis (x, v) corresponde a um sistema

(L‘(t) = f(fL‘,U), (A4)
o(t) = g(z,v)

onde f,g: O C R? = R sdo funcdes que nao dependem explicitamente de t.
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Observagao 28. Admitiremos que f e g sdo funcgoes de classe C!' em O assim, do
teorema da existéncia e unicidade (DOERING; LOPES, 2014), segue que para cada
condigao inicial (29, vy) em O existe uma tnica solucao (z(t),v(t)) do sistema satisfazendo
(x(to),v(to)) = (xg,vp), definida em um intervalo aberto maximal I = (w_,w;) C R

contendo tg.

Definigao 29. Para cada condicdo inicial (zg,v) a correspondente solu¢ao (x(t),v(t))
do sistema (A.4) pode ser vista como uma curva parametrizada definida no intervalo

I..x C R contendo %y, de forma que
{(z(t),v(t)) € R? : t € Lax}

pode ser representada graficamente no plano- (x, v). Tal representagio é chamada de dérbita

ou trajetoria do sistema. O plano- (z,v) é chamado de plano de fase.

Observagao 30. Dada a condi¢ao inicial (z(to),v(to)) = (o, vo), seja (x(t),v(t)) a solu¢ao
correspondente do sistema (A.4). Por ser autdénomo, a reparametrizacao (z(t),v(t)) :=
(x(t + o), v(t +t9)) também é uma solugao que agora satisfaz (Z(0),v(0)) = (xo, yo). As
orbitas dessas duas solucoes sao idénticas no plano de fase, de forma que para estudarmos
as trajetorias do sistema podemos sempre considerar ¢y = 0 na determinacao das condicoes
iniciais. Além disso, é consequéncia direta do Teorema da Existéncia e Unicidade para

equacoes diferenciais ordinarias que duas érbitas ndo se interceptam no plano de fase.

Defini¢ao 31. Consideremos o sistema (A.4). Para cada ponto (z,v) no plano de fase,
(f(z,v),g(z,v)) € R? define um vetor que pode ser esbocado neste plano com origem em
(x,v). A representagao grafica desses vetores no plano de fase corresponde ao campo de

vetores bidimensional associado ao sistema.

Observacao 32. O campo de vetores bidimensional associado ao sistema define, no
plano de fase, uma orientagdo de percurso sobre cada trajetéria (z(t),v(t)) no sentido de
crescimento da variavel t, visto que essas trajetdrias sdo tangentes, em cada ponto, ao

campo de vetores associado.

Definigao 33. Uma colegdo representativa de trajetérias orientadas do sistema (A.4) no

plano de fase é denominada de retrato de fase do sistema.

Definigdo 34. Uma funcio diferenciavel E : R? — R que nio é constante em subconjuntos
abertos de R?, mas que é constante ao longo das solugoes do sistema (A.4) é chamada de

integral primeira do sistema.
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Observacao 35. Consideremos o sistema (A.4):

1. Se E(u,v) é uma integral primeira para o sistema, entao graficamente isso significa

que as trajetérias do sistema estdo contidas nas curvas de nivel de F.

2. No caso dos sistemas mecanicos conservativos, a energia total definida em (A.3) é
sempre uma integral primeira, assim as trajetorias do sistema estdo contidas nas

curvas de nivel da energia total.

Defini¢ao 36. Os pontos de equilibrio de (A.4) correspondem as solugoes (z*,v*) do
sistema

flz,v) =0,

glz,v) = 0

Observagao 37. Supondo que as fungoes f, g sdo de classe C'%, a estabilidade (local) de
cada equilibrio isolado é obtida a partir da estabilidade do equilibrio O = (0,0) do sistema
linear associado

=1

0] v

definido pela Matriz Jacobiana do campo (f(x,v), g(x,v))

J (fx(x,v) folz,v)

g$($7 U) gv(.f, U) (m,v):(x*,v*)

avaliada no equilibrio. A classificacdo do tipos de equilibrios é determinada pelos autovalores
de J: as duas raizes do polinémio caracteristico P(\) = A\? — Tr(J) - A + det (J), onde
Tr(J) e det (J) s@o o trago e o determinante da matriz .J, respectivamente. A Tabela 2
resume os tipos de equilibrios em funcdo dos sinais de Tr(J) e det (J) para os sistemas

auténomos planares.

Tabela 2 — Classificacao dos equilibrios para os sistemas autonomos bidi-
mensionais (linear/nao linear)

A det(J) Tr(J) Tipo - caso linear Tipo - caso nao linear
>0 <0 sela sela

>0 >0 <0 1o estavel no estavel

>0 <0 >0  no instavel instavel

<0 =0 centro centro ou expiral estavel
<0 <0 espiral estavel expiral estavel

<0 >0  espiral instavel expiral instével

=0 <0  nd (préprio/impréprio) estavel — nd ou expiral estével
=0 >0  ndé (préprio/impréprio) instdvel nd ou expiral instével

Fonte: (FIGUEIREDO; NEVES, 2014). Aqui A = [Tr (J)]? — 4 det (J).
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Nosso interesse particular repousa sobre os sistemas mecanicos unidimensionais, o
que significa fazer n = 1 nas discussoes acima. Neste caso, sendo F : O — R de classe C*

em O, entao para cada k € R a funcao

V:0 - R A5
r V(x):/F(:c)dx+k (A5)
define um potencial para F' (ver Definigao 23), de forma que
Z = F(x)
z(t) = o (A.6)
L(tg) = wvo

¢é sempre um sistema mecénico conservativo (ver Defini¢ao 23).

A mudanca de variavel £ = v resulta no equivalente sistema de equagoes diferenciais

ordinarias
T = v
) F(x) (A7)
Z’(to) = Xy,
v (to) = 79,

um caso particular dos sistemas auténomos planares(ver Definicao 27):

As observagoes acima implicam os seguintes resultados para os sistemas mecanicos

conservativos unidimensionais:

Lema 38. As trajetdrias do sistema auténomo (A.7) associado ao sistema mecanico (A.6)
sao orientadas da esquerda para a direita no semiplano superior, e da direita para a

esquerda no semiplano inferior do plano de fase-(x,v).

Demonstragdo. Segue da Definicdo 27 que o campo de vetores bidimensional associado
ao sistema (A.7) é dado por (f(z,v),g(x,v)) = (v, F(x)). No semiplano superior temos
& = f(x,v) =v > 0, logo z(t) é crescente. No semiplano inferior a situagao se inverte,

& =wv < 0, implicando que z(t) é decrescente. O

Lema 39. Seja V() um potencial para o campo conservativo F(x) do sistema meca-
nico (A.6). Os equilibrios do sistema auténomo associado (A.7) sdao pontos no plano de

fase do tipo (z*,0) com x* um ponto critico de V(z).

Demonstragao. Como no lema anterior temos f(z,v) = v e g(z,y) = F(x). Segundo a

Definicao 36, os pontos de equilibrio sdo as solugoes do sistema

f(x,v) =
g(:r,v) = 0,
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assim, f(xz,v) = 0 & v = 0 e, desde que V(z) é um potencial para F(z), segue da
Definicao 23 que
ay

g(z,0)=F(z) =0« %(z) = 0.

]

Lema 40. Seja (z*,0) um ponto critico do sistema auténomo planar (A.7) associado ao

sistema mecanico (A.6). Se V(x) é um potencial para o campo F(z) do sistema, entao:

1. (*,0) é um centro (estdvel) para o sistema se, e somente se, * é um ponto de

minimo para V(z).
2. (z*,0) é um ponto de sela para o sistema se, e somente se, x* é um ponto de maximo

para V(z).

Demonstragio. A Figura 19 exibe graficamente o resultado apresentado neste lema. A

matriz jacobiana associada ao campo bidimensional do sistema (A.6) é dada por

0 1
J = 2
d*Vv
i () 0

Seja (z*,0) um ponto critico do sistema, entao

dzy azy
Tr(J]@g)=-0)) =0, det (J]@y)) = Tz (@) e A=—d—a(ah),

entao, usando a Tabela 2 temos que:

1. se (z*,0) é um ponto de minimo para V(zx), entdo Cf;;/ (z*) > 0, logo

A<0 e Tr<J|(I7y):(z*7o)) =0,
entdo (z*,0) é um centro estavel.
2. se (z*,0) é um ponto de maximo para V(x), entao %(aj*) < 0, logo
A>0 e det <J|(w)) <0,

entdao (z*,0) é um ponto de sela.
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Figura 19 — Classificacao equilibrios do sistema em func¢ao dos pontos criticos da energia
potencial do sistema conservativo unidimensional (A.7).

v Vv v /

Fonte: retirada de (JORDAN; SMITH, 2007). Na sequéncia vemos um ponto de minimo do
potencial correspondendo a um equilibrio do tipo cento, um ponto de maximo do potencial
correspondendo a um ponto de equilibrio de tipo sela, e um ponto de inflexdo do potencial
correspondendo a uma cuspide.



