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“Deem-me um ponto de apoio e moverei a Terra”

(Arquimedes de Siracusa)



RESUMO

O Célculo de Ordem Nao inteira, tradicionalmente conhecido como céalculo fracionario é
um ramo da analise matematica que estuda as possibilidades de usar poténcias de niimeros
reais ou poténcias de nimeros complexos em operadores diferencidis e o operador de
integracao. Ha varios motivos para analisarmos esta questao. Um é que, deste modo o
semigrupo das poténcias Dn na variavel discreta n é vista como um semigrupo continuo
(espera-se) que os parametros a onde é um ntimero real. Semigrupos continuos pré-valentes
em Matematica sao de interesse tedrico. Diz-se que fracdo é entdo o mesmo que o expoente,
desde que precise ser um racional, mas que a expressao calculo fracionario torne-se
padrao por tradigdo. Utilizando ferramentas de Analise Funcional e Topologia, estudamos
propiedades de limitacao e periodicidade assintotica de solugdes brandas para equagoes
diferenciais fracionarias em espacos de Banach. Provamos que o conjunto das solugoes
brandas é compacto em certos espagos. Finalmente, aplicamos nossos resultados ao estudo

de sistemas concretos que sao modelados por equagoes de evolucao fraccionaria.

Keywords: Equacoes diferenciais fraccionais. Equagoes integrais em espagos abstratos.

Solugoes brandas. Compacidade do conjunto de solugoes. Periodicidade assintotica.



ABSTRACT

Fractional calculus is a branch of mathematical analysis that studies the several
different possibilities of defining real number powers or complex number powers of the
differentiation and of the integration operator and developing a calculus for such operators
generalizing the classical one. This paper is devoted to the study of qualitative properties
of solutions of fractional differential equations in Banach spaces. In the first part, we study
the existence of LP-bounded solutions. In the second part, we analyze the compactness
of the set formed by the mild solutions of the equation. Finally, we apply our results to
the study of some concrete systems which are modeled by fractional evolution equations
as heat conduction problems and problems arising in the theory of viscoelastic materials.
This work also deals with asymptotic periodicity and compactness for a class of composite
fractional relaxation equation. Some difficulties arises when the effect of different kinds of
nonhomogeneous terms are taken into consideration. To overcome these we use methods
coming from regularized families and fixed point techniques, which are an important tool

to study of nonlinear phenomena. We can cover a large class of nonlinearities.

Keywords: Fractional differential equations. Integral equations in abstract spaces. Mild

solutions. LP-bounded solutions. Compact sets of solutions. Asymptotic periodicity.
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1 INTRODUCAO

O estudo de equacgoes de evolucao fraciondrias (EEF) tem despertado um grande interesse
por parte dos pesquisadores levando em conta sua ampla aplicabilidade em diversos

problemas concretos da ciéncia e tecnologia.

A presente tese versa a respeito da analise qualitativa de equagoes de evolucao
fracionarias em espaco de Banach. Especificamente estamos exclusivamente interessados
em obter propiedades de regularidade em espagos de Lebesgue, periédicidade assintotica e
compacidade do conjunto de solugoes para EEF. O embasamento tedrico nosso provém
de ferramentas de Analise Funcional juntamente com técnicas topologicas como a teoria
de ponto fixo que resulta ser extremadamente eficiente na abordagem de situac¢des nao

lineares.

O presente trabalho pode ser considerado como um aporte ao desenvolvimento
da teoria qualitativa das EEF. O tipo de técnicas aqui desenvolvidas permitira abrir um
fértil campo de trabalho e interacdo com outras areas das ciencias aplicadas. Nesta direcao
aplicamos nossos resultados e métodos ao estudo de sistemas concretos que permitem uma

modelacao através das EEF.

Esta tese esta dividida em quatro capitulos. O primeiro deles intitulado “Prelimi-
nares”, possui o objétivo de tornar o texto o mais auto contido possivél. Nele algumas
defini¢oes e propiedades dos objetos envolvidos sdo relembrados. Por exemplo, apresenta-
mos a derivada fracionaria no sentido de Caputo e as fungdes de Mittag-LefHler; fazemos
uma revisao de diversas generalizagoes de fungdes periodicas. Revisamos também alguns
elementos de teoria de operadores e teoria de puntos fixos. Mais precisamente introdu-
cimos as familias regularizadas, os operadores sectoriais e o operador solucao, também
enunciamos os teoremas de ponto fixo que sustentam nossos resultados de existéncia de

solugoes.

No segundo capitulo,nomeado “LP-limitacao e Compacidade” exibimos condic¢oes
suficientes para a existencia de solugoes LP e estudamos a compacidade do conjunto de

solugoes da equacao integro-diferencial fracionaria

W) = At%m@)@ﬂ@,%t», t>0, (1.1)

com condic¢ao inicial
U(O) = wug € X, (12)

onde 1 <a <2, A:D(A) C X — X é um operador linear de tipo setorial densamente

definido sobre um espago Banach X, f é uma funcao dada. Os resultados desta secdo estao



Capitulo 1. Introdugdo 9

contidos no artigo (APARCANA et al., 2017).

Mencionamos que a convolugao da equagao anterior é conhecida como a integral de
Riemann-Liouville. Usualmente condigoes a respeito do espectro do operador A junto com
ideas da teoria de operadores e o principio de Duhamel nos permitem fazer um tratamento
sistematico das solugoes brandas. Notamos que se A é sectorial com angulo 6 satisfazendo

0 <60 < 7m(l—«/2)entdo o problema anterior é bem posto.

Varias propiedades das soluc¢oes tem sido estudadas sob diferentes pontos de
vista como sdo regularidade maximal (PRUSS, 2013),métodos numéricos (CUESTA;
LUBICH; PALENCIA, 2006), positividad e contratividade (CUESTA; PALENCIA, 2003),
comportamento assintotico (CUESTA, 2007).

No capitulo 3 chamado “Equacoes de relaxamento fracionario composto” assegura-

mos a existéncia de solugoes em LP tanto da equagao
u'(t) — A °Diu(t) + u(t) = f(t), t >0 (1.3)
como da sua versao semilinear associada
u'(t) — A °Dyu(t) +u(t) = f(t,u(t), t >0 (1.4)
ambas equacgoes sao consideradas com a condigao inicial
u(0) =z (1.5)

No caso semilinear analizamos a propiedade de compacidade do conjunto de solugoes.

Sabemos que o estudo de periodicidade das solugdes é um importante tépico de
pesquisa na teoria qualitativa de equagoes de evolugao. Note que sistemas reais usualmente
apresentam variagoes internas ou sao submetidas a perturbagoes externas. Nos podemos
assumir que estas variagoes sao somente aproximadamente periodicas num sentido amplio.
Recentemente na literatura tem aparecido varios conceitos novos para representar a ideia
de funcao aproximadamente periodica (ver (HENRiQUEZ; PIERRIL; TABOAS, 2008;
PIERRI; ROLNIK, 2013; CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014)).

Neste capitulo faremos estudos de periodicidade assintético com particular énfase

nas fungoes assintoticamente w-periodicas.

Os resultados deste capitulo estdo contidos nos artigos (APARCANA et al., 2017;
APARCANA; CUEVAS; SOTO, 2018)

Finalmente no capitulo 4 intitulado “Aplicaciones e métodos” entregamos uma
variedade de exemplos alguns deles com especial significado na literatura o que ajuda a
construir uma intuicao ao respeito dos resultados e métodos utilizados. Especificamente
manejamos modelos fracionarios oscilatorios, também tratamos equagoes que aparecem no

estudo da viscoelasticidade e conducao de calor.
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2 PRELIMINARES

Apresentaremos neste capitulo notagoes, defini¢oes e fatos relevantes que serao utilizados
ao longo deste trabalho. Pretendemos com isso tornara apresentacao o mais auto-suficiente
possivel. Entretanto, por motivo de brevidade nao faremos detalhes das demonstragoes de

alguns resultados aqui apresentados.

No texto, (X, - |lx) e (Y] - ||y) denotam espagos de Banach. Com o intuito de
tornar o texto mais limpido, em alguns momentos usaremos apenas || - || para denotar
a norma || - [|x ou a norma || - ||y. Pedimos que o leitor fique atento para que nao haja

confusao. Para r > 0, a notacdo B, (X) representa a bola fechada {x € X : ||z||x <r}.

A notagao B(X,Y’) representa o espago dos operadores lineares limitados de X
em Y munido com a norma ||T'||g(x,y) := sup{||[Tz|y; = € X, ||z|[x <1}, e abreviamos
para B(X) e || - ||sx) quando X =Y. Seja A um operador linear fechado definido em
D(A) € X onde D(A) denota o dominio de A, e consideramos D(A) como um espago
de Banach munido com a norma do grafico. Denotamos por p(A) o conjunto resolvente
de A, e por o(A) o espectro de A (isto é, o complemento de p(A) no plano complexo).
Seja I C R um intervalo (possivelmente ilimitado), C,(I; X') denota o espago de Banach
formado pelas fungoes continuas e limitadas de I em X equipado com a norma do supremo.
Definimos Cy([0,00); X)) como o subespaco de todas as fungoes f em C([0,00); X) tais
que lim |l f(®)]lx = 0. Além disso, se X = R ou C, escrevemos Cy(I) e Co(R™) ao invés de
Cy(I,X) e Co(RT; X), respectivamente. C*(RT; X) denota o espaco das fungoes k-vezes
continuamente diferencidveis de R* em X. Denotamos o espaco das fungoes localmente
integraveis por L},.. LP([0,00); X) denota o espaco usual das fungdes p-integraveis no

sentido de Bochner.

Neste capitulo iremos expor os principais resultados que vamos usar no decorrer
deste trabalho, e no caso de informagoes mais especificas complementaremos no respectivo

capitulo.

2.1 Derivada de Caputo e Funcao de Mittag-Leffler

Para mas detalhes de esta secao o leitor pode procurar (GORENFLO et al., 2014).

Definigao 2.1.1. Dizemos que Ha é um caminho de Hankel, se existem r > 0e 6 € (w/2,7)

tais que, Ha = Hay; + Has — Has, em que os caminhos Ha; sao dados por
Hay := {te”;t € [r,00)};

Hay = {re';t € [-0,0)};



Capitulo 2. Preliminares 11

Hagz := {te™;t € [r,00)}.

Também escrevemos Ha = Ha(r, ) para mostrar da dependéncia do dngulo e do raio (ver

Figura 1).

|-
L

Hay

Y

—H{f;g

Figura 1: Caminho de Hankel Ha = Ha(r, ).

Definicao 2.1.2. A funcao Mittag-Leffler £, 3 é definida por

o Z'I’L

1 6:11'#&_:8
E, = —/ dp=) ——, o, >0, C,
5(2) 2 Jia i — 2 p ;::()F(om+ﬁ) a, B z €

onde Ha é a curva de Hankel, isto é, um contorno com inicio e termino em —oo e que

rodeia o disco |u| < |2|*/* no sentido anti-horéario.

2.1.1 Algumas relacoes de recurrencia
) Bapl(e) = s + 2Fasral2)
a 0,8(2) = =757 T 2E0 g4+al2),
B F(ﬁ) B+

d
b) Eap(2) = BEap+1(2) + @Z%Ea7ﬁ+1(2).
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2.1.2 Diferenciacao e Integracao
) () [ Eusle)] = # B (2)
dz ’ ’ ’
b) | "B s(at®) P 1dt = 2P BE, 511 (A2%), B > 0.
0

2.1.3 Transformada de Laplace da funcao Mittag-Leffler

5@ P
s — )\’

£ (77 Ea g(M) (5) =
com Re(s) >0, A€ C, [As™| < 1.

Definicao 2.1.3. A derivada fracionaria de Caputo de ordem « > 0 para f é definida

por:
DEF(t) = /0 Gt — 8) [T (s)ds, ¢ > 0,

onde m = [a], gs(t) =tP71/T(B), t >0, B> 0e'(-) é a fungdo Gamma.

2.2 Teoremas da integral de Bochner

Teorema 2.2.1. (SIMON, 1986) Seja F' C L*(0,T;X). F € relativamente compacto em
LP(0,7;X) para 1 <p < oo ou em C(0,T; X) para p= 0o se e somente se

¢
(i) {/ 2f(t)dt c fe F} é relativamente compacto em X .

t1
(i) \|mof — flleror—nx) — O quando h — 0 uniformemente f € F, onde (7,f)(t) =
f(t+h) para h > 0.
Se f ¢ definida em [0,T], entao a fungao traslagao m,f € definida em [—h,T — h).

Teorema 2.2.2. (DIESTEL; UHL, 1977, Coroldrio 8) Seja [ Bochner integravel respeito
de p. Entao

1 _
M(E)/Efd/i € co(f(E)),

onde E € ¥ com pu(E) > 0.

Teorema 2.2.3. (ARENDT et al., 2001, Teorema 1.1.8) Seja (2,3, ) um espaco de
medida finita e (f,) uma sequéncia de fungoes Bochner integrdavel de valores X em €. Se

li_>m fn=[f € u-mensurdvel e se existe uma fungao Lebesque integravel de valores reais g
n oo

em Q com ||fu|l < g q.t.p., entio f é Bochner integravel e lim / fndp = / fdu para todo

E € Q. De fato, lim/||f ~ fulldp = 0.
n—oo QO
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2.3 Funcoes periodicas e generalizacoes

O proposito desta secao é relembrar as definigoes e enunciar algumas das proprieda-
des bésicas da teoria de periodicidade que serdao essenciais no decorrer deste trabalho.

Comegaremos definindo o espago das fungdes periddicas.

Definicao 2.3.1. Uma funcao continua f : R — X é chamada periddica, se existe uma

constante w > 0 tal que
f(t+w) = f(t), paratodo te€ R.

Neste caso, dizemos que w é o periodo de f e dizemos que f é uma fun¢do w periddica.

Denotamos por P, (X) o conjunto de todas as fungdes continuas f : R — X que
sao w-periddicas. Nao é dificil verificar que P, (X) é um subespaco fechado de Cy(RR; X) e
que P,(X) munido com a norma da convergéncia uniforme, é um espago de Banach.

A seguir, daremos o conceito de fungdes quase periddicas. Esse conceito é devido a
Bohr (1933).

Definicao 2.3.2. Uma funcao continua f : R — X é chamada quase periddica, se para
todo € > 0, existir [(¢) > 0 tal que, para todo intervalo de comprimento /() contém um

ntimero 7 com a propriedade

If(E+7) = f@Ol <e,

para cada t € R. O nimero 7 é chamado de e-periodo de f. O conjunto de todas as funcoes

quase periddicas f: R — X serd denotado por AP(X).

Observamos que AP(X) é um subespago fechado de C,([0,00); X). Além disso,
AP(X) munido com a norma || - || é um espago de Banach (ver (CORDUNEANU, 2009,
Secao 3.5)). E facil observar que toda funcio periédica é quase periédica, porém a reciproca
nao ¢é verdadeira (ver (CORDUNEANU, 2009, Observagao 3.10)). A funcdo f: R — R,
definida pela regra

f(t) = sint 4 sin(v/2t),

é uma funcado quase periédica que nao é periddica (ver Figura 2).

Em geral, a funcao f : R — X definida por
f(t) = ae™ + beiﬁt, a,be X,a#0,b+#0,

¢ uma func¢do quase peridédica que nao é periddica.

Introduziremos agora a nocao de quase periodicidade assintotica. Este conceito

que generaliza as fungoes quase periddicas é devido M. Fréchet (ver (FRECHET, 1941a;
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\,\/\/\ /\_ /\/\/\/\
5] o NI \/m\/lr

Figura 2: Gréfico da funcio f(t) = sint + sin(v/2t).

FRECHET, 1941b)). Denotaremos por Cy([0,00); X) o conjunto de todas as funcoes con-
tinuas h : [0, 00) — X tais que tli)m h(t) = 0. E um fato bem conhecido que Cy([0, 00); X)

equipado com a norma do supremo ¢ um espago de Banach.

Definigao 2.3.3. Uma fungao continua f : [0,00) — X é chamada assintoticamente
quase periddica se admite uma decomposicdo f = g+ h, em que g € AP(X) e h €
Co([0,00); X). Representaremos por AAP(X) o conjunto das fungoes assintoticamente

quase periodicas.

Em (ZAIDMAN, 1985, Proposicao 5.1.1) é mostrado que
AAP(X) = AP(X) @ Cy([0, 00), X).

Além disso, por (ZAIDMAN, 1985, Proposicao 5.1.1), (AAP(X),| - ||s) é um espago
de Banach. Um fato conhecido é que as fung¢oes assintoticamente quase periddicas sao
limitadas e uniformemente continuas (ver (ZAIDMAN, 1985, Proposigao 5.1.2)).

De maneira andloga, para w > 0, o espaco das funcgoes assintoticamente w-

periédicas' é definido por

AP,(X) = P,(X) @ Cy(]0, 00), X).

O espago AP, (X) munido com a norma da convergéncia uniforme, é um espago de
Banach. Além disso, AP, (X) é um subespago préprio de AAP(X).

2.3.1 Funcoes S-assintoticamente w-periédicas

O conceito de fungao S-assintoticamente w-periddica com valores num espago de Banach X
é recente. Nos tltimos anos, alguns autores tém estudado as propriedades e as aplica¢oes
dessas fungoes (ver (DE ANDRADE; CUEVAS, 2010; CAICEDO et al., 2012; CUEVAS;
DE SOUZA, 2009; CUEVAS; DE SOUZA, 2010; HENRIQUEZ; PIERRI; TABOAS, 2008)).

O seguinte conceito foi introduzido por Henriquez, Pierri e Taboas (2008).

Defini¢ao 2.3.4. Uma fungao f € Cy(R™; X) é chamada S-assintoticamente w-periédica

se tli)m (f(t+w)— f(t)) = 0. Nesse caso, dizemos que w é um periodo assintético de f.

1 Fungdes assintoticamente periédicas apareceram pela primeira vez em De Bruijn (1949).
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Usamos a notagao SAP,(X) para representar o subespaco de C,(R™; X) formado
por todas as fungoes S-assintoticamente w-periddica. Observamos que o espago SAP, (X)
munido com a norma da convergéncia uniforme é um espaco de Banach. E claro que toda
funcgao assintoticamente w-peridédica é uma funcao S-assintoticamente w-periddica. No
entanto, a reciproca nao ¢é verdadeira (HENRiQUEZ; PIERRI; TABOAS, 2008, Exemplos
3.1 e 3.2). Uma diferenga importante entre esses dois tipos de fungdes é que a imagem de
uma fung¢ao assintoticamente w-periddica é um conjunto relativamente compacto, enquanto

a imagem de uma fun¢ao S-assintoticamente w-peridédica é apenas um conjunto limitado.

Definigao 2.3.5. Uma func¢io continua f : Rt x X — Y ¢ uniformemente S-assintotica-
mente w-peridédica sobre conjuntos limitados de X, se para todo subconjunto limitado K de
X, o conjunto {f(t,x) : t > 0,2 € K} for limitado, e para cada € > 0 existir T'(K,e) > 0
tal que, || f(t,x) — f(t +w,z)|| < e para todo t > T(K,¢) e todo = € K.

Definigao 2.3.6. Uma func¢ao continua f: R x X — Y é chamada assintoticamente
uniformemente continua sobre conjuntos limitados de X se para todo € > 0 e todo
conjunto limitado K C X, existirem constantes 7' = T. g e 0 = 0, x > 0 tais que
lf(t,x) — f(t,y)|| < e, paratodot >T ex,y € K com ||z —y| <.

Lema 2.3.1. (HENRIQUEZ; PIERRI; TABOAS, 2008) Seja f : RT x X — Y wma
funcao uniformemente S-assintoticamente w-periodica sobre conjuntos limitados de X e
assintoticamente uniformemente continua sobre conjuntos limitados de X. Seu : Rt — X
¢ uma funcdo S-assintoticamente w-periddica, entdo a fungio de Nemytskii F': Rt — Y

definida por F(t) = f(t,u(t)) é S-assintoticamente w-periddica.

2.3.2 Funcoes pseudo S-assintoticamente w-periddicas

Comecamos com alguns conceitos e notacoes.

Definicao 2.3.7. (PIERRI; ROLNIK, 2013) Uma fungao f € C,([0,00); X) é chamada

pseudo S-assintoticamente periddica, se existir w > 0 tal que,

B s [ (s ) ) lxds = 0. (2.3.1)

Nesse caso, dizemos que f é pseudo S-assintoticamente w-perioddica.

Usamos a notacao PSAP, (X) para representar o subespaco de Cjy([0,00); X)
formado por todas as fungoes pseudo S-assintoticamente w-peridédicas. Observamos que

PSAP,(X) munido com a norma da convergéncia uniforme é um espago de Banach. Além

disso, em (PIERRI; ROLNIK, 2013, Proposigao 2.1) foi mostrado que

AP,(X) = SAP,(X) <> PSAP,(X), com PSAP,(X)# SAP,(X).
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Observacio 2.3.1. (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014) Observamos que u € PSAP,(X)
se, e somente se, para cada ¢ > 0, C. = {t € [0,00) : |Ju(t +w) — u(t)||x > €} é um

conjunto ergédico?.

Defini¢ao 2.3.8. (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014) Uma funcdo continua f :
[0,00) x X — Y é uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periédica sobre conjuntos

limitados de X, se para todo subconjunto limitado K C X,

lim1 tsup | f(s+w,z)— f(s,2)|yds = 0. (2.3.2)

t—)OOt 0 zeK

Observagao 2.3.2. (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014) Para ¢ > 0 e z € K,
definimos C., = {t € [0,00) : || f(t + w,z) — f(t,x)||y > €}. Entao (2.3.2) é equivalente a

A < U Cep ﬂ[&ﬂ)

zeK

; — 0, quando t — o0,

onde A é a medida de Lebesgue.

Defini¢ao 2.3.9. (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014) Uma funcdo continua f :
[0,00) x X — Y é chamada assintoticamente limitada sobre conjuntos limitados de
X, se para todo subconjunto limitado K C X, existir T > 0 de forma que o conjunto
{f(t,z):t > Tk,z € K} seja limitado.

E bem conhecido que o estudo da composicao de duas fungdes com proprieda-
des especiais ¢ basico e importante para investigacoes de comportamento de solugoes.
Comegamos com o seguinte resultado na teoria de fungoes pseudo S-assintoticamente

w-periddicas.

Lema 2.3.2. (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014) Seja f - [0,00) x X — Y uma fun-
¢cao assintoticamente limitada sobre conjuntos limitados de X, assintoticamente uniforme-
mente continua sobre conjuntos limitados de X, e uniformemente pseudo S-assintoticamente
w-periddica sobre conjuntos limitados de X. Se u : [0,00) — X for uma fungao pseudo
S-assintoticamente w-periddica, entao a aplicagao de Nemytskii v(t) = f(t,u(t)) é pseudo

S-assintoticamente w-periodica.

Coroléario 2.3.1. (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014) Seja f : [0,00) x X — Y uma
fungdo assintoticamente limitada sobre conjuntos limitados de X, e uniformemente pseudo
S-assintoticamente w-periddica sobre conjuntos limitados de X que satisfaz a sequinte

condi¢do:

2 A(Cnlo,t])
t

Um conjunto mensuravel C' C [0, 00) é um conjunto ergddico se — 0, quando t — oo, onde A

denota a medida de Lebesgue. (ZHANG, 2003)



Capitulo 2. Preliminares 17

(Cioe) Para cada o € RT, para todo t € RT e quaisquer x,y € By(X) temos

1f(t,z) = f(ty)lly < Lg(o)llz = yllx,
onde Ly : [0,00) — RT € uma fungio continua.
Sew :[0,00) — X € uma fungao pseudo S-assintoticamente w-periddica, entao a aplicagio
de Nemytskii v(t) = f(t,u(t)) € pseudo S-assintoticamente w-periddica.

Lema 2.3.3. (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014) Seja f : [0,00) x X — Y uma
funcao uniformemente pseudo S-assintoticamente w-periddica sobre conjuntos limitados de

X e que satisfaz a condicao:

1t
(C1) Para quaisquer u,v € Cy([0,00); X), tli}m %/ lu(s) — v(s)||xds = 0 implica que
ot Jo
Lot
tim [ (s, u(s)) = f(s,0(s)lyds = 0.

t—oo t

Se u : [0,00) — X for uma fungdo pseudo S-assintoticamente w-periddica, entio a

aplicagao de Nemytskii v(t) = f(t,u(t)) € pseudo S-assintoticamente w-periddica.

2.4 Familias regularizadas

Nesta subsegao, analisamos a nogao de familias (a, k)-regularizadas e enunciamos os

principais resultados que existem na literatura.

Definigdo 2.4.1. (PRUSS, 2013, Definigao 3.3) Seja a € L}, .(R*) é de crescimento

subexponencial e k € IN. a(t) é chamado k-regular se existe uma constante ¢ > 0 tal que
A" (V)] < ela()],
para todo ReA >0e 0 <n < k.

Definigao 2.4.2. (LIZAMA, 2000) Seja X um espaco de Banach, k € C(R™"), k # 0 e seja
aem L} (RT) , a# 0. Suponha que A ¢ um operador linear fechado com dominio D(A).
Uma familia fortemente continua {R(t)};>o de operadores lineares limitados de X em
X ¢ chamada (a, k)-familia resolvente regularizada em X (ou simplemente (a, k)-familia

regularizada) tendo A como a gerador se as seguintes propriedades se verificam.
(RF1) R(0) =k(0)I;
(RF2) R(t)x € D(A) e R(t)Ax = AR(t)x para todo x € D(A) e t > 0;

(RF3) R(t)x =k(t)z + /Ota(t — s)AR(s)xds, t > 0, z € D(A).
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Observacgao 2.4.1. (LIZAMA,; N’GUEREKATA, 2013) Seja A um operador linear fechado
e {R(t) }+>0 uma familia de operadores exponencialmente limitada e fortemente continua
em B(X) de modo que a transformada de Laplace R()) exista para A > w. {R(t)};>0 é uma
(a, k)-familia regularizada com gerador A se e somente se para cada A > w, (I — a(\)A)™!
existir em B(X) e

EN) /1 —1 oo
1-4) &= [ e R(s)ads, v € X.
&(A)(&()\) > r=| e R(s)xds, x €
Observagao 2.4.2. Quando k(t) = 1 e a é arbitrario, entdo {R(t)};>¢ corresponde a
a—1

familia resolvente. Em particular, quando k(t) = 1 e a(t) = com0<a<2elaéaan

()
grupo resolvente estudada em (BAZHLEKOVA, 2001), e corresponde ao operador solugao

para equagoes de evolugao fracionarias. Se av > 0, k(t) = e a(t) = 1, entdo

t
I'(a+1)
{R(t)}+>0 corresponde ao « semigrupo integravel. Em geral se k é arbitrario e a(t) = 1
entao {R(t)}+>0 ¢ um semigrupo k-regularizado para o problema abstrato de Cauchy de
primeira ordem, introduzido em (CIORANESCU; LUMER, 1995) (see (LIZAMA; PRADO,
2009)). Em (KOSTIC, 2009) o autor introduziu a classe de familias (a, k)-regularizada
C-resolvente, os resultados obtidos abrangem assuntos como regularidade, perturbacao,
propriedades espectrales e principios de subordinac¢ao. Os resultados foram aplicados no

estudo de equacgoes de difusado fracionarias .

2.5 Operadores setoriais e operador solucao

Definigao 2.5.1. Um operador fechado linear e densamente definido A é dito setorial do
tipo p de angulo 6 se existem 0 < 6 < g, M >0 e p € R tal que o resolvente existe fora
do setor.

p+So:={u+A: AxeC, |larg(—A)| < 6} (2.5.3)

I - 47 < N+ So. (2.5.4)

M
A —pl’

Observacao 2.5.1. Seja a equacgao integro-diferencial linear da ordem fraciondria.

W) = /Ot m,qu(s)derf(t), t>0, (2.5.5)

com condigao inicial
u(0) = wup € X, (2.5.6)

donde A um operador setorial do tipo p de dngulo #. Nés assumimos que f : [0,00) = X
é uma funcao localmente integravel. A férmula de variacao de constantes (LIZAMA, 2011)

permite-nos escrever a solugao de (2.5.5)-(2.5.6) como u = g + Upem cOM

unt) = [ "Bt — $)f(s)ds (2.5.7)
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Unom(t) = Ba(t)uo, (2.5.8)

onde a familia de operadores E,(t), é definida por

1

Eo(t) = — / NI — AN, t >0, (2.5.9)
211 ¥

sendo v um caminho adequado que se encontra fora do setor u+ S5. Observe que a poténcia

A% é definida como \* = |\|*e™8Y) com —7 < arg(\) < 7. O operador E,(-) é dito o

operador solucao (veja (CUESTA, 2007)).

O seguinte resultado foi estabelecido por Cuesta (2007, Teorema 1).

Teorema 2.5.1. Seja A : D(A) C X — X um operador setorial satisfazendo as condigoes
(2.5.3) e (2.5.4) para algum M >0, p € Re0 <60 <7 (1 - (;) Entao existe C' > 0

dependiente so de 0 e «, talque

CM(L+ pt*)e"™, >0,
| Eo(t)|lsx) < CM

_— < 0.
L+ [t :

Observagao 2.5.2. Veja que para pu < 0 o operador solugdo E, () decai como ¢t~* quando
t — oo, embora nao tenha ordem exponencial pois a integral em (2.5.9) ndo admite

prolongagao analitica no intervalo (—oo, 0] (veja (CUESTA, 2007)).

2.6 Viscoelasticidade linear

Uma rica fonte para equagoes de Volterra é a teoria de materiais viscoelasticos. Nesta se¢ao

apresentaremos alguns conceitos basicos dessa teoria. Para mais detalhes nés indicamos a
referéncia (PRUSS, 2013, Secao L.5).

Considere um corpo tridimensional representado pelo conjunto aberto Q C R?
com fronteira 92 de classe C'*. Pontos em Q (isto é, pontos materiais) serao denotados
por x,y,---. Associada a esse corpo, existe uma fungao estritamente positiva py € C (ﬁ)
chamada densidade de massa. Forgas atuantes deformardo o corpo, e o ponto material
x serd deslocado para uma nova dire¢ao = + u(t, ) no tempo t; o campo vetorial u(t, x)
é chamado deslocamento. A wvelocidade do ponto material x € €2 no tempo t é dada por
v(t,z) = u(t,x), em que u representa a derivada parcial de u em relagdo a t. A tensdo

linearizada no corpo devido a uma deformacao é definida por:
1
e(t,z) = i(Vu(t, z) + (Vu(t,z))'), te R, 2 € Q,

isto é, (t,x) é a parte simétrica de Vu.
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Uma certa histéria de tensao do corpo causa estresse de uma maneira especifica,
expressando as propriedades do material do qual o corpo ¢é feito. O tensor de estresse
serda denotado por S(t,z); ambos, £(t,z) e S(t,x), sdo simétricos. Seja h(t,z) uma forca

externa ao corpo, por exemplo a gravidade. Entao o equilibrio de forca no corpo torna-se

po(x)i(t, ) = divS(t, z) + po(x)h(t,z), t € R, z € Q.

Um material é chamado incompressivel se nao existe mudanca de volume no corpo

) durante uma deformacao, isto é, se
det(I + Vu(t,z)) =1, t e R, = € Q, (2.6.10)

¢ satisfeita; em outro caso, o material ¢ chamado compressivel. Para a teoria linear, (2.6.10)

pode ser simplificada para
divu(t,z) =0, t e R, z € Q.

Para tornar o sistema completo, temos que adicionar uma equacao que relacione o estresse
S(t,z) com u e suas derivadas, tais relagoes sdo chamadas leis constitutivas ou relagoes de
estresse-tensdo. Se o material é isotrépico (suas propriedades mecanicas e térmicas sdo as

mesmas em todas as diregdes), as leis constitutivas sao

S(t,r) =2 /Ooo da(t,z)e(t — 7, 2) + 13 /OO(Sdb(T, x) — 2da(T, x))tré(t — 7, x),

e(t,z) = ;/OOO dk(r,x)S(t — 1, x) + J/ ( dl(r, x) 5dk<7’, :1:)) trS(t — 7, x),

em que J é o tensor identidade. Os niicleos b e [ descrevem o comportamento do material
sobre compressao, enquanto a e k determinam sua resposta ao cisalhamento. Portanto, db
¢ chamado madulo de compressao e da é chamado mddulo de cisalhamento. Em geral, a e
b sao fungoes independentes, entretanto, se b(t, x) = fa(t, z) para alguma constante 5 > 0,
entao o material é chamado sicrono. Um material é chamado homogéneo se py, A, K nao

dependem de z € €2, em que A e K sdo expressoes que aparecem nas leis constitutivas

(PRUSS, 2013, Secio L.5).

Se o material for incompreensivel, isotropico e homogéneo (com po(x) = py = 1,

para simplificar), entao

iit, z) = /0 T da(r)Ault — 7,7) — Vp(t,x) + h(t, ),

(2.6.11)
V-u(t,z) =0, teR, = € Q,

onde p é a pressdo hidrostdtica. Estas equacoes devem ser suplementadas pelas condi¢oes

de fronteira.

Materiais lineares isotrépicos e homogéneos sao descritos por meio de duas fungoes
materiais, o médulo de cisalhamento da e o médulo de compressao db. Se o material é além
disso sincrono ou incompressivel, apenas o modulo de cisalhamento ¢ necessario. Vamos

mencionar brevemente alguns modelos padrao bem conhecidos:



Capitulo 2. Preliminares 21

(i) Solido de Hookean

(ii) Fluido Newtoniano

(iii) Solido de Kelvin-Voigt

1
a(t)=v+ut, k(t)= ;(1 —e MY > 0.

(iv) Fluido de Maxwell
a(t) =v(l —e M), k() = 1 + ! t>0.
) M ]/7
(v) Sélido Poynting-Thompson

ppgt

a(t) = pot +v(1 =), k(t) = pg" |1 — plpo + p) e 7wreo | ¢ > 0.

(vi) Material Tipo-Poténcia
to tl —a

a(t) = Tlas1) k(t) = T2 —a) t>0, em que € (0,1).

Por fim, se considerarmos um fluido viscoelastico incompressivel isotrépico e ho-
mogéneo que ocupa uma regiao {2, o campo velocidade v(t,z) do fluido é governado por

(2.6.11), dai o problema de condigao inicial correspondente torna-se

¢
v(t, z) = / da(T)Av(t — 7,2) — Vp(t,x) + h(t,x), t >0, x € Q,
0

utilizando as condigbes de contorno antiderrapantes; aqui p(t, ) denota a pressao hidros-
tatica no fluido e o nicleo da(t) é o mdédulo de cisalhamento. O caso a(t) = ag para t > 0
corresponde a um fluido newtoniano com viscosidade ay > 0, e (2.6.12) torna-se entao o

bem conhecido sistema linear de Navier-Stokes.

2.7 Métodos topoldgicos

Para conveniéncia do leitor, nesta secao, enunciaremos diversos resultados utilizados no

texto.

Iniciaremos enunciando o Principio de Contracdo de Banach, a demonstragao desse
resultado pode ser encontrada em (GRANAS; DUGUNDJI, 2003, Teorema 1.1.1).
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Teorema 2.7.1 (Principio de Contracao de Banach). Seja (M, d) um espago métrico

completo nao-vazio e seja F': M — M uma contracdo. Entao F' possui um unico ponto

fizo.

Corolario 2.7.1 (Principio dos Iterados). Seja (M,d) um espago métrico completo nao-
vazio e seja F': M — M um mapa tal que, para algum n € N, F™ é uma contracao. Entdao

F possui um inico ponto fixo.

A demonstragao dos préximos resultados podem ser encontrada em (GRANAS;
DUGUNDJI, 2003, Teorema 6.3.2 e Teorema 6.5.4) respectivamente.

Teorema 2.7.2 (Teorema do ponto fixo de Schauder). Seja C' um subconjunto convezo
(ndo necessariamente fechado) de um espago linear normado E. Entdo um mapa compacto

F . C — C possui ao menos um ponto fixo.

Teorema 2.7.3 (Leray-Schauder). Seja C' um subconjunto convero de um espago de
Banach X, e assuma que 0 € C. Considere F' : C — C uma fun¢do completamente

continua, e seja
e(F) ={z € C;z = \F(x) para algum 0 < X\ < 1}.

Entao e(F) € ilimitado ou F possui um ponto fizo.
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3 LP-LIMITACAO E COMPACIDADE

O objetivo principal deste capitulo é analisar a existencia de solucoes limitadas e algumas
propiedades de compacidade do conjunto formados pelas solugoes brandas da seguinte

equacao integro diferencial linear da ordem fracionaria.

W) = /Otm,qu(s)ds+f(t), t>0, (3.0.1)
e sua versao semilinear
W) = /Ot % Au(s)ds + f(t,u(t), >0, (3.0.2)

ambas equacoes com a condigao inicial
u(0) = wy € X, (3.0.3)

onde 1 < a <2 A:D(A) C X - X é um operador linear densamente definido de
tipo setorial em um espacgo de Banach complexo X e f é uma fungao com valores em X.
Em particular, se assumimos que A é um operador setorial com angulo # satisfazendo
0 <0 <m(l—a/2), entdo os problemas (3.0.1)-(3.0.3) e (3.0.2)-(3.0.3) estao bem postos
(veja (CUESTA, 2007)).

3.1 Solucdoes sob condicoes de Lipschitz

Na primeira subsecao, estudamos a existéncia de solugoes LP limitadas para a equacao
linear (3.0.1) Com condigao inicial (3.0.3). Seja A : D(A) C X — X um operador setorial
em X satisfazendo as condigoes (2.5.3)) e (2.5.4), para algum p < 0e 0 <6 < w(l —«/2),
1 < a < 2. Na préximas demonstragoes C' e M denotan as constantes introduzidas no

Teorema 2.5.1.

3.1.1 O caso linear
Comegamos com o seguinte resultado que é novo na literatura sobre equagoes fracionarias.

Teorema 3.1.1. Seja f € LP(0,00; X). Entao problema (3.0.1)-(3.0.3) tem uma tinica

solugao branda u € L”/(O, 00; X) para todo 1 < p < p' < o0, e as sequintes estimativas se

cumprem:
= m N
fsloraseny < OM(ETE) Il (3.1.4)
|Mia v
a Tr !
[hom|| o (0,00:%) < CM<aSm(7r)>p||U0||X- (3.1.5)



Capitulo 3. LP-limita¢do e compacidade 24

Em particular, se p = 400 nos temos

CM|p| =
S (0,003 S . 0 316
ooy < =S (3.1.6)
lthom | =0.0x) < CM g, (3.1.7)

onde i, C e M sao as constantes do Teorema 2.5.1.

Demonstracao. Usamos aqui as idéias contidas no argumento da prova em Beyn e Lorenz
(2006, Teorema A.2). Dados p e g exponentes conjugados, t € R™, aplicamos a desigualdade
de Holder para obter

/

7))

t—s)

lugp (D% < <CM>p'</ot T+

/

' (B) ([ etk

< (oMY (W)iwu%m( [ mr}t — IOl

asin(7)

IN

Por integragao da expressao acima em [0, c0) nés obtemos:

=1
a T

/ ool v /
HUSPHZp’ < (OM)p ( )q +1||f||]£p- (3.1.8)

asin(Z)
De (3.1.8), nés obtemos (3.1.6). Por outro lado, nds calculamos a estimativa de ||upom|| 7

Como segue
-1
0 / , |/J[/|77T ’
om (D) [[5dt < (CM)P ——— £
, Manom () < (M) S ol

Isso completa a prova do Teorema 3.1.1. O

Observacgao 3.1.1. Resultados semelhantes aos indicados no teorema anterior foram obti-
dos em (BEYN; LORENZ, 2006) e (CARDOSO; CUEVAS, 2009), para alguns problemas

de valores fronteira em R"™ e para equacoes em diferenca de tipo Volterra, respectivamente.

3.1.2 O caso semi-linear

Nesta subsecao, consideramos a questao da existéncia e unicidade de solugoes brandas

para o problema (3.0.2) com condigdo inicial (3.0.3).

Definicao 3.1.1. (CUEVAS; DE SOUZA, 2009) Uma funcao continua v : Rt — X

satisfazendo a equacgao integral
t
ul(t) = Eo(t)uo + / Eolt — 8)f(s,u(s))ds, t > 0 (3.1.9)
0

onde uy € X, é chamada de solugdo branda para o problema (3.0.2)-(3.0.3).
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Nos temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1.2. Seja [ : [0,00) x X — X uma fungao continua com f(-,0) € LP(0, 00; X).

e que [ satisfaz a condicao Lipschitz

If(t,z) — ft,y)llx < Lyl —y|lx, VEERT, Va,ye X. (3.1.10)

a T
Se CML L < 1, entao eziste uma unica solug¢ao branda u(-) para o problema
! asin(%)

(3.0.2)-(3.0.3) tal que u(-) € LP(0, 00; X).
Demonstragio. No6s definimos o operador A no espago LP(0, 00; X), pela expressao
t
Au(t) = Ea(t)ug +/ Eolt — 8)f (s, u(s))ds, t > 0. (3.1.11)
0

Primeiro, podemos ver o que

’:LL’ 1
|| ()UUHL (0,00;X) = = ( ) “ OHX ( )

Segundo, seja u em LP(0,00; X), e sejam p e ¢ expoentes conjugados.

Temos a seguinte estimativa:

— 8)f(s, u(s))ds|

LP(0,00;X)

< oMy [ ( [ g ) = Fs0) s
+ oy [© ( /0 T I O

) [ g e s
1

< (20ML;) (

+onp( ] (”) I e e Ol
<o (Y [ ([ o o
secur(S5) ([ repimspions

Q\L

O |—

@ | =

=

SIEY S

\_/pm
Q

< COMP (T Rl gy + 17 O )

e finalmente temos

| =
< QC'M< )L (0.00:
— OéSlIl(g) ( f”uHL (0,00;X)

+”f(7 O)HLP(O,OO,X)) (3113)

H/o Eo(-—s)f(s,u(s))ds

LP(0,00;X)
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Tendo em conta (3.1.12) e (3.1.13), temos a seguinte limitagdo LP para Au:

|1 |14
HMMSCW«aa()>||ﬂx+20M(awﬂJ)@ﬂWMmmX-HV( Ollzr 00

Assim, A estd bem definido. Seja u e v duas fungoes em LP(0, c0; X ), temos que:

= z
At — A0 (000 <CML( ><// - pddt)

= ol < O (4 ) — s

=

=CML < ) — (0.00:

asin(ZT) o= vlleeo.0,

como C’MLf( |#| a( 77:)) < 1, A é uma contracao, logo existe uma solugao branda u(-)
asin(ZX

de (3.0.2)-(3.0.3) de modo que u(:) € LP(0,00; X). Isto completa a prova do Teorema
3.1.2. L]

Observagao 3.1.2. Seja f : [0,00) x X — X uma fung¢do continua que satisfaga a
condicao de Lipschitz

1f(t2) = fty)llx < Ly@)lle —yllx, VEERT, Y,y € X, (3.1.14)

onde Ly : [0,00) — RT é localmente integravel. Nés definimos:

¢ Ly(s)
t)=CM ds.
Wilt) = CM =™

Onde C' e M sao as constantes dadas no Teorema 3.1.1. Suponha que as seguintes condigoes

sao validas

(W7) Sup We(t) <1

t=>0

Entao o problema (3.0.2)-(3.0.3) admite uma e apenas uma solugdo branda limitada.

Demonstrag¢io. Definimos o operador A no espago L*®(0,00; X) por (3.1.11). Primeiro,

podemos ver que

Au@)lx < IEouol + | [ Ealt = 9)£(s,u(s) = £, 01ds| -+ | [ Eult = 5)5(5,0)]

< Ol + [ e uleds + [ i 6 0lds

gCmex+mewm+0M(;ﬂ()>w<>m.
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Tomando o supremo temos

||
[ Al Lo 0,00) < CM ||uol|x + Wi (t) |||l oo (0,00x) + CM (> (5 0) || o (0,00:%) -

o sin (5
(e}

Portanto, A estd bem definido. Em segundo lugar, seja v e v duas fungdes em

L*>(0, 00; X); podemos inferir que

[Au(t) = Av(t)]|x < /OtIIEa(t =) [f(s,uls)) — f(s,0(t))] [ xds

¢ CMLf(S)
< L i g ) — vl

< Wi(®)lu = vl

tomando o supremo temos
[0~ Aol (0) < (ggg%(t)) =l 0

Da condicao (W;) concluimos que A é uma contragao. ]

Observacao 3.1.3. Observamos que condicoes analogas as feitas na observacao anterior
foram previamente consideradas na literatura (veja (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO,
2014)).

Inicialmente lembramos a seguinte propriedade da convolucao.

Lema 3.1.1. Seja r : [0,00) — [0,00) uma fung¢do continua que se anula no infinito.
Entao

t
/ r(s) ds — 0, t — oc.
0 L4 |pl(t—s)*

Proposigao 3.1.1. Seja f : [0,00) x X — X uma fungao que satisfaz a condi¢ao Lipschitz
21
|
asin(Z)

(3.1.10). Assuma que f(-,0) se anula no infinito. Se CMLf<
uma unica solugao branda u(-) de (3.0.2)-(3.0.3) tal que u(-) € CO(OO,éoo;X).

) < 1, entdao existe

Demonstrag¢ao. Definimos o operador A sobre o espago Cy(0, 00; X) por (3.1.11). Desde
1 @ u(@)] < 10 + Lyllu®)]] — 0, = oo,

para todo u € Cy(0,00; X), segue do Lema 3.1.1 que A : Cy(0,00; X) — Co(0, 00; X).

Além disso, para u,v € Cy(0, 00; X) temos

C’M|,u|_717r
asin(Z)

«

At = Avlley0o0) < CMLy Jllu = vllyom

o que implica que A é uma contracao. O
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Também podemos estabelecer uma generalizagao do Teorema 3.1.2 para incluir
fungoes f que satisfacem condigoes Lipschitz do tipo (3.1.14), onde L é limitada em

(@, 00).

Teorema 3.1.3. Sejam 1 <p < oo e f:[0,00) x X — X uma funcgio continua tal que
f(-,0) € LP(0,00; X) e que satisfaz a condigao Lipschitz (3.1.14). Assuma que existe a > 0
tal que Ly : [0,a] — RT € uma funcao p—integravel e Ly : [a,00) — R* € uma funcao

Mu|=
limitada. Se C'Msup Lf(t)(W

t>a asin(%)
(3.0.2)-(3.0.3) tal que u(-) € LP(0, 00; X).

) < 1, entao existe uma solugio branda u(-) de

Demonstragio. Nés definimos o espago de Banach Z, = C([0,al]; X) equipado com a
norma da convergencia uniforme. Definimos o operador A no espaco Z, pela expressao
(3.1.11). Mostramos agora que o operador A : Z, — Z, tem um tnico ponto fixo. Seja u e

v em Z,, notemos que
Aut) ~ o) < OM [ Lys)u(s) — o(s)|ds
< OM [ Ly(s)ds s Ju(s) = v(5)]|
Da mesma forma, obtemos
18%u(t) = A0l < (OMP [ Ly(9) [ L) () — v(r) drds
(CM)” (/Ot L(s)ds)2 max [|u(s) — v(s)|.

2 0<s<t

IN

Daqui resulta que

1
1A% = A%0l| 7, < S(CMIL rj0.0)* [l = vl
e argumentando indutivamente podemos afirmar que
n n 1 n
1A% = A0l z, < —(CMI|L] zrjo,0)" lu = vz,

Isto implica que A™ é uma contracao para n € IN grande o suficiente e conseqilientemente

A possui um unico ponto fixo @ € Z,.

Seja h : [a,00) — X dado por
h(t) = Ea(t)uo +/a Eult — s)f(s,(s))ds. (3.1.15)
0
E claro que h € LP(a, 00; X). Definimos o mapa

Bo(t) = h(t) +/: Eat — ) f(s,0(s))ds, t>a,
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para v € LP(a,00; X). Decorre (3.1.15) que @ : LP(a,00; X) — LP(a,00; X). Além disso,
procedendo como na prova do Teorema 3.1.2 onde obtemos que ¢ tem um ponto fixo inico

v € LP(a,00; X). Portanto, para t = a temos

Definimos
u(t 0<t<
u(ty = M Ostsa
v(t), t>a,
obtemos isso u(-) € LP(0,00; X) é a solugao tnica de (3.0.2)-(3.0.3). O

Em seguida, exibiremos um exemplo concreto de uma funcao f satisfazendo as

condigoes do Teorema 3.1.3.

Exemplo 3.1.1. Seja f:[0,00) x R — R a func¢do dada por

|z| + 1
flt,x) =1 e Vi ,  t>0,
0, t=0.

para todo z € R. E ficil ver que f é continuo, e que

f(t,z) = fty)| S L)z —yl, t >0, 2,y € R,

onde 1
—, t >0,

Lit)={ Vt
0, t=0.

Portanto, L(-) € L'(0,a) para a > 0, L(-) é no limitada sobre [0,a) e L(-) ¢ limitada em

la, 00).

3.2 Resultados de compacidade

Nosso interesse nesta secao é estabelecer a compacidade para o conjunto formado pelo
solugbes brandas de (3.0.2) definidas em um intervalo /. Nos consideramos os casos
I =10,a], 0 < a < o0, el = [0,00). Com condigao inicial (3.0.3). Para tratar esse

problema de valor inicial, assumimos que as seguintes condi¢oes gerais sao satisfeita

(Cear)- A funcdo f: I x X — X satisfaz as seguintes condigao de Carathéodory:

(i) f(t,-) : X — X é continuo, q.t.p. t € I.

(ii) Para cada x € X, a funcao f(-,x): I — X ¢é fortemente mensuravel.

Consideramos inicialmente o caso I = [0,al, 0 < a < 00, e assumimos que g > 0.
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Teorema 3.2.1. Suponha que a condicio (C.ar) € as sequintes premissas sejam vdlidas.

(Ty) Para cada R > 0 existe uma fungdo integrable positiva yp € L*(I) de tal modo que
sup{||f(t,z)||x : ||z]|x < R} <gr(t), a.e. t €1.

(Tz) Para cada 0 < s < a e R > 0 o conjunto {f(s,x) : ||z]|x < R} é relativamente
compacto.

1
(T3) liminf— [ ©(a — s)yr(s)ds < 1, onde O(s), s € I, é dado por

R—o0 0

O(s) =CM(1+ ,uso‘)e“l/as.

e C, M, 1 sao constantes introducidas no Teorema 2.5.1. Entdo existe uma solucdo branda

do problema (3.0.2)-(3.0.3) em I. Além disso, se a sequinte condi¢io € satisfeita:

1 re
(Ty) limsupp_, E/ O(a — s)vr(s)ds < 1, entdo o conjunto 8§ formado por as solugoes

0
brandas de (3.0.2)-(3.0.3) é compacto em C(I; X).

Demonstrag¢do. Definimos o operador A : C(I; X) — C(I; X) por (3.1.11). A partir desse

momento iremos dividir a demonstracao em dois passos.

i. Claramente, A é bem definido e pelo Teorema da Convergéncia Dominada implica A é

continua.

il. Afirmamos que existe p > 0 tal que A : B,(C([;X)) — B,(C(I;X)), onde
B,(C(I; X)) sao as bolas fechadas em C(I;X) de raio p e centradas na origem. Para
isso, assumiremos que tal afirmacao é falsa, entdo para cada p > 0 podemos escolher
u” € B,(C(I; X)) tal que ||Au”||c(r,x) > p. Como a fungao O(-) nao é decrescente, segue-se
que

CM(1+ pa)e " ulx | CM

1< / "1 pla— s)M)er @y (s)ds.  (3.2.16)
p p Jo

O que implica

.. CM e ay , pt/*(a—s)
1< hpnggolf ,0/0 (14 pu(a —s)%)et Yo(s)ds,

e esta desigualdade contradiz a hipétese (T3).
i2. A seguir, iremos mostrar que o mapa A é completamente continuo.

Pelo teorema de Arzela-Ascoli é suficiente mostrarmos que para cada R > 0 o
conjunto {Ag(u)(t) : ||ullca;x)y < R} é relativamente compacto em X para todo 0 <t < a

e o conjunto {Ag(u) : ||ullc,x) < R} é equicontinuo, onde

Ao(u)(t) = A(u)(t) = Ea(t)uo.
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Usando o fato que E,(-) é fortemente continuo junto com a condicao (7%) podemos afirmar
que {Ao(u) : |Jullc.x) < R} é um conjunto relativamente compacto (HENRIQUEZ;
POBLETE; POZO, 2014, Corolario 2.10).Além disso, da decomposigao

Ao(u)(t +h) — Ao(u)(t) = /ot (Eu(s +h) — Ea(s)) f(t — s,u(t — 5))ds
+/tt+hE“(t +h—s)f(s,u(s))ds (3.2.17)

nos inferimos que Ag(u)(t + h) — Ag(u)(t) — 0 onde h — 0 uniformemente para u €
Br(C(I; X)). De fato, podemos assumir que ¢ > 0, e podemos tomar 0 < § < ¢ bastante
pequeno. A partir de (3.2.17) e o fato de que E, é um operador continuo em (0, c0) segue

80()( + 1) = Ao()O < [ 1Bals +8) = Bus)lco £ — s,ult — 5))xds
4 [ 1Bl + ) = Bals)laco (0 = s, u(t = ) xds

t+h
[ Nt + B = )L £ s ) s

IA

/05 | Ea(s + h) — Ea(s)|l3x)va(t — 5)ds

t
+ sup || Ea(s + h) — Eal(s)||ncx) /5 r(t — s)ds

0<s<t
t+h
[ Bt = ) 0o r(s)ds

que estabelece a nossa afirmacao. Como consequéncia, inferimos que {Ag(u) : ||ullcx) <
R} é equicontinuo.

(13) Aplicando o teorema do ponto fixo de Schauder, inferimos que A tem um ponto fixo
em B,(C(I; X)).

(ii) Por outro lado, a continuidade de A implica que o conjunto 8 das solugdes brandas de
problema (3.0.2)-(3.0.3) é fechado. Assumindo agora que a condicao (7}) ¢é valida, temos
que o conjunto § é limitado. De facto, se assumimos que 8§ nao é limitado, entdo ha uma

sequéncia de funcoes uy, € 8 tal que Ry, = ||ug||c,x) > k. Entao teriamos
a /eg, “ a /a(g—s
Jue®)llx < CM(L+ pua)er ol + OM [(1+ e — s))er ™= (s)ds,
o que implicaria

CM o o
1 < limsup R—/O (1 + p(a—s)*)e” @=)yp (s)ds,

k—o0 k

que por (7}) é um absurdo. Finalmente, utilizando que A é completamente continuo, temos

que 8§ é compacto. O

Observacao 3.2.1. Resultados semelhantes foram obtidos em (HENRiQUEZ; CASTILLO,
2005, Teorema 2.2) e (CARDOSO; CUEVAS, 2009, Teorema 1.4), para o caso do problema
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abstrato de Cauchy de segunda ordem e para o caso de equacoes diferenciais funcionais

com retardo respectivamente.

Vamos agora estudar a existéncia de solugdes brandas do problema (3.0.2)-(3.0.3)
no intervalo I = [0,00). Neste caso, assumimos que p < 0. Inicialmente estudamos a

existéncia de solu¢oes brandas LP.

Lema 3.2.1. Sejam F : [0,a] — B(X) um mapa avaliado pelo operador fortemente
continuo e 1 < p < 0o. Suponha que as condigoes (Coor) € (To) sao vdlidas. Seja R > 0.
suponha que g, € L'([0,al; X) para todo u € LP([0,al; X) com g,(t) = f(t,u(t)) e que a

condigao sequinte é satisfeita. Para cada € > 0 existe d. > 0 tal que
[ 1#Gs,uls)lds < =
para todo J C [0,a], m(J) < 0, e todo v € LP([0,al; X) com ||u||rr(0,a;x) < R.
FEntdo {/ F(a—s)f(s,u(s))ds : ||ul|zr(o,a:x) < R} € um conjunto relativamente
0

compacto em X.

Demonstragio. Suponha que ||F(t)|| < N para todo 0 <t < a. Seja R > 0. Para cada
e > ( existe 0 > 0 tal que / |.f(s,u(s))||ds < & para todo o conjunto mensuravel .J C [0, af
com m(J) < d e HuHLp([o,;]];X) < R. Seja J,, = {s € [0,a] : ||u(s)|| > nR} para n € N.
Entao m(J,) < 1/nP. Por isso, para n grande o suficiente, podemos assumir que 1/n? < §

e

/Oa Fla - s)f(s,u(s))ds = / Fla—s)f(s,u(s))ds + F(a - s)f(s,u(s))ds.

n [0,a]\Jn

Argumentando como na prova do Teorema 3.2.1 (i3), podemos supor que
/ F(a—s)f(s,u(s))ds € K,
[0,a]\Jn

onde K é um conjunto compacto. ||/ F(a—s)f(s,u(s))ds|| <e da decomposigao acima,
JIn

inferimos que {/ F(a—s)f(s,u(s))ds : ||ullrjo,a:x) < R} é um conjunto relativamente
0

compacto. L]

Teorema 3.2.2. Seja 1 < p < 0o e q o exponente conjugado de p. Assuma que a condi¢cao

(Cear) € (T) sao vdlidos e além disso que as sequintes condigdes sao satisfeitas.

(Ts) Existem fungoes v € L4(0,00) en € L*(0,00)
1t 2)llx < v(@)llxllx +n(t), t =0, z € X.

=1
™

pmm )’
(Ty) OM (") o) < 1.

asin(7)
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Entao existe uma solugao branda u € LP(0,00; X) de (3.0.2)-(3.0.3), e o conjunto 8
formado pelas solugoes brandas de (3.0.2)-(3.0.3) € compacto em LP(0, 00; X).

Demonstragio. Nos definimos o mapa A sobre LP(0, c0; X) por (3.1.11) e g, a fungao dada
por g,(t) = f(t,u(t)) para u € LP(0,00; X ). Como

(8 u(®)llx < v@O)llu@)lx +n(t), t =0, (3.2.18)

a fungao g,, pertence a L'(0,00; X), e aplicando (3.1.4) nos obtenemos que A(u) €
LP(0,00; X). Além disso, se (u,), é uma sequéncia em LP(0,00; X) que converge para
u, entdo, usando o teorema de convergéncia dominado de Lebesgue (ver Teorema 2.2.3),
nos inferimos que g,, — g, para a norma em L'(0,00; X), e aplicando novamente (3.1.4),
obtemos que A(u,) — A(u) as n — 00, o que implica que A : L*(0,00; X) — LP(0, 00; X)

é continuo.

Agora mostramos que existe p > 0 tal que A : B,(L?(0, 00; X)) = B,(LP(0, 00; X)).
Para isso, assumiremos que tal afirmacao ¢ falsa, entao para cada R > 0 podemos escolher

R

uma fun¢do uf® com [[uf||1r(0,00,x) < R € [|A(u)| £r(0,00:x) > R. A partir desta afirmagao

segue-se que

R o< Ea(Yuo+ | Bal- = 5)f(s.u™())ds] o

< IO olroeix) + 1| [ Eal- = 9)f (s, 0 (5))ds] 1o meon
< [1Ea()uolle©o00ix) + Ellgur |21 0,00

< B ol 000 + k|9 1000.0 [0 0.05) + ]2 0.0
<

el Yuollo) + I lswon R + [l so0 |

onde k = C’M(W> ;. Portanto

asin(Z)

| < IEa()uollzr.c0x) + Fllnllz 0,00
- R

o que contradiz a condi¢ao (T6). Para provar que A é um mapa completamente continuo,

+ k“’Y”Lq(O,oo)a R > 0,

aplicamos a caracterizacado de subconjuntos compactos de LP(0, c0; X) estabelecido em
(SIMON, 1986).

a) Neste passo, mostramos que Ag(uw)(t)]|5%dt — 0 quando a — oo, uniformemente
(a) X

para [[ul|zr(o,00x) < R. N6s sabemos que
t
[Ao(u)(@)][x < /0 1Ea(t = s)llmex) £ (s, uls))l xds
< OM(Ilzsooelullsomot) + [l 00

A seguir, denotamos por k; constante dada pelo lado direito da expressao acima. Seja

o 1
Nals) = OM [ o

dt,
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para s < a. E claro que N,(s) — 0, como a — 0o e N,(s) < CMC,,,. Por isso,
o] 00 t
| o))t < ™ / | [ Ealt = )5 (s, uls))ds]|xat

<7 [T [ e s o) s
CM

_ kff—l/o Na(s)||f(s,u(s))||xds+k;’f—l/aoo /:O e {OVO) MU

Denotamos por I;, ¢ = 1,2, cada um dos termos no lado direito da tltima expressao. Vamos

estimar cada termo separadamente.

L= K [TV (s u(s) xds

< B[N uls) x +n(s)lds
< k;fl( /0 ’ Na(s)qy(s)qu)l/qR e /0 " Na(s)n(s)ds
< (7 Buertoras) R [T Rom(s)ds,

onde
—~ {Na(s) 0<s<a,

0, s> a.

Desde Na(s) — 0 quando a — oo, usando o teorema de convergéncia dominada de Lebesgue

(ver Teorema 2.2.3), obtemos I; — 0 como a — oco.

De maneira semelhante,

o e OM
[ — p—1
A T3l = 5)a M (5wl lxdtds

kfl(/ooo 1f|]\/f|zfadt> [( /aoo 'y(s)qu>1/qR + /aoo n(s)ds]

— 0, a — oo.

IN

(b) Nesta etapa, mostramos que / |Ao(w)(t + h) — Ao(u)(t)|[%dt — 0 quando h — 0,
0

uniformemente para |[u||r(0,00.x) < R, para todo R > 0. Argumentando como na prova
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do Teorema 3.2.1 (i3), somos levados a uma estimativa

/ |(Ea(s + R) — Ea(s)) f(t — s,u(t — )| xds

< [ 1B + 1) = BaDllsoll = s, u(t = ) xds
< [ 1Bals + ) = Bafs))llson (e = )t = )l + (e = )}ds
< [ 1B + 1) = BaDllsxn (e = 9)u(t = )lLxds

* /o [(Eals +h) — Ea(s))|lsx)n(t — s)ds
t 1/q
= A ( 0 I(Ea(s + h) = Ea($))I5x)7(t = s)qu>

+ | 1(Eals + 1) = Ea(s))lscomn(t — s)ds

uniformemente para |[u|/zr0,00;x) < R. Além disso, procedendo de forma similar, é claro

que

t+h
[ 1Bt + b= 8)f(s,u(3))xds = 0, h =0,
t

uniformemente para ||u||zr(0,00;x) < R. Para a > 0 fixo, usando a decomposicao (3.2.17) e

estimativas anteriores, inferimos que
| o)t +h) = Ao(w)(®) Pt — 0, h— 0,

uniformemente para ||u/|zr(0,00.x) < R. Combinando esse resultado com a propriedade

estabelecida em (a), obtemos

| 180t +h) = Mo @5t = [TAo(u)(t + k) = Ao(w)(t)[ et
+ [ IAo()(t + ) = Ao(u)(®)
— 0, h—0,
uniformemente para ||u|| 1r(0,00;x) < R.

(c) Nesta etapa, mostramos que, para cada um R > 0 o conjunto {/ Ao(u)(t)dt :
0

|ullLr(0,00:x) < R} € relativamente compacto em X.

t
Noés definimos o operador F(t) por F(t)x = / E,(s)xds for t > 0. Entao
0

/OaAo(u)(t)dt:/Oa/OtEa(t—s)f(s,u(s))dsdt:/OaF(a—s)f(s,u(s))ds.

Por outro lado, comoy € L7(0,00) para 1 < ¢ < oo e de (3.2.18) s segue que {g, :

||| Lr(0,00:x) < R} é equi-integrable. Portanto, a assercdo segue do Lema 3.2.1.
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Combininando (a), (b) e (c) e usando (SIMON, 1986), nds inferimos que A é comple-
tamente continuo. Completamos a prova argumentando como na prova do Teorema 3.2.1.
Aplicando o teorema do ponto fixo de Schauder, o conjunto 8 consistindo em solugoes
brandas de problema (3.0.2)-(3.0.3) em LP(0, 00; X ) nao estd vazio. Usando novamente
a condigdo (T6), concluimos que 8§ é um conjunto fechado limitado. Como 8§ = A(S)

obtemos que & é conjunto compacto. O

Vamos agora estudar a existéncia de solugoes brandas no espago Cy(0, 0o; X).

Teorema 3.2.3. Assumiendo que f é continua e a condi¢io (Ty), com yg(t) — 0 quando

t — oo, e (Ty) sao satisfeitas. Assuma além a sequinte condigdo:

o] ¢ CM
(T7) %Hig.}f o I?Zags:/o T [l = S)G’)/R(S)ds < 1.

Entao a solugio branda u € Cy(0,00; X) de (3.0.2)-(3.0.3). Além disso, se a sequinte

condi¢do for cumprida:

1 ¢ oM
T li - / ds < 1
(T) limsup panax |3 — sy 1RS48 <1

entao o conjunto 8 formado pelas solugoes brandas de (3.0.2)-(3.0.3) € compacto em
00(07007X)

Demonstragio. Nos definimos o operador A no espago Cy(0,00; X) por (3.1.11). Seja
u € Cy(0,00; X) tal que ||u(t)||x < R para t > 0. Desde

1F(t u(®)lx < yr(t) =0, t = o0,

segue do Lema 3.1.1 que A(u) € Cy(0, 00; X).

Vamos agora (u, ), uma seqiiencia em C(0, 0o; X') que converge para u € Cy(0, 0o; X).
Entao existe R > 0 tal que ||u,(t)] x, [[u(t)||x < R para todo t > 0 e todo n € N. Fixamos
a > 0. Logo

I Ealt = )F (o) = Floueldsllx < 2 [ (s

CM
|pl(t — s
© CM

< 2/ —————dssu s
- 0o 14 |u|s> aSPSWR()
to 0, a — 0.

Além disso, existe um conjunto compacto K C X tal que u,(t),u(t) € K para todon € N

e todo 0 <t < a. A fungdo f: [0,a] x K — X é uniformemente continua. Por isso,

1f (s, un(s)) = f(s,u(s))llx = 0, n = o0,
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uniformente para 0 <t < a. Isso implica que

I [ Balt = )15, tn(s) = F s uls)]ds]x

t CM
< [ T =g ) = F (s u) xds = 0. m = o,

uniformente para 0 <t < a. Combinando as afirmacoes anteriores, inferimos que
A Cy(0,00; X) — Cy(0, 00; X) é continua.

Em seguida, mostramos que existe p > 0 tal que A : B,(Cy(0,00; X)) —
B,(Cy(0,00; X)). Na verdade, assumindo o contrario, podemos afirmar que, para cada um
R > 0 existe uma funcdo v tal que [[u]|cy0,00:x) < R € [|A(u)]|co(0,00.x) > R- Usando a

definicao de A obtenemos
R < [BalYuo+ [ Eal = )f(s,u™(s))dslcp0mx)
< [[Ea(-)uolleoo,00x) + H/O Eo(- = 5) f(s,u"(5))ds|| ¢y 0,00:3)

Ea U o: + sup
> 01/Co(0,00;X) >0 Jo 1 ],u|(t S)

~Yr(s)ds.

Conseqiientemente

Bl 1 ¢ oM
R R >0 Jo 1+ |p|(t—s)

OZVR(S)CZS7 R > 07

o que contradiz a condigao (T7).

Para provar que A é um mapa completamente continuo, aplicamos o Ascoli-Arzela
caracterizacdo de subconjuntos compactos em Cy(0, 00; X). Seja R > 0. Procedendo como
na prova do Teorema 3.2.1, podemos afirmar que A(Bgr(Cy(0,00; X))) é relativamente
compacto em C([0,a]; X) para todo a > 0. Além disso, utilizando (7)) que obtemos
A(u)(t) — 0 quando ¢ — oo uniformemente para u € Br(Cy(0, 00; X)). Combinando essas
afirmacoes, inferimos que A é completamente continuo. Completamos o processo da prova,

como na demonstracao do Teorema 3.2.1. O]
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4 EQUACAO DE RELAXAMENTO
FRACIONARIA COMPOSTA

Neste capitulo, estudamos a limitacao em LP, periodicidade assintética e as propriedades
de compacidade das solugoes para uma equacao de relaxamento fraciondria composta em

um espago de Banach X. Comegaremos primeiro estudando o caso linear
u'(t) — A°Dfu(t) +u(t) = f(t), O0<a<l, t>0, (4.0.1)
com a condi¢ao inicial
u(0) =z, (4.0.2)

onde “Df denota a derivada fracionaria de Caputo de ordem o > 0 e A é um operador
linear fechado que é o gerador de uma familia (a, k)— regularizada R, (t) de operadores
lineares limitados de X em X (veja Definigao 2.4.2), com k(t) = e ' e a(t) = t*E11_o(—1),
onde E, () denota a funcao de Mittag-Leffler, logo estudamos a equacdo de relaxacao

fracionaria composta semilinear
u'(t) — A°Dfu(t) + u(t) = f(t,u(t), 0<a<l1, t>0, (4.0.3)

onde A é como acima e {f(t,y) : t € RT,y € Ker(A)} C Ker (4).

4.1 Resultados

Vamos comegar com o caso linear

u'(t) — A Dyu(t) +u(t) = f(t), 0 <a <1, (4.1.4)
u(0) =0, (4.1.5)
1
Note-se que é caso escalar (4.1.4)-(4.1.5) com a = 5 corresponde ao problema clés-

sico do Basset que aparece na dindmica dos fluidos (ver (LIZAMA,; N’GUEREKATA,
2013)). A versao abstrata de (4.1.4)-(4.1.5) foi estudado em (LIZAMA; PRADO, 2009) e
(KARCZEWSKA; LIZAMA, 2009). Nosso resultado para a equa¢ao composta linear de

relaxamento fracionaria é o seguinte teorema.

Teorema 4.1.1. Se f € LP(0,00; Ker(A)) entio a solugio branda de (4.1.4)-(4.1.5)
pertenece a L (0, 0o; Ker (A)) para todo 1 < p < p' < oo.
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Demonstragio. Seja u(t) a solugdo branda de (4.1.4)-(4.1.5). Entdo nés temos (LIZAMA;
L ¢

N’GUEREKATA, 2013) u(t) = / R, (t—s)f(s)ds. Se z € Ker (A) por Definigao 2.4.2, entao
0

n6s temos R, (t)z = e~'z. Portanto, ||ul|;» < || f]|ze. O que finaliza a demonstragdo. [

Agora consideramos as equagoes de relaxacgao fracionaria composta abstrata semili-

u'(t) — A Dfu(t) +u(t) = f(t,u(t)), 0 < a <1, (4.1.6)

onde A é como na equacao (4.1.4). Fixamos Y = Ker (A4), temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1.2. Seja f : [0,00) X Y — Y wuma fungio continua com f(-,0) € LP
que satisfaz uma condi¢io Ly-Lipschitz na sequnda varidvel uniformemente em relagao

a primeira varidvel. Se Ly < 1, entdo possui uma unica solugao branda para o problema

(4.1.6)-(4.1.5) tal que u(-) € LP(0,00;Y).

Demonstragio. Definimos o operador T no espago LP(0, 00;Y") pela expressao

Tu(t) = /Ote_(t_s)f(s, u(s))ds.

Sejam u e v em LP temos as seguintes estimativas:

[Tu(t)|xdt < eI f(s,uls)|lxds ) dt
I VA )

[e%e] t t p
< [T([ eI nsluts)lxds + [ s (s 0)llxds)
0 0 0

t p o] t p
QPLP/ </ e =9 |u(s )||Xd8> dt+2p/ (/ —(t— S)Hf(S,O)deS) dt
0
< 2PLP/ / —(t—s) ||u |P dsdt+2p/ / ||f S O)HP dsdt
< 2L [ u(s) Pedsdt + 27 [ 717 (s, 0) st

donde obtenemos
[ Tulle <2 (Lyllullze + [1£(-0)l|ze) -

Sejam u e v em LP, obtemos

[T Ineu) = Yeiae < [T ([N u) - S u)lxds) de
< /OOO (/Ote_(t_s)LfHu(s) _ v(s)||de)pdt

< /0 ( / e—<t—s>dt> lu(s) — o(t)|[%ds

onde temos
||Tu — TUHLP S Lf||u — UHLp.

Isto completa a demonstragao do Teorema 4.1.2. O
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Em (LIZAMA,; N'GUEREKATA, 2013), os autores estudaram a existéncia de uma
solugao de problema (4.0.1)-(4.0.2) S-assintoticamente w-periddica. Especificamente, eles

provaram o seguinte resultado.

Teorema 4.1.3. Sejam x € Ker(A), f uma fun¢io com valores em Ker(A) e S-assintotica-
mente w-periddica. Entio cada solugio branda do problema (4.0.1)-(4.0.2) é S-assintotica-

mente w-periodica.

Como ponto de partida, estabelecemos uma versao do Teorema 4.1.3 para este

novo tipo de fungoes.

Teorema 4.1.4. Sejam x € Ker(A), f uma fun¢io com valores em Ker(A) e pseudo
S-assintoticamente w-periddica. Entdo cada solug¢ao branda do problema (4.0.1)-(4.0.2) €

pseudo S-assintoticamente w-periodica.

Demonstragio. Seja u(t) solugdo branda do problema (3.0.1)-(3.0.2). Tendo em conta que

z € Ker (A) e que f é uma fungio com valores no Ker (A) temos que!

t)=cto+ [ "9 £(5)ds

E claro que a funcio t — e~z é pseudo S-assintoticamente w-periédica. Podemos verificar
t
que a funcdo v : t — /e_(t_s)f(s)ds é pseudo S-assintoticamente w-periédica. Na

verdade, observamos que ||v||oo < || f|loo € por outra parte nds temos a seguinte identidade

(T +w)—o(r) = /w e~ THe=9) £(5)ds + / (s +w)— f(s))ds,
0

donde

1 st

3 [ ot +w) —v(mllar < t/ / e f (7 +w — 5)|ldsdr

([ d) I£(s ) = F(s)lds
< Moo 2 s ) — 5) s,

o que mostra que v é pseudo S-assintoticamente w-periddica. O

Agora, consideramos a equacao de relaxacao fracionaria composta semilinear
u'(t) — A°Dfu(t) + u(t) = f(tu(t), 0<a<l, t>0, (4.1.7)

onde A é como acima e {f(t,y) : t € RT,y € Ker(A)} C Ker(A). Temos o seguinte
resultado provado em (LIZAMA; N'GUEREKATA, 2013).

1 Veja (LIZAMA; N'GUEREKATA, 2013).
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Teorema 4.1.5. Seja f : [0,00) X Ker(A) — Ker(A) uma fungao continua uniforme-
mente S-assintoticamente w-periddica en conjuntos limitados do Ker(A) (ver Defini¢io
2.8.5) que verifica uma condigao de Lipschitz na sequnda varidvel uniformemente em

relagcdo a primeira variavel, isto é, existe L > 0 tal que
lf(t,u) — f(t,v)|| < Llju—v||, u,v € Ker(A), t > 0. (4.1.8)

Se x € Ker(A) e L <1, entdo o problema (4.1.7)-(4.0.2) tem uma dnica solugao branda

S-assintoticamente w-periodica.

Observe que o teorema anterior ¢ uma conseqiiéncia do principio de contracao. O
préoximo resultado é um refinamento do Teorema 4.1.5 que oferece uma nova situagao
interessante. Na verdade, podemos livrar-nos da condicao de pequenez imposta a constante

L, o que foi intrumental na sua demonstragao.

Teorema 4.1.6. Seja f : [0,00) x Ker(A) — Ker(A) uma fungio continua uniformente
S-assintoticamente w-periddica em conjuntos limitados do Ker(A) que verifique a condigdo

de Lipschitz (4.1.8). Além disso, as sequintes condigoes sao satisfeitas.

(S,1) Existe uma fung¢io ndo decrescente continua W : RT — R* tal que || f(t,u)|| <
W(||lu||) para todot >0 e u € Ker(A).

(S,2) Para cada a >0 e o >0 o conjunto {f(s,y):0<s<a,ye Ker(A), |ly| <o} é

relativamente compacto.

(S,3) Existe r > 0 talque ||z|| + W (r) <r.

Se x € Ker(A), entao o problema (4.1.7)-(4.0.2) possui uma tnica solug¢ao branda

S-assintoticamente w-periodica.

Demonstragao. Consideremos o espaco de Frechet C([0, 00); Ker (A)) munido com a to-
pologia da convergéncia uniforme em conjuntos compactos 7¢. Definimos o mapa T no

espaco C([0,00); Ker (A)) pela expressao

()t = o+ [ "9 (s, u(s))ds. (4.1.9)

A-1. O mapa T ¢é continuo de C([0, 00); Ker (A)) em se mesmo. Seja (u,), ¢ uma seqiiencia
em C([0, 00); Ker (A)) que converge para u, entao (Tu,), converge para Yu. De fato, para
cada a > 0 temos que

sup || (un ) () = T(u)(@)[| < L sup [Jun(t) — u(®)]]

te[0,a) t€[0,a]
A-2. Fixamos uma bola B, = {u € C([0,00); KerA) : ||u||o < r}, onde r é dado por (S,3).

E claro que B, é um subconjunto fechado convexo de C/([0,00); Ker (A)). Das condicoes
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(Sw1) e (S,3) deduzimos que B, é invariante sob Y. Note que Y (B,) é um subconjunto

relativamente compacto em C([0, 00); Ker (A)). De fato, primeiro observamos que

Y(B,)(t) C e 'z + tco(K,),

onde
K, ={e9f(s,2):0<s <t ||| <r}.

Tendo em conta (.S,,2) noés inferimos que Y(B,)(t) é relativamente compacto. Seja u em

B, e h > 0. A partir do seguinte decomposi¢ao
t+h
TW)(t+h) = Y()(t) = e g — ety 4 / e~ (+h=9) £ 4(s))ds

+/ ~(t+h- (t_s))f(s, u(s))ds.

Segue-se que o conjunto Y (B,) é equicontinuous em [0, a], para todo a > 0. Nds obtemos
como conseqiiéncia do teorema de Arzela-Ascoli que o conjunto Y (B,) é relativamente com-
pacto en C([0, 00); Ker (A)). Aplicando (ANDRADE et al., 2015, Lema 2.4) e (CUEVAS;
LIZAMA, 2010, Lema 3.1) podemos afirmar que

T (SAP,(Ker (A))™) € SAP,(Ker ().

Definimos o seguinte conjunto invariante por T

C := B, N SAP,(Ker (A))“

Do teorema de Schauder-Tychonoff, inferimos que T tem um ponto fixo @ € C.

A-3. Definiendo v(t) = 4(t + w). Uma simples analise mostra que
Tv —v e Cy([0,00); Ker (A4)).

De fato, desde que f seja uma fung¢do uniformemente continua S-assintoticamente w-

periodica em conjuntos limitados, para cada € > 0, existe um 7. > 0 tal que
1f(t+w, alt +w)) = fta(t +w))l <e,
para todo t > T. Usando (S,1) nés temos
ITv(t) — o)) < e ((L+e ™)zl + W(r) +e

Portanto, Tv(t) — v(t) — 0 quando t — oo.
)

A-4. Definimos ¢(t) = ||Tv(t) — v(t)||, t > 0. Mostramos que h& uma fun¢do continua

positiva v : [0,00) — [0, 00) que se anula no infinito

+L/ ~=9y(s)ds, t > 0. (4.1.10)
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De fato, seja r(t) uma solugao da equacao

t
r(t) = —Le " + L/ e~ )r(s)ds. (4.1.11)
0

Por (MILLER, 1971, Teorema IV.6.2) a equagao (4.1.11) tem uma solugio r(-) € L*(R™).
¢

Defina v(t) = p(t) — / r(t — s)p(s)ds. Nos temos isso
0

t
L[ e (s)as = L/ ~(=9) () ds — L/ (/ )ds) o(7)dr
0
t
= [ r(t=)p(r)dr
0
v(t) — o(t).
Portanto a fungdo v(-) é solugao da equagao (4.1.10). Por outro lado, desde r(-) € L*(R™)
t

e ¢ € Cy([0,00)) inferimos que a fungao t — /r(t — s)p(s)ds pertence a Cy([0,00)).
0

Donde v é nula no infinito.

A-5. Consideramos o conjunto
C* = v+ {u € Cy([0,00); Ker (A)) : |[u(t)|| < v(t), t € R},

onde v(+) e v(+) sdo as fungdes indicadas na A-3 e A-4 respectivamente. Observe que C* ¢
o conjnto fechado convexo em Cj([0,00); Ker (A)). Seja u definida em Cy([0, 00); Ker (A)).
Observamos que Y(v + u) — Y(v) € Cy([0, 00); Ker (A)). Na verdade, nds temos

IT@+a)@) - YOI < L[ e us)lds

¢
< L/ e~ u(s)ds
0

= L(v(t) = ¢(1))-

Em seguida, levando em consideragdo que v e ¢ se anulam no infinito deduzimos que
T(v+u)—Y(v) se anula no infinito. Usando agora A-3, podemos concluir que T (v+u)—v

se anula no infinito. Por outro lado, obtemos

T+ u)®) — o0l < L[ e Iw(s)ds + plt) = ),

o que implica que Y (v + u) € C*%, portanto, inferimos que C* é invariante sob o operador
T.

A-6. Finalmente, procedendo como em A-2 temos que Y tem um ponto fixo @y € C*.
Portanto, existe uy € Cy([0, 00); Ker (A)) tal que g = v + uo. Usando o fato de que T tem
um ponto fixo tinico em Cy([0, 00); Ker (A)), concluimos que @y = @, 0 que implica que

% — v anula no infinito. Portanto @ é a funcao S-assintoticamente w-peridédica. m

Observagao 4.1.1. Um resultado semelhante ao Teorema 4.1.6 foi obtido em (ANDRADE
et al., 2015) para obter a existéncia e a unicidade de solu¢oes brandas S-assintoticamente

w-periddicas para uma classe de equagoes diferenciais abstratas.
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Em seguida, vamos enfocar nossa apresentacao na questao da existéncia e unicidade
de solugdes brandas pseudo S-assintoticamente w-periddicas para uma equacao de rela-
xamento fraciondria (4.1.7) sob a hipétese do tipo Lipschitz na nao linearidade f. Agora

descrevemos trés resultados que nao sao conhecidos na literatura.

Teorema 4.1.7. Seja f:[0,00) x Ker(A) — Ker(A) uma fungio continua assintotica-
mente limitada en conjuntos limitados de Ker(A), e uniformente pseudo S-assintoticamente
w-periodica em conjuntos limitados de Ker(A) que verifican a condi¢ao de Lipschitz (4.1.8).
Se x € Ker(A) e L <1, entdo o problema (4.1.7)-(4.0.2) possui uma unica solu¢io branda

pseudo S-assintoticamente w-periodica.
Demonstragio. Definiendo o operador II no espago PSAP, (Ker (A)) pela expressao
t
Hu(t) =e 'z + / e ) f(s,u(s))ds, t > 0. (4.1.12)
0

Mostramos, inicialmente, que [lu € PSAP, (Ker (A)) para cada u € PSAP, (Ker (A)).
E facil ver que f(-,u(-)) é uma funcao limitada. Assim obtemos a seguinte estimativa:
Tl oo < ||| +11f (5 u(-))]|o- Usando (DE ANDRADE et al., 2016, Lema 2.1) temos que a
fungao s — f(s,u(s)) é pseudo S-assintoticamente w-periédica, Em seguida, usando a prova
do Teorema 4.1.4 inferimos que s — /te_(t_s)f(s, u(s))ds pertence a PSAP,(Ker (A)).
Além disso, IT é uma L-contracdo no espoa(;o PSAP,(Ker (A)) assim podemos concluir que
IT possui um tnico ponto fixo u € PSAP,(Ker (A4)). O

Observacao 4.1.2. Sob as condi¢oes do Teorema 4.1.7 com a constante Lipschitz L
nao necessariamente pequena, ha uma constante Ay > 0, de modo que, para qualquer
0 < X < Ao, Teorema 4.1.7 se aplica a fun¢ao Af (¢, u).

Teorema 4.1.8. Seja f : [0,00) x Ker(A) — Ker(A) uma fungao continua assin-
toticamente limitada sobre conjuntos limitados de Ker(A), e uniformente pseudo S-
assintoticamente w-periddica em conjuntos limitados de Ker(A) que satisfaz a condig¢io

Lipschitz
If(t,u) — f(t,0)|| < L(t)||Ju— ||, ¥ u,v € Ker(A),V t >0, (4.1.13)

onde L : [0,00) — RT € uma fungio integravel limitada em [N, o0), para algum N >
0. Se x € Ker(A), entdo o problema (4.1.7)-(4.0.2) tem una dnica solu¢do branda S-

assintoticamente w-periodica.

Demonstragio. Usamos as mesmas notacoes que na prova do Teorema 4.1.7. Seja u
em PSAP,(Ker(A)), tendo em conta que {L(t) : t > N} é limitada, decorre de (DE
ANDRADE et al., 2016, Lema 2.2) que a funcao s — f(s, u(s)) é pseudo S-assintoticamente



Capitulo 4. FEquagio de relazamento fracionaria composta 45

w-periddica, entao [lu € PSAP,(Ker (A)). Conseqlientemente 11 é bem definido. Por outro
lado, para u,v € PSAP,(Ker (A)), obtemos

L n
= ol < P

L n

Sempre | Ul < 1 para algum n suficientemente grande, por o metodo dos iterados II
n!

possui uma unico ponto fixo u € PSAP, (Ker (A4)). O

Observacao 4.1.3. Um resultado semelhante pode ser estabelecido quando f satisfaz uma
condigao Lipschitz local. Mais precisamente, consideramos f : [0, 00) x Ker (A) — Ker (A)
uma fung¢do continua assintoticamente limitada em conjuntos de Ker (A) e uniformemente
pseudo S-assintoticamente w-periddica em conjuntos limitados de Ker (A) satisfazendo a

seguinte condicao:

(Lioe) Para cada o € R, para todo t € R" e z, y € B,(Ker(A4)) nés temos que
|f(t,x) — f(t,y)]| < L(o)||z — y||, onde L : [0,00) — RT é uma fungdo continua.

Suponha que x € Ker (A) e que existe 7 > 0 para que
L(llzll +7) + (/T (Ll Dll=]l + supllf (s, 0)]]) < 1

entdo o problema (4.1.7)-(4.0.2) tem uma tnica solugdo branda S-assintoticamente w-

periddica.

Teorema 4.1.9. Seja f : [0,00) x Ker(A) — Ker(A) uma fung¢io assintoticamente
limitada sobre conjuntos limitados do Ker(A), e uniformemente pseudo S-assintoticamente
w-periddica en conjuntos limitados do Ker(A) que satisfaz a condigao Lipschitz (4.1.13),
onde L : [0,00) — Rt € localmente integravel. Alem disso, suponha verdadeiras as

sequintes condigoes:

(PS,1) sup | e~ (=9 L(s)ds < 1.

t>0

(PS.,2) hml// ~t=) [(s)dsdt = 0.

Se v € Ker(A), entdo o problema (4.1.7)-(4.0.2) tem uma solug¢do branda pseudo S-

assintoticamente w-periodica.

Demonstragio. Definimos o operador II no espaco PSAP, (Ker (A)) pela expressao (3.1.8).
Vemos que II é bem definido. Seja u em PSAP, (Ker (A)) tome € > 0, existe um ntimero
T =T(Im(u)) € R suficientemente grande tal que {f(¢,u(t)) : t > T} é limitado e

[ sw 7G5+ w2) = S, 2) ds 2

xGIm (u)

M\(‘f)
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para t > T. Veja que f(-,u(-)) é limitada sobre R*, dai ITu é limitada em [0, 00). S resta
t

mostrar que a fungao v(t) = / e~ (=) f(s,u(s))ds é pseudo S-assintoticamente w-periédica.
0

Para [ > T obtenemos
}/Ol(u(ﬁw) —o(t)dt = ;/Ot /Ol e (f(s + w,uls +w)) — f(s,u(s)))dsdt
+; /Tl /Ote_(t_s) (f(s +w,u(s +w)) — f(s,u(s+ w)))dsdt
—l—; /Tl /Tt e~ (=9 (f(s +w,u(s +w)) — f(s,u(s + w)))dsdt
b [ e (F(s,uls +)) — (s, uls))dsds
+} /Ol/ttw e ft+w—s,u(t+w—s))dsdt
- lz:w)
Temos as seguintes estimativas para os termos I, 1 < i < 5.

16O < 3T+ Vsupl|F )] £ 0, 2 € T (w)),

1@< 7 [t D (F [ sup 1f(s +w,2) — f(s.o)llds )t <

z€Im(u)

l\D\m

1
IO1 <7 [ sup 1(s +w,2) = fs,2)]ds <

z€Im(u)

[\D\m

L@ < z// =9 L(s)||uls + w) — u(s)||dsdt

< f||u||// ~(=9) [, (s)dsdl,

)] < < sup{|| f(¢,2)]| : £ > 0, & € Tm (u)}.

Das estimativas acima, obtemos que v é pseudo S-assintoticamente w-periédica. Finalmente,
t

podemos ver que I1 é sup [ e~"*) L(s)ds-contragio no espaco PSAP,(Ker (A)). Com
t>070

efeito, isto completa a demonstracao do Teorema 4.1.9. O

Observagao 4.1.4.

t
(i) Se a funcao t — / e~ (=9 L(s)ds é integravel, entdo (PS,2) satisfeita.
0

(ii) Se L(:) é integréavel com ||L||; < 1, entdao (PS,1) e (PS,2) satisfeita.

1/l
(iii) Se L(-) é locamente integravel e lim— [ L(s)ds = 0, entdo (PS,2) é satisfeita.

l—00 9
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A seguir, denotamos por C.,, 0 espago
- u(t)
Cezp = {u € C([0,00); Ker (A)) : lim —= =0},

dotado com a norma |||u||| = sup||u(t)|e”". Agora, nosso objetivo é investigar comporta-
>0

mentos mais gerais das nao-linearidades para a equagao (4.1.7).

Teorema 4.1.10. Seja f : [0,00) x Ker(A) — Ker(a) uma fun¢do conitinua assintoti-
camente uniformemente limitada sobre conjuntos limitados de Ker(A), assintoticamente
limitada en conjuntos limitados de Ker(A), e uniformemente pseudo S-assintoticamente

w-periodica en conjuntos limitados de Ker(A) que satisfaz (S,1) e (S,2). Considere ademas

1 gt
(PS,3) Para cada & >0, lim—/ e (=9IW (&e®)ds = 0.
b%ooet 0

(PS,4) Para cada € > 0 existe § > 0 tal que para todo u,v € Ceyp, |||lu —v||| < I entdo

sup [ | (5, u(s) = (5. 0(5) s < =

1 st
Defina, B(§) = sup— [ e"=9W (&e®)ds. Se liminf@ < 1 ex € Ker(A), entio o
>0 €tJo gsoo &

problema (4.1.7)-(21.0.2) possui solucao branda S-assintoticamente w-periddica.

0

Demonstragdo. Seja €.,

o subespago de C.,;, que consiste das fun¢oes u tal que u(0) = 0.

- 0 0
Definimos o operador II° em €, por

wu(t) = [ "9 f(s e~z + u(s))ds. (4.1.14)

Decorre da condi¢ao (PS,,3) que o operador I1° é bem definido. Observamos que o mapa

I1° é continuo de C,,, em si mesmo. Esta afirmacao é uma consequéncia direita da condigao

(PS.4).

Noés afirmamos que I1° é um mapa completamente continuo. Seja r > 0 e definimos
o conjunto V = II°(B,(€%,,)) e V(t) = {II%(t) : u € B,(€2,,)}. Tendo em conta o teorema
do valor médio para a integral de Bochner (ver Teorema 2.2.2) e a condi¢ao (5,,2), inferimos
que V(t) é relativamente compacto. Por outro lado, seguindo um argumento semelhante
a demonstragao do Teorema 4.1.6, pode-se concluir facilmente que V' é equicontinuo em

[0, a] para todos a > 0. Para v € €% com |||u]]| < r observamos que

erp’
ITu@)l] _ L1t gy
< E/o =W (e (||| + 1))ds.
e [ITT%(t)]] :
De (PS,3) inferimos que ——-*= — 0 quando ¢t — oo, independente de u €
e

B, (€ ). Usando (DE ANDRADE; CUEVAS; HENRIQUEZ, 2012, Lema 2.8) obtemos que

exp

V' é um conjunto relativamente compacto. Isso prova que II° é completamente continuo.
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Observamos que o operador I1° mapeia B (ngp) em si mesmo para algun p > 0.

Na verdade, se assumirmos que a afirmagao ¢é falsa, entdo, para todo p > 0, podemos

escolher u? € B,(€Y, ) tal que ||[IT%#||| > p, esse fato implica que p < B(||z| + p), donde

erp

1
liminf—/3(§) > 1 é um absurdo.
=00 X1

Denotamos por PSAP? o subspaco vetorial das fungoes u € PSAP, (Ker (A)) com
u(0) = 0. Tendo em conta (DE ANDRADE et al., 2016, Lema 2.1) e a demonstragao do
Teorema 4.1.4 obtemos que o espago PSAP? é invariante sob o mapa I1°, portanto, podemos
inferir que o fecho de B,(€%, )N PSAPY, B,(CY )N PSAPY ¢ invariante sob o mapa I1°.

exp erp

Aplicando o teorema do ponto fixo Schauder, deduzimos que o mapa II° tem um ponto
fixo u € B,(€Y, ) N PSAPY. Portanto, hd uma seqiiéncia (u"),, em B,(C2, )N PSAP? que

exp exp

converge para u na norma de C.,,. Da condi¢do (PS,4) nés conseguimos que II°u™ — u,
as n — 0o, uniformemente em [0, c0). Conseqiientemente v € PSAP?, assim completamos

a demonstracao do Teorema 4.1.10. O

Em contraste com o Teorema 4.1.6 temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1.11. Seja f : [0,00) x Ker(A) — Ker(A) uma fungao continua assin-
toticamente limitada en conjuntos limitados de Ker(A), e uniformemente pseudo S-
assintoticamente w-periddica en conjuntos limitados de Ker(A) que satisfaz a condig¢io
Lipschitz (4.1.8). Assuma que as condigoes (S,1), (S,2) e (S,3) do Teorema 4.1.6 sdo
satisfeitas. Se x € Ker(A), entdo o problema (4.1.7)-(4.0.2) possui uma unica solugdo

branda pseudo S-assintoticamente w-periddica.

Demonstragio. No que se segue, consideramos o espago Frechet C'([0, 00); Ker(A)) munido
da topologia 7 da convergéncia uniforme em conjuntos compactos. Definimos um mapa
continuo T no espago C([0,0); Ker(A)) por (4.1.9). A partir de A-2 da demonstragao
do Teorema 4.1.6 nos temos que B,, onde r é dado por (5,3), é invariante sobre T
e T(B,) ¢ reltivamente compacto em C([0,00); Ker(A)). Seja u em PSAP,(Ker (A))
aplicando (CUEVAS; HENRIQUEZ; SOTO, 2014, Lema 2.3) e o fato que a funcio
5— /te(ts)f(s, u(s))ds é pseudo S-assintoticamente w-periédica (veja a demonstragao
do Teorema 4.1.4), nos obtemos que Yu € PSAP,(Ker (A)), donde PSAP,(Ker (A)) é
invariante sobre Y. Agora nos definimos 3 = B,NPSAP,(Ker (A)) © do teorema Schauder-
Tychonoff, obtemos que T possui um ponto fixo & em H. Definimos v(t) = a(t +w), t > 0.

Nés afirmamos que Tv — v é uma fungao ergddica. Na verdade, isso é uma conseqiiéncia

da seguinte estimativa:

- [1ots) = o(s)lds < @l + W)+ [ s (7w, ) = S (7.) .
Fixando p(t) = || Tv(t) — v(t)||. Observamos que existe uma tnica funcao ergodica positiva

v: Rt — RT tal que

(0) = olt) + 1 [ -9 (5)ds
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De fato, por (MILLER, 1971, Teorema IV.6.2) o resolvente r(t) de Le™" existe como um

elemento de L'(R™) e é tnico nesta classe, de onde ©(t) é dado por
¢
7(t) = o(t) = [ r(t = T)p(r)r.

t
Como ¢ é uma fungao ergodica, obtemos que a fungao t — / r(t — 7)o(T)dT é ergodica.

Portanto 7 é uma funcao ergodica. Consideramos o conjunto
Hy=v+ {u € B(RT;Ker (A)) : |lu(t)] < o(t), t > 0}.

E facil verificar que J{; é um subconjunto convexo fechado de Cy([0, 00); Ker(A)). Mos-
tremos que H; é invariante pelo operador T. Seja u em Fy(R™; Ker (A4)), observamos que

Y (v+ u) — Yv é uma funcao ergodica. Na verdade, temos que

[+ )~ tos) s < % [ luts)lds.

Por outro lado, se ||u(t)|| < ©(t), para todo ¢t > 0, entao

1T (v +u)(t) —v®)| < [[T(v+u)(t) = (To)@)] + [(To)(t) —v@)]
< P(t) = o(t) + o(t) = D(t),

o que implica que Y(v + u) € Hy, portanto, H; é invariante sob o operador T. Assim,
podemos afirmar isso T tem um ponto fixo @y € Hy. Usando o fato de que T tem um
ponto fixo tnico em Cy([0,00); Ker(A)), concluimos que @ = o, consequentemente 4 — v

¢ uma funcao ergodica. Dai deduzimos que @ ¢ pseudo S-assintoticamente w-periddica. [

4.2 Compacidade do conjunto de Solucoes

Nosso interesse nesta secao é estabelecer a compacidade para o conjunto formado pelo
solucoes brandas para o problema (4.1.7)-(4.0.2) no espago Cy(]0, 00); Ker (A4)). Este tipo
de informacdo nao tem sido analisada na literatura (ver (LIZAMA; N'GUEREKATA,
2013)).

Teorema 4.2.1. Seja x em Ker(A) e assuma que f : [0,00) x Ker(A) — Ker(A) uma

funcao continua. Suponha além disso que as sequintes condicoes sao satisfeitas:
(Col) Para cada R > 0 existe uma funcgao positiva yg € Cy(0,00) tal que
sup{[[f (£, z)|| : lz]| < R} < ~r(t), t = 0.

(Co2) Para cada s >0 e R> 0 o conjunto {f(s,y) : y € Ker(A), ||y|| < R} € relativa-

mente compacto.
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1 ¢
(Cp3) liminf—sup [ e==9yp(s)ds < 1.

R—oo [ ¢>0J0

Entao existe uma solugdo branda u € Cy([0,00); Ker(A)) para o problema (4.1.7)-(4.0.2).

Além disso, se a sequinte condicdo for cumprida:

1 ¢
(Cod) limsup—sup [ e~ =*yp(s)ds < 1.

R—oc0 t>0J0

Entao o conjunto 8 formado pelas solugoes brandas do problema (4.1.7)-(4.0.2) é compacto
em Cy([0,00); Ker(A)).

Demonstragio. Definimos o operador T no espago Cy([0,00); Ker (A)) por (4.1.9). Seja

u em Cy([0,00); Ker (A)), como | f(t,u(t))||x < vr(t) — 0, t — oo, para R > 0 tal que
t

|lu(t)||x < R. Temos que / e=(t=3) f(s,u(s))ds — 0, t — 0o. Na verdade, fixamos a > 0,
0

nossa afirmacao segue-se a partir da seguinte desigualdade

/Ote_(t_s)f(s, u(s))ds

< e_t/oaesyg(s)ds + supygr(o). (4.2.15)

o>a

Dal, concluimos que YTu € Cy([0, 00); Ker (A)).

Seja (uy), uma sequéncia em Cy([0, 00); Ker (A)) que converge para u € Cy([0, 00);
Ker (A)). Entao existe R > 0 tal que ||u,(t)]], ||u(t)]] < R para todo ¢t > 0 e todo n € N.

Fixamos a > 0. Entao

/ate_(t_s) [f(s,un(s)) — f(s,u(s))]ds|| <2 supygr(o). (4.2.16)

g>a

Além disso, existe um conjunto compacto K C Ker (A) tal que u, (), u(t) € K para todo
n € Netodo0<t<a. Afuncdo f:[0,a] x K — Ker (A) é uniformemente continua.
Conseqiientemente, || (s, un(s)) — f(s,u(s))|| = 0, n — oo, uniformenente 0 < t < a. Isso
implica que

/Ot e f(s,un(s)) — f(s,u(s))||ds — 0, n — oo, (4.2.17)

uniformemente para 0 < t < a. Combinando (4.2.16) e (4.2.17), deducimos que T é
continua.

Vejamos que existe p > 0 tal que B,(Cy([0,00); Ker (A))) é invariante pelo o
operador Y. Na verdade, assumindo o contrario, para cada R > 0 existe uma funcao u’

tal que |[uff|| < Re ||T(u®)| > R. Logo

1 t
1< M + —sup e~ (t=)

d
R thO 0 VR(S) S,

o que contradiz a condigao (Cy3). Para provar que T é um mapa completamente continuo,

aplicamos a caracterizacao de Arzela-Ascoli de subconjuntos compactos em
Co([0,00); Ker (A)). Nos consideramos R > 0, usando (HENRIQUEZ; POBLETE; POZO,
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2014, Corolario 2.10) e (Cy2), afirmamos que Y (Bgr(Cy([0, 00); Ker (A)))) é relativamente
compacto em C([0,a]; Ker (A)) para todo a > 0. Além disso, aplicando (Cyl) e (4.2.15)
obtenemos que || Y (u) ()| < e~ t||x|| +€_t/0a65’73(8)d8+811p’}/}3<0'), donde Y (u)(t) — 0 como
t — oo uniformemente para u € Br(Cy([0, 00); Ker (A(;)Z)a Combinando essas afirmagoes
deduzimos que T é completamente continua. Aplicando o Teorema de Schauder, segue-se
que T tem um ponto fixo B,(Cy([0, 00); Ker (A))). Além a continuidade de YT implica que
o conjunto 8 formado pelas solugoes brandas de (4.1.7)-(4.0.2) é fechado. Por outro lado,
se a condi¢ao (Cp4) for satisfeita, o conjunto 8 é limitado. Na verdade, se assumirmos que
8 é nao limitado entdo uma seqiiencia de fungoes uy € 8 tal que Ry, = ||ug|| > k. Dai se

obtém que

t
(@)l < Nl + sup [ e~ (s)ds,
t>0J0

1 t

assim 1 < limsup——sup | e~¢=*)yp, (s)ds, o que é contrario a condicio (Cy4). Finalmente,
k—oo Fk 1>0J0

usando que T é completamente continuo deduzimos que 8§ é compacto. O
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5 APLICACOES E METODOS

Ao usar nossos métodos introduzidos nas se¢oes anteriores nds apresentamos propriedades
LP e de compacidade para equagoes diferenciais fracionarias que aparecem na literatura.
Também damos aplicagdes para conducgao do calor e viscoelasticidade. Note que, nesta

se¢ao, todos os resultados sao novos. Comecamos, com o seguinte exemplo.

Exemplo 5.0.1. Consideramos a seguinte equacao integro-diferencial

ou(t, §) _ /Ot(t—s)a2 (32 _U> u(s,&)ds + g(t, &), t >0, £ € [0, 7], (5.0.1a)

ot Fa—1) \0g?
u(t,0) =u(t,m) =0, t >0, (5.0.1b)
u(0,£) = uo(§), € € [0, 7], (5.0.1c)

onde v > 0. Estudamos o sistema na forma abstrata como em (3.0.1), para isto nés
escolhemos o espago X = L?(0,7), ug € L*(0, ) e o operador A definido por Au = u” —vu,
com dominio D(A) = {u € L*(0,7) : u" € L*(0,7), u(0) = u(r) = 0}. E bem sabido
que Au = u” ¢é gerador de um semigrupo analitico em L?(0, 7). Dai A ¢ setorial do tipo
w=—v < 0. 0O sistema (5.0.1a)-(5.0.1c) pode ser formulado pela equagao funcional integro-
diferencial linear (3.0.1), onde u(t)(z) = u(t, ) e a ndo-linearidade f(t)(x) = g(t,x),t >0

00 ™ p/2

ex € [0,7]. Se / </ lg(t, I)|2dl’> dt < +00, entao, pelo Teorema 3.1.1, o problema
0 0

(5.0.1a)-(5.0.1b) possui uma tinica solugao u € LP(0, co; L*(0,)).

Agora consideramos a equacao fracionaria

aatu(t7§) _ /Ot(lf(;% (552 — v) u(s, &)ds + a(t) f(u(t,§)), (5.0.2)

ondet >0,£€[0,7] coma:[0,00) >Ref:R—R.
Suponha que a(-) € LP(0,00) N L>(0, 00) e que existe uma constante Ly > 0 tal que

|f(x) = f(y)| < Lylz —yl,

para todo x, y € R. Se a norma ||a||« ¢ suficientemente pequena, entdo o problema (5.0.2)

com condigdes (5.0.1b) e (5.0.1c) tem uma tnica solugao branda u(-) € LP(0, co; L*[0, 7).

Agora examinamos a compacidade das solugoes da equacao fracionaria

0 it —s)t [ 0?
9 = | e (35 ) ) O
“h (L(t) /0 ", m)dm) Bo(6), te[0,1], €€ 0,n].  (5.0.3)
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onde ®y € L?[0,7], L : [0,1] — R ¢é uma fun¢do mensurdvel limitada e a fungdo h é
continua. Suponha que existe uma constante 3 € (0,1) tal que |L(-)|® € L'(0,1) e existe
uma constante C; > 0 tal que |h(t)] < C1|t|°, t € R. Seja agora

F)©) = h(L0) [T p@dr)ou(©). (L) 0.1 x[0r.  (5.04)

a perturbagao associada a equagao (5.0.3). Podemos verificar se as hip6teses do Teorema

3.2.1 sao validas. Observe que
15 DMizom = [ (L(8) [ (o)) Bofc) P
<& [IL®) [ pla)daf*|0(e) Pde
< AL [ pla)dr |0l

<einm ([ 202) 781 |2
< cj|L(t)] ; lp(x)|"dx ) 77| Do|

segue-se que
B
£t )20 < Crr? [ ol 20, LI 211720,

para todo t € [0,1], ¢ € L?[0, 7], assim a condicdo (7}) é garantida com
Yr(t) = Cve®?|| Do |l p210 | L(1) "R,

e isso garante em termos da definigdo que (T}) é cumprida para < 1. Observamos que
(T5) é uma conseqiiéncia do teorema de Simon (Ver Teorema 2.2.1). Consequentemente,
pelo Teorema 3.2.1 o conjunto formado pelas solu¢do brandas de (5.0.3)-(5.0.1b)-(5.0.1c)

é compacto em C([0,1]; L?[0, n1]). Terminando a discussao do exemplo.

Exemplo 5.0.2. Vamos considerar como a equacao de onda nao-linear de dois termos
de difusao fracionaria com o operador de tempo com derivada no sentido Caputo (veja a
Definigao 2.1.3) e o termo nao linear de for¢a F'(t,z), t € [0,T7),T >0,z € R
o2

1 DM ut, ) + pg <D u(t, ) — oat(tw) = F(tu(t,2)), (5.0.5)

com as condicoes
u(0,2) = f(z), w(0,z) = g(x), (5.0.6)
onde 0 < aq, 1 <2, f,g € LP(R), 1 < p < 0. Foi recentemente estudado por Stojanovié¢ e
Gorenflo (2010) que existem solugoes de superviscosidade e subviscosidade em LP(R) para
(5.0.5) . Tomando X = L2[0,27], yy =1, po =v, a1 =a+1, /i =Fcom0<a< <1
e F(t,z) =Tz +° DY(f(t,x)) onde T > 0, nds temos a equagao
2

0
cDetu(t, z) + v D u(t, ) = @U(ta ) + Ju(t, v)

FeDX(f(tult ), t >0, z €[0,27], (5.0.7)
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é possivel dar uma abordagem da equacao abstrata (5.0.7) atraves de una familia regula-
rizada de operadores fortemente continuos (veja Definigdo 2.4.2). Ao usar esta classe de
familias de operadores e o principio de Duhamel, podemos definir as solu¢oes brandas para
a equagao (5.0.7) (Veja (CUEVAS; LIZAMA, 2013; KEYANTUO et al., 2013)). isto da o
marco referencial necessario para aplicar a tedria de operadores na analise de propriedades
LP de solugbes para a equagao fracionaria (5.0.7). Observamos que De Andrade et al.

(2016) estudaram recentemente periodicidade assintética das solugoes para (5.0.7).

Teorema 5.0.1. (KEYANTUO et al., 2013, Teorema 3.2 € 4.1) Seja 0 < a < 5 < 1,
>0 e A um operador de setorial de angulo /2. Entdo, A gera uma familia (o, [3),-

reqularizada limitada.

Teorema 5.0.2. (KEYANTUO et al., 2013, Teorema 4.1) Seja 0 <a< <1, u>0ce¢
w < 0. Suponha que A seja um operador w-sectorial de angulo B /2, entio A gera uma
familia (o, 5),-regularizada S, 5(t) que satisfaz a estimativa

¢ t>0
ta+1+ut5)7 — Yy

1Sas (Ol < ol (5.0.8)

para alguma constante C' > 0 dependendo apenas de ., 3.

Defini¢ao 5.0.1. (KEYANTUO et al., 2013) Sejav > 0 e 0 < «, 5 < 1 dados. Seja A
um operdor linear fechado com dominio D(A) definido em o espago de Banach X. Nos
chamamos A o gerador da familia (o, 8)-regularizada se houver uma constante o > 0 e
uma funcio fortemente continua S, : RT — B(X) de tal modo que {\**! + v\°
Re(A) >c} Cp(A) e

AT oM A) T = /0 T e, 5(t)adt,

para Re (\) > o, z € X.

Observamos que (5.0.7) pode ser escrito na forma

*Du(t) + v “DYu(t) — Au(t) = D f(t, u(t)), (5.0.9)
2
com Au = a—g + 7u. Nés consideramos (5.0.9) sujeito a condigdes iniciais
x
u(0) = 4/(0) = 0. (5.0.10)

T
Sabe-se que o operador A é sectorial de tipo negativo 7 e angulo Bz Entao, pelos Teoremas
5.0.1 € 5.0.2 A gera uma familia (a, §)-regularizada S, s que satisfaz a estimativa
< Co
= 14 |7|(tett + oth)

156, ()]5(z2(0,27)) , 120, (5.0.11)

para uma constante Ci;, > 0 dependendo apenas de «, /5. Sendo assim S, (t) uniformemente
integrable, isto é,
[Sasly = [ 105 Ollausioan < +oo.



Capitulo 5. Aplicagées e métodos 55

Observagao 5.0.1. Observe que uma fungao u : R™ — L?[0,27] é dita uma solugao

branda para a equagao (5.0.9) com condigoes iniciais (5.0.10) se satisfizer

£ = /Otsa,ﬁ(t — ) (s, uls)), (5.0.12)
para cada t € R™.
Comecgamos com o seguinte resultado.
Teorema 5.0.3. Seja f € LP(0,00; L?[0,27]). Entdo o problema
D) + v DY — Au(t) = DS f(t), (5.0.13)

admite uma tnica solugio branda uw € LP(0,00; L2[0,7]). Esta solugdo u satisfaz que

pertenece a L (0, 00; L2[0, 71]) para todo 1 < p < p' < 00 e se tem a sequinte estimativa:

i_L 145 -1
ull 2 0,00:r200.277) < C& 7 1Saslls ™ "1 llLr(0,00:2200,20))- (5.0.14)
Em particular, se p' = oo, temos que
[wll oo 0,00,2210,27)) < [[Sallall f1l o (0,0052200,00)) - (5.0.15)

Demonstragio. Por (KEYANTUO et al., 2013, Section 4), a solugdo branda do problema
(5.0.13)-(5.0.10) sempre existe e é dada por u = S, g * f. Sejam p e ¢ expoentes conjugados
et € RT entdo

/

[Ju(t )HL2027r] < H5a5”1 ,, HfHLP 0,00:L2(0,27))
[ 8050 = 902 1) g0

Portanto,

1w (0,00:2210,20)) < CQTHSa,BHl NI 0 sesz0m)
Isto completa a demonstracao do Teorema. O]

Teorema 5.0.4. Seja f : [0,00) x L?[0,27] — L*0,27] uma funcdo continua com
f(-,0) € LP(0,00; L?[0,27]), que satisfaz a condi¢io de Lipschitz

1t 0) = f(t ) r20,2m) < Lille — ¥lli2p,2m), (5.0.16)

para todo t € RY e para todo ¢, € L?[0,2n] com a constante de Lipschitz ff tal que
|Sasll1Ls < 1. Entao, existe uma tinica solugio branda u(-) de (5.0.9) com as condigoes
iniciais (5.0.10).
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Demonstragdo. Definimos o operador K, s no espago LF(0, oo; L*[0, 27]) por
t
(Ko pu)(t) = / Sus(t — 8)f(s,u(s))ds, t >0, (5.0.17)
0

com u € LP(0,00; L?[0,27]). Seja u uma fungdao de LP(0,00; L?[0,27]) e dados p e ¢

expoentes conjugados. Nos temos a seguinte estimativa
TP AT e
[Kapulliroosirzpoer) < (L) 1Saslli [ullfro0r2p0.2m)
Byl
+aP([Saslli 11 00 00:2p0,2m):

Conseqiientemente, K, estd bem definida. E simples de verificar que K,p ¢ uma

| Sasll 1Ef—contragéo, ou seja,

1Ko~ Kool < [ ([ NSt = 5) [£(5,u(s) ~ 7o, o(s))] )
<15 [ ([ 180t = )luts) = v(s)llxds)a
<Lp/ (/ [Sas(t — s) ||ds> (/ 1Sa.s(t — $)|||lu(s) — U(S>||§(ds>dt
< DSaslli [ [ WSaslt = 9)u(s) — (o)l
< L} Sallf / </ [Nt t—s)Hdt) lu(s) — v(s)|[%ds
< pSasli™ [ lhus) = o(s)lds,

segue-se que
1K pt = Ka0llr < L} |Sasllillu = vll .

]

Em contraste com a Observagao 3.1.3 nés temos a seguinte consequéncia imediata.

Observagao 5.0.2. Seja f : [0, 00) x L%[0,27] — L?[0, 27| fungdo continua que satisfaz
a condicao de Lipschitz

1t @) — f(E D) L2p0,2m < Zf(t)”SO — Y|l £2(0,27) (5.0.18)

para todo t € RT e para todo ¢,v € L?[0,27] onde a funcio L 7(+) é localmente integravel.

Assuma ainda que as seguintes propriedades sao verificadas
(Wh)* sup/ 1Sa(t = 8) ls(z2i02m) L p(s)ds < 1,
(W2>* f<70) € Loo(()?ooaLQ(O?OO))

Entéo o problema (5.0.9)-(5.0.10) admite uma tnica solu¢do branda limitada.
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Teorema 5.0.5. Sejam 1 < p < co. e f : [0,00) x L*(0,27) — L?(0,27) uma fungdo
continua tal que f(-,0) € LP(0,00; L?(0,27)), e que satisfaz a condigio Lipschitz (5.0.18).
Assuma que existe a > 0 tal que Ef . [0,a] = R é uma fungao p-integrdavel e Ef : [a, 00) —
R* é uma fungio limitada com ||Sas||1 sup Ls(t) < 1, entdo o problema (5.0.9)-(5.0.10)

admite uma tnica solugio branda u € LP(0, 00; L2(0, 21)).

Demonstragao. Por uma questao de brevidade, apenas damos um esboco da prova. Defi-
nimos o operador K, s no espago Z, = C([0,a]; X) pela expressao (5.0.17). Claramente
Kop: Zo — Z, esta bem definido. Procedemos como na demonstragao do Teorema 3.1.3
onde obtemos que K ; ¢ contragao para algun n suficientemente grande. Segue-se que

existe um tnico u € Z, tal que u = K, gt.

No6s definimos o mapa ® : LP(a,00; X) — LP(a, 00; X) por

du(t) :/0“ Saﬁ(t—s)f(s,ﬂ(s))ds%—/at Sus(t — 8)f(s,0(s))ds, t > a.

Resulta de nossa hip6tese de que ® tem um tinico ponto fixo v € LP(a, 00; X). Consequen-

temente, para t = a temos que

Definimos
u(t), 0<t<a,
v(t), t>a,

donde obtemos que u(-) € LP(0,00; X) é a unica solu¢ao do problema (5.0.9)-(5.0.10). O

Temos o seguinte resultado de compacidade para o problema (5.0.9)-(5.0.10).

Teorema 5.0.6. Seja f : [0,1] x L?[0,27] — L?[0,27] uma funcio que satisfaz (Cear),
(Th) e (Ty) em L*0,2x]. Além disso, assuma que

1
(F1) lim Supc’%m/ (st + vsP)yg(s)ds < 1,
0

R—o0

onde Cy, esta dada em (5.0.11). Entao existe uma solugio branda de (5.0.9) em [0,1] com

a condigao inicial (5.0.10). Além disso, se a sequinte condicio € satisfeita:

1
(Fy) lim supc%h—l/ (st + vsP)yg(s)ds < 1,
0

R—o0

entao o conjunto 8 formado pelas solugoes brandas de (5.0.9)-(5.0.10) é compacto em
o((0,1]: 22[0, 211).
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Demonstragdo. Nés definimos o mapa K, s no espago C([0, 1]; L?[0, 27]) por (5.0.17). Ob-
serve que K, g ¢ bem definido e continuo. Afirmamos que existe p > 0 de modo K, g :
B,(C([0,1]; L?[0, 27])) — B,(C([0, 1]; L*[0, 27])). De fato, se assumirmos que, para todo
p > 0, podemos escolher u” € B,(C([0,1]; L*[0, 2x])) de maneira que || Kq 5| c(j0,1]:22[0,27]) >
p, entao

C 1
1 <lim sup®‘T|/ (s°F 4+ vs)y,(s)ds,
p Jo

p—00

que é uma contradi¢do com (F}).

Para provar que K, g ¢ completamente continua, basta observar que o conjunto
{K,pu(t) : ue B.(C([0,1]; L?[0,27]))} estd incluido no seguinte conjunto relativamente

compacto

tco{Sas(s)f(& ) : 5,£€[0,t], ||7|L2p02m <7}

e que o conjunto {K, su : u € B.(C([0,1]; L*[0,27]))} é equicontinuo. Usando o teorema
de Schauder deduzimos que K, g possui um ponto fixo. Por outra parte, observamos que
se condigao (F3) é garantida, entdo S é limitado. De fato, se houver uma seqiiéncia de

fungoes uy, € S de tal modo que Ry = ||ug|lc(jo,1);2[0,2+]) = k- Assim, obtém-se

que pela condicao (F3) é absurdo.

Como S é fechado e K, g é completamente continuo, deduzimos que S é compacto.
O

Exemplo 5.0.3. Examinemos as propriedades de limitacao LP para a equacao diferencial
fracionaria

‘D%(t) = —k(z(t)+ f(t), t >0, 0 <a <1, (5.0.19)
e também para a versao semilinear associada
‘D%(t) = —k(z(t) + G(t,z(t))), t >0, 0 < a < 1. (5.0.20)

Ambas as equagoes sao consideradas com condigoes iniciais nulas, onde k£ é uma constante
positiva, G : [0,00) x R — R e f : [0,00) — R sdo duas fung¢des apropiadas. As

equagoes anteriores foram discutidas em detalhes por Burton (2011).

Nos temos o seguinte resultado.

Teorema 5.0.7. Suponha que f € LP(0,00). Entao o problema (5.0.19) com condigées

iniciais nulas possui uma Unica solugio u € LP(0,00).

Demonstragio. Usando a abordagem de (MILLER, 1971) temos a solugao de (5.0.19)

a—1
. Por

é dado por u = R * f, onde R é a fungdo resolvente associada ao kernel T'a)
o
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(MILLER, 1971) obtemos que R(s) > 0 e / R(s)ds = 1. Consequentemente podemos ver
0

que [[ull, < ||l -

Para o problema semilinear (5.0.20) nds temos o seguinte resultado.

Teorema 5.0.8. Seja 1 < p < oo. Suponha que G € uma fungao continua com G(-,0) €
LP(0,00) tal que satisfaz uma condi¢io Lg-Lipschitz |G(t,z) — G(t,y)| < Lg|r — y| para
algum Lg > 0, todo x, y € R et > 0. Se Lg < 1, entdo o problema (5.0.20) possui uma
unica solugao branda u(-) em LP(0,00) con u(0) = 0.

Demonstracao. Comecamos a demonstragao definiendo o operador

= [t = 5)GGs,6(5)),
para todo ¢ > 0, ¢ € LP(0, ).
Sejam ¢ e ¥ em LP(0, 00) temos as seguintes estimativas:
[Tuesyorar < [ ([1R6 = o)llo)lds + [ - 56, 0)lds) ar
<2 [T ([Ire -9l las) ae+2 [ ( [1RE - o)lIGs 0)lds)
<2t [ ([ = slot)pds) e+ 2 [~ ([ 1r@ = )16, 0)pds ) de

< szg/OOO (/:OHR(t - s)||dt> l6(s)|IPds + 219/00o (/:OHR(t - s)Hdt) 1G (s, 0)[|"ds
< 22Lg|l ¢l + 2P(G(-, 0)||7»,

obtemos,
I1Pollr < 2(Lalllle + G, 0)Le) -
Ademais,
|Po— Py|Ts _/ (/ |R(t — s)[G(s,(s)) — G(s,1(5))] de8>pdt
< [ ([ 2ol — )ots) — vis)lxds) ar
<L (/ I8(t =5 Hds) ( / IR(t = 9)llé(s) — v(s)lds) de

I7d /0 T ([TIRE = lde) 1905) — v(s) s
S l6(s) = (o) s dsat,

IN

< L%

\

donde
|[P¢ — PYl[r < Lello(s) — ¢(s)| 1o

A primeira estimativa mostra que P esta bem definido e da segunda deduzimos que P é

uma contragao. Isto completa a demonstracao do Teorema 5.0.8. O
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Exemplo 5.0.4. Consideremos a equacao do oscilador fracionario
Diu(t) = —pu(t) + f(t), t >0, p>0, 1 <a <2, (5.0.21)
com condigoes iniciais
(g2—a *u)(0) = 0, (g2-a *u)'(0) =0, (5.0.22)

onde Dy denota o derivada fracionaria de Riemann-Liouville. Por (ARAYA; LIZAMA,

2008), existe uma unica solugdo do problema acima a qual é dada por

u(t) = /Otsa(t—s)f(s)ds, £>0,

com
1 oS r
o t — _ / —rt
Sa(t) 7Tsen(7r04) ; e T T 2repn (ra) 1 P
2 T m

—716“1“’5(”/“) coS (tpsen + ) , t>0.
ape— o«

Por (ARAYA; LIZAMA, 2008, Corolario 3.7), existe ¢, € L'(R) N L>®(R™) tal que
5a(t)] < @alt), t > 0. Se f € LP(0,00), entdo u € L¥ (0, 00), para todo 1 < p < p' < oo e
a estimativa seguinte se verifica

1

1
2 1 2 | o0 o
llly < (== s N s
ap P ap® cos - T 0 74 2r%p®cosma+ p

2 p
" ) £l

apafl

3=
=

De fato, notamos que

, 2 P=p .t
[u(®)” < llpalli lvallo 115 p/o palt = s)[f(s)[Pds, t >0,

donde

[~

1+ -
lully < llall

1_
P p

palla ™11

|
Agora, consideramos a versao semilinear do problema (5.0.21), isto é
Diu(t) = —p®u(t) + f(t,u(t)), t >0, (5.0.23)

com condicoes iniciais (5.0.22), onde f : R x R — R satisfaz um condigdo L -Lipschitz

na segunda variavel e f(-,0) € LP.

Teorema 5.0.9. Com as condigoes anteriores, o problema (5.0.23)-(5.0.22) tem uma inica

2 1 2
b (e - ey ) <1
ap*  p*  ap*cosg

LP solugao sempre que
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Demonstracao. Definimos

(Pp)(t) = /Otsa(t —s)f(s,¢(s))ds, para todo t >0,

e ¢ € LP(0,00). O resultado é uma conseqiiéncia das seguintes duas estimativas:
| e

< [Teny ([ eatt = sllots)lds) dr+ [or ( [oate = )lf(5,0)lds) at
< Plallf (L” L7 ([ eatt=s)dt) lo@Pas+ [~ ([T patt = s)dt) 17, 0)1ds)
<PlealliT (L[ lets) s + [ 165, 0)lds )

dai segue que
1P¢llr < 2|lpallr (LfldlLr + £ (- 0)|zr) .
Sejam ¢ e ) em LP,

176 = Pl < [ ([ 1St = 9) 1G5 6(5)) = fls, ()] s e
< [T ([ 2ASuste = 9ots) — w(s)lds) ds

<12 [7([1eatt = 9)las)" ([1oalt = 9)ols) — w(s)Pas) de

< Vleall] / ([ leatt = s)lat) lots) — vis)as
< Pligalli 0 = vl

donde temos
[P0 — P, < Lellgallillo — ¥llp-
O]

Exemplo 5.0.5. Aplicamos nossas técnicas a equacao do fluxo de calor ndo linear em uma
barra homogénea de comprimento unitario de material com memoéria com temperatura
u = u(t,x) mantida em zero nos pontos z = 0 e z = 1. Assumimos que a histéria de
u é prescrita para t < 0e 0 <z < 1. (Veja (GRIMMER,; LIU, 1994; GRIPENBERG;
LONDEN; STAFFANS, 1990; NOHEL, 1981)), u(0,z) = ug(z), 0 < x < 1, é a distribuigao
de temperatura inicial, f(¢,z) é o calor fornecido por el medio externo. De acordo com a

teoria de fluxo em materiais com memoria, o fluxo de calor é tomado como
t

q(t,z) = —u(t,x) — / b(t — s)ux(s,x)ds, t >0, 0 <z <1,
0

onde os indices denotam diferenciacao em relacao a x. Ao escrever a fungao ¢ é assumido
por simplicidade e sem perda de generalidade que a historia da temperatura u é conside-

rado como sendo zero para t < 0. Para detalhes e referéncias a teoria fisica subjacente,
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encaminhamos ao leitor o trabalho de (NOHEL, 1981). A lei de balance baixo equilibrio de

0
calor é entao u; = —a—q + f. Dal a temperatura u satisfaz o problema do valor do inicial.
x

82

B
au(t,x) = ﬁ@(t,x)
+ /0 bt — s)uls,2)ds) + f(t,2), (t,2) € R x [0,1], (5.0.24a)

u(t,0) = u(t,1) = 0, t >0, (5.0.24b)

u(0,z) = up(z) =0, x € [0, 1]. (5.0.24¢)
Se consideremos o problema (5.0.24a)-(5.0.35a) em X = L?(0,1), a fungao de relaxamento

2
do fluxo de calor b(-) tal que b € L'(R™T), e nés definimos A = ;2, D(A) = H*(0,1) N
T
H}(0,1) entdo A gera um semigrupo analitico em X e para qualquer ¢ € (g, 7T>, A(Q) =
{AeC : |arg A| < ¢} C p(A). Agora defina b(\) = /ooe_’\tb(t)dt, R(0) = I (identidade)
0
¢ 1
_ - At _ 7 -1
R(t)u = 2m,/re (AT — AL +B(N) " wd, ue X, t >0,
onde I' consiste dos caminhos I'y, 'y e 'y com 'y = {re : r > 1}, Ty = {e# : —0 <
B<0}elzg={re™® : r>1}comfe (g,ﬂ, de modo que, para alguns ¢, 3 € (g,ﬂ'),
A € A(¢) implica 1 4 b()\) existe ¢ u é ndo zero e A(1 +b(A))~ € A(3). Sob as condigdes

anteriores, temos que se ug € D(A) entao
t
u(t) = R(t)uo + / R(t — 8)f(s)ds, t >0
0
é solugao de (5.0.24a)-(5.0.35¢) (Veja (GRIMMER; LIU, 1994) para detalhes).

De (GRIMMER; LIU, 1994, Secao 3) existe uma constantes w, £ > 0 tal que
|R(t)||Bx) < we™*! para todo t > 0. Se escolhermos f € LP(0, 00; X), ug € D(A), entdo

¢

as fungoes t — R(t)ug e t — / R(t — s)f(s)ds pertenecem a L¥ (0, 00; X), para todo
0

1 <p<yp <o0o. De fato,

/O.R(- —8)f(s)ds

, o0 t pl
< [ ([ eas) ar
LP' (0,00;X) 0 0
p/

< () [ ) o)

1\
<|= W[ £l 27 (0,00)

1B ol e < ) 1RO ol
1

1 ol
s\g) “luwolx

3
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Portanto a solugo u(-) € L” (0, 00; X).

Exemplo 5.0.6. Consideramos a equacao integro-diferencial parcial de segunda ordem

2 06

9] a0 t
ﬁé’(t r)+ B(O)a(t,m) = a(0)A0(t,x) — /_OOB (t—s)=— B (s,x)ds

+/ "(t— $)A0(s, 2)ds + a(Db(O(L, ))(x).  (5.0.25)
Esta equagao surge no estudo da condugao de calor em materiais com memoria (veja
(DE ANDRADE; CUEVAS; HENRIQUEZ, 2012; GRIMMER, 1982; GURTIN; PIPKIN,
1968)). Observe que [(t) (respectivamente «(t)) é chamada de fun¢ao de relaxamento da
energia (respectivamente Stress), 0(t,z) denota a distribugdo de temperatura do corpo no
instante ¢ e na posi¢ao z. Se assumirmos que 5(t) = 0 entdo (5.0.25) é a equagao que rege
movimentos longitudinais unidimensionais de uma barra viscoeslastica com densidade 1.
Suponha que €2 é um subconjunto aberto conexo de R? com fronteira C*°. Assuma também
que « e 3 sdo fungoes de valores reales de classe C? em [0, 00) com «(0) e 3(0) positivo.

Abreviando a notagao, representando por 0(t) a funcao 0(t,x) para x € e assumindo

que 6(t, z) é conhecida para todo t < 0 podemos representar o problema (5.0.25) como
t
0'(t) + BO)0(E) = al0)20() — [ At
0
t
+ / &/(t — $)AB(s)ds + a(t)b(8(t)), t >0,  (5.0.26)
0

onde A é o laplaciano em 2 com condicao de fronteira 6|s5q = 0.

Consideramos (5.0.26) com condigdes iniciais

Para modelar o problema (5.0.26)-(5.0.27) consideramos o espago X = H} x L*(Q2), e o

operador linear
0 I
A= , (5.0.28)
a(0)A —p(0)1

no dominio D(A) = (H*(Q) N H}(Q)) x Hi(Q) e definimos B(t) = G(t)A, onde
G(t) = [Gy(t)] : Hy(w) x L*(Q) — Hy(Q) x L*(Q),

para t > 0, é definido por

G11(t) = Gia(t) =0, Gor(t) =—p'(t)I + B(0)
_
=l =00

Com a introducao da variavel

1.

u(t) = (9(’5)) € HY(Q) x L2(Q) (5.0.29)
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e com a definicao de

F(t,u(t)) = (a(t)b?&(t)))’ (5.0.30)

a equagao (5.0.26) com condicao iniciais

(7970> € HY(Q) x L*(Q)

é reduzida a seguinte equacao Volterra integro-diferencial
t
W (t) = Ault) + / B(t — s)u(s)ds + F(t,u(t)), t > 0. (5.0.31)
0

Se define de (CHEN, 1979) que o operador A é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
(T'(t))+>0 tal que
1T (5 )< L2y < Me™*

para todot >0 e M e 7 talque M>1e v > 0. Assuma que o/(t)e, o”(t)e, f'(t)e e

B"(t)e sdo fungoes limitadas e uniformemente continuas em [0, 00) e que

|6’(7§)| + max{3(0), 1}2/(15) < ye

0= ox
0]+ max(5(0), 1120 < T

Entao, por (GRIMMER, 1982, Teorema 4.1), existe um operador resolvent R(t) para a
equagao (5.0.31) que satisfaz

1 R(E) lp a2 ()% L2(0)) < Me=!, t>0. (5.0.32)

Para mais informagoes a respeito do operador resolvente, encaminhamos o leitor para
(DESCH; GRIMMER; SCHAPPACHER, 1984; GRIMMER, 1982) e referéncias nele

contidas.

Observacao 5.0.3. (DESCH; GRIMMER; SCHAPPACHER, 1984) Uma funcao u :
[0,00) — Hy(2) x L*(Q) é chamada de solugdao branda de (5.0.31) se

u(t) = R(t)u(0) + /0 "R(t — $)F (s, u(s))ds, ¢ > 0.

Teorema 5.0.10. Assuma que a € LP(0,00) N L>(0,00) e que a fungio b : H} () —
L?(Q) satisfaz a condi¢ao Lipschitz

[6(61) — b(62)|L20) < Lo[|6h — O 1 ()

para todo 0y, 0 € H}(Y). Se (QJ\NI/'NV)HCLHOOLI, < 1, entdo o problema (5.0.26)-(5.0.27)

possui uma unica solucdo branda em LP.
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Demonstragio. Definimos o operador ¥ no espago LP(0, 00; H3(Q) x L?(Q)) por
t
(Tu)(t) = R(t)u(0) + / R(t — s)F(s,u(s))ds, t >0, (5.0.33)
0

onde u € LP(0,00; H3(Q) x L*(2)). Temos as seguintes estimativas responsables pelo fato

que ¥ esteja bem definido

~

[e'e) P aMP D
/0 ||R(t)u(0)||H01(Q)XL2(Q)dt < Sy ’|U(0)||H3(Q)xL2(Q)’

p

dt
HH(Q)xL2(Q)

/OtR(t — $)F(s,u(s))ds

r

2\t~ *
< (7) @l | (0) gy

2 §+1 ~ 0
+(2) @i [ oo
Sejam wu e v fungdes em LP(0, 00; Hi(2) x L*(9)) logo obtemos

2 ~
[Wu — Vol 120,003 (@) xL2(02)) < ;M||a||ooLb||U — V|| poooimi@xr2)  (5.0.34)

2~ . < < - <
Como —M ||al|ocLy < 1, ¥ é uma contracdo, entdo existe uma tnica solu¢ao branda u(-)

do problema (5.0.26)-(5.0.27) tal que u(-) € LP(0, 00; H}(Q) x L*()). O

Exemplo 5.0.7. A viscoelasticidade é a propriedade de materiais que apresentam carac-
teristicas viscosa e elastica quando submetidos a deformagao. Um material viscoelastico
retornard a sua forma original apds a remocao de qualquer forca de deformacao. A viscoe-
lasticidade pode ser indicada em termos de modelos mecanicos. Os modelos geram relagoes

constitutivas que sao equacoes integrais. O seguinte problema é um exemplo tipico de

viscoelasticidade (PRUSS, 2013, Secio 5.4).

w(t,7) :(KMhmm@—ﬂ@+h@th2QxemJL (5.0.350)
w(t,0) = u(t,1) =0, t >0, (5.0.35D)
u(0,2) = ug(x) =0, z € [0,1]. (5.0.35¢)

Aqui a : R" — R ¢é uma funcao de variacao limitada em cada intervalo compacto com
a(0) = 0. Para obter uma formulagao como uma equagao integral de evolucao abstrata,
nés escolhemos o espaco de fungdes X = L?(0, 1], defina o operador A por Au(z) = ug.(z)
com dominio D(A) = {u € L?[0,1] : u,, € L?[0,1], u(0) = u(1) = 0}. E bem sabido que

A gera um semigrupo analitico limitado com 0 € p(A).
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Nos temos o seguinte resultado.

Teorema 5.0.11. Suponha que a(t) é 1-Regular, de tipo positivo, completamente monotono
e satisfazendo a(oco0) = tli}m a(t) > 0 (veja (PRUSS, 2013)). Seja g : [0,00) x L?[0,1] —

L2[0,1] uma fungio continua tal que

lg(t,0) — g(t, V)|l 20,1 < Lglle — Y|l r200,1)

para todo p, € L*[0,1] € cada t > 0, onde L, € RY € suficientemente pequena entio o

problema

w(t,z) = /Otda(T)Au(t —T7,x)+ h(t,x), t >0, z €0,1] (5.0.36a)

u(0, ) = vy € L*0,1], (5.0.36b)

possui uma tunica solugdo branda em LP((0,00); L*[0,1]).

Demonstragio. Como A gera um semigrupo limitado analitico com 0 € p(A) e a é
completamente monotdnico e a(oo) > 0. Segue de (PRUSS, 2013, Coroldrio 10.2) que A
gera uma resolvente S(t) uniformemente integrable. Usando o fato que a(t) é 1-regular

segue de (LIZAMA; VERGARA, 2004, Corolério 3) que S(t) é uniformemente estével, isto

é tli)rn 1.S(t)||8(L2[0,17) = 0. Definimos a aplicacao

Dult) = S(t)o + | 'St — 5)g(s, u(s))ds

em L?(0, 00; L?[0, 1]). Podemos ver que estd bem definido e ® é uma contracdo para L, é

suficiente pequeno. O

Exemplo 5.0.8. Seja €2 C R™ é um dominio limitado compacto e suave 0f2 que é ocupado
por um fluido viscoeldstico incompressivel. Assumindo que o fluido esta em repouso para

t > 0, na velocidade u(t, z) é modelado pela equagao

t
w(t,x) = /O Au(t — 7,2)da(r) + Vp(t,z) + g(t,z), €Q, t>0,  (5.0.37a)

(Vou)(t,x) =0, para z € Q, t > 0, (5.0.37b)
u(t,z) =0, parax € Q, t >0, (5.0.37¢)
u(0,z) = vo(x), para x € €. (5.0.37d)

Aqui p(t,z) denota a pressdo hidrostética; g(t,z) um campo de forga externo; vg(x) o

campo de velocidade inicial; Vo designa a divergéncia em relacao a variavel x, a condicao
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V ou = 0 significa que o fluido é homogéneo e incompressivel. Nesse caso, chamamos
u livre de divergéncia ou selenoidal. O moédulo de relaxamento do estresse da(t) de um

material viscoelastico linear é de forma geral
t
a(t) = ag + axt + / ai(s)ds, t >0,
0

onde ag, as > 0 sdo constantes e a;(t) > 1 ndo é crescente e positiva, Jim a;(t)=0.0
—00

caso a(t) = ag para t > 0 corresponde a um fluido Newtoniano com viscosidade ag > 0

entdo a equacdo obtida é a equacdo linear de Navier-Stokes (PRUSS, 2013) que é bem

conhecida.

Observamos o problema (5.0.37a)-(5.0.37d) pode ser reescrita como uma equagao

de tipo Volterra da forma
t
u(t) = / a(t — s)Au(s)ds + f(t), t >0,
0

em X = L2(;R") (O espago de todos os campos de vetores livres de divergéncia), com

A = PA, o operador de Stokes, aqui P é a projecao de Helmholtz;
D(A) = W22(Q; R™) N W, *(Q; R™) N LA(Q; R™)
e f:RT — L3(Q;R™) ¢ definido por
f(t) =wvo+ /Otg(s)ds

eg:RY — L2 R, g(s)(x) = g(s, ), vo € L R™). E bem sabido que o operador
de Stokes é auto-adjunto e negativo semi definido e, portanto, da origem a uma familia
limitada de cosenos em L2(2;R™). Desde que {2 seja um dominio limitado obtemos que

operador Stokes ¢é inversivel.

Nos temos o seguinte resultado.

Teorema 5.0.12. Sejam a; € C*(0,00) e —ay(t) € ndo crescente e convezo e a(t) # axt.
Se a forca externa g(-) pertenece a LP, entdo o problema (5.0.37a)-(5.0.37d) tem uma

unica solucao branda em LP.

Demonstragio. Por (ARENDT; PRUSS, 1992, Teorema 7.4) o problema (5.0.37a)-(5.0.37d)
admite uma resolvente S € L'(R*; B(L3(;R™))) N Co(RT; B(R™T; B(L*(2;R™))). Consi-
derando u(t) = S(t)vy + /tS(t —5)g(s)ds, t > 0, o problema possui uma tnica solugao
branda. ’ O
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