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Resumo

Um projeto que vem sendo desenvolvido por Peter Louis Antonelli e Solange da
Fonseca Rutz é modelar matematicamente a evolucao dos organismos multicelulares.
Seguindo Lynn Margulis, as células eucaridticas, os blocos de construgao dos organismos
multicelulares, evoluiram a partir de uma interacao ecolégica entre as proto-mitocondrias
parasitarias e uma bactéria que mais tarde se tornaria a prépria célula eucaridtica. Um
modelo matematico abordando o processo de evolucao da célula eucaridtica foi apresentado
por Peter Louis Antonelli, Solange da Fonseca Rutz e Carlos Eduardo Hirakawa. O préximo
passo no processo evolutivo é a formacao de tecido a partir de células eucariotas. Neste
trabalho, apresentamos um modelo matematico de formagao de tecido, estendendo a
termodinamica do Mecanismo da Adesao Diferenciada de Malcolm Steinberg para incluir
estruturas da membrana celular. O trabalho sobre a modelagem da Teoria Endosimbiotica
de Lynn Margulis ¢ revisado e uma descrigio matematica do Mecanismo de Simbioticismo
de Ivan Emmanuel Wallin é apresentado usando a Teoria dos Referenciais Nao-Holonomicos
de Finsler e a Teoria da Dinamica Modular Analitica para sistemas de equagoes diferenciais
ordinérias de segunda ordem (SODE’s). Os tecidos aqui sao considerados como meios

deforméveis em analogia com a mecanica do continuo.

Palavras-chave: Formacao de tecidos. Células eucarioticas. Simbioticismo. Referenciais

nao-holonoémicos. Teoria KCC. Espacgos de Randers.



Abstract

A project that has been developed by Peter Louis Antonelli and Solange da Fonseca
Rutz is the mathematical modelling the evolution of multicellular organisms. Following
Lynn Margulis, eukaryote cells, the building blocks of multicellular organisms, evolved
from an ecological interaction between the parasitic proto-mitochondria and a bacterium
that would become the cell. A mathematical model addressing the process of evolution of
the eukaryote cell was presented by Peter Louis Antonelli, Solange da Fonseca Rutz and
Carlos Eduardo Hirakawa. The next step in the evolutionary process is the tissue formation
from eukaryote cell. In this work, we presented a mathematical model of tissue formation,
extending Malcolm Steinberg’s thermodynamic Differential Adhesion Mechanism to include
cell membrane structures. The work on modeling the Lynn Margulis serial endosymbiosis
theory of the origin of eukaryote cells is reviewed and a mathematical description of Ivan
Emmanuel Wallin’s mechanism of symbioticism is presented using Finslerian anholonomic
frame theory and Analytical Modular Dynamics theory for systems of second order ordinary
differential equations (SODE’s). Tissues are here regarded as strained media, by analogy

with continuum mechanics.

Keywords: Tissue formation. Eukaryote cells. Symbioticism. Anholonomic frames. KCC-

theory. Randers Spaces.
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1 INTRODUCAO

Para compreender um organismo multicelular, é fundamental entender os seus
niveis de organizacao. O primeiro nivel é o celular, em que analisa-se a célula, ou seja, a
unidade funcional e estrutural dos seres vivos. O nivel seguinte ¢ o tecido; em seguida, os

orgaos; depois, os sistemas e, por fim, o organismo como um todo.

Um projeto que vem sendo desenvolvido por P. L. Antonelli, S. F. Rutz e alguns
colaboradores é modelar matematicamente a evolucao desses organismos multicelulares.
Seguindo L. Margulis (MARGULIS, 1981), as células eucaridticas, os blocos de construcao
dos organismos multicelulares, evoluiram a partir de uma interacao ecologica classica
entre as proto-mitocondrias parasitarias e uma bactéria que mais tarde se tornaria a
prépria célula eucarittica. A teoria de Margulis é discutida em (ANTONELLI; RUTZ;
BEVILACQUA, 2003) e, mais tarde, é abordado o processo de evolugao da célula eucaridtica
a partir do padao de interagdo original entre bactérias unicelulares (ANTONELLI; RUTZ;
HIRAKAWA, 2011). Neste trabalho, propomos dar um passo adiante na evolugao dos

! recapitula a

organismos multicelulares. A partir da teoria que afirma que a ontogenia
filogenia? (GOULD, 1977), isto é, que os estagios que um embrido atravessa durante o
seu desenvolvimento se assemelham a trajetéria evolutiva de sua espécie, propomos o

desenvolvimento de tecidos a partir de conjuntos unicelulares.

Em 1973, Antonelli et al. publicaram uma bem recebida® simulacio computacional
do processo de reorganizacao celular para dois tipos de células, a fim de testar o Mecanismo
da Adesao Diferenciada de M. Steinberg (DAM) da formagao de tecido na embriogénese
dos vertebrados (ANTONELLI; ROGERS; WILLARD, 1973; STEINBERG, 2007). Hoje
em dia, a termodinamica baseada no DAM é bem aceita em todo mundo, mas os rapidos
avancos em microscopia eletronica e biologia celular deixaram o interesse na fisica do
DAM um pouco de lado. No entanto, a fim de construir um modelo mateméatico de
formagao de tecido, incorporamos ambos, (1) os fatos mais recentes sobre como as células
se aderem umas as outras e se comunicam na formacao de tecido na embriogénese, e,
(2) a termodindmica que sustenta o DAM. Consequentemente, formulamos um modelo
matematico abrangente de formagao de tecido na ontogénese, que oferece a simplicidade
original de Steinberg, mas em linguagem geométrica, além de fornecer um papel central

para as organelas celulares.

1 E o estudo das origens e desenvolvimento de um organismo desde o embrido (ovo fertilizado) até atingir

sua forma plena, passando pelos diferentes estdgios de desenvolvimento.

E o estudo da relacdo evolutiva entre grupos de organismos (por exemplo, espécies, populagoes), que é
descoberto por meio de sequenciamento de dados moleculares e matrizes de dados morfolégicos.

O artigo citado apareceu em “Mathematical Models for Cell Rearrangement’, ed. D. Mostow, Yale U.
Press, 1976, e o autor principal de (ANTONELLI; ROGERS; WILLARD, 1973) foi convidado a dar
uma palestra sobre isso em Middlesex Hospital medical School, London, UK.
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Nossa abordagem é baseada na célula eucariotica, vista como uma forma de vida
composta consistindo de uma parte interna, evoluida ao longo de bilhdes de anos a partir

de uma proto-mitocondria, e uma porcao celular externa envolvenda-a, de modo que:

1) A parte interna consiste de pelo menos uma célula mitocondrial com seu prépio
niicleo fornecendo energia na forma de ATP*, enquanto reside dentro da célula que a

envolveu.

2) A propria célula envolvente, juntamente com seu nicleo contendo DNA e RNA|

constitue a parte externa.

Como ja mencionado, nossa modelagem, além do DAM, é baseada em modelos
matematicos da Teoria da Endossimbiose de L. Margulis (MARGULIS, 1981; ANTONELLI;
RUTZ; BEVILACQUA, 2003; ANTONELLI; RUTZ; HIRAKAWA, 2011).

A Teoria de L. Margulis diz respeito a evolucao da célula eucaridtica através
da endosimbiose de células procarioticas individuais vivendo separadamente, as proto-
mitocondrias e as proto-células nucleadas, iniciada ha cerca de 3,5 bilhoes de anos atras.
O préximo estagio do processo evolucionario é a formacgao de tecido feito de células
eucarioticas, que posteriormente irdo se diferenciar e produzir os orgaos de um organismo
multicelular, como sabemos hoje. Para o estagio de formagao de tecido, a ideia central é
Simbioticismo, devido a 1. E. Wallen (KHAKHINA, 1992), que fornece um mecanismo
por meio do qual as células eucaridticas individuais se integram em um agregado de
células capazes de sobreviver em novos nichos ambientais e atuados pela selecao natural

darwiniana.

No presente trabalho, comecamos onde (ANTONELLI; RUTZ; BEVILACQUA,
2003) parou, mas abordamos ele a partir de uma perspectiva oferecida pelo Torema do
Portal de Finsler, enraizado como é, em Alometria. Este principio organizacional ou
Bauplan para o desenvolvimento, originou-se de um trabalho experimental do inicio do
século 20 de Julian Huxley, sobre a forma organica de vertebrados e invertebrados, e de
Joseph Needham, sobre embriologia quimica em vertebrados (HUXLEY, 1972; NEEDHAM,
1934).

No primeiro capitulo deste trabalho introduzimos as principais ferramentas ma-
teméaticas usadas no estudo da Teoria da Dindmica Modular Analitica (AMD). No final
deste capitulo serd apresentado uma nova classe de espagos de Finsler bidimensionais
projetivamente plano. Este é um resultado paralelo ao modelo matematico de formacao de
tecido que apresentamos aqui. Ja o segundo capitulo contém o principal resultado deste

trabalho, que é o nosso modelo matematico de formagao de tecido.

4 sigla utilizada para denominar a adenosina trifosfato, uma molécula indispensivel que garante a

liberag@o de energia para as células.
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2 FERRAMENTAS MATEMATICAS

Neste capitulo veremos alguns conceitos relacionados a geometria de sistemas de
equagoes diferenciais de segunda ordem (SODE’s). Mais especificamente, apresentaremos
as ferramentas matematicas que irdo nos auxiliar no estudo da Dinamica Modular Analitica

(AMD) que serd introduzida no capitulo seguinte. A abordagem que faremos aqui é baseada
nas referéncias (ANTONELLI, 2003a; BUCATARU; MIRON, 2007).

2.1 A Conexao de Berwald no Fibrado Tangente
2.1.1 O Fibrado Tangente

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensdao n e A = {(U,, o)} um atlas de
classe C*° em M. Para cada carta local (U, ¢) em p € U C M, denotaremos por (z') as
coordenadas locais induzidas por ¢, isto é, ¢(p) = (z'(p)) € R™. A fim de explicitar as
coordenadas locais induzidas por ¢, passaremos a denotar uma carta local por (U, ¢ = (z)).
Se (V% = (Z')) é outra carta local em p € M, entdo as coordenadas (z%) e (7') estao
relacionadas pela aplicago de transicio ¢ o ¢~ : (2') € (U NV) = T'(27) € Y(UNV),

0T
8xj> 7 0.

Denotaremos por 1,M o espaco tangente a M em p € M. A unido disjunta

que é um difeomorfismo. Isto implica dizer que det (

TM = UpepT,M é chamada o espago tangente a M. Como ¢ bem conhecido, uma carta
local (U, ¢) em p € U C M induz um isormorfismo ¢, , : T,M — R" tal que, se (V, ) é
outra carta local em p € M, entdo ¢, ,(v) = dy) (¢ © Y™ )1he,(v). Em coordenadas locais,

se ¢ = (2%) e ¥ = (7'), entdo

onde ¢, ,(v) = (y') e Yup(v) = (7).

Considere a projecao natural = : TM — M, isto é, se v € T,M, entao m(v) = p.
Consequentemente, tem-se que 7 *(p) = T,M, ¥V p € M. Para uma carta local (U, ¢)
em M, é bem conhecido que a aplicacio ® : 7~ 1(U) € TM — ¢(U) x R™, dada por
O(v) = (p(m(v)), Psp(v)), define uma carta local em T'M. Esta é chamada a carta local
induzida. O conjunto de todas as cartas locais induzidas determina um atlas de classe C'*°
em T'M. Para o que se segue, em T'M devemos somente considerar cartas locais induzidas.

A tripla (TM, 7, M) é chamada o fibrado tangente da variedade base M, TM é o espago

total e w é a submersao candnica.

Seja (U,¢ = (z')) uma carta local em p € M e ¢., : T,M — R" o isomorfismo

induzido. Para cada i € {1,...,n}, considere % » = G« p(€i), onde {e;} é a base candnica
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oxtlp
(y') as coordenadas locais com respeito a base natural, isto é, v = y°

0
de R™. Entao { } ¢ a base natural de 7, M. Para um vetor v € T,,M, denotaremos por

0
oz

a ¢up(v) = y'e;. Assim, as coordenadas locais induzidas por ® sdo (z',y"), pois ®(v) =
(A(7(v)), dup(v)) = (2*(7(v)), y'e;). Neste caso, usaremos a notagao (7~ H(U), ® = (2, y"))

para denotar uma carta local induzida em T'M. Com respeito a carta local induzida, a

|- Isto é equivalente

submersao candnica tem expressao local 7 : (z¢,y') — ().

Definicao 2.1. Um campo de vetores X em M é uma secao diferenciavel do fibrado
tangente, isto é, X : M — T'M tal que mo X = Idy,.

Denotaremos por X' (M) o conjunto de todos os campos de vetores sobre M e por
F (M) o conjunto de todas as fungos a valores reais definidas em M. Também, usamos a

notagao TM para denotar o espago total T'M com a secao nula Q : M — T'M removida.

Definigao 2.2. Seja (U, ¢ = (x%)) uma carta local em p € U C M. Dizemos que as n*'
fungdes TP1-Pk(x) sdo as compononentes de um campo tensorial T do tipo (k,l) sobre
M se, sob mudanca de coordenadas locais 7' = T'(z7), estas fungdes se transformam de

acordo com a regra

axQ1 8qu
o o

iy 0T 0T

() = e D P () (2.1)
Se (77 HU),® = (z,y") e (m~1(V),¥ = (z,7")) sdo cartas locais induzidas em

T M, entdo é um fato bem conhecido que as coordenadas (z°, y%) e (Z%, ") estao relacionadas

pela formula de mudanca de coordenadas em T'M

o= F(zY... 2", det(03'/027) # 0,
oz (2.2)

_ J
Yy ﬁmjy

Para cada uw € T'M, denotaremos por T,/ TM o espaco tangente a T'M em u.

Este é um espacgo vetorial de dimensao 2n cuja base natural induzida pela carta local

i 0 0
(W—I(U), ® = (2',y")) sera denorata por {axl g @

(2.2) em T'M, a base natural muda como se segue:

}. Apés mudanga de coordenadas

0 B o’ 0 oy’ 0
ol = 95 Wagh T a5 Wagle (2.3)
0 B o’ () i .
Qyilu 9zt 7oyl
Com respeito a base natural de T,,7M, um vetor X, € T,,TM tem a forma
; 0 ; 0
Xy = X' (u) o + Y (u) oy (2.4)
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Sob mudanga de coordenadas (2.2) em T'M, as coordenadas de um vetor X, € T,,M

mudam como se segue:

Xt — 8? j)

yur (2.5)
~ . T . Y .
Y' = Y/ D ER

oxl + oxl

Denotaremos por TT'M o espacgo tangente a T'M, isto é, TTM = UyernT,TM.
Como antes, a tripla (T'T'M, 7, T M) denotaré o fibrado tangente da variedade T'M. Aqui,
T : TTM — TM é a proje¢ao natural, cuja expressao em coordenadas locais é 7 :
(28", X0 YY) e 771 (n Y (U)) Cc TTM s (2',y") € mY(U) C TM. Usaremos X(T'M) e
F(TM) para denotar o conjunto de todos os campos de vetores em T'M e o conjunto de

todas as fungoes a valores reais definidas em T'M, respectivamente.

Definigao 2.3. Seja (771(U), ® = (2%, y")) uma carta local induzida em v € 7=1(U) C T M.
Dizemos que as n**! funcoes T g{jjg;k(x, y) sdo as compononentes de um campo tensorial
de Finsler T do tipo (k,l) sobre TM se, sob mudanca de coordenadas induzidas (2.2) em
T M, estas fungoes se transformam de acordo com a regra de transformacao

o™ Ox'* ox?  Og®

— P1---Pk
= S e (2, y) o Dk

T 44(3.3)

J1---01

(2.6)

Em outras palavras, as n**! fungdes componentes TPr-Pr(z,y) do campo tensorial

de Finsler T do tipo (k,1) em T'M se transformam, sob mudanca de coordenadas induzidas
(2.2) em TM, como as fungbes componentes de um campo tensorial do tipo (k,l) na
variedade base M. Em particular, um campo tensorial de Finsler do tipo (1,0) serd

chamado um campo de vetores de Finsler em T M.

2.1.2 A Distribuicao Vertical

A partir da férmula (2.3), observamos que para cada u € T M,

J

¢ um subsespaco vetorial de T, 7'M com dimensao n. Este é chamado o subespaco vertical

2
B

V. T'M = span {883/1

de T,TM e ele determina uma distribuicao n-dimensional integravel! V : u € TM —
V. T'M C T, TM, a qual é chamada de distribuicao vertical. Note que este subespaco é
extamente o nucleo da aplicagao linear m, , : T,TM — Ty, M, onde 7, , ¢ a derivada da
submersao canonica 7. O conjunto de todos os campos de vetores verticais em T'M sera
denotado por XV (T M).

1

Uma distribuicao n dimensional na variedade diferenciavel T'M é uma correspondéncia V' que associa
a cada ponto u € TM um subespago vetorial H,TM C T,TM de dimensao n. Além disso, esta
distribuigdo é integravel pois para cada u € T'M, a base de H,TM é gerada por {%}
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Para cada u € T'M, definimos a aplicagao linear 1, : TryM — T,,TM, pondo

o (X0 35, ) = K0 5

Note que lyy @ Tr@yM — V,,TM é um isomorfismo linear. Ela ¢ chamada o levantamento

u

vertical do fibrado tangente. O lentamento vertical também pode ser pensado como uma
aplicacao F (T M)-linear entre X (M) e X(TM). Neste caso, ela é definida como se segue:
para todo campo de vetores X = X':2 € X (M), 1,(X)(u) = lyu(Xr@)). O levantamento

vertical de um campo de vetores X € X(M) serd denotado por X¥ € XV (T M).

Defini¢do 2.4. Para uma fungdo f € F(M), definimos o seu levantamento vertical e

completo por f¥ = fome f¢= gg{i y*, respectivamente.
Definicao 2.5. O levantamento completo X¢ de uma campo de vetores X = Xi? €
xZ
X (M) é definido por
0 .0
X = (X")!'—+ (X")—
(X g + (X5
.0 oxt .0
= X'—/— + J (2.7)

dri | i ¥ oyt

Com relagao ao levantamente vertical e completo de func¢oes e campos de vetores,
o leitor pode verificar as seguintes propriedade (BUCATARU; MIRON, 2007);

1) (fX)" =X, (fX)" = f' X+ [ X", VX € X(M), f € F(M).

2) [X°,Y"] = [X,Y]", [X°, X*] = [X,Y]5, V X,Y € X(M).

Considere a aplicacao F(T'M)-linear J : X(T'M) — X (T M), tal que

0 0 0
) == ) = =1,2,...,n. 2.
J(&xl) oyt J(@zﬁ) O b 28)

Usando (2.4), para cada X € X(T'M) tem-se que

e e
JX = XJ<W>+YJ<8yi>

0

oyt

Esta é a tao conhecida estrutura quase tangente (ou endomorfismo vertical) de TM
(BUCATARU; MIRON, 2007; ANTONELLI; BUCATARU, 2001b). Note que J? := JoJ =
0.

i

Levando em consideracao as formulas (2.2), (2.3), segue que

(2.9)

define um campo de vetores verticais em T'M que ndo se anula em TM. Ele é chamado

campo de vetores de Liouville.
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2.1.3 Conexao Nao-Linear

Definicao 2.6. Uma distribuicao n-dimensional H : w € TM — H,TM C T, TM a qual
é suplementar a distribui¢ao vertical V' é chamada uma conexdo ndao-linear (ou distribuicao
horizontal) em T M. Isto significa dizer que para cada u € T M, temos a decomposi¢ao em

soma direta
T.,TM =H,TM ¢ V,,TM. (2.10)

Para uma dada conexao nao-linear H em 7'M, denotaremos por h e v as projegoes
horizontal e vertical correspondentes a decomposi¢ao (2.10), respectivamente. Um campo
de vetores X € X(TM) é chamado horizontal se h(X) = X e vertical se v(X) = X. O

conjunto de todos os campos de vetores horizontais em T'M sers denotado por X (T'M).

Como 7, : T,TM — TyryM é uma aplicagao linear sobrejetiva, a partir de (2.10)

¢ possivel notar que a restrincao m,,, : H,TM — Tyr)M é um isomorfismo linear.

H,TM
Denotamos por I, : Tr@wyM — H,TM a inversa desse isomorfismo. Ela ¢ chamada o

levantamento horizontal induzido pela conexao nao-linear H. O levantamento horizontal

I, também pode ser pensado como uma aplicacao F (M )-linear entre X (M) e X(T'M) e é

O levantamento horizontal de um campo de vetores X € X (M) serd denotado por
XM e XH(TM).
) 0 . 5
Considere Syl o (W 7r(u)>. E claro que o conjunto {(W ,

para H,TM, ¥ v € TM. Além disso, sob mudanga de coordenadas induzidas (2.2) em
TM, tem-se

0
definida como se segue: se X = XZT € X(M), entao
xl

9
or’

(X)) = o (Xay) = X ()l (

} define uma base

) o’ )
dzilu ~ Ozi " 57 lu (211)
. : 0 0
Para uma dada conexao nao-linear H em T'M, o conjunto ol Dyl define uma
xrtlu yz u

base para T, TM adaptada a decomposi¢ao (2.10). Esta é chamada a base de Berwald da

conexao nao-linear H. Para cada i € {1,...,n}, escrevemos
0 ; 0 ; 0
| = M (u)— N (u)—| . 2.12
il = Mi (W) 55|+ Z(U)ay]u (2.12)
) 0 i :
Como Ty | —| | = = , entao M7 = §] (delta de Kronecker). Portanto, com respeito
T\ o0zt Ox® Im(u)
a base natural de T}, 7'M, 6—‘ tem a seguinte expressao:
xrtlu
4] 0 ; 0
| = —| — N/(u)=— 2.13
Sl = ik ~ Vi (W) oy (2.13)
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Cada uma das fungées (N}) sao definidas em uma vizinhanga coordenada 7~ (U) de
uma carta local induzida e sdo chamadas os coeficientes locais da conexao nao-linear H.
Existem muitas maneiras de caracterizar uma conexao nao-linear H em 7'M (BUCATARU;
MIRON;, 2007; ANTONELLI; BUCATARU, 2001b). Aqui vamos usar a seguinte:

Proposicao 2.7. Dar uma conexdo nao-linear H em T M ¢ equivalente a dar um conjunto
de fungoes (Nj’f(x, y)), definidas em cada vizinhanga coordenada de uma carta local induzida,
tais que em vizinhancas coordenadas que se intersectam, elas sao relacionadas por
7 .7k 777
ox) . ;0T Oy

Demonstragio. Para a parte “se” vamos usar a férmula de mudanga de base (2.3) em
T, TM e expressao (2.13). Vejamos a seguir;

0 0 _ N.’fi

oxt ox’ C Oyk

or’ 0 oy 0 N 0T’ 0

0 05 o o oxk o
o7 0 (Nkafj ayj) )

0ri 9z \ ' dak 9l ) Oy

7
Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por — e depois fazendo a soma em 1,

ozk

obtem-se ‘ o , A o
dz' 6  Ox' 01’ 0O Ox' ,0x7  0x'0y’\ 0O
o7k oxi Ok Oxi 0T (afk " ozk Ok aw) oy
Mas A o
oz 6 ¢ dz' ox)
Ok ozt ozk  Oxkoxt K
Segue que ’ ' o
6o 0 Ox' ,0x) 0z’ 0y’\ O
ozk  Oxk (afk P oak azka:ci> oy
Portanto

oxt 077 Oz’ Oy’

N} = / — .
B ozk™t ook Ok Ot

~k
T

Por fim, multiplique ambos os lados desta ultima igualdade acima por o e depois faca a
xl

soma em k para obter a lei de transformacao (2.14).

Ja a parte a parte “somente se”, suponha que em cada vizinhanca coordenada de
uma carta local induzida é dado um conjunto de fungoes (N ;(:v, y)) tais que na intersecao

de duas vizinhancas coordenadas, as fungoes N; e N ; sejam relacionadas por (2.14). Entao,

)
em cada vizinhanga coordenada de uma carta local induzida, defina 5—‘ como em (2.13).
Tt
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Usando (2.3), temos que
J 0 e 0

ox’ oxt Loy
0T’ 0 oy 0 N oxl 0

Ori 0z | Orioy ' Ok Oy
0w 9 oy 0 [~ 08% oy 0
Oz 031 0 O ( oar W)

Ay
ork (0 - 9
T o ((%’f _Nka@)

o b
ozt dzk’

o
Portanto, o conjunto {5’ } gera um subespago H, TM C T, TM de dimensao n. Como
xtlu

9 9
dxtla’ Oy
posigao (2.10).

sao linearmente independentes, entao H,TM e V, T M satisfazem a decom-
u

[]

Exemplo 2.8. Seja V;k os coeficientes locais de uma conexao linear simétrica na variedade
base M (LAUGWITZ, 1965). Sob mudanga de coordenadas locais 7' = 7*(27) na variedade

base M, é conhecido que as fun¢oes ”y]i-k se transformam de acordo com a seguinte regra;

;0% 0P 0x?  0%F' OaP Ot
Tik = 9 P % 97k ardxt 01 0Tk

Definindo N} (z,y) = 7} (2)y"* e levando em consideracio a lei de transformagao acima,
¢é possivel mostrar que N;(x, y) satisfaz a regra de transformacao (2.14). Portanto, uma
conexao linear simétrica na variedade base M induz uma conexao nao-linear no fibrado
tangente T'M.

2.1.4  Curvartura e Torcao de uma Conexao Nao-Linear

Se H ¢ uma conexao nao-linear em T'M, de acordo com o Teorema de Frobenius?,

o b
H é integravel se, e somente se, [6—, W] € X*(TM). Usando (2.13) e a definicio do
b ox
colchete, temos que
by 9 0
| =R 2.15
[593“ 5$J] Y Oyk’ (2.15)
onde bt
ON; ;
ko _ L 1 2.1
1t oI oxt (2.16)

2 Teorema de Frobenius: Uma distribuicio € integravél se, e somente se, é involutiva. Neste caso, a

distribuicdo horizontal é involutiva se [5:, s2;] € XH (T M).
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Usando a expressao (2.11), observa-se que sob mudanga de coordenadas induzidas (2.2)
em T'M, tem-se a seguinte regra de transformagao para as fungoes Rj;(z,y);
o, dx' Ox?

~p .U —_ ..
Rqr('xay) - 3ka’j<x’y) aiq af,,«

(2.17)

Segue que Rfj sao as fungoes componentes de um campo tensorial de Finsler R do tipo

(1,2) em T'M. Consequentemente, a equagao Rfj(x, y) = 0 tem um significado geométrico.

Proposicao 2.9. Uma conexao nao-linear H em TM ¢é integrdavel se, e somente se,
Rfj(x, y) =0.

Dizemos que Rfj sao as fungoes componentes do tensor de curvatura R da conexdao

nao-linear H. Deste modo, o tensor de curvatura R é dado por

A 9
_ pk 7

Novamente, usando a definicao do colchete, por um célculo direto tem-se que

Nk
0 0 _ON O (2.19)
0xt’ Oyd oyl Oy*
Considere as seguintes quantidades
ONk  ONP¥
th=—+ 1 2.20
5= T o (220)

Usando (2.3) e (2.11), tem-se que sob mudanga de coordenadas induzidas (2.2) em T'M,

~ ozx? Ox' Ox?
P (7.7 = k. ) 2.21
qr('xv y) 8:1:"3 iJ ('xa y) 079 OF" ( )
Segue que tfj sao as fungoes componentes de um tensor de Finsler ¢ do tipo (1,2) em
. o o ONF  ON}
TM. Dizemos que uma conexao nao-linear H em TM é simétrica se 5 ; = Sui
Y Y

k

Consequentemente, a equacdo t;;(z,y) = 0 tem um significado geométrico.

Proposicao 2.10. Uma conexdo nao-linear H é simétrica se, e somente se, tf"j(x, y) = 0.

O tensor de Finsler t é chamado o tensor tor¢cao da conexao nao-linear H. Ele é dado por

Lk, o 0
Defini¢do 2.11. Uma curva suave v :t € [ C R+ ~(t) = (2%(t)) € U C M é chamada
uma curva autoparalela da conexao nao-linear H se seu levantamento natural a T'M,
Fyitelw () = (x(t), d;; (t)) € m=1(U) € TM ¢ uma curva horizontal, isto é, se o
campo tangente a 7(t) é horizontal.
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Usando (2.13), observamos que em coordenadas locais, o campo tangente a y(t) é

expresso em termos da base de Berwald como
dy dz® 0 N d*zt 0
dt dt Ox'  dt? Oy

_dxi5+d2xi+Nixdﬁdij 9,
o dt St dt? I\t ) dt ) oy

Portanto, uma curva suave v(t) = (2°(t)) € U C M é uma curva autoparalela se, e somente

se, suas coordenadas locais satisfazem o sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem

d*z’ i dz\ da’

2.1.5 A Conexao de Berwald no Fibrado Tangente

E um fato bem conhecido que para uma variedade diferencidvel M nao existe
isomorfismo canonico entre dois espacos tangentes T,M e T,M em p, ¢ € M. A existéncia
de tal isomorfismo, o qual é chamado transporte paralelo, é equivalente a existéncia de
uma conexao linear na variedade diferenciavel M. Se o espago tangente T'M é munido
de uma conexao nao-linear H, entao em todo ponto u € T'M tem-se a decomposicao
T, TM = H, TM ® V,,TM. Para dois pontos u, v € T'M, estamos interessados em definir
um transporte paralelo entre T,TM e T, TM que preserva a decomposicao acima. A
conexao linear correspondente a tal transporte paralelo é chamada uma conexdo de Finsler.
Aqui, nosso objetivo é definir a conexao de Finsler a partir de uma dada conexao nao-linear
H em TM. Além disso, vamos exibir a famosa conexdo de Berwald em T M, que é uma
conexao de Finsler. De posse da conexao de Berwald, vamos exibir todas as funcgoes

componentes da tor¢ao e da curvatura desta conexao linear.

Para o que se segue, fixaremos uma conexao nao-linear H em T'M com coeficientes

locais N ; Denotaremos por h e v as proje¢des horizontal e vertical induzidas por H. Com

relacao a base de Berwald i ws i u ¢, tem-se que
oxt ™ Oyt

o o 0 o 0 0
() w(2) 0 o) 0 o(2)- 2 e

Além disso, usando (2.8) podemos ver que a estrutura quase tangente J age sobre a base

de Berwald como se segue:

5\ (0 C(o) 0 o\
S(E) o (2) o (2) -2 e a(2) 0 e

Assim, temos que para todo u € TM, J, : H,TM — V,TM é um isomorfismo. Denote a

inversa deste isomorfismo por 6, : V,TM — H,T M. Neste caso, podemos escrever

0 ) o
() o o) -0 a0
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0 é a tao conhecida a estrutura adjunta de TM. Note que 82 = 0o =0,00J = h e
Job=nw.

Defini¢ao 2.12. Uma conexao linear D em T'M é chamada uma conexdo de Finsler (ou

N-conezdo linear) se

1) D preserva por paralelismo a distribuigao horizontal H, isto é, se Dyh =0V X €
X(TM).

2) A estrutura quase tangente J é absolutamente paralela com respeito a D, isto é, se
DxJ =0V X € X(TM).

Para uma dada conexao de Finsler D em T'M, é facil verificar que D também
preserva por paralelismo a distribui¢ao vertical, isto é, Dxv =0 VX € X(T'M). Além
disso, uma conexao linear D em T'M ¢é uma conexao de Finsler se, e somente se, Dxv = 0
e Dx0 =0.

Com respeito a base de Berwald, uma conexao de Finsler D tem a seguinte expressao
local (MIRON; ANASTASIEI, 1994),

5 ) ) L0
Db =i Pitngy = liigye

; S 5 p (2.27)
Daiz o 0”5 k’ Dazi oy’ Cﬂ@yk

As fungdes Fji(z,y), CFi(x,y) sao chamadas os coeficientes locais de uma co-

nexao de Finsler D. E comum denotar uma conexdao de Finsler pela tripla DI’ =
1 k k 7 7 .

(Ni(2,y), Fii(7,y), C5(2,y)). Usando as férmulas (2.3) e (2.11), um cdlculo direto mostra

que sob mudanga de coordenadas induzidas (2.2) em T'M, tem-se que

ok _, dzP ox1  O*T* OxP Oxd

—_— -
F = 9 F,, 5 95 Barded 05 951 (2.28)
. Tk P prd

Cikj _ 0x ol 0xP Ox (2.29)

Ozl P93t 03I
Assim, os coeficientes horizontais F}; de uma conexao de Finsler D em TM tem a mesma
regra de transformacao que os coeficientes locais de uma conexao linear na variedade base
M. Os coeficientes verticais ij sao as fungdes componentes de um campo tensorial de
Finsler do tipo (1,2) em T'M. O teorema a seguir exibe um exemplo de uma conexao de
Finsler em T'M. Sua demonstragao pode ser encontrada em (ANTONELLI; BUCATARU,
2001b).

Teorema 2.13. A aplicagio D : X(TM) x X(TM) — X(TM), definida por
DxY = v[hX,vY] + h[vX,hY] + J[uX,0Y] + 0[hX, JY] (2.30)

¢ uma conexao de Finsler em TM. Ela ¢ chamada a conexdo de Berwald da conexao

nao-linear H.
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Em relacao a base de Berwald, tem-se que a conexao de Berwald tem a seguinte

expressao local

k k
Dé(s»:@[@?ai] _ 0(3}% 6)_81\@ 5

5a7 O] ozt Dy dyi dyk ) — Oyl dxk’
) o 9
Da"’[@w] =0

Consequentemente, temos também que

Nk
0 _ O  p, Ly (231)

D _— = - e
50y Oy OyF 8y Oyl

ONF .,
e CF =0. E comum

Portanto, os coeficientes locais da conexao de Berwald sao FZ; = o i
)

. ~ ; ONF
referir-se a conexao de Berwald como BI' = (N}, 7, 0).

- ; ONF
Para a conexdao de Berwald BI' = (Nj?, R

T(X,Y)=DxY — Dy X — [X,Y]. Com respeito a base de Berwald, temos que

o 0 ) ) o 0
T(&;w) = D(sx‘Dax‘[axax]

<8Nik 8N]’-“) 6 <5Nf 5N.’f> d

oyl Oyt ) dxk T\ xt i | Oyb

), devemos considerar a torgao

Assim

) ONF 8le~€ ) p 0 .
T (595“ M) _ ( L / ) — = t..T h(h) — torgao,

oyl oy’ k Y §ack
5 6 SNE  §NF\ 9 9 (2:32)
v <51_Z, 5$]> (53;1 510 ) By Ry o v(h) — tor¢ao
Note também que
o 0 a 0 g 0
(59@“ 8y3> <8y’“ 596]) <6y“ 8y3> 0 (2:33)

. . ~ ; ONF
Por fim, ainda com respeito a conexao de Berwald BI' = (. 5 R

o tensor de curvatura R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dx y)Z. Como D preserva por

paralelismo as distribuigoes vertical e horizontal, entdo o operador R(X,Y) leva campos

0), consideramos

de vetores horizontais em campos de vetores horizontais e campos de vetores verticais em

campos de vetores verticais. Assim, com respeito a base de Berwald, tem-se que

5§ 5\ 0 .8
R(&“sx)(sx = B

o 6\ ¢ B (2.34)
L B
h (83/’“’ 5xJ> dxh hak §ai?
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onde S spi
] hj Fy m i m i
thjk = 5;: - 5;? + thka - Fhkaj7
. A (2.35)
hjk ayj _ayjayk = ~hjk-
Note também que
r(2 0\ O9 _ g O
dxk’ 6z ) Oyh hik Oy’
(2.36)
o 9 0 ;0
R\ | 7% hijk
oyt dxi | oyl I Oyt
o 0 ) o 0 0
— | = = — — | = =0. 2.37
h (&yk’ 8y3> dxh ki (83/’“’ 8y3> oy (2.37)

Assim, (2.35) s@o as unicas componentes nao-nulas do tensor de curvatura da conexao de
Berwald.

2.2 Teoria KCC de um Semispray

Antes de iniciarmos com o estudo da teoria KCC de um semispray, vamos introduzir
algumas defini¢oes e resultados que serao usados nao somente nesta se¢do, mas também

no restante deste trabalho.

2.2.1  Semisprays

Considere a aplicacao hy : TM — TM definida por hy(x,y) = (x, \y). Esta é

chamada uma dilatacdo de raio \.

Definigao 2.14. Uma funcao f € F(T'M) que é diferenciavel em TM e continua na secio
nula @ : M — TM é chamada positivamente homogénea de grau r (r € Z) sobre as fibras

de TM (ou positivamente homogénea de grau r em y') se

Fohy=Af, V€ (0,+00). (2.38)

Com respeito as funcdes positivamente homogéneas de grau r em 3¢, temos o famoso
Teorema Euler (BUCATARU; MIRON, 2007; ANTONELLI; INGARDEN; MATSUMOTO,
1993).

Teorema 2.15. (Teorema de Euler) Uma funcio f € F(T'M) que é diferencidvel em
TM e continua na secio nula @ : M — TM ¢é positivamente homogénea de grau r em 1

se, e somente se,
—y =rf(z,y).
oY f(z,y)

As seguintes propriedades sao validas:
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1) Se f e g sao positivamente homogéneas de grau r em y°, entdo a fungao af + bg,

a,b € R é positivamente homogénea de grau r em 7°.

2) Se f ¢é positivamente homogénea de grau r em 3" e g é positivamente homogénea de

grau s em y', entdo a fungao f.g é positivamente homogénea de grau (r + s) em y'.

Defini¢ao 2.16. Um campo de vetores X € X (T'M) é positivamente homogéneo de grau
r em iy, se

Xohy=XN"(hy),0X

Com respeito a campos de vetores homogéneos de grau r em y*, tem-se o seguinte
teorema do tipo Euler para campos de vetores homogéneos (BUCATARU; MIRON, 2007;
ANTONELLI; BUCATARU, 2001b).

Teorema 2.17. Um campo de vetores X € X(T'M) € positivamente homogéneo de grau r

em y* se, e somente se,

X =(r—1)X, (2.39)

onde I' é o campo de vetores de Liouville.

As seguinte propriedades sao validas:

0 .
1) Os campos de vetores Eretiewi sao positivamente homogéneos de grau 1 e 0 em y°,
T Y

respectivamente.

2) Se f € F(TM) é positivamente homogénea de grau s em y' e X € X(T'M) é positi-
vamente homogéneo de grau r em ¥, entdao o campo de vetores fX é positivamente

homogéneo de grau (s + r) em y'.

3) Se X € X(TM) é um campo de vetores positivamente homogéneo de grau r em 7’
e f € F(TM) é positivamente homogénea de grau s em y', entao X f € F(TM) é

uma fungao positivamente homogénea de grau (r + s — 1) em .
Definicao 2.18. Um campo de vetores S € X (TM) ¢ chamado um semispray se
JS =T, (2.40)

onde J ¢ a estrutura quase tangente de T'"M e I' é o campo de vetores de Liouville.

Se S é positivamente homogéneo de grau 2 em 7°, entdo S serd chamado um spray.

A nogdo de um semispray local pode ser formulada tomando S € X (7~ 1(U)).

Teorema 2.19. Sdo vdlidas as sequintes propriedades.
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1) Na vizinhanga coordenada 7= (U) de uma carta local induzida, um semispray S é

escrito unicamente na forma

0

5= yi@xi

(x,y)aayl (2.41)

2) Sob mudanga de coordenadas induzidas (2.2) em TM, o conjunto de fungoes G*(z,y)

se tranformam de acordo com a sequinte regra:

oG =2

= 550" (2.42)

3) Se em toda vizinhanga coordenada de uma carta local induzida é dado um conjunto
de fungoes G'(x,y) tais que em vizinhancas coordenadas que se intersectam vale
(2.42), entao S em (2.41) é um semispray.

Demonstragio. 1) Na vizinhanga coordenada 7! (U) de uma carta local induzida, um

v 0
campo de vetores S é escrito unicamente na forma S = al(:v,y)% + ' (, y)(9

aZ—F:yaa Tomando b'(z,y) =

—2G(x,y), temos que S é um semispray se, e somente se, vale (2.41).

Se S é um semispray, entdo JS = a'(z,y)

2) Usando as férmulas (2.2) e (2.3), tem-se que
R

_ ) _—
Y i 2 oy’
(oF 8 o 0 07 9
. N Ya?,
v <8xj o7 " Oud a@) 2 o oy
9 o7 o7 N\ 9
— _ y) _ J
Y oz <2G o5 Oxi? ) oy

S —

Como S é um campo de vetores em T'M, segue a férmula (2.42).

3) Usando a regra de transformacio (2.42) para o conjunto de fungoes G*(z,y), segue
0
que S = ¢ 5 2G" (, y)(9 37 — 2G(, y)a— ¢ um campo de vetores que
7 7 y
satisfaz JS =T
]

Segue deste teorema que um semispray S é unicamente determinado por um
conjunto de fungdes G'(z,y) e inversamente. Por esta razao, as fungdes G'(z,y) sdo
chamadas os coeficientes locais do semispray S. O resultado a seguir caracteriza sprays em

termos de seus coeficientes locais.

Proposicao 2.20. Um semispray S € um spray se, e somente se, seus coeficientes locais,

G'(x,y), sdo fungoes homogéneas de grau 2 em y'.
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Demonstracao. Usando as propriedades referentes as fun¢des homogéneas e campos ho-
mogéneos, temos que 6?vi ¢ um campo de vetores positivamente homogéneo de grau 2
d
oy? -
semispray S € X(T'M) é um campo de vetores positivamente homogéneo de grau 2 em 3"

em y' e é um campo de vetores positivamente homogéneo de grau 0 em y°. Assim, um

se, e somente se, as fungoes G*(z,y) sao homogéneas de grau 2 em 3" O

Considere o seguinte conjunto de fungoes que sdo determinadas por um semispray
S e X(TM);
i 0G" i
N} = o G (2.43)
Com a regra de transformacao (2.42) para os coeficientes G*(x,y), é possivel mostrar sem

muitas dificuldades que:

Teorema 2.21. Seja G'(z,y) os coeficientes locais de uwm semispray S € X(TM). Sob
mudanga de coordenadas (2.2) em TM, as funcoes G; definidas em (2.43) se transformam

de acordo com a sequinte regra:

0T, 05%  OF
oxk Gi = Gy ozt + ozt

(2.44)

Segue da Proposicao 2.7 que um semispray S € X (m ) determina uma conexao nao-linear
em TM cujos coeficientes locais sao dados por (2.43). Para o que se segue, vamos fixar a
conexao de Berwald BI' = (G;, ;k, 0) induzida por esta conexao-nao linear, onde
, ONt  OGE ,
o= —L = 1 = [ 2.45
jk ayk B yk ik ( )
Além disso, a regra de transformacao para os coeficientes horizontais da conexao de
Berwald (ou simplesmente, coeficientes da conexao de Berwald), G;k, sa0
oxk , OxP 9zt 0*F* OxP Oxd
Oxt "P197 9T OwPOxt OT 0TI
Usando (2.13), observe que um semispray S tem a seguinte expressao local em relagao a

base de Berwald

G = (2.46)

0 0

S =y o 2G" (x,y) oy (2.47)
) ) 0
— ! T ’ e 24
ysi—€ (fc,y)ayz, (2.48)
onde

Usando as regras de transformagao para as fungoes G*(x,y) e G%(z, y), dadas por (2.42) e
(2.44), respectivamente, é possivel mostrar que sob mudanga de coordenadas induzidas
(2.2) em TM, as fungoes E(x,y) se transformam como as fungdes componentes de um
campo tensorial de Finsler do tipo (1,0) em TM. Além disso, usando a Proposi¢ao 2.20 e

o Teorema 2.15, tem-se
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Proposicao 2.22. Um semispray S € X(m) é um spray se, e somente se, £' = 0.

Em uma carta local induzida (7=1(U),® = (z%,¢")), as curvas integrais de um
semispray S € X (7~ 1(U)) sao dadas por

de  , dy

dt dt

=y, = —2G"(2,y). (2.50)
Portanto, na vizinhanca coordenada U C M, estas curvas integrais sao expressas como

solugdes do sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem (SODE’s)

d?x’ , dx
2G" — | =0. 2.51
@z " (x dt) (2:51)

Defini¢ao 2.23. As curvas v : t € [a,b] — (t) = (2%(t)) € U C M, solugoes de (2.51),

sao chamadas os caminhos do semispray S.

Se em cada vizinhanca coordenada U C M é dado um sistema de equacoes
diferenciais de segunda ordem do tipo (2.51) e a forma deste sistema é preservada por
mudanca do coordenadas locais 7' = Z'(2?), entao as funcoes G'(x,y), y* = dz'/dt,

obdecem a lei de transformagao (2.42). Neste sentido, temos provado o seguinte resultado:

Teorema 2.24. Dar wm semispray S € X(TM) com coeficientes locais Gz, 1) ¢ equiva-
lente a dar, em cada vizinhanca coordenada U C M, um sistema de equacoes diferenciais

de sequnda ordem da forma (2.51).

2.2.2  Teoria KCC de um Semispray

Do ponto de vista geométrico, é importante conhecer os objetos associados ao
sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem (2.51) que ndo mudam sob mudanga de
coordenadas 7' = 7'(27). Estes sao chamados os invariantes do sistema. O estudo destes
invariantes é chamada a teoria KCC (nomeada assim apés (KNOSAMBI, 1933; CARTAN,
1933; CHERN, 1996)). Existem cinco desses invariantes KCC. A seguir vamos determinar
todos eles. Para isto vamos precisar definir uma derivada covariante que seja compativel

com a mudanga de coordenadas ' = ¥'(2?). Esta é chamada a derivada covariante KCC

(ANTONELLI; INGARDEN; MATSUMOTO, 1993).

Definigao 2.25. Seja £'(t) as componentes contravariantes de um campo de vetores &(t)
definido ao longo de um caminho (t) = (z°(t)) € U C M do semispray (2.51). A derivada
covariante KCC de &(t) é definida por

pedet L da)
a a9 (x’dt>5 ’ (2:52)
oG"

onde G} := N; = 507 ¢ a conexao nao-linear associada ao semispray S € X(T'M), como
Y

definido em (2.43).
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Note que sob mudanga de coordenadas locais Z* = 7*(27), as componentes contra-

variantes £'(t) se transformam como

B oz’
Ol

=558

Usando a regra de transformagao (2.44) para os coeficientes G; da conexao nao-linear

determinada pelo spray S € X (m), tem-se que

D¢ 9% D¢

dt Oz dt ' (2.53)

Isto significa que sob mudanga de coordenandas locais 7' = Z'(2?) em M, a derivada
covariante KCC de um vetor tangente ao longo da curva ~y(t) ainda é um vetor tangente

ao longo da curva.

Usando a derivada covariante KCC, podemos reescrever o sistema (2.51) na seguinte

da’ d*z - dr\ da’
D = — i =) ==
(dt) T (‘C dt) dat
. dx . dx\ da’
- _9 i il i it Bt
¢ (x dt) G (x dt) dt
- dx
= =& — . 2.54
Este é o primeiro invariante KCC do sistema (2.51), como introduzido em (CARTAN,
1933; CHERN, 1996). Quando &' = 0, as trajetérias solugoes de (2.51) coincidem com as

curvas autoparalelas da conexdo nao-linear induzida pelo spray S. Assim, quando £ ndo

forma equivalente

se anula, o campo de vetores de Finsler £ ¢ interpretado como sendo uma forca externa
associada ao sistema (2.51).
Seja y(t) = (2'(t)) € U C M um caminho de um semispray S. Entao (z(t)) é

solucdo de (2.51) ou (2.54). Considere variagoes desta solugdo de acordo com a relagao
7i(t) = 2'(8) + ne' (D), (2.55)

onde 7 é um pardmetro real com |n] < 1 e £(t) sdo as componentes contravariantes de
um campo de vetores £(t) definido ao longo de y(t) com &'(a) = £(b) = 0. Substituindo
(2.55) em (2.51) e exigindo que ¥(t) = (Z'(t)) também seja uma solugdo de (2.51), tem-se
T

0= dt2

_ d%) B &g

+2G <:U — 72 —H?dtQ

[ d¥
= +2G <x ) (2.56)

T dt

Expandindo G/(%, d%/dt) em série de Taylor em torno de 7 = 0 até a 1* ordem, obtemos

(2.57)

G(7, dF/dt) = G (x, du/dt) + l@Gi(fjdz/dt)gj N oG (Z,dx /dt) czgj] )

oxJ oy’ dt
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Substituindo esta expressdo acima em (2.56) e usando o fato de que y(t) = (z'(t)) é uma
solugao de (2.51), obtem-se que

2 i i(% J5 i j
d=¢ 49 oG (yc,clyc/dt)g oG'(z, dx/dt) d§’

. : =0. 2.58
a2 oxJ oyl at |1 ( )

Por fim, dividindo esta expressao por 1 e apos isso fazer n — 0, obtem-se a equag¢do

variacional 2 PYel an dé'j
J =
i 2owt oy ar

Vamos reescrever esta equacao variacional em termos da derivada covariante KCC. Para

(2.59)

isso, primeiro observe que

D3¢ D (d¢ .
arz dt(dt TGt
o dgl i ¢ i dfr ]
= dt(d +G§>+GT<dt + G¢
d2€l P\ ¢J zd€ zdgT el
= i dt<G )€ -I—GJE—FGT 7 +GG§

) ¢ QGZCf SNexes

CES G dax OG" dy"
O dt2 Oxr dt Oy’ dt

Usando esta ultima expressao acima e a expressao (2.50), observa-se que a equagao

variacional (2.59) é reescrita como

R oG . G de

_ j

0 az V2o P2 ar
ee 8G2 ] dei
i T2 T2y

D¢ 5 Gigj B <8G§ dz" G dy"

J el
dt? oxI oz dt oyr dt )5 GTGJ §

- e =G fJHZGZ G'¢ = GG
_ Zif LB, (2.60)
onde , .
B; :225; ng "+ 2GGT - GG (2.61)

Usando as regras de transformagao (2.42), (2.44) e (2.46), é possivel mostrar que B} sdo
as fungoes componentes de um campo tensorial de Finsler B do tipo (1,1) em T'M. Este
é o sequndo invariante KCC, como descrito em (KNOSAMBI, 1933; CARTAN, 1933;
CHERN, 1996) ou o endomorfismo de Jacobi, como descrito em (CRAMPIN; MARTINEZ;
SARLET, 1996).

Note que (2.60) é a equagdo de Jacobi se o sistema (2.51) é a equagao das geodésicas

da geometria Riemanniana ou, como veremos mais adiante, a equacao das geodésicas
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da geometria de Finsler. Isto justifica o uso do termo estabilidade de Jacobi no estudo
da teoria KCC. Neste contexto, estamos interessados no comportamento das trajetorias
solugoes do sistema (2.51) na vizinhanga de um ponto (z'(ty)). Vamos descrever este

conceito de estabilidade de Jacobi.

Definigao 2.26. Seja v(t) = (z'(t)) € U C M um caminho do semispray S. Se qualquer
outro caminho com condigoes iniciais suficientemente proximas em t; permanece proximo
a y(t) para todo t > t¢®, entdo v(t) é uma trajetoria Jacobi estdvel (abreviadamente,
J-estdvel). Se toda solugao é J-estével neste sentido, entdo dizemos que o sistema (2.51) é

J-estavel. Caso contrario, dizemos que o sistema (2.51) é J-instavel.

O teorema a seguir mostra como os autovalores de Bj- fornecem informagdes sobre
a estabilidade de Jacobi para o sistema (2.51) (ver (ANTONELLI; BUCATARU, 2001b;
LAUGWITZ, 1965; ANTONELLI; INGARDEN; MATSUMOTO, 1993; ANTONELLI,
2000).

Teorema 2.27. (Estabilidade de Jacobi) O sistema (2.51) é J-estdvel se, e somente se, a

parte real dos autovalores de Bj- sao estritamente negativos, e J-instavel, caso contrdrio.

O terceiro, quarto e quinto invariantes KCC', como definidos em (KNOSAMBI,
1933; CARTAN, 1933; CHERN, 1996), sao respectivamente

. 1(oBi 0B

ik 3\ oyk Oy

. 0By,

Jkl ayz !

Jkl (9ykayl ayjaykayl

Em (ANTONELLI; BUCATARU, 2001b) é mostrado que o terceiro invariante KCC
coincide com as func¢des componentes da curvatura da conexao nao-linear determinada
pelo semispray S, isto é

7

ik T 3

1 <aB§. B azs;;) GN' 6N

oyt oyl ) T oxk  owi TV

Mais ainda, o quarto e o quinto invariantes KCC sao as componentes nao-nulas do tensor
de curvatura da conexao de Berwald induzida pelo semispray S, isto é, Bi, = Rjj,; e

Diy, = Py, como definidos em (2.35). O tensor Dj;,; é também chamado de tensor de

Douglas.

O principal resultado da teoria KCC é o seguinte (ANTONELLI; BUCATARU,
2001b; ANTONELLI; INGARDEN; MATSUMOTO, 1993; ANTONELLI, 2000).

3

Pelo Teorema de Imersao de Nash, podemos assumir que M estd imersa isometricamente em algum
espaco Euclidiano . Neste caso, a nocao de proximidade em M é induzida pela norma Euclidiana.
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Teorema 2.28. Dois sistemas de equagoes diferenciais de sequnda ordem da forma (2.51)
podem ser transformados um no outro via mudan¢a nao-singular de coordenadas locais
7= fz(xj) se, e somente se, os cinco invariantes KCC' sao tensores equivalentes. Em
particular, existem coordenadas locais (Z') para o qual G =0 se, e somente se, 0s cinco

invariantes £, B;, B

ks B}kl, D;kl, sao todos nulos.

2.3 Geometria Projetiva

Na secao anterior, estudamos as propriedades instrinsecas do sistema (2.51) sob
mudanga nao-singular de coordenadas locais Z° = 7*(27). Neste caso, o pardmetro associado
aos caminhos do semispray S (pardmetro t) foi mantido fixo. Nesta segdo, estamos
interessados em estudar sistemas da forma (2.51) considerando mudangas de parametro
t — p(t). Para o que se segue, vamos nos restringir ao caso em que S é um spray em
= U).

2.3.1  Mudanga Projetiva de Parametro

Como visto na se¢ao anterior, os caminhos do spray S sao localmente caracterizados

como solucao do sistema

- dat dy’ ,
T __ = 2G*
v=— o G'(z,y),
ou equivalentemente,
d?xt , dx
2G" — | =0 2.62

onde as fungoes G(z,y) sdo de classe C* em 7~ (U) e homogéneas de grau 2 em y'. O
parametro ¢, chamado de parametro de spray, é especial. Para um parametro qualquer u
ao longo de um caminho do spray S, tem-se
d*x
du?

onde f(u) = (d?*t/du?)/(dt/du).

(2.63)

.I',% :f(u)du’

—|—2Gi< dx) dx

Seja p(z,y) uma fungdo escalar de classe C*° em 71 (U) e positivamente homogénea

de grau 1 em 3. Defina

G'(z,y) = G'(2,) + o(z. y)y'". (2.64)
Note que G'(z,y) é de classe C*° em 7' (U) e positivamente homogénea de grau 2 em .
Seja v(t) = (2%(t)) € U C M um caminho do spray S. Definimos um novo paradmetro p,
chamado de parametro projetivo, ao longo do caminho ~y(¢) pondo

2 . dx/db)dt
piin e | ela.dajaii

onde A e B sao constantes de integracao. Esta é a tao conhecida mudanca projetiva de
parametro (ANTONELLI, 2003a; ANTONELLI; BUCATARU, 2001b).

(2.65)
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Proposicao 2.29. Apés uma mudanga projetiva de parametro, o sistema (2.62) transforma-

se no sistema

d*z’ —. [ dz
o 20 <x dp) — 0. (2.66)

Assim, mudanga projetiva preserva a propriedade de spray.

Demonstragio. De fato, a partir de (2.65), observe que

Ep o (Ao dp
dt? gOI’dt

) 2.
o o > 0 (2.67)

Pela regra da cadeia, temos

de' _datdp Pt &t (dp L odat dPp _, Patdp _ o' (dp P da'dp
dt  dp dt a2 dp? \ dt dp dt? a2 dt — dp? \ dt dt dt’

Segue que v(p) = (2'(t(p)) € U C M satisfaz

2, _ 9@ (. dz) dp _ da' d’p
d“z’ . 2G (x, dt) dt dt dt?
dp? dp\?

dt

_octi (o, dz) dp _ odat do) dp
2G (x’dt) i 2dt90(x7dt) i
)\
dt

26 (n, ) (%) 20 (v 55) % (%)

- dx
= —2G (m, dp) (2.68)
O

Vamos observar o que acontece com os coeficientes locais da conexao de Berwald
G;k ap6s uma mudanca projetiva de parametro. Como visto anteriormente, a conexao de

Berwald induzida pelo spray S é dada pela tripla BI' = (G;, ;k, 0), onde

. i . 0G" 2
-9 g 040G
I oyk Oyl oyk

(2.69)

Além disso, como as fungoes G*(z, y) sdo homogéneas de grau 2 em %°, pelo Teorema 2.15
tem-se que

onde as fungoes G; e G;k sdo positivamente homogéneas de grau 1 e 0 em 3*, respectiva-

mente. Portanto,
d*x’ , dx\ dx’ dz®
i ) o 2.71
g G <”’” dt) T (2.71)

é uma expressao equivalente para o sistema (2.62).



Capitulo 2. FERRAMENTAS MATEMATICAS 33

Defini¢ao 2.30. Dizemos que um spray S em 7~ (U) é quadrdtico se as n® fungdes G%,

nao dependem da variavel y.

Note que sprays quadraticos sao completamente caracterizados pelo anulamento
do tensor de Douglas,
82G§ B 8G§k PGt

D'y = = = — : 2.72
gkl dykdy! oy Ay dykdy! (2.72)

De fato, Dj;,; = 0 se, e somente se, as n® fungdes G, nao dependem da varidvel y. Neste

caso, as fungoes G;k sao como os coeficientes de uma conexao linear na variedade base M.

Definigdo 2.31. Dizemos que um spray S em 7 '(U) é um spray constante se as n®

fungoes G, sdo constantes.

Derivando parcialmente a expressio (2.64), primeiro com respeito a varidvel ¢/, e
em seguinda com respeito a varidvel 3*, obtem-se que

_é'k = G;"k + 5;%% + 6105 + Eojn, (2.73)

onde p; = dp/0y’ e p;i. = D, /Oy*. Segue que

R _. ( dx) drz? dxF

i i )= 2.74
e + G | s W) b dp 0 (2.74)

¢ uma expressao equivalente para o sistema (2.66). Portanto, os coeficientes da conexao de
Berwald G;k se alteram de acordo com (2.73) quando uma mudanga projetiva é aplicada.
No préximo capitulo veremos a importancia desta mudanca projetiva de parametro e desta
mudanca de coeficientes da conexao de Berwald no estudo da Dindmica Modular Analitica.

Por fim, derivando parcialmente a expressdo (2.73) com respeito a variavel y' e
usando a homogeneidade da funcao ¢(z,y), obtem-se que o tensor de Douglas se altera de
acordo com a relacao

_;‘kl = D;kl + (n+ 1) (2.75)

quando uma mudancga projetiva de parametro é aplicada.
2.3.2  Os invariantes Projetivos

Proposigao 2.32. Para um dado spray S em n=(U) com coeficientes locais G'(x,vy),

seja BI' = (G;, é-k, 0) a conexdo de Berwald determinada por S. As n quantidades

Hl(xv y) = GZ(:E?:I/) - mGZ(l’,y)yz, (276)

tem o mesmo valor antes e apos qualquer mudanga projetiva de parametro.



Capitulo 2. FERRAMENTAS MATEMATICAS 34

Demonstra¢io. Apés a mudanga projetiva de pardametro (2.65) ao longo dos caminhos do

spray S, tem-se que G*(z,7y) = Gi(z,y) + ¢(x, y)y'. Dai

e
I = Gi——— G
n+1 a¥

7 7 ]' a a a\, i
= G"+ypy —m(Ga"‘%Z/ + ©bq )y

. . 1 . 1 , 1 ;
— G’L T Ga T a a,t 50, 7,'

Pelo Teorema 2.15, segue que ¢,y* = . Além disso, ¢d¢ = np. Assim

]' a. 1 1 a1
— QYY" — —— POy = —

n+1 n+1 n+1

Portanto .
=G — ——G% =1I".
n—+1

[]

As fungoes IT° sio chamadas a conexdo projetiva do spray S € X (7~ 4(U)). Qualquer
objeto definido a partir de II* serd projetivamente invariante. Isto significa dizer que
qualquer objeto definido a partir de IT* ndo se alterara quando uma mudanca projetiva de

parametro for aplicada a um dado spray S em 7~ (U).

Defina as quantidades

; oIl ; oIl
Por diferenciacao, é facil verificar que
7 7 1 1 va i va L Tya
ik = G T T (0;Gor + 0xGo; + y' Dy ) (2.78)

Segue diretamente de (2.78) e da homogeneidade de D, (de grau —1 em y*) via Teorema
(2.15), que IIY; = IIj; e 1%, = 0. As n® funcoes II%; sdo chamadas os coeficientes da

conexao projetiva do spray S.

E importante ressaltar que sob mudanca de coordenadas induzida (2.2) em TM, as
n? funcoes ;k, em geral, nao se transformam como os coeficientes da conexao de Berwald
G;k e nem como as func¢ées compontentes de um campo tensorial de Finsler em T'M. Sob
mudanca de coordenadas induzida em T'M, a regra de transformacao de coordenadas para

~ ’L 7 . .
as fungoes I, ¢ a seguinte:

0F 0F -, 0 . PF 0¥ 09 OF 00
Oxd Ozk~IF T gxh IR Jpigrk ' Oxd Oxk | Oxk Oxd’

(2.79)

o7
onde 6 = log [det ( x)} . A partir da expressao acima observa-se que

+1 oxJ
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Observagao 2.33. As n® funges II%; se transformam como os coeficientes G, se, e
somente se, a matrix Jacobiana da mudanga de coordenadas T = Z'(27) tem determinante

constante.

Observacao 2.34. As n? funcoes H;k sdo as fungdes componentes de um campo tensorial
de Finsler do tipo (1,2) em TM se, e somente se, a mudanca de coordenadas * = 7(27)
tem a forma

alx! 4+ b al

NZ _ j .
r=-21—— ¢
crk +h b,

¢ uma matriz (n + 1) x (n 4 1) ndo-singular e constante. Este é o grupo projetivo cldssico.

Note que os coeficientes locais G* de um dado spray S em 7~ (U) determina uma

linica conexao projetiva II¢, a qual é gerada pela mudanca projetiva de parametro

2 a
— /Ga(x, dz/dt)dt

p=A+B / e dt. (2.80)

Neste caso, esta mudanga projetiva de pardmetro transforma o sistema (2.71) no sistema

— 0. (2.81)

&' dr\ da? dx*
dp dp

(g

Observacao 2.35. O parametro projetivo p nao se altera sob mudanca nao-singular de
coordenadas 7' = 7*(z7), cujo Jacobiano esta contido em SL(n,R"), o grupo de todas as

matrizes com determinante 1, e somente estas.

Seguindo Douglas (DOUGLAS, 1928), definimos a curvatura projetiva K para o

spray S por
, oI
i jk
T g (2.82)
Mais geralmente, é possivel verificar que
i i 1 iTNG 1 iaDqkl
’Cjkl = Vi — P (mfstakzz) T n I 1y 83/]‘1 ) (2-83)

onde P indica a soma dos trés termos obtidos por permutacio ciclica de j, k e I. E claro
que K é um invariante projetivo. Além disso, sob mudancga nao-singular de coordenadas
T' = T'(27), as fungoes K}y, se transformam como as fungées componentes de um campo
tensorial de Finsler do tipo (1,3) em T'M. A curvatura projetiva I é frequentemente

chamada o tensor projetivo de Douglas. Ainda em (DOUGLAS, 1928), é mostrado que
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Teorema 2.36. I = 0 se, e somente se, existe uma mudanga projetiva de parametro tal

que 0s novos coeficientes G;k sao independentes de y.

Em outras palavras, o anulamento do tensor projetivo de Douglas IC é equivalente
a existéncia de uma mudanga projetiva de pardmetro convertendo o sistema (2.41) em um

spray quadrdtico.

E claro que D = 0 = K = 0, mas nao inversamente. De fato, qualquer mudanca
projetiva de um spray quadratico resultara em um spray com K = 0 mas frequentemente
D # 0 (ver férmula (2.75)).

Seguindo Berwald (BERWALD, 1947), definimos
i aHZ aH; T 7 T LT

Note que W; tem uma expressao similar a B} (o segundo invariante KCC - ver (2.61)).

Apenas trocamos G*, G4 e G%;, por IT', II?. e II%;.. Agora, de maneira similar aos demais

invariantes KCC, definimos

. L [(owr ow
= = — : 2.
e a curvatura projetiva de Weyl
. ow:

Observamos aqui que, sob mudanga nao-singular de coordenadas, W;kl se transformam
como as fungdes componentes de um campo tensorial de Finsler do tipo (1,3) em T'M.
Entretanto, o mesmo nao vale para as func¢oes W; e szk (ANTONELLI; BUCATARU,
2001b; ANTONELLI; INGARDEN; MATSUMOTO, 1993).

Vamos apresentar os principais resultados da geometria projetiva local. A demons-
tragao sera omitida e o leitor poderd encontra-la em (KNEBELMAN, 1929).

Teorema 2.37. Euwiste uma carta local (U, ¢ = (¢*)) em M", n >3, tal que 1T}, = 0 se, e

i i —
somente se, Wi, =0 e Kj, = 0.

Teorema 2.38. Eziste uma carta local (U, ¢ = (2')) em M? tal que 11}, = 0 se, e somente

se, iy =0 e pju =0, onde

Pikl = Tjk/l — Tjl/ks
or;
Tik/t = axjf - H?ﬂ"hk - HZZTJM
. (2.87)
Tik = B,
i 8sz s 1T i s m
ikl = 695]1 + T, 1T + K5 105y ™ — (KI).

O simbolo —(k|l) significa repetir todos os termos que vem antes, mas trocando k el e

colocando um menos na frente de toda a expressao.
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Definicao 2.39. Se Hék = 0 em alguma vizinhanca coordenada de uma carta local

induzida 7—!(U), entdo dizemos que S é um spray projetivamente plano.

Para um dado spray bidimensional S em M , ¢ possivel econtrarmos lC; w=0e

pjr = 0 em alguma vizinhanga coordenada de alguma carta local induzida 7—(U), mas

“x 7 0 nesta mesma vizinhanga coordenada. O Teorema 2.38 afirma que existe uma carta

local (V,1) = (2')) em M? tal que I, = 0 em 7~ '(V). Nestes casos, é necessario usar

uma mudanca niao-singular de coordenadas 7' = 7*(27) e, em seguida, aplicar a mudanga
projetiva de pardmetro para transformar o spray S em 7~ !(U) no spray

27

dp?

= 0. (2.88)
Por fim, tem-se os seguintes resultados (ANTONELLI; HAN; MODAYIL, 1999;

ANTONELLI, 2003b);

Teorema 2.40. E'm dimensdo 2, todo spray constante é projetivamente plano.

Teorema 2.41. Em dimensdo maior ou igual a 3, existe spray constante que nao é

projetivamente plano.

2.4 Espacos de Finsler

Consideraremos M uma variedade diferenciavel de dimensdo n e TM seu fibrado
tangente com a segao nula Q : TM — M removida. Se (U,¢ = (z')) é uma carta
local em M, entdo (7' (U),® = (z',y')) denotaré a carta local induzida em TM, onde

m:TM — M é a projecao canodnica.
2.4.1  Funcdo Métrica

Definigao 2.42. Um espago de Finsler (ou variedade de Finsler) é o par F" = (M, F(x,y)),

onde F: TM — R satisfaz os seguintes axiomas

i) F' é uma funcao diferenciavel em TM e continua na secao nula O : TM — M.
ii) F é uma funcao positiva em TM.
iii) F é positivamente homogénea de grau 1 em y¢, isto é
F(z,\y) = AF(x,y) V¥V X € (0, +00).

iv) A matriz hessiana de F?, cujas entradas sao

1 0°F?
gij(rc,w = §W, (2-89>

é positiva definida em TM.
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Se (V,4¢ = (7')) é outra carta local em M e (7= 1(V), ¥ = (7', 5")) é a carta local
induzida em TM, entdo a férmula de mudanca de coordenadas induzida (2.2) em TM é
usada para mostrar que o conjunto de funcoes g;;(z,y) se transformam de acordo com a

regra
o oz 0x1°
gij(gja Z/) = %@gzj(% Z/)- (2-90)

Segue que g;;(z,y) sdo as funcoes componentes de um campo tensorial de Finsler do tipo
(0,2) em TM. Este tensor g serd chamado o tensor métrico (ou fundamental) do espaco de
Finsler F* = (M, F(x,y)). Ja a fun¢do F(z,y) é chamada fung¢dio métrica (ou fundamental)

do espago de Finsler.

E claro que det(g;;) > 0 em TM, uma vez que gij(z,y) é positiva definida em TM.
Denotaremos por g”(z, y) inversa da matriz g;;(z,y), isto é, g*g; = 5; Como F(z,y) >0
em T'M, podemos definir o comprimento absoluto |v| de um vetor tangente v’ como sendo
o valor de F(x,v), isto é, |v| = F(z,v). Mais ainda, desde que g;; ¢ positiva definida em

TM, podemos definir o comprimento de v relativo a y como sendo o], = gij(x, y)v'e’.

A homogeneidade da funcao F?(z,y) (de grau 2 em y°) nos permite verificar, via

Teorema 2.15, que vale a relacao
F(z,y) = gij(z, y)y'y’. (2.91)

Definimos o elemento suporte como sendo o vetor de Finsler [ cujas componentes

contravariantes [* sio dadas por

=<, (2.92)

Usando a férmula (2.91), concluimos que |I|, = g;j(x,y)I'l? =1, isto é, o elemento
suporte [ = (I*) é unitdrio em relacio ao comprimento relativo. Mais ainda, |I| = F(z,l) =
F(z,y/F(z,y)) = 1, devido a homogeneidade da funcao métrica F. Assim, o elemento
suporte [ = (I*) é também unitdrio em relagao ao comprimento absoluto. Seja l; = g;;17.

Novamente, usando a homogeneidade da funcao F? e o Teorema 2.15, tem-se que

1 O0?F? ;10 OF? i 1 0F? o (F? oF
95Y" = 500w’ ~ 204 )Y =sa =5l o) = e
2 Qytoy? 20y \ Oy 2 Jy oyt \ 2 dy
Segue que
1 . OF
=gl = —guy) = —. 2.
li = 95l = .91y oy (2.93)
O tensor métrico angular é definido como
O*F
hiyj = F———. 2.94
J ayzayj ( )
Note que
: OPF 0 (OF\ .
hilV = —— = = — -1y =0, 2.95
! oy'oy F' Oy’ (5’;(/1) 4 (2.95)
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oF .
devido a homogeneidade da fungdo — (de grau 0 em y*). Além disso,

oy’
VPR o (10P\ _ 9 (L0F\_, #F  oFoF
C20yi0y Oy \20y ) oyt \ Oy ) = Oyioyl  Oyi Oyl

9ij

Isto mostra que
9ij = hij + Ll (2.96)

A seguir, apresentaremos alguns espacos de Finsler que sdo bem conhecidos no
estudo da geometria de Finsler. Nos restringiremos aqueles que irdo aparecer em nosso

modelo de formagao de tecido.

Definigao 2.43. Um espaco de Finsler F" = (M, F(z,y)) é chamado localmente Minkowski
se para todo ponto p € M, existe uma carta local (V,v = (7)) em p € V. C M tal que em
7~ 1(V) a fun¢do métrica F' dependa apenas da varidvel g. Tal carta local (V¢ = (7%)) é

chamada adaptada a um espaco localmente Minkowski.

Exemplo 2.44. Seja M uma variedade Riemanniana com métrica Riemanniana a;;(x).

O Par F* = (M, F(z,y)), onde

F(.’B,y) = aiJ'(:U)yiij (297)

¢ um espaco de Finsler. O tensor métrico deste espago de Finsler, g;;(z,y), coincide com o

métria Riemanniana a;;(x).
Exemplo 2.45. Seja a;;(z) uma métrica Riemanniana em M. Considere a 1-forma

a(z,dz) = a;(z)dz’ em M. Entao F(x,y) = y/a;;(x)y’y? é uma métrica de Finsler e
a(z,y) = a;(z)y’ é uma fungao escalar em T'M. Definimos
TM; = {(z.y) € TM; a(x,y) >0},  TM {(x,y) € TM; a(z,y) <0},
TMy,=TMUTM, ={(z,y) € TM; a(z,y) # 0}.
Em uma vizinhanga coordenada 7~!(U) de T'M,, definimos
- F2(z,y)
Flo,y) = (o) (2.98)
|z, y)
E bem conhecido que F(z,) satisfaz todos os axiomas da Defini¢do 2.42 (ANTONELLI;
INGARDEN; MATSUMOTO, 1993). O par F* = (M, F(x,y)) é chamado um espago de

Kropina. Além disso, o tensor métrico deste espaco,

(2.4) = 1 0*F?
gl] ':C?y - 2aylayj7
é dado por (ANTONELLI; BUCATARU, 2001a)
2F? 2 3 [? 2
9i = —a |G T a(yzaj + ;) + 5 7% + Yl (2.99)
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Exemplo 2.46. Seja F" = (M, F(x,y)) um espaco de Kropina e [(x,dz) = b;(x)dx" é

uma 1-forma em M. Entao 3(x,y) = b;(x)y’ ¢ uma fungio escalar em T'M. Definimos

L(z,y) = F(z,y) + 8(z,y). (2.100)

E um fato bem conhecido que L(z,y) satisfaz todo os axiomas da Definicio 2.42 (AN-
TONELLI; INGARDEN; MATSUMOTO, 1993). O par " = (M, L(z,y)) é chamado um
espaco de Randers Gerenalizado. Denote por

0?L?
~ Yoy

o tensor métrico do espago de Randers Generalizado e por g;;(x,y) o tensor métrico do

iyl ) (2.101)

espaco de Kropina F" = (M, F(x,y)). Levando em considera¢ao a homogeneidade das

funcgoes métricas F' e L, tem-se que

i L 0F = g = or
pt o= Fy =g Dy bi = gijp” = Ayl

, 1 . 0L j
A I Rt Lt

y (2.102)
ll o F i lll g - lz - F Zl . L
= 7P i =PPi= pi=7 PhU=1%

. B B

bZ ? = o bzll - -

Os tensores métricos g;;(x,y) e hij(x,y) sao relacionados por (ANTONELLI; BUCATARU,
2000)

L 5
hij = 79t bipj + pibjbib; — TPiPi
L
= 7 (9ij — pipj) + lil;,

Para um espago de Finsler F* = (M, F(z,y)), tem-se que F?(z,y) é positivamente
homogénea de grau 2 em ¢, uma vez que F(z,y) é positivamente homogénea de grau 1
em y'. Segue, via Teorema 2.15, que o tensor métrico ¢;;(x,y) é positivamente homogéneo

de grau 0 em v*, isto é,
09i; S =
oy*

0 (2.103)

e que as fungoes Cjji, definidas por
1 83F2 . lagw
4 0yioyioyk 2 Oy’

Cip = (2.104)

sdo positivamente homogéneas de grau —1 em y*. Sob mudanca de coordenadas induzidas
(2.2) em T'M, as fungoes C;j; se transformam de acordo com a seguinte regra
& _ 0wt 0w et
P gge Oxa 9 Ik
Assim, Cjjj, s@o as fungdes componentes de um campo tensorial de Finsler do tipo (0, 3)

em TM. Este é chamado o tensor torcao de Cartan.
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Defini¢ao 2.47. Um espago de Finsler F* = (M, F(z,y)) é Riemanniano se seu tensor

métrico g;; nao depende da varidvel y.

A partir das defini¢oes para g;; e Cj;i, € possivel notar que

gzi,j = 201 (2.105)

Disto, segue o seguinte resultado.

Teorema 2.48. Um espago de Finsler F" = (M, F(z,y)) € Riemanniano se, e somente

se o tensor de Cartan Cyj, se anula em T M.

2.4.2 Geodésicas do Espago de Finsler

Nesta secao vamos introduzir as geodésicas de um Espaco de Finsler F" =
(M, F(z,y)).
Para uma dada curva parametrizada v : t € [0,1] — v(t) = (z'(t)) € U C M, seja

Fiote[0,1] = F(t) = (2'(t), @ (1)) € 7' (U) C TM seu levantamento natural a TM.

Defini¢ao 2.49. Definimos o comprimento da curva v com extremidades (0), (1) pelo

namero ) p
L(y) :/ F (x :'7) dt. (2.106)
0 dt

O ndmero L(y) ndo depende de mudanca de coordenadas induzida em 7'M . Além

disso, a homogeneidade da fungido métrica F (positivamente homogénea de grau 1 em y*)
nos permite mostrar o seguinte resultado (ANTONELLI; INGARDEN; MATSUMOTO,
1993).

Proposicao 2.50. O nimero L(v) nao depende da parametriza¢io da curva.

Portanto, podemos fixar um parametro canonico s sobre a curva v, dado pelo

comprimento de arco de . De fato, a fungao s(t), t € [0, 1], definida por

s(t) = /tt F (m), ‘gm) dr,  tte 0,1, (2.107)

¢ diferenciavel, tendo derivada
ds dx
—=F|z(), — 0, te€(0,1). 2.108
G- (s, %) >0t 2108

Segue que a funcdo s = s(t), t € [0, 1], é invertivel. Seja t = t(s) sua inversa. A mudanga

de pardmetro ¢t — s, dada por s = s(t), tem a propriedade

F (:13(3), ;l;c(s)> = 1. (2.109)

Assim, temos o seguinte resultado;
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Teorema 2.51. Em um espago de Finsler F" = (M, F(x,y)), para qualquer curva suave
v:t€]0,1] = y(t) = (2'(t)) € U C M existe um parametro canénico s com a propriedade
(2.109).

Seja v : t € [0,1] — y(t) = (2°(¢t)) € U C M uma curva parametrizada tendo
extremidades 7(0) e v(1). Seu comprimento é dado pela férmula (2.106). Seja &'(t) :=
£i(x(t)) as componentes contravariante de um campo de vetores £(t) := £(z(t)) definido
ao longo da curva v com a propriedade £(0) = £(1) = 0. Considere a familia de curvas
parametrizadas 7. : t € [0,1] — ~.(¢) = (z'(t)) € U C M, dada por

Tl (t) = 2'(t) + €€'(t), (2.110)

onde € é um nimero real com |e| pequeno. Assim, 7.(¢) tem as mesmas extremidades v(0),
7(1) e os mesmos vetores tangentes nesses pontos que a curva . O comprimento da curva

v, ¢ dada por

L(v) = /0 G (x(t) +eE(t), Cj;(t) + ecéf(t)) dt.

Uma condigao necessaria para que L(y) seja um valor extremo (isto é, ser um ponto de

méximo ou minimo) de L(7,) é a seguinte;

dL ()
= 0. 2.111
e (2.111)
Mas
dL(7e) / td dx ds
p— _— F — I
N e x(t) + €€(t), 7 () + € (1) Odt
1 (OF . OF d¢
= £ . dt
/0 <8x2§ * oy’ dt) ’
onde 3y’ = g Usando integragao por partes, temos que
‘ 1
L (QF dei OF 1 d (OF\
S = Shel - [ (S0 ) gt
/0 <8yl dt) 3y1£ , dt <8y1>§
Ld (OFY
= — | — - &dt
/0 dt <8yz>§ ’
pois £(0) = £(1) = 0. Segue que (2.111) é equivalente a
v |OF d (0F ; dat
R P
Como &(t) é arbitrario, obtemos
oF d (0F o dat
- — — -1 =0 ' = 2.112
ox' dt <8y1) ’ Y dt’ ( )

que sao as bem conhecidas equagoes de Euler-Lagrange.
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Definigdo 2.52. As curvas v :t € [0,1] — ~(t) = (2(¢)) solugoes das equagdes de Euler
Lagrange (2.112) sao chamadas geodésicas do espago de Finsler F* = (M, F(z,y)).

Como F(x,y) = 1/9ij(x,y)y'y’, pela regra da cadeia tem-se que
OF 1 OF? OF 1 OF?

dri ~ 2F Oz’ oy’ T oF oyt
Segue que
2 2
O (O _OF 4 (, 08, 0F
dt \ Oy oz’ dt oy’ ozt
dF OF d (OF oF
= 2—— 4+ 2F— - | —2F —
dt Oy’ * dt <8yz> ox!
Assim, o sistema (2.112) é equivalente ao sistema de equagoes
d (OF? OF? dF OF - dxt
— - | — - =2—— ' = . 2.11
dt ( oy’ ) o’ dt oy’ Y dt (2.113)

Substituindo F?(z,y) = gi;(z,y)y'y?, obtemos que (2.113) é equivalente ao sistema de

equagoes

>z’ , dx dF OF drt
267 (2, | =25 = 2.114
iz (m dt> at oyt Y T ar (2.114)
onde X
G'(x,y) = S, y)y'y" (2.115)

2
e ’y;-k sendo os simbolos de Christoffel do tensor métrico g;;(z,y), isto é,

i Ly (09 | Ogjr  Ogjk
N(®) = 39 (&rj ok o)

(2.116)

Mudando agora para o parametro canoénico s, temos que F(x, ‘fl—i) = 1. Assim, o

sistema (2.114) torna-se

2. ' J o1k
v < dx) dolde” (2.117)

st T \T s ) ds s
Teorema 2.53. As geodésicas de um espago de Finsler F" = (M, F(x,y)) na parametri-

zagao canonica sao dadas pelas solugoes do sistema de equagoes diferenciais (2.117).

Exemplo 2.54. Seja F™ = (M, F(z,y)) um espago localmente Minkowski. Seja (V, ¢ =
(z')) uma local adptada. Em 7= 1(V), temos que F' = F (). Assim, o tensor métrico ¢;;(7)
nao depende da variavel T. Segue que yjk = 0. Portanto, em uma carta adaptada, as
geodésicas de um espago localmente Minkowski sao solucgoes de
d*zt
ds?

— 0, (2.118)

isto é, sao retas.
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Observe que as geodésicas de um espago de Finsler F" = (M, F'(z,y)) na parame-

trizacao canonica s determinam as curvas integrais do spray

0 ; 0
o 2G" (x,y) = (2.119)

onde G(z,y) é dada por (2.115). Este é chamado o spray geodésico do espago de Finsler
F" = (M, F(z,y)), uma vez que G'(x,y) sdo fungdes positivamente homogéneas de grau
dois em 7. Além disso, esse spray geodésico ¢ completamente determinado pela funcio
métrica F(x,y). A conexdo nao-linear em TM induzida pelo spray geodésico S tem

coeficientes locais

Gl = ?)Sj = ;aayj (i w)yy?) - (2.120)
Esta é a tdo conhecida conexdo ndao-linear de Cartan. Como o spray geodésico S depende
apenas da fungdo métrica F(z,y), segue que a conexao nao-linear de Cartan depende
somente da fun¢do metrica F'(x,y). Considere a conexdo de Berwald induzida pela conexao
nao-linear de Cartan. Ela é dada pela tripla BT' = (G%, G%0), onde

N C e
Jjk — ayk - ayiayg“

Defini¢ao 2.55. Um espago de Finsler F* = (M, F(z,y)) é chamado um espaco de

Berwald se os coeficientes locais da conexao de Berwald, G7;, sao fungdes somente de ,

isto é, se '
i 9Gh
gkl "= Tyl =
Um espago de Berwald serd denotado por B" = (M, F(z,y)).

0. (2.121)

2.4.3 Espacos de Finsler Bidimensionais

Considere F? = (M, F(z,y)) um espago de Finsler bidimensional. Seja I* = (1/F)y’

o elemento suporte e h;; = g;; — [;l; o tensor métrico angular, onde [; := gijlj = 55
, Yy
Desejamos definir um tnico vetor unitario m'(z,y) perpendicular ao elemento suporte

I“(z,y). Para isso, vamos introduzir as matrizes anti-simétricas cujas entradas sao

enn =0, €12 = /9, €21 = —/9, €22 =0,

1
11 _ 12 _ 1 21 _ _ 22 _
e =0, €7 = € \/57’ 0,
onde g = det(g;;) > 0. Observe que
e +ew=0, Fe=0 ey =2. (2.122)

Escolhendo uma orientagio e fixando ela, defina o campo de vetores m*(z,y) (ou m;(z,y))
por

' = e*my, l; = e m. (2.123)
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Usando (2.122), concluimos que as seguintes relagoes sao validas;

m' = —e'* Uy, m; = —ei 1F,
k

BmP —1Fmi = e+, Limg — I m; = €.
Além disso, o tesor métrico pode ser escrito como;

gij = Ll +mmj,  0F = LI" +mm". (2.124)

O par (I, m?) (ou (I;,m;)) é chamado o referencial de Berwald do espago de Finsler bidimen-
sional F? = (M, F(z,y)) (BERWALD, 1947). Note que este referencial ¢ completamente

determinado pela fun¢ao métrica F'(x,y). Usando (2.96), tem-se que
hij = gij — Lil; = m;m;. (2.125)
Usando (2.95) e esta ultima expressao acima, obtem-se que
0= hyl! =mm;l! = m;l’ =0. (2.126)
Agora, usando a primeira expressao de (2.124) e esta tltima relagdo acima, tem-se que
m; = gym’ = LLm? + mymm! =mm;m’ = mym! = 1. (2.127)

Note que (2.126) e (2.127) mostra que (m’,[*) é um referencial ortonormal em relacao ao

tensor métrico g;;(x,y), pois
0=m;l! = g;m'l, 1 =mm’ = gym'm’. (2.128)
Vamos agora obter algumas expressoes envolvendo a base de Berwald. Elas serao
de grande utilidade para introduzirmos o tao conhecido escalar principal de um espago

de Finsler bidimensional F?> = (M, F(x,y)). Para facilitar a notacdo, usaremos 0; para

indicar diferenciacio parcial com respeito a varidvel y'.

Proposigao 2.56. Com respeito a base de Berwald (I',m') (ou (I;,m;)), tem-se que
(1) Fajl,;:mimj, (2) Ff}jli:mimj,
(3) 1;0;m* = —m,/F, (4) m; Opm’ = —Chrpsm™m?.

Demonstragio. (1) Usando as expressoes (2.93), (2.94) e (2.125), temos que

.. 9 (OF O°F

(2) Usando as expressoes (2.92), (2.93) e a segunda expressao de (2.124), temos que

N (Y o1 i ;OF
= (5; — lll] = lzl] + mimj — lzlj

i
—mmj.
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(3) Como l;m! = 0, segue que d;l; 4 I; d;m* = 0. Usando o item (1), e que m;m’ = 1,

tem-se 1
(4) Como g;; m'm? = 1, segue que 3kgij m'm? + g O mt + Gij miopm? = 0. Usando

m; = gijmj e 3kgij = C}; obte-se o resultado.

]

Agora, desde que o tensor torcao de Cartan C,s satisfaz Cj,s" = 0, devemos ter que

onde I(x,y) é chamado o escalar principal de F* = (M, F(x,y)) (ANTONELLI; INGAR-
DEN; MATSUMOTO, 1993).

Para o espago de Finsler F2 = (M, F(z,y)), seja S o spray geodésico com coeficientes
locais G*(x,y) dados em (2.115) e conexao nao-linear de Cartan com coeficientes locais
G% como em (2.120). Seja I'B = (G%, G%,,0) a conexao de Berwald associada ao spray
geodésico S. A equagao das geodésicas na parametrizacao candnica (2.117) podem ser

reescritas como

RA - dx
2G" — | =0. 2.130
ds? + <x, ds) ( )

Variando as trajetérias v(s) = (z%(s)) do sistema acima em outras préximas, de acordo
com

T'(s) = 2'(s) + €£'(s), (2.131)
onde € é um nimero real com €] pequeno e £(s) sdo as compontes contravariantes de
um campo de vetores £(s) ao longo de 7(s), obtem-se, substituindo (2.131) em (2.130) e
fazendo € — 0, ' ' . ‘
Para facilitar a notacao, vamos usar d; para denotar derivacao parcial com respeito a

& +2

e continuaremos a usar a notacao 0; para denotar derivacdo parcial com respeito a '
Usando a derivada covariante KCC (ver (2.53)), podemos reescrever a equacao acima em

sua forma invariante (equagao de Jabobi)

D¢&i o
- +Bigl =0, (2.133)
onde
B; = 28]6” — &Gj»yr + 2G§TGT — GiG; (2.134)

é chamado o Tensor Desvio de Berwald. Note que B;- é positivamente homogénea de grau

dois em 7. Definimos o Tensor Torcio de Berwald por
i Lo i 4 gai
ik g(ajgk - 5k:8j)
= OG- 0,Gy + GiGly — GLGL. (2.135)



Capitulo 2. FERRAMENTAS MATEMATICAS 47

O Tensor Curvatura de Berwald é definido por

= O Zj — 8;Gy + G " ;LkGij + G§Dihk — G Dl (2.136)

onde Dj- =0, Gé = 3j3k31Gi ¢ o Tensor de Douglas. Note que estes tensores definidos aqui
sao0 os quatro ultimos invariantes KCC do sistema (2.130). O primeiro, £, é identicamente

nulo, devido a homogeneidade da fun¢ao G*(z,y).

Usando o referencial de Berwald (I°, m"), L. Berwald mostrou que o tensor (2.135)

pode ser escrito em termos deste referencial como;
e = FRm' (Lmy, — lemy), (2.137)

onde a funcao escalar KC(z,y) é a tao conhecida curvatura de Gauss Berwald (BERWALD,
1041).

Usando
2G" = Gjyj = Gé-kyjyk, (2.138)

tem-se que

R’ = (0hGi—0,G + GGy — GRGL) o
= 20,G' — 0,Giy’ + 2G;,.G" — GG, (2.139)
= B. (2.140)

Agora, usando I/ = (1/F)y?, ;17 =1, m; I’ =0 e a expressao (2.137), obtemos que

B, = Riy =FKm'(ljmg — lmy)y’
= F*Km'(Iymy — lym;)l

= F?Km'my. (2.141)

Desde que F(z,dx/ds) = 1, pois s é o parametro comprimento de arco, a equagao de
Jacobi (2.133) se reduz a
D¢
ds?
Definigao 2.57. Dizemos que um campo de vetores £(s) ao longo de uma geodésica 7(s)
do espaco de Finsler F? = (M, F(z,y)) é um campo de Jacobi se £'(s) satisfaz (2.142).

+ Kmim,&F = 0. (2.142)

Em (ANTONELLI; BUCATARU, 2001b) é mostrado que um campo de Jacobi
£i(s) ao longo de uma geodésica v(s) de um espago de Finsler bidimensional pode ser

exXpresso como

£'(s) = v(s)m’. (2.143)
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Segue dal que

D3¢ D (dv , Dm’
ds  ds (ds +ols) ds )
_ du
= o

onde temos usado que Dm'/ds = 0 (ANTONELLI; BUCATARU, 2001b). Substituindo
esta ultima expressao em (2.142), tem-se que a equagao de Jacobi de um espaco de Finsler
bidimensional se reduz a 2

v
Portanto, o estudo da estabilidade do sistema (2.130) se reduz ao estudo de (2.144); e é

determinada pelo sinal da curvatura de Gauss Berwald K(x,y) em TM. Assim, temos

e Se K(z,y) > 0 sobre TM, entdo (2.130) é J-estével.

e Se K(z,y) < 0 sobre TM, entdo (2.130) é J-instével.

2.5 Geometria Semiprojetiva

Seja F" = (M, F(x,y)) um espaco localmente Minkowski e considere (U, ¢ = (z'))

uma carta local adapata a F". Entdo F = F(y) em 7 }(U). Assim, o tensor métrico
_ 19°F?

Y9 2oy

de Christoffel, 7%, como definidos em (2.116), se anulam em 7~'(U). Deste modo, as

deste espacgo de Finsler depende apenas da variavel y. Segue que os simbolos

geodésicas de um espago localmente Minkowski sao solugoes de

d?at

-5 =0, (2.145)

onde s é o comprimento de arco (ou pardmetro canénico) determinado por F(y), isto é,
ds = F(dx/dt)dt.

Seja o(z) uma fungao escalar definida U C M. Definimos uma transformagao

semiprojetiva de (2.145) como sendo o novo spray

; da? dz*

R
dp?

onde 9y indica derivada parcial com respeito a varidvel z¥ e o pardmetro p é definido por

dp = (@) gs, (2.147)

Assim, observamos que uma transformacao semiprojetiva consiste de duas partes:
(1) uma conexao nao simétrica de Wagner, F}, = 6/0ro(x) (ANTONELLI; INGARDEN;
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MATSUMOTO, 1993), e (2) uma mudanca de pardmetro ao longo das trajetérias so-
lugoes de (2.145), dada por (2.147). A Teoria da Geometria de Wagner afirma que a
funcdo métrica F(x,y) = @ F(y) é constante ao longo das solugdes de (2.146), isto
é, F(x,dx/dp) =1 (HASHIGUSHI, 1975; HASHIGUSHI; ICHLJYO, 1977). Solugoes de
(2.146) sao chamadas curvas autoparalelas da geometria de Wagner. Estas sao as retas
desta geometria. Entretanto, é importante ressaltar que estas curvas autoparalelas quase
nunca sio as geodésicas do espaco de Finsler F" = (M, F(z,v)). As geodésicas deste espaco

de Finsler sao solugoes de

; dz? dz® ;

d*x!

"
onde ,
da® da’
dp dp
¢ o vetor curvatura de Wagner (ANTONELLI; BUCATARU, 2001b). Aqui, o' = ¢"o,,

sendo g% as entradas da inversa da matriz Hessiana g;;, isto ¢, g"*g; = 6%, Além disso, o

C' = F’o' — (5i0;0(x)) (2.149)

vetor curvatura de Wagner satisfaz a condicao

-
gijCZCZ; = 0. (2.150)

A passagem de F para F é chamada uma transformagio heterocronica em (ANTONELLI;
BUCATARU, 2001b; ANTONELLI; INGARDEN; MATSUMOTO, 1993).

2.6 Uma Nova Classe de Métricas Projetivamente Planas

2.6.1 Métricas em Relagcio Projetiva

Vimos que as geodésicas de um espago de Finsler F* = (M, F(z,y)) na parame-

trizagado candnica s sdo solucgoes do sistema de equagdes diferenciais de segunda ordem

Ciz?sx; £ (x Z) =0 (2.151)
onde 1
Gley) = e ny'y’,
’V;k(m,y) _ 1 ir (89@ N 0g;r B 8gjk> | (2.152)
2 O Ok Orr

Se as geodésicas (s) = (x'(s)) € U C M sao escritas localmente em um pardmetro
t qualquer, isto é, v(t) = (z'(s(t)) € U C M, entdo o sistema de equagoes (2.151) ¢

reescrito na forma d d .
+ 26 (x x) - f(t)d—i, (2.153)

d*z’
dt?
onde f(t) = (d?s/dt?)/(ds/dt).

T dt
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Considere dois espagos de Finsler F" = (M, F(z,y)) e F" = (M, F(z,y)) sobre

uma mesma variedade em comum M.

Definicio 2.58. Se qualquer geodésica de F™ coincide com uma geodésica de F” como
conjunto de pontos e vice versa, entdo a mudanca de métrica F' — F é chamada projetiva
e P = (M, F(x,y)) é dito ser projetivo a F* = (M, F(z,v)).

Seja y(t) = (2'(t)) € U C M uma curva de M que é uma geodésica de F™ e ™

como conjunto de pontos. Entdo v(t) = x'(t) é solugdo de (2.153) e solugio de

d?x’ ~ dx N
26 (2,20 ) = Fi) &
e T2 (x dt> UG

onde f(t) = (d?s/dt?)/(d5/dt). Segue que

) dx —. dx _dat
2G" — | —2G" — | =f(t)— f(t : 2.154
o (. 50) 20 (0. 50) = 0 - F) % 2154
Desde que esta equagao acima vale para qualquer geodésica, tem-se

Proposigao 2.59. Um espago de Finsler F" = (M, F(z,y)) € projetivo a um outro espago
de Finsler F* = (M, F(x,y)), se e somente se, existe uma funcdo escalar positivamete

homogénea de grau um em y', ¢(z,y), tal que
G'(z,y) = G'(z,9) + ¢(z,9)y". (2.155)

A fungao escalar p(z,y) é chamada fator projetivo. O leitor deve notar que aqui
provamos apenas a parte “se” deste resultado. A parte “somente se” foi provada na sec¢ao

3 para um spray qualquer.

2.6.2  Espacos de Finsler com FExtremais Retilineos

Se um espaco de Finsler F* = (M, F(z,y)) é localmente Minkowski, entdo M é
coberto por vizinhangas coordenadas de cartas locais adaptadas (U, ¢ = (x%)) tais que
em 7 1(U), a funcdo métrica F' depende apenas das varidveis y'. Segue que as fungoes
G" dadas por (2.152) se anulam em 7 !(U), de modo que o sistema de equagoes (2.151)
se reduz a d?z'/ds* = 0. Portanto, qualquer geodésica é dada por n equacoes lineares

z' =z, + v} do parAmetro natural 5 com 2n constantes x{, e v},

Defini¢ao 2.60. Um espago de Finsler F* = (M, F(z,y)) tem extremais retilineos se é
possivel cobrir M com vizinhangas coordenadas (U, ¢ = (x%)) onde qualquer geodésica seja
representada por n equagoes lineares 7' = z) + ta’ de um pardmetro ¢, ou n — 1 equagoes

lineares, a$(z' — 2°) =0, a = 1,...,n — 1, linearmente independentes.
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Portanto, um espaco localmente Minkowski tem extremais retilineos, e se F" é
projetivo a um espaco localmente Minkowski F, entdo qualquer geodésica é representada
em uma carta local adaptada (U, ¢ = (2%)) de F" por a* = &}, + 5v)), como acima, de modo

que F* tem extremais retilineos.

Definigao 2.61. Um espago de Finsler F" = (M, F(x,y)) é chamado projetivamente plano

se ele é projetivo a um espaco localmente Minkowski.

Portanto um espaco de Finsler projetivamente plano tem extremais retilineos. A
reciproca também é verdadeira e sua demonstragao pode ser encontrada em (ANTONELLI;

INGARDEN; MATSUMOTO, 1993). Assim, temos o seguinte resultado;

Proposicao 2.62. Um espaco de Finsler tem extremais retilineos, se e somente se, ele é

projetivamente plano.

2.6.3 Uma Nova Classe de Métricas Projetivamente Planas

O primeiro resultado obtido neste trabalho diz respeito a uma nova classe de
espacos de Finsler bidimensionais projetivamente planos. Vamos considerar o espago de
Finsler F? = (M, F(x,vy)), onde a funcao métrica é dada por

F(z,y) = ) (%12)2 + Q(xQ)gf) : (2.156)

Se ¢(x') = 0, entdo F? = (M, F(z,y)) é projetivo ao espaco de Minkowski F? =
(M, F(y)), onde

F(z,y) = (212)2’ (2.157)
pois B(z,dr) = Q(x?)dx? é uma 1-forma fechada? em M (ANTONELLI; INGARDEN;
MATSUMOTO, 1993). Segue que F? = (M, F(x,y)) é um espaco de Finsler projetiva-
mente plano para ¢(z') = 0. Contudo, se a funcdo ¢(z') é nao nula, ndo ha nenhuma
garantia de que o espago de Finsler F? = (M, F(z,y)) seja projetivamente plano. Por
exemplo, em (ANTONELLI; RUTZ; FONSECA, 2012) é mostrado que F? = (M, F(z,y))
¢ projetivamente plano para ¢(z') = ax' e Q(z*) = —c(2?)?. Aqui, obtemos uma nova

classe de espacgos de Finsler bidimensionais projetivamente planos.

Teorema 2.63. (Antonelli, Rutz, Ferreira Jr.) Suponha que Q(x?) # 0. O espago de

Finsler F2 = (M, F(x,y)) € projetivamente plano se, e somente se,

¢'(a")g"(a") + ¢"(a") = 0. (2.158)

oQ , 4 2
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Além disso, as solugoes da equacio diferencial de terceira ordem (2.158) sdo da forma

p(z') =2In (Cosh <\/§_A(x1 + B))) +C, (2.159)

onde A, B e C sdo constantes.

Demonstragdo. Aqui, usaremos o Teorema 2.38. A fim de calcular as quantidades IC;'-M e
pjkl, Precisamos calcular todas as outras quantidades envolvidas no Teorema 2.38. Estes
calculos serao feitos na préxima subsegao usando o FINSLER (RUTZ; PORTUGAL, 2001;
RUTZ; PORTUGAL, 2003) no MAPLE (MAPLE, 2017). Para todo i,7,k,l € {1,2},
temos que

R
Além disso, p;i sao todos nulos, exceto

Pory = ;Q<x2) (¢/<x1)¢//($1)+¢///(x1))7

Pog1 = —;Q(l‘Q) <¢/(x1)¢//(x1>+¢///(xl>).

Note que se Q(z?) = 0, entdao F? = (M, F(x,y)) é projetivamente plano para qualquer
fungao ¢(z!). Agora, se Q(z?) # 0, o espago de Finsler F?> = (M, F(z,y)) é projetivamente
plano, se e somente se,

¢'(z")" (') + ¢"' (') = 0. (2.160)

Por fim, precisamos determinar a classe de funcdes ¢(z') que satisfazem a equagao
diferencial (2.158). Para isso, vamos reduzi-la para uma equagao diferencial de segunda
ordem através da substituicao ¢'(z') = wu(z!). Assim, a equagao diferencial (2.158) ¢é

equivalente a equacao diferencial de segunda ordem
u(z)u/ () + v’ (z') = 0. (2.161)

Vamos resolver esta equacio diferencial de segunda ordem e apds isso obter ¢(z!) por

integracao. Note que

1 !/
(2u2($1)) = u(a')u'(z1). (2.162)
Substituindo (2.162) em (2.161) e integrando, obtem-se que
1
§u2(x1) + ' (zh) = A, (2.163)

onde A é uma constante de integracdao. Observe que (2.163) é uma equagao diferencial
ordinaria de primeira ordem separdvel. Vamos usar as notacoes u = u(z') e v/(z') = du/dz".

Assim, podemos reescrever (2.163) como

du
A— L2

2

= da'. (2.164)



Capitulo 2. FERRAMENTAS MATEMATICAS 53

Note que

Segue que

= dz'. (2.165)

Observando que

obtemos, integrando ambos os lados de (2.165), que

Jf? tanh ! (\/Z_A> = 2!+ B, (2.166)

onde B é uma constante de integracao. Seque entao que
u(z') = V/2A tanh <\/§_A(x1 + B)) . (2.167)

Por fim, como ¢'(z') = u(x!), por integragao, temos que
d(z') =21In (cosh <\/§_A(xl + B))) +C, (2.168)
onde C' é uma constante de integracao. m

Como consequéncia, tem-se.

Corolério 2.64. O espaco de Finsler F? = (M, F(z,y)) tem extremais retilineos.

2.6.4 Calculos do Teorema 2.63 no Finsler

Aqui mostraremos as contas omitidas na demonstracdo do nosso resultado. Como
comentado anteriormente, vamos usar o FINSLER (RUTZ; PORTUGAL, 2001; RUTZ;
PORTUGAL, 2003) no MAPLE (MAPLE, 2017).

> with(Finsler);

> dimension := 2;

\

coordinates(x1, x2);

> Dcoordinates(yl, y2);

V

F = exp(p(21)) * (Y17 /y2 + b+ Q(22) * y2);

12
pemeren (2 o)
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> metricfunction(F?);

‘The components of the metric are:’

2 ()" (Q (22) y22 + 3y12)

g z1 z1 — y22
4 (e‘f’(“)f yI3
9 x1 22 = — wE
B <€¢(z1))2 ((Q($2))2 y24 + 3y14)
9 22 22 = Y24

> show(Gli]);
1 (50 (1) ((Q (22)* y2' — 4Q (a2) y 292 — y1*) — 2 (52 (22)) y1y?

@ K Q (22) y2* + y1?
e 1 2002 (50 00) y1 + (50.62)) v2) y?
2 Q (22) y2 + y1*
> definetensor(Pili] = G[i]-(1/3)*N[a, -a]*Y[i]);
Hi:Gi—;Naayi

Vv

definetensor (Pifi, -j] = tddiff(Pi[i], Y[j]));

7 = tddiff; (117)
> definetensor(Pili, -j, -k] = tddiff(Pi[i, -j], Y[k]));
7 = tddiff, (117 ;)

Vv

ShOW(Pl[la 'jv _k] )a

xl _
™ rl x1 —

d
drl ¢ (21)

=

T am -t Qa2 (d ’ <:cz>)

dzl
1 d
mgmx:_*i 1
™ 1 32 6dx]¢(x)
1 d
ngxzzzz—éﬁﬁb(l’l)

> definetensor(K[i, -j, -k, -1] = tddiff(Pi[i, -j, -k], Y[1]));
K7y = tddiff, (17 )

> show(K[i, -j, -k, -1]);
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> deﬁnetensor(B[i, _ju 'k7 _l] = tle(P1[17 _jv 'k]a XU]) + Pi[S, _jv 'k]*Pl[lv -5, _l] + IC[17
_ja '17 _S]*Pi[sv -1, 'k]*Y[m] - td1H<P1[l7 _j7 _1]7 X[k])_Pl[S’ 'ja _l]*Pl[la -S, —k]-lC[i, _.j7 'k7
_S]*Pi[sa -1m, _1]*Y[m])7

B;‘kl = tdiff; (H;k) + ijniz + K§15H;kym — tdiffy, (Hz‘z) - Hjlnik - ’Cé'klﬂimlym
> definetensor(r[-j, -k|] = Bl[i, -j, -k, -i]);
rie=B"; ki

> definetensor(rho[-j, -k, -1] = tdiff(r[-j, -k], X[l]) - Pi[i, -j, -1]*r[i, -k] - Pi[i, -k, -1]*r[-j,
-i] - tdiff(r[-j, -1], X[k])+Pi[m, -j, -k]*r[-m, -1]+Pi[m, -1, -k]*r[-j, -m]);

Y

Pikl = tdZﬁrl (Tjk) — H;lrik — Hi:lrji — tdZﬁk (T'jl) + H?};Tml + H;Z?”jm
> show(rho[-j, -k, -1]);

Neste passo irdo aparecer apenas paia € P221, que sao as unicas quantidades nao

nulas. O passo a seguir simplificara os calculos obtidos no passo anterior.
> rho[212] := simplify(rhs(show(rho[-2, -1, -2])));
1 d d? d?
= = 2 —¢ ()| —=¢ (z1) + —=¢ (x1
e 1= 5 Qa2 (( 53000 ) oo (o) + o0 o)
> rho[221] := simplify(rhs(show(rho[-2, -2, -1])));

2 3

s 1= = 5060 (oan)) o0 at) + oz0 o)
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3 UM MODELO MATEMATICO DE FORMACAO
DE TECIDO

Neste capitulo apresentaremos o nosso modelo matematico de formagao de tecido.
Vamos proceder primeiro com uma breve descri¢ao sobre a Dindamica Modular Analitica
(AMD), que é uma teoria nao-linear baseada na andlise geométrica de sistemas de equagoes
diferenciais de segunda ordem (SODE’s). Em seguida, introduzimos o Teorema do Portal de
Finsler e, finalmente, faremos uma introducao basica do modelo para a célula eucaridtica
de L. Margulis, como em (ANTONELLI; RUTZ; HIRAKAWA, 2011). As tltimas quatro

secoes deste capitulo sdo dedicadas ao nosso modelo de formacao de tecido.

3.1 Dinamica Modular Analitica (Teoria Local)

Seja. M uma variedade diferencidvel de dimensao n e TM seu fibrado tangente com
a segdo nula O : M — T'M removida. Se (U, ¢ = (z')) é uma carta local em M, entao
(Y (U),® = (2%, N%)) denotard a carta local induzida em TM, onde 7 : TM — M é a

projecao canonica. Considere o sistema de EDO’s!

dx’ .
djéi (3.1)
o —Gi NINF + riNT 4 ¢,

onde todos os coeficientes dependem (possivelmente) de z*, N*, t; as n® fungoes G, sdo
positivamente homogéneas de grau zero em N%; e com condigdes iniciais z), NJ, to. Este
sistema é chamado um sistema de Volterra-Hamilton. Por quase 40 anos, este sistema
tem desempenhado um papel importante nas teorias matematicas de ecologia, evolugao e
desenvolvimento de invertebrados coloniais, tais como, corais, estrelas do mar, briozoarios
e outros da fauna marinha (ANTONELLI; BUCATARU, 2001b). As n primeiras equagoes
neste sistema sao as equacoes de producao de Volterra, onde as coordenandas z° sdo as
varidveis de produgdo, com taxa per capita constante k;. As n equagdes restantes descrevem
como as diferentes populagdes N* > 0, crescem (r}), interagem (G%,) e reagem (e') a
influéncias externas. Para o que se segue, vamos considerar e’ = 0, significando que nio ha
influéncias externas, e que os coeficientes de interagao G;k nao sao fungoes explicitas do

tempo t.

Para interacoes ecologicas cldssicas, os coeficientes Gj»k sao funcoes constantes.
Se eles dependem de x, mas nao dependem de N, as interacoes sao metabolicas. Para

interagoes sociais, estes coeficientes sao funcoes que podem depender de ! e de razdes

L Abreviacdo para o termo Equacdes Diferenciais Ordinarias. Além disso, no sistema de EDO’s estamos

usando a notagao de somatorio de Einsten nos indices repetidos, exceto nas n primeiras equagoes, onde
h& um parénteses para indicar que nao ha somatério.
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N?/N7. Se denotarmos a primeira expressio da segunda equaciao por 2G'(x, N), isto é,
2G*(x,N) := G%.(x, N)N*N’, entdo os coeficientes de interagao G%, serao definidos por
0;0,G", onde 0; indica diferenciagao parcial com respeito a variavel N7. Além disso, pelo
Teorema de Euler para fungoes homogéneas (Teorema 2.15), os coeficientes G*(z, N) sdo

fungoes positivamente homogéneas de grau dois em N°.

Assumimos que a taxa de crescimento de todas as populagoes sejam iguais a
A > 0, uma constante. Esta é a tdo conhecida condigdo pré-simbionte (ANTONELLI;
BUCATARU, 2001b; ANTONELLI; INGARDEN; MATSUMOTO, 1993). Assim, rj- = Aé;
para todo i,j € {1,...,n}, onde 5; ¢ o delta de Kronecker. Esta condi¢ao nos permite
introduzir o tdo conhecido parametro de producao s, que define uma escala de tempo
intrinseca maior do que ¢, via ds = e*dt. Portanto, o sistema de Volterra-Hamilton (3.1) é

equivalente ao sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem (SODE’s)

d?xt . d
d; Iel <x£> —0, ou (3.2)
d?a - dz\ da? dxF
Gt ) == =0 3.3
ds? ML (m’ ds) ds ds ’ (3.3)

onde todos os k; foram tomados como sendo iguais a 1. Note que as trajetorias solucoes de
(3.1) sdo os caminhos de um spray S em 7~ (U) cujos coeficientes locais sio G(x, dz/dt)

é o parametro de producao s é o parametro de spray.

AMD estuda as propriedades de (3.2) (ou equivalentemente (3.3)) que sdo invariantes
sob transformacoes entre diferentes conjuntos de varidveis x'. Como visto no capitulo
anterior, as propriedades intrinsecas de (3.2) sob mudanca de coordenadas nao-singulares
7' = 7'(27) sdo descritas pelos cinco invariantes KCC do sistema. Por exemplo, os
autovalores do segundo invariante Bj- dao informacoes sobre a estabilidade do sistema
no sentido de Jacobi, enquanto que o anulamento do quarto invariante Dj,, garante que
as interacoes sao metabdlicas. Além disso, AMD utiliza a Lei de Alometria de Huxley
(HAL) como um modelo “Bauplan” para crescimento e desenvolvimento (GOULD, 1977;
HUXLEY, 1972; NEEDHAM, 1934; ANTONELLI; RUTZ, 2009). Matematicamente, HAL
¢ equivalente a existéncia de um parametro s e um sistema de coordenadas (Z°) que exibem

as trajetérias solugoes de (3.2) como retas.

Neste trabalho vamos assumir que as trajetérias solugoes de (3.2) sejam as geodésicas
de algum espago de Finsler F* = (M, F(z,N)) e o parametro de produgao s seja o
comprimento de arco determinado pela fun¢ao métrica F, isto é, ds = F(z,dz/dt) > 0 2.

Como visto no capitulo anterior, as geodésicas de um espaco de Finsler no parametro s

2 Existem alguns modelos de produgdo onde (3.1) nio sdo as geodésicas de nenhum espago de Finsler

(ANTONELLI; BUCATARU, 2001b).
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sao solugoes de (3.2) com

4 dz 1. dz\ da’ dx*
Gle,— | =zvplze,— | —— 3.4
< 7ds) 2%k< ’ds) ds ds (34)
e 7%, sdo os sfmbolos de Christoffel do tensor métrico g;;(x, N) = £0,0;F2. Neste contexto,
F(z,dxz/dt) é interpretada como um custo de produgio. Através da homogeneidade da
funcao métrica F', temos que se o vetor de produgao dz/dt é dobrado, entao o custo de

producao também é dobrado. A mesma propriedade é valida se o vetor de producao é

triplicado ou quadruplicado, etc.

Observagao 3.1. Geralmente, os coeficientes G%; e v}, ndo sdo os mesmos. Enquanto G%
sao os coeficientes da conexao de Berwald, como visto no capitulo anterior, 7;»k nao sao
coeficientes de conexao, excerto quando o tensor torcao de Cartan é identicamente nulo,
isto é, Cj;, = 0 (ver (2.104)). Neste caso, a geometria determinada pela funcao métrica

F(z,N) é Riemanniana (ver Teorema 2.48). No entanto, é sempre verdade que

- dx , dx\ dz? dx 4 dx\ dz? dxF
2G" — | =G — | —— =4 —_— ] ——. 3.5
<x, ds) Ik (x, ds) ds ds ik (x, ds) ds ds (3.5)

Trajetorias solugoes de (3.2) sdo chamadas curvas de producao. Elas descrevem a
quantidade produzida pela populacio total como uma funcdo de s. E importante saber se
esses processos de producao sao estdveis ou nao. Aqui, estabilidade de produc¢ao nao é como
o conceito de estabilidade linear de dindmica populacional (ANTONELLI; BUCATARU,
2001b). A estabilidade de produgao envolve todas as curvas de produgao. Dada uma curva
de producio y(s) = (z(s)), se qualquer outra curva de producdo com condigoes iniciais
suficientemente préximas em sy permanece préxima a 7(s) para todo s > sg, entao y(s) é
J-estdvel (estabilidade no sentido de Jacobi). Se toda curva de producao é estavel neste
sentido, entao o sistema (3.2) é dito J-estdvel. Caso constrario, dizemos que ele é J-instdvel.
Para os problemas bidimensionais, isto é, quando os processos de producao envolvem
apenas interacio entre populacoes de duas espécies distintas, a estabilidade de producgao é
medida pela curvatura de Gauss-Berwald IC(z, N) (ANTONELLI; BUCATARU, 2001b;
ANTONELLI; INGARDEN; MATSUMOTO, 1993). Formalmente, ela é definida pela
formula

L = FKm! (lmy, — Lemy), (3.6)

onde R;k sao as fungbes componentes do tensor de curvatura da conexao nao-linear de
Cartan N} = 0;G* (ou equivalentemente, o terceiro invariante KCC do sistema (3.2)),
I' = N'/F é o vetor unitdrio na dire¢io N e m’ é o tinico (a menos de orientagio)
vetor unitdrio perpendicular a I, isto ¢, g;;(z, N)I'm/ = 0. Além disso, m; = g;;m’. Se
K(x,N) > 0 em todo o fibrado tangente sobre uma carta aberta, as curvas de producao
que partem de um determinado ponto tendem a permanecer proxima uma das outras.

Neste caso, (3.2) é J-estdvel. Se K(xz, N) < 0 em todo fibrado tangente sobre uma carta
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aberta, as curvas de producao que partem de um determinado ponto tendem a se afastar

uma das outras e nesse caso o sistema (3.2) é J-instdvel.

Seja ¢(x, N) uma funcdo escalar definida em TM e positivamente homogénea
de grau um em N'. Considere a mudanca projetiva ao longo das curvas de producgio
() = (2'(s)),

2 / o(x,dx/ds)ds

p:A—I—B/ e ds, (3.7)

onde A e B sao constantes de integragao. Como vimos no capitulo anterior, o efeito desta

mudanca projetiva é transformar o sistema (3.3) no novo sistema

=0 (3.8)

dz“”iJr@i L dr\ do) o
dp2 " \dp) dp dp

onde os novos coeficientes de interacao (ou coeficientes da conexdo de Berwald) G, (z, N)
sao dados por

' = G+ 0,00 + 0hp; + N'Oppj, (3.9)
onde ¢; = 'igp.

Em biologia matematica, o termo heterocronia se refere a mudancga do parametro
temporal durante o processo ontogénico (que descreve a origem e o desenvolvimento do
individuo a partir do ovo fertilizado até sua forma adulta). A partir da ideia de que a
ontogenia recapitula a filogenia (GOULD, 1977), o termo heterocronia passa entao a
representar a mudanca do parametro temporal durante o processo evolutivo. Cada estégio
ao longo do processo evolutivo serd representado por um sistema de producao e a mudanga

entre estes serd chamada transformacao heterocronica.

3.2 O Teorema do Portal de Finsler

Nesta secdo vamos nos restringir aos espacos de Finsler bidmensionais F? =
(M, F(z,N)). Esta se¢ao diz respeito a um tinico conjunto de oito SODE’s com coeficientes
constantes, dos quais trés, G, G e G sdo geodésicos, mas todos satisfazem leis
de conservagao. Os cinco remanescentes sao obtidos a partir de uma transformacgao
semiprojetiva dos trés geodésicos. Além disso, uma dessas SODE’s da origem aos 3
esquemas de interagoes cldssicas de competicio, parasitismo e mutualismo (ANTONELLI;
BUCATARU, 2001b).

Seja F? = (M, F(z, N)) um espaco localmente Minkowski. Seja (U, ¢ = (x%)) uma
carta local adaptada. Em 7~ !(U), a fun¢ao métrica F' nao depende da varidvel z, isto &,
F = F(N). Como visto no capitulo anterior, nesta carta adaptada, as geodésicas deste

espaco sao solugoes de '
d?z B

ds? 0,

(3.10)
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onde ds = F(dxz/dt)dt. Em particular, vamos considerar o conjunto formado pelas trés

funcoes métricas

i) Fi(N) = ((N1)2 4 (Nz)z)% eptan—l(%)’ 2o 4p “4

1
i) Fy(N) = |N?|exz,  I*=4,

(N3 ) (A+2)
Frip(N) = —— I"=——>14
iii) Frrr(N) (NQ)i ; o1 ;
onde p e X sdo constantes positivas. O escalar I é o bem conhecido escalar principal. Como

vimos anteriormente, ele é dado pela férmula

onde m; é o nico vetor unitario, que é ortogonal a [; = &F , relativo ao tensor métrico g;;.
Esses espacos de Finsler constituem a lista completa dos espacos alométricos de Huzley,
sendo F; com p = 0 o espago de Huxley Euclidiano (ANTONELLI; BUCATARU, 2001b).
Estas trés funcgoes métricas dao origem a oito SODE’s com coeficientes constantes que
satisfazem leis de conservacdo. Os trés geodésicos, G, G e G sao obtidos multiplicando
as fungbes métricas em i), ii) e iii), respectivamente, por um fator conforme especifico
(isto é, fazendo F(x, N) = e*@F(N), onde F(N) é F;, Fr; ou Fj;; acima), enquanto
que os cinco remanescentes sao obitidos a partir de uma transformacao semiprojetiva de
pardmetros ao longo das curvas solucoes de G, G e GH!. Além disso, como todas as oito

SODE’s sao de coeficientes contantes, entao elas sdo projetivamente planas (ver Teorema
2.40).

O resultado a seguir diz respeito as trés SODE’s com coeficientes constantes G/,
G e GM| cujas solucoes sdo as geodésicas de algum espaco de Finsler. Na literatura, este
resultado é conhecido como o Teorema do Portal de Finsler. Sua demonstracao pode ser
encontrada no apéndice de (ANTONELLI; ZASTAWNIAK, 1999) ou em (ANTONELLI;
MATSUMOTO, 1995).

Teorema 3.2. (Portal de Finsler) Ezistem exatamente trés SODE’s com coeficientes
constantes, G1, GM e G| exibidos abaizo, cuja solugio, y(s) = (z'(s)), sdo as geodésicas
de um espago de Finsler bidimensional cuja fun¢do métrica é da forma ew“(x)F(N) =
Fo(z,N) =dsa, a € {1,2,3}, onde F é Fy, Fr; ou Fyrr €1, sao certas fungoes lineares de
x' e x? (na carta local adaptada). Nio existem outras SODE’s com coeficientes constantes

cujas solugoes sao geodésicas de algum espago de Finsler bidimensional.

Vamos agora exibir as trés SODE’s com coeficientes constantes G!, G e G,

que definem o Teorema do Portal de Finsler. Para o que se segue, consideramos «; e
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ap constantes nao-nulas. Além disso, usaremos a mesma notacao s para o pardmetro
comprimento de arco Sy, isto é, ds = ds, = F,(x,dx/dt), o = {1,2,3}.

Pot L, ditde? A\
s ds? s das M Uds ds - 1 2
“ : : L (@) = ane! + ana?,
o et T )]
ds? s as | Uas ds -
d*x! dzt dx? dr2\ 2
> T2 —————ay|——| =0
T ds ds ds ds ) )
G= d21’2 dl‘Q 2 ) ¢2($) =T + (Oél — 042)1: ,
ds (d) =0
d2 1 d 1\ 2
G . 9 9 2\ 2 ’ Y3(x) = —oqz’ + (1+ N)aga?.
d’z —+ A di =0
ds? 2 ds N

Cada uma dessas SODE’s sao classificadas, a menos de isometria, por 2 invariantes:
(1) condigao de curvatura IC = 0, e (2) o valor numérico do escalar principal I. Além disso,
é claro que F,(z,dx/ds), a € {1,2,3}, é constante ao longo das solugoes de G*, GI! e

G| respectivamente, uma vez que s = s, é o pardmetro comprimento de arco.

As cinco SODE’s remanescentes sao obtidas considerando a conexao nao-simétrica
de Wagner F;k = ék + 5§8ka(x) (ANTONELLI; INGARDEN; MATSUMOTO, 1993),
onde o(z) é uma funcdo escalar definida na vizinhanca coordenada U C M da carta local
adaptada, G;k sdo os coeficientes constantes de G, G ou G, e as curvas autoparalelas

de Wagner ‘ '

d*z’ s dzt dzk

— Ly P ),

dp? % dp dp
onde o parametro p é obtido pela mudanca semiprojetiva de parametro s, — p, dada por
(2.147).

Teorema 3.3. Considere a funcao métrica
Fi(z,N) = eV @Fy.
Os coeficientes da conexao de Berwald G;k sio exibidos em G', isto ¢,

1 _ 1 M 1 _
Gy, = ay, Gy = ay = Gy, Gy = ay,

2 _ 2 _ 2 _
G1; = o, G, = a1 = Gy, Gy = .

Considere o(x) = Bzt + Box?® uma fungio escalar definda em U C M, onde By e By sdo
constantes e tome
F(z,N) = e’ @ F(z,N).
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O espago de Finsler F> = (M, F(z, N)) é um espago de Wagner com coeficientes de conexdo
Fjik — Gék + 6§6ka(m), isto €,

1 _ 1 _ 1 _ 1 _
Fiy = ay + fi, Fiy = ag + (3, Fy = ao, Fyy = au,
2 2 __ 2 2

Além disso, F(z,N) é constante ao longo das curvas autoparalelas de Wagner
d*at dzt\” dat da? dz?\”

el R i ) =0

@fum+m<@>+(%+&W@J<®>+m<@> ,
d*x? dz'\? do'\ (dz? dz?\*

— 2 — | — = 0.

0 +a2<dp> -I—(a1—|—51)<dp>(dp>+(a2+ﬁg)<dp> 0

Note que (3.12) ndo sio as geodésicas de F? = (M, F(z, N)).

(3.12)

Teorema 3.4. Considere a funcao métrica
FQ(J?, N) = 6¢2(I)F[[.
Os coeficientes da conexao de Berwald G;k sio exibidos em G, isto é,

1 _ 1 _ 1 1
Gy =0, Giy = a1 = Gy, Gy = —ag,
2 _ 2 2 2 _
G1, =0, Giy =0=Gy, Gy = ay.

Considere o(z) = f1a' + Box? uma funcio escalar definda em U C M, onde 31 € By sdo
constantes e tome
F(z,N) = e"@Fy(x, N).

O espago de Finsler F? = (M, F(z, N)) é um espago de Wagner com coeficientes de conexdo
Fl = G + 0t0ko (), isto ¢,

Flll:ﬁl’ F112:a1+52’ F211:a17 F212:_a/27
Fiy =0, F, =0, F=p, Fh=a+p.

Além disso, F(x,N) ¢ constante ao longo das curvas autoparalelas de Wagner
d?z? dat\? dx? dx? dr?\>

2 N — _ =
dp2+ﬁ1<dp> +(a1+ﬁ2)<dp>(dp> a1<dp> .
d%ax? dat\ [ da? dz?\’
@ﬂ+&<@><®>+mﬁﬂﬂhm>

Note que (3.13) ndo sio as geodésicas de F? = (M, F(z,y)).

(3.13)

Teorema 3.5. Considere a funcao métrica

Fy(z,N) = €¢3(I)FHI-
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Os coeficientes da conexdo de Berwald Gj-k sdo exibidos em G, isto ¢€,

Considere o(x) = Bz + Box?® uma fungio escalar definda em U C M, onde By e By sdo
constantes e tome
F(z,N) = e’@ Fy(x, N).

O espago de Finsler F2 = (M, F(z, N)) é um espago de Wagner com coeficientes de conexdo
i = Gl + 0i0ko (), isto ¢,

FlL = Moy + B4, FZ, = Mag + S,
F211:O:F122, F112:52 F122:ﬁ1'

Além disso, F(m, N) € constante ao longo das curvas autoparalelas de Wagner

R

dz' > dz'\ [ dz?
0 + ()\a1 +51) (dp) + [ (dp) (dp) = 0,
d?xt dz?\? dz! dz?
0w () o () () = o

Note que (3.14) ndo sio as geodésicas de F? = (M, F(z,y)).

(3.14)

O leitor pode verificar que cada uma das F'(x, N) nos teoremas acima satisfazem
dF
dp
F? = (M, F(z, N)). Esta demonstracdo também pode ser encontrada em (ANTONELLI,
2003c).

= 0 ao longo de cada curva autoparalela correspondente a cada espago de Wagner

Por fim, convertendo o parametro de produgao p associado a SODE’s (3.14) para
o tempo t através da simples regra dp = edt, obtemos o seguinte sistema de Volterra-

Hamilton associado a (3.14)

da!
- = NI
dt
Lﬁ = N2
dc]i\il (3.15)
W = )\]\/v1 — ()\051+/81)(N1)2—B2N1N2
N2
ddt = )\NQ— (/\(12+62)(N2)2—61N1N2

Este é o sistema de Volterra-Hamilton associado aos esquemas de interagao classica de
competicao (se f1 > 0 e P > 0), parasitismo (se 1 >0e fy <0ou fy <0e [y >0)e
mutualismo (se 51 < 0 e Py <0).
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3.3 O Modelo da Célula Eucariética

Ha bilhoes de anos atras, um parasitismo ativo dado por uma proto-mitocondria
em uma proto-célula nucleada, ambas vivendo de forma independente, evoluiu, via endos-
simbiose, para tornar-se a atual célula eucariética. O primeiro aspecto a incluir em um
modelo foi, em termos gerais, troca quimica (por exemplo, bits modulares de material

nuclear mitocondrial serao entregues ao hospedeiro) (MARGULIS, 1981).

Um primeiro modelo (M-I) para a célula eucaridtica foi proposto em (ANTONELLI;
RUTZ; BEVILACQUA, 2003). Este modelo foi gerado pela seguinte fun¢ao métrica

1+3
F(z, N) = e-o1e +(1+Naze? trgala? hH 72 A+2F 2r (3.16)
’ (N2)x A1
A curvatura de Gauss-Berwald é dada por
2 2\ 1+3%

Se v3 > 0, entao as geodésicas de F' sao estdveis (KX > 0) e quando A = 1,

9

I’ = 7 (3.18)
Em (ANTONELLI; RUTZ; BEVILACQUA, 2003) foi mostrado que os coeficientes de
interagao do sistema de Volterra-Hamilton associado a (3.16) eram dependentes dos
produtos gerados pelas populagoes, indicando uma interagao metabdlica entre estas, e
os processos de producao eram estaveis (K > 0). Contudo, esta fungdo métrica nao
é projetivamente plana, como foi mostrado posteriormente em (ANTONELLI; RUTZ;
HIRAKAWA, 2011), e portanto, este modelo nao é resultado de um processo evolutivo do

parasitismo.

A fim de gerar um modelo mais adequado para a teoria de evolucao proposta,
ainda em (ANTONELLI; RUTZ; HIRAKAWA, 2011), foi proposto um novo de modelo
(M-1II) para a célula eucaridtica. Este modelo foi gerado pela classe de fungoes métricas de
Berwald que sdo projetivamente planas (BERWALD, 1941)

(N' + Z(z', 22)N?)?

F(z,N) = e , (3.19)
onde Z(z', z%) é uma solugao positiva para o polonémio quadratico em Z,
2l 42?7 = 322, a> 0. (3.20)
Entre todas as possiveis escolhas® para a fungiao Z(z', z*), no modelo foi usada
2%+ /(22)? + 2ax!
Z(z' 2% = S : (3.21)

a
Esta escolha foi feita para simplificar o modelo, isto é, ndo foi uma escolha baseada em hipoteses
biolégicas associadas ao modelo.

3
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As geodésicas desta fungao métrica sdo solugoes de

d?xt 2 dxt dx?
+ —— =0
ds? [(22)2 + 2ax! ds ds
(3.22)
d*x? N 2 dz?\* _ 0
ds? (22)2 + 2az! \ d5° B
enquanto que a curvatura de Gauss-Berwald é
3
a ay?
C = (3.23)

((22)2 + 2ax1)% ayl + y? (wz + 4/ (22)% + 2(13:1)

Este foi o modelo desenvolvido em (ANTONELLI; RUTZ; HIRAKAWA, 2011)
e ele é adequado para a célula eucaridtica pois os coeficientes de interacao do sistema
de Volterra-Hamilton associado a (3.22) sao dependentes dos produtos gerados pelas
populagoes, indicando uma interacao do tipo metabdlica entre estas. Além disso, tem-se
estabilidade (K > 0) na producao de tais produtos e por fim, é projetivamente plano,
satisfazendo assim HAL e sendo, portanto, resultado de um processo de evolucao do

parasitismo.

3.4 Arquitetura da Superficie Celular

A fim de modelar a transicao de um conjunto de células eucariéticas individuais
para um conjunto de células em interacao dentro de um tecido, devemos construir um
modelo para este ultimo estagio que exiba nao somente producao estavel, mas que também
seja heterocronicamente relacionado com o primeiro. Note que um modelo para células
eucarioticas individuais, que, de acordo com a teoria de Margulis, evoluiu de um parasitismo,
ja foi fornecido em (ANTONELLI; RUTZ; HIRAKAWA, 2011) e relembrado na segao
anterior. Para construir nosso modelo matematico para o estagio do tecido, vamos analisar
algumas estruturas presentes na superficie das células eucariéticas que fazem com estas

mantenham-se conectadas umas as outras no tecido.

Caderinas sao receptores de adesao transmembranares que mediam a adesao
célula-célula dependente de calcio. Cadeias diméricas através da matriz intracelular
sao grupos de hastes entre membranas celulares justapostas. Em uma baixa resolucao,
estas estruturas aparecem como pequenos discos (demossomos) de aderéncia sobre a
superficie das células. Estas hastes individuais sao de curta duragao, sendo frequentemente
quebradas devido ao movimento aleatorio da membrana celular e estao continuamente sendo
reparadas (TROYANOVSKY, 2005; TROYANOVSKY; SOKOLOV; TROYANOVSKY,
2006; VERRECCHIA et al., 1999). Este processo requer ATP fornecida pelas mitocondrias
que residem dentro de cada célula. A manutencao usa subunidades § da bomba de

sédio/potéssio, Na-K-ATPase. Diferentes tecidos tem diferentes demandas de ATP e,
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portanto, células individuais podem ter um nimero variavel de mitocrondrias, dependendo
do tecido (por exemplo, as células do figado podem ter 1000 por célula). Aqui, abordamos

o tecido epitelial na embriogénese.

Existem outras estruturas, como as jungoes tight (ocludentes ou apertadas) e as
jungoes gap (comunicantes), presentes na superficie das células eucaridticas. Estas jungoes
funcionam como reguladores de permeabilidade e exigem a a¢do de uma enzima, Na-K-
ATPase, para reparar e manter suas fun¢oes (VAGIN et al., 2012). E através destas juncoes
que as células de um tecido sinalizam e compartilham seus contetidos umas com as outras.
As jungdes gap, em particular, permitem que sinais elétricos sejam enviados e recebidos e
também sao pontos de fixagdo para nanotubos que transmitem pacotes moleculares de uso
para outras células (BAKER, 2017; WANG et al., 2010). O papel da Na-K-ATPase no
reparo e manutencdo dos demossomos € realizado através da subunidade 3 desta enzima e
¢ independente dos gastos de energia para as jungoes (VAGIN; TOKHTAEVA; SACHS,
2006).

Observacao 3.6. e Jungoes Tight: Essa estrutura, na superficie das células do tecido
epitelial, fazem completas barreiras para excluir agua, mas permite que algumas
moléculas passem entre as células, dependendo da carga elétrica e da forma destas
moléculas. Estas juncoes também estabelecem polaridade celular. Nao ha distancia
entre células adjacentes nas juncgoes tight. A permeabilidade das juncoes tight é

diretamente proporcional ao nimero de bordas paralelas em uma dada juncao.

e Jungoes Gap: Essas juncoes permitem que pequenas moléculas (menor do que 1
kilodalton) passem através delas e também transmitem sinais elétricos entre células
adjacentes. Estas nunca estao mais proximas do que 2 nandémetros. Essas junc¢oes
produzem movimentos coordenados de tecidos, por exemplo, na atividade muscular
durante o parto. Sob microscépio, as juncoes gap aparecem como agregados de
particulas formando manchas ou grandes areas da membrana celular. As juncoes
gap sao locais para comunicagao de nanotubos entre células que também nao po-
dem ser justapostas. Obviamente, este tipo de juncao também esta envolvido na

permeabilidade da membrana.

e Ponto Chave: Permeabilidade, como descrito acima para juncgoes tight e gap,
pode ser entendida como transporte de substancia para dentro de uma célula (ou
para fora de uma célula adjacente). A taxa de transporte molecular diminui com a
reducao da producao de ATP pelas mitocondrias nas células. Este é um exemplo de
transporte ativo, significando que as moléculas podem mover-se contra o gradiente

de concentracgao, pois o ATP esta disponivel.

No modelo matematico sendo construido aqui, existem duas populacoes, #1 significa

mitocondria, com N' denotando o nimero total em todo tecido, envolvidas na construcao,
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manutencao e reparacao das juncoes tight e gap, e #2 significa células eucariéticas, com N>
denotando o numero total no tecido. Existem também varidveis de produgdao independentes,
z! e 2% que denotam a permeabilidade total no tecido e a aderéncia total, respectivamente.
Permeabilidade, z'(t), é o peso total (em Kda-Kilodaltons - 1 Kda é equivalente a 1.000
g/mol) da enzima Na-K-ATPase, usada para manter as jungoes tight e as jungoes gap, em
tempo t. Aderéncia, 2*(t), é a 4rea total de desmossomos (pequenos discos circulares) no
tecido em tempo ¢ (KELLY, 1966).

A fim de construir um modelo para tecidos multicelulares, comegaremos a partir
de (M-I), que é matematicamente mais simples. Entretanto, nosso modelo para tecido
se adequard a (M-II) como resultado do processo evolucionario. Iniciando com o modelo
(M-I), incorporamos a tensdo superficial, Q(z', z*)N?, proposta pelo DAM (STEINBERG,

2007) e medida como energia/cm?, no tecido, de modo que a energia total é tomada como

F(z,N) = exp{M(2', 2*)} (]]\;2) +Q(z', 2*)N?| | (3.24)

onde M é dada por
M(z',2%) = —ayz' + (1 + N)agz® + vaz'a®. (3.25)

Como discutido anteriormente, se Q(z!, z%) = 0, esta fungdo métrica nao é projetivamente
plana, como foi mostrado em (ANTONELLI; RUTZ; HIRAKAWA, 2011), de modo que
o bauplan alométrico (Lei de Huxley) nao é valido. No entanto, se considerarmos a
possibilidade de que o DAM na superficie das células evoluiu antes que as mitocondrias
internas evoluissem para o status de organelas, isto é, de modo que a Lei de Huxley

deixa de ser satisfeita, entao esta falha nao invalida o modelo determinado por F' com
Qx', 2% = 0.
O anulamento de Q(z!, 2?) significa que nao hd aderéncia sobre a superficie das

células. DAM exige que a tensao superficial total diminua quando a aderéncia total z?
aumente (STEINBERG, 2007). Assim, escolhemos a seguinte forma para Q(z!, 2?);

Q(z', 2%) = Q(2*) = hexp{—ca?}. (3.26)

Aqui, h, ¢ e v3 sao parametros positivos e, em particular, v3 permanece préximo
de zero, a medida que o papel da permeabilidade e da aderéncia aumentam. Além disso,
permeabilidade e aderéncia no modelo sio denotadas por ', x?, ambas quantidades
positivas, e as densidades populacionais sio N*, N2, onde producio de Volterra é assumida

e € definida por dx'/dt sendo positivamente proporcional a N* como é sempre o caso em
AMD.

Em tdltima andlise, acabamos com a expressao da Fnergia ARF a ser investigada

aqui,

Nl 2
Fr(z,N) = exp{—az' + bx?} (NQ) + hexp{—cx®} N?|, (3.27)
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onde a e b sao constantes positivas.

3.5 Formacao de Tecido a partir de Agregados Celulares

Examinaremos agora a relagdo entre um conjunto de células eucaridticas movendo-
se livremente e um conjunto de células eucariéticas em interacao, dentro de um tecido.
Podemos considerar essa transicado como uma deformacao de Randers, de forma semelhante
a que um material isolado é deformado quando colocado dentro de um meio (ANTONELLI;
RUTZ, 2009). Mas, como um primeiro passo nesta dire¢do, o procedimento sera aplicado
ao modelo mais simples (M-I), como na segdao anterior, gerando um modelo conveniente

para o estagio do tecido que possui todas as propriedades necessarias.

A deformagao de Randers corresponde ao processo referido por I. E. Wallin e L.
Margulis como Simbioticismo, um mecanismo por meio do qual a selecao natural pode atuar
em agregados celulares, formando essencialmente novos, “em virtude de sua fisiologia modifi-
cada e sua subsequente habilidade alterada para sobreviver em seu ambiente” (KHAKHINA,
1992). Para modelar este processo, usamos a teoria dos Referenciais Nao-Holonémicos
de Finsler, desenvolvida em (ANTONELLI; BUCATARU, 2000; ANTONELLI; RUTZ,
2009). Esta teoria descreve matematicamente um processo que comega a partir de células
eucarioticas que interagem livremente, para agregados celulares de forte comunicagao,
situadas em um ambiente favoravel. Uma forte interacao cooperativa em tal tecido deve
melhorar o estado das células individuais no conglomerado, fornecendo nichos fisiol6gi-
cos e oportunidades para o tecido nao disponiveis anteriormente, ou seja, um agregado

comunitario com aderéncia e permeabilidade.

Como ponto de partida, consideramos a fungao métrica proposta no modelo (AN-
TONELLI; RUTZ; BEVILACQUA, 2003). Como visto anteriormente, este modelo é tal
que o quadrado do escalar principal é igual a 9/2, quando A = 1, e é do tipo Kropina.
Esta fungao métrica foi proposta como um primeiro modelo para a célula eucariotica de
Margulis (ANTONELLI; RUTZ; BEVILACQUA, 2003), mas posteriormente, provou-se
nao ser projetivamente plana e, portanto, nao é resultado de um processo evolutivo do
parasitismo. No entanto, podemos considera-lo como um ponto de partida matematico que,

sob a deformacao de Randers, levara a um modelo conveniente para o estagio do tecido.

Este modelo possui a propriedade adicional,
IC ~ 0, se e somente se, o parametro de troca quimica, v3 = 0.

Este anulamento da curvatura de Gauss-Berwald é a condicao de compatibilidade
para estender a deformagdo para o status global, e é localmente definida usando referen-
ciais nao-holonémicos e sua conexdao cristalogrifica (ANTONELLI; BUCATARU, 2000)

associada. E também a condicdo para estd na fronteira entre estabilidade e instabilidade.
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A condicao de compatibilidade permite que a deformacao local se estenda por todo o
espaco de produgado. Se o parametro de troca, v, € positivo e pequeno, um certo grau de

estabilidade de Jacobi é valida.

Comecando com o caso especial A = 1 e K = 0 para a funcao métrica dada em
(ANTONELLI; RUTZ; BEVILACQUA, 2003), podemos realizar uma deformagdo pldastica
para obter uma fun¢io métrica do tipo Randers Generalizada, a qual também é uma
pertubagdo do modelo inicial (ANTONELLI; RUTZ; BEVILACQUA, 2003). Além disso,
essa métrica pertubada deve ser projetivamente plana, como serd mostrado mais adiante.

A forma geral desta métrica ¢ dada por

Fr(z,N) = exp{L(z)} (]]VVIQ)Q + hQ(z*)N?| (3.28)

onde L(x) é uma certa funcao escalar e linear nos z’s, h é uma pequena contante positiva
de pertubacdo, @ ¢ uma funcao escalar que depende somente da varidvel 22 e a varidvel

r = (x',2%) ¢ definida abaixo. Ela tem um significado diferente do modelo original
(ANTONELLI; RUTZ; BEVILACQUA, 2003).

Consideramos Fr acima como um modelo que inclui aderéncia e permeabilidade
para um modelo de tecido. Esta métrica também ¢é do tipo Kropina e nao faz parte da
classe de métricas de Berwald projetivamente planas (BERWALD, 1941). Isto significa,
em particular, que a equagao das geodésicas geradas por esta métrica nao ¢ quadratica,

isto é, o tensor de Douglas
"1 7 0. (3.29)

No entanto, o tensor projetivo de Douglas, IC}kl, é identicamente nulo e de fato, isto
¢é verdade para qualquer espaco de Kropina bidimensional. Isto significa que existe uma
transformagao nao-singular de coordenadas (movimento elastico) no espago de produgao
e uma mudanga de parametro de caminho (heterocronia), isto é uma transformagdio
projetiva, convertendo a equacao das geodésicas de Kropina em um sistema quadratico
(ANTONELLI, 2003a). Portanto, temos que Fr é heterocronicamente relacionada ao
modelo quadrético para a célula eucaridtica de Margulis (M-II) (isto é, (ANTONELLI;
RUTZ; HIRAKAWA, 2011)).

Finalizamos esta se¢ao com o seguinte resultado.

Teorema 3.7. A fung¢io métrica (3.28) é projetivamente plana.

Demonstragao. Vamos usar o Teorema 2.38. Vamos calcular todas as quantidades envolvi-
das neste teorema usando o FINSLER (RUTZ; PORTUGAL, 2001; RUTZ; PORTUGAL,
2003) no MAPLE (MAPLE, 2017). Também vamos mostrar que D}, # 0 para nossa
métrica Fr. Isto significa que a adi¢ao dos mecanismos de aderéncia e permeabilidade

produzem interagoes sociais entre as mitocondrias e células eucarioticas.
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> with(Finsler);

> dimension := 2;

> coordinates(x1, x2);

> Dcoordinates(yl1, y2);

> F=exp(—axxl +bx*x2)* (y12/y2 + h * Q(22) * y2);

12
F = ¢ —avitbe2 (ny + hQ(m?)QQ)

> metricfunction(F?);

‘The components of the metric are:’

2 (efalerbe)Q (hQ (]}2) y22 + 3y12)

Gziz1 =

Y2
4 (efax1+bx2>2 y]3
Ga122 = — y23
B (e—a:v1+b:v2)2 ((hQ (x?))z Y2t + 3?/14)
Gz2:2 = y24

> show(Gli]);
. l(hQ (22))* ay2 — 4 (h.Q (22)) ayPy2* + 4 (h.Q (22)) byly2® + 2 (h. (d%QQ (:172))) yly2 — ayl?

G = 4 h.Q (z2) y2* + y1?

(—2 (h.Q (22)) ayl y2 + (h.Q (z2)) by2* + h. (d%gQ (:EQ)) Y2 — by12) y2

GI2 — }
2 h.Q (22) y2* + y1?

> ShOW(G[ifja'ka'l]);

> definetensor (Pi[i] = G[i]-(1/3)*N[a, -a|*Y[i]);

' = G' = NGy
> definetensor(Pi[i, -j| = tddiff(Pi[i], Y[j]));
1} = tddiff, (T1°)
> definetensor(P1ili, -j, -k] = tddiff(Pi[i, -j], Y[k]));
iy, = tddiff, (11})
> definetensor(K[i, -j, -k, -1] = tddiff(Pi[i, -j, -k|, Y[1]));

Ky = tddiff; (115,
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> show(K[i, -, -k, -I]);
;‘kl =0
> definetensor(Bli, -j, -k, -1] = tdiff(Pi[i, -j, -k|, X[1]) + Pils, -j, -k|*Pi[i, -s, -1] + K][i,

)
-j, -1, -s]*Pi[s, -m, -k]*Y[m] - tdiff(Pi[i, -j, -1], X[k])-Pi[s, -j, -1]*Pi[i, -s, -k]-K[i, -j, -k,
-s]*Pi[s, -m, -1]*Y[m]);

Biyy = tdiff, (115, ) + T IT + K3 T8, Y™ — tdiff, (1T, ) — TI3IT, — K T8, Y™

> definetensor(r[-j, -k] = Bl[i, -j, -k, -i])
Tjk = Bz

Jki
> definetensor(rho[-j, -k, -1] = tdiff(r[-j, -k], X[1]) - Pi[i, -j, -1]*r[-i, -k] - Pi[i, -k, -1]*r[-j,
_1] - tdlff(l‘[—J, _1]a X[k]>+P1[ _Ja k] [ m, l]+P1[ _17 _k]*r[_j7 _m])a

pir = tdiffy (rix) — Iy — Wiyrys — tdiffy, (rjn) + Wrm + 7 m

> show(rho[-j, -k, -1]);

1 1 1 2
Pr2z1ze = *h.Q (22) a® + 27b2a + 5 (—h Q (z2) a® — 952)

1
Px2z2x1 = 7h Q (J,‘Q) CL — EbQG — 6(1 (—h Q (I,Q) a — 9b2)

> 1ho[212] := simplify(rhs(show(rho[-2, -1, -2])));
pa12 = 0

> rho[221] := simplify(rhs(show(rho[-2, -2, -1])));
P221 = 0

3.6 Deformacoes: Tecidos como Meios Deformaveis

Nesta secao vamos mostrar como realizar uma deformacao plastica da funcao
métrica dada em (ANTONELLI; RUTZ; BEVILACQUA, 2003) com A =1e K~ 0 a fim
de obter a funcdo métrica (3.28). Como comentado anteriormente, isto seré feito usando
a teoria dos Referenciais Nao-Holonomicos (ANTONELLI; BUCATARU, 2000). Vamos

relembrar um pouco desta teoria.

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n e TM seu fibrado tangente com
a se¢ao nula @ : M — T'M removida. Para uma dada carta local (U, ¢ = (z%)) em M, seja
(7 Y(U),® = (2, N?)) a carta local induzida em TM, onde m : TM — M é a projecao
canonica. Como visto no capitulo anterior, para todo u € 7#~!(U), o nicleo da aplicagio

linear ., : T,TM — TruyM determina um subespaco de T, 7'M com dimensao n. Este
} Seja

é o subespago vertical, como o chamamos anteriormente, e é gerado por { FIG
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Y, :uent(U)w— Y,(u) C Ker(m,,) um referencial vertical sobre 7~ (U). Isto significa

dizer que para cada u € TM, o conjunto {Ya(u)}, a € {1,...,n}, forma uma base para o
subespago Ker(m,,). Para cada o € {1,...,n} e cada u € 7~ *(U), escreva
0

Yo(u) = Yoi (u)

| 3.30
N, (3.30)
onde (Y(u)) sdo as entradas de uma matriz nao-singular (isto ¢, inversivel). Denote por

(Y") as entradas da inversa desta matriz. Isto significa dizer que

iva _ si ivB _ B
YQY; _6j YY. _6a. (3.31)

Defini¢ao 3.8. O referencial vertical (Y,) é chamado holondomico se exsitem n fungoes
escalares f, definidas na vizinhanga coordenada U C M tal que Y, = V f,. Neste caso,

temos que
- 0f,
Y, = f. .
ox!

Se Y, nao é o gradiente de nenhuma funcao escalar f,, dizemos que o referéncial
Y., € nao-holonomico. Referenciais holonémicos sdo completamente caracterizados pelo

anulamento simuntaneo dos dois objetos de holonomia:

Oy =Y7(0aY) — 05Y2), Qs = Ya(0,Y7)VY. (3.32)

[0

Proposicao 3.9. O referencial Y, € holonomico se, e somente se, Qgﬁ =0= Qg(ﬁ).

Demonstracao. Ql(ﬁ) = 0 implica que Y ndao depende da varidvel N. Agora QZB =

implica que Y, é dado pelo gradiente de n func¢oes definidas em U C M. O

Recordaremos aqui o conceito de deformagao dado em (ANTONELLI; RUTZ,

2009). Seja £* coordenadas cartesianas no espago de producao, isto é

d2a
g:0

-5 =0, (3.33)

com s sendo o comprimento de arco Euclidiano (de modo que, ds* = §,5d€*d€P, onde 0,4
é o delta de Kronecker). Dizemos que o elemento infinitesimal de produgao d§® esta para

ser deformado em dz* se
dz' = Y (x, N)dE®, (3.34)

onde (Y}) sao as fungdes componentes de um referencial vertical Y,. A diferencial dz’
representa um incremento infinitesimal cartesiano. Se Y, é holonémico, entao a deformagcao
é chamada eldstica. Neste caso, a deformacao é meramente uma transformagcao nao-singular

de coordenadas, isto é, (Y,!) é a matriz Jacobiana (9z'/9¢%). Se Y,, é ndo-holondmico, entdo
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a deformacao é chamada pldstica. Deformacoes elasticas sao reversiveis ou integrdaveis
enquanto que deformacgoes plasticas sao ndo-integraveis. Podemos entender esta ideia
melhor quando consideramos a fungao métrica F' de um espago bidimensonal localmente

Minkowski em coordenandas adaptadas. Neste caso, F' = F(N). Agora considere

ds = F(z,N) = e*® F(N) (3.35)
com 1 1
gij (l‘, N) = 5816]F2 = 562w(x)ai3jﬁ2 = €2¢(x)§ij(N>. (336)

Seja (I;,m;) o referencial ortonormal de Berwald associado a fungao métrica F. Lembre-se
que

Como um importante fato, ds? é dado por qualquer uma das duas expressoes.
gij(x, N)dz'dz! = ew(x)(lilj +mym;)dz'dr! = 5a[3YZ-aY;'deidxj = 5a5d§ad§’3,

usando
v = ¥ @, V2 =@, (3.38)

3 7

e (3.33), (3.36), (3.37). Isto significa que
gij($vN) = 5aﬁY;a<$’N)Y;’B<x>N)' (3'39)

Esta relacao explica a diferenca entre o estado relazado (0,5) € o estado deformado (g;5).

A seguir, iremos fazer algo semelhante ao que foi feito acima, mas usaremos aqui
outras func¢oes métricas. Considere a fungao métrica do tipo Kropina, que tem a forma

geral .
Qg5 (.%')NzN]

Fle, N) = a;(z)N© 7’

(3.40)

onde a;;(z) é uma métrica Riemanniana em M e a(z, N) = a;(z)N* é uma funcio escalar
nao-nula em 7 (V). Denotaremos por g;;(z, N) o tensor métrico determinado por esta

métrica, isto é,

1 0*F?
(x,N) = =————.
95t N) = 3 Nions
Considere a funcao métrica da forma
L(z,N) = F(z,N) + B(z, N), (3.41)

onde 3(z, N) = b;(z)N* é uma fungio escalar nao-nula em 7~ (U). Esta fungao métrica
é do tipo Randers Generalizada. Seja h;;(z, N) o tensor métrico determinado por esta
funcdo métrica, isto é,

1 L2

hii(e: N) = 5 oG
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A relagao entre os tensores métricos g;;(x, N) e h;;(z, N) é dada através da formula

L

hij = F(gij — pipj) + lilj,
onde 1 OF OF
i = *NZ = iji. i c— (i = —
p 7 N PiE 9P = o
. 1. 0L . 0L
b= —N'=hY . li == hyl! = —.
l L h ONI’ / ON?
Além disso, tem-se as seguintes relagoes:
) F . F ) ) . F . L
= _—p ll:f ) llll: ! Z'Zl, ll P = T Zli:*. 42
l'= 77" 7P p'p pi=7, Plh=4 (3.42)

Considere (V') a matriz com entradas

A F . , F .
Yi(z,N) = \/: (5; — Ul + \/szpa) . (3.43)

Esta matriz tem inversa (Y;‘)‘), cujas entradas sao dadas por

Y (x,N) = \/; (5j +\/;l li—p pj> . (3.44)

Temos o seguinte resultado (ANTONELLI; BUCATARU, 2000).

Teorema 3.10. Seja L™ = (M, L(z, N)) um espago de Randers Generalizado com % > 0.

Entio Y, =Y} azavi define um referéncial nio holonémico de Finsler em 7=(U).

Demonstragdo. Temos que verificar que YJY* = &%, ViV = 6% e que os dois objetos
de holonomia (3.32) sdo ambos nao-nulos. Aqui vamos apenas verificar que Y Y* = §%.
Um calculo extenso mostra que os dois objetos de holonomia sao, de fato, ndao-nulos
(ANTONELLI; BUCATARU, 2000). Nos célculos a seguir, o leitor deve notar o uso das
relagoes (3.42).

, S F . L
Y YS = (6; —U'ly + \/;p’pa) (6;“ + \/;lalj - p“pj)
o F . L . L . A
= 0, —1'l; + \/:plpj + ﬁlllj - \/;l"lj + U'lap®p;
—pip’ + p'pal®l; — \/;pzpj

= 6 —U'ly+U'p; — p'pj + p'l; = 6.
O

Este referencial (Y}') é chamado o referencial de Holand do espago de Randers
Generalizado. De posse deste referencial, tem-se o seguinte resultado (ANTONELLI,;
BUCATARU, 2000).
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Teorema 3.11. Com respeito ao referencial de Holland temos a sequinte relagdo
hij =YY gag. (3.45)

Demonstracao. Temos

L L
Y/ gap = ( (55 V7 Il —Pﬂpj) Yap
L .
=\ i + pal’ — T Pali-

L L L , L
yoy? = =62+ =1 — i | | ) = gus V- Zp
i 1y Jaop F ( i + F i p pz) ( Fga] +poc Fpapj)

L +\/fz L +LF\/fl+LF” L\/fFl
— Faz] FPZ] szp] FL ijz FLz] I sz]

L L L
—pPipi Fpilj + T Db
L
= f(az‘j — pip;) + Lil; = hij.

]

Desde que os 2 objetos de holonomia do referencial de Holland (Y}') sao ambos
nao-nulos, a deformacao representada pelo referencial de Holland é pldstica. Além disso,
a compatibilidade da deformacao segue do anulamento da curvatura da conexao crista-
lografica (ANTONELLI; BUCATARU, 2000) definida pelo referencial de Holland. Em
outras palavras, a relacao (3.45) mostra que o tensor métrico dos espagos de Randers
Generalizados sao obitidos via deformacao plastica do tensor métrico de um espaco de

Kropina usando o referencial de Holland (3.43).

Comegando com a fungao métrica de (ANTONELLI; RUTZ; BEVILACQUA, 2003)

com A =1 e K = 0, obtemos que (3.16) se reduz a

Nl 2
F(z,N) = exp{—a 2" + 2ap2%} ( NQ) : (3.46)

onde o, g sao constantes positivas. Esta funcao métrica é do tipo Kropina. Adicione a
F a funcao escalar f(z, N) = hexp{—a1a' + (2a9 — ¢)z?} N?, onde h e ¢ sdo constantes

positivas. A funcdo métrica resultante fica da forma

Nl 2
L(z,N) = exp{—aiz" + 20527} (NQ) + hexp{—cz®} N?|, (3.47)

que é do tipo Randers Generalizada. Esta é a expressao (3.27) para a Energia ARF com

a=ay, b=2a,.
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3.7

Estabilidade do Modelo

Abaixo, usando FINSLER, (RUTZ; PORTUGAL, 2001; RUTZ; PORTUGAL, 2003)

no MAPLE (MAPLE, 2017), trés graficos de estabilidade Cr versus os z’s e/ou a razao r

entre as populagoes N’s sao obtidos.

>

>

>

L,

with(Finsler);
dimension := 2;
coordinates(x1, x2);
Dcoordinates(N1, N2);

F:=cxp(—ax*xl +b*x2) % (N12/N2 + h * Q(22) x N2);

F = ¢ —orithez <]]\<]122 + hQ(:U2)N2>
metricfunction(F?);
show(G[i]);
K:= K(a, b);
K[x1,x2,r] := simplify(factor(subs(N1 = r*N2, K)));

K[x1, x2, r] := simplify(factor(eval(subs(Q(x2) = exp(-c*x2), N1 = r*N2, K))));
1 h62am172bx27c1’2

Kijpoy = —————7 (3@2 (he’“g — 7’2)2 + 6ar (2b — ¢) (he’“g — 7"2)

4 (he—cz2 4 r2)*
+2bc (he™% — 5r?) — ¢ (he™% — 2r?) + 120°r?)

plOt?)d(SUbS(a = 37 b = 17 Cc = 5; h = 5; xl = 57 K[Xla X27 I"D, r=1. 10’ x2=-1..
orientation = [-145, 75]);

> plot3d(subs(a =3, b=1,c=5h=5x1 =5 K[xl,x2,r]),r=1. 10, x2 =-1 ..

L,

orientation = [-145, 75]);

> plot3d(subs(a =3, b=1,¢=5h=10,r =1, K[xl,x2,1]), xl =-1..1,x2 =-1 ..

1,

orientation = [45, 60]);
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Na figura (a), a estabilidade, Kr, é tratada como uma fungao de x? e r = N1 /N2,

enquanto que na figura (b) a estabilidade, Kr, é tratada como uma funcao de x

1

e x2.

Estes dois graficos exibem produgao positiva (estével) e negativa (instavel) para as opgoes

de parmetros exibidos. A figura (c) exibe producao instavel. Neste caso, a curvarura, KCr,

¢ tratada como uma fungao de z' e r = N' /N2
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4 CONCLUSAO

Neste trabalho, realizamos um primeiro passo para um modelo matematico de
evolugao dos organismos multicelulares. Em (ANTONELLI; RUTZ; BEVILACQUA, 2003)
¢ discutido a teoria de Lynn Margulis sobre a evolucao das células eucarioticas e é proposto
um primeiro modelo para estas (M-1), que sao os blocos de construgao fundamentais dos
organismos multicelulares. Mais tarde, o modelo (M-I) foi melhorado para um modelo
(M-II) em (ANTONELLI; RUTZ; HIRAKAWA, 2011), mas usando uma formulagao
matematica mais complexa. Portanto, para comegar a abordar a fase de um agregado de
células em um tecido, seguindo a ideia de que a evolugao se assemelha ao desenvolvimento
em seus estagios, usamos o primeiro modelo proposto da célula eucariética (M-I), chegando
a um modelo para o estagio de tecido que é compativel como resultado de um processo
evolutivo do segundo modelo mais complexo (M-II). Observamos que, como consequéncia
dos mecanismos adicionais de aderéncia e permeabilidade, que ja existiam antes, mas nao
foram considerados em nenhum dos modelos de células individuais, produzimos interacao
social entre as mitocondrias e as células eucaridticas, além do metabdlico ja presente antes
do estagio do tecido. Essas interacoes mais integradas eram esperadas, e como resultado, a
producao de energia pelas mitocondrias pode responder a varios graus de necessidades do
tecido, que podem surgir devido a influéncias externas ou a uma especializacao da propria
fungao do tecido. Para o futuro, pretendemos considerar o segundo modelo (M-II) como o
ponto de partida do processo evolutivo para a formacao de tecido, pois estes sao de fato
uma familia de modelos que dependem de uma funcdo arbitraria Z(x', %) (ver (3.19)) que
pode adquirir um significado especial no processo. Mais ainda, a diferenciacao desse tecido
em diferentes, com diferentes proporg¢oes de mitocondrias nas células, que eventualmente

gerarao os 60rgaos de um organismo multicelular como nés mesmos.
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