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Resumo

A instabilidade de Saffman-Taylor ocorre quando um fluido desloca outro de maior
viscosidade, formando estruturas chamadas “dedos viscosos” na interface de contato entre estes
fluidos. Tal instabilidade hidrodindmica é tradicionalmente estudada em uma regido confinada
entre duas placas planas e paralelas (dispositivo denominado célula de Hele-Shaw), de modo que
o sistema ¢ efetivamente bidimensional. Nesta dissertacao, estudamos algumas generalizagdes
geométricas do problema, mais especificamente, o comportamento dos fluidos em células de
Hele-Shaw curvas e em meios porosos tridimensionais. Considerando o fluxo em células curvas,
investigamos o caso da inje¢ao de um fluido em outro e o caso de células de Hele-Shaw girantes.
No primeiro caso, derivamos equagdes para a dinamica da interface fluido-fluido em células de
Hele-Shaw curvas de formatos distintos. A partir deste resultado, mostramos que o acoplamento
de efeitos de capilaridade e geometria pode desestabilizar o sistema em situagdes usualmente
estdveis. No caso da célula girante curva, concentramos nossa aten¢do em encontrar e analisar os
formatos estaciondrios para as interfaces fluido-fluido, que exibem morfologias bastante distintas
comparadas as usualmente vistas em células girantes planas. Finalmente, estudamos a injecao de
um fluido em outro no interior de meios porosos tridimensionais, € obtemos que as interfaces
apresentam algumas diferengas em relacao a situacdo bidimensional. Por exemplo, temos que
dedos viscosos em trés dimensdes podem ramificar-se em até trés ramos, enquanto em duas

dimensdes apenas bifurcagdes em dois ramos sao observadas.

Palavras-chave: Instabilidade de Saffman-Taylor. Célula de Hele-Shaw. Célula de Hele-Shaw

girante. Curvas elastica. Meios porosos. Geometria.



Abstract

The Saffman-Taylor instability occurs when a fluid displaces another of higher viscosity,
giving rise to structures known as “viscous fingers” at the contact interface between these fluids.
This hydrodynamic instability is traditionally studied in a confined region between two plane
parallel plates (a device called Hele-Shaw cell). In this dissertation, we study some geometric
generalizations of this problem, more specifically, the behavior of the fluids inside curved Hele-
Shaw cells, and three-dimensional porous media. Considering the flow inside curved cells, we
investigate the case of injecting a fluid into another and the case of rotating Hele-Shaw cells.
In the first case, we derive equations for the dynamics of the fluid-fluid interface inside curved
Hele-Shaw cells of distinct shapes. Using this result, we show that the coupling between capillary
and geometric effects can destabilize the system in situations which are usually stable. Regarding
the rotating Hele-Shaw cell case, we concentrate our attention on finding and analyzing the
stationary shapes of the fluid-fluid interfaces, which exhibit very distinct morphologies compared
to the ones usually seen in flat rotating cells. Finally, we study the injection of a fluid into
another inside three-dimensional porous media, and we obtain that the interfaces present some
differences compared to the two-dimensional situation. For instance, we have that viscous fingers
in three dimensions can split into three fingers, whereas in two dimensions only bifurcations into

two branches are observed.

Key words: Saffman-Taylor instability. Hele-Shaw cell. Rotating Hele-Shaw cell. Elastica curve.

Porous media. Geometry.
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1 INTRODUCAO

A natureza € uma fonte infinita de diversos padrdes e formas que encantam tanto leigos
quanto cientistas por sua beleza e complexidade. Na figura 1 estdo ilustrados alguns destes
padrdes, que ocorrem em sistemas fluidos, astrondmicos e biolégicos. Temos até mesmo si-
tuacdes que podem ser vistas no dia-a-dia, como o crescimento de liquens em rochas. Esses
padrdes naturais, no entanto, ndo sao apenas esteticamente fascinantes, mas também ajudam
no entendimento dos fendmenos fisicos que ocorrem durante as suas formacdes. Por exemplo,
o crescimento de corais, que sdo notdveis por suas diversas ramificacdes estruturais, esta dire-
tamente ligado aos processos de transporte e absor¢do de nutrientes, que forcam os diversos
ramos do coral a se bifurcarem e a competirem entre si [1]. Curiosamente, apesar de existirem
diversos mecanismos diferentes envolvidos nos processos de formagao de padrdes, em varios
casos, eles podem ser explicados por meio de um estudo do crescimento e da dindmica que
ocorre na interface separando duas fases com propriedades distintas.

Figura 1 — Exemplos de padrdes e interfaces em diversos sistemas fisicos. (a) Liquen crescendo
em uma rocha; (b) instabilidade na interface entre fluidos; (c) nebulosa apresen-
tando estruturas filamentares; (d) coral bastante ramificado; (e) padrdes variados em
conchas.

Uma inspec@o mais cuidadosa na figura 1 mostra que o crescimento de interfaces e a
formagdo de padrdes também podem ocorrer em regides com propriedades geométricas, como
o numero de dimensdes e o formato do espaco, bem diversas. Com isso, uma questao natural
a ser levantada é: qual a influéncia desses aspectos geométricos no processo de formacgao de

padrdes? Ou em outras palavras, 0 que aconteceria caso restringissemos o crescimento de uma
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interface (como a de um coral, utilizando 0 mesmo exemplo do primeiro pardgrafo) a duas
dimensodes, confinando-o em uma regido plana apertada? Além disso, o que mudaria caso essa
regido bidimensional ndo fosse plana, ou seja, caso a interface fosse restrita a crescer na superficie

de uma esfera ou dentro uma rocha cheia de irregularidades?

Felizmente, estas questdes estdo recebendo cada vez mais atencdo tanto experimen-
talmente quanto teoricamente, € modelos matematicos de formacdo de padrdes em regides
tridimensionais e superficies bidimensionais curvas estdo sendo constantemente desenvolvidos e
investigados. Apenas para citar alguns exemplos de estudos neste topico, temos que os padrdes
de Turing, que estdo relacionados com as manchas e listras encontradas em varios animais, apre-
sentam forte dependéncia com a curvatura [2,3] e com o niimero de dimensdes do sistema fisico
considerado [4,5]. Efeitos geométricos também foram estudados em processos de crescimento
de cristais [6-8], sistemas de fluidos [9, 10], entre outros [11-14].

No restante desta dissertacdo focaremos na formagdo de padrdes e crescimento de
interfaces no contexto da instabilidade de Saffman-Taylor. Esta instabilidade ocorre usualmente
quando um fluido de menor viscosidade desloca um fluido mais viscoso, como dgua deslocando
6leo, e tem como principal caracteristica a formacdo de estruturas conhecidas como "dedos
viscosos" [15] na interface que separa os fluidos. Este fendmeno aparenta ser bem simples em
comparacao aos outros mecanismos mencionados no paragrafo anterior, porém, ao longo dos
anos, a instabilidade de Saffman-Taylor se tornou um paradigma no contexto de formacao de
padrdes em interfaces [16], devido a conexao desse fendmeno com diversos outros processos,
como solidificacdo e descargas elétricas [16, 17]. A influéncia da geometria na formacgdo dos

dedos viscosos recebeu uma considerdvel atencao, o que pode ser visto nas Refs. [18-23].

No restante desta dissertacao, estudaremos alguns problemas relacionados a formagao
de dedos viscosos em superficies bidimensionais curvas e em regides tridimensionais. Mais
especificamente, iremos analisar o impacto de fatores geométricos no controle da emergéncia
da instabilidade de Saffman-Taylor e na morfologia dos padrdes ndo lineares resultantes. No
entanto, antes de comecarmos a discussdo destes problemas, é necessario que certos conceitos
basicos sobre a instabilidade de Saffman-Taylor cldssica sejam esclarecidos, o que serd feito na

secdo seguinte.

1.1 O problema de Saffman-Taylor

Nesta secdo, um pouco da literatura e dos conceitos basicos sobre a instabilidade de
Saffman-Taylor serdo apresentados. Como dito anteriormente, esta instabilidade estd intimamente
associada ao fluxo em meios porosos. Apesar do conceito de um meio poroso ser bem intuitivo,
€ conveniente darmos uma definicdo mais rigorosa de seu significado. Basicamente, um meio
poroso consiste em uma matriz sélida contendo varios espagos vazios (buracos € pequenos canais
capilares) interconectados em diversas dire¢cdes por onde liquidos e gases podem fluir [25]. Um

exemplo simples de meio poroso € uma pilha de areia, que permite que fluidos passem por entre
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Figura 2 — Diagrama original do aparato utilizado por Darcy. Na descri¢cdo da imagem lé-se
"Aparato destinado a determinar a lei de escoamento de dgua através de areia", em
traducdo livre do francés. Imagem retirada da Ref. [24]

os graos. Por estar relacionado a diversos processos importantes para geologia e engenharia,
como formacdo de aquiferos e extracdo de petréleo de rochas, sempre houve um grande interesse
em estudar os aspectos fisicos e hidrodinamicos dos meios porosos. Dentre os cientistas que
contribuiram inicialmente para esses estudos, que datam desde o século XVII, temos nomes

conhecidos, como Charles Coulomb, Adolf Fick, Josef Stefan, dentre outros [26].

Uma das primeiras e mais influentes contribui¢des para o entendimento do fluxo em
meios porosos ocorreu na metade do século XIX, com as publicacdes do engenheiro francés
Henry Philibert Gaspard Darcy. Ao longo da maior parte de sua vida, Darcy ocupou cargos
importantes no governo francés, como Inspetor Geral e Diretor Chefe de Aguas e Pavimentos,
além de ter recebido diversas honrarias pelo seu trabalho e pesquisa. Em 1855, devido a seu
estado de satude delicado, Darcy retornou a Dijon na Franca, sua terra natal. L4, ele se dedicou

exclusivamente a sua pesquisa e a escrever um livro extenso, detalhando os resultados de seus
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experimentos e os conhecimentos sobre meios porosos e hidrologia que ele obteve durante sua
carreira [27].

Em 1856, dois anos antes de sua morte, Darcy publicou "Les Fontaines Publiques de
la Ville de Dijon" [24], sua magnum opus, contendo cerca de 680 paginas abordando tépicos
diversos de hidrodindmica, geologia e reservatdrios de dgua. A contribui¢do mais famosa de
Darcy encontra-se em um experimento descrito em um apéndice deste livro. Conforme ilustrado
na Fig. 2, neste experimento Darcy montou uma coluna de cerca de 3,5 metros de altura e a
encheu de areia. Nas extremidades desta coluna, dois mandmetros de merctrio foram acoplados
com o intuito de medir a diferenca de pressdo entre as extremidades do aparato. Utilizando
um sistema de torneiras para variar a vazao de dgua, Darcy foi capaz de relacionar o fluxo
volumétrico que escoava através da coluna de areia e a diferenca nas pressdes da extremidade do
sistema. A relacdo obtida por ele ficou conhecida como "lei de Darcy" e € incrivelmente simples,

com o fluxo linearmente proporcional ao gradiente de pressao.

Ainda no século XIX, desta vez na Inglaterra, outro engenheiro e pesquisador chamado
Henry Shelby Hele-Shaw, também fez uma grande contribuicdo para a mecanica dos fluidos.
Hele-Shaw, que na época era professor na Liverpool University College, tinha como principal
objetivo construir um aparato que possibilitasse a visualizacao das linhas de corrente em um
fluido para fazer demonstragdes para seus alunos. Ele entdo teve a ideia de usar duas placas
de vidro planas e paralelas e as fixar a uma pequena distancia uma da outra (originalmente
em torno de 0,5 mm) [28]. Devido a sua pequena espessura, o sistema se comportava como se
fosse efetivamente bidimensional e com isso, era possivel obter fotografias acuradas do fluxo
em diversas situagdes, como, por exemplo, o fluxo em volta de um aerofélio. A simplicidade
e a eficiéncia do seu aparato, que mais tarde seria chamado de célula de Hele-Shaw em sua
homenagem, chamou a aten¢do dos grandes nomes da ciéncia e matemdtica britanica, como Sir
George Stokes, Sir Horace Lamb e Lord Kelvin [28,29]. Uma ilustragdo esquemdtica e uma

célula de Hele-Shaw moderna estao exibidos na Fig. 3.

O primeiro tratamento matematico do fluxo na célula de Hele-Shaw foi realizado por
Horace Lamb no seu cldssico livro "Hydrodynamics" [30]. Curiosamente, as equagdes que
governam o escoamento quase-bidimensional de um fluido no limite em que o espacamento
entre as placas de vidro € muito pequeno sdo idénticas aquelas que regem o fluxo em meios
porosos uniformes tridimensionais, que foram estudados por Darcy. Devido a essa semelhanca
matemadtica, varios estudos atuais sobre fluidos em meios porosos sdo conduzidos utilizando
células de Hele-Shaw, pois estas sdo mais simples de serem construidas e os resultados obtidos
sdo mais faceis de serem coletados e analisados.

Seguindo cronologicamente nossa discussao, nas primeiras décadas do século XX, varios
cientistas expandiram as andlises experimentais € 0 modelo matematico da dinamica de fluidos
tanto em meios porosos, quanto em células de Hele-Shaw [25,26,29]. No entanto, pouca atencio
foi dada para a modelagem de fluxos multifdsicos, ou seja, fluxos que envolvem mais de um

fluido, nesses sistemas. Apesar da sua importancia para fendmenos praticos, como extra¢ao
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(a)

fluido 1 fluido 2

Figura 3 — (a) Figura esquematica de uma célula de Hele-Shaw retangular de espessura h, largura
W e comprimento L. Nesta imagem, o fluido 1 € injetado com velocidade U no fluido
2. Ilustracao retirada da Ref. [32]. (b) Exemplo de um aparato de Hele-Shaw moderno.
Note a pequena espessura entre as duas placas de vidro, caracteristica principal das
células de Hele-Shaw.

de petréleo e refinamento de agtcar, a primeira analise do fluxo de dois fluidos em um meio
poroso so6 foi publicada em 1952 por Hill [31]. Neste trabalho, Hill mostrou que a diferenca de
viscosidade entre os fluidos envolvidos € crucial para a dinamica e estabilidade do escoamento.
Linearizando as equacdes do sistema, Hill concluiu que quando um fluido menos viscoso desloca
um de maior viscosidade, a interface se torna instavel e diversas pertuba¢des, conhecidas como
dedos viscosos, comegam a surgir. Contrariamente, caso o fluido mais viscoso seja injetado em

um de menor viscosidade, a interface permanece plana e estavel.

A analise feita por Hill foi expandida por Chuoke, Van Meurs e Van Der Poel [33].
Nos seus estudos, Chuoke e seus colaboradores foram os primeiros a considerar que a tensao
superficial que existe entre os dois fluidos exerce um papel fundamental na estabilidade e na
determinacdo do nimero de dedos que surgem na interface fluido-fluido. Mais especificamente,
enquanto diferencas de viscosidade e taxas de injecOes altas tornam sistema mais instdvel, a
tensdo superficial tende naturalmente a reduzir as irregularidades da interface e estabilizar o
sistema. Levando em conta esses fatores, a Ref. [33] foi capaz de obter analiticamente o nimero
de onda da pertubacio de maior crescimento. Estes resultados foram apresentados em algumas
palestras e publicados somente em 1959. Um ano antes, no entanto, usando algumas ideias
introduzidas por Chuoke (e agradecendo a ele), os matematicos britanicos Philip Saffman e
Sir Geoffrey Ingram Taylor, ambos da Universidade de Cambridge, publicaram o artigo "The
penetration of a fluid into a porous medium or Hele-Shaw cell containing a more viscous
liquid" [34]. Neste celebrado artigo, Saffman e Taylor fornecem uma andlise clara e cuidadosa
do problema do deslocamento de dois fluidos viscosos imisciveis. Além disso, ao contrério das
publicacdes de Hill e Chuoke, a Ref. [34] utiliza uma célula de Hele-Shaw retangular para fazer
uma mimica da dindmica em meios porosos, possibilitando a obten¢dao de imagens muito mais

claras e precisas dos mecanismos fisicos envolvidos.

O trabalho de Saffman e Taylor contém duas investigacdes analiticas distintas. Na
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Figura 4 — Formacdo de dedos viscosos em uma célula de Hele-Shaw retangular. (a) Figura
esquemadtica dos tipos de padrdes obtidos, onde a seta vermelha representa a direcao
de deslocamento dos fluidos. (b) Experimento demonstrando o surgimento de um
unico dedo que se propaga no canal com velocidade constante. As imagens foram
retiradas de Ref. [34].

(a) (b)

Figura 5 — (a) Ilustracdo esquematica de um aparato de Hele-Shaw radial. As viscosidades dos
fluidos sdo 7, e 72, 0 espacamento entre as placas da célula é b e a taxa de injecao
do fluido € (). Imagem retirada da Ref. [35]. (b) Interface experimental extraida da
Ref. [36]. Perceba a presenca do tip-splitting em véarios dos dedos, dando origem a
um padrdo bastante ramificado.

primeira, levando em conta a tensdo superficial do sistema, e, por meio de uma decomposi¢do em
modos de Fourier e da linearizacio das equacdes de movimento, a Ref. [34] foi capaz de prever
as condicoes de estabilidade do sistema e estimar o nimero de onda do modo de perturbacao
mais instdvel, obtendo resultados similares aos de Chuoke. Na segunda parte deste trabalho,
efeitos de tensao superficial foram ignorados e, por intermédio de técnicas de andlise complexa,
os autores chegaram em uma expressao exata para o formato de um dedo viscoso emergindo na

interface. Além destas duas andlise tedricas, Saffman e Taylor também realizaram experimentos
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na célula de Hele-Shaw, chegando a conclusdo que o sistema de fluidos tendia naturalmente
para uma situagdo com um unico dedo largo se movendo com velocidade constante na célula,
que pode ser vista na Fig. 4(b). Apesar de ndo ter sido a primeira publicag¢do sobre o assunto,
o trabalho de Saffman e Taylor pode ser considerado como o marco inicial para o estudo da
instabilidade entre dois fluidos viscosos. O impacto da Ref. [34] foi tdo grande que a formacao
de dedos viscosos até hoje € conhecida como instabilidade de Saffman-Taylor. Atualmente, o

estudo dessa instabilidade continua sendo uma das areas mais ativas da mecanica dos fluidos.

Com o aumento da popularidade da instabilidade de Saffman-Taylor, diversas modifi-
cagoOes tedricas e experimentais foram introduzidas no problema original [15,37]. Dentre elas,
varios autores consideraram situagdes em que um fluido € injetado radialmente através de um
ponto no centro da célula de Hele-Shaw radial [36,38]. Neste sistema, ilustrado na Fig. 5(a), a
interface entre fluidos também € instdvel somente quando o fluido menos viscoso € injetado no
mais viscoso. No entanto, ao contrario do caso retangular da Fig. 4, a interface ndo se aproxima
de um estado com apenas um dedo dominante e, a medida que o tempo avanga, os dedos viscosos
sofrem diversas mudancas morfoldgicas, ficando mais grossos € com pontas progressivamente
mais achatadas, até o momento em que o dedo se bifurca em dois dedos menores. Uma interface
perturbada obtida experimentalmente em uma célula radial estd exibida na Fig. 5(b). O fendmeno
de achatamento e bifurcagdo dos dedos viscosos, conhecido na literatura como "tip-splitting",
se repete varias vezes durante a evolugdo temporal do sistema, até que a interface entre os
fluidos adquire uma estrutura caracteristica bem ramificada. Um aspecto importante ao se estudar
tip-splitting teoricamente é que o mecanismo que o governa € exclusivamente nao linear, de tal

modo que uma andlise linear ndo € suficiente para explicéd-lo [39].

As células de Hele-Shaw radiais também permitem a investigacdo de outro tipo de
instabilidade, que € um pouco diferente da de Saffman-Taylor usual. Esta instabilidade surge
quando, ao invés de injetar um fluido no outro, todo o sistema € rotacionado com velocidade
angular constante [40,41], submetendo os fluidos a uma forca centrifuga. Apesar de ocorrerem
em sistemas parecidos, esta instabilidade centrifuga possui varias diferengcas em comparagao
com a formacao de dedos viscosos gerados por injecao discutida anteriormente. Primeiramente, a
instabilidade centrifuga ndo € causada por uma diferenca de viscosidade, e sim por um contraste
nas densidade dos fluidos envolvidos, em situagdes em que o fluido interno possui densidade
maior que o externo. A morfologia das interfaces deformadas por rotacao também € bastante
diferente e o tip-splitting, principal caracteristica morfolégica dos dedos viscosos em células
radiais, ndo estd presente no caso girante. Exemplos de interfaces tipicas para este sistema
estdo ilustradas na Fig. 6. Podemos ver que os dedos obtidos sdo bem mais finos e apresentam
comprimentos variados. Por dltimo, o fluxo em células de Hele-Shaw girantes admite solu¢des

estaciondrias, que nao mudam com o tempo [42,43].
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Figura 6 — Evolucdo temporal da interface fluido-fluido em uma célula de Hele-Shaw girante.
No canto superior esquerdo, as dimensdes da célula estao especificadas e o sentido da
rotacdo com velocidade angular €2 € indicado. Perceba que os padrdes obtidos sdo
bastante distintos daqueles vistos em Fig. 5(b). Imagem retirada de [40].

1.2 Aspectos geométricos na formacao de dedos viscosos

1.2.1 Dinamica de fluidos em células de Hele-Shaw curvas

Sempre houve um grande interesse no comportamento e estabilidade de fluidos em meios
curvos. Particularmente, o escoamento de filmes finos, ou seja, fluidos possuindo espessura
pequena e uma superficie livre, foi estudado em substratos conicos [44,45], cilindricos [46,47]
e esféricos [48,49] e, até mesmo, em catendides [10]. Grande parte do interesse neste tipo
de problema se deve a sua vasta aplicabilidade em processos relacionados ao revestimento de
superficies (aplicagc@o de pinturas, fabricacdo de semicondutores, entre outros), € em fendmenos
geofisicos, como avalanches e 0 movimento de lava em regides inclinadas [46]. Este tipo de
fluxo pode ser visto até mesmo na logomarca da empresa multinacional Sherwin-Williams,
que consiste em uma ilustracdo de uma camada de tinta fresca escorrendo pelo globo terrestre
(Fig. 7).

A literatura sobre instabilidades hidrodindmicas em regides confinadas curvas €, no
entanto, muito mais escassa, principalmente devido a dificuldade de construir, com precisao,
um aparato de Hele-Shaw curvo. O primeiro trabalho experimental envolvendo uma célula nao

plana foi conduzido por Zhao e Maher [50] em uma célula cilindrica. Utilizando este formato
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Figura 7 — Logomarca da empresa Sherwin-Williams. Exemplo da representacdo do fluxo de
filmes finos em superficies curvas na cultura popular.

de célula, a Ref. [50] foi capaz de demonstrar os efeitos da condi¢do de contorno periddica do
sistema cilindrico na instabilidade de Saffman-Taylor. A dinamica de dedos viscosos também foi
estudada experimentalmente em uma célula de Hele-Shaw esférica [22]. Na Fig. 8, podemos ver
uma foto do aparato experimental utilizado e também um exemplo de interface fluido-fluido. O
padrao exibido na Fig. 8 possui uma grande similaridade com o do caso radial plano, que foi
visto anteriormente na Fig. 5, com dedos grossos marcados pelo surgimento do fendmeno de
tip-splitting. Indo além do contexto de instabilidades hidrodinamicas, outro estudo em que uma
célula de Hele-Shaw de placas curvas foi confeccionada se encontra na Ref. [51], na andlise de
corpos elasticos confinados. Com objetivo de investigar o aparecimento de estresses residuais
devido a efeitos de variacdo da curvatura do ambiente, os autores da Ref. [51] montaram uma

célula com um formato de sino (perfil gaussiano).

Apesar de existirem poucos experimentos envolvendo fluidos confinados em regides
curvas, hd um nimero razodvel de publicacdes tedricas sobre o assunto. Nas referéncias [52, 53]
o fluxo de Hele-Shaw foi estudado matematicamente para superficies hiperbdlicas [possuindo
curvatura gaussiana negativa]. Ja na Ref. [21], leis de Darcy generalizadas foram obtidas ex-

plicitamente para uma variedade de espacos curvos. A formacao de dedos viscosos em meios
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Figura 8 — Na esquerda, célula de Hele-Shaw no formato de um hemisfério esférico. Na direita,
exemplo de interface perturbada obtida na célula de Hele-Shaw esférica. As proprie-
dades morfolégicas, como aparecimento de tip-splitting, sdo bem similares as vistas
na Fig. 5(b). Imagem retirada de [22].

bidimensionais curvos também recebeu atencao tedrica. Na Ref. [54], o formato de bolhas na
célula de Hele-Shaw foi obtido explicitamente, no limite de tensao superficial zero, por meio
de técnicas de mapeamento conforme. Para tensdes superficiais finitas, a dindmica dos fluxos
confinados foi investigada utilizando uma anélise perturbativa de modos acoplados para super-
ficies esféricas [18], cones [19], cilindros [20] e para o plano hiperbdlico [23]. Basicamente,
os resultados das Refs. [18-20,23] mostram que € possivel inibir ou estimular o fendmeno de
tip-splitting modificando apenas as propriedades geométricas da célula de Hele-Shaw.

Apesar do impacto da geometria no formato dos dedos viscosos, as superficies estudadas
em [18-20, 23] exercem pouca influéncia na estabilidade do sistema. Estudos mais recentes,
por outro lado, mostram que € possivel controlar a instabilidade de Saffman-Taylor alterando
apenas o formato da célula de Hele-Shaw [55,56]. No entanto, nas Refs. [55,56], ao contrario
das Refs. [18-20,23], foram utilizadas células de espacamento varidvel. Mais especificamente,
em [55] foram realizados experimentos com uma célula retangular com a placa superior inclinada,
e na Ref. [56], uma célula com uma placa eldstica foi desenvolvida com o intuito de controlar
a formacdo de dedos viscosos. Apesar das peculiaridades dos sistemas das Refs. [55,56], os
resultados obtidos mostram que o formato das células é capaz de exercer uma influéncia muito

grande na estabilidade do sistema.

1.2.2 Novos estudos de formacdo de dedos viscosos em sistemas com
trés dimensées
Mesmo apds vdérios séculos terem se passado desde as publicacdes seminais sobre o

assunto, a mecanica de fluidos em meios porosos tridimensionais continua sendo um topico de

pesquisa bastante ativo. Além de sua relevancia na extracdo de petréleo, estudos da hidrodinamica
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em meios porosos sao cruciais para otimizar processos de obtencao de energia geotérmica e
para a captura geoldgica de gas carbonico, que € importante no combate ao efeito estufa [S7].
Recentemente, meios porosos também tém sidos utilizados na modelagem de diversos fendmenos
bioldgicos, como crescimento de tumores [58] e transporte de sangue na placenta [59]. Esta
forte interdisciplinariedade estd relacionada com o fato de que a definicdo de um meio poroso é
bastante "ampla", ou seja, vérios sistemas fisicos, desde rochas até meios extracelulares, podem

ser modelados como meios porosos.

(a) (b)

Figura 9 — (a) Simula¢des numéricas de dedos viscosos em um meio poroso. Imagem retirada
de [60]. (b) Padrdes experimentais obtidos da Ref. [61].

A instabilidade de Saffman-Taylor nestes meios também se manteve como uma area
de pesquisa relevante aos longo dos anos. O advento de computadores potentes possibilitou
diversas simulacdes intensivas do desenvolvimento da instabilidade em um ambiente totalmente
tridimensional [60,62—65]. Duas simulacdes, extraidas da Ref. [60], se encontram na Fig. 9(a),
onde vemos estruturas nao lineares fortemente deformadas e ramificadas, exibindo sucessivas
bifurcagdes na ponta de varios dos dedos viscosos. Experimentalmente, técnicas de tomografia
computadorizada foram capazes de revelar imagens da dinamica de fluidos misciveis em um
meio poroso e verificar que fendmenos como tip-splitting também podem ser encontrados em
trés dimensdes [61]. Imagens computadorizadas dos resultados experimentais [61] estdo na
Fig. 9(b).

Além de meios porosos, a instabilidade de Saffman-Taylor tridimensional também foi
estudada em outros sistemas. Nas Refs. [66,67], o deslocamento de fluidos misciveis em uma
célula de Hele-Shaw foi considerado. Porém, ao contrario de publicagdes anteriores, que se
concentraram apenas na dindmica efetivamente bidimensional de fluidos confinados, a anélise
numérica das Refs. [66,67] levou em conta o sistema tridimensional completo. Com isso, 0s

autores foram capazes de revelar um novo mecanismo de instabilidade que ndo pode ser explicado
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por meio de uma andlise 2D do sistema, sendo, portanto, verdadeiramente tridimensional. Outro
problema em que uma versao 3D da instabilidade de Saffman-Taylor estd presente é na formagao
de dedos em uma gota toroidal carregada [68]. Apesar dos experimentos conduzidos na Ref. [68]
ndo envolverem nem meios porosos € nem células de Hele-Shaw, os autores mostraram, apos
uma andlise cautelosa dos dados, que as propriedades dos dedos que surgem na interface da gota
toroidal podem ser explicadas satisfatoriamente pela teoria linear da instabilidade de Saffman-

Taylor usual.

1.3 Organizacgao da dissertacao

Nas secoes anteriores, alguns aspectos da formacdo de dedos viscosos foram discutidos
qualitativamente com o intuito de familiarizar o leitor com conceitos que serdo importantes para
o restante da dissertacdo. Vimos que, quando um fluido menos viscoso desloca um de maior
viscosidade, seja em um meio poroso ou em uma célula de Hele-Shaw, a interface entre eles
apresenta protuberincias conhecidas como dedos viscosos. Devido a sua grande importancia
tanto em problemas praticos, quanto no entendimento tedrico de formagdo de padrdes em diversos
sistemas fisicos, varias versoes modificadas da instabilidade de dedos viscosos foram estudadas.
Na secao 1.2, exploramos um pouco a formagdo de dedos viscosos em células com geometria
ndo usual e também em regides porosas tridimensionais, topicos que estao recebendo bastante

atencdo atualmente.

O objetivo dos proximos capitulos € investigar mais detalhadamente a maneira com que
instabilidades na interface entre fluidos € impactada por efeitos de geometria, e da dimensionali-
dade do sistema (ou seja, comparar a dindmica na regido efetivamente bidimensional das células
de Hele-Shaw com o sistema tridimensional de um meio poroso). Visando entender melhor estes
efeitos, concentraremos nossa atencdo em trés problemas distintos, porém relacionados entre si.

Estes problemas estdo listados abaixo na ordem em que eles serdo apresentados na dissertacdo.

* No capitulo 2, generalizaremos a andlise de modos acoplados aplicada ao problema de
Saffman-Taylor em espagos curvos, que estd presente nas Refs. [18-20, 23], para uma
variedade maior de geometrias curvas. Partindo deste resultado, concentraremos nossa
aten¢do em uma familia especifica de superficies, conhecida como "cones generalizados",
que sdo capazes de desencadear uma instabilidade na interface dos fluidos por meio de um

acoplamento entre efeitos de geometria e capilaridade.

* O capitulo 3 tratard de células de Hele-Shaw curvas e girantes. Aplicando o formalismo
de vortex sheet [42], encontraremos numericamente as solucdes estaciondrias para as
interfaces deste sistema. A partir disto, mostraremos que efeitos geométricos sao capazes
de alterar bastante a morfologia dos padrdes emergentes no sistema. Uma explicacdo

analitica simples destes padrdes obtidos também serd discutida.
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* No capitulo 4, investigaremos o problema simples da formacao de dedos viscosos em
um fluxo esférico no interior de um meio poroso. Utilizando novamente o formalismo
de modos acoplados, chegaremos nas equagdes para a evolugdo fracamente ndo linear
deste sistema. Isto nos permitird entender como a formacado de padrdes ocorre em trés
dimensdes e como ela se compara com as situagdes bidimensionais usualmente exploradas

na literatura.

Esta dissertacdo € baseada em alguns trabalhos ja publicados que foram desenvolvidos
com o professor José Américo Miranda. Ao todo, nossa colaboracao resultou em seis artigos
publicados no periddico Physical Review E [23,69-73], e mais um artigo aceito no Physical
Review Fluids [74]. Apesar de varios destes artigos terem relevancia para o topico estudado aqui,
optamos por incluir apenas os resultados dos trés trabalhos mais recentes [72—74], que estao

mais diretamente ligados ao tema central desta dissertacao de mestrado.
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2 FORMACAO DE DEDOS VISCO-
SOS EM CELULAS DE HELE-SHAW
CURVAS

2.1 Introducao

Conforme foi discutido na introducdo, a instabilidade de Saffman-Taylor € regida pelas
viscosidades dos fluidos e pela tensao superficial presente na interface entre eles. Mais detalha-
damente, a instabilidade é determinada por apenas dois parametros adimensionais, sendo eles o
contraste de viscosidade,

A= @.1)
N2 +Mm

onde os indices correspondem ao fluido interno (j = 1) e externo (j = 2), € o ndmero de
capilaridade, que para fluidos confinados em uma célula de Hele-Shaw é dado por
12(1 + m2)U R

ob? ’

onde U ¢ a velocidade caracteristica da interface, Ry € um comprimento caracteristico, o € a

Ca — (2.2)

tensdo superficial entre os fluidos, e b € o pequeno espagamento separando as placas. O contraste
de viscosidade A claramente varia de —1 até 1, ja o niimero de capilaridade Ca, que depende
de diversos parametros do sistema, pode variar bastante. Em experimentos tipicos ele € da
ordem de 10 até 10° [34,36], porém &, a principio, possivel escolhé-lo o quio pequeno se queira,
basta injetar os fluidos lentamente. Alguns estudos chegaram a utilizar nimeros de capilaridade

diversas ordem de grandeza menores que os usuais [75,76].

Na instabilidade de Saffman-Taylor cléssica, quando o fluido 1 desloca o fluido 2, a
situacdo € instavel (estavel) para um contraste de viscosidade A > 0 (A < 0). No caso instavel,
temos que valores de Ca altos, correspondentes a tensdes superficiais baixas, fazem com que a
instabilidade se desenvolva rapidamente e varios dedos viscosos surjam na interface entre os
fluidos. De maneira oposta, valores baixos de Ca significam que a tensdo superficial entre os
fluidos € alta, o que estabiliza a interface, fazendo com que ela apresente menos perturbacdes,

podendo até mesmo se tornar estavel.

Muitos dos esfor¢os relacionados ao estudo da instabilidade de Saffman-Taylor se
concentram em encontrar maneiras para controlar e modificar o formato da interface entre os
dois fluidos. Ou, em outras palavras, encontrar meios de alterar os critérios de estabilidade e
instabilidade mencionados nos pardgrafos anteriores. Existem algumas alternativas conhecidas
para alcancar este controle, como por exemplo, o uso de taxas de injecdo dependentes do tempo.
Esta estratégia tem se tornado bastante promissora para situagdes em que € desejavel tornar o
sistema mais estavel [17,77, 78] ou controlar o nimero de dedos na interface [79, 80].
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Figura 10 — Algumas modificagdes na célula de Hele-Shaw com intuito de controlar a instabili-
dade de Saffman-Taylor. A figura (a) representa uma célula em que a placa de cima
foi suavemente inclinada, ja a figura (b) mostra um experimento para o caso usual
de formacao de dedos viscosos para uma célula retangular, enquanto (c) mostra
a estabilizacdo da interface devido ao efeito da placa inclinada. Similarmente, (d)
mostra uma célula cuja placa superior € uma membrana eldstica; em (e), vemos um
exemplo experimental da instabilidade de Saffman-Taylor radial sem a presencga da
membrana; ja em (f), temos a situacdo estdvel na presenca da membrana. As figuras
(a),(b) e (c) foram retiradas de [55] e as figuras (d),(e) e (f) de [56].

Outra alternativa, que serd utilizada neste capitulo, é modificar o problema de Saffman-
Taylor por meio da adi¢ao de parametros extras e utilizar estes novos parametros para alterar a
estabilidade da interface. Recentemente, o formato da célula de Hele-Shaw vem sendo modificado
com o intuito de inibir a formacdo de dedos viscosos. Dentre essas modificagdes, temos a suave
inclinag¢do de uma das placas da célula [75, 81, 82], e também a substituicdao da placa superior
por uma membrana eldstica capaz de alterar o seu formato conforme o fluido se desloca [56, 82].

Ambas situagdes se encontram ilustradas na Fig. 10.

Este capitulo focard em outra alternativa para controlar o surgimento da instabilidade uti-
lizando formatos distintos da célula de Hele-Shaw. Diferente dos métodos citados anteriormente,
no caso que serd estudado aqui ambas as placas da célula de Hele-Shaw sdo curvas e mantidas a

uma distancia fixa uma da outra, de tal modo que o fluxo ocorre efetivamente em uma superficie
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bidimensional ndo plana. Além disso, o principal interesse da nossa andlise € tornar a interface
entre os dois fluidos instdvel em situagdes que sdo originalmente estdveis. A principio isto
parece ser algo indesejdvel, uma vez que, em casos como extracdo de petrdleo, a instabilidade de
Saffman-Taylor € comumente caracterizada como sendo algo prejudicial [15,33], pois dificulta a
extragcdo de 6leo em rochas. No entanto, diversos processos importantes, como em situagdes em

que € preciso misturar dois fluidos, sao favorecidos pela instabilidade de Saffman-Taylor [83, 84].

Antes de investigarmos a maneira de se modificar a geometria da célula para desestabilizar
o fluxo, € preciso primeiramente derivar as equagdes que descrevem a instabilidade de Saffman-
Taylor para superficies curvas suficientemente gerais, o que serd feito na se¢ao 2.2. Esse resultado
por si s6 € bastante interessante, uma vez que ele generaliza varios outros trabalhos anteriores
relacionados a instabilidade de Saffman-Taylor em superficies curvas [18-20,23]. A partir deste
resultado geral, a secdo 2.3 focard na andlise de certas superficies, conhecidas como cones
generalizados, mostrando que, nestas superficies, a formac¢ao de dedos viscosos ocorre em
situacdes em que a instabilidade ndo estd usualmente presente (A < 0 e Ca pequeno). Além
disso, iremos introduzir os métodos da andlise linear e fracamente ndo linear para o problema de
Saffman-Taylor [39], que serdo fundamentais para o entendimento de processos de formagao
de tip-splitting tanto neste capitulo, quanto no Cap. 4 desta dissertacao. O material que sera

discutido neste capitulo é baseado no artigo [72].

2.2 Modelo matematico do problema

Esta secdo introduziré as equagdes que governam o sistema hidrodinamico de dois fluidos
em uma célula de Hele-Shaw curva. Partindo das equagdes basicas da mecanica dos fluidos,
derivaremos uma lei de Darcy generalizada para fluidos confinados em regides curvas. Estas
equacgdes nos permitirdo chegar a uma descri¢do da interface entre os dois fluidos no regime
fracamente ndo linear, ou seja, durante o periodo em que a amplitude dos dedos viscosos ainda é

suficiente pequena.

2.2.1 Equacgbes basicas e condi¢cbées de contorno

Considere um sistema contendo dois fluidos que serdo identificados pelo indice j = 1, 2.
Dado um pequeno elemento do fluido j possuindo densidade p; e velocidade u;, temos que,
como estamos no dmbito da mecanica cldssica, o0 movimento deste elemento é regido pela

segunda lei de Newton

Pj% = I (2.3)
onde f; representa a densidade volumétrica de forgas agindo em um determinado ponto do
fluido ;. Estas for¢as que agem em um fluido podem ter duas origens: for¢as internas, causadas
pelas interagdes dos diversos elementos de fluidos entre si e forgas externas causadas pelo efeito
de fatores como campos eletromagnéticos e gravitacionais. Ignorando os efeitos de campos

externos, € preciso explicitar as forcas internas no fluido para completarmos a Eq. (2.3). Para
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isso, considere uma regido V' do fluido, que é delimitada por uma fronteira 0V'. Temos que o
restante do fluido, ou seja que estd situado fora da regido V', é responsavel por uma for¢a atuando
na superficie 0V no sentido normal, chamada de pressdo hidrodinamica. Em forma de equacao,

podemos expressar esta forca como

oV \%

onde p; € o campo de pressdo no fluido j e a segunda igualdade acima decorre de uma aplicagdo
do teorema da divergéncia. Com isso, a densidade de for¢a que aparece em Eq. (2.3) € simples-
mente f; = —Vp;. O sinal negativo vem do fato que a normal da superficie 7 aponta para fora,

enquanto a pressao hidrodindmica € responsavel por uma forca no sentido oposto.

Para um fluido perfeito, sem viscosidade e dissipa¢d@o interna (ou, como o fisico Richard
Feynman costumava chamar, para um fluido "seco" [85]), o gradiente de pressao € a tinica forca
interna que precisa ser considerada. Esta simplificagdo, no entanto, deixa de lado o atrito entre
as diversas camadas de fluidos, que € responsavel pelo surgimento dos chamados "estresses
viscosos". E possivel incorporar estes efeitos de viscosidade de maneira similar ao como fizemos
na Eq. (2.4), ou seja, escrevendo a for¢a devido aos estresses viscosos como uma integral na
superficie 0V, dada por

F; = II; - ndS. (2.5)
v

Aplicando o teorema da divergéncia na equacao acima, obtemos que a densidade de for¢a neste
caso pode ser escrita como f; = V - II;, onde V- € o operador divergente aplicado a um
tensor [86]. Diferentemente da pressao, que sé depende de um campo escalar p, os estresses
viscosos sao representados por um tensor de rank 2 (uma forma bilinear), aqui denotado por 11;.
As componentes cartesianas desse tensor, ou seja, €, - I1; - €, representam o estresse na dire¢do
e, exercido em uma superficie com normal na direcdo de €,. Para certos fluidos conhecidos
como "fluidos newtonianos", como dgua e 6leo, temos que o tensor de estresse viscoso € da

forma [85, 87]
IT; = n;[Vu, + (Vu)'], (2.6)

onde 7; € o coeficiente de viscosidade, e Vu; + (Vu;)? € o tensor taxa de cisalhamento, com
o expoente 7' representando transposi¢do da matriz, € os componentes do tensor Vu; sdo,
em coordenadas cartesianas, (Vu;);, = 0;()u;)x. Perceba que, na Eq. (2.6), caso Vu; = 0,
dois elementos de fluido infinitesimalmente préximos se movem rigidamente com a mesma

velocidade e, com isso, € de se esperar que ndo haja fric¢do entre eles [85] e II; = 0 .

Além da Eq. (2.3) expressando a dinamica do sistema, temos ainda a conservagdo de

massa dos fluidos, que fornece a seguinte equagdo de continuidade

ap;
a—tj + V- (ijj> = 0, (27)

que, para densidades constantes, se reduz a equagao da incompressibilidade

V.u; =0. (2.8)
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Finalmente, usando as Eqgs. (2.3)-(2.8), temos que um fluido viscoso, newtoniano e incompressi-
vel obedece a expressao

Ou;

Pi| 2y (uj - V)u;| = —Vp; +n,V’u;, (2.9)

que € a famosa equacao de Navier-Stokes. Para chegar nesta expressao, utilizamos a regra da
cadeia para expressar

du; Ou;

d—tj = a_t] + (u; - V)uj, (2.10)

onde foi usado que dx;/dt = u;. No lado esquerdo da Eq. (2.9), a regra da cadeia foi utilizada
para escrever a acelera¢do du;/dt de um elemento de fluido em um referencial fixo espacialmente.

J4 as forcas internas vao ser uma combinac¢ao da pressdo e dos estresses viscosos
fi ==V + 0,V - (Vu; + (V)"). (2.11)

O segundo termo do lado esquerdo pode ser escrito explicitamente utilizando as defini¢cdes usuais

de operadores tensoriais presentes em [86].

Tendo obtido a equagdo de Navier-Stokes e a equagdo da incompressibilidade, precisamos
"apenas'"resolvé-las, aplicando condi¢des de contorno e condi¢des iniciais apropriadas, e, com
isso0, solucionar qualquer problema em mecanica dos fluidos. Infelizmente (ou felizmente), isto é
uma missao praticamente impossivel na maioria dos casos, o que faz com que seja necessario
utilizar algumas consideracdes extras para se obter uma solu¢@o aproximada dessas equagdes. No
caso investigado neste capitulo, temos que os fluidos estdo confinados em uma regido do espaco
de espessura b pequena, que sdo as ja mencionadas células de Hele-Shaw. Isso implica que a razao
entre os termos inerciais e os termos viscosos na Eq. (2.9), conhecido como niimero de Reynolds
Re, € dado por de Re = pUb?/(nRy). Nesta expressdo, U e Ry sdo, respectivamente, a velocidade
e o comprimento caracteristicos do fluxo. Devido ao valor pequeno de b em comparagao com
outras escalas de comprimento, o nimero de Reynolds ¢ muito menor que um para 0 nosso
sistema, o que significa que os termos inerciais podem ser desprezados em uma primeira anélise.

Feito isso, obtemos entdo a equacao de Stokes
n;Viu; = Vp;, 2.12)

que € bem mais simples matematicamente que a Eq. (2.9).

Até agora a andlise apresentada € aplicdvel para fluidos no espago euclidiano tridimensi-
onal usual. No entanto, podemos aproveitar novamente o fato de que o fluido esté localizado
em uma regido de pequena espessura para obter uma descri¢do efetivamente bidimensional
do sistema. Para isto, suponha que temos um sistema de coordenadas curvilineas ortogonais

(21, 22, x3) descrevendo o espaco. A métrica pode ser entdo escrita como
ds® = hidz] + hidxs + hidas, (2.13)

onde os fatores de escala h; = h;(xy, 2, x3) sdo fungdes das coordenadas e tem dimensao de

comprimento (as coordenadas z; ndo possuem dimensao). Considere também que as coordenadas
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escolhidas sdo tais que a superficie z3 = 0 corresponde a placa inferior de uma célula de Hele-
Shaw hipotética, enquanto a placa superior é descrita por uma superficie 3 = f(z1, x2) qualquer.
Exemplos de células de Hele-Shaw de formato curvo podem ser vistas na Fig. 11, onde o sistema
de coordenadas usado também foi mostrado. Por meio da métrica da Eq. (2.13) € possivel
reescrever as Egs. (2.8)-(2.12) utilizando os operadores diferenciais em coordenadas curvilineas
ortogonais [86]. As expressdes exatas sdo longas e ndo sdo necessdrias para o restante da

discussao por isso ndo serdo apresentadas aqui.

Figura 11 — Trés exemplos de células de Hele-Shaw curvas. Da esquerda para a direita, vemos
uma célula esférica de raio a, cilindrica também de raio a e conica com um angulo
de abertura 2+. Todas elas t€m um espagamento b entre as placas. Figura retirada da
Ref. [21].

Solucdes exatas das Eqs. (2.12) s@o possiveis para diversos sistemas de coordenadas.
Em [21], o fluxo confinado entre duas placas paralelas curvas foi investigado e solug¢des para
casos em que a métrica exibe certas simetrias e o fluxo € unidirecional foram encontradas. A
existéncia de certos tipos de solucdo, no entanto, depende da métrica utilizada, o que complica
bastante uma andlise geral de fluxos de Stokes confinados. Felizmente, € possivel contornar este
problema utilizando o fato de que o espacamento entre as células € pequeno. Considere que
a escala de distancia caracteristica do fluxo nas direcoes x; e x5 € dada por Ry, enquanto na
direcdo 3 (direcdo normal a placa x3 = 0) € b. Similarmente, considere que a velocidade tipica
€ Up nas diregdes x; e 2, € Wy em x3. Temos entdo que € = b/ Ry = Wy /Uy < 1 devido ao
espacamento pequeno entre as placas. Aplicando essas aproximagdes e mantendo apenas termos

de mais baixa ordem em ¢, a Eq. (2.12) se simplifica para

1 0°()e, _ 1 Op;
]’L% al‘% hl al‘l
7 0%(t)es _ 1 Op;
h% 8x§ hg 8:102

Dy O’

(2.14)

Na Eq. (2.14), os fatores de escala foram expandidos em série de Taylor em torno de x3 = 0

e apenas o primeiro termo foi mantido, h;(x1, s, x3) ~ hj(x1, 2, 0). Para esta expansdo ser
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valida, é necessdrio que as variagdes de h;(x1, x2, x3) na dire¢do x3 s6 sejam significantes em

distancias de ordem consideravelmente maiores que .

Para integrar a Eq. (2.14) usaremos as condi¢des de contornos nas placas, que sdo dadas
poru; =0emx; = 0ex3 = f(x1,22). Essa condigdo expressa o fato de que um fluido viscoso
"gruda" em uma superficie e € conhecida como condi¢io de nio deslizamento (conhecida na
literatura como "no-slip boundary condition" [39, 85, 87]). Desta forma, a solu¢do para (2.14) é

entdo dada por

1
n;4a; (ZEl, T, Ig) = 5]132) l’g(l’g - f(l’l, Ig))ij<C(]1, 1'2). (215)
Ou seja, em mais baixa ordem, o fluxo possui um formato parabdlico em 3 e a velocidade nao

possui componentes nesta diregao.

A principio a fungdo f(x1,x2), que descreve uma das placas da célula de Hele-Shaw,
pode ter qualquer formato, desde que a distancia até a placa x5 = 0 se mantenha pequena. Neste
e no proximo capitulo, iremos focar apenas nos casos em que as placas sdo mantidas a uma
distancia fixa b. Isto implica que, novamente utilizando o fato de que o espacamento entre as

placas é pequeno, |, )

0 3([[‘17ZE2,J]3)dI3 ~ f(l]l,Ig)hg(Il,lL’g,O) ~ b.

E conveniente fazer uma média transversal de Eq. (2.15), definida por

1

f(z1,22)
Vj(l‘l,l'g) = g/ Uj($1,I27173)d$3, (216)
0

para obter um fluxo puramente bidimensional, por sua vez dado por

b2

VJ:—TT]]

\ (2.17)

que € a famosa lei de Darcy mencionada diversas vezes na introducdo. O operador V presente

na Eq. (2.17) pode ser expresso como

1 0 1 0
V=——-=x —— Xa. 2.18
hlal’l X1+h261’2 *2 ( )

Pela definicao do operador gradiente em duas dimensdes, temos que a Eq. (2.18) é simplesmente
o gradiente em uma superficie curva de métrica ds®> = h2dz? + h3dz3. A Eq. (2.17) também

implica que os campos v; s@o irrotacionais, ou seja, podem ser escritos como
V{21, 22) = =V (21, 73), (2.19)

onde os ¢; (1, x9) = b?n;p; correspondem os potenciais escalares dos fluidos.

Utilizando as mesmas aproximagdes utilizadas para obter a Eq. (2.17), a equagdo da

incompressibilidade [Eq. (2.8)] se torna

V.v; =0, (2.20)
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que € a equagdo da incompressibilidade para a velocidade bidimensional v;. Combinando esta
ultima equacdo com a Eq. (2.19), temos que os potenciais dos fluidos obedecem a equacao de

Laplace em uma superficie curva (também conhecida como equagio de Laplace-Beltrami),
V2p; = 0. (2.21)

Para resolver a equacdo acima, € preciso aplicar condi¢des de contorno na interface entre os
fluidos. E importante enfatizar que, a principio, a interface entre os dois fluidos é desconhecida,
0 que complica bastante o problema, uma vez que a fungdo descrevendo a interface também
¢ uma variavel a ser descoberta. Problemas deste tipo sdo conhecidos como "free boundary
problems" [15, 16], ou problemas de contornos livres. Para resolver o problema tratado aqui,
em que um fluido desloca outro, duas condi¢des de contorno sdo necessarias: (i) a condi¢ao de
pressdo, descrevendo a descontinuidade do campo de pressao na interface devido ao efeito da
tensdo superficial, (i1) condi¢ao cinematica, que, basicamente, expressa o fato de que um fluido

empurra o outro.

A condig¢do de contorno (i) esta relacionada com o fato de que a pressdo para fluidos
imisciveis sofre uma variacdo abrupta devido as interacdes microscopicas entre 0os 4&tomos e
moléculas presentes na interface dos dois fluidos. Essa variagao de pressao é quantificada pela

equacgdo de Young-Laplace, que € vélida na interface entre dois fluidos [18,23, 88, 89]
P1 — P2 = 0Ky, (2.22)

onde k, € a curvatura geodésica da interface € o € a tensdo superficial. A curvatura geodésica é
uma medida do quanto a interface se curva na direcdo tangente a superficie e uma curva com
kg = 0 € conhecida como uma geodésica da superficie [88,90-92]. E importante notar que Kg
pode ser escrita apenas em termos da métrica do sistema, ou seja, ela depende apenas do formato
dos coeficientes que definem a métrica e ndo dos detalhes de como a superficie estd embebida

tridimensionalmente. Propriedades deste tipo sdo ditas intrinsecas [90].

A segunda condic¢do de contorno para o nosso sistema € a condi¢@o cinemdtica. Considere
que a interface separando o fluido é definida implicitamente por I(xy, z5,t) = 0, que descreve
uma curva em uma superficie parametrizada por (z, x2). A derivada dessa expressdo para o
fluido j €

dl 01
dt ot
Levando em conta que a normal da interface é n = VI/|V I

+v;-VI=0. (2.23)

, a condi¢ao da Eq. (2.23) implica
que

n-vi="mn- Vo, (224)

ou seja a componente normal da velocidade € continua através da interface que separa os fluidos.

2.2.2 Equacéao de modos acoplados

Nesta secao vamos utilizar as equagdes obtidas na se¢do 2.2.1 para obter a equagdo
de modos acoplados descrevendo a evolugdo temporal da interface separando os fluidos. Mais
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especificamente, iremos aplicar uma andlise linear e fracamente ndo linear no problema de
dedos viscosos em células curvas similar as adotadas nas Refs. [18,39] para obter uma descri¢do
perturbativa da evolug¢do temporal da interface separando os fluidos. Porém, antes disso, é
necessario descrever um pouco mais o sistema fisico a ser considerado, bem como alguns

detalhes sobre a métrica do sistema.

Considere a situacdo em que dois fluidos viscosos e imisciveis estdo em uma célula de

Hele-Shaw curva cuja métrica bidimensional efetiva é dada por
ds* = dr® + p (r,¢)” do?, (2.25)

onde r e p(r,¢) ttm dimensdo de distdncia. A principio, pode parecer que essa métrica é
bem restritiva, quando, na verdade, ela € bastante geral, podendo ser entendida como uma
generalizacdo das usuais coordenadas polares planas [12,91]. Na Eq. (2.25), r representa a
distancia geodésica entre um determinado ponto de origem até outro ponto qualquer na superficie,
enquanto 0 < ¢ < 27 é uma coordenada na direc@o ortogonal as geodésicas do sistema, de tal
modo que, quando ¢ varia de 0 a 2, a curva formada € fechada (circulo geodésico). Coordenadas
deste tipo sdo conhecidas como geodésicas polares [12,91], pois sdo uma generalizacdo das
coordenadas polares usuais do plano, onde p(r) = r. Pelo menos localmente, a métrica em
torno de qualquer ponto de uma superficie regular [em certos casos, como cones, métricas
do tipo (2.25) existem até na vizinhancga de pontos singulares] pode ser escrita na forma da
Eq. (2.25) escolhendo uma fung¢do p(r, ¢) apropriada. Por exemplo, para uma esfera de raio
unitario temos p (7, ¢) = sin(r), onde r é a distancia ao longo de um meridiano. No restante desta
discussdo, concentraremos nossas ateng¢@o apenas em casos em que a fung@o p(r, ) apresenta
simetria azimutal, ou seja ndo depende do angulo ¢. Superficies deste tipo incluem superficies
de revolugdo em torno de um ponto no eixo de rotacdo [90], cones generalizados (que serdao

discutidos ainda neste capitulo) e superficies mais exdticas como superficies de Amsler [93].

Nesta regido curva de métrica dada pela Eq. (2.25), temos que o fluido de viscosidade

11 € injetado na origem do sistema de coordenadas, deslocando o fluido viscosidade 775. A taxa

de injecdo € constante e dada por (), correspondendo a taxa de aumento na drea contendo o

fluido 1, que inicialmente ocupava uma regido de raio R(t = 0) = R,. O sistema descrito esta

representado na Fig. 12. Conforme o tempo avanca, a interface se perturba e € descrita pela
fungao

(1) = R(p,t) = R+ ((p, 1), (2.26)

onde R € o raio ndo perturbado e (¢, t) é um termo de perturbag@o. No restante deste capitulo
vamos considerar ((p,t)/R < 1. O raio R pode ser determinado por conservagdo de volume,
ou seja, invertendo a funcdo
R
Qt =27 / p(r)dr. (2.27)
Ro

Além disso, € possivel expandir a fungdo ((p,t) por meio de uma série de Fourier, uma vez que
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Figura 12 — Ilustracdo esquemadtica do fluxo de dois fluidos em uma célula de Hele-Shaw curva.
O fluido de viscosidade 7; € injetado com taxa (), deslocando outro fluido de
viscosidade 75, 0 que causa uma pertubagao ¢ na interface dos fluidos (curva sélida).
Um sistema de coordenadas polares (r, ¢) é utlizado, onde R = R(t) é o raio ndo
perturbado (curva tracejada).

a coordenada ¢ € periddica com periodo 27. Esta série de Fourier € dada por

Cloit) = Gult) expling), (2.28)
n#0
onde n € inteiro e pode ser interpretado como o nimero de protuberancias (dedos viscosos)

presentes na interface fluido-fluido e a amplitude (,(¢) dos modos é definida por (,(t) =
1/2m) [} (. 1) exp(—ing)deo.

As Egs. (2.26)-(2.28) mostram que para determinar o formato da interface entre os dois
fluidos precisamos descobrir as amplitudes (,(t). O primeiro passo em direcéo a tal objetivo é
obter os potenciais ¢; resolvendo a Eq. (2.21). Por meio de separacdo de varidveis usuais (o que

é possivel pois p(r) s6 depende de r), a solugdo da Eq. (2.21) pode ser diretamente obtida como

¢; = gzﬁ? + Z ¢jn(t) exp[(—1)"7" |n| Q(r)] exp(iny). (2.29)
n#0
onde -
4%
Qr) = / —_. (2.30)
) r P(0)
Na Eq. (2.29), gb? representa o fluxo ndo perturbado (circular e isotrépico), dado por
P! = —QQ(T) + D (2.31)
J 27 7

com D; sendo constantes irrelevantes para o problema. Na Eq. (2.29), utilizamos a condigdo de

que a perturbacdo em ¢; decresce longe da interface entre os fluidos.

Para relacionar os coeficientes ¢;, do potencial com as amplitudes (,,, iremos aplicar as

condicdes de contorno de pressdo [Eq. (2.22)] e cinemética [Eq. (2.23)]. A condi¢do de pressdo
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pode ser reescrita em termos do potencial com o auxilio da Eq. (2.17),
A(¢1+¢2) (¢1—¢2> B bo
J— —_——— /{/g ,
2 2 R 12(7’]1 + 7’]2)

onde o contraste de viscosidade A, definido na Eq. (2.1), surge naturalmente na expressiao. A

r=R
(2.32)

expressao para a curvatura geodésica da interface fluido-fluido na métrica da Eq. (2.25) pode ser

escrita como [91]

Kg = . (2.33)

Da mesma maneira a condicao cinemadtica da Eq. (2.23) € dada por [39,87]:
OR 1 orad
_ { " d)ﬂ (2.34)

ot 2(r) Dp Oy - (%)

Utilizando a expressao da Eq. (2.26) e Eq. (2.29) nas condi¢des de contorno das Egs. (2.33)-

r=R

(2.34), mantendo apenas os termos de segunda ordem em ( e suas derivadas e tomando inversas
de Fourier, chegamos, com um pouco de paci€éncia mas sem nenhuma conta complicada, no

seguinte sistema de equagdes
G = A0)Gn + > [F(n,m)CnCom + G(n,m) Gl (2.35)
m#0
onde a taxa de crescimento A(n) é dada por

1

An) =~ [Alnl =o' ()] = Gz

p(R)
onde Ca é o niimero de capilaridade definido em Eq. (2.2) com U = Q/(27R,). E importante

[n|ln® = p* (R) + 0" (R) p(R)],  (2.36)

notar que a Eq. (2.35) estd escrita em termos de derivadas de (,, em relacdo a R, aqui denotadas
por (!, ao invés de derivadas em t. Ou seja, a Eq. (2.35) nos diz a taxa de crescimento da
perturbacdo quando a interface ndo perturbada tem raio R. No entanto, devido a Eq. (2.27), é
possivel relacionar o tempo com o valor do raio ndo perturbado R, de tal modo que descri¢cdes
por meio de R e ¢ sdo equivalentes. Os termos de acoplamento de segunda ordem que aparecem
em Eq. (2.35) sdo

p"(R) 30" (R)p (R)

Flnm) = 8ol | = sentom)| - 2

2" |2 e e
SR P (R)m o (R)
- S| 2

(2.37)
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B
p(R)

A funcio sinal (sgn) € igual =1 dependendo do sinal de seu argumento. Note que nas Eqgs. (2.35)-

G(n,m) = {A|n|[1 —sgn(nm)] — p' (R)}. (2.38)

(2.38) as distancias e velocidades foram reescaladas por Ry, e U, respectivamente. Além dessas
fun¢des, em segunda ordem temos que a conservagao de volume implica também na seguinte

condic¢do para a amplitude do modo n = 0:

G = -2 > 16l (2.39)
n#0

2 p(R)

As equagdes obtidas nesta secao generalizam diversos resultados anteriores da literatura,
como o caso plano, esférico, hiperbdlico, conico e cilindrico estudados em [18-20, 23,39].
Similarmente ao que foi feito nessas outras publica¢des, as Eqgs. (2.35)-(2.38) permitem analisar
como efeitos de curvatura, defeitos conicos, e até mesmo efeitos de variacdes de curvatura estao
acoplados com os pardmetros hidrodinamicos A e Ca, bem como a maneira que a geometria
afeta a morfologia da interface entre os fluidos. Apesar disso, a maioria dos efeitos que foram
reportados anteriormente apresentam mudangas muito suaves na estabilidade linear do sistema, ou
seja, para essas superficies simples das Refs. [18-20,23,39] ainda temos que para A > 0 (A < 0)
a interface € instdvel (estdvel), o que € idéntico ao caso radial plano usual. Na préxima secao,
a possibilidade de controlar a emergéncia da instabilidade por meio da geometria da célula de
Hele-Shaw serd investigada.

2.2.3 Equacao de modos acoplados para cones generalizados

A principio, olhando para a forte dependéncia em p(7) nas Egs. (2.35)-(2.38), aparenta
ser facil controlar a instabilidade de Saffman-Taylor pela da geometria. Por exemplo, uma
escolha simples e direta para p(r) é p(r) = r, onde 5 é uma constante. Esta escolha é s6 um
pouco diferente das coordenadas polares para um plano (que correspondem ao caso = 1),
porém, como veremos, ela ja € suficiente para que efeitos geométricos ndo usuais aparecam. Ha,
no entanto, uma questio fundamental a ser levantada sobre essa métrica: existe alguma superficie
que possa ser construida no espaco euclidiano usual cuja a métrica tenha este formato em
coordenadas geodésicas polares? No geral, para uma métrica qualquer, a resposta € "ndao" [90] e,
mesmo nos casos em que € possivel, pode ocorrer da superficie estar bem definida apenas em uma
regido pequena do espacgo. Felizmente, para o caso da métrica simples citada nesse paragrafo, a

resposta € sim e as superficies associadas sdo cones generalizados.

Um cone generalizado pode ser parametrizado partindo de uma curva fechada, sem
auto-intersecgdes, definida na superficie de uma esfera unitdria. O cone entdo é gerado por
linhas retas ligando o centro da esfera aos pontos desta curva. Para obter uma métrica para esta
superficie, considere as coordenadas esféricas usuais com r, e v, a distancial radial, latitude e
angulo azimutal respectivamente. Podemos descrever um cone utilizando uma fungéo 6(v) que

fornece como a latitude da curva na esfera unitdria varia com o dngulo azimutal. Partindo da
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(a)0< p <1 by =1 c)p>1

Figura 13 — Superficies ilustrando os diversos parametros /3: (a) cone convencional (0 < 5 < 1),
(b) disco plano (8 = 1), e (c) cone contorcido (8 > 1), com 3 em torno de 2.5.
métrica de R? em coordenadas esféricas, obtemos a seguinte métrica para o cone generalizado
ds? = dr? + r*[cos? (0 (v)) + 0, (v)*]dv?. (2.40)

Perceba que esta métrica possui p(r, v) = r[cos? (0 (v)) + 6, (v)]"/2, que depende de r e v, e

que portanto ndo estd no formato desejado. Contudo, realizando a seguinte mudanga de varidveis

o= (1/8) [ feos? 0(0) +6, () 2do, .41)
0
com o
B = % /0 \/C082 (0 (v)) + 6, (v)*dv, (2.42)
a Eq. (2.40) se torna
ds* = dr* + B*r*dy?, (2.43)

com 0 < ¢ < 27. Observando a Eq. (2.40) temos p(r) = Sr, como desejdvamos. Curiosamente,
a métrica nao depende explicitamente da fungdo 6(v), apenas do pardmetro [ dado pela Eq. (2.42).
Isto significa que dado dois cones de formatos diferentes, caso eles possuam o mesmo valor de (3

associado, ou seja, a mesma métrica, eles sofrem o mesmo efeito de instabilidade.

Na Fig. 13 € possivel visualizar alguns casos especiais de cones generalizados. Em
Fig. 13(a), temos um cone convencional de revolucdo, com #(v) = # constante e diferente de
zeroe J = |cos(f)| < 1. O caso = 1, representado na Fig. 13(b), corresponde a um disco
plano simples com angulo azimutal () = 0. No restante deste capitulo, estaremos interessados
em casos com J > 1, um exemplo de superficie deste tipo se encontra na Fig. 2.42(c). Perceba
que ndo temos mais superficies de revolugdo para estes valores do pardmetro (3, mas sim "cones
contorcidos". Existem vdrios tipos de cones contorcidos diferentes e uma possivel familia deles
é gerada por fungdes do tipo 6 (v) = C'sin (mv), onde C' é amplitude das ondula¢Ges no
espaco curvo e m € o nimero de ondulagdes (periodicidade) da superficie. Perceba que, ao
aumentar o valor de m, ou seja o nimero de ondulag¢des na superficie, temos que /5 aumenta

e, a principio, pode atingir qualquer valor real. Neste e no préximo capitulo, no entanto, s6
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consideraremos situa¢des com 5 < 6.5. O motivo desta escolha € que verificamos numericamente
que para valores do parametro [ consideravelmente maiores que 3 = 6.5, a superficie oscila
muito, de tal modo que para valores de b e Ry, tipicos dos experimentos realizados em células
planas [15,16,36,37,94,95], a célula de Hele-Shaw apresenta auto-intersecoes, o que corresponde

a uma situag@o impossivel fisicamente.

Tendo esclarecido os detalhes geométricos, podemos usar as Eqgs. (2.35)-(2.38) e es-

crever a taxa de crescimento linear e as funcdes de acoplamento ndo lineares para os cones

generalizados.
1 1
An) = iR [Aln| — B] — WW [n® — %],

(2.44)
F _ L ! 2 Mg 2.45
(n,m) = WW {i—sgn(”m)} —mw B —5( m+n)|, (2.45)

© 1
G(n,m) = iR {A|n|[1 — sgn(nm)] — B} . (2.46)

Essas fungdes possibilitam uma andlise de como o parametro geométrico /3 influencia na es-
tabilidade e na formagao de padrdes do sistema e como ele é capaz de causar novos tipos de
instabilidades. Na préxima se¢do, iremos considerar o sistema a nivel linear e fracamente nao
linear.

2.3 Aparecimento de dedos viscosos por efeitos de capila-
ridade acoplados com a geometria da célula de Hele-
Shaw

2.3.1 Analise linear

Ignorando os termos ndo lineares em Eq. (2.35), a interface entre os fluidos € estdvel
quando \(n) < 0 para todos os n. Para que essa condi¢o seja satisfeita, é suficiente que o modo

Tmaez COM a maior taxa de crescimento (obtido fazendo dA(n)/dn = 0) dado por

Nomas = [5\/ % (A Ca R+ 1) (2.47)

satisfaca a condi¢do A(n,,q,) < 0. Utilizando este critério, a estabilidade é determinada comple-

tamente por trés parametros independentes A, CaR e /3. Fixando diversos valores para o contraste
de viscosidade A é possivel montar diagramas de estabilidade para o sistema bidimensional, que
estdo ilustrados na Fig. 14 para A = 0.95, 0 e —0.95.
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Figura 14 — Diagrama de estabilidade linear no espaco CaR-{, para os seguintes valores do
contraste de viscosidade (a) A = 0.95, (b) A =0, e (c) A = —0.95. As interfaces
fracamente ndo lineares correspondentes sdo exibidas em (b) e (c). Os padrdes ndo
lineares correspondentes a I-IX em (a) estdo ilustrados na Fig. 15. Perceba a presenga
em (a), (b) e (c) de uma regido instdvel para valores de CaRR pequenos.

Para tornar os diagramas mais claros, as Figs. 14 e 15 também mostram os diversos
padrdes para diferentes regides no espaco de pardmetros CaR- /3. E preciso no entanto, estar atento
a alguns detalhes sobre a maneira pela qual os padrdes mostrados foram gerados. Primeiramente,
apenas dois modos foram considerados, o modo fundamental n de maior crescimento, que
determina o nimero tipico de dedos, € o modo 2n, o primeiro harmonico de n. Além disso,
apenas os modos cossenos da expansdo de Fourier da interface [Egs. (2.26) e (2.28)] foram

considerados na perturbacao,ou seja, temos
C(0,t) = Co + an(t) cos(nh) + agy,(t) cos(2nb), (2.48)

onde a, = (, + (_, € asp, = (on + (2, s30 quantidades reais, além disso o modo (, € dado
por (Eq. 2.39) (o(t) = —[1/(4R)][|a.(t)]* + |az.(t)]?]. A evolugdo temporal € obtida por meio
das equacdes diferenciais [Eq. (2.35) e Egs.(2.44)-(2.46)] e com as seguintes condi¢des iniciais
an(Ro) = 5 x 1074, € as,(Ry) = 0, ou seja 0 modo 2n ndo estd inicialmente presente. Na
Fig. 14(a) o valor o raio final das interfaces € Ry = 10, enquanto nos diagramas (b) e (c) da
Fig. 14 temos que 7y = 6,2 (em todos os casos 7y = 1 pela adimensionalizag@o utilizada).
Além disso, os pontos da Fig. 15 correspondem ao valor do pardmetro CaR da dltima interface
exibida (interface com maior raio). As interfaces anteriores, de raio menor, sao apenas para

ilustrar a evolugdo temporal e condi¢des iniciais.

Neste ponto € importante também enfatizarmos a maneira com que os padroes foram
exibidos e projetados no plano. Um modo de representar as interfaces fluido-fluido € exibindo-as
em cima da superficie, como foi feito na Fig. 12. O problema com este método € que ele ocupa
muito espaco e o angulo de visdo que escolhemos para a exibi¢ao da superficie pode causar
dificuldades na hora de visualizarmos as interfaces. Este problema se torna inconveniente no caso
de superficies com bastante ondulacdes (3 grande) ou quando a interface entre fluidos apresenta
varios detalhes (como serd o caso das interfaces no préximo capitulo). Para evitar este problema,
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1Y%

Figura 15 — Padrdes fracamente ndo lineares que aparecem nos pontos I-IX do diagrama da
Fig. 14(a) para valores positivos do contraste de viscosidade A = 0.95. Estas
interfaces se subdividem em: instabilidades de Saffman-Taylor usuais exibindo "tip-
splitting" (I, IV, e VII), valores estaveis circulares (II, V, e VIII) e estrutura instaveis
que ndo sdo esperadas usualmente e surgem pelo efeito do parametro 5 (II, VI, e
IX).

consideramos o seguinte mapeamento (r, @) — (17, ¢’), em que (r, @) é a coordenada geodésica
polar no cone e (', ') é a coordenada polar usual no plano. Para a métrica da Eq. (2.43),
temos que o mapeamento que usamos para ilustrar os padrdes encolhe as distancias angulares,
medidas em cima da superficie, por um fator 5 constante. Obviamente, este mapeamento mantém
invariante todas as quantidades que serdo discutidas neste e no préximo capitulo, como nimero
de dedos na interface e presenca bifurcacao na ponta dos dedos. Note também que a distancia
radial ndo € alterada e circulos sdo mapeados em circulos. Outros tipo de proje¢des também
sd0 possiveis, como por exemplo, uma proje¢do conforme (preservando angulos), no entanto, a

projecdo que escolhemos aqui € suficiente para satisfazer os nossos interesses.

O diagrama de estabilidade ilustrado na Fig. 14 revela que variando os valores de CaR
e 8 para um dado A € possivel identificar varios comportamentos dindmicos e morfolégicos

distintos. Focando primeiramente na Fig. 14(a), temos que para § = 1, o caso plano tradicional
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€ recuperado. Nesta situacdo temos que o sistema € instavel para valores altos de CaR, ou
seja valores baixos da tensdo superficial, e se torna estavel quando CaR é reduzido abaixo de
um determinado valor. Para valores de  entre 0 < § < 1, que correspondem a superficies
coOnicas usuais, ndo ha muita diferenca na dinamica do sistema e apenas uma pequena mudanga no

formato da regido de estabilidade € observada, o que estd de acordo com uma andlise interior [20].

Concentrando nossa andlise agora em valores /5 > 1, percebemos um aparecimento de
outra regido instavel, que € desconexa da regido tradicional da instabilidade de Saffman-Taylor. O
diagrama revela que, quando a tensao superficial domina a dinamica do sistema (CaR pequeno),
a interface também apresenta a formacgao de dedos viscosos. Ou seja, a partir de um certo valor de
£ > 1, existe apenas uma faixa de valores de CaR intermedidrios para quais a interface € estavel.
Os pontos I-I1X da Fig. 14(a) correspondem aos padrdes I-IX da Fig. 15. Temos que cada um
dos padroes da Fig. 15 representam algumas interfaces para valores de raio entre By < R < Ry,
separados por Ar = (.31 (21 interfaces no total).

Iniciaremos nossa andlise da Fig. 15 pelos pontos I-III, que possuem 5 = 2.5. No
ponto I da Fig. 14(a), com A > 0 e um valor alto de CaR, a interface associada apresenta
um padrdo usual de Saffman-Taylor, com dedos emergindo e se bifurcando (fendmeno de tip-
splitting). Reduzindo o valor de CaR, checamos que a interface apresenta progressivamente
menos perturbacgdes, até o ponto em que a interface volta a ficar circular, o que corresponde ao
ponto II. Surpreendemente, ao reduzirmos ainda mais o valor de CaR a interface se desestabiliza
novamente adquirindo um formato similar ao de um "feijao" no ponto III das Figs. 14 e 15. Para
outros valores de 5 > 1, nos pontos IV-VI para 8 = 4.5, e nos pontos VII-IX para 5 = 6.5 da
Fig. 14(a) e Fig. 15, temos 0 mesmo comportamento que ocorre no caso 3 = 2.5 ao variarmos
CaR. Com isso, podemos concluir que, apesar dos pontos I, II, IV, V, VII, e VIII do diagrama
apresentarem, como esperado, uma estabilidade de Saffman-Taylor tradicional para A > 0, os
padrdes que aparecem III, VI, e IX exibem caracteristicas diferentes e ndo usuais, dominadas por
efeitos de capilaridade (tensdo superficial) e geometria. E também importante mencionar que em
III, VI, IX, o fendmeno de tip-splitting, caracteristico dos dedos viscosos em geometria radial,
também esta presente. Na figura VI e IX, vemos claramente dedos principais se formando e logo

se bifurcando em suas pontas. Este fendOmeno serd melhor investigado na secio 2.3.2.

Tradicionalmente, a caracteristica chave da instabilidade de Saffman-Taylor € sua de-
pendéncia com o contraste de viscosidade A, de tal modo que para situagdes com A < 0 a
instabilidade estd completamente ausente. Isso pode ser verificado na Fig. 14(b), em que A = 0,
onde vemos no diagrama que o sistema é sempre estavel para o caso plano = 1. Porém, para
£ > 1, uma regido instavel surge. Esta regido nova s6 aparece para valores de CaR pequenos, ou
seja, a regido instavel "de cima" que estava presente em Fig. 14(a) ndo existe mais para situacdes
com A = 0. Isto novamente mostra que as duas regides de instabilidade (CaR pequenos e CaR

grandes) ndo estdo relacionadas entre si.

Para concluir a andlise da Fig. 14, comentaremos o caso em que A = —0.95, que
estd ilustrado no diagrama da Fig. 14(c). Esta situacdo corresponde ao fluido mais viscoso
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empurrando o menos viscoso, o que faz com que instabilidade de Saffman-Taylor seja fortemente
suprimida pelos efeitos do contraste de viscosidade. Apesar disso, o diagrama da Fig. 14(c) é
praticamente idéntico ao da Fig. 14(b) e também apresenta uma regido instdvel. Vemos também
que, comparando a regido inferior dos trés diagramas, temos que ela sofre apenas uma variacao
muito sutil em seu formato a medida que valor de A € alterado. Além disso, as morfologias
dos padrdes para diferente valores de § também nao sofrem muitas alteragdes. Comparando as
interfaces IX da Fig. 15 para A = 0.95 e as interfaces XIII da Fig. 14 para A = —0.95, temos

que elas ndo apresentam muitas diferencas em suas formas.

Figura 16 — Interfaces da Fig. 151X em cima de um cone generalizado com 3 = 6.5.

Um ultimo comentdrio importante sobre as interfaces € que a simetria da interface ndo
¢ a mesma simetria da célula de Hele-Shaw. Na Fig. 16, vemos que a interface apresenta trés
dedos dominantes, enquanto a interface apresenta um nimero bem maior de ondulagdes. Como
foi dito anteriormente, o Unico parametro relevante para a dindmica é o [ que, por sua vez, tem
uma dependéncia ndo trivial com os pardmetros a geometria do sistema [vide Eq. (2.42)]. E
importante também ressaltar que na Fig. (16), apenas um formato de célula foi escolhido, porém,
existem infinitas outros cones generalizados para um mesmo valor de .

2.3.2 Analise fracamente n&o linear: presencga de tip-splitting

Como jé foi discutido na introducdo, o fendmeno do tip-splitting é uma das caracteristicas
morfolégicas mais marcantes da formagdo de padroes gerados pela instabilidade de Saffman-
Taylor para injecOes radiais [15,36,39]. Este fendmeno consiste na bifurcagdo da ponta dos
dedos viscosos, o que causa uma multiplicacdo e proliferacdo dos dedos resultando em padrdes
complexos e bastantes ramificados.
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Nao é possivel, no entanto, extrair informac¢des sobre o mecanismo de tip-splitting por
meio de uma andlise puramente linear, em que todos os modos sdo desacoplados (ver Eq. 2.35).
Um aspecto vantajoso da andlise de segunda ordem que empregaremos neste secdo, € que,
como foi mostrado na Ref. [39], € possivel investigar o surgimento de diversas morfologias em
fluidos, como o tip-splitting, por meio dos acoplamentos ndo lineares entre alguns modos de
Fourier. No restante dessa secdo, a Eq. (2.35) serd utilizada para entender como a instabilidade

de Saffman-Taylor em células curvas se comporta no regime fracamente nao linear.

No segundo termo a direita da Eq. (2.35), temos infinitos modos acoplados uns aos
outros. E possivel, no entanto, fazer uma mimica acurada da morfologia da interface fluido-fluido
considerando a acdo de apenas dois modos: o modo fundamental n, que é 0 modo que domina a
dindmica no regime linear (modo que mais se desenvolve), e seu primeiro harmonico 2n, que
cresce espontaneamente devido as influéncias de segunda ordem causadas pelo modo fundamen-
tal. Partindo das Eq. (2.35), e Egs. (2.44)-(2.46), e decompondo as amplitudes complexas (,
nas amplitudes dos modos cossenos (a,,) e senos (b,,), que também foram citadas na se¢do 2.3.1,

chegamos em

1
a'9n = MN2n) agy + 3 T(2n,n) a2, (2.49)
b'on = A(2n) bay, (2.50)
onde a funcao
T(2n,n) = [F(2n,n) + A(n) G(2n,n)], (2.51)

€ conhecida como fungao de tip-splitting [39]. Na Eq. (2.50), vemos que a evolu¢do temporal
do modo by, ndo depende do modo a,, € ndo apresenta acoplamentos de segunda ordem, sendo
puramente linear. Desta maneira, vamos ignorar a participagdo dele selecionando a amplitude
inicial deste modo como zero (s, (Ry) = 0). Além disso, vemos também que o dnico acopla-
mento de segunda ordem que aparece na Eq. 2.49 é dado pela fung¢do 7°(2n,n), que multiplica o

termo de segunda ordem a?.

Prosseguimos nossa andlise investigando um pouco mais o significado da Eq. (2.49) para
a formacao de padrdes. Temos que o segundo termo de Eq. (2.49) é dado por %T(2n, n) a2, ou
seja o modo a,, influencia diretamente o crescimento de as, € além disso, como afl > 0,0
sentindo do crescimento do primeiro harmonico é ditado somente pela fungdo 7'(2n, n). Isso
significa que, caso a fungdo 7'(2n,n) seja positiva, temos um crescimento positivo do modo
asy, (as, > 0 conforme o tempo avanga). Morfologicamente, isso faz com as pontas dos dedos
crescam para fora (ou seja, o dedo se torna pontudo). Em contraste, para 7'(2n,n) < 0, temos que
a situagdo ay, < 0 € favorecida, resultando no caso em que as pontas dos dedos se tornam mais
achatadas, enquanto as laterais dos dedos continuam crescendo, caracterizando um formato tipico
de tip-splitting. Para os pardmetros usuais no caso plano (5 = 1), a funcdo 7'(2n,n) é de fato
negativa quando o tip-splitting esta presente em situagdes experimentais [15,16,36,37,94,95].
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—— WNL

——— Linear

Figura 17 — Interface linear (curva tracejada) e fracamente ndo linear (denotada por WNL de
"weakly non-linear") (curva sélida) para Ry = 6.2, 8 = 6.5, A = 0.95, Ca = 0.212,
e n = 3. E aparente que o efeito de bifurcacdo nos dedos s6 é capturado por meio
dos efeitos fracamente ndo lineares da Eq. (2.49).

Além disso o médulo de 7°(2n, n) estd diretamente ligado com a intensidade deste fendmeno [39].
Isto corrobora a anélise fracamente ndo linear usando apenas dois modos que foi utilizada na

secdo 2.3.1.

Antes de continuar a discussio para o efeito de 5 na dinamica, é preciso enfatizar que
efeitos de bifurcacdo dos dedos s@o realmente nao lineares. Um leitor atento pode se perguntar,
por exemplo, se na equagio Eq. (2.49), o termo linear A(2n) as, ndo € suficiente para capturar
os efeitos de tip-splitting. Para mostrar que efeitos de tip-splitting sdao de fato nao lineares, na
Fig. 17 exibimos duas interfaces comparando o caso linear (interface tracejada) e fracamente ndo
linear (interface continua). Os valores dos parametros usados nesta figura sdo 5 = 6.5, A = 0.95,
Ca = 0.212, Ry = 6.2, e o modo fundamental correspondente para este caso € n = 3. Esses
parametros sdo os mesmos utilizados na interface IX da Fig. 15, a unica diferenca é que agora,

na Fig. 17, também estamos mostrando a estrutura linear correspondente.

Examinando a interface tracejada de Fig. 17, € evidente que uma descricao linear ndo é
suficiente para explicar a tendéncia dos dedos de se bifurcarem, uma vez que a curva tracejada
nao exibe nenhum indicio de tip-splitting. A auséncia deste fendmeno ocorre pois, linearmente,
o crescimento de a,, domina completamente o formato da interface, enquanto o crescimento
de ay,, € muito lento para acompanha-lo, de tal modo que, para valores realisticos de 2y, a
interface apresenta apenas trés dedos simples. Ao adicionarmos o termo fracamente nao linear,
1/2 T(2n,n) a2, na Eq. (2.49), ocorre que o crescimento linear rdpido de a,, for¢a o surgimento

do primeiro harmdnico as,,. Com isso, na interface continua da Fig. 17, vemos claramente os
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dedos se bifurcando em dois dedos menores. Esse resultado justifica o fato de que no diagrama
da Fig. 14 e nas interfaces da Fig, 15, apenas dois modos de Fourier (n e 2n) foram considerados.

(a)
0.1
0
=
§ 01
[
-0.2
0.3
(b)
100
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3 —4=-0095
§ —~200 A4=0
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Figura 18 — Varia¢des na (a) fun¢do 7'(2n,n) e (b) na razdo das amplitudes as,(R)/a2,(Rp),
quando o nimero de capilaridade Ca € variado. Trés valores do contraste de vis-
cosidade s@o considerados: A = 0.95 (curva vermelha), A = 0 (curva laranja), e
A = —0.95 (curva azul) para § = 4.5.

Vamos agora investigar a influéncia da geometria da célula, representada pelo pardmetro
5, no processo de tip-splitting. Isso € feito com ajuda da Fig. 18(a) que demonstra como a func¢io
T'(2n,n) varia com o nimero de capilaridade Ca para trés valores do contraste de viscosidade
A (0.95, 0 e —0.95, os mesmos da se¢do 2.3.1). Além disso, a Fig 18(b) ainda demonstra como
a amplitude relativa do primeiro harmonico, dada por as, (R)/as,(Ry), varia para os mesmos
valores de A da Fig. 18(a). Nesta figura tomamos [ = 4.5.

Da mesma maneira que foi feito na parte linear na secao 2.3.1, vamos comecar a andlise
da Fig. 18 para um contraste de viscosidade positivo dado por A = 0.95 (linhas vermelhas),
correspondente a situacao classicamente instavel. Conforme foi discutido na se¢do 2.1, no caso

plano (5 = 1) em que A > 0 e o nimero de capilaridade Ca é grande, a interface possui dedos
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que se bifurcam. Desta maneira, é interessante ver o que ocorre para 5 = 4.5, como no caso da
Fig. 18. Inspecionando os graficos, se torna evidente que, independentemente do valor de Ca, a
funcao de tip-splitting s6 assume valores negativos, o que estd associado a bifurcagdo dos dedos.
Além disso, na Fig. 18(b), é perceptivel que apesar de 7'(2n, n) ser sempre negativa, a amplitude

as,(R) tende a zero para valores intermedidrios do nimero de capilaridade.

Ja para os valores do contraste de viscosidade A = 0 (curva laranja) e A = —0.95
(curva azul), que sdo estdveis para o caso plano, quaisquer que sejam os valores do nimero de
capilaridade Ca, os gréaficos da Fig. 18 exibem um comportamento interessante. Vemos nestes
dois casos que a fungdo 7'(2n, n) muda de sinal 2 medida que variamos o nimero de capilaridade
e é positiva para valores de Ca maiores que um certo valor critico entre 0.1 e 1. No entanto,
observando a Fig. 18(b), percebemos que para esses valores de Ca a razdo das amplitudes tende
a zero, as,(R)/az,(Ry) — 0, ou seja, o primeiro harmdnico ndo apresenta nenhum crescimento.
Isto estd de acordo com o que era esperado pelo diagrama linear da Fig. 14 em que para A < 0 a
interface s6 € instdvel para nimeros de capilaridade suficientemente pequenos. Curiosamente,
a Fig. 18 também revela que a amplitude de as,, s6 cresce para valores de Ca pequenos, que
correspondem a valores negativos da funcdo de tip-splitting. Ou seja, no final das contas, temos
que para 3 = 4.5, os dedos viscosos sempre t€m tendéncia a se bifurcarem. Novamente, isto esta

em perfeito acordo com as andlises linear e fracamente ndo linear que discutimos anteriormente.
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3 CURVAS ELASTICAS GENERALI-
ZADAS EM CELULAS DE HELE-
SHAW GIRANTES NAO PLANAS

3.1 Introducao

No capitulo anterior, concentramos a nossa atencdo no problema de um fluido injetado
noutro no interior de uma célula de Hele-Shaw curva. O principal tdpico investigado foi a
possibilidade de induzir uma instabilidade na interface entre os fluidos mesmo em situagdes em
que os efeitos do contraste de viscosidade e da capilaridade sdo usualmente estabilizantes. Ainda
abordando o estudo da influéncia da geometria em fluidos confinados, o objetivo deste capitulo é
investigar o problema da rotacdo de uma célula de Hele-Shaw curva contendo dois fluidos. Neste
sistema, a interface entre os fluidos também pode se tornar instdvel dependendo da relacio entre
as densidades de cada um dos fluidos envolvidos. Mais especificamente, quando o fluido interno
possui densidade maior que a do externo, varios dedos surgem e se desenvolvem na interface
fluido-fluido.

A instabilidade que ocorre em uma célula girante possui algumas similaridades com a
instabilidade de Saffman-Taylor discutida no capitulo 2, porém h4 algumas diferencas fundamen-
tais entre elas, como, por exemplo, no formato dos dedos emergentes. Outra particularidade na

formacdo de padrdes em células girantes € a possibilidade de se obter solu¢des estaciondrias para

(a)
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Figura 19 — (a) Constru¢ao geométrica de uma curva eléstica feita por Euler em [96]. (b) Exemplo
de uma curva eldstica obtida experimentalmente em uma fita flexivel, a figura
tracejada corresponde ao formato tedrico previsto. Imagem retirada da Ref. [97].
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o problema [42,43]. Estas solucdes correspondem a casos em que os efeitos estabilizantes de
capilaridade balanceiam exatamente as forcas desestabilizantes geradas pela rotacao, de modo
que a interface fluido-fluido se mantém em equilibrio. Exemplos destas interfaces estaciondrias
estdo ilustrados na Fig. 20 para o caso de uma célula plana com simetria radial. No caso girante,
como € possivel observar na figura, os dedos ndo exibem tip-splitting, sdo longos, possuem uma
base estreita e uma ponta bastante arrendondada, formato similar a uma raquete de ténis ou uma

lagrima.

(a) (b)

Figura 20 — Padrdes tipicos que emergem no caso tradicional em uma célula de Hele-Shaw plana
girante [42,43]: (a) curva eldstica com trés dedos longos e com pontas arredonda-
das; (b) estrutura com cinco dedos apresentando uma base bastante estreita. Essas
solugdes sao andlogas as curvas do tipo eldstica que aparecem em diversos sistemas
fisicos [98-102].

Um aspecto bastante interessante das solugdes estaciondrias para a interface dos fluidos
girantes € que elas estdo relacionadas com um problema de elasticidade que, a primeira vista,
nao possui nenhuma conexdo com fluidos confinados. Curvas com o mesmo formato daquelas
apresentadas na Fig. 20 sdo conhecidas como "elésticas" e s@o solu¢des de um problema de
minimizacdo da energia eldstica de barras flexiveis e finas em um plano [105]. Uma expressao
matemadtica para o formato dessas barras foi um dos problemas mais estudados entre matematicos
e cientistas do século XVIII [106] e, assim como diversos problemas desta época, s6 foi resolvido
por Leonhard Euler, no ano de 1744 [96]. Utilizando métodos de cdlculo variacional recém
descobertos por ele, Euler derivou a equacao diferencial que descrevia as curvas elésticas e
foi capaz de obter todos os possiveis tipos de formatos destas curvas. Na Fig. 19, vemos uma
ilustragcdo da curva eldstica obtida por Euler e um exemplo experimental de uma curva eldstica

em um material fino e flexivel.

Apesar de vérios séculos terem se passado desde a publicacdo de Euler, as curvas
elésticas e suas variacdes continuam sendo bastante estudadas. Além da j4 citada conexdo com
fluidos confinados girantes, estas curvas aparecem em diversos problemas atuais de elasticidade,
mecanica dos fluidos e até mesmo biologia. Algum destes problemas sdo o estudo do formato de
uma gota de fluido pendente [107,108], de membranas fluidas [100] e de vesiculas [101]. Alguns
desses estudos envolvem geometrias ndo planas, como por exemplo, o estudo do confinamento

de polimeros em esferas [109] e em cilindros [110], além do estudo do empacotamento de
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Figura 21 — Exemplos de eldsticas tradicionais em superficies ndo-planas. Na linha de cima, duas
curvas eldsticas estdo representadas para o caso esférico (imagens retiradas de [103]).
A linha de baixo ilustra as solu¢des do problema da eldstica no disco de Poincaré, um
modelo geométrico que representa um espago hiperbdlico bidimensional (imagens
retiradas de [104]).

DNA dentro de um capsidio viral [111]. A importancia e a beleza do problema da eldstica em
espacos curvos levou diversos pesquisadores a investigarem diversas versdes generalizadas do
problema em regides curvas bidimensionais, como por exemplo em esferas [103,104,112-114],
cilindros [115, 116], toros [114], catendides [117], no plano hiperbdlico (uma superficie de
curvatura constante negativa) [104, 118, 119] e em outras superficies mais gerais [120]. A Fig. 21
da exemplos de curvas eldsticas em duas das superficies citadas, a esfera e o plano hiperbélico

Em contraste com o problema usal da curva eléstica envolvendo barras flexiveis, que,
como vimos, foram extensivamente estudados em regides ndo-planas, a maioria dos estudos exis-
tentes sobre as solucdes elasticas estaciondrias para fluidos girantes e confinados se restringem
a células de Hele-Shaw planas [42,43,121-125]. Neste capitulo, no entanto, vamos investigar
recentes resultados para o problema de fluidos girantes confinados em regides ndo-planas e obter
as solugdes estaciondrias do tipo eldstica nestes casos. Novamente, iremos utilizar os cones
generalizados do capitulo 2 como "superficies modelo" para o estudo dos efeitos de geometria.
Essa escolha da superficie estudada ndo € arbitrdria e foi feita pois, como serd visto, o formato de
alguns cones generalizados exerce um forte impacto na morfologia da interface entre os fluidos,



Capitulo 3. CURVAS ELASTICAS GENERALIZADAS EM CELULAS DE HELE-SHAW GIRANTES NAO
PLANAS 53

gerando uma familia de interfaces bastante distintas das usuais.

Um ponto a ser comentado € que, apesar do problema de formacao de padrdes estacio-
ndrios em fluidos girantes e problemas do formato de barras flexiveis serem governados pela
mesma equacao no caso plano, os dois problemas exibem algumas distingdes no caso curvo.
Desta maneira, seria mais rigoroso chamar as solucdes estaciondrias dos fluidos de "tipo elastica",
uma vez que elas apresentam certas semelhancas as curvas eldsticas usuais mesmo ndo sendo
governadas pelas mesmas equacdes que o problema de elasticidade equivalente. No entanto,
optaremos por chamé-las apenas de eldsticas, uma vez que focaremos somente no contexto de
fluidos em células de Hele-Shaw girantes, de forma que a denominagdo das curvas ndo ird causar

nenhuma confusio.

Iniciaremos a andlise na secdo 3.2, onde descreveremos o modelo matematico para o
problema de fluidos em células de Hele-Shaw curvas girantes. Ainda na mencionada secao,
integraremos numericamente utilizando o software Mathematica as equacdes das interfaces
para ilustrar as solugdes estaciondrias no caso de algumas superficies simples. Na secado 3.3.1,
concentraremos nossa andlise em uma familia de cones generalizados e exibiremos uma galeria
de possiveis curvas eldsticas nestas superficies. Por ultimo, na se¢cdo 3.3.2 mostraremos que é
possivel descrever as caracteristicas gerais destas superficies de maneira analitica, mostrando que
a forma interfaces pode ser bem entendida por meio da participac@o de dois modos de Fourier.

Este capitulo € baseado no artigo [73].

3.2 Modelo matematico

3.2.1 Lei de Darcy generalizada

O sistema investigado € similar ao apresentado no Cap. 2 e estd ilustrado na Fig. 22.
Neste sistema, considere o fluxo de dois fluidos incompressiveis e imisciveis de densidade e
viscosidade dadas por p; e 7); respectivamente, com j = 1(2) para o fluido de dentro (fora).
Ambos os fluidos se encontram confinados em uma célula de Hele-Shaw curva de espagamento
b pequeno. Diferentemente da situag@o analisada no capitulo anterior, no caso considerado aqui
ndo hd injecao de um fluido no outro e o movimento dos fluidos se d4 devido a rotacdo da célula

com velocidade angular constante igual a €2.

Para estudar o sistema € preciso adaptar um pouco a lei de Darcy, dada na Eq. (2.17),
levando em consideracao os efeitos de rotagdo. Para isso, iremos adotar um referencial 2 que
gira junto com a célula. Podemos relacionar a derivada temporal de um vetor v qualquer no

referencial R com a derivada temporal deste mesmo vetor em um referencial inercial / por meio

ov ov
(), (5), e o

onde os indices da Eq. (3.1) se referem aos referenciais. E possivel entdo calcular a aceleracao

da seguinte expressao [45]



Capitulo 3. CURVAS ELASTICAS GENERALIZADAS EM CELULAS DE HELE-SHAW GIRANTES NAO
PLANAS 54

()

&

\

Figura 22 — [lustragdo esquematica do fluxo em uma célula de Hele-Shaw curva girante. Um
fluido de viscosidade 7; e densidade p; estd cercado por um fluido de viscosidade 7,
e densidade p,. A célula gira com velocidade angular () ao redor do eixo da linha
tracejada vermelha.

de um elemento de fluido, que é dada por
aj=ap+20xu+N2x N2 xr, (3.2)

com u sendo a velocidade do fluido no referencial girante e r sendo a posicdo do elemento
de fluido. Na Eq. (3.2), o termo dependente da velocidade 2€2 x u € a aceleracdo de Coriolis,
enquanto o termo €2 x {2 x r, que depende da posi¢ao, € a aceleracdo centrifuga. Adicionando

estas duas aceleragdes extras, a equacao de Navier-Stokes no referencial girante € dada por

p; % + (- V)u;| = =Vp; + 1,V — 20,2 x u; — p;Q x 2 xr.  (3.3)
Assim como foi dito no capitulo anterior, o fluxo em um sistema confinado possui
nimero de Reynolds Re < 1, ou seja, podemos desprezar todos os termos inerciais do lado
esquerdo da Eq. (3.3). Similarmente, a razao entre os termos viscosos € a for¢a de Coriolis é
da ordem de p;Qb?/n; < 1, devido ao valor pequeno do espagamento b. De fato, os efeitos da
forca de Coriolis sdo usualmente pequenos para fluxos confinados [126—128]. Com isso, o tnico
termo extra que precisamos manter em 3.3 € a forca centrifuga, que pode ser convenientemente
escrita em termos de um potencial, p;€2 X £ x r = —V%pj(ﬂ x )2, Isso implica que o termo
centrifugo pode ser incorporado a uma pressdo efetiva p’; = p; — % p;(Q x r)?, de modo que o
problema agora tem o mesmo formato daquele que foi tratado no capitulo passado. Repetindo os
passos ja discutidos no capitulo 2, chegamos na seguinte lei de Darcy
b2

1
V]' = —— \v4 p] — —pJ(Q X I‘)2 . (34)

121 2
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As demais equacdes e condi¢des de contorno, dadas pelas Egs. (2.20)-(2.23), se mantém inaltera-
das para o caso da célula girante.

3.2.2 Formalismo Vortex Sheet

Um método poderoso para analisar fluxos em células de Hele-Shaw € o formalismo do
"vortex sheet" [42,43,129], ou folha de vértices. Como vimos na Eq. (2.24), a componente
normal das velocidades v; € continua na interface entre dois fluidos. No entanto, a componente

tangencial das velocidades, que € dada por
['=(vo—vy):- 8, (3.5)

onde 8§ € um vetor tangente unitdrio na interface, sofre uma descontinuidade. O formalismo de
vortex sheet consiste inicialmente em escrever I, a intensidade do vortex sheet, explicitamente
em termos dos outros parametros do sistema, como contraste de viscosidade e tensao superficial.
Com o auxilio da lei de Darcy [Eq. (3.4)] e da condi¢do de pressao [Eq. (2.22)], podemos escrever
a intensidade do vortex sheet como
F:2AV-.§+62—OV[/{——(Q ><r)2] -8,
6(n2 + 1)
(3.6)

onde V = (vi +v3)/2, Ap = p; — pye Aéo contraste de viscosidade jd definido na Eq. (2.1).

A utilidade da Eq. (3.6) é que ela torna possivel expressar a velocidade média V em
termos de uma integral de Birkhoff dependendo de I' [42,43,129]. Esta integral, por sua vez,
também depende de V e o problema resultante consiste em resolver uma equagdo integro-
diferencial complicada [129]. E possivel, no entanto, utilizar a Eq. (3.6) para investigar solucdes
estaciondrias do problema, ou seja, solugdes em que V = 0 e [' = 0, que sdo bem mais simples
de serem analisadas [43]. Para o caso estaciondrio, a equacdo diferencial para o formato da

interface separando os fluidos se reduz a
Ap
s — 0y | (2 x1)*| =0, 3.7
K {20( X Tr) } (3.7)

onde os subscritos se referem a derivadas tomadas com respeito ao comprimento de arco da
interface. Neste ponto € conveniente fazermos algumas consideracdes a respeito do sistema.
Primeiramente, iremos orientar o eixo de rotacdo na direcdo z, ou seja 2 = 22. Além disso,
vamos adimensionalizar os comprimentos por 7, que € o raio em algum ponto da interface. A

Eq. (3.7), ap6s a adimensionalizagdo e integracdo, se torna
Kg = a + Ngri, (3.8)

onde a é uma constante de integracio e

 ApPrd

N,
@ 20

(3.9
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(a) ®)

Figura 23 — Solucdes estaciondrias para o caso de (a) cone e (b) esfera. Nesta figura o eixo de
rotacdo coincide com o eixo de simetria das superficies. Temos que o forma dos
padrdes gerados tem caracteristicas similares aos do caso plano. A interface obtida
na esfera também € bastante similar a aquela para caso eldstico, que esta ilustrada na
Fig. 21.

€ conhecido como "Bond number". O termo r; que aparece na Eq. (3.8) € a distancia até o
eixo de rotacdo (devidamente adimensionalizada por 7). Finalmente, é importante notar que a
Eq. (3.8) pode ser entendida como uma expressao para o balango entre as forgas centrifugas e

forgas capilares.

Antes de investigarmos a solucdo da Eq. (3.8) para os cones generalizados discutidos no
capitulo 2, vamos resolvé-la para algumas outras superficies familiares. Além disso, ao contrério
do que foi feito no capitulo anterior, onde usamos um método perturbativo, iremos resolver a
Eq. (3.8) numericamente. Na Fig. 23, escolhemos o eixo de rota¢do coincidindo com o eixo
de simetria das superficies e o parametro a = —12 para ambos os casos. Além disso, como a
Eq. (3.8) é de segunda ordem no comprimento de arco s, precisamos de duas condi¢des iniciais,
que sdo r(s = 0) =19 = 1 e r’(0) = 0. A fungao r(s) descrevendo a interface fluido-fluido
¢ a distancia geodésica (neste caso, distancia ao longo de um meridiano) do eixo de rotacao
até a interface em fungdo do comprimento de arco s. Na Fig. 23(a), escolhemos o pardmetro
do cone como sendo 5 = 0.88 e na Fig. 23(b), o raio da esfera é dado por R = 0.7. Os Bond
numbers utilizados sdo Ng = 29.99 e N = 38.91 para o cone e esfera respectivamente. Estes

parametros foram escolhidos de modo que a interface obtida é estaciondria.

Uma analise da Fig. 23 deixa claro que ndo ha muitas modificagdes morfologicas em
relacdo ao caso plano. Em ambos os casos, os dedos possuem exatamente 0 mesmo tamanho,
além de exibir o formato de raquete, tipico das elasticas. Comparando com a Fig. 20 para o
caso plano, ndo vemos nenhuma diferenga morfoldgica significativa entre os padrdes. Além
disso, comparando com as eldsticas em superficies curvas da Fig. 21, também ndo vemos muitas
diferencas entre elas. Até agora a geometria parece ndo ter um efeito muito relevante, no entanto,
a Eq. (3.8) nos permite ir além das superficies simétricas da Fig. 23 e possibilita o estudo de

superficies exibindo alguma anisotropia, ou seja, superficies que exibem simetria em torno do
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eixo de rotacdo. Exemplos simples de superficies deste tipo sdo os cones generalizados que
foram investigadas no capitulo anterior. Como serd visto no restante deste capitulo, a anisotropia

tem um papel crucial no formato das curvas eldsticas generalizadas.

E importante comentar neste ponto um detalhe um pouco mais técnico sobre as solucdes
eldsticas que foram obtidas. Em geral, ao resolver as equagdes numericamente, encontramos
uma solu¢do que ndo "se fecha", ou seja uma solucao ndo fisica. As solugdes fisicas, em que
a curva se fecha e ndo se intersecta, sdo raras e sé ocorrem quando as condicdes iniciais e as

constantes fisicas do sistema sao relacionadas de maneira muito especifica.

3.3 Padrdes estacionarios em células de Hele-Shaw céni-
cas generalizadas

3.3.1 Galeria de elasticas generalizadas

(@) (b)
C=0.1 C=03

¢)) = C cos(my). Nas duas

Figura 24 — Dois exemplos de célula curva com 6(v) = 6(v(
= 0.1 eem (b), C' = 0.3. Perceba

superficies temos que m = 4, porém em (a) C'
que C controla a amplitude das ondulagdes.

Nesta secao vamos considerar uma célula girante no formato de cone generalizado, os
mesmos j4 discutidos na secdo 2.2.2. Tendo em mente que o eixo de rotagdo se encontra na

direcdo z, orientamos a superficie de modo que a mesma seja parametrizada por
r(r,v) = [rcosvcosO(v), rsinvcosf(v), rsinf(v)], (3.10)

onde os angulos # e v foram definidos na se¢do 2.2.2. Utilizando a Eq. (3.10) e a Eq. (2.43),a
Eq. (3.8) se torna
kg(r,v) = a+ Nor? cos® O(v). (3.11)

Perceba que no capitulo 2 niao nos referimos nenhuma vez a orientacao da superficie no
espaco. De fato, no caso da inje¢do de um fluido em outro, ndo faz diferenca se a superficie esta
de cabeca para baixo ou inclinada em um certo angulo, desde que a taxa de inje¢do se mantenha

a mesma. No caso de uma célula girante, no entanto, propriedades extrinsecas do sistema, como
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a orientacao da célula de Hele-Shaw no espaco tridimensional, passam a ser importantes. Em
outras palavras, a direcao do eixo de rotacdo e os detalhes da parametrizacao, vistos na Eq. (3.10),
sdo cruciais para o estudo do problema. Uma consequéncia disso € que a Eq. (3.8) depende
explicitamente da funcdo 0(v), enquanto na situacdo do capitulo anterior, apenas o valor de /3,
que estava presente na métrica, € relevante. Neste capitulo, vamos considerar superficies no
formato

O(v) =0(v(p)) = C cos(myp), (3.12)

onde ¢ € uma coordenada medida na superficie, ao contrario de v, que é o angulo azimutal
em coordenadas esféricas (ver o inicio da se¢do 2.2.2, onde os detalhes sobre as coordenadas
foram discutidos). Exemplos de cones deste tipo estdo ilustrados na Fig. 24. Curiosamente, para
os valores de C' que serdo usados nesta se¢do, a diferenca das coordenadas v e ¢ € minima.
Perceba também que pelo fato da Eq. (3.11) depender de 6(v) dado pela Eq. (3.12), temos que
a equacdo diferencial para a eldstica depende explicitamente do angulo . Em outras palavras,
ao contrdrio da esfera que era simétrica em relacio ao eixo de rotacdo, os cones generalizados
aqui sdo assimétricos. Deste modo, o sistema possui naturalmente uma certa anisotropia devida

a efeitos geométricos.

Para investigar o papel da superficies descritas pelas Egs. (3.10) e (3.12) na formacdo de
padrdes em células girantes, apresentamos na Fig. 25 uma compilagdo de possiveis interfaces
fluido-fluido para diferente valores de C' mantendo o m fixo. Os valores de C' considerados
sdo:(a) 0; (b) 0.1677; (c) 0.5556; (d) 0.6495; (e) 0.7025; (f) 0.7462; (g) 0.7813; (h) 0.8046; (1)
0.8234; (j) 0.8865; (k) 0.9030, e (1) 0.9289. Os demais parametros adimensionais relevantes
tém os seguintes valores: a = —12, Ng = 22.5,7(s =0) =1,7r,(s =0) =0, o(s =0) =0, e
m = 4. Alguns pontos precisam ser ressaltados, o primeiro € que, fixados os demais parametros,
temos que sé existe uma selecdo discreta de valores de C' tais que a interface correspondente é
uma curva fechada sem auto-intersecdes [43]. Além disso, a escolha dos demais parametros foi
feita de modo a tornar a exibicao das interfaces mais clara e também checamos que ao variar a e
Nq, os aspectos morfoldgicos gerais, que serdo discutidos nessa secdo, se mantém 0s mesmos.
Na Fig. 25, assim como nas demais interfaces deste capitulo, utilizamos a mesma projecdo que

foi definida na subsecdo 2.3.1 do capitulo passado.

Iniciando a andlise com a Fig. 25(a) para C' = 0 (limite plano), a interface obtida
estd de acordo com aquelas da Fig. 20 e exibe onze dedos com pontas arredondadas e base
fina. Além disso, também observamos que todos os onze dedos sdo idénticos e a interface
apresenta uma forte simetria. Isso contrasta com os demais padrdes para C' > 0, que sdo
bastante assimétricos em geral, apresentando nao somente dedos com tamanhos diferentes, mas
também com formatos bastante variados. Outro detalhe importante € que a Fig. 25(a) € a tinica
que apresenta onze dedos, enquanto as demais (Fig. 25(b)-Fig. 25(1)) apresentam oito dedos
principais, que se ramificam para valores de C' elevados. O fato das interfaces possuirem oito
dedos estd relacionado diretamente com a escolha de m = 4 na Eq. (3.12) e o motivo disto sera

discutido no final deste capitulo.
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% 3
% 3

Figura 25 — Familia representativa de padrdes para uma célula de Hele-Shaw girante no formato
de cone contorcido para diversos valores de C'. Os valores do pardmetro C' usados
nesta figura foram: (a) 0; (b) 0.1677; (c) 0.5556; (d) 0.6495; (e) 0.7025; (f) 0.7462;
(g) 0.7813; (h) 0.8046; (i) 0.8234; (j) 0.8865; (k) 0.9030, e (1) 0.9289. Os demais
parAmetros relevantes sdo a = —12, N = 22.5,r(s = 0) = 1, r4(s = 0) = 0,
¢(s = 0) = 0,e m = 4. Note a riqueza das formas obtidas para C' > 0 em contraste
com o caso plano usual C' = 0.
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Aumentando o valor de C' gradualmente, chegamos na interface da Fig. 25(b), que
apresenta um hibrido entre o formato usual das eldsticas de um lado e dedos mais grossos
de outro. Isso mostra que mesmo para valores pequenos de C, a assimetria dos padroes ja é
bem marcante. Prosseguindo a andlise, a Fig. 25(c) exibe oito dedos que sao bem pontudos em
comparac¢do com os das interfaces anteriores. Outro detalhe importante a ser notado na Fig. 25(c)
€ que ndo hd mais nenhum resquicio do formato de lagrima usual da eléstica e que estavam

presentes nas Figs. 25(a) e 25(b).

Os formatos dos padrdes se tornam ainda mais diferentes para valores maiores de C'. Na
Fig. 25(d), a interface exibe uma mistura de dedos largos e dedos finos em alternancia, o que da
origem a um padrdo bastante simétrico. Essa mistura de dedos de grossuras diferentes se mantém
da Fig. 25(e) até Fig. 25(g), porém os padrdes exibidos sdo ainda mais assimétricos. Focando
apenas nos dedos mais grossos nas interfaces das Fig. 25(e) até Fig. 25(g), percebemos que, a

medida que C' vai aumentando, as pontas destes dedos se tornam cada vez mais achatadas e
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comecam a apresentar uma morfologia caracteristica do tip-splitting, com as pontas dos dedos se
dividindo. Essa tendéncia culmina com a interface da Fig. 25(h), que é extremamente simétrica,
com todos os dedos iguais e exibindo bifurcagdo em suas pontas. E importante enfatizar que
apesar do tip-splitting ser comum na situacao de inje¢do discutida no capitulo anterior, ele ndo é
comumente observado em células de Hele-Shaw girantes. Isso indica que os casos de tip-splitting
que surgem na Fig. 25 sdo causados pela geometria da célula.

Nas demais interfaces (Fig. 25(i)-Fig. 25(1)), os dedos continuam a apresentar bifurcacoes,
porém outras caracteristicas morfoldgicas também surgem. Por exemplo, na Fig. 25(i), o dedo
mais a esquerda da interface se ramifica em trés, com um dedo central longo e fino e dois dedos
laterais menores. Esse tipo de estrutura € similar as que aparecem em outros problemas, como
o crescimento de cristal com anisotropia [130-132]. A este tipo de trifurca¢do di-se o0 nome
de "side-branching". Outro processo em que também € possivel encontrar side-branching é
na formacao de padrdes que ocorrem na injecao de fluidos anisotropicos (ndo-newtonianos)
em células de Hele-Shaw planas [70, 133—135]. Assim como tip-splitting, o fendmeno de side-
branching ndo é observado em células de Hele-Shaw girantes planas, sendo, portanto, outro

efeito causado pela geometria.

Para finalizar a andlise dos padrdes da Fig. 25, a dltima interface apresentada (Fig. 25(1))
exibe um padrao bastante simétrico, com todos dedos idénticos e extremamente ramificados. Cu-
riosamente, ela € a inica figura que apresenta tanto tip-splitting quanto side-branching ocorrendo
no mesmo dedo. Comparando apenas a Fig. 25(a) e a Fig. 25(1), os padrdes sdo extremamente
diferentes e, apesar de diferirem apenas no valor da constante C, eles ndo apresentam nenhuma
relacdo morfoldgica clara entre si. Isto mostra que os efeitos de anisotropia induzidos pela

geometria dos cones contorcidos tém um papel fundamental no formato das eldsticas.

Concluimos essa subsecao investigando um aspecto curioso dos padrdes da Fig. 25: o
numero de dedos na interface. Como mencionamos anteriormente, existe uma aparente relacao
entre o ndmero m governando o formato da superficie (vide Eq. 3.12) e o nimero de dedos
que surgem na interface. Mais especificamente, vimos que para m = 4, a interface apresenta
2m = 8 dedos. Isso é, de certa forma, esperado, uma vez que, pela Eq. (3.11), existe uma
conexao entre a curvatura da superficie e o nimero m. Porém, este argumento ndo explica como
os oito dedos dos padrdes da Fig. 25 exibem tanta assimetria. Uma maneira de entender melhor
a situacdo consiste em aplicar uma decomposi¢do de Fourier nas interfaces da Fig. 25 e ver quais
modos estdo presentes. Como vimos no capitulo anterior, muitas vezes a acio conjunta de alguns
modos de Fourier € suficiente para explicar um fendmeno aparentemente complexo. Na Fig. 26
apresentamos o resultado de uma filtragem de modos realizada nas interfaces das Figs. 25(e)
e 25(f). Esta filtragem consiste basicamente em manter na interface apenas os dois modos de
Fourier que possuem as maiores amplitudes. Iremos denotar os modos mantidos por n (modo
de maior amplitude, ou fundamental) e n’ (modo de segunda maior amplitude). A escolha de
manter apenas os dois maiores modos, ao invés de um ou trés modos por exemplo, se deve ao
fato de que com dois modos € possivel obter interfaces que se aproximam bastantes das solucdes

exatas. Caso tivéssemos mantido apenas o modo de maior amplitude, a interface filtrada seria
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Figura 26 — Comparacao entre o espectro completo das eldsticas generalizadas da Fig. 25, e a
interface contendo apenas os dois modos de maior amplitude, como n sendo o de
maior amplitude e n’ o de segunda maior amplitude. (a) O padrdo com todos os
modos do espectro € o mesmo da Fig. 25(e), e a soluc@o de dois modos considera
apenas n = 8, e n’ = 13; (b) O padrao com todo o espectro é o mesmo da Fig. 25(h),
enquanto a solugdo de dois modos considera apenas n = 8, e n’ = 16.

bastante diferente da interface original.

Na Fig. 26(a), partimos da Fig. 25(e) e realizamos a filtragem discutida no paragrafo
anterior. A curva preta representa a interface original com todo o espectro de Fourier ("full
spectrum") incluido e a curva laranja em que apenas dois modos ("two modes") estdo presentes,
n = 8 de maior amplitude e n’ = 13. O mesmo processo € aplicado na Fig. 25(h) e o resultado
estd 1lustrado na Fig. 26(b). Os dois modos que foram incluidos na curva laranja da Fig. 26(b)
sdon = 8 en’ = 16. Como ja era antecipado, o nimero de dedos estd diretamente ligado com o
modo de Fourier de maior amplitude, que € o dobro da periodicidade m do cone generalizado.
Além disso, € possivel explicar o porqué da assimetria entre os dedos. Temos que, em um caso
geral, como na Fig. 26(a), a interferéncia de n com n’ faz com que estas assimetrias surjam na
interface. Para os casos em que o valor de n e n’ estd relacionado, como na Fig. 26(b), em que

um modo € o dobro do outro, a interface € bem mais comportada, possuindo uma simetria clara.

A andlise da Fig. 26 deixa claro que a interface contendo apenas os dois modos de
maior amplitude fornece uma mimica bastante acurada da solucdo exata. Essa descoberta ird
motivar a andlise da préxima subsecdo, onde, considerando apenas dois modos de Fourier e
ignorando os demais termos, iremos buscar solucdes linearizadas aproximadas e analiticas para
essas interfaces. A vantagem das solugdes analiticas para este caso € que elas nos ajudardo a
elucidar alguns aspectos dos padrdes da Fig. 25, como, por exemplo, de onde surge o modo n’ e

qual a dependéncia dele com os parametros fisicos do sistema.
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3.3.2 Teoria linear das elasticas generalizadas considerando apenas
dois modos de Fourier

Damos continuidade ao nosso estudo esclarecendo alguns aspectos do acoplamento
entre a geometria e a hidrodindmica do problema. Para isso, vamos aplicar uma andlise linear
perturbativa no sistema de dois fluidos girantes descrito na se¢do 3.2.2. Do mesmo modo
que fizemos na andlise linear do capitulo anterior (se¢do 2.2.2), iremos descrever a interface
deformada entre os fluidos por R(p,t) = R + ((p,t), onde R é o raio ndo perturbado e
C(p,t) = 3720 an(t) cos(ny), onde apenas os modos cossenos foram considerados. Aplicando
a mesma andlise linear descrita em 2.2.2, chegamos em

2

a, = A\n) a, — ZNQ Rn dp.9m, (3.13)

w36 5) e (5

¢ a taxa de crescimento linear, com 0y, 2, sendo a funcdo delta de Kronecker. Para chegar nas

onde

(3.14)

Egs. (3.13) e (3.14) é necessério considerar C' (ou, mais especificamente, C?) como um pardmetro
perturbativo. E também possivel expressar a constante 3, que aparece na Eq. (2.43), em termos

de C, como
2

@:1+%(m2—1). (3.15)

Por 1ltimo, ainda podemos relacionar o parametro a, a constante de integracao presente na

Eq. (3.11), com o raio ndo perturbado R, por meio da equagdo

02
aR + Ng <1 — 7) R®=1. (3.16)

Uma das maiores diferencas entre as Eqgs. (3.14)-(3.16) e os resultado convencionais da
andlise linear de fluxos confinados € a presenca do segundo termo no lado direito da Eq. (3.13).
Este termo s6 age no modo n = 2m e ndo € proporcional a amplitude a,,. De fato, termos deste
tipo ndo estdo presentes nas taxas de crescimento de células girantes planas [40,41,126] e nem
no caso de injecao em células curvas visto no capitulo anterior, sendo encontrados tipicamente
em problemas de crescimento de cristais na presenca de anisotropia [130-132]. Essa semelhanca
entre o nosso problema e o de crescimento de cristais ajuda a compreender porque alguns
aspectos morfoldgicos de cristais anisotropicos, como side-branching, também sio encontrado

em algumas solucdes estaciondrias da Fig. 25.

Para obtermos as soluc¢des estaciondrias, tomamos a,, = 0 na Eq. (3.13) e chegamos nas
seguintes equacoes

Aom = ZW’ (3.17)
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o (-5
n' =/ NqR3 (1 — 7) + 1. (3.18)

A Eq. (3.17) revela que, no equilibrio, o modo 2m sempre esta presente € possui uma amplitude

(<

determinada pelos pardmetros do sistema. Perceba que a amplitude as,, € zero para os casos
em que C' = 0, m = 0 ou Ny = 0, o que significa que os efeitos de anisotropia envolvem um
acoplamento de geometria e rotacdo. Este acoplamento explica o fato, que j4 era esperado, de que
a assimetria dos dedos ndo estd presente no caso plano (C' = 0), no cone convencional (m = 0)

e nem no caso de injecdo (Ng = 0).

A compreensdo da Eq. (3.18) € um pouco mais sutil que a Eq. (3.17). Pois, ao contrario
da Eq. (3.17), ela ndo define a amplitude de um modo especifico, mas sim o valor do modo de
Fourier secunddrio n’. Como n’ € um inteiro, podemos entender a Eq. (3.18) como uma "regra
de quantizagdo", de maneira que s6 € possivel obter solugdes estaciondrias caso 0s parametros
Ng, R, C e m estejam relacionados de maneira que n’ seja inteiro. Isto explica o porque de na

Fig. (25) obtermos solucdes apenas para alguns valores especificos do parametro C'.

Outro aspecto importante da Eq. (3.18) € que ela nos permite entender analiticamente o
que acontece conforme C' € aumentado. Como vimos numericamente na Fig. (25), o nimero
de ramificacdes nos dedos aumenta com o valor C', porém, olhando para a Eq. (3.18), ndo esta
claro que o modo de Fourier secundério n’ aumenta com C, uma vez que este parametro exerce
dois efeitos opostos na Eq. (3.18). O primeiro efeito de C' se encontra no termo Nq(1 — C?/2)
que pode ser entendido como um Bond number efetivo, que diminui quando C' aumenta. A
segunda contribui¢do vem do pardmetro geométrico (3, que aumenta com C', o que estd explicito
na Eq. (3.15). Podemos entender esta dependéncia de 5 com C' percebendo que, a medida que C'
aumenta, a superficie se torna cada vez mais ondulada e contém mais espaco livre, possibilitando
o crescimento de um maior numero de dedos. Combinando estes dois efeitos, temos a seguinte

expressao para n':

C? C?
A Eq. (3.19) deixa claro que o efeito total de C' € aumentar o nimero de dedos, o que esta de

acordo com o que foi visto numericamente nas interfaces nao-lineares da Fig. (25).

Vimos que as equacdes linearizadas do problema [Eq. (3.13)-(3.16)] sao capazes de
explicar qualitativamente diversos aspectos do problema. Para finalizar essa se¢do, vamos
investigar como essas equacdes se comparam quantitativamente com as solucdes exatas do
problema. Esta comparacgdo estd ilustrada na Fig. 27 e na Fig. 28. Em ambas as figuras, exibimos
um grafico contrastando o médulo das amplitudes |a,| obtidas numericamente (linha preta
solida) e analiticamente pela teoria linear de dois modos discutida anteriormente (circulos
laranjas). O modo n = 0 corresponde ao valor de R da Eq. (3.16). Além disso, na Fig. 27(b) e
Fig. 28(b), mostramos uma compara¢dao no mesmo estilo daquela que foi feito na Fig. 26, s6
que dessa vez comparando a interface numérica exata (linha preta) e a linear (linha laranja). Os
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Figura 27 — (a) Valor absoluto da amplitude de Fourier cosseno |a, | como fun¢do do modo n.
(b) Comparagao entre a solu¢do numérica e linear para o formato estacionario da
interface. Escolhemos C' = 0.58, e m = 2. Note que n = 2m = 4,e n’ = 8.
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Figura 28 — (a) Valor absoluto da amplitude de Fourier cosseno |a, | como fung¢do do modo 7.
(b) Comparagao entre a solu¢do numérica e linear para o formato estaciondrio da
interface. Escolhemos C' = 0.4965, e m = 3. Note que n = 2m = 6,en’ = 0.

parametros utilizados na Fig. 27 sdo C' = 0.58, m = 2, Ng = 25.74 e a = —20.4, enquanto na
Fig. 28 escolhemos os mesmos pardmetros, com excecdo de C' = 0.4965 e m = 3. Além disso,
selecionamos 7(s = 0) = 1, r;(s = 0) = 0, (s = 0) = 0. Alguns detalhes técnicos precisam
ser esclarecidos antes de comecarmos a discussdo dessas figuras. O primeiro € que, obviamente,
tivemos que escolher interfaces exatas pouco deformadas para fazer a nossa comparacao, uma
vez que temos que nos manter no regime linear. Além disso, outro detalhe que é importante
enfatizar é que a amplitude do modo |a,| é determinada a partir das expressdes para R,
condi¢do inicial (s = 0) = 1.

as,| ea

Uma andlise dos resultados numéricos e analiticos nas Figs. 27 e 28 deixa claro que, para
os parametros escolhidos, a teoria linear com dois modos consegue reproduzir bem o formato das

eldsticas. Outra comparacdo que também pode ser feita € entre a Fig. 25, a galeria dos padrdes
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fortemente ndo-lineares e os padrdes das Fig. 27(b) e Fig. 28(b). Na Fig. 27(b), observamos um
padrdo bem simétrico, com quatro dedos sofrendo tip-splitting. Este padrao € bastante similar ao
da Fig. 25(h), que exibe as mesmas caracteristicas morfoldgicas, sé que o padrao é um pouco
mais desenvolvido. J4 a interface da Fig. 28(c) possui uma alternincia entre os dedos finos
e os dedos grossos, com os dedos grossos exibindo tip-splitting. Um padrao da Fig. 25 que
também possui este tipo de interface é o da Fig. 25(d). Curiosamente, apesar dos dedos do padrdo
ndo-linear da Fig. 25(d) serem muitos mais longos, eles nao exibem tip-splitting. Isso mostra que,
ter as amplitudes dos dedos maiores nao significa necessariamente que o padrao apresenta uma
morfologia mais complexa. Por fim, a comparacao entre as Fig. 25, Fig. 27 e Fig. 28 demonstra
ndo s6 que a teoria linear de dois modos € eficaz para explicar quantitativamente padrdes poucos
deformados, mas que ela também consegue fazer uma mimica muito boa de padrdes fora do

regime nao-linear.

Por fim, padrdes como os da Fig. 25(1) claramente ndo podem ser acessados por meio
de uma andlise linear, uma vez que eles sdo extremamente ramificados. Apesar dessa limitacao,
temos que a teoria exibida aqui é mais do que satisfatdria para entendermos como os efeitos
de rotacdo, geometria e anisotropia participam na formacao das eldsticas generalizadas. Vale
ressaltar que essa efetividade € bastante inesperada. No caso plano com C' = 0, por exemplo, a
teoria linear ndo € capaz de reproduzir o formato de raquete visto na Fig. 20 e que € tipico das
curvas elasticas [40,42,43].
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4 INSTABILIDADE DE SAFFMAN-
TAYLOR EM MEIOS POROSOS
TRIDIMENSIONAIS

4.1 Introducao

Nos dois capitulos anteriores, estudamos a influéncia do formato da célula de Hele-Shaw
na estabilidade linear e na formagao de padrdes em fluidos confinados em ambientes bidimensio-
nais. Neste capitulo, iremos continuar investigando como as propriedades espaciais do sistema
afetam a emergéncia de instabilidades na interface entre dois fluidos. Mais especificamente,
buscaremos entender a evolucao temporal e morfologia de dedos viscosos em uma regiao tridi-
mensional (meio poroso), e, a partir disso, compara-las ao que ocorre em regides efetivamente

bidimensionais (como o sistema que foi investigado do capitulo 2).

Historicamente, como foi mencionado na introdugdo, o estudo da instabilidade de
Saffman-Taylor iniciou-se com a investigagdo do comportamento de fluidos em meios porosos
uniformes tridimensionais, em processos relacionados a extracao de petréleo em rochas [33] e ao
refinamento de acucar em colunas de carvao [31]. Curiosamente, apesar de ter sido um dos pri-
meiros casos investigados, o estudo da instabilidade de Saffman-Taylor totalmente tridimensional
nao recebeu muita aten¢do ao longo dos anos. Um dos motivos para este aparente desinteresse
€ que, a lei de Darcy, que governa o fluxo de fluidos viscosos em meios porosos, também rege
os fluidos confinados nas células de Hele-Shaw [Eq. (2.17)]. Dessa maneira, como o sistema
efetivamente bidimensional das células de Hele-Shaw € muito mais simples de ser analisado do
que um meio poroso real, grande parte das investigacoes da instabilidade de Saffman-Taylor sao

realizadas no interior de células de Hele-Shaw.

Dentre os estudos existentes relacionados a formagdo de dedos viscosos em meios
porosos tridimensionais, a maioria se restringe ao caso de fluidos misciveis. Além disso, muitos
destes trabalhos focam apenas em fluxos unidirecionais, em contraste ao caso 2D, onde muita
atencdo também € devotada aos fluxos radiais. Apesar da literatura limitada, muitas descobertas
interessantes foram feitas sobre o comportamento em instabilidade de Saffman-Taylor em meios
porosos. Utilizando simulagdes numéricas intensivas [62—65], diversos autores concluiram que
0 mecanismo de tip-splitting, comum em dedos viscosos em duas dimensdes, também pode
ser encontrado em trés dimensdes. Recentemente, o fendmeno de tip-splitting foi detectado
experimentalmente na Ref. [61] com o uso de tomografia computacional (CT) por raio-x para
o caso do fluxo miscivel unidirecional em um meio poroso composto por pequenas esferas de

plastico.

Curiosamente, além do tip-splitting usual, em que um dedo viscoso se bifurca em dois
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dedos menores, outros casos mais exdticos também foram reportados na Ref. [60]. Nas diversas
simulagdes numéricas de [60], situacdes em que os dedos se ramificavam em trés, quatro ou
mais dedos também foram vistas. Esse tipo de tip-splitting ndo esta presente em duas dimensoes,

sendo, possivelmente, uma caracteristica exclusiva do fendmeno em trés dimensdes.

O principal objetivo deste capitulo € investigar, de maneira tedrica e analitica, as caracte-
risticas morfolégicas da interface entre dois fluidos localizados no interior de um meio poroso
homogéneo e tridimensional. No entanto, invés de focarmos em fluidos misciveis submetidos a
um fluxo unidirecional, estudaremos a situacao mais simples, porém menos investigada, de um
fluido imiscivel sendo injetado radialmente em outro. Até o presente momento, 0 Unico outro
estudo desse sistema simples se encontra na Ref. [136]. Enfatizamos, no entanto, que a analise
feita na Ref. [136] ndo aborda a formacdo de padrdes na interface, focando apenas no estudo
de mecanismos de controle capazes suprimir a instabilidade de Saffman-Taylor em um meio
poroso. Além disso, em [136] apenas o regime linear da dindmica foi levado em conta e, como
foi visto na secao 2.3.2, acoplamentos ndo lineares sao fundamentais para a andlise analitica do

mecanismo de tip-splitting.

No geral, este capitulo foi organizado de maneira similar ao Cap.2. Na se¢do 4.2 apre-
sentaremos as equagdes para os dedos viscosos em um meio poroso uniforme 3D e derivamos a
equagao de modos acoplados. Apds isso, na se¢ao 4.3, discutiremos um pouco o regime linear
(secdo 4.3.1), e fracamente nao linear (se¢do 4.3.2) da dinamica. O maior foco da secao 4.3,
no entanto, serd a analise do mecanismo de tip-splitting por meio do acoplamento de segunda
ordem entre 0 modo fundamental e seu primeiro harmonico, que € um anélogo tridimensional da
andlise conduzida na secdo 2.3.2 do capitulo 2. Este capitulo foi baseado na publicacdo [74].

4.2 Equacao de modos acoplados para o sistema

Considere o fluxo de dois fluidos viscosos incompressiveis e imisciveis em um meio po-
roso uniforme, ou seja que possui as mesmas propriedades em todas as direcoes. As viscosidades
do fluido 1 e fluido 2 sdo, respectivamente, 7; € 7)2, € existe uma tensdo superficial o na interface
entre eles. Inicialmente, o fluido 1 se encontra em uma regido esférica de raio Ry, enquanto
o segundo fluido ocupa completamente o restante do meio poroso. Exploraremos a situagao
tridimensional andloga aquela estudada no capitulo 2, em que o fluido 1 € injetado no fluido 2 a
uma taxa de injecdo volumétrica () constante. Podemos descrever a interface perturbada entre os

dois fluidos como
R(0,9,t) = R(t) + (0, 9,1), 4.1)

onde R(t) é o raio ndo-perturbado e (0, ¢, t) é a perturbacéo da interface (6 denota o angulo
polar, e ¢ € o dngulo azimutal, ambos em coordenadas esféricas). Utilizando conservagdo de

volume, R(t) pode ser escrito como

3

R(t) = {R3+ %Qt} . (4.2)
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Figura 29 — Esboco de uma interface entre dois fluidos em um meio poroso. Nesta figura, remo-
vemos uma regiao entre dois meridianos na interface para facilitar a visualizagdo. O
semi-circulo tracejado é uma representacio do raio R ndo perturbado. Assim como
na Fig. 12, temos que o fluido de viscosidade 7); € injetado em outro de viscosidade
1, causando uma perturbagdo ¢ na interface fluido-fluido devido a instabilidade de
Saffman-Taylor.

Um esbogo do sistema se encontra na Fig. 29.

Neste capitulo, iremos aplicar uma variacdo do método fracamente nao linear ja utilizado
anteriormente no Cap.2 e realizar uma anélise de segunda ordem na perturbagao no problema
de formacdo de dedos viscosos em trés dimensdes. Nesta andlise, € conveniente expandirmos a

perturbacido ( (6, ¢,t) em termos de harmdnicos esféricos, ou seja

[es) l
=3 Cm®)Yim(0, 9), (4.3)

1=0 m=—1

onde (j,, = fo dQ¢(8,¢,t)Y,: (0, ¢) sdo as amplitudes dos harmonicos esféricos da pertur-
bagdo e df) = sin 0dfdgp é o elemento de angulo sélido. Os inteiros [ e m estao relacionados com
o niimero de onda e o formato das deformagdes na interface fluido-fluido. Temos que ((60, ¢, t) é
uma fungdo real, o que implica na relagdo (}, (¢, ¢) = (—1)™ (- (6, ¢) entre as amplitudes de
perturbacdo. Esta relacdo decorre da convencdo Y;* (6, ¢) = (—1)™Y,_,,(0, ¢) para harmonicos
esféricos [86]. Aplicando a conservagao de volume até segunda ordem, chegamos em outra

relacdo entre as amplitudes,

Goo(t) = Z [Cim (8) 2, (4.4)
z;ﬁo

que € um andlogo da Eq. (2.39) discutida no segundo capitulo.
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Desconsiderando efeitos de gravidade (tomando as densidades dos fluidos como sendo
muito préximas, por exemplo), a dindmica do fluxo no meio poroso é regida pela lei de Darcy [33]

k
v; = —— Vpy, 4.5)

1j
onde o indice j € 1 (2) para o fluido interno (externo) e k é a permeabilidade do meio poroso.
Os termos p;(r,0,¢,t) e v, = v;(r,0,¢,t) sdo a pressdo e a velocidade tridimensional dos
fluidos, respectivamente. Comparando a Eq. (4.5) com a lei de Darcy bidimensional [Eq. (2.17)],
percebemos que elas possuem o mesmo formato matemético, com a velocidade linearmente
proporcional ao gradiente de pressdo. Um detalhe a ser observado € que, em trés dimensoes,
a permeabilidade k faz o papel do coeficiente b?/12, que surge na lei de Darcy bidimensional

devido a média transversal.

A Eq. (4.5) implica que o fluxo € irrotacional e, com isso, podemos definir potenciais de
velocidade v; = —V ®;. Como o fluxo € incompressivel, V - v; = 0, os potenciais satisfazem
a equacdo de Laplace em trés dimensdes, V2®; = 0, cujas solugdes sdo

i(r0,6,1) = .-+ Z Z By, (L (—)) Yim (0, ¢) (4.6)

para o fluido 1, e

—(1+1)

Q fe’) l
Dy (r, 0, ¢, 1) = i le%m ( )) Yim (0, ) (4.7

para o fluido 2. Estas solucdes estao consistentes com as condi¢des de contorno ¢; — @/ (4nr)
quando r — 0, e ®; — 0 quando r — oo.

Para relacionarmos os coeficientes ®,;, das Egs. (4.6) e (4.7) com as amplitudes de

Jlm

perturbacao (,,,, aplicaremos a condi¢c@o de contorno cinematica [Eq. (2.24)],

5 = | I (4.8)

OR 1 09, 0R N 1 09,0R 09
r2 90 00  r2sin®0 d¢ 0 O |,._p

Utilizando as solu¢des dos potenciais [Eq. (4.6)-(4.7)] e a expressdo para a interface defor-
mada [Eq. (4.3)] na Eq. (4.8), chegamos em uma expressdo contendo duas integrais envolvendo

harmonicos esféricos. Estas integrais possuem soluc¢des fechadas, dadas por

/ / AYY (0, 0)Yiym, (0, 0) Yigm, (0, ¢) =

B O T YO TR S YA S N A A M A4 B A A
(=1) \/ AT (—m m m2> (0 0 0)’

(4.9)
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. Y1 my (0, 0) OY1ym, (0, §) L 0Yym, (0,0) 0Yim, (0,0)\
/ /dQY ( 20 00 sinZd 00 00 )_

20 + 1)(20, + 1)(2l + 1)
<—1)m“\/( + 1 14:; 2t Wl I+ D)2+ Dia(ls + 1) (205 + 1)

" Il l 1y Il
1[112 —m Mmyp My 000’

b b
onde (2 ;) e {2 ;} sdo os simbolos 3j e 6] de Wigner, respectivamente. A deriva¢ao
e e

destas integrais, bem como os valores numéricos dos simbolos de Wigner, podem ser encontradas
nas Refs. [86, 137-139]. Utilizando Eq. (4.9) e Eq. (4.10), chegamos no potencial do fluido 1,

q)llm(t> - _1 <RClm + Qi]_pglm)

(20 +1) 2l1 + 1)(2[2 +1) l i 1y I L 1
bl —m myp My 0 0 0
1miy t2m2

5 I L1
x {473%3 {2z1+1—Ewl(ll+1)(211+1)l2(z2+1)<212+1){1 ll QHCzlmlsz

1l2

(4.10)

Ly 1y

1 A
h—l—Ewl(zl+1><zzl+1>z2<z2+1><2z2+1>{1 1 H QWIQW}
“4.11)

e em uma expressao similar para ®y;,,(¢). O termo (;,,, representa a derivada temporal de (;,,,. Na
Eq. (4.11), o somatério em [ vai de 1 até oo, enquanto o somatdrio em m vai de —[ até [. A partir
de agora, para tornar as expressdes mais compactas, iremos continuar utilizando esta conveng¢ao

nos limites inferiores e superiores dos somatérios tanto em [y, m; quando em [y, ms.

A segunda condicao de contorno necessdria € a relacao entre a descontinuidade do campo
de pressdao com a curvatura do fluido na interface [Eq. (2.22)]. Para um fluido em um meio
poroso, a equacao de Young-Laplace modificada é dada por [33]

(p1 — p2)|r = 26H + pe(t), (4.12)

onde H € a curvatura média da superficie [87, 136], que pode ser expandida em segunda ordem
em (, fornecendo
V(r—1R(0,0,t)) 2 20+ V3 2P+ 2¢Vi(C

e . —_ w w 3
2H=V N —R(0,0.0))] R 2 + 3 + O(¢7), (4.13)

onde operador V2 representa o laplaciano na esfera unitdria. Na Eq. (4.12), temos que a tensdo

superficial efetiva macroscopica, representada por &, obedece uma relacdo linear com a tensao
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microscépica o, dada por & = C'o, onde a constante C' varia dependendo das propriedades do
meio poroso [33]. O dltimo termo no lado direito da Eq. (4.12) estd relacionado com variagdes
na pressao capilar e, como nao tem dependéncia espacial, ndo serd relevante para a presente
discussdo. Mais detalhes sobre a lei de Young-Laplace em meios porosos, bem como valores
experimentais de C, podem ser encontrados em Refs. [33, 136]. Comparando a condicdo de
pressdo para o caso 2D com a 3D, temos que, ignorando o termo p.(t), vemos que a curvatura
geodésica 4 na Eq. (2.22) dé lugar a curvatura média na Eq. (4.12).

Temos agora todos os ingredientes para chegarmos na equagdo diferencial de modos
acoplados para as amplitudes (;,,(¢). Substituindo a Eq. (4.11) (e o seu equivalente para o
fluido 2), e utilizando a Eq. (4.12) junto com a Eq. (4.5), obtemos, apds algumas manipulacdes

algébricas e mantendo apenas termos até segunda ordem em (,

élm = A(Z) Clm
+ Z Z [‘F(l7 m; lla my, l27 mQ) Cl1m1€lzm2 + g(lv m; l17 my, 127 m2) C.l1m1cl2m2] )
lim1 lamo
4.14)
o 2T Ui+ LI+ 2)02 - 1)
+ + —
Al)= = |A———— — 4.15
Q 33[ Ql+1-4) ' Ca (21+1—A)1’ (413)
que ¢ a taxa de crescimento linear, onde A € o contraste de viscosidade [Eq. (2.1)] e
Ca = £ 1)Q (4.16)
drko

€ o numero de capilaridade para o nosso sistema. Além disso,

(—1)m\/(2l+1)(2l1+1)(2l2+1) A 11, Iy
F(l,m;l,ma, s, =
( m;ily, My, by m2) R4 A —momy M 00 0

21 +1) — (20 + 1)(20 + 1)
8 [‘4( A+ 1-A

(+D)(L+1)+1, [ PR )
-2 I (1 )(20 4+ 1)1(1 20y + 1
LWL+ D2i+1-4 \/ (L +1)(2L + 1)la(la +1)(20, + 1) L

2l +1 (+ 1)+ )

_il(H—l)(l—ll—l%)
Ca 20+1- A ’

Il Il
: Wl zl+1)(211+1)z2(52+1>(252+1){1 zl ;}
1 2

(4.17)
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g(z,m;ll,ml,zg,m2)=(_Dm\/(%ﬂ)%H)(%H)(l . 52) (l h 12)

R 4 —m myq My 0 0 O
20+1) —1i(lh+2)—(1+1)(L—1)
x |A
20+1—- A

GRS
Lh+1)@20+1-A
I+ —1) =1 + 2)+

20+1-A
I+ 1)+ 1) =10
L +1)Q204+1-A

Loy
Vil 1)@h + Dia(le + (s +1) {1 I zg})

L Loy
)\/11(51 +1)(2h + Dol +1)(2h + 1) {1 L le

(4.18)

sao as fungdes de acoplamento de segunda ordem. Nas Eqgs. (4.14)-(4.18), os comprimentos
foram reescalados por Ry, e o tempo por (47 R3)/Q. Iremos utilizar essa adimensionaliza¢@o no

restante deste capitulo.

Assim como as equagdes de modos acoplados do capitulo 2 [Egs. (2.35)-(2.38)], as
equacoes (4.14)-(4.18) também permitem uma investigacdo da estabilidade linear e da formagdo
de padrdes ndo-lineares no sistema. Enfatizamos que, apesar das equacgdes nos casos bi e
tridimensional serem bastante similares, hd varias diferencas importante entre elas. Por exemplo,
o numero de acoplamentos entre os modos € muito maior no caso 3D do que no caso 2D, o
que torna a dinamica tridimensional relativamente mais complexa. Além disso, comparando
as equacdes do problema 2D e 3D, vemos que tanto as expressdes para a taxa de crescimento
quanto aquelas para as funcdes de acoplamento possuem dependéncias distintas com o raio R e
com os modos [ e m. Na proxima se¢ao, veremos o impacto que estas diferencas exercem na

dinamica do sistema.

4.3 Discussao

4.3.1 Estagio linear: Estabilidade da interface

Nesta subsecdo discutiremos brevemente o comportamento linear do problema de
Saffman-Taylor em meios porosos uniformes tridimensionais. Outras andlises lineares de situa-
coes semelhantes podem ser encontradas nas Refs. [33, 136]. Comecaremos examinando a taxa

de crescimento linear da Eq. (4.15), que pode ser decomposta em

1
A(l) = 250, (4.19)

onde )
A1) =2 Ay oy 12— 1) (4.20)

(20+1—A4) =~ Ca (21+1-—A4A)
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Figura 30 — Grafico da taxa de crescimento A como fungdo de [, para trés valores do raio nao
perturbado R. Nesta figura, tomamos Ca = 110, e A = 1. Os pequenos circulos
representam a taxa maxima de crescimento A (/.. ). Estd claro que variagoes em R
nao influenciam nem a banda de modos instaveis, nem o modo com /,,,,, de maior
crescimento.

Devido a simetria esférica do fluxo ndo-perturbado, temos que a Eq. (4.20) ndo depende do modo
m. Isto implica que os modos com o mesmo [ sdo degenerados, com uma degenerescéncia de
2l + 1, de maneira que, a nivel linear, estes crescem com a mesma taxa. A Fig. 30 ilustra algumas
das caracteristicas importantes de A([). Por meio dessa figura, vemos como a taxa de crescimento
varia com cada modo [ para uma situagdo usual em que Ca = 110 e A = 1. Analisando a
Fig. 30, percebemos que a banda de instabilidade, definida como os modos instdveis do sistema,
se mantém inalterada ao variarmos o tempo (e portanto, aumentarmos o raio ndo-perturbado).
Compare esta simples dependéncia de A(/) com R presente no problema tridimensional com a
complicada expressdo encontrada no problema bidimensional, dada pela Eq. (2.36). Até mesmo
no caso 2D plano, a banda de instabilidade varia bastante com R, de modo que, para valores
grandes de R (ou seja, para tempos longos), todos os modos da perturbacio estdo "acordados”, em
um fendmenos que é conhecido como "cascata de modos" [39,94]. No entanto, como podemos
ver na Fig. 30, a cascata de modos estd ausente no caso tridimensional. Outra consequéncia
da forma da Eq. (4.19), que também podemos observar na Fig. 30, é que o modo [,,,,,, que
possui a maior taxa de crescimento, ndo varia com o tempo. Podemos confirmar este observacao

calculando [,,,,, paraocasode A = 1,

1
bnas = 5 | V3Ca+7 = 2] . 4.21)

A expressdo acima mostra que /,,,, para A = 1 estd determinado exclusivamente por Ca, sendo,
portanto, independente de /2. Novamente, esta situacdo € bastante diferente da bidimensional,
em que o modo de maior crescimento aumenta com R [Eq. (2.47)]. Por ultimo, a Eq. (4.19),
combinada com a Eq. (4.14), nos permite calcular explicitamente as amplitudes (;,,,(¢), que
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Figura 31 — Diagrama de estabilidade linear no plano A-Ca ilustrando as regides estaveis e
instaveis. A fronteira entre as duas regides é encontrada fazendo A(l,,4.) = 0. Os
padrdes 3D ilustram o formato de duas interfaces fluido-fluido tipicas que surgem no
regime linear do processo de formacgdo de dedos viscosos em um meio poroso 3D.

podem ser expressas de maneira compacta como
G (t) = Gm(0) RMD = (1, (0) [1 4 38073 (4.22)

onde (;,,,(0) é a amplitude inicial do modo Im. A Eq. (4.22) serd til para o cdlculo das amplitudes

no regime fracamente nao linear da préxima secao.

Finalizamos esta se¢do discutindo o efeito combinado do contraste de viscosidade A, e do
ndmero de capilaridade Ca na formagao de dedos viscosos em 3D. A Fig. 31 exibe um diagrama
de estabilidade linear no espaco A-Ca, mostrando as regides estaveis e instaveis da dindmica
linear. A regido estavel estd em branco e a instavel, em azul. A curva delimitando as duas regides
distintas mostradas na Fig. 31 é obtida utilizando a condi¢do A(l,,..) = 0. Pela Eq. (4.22),
percebemos que, acima desta curva, a amplitude inicial da perturbacao cresce, enquanto abaixo
dela, a amplitude decresce. Aproveitamos a Fig. (31) para ilustrar duas interfaces fluido-fluido

lineares nas duas diferentes situacdes, estavel e instavel.

4.3.2 Estagio ndo-linear: Morfologias das interfaces em 3D

Considere agora o segundo termo a direita da Eq. (2.35), que representam a contribui¢do
fracamente ndo linear (segunda ordem) na dinamica. Conforme foi visto no capitulo 2, ao

contrario do caso linear, em que todos os termos crescem de maneira independente, os termos
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fracamente ndo lineares introduzem acoplamentos entre os diversos modos. Por sua vez, esses
acoplamentos s@o responsaveis por forgar o crescimento de modos que nio estavam presentes
linearmente e gerar novos efeitos morfologicos nas interfaces. Conforme vimos na discussao
da se¢do 2.3.2, em duas dimensdes, esses modos sdo responsaveis pela emergéncia do tip-
splitting, uma das caracteristicas principais da instabilidade de Saffman-Taylor radial. Para
visualizar os efeitos ndo-lineares na morfologia em 3D & preciso primeiro resolver a Eq. (4.14)
consistentemente até segunda ordem. Isso pode ser feito de duas maneiras: (i) resolvendo as
equacdes numericamente, ou (ii) substituindo a solucdo linear da Eq. (4.22) nos termos de
segunda ordem da Eq. (4.14) e integrando a equacdo diferencial obtida. Usualmente, o método
(1) € o mais pratico e foi ele que aplicamos no capitulo 2. No entanto, para o caso 3D investigado
aqui, iremos optar pelo método (ii) pois, como veremos, as solucdes analiticas de segunda-ordem
sdo relativamente simples. Ressaltamos que os métodos (i) e (i1) sdo equivalentes, uma vez que a
diferenca entres eles € de terceira ordem na perturbacdo e, portanto, pode ser descartada em uma
andlise de segunda ordem.

Para obtermos a solu¢do fracamente nao-linear, comecaremos escrevendo o termo de
acoplamento de segunda ordem como

W(l’ m, t) - Z Z [f(l’ m; ll’ ma, l27 m2) + A(l)g(l, m; lla my, 127 m?)] Cll:ZuCll;?nQ:

limy lama

(4.23)
onde ¢! denota as amplitudes lineares dadas pela Eq. (4.22). Dessa forma, a equagdo diferencial
para cada modo (j,,, se torna

Clm = A(l)Qm + W(l7 m, t>7 (424)

que é uma equagdo de primeira ordem com um termo for¢cado W (I, m, t), que pode ser integrada,
, ETW (L, m, t
Gm(t) = G () {1 + / {(lm—,)} dt/}- (4.25)
0 lm (t )
Uma expressao explicita para as integrais da Eq. (4.25) é bastante confusa no caso bidimensio-

fornecendo

nal [39], e por isso, ndo € muito util. No entanto, podemos integra-las facilmente no caso 3D

definindo as seguintes fun¢des auxiliares

F(l,m;ly,ma, by, ma) = [R(t)]4F(l7m; li,ma, 1y, ms) (4.26)
© 1
G(l,m;ly,my,la, mg) = mG(Lm% i, my,ly,ms). 4.27)

Perceba que, pelas Egs. (4.18) e (4.17), tanto G (I, m; Iy, m1, Iz, mo) quanto F'(I,m; 1y, mq, ly, ms)
sao independentes de R. Dessa maneira, a solu¢do de segunda ordem da Eq. (4.14) pode ser
escrita como

QZWL(t) = Clm(o) R)\(l) + Z Z T(l7 m; llv my, l27 m2) [(lv lla 127 t) <11m1 (O)CIsz (O), (4-28)

lymy lama
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onde

T(l,m;ly,my, lo,ma) = F(I,m; 1y, my, la,me) + AUG(L,ms 1y, my, lo, ma) (4.29)

R()NWHME)-1 _ R(1)AD
Al) + A1) = A1) —1 7

t
I(1: 14,1y, t) = R(t)*V / R(tHAFAE) =D~ gy — (4.30)
0
A solucdo acima contém todas as informagdes necessarias para a andlise fracamente ndo linear
do sistema. Além disso, investigando a Eq. (4.28) um pouco mais, também € possivel ver
que existe uma dependéncia explicita em m na fungdo T'(1,m;ly, mq,l3, m2), de modo que a

degenerescéncia que existia a nivel linear ndo estd mais presente em segunda ordem.

Um detalhe importante na expressio dada pela Eq. (4.28) € que ela contém um somatdrio
entre todos os (infinitos) possiveis acoplamentos entre 1, m1, l2, € mo. A principio, isso significa
que todos os modos se tornam potencialmente ativos na dindmica de segunda ordem, o que
tornaria uma andlise do problema impossivel. Felizmente, temos como reduzir o niimero de aco-
plamentos no somatdrio considerando algumas regras de selecdo, ou seja, condigdes necessarias

para que T'(1,m; 11, m1, o, ms) # 0. Estas regras de selec@o sdo dadas por

m = mi+ Mma, (431)
[l — o] T <1+ 1D, (4.32)

e
[ + Iy + l5 € um inteiro par, (4.33)

e sdo origindrias das simetrias dos simbolos 3j de Wigner [140]. A primeira condi¢do [Eq. (4.31)]
€ idéntica a que aparece no problema de Saffman-Taylor bidimensional [39]. Contudo, as demais
regras de selecdo [Eq. (4.32), e Eq. (4.33)] ndo possuem nenhum equivalente 2D. Além disso,
como as Eqgs. (4.32)-(4.33) sdo desigualdades, o nimero de acoplamentos a ser considerado
em 3D € muito maior do que o do problema 2D equivalente. Para ilustrar melhor este ponto,
considere a situacdo em que a perturbacao consiste inicialmente em apenas um modo. No caso
bidimensional, os efeitos de segunda ordem causardo o modo fundamental, que chamaremos de
n, a forgar o crescimento de apenas um modo, 0 harmonico 2n. Isto estd de acordo com o que foi
visto na secdo 2.3.2. A situagdo é bastante diferente para o problema tridimensional, em que, por
exemplo, o modo com amplitude (4, pode afetar sozinho o crescimento de trés modos extras ((gg,
(60, C20) durante a evolucdo fracamente ndo linear de segunda ordem. Devido a essas distingdes,
nao € possivel tracar um paralelo direto entre a formacao de dedos viscosos em 2D e a 3D. Ou
seja, isso implica que, rigorosamente, ndo € possivel prever como a interface fluido-fluido iré se

comportar em trés dimensdes apenas extrapolando o resultado bidimensional ja estudado.

Para visualizar o surgimento de dedos viscosos em 3D, plotamos as interfaces perturbadas

para diversas condigdes iniciais e para diversos valores do nimero de capilaridade Ca. Durante
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Figura 32 — Interfaces tipicas para condicdes iniciais contendo apenas os modos [ = 3. A
primeira coluna (Fig. 32(a) e Fig. 32(d)) ilustra as interfaces puramente linares. A
segunda coluna (Fig. 32(b) e Fig. 32(e)) apresenta as interfaces fracamente nao
lineares equivalentes. Por dltimo, na terceira coluna (Fig. 32(c) e Fig. 32(f)) temos
as mesmas interfaces ndo lineares da segunda coluna, porém com o modo [ = 6
removido. Os padrdes ilustrados nas Figs. 32(a)-32(c) possuem Ca = 60, e R = 500,
enquanto as estruturas das Figs. 32(d)-32(f) possuem Ca = 80, e R = 50.

(©
()

nossa andlise, concentramos nossa atencao apenas na situacdo em que o contraste de viscosidade
€ maximo (A = 1), pois verificamos que os Unicos efeitos de reduzir A sdo retardar ou suprimir
completamente a instabilidade de Saffman-Taylor. Esses dois cendrios, no entanto, podem ser
explicados satisfatoriamente por meio da andlise linear discutida anteriormente, e ndo t€ém
nenhuma implicac@o para o entendimento da formacgao de padrdes na interface fluido-fluido.
Ressaltamos que nos padrdes das Figs. 32, 33, 34 e 36, a evolucdo temporal prosseguiu até
0 ponto em que as interfaces para tempos consecutivos estavam prestes a se interceptar. Este
critério de parada foi justificado na Ref. [141] e se baseia no fato de que um cruzamento
entre interfaces consecutivas implica que algum ponto da interface possui velocidade negativa.
Isso corresponde a uma situacdo ndo fisica, visto que tanto em experimentos em células de
Hele-Shaw [36, 142], quanto em simulacdes tridimensionais [62-65], a interface sempre possui
velocidades maiores ou iguais a zero. Este critério tem se mostrado muito ttil para o estudo
tedrico de formacao de padrdes em fluidos newtonianos e ndo-newtonianos confinados em células
de Hele-Shaw [39,77, 121, 135]. Também verificamos a validade do método ndo-linear checando
que as correg¢des de segunda ordem na perturbacio, que podem ser estimadas pelo termo (y na
Eq.(4.4), satisfazem a condi¢do (o) < R.

Comecamos a nossa discussdo pela Fig. 32, que exibe varias interfaces perturbadas. Para
obter estas interfaces utilizamos o resultado da Eq. (4.28), e levando em conta o acoplamento
de segunda ordem entre os modos 2 < [ < 16. Para ilustrar mais claramente a morfologia
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do sistema, escolhemos as condi¢des iniciais nas amplitudes como [(;,,| = 0.03 se [ = 3, e
|Cim| = 0 para os demais [, ou seja, a condig¢do inicial consiste apenas de modos [ = 3. Como as
amplitudes dos harmodnicos esféricos sao complexas, optamos por selecionar a fase de cada uma
aleatoriamente. Desta maneira, garantimos que ndo estamos escolhendo uma direcdo preferencial
que pode, em principio, favorecer algum tipo de comportamento especifico. Aplicando as regras
de selecdo das Egs. (4.31)-(4.33), obtemos que os inicos modos participantes sa0 Cgms Cams C3ms
e Com, onde todos os m’s sdo levados em consideracao. Para ter uma ideia de como o sistema
se comporta, obtivemos interfaces para diversas fases e amplitudes iniciais. Apds analisar os
resultados, concluimos que a grande maioria das interfaces exibe caracteristicas morfolégicas
semelhantes as da Fig. (32). Dessa maneira, a Fig. (32) € bastante tipica e ilustra bem as possiveis
interfaces do sistema. Iremos focar, por enquanto, apenas em interfaces com esse formato

caracteristico, deixando a discussdo de casos especiais para o final da secdo.

Na primeira linha da Fig. 32 (Figs. 32(a)-32(c)), todos os padrdes possuem nimero de
capilaridade Ca = 60, e R = 500. A figura 32(a) representa uma interface puramente linear,
enquanto a Fig. 32(b) € a interface fracamente nao-linear equivalente. Comparando estas duas
figuras, fica claro que a situacdo linear exibe um padrao simples com trés dedos de pontas
relativamente finas. Por sua vez, a situagdo ndo linear possui caracteristicas diferentes, com
dedos mais grossos e pontas achatadas. Essa diferenca entre as interfaces indica que os efeitos
ndo lineares sdo responsdveis por uma tendéncia dos dedos de ficarem mais largos. Neste ponto,
¢ importante lembrarmos da discussao feita na se¢do 2.3.2, onde verificamos a existéncia de um
processo similar no caso bidimensional. Na presente situagdo, no entanto, ndo estd claro quais
dos modos presentes sdo responsaveis por este fendmeno. Dessa forma, para identificarmos
qual modo, dentre todos aqueles que sdo acordados pela dindmica linear, causa o alargamento
dos dedos, mostramos na Fig. 32(c) uma versao "filtrada" da interface nao linear da Fig. 32(b),
contendo todos os modos menos os [ = 6, que foram removidos. Com isso, podemos ver
claramente que o padrao da Fig. 32(c) apresenta dedos finos similares aqueles da Fig. 32(a),
o que sugere os modos [ = 6 exercem um papel importante na emergéncia das caracteristicas
morfoldgicas nao lineares na interface fluido-fluido. Novamente fazendo uma analogia com
o caso bidimensional, temos que o fato dos modos [ = 6, que sdo o dobro dos modos [ = 3,
serem os responsaveis pelo alargamento do dedo é, de certa forma, esperado, uma vez que em
2D o modo 2m € o causador do alargamento do modo m. No entanto, ao contrdrio do caso
bidimensional, em que apenas o0 modo 2m surge no nivel nao-linear, temos agora que a interface
da Fig. 32(c) também contém os modos com [ = 2, 3, todos eles sendo acordados por efeitos
ndo lineares. E, de certa forma, surpreendente que a participacio dos modos [ = 6 seja a mais
favorecida e que, além disso, ela cause um efeito andlogo ao do modo 2m em 2D. Vale ressaltar
que se, ao invés do modo [ = 6, removéssemos os modos [ = 2 e [ = 4 da interface da Fig. 32(b),

teriamos que o impacto morfoldgico iria ser minimo.

Para nos certificarmos que os modos | = 6 sdo de fato responsdveis pela morfologia da
interface, nas Figs. 32(d)-32(f) exibimos as interfaces obtidas para Ca = 80. Primeiramente,
perceba que os padroes Fig. 32(a) e Fig. 32(d), representando as interfaces lineares, sdo bastante
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Figura 33 — Interfaces caracteristicas para condi¢des iniciais contendo apenas os modos | = 4.
A primeira coluna (Fig. 33(a) e Fig. 33(d)) ilustra as interfaces puramente lineares.
A segunda coluna (Fig. 33(b) e Fig. 33(e)) apresenta as interface fracamente nao
lineares equivalentes. Por dltimo, na terceira coluna (Fig. 33(c) e Fig. 33(f)) temos
as mesmas interfaces nao lineares da segunda coluna, porém com os modos [ = 8
removidos. Os padrdes ilustrados nas Figs. 33(a)-33(c) possuem Ca = 110, e
R = 105, enquanto as estruturas das Figs. 33(d)-33(f) possuem Ca = 130, e
R =57.5.

similares, o que indica que o efeito do aumento do nimero de capilaridade ndo € muito acentuado
a nivel linear. No entanto, temos que, na Fig. 32(e), que representa a interface ndo linear, existe
um alargamento na ponta dos dedos e uma visivel formagio de tip-splitting. E possivel ver
claramente dois dedos finos emergindo na ponta dos dedos mais grossos, um processo muito
similar ao que ocorre no caso bidimensional. Finalmente, a Fig. 32(f) exibe a mesma interface
fracamente ndo-linear presente na Fig. 32(e), porém sem incluir os modos [ = 6. Neste ponto,
deve estar claro que os modos [ = 6 sdo responsdveis ndo somente pelo alargamento dos dedos
como também pelo fendmeno de tip-splitting.

Para ter certeza que os fendmenos que ocorrem na Fig. 32 ndo sao exclusivos para | = 3,
na Fig. 33 conduzimos a mesma andlise para [ = 4. As interfaces na primeira linha da Fig. 33
(Figs. 33(a)-33(c)) sdo geradas utilizando Ca = 110, e R = 105, enquanto na segunda linha
(Figs. 33(d)-33(f)), consideramos Ca = 130, e R = 57.5. Tomamos inicialmente 2 < [ < 16,
perturbag@o inicial (4,,,(0) = 0.0009 e fases inicias aleatérias. Apés utilizar as regras de selecdo,
obtemos que os modos participantes S0 (g, Cem»> Cam» € Com, onde todos m’s estio presentes. De
maneira similar ao caso com [ = 3 discutido na Fig. 32, temos que ambas as interfaces lineares
da Fig. 33(a) e da Fig. 33(d) possuem dedos pontudos em oposicao aos dedos largos presentes
nos casos ndo lineares das Fig. 33(b) e Fig. 33(e). Além disso, removendo o modo [ = 8, todos os
efeitos morfoldgicos ndo lineares desaparecem, o que pode ser visto na Fig. 33(c) e na Fig. 33(f).
Na Fig. 33(e), por sua vez, encontramos novamente a ocorréncia de tip-splitting, o que mostra
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Figura 34 — Exemplos de interfaces perturbadas para Ca = 110, R = 80, = 4, e m = 4.
(a) Interface puramente linear; (b) interface fracamente ndo-linear; e (c) interface
fracamente ndo-linear "filtrada", onde o modo agg foi removido.

que este fendmeno ocorre independentemente do [ escolhido. Nossas descobertas na Fig. 32
e Fig. 33 estdo de acordo com os resultados numéricos [62-65,99] e experimentais [61] que

demonstraram a existéncia de tip-splitting para meios porosos 3D.

Enquanto na andlise das Figs. 32 e 33 concluimos que os modos 2/, os "primeiros
harmdnicos" dos modos [/, sdo responsaveis pelo alargamento e tip-splitting dos dedos, € preciso
ter em mente que os padrOes exibidos nestas figuras partem de um estado inicial bastante
degenerado, contendo varios m’s. Isso dificulta uma possivel compreensdo analitica do sistema,
uma vez que existe um nimero muito grande de acoplamentos envolvidos durante a dindmica.
Em outras palavras, ndo esta claro como cada par ([, m), correspondente a uma amplitude de
perturbacdo (;,,, especifica, contribui para o formato final da superficie. Por isso, consideraremos
agora a condicao inicial mais simples possivel, em que apenas um modo (;,, estd presente
inicialmente. Para esta anélise, € conveniente introduzirmos as duas amplitudes reais, a;,, =
Cm + ¢, (amplitude do modo cosseno), e by, = i((m — () (amplitude do modo seno). Com
isso, iremos escolher, sem perda de generalidade, uma fase inicial tal que a;,,, > 0 e b, = 0. Na
Fig. 34, exibimos as interfaces 3D geradas para o modo inicial com [ = 4, m = 4, amplitude
inicial ay4 = 0.0047, nimero de capilaridade Ca = 110, e R = 80. Comparando o caso linear
(Fig. 34(a)), e o fracamente ndo-linear (Fig. 34(b)), vemos novamente que efeitos ndo lineares
favorecem um alargamento e uma eventual bifurcacdo dos dedos viscosos presentes na interface.
Além disso, na Fig. 34(c), em que o modo agg foi removido da interface, os efeitos morfolégicos
estdo completamente ausentes. Apesar da evidéncia obtida na Fig. 32 e Fig. 33 de que os modos
2l s@o os responsaveis pelos fendmenos nao lineares, ndo estava claro se este efeito era coletivo,
gerado por muitos modos em conjunto, ou se eram varios efeitos individuais devido a alguns
m’s especificos. Além disso, no caso da Fig. 34, por exemplo, tanto 0 modo agg quanto o agg,
ambos presentes na interface ndo linear, possuem 2/ = 8, s6 que o valor da amplitude ag é
insignificante em comparagdo com agg € nao exerce muita influéncia na dinamica. O que a
Fig. 34 sugere € que € possivel fazer uma mimica acurada do formato da interface com apenas
dois modos agg € a44, enquanto os demais modos presentes (asg, Ggo, @44, A40, € 29, Obtidos
usando as regras de selecdo) ndo sdo relevantes para descrever a formagao de padrdes no sistema.

Com intuito de reforcar as conclusdes a que chegamos por meio da andlise da Fig. 34, a



Capitulo 4. INSTABILIDADE DE SAFFMAN-TAYLOR EM MEIOS POROSOS TRIDIMENSIONAIS 81

100
— ay4 ,Ca=110 ,,/
75 [ - dag , Ca=120 ,/,
50 agg,ca=110
ags , Ca=120
N
S s
O =
_25
20 40 60 80
R

Figura 35 — Variagdo da (a) amplitude do modo cosseno fundamental ay4, € (b) amplitude do
modo cosseno para o segundo harmonico agg, a medida que R aumenta. Utilizamos
dois nimeros de capilaridade distintos: Ca = 110 (curvas sélida), e Ca = 120
(curvas tracejadas).

variacdo das amplitudes a44 € ags, 2 medida que o raio ndo-perturbado R cresce, estdo ilustradas
na Fig. 35 para dois valores de Ca. Como esperado, ao aumentar o valor do nimero de capi-
laridade, ambas as amplitudes a4y € agg crescem em modulo. A principio, isto ndo € nenhuma
surpresa, porém, fazendo uma andlise mais cuidadosa, a Fig. 34 mostra que a variagdo de agg ao
aumentarmos o Ca de 110 para 120 é consideravelmente maior de a de a44. Verificamos que, ao
variar o Ca e comparar os valores das amplitudes para R = 80, o modo agg aumenta em torno de
130% com o Ca, mais do que duplicando o seu valor, enquanto o modo a44 aumenta em apenas
30%. Isto estd de acordo com o que foi visto nas Figs. 32 e 33, em que o aumento no ndimero de

capilaridade acentua bastante a bifurcacao dos dedos.

Utilizando a Eq. (4.28), é possivel entender melhor o comportamento do modo ag;2,, €

as contribuicdes nao lineares do modo fundamental a;,,,. Para isso, perceba que a expressao para

A212m €
1
Agiam (1) = a22m (0) [R(1)]}®) + 5 T(212m;1m, 1m) 1(2051,1,1) a2 (0). (4.34)

Como a? (0) > 0, e I(21;21,2,t) > 0 [pela Eq. (4.30)], a Eq. (4.34) revela que o sinal
da contribui¢do ndo linear na amplitude ago,,(t) depende inteiramente do sinal da fungdo
T(2l,2m;1,m,l,m). Note a semelhanca da Eq. (4.34) com o resultado bidimensional presente
nas Egs. (2.49)-(2.51) do segundo capitulo. Temos que a fungdo 7'(2[,2m;l, m,l,m) é um
andlogo 3D da fungdo de tip-splitting, sendo também responsdvel pela ocorréncia ou nao
deste fendmeno. Assim como no caso bidimensional, checamos numericamente que, quando o
valor de T'(21,2m; 1, m, 1, m) é positivo, os dedos se tornam mais pontudos, enquanto que para
T(2l,2m;l,m,l,m) < 0, observamos o fendmeno de alargamento dos dedos e favorecimento

do tip-splitting.



Capitulo 4. INSTABILIDADE DE SAFFMAN-TAYLOR EM MEIOS POROSOS TRIDIMENSIONAIS 82

As figuras 34 e 35 focaram em uma condig#o inicial particular em que [ = 4 e m = 4. E
importante ressaltar que essa escolha foi feita para ilustrar melhor o fendmeno discutido, nao
tendo nenhum significado fisico especial. Verificamos também que para escolhas variadas de [ e
m, sempre encontramos indicios de alargamento e bifurcacdo dos dedos. Aparentemente, esta
descoberta combinada com a Eq. (4.34), leva a crer que o tip-splitting em trés dimensdes é um
processo idéntico ao que ocorre em duas. Ou seja, um dedo viscoso cresce na interface entre os
fluidos até o ponto em que ele se bifurca em dois dedos menores. Isso, no entanto, nem sempre
€ o caso, e existem algumas diferencgas interessantes nas morfologias geradas para diferentes
valores de [ e m. Por exemplo, na Fig. 34 para [ = 4 e m = 4, vemos um tip-splitting bastante
convencional. No entanto, para valores m diferentes, como, por exemplo, m = 3 € m = 2, nem
todos os dedos se ramificam em dois dedos secundarios, ocorrendo também situacdes em que

um dedo se bifurca em trés.

(a) (b)

Figura 36 — Variedade de possiveis padrdes ocorrendo na interface entre os fluidos. A primeira
coluna consiste em interfaces possuindo [ = 3, Ca = 90, mesma amplitude inicial
|Cim| = 0.03 e com fases distintas. J4 a segunda coluna apresenta interfaces pos-
suindo [ = 4, Ca = 150, mesma amplitude inicial |(;,,,| = 0.0009 e fases iniciais
distintas. E possivel identificar o tip-splitting usual em dois 16bulos (Figs. 36(a) e
36(c)), e o caso mais exético de tip-splitting em trés 16bulos (Figs. 36(b) e 36(d)).

Na figura 36 ilustramos algumas das diferentes morfologias que surgem durante o
processo de tip-splitting. A primeira coluna da Fig. 36 (Figs. 36(a)-36(b)) ilustra interfaces para
[ =3, R =30, Ca = 90, e amplitudes iniciais |(;,,| = 0.03. J4 a segunda coluna (Figs. 36(c)-
36(d)) exibe interfaces para [ = 4, R = 50, Ca = 150, e amplitudes iniciais |(;,,| = 0.0009.
Além disso, de maneira similar ao que foi feito nas Figs. 32 e 33, as interfaces da Fig. 36 contém
todos os modos m de um dado [/ escolhido. Por tltimo, cada padrdo exibido foi obtido utilizando
diferentes fases. Uma comparacgao entre as Figs. 36(a) e 36(b) mostra que, enquanto a figura 36(a)
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exibe um tip-splitting tradicional resultando em apenas dois dedos secundarios, a interface da
figura 36(b) possui um padrdo mais exético, onde trés dedos pequenos e pontudos emergem das
pontas dos dedos principais. Um fendmeno similar também pode ser visto na segunda coluna
da Fig. 36, onde comparamos duas interfaces com [ = 4 e fases distintas. O motivo para a
diferenca entre os padrdes da esquerda e da direita da Fig.36 € que, enquanto as fases aleatérias
das Figs. 36(a) e 36(c) favorecem o crescimento do tip-splitting tipico em dois 16bulos, as fases
das Figs. 36(b) e 36(d) favorecem o crescimento de modos que geram um tip-splitting em trés
16bulos. Vale ressaltar que o tip-splitting presente nas Figs. 36(b) e 36(d) é gerado pelo mesmo
mecanismo (Eq. 4.34) que o das Figs. 36(a) e 36(c). Além disso, as estruturas das interfaces das
Figs. 36(b) e 36(d) ndo sdo artefatos causados pelas fases aleatérias escolhidas. O tip-splitting
em mais de um dedo € bastante robusto e pode ser visto também em situagdes em que apenas um
modo inicial é escolhido.

A existéncia de tip-splitting em mais de dois dedos ja havia sido verificada na Ref. [60],
em um estudo numérico da formacgao de padrdes fortemente ndo lineares em um meio poroso
tridimensional. Na simulacdo de [60], foram encontradas situagdes em que os dedos viscosos
apresentavam bifurcacdes em trés, quatro ou mais dedos. Isto contrasta um pouco com as
conclusdes da andlise fracamente ndo-linear deste capitulo, onde obtivemos apenas casos de
tip-splitting em dois (situacdo usual) ou trés dedos secundérios. Ha algumas razdes para esta
discrepéncia. A primeira € que, no trabalho numérico da referéncia Ref. [60], foi utilizado um
fluxo unidirecional, enquanto consideramos um fluxo radial neste capitulo, além de condi¢des
de contorno um pouco diferentes das que usamos. Também existe a possibilidade de que a
ocorréncia tip-splitting em mais de trés dedos seja um efeito fortemente nao linear, e, dessa
forma, nao possa ser acessado por meio de uma anélise fracamente ndo linear. De qualquer
maneira, temos novamente, assim como no capitulo 2, que uma andlise simples de segunda ordem
foi suficiente para revelar aspectos morfoldgicos interessantes e confirmar analiticamente varios
dos resultados numéricos e tedricos existentes na literatura da instabilidade de Saffman-Taylor

em meios porosos tridimensionais [60-65].
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

O estudo de instabilidades de interface € um dos tépicos de pesquisa mais ativos em
mecanica dos fluidos devido a sua conexdao com vdrios problemas praticos importantes, como,
por exemplo, extracdo de petréleo, e também por ser um arquétipo para o processo de formagao
de padrdes em diversos sistemas fisicos. Nesta dissertac@o, investigamos como algumas destas
instabilidades sdo afetadas pelo formato e dimensdo do espaco em que elas estdo inseridas. O
nosso foco principal foi no uso de andlises tedricas, consistindo em um hibrido entre célcu-
los analiticos perturbativos e investigagdes numéricas, para acessar os efeitos da geometria e

tridimensionalidade na estabilidade e nas propriedades morfoldgicas da interface fluido-fluido.

No Cap. 2, iniciamos a nossa andlise com uma investigacao da instabilidade de Saffman-
Taylor em fluidos confinados em uma célula de Hele-Shaw curva. Na instabilidade tradicional,
ocorrendo em uma célula radial plana, temos que a interface entre os fluidos se torna instavel
quando um fluido menos viscoso € injetado em um mais viscoso (contraste de viscosidade
A > 0), e o numero de capilaridade Ca do fluxo € alto. J4 para casos de baixo Caou A < 0, a
interface entre os fluidos € tradicionalmente estdvel. Uma das caracteristicas mais marcantes da
instabilidade de Saffman-Taylor é que ela é responsdvel pela emergéncia dos chamados dedos
viscosos. Essas estruturas emergem na interface entre os dois fluidos e, a medida que o tempo

avanga, as suas pontas comec¢am a se bifurcar em dois dedos menores.

As condig¢des discutidas acima para que a interface entre os dois fluidos seja estavel em
uma célula de Hele-Shaw plana, no entanto, ndo sdo sempre validas para células com formatos
nao-planos. Ao generalizar a andlise tedrica linear e fracamente ndo linear para geometrias
curvas, obtemos que € possivel desestabilizar situacOes originalmente estaveis. Particularmente,
no segundo capitulo vimos que uma familia de superficies capaz de desestabilizar a interface entre
os fluidos sdo os cones generalizados. Por intermédio de um tinico pardmetro geométrico extra,
células com o formatos de cones "contorcidos" sdo capazes de exercer um controle significante

na estabilidade da interface e dar origem a novas situagdes instdveis.

Ainda no capitulo 2, demonstramos também que as novas situagdes instaveis que surgem
nas células conicas contorcidas sdo causadas por um acoplamento entre efeitos de capilaridade e
geometria. Curiosamente, essa nova instabilidade € virtualmente independente do contraste de
viscosidade, o que € bastante distinto ao que acontece na instabilidade de Saffman-Taylor usual,
onde o contraste A € o principal ingrediente desestabilizador. Além disso, outro resultado impor-
tante do capitulo foi que o fend6meno tip-splitting também se encontra presente nas interfaces

deformadas pelos efeitos capilares e geométricos.

No terceiro capitulo, estudamos outro tipo de instabilidade em fluidos confinados em
células curvas. Ao contrdrio da do caso do Cap. 2, que envolve a injecdo de um fluido no outro, a
instabilidade investigada no capitulo 3 se d4 devido a rotacdo da célula de Hele-Shaw em torno
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de um dado eixo. Para esse sistema especifico, € possivel obter familias de solu¢des estaciondrias
tanto em células planas, quanto em células ndo-planas. Curiosamente, as interfaces estaciondrias
deste problema estio relacionadas matematicamente com as chamadas curvas eldsticas, que

descrevem o formato de barras finas e flexiveis na presenca de forgas externas.

Aplicando uma formulagdo de vortex-sheet, fomos capazes de calcular o formato das
interfaces fluido-fluido em uma célula girante no formato de cone generalizado, 0 mesmo
tipo de superficie que usamos no Cap. 2. Com isso, obtivemos uma galeria de curvas do tipo
eldstica bastante diferentes das convencionais que sdo encontradas tanto nas versdes planas
quanto curvas do problema eléstico de barras flexiveis. Além disso, estas solu¢des também
apresentam caracteristicas dissimilares as interfaces simétricas encontradas em superficies de
revolucdo (como esferas e cones usuais). A principal diferenca que encontramos foi que, devido a
anisotropia do sistema, as solucdes encontradas no capitulo 3 sdo bastante assimétricas e exibem
fendmenos semelhantes ao tip-splitting e side-branching, que nao sao normalmente vistos em

fluidos confinados em células girantes.

Apesar dos formatos inusitados dos padrdes estaciondrios do capitulo 3, identificamos
uma maneira simples de fazer uma mimica analitica do problema. Considerando apenas a
interacdo entre dois modos de Fourier, e linearizando as equagdes do sistema, fomos capazes de
reproduzir versdes simplificadas das solugdes estaciondrias exatas. Além disso, a teoria linear
de dois modos que desenvolvemos foi capaz de ajudar no entendimento de varios aspectos da
dindmica. Por exemplo, vimos que um dos modos de Fourier presente no espectro das solucdes
exatas € determinado unicamente pela simetria do cone generalizado. J4 o segundo modo do
espectro depende da combinacio entre as propriedades geométricas e hidrodinamicas do sistema
[como velocidade angular, densidade dos fluidos e tensdo superficial].

Por dltimo, no capitulo 4, voltamos a analisar o problema de Saffman-Taylor, porém
concentrando nossa aten¢@o em instabilidades ocorrendo no interior de meios porosos uniformes
tridimensionais. Essa versdo do problema, além de ter grande importincia em situagdes praticas,
também nos permitiu investigar a maneira como a dimensionalidade do sistema afeta a dindmica
de formacgao de dedos viscosos. Considerando um fluxo radial em um sistema de fluidos imisci-
veis, fomos capazes de estudar tanto a fase linear do sistema, quanto a emergéncia do fendmeno
de tip-splitting, causada por efeito ndo lineares. Ao invés de focarmos em técnicas numéricas
complicadas, adotamos um método predominantemente analitico, por meio de uma andlise
de modos acoplados perturbativa e fracamente nao linear [segunda ordem].Nossos resultados
indicaram que, assim como no problema de formacao de dedos viscosos em 2D, 0 mecanismo
de ramificacao dos dedos em 3D € causado por acoplamentos ndo lineares de segunda ordem
entre os modos fundamentais do sistema e seus segundos harmonicos. No entanto, em contraste
ao que ¢ normalmente visto na situagdo bidimensional, encontramos, em trés dimensdes, casos

que os dedos viscosos davam origem a trés dedos secundérios.

Finalmente, gostariamos de ressaltar que existem diversas maneiras de expandir o tra-

balho que foi apresentado nessa dissertacdo. Dentre elas, a mais direta consiste em generalizar
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os resultados obtidos aqui para situagdes com geometrias um pouco diferentes das estudadas.
Por exemplo, a equacdo de modos acoplados apresentada do Cap. 2 [Eqgs. (2.35)-(2.38)] pode
ser diretamente aplicada para células de Hele-Shaw de formatos mais exéticos. Particularmente,
células com curvatura gaussiana varidvel ndo foram, até agora, exploradas analiticamente no
contexto de formacgdo de dedos viscosos. J4 o problema de células curvas girantes, investigado
do terceiro capitulo somente para cones generalizados, foi ainda menos explorado na literatura.
Nesse sistema girante, seria interessante ver nao s6 o comportamento das solugdes tipo eldstica,

mas também como a dindmica do sistema evolui em diversos ambientes curvos.

Ja no problema tridimensional do Cap. 4 optamos por investigar apenas a estabilidade
do fluxo radial em meios porosos. Outro tipo de configuracdo geométrica interessante, € que ja
foi investigada numericamente em um contexto diferente [143], € o de um fluxo em formato
de tubo tridimensional (simetria cilindrica) em um meio poroso. Além disso, fora do contexto
de meios porosos, mas ainda em um ambiente tridimensional, uma aplicagdo interessante da
teoria de modos acoplados seria estudar gotas toroidais carregadas [68]. Esse problema, que
vem recebendo muita aten¢do recentemente, também exibe um processo de formacdo de dedos

viscosos semelhante ao causado pela instabilidade de Saffman-Taylor usual.

O trabalho apresentado nos capitulos 2 até o 4 foi exclusivamente tedrico. Esperamos
que, eventualmente, os nossos resultados motivem um aumento no nimero de experimentos
envolvendo tanto células de Hele-Shaw curvas, quanto fluidos imisciveis em meios porosos. Atu-
almente, apenas células de Hele-Shaw com geometrias simples como esferas [22], cilindros [50]
e superficies de revolucdo com perfil gaussiano [51] foram construidas. A montagem de células
com formatos mais assimétricos, como os cones contorcidos que estudamos, € um interessante

desafio experimental e também uma maneira de se verificar nossas descobertas tedricas.

Uma perspectiva um pouco mais abrangente de pesquisa consiste em investigar como
outros sistemas fisicos exibindo formacao de padrdes de interface reagem a mudancas na
geometria. Como foi dito na introducao, o processo de formacgdo de dedos viscosos apresenta
algumas similaridades com diversos outros problemas em fisica, matemadtica, engenharia e
biologia. Os métodos e resultados discutidos nesta dissertagdo, apesar de ndo poderem ser
diretamente aplicados a todos esses casos, encorajam possiveis estudos futuros relacionados a

efeitos de geometria e dimensionalidade na formacao de padrdes em sistemas diversos.
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