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Resumo

A instabilidade de Saffman-Taylor ocorre quando um fluido desloca outro de maior
viscosidade, formando estruturas chamadas “dedos viscosos” na interface de contato entre estes
fluidos. Tal instabilidade hidrodinâmica é tradicionalmente estudada em uma região confinada
entre duas placas planas e paralelas (dispositivo denominado célula de Hele-Shaw), de modo que
o sistema é efetivamente bidimensional. Nesta dissertação, estudamos algumas generalizações
geométricas do problema, mais especificamente, o comportamento dos fluidos em células de
Hele-Shaw curvas e em meios porosos tridimensionais. Considerando o fluxo em células curvas,
investigamos o caso da injeção de um fluido em outro e o caso de células de Hele-Shaw girantes.
No primeiro caso, derivamos equações para a dinâmica da interface fluido-fluido em células de
Hele-Shaw curvas de formatos distintos. A partir deste resultado, mostramos que o acoplamento
de efeitos de capilaridade e geometria pode desestabilizar o sistema em situações usualmente
estáveis. No caso da célula girante curva, concentramos nossa atenção em encontrar e analisar os
formatos estacionários para as interfaces fluido-fluido, que exibem morfologias bastante distintas
comparadas às usualmente vistas em células girantes planas. Finalmente, estudamos a injeção de
um fluido em outro no interior de meios porosos tridimensionais, e obtemos que as interfaces
apresentam algumas diferenças em relação à situação bidimensional. Por exemplo, temos que
dedos viscosos em três dimensões podem ramificar-se em até três ramos, enquanto em duas
dimensões apenas bifurcações em dois ramos são observadas.

Palavras-chave: Instabilidade de Saffman-Taylor. Célula de Hele-Shaw. Célula de Hele-Shaw
girante. Curvas elástica. Meios porosos. Geometria.



Abstract

The Saffman-Taylor instability occurs when a fluid displaces another of higher viscosity,
giving rise to structures known as “viscous fingers” at the contact interface between these fluids.
This hydrodynamic instability is traditionally studied in a confined region between two plane
parallel plates (a device called Hele-Shaw cell). In this dissertation, we study some geometric
generalizations of this problem, more specifically, the behavior of the fluids inside curved Hele-
Shaw cells, and three-dimensional porous media. Considering the flow inside curved cells, we
investigate the case of injecting a fluid into another and the case of rotating Hele-Shaw cells.
In the first case, we derive equations for the dynamics of the fluid-fluid interface inside curved
Hele-Shaw cells of distinct shapes. Using this result, we show that the coupling between capillary
and geometric effects can destabilize the system in situations which are usually stable. Regarding
the rotating Hele-Shaw cell case, we concentrate our attention on finding and analyzing the
stationary shapes of the fluid-fluid interfaces, which exhibit very distinct morphologies compared
to the ones usually seen in flat rotating cells. Finally, we study the injection of a fluid into
another inside three-dimensional porous media, and we obtain that the interfaces present some
differences compared to the two-dimensional situation. For instance, we have that viscous fingers
in three dimensions can split into three fingers, whereas in two dimensions only bifurcations into
two branches are observed.

Key words: Saffman-Taylor instability. Hele-Shaw cell. Rotating Hele-Shaw cell. Elastica curve.
Porous media. Geometry.



Lista de ilustrações

Figura 1 – Exemplos de padrões e interfaces em diversos sistemas físicos. (a) Líquen
crescendo em uma rocha; (b) instabilidade na interface entre fluidos; (c)
nebulosa apresentando estruturas filamentares; (d) coral bastante ramificado;
(e) padrões variados em conchas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

Figura 2 – Diagrama original do aparato utilizado por Darcy. Na descrição da imagem
lê-se "Aparato destinado a determinar a lei de escoamento de água através de
areia", em tradução livre do francês. Imagem retirada da Ref. [24] . . . . . 17

Figura 3 – (a) Figura esquemática de uma célula de Hele-Shaw retangular de espessura
h, largura W e comprimento L. Nesta imagem, o fluido 1 é injetado com
velocidade U no fluido 2. Ilustração retirada da Ref. [32]. (b) Exemplo de
um aparato de Hele-Shaw moderno. Note a pequena espessura entre as duas
placas de vidro, característica principal das células de Hele-Shaw. . . . . . 19

Figura 4 – Formação de dedos viscosos em uma célula de Hele-Shaw retangular. (a)
Figura esquemática dos tipos de padrões obtidos, onde a seta vermelha repre-
senta a direção de deslocamento dos fluidos. (b) Experimento demonstrando
o surgimento de um único dedo que se propaga no canal com velocidade
constante. As imagens foram retiradas de Ref. [34]. . . . . . . . . . . . . . 20

Figura 5 – (a) Ilustração esquemática de um aparato de Hele-Shaw radial. As viscosi-
dades dos fluidos são η1 e η2, o espaçamento entre as placas da célula é b e
a taxa de injeção do fluido é Q. Imagem retirada da Ref. [35]. (b) Interface
experimental extraída da Ref. [36]. Perceba a presença do tip-splitting em
vários dos dedos, dando origem a um padrão bastante ramificado. . . . . . . 20

Figura 6 – Evolução temporal da interface fluido-fluido em uma célula de Hele-Shaw
girante. No canto superior esquerdo, as dimensões da célula estão especifi-
cadas e o sentido da rotação com velocidade angular Ω é indicado. Perceba
que os padrões obtidos são bastante distintos daqueles vistos em Fig. 5(b).
Imagem retirada de [40]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

Figura 7 – Logomarca da empresa Sherwin-Williams. Exemplo da representação do
fluxo de filmes finos em superfícies curvas na cultura popular. . . . . . . . . 23

Figura 8 – Na esquerda, célula de Hele-Shaw no formato de um hemisfério esférico.
Na direita, exemplo de interface perturbada obtida na célula de Hele-Shaw
esférica. As propriedades morfológicas, como aparecimento de tip-splitting,
são bem similares às vistas na Fig. 5(b). Imagem retirada de [22]. . . . . . . 24

Figura 9 – (a) Simulações numéricas de dedos viscosos em um meio poroso. Imagem
retirada de [60]. (b) Padrões experimentais obtidos da Ref. [61]. . . . . . . . 25



Figura 10 – Algumas modificações na célula de Hele-Shaw com intuito de controlar a
instabilidade de Saffman-Taylor. A figura (a) representa uma célula em que a
placa de cima foi suavemente inclinada, já a figura (b) mostra um experimento
para o caso usual de formação de dedos viscosos para uma célula retangular,
enquanto (c) mostra a estabilização da interface devido ao efeito da placa
inclinada. Similarmente, (d) mostra uma célula cuja placa superior é uma
membrana elástica; em (e), vemos um exemplo experimental da instabilidade
de Saffman-Taylor radial sem a presença da membrana; já em (f), temos a
situação estável na presença da membrana. As figuras (a),(b) e (c) foram
retiradas de [55] e as figuras (d),(e) e (f) de [56]. . . . . . . . . . . . . . . . 29

Figura 11 – Três exemplos de células de Hele-Shaw curvas. Da esquerda para a direita,
vemos uma célula esférica de raio a, cilíndrica também de raio a e cônica
com um ângulo de abertura 2γ. Todas elas têm um espaçamento b entre as
placas. Figura retirada da Ref. [21]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

Figura 12 – Ilustração esquemática do fluxo de dois fluidos em uma célula de Hele-Shaw
curva. O fluido de viscosidade η1 é injetado com taxa Q, deslocando outro
fluido de viscosidade η2, o que causa uma pertubação ζ na interface dos
fluidos (curva sólida). Um sistema de coordenadas polares (r, ϕ) é utlizado,
onde R = R(t) é o raio não perturbado (curva tracejada). . . . . . . . . . . 37

Figura 13 – Superfícies ilustrando os diversos parâmetros β: (a) cone convencional (0 <
β < 1), (b) disco plano (β = 1), e (c) cone contorcido (β > 1), com β em
torno de 2.5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

Figura 14 – Diagrama de estabilidade linear no espaço CaR-β, para os seguintes valores
do contraste de viscosidade (a) A = 0.95, (b) A = 0, e (c) A = −0.95. As
interfaces fracamente não lineares correspondentes são exibidas em (b) e
(c). Os padrões não lineares correspondentes a I-IX em (a) estão ilustrados
na Fig. 15. Perceba a presença em (a), (b) e (c) de uma região instável para
valores de CaR pequenos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

Figura 15 – Padrões fracamente não lineares que aparecem nos pontos I-IX do diagrama
da Fig. 14(a) para valores positivos do contraste de viscosidade A = 0.95.
Estas interfaces se subdividem em: instabilidades de Saffman-Taylor usuais
exibindo "tip-splitting"(I, IV, e VII), valores estáveis circulares (II, V, e VIII)
e estrutura instáveis que não são esperadas usualmente e surgem pelo efeito
do parâmetro β (II, VI, e IX). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

Figura 16 – Interfaces da Fig. 15IX em cima de um cone generalizado com β = 6.5. . . 45
Figura 17 – Interface linear (curva tracejada) e fracamente não linear (denotada por WNL

de "weakly non-linear") (curva sólida) para Rf = 6.2, β = 6.5, A = 0.95,
Ca = 0.212, e n = 3. É aparente que o efeito de bifurcação nos dedos só é
capturado por meio dos efeitos fracamente não lineares da Eq. (2.49). . . . . 47



Figura 18 – Variações na (a) função T (2n, n) e (b) na razão das amplitudes a2n(R)/a2n(R0),
quando o número de capilaridade Ca é variado. Três valores do contraste
de viscosidade são considerados: A = 0.95 (curva vermelha), A = 0 (curva
laranja), e A = −0.95 (curva azul) para β = 4.5. . . . . . . . . . . . . . . . 48

Figura 19 – (a) Construção geométrica de uma curva elástica feita por Euler em [96].
(b) Exemplo de uma curva elástica obtida experimentalmente em uma fita
flexível, a figura tracejada corresponde ao formato teórico previsto. Imagem
retirada da Ref. [97]. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Figura 20 – Padrões típicos que emergem no caso tradicional em uma célula de Hele-
Shaw plana girante [42, 43]: (a) curva elástica com três dedos longos e com
pontas arredondadas; (b) estrutura com cinco dedos apresentando uma base
bastante estreita. Essas soluções são análogas às curvas do tipo elástica que
aparecem em diversos sistemas físicos [98–102]. . . . . . . . . . . . . . . . 51

Figura 21 – Exemplos de elásticas tradicionais em superfícies não-planas. Na linha de
cima, duas curvas elásticas estão representadas para o caso esférico (imagens
retiradas de [103]). A linha de baixo ilustra as soluções do problema da
elástica no disco de Poincaré, um modelo geométrico que representa um
espaço hiperbólico bidimensional (imagens retiradas de [104]). . . . . . . . 52

Figura 22 – Ilustração esquemática do fluxo em uma célula de Hele-Shaw curva girante.
Um fluido de viscosidade η1 e densidade ρ1 está cercado por um fluido de
viscosidade η2 e densidade ρ2. A célula gira com velocidade angular Ω ao
redor do eixo da linha tracejada vermelha. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Figura 23 – Soluções estacionárias para o caso de (a) cone e (b) esfera. Nesta figura o
eixo de rotação coincide com o eixo de simetria das superfícies. Temos que o
forma dos padrões gerados tem características similares aos do caso plano.
A interface obtida na esfera também é bastante similar a aquela para caso
elástico, que está ilustrada na Fig. 21. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

Figura 24 – Dois exemplos de célula curva com θ(ν) = θ(ν(ϕ)) = C cos(mϕ). Nas
duas superfícies temos que m = 4, porém em (a) C = 0.1 e em (b), C = 0.3.
Perceba que C controla a amplitude das ondulações. . . . . . . . . . . . . 57

Figura 25 – Família representativa de padrões para uma célula de Hele-Shaw girante
no formato de cone contorcido para diversos valores de C. Os valores do
parâmetro C usados nesta figura foram: (a) 0; (b) 0.1677; (c) 0.5556; (d)
0.6495; (e) 0.7025; (f) 0.7462; (g) 0.7813; (h) 0.8046; (i) 0.8234; (j) 0.8865;
(k) 0.9030, e (l) 0.9289. Os demais parâmetros relevantes são a = −12,
NΩ = 22.5, r(s = 0) = 1, rs(s = 0) = 0, ϕ(s = 0) = 0, e m = 4. Note a
riqueza das formas obtidas para C > 0 em contraste com o caso plano usual
C = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59



Figura 26 – Comparação entre o espectro completo das elásticas generalizadas da Fig. 25,
e a interface contendo apenas os dois modos de maior amplitude, como n
sendo o de maior amplitude e n′ o de segunda maior amplitude. (a) O padrão
com todos os modos do espectro é o mesmo da Fig. 25(e), e a solução de dois
modos considera apenas n = 8, e n′ = 13; (b) O padrão com todo o espectro
é o mesmo da Fig. 25(h), enquanto a solução de dois modos considera apenas
n = 8, e n′ = 16. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Figura 27 – (a) Valor absoluto da amplitude de Fourier cosseno |an| como função do
modo n. (b) Comparação entre a solução numérica e linear para o formato
estacionário da interface. Escolhemos C = 0.58, e m = 2. Note que n =

2m = 4, e n′ = 8. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
Figura 28 – (a) Valor absoluto da amplitude de Fourier cosseno |an| como função do

modo n. (b) Comparação entre a solução numérica e linear para o formato
estacionário da interface. Escolhemos C = 0.4965, e m = 3. Note que
n = 2m = 6, e n′ = 9. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

Figura 29 – Esboço de uma interface entre dois fluidos em um meio poroso. Nesta figura,
removemos uma região entre dois meridianos na interface para facilitar a
visualização. O semi-círculo tracejado é uma representação do raio R não
perturbado. Assim como na Fig. 12, temos que o fluido de viscosidade η1 é
injetado em outro de viscosidade η2 causando uma perturbação ζ na interface
fluido-fluido devido à instabilidade de Saffman-Taylor. . . . . . . . . . . . 68

Figura 30 – Gráfico da taxa de crescimento Λ como função de l, para três valores do raio
não perturbado R. Nesta figura, tomamos Ca = 110, e A = 1. Os pequenos
círculos representam a taxa máxima de crescimento Λ(lmax). Está claro que
variações em R não influenciam nem a banda de modos instáveis, nem o
modo com lmax de maior crescimento. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

Figura 31 – Diagrama de estabilidade linear no plano A-Ca ilustrando as regiões estáveis
e instáveis. A fronteira entre as duas regiões é encontrada fazendo λ(lmax) =

0. Os padrões 3D ilustram o formato de duas interfaces fluido-fluido típicas
que surgem no regime linear do processo de formação de dedos viscosos em
um meio poroso 3D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

Figura 32 – Interfaces típicas para condições iniciais contendo apenas os modos l = 3.
A primeira coluna (Fig. 32(a) e Fig. 32(d)) ilustra as interfaces puramente
linares. A segunda coluna (Fig. 32(b) e Fig. 32(e)) apresenta as interfaces fra-
camente não lineares equivalentes. Por último, na terceira coluna (Fig. 32(c) e
Fig. 32(f)) temos as mesmas interfaces não lineares da segunda coluna, porém
com o modo l = 6 removido. Os padrões ilustrados nas Figs. 32(a)-32(c)
possuem Ca = 60, e R = 500, enquanto as estruturas das Figs. 32(d)-32(f)
possuem Ca = 80, e R = 50. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77



Figura 33 – Interfaces características para condições iniciais contendo apenas os modos
l = 4. A primeira coluna (Fig. 33(a) e Fig. 33(d)) ilustra as interfaces
puramente lineares. A segunda coluna (Fig. 33(b) e Fig. 33(e)) apresenta as
interface fracamente não lineares equivalentes. Por último, na terceira coluna
(Fig. 33(c) e Fig. 33(f)) temos as mesmas interfaces não lineares da segunda
coluna, porém com os modos l = 8 removidos. Os padrões ilustrados nas
Figs. 33(a)-33(c) possuem Ca = 110, e R = 105, enquanto as estruturas das
Figs. 33(d)-33(f) possuem Ca = 130, e R = 57.5. . . . . . . . . . . . . . . 79

Figura 34 – Exemplos de interfaces perturbadas para Ca = 110, R = 80, l = 4, e
m = 4. (a) Interface puramente linear; (b) interface fracamente não-linear; e
(c) interface fracamente não-linear "filtrada", onde o modo a88 foi removido. 80

Figura 35 – Variação da (a) amplitude do modo cosseno fundamental a44, e (b) amplitude
do modo cosseno para o segundo harmônico a88, a medida que R aumenta.
Utilizamos dois números de capilaridade distintos: Ca = 110 (curvas sólida),
e Ca = 120 (curvas tracejadas). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

Figura 36 – Variedade de possíveis padrões ocorrendo na interface entre os fluidos. A
primeira coluna consiste em interfaces possuindo l = 3, Ca = 90, mesma
amplitude inicial |ζlm| = 0.03 e com fases distintas. Já a segunda coluna
apresenta interfaces possuindo l = 4, Ca = 150, mesma amplitude inicial
|ζlm| = 0.0009 e fases iniciais distintas. É possível identificar o tip-splitting
usual em dois lóbulos (Figs. 36(a) e 36(c)), e o caso mais exótico de tip-
splitting em três lóbulos (Figs. 36(b) e 36(d)). . . . . . . . . . . . . . . . . 82



Sumário

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.1 O problema de Saffman-Taylor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.2 Aspectos geométricos na formação de dedos viscosos . . . . . . . . . 22
1.2.1 Dinâmica de fluidos em células de Hele-Shaw curvas . . . . . . . . . 22
1.2.2 Novos estudos de formação de dedos viscosos em sistemas com três

dimensões . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.3 Organização da dissertação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2 FORMAÇÃO DE DEDOS VISCOSOS EM CÉLULAS DE HELE-SHAW
CURVAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.2 Modelo matemático do problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.2.1 Equações básicas e condições de contorno . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.2.2 Equação de modos acoplados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.2.3 Equação de modos acoplados para cones generalizados . . . . . . . 39
2.3 Aparecimento de dedos viscosos por efeitos de capilaridade acopla-

dos com a geometria da célula de Hele-Shaw . . . . . . . . . . . . . . 41
2.3.1 Análise linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.3.2 Análise fracamente não linear: presença de tip-splitting . . . . . . . . 45

3 CURVAS ELÁSTICAS GENERALIZADAS EM CÉLULAS DE HELE-
SHAW GIRANTES NÃO PLANAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.2 Modelo matemático . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.2.1 Lei de Darcy generalizada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.2.2 Formalismo Vortex Sheet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.3 Padrões estacionários em células de Hele-Shaw cônicas generalizadas 57
3.3.1 Galeria de elásticas generalizadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.3.2 Teoria linear das elásticas generalizadas considerando apenas dois

modos de Fourier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4 INSTABILIDADE DE SAFFMAN-TAYLOR EM MEIOS POROSOS TRI-
DIMENSIONAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.1 Introducão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
4.2 Equação de modos acoplados para o sistema . . . . . . . . . . . . . . 67
4.3 Discussão . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
4.3.1 Estágio linear: Estabilidade da interface . . . . . . . . . . . . . . . . . 72



4.3.2 Estágio não-linear: Morfologias das interfaces em 3D . . . . . . . . . 74

5 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87



15

1 INTRODUÇÃO

A natureza é uma fonte infinita de diversos padrões e formas que encantam tanto leigos
quanto cientistas por sua beleza e complexidade. Na figura 1 estão ilustrados alguns destes
padrões, que ocorrem em sistemas fluidos, astronômicos e biológicos. Temos até mesmo si-
tuações que podem ser vistas no dia-a-dia, como o crescimento de líquens em rochas. Esses
padrões naturais, no entanto, não são apenas esteticamente fascinantes, mas também ajudam
no entendimento dos fenômenos físicos que ocorrem durante as suas formações. Por exemplo,
o crescimento de corais, que são notáveis por suas diversas ramificações estruturais, está dire-
tamente ligado aos processos de transporte e absorção de nutrientes, que forçam os diversos
ramos do coral a se bifurcarem e a competirem entre si [1]. Curiosamente, apesar de existirem
diversos mecanismos diferentes envolvidos nos processos de formação de padrões, em vários
casos, eles podem ser explicados por meio de um estudo do crescimento e da dinâmica que
ocorre na interface separando duas fases com propriedades distintas.

Figura 1 – Exemplos de padrões e interfaces em diversos sistemas físicos. (a) Líquen crescendo
em uma rocha; (b) instabilidade na interface entre fluidos; (c) nebulosa apresen-
tando estruturas filamentares; (d) coral bastante ramificado; (e) padrões variados em
conchas.

Uma inspeção mais cuidadosa na figura 1 mostra que o crescimento de interfaces e a
formação de padrões também podem ocorrer em regiões com propriedades geométricas, como
o número de dimensões e o formato do espaço, bem diversas. Com isso, uma questão natural
a ser levantada é: qual a influência desses aspectos geométricos no processo de formação de
padrões? Ou em outras palavras, o que aconteceria caso restringíssemos o crescimento de uma
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interface (como a de um coral, utilizando o mesmo exemplo do primeiro parágrafo) a duas
dimensões, confinando-o em uma região plana apertada? Além disso, o que mudaria caso essa
região bidimensional não fosse plana, ou seja, caso a interface fosse restrita a crescer na superfície
de uma esfera ou dentro uma rocha cheia de irregularidades?

Felizmente, estas questões estão recebendo cada vez mais atenção tanto experimen-
talmente quanto teoricamente, e modelos matemáticos de formação de padrões em regiões
tridimensionais e superfícies bidimensionais curvas estão sendo constantemente desenvolvidos e
investigados. Apenas para citar alguns exemplos de estudos neste tópico, temos que os padrões
de Turing, que estão relacionados com as manchas e listras encontradas em vários animais, apre-
sentam forte dependência com a curvatura [2, 3] e com o número de dimensões do sistema físico
considerado [4, 5]. Efeitos geométricos também foram estudados em processos de crescimento
de cristais [6–8], sistemas de fluidos [9, 10], entre outros [11–14].

No restante desta dissertação focaremos na formação de padrões e crescimento de
interfaces no contexto da instabilidade de Saffman-Taylor. Esta instabilidade ocorre usualmente
quando um fluido de menor viscosidade desloca um fluido mais viscoso, como água deslocando
óleo, e tem como principal característica a formação de estruturas conhecidas como "dedos
viscosos" [15] na interface que separa os fluidos. Este fenômeno aparenta ser bem simples em
comparação aos outros mecanismos mencionados no parágrafo anterior, porém, ao longo dos
anos, a instabilidade de Saffman-Taylor se tornou um paradigma no contexto de formação de
padrões em interfaces [16], devido à conexão desse fenômeno com diversos outros processos,
como solidificação e descargas elétricas [16, 17]. A influência da geometria na formação dos
dedos viscosos recebeu uma considerável atenção, o que pode ser visto nas Refs. [18–23].

No restante desta dissertação, estudaremos alguns problemas relacionados à formação
de dedos viscosos em superfícies bidimensionais curvas e em regiões tridimensionais. Mais
especificamente, iremos analisar o impacto de fatores geométricos no controle da emergência
da instabilidade de Saffman-Taylor e na morfologia dos padrões não lineares resultantes. No
entanto, antes de começarmos a discussão destes problemas, é necessário que certos conceitos
básicos sobre a instabilidade de Saffman-Taylor clássica sejam esclarecidos, o que será feito na
seção seguinte.

1.1 O problema de Saffman-Taylor

Nesta seção, um pouco da literatura e dos conceitos básicos sobre a instabilidade de
Saffman-Taylor serão apresentados. Como dito anteriormente, esta instabilidade está intimamente
associada ao fluxo em meios porosos. Apesar do conceito de um meio poroso ser bem intuitivo,
é conveniente darmos uma definição mais rigorosa de seu significado. Basicamente, um meio
poroso consiste em uma matriz sólida contendo vários espaços vazios (buracos e pequenos canais
capilares) interconectados em diversas direções por onde líquidos e gases podem fluir [25]. Um
exemplo simples de meio poroso é uma pilha de areia, que permite que fluidos passem por entre
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Figura 2 – Diagrama original do aparato utilizado por Darcy. Na descrição da imagem lê-se
"Aparato destinado a determinar a lei de escoamento de água através de areia", em
tradução livre do francês. Imagem retirada da Ref. [24]

.

os grãos. Por estar relacionado a diversos processos importantes para geologia e engenharia,
como formação de aquíferos e extração de petróleo de rochas, sempre houve um grande interesse
em estudar os aspectos físicos e hidrodinâmicos dos meios porosos. Dentre os cientistas que
contribuíram inicialmente para esses estudos, que datam desde o século XVII, temos nomes
conhecidos, como Charles Coulomb, Adolf Fick, Josef Stefan, dentre outros [26].

Uma das primeiras e mais influentes contribuições para o entendimento do fluxo em
meios porosos ocorreu na metade do século XIX, com as publicações do engenheiro francês
Henry Philibert Gaspard Darcy. Ao longo da maior parte de sua vida, Darcy ocupou cargos
importantes no governo francês, como Inspetor Geral e Diretor Chefe de Águas e Pavimentos,
além de ter recebido diversas honrarias pelo seu trabalho e pesquisa. Em 1855, devido a seu
estado de saúde delicado, Darcy retornou a Dijon na França, sua terra natal. Lá, ele se dedicou
exclusivamente a sua pesquisa e a escrever um livro extenso, detalhando os resultados de seus
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experimentos e os conhecimentos sobre meios porosos e hidrologia que ele obteve durante sua
carreira [27].

Em 1856, dois anos antes de sua morte, Darcy publicou "Les Fontaines Publiques de
la Ville de Dijon" [24], sua magnum opus, contendo cerca de 680 páginas abordando tópicos
diversos de hidrodinâmica, geologia e reservatórios de água. A contribuição mais famosa de
Darcy encontra-se em um experimento descrito em um apêndice deste livro. Conforme ilustrado
na Fig. 2, neste experimento Darcy montou uma coluna de cerca de 3,5 metros de altura e a
encheu de areia. Nas extremidades desta coluna, dois manômetros de mercúrio foram acoplados
com o intuito de medir a diferença de pressão entre as extremidades do aparato. Utilizando
um sistema de torneiras para variar a vazão de água, Darcy foi capaz de relacionar o fluxo
volumétrico que escoava através da coluna de areia e a diferença nas pressões da extremidade do
sistema. A relação obtida por ele ficou conhecida como "lei de Darcy" e é incrivelmente simples,
com o fluxo linearmente proporcional ao gradiente de pressão.

Ainda no século XIX, desta vez na Inglaterra, outro engenheiro e pesquisador chamado
Henry Shelby Hele-Shaw, também fez uma grande contribuição para a mecânica dos fluidos.
Hele-Shaw, que na época era professor na Liverpool University College, tinha como principal
objetivo construir um aparato que possibilitasse a visualização das linhas de corrente em um
fluido para fazer demonstrações para seus alunos. Ele então teve a ideia de usar duas placas
de vidro planas e paralelas e as fixar a uma pequena distância uma da outra (originalmente
em torno de 0,5 mm) [28]. Devido à sua pequena espessura, o sistema se comportava como se
fosse efetivamente bidimensional e com isso, era possível obter fotografias acuradas do fluxo
em diversas situações, como, por exemplo, o fluxo em volta de um aerofólio. A simplicidade
e a eficiência do seu aparato, que mais tarde seria chamado de célula de Hele-Shaw em sua
homenagem, chamou a atenção dos grandes nomes da ciência e matemática britânica, como Sir
George Stokes, Sir Horace Lamb e Lord Kelvin [28, 29]. Uma ilustração esquemática e uma
célula de Hele-Shaw moderna estão exibidos na Fig. 3.

O primeiro tratamento matemático do fluxo na célula de Hele-Shaw foi realizado por
Horace Lamb no seu clássico livro "Hydrodynamics" [30]. Curiosamente, as equações que
governam o escoamento quase-bidimensional de um fluido no limite em que o espaçamento
entre as placas de vidro é muito pequeno são idênticas àquelas que regem o fluxo em meios
porosos uniformes tridimensionais, que foram estudados por Darcy. Devido a essa semelhança
matemática, vários estudos atuais sobre fluidos em meios porosos são conduzidos utilizando
células de Hele-Shaw, pois estas são mais simples de serem construídas e os resultados obtidos
são mais fáceis de serem coletados e analisados.

Seguindo cronologicamente nossa discussão, nas primeiras décadas do século XX, vários
cientistas expandiram as análises experimentais e o modelo matemático da dinâmica de fluidos
tanto em meios porosos, quanto em células de Hele-Shaw [25,26,29]. No entanto, pouca atenção
foi dada para a modelagem de fluxos multifásicos, ou seja, fluxos que envolvem mais de um
fluido, nesses sistemas. Apesar da sua importância para fenômenos práticos, como extração
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Figura 3 – (a) Figura esquemática de uma célula de Hele-Shaw retangular de espessura h, largura
W e comprimento L. Nesta imagem, o fluido 1 é injetado com velocidade U no fluido
2. Ilustração retirada da Ref. [32]. (b) Exemplo de um aparato de Hele-Shaw moderno.
Note a pequena espessura entre as duas placas de vidro, característica principal das
células de Hele-Shaw.

de petróleo e refinamento de açúcar, a primeira análise do fluxo de dois fluidos em um meio
poroso só foi publicada em 1952 por Hill [31]. Neste trabalho, Hill mostrou que a diferença de
viscosidade entre os fluidos envolvidos é crucial para a dinâmica e estabilidade do escoamento.
Linearizando as equações do sistema, Hill concluiu que quando um fluido menos viscoso desloca
um de maior viscosidade, a interface se torna instável e diversas pertubações, conhecidas como
dedos viscosos, começam a surgir. Contrariamente, caso o fluido mais viscoso seja injetado em
um de menor viscosidade, a interface permanece plana e estável.

A análise feita por Hill foi expandida por Chuoke, Van Meurs e Van Der Poel [33].
Nos seus estudos, Chuoke e seus colaboradores foram os primeiros a considerar que a tensão
superficial que existe entre os dois fluidos exerce um papel fundamental na estabilidade e na
determinação do número de dedos que surgem na interface fluido-fluido. Mais especificamente,
enquanto diferenças de viscosidade e taxas de injeções altas tornam sistema mais instável, a
tensão superficial tende naturalmente a reduzir as irregularidades da interface e estabilizar o
sistema. Levando em conta esses fatores, a Ref. [33] foi capaz de obter analiticamente o número
de onda da pertubação de maior crescimento. Estes resultados foram apresentados em algumas
palestras e publicados somente em 1959. Um ano antes, no entanto, usando algumas ideias
introduzidas por Chuoke (e agradecendo a ele), os matemáticos britânicos Philip Saffman e
Sir Geoffrey Ingram Taylor, ambos da Universidade de Cambridge, publicaram o artigo "The
penetration of a fluid into a porous medium or Hele-Shaw cell containing a more viscous
liquid" [34]. Neste celebrado artigo, Saffman e Taylor fornecem uma análise clara e cuidadosa
do problema do deslocamento de dois fluidos viscosos imiscíveis. Além disso, ao contrário das
publicações de Hill e Chuoke, a Ref. [34] utiliza uma célula de Hele-Shaw retangular para fazer
uma mímica da dinâmica em meios porosos, possibilitando a obtenção de imagens muito mais
claras e precisas dos mecanismos físicos envolvidos.

O trabalho de Saffman e Taylor contém duas investigações analíticas distintas. Na
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Figura 4 – Formação de dedos viscosos em uma célula de Hele-Shaw retangular. (a) Figura
esquemática dos tipos de padrões obtidos, onde a seta vermelha representa a direção
de deslocamento dos fluidos. (b) Experimento demonstrando o surgimento de um
único dedo que se propaga no canal com velocidade constante. As imagens foram
retiradas de Ref. [34].

Figura 5 – (a) Ilustração esquemática de um aparato de Hele-Shaw radial. As viscosidades dos
fluidos são η1 e η2, o espaçamento entre as placas da célula é b e a taxa de injeção
do fluido é Q. Imagem retirada da Ref. [35]. (b) Interface experimental extraída da
Ref. [36]. Perceba a presença do tip-splitting em vários dos dedos, dando origem a
um padrão bastante ramificado.

primeira, levando em conta a tensão superficial do sistema, e, por meio de uma decomposição em
modos de Fourier e da linearização das equações de movimento, a Ref. [34] foi capaz de prever
as condições de estabilidade do sistema e estimar o número de onda do modo de perturbação
mais instável, obtendo resultados similares aos de Chuoke. Na segunda parte deste trabalho,
efeitos de tensão superficial foram ignorados e, por intermédio de técnicas de análise complexa,
os autores chegaram em uma expressão exata para o formato de um dedo viscoso emergindo na
interface. Além destas duas análise teóricas, Saffman e Taylor também realizaram experimentos
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na célula de Hele-Shaw, chegando à conclusão que o sistema de fluidos tendia naturalmente
para uma situação com um único dedo largo se movendo com velocidade constante na célula,
que pode ser vista na Fig. 4(b). Apesar de não ter sido a primeira publicação sobre o assunto,
o trabalho de Saffman e Taylor pode ser considerado como o marco inicial para o estudo da
instabilidade entre dois fluidos viscosos. O impacto da Ref. [34] foi tão grande que a formação
de dedos viscosos até hoje é conhecida como instabilidade de Saffman-Taylor. Atualmente, o
estudo dessa instabilidade continua sendo uma das áreas mais ativas da mecânica dos fluidos.

Com o aumento da popularidade da instabilidade de Saffman-Taylor, diversas modifi-
cações teóricas e experimentais foram introduzidas no problema original [15, 37]. Dentre elas,
vários autores consideraram situações em que um fluido é injetado radialmente através de um
ponto no centro da célula de Hele-Shaw radial [36, 38]. Neste sistema, ilustrado na Fig. 5(a), a
interface entre fluidos também é instável somente quando o fluido menos viscoso é injetado no
mais viscoso. No entanto, ao contrário do caso retangular da Fig. 4, a interface não se aproxima
de um estado com apenas um dedo dominante e, à medida que o tempo avança, os dedos viscosos
sofrem diversas mudanças morfológicas, ficando mais grossos e com pontas progressivamente
mais achatadas, até o momento em que o dedo se bifurca em dois dedos menores. Uma interface
perturbada obtida experimentalmente em uma célula radial está exibida na Fig. 5(b). O fenômeno
de achatamento e bifurcação dos dedos viscosos, conhecido na literatura como "tip-splitting",
se repete várias vezes durante a evolução temporal do sistema, até que a interface entre os
fluidos adquire uma estrutura característica bem ramificada. Um aspecto importante ao se estudar
tip-splitting teoricamente é que o mecanismo que o governa é exclusivamente não linear, de tal
modo que uma análise linear não é suficiente para explicá-lo [39].

As células de Hele-Shaw radiais também permitem a investigação de outro tipo de
instabilidade, que é um pouco diferente da de Saffman-Taylor usual. Esta instabilidade surge
quando, ao invés de injetar um fluido no outro, todo o sistema é rotacionado com velocidade
angular constante [40, 41], submetendo os fluidos a uma força centrífuga. Apesar de ocorrerem
em sistemas parecidos, esta instabilidade centrífuga possui várias diferenças em comparação
com a formação de dedos viscosos gerados por injeção discutida anteriormente. Primeiramente, a
instabilidade centrífuga não é causada por uma diferença de viscosidade, e sim por um contraste
nas densidade dos fluidos envolvidos, em situações em que o fluido interno possui densidade
maior que o externo. A morfologia das interfaces deformadas por rotação também é bastante
diferente e o tip-splitting, principal característica morfológica dos dedos viscosos em células
radiais, não está presente no caso girante. Exemplos de interfaces típicas para este sistema
estão ilustradas na Fig. 6. Podemos ver que os dedos obtidos são bem mais finos e apresentam
comprimentos variados. Por último, o fluxo em células de Hele-Shaw girantes admite soluções
estacionárias, que não mudam com o tempo [42, 43].
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Figura 6 – Evolução temporal da interface fluido-fluido em uma célula de Hele-Shaw girante.
No canto superior esquerdo, as dimensões da célula estão especificadas e o sentido da
rotação com velocidade angular Ω é indicado. Perceba que os padrões obtidos são
bastante distintos daqueles vistos em Fig. 5(b). Imagem retirada de [40].

1.2 Aspectos geométricos na formação de dedos viscosos

1.2.1 Dinâmica de fluidos em células de Hele-Shaw curvas

Sempre houve um grande interesse no comportamento e estabilidade de fluidos em meios
curvos. Particularmente, o escoamento de filmes finos, ou seja, fluidos possuindo espessura
pequena e uma superfície livre, foi estudado em substratos cônicos [44, 45], cilíndricos [46, 47]
e esféricos [48, 49] e, até mesmo, em catenóides [10]. Grande parte do interesse neste tipo
de problema se deve à sua vasta aplicabilidade em processos relacionados ao revestimento de
superfícies (aplicação de pinturas, fabricação de semicondutores, entre outros), e em fenômenos
geofísicos, como avalanches e o movimento de lava em regiões inclinadas [46]. Este tipo de
fluxo pode ser visto até mesmo na logomarca da empresa multinacional Sherwin-Williams,
que consiste em uma ilustração de uma camada de tinta fresca escorrendo pelo globo terrestre
(Fig. 7).

A literatura sobre instabilidades hidrodinâmicas em regiões confinadas curvas é, no
entanto, muito mais escassa, principalmente devido à dificuldade de construir, com precisão,
um aparato de Hele-Shaw curvo. O primeiro trabalho experimental envolvendo uma célula não
plana foi conduzido por Zhao e Maher [50] em uma célula cilíndrica. Utilizando este formato
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Figura 7 – Logomarca da empresa Sherwin-Williams. Exemplo da representação do fluxo de
filmes finos em superfícies curvas na cultura popular.

de célula, a Ref. [50] foi capaz de demonstrar os efeitos da condição de contorno periódica do
sistema cilíndrico na instabilidade de Saffman-Taylor. A dinâmica de dedos viscosos também foi
estudada experimentalmente em uma célula de Hele-Shaw esférica [22]. Na Fig. 8, podemos ver
uma foto do aparato experimental utilizado e também um exemplo de interface fluido-fluido. O
padrão exibido na Fig. 8 possui uma grande similaridade com o do caso radial plano, que foi
visto anteriormente na Fig. 5, com dedos grossos marcados pelo surgimento do fenômeno de
tip-splitting. Indo além do contexto de instabilidades hidrodinâmicas, outro estudo em que uma
célula de Hele-Shaw de placas curvas foi confeccionada se encontra na Ref. [51], na análise de
corpos elásticos confinados. Com objetivo de investigar o aparecimento de estresses residuais
devido a efeitos de variação da curvatura do ambiente, os autores da Ref. [51] montaram uma
célula com um formato de sino (perfil gaussiano).

Apesar de existirem poucos experimentos envolvendo fluidos confinados em regiões
curvas, há um número razoável de publicações teóricas sobre o assunto. Nas referências [52, 53]
o fluxo de Hele-Shaw foi estudado matematicamente para superfícies hiperbólicas [possuindo
curvatura gaussiana negativa]. Já na Ref. [21], leis de Darcy generalizadas foram obtidas ex-
plicitamente para uma variedade de espaços curvos. A formação de dedos viscosos em meios
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Figura 8 – Na esquerda, célula de Hele-Shaw no formato de um hemisfério esférico. Na direita,
exemplo de interface perturbada obtida na célula de Hele-Shaw esférica. As proprie-
dades morfológicas, como aparecimento de tip-splitting, são bem similares às vistas
na Fig. 5(b). Imagem retirada de [22].

bidimensionais curvos também recebeu atenção teórica. Na Ref. [54], o formato de bolhas na
célula de Hele-Shaw foi obtido explicitamente, no limite de tensão superficial zero, por meio
de técnicas de mapeamento conforme. Para tensões superficiais finitas, a dinâmica dos fluxos
confinados foi investigada utilizando uma análise perturbativa de modos acoplados para super-
fícies esféricas [18], cones [19], cilindros [20] e para o plano hiperbólico [23]. Basicamente,
os resultados das Refs. [18–20, 23] mostram que é possível inibir ou estimular o fenômeno de
tip-splitting modificando apenas as propriedades geométricas da célula de Hele-Shaw.

Apesar do impacto da geometria no formato dos dedos viscosos, as superfícies estudadas
em [18–20, 23] exercem pouca influência na estabilidade do sistema. Estudos mais recentes,
por outro lado, mostram que é possível controlar a instabilidade de Saffman-Taylor alterando
apenas o formato da célula de Hele-Shaw [55, 56]. No entanto, nas Refs. [55, 56], ao contrário
das Refs. [18–20, 23], foram utilizadas células de espaçamento variável. Mais especificamente,
em [55] foram realizados experimentos com uma célula retangular com a placa superior inclinada,
e na Ref. [56], uma célula com uma placa elástica foi desenvolvida com o intuito de controlar
a formação de dedos viscosos. Apesar das peculiaridades dos sistemas das Refs. [55, 56], os
resultados obtidos mostram que o formato das células é capaz de exercer uma influência muito
grande na estabilidade do sistema.

1.2.2 Novos estudos de formação de dedos viscosos em sistemas com
três dimensões

Mesmo após vários séculos terem se passado desde as publicações seminais sobre o
assunto, a mecânica de fluidos em meios porosos tridimensionais continua sendo um tópico de
pesquisa bastante ativo. Além de sua relevância na extração de petróleo, estudos da hidrodinâmica
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em meios porosos são cruciais para otimizar processos de obtenção de energia geotérmica e
para a captura geológica de gás carbônico, que é importante no combate ao efeito estufa [57].
Recentemente, meios porosos também têm sidos utilizados na modelagem de diversos fenômenos
biológicos, como crescimento de tumores [58] e transporte de sangue na placenta [59]. Esta
forte interdisciplinariedade está relacionada com o fato de que a definição de um meio poroso é
bastante "ampla", ou seja, vários sistemas físicos, desde rochas até meios extracelulares, podem
ser modelados como meios porosos.

Figura 9 – (a) Simulações numéricas de dedos viscosos em um meio poroso. Imagem retirada
de [60]. (b) Padrões experimentais obtidos da Ref. [61].

A instabilidade de Saffman-Taylor nestes meios também se manteve como uma área
de pesquisa relevante aos longo dos anos. O advento de computadores potentes possibilitou
diversas simulações intensivas do desenvolvimento da instabilidade em um ambiente totalmente
tridimensional [60, 62–65]. Duas simulações, extraídas da Ref. [60], se encontram na Fig. 9(a),
onde vemos estruturas não lineares fortemente deformadas e ramificadas, exibindo sucessivas
bifurcações na ponta de vários dos dedos viscosos. Experimentalmente, técnicas de tomografia
computadorizada foram capazes de revelar imagens da dinâmica de fluidos miscíveis em um
meio poroso e verificar que fenômenos como tip-splitting também podem ser encontrados em
três dimensões [61]. Imagens computadorizadas dos resultados experimentais [61] estão na
Fig. 9(b).

Além de meios porosos, a instabilidade de Saffman-Taylor tridimensional também foi
estudada em outros sistemas. Nas Refs. [66, 67], o deslocamento de fluidos miscíveis em uma
célula de Hele-Shaw foi considerado. Porém, ao contrário de publicações anteriores, que se
concentraram apenas na dinâmica efetivamente bidimensional de fluidos confinados, a análise
numérica das Refs. [66, 67] levou em conta o sistema tridimensional completo. Com isso, os
autores foram capazes de revelar um novo mecanismo de instabilidade que não pode ser explicado
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por meio de uma análise 2D do sistema, sendo, portanto, verdadeiramente tridimensional. Outro
problema em que uma versão 3D da instabilidade de Saffman-Taylor está presente é na formação
de dedos em uma gota toroidal carregada [68]. Apesar dos experimentos conduzidos na Ref. [68]
não envolverem nem meios porosos e nem células de Hele-Shaw, os autores mostraram, após
uma análise cautelosa dos dados, que as propriedades dos dedos que surgem na interface da gota
toroidal podem ser explicadas satisfatoriamente pela teoria linear da instabilidade de Saffman-
Taylor usual.

1.3 Organização da dissertação

Nas seções anteriores, alguns aspectos da formação de dedos viscosos foram discutidos
qualitativamente com o intuito de familiarizar o leitor com conceitos que serão importantes para
o restante da dissertação. Vimos que, quando um fluido menos viscoso desloca um de maior
viscosidade, seja em um meio poroso ou em uma célula de Hele-Shaw, a interface entre eles
apresenta protuberâncias conhecidas como dedos viscosos. Devido à sua grande importância
tanto em problemas práticos, quanto no entendimento teórico de formação de padrões em diversos
sistemas físicos, várias versões modificadas da instabilidade de dedos viscosos foram estudadas.
Na seção 1.2, exploramos um pouco a formação de dedos viscosos em células com geometria
não usual e também em regiões porosas tridimensionais, tópicos que estão recebendo bastante
atenção atualmente.

O objetivo dos próximos capítulos é investigar mais detalhadamente a maneira com que
instabilidades na interface entre fluidos é impactada por efeitos de geometria, e da dimensionali-
dade do sistema (ou seja, comparar a dinâmica na região efetivamente bidimensional das células
de Hele-Shaw com o sistema tridimensional de um meio poroso). Visando entender melhor estes
efeitos, concentraremos nossa atenção em três problemas distintos, porém relacionados entre si.
Estes problemas estão listados abaixo na ordem em que eles serão apresentados na dissertação.

• No capítulo 2, generalizaremos a análise de modos acoplados aplicada ao problema de
Saffman-Taylor em espaços curvos, que está presente nas Refs. [18–20, 23], para uma
variedade maior de geometrias curvas. Partindo deste resultado, concentraremos nossa
atenção em uma família específica de superfícies, conhecida como "cones generalizados",
que são capazes de desencadear uma instabilidade na interface dos fluidos por meio de um
acoplamento entre efeitos de geometria e capilaridade.

• O capítulo 3 tratará de células de Hele-Shaw curvas e girantes. Aplicando o formalismo
de vortex sheet [42], encontraremos numericamente as soluções estacionárias para as
interfaces deste sistema. A partir disto, mostraremos que efeitos geométricos são capazes
de alterar bastante a morfologia dos padrões emergentes no sistema. Uma explicação
analítica simples destes padrões obtidos também será discutida.
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• No capítulo 4, investigaremos o problema simples da formação de dedos viscosos em
um fluxo esférico no interior de um meio poroso. Utilizando novamente o formalismo
de modos acoplados, chegaremos nas equações para a evolução fracamente não linear
deste sistema. Isto nos permitirá entender como a formação de padrões ocorre em três
dimensões e como ela se compara com as situações bidimensionais usualmente exploradas
na literatura.

Esta dissertação é baseada em alguns trabalhos já publicados que foram desenvolvidos
com o professor José Américo Miranda. Ao todo, nossa colaboração resultou em seis artigos
publicados no periódico Physical Review E [23, 69–73], e mais um artigo aceito no Physical
Review Fluids [74]. Apesar de vários destes artigos terem relevância para o tópico estudado aqui,
optamos por incluir apenas os resultados dos três trabalhos mais recentes [72–74], que estão
mais diretamente ligados ao tema central desta dissertação de mestrado.
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2 FORMAÇÃO DE DEDOS VISCO-
SOS EM CÉLULAS DE HELE-SHAW
CURVAS

2.1 Introdução

Conforme foi discutido na introdução, a instabilidade de Saffman-Taylor é regida pelas
viscosidades dos fluidos e pela tensão superficial presente na interface entre eles. Mais detalha-
damente, a instabilidade é determinada por apenas dois parâmetros adimensionais, sendo eles o
contraste de viscosidade,

A =
η2 − η1

η2 + η1

, (2.1)

onde os índices correspondem ao fluido interno (j = 1) e externo (j = 2), e o número de
capilaridade, que para fluidos confinados em uma célula de Hele-Shaw é dado por

Ca =
12(η1 + η2)UR2

0

σb2
, (2.2)

onde U é a velocidade característica da interface, R0 é um comprimento característico, σ é a
tensão superficial entre os fluidos, e b é o pequeno espaçamento separando as placas. O contraste
de viscosidade A claramente varia de −1 até 1, já o número de capilaridade Ca, que depende
de diversos parâmetros do sistema, pode variar bastante. Em experimentos típicos ele é da
ordem de 10 até 103 [34, 36], porém é, a princípio, possível escolhê-lo o quão pequeno se queira,
basta injetar os fluidos lentamente. Alguns estudos chegaram a utilizar números de capilaridade
diversas ordem de grandeza menores que os usuais [75, 76].

Na instabilidade de Saffman-Taylor clássica, quando o fluido 1 desloca o fluido 2, a
situação é instável (estável) para um contraste de viscosidade A > 0 (A < 0). No caso instável,
temos que valores de Ca altos, correspondentes a tensões superficiais baixas, fazem com que a
instabilidade se desenvolva rapidamente e vários dedos viscosos surjam na interface entre os
fluidos. De maneira oposta, valores baixos de Ca significam que a tensão superficial entre os
fluidos é alta, o que estabiliza a interface, fazendo com que ela apresente menos perturbações,
podendo até mesmo se tornar estável.

Muitos dos esforços relacionados ao estudo da instabilidade de Saffman-Taylor se
concentram em encontrar maneiras para controlar e modificar o formato da interface entre os
dois fluidos. Ou, em outras palavras, encontrar meios de alterar os critérios de estabilidade e
instabilidade mencionados nos parágrafos anteriores. Existem algumas alternativas conhecidas
para alcançar este controle, como por exemplo, o uso de taxas de injeção dependentes do tempo.
Esta estratégia tem se tornado bastante promissora para situações em que é desejável tornar o
sistema mais estável [17, 77, 78] ou controlar o número de dedos na interface [79, 80].
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Figura 10 – Algumas modificações na célula de Hele-Shaw com intuito de controlar a instabili-
dade de Saffman-Taylor. A figura (a) representa uma célula em que a placa de cima
foi suavemente inclinada, já a figura (b) mostra um experimento para o caso usual
de formação de dedos viscosos para uma célula retangular, enquanto (c) mostra
a estabilização da interface devido ao efeito da placa inclinada. Similarmente, (d)
mostra uma célula cuja placa superior é uma membrana elástica; em (e), vemos um
exemplo experimental da instabilidade de Saffman-Taylor radial sem a presença da
membrana; já em (f), temos a situação estável na presença da membrana. As figuras
(a),(b) e (c) foram retiradas de [55] e as figuras (d),(e) e (f) de [56].

Outra alternativa, que será utilizada neste capítulo, é modificar o problema de Saffman-
Taylor por meio da adição de parâmetros extras e utilizar estes novos parâmetros para alterar a
estabilidade da interface. Recentemente, o formato da célula de Hele-Shaw vem sendo modificado
com o intuito de inibir a formação de dedos viscosos. Dentre essas modificações, temos a suave
inclinação de uma das placas da célula [75, 81, 82], e também a substituição da placa superior
por uma membrana elástica capaz de alterar o seu formato conforme o fluido se desloca [56, 82].
Ambas situações se encontram ilustradas na Fig. 10.

Este capítulo focará em outra alternativa para controlar o surgimento da instabilidade uti-
lizando formatos distintos da célula de Hele-Shaw. Diferente dos métodos citados anteriormente,
no caso que será estudado aqui ambas as placas da célula de Hele-Shaw são curvas e mantidas a
uma distância fixa uma da outra, de tal modo que o fluxo ocorre efetivamente em uma superfície
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bidimensional não plana. Além disso, o principal interesse da nossa análise é tornar a interface
entre os dois fluidos instável em situações que são originalmente estáveis. A princípio isto
parece ser algo indesejável, uma vez que, em casos como extração de petróleo, a instabilidade de
Saffman-Taylor é comumente caracterizada como sendo algo prejudicial [15, 33], pois dificulta a
extração de óleo em rochas. No entanto, diversos processos importantes, como em situações em
que é preciso misturar dois fluidos, são favorecidos pela instabilidade de Saffman-Taylor [83,84].

Antes de investigarmos a maneira de se modificar a geometria da célula para desestabilizar
o fluxo, é preciso primeiramente derivar as equações que descrevem a instabilidade de Saffman-
Taylor para superfícies curvas suficientemente gerais, o que será feito na seção 2.2. Esse resultado
por si só é bastante interessante, uma vez que ele generaliza vários outros trabalhos anteriores
relacionados à instabilidade de Saffman-Taylor em superfícies curvas [18–20, 23]. A partir deste
resultado geral, a seção 2.3 focará na análise de certas superfícies, conhecidas como cones
generalizados, mostrando que, nestas superfícies, a formação de dedos viscosos ocorre em
situações em que a instabilidade não está usualmente presente (A < 0 e Ca pequeno). Além
disso, iremos introduzir os métodos da análise linear e fracamente não linear para o problema de
Saffman-Taylor [39], que serão fundamentais para o entendimento de processos de formação
de tip-splitting tanto neste capítulo, quanto no Cap. 4 desta dissertação. O material que será
discutido neste capítulo é baseado no artigo [72].

2.2 Modelo matemático do problema

Esta seção introduzirá as equações que governam o sistema hidrodinâmico de dois fluidos
em uma célula de Hele-Shaw curva. Partindo das equações básicas da mecânica dos fluidos,
derivaremos uma lei de Darcy generalizada para fluidos confinados em regiões curvas. Estas
equações nos permitirão chegar a uma descrição da interface entre os dois fluidos no regime
fracamente não linear, ou seja, durante o período em que a amplitude dos dedos viscosos ainda é
suficiente pequena.

2.2.1 Equações básicas e condições de contorno

Considere um sistema contendo dois fluidos que serão identificados pelo índice j = 1, 2.
Dado um pequeno elemento do fluido j possuindo densidade ρj e velocidade uj , temos que,
como estamos no âmbito da mecânica clássica, o movimento deste elemento é regido pela
segunda lei de Newton

ρj
duj
dt

= fj, (2.3)

onde fj representa a densidade volumétrica de forças agindo em um determinado ponto do
fluido j. Estas forças que agem em um fluido podem ter duas origens: forças internas, causadas
pelas interações dos diversos elementos de fluidos entre si e forças externas causadas pelo efeito
de fatores como campos eletromagnéticos e gravitacionais. Ignorando os efeitos de campos
externos, é preciso explicitar as forças internas no fluido para completarmos a Eq. (2.3). Para
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isso, considere uma região V do fluido, que é delimitada por uma fronteira ∂V . Temos que o
restante do fluido, ou seja que está situado fora da região V , é responsável por uma força atuando
na superfície ∂V no sentido normal, chamada de pressão hidrodinâmica. Em forma de equação,
podemos expressar esta força como

Fj = −
∫
∂V

pjn̂dS = −
∫
V

∇pjdV, (2.4)

onde pj é o campo de pressão no fluido j e a segunda igualdade acima decorre de uma aplicação
do teorema da divergência. Com isso, a densidade de força que aparece em Eq. (2.3) é simples-
mente fj = −∇pj . O sinal negativo vem do fato que a normal da superfície n̂ aponta para fora,
enquanto a pressão hidrodinâmica é responsável por uma força no sentido oposto.

Para um fluido perfeito, sem viscosidade e dissipação interna (ou, como o físico Richard
Feynman costumava chamar, para um fluido "seco" [85]), o gradiente de pressão é a única força
interna que precisa ser considerada. Esta simplificação, no entanto, deixa de lado o atrito entre
as diversas camadas de fluidos, que é responsável pelo surgimento dos chamados "estresses
viscosos". É possível incorporar estes efeitos de viscosidade de maneira similar ao como fizemos
na Eq. (2.4), ou seja, escrevendo a força devido aos estresses viscosos como uma integral na
superfície ∂V , dada por

Fj =

∫
∂V

Πj · n̂dS. (2.5)

Aplicando o teorema da divergência na equação acima, obtemos que a densidade de força neste
caso pode ser escrita como fj = ∇ · Πj , onde ∇· é o operador divergente aplicado a um
tensor [86]. Diferentemente da pressão, que só depende de um campo escalar p, os estresses
viscosos são representados por um tensor de rank 2 (uma forma bilinear), aqui denotado por Πj .
As componentes cartesianas desse tensor, ou seja, êν ·Πj · êµ, representam o estresse na direção
êν exercido em uma superfície com normal na direção de êµ. Para certos fluidos conhecidos
como "fluidos newtonianos", como água e óleo, temos que o tensor de estresse viscoso é da
forma [85, 87]

Πj = ηj[∇uj + (∇uj)
T ], (2.6)

onde ηj é o coeficiente de viscosidade, e∇uj + (∇uj)
T é o tensor taxa de cisalhamento, com

o expoente T representando transposição da matriz, e os componentes do tensor ∇uj são,
em coordenadas cartesianas, (∇uj)ik = ∂i()uj)k. Perceba que, na Eq. (2.6), caso ∇uj = 0,
dois elementos de fluido infinitesimalmente próximos se movem rigidamente com a mesma
velocidade e, com isso, é de se esperar que não haja fricção entre eles [85] e Πj = 0 .

Além da Eq. (2.3) expressando a dinâmica do sistema, temos ainda a conservação de
massa dos fluidos, que fornece a seguinte equação de continuidade

∂ρj
∂t

+∇ · (ρjuj) = 0, (2.7)

que, para densidades constantes, se reduz à equação da incompressibilidade

∇ · uj = 0. (2.8)
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Finalmente, usando as Eqs. (2.3)-(2.8), temos que um fluido viscoso, newtoniano e incompressí-
vel obedece à expressão

ρj

[
∂uj
∂t

+ (uj ·∇)uj

]
= −∇pj + ηj∇2uj, (2.9)

que é a famosa equação de Navier-Stokes. Para chegar nesta expressão, utilizamos a regra da
cadeia para expressar

duj
dt

=
∂uj
∂t

+ (uj ·∇)uj, (2.10)

onde foi usado que dxj/dt = uj . No lado esquerdo da Eq. (2.9), a regra da cadeia foi utilizada
para escrever a aceleração duj/dt de um elemento de fluido em um referencial fixo espacialmente.
Já as forças internas vão ser uma combinação da pressão e dos estresses viscosos

fj = −∇pj + ηj∇ · (∇uj + (∇uj)
T ). (2.11)

O segundo termo do lado esquerdo pode ser escrito explicitamente utilizando as definições usuais
de operadores tensoriais presentes em [86].

Tendo obtido a equação de Navier-Stokes e a equação da incompressibilidade, precisamos
"apenas"resolvê-las, aplicando condições de contorno e condições iniciais apropriadas, e, com
isso, solucionar qualquer problema em mecânica dos fluidos. Infelizmente (ou felizmente), isto é
uma missão praticamente impossível na maioria dos casos, o que faz com que seja necessário
utilizar algumas considerações extras para se obter uma solução aproximada dessas equações. No
caso investigado neste capítulo, temos que os fluidos estão confinados em uma região do espaço
de espessura b pequena, que são as já mencionadas células de Hele-Shaw. Isso implica que a razão
entre os termos inerciais e os termos viscosos na Eq. (2.9), conhecido como número de Reynolds
Re, é dado por de Re = ρUb2/(ηR0). Nesta expressão, U eR0 são, respectivamente, a velocidade
e o comprimento característicos do fluxo. Devido ao valor pequeno de b em comparação com
outras escalas de comprimento, o número de Reynolds é muito menor que um para o nosso
sistema, o que significa que os termos inerciais podem ser desprezados em uma primeira análise.
Feito isso, obtemos então a equação de Stokes

ηj∇2uj =∇pj, (2.12)

que é bem mais simples matematicamente que a Eq. (2.9).

Até agora a análise apresentada é aplicável para fluidos no espaço euclidiano tridimensi-
onal usual. No entanto, podemos aproveitar novamente o fato de que o fluido está localizado
em uma região de pequena espessura para obter uma descrição efetivamente bidimensional
do sistema. Para isto, suponha que temos um sistema de coordenadas curvilíneas ortogonais
(x1, x2, x3) descrevendo o espaço. A métrica pode ser então escrita como

ds2 = h2
1dx

2
1 + h2

2dx
2
2 + h2

3dx
2
3, (2.13)

onde os fatores de escala hj = hj(x1, x2, x3) são funções das coordenadas e tem dimensão de
comprimento (as coordenadas xi não possuem dimensão). Considere também que as coordenadas
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escolhidas são tais que a superfície x3 = 0 corresponde à placa inferior de uma célula de Hele-
Shaw hipotética, enquanto a placa superior é descrita por uma superfície x3 = f(x1, x2) qualquer.
Exemplos de células de Hele-Shaw de formato curvo podem ser vistas na Fig. 11, onde o sistema
de coordenadas usado também foi mostrado. Por meio da métrica da Eq. (2.13) é possível
reescrever as Eqs. (2.8)-(2.12) utilizando os operadores diferenciais em coordenadas curvilíneas
ortogonais [86]. As expressões exatas são longas e não são necessárias para o restante da
discussão por isso não serão apresentadas aqui.

Figura 11 – Três exemplos de células de Hele-Shaw curvas. Da esquerda para a direita, vemos
uma célula esférica de raio a, cilíndrica também de raio a e cônica com um ângulo
de abertura 2γ. Todas elas têm um espaçamento b entre as placas. Figura retirada da
Ref. [21].

Soluções exatas das Eqs. (2.12) são possíveis para diversos sistemas de coordenadas.
Em [21], o fluxo confinado entre duas placas paralelas curvas foi investigado e soluções para
casos em que a métrica exibe certas simetrias e o fluxo é unidirecional foram encontradas. A
existência de certos tipos de solução, no entanto, depende da métrica utilizada, o que complica
bastante uma análise geral de fluxos de Stokes confinados. Felizmente, é possível contornar este
problema utilizando o fato de que o espaçamento entre as células é pequeno. Considere que
a escala de distância característica do fluxo nas direções x1 e x2 é dada por R0, enquanto na
direção x3 (direção normal à placa x3 = 0) é b. Similarmente, considere que a velocidade típica
é U0 nas direções x1 e x2, e W0 em x3. Temos então que ε = b/R0 = W0/U0 � 1 devido ao
espaçamento pequeno entre as placas. Aplicando essas aproximações e mantendo apenas termos
de mais baixa ordem em ε, a Eq. (2.12) se simplifica para

ηj
h2

3

∂2(uj)x1
∂x2

3

=
1

h1

∂pj
∂x1

(2.14)

ηj
h2

3

∂2(uj)x2
∂x2

3

=
1

h2

∂pj
∂x2

0 =
1

h3

∂pj
∂x3

.

Na Eq. (2.14), os fatores de escala foram expandidos em série de Taylor em torno de x3 = 0

e apenas o primeiro termo foi mantido, hj(x1, x2, x3) ≈ hj(x1, x2, 0). Para esta expansão ser
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válida, é necessário que as variações de hj(x1, x2, x3) na direção x3 só sejam significantes em
distâncias de ordem consideravelmente maiores que b.

Para integrar a Eq. (2.14) usaremos as condições de contornos nas placas, que são dadas
por uj = 0 em x3 = 0 e x3 = f(x1, x2). Essa condição expressa o fato de que um fluido viscoso
"gruda" em uma superfície e é conhecida como condição de não deslizamento (conhecida na
literatura como "no-slip boundary condition" [39, 85, 87]). Desta forma, a solução para (2.14) é
então dada por

ηjuj(x1, x2, x3) =
1

2
h2

3 x3(x3 − f(x1, x2))∇pj(x1, x2). (2.15)

Ou seja, em mais baixa ordem, o fluxo possui um formato parabólico em x3 e a velocidade não
possui componentes nesta direção.

A princípio a função f(x1, x2), que descreve uma das placas da célula de Hele-Shaw,
pode ter qualquer formato, desde que a distância até a placa x3 = 0 se mantenha pequena. Neste
e no próximo capítulo, iremos focar apenas nos casos em que as placas são mantidas a uma
distância fixa b. Isto implica que, novamente utilizando o fato de que o espaçamento entre as
placas é pequeno,

∫ f(x1,x2)

0
h3(x1, x2, x3)dx3 ≈ f(x1, x2)h3(x1, x2, 0) ≈ b.

É conveniente fazer uma média transversal de Eq. (2.15), definida por

vj(x1, x2) ≡ 1

b

∫ f(x1,x2)

0

uj(x1, x2, x3)dx3, (2.16)

para obter um fluxo puramente bidimensional, por sua vez dado por

vj = − b2

12ηj
∇pj, (2.17)

que é a famosa lei de Darcy mencionada diversas vezes na introdução. O operador∇ presente
na Eq. (2.17) pode ser expresso como

∇ =
1

h1

∂

∂x1

x̂1 +
1

h2

∂

∂x2

x̂2. (2.18)

Pela definição do operador gradiente em duas dimensões, temos que a Eq. (2.18) é simplesmente
o gradiente em uma superfície curva de métrica ds2 = h2

1dx
2
1 + h2

2dx
2
2. A Eq. (2.17) também

implica que os campos vj são irrotacionais, ou seja, podem ser escritos como

vj(x1, x2) = −∇φj(x1, x2), (2.19)

onde os φj(x1, x2) = b2ηjpj correspondem os potenciais escalares dos fluidos.

Utilizando as mesmas aproximações utilizadas para obter a Eq. (2.17), a equação da
incompressibilidade [Eq. (2.8)] se torna

∇ · vj = 0, (2.20)
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que é a equação da incompressibilidade para a velocidade bidimensional vj . Combinando esta
última equação com a Eq. (2.19), temos que os potenciais dos fluidos obedecem à equação de
Laplace em uma superfície curva (também conhecida como equação de Laplace-Beltrami),

∇2φj = 0. (2.21)

Para resolver a equação acima, é preciso aplicar condições de contorno na interface entre os
fluidos. É importante enfatizar que, a princípio, a interface entre os dois fluidos é desconhecida,
o que complica bastante o problema, uma vez que a função descrevendo a interface também
é uma variável a ser descoberta. Problemas deste tipo são conhecidos como "free boundary
problems" [15, 16], ou problemas de contornos livres. Para resolver o problema tratado aqui,
em que um fluido desloca outro, duas condições de contorno são necessárias: (i) a condição de
pressão, descrevendo a descontinuidade do campo de pressão na interface devido ao efeito da
tensão superficial, (ii) condição cinemática, que, basicamente, expressa o fato de que um fluido
empurra o outro.

A condição de contorno (i) está relacionada com o fato de que a pressão para fluidos
imiscíveis sofre uma variação abrupta devido às interações microscópicas entre os átomos e
moléculas presentes na interface dos dois fluidos. Essa variação de pressão é quantificada pela
equação de Young-Laplace, que é válida na interface entre dois fluidos [18, 23, 88, 89]

p1 − p2 = σκg, (2.22)

onde κg é a curvatura geodésica da interface e σ é a tensão superficial. A curvatura geodésica é
uma medida do quanto a interface se curva na direção tangente à superfície e uma curva com
κg = 0 é conhecida como uma geodésica da superfície [88, 90–92]. É importante notar que κg
pode ser escrita apenas em termos da métrica do sistema, ou seja, ela depende apenas do formato
dos coeficientes que definem a métrica e não dos detalhes de como a superfície está embebida
tridimensionalmente. Propriedades deste tipo são ditas intrínsecas [90].

A segunda condição de contorno para o nosso sistema é a condição cinemática. Considere
que a interface separando o fluido é definida implicitamente por I(x1, x2, t) = 0, que descreve
uma curva em uma superfície parametrizada por (x1, x2). A derivada dessa expressão para o
fluido j é

dI

dt
=
∂I

∂t
+ vj · ∇I = 0. (2.23)

Levando em conta que a normal da interface é n̂ =∇I/|∇I|, a condição da Eq. (2.23) implica
que

n̂ · v1 = n̂ · v2, (2.24)

ou seja a componente normal da velocidade é continua através da interface que separa os fluidos.

2.2.2 Equação de modos acoplados

Nesta seção vamos utilizar as equações obtidas na seção 2.2.1 para obter a equação
de modos acoplados descrevendo a evolução temporal da interface separando os fluidos. Mais
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especificamente, iremos aplicar uma análise linear e fracamente não linear no problema de
dedos viscosos em células curvas similar às adotadas nas Refs. [18, 39] para obter uma descrição
perturbativa da evolução temporal da interface separando os fluidos. Porém, antes disso, é
necessário descrever um pouco mais o sistema físico a ser considerado, bem como alguns
detalhes sobre a métrica do sistema.

Considere a situação em que dois fluidos viscosos e imiscíveis estão em uma célula de
Hele-Shaw curva cuja métrica bidimensional efetiva é dada por

ds2 = dr2 + ρ (r, ϕ)2 dϕ2, (2.25)

onde r e ρ (r, ϕ) têm dimensão de distância. A princípio, pode parecer que essa métrica é
bem restritiva, quando, na verdade, ela é bastante geral, podendo ser entendida como uma
generalização das usuais coordenadas polares planas [12, 91]. Na Eq. (2.25), r representa a
distância geodésica entre um determinado ponto de origem até outro ponto qualquer na superfície,
enquanto 0 ≤ ϕ < 2π é uma coordenada na direção ortogonal as geodésicas do sistema, de tal
modo que, quando ϕ varia de 0 a 2π, a curva formada é fechada (círculo geodésico). Coordenadas
deste tipo são conhecidas como geodésicas polares [12, 91], pois são uma generalização das
coordenadas polares usuais do plano, onde ρ(r) = r. Pelo menos localmente, a métrica em
torno de qualquer ponto de uma superfície regular [em certos casos, como cones, métricas
do tipo (2.25) existem até na vizinhança de pontos singulares] pode ser escrita na forma da
Eq. (2.25) escolhendo uma função ρ(r, ϕ) apropriada. Por exemplo, para uma esfera de raio
unitário temos ρ (r, ϕ) = sin(r), onde r é a distância ao longo de um meridiano. No restante desta
discussão, concentraremos nossas atenção apenas em casos em que a função ρ(r, ϕ) apresenta
simetria azimutal, ou seja não depende do ângulo ϕ. Superfícies deste tipo incluem superfícies
de revolução em torno de um ponto no eixo de rotação [90], cones generalizados (que serão
discutidos ainda neste capítulo) e superfícies mais exóticas como superfícies de Amsler [93].

Nesta região curva de métrica dada pela Eq. (2.25), temos que o fluido de viscosidade
η1 é injetado na origem do sistema de coordenadas, deslocando o fluido viscosidade η2. A taxa
de injeção é constante e dada por Q, correspondendo à taxa de aumento na área contendo o
fluido 1, que inicialmente ocupava uma região de raio R(t = 0) = R0. O sistema descrito está
representado na Fig. 12. Conforme o tempo avança, a interface se perturba e é descrita pela
função

r(ϕ, t) = R(ϕ, t) = R + ζ(ϕ, t), (2.26)

onde R é o raio não perturbado e ζ(ϕ, t) é um termo de perturbação. No restante deste capítulo
vamos considerar ζ(ϕ, t)/R� 1. O raio R pode ser determinado por conservação de volume,
ou seja, invertendo a função

Qt = 2π

∫ R

R0

ρ(r)dr. (2.27)

Além disso, é possível expandir a função ζ(ϕ, t) por meio de uma série de Fourier, uma vez que
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Figura 12 – Ilustração esquemática do fluxo de dois fluidos em uma célula de Hele-Shaw curva.
O fluido de viscosidade η1 é injetado com taxa Q, deslocando outro fluido de
viscosidade η2, o que causa uma pertubação ζ na interface dos fluidos (curva sólida).
Um sistema de coordenadas polares (r, ϕ) é utlizado, onde R = R(t) é o raio não
perturbado (curva tracejada).

a coordenada ϕ é periódica com período 2π. Esta série de Fourier é dada por

ζ(ϕ, t) =
∑
n6=0

ζn(t) exp(inϕ), (2.28)

onde n é inteiro e pode ser interpretado como o número de protuberâncias (dedos viscosos)
presentes na interface fluido-fluido e a amplitude ζn(t) dos modos é definida por ζn(t) =

1/(2π)
∫ 2π

0
ζ(ϕ, t) exp(−inϕ)dϕ.

As Eqs. (2.26)-(2.28) mostram que para determinar o formato da interface entre os dois
fluidos precisamos descobrir as amplitudes ζn(t). O primeiro passo em direção a tal objetivo é
obter os potenciais φj resolvendo a Eq. (2.21). Por meio de separação de variáveis usuais (o que
é possível pois ρ(r) só depende de r), a solução da Eq. (2.21) pode ser diretamente obtida como

φj = φ0
j +

∑
n6=0

φjn(t) exp
[
(−1)j−1 |n| Ω(r)

]
exp(inϕ). (2.29)

onde
Ω(r) =

∫ r

R

d%

ρ(%)
. (2.30)

Na Eq. (2.29), φ0
j representa o fluxo não perturbado (circular e isotrópico), dado por

φ0
j = − Q

2π
Ω(r) +Dj, (2.31)

com Dj sendo constantes irrelevantes para o problema. Na Eq. (2.29), utilizamos a condição de
que a perturbação em φj decresce longe da interface entre os fluidos.

Para relacionar os coeficientes φjn do potencial com as amplitudes ζn, iremos aplicar as
condições de contorno de pressão [Eq. (2.22)] e cinemática [Eq. (2.23)]. A condição de pressão



Capítulo 2. FORMAÇÃO DE DEDOS VISCOSOS EM CÉLULAS DE HELE-SHAW CURVAS 38

pode ser reescrita em termos do potencial com o auxílio da Eq. (2.17),

A

(
φ1 + φ2

2

) ∣∣∣∣∣
r=R

−
(
φ1 − φ2

2

) ∣∣∣∣∣
r=R

= − b2σ

12(η1 + η2)
κg,

(2.32)

onde o contraste de viscosidade A, definido na Eq. (2.1), surge naturalmente na expressão. A
expressão para a curvatura geodésica da interface fluido-fluido na métrica da Eq. (2.25) pode ser
escrita como [91]

κg =

ρ′ (r) ρ2 (r) + 2ρ′ (r)

(
∂r

∂ϕ

)2

− ρ (r)
∂2r

∂ϕ2


ρ2 (r) +

(
∂r

∂ϕ

)2
3/2

. (2.33)

Da mesma maneira a condição cinemática da Eq. (2.23) é dada por [39, 87]:

∂R
∂t

=

[
1

ρ2 (r)

∂r

∂ϕ

∂φj
∂ϕ

] ∣∣∣∣∣
r=R

−
(
∂φj
∂r

) ∣∣∣∣∣
r=R

. (2.34)

Utilizando a expressão da Eq. (2.26) e Eq. (2.29) nas condições de contorno das Eqs. (2.33)-
(2.34), mantendo apenas os termos de segunda ordem em ζ e suas derivadas e tomando inversas
de Fourier, chegamos, com um pouco de paciência mas sem nenhuma conta complicada, no
seguinte sistema de equações

ζ ′n = λ(n)ζn +
∑
m 6=0

[F (n,m)ζmζn−m +G(n,m)ζ ′mζn−m] , (2.35)

onde a taxa de crescimento λ(n) é dada por

λ(n) =
1

ρ (R)
[A|n| − ρ′ (R)]− 1

Caρ2 (R)
|n|[n2 − ρ′2 (R) + ρ′′ (R) ρ (R)], (2.36)

onde Ca é o número de capilaridade definido em Eq. (2.2) com U = Q/(2πR0). É importante
notar que a Eq. (2.35) está escrita em termos de derivadas de ζn em relação a R, aqui denotadas
por ζ ′n, ao invés de derivadas em t. Ou seja, a Eq. (2.35) nos diz a taxa de crescimento da
perturbação quando a interface não perturbada tem raio R. No entanto, devido a Eq. (2.27), é
possível relacionar o tempo com o valor do raio não perturbado R, de tal modo que descrições
por meio de R e t são equivalentes. Os termos de acoplamento de segunda ordem que aparecem
em Eq. (2.35) são

F (n,m) =
ρ′ (R)

ρ2 (R)
|n|
[

1

2
− sgn(nm)

]
− |n|

Ca

[
1

2

ρ′′′ (R)

ρ′ (R)
− 3

2

ρ′′ (R) ρ′ (R)

ρ2 (R)

+
ρ′3 (R)

ρ3 (R)
− ρ′ (R)

ρ3 (R)

m

2
(3m+ n)

]
− 1

2

ρ′′ (R)

ρ′ (R)
,

(2.37)
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e
G(n,m) =

1

ρ (R)
{A|n|[1− sgn(nm)]− ρ′ (R)} . (2.38)

A função sinal (sgn) é igual±1 dependendo do sinal de seu argumento. Note que nas Eqs. (2.35)-
(2.38) as distâncias e velocidades foram reescaladas por R0, e U , respectivamente. Além dessas
funções, em segunda ordem temos que a conservação de volume implica também na seguinte
condição para a amplitude do modo n = 0:

ζ0 = − ρ′(R)

2 ρ(R)

∑
n6=0

|ζn|2. (2.39)

As equações obtidas nesta seção generalizam diversos resultados anteriores da literatura,
como o caso plano, esférico, hiperbólico, cônico e cilíndrico estudados em [18–20, 23, 39].
Similarmente ao que foi feito nessas outras publicações, as Eqs. (2.35)-(2.38) permitem analisar
como efeitos de curvatura, defeitos cônicos, e até mesmo efeitos de variações de curvatura estão
acoplados com os parâmetros hidrodinâmicos A e Ca, bem como a maneira que a geometria
afeta a morfologia da interface entre os fluidos. Apesar disso, a maioria dos efeitos que foram
reportados anteriormente apresentam mudanças muito suaves na estabilidade linear do sistema, ou
seja, para essas superfícies simples das Refs. [18–20,23,39] ainda temos que paraA > 0 (A < 0)
a interface é instável (estável), o que é idêntico ao caso radial plano usual. Na próxima seção,
a possibilidade de controlar a emergência da instabilidade por meio da geometria da célula de
Hele-Shaw será investigada.

2.2.3 Equação de modos acoplados para cones generalizados

A princípio, olhando para a forte dependência em ρ(r) nas Eqs. (2.35)-(2.38), aparenta
ser fácil controlar a instabilidade de Saffman-Taylor pela da geometria. Por exemplo, uma
escolha simples e direta para ρ(r) é ρ(r) = βr, onde β é uma constante. Esta escolha é só um
pouco diferente das coordenadas polares para um plano (que correspondem ao caso β = 1),
porém, como veremos, ela já é suficiente para que efeitos geométricos não usuais apareçam. Há,
no entanto, uma questão fundamental a ser levantada sobre essa métrica: existe alguma superfície
que possa ser construída no espaço euclidiano usual cuja a métrica tenha este formato em
coordenadas geodésicas polares? No geral, para uma métrica qualquer, a resposta é "não" [90] e,
mesmo nos casos em que é possível, pode ocorrer da superfície estar bem definida apenas em uma
região pequena do espaço. Felizmente, para o caso da métrica simples citada nesse parágrafo, a
resposta é sim e as superfícies associadas são cones generalizados.

Um cone generalizado pode ser parametrizado partindo de uma curva fechada, sem
auto-intersecções, definida na superfície de uma esfera unitária. O cone então é gerado por
linhas retas ligando o centro da esfera aos pontos desta curva. Para obter uma métrica para esta
superfície, considere as coordenadas esféricas usuais com r, θ e ν, a distâncial radial, latitude e
ângulo azimutal respectivamente. Podemos descrever um cone utilizando uma função θ(ν) que
fornece como a latitude da curva na esfera unitária varia com o ângulo azimutal. Partindo da
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Figura 13 – Superfícies ilustrando os diversos parâmetros β: (a) cone convencional (0 < β < 1),
(b) disco plano (β = 1), e (c) cone contorcido (β > 1), com β em torno de 2.5.

métrica de R3 em coordenadas esféricas, obtemos a seguinte métrica para o cone generalizado

ds2 = dr2 + r2[cos2 (θ (ν)) + θν (ν)2]dν2. (2.40)

Perceba que esta métrica possui ρ(r, ν) = r[cos2 (θ (ν)) + θν (ν)]1/2, que depende de r e ν, e
que portanto não está no formato desejado. Contudo, realizando a seguinte mudança de variáveis

ϕ = (1/β)

∫ ν

0

[cos2 (θ (υ)) + θυ (υ)2]1/2dυ, (2.41)

com

β =
1

2π

∫ 2π

0

√
cos2 (θ (υ)) + θυ (υ)2dυ, (2.42)

a Eq. (2.40) se torna
ds2 = dr2 + β2r2dϕ2, (2.43)

com 0 < ϕ < 2π. Observando a Eq. (2.40) temos ρ(r) = βr, como desejávamos. Curiosamente,
a métrica não depende explicitamente da função θ(ν), apenas do parâmetro β dado pela Eq. (2.42).
Isto significa que dado dois cones de formatos diferentes, caso eles possuam o mesmo valor de β
associado, ou seja, a mesma métrica, eles sofrem o mesmo efeito de instabilidade.

Na Fig. 13 é possível visualizar alguns casos especiais de cones generalizados. Em
Fig. 13(a), temos um cone convencional de revolução, com θ(ν) = θ constante e diferente de
zero e β = | cos(θ)| < 1. O caso β = 1, representado na Fig. 13(b), corresponde a um disco
plano simples com ângulo azimutal θ(ν) = 0. No restante deste capítulo, estaremos interessados
em casos com β > 1, um exemplo de superfície deste tipo se encontra na Fig. 2.42(c). Perceba
que não temos mais superfícies de revolução para estes valores do parâmetro β, mas sim "cones
contorcidos". Existem vários tipos de cones contorcidos diferentes e uma possível família deles
é gerada por funções do tipo θ (ν) = C sin (mν), onde C é amplitude das ondulações no
espaço curvo e m é o número de ondulações (periodicidade) da superfície. Perceba que, ao
aumentar o valor de m, ou seja o número de ondulações na superfície, temos que β aumenta
e, a princípio, pode atingir qualquer valor real. Neste e no próximo capítulo, no entanto, só
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consideraremos situações com β ≤ 6.5. O motivo desta escolha é que verificamos numericamente
que para valores do parâmetro β consideravelmente maiores que β = 6.5, a superfície oscila
muito, de tal modo que para valores de b e R0, típicos dos experimentos realizados em células
planas [15,16,36,37,94,95], a célula de Hele-Shaw apresenta auto-interseções, o que corresponde
a uma situação impossível fisicamente.

Tendo esclarecido os detalhes geométricos, podemos usar as Eqs. (2.35)-(2.38) e es-
crever a taxa de crescimento linear e as funções de acoplamento não lineares para os cones
generalizados.

λ(n) =
1

βR
[A|n| − β]− 1

Caβ2R2
|n|
[
n2 − β2

]
,

(2.44)

F (n,m) =
1

βR2
|n|
[

1

2
− sgn(nm)

]
− 1

Ca β2R3
|n|

[
β2 − m

2
(3m+ n)

]
, (2.45)

e
G(n,m) =

1

βR
{A|n|[1− sgn(nm)]− β} . (2.46)

Essas funções possibilitam uma análise de como o parâmetro geométrico β influencia na es-
tabilidade e na formação de padrões do sistema e como ele é capaz de causar novos tipos de
instabilidades. Na próxima seção, iremos considerar o sistema a nível linear e fracamente não
linear.

2.3 Aparecimento de dedos viscosos por efeitos de capila-
ridade acoplados com a geometria da célula de Hele-
Shaw

2.3.1 Análise linear

Ignorando os termos não lineares em Eq. (2.35), a interface entre os fluidos é estável
quando λ(n) < 0 para todos os n. Para que essa condição seja satisfeita, é suficiente que o modo
nmax com a maior taxa de crescimento (obtido fazendo dλ(n)/dn = 0) dado por

nmax = β

√
1

3

(
A Ca R + 1

)
(2.47)

satisfaça a condição λ(nmax) < 0. Utilizando este critério, a estabilidade é determinada comple-
tamente por três parâmetros independentesA, CaR e β. Fixando diversos valores para o contraste
de viscosidade A é possível montar diagramas de estabilidade para o sistema bidimensional, que
estão ilustrados na Fig. 14 para A = 0.95, 0 e −0.95.
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Figura 14 – Diagrama de estabilidade linear no espaço CaR-β, para os seguintes valores do
contraste de viscosidade (a) A = 0.95, (b) A = 0, e (c) A = −0.95. As interfaces
fracamente não lineares correspondentes são exibidas em (b) e (c). Os padrões não
lineares correspondentes a I-IX em (a) estão ilustrados na Fig. 15. Perceba a presença
em (a), (b) e (c) de uma região instável para valores de CaR pequenos.

Para tornar os diagramas mais claros, as Figs. 14 e 15 também mostram os diversos
padrões para diferentes regiões no espaço de parâmetros CaR-β. É preciso no entanto, estar atento
a alguns detalhes sobre a maneira pela qual os padrões mostrados foram gerados. Primeiramente,
apenas dois modos foram considerados, o modo fundamental n de maior crescimento, que
determina o número típico de dedos, e o modo 2n, o primeiro harmônico de n. Além disso,
apenas os modos cossenos da expansão de Fourier da interface [Eqs. (2.26) e (2.28)] foram
considerados na perturbação,ou seja, temos

ζ(θ, t) = ζ0 + an(t) cos(nθ) + a2n(t) cos(2nθ), (2.48)

onde an = ζn + ζ−n e a2n = ζ2n + ζ−2n são quantidades reais, além disso o modo ζ0 é dado
por (Eq. 2.39) ζ0(t) = −[1/(4R)][|an(t)|2 + |a2n(t)|2]. A evolução temporal é obtida por meio
das equações diferenciais [Eq. (2.35) e Eqs.(2.44)-(2.46)] e com as seguintes condições iniciais
an(R0) = 5 × 10−4, e a2n(R0) = 0, ou seja o modo 2n não está inicialmente presente. Na
Fig. 14(a) o valor o raio final das interfaces é Rf = 10 , enquanto nos diagramas (b) e (c) da
Fig. 14 temos que Rf = 6, 2 (em todos os casos R0 = 1 pela adimensionalização utilizada).
Além disso, os pontos da Fig. 15 correspondem ao valor do parâmetro CaR da última interface
exibida (interface com maior raio). As interfaces anteriores, de raio menor, são apenas para
ilustrar a evolução temporal e condições iniciais.

Neste ponto é importante também enfatizarmos a maneira com que os padrões foram
exibidos e projetados no plano. Um modo de representar as interfaces fluido-fluido é exibindo-as
em cima da superfície, como foi feito na Fig. 12. O problema com este método é que ele ocupa
muito espaço e o ângulo de visão que escolhemos para a exibição da superfície pode causar
dificuldades na hora de visualizarmos as interfaces. Este problema se torna inconveniente no caso
de superfícies com bastante ondulações (β grande) ou quando a interface entre fluidos apresenta
vários detalhes (como será o caso das interfaces no próximo capítulo). Para evitar este problema,
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Figura 15 – Padrões fracamente não lineares que aparecem nos pontos I-IX do diagrama da
Fig. 14(a) para valores positivos do contraste de viscosidade A = 0.95. Estas
interfaces se subdividem em: instabilidades de Saffman-Taylor usuais exibindo "tip-
splitting"(I, IV, e VII), valores estáveis circulares (II, V, e VIII) e estrutura instáveis
que não são esperadas usualmente e surgem pelo efeito do parâmetro β (II, VI, e
IX).

consideramos o seguinte mapeamento (r, ϕ) 7→ (r′, ϕ′), em que (r, ϕ) é a coordenada geodésica
polar no cone e (r′, ϕ′) é a coordenada polar usual no plano. Para a métrica da Eq. (2.43),
temos que o mapeamento que usamos para ilustrar os padrões encolhe as distâncias angulares,
medidas em cima da superfície, por um fator β constante. Obviamente, este mapeamento mantém
invariante todas as quantidades que serão discutidas neste e no próximo capítulo, como número
de dedos na interface e presença bifurcação na ponta dos dedos. Note também que a distância
radial não é alterada e círculos são mapeados em círculos. Outros tipo de projeções também
são possíveis, como por exemplo, uma projeção conforme (preservando ângulos), no entanto, a
projeção que escolhemos aqui é suficiente para satisfazer os nossos interesses.

O diagrama de estabilidade ilustrado na Fig. 14 revela que variando os valores de CaR

e β para um dado A é possível identificar vários comportamentos dinâmicos e morfológicos
distintos. Focando primeiramente na Fig. 14(a), temos que para β = 1, o caso plano tradicional
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é recuperado. Nesta situação temos que o sistema é instável para valores altos de CaR, ou
seja valores baixos da tensão superficial, e se torna estável quando CaR é reduzido abaixo de
um determinado valor. Para valores de β entre 0 < β < 1, que correspondem a superfícies
cônicas usuais, não há muita diferença na dinâmica do sistema e apenas uma pequena mudança no
formato da região de estabilidade é observada, o que está de acordo com uma análise interior [20].

Concentrando nossa análise agora em valores β > 1, percebemos um aparecimento de
outra região instável, que é desconexa da região tradicional da instabilidade de Saffman-Taylor. O
diagrama revela que, quando a tensão superficial domina a dinâmica do sistema (CaR pequeno),
a interface também apresenta a formação de dedos viscosos. Ou seja, a partir de um certo valor de
β > 1, existe apenas uma faixa de valores de CaR intermediários para quais a interface é estável.
Os pontos I-IX da Fig. 14(a) correspondem aos padrões I-IX da Fig. 15. Temos que cada um
dos padrões da Fig. 15 representam algumas interfaces para valores de raio entre R0 ≤ R ≤ Rf ,
separados por ∆r = 0.31 (21 interfaces no total).

Iniciaremos nossa análise da Fig. 15 pelos pontos I-III, que possuem β = 2.5. No
ponto I da Fig. 14(a), com A > 0 e um valor alto de CaR, a interface associada apresenta
um padrão usual de Saffman-Taylor, com dedos emergindo e se bifurcando (fenômeno de tip-
splitting). Reduzindo o valor de CaR, checamos que a interface apresenta progressivamente
menos perturbações, até o ponto em que a interface volta a ficar circular, o que corresponde ao
ponto II. Surpreendemente, ao reduzirmos ainda mais o valor de CaR a interface se desestabiliza
novamente adquirindo um formato similar ao de um "feijão" no ponto III das Figs. 14 e 15. Para
outros valores de β > 1, nos pontos IV-VI para β = 4.5, e nos pontos VII-IX para β = 6.5 da
Fig. 14(a) e Fig. 15, temos o mesmo comportamento que ocorre no caso β = 2.5 ao variarmos
CaR. Com isso, podemos concluir que, apesar dos pontos I, II, IV, V, VII, e VIII do diagrama
apresentarem, como esperado, uma estabilidade de Saffman-Taylor tradicional para A > 0, os
padrões que aparecem III, VI, e IX exibem características diferentes e não usuais, dominadas por
efeitos de capilaridade (tensão superficial) e geometria. É também importante mencionar que em
III, VI, IX, o fenômeno de tip-splitting, característico dos dedos viscosos em geometria radial,
também está presente. Na figura VI e IX, vemos claramente dedos principais se formando e logo
se bifurcando em suas pontas. Este fenômeno será melhor investigado na seção 2.3.2.

Tradicionalmente, a característica chave da instabilidade de Saffman-Taylor é sua de-
pendência com o contraste de viscosidade A, de tal modo que para situações com A ≤ 0 a
instabilidade está completamente ausente. Isso pode ser verificado na Fig. 14(b), em que A = 0,
onde vemos no diagrama que o sistema é sempre estável para o caso plano β = 1. Porém, para
β > 1, uma região instável surge. Esta região nova só aparece para valores de CaR pequenos, ou
seja, a região instável "de cima" que estava presente em Fig. 14(a) não existe mais para situações
com A = 0. Isto novamente mostra que as duas regiões de instabilidade (CaR pequenos e CaR

grandes) não estão relacionadas entre si.

Para concluir a análise da Fig. 14, comentaremos o caso em que A = −0.95, que
está ilustrado no diagrama da Fig. 14(c). Esta situação corresponde ao fluido mais viscoso
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empurrando o menos viscoso, o que faz com que instabilidade de Saffman-Taylor seja fortemente
suprimida pelos efeitos do contraste de viscosidade. Apesar disso, o diagrama da Fig. 14(c) é
praticamente idêntico ao da Fig. 14(b) e também apresenta uma região instável. Vemos também
que, comparando a região inferior dos três diagramas, temos que ela sofre apenas uma variação
muito sutil em seu formato à medida que valor de A é alterado. Além disso, as morfologias
dos padrões para diferente valores de β também não sofrem muitas alterações. Comparando as
interfaces IX da Fig. 15 para A = 0.95 e as interfaces XIII da Fig. 14 para A = −0.95, temos
que elas não apresentam muitas diferenças em suas formas.

Figura 16 – Interfaces da Fig. 15IX em cima de um cone generalizado com β = 6.5.

Um último comentário importante sobre as interfaces é que a simetria da interface não
é a mesma simetria da célula de Hele-Shaw. Na Fig. 16, vemos que a interface apresenta três
dedos dominantes, enquanto a interface apresenta um número bem maior de ondulações. Como
foi dito anteriormente, o único parâmetro relevante para a dinâmica é o β que, por sua vez, tem
uma dependência não trivial com os parâmetros a geometria do sistema [vide Eq. (2.42)]. É
importante também ressaltar que na Fig. (16), apenas um formato de célula foi escolhido, porém,
existem infinitas outros cones generalizados para um mesmo valor de β.

2.3.2 Análise fracamente não linear: presença de tip-splitting

Como já foi discutido na introdução, o fenômeno do tip-splitting é uma das características
morfológicas mais marcantes da formação de padrões gerados pela instabilidade de Saffman-
Taylor para injeções radiais [15, 36, 39]. Este fenômeno consiste na bifurcação da ponta dos
dedos viscosos, o que causa uma multiplicação e proliferação dos dedos resultando em padrões
complexos e bastantes ramificados.
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Não é possível, no entanto, extrair informações sobre o mecanismo de tip-splitting por
meio de uma análise puramente linear, em que todos os modos são desacoplados (ver Eq. 2.35).
Um aspecto vantajoso da análise de segunda ordem que empregaremos neste seção, é que,
como foi mostrado na Ref. [39], é possível investigar o surgimento de diversas morfologias em
fluidos, como o tip-splitting, por meio dos acoplamentos não lineares entre alguns modos de
Fourier. No restante dessa seção, a Eq. (2.35) será utilizada para entender como a instabilidade
de Saffman-Taylor em células curvas se comporta no regime fracamente não linear.

No segundo termo à direita da Eq. (2.35), temos infinitos modos acoplados uns aos
outros. É possível, no entanto, fazer uma mímica acurada da morfologia da interface fluido-fluido
considerando a ação de apenas dois modos: o modo fundamental n, que é o modo que domina a
dinâmica no regime linear (modo que mais se desenvolve), e seu primeiro harmônico 2n, que
cresce espontaneamente devido às influências de segunda ordem causadas pelo modo fundamen-
tal. Partindo das Eq. (2.35), e Eqs. (2.44)-(2.46), e decompondo as amplitudes complexas ζn
nas amplitudes dos modos cossenos (an) e senos (bn), que também foram citadas na seção 2.3.1,
chegamos em

a′2n = λ(2n) a2n +
1

2
T (2n, n) a2

n, (2.49)

b′2n = λ(2n) b2n, (2.50)

onde a função

T (2n, n) = [F (2n, n) + λ(n) G(2n, n)], (2.51)

é conhecida como função de tip-splitting [39]. Na Eq. (2.50), vemos que a evolução temporal
do modo b2n não depende do modo an e não apresenta acoplamentos de segunda ordem, sendo
puramente linear. Desta maneira, vamos ignorar a participação dele selecionando a amplitude
inicial deste modo como zero (b2n(R0) = 0). Além disso, vemos também que o único acopla-
mento de segunda ordem que aparece na Eq. 2.49 é dado pela função T (2n, n), que multiplica o
termo de segunda ordem a2

n.

Prosseguimos nossa análise investigando um pouco mais o significado da Eq. (2.49) para
a formação de padrões. Temos que o segundo termo de Eq. (2.49) é dado por 1

2
T (2n, n) a2

n, ou
seja o modo an influencia diretamente o crescimento de a2n e além disso, como a2

n > 0, o
sentindo do crescimento do primeiro harmônico é ditado somente pela função T (2n, n). Isso
significa que, caso a função T (2n, n) seja positiva, temos um crescimento positivo do modo
a2n (a2n > 0 conforme o tempo avança). Morfologicamente, isso faz com as pontas dos dedos
cresçam para fora (ou seja, o dedo se torna pontudo). Em contraste, para T (2n, n) < 0, temos que
a situação a2n < 0 é favorecida, resultando no caso em que as pontas dos dedos se tornam mais
achatadas, enquanto as laterais dos dedos continuam crescendo, caracterizando um formato típico
de tip-splitting. Para os parâmetros usuais no caso plano (β = 1), a função T (2n, n) é de fato
negativa quando o tip-splitting está presente em situações experimentais [15, 16, 36, 37, 94, 95].
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Figura 17 – Interface linear (curva tracejada) e fracamente não linear (denotada por WNL de
"weakly non-linear") (curva sólida) para Rf = 6.2, β = 6.5, A = 0.95, Ca = 0.212,
e n = 3. É aparente que o efeito de bifurcação nos dedos só é capturado por meio
dos efeitos fracamente não lineares da Eq. (2.49).

Além disso o módulo de T (2n, n) está diretamente ligado com a intensidade deste fenômeno [39].
Isto corrobora a análise fracamente não linear usando apenas dois modos que foi utilizada na
seção 2.3.1.

Antes de continuar a discussão para o efeito de β na dinâmica, é preciso enfatizar que
efeitos de bifurcação dos dedos são realmente não lineares. Um leitor atento pode se perguntar,
por exemplo, se na equação Eq. (2.49), o termo linear λ(2n) a2n não é suficiente para capturar
os efeitos de tip-splitting. Para mostrar que efeitos de tip-splitting são de fato não lineares, na
Fig. 17 exibimos duas interfaces comparando o caso linear (interface tracejada) e fracamente não
linear (interface contínua). Os valores dos parâmetros usados nesta figura são β = 6.5, A = 0.95,
Ca = 0.212, Rf = 6.2, e o modo fundamental correspondente para este caso é n = 3. Esses
parâmetros são os mesmos utilizados na interface IX da Fig. 15, a única diferença é que agora,
na Fig. 17, também estamos mostrando a estrutura linear correspondente.

Examinando a interface tracejada de Fig. 17, é evidente que uma descrição linear não é
suficiente para explicar a tendência dos dedos de se bifurcarem, uma vez que a curva tracejada
não exibe nenhum indício de tip-splitting. A ausência deste fenômeno ocorre pois, linearmente,
o crescimento de an domina completamente o formato da interface, enquanto o crescimento
de a2n é muito lento para acompanhá-lo, de tal modo que, para valores realísticos de Rf , a
interface apresenta apenas três dedos simples. Ao adicionarmos o termo fracamente não linear,
1/2 T (2n, n) a2

n, na Eq. (2.49), ocorre que o crescimento linear rápido de an força o surgimento
do primeiro harmônico a2n. Com isso, na interface contínua da Fig. 17, vemos claramente os
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dedos se bifurcando em dois dedos menores. Esse resultado justifica o fato de que no diagrama
da Fig. 14 e nas interfaces da Fig, 15, apenas dois modos de Fourier (n e 2n) foram considerados.

Figura 18 – Variações na (a) função T (2n, n) e (b) na razão das amplitudes a2n(R)/a2n(R0),
quando o número de capilaridade Ca é variado. Três valores do contraste de vis-
cosidade são considerados: A = 0.95 (curva vermelha), A = 0 (curva laranja), e
A = −0.95 (curva azul) para β = 4.5.

Vamos agora investigar a influência da geometria da célula, representada pelo parâmetro
β, no processo de tip-splitting. Isso é feito com ajuda da Fig. 18(a) que demonstra como a função
T (2n, n) varia com o número de capilaridade Ca para três valores do contraste de viscosidade
A (0.95, 0 e −0.95, os mesmos da seção 2.3.1). Além disso, a Fig 18(b) ainda demonstra como
a amplitude relativa do primeiro harmônico, dada por a2n(R)/a2n(R0), varia para os mesmos
valores de A da Fig. 18(a). Nesta figura tomamos β = 4.5.

Da mesma maneira que foi feito na parte linear na seção 2.3.1, vamos começar a análise
da Fig. 18 para um contraste de viscosidade positivo dado por A = 0.95 (linhas vermelhas),
correspondente a situação classicamente instável. Conforme foi discutido na seção 2.1, no caso
plano (β = 1) em que A > 0 e o número de capilaridade Ca é grande, a interface possui dedos
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que se bifurcam. Desta maneira, é interessante ver o que ocorre para β = 4.5, como no caso da
Fig. 18. Inspecionando os gráficos, se torna evidente que, independentemente do valor de Ca, a
função de tip-splitting só assume valores negativos, o que está associado a bifurcação dos dedos.
Além disso, na Fig. 18(b), é perceptível que apesar de T (2n, n) ser sempre negativa, a amplitude
a2n(R) tende a zero para valores intermediários do número de capilaridade.

Já para os valores do contraste de viscosidade A = 0 (curva laranja) e A = −0.95

(curva azul), que são estáveis para o caso plano, quaisquer que sejam os valores do número de
capilaridade Ca, os gráficos da Fig. 18 exibem um comportamento interessante. Vemos nestes
dois casos que a função T (2n, n) muda de sinal à medida que variamos o número de capilaridade
e é positiva para valores de Ca maiores que um certo valor crítico entre 0.1 e 1. No entanto,
observando a Fig. 18(b), percebemos que para esses valores de Ca a razão das amplitudes tende
a zero, a2n(R)/a2n(R0)→ 0, ou seja, o primeiro harmônico não apresenta nenhum crescimento.
Isto está de acordo com o que era esperado pelo diagrama linear da Fig. 14 em que para A ≤ 0 a
interface só é instável para números de capilaridade suficientemente pequenos. Curiosamente,
a Fig. 18 também revela que a amplitude de a2n só cresce para valores de Ca pequenos, que
correspondem a valores negativos da função de tip-splitting. Ou seja, no final das contas, temos
que para β = 4.5, os dedos viscosos sempre têm tendência a se bifurcarem. Novamente, isto está
em perfeito acordo com as análises linear e fracamente não linear que discutimos anteriormente.
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3 CURVAS ELÁSTICAS GENERALI-
ZADAS EM CÉLULAS DE HELE-
SHAW GIRANTES NÃO PLANAS

3.1 Introdução

No capítulo anterior, concentramos a nossa atenção no problema de um fluido injetado
noutro no interior de uma célula de Hele-Shaw curva. O principal tópico investigado foi a
possibilidade de induzir uma instabilidade na interface entre os fluidos mesmo em situações em
que os efeitos do contraste de viscosidade e da capilaridade são usualmente estabilizantes. Ainda
abordando o estudo da influência da geometria em fluidos confinados, o objetivo deste capítulo é
investigar o problema da rotação de uma célula de Hele-Shaw curva contendo dois fluidos. Neste
sistema, a interface entre os fluidos também pode se tornar instável dependendo da relação entre
as densidades de cada um dos fluidos envolvidos. Mais especificamente, quando o fluido interno
possui densidade maior que a do externo, vários dedos surgem e se desenvolvem na interface
fluido-fluido.

A instabilidade que ocorre em uma célula girante possui algumas similaridades com a
instabilidade de Saffman-Taylor discutida no capítulo 2, porém há algumas diferenças fundamen-
tais entre elas, como, por exemplo, no formato dos dedos emergentes. Outra particularidade na
formação de padrões em células girantes é a possibilidade de se obter soluções estacionárias para

Figura 19 – (a) Construção geométrica de uma curva elástica feita por Euler em [96]. (b) Exemplo
de uma curva elástica obtida experimentalmente em uma fita flexível, a figura
tracejada corresponde ao formato teórico previsto. Imagem retirada da Ref. [97].
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o problema [42, 43]. Estas soluções correspondem a casos em que os efeitos estabilizantes de
capilaridade balanceiam exatamente as forças desestabilizantes geradas pela rotação, de modo
que a interface fluido-fluido se mantém em equilíbrio. Exemplos destas interfaces estacionárias
estão ilustrados na Fig. 20 para o caso de uma célula plana com simetria radial. No caso girante,
como é possível observar na figura, os dedos não exibem tip-splitting, são longos, possuem uma
base estreita e uma ponta bastante arrendondada, formato similar a uma raquete de tênis ou uma
lágrima.

Figura 20 – Padrões típicos que emergem no caso tradicional em uma célula de Hele-Shaw plana
girante [42, 43]: (a) curva elástica com três dedos longos e com pontas arredonda-
das; (b) estrutura com cinco dedos apresentando uma base bastante estreita. Essas
soluções são análogas às curvas do tipo elástica que aparecem em diversos sistemas
físicos [98–102].

Um aspecto bastante interessante das soluções estacionárias para a interface dos fluidos
girantes é que elas estão relacionadas com um problema de elasticidade que, à primeira vista,
não possui nenhuma conexão com fluidos confinados. Curvas com o mesmo formato daquelas
apresentadas na Fig. 20 são conhecidas como "elásticas" e são soluções de um problema de
minimização da energia elástica de barras flexíveis e finas em um plano [105]. Uma expressão
matemática para o formato dessas barras foi um dos problemas mais estudados entre matemáticos
e cientistas do século XVIII [106] e, assim como diversos problemas desta época, só foi resolvido
por Leonhard Euler, no ano de 1744 [96]. Utilizando métodos de cálculo variacional recém
descobertos por ele, Euler derivou a equação diferencial que descrevia as curvas elásticas e
foi capaz de obter todos os possíveis tipos de formatos destas curvas. Na Fig. 19, vemos uma
ilustração da curva elástica obtida por Euler e um exemplo experimental de uma curva elástica
em um material fino e flexível.

Apesar de vários séculos terem se passado desde a publicação de Euler, as curvas
elásticas e suas variações continuam sendo bastante estudadas. Além da já citada conexão com
fluidos confinados girantes, estas curvas aparecem em diversos problemas atuais de elasticidade,
mecânica dos fluidos e até mesmo biologia. Algum destes problemas são o estudo do formato de
uma gota de fluido pendente [107,108], de membranas fluidas [100] e de vesículas [101]. Alguns
desses estudos envolvem geometrias não planas, como por exemplo, o estudo do confinamento
de polímeros em esferas [109] e em cilindros [110], além do estudo do empacotamento de
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Figura 21 – Exemplos de elásticas tradicionais em superfícies não-planas. Na linha de cima, duas
curvas elásticas estão representadas para o caso esférico (imagens retiradas de [103]).
A linha de baixo ilustra as soluções do problema da elástica no disco de Poincaré, um
modelo geométrico que representa um espaço hiperbólico bidimensional (imagens
retiradas de [104]).

DNA dentro de um capsídio viral [111]. A importância e a beleza do problema da elástica em
espaços curvos levou diversos pesquisadores a investigarem diversas versões generalizadas do
problema em regiões curvas bidimensionais, como por exemplo em esferas [103, 104, 112–114],
cilindros [115, 116], toros [114], catenóides [117], no plano hiperbólico (uma superfície de
curvatura constante negativa) [104,118,119] e em outras superfícies mais gerais [120]. A Fig. 21
dá exemplos de curvas elásticas em duas das superfícies citadas, a esfera e o plano hiperbólico

Em contraste com o problema usal da curva elástica envolvendo barras flexíveis, que,
como vimos, foram extensivamente estudados em regiões não-planas, a maioria dos estudos exis-
tentes sobre as soluções elásticas estacionárias para fluidos girantes e confinados se restringem
a células de Hele-Shaw planas [42, 43, 121–125]. Neste capítulo, no entanto, vamos investigar
recentes resultados para o problema de fluidos girantes confinados em regiões não-planas e obter
as soluções estacionárias do tipo elástica nestes casos. Novamente, iremos utilizar os cones
generalizados do capítulo 2 como "superfícies modelo" para o estudo dos efeitos de geometria.
Essa escolha da superfície estudada não é arbitrária e foi feita pois, como será visto, o formato de
alguns cones generalizados exerce um forte impacto na morfologia da interface entre os fluidos,
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gerando uma família de interfaces bastante distintas das usuais.

Um ponto a ser comentado é que, apesar do problema de formação de padrões estacio-
nários em fluidos girantes e problemas do formato de barras flexíveis serem governados pela
mesma equação no caso plano, os dois problemas exibem algumas distinções no caso curvo.
Desta maneira, seria mais rigoroso chamar as soluções estacionárias dos fluidos de "tipo elástica",
uma vez que elas apresentam certas semelhanças às curvas elásticas usuais mesmo não sendo
governadas pelas mesmas equações que o problema de elasticidade equivalente. No entanto,
optaremos por chamá-las apenas de elásticas, uma vez que focaremos somente no contexto de
fluidos em células de Hele-Shaw girantes, de forma que a denominação das curvas não irá causar
nenhuma confusão.

Iniciaremos a análise na seção 3.2, onde descreveremos o modelo matemático para o
problema de fluidos em células de Hele-Shaw curvas girantes. Ainda na mencionada seção,
integraremos numericamente utilizando o software Mathematica as equações das interfaces
para ilustrar as soluções estacionárias no caso de algumas superfícies simples. Na seção 3.3.1,
concentraremos nossa análise em uma família de cones generalizados e exibiremos uma galeria
de possíveis curvas elásticas nestas superfícies. Por último, na seção 3.3.2 mostraremos que é
possível descrever as características gerais destas superfícies de maneira analítica, mostrando que
a forma interfaces pode ser bem entendida por meio da participação de dois modos de Fourier.
Este capítulo é baseado no artigo [73].

3.2 Modelo matemático

3.2.1 Lei de Darcy generalizada

O sistema investigado é similar ao apresentado no Cap. 2 e está ilustrado na Fig. 22.
Neste sistema, considere o fluxo de dois fluidos incompressíveis e imiscíveis de densidade e
viscosidade dadas por ρj e ηj respectivamente, com j = 1(2) para o fluido de dentro (fora).
Ambos os fluidos se encontram confinados em uma célula de Hele-Shaw curva de espaçamento
b pequeno. Diferentemente da situação analisada no capítulo anterior, no caso considerado aqui
não há injeção de um fluido no outro e o movimento dos fluidos se dá devido à rotação da célula
com velocidade angular constante igual a Ω.

Para estudar o sistema é preciso adaptar um pouco a lei de Darcy, dada na Eq. (2.17),
levando em consideração os efeitos de rotação. Para isso, iremos adotar um referencial R que
gira junto com a célula. Podemos relacionar a derivada temporal de um vetor v qualquer no
referencial R com a derivada temporal deste mesmo vetor em um referencial inercial I por meio
da seguinte expressão [45] (

∂v

∂t

)
I

=

(
∂v

∂t

)
R

+ Ω× v, (3.1)

onde os índices da Eq. (3.1) se referem aos referenciais. É possível então calcular a aceleração
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Figura 22 – Ilustração esquemática do fluxo em uma célula de Hele-Shaw curva girante. Um
fluido de viscosidade η1 e densidade ρ1 está cercado por um fluido de viscosidade η2

e densidade ρ2. A célula gira com velocidade angular Ω ao redor do eixo da linha
tracejada vermelha.

de um elemento de fluido, que é dada por

aI = aR + 2Ω× u + Ω×Ω× r, (3.2)

com u sendo a velocidade do fluido no referencial girante e r sendo a posição do elemento
de fluido. Na Eq. (3.2), o termo dependente da velocidade 2Ω× u é a aceleração de Coriolis,
enquanto o termo Ω×Ω× r, que depende da posição, é a aceleração centrífuga. Adicionando
estas duas acelerações extras, a equação de Navier-Stokes no referencial girante é dada por

ρj

[
∂uj
∂t

+ (uj ·∇)uj

]
= −∇pj + ηj∇2uj − 2ρjΩ× uj − ρjΩ×Ω× r. (3.3)

Assim como foi dito no capítulo anterior, o fluxo em um sistema confinado possui
número de Reynolds Re � 1, ou seja, podemos desprezar todos os termos inerciais do lado
esquerdo da Eq. (3.3). Similarmente, a razão entre os termos viscosos e a força de Coriolis é
da ordem de ρjΩb2/ηj � 1, devido ao valor pequeno do espaçamento b. De fato, os efeitos da
força de Coriolis são usualmente pequenos para fluxos confinados [126–128]. Com isso, o único
termo extra que precisamos manter em 3.3 é a força centrifuga, que pode ser convenientemente
escrita em termos de um potencial, ρjΩ×Ω× r = −∇1

2
ρj(Ω× r)2. Isso implica que o termo

centrífugo pode ser incorporado a uma pressão efetiva p′j = pj − 1
2
ρj(Ω× r)2, de modo que o

problema agora tem o mesmo formato daquele que foi tratado no capítulo passado. Repetindo os
passos já discutidos no capítulo 2, chegamos na seguinte lei de Darcy

vj = − b2

12ηj
∇
[
pj −

1

2
ρj(Ω× r)2

]
. (3.4)
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As demais equações e condições de contorno, dadas pelas Eqs. (2.20)-(2.23), se mantêm inaltera-
das para o caso da célula girante.

3.2.2 Formalismo Vortex Sheet

Um método poderoso para analisar fluxos em células de Hele-Shaw é o formalismo do
"vortex sheet" [42, 43, 129], ou folha de vórtices. Como vimos na Eq. (2.24), a componente
normal das velocidades vj é contínua na interface entre dois fluidos. No entanto, a componente
tangencial das velocidades, que é dada por

Γ = (v2 − v1) · ŝ, (3.5)

onde ŝ é um vetor tangente unitário na interface, sofre uma descontinuidade. O formalismo de
vortex sheet consiste inicialmente em escrever Γ, a intensidade do vortex sheet, explicitamente
em termos dos outros parâmetros do sistema, como contraste de viscosidade e tensão superficial.
Com o auxílio da lei de Darcy [Eq. (3.4)] e da condição de pressão [Eq. (2.22)], podemos escrever
a intensidade do vortex sheet como

Γ = 2AV · ŝ +
b2σ

6(η2 + η1)
∇
[
κ− ∆ρ

2σ
(Ω× r)2

]
· ŝ,

(3.6)

onde V = (v1 + v2)/2, ∆ρ = ρ1 − ρ2 e A é o contraste de viscosidade já definido na Eq. (2.1).

A utilidade da Eq. (3.6) é que ela torna possível expressar a velocidade média V em
termos de uma integral de Birkhoff dependendo de Γ [42, 43, 129]. Esta integral, por sua vez,
também depende de V e o problema resultante consiste em resolver uma equação integro-
diferencial complicada [129]. É possível, no entanto, utilizar a Eq. (3.6) para investigar soluções
estacionárias do problema, ou seja, soluções em que V = 0 e Γ = 0, que são bem mais simples
de serem analisadas [43]. Para o caso estacionário, a equação diferencial para o formato da
interface separando os fluidos se reduz a

κs − ∂s
[

∆ρ

2σ
(Ω× r)2

]
= 0, (3.7)

onde os subscritos se referem a derivadas tomadas com respeito ao comprimento de arco da
interface. Neste ponto é conveniente fazermos algumas considerações a respeito do sistema.
Primeiramente, iremos orientar o eixo de rotação na direção z, ou seja Ω = Ωẑ. Além disso,
vamos adimensionalizar os comprimentos por r0, que é o raio em algum ponto da interface. A
Eq. (3.7), após a adimensionalização e integração, se torna

κg = a+NΩr
2
⊥, (3.8)

onde a é uma constante de integração e

NΩ =
∆ρΩ2 r3

0

2σ
(3.9)
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Figura 23 – Soluções estacionárias para o caso de (a) cone e (b) esfera. Nesta figura o eixo de
rotação coincide com o eixo de simetria das superfícies. Temos que o forma dos
padrões gerados tem características similares aos do caso plano. A interface obtida
na esfera também é bastante similar a aquela para caso elástico, que está ilustrada na
Fig. 21.

é conhecido como "Bond number". O termo r⊥ que aparece na Eq. (3.8) é a distância até o
eixo de rotação (devidamente adimensionalizada por r0). Finalmente, é importante notar que a
Eq. (3.8) pode ser entendida como uma expressão para o balanço entre as forças centrífugas e
forças capilares.

Antes de investigarmos a solução da Eq. (3.8) para os cones generalizados discutidos no
capítulo 2, vamos resolvê-la para algumas outras superfícies familiares. Além disso, ao contrário
do que foi feito no capítulo anterior, onde usamos um método perturbativo, iremos resolver a
Eq. (3.8) numericamente. Na Fig. 23, escolhemos o eixo de rotação coincidindo com o eixo
de simetria das superfícies e o parâmetro a = −12 para ambos os casos. Além disso, como a
Eq. (3.8) é de segunda ordem no comprimento de arco s, precisamos de duas condições iniciais,
que são r(s = 0) = r0 = 1 e r′(0) = 0. A função r(s) descrevendo a interface fluido-fluido
é a distância geodésica (neste caso, distância ao longo de um meridiano) do eixo de rotação
até a interface em função do comprimento de arco s. Na Fig. 23(a), escolhemos o parâmetro β
do cone como sendo β = 0.88 e na Fig. 23(b), o raio da esfera é dado por R = 0.7. Os Bond
numbers utilizados são NΩ = 29.99 e NΩ = 38.91 para o cone e esfera respectivamente. Estes
parâmetros foram escolhidos de modo que a interface obtida é estacionária.

Uma análise da Fig. 23 deixa claro que não há muitas modificações morfológicas em
relação ao caso plano. Em ambos os casos, os dedos possuem exatamente o mesmo tamanho,
além de exibir o formato de raquete, típico das elásticas. Comparando com a Fig. 20 para o
caso plano, não vemos nenhuma diferença morfológica significativa entre os padrões. Além
disso, comparando com as elásticas em superfícies curvas da Fig. 21, também não vemos muitas
diferenças entre elas. Até agora a geometria parece não ter um efeito muito relevante, no entanto,
a Eq. (3.8) nos permite ir além das superfícies simétricas da Fig. 23 e possibilita o estudo de
superfícies exibindo alguma anisotropia, ou seja, superfícies que exibem simetria em torno do
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eixo de rotação. Exemplos simples de superfícies deste tipo são os cones generalizados que
foram investigadas no capítulo anterior. Como será visto no restante deste capítulo, a anisotropia
tem um papel crucial no formato das curvas elásticas generalizadas.

É importante comentar neste ponto um detalhe um pouco mais técnico sobre as soluções
elásticas que foram obtidas. Em geral, ao resolver as equações numericamente, encontramos
uma solução que não "se fecha", ou seja uma solução não física. As soluções físicas, em que
a curva se fecha e não se intersecta, são raras e só ocorrem quando as condições iniciais e as
constantes físicas do sistema são relacionadas de maneira muito específica.

3.3 Padrões estacionários em células de Hele-Shaw côni-
cas generalizadas

3.3.1 Galeria de elásticas generalizadas

Figura 24 – Dois exemplos de célula curva com θ(ν) = θ(ν(ϕ)) = C cos(mϕ). Nas duas
superfícies temos que m = 4, porém em (a) C = 0.1 e em (b), C = 0.3. Perceba
que C controla a amplitude das ondulações.

Nesta seção vamos considerar uma célula girante no formato de cone generalizado, os
mesmos já discutidos na seção 2.2.2. Tendo em mente que o eixo de rotação se encontra na
direção z, orientamos a superfície de modo que a mesma seja parametrizada por

r(r, ν) = [ r cos ν cos θ(ν), r sin ν cos θ(ν), r sin θ(ν) ], (3.10)

onde os ângulos θ e ν foram definidos na seção 2.2.2. Utilizando a Eq. (3.10) e a Eq. (2.43), a
Eq. (3.8) se torna

κg(r, ν) = a+NΩ r
2 cos2 θ(ν). (3.11)

Perceba que no capítulo 2 não nos referimos nenhuma vez à orientação da superfície no
espaço. De fato, no caso da injeção de um fluido em outro, não faz diferença se a superfície está
de cabeça para baixo ou inclinada em um certo ângulo, desde que a taxa de injeção se mantenha
a mesma. No caso de uma célula girante, no entanto, propriedades extrínsecas do sistema, como
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a orientação da célula de Hele-Shaw no espaço tridimensional, passam a ser importantes. Em
outras palavras, a direção do eixo de rotação e os detalhes da parametrização, vistos na Eq. (3.10),
são cruciais para o estudo do problema. Uma consequência disso é que a Eq. (3.8) depende
explicitamente da função θ(ν), enquanto na situação do capítulo anterior, apenas o valor de β,
que estava presente na métrica, é relevante. Neste capítulo, vamos considerar superfícies no
formato

θ(ν) = θ(ν(ϕ)) = C cos(mϕ), (3.12)

onde ϕ é uma coordenada medida na superfície, ao contrário de ν, que é o ângulo azimutal
em coordenadas esféricas (ver o início da seção 2.2.2, onde os detalhes sobre as coordenadas
foram discutidos). Exemplos de cones deste tipo estão ilustrados na Fig. 24. Curiosamente, para
os valores de C que serão usados nesta seção, a diferença das coordenadas ν e φ é mínima.
Perceba também que pelo fato da Eq. (3.11) depender de θ(ν) dado pela Eq. (3.12), temos que
a equação diferencial para a elástica depende explicitamente do ângulo ϕ. Em outras palavras,
ao contrário da esfera que era simétrica em relação ao eixo de rotação, os cones generalizados
aqui são assimétricos. Deste modo, o sistema possui naturalmente uma certa anisotropia devida
a efeitos geométricos.

Para investigar o papel da superfícies descritas pelas Eqs. (3.10) e (3.12) na formação de
padrões em células girantes, apresentamos na Fig. 25 uma compilação de possíveis interfaces
fluido-fluido para diferente valores de C mantendo o m fixo. Os valores de C considerados
são:(a) 0; (b) 0.1677; (c) 0.5556; (d) 0.6495; (e) 0.7025; (f) 0.7462; (g) 0.7813; (h) 0.8046; (i)
0.8234; (j) 0.8865; (k) 0.9030, e (l) 0.9289. Os demais parâmetros adimensionais relevantes
têm os seguintes valores: a = −12, NΩ = 22.5, r(s = 0) = 1, rs(s = 0) = 0, ϕ(s = 0) = 0, e
m = 4. Alguns pontos precisam ser ressaltados, o primeiro é que, fixados os demais parâmetros,
temos que só existe uma seleção discreta de valores de C tais que a interface correspondente é
uma curva fechada sem auto-interseções [43]. Além disso, a escolha dos demais parâmetros foi
feita de modo a tornar a exibição das interfaces mais clara e também checamos que ao variar a e
NΩ, os aspectos morfológicos gerais, que serão discutidos nessa seção, se mantêm os mesmos.
Na Fig. 25, assim como nas demais interfaces deste capítulo, utilizamos a mesma projeção que
foi definida na subseção 2.3.1 do capítulo passado.

Iniciando a análise com a Fig. 25(a) para C = 0 (limite plano), a interface obtida
está de acordo com aquelas da Fig. 20 e exibe onze dedos com pontas arredondadas e base
fina. Além disso, também observamos que todos os onze dedos são idênticos e a interface
apresenta uma forte simetria. Isso contrasta com os demais padrões para C > 0, que são
bastante assimétricos em geral, apresentando não somente dedos com tamanhos diferentes, mas
também com formatos bastante variados. Outro detalhe importante é que a Fig. 25(a) é a única
que apresenta onze dedos, enquanto as demais (Fig. 25(b)-Fig. 25(l)) apresentam oito dedos
principais, que se ramificam para valores de C elevados. O fato das interfaces possuírem oito
dedos está relacionado diretamente com a escolha de m = 4 na Eq. (3.12) e o motivo disto será
discutido no final deste capítulo.
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Figura 25 – Família representativa de padrões para uma célula de Hele-Shaw girante no formato
de cone contorcido para diversos valores de C. Os valores do parâmetro C usados
nesta figura foram: (a) 0; (b) 0.1677; (c) 0.5556; (d) 0.6495; (e) 0.7025; (f) 0.7462;
(g) 0.7813; (h) 0.8046; (i) 0.8234; (j) 0.8865; (k) 0.9030, e (l) 0.9289. Os demais
parâmetros relevantes são a = −12, NΩ = 22.5, r(s = 0) = 1, rs(s = 0) = 0,
ϕ(s = 0) = 0, e m = 4. Note a riqueza das formas obtidas para C > 0 em contraste
com o caso plano usual C = 0.

Aumentando o valor de C gradualmente, chegamos na interface da Fig. 25(b), que
apresenta um híbrido entre o formato usual das elásticas de um lado e dedos mais grossos
de outro. Isso mostra que mesmo para valores pequenos de C, a assimetria dos padrões já é
bem marcante. Prosseguindo a análise, a Fig. 25(c) exibe oito dedos que são bem pontudos em
comparação com os das interfaces anteriores. Outro detalhe importante a ser notado na Fig. 25(c)
é que não há mais nenhum resquício do formato de lágrima usual da elástica e que estavam
presentes nas Figs. 25(a) e 25(b).

Os formatos dos padrões se tornam ainda mais diferentes para valores maiores de C. Na
Fig. 25(d), a interface exibe uma mistura de dedos largos e dedos finos em alternância, o que dá
origem a um padrão bastante simétrico. Essa mistura de dedos de grossuras diferentes se mantém
da Fig. 25(e) até Fig. 25(g), porém os padrões exibidos são ainda mais assimétricos. Focando
apenas nos dedos mais grossos nas interfaces das Fig. 25(e) até Fig. 25(g), percebemos que, à
medida que C vai aumentando, as pontas destes dedos se tornam cada vez mais achatadas e
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começam a apresentar uma morfologia característica do tip-splitting, com as pontas dos dedos se
dividindo. Essa tendência culmina com a interface da Fig. 25(h), que é extremamente simétrica,
com todos os dedos iguais e exibindo bifurcação em suas pontas. É importante enfatizar que
apesar do tip-splitting ser comum na situação de injeção discutida no capítulo anterior, ele não é
comumente observado em células de Hele-Shaw girantes. Isso indica que os casos de tip-splitting
que surgem na Fig. 25 são causados pela geometria da célula.

Nas demais interfaces (Fig. 25(i)-Fig. 25(l)), os dedos continuam a apresentar bifurcações,
porém outras características morfológicas também surgem. Por exemplo, na Fig. 25(i), o dedo
mais à esquerda da interface se ramifica em três, com um dedo central longo e fino e dois dedos
laterais menores. Esse tipo de estrutura é similar às que aparecem em outros problemas, como
o crescimento de cristal com anisotropia [130–132]. A este tipo de trifurcação dá-se o nome
de "side-branching". Outro processo em que também é possível encontrar side-branching é
na formação de padrões que ocorrem na injeção de fluidos anisotrópicos (não-newtonianos)
em células de Hele-Shaw planas [70, 133–135]. Assim como tip-splitting, o fenômeno de side-
branching não é observado em células de Hele-Shaw girantes planas, sendo, portanto, outro
efeito causado pela geometria.

Para finalizar a análise dos padrões da Fig. 25, a última interface apresentada (Fig. 25(l))
exibe um padrão bastante simétrico, com todos dedos idênticos e extremamente ramificados. Cu-
riosamente, ela é a única figura que apresenta tanto tip-splitting quanto side-branching ocorrendo
no mesmo dedo. Comparando apenas a Fig. 25(a) e a Fig. 25(l), os padrões são extremamente
diferentes e, apesar de diferirem apenas no valor da constante C, eles não apresentam nenhuma
relação morfológica clara entre si. Isto mostra que os efeitos de anisotropia induzidos pela
geometria dos cones contorcidos têm um papel fundamental no formato das elásticas.

Concluímos essa subseção investigando um aspecto curioso dos padrões da Fig. 25: o
número de dedos na interface. Como mencionamos anteriormente, existe uma aparente relação
entre o número m governando o formato da superfície (vide Eq. 3.12) e o número de dedos
que surgem na interface. Mais especificamente, vimos que para m = 4, a interface apresenta
2m = 8 dedos. Isso é, de certa forma, esperado, uma vez que, pela Eq. (3.11), existe uma
conexão entre a curvatura da superfície e o número m. Porém, este argumento não explica como
os oito dedos dos padrões da Fig. 25 exibem tanta assimetria. Uma maneira de entender melhor
a situação consiste em aplicar uma decomposição de Fourier nas interfaces da Fig. 25 e ver quais
modos estão presentes. Como vimos no capítulo anterior, muitas vezes a ação conjunta de alguns
modos de Fourier é suficiente para explicar um fenômeno aparentemente complexo. Na Fig. 26
apresentamos o resultado de uma filtragem de modos realizada nas interfaces das Figs. 25(e)
e 25(f). Esta filtragem consiste basicamente em manter na interface apenas os dois modos de
Fourier que possuem as maiores amplitudes. Iremos denotar os modos mantidos por n (modo
de maior amplitude, ou fundamental) e n′ (modo de segunda maior amplitude). A escolha de
manter apenas os dois maiores modos, ao invés de um ou três modos por exemplo, se deve ao
fato de que com dois modos é possível obter interfaces que se aproximam bastantes das soluções
exatas. Caso tivéssemos mantido apenas o modo de maior amplitude, a interface filtrada seria
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Figura 26 – Comparação entre o espectro completo das elásticas generalizadas da Fig. 25, e a
interface contendo apenas os dois modos de maior amplitude, como n sendo o de
maior amplitude e n′ o de segunda maior amplitude. (a) O padrão com todos os
modos do espectro é o mesmo da Fig. 25(e), e a solução de dois modos considera
apenas n = 8, e n′ = 13; (b) O padrão com todo o espectro é o mesmo da Fig. 25(h),
enquanto a solução de dois modos considera apenas n = 8, e n′ = 16.

bastante diferente da interface original.

Na Fig. 26(a), partimos da Fig. 25(e) e realizamos a filtragem discutida no parágrafo
anterior. A curva preta representa a interface original com todo o espectro de Fourier ("full
spectrum") incluído e a curva laranja em que apenas dois modos ("two modes") estão presentes,
n = 8 de maior amplitude e n′ = 13. O mesmo processo é aplicado na Fig. 25(h) e o resultado
está ilustrado na Fig. 26(b). Os dois modos que foram incluídos na curva laranja da Fig. 26(b)
são n = 8 e n′ = 16. Como já era antecipado, o número de dedos está diretamente ligado com o
modo de Fourier de maior amplitude, que é o dobro da periodicidade m do cone generalizado.
Além disso, é possível explicar o porquê da assimetria entre os dedos. Temos que, em um caso
geral, como na Fig. 26(a), a interferência de n com n′ faz com que estas assimetrias surjam na
interface. Para os casos em que o valor de n e n′ está relacionado, como na Fig. 26(b), em que
um modo é o dobro do outro, a interface é bem mais comportada, possuindo uma simetria clara.

A análise da Fig. 26 deixa claro que a interface contendo apenas os dois modos de
maior amplitude fornece uma mímica bastante acurada da solução exata. Essa descoberta irá
motivar a análise da próxima subseção, onde, considerando apenas dois modos de Fourier e
ignorando os demais termos, iremos buscar soluções linearizadas aproximadas e analíticas para
essas interfaces. A vantagem das soluções analíticas para este caso é que elas nos ajudarão a
elucidar alguns aspectos dos padrões da Fig. 25, como, por exemplo, de onde surge o modo n′ e
qual a dependência dele com os parâmetros físicos do sistema.
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3.3.2 Teoria linear das elásticas generalizadas considerando apenas
dois modos de Fourier

Damos continuidade ao nosso estudo esclarecendo alguns aspectos do acoplamento
entre a geometria e a hidrodinâmica do problema. Para isso, vamos aplicar uma análise linear
perturbativa no sistema de dois fluidos girantes descrito na seção 3.2.2. Do mesmo modo
que fizemos na análise linear do capítulo anterior (seção 2.2.2), iremos descrever a interface
deformada entre os fluidos por R(ϕ, t) = R + ζ(ϕ, t), onde R é o raio não perturbado e
ζ(ϕ, t) =

∑+∞
n=0 an(t) cos(nϕ), onde apenas os modos cossenos foram considerados. Aplicando

a mesma análise linear descrita em 2.2.2, chegamos em

ȧn = λ(n) an −
C2

4
NΩ Rn δn,2m, (3.13)

onde

λ(n) =
n

β

[
NΩ

(
1− C2

2

)
− 1

2R3

(
n2

β2
− 1

)]
(3.14)

é a taxa de crescimento linear, com δn,2m sendo a função delta de Kronecker. Para chegar nas
Eqs. (3.13) e (3.14) é necessário considerarC (ou, mais especificamente,C2) como um parâmetro
perturbativo. É também possível expressar a constante β, que aparece na Eq. (2.43), em termos
de C, como

β = 1 +
C2

4
(m2 − 1). (3.15)

Por último, ainda podemos relacionar o parâmetro a, a constante de integração presente na
Eq. (3.11), com o raio não perturbado R, por meio da equação

aR +NΩ

(
1− C2

2

)
R3 = 1. (3.16)

Uma das maiores diferenças entre as Eqs. (3.14)-(3.16) e os resultado convencionais da
análise linear de fluxos confinados é a presença do segundo termo no lado direito da Eq. (3.13).
Este termo só age no modo n = 2m e não é proporcional à amplitude an. De fato, termos deste
tipo não estão presentes nas taxas de crescimento de células girantes planas [40, 41, 126] e nem
no caso de injeção em células curvas visto no capítulo anterior, sendo encontrados tipicamente
em problemas de crescimento de cristais na presença de anisotropia [130–132]. Essa semelhança
entre o nosso problema e o de crescimento de cristais ajuda a compreender porque alguns
aspectos morfológicos de cristais anisotrópicos, como side-branching, também são encontrado
em algumas soluções estacionárias da Fig. 25.

Para obtermos as soluções estacionárias, tomamos ȧn = 0 na Eq. (3.13) e chegamos nas
seguintes equações

a2m =
C2

4

NΩ R 2m

λ(2m)
, (3.17)
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e

n′ = β

√
NΩR3

(
1− C2

2

)
+ 1. (3.18)

A Eq. (3.17) revela que, no equilíbrio, o modo 2m sempre está presente e possui uma amplitude
determinada pelos parâmetros do sistema. Perceba que a amplitude a2m é zero para os casos
em que C = 0, m = 0 ou NΩ = 0, o que significa que os efeitos de anisotropia envolvem um
acoplamento de geometria e rotação. Este acoplamento explica o fato, que já era esperado, de que
a assimetria dos dedos não está presente no caso plano (C = 0), no cone convencional (m = 0)
e nem no caso de injeção (NΩ = 0).

A compreensão da Eq. (3.18) é um pouco mais sutil que a Eq. (3.17). Pois, ao contrário
da Eq. (3.17), ela não define a amplitude de um modo especifico, mas sim o valor do modo de
Fourier secundário n′. Como n′ é um inteiro, podemos entender a Eq. (3.18) como uma "regra
de quantização", de maneira que só é possível obter soluções estacionárias caso os parâmetros
NΩ, R, C e m estejam relacionados de maneira que n′ seja inteiro. Isto explica o porque de na
Fig. (25) obtermos soluções apenas para alguns valores específicos do parâmetro C.

Outro aspecto importante da Eq. (3.18) é que ela nos permite entender analiticamente o
que acontece conforme C é aumentado. Como vimos numericamente na Fig. (25), o número
de ramificações nos dedos aumenta com o valor C, porém, olhando para a Eq. (3.18), não está
claro que o modo de Fourier secundário n′ aumenta com C, uma vez que este parâmetro exerce
dois efeitos opostos na Eq. (3.18). O primeiro efeito de C se encontra no termo NΩ(1− C2/2)

que pode ser entendido como um Bond number efetivo, que diminui quando C aumenta. A
segunda contribuição vem do parâmetro geométrico β, que aumenta com C, o que está explícito
na Eq. (3.15). Podemos entender esta dependência de β com C percebendo que, à medida que C
aumenta, a superfície se torna cada vez mais ondulada e contém mais espaço livre, possibilitando
o crescimento de um maior número de dedos. Combinando estes dois efeitos, temos a seguinte
expressão para n′:

n′ =

√
NΩ R3

(
1 +

C2

2
(m2 − 2)

)
+ 1 +

C2

2
(m2 − 1). (3.19)

A Eq. (3.19) deixa claro que o efeito total de C é aumentar o número de dedos, o que está de
acordo com o que foi visto numericamente nas interfaces não-lineares da Fig. (25).

Vimos que as equações linearizadas do problema [Eq. (3.13)-(3.16)] são capazes de
explicar qualitativamente diversos aspectos do problema. Para finalizar essa seção, vamos
investigar como essas equações se comparam quantitativamente com as soluções exatas do
problema. Esta comparação está ilustrada na Fig. 27 e na Fig. 28. Em ambas as figuras, exibimos
um gráfico contrastando o módulo das amplitudes |an| obtidas numericamente (linha preta
sólida) e analiticamente pela teoria linear de dois modos discutida anteriormente (círculos
laranjas). O modo n = 0 corresponde ao valor de R da Eq. (3.16). Além disso, na Fig. 27(b) e
Fig. 28(b), mostramos uma comparação no mesmo estilo daquela que foi feito na Fig. 26, só
que dessa vez comparando a interface numérica exata (linha preta) e a linear (linha laranja). Os
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Figura 27 – (a) Valor absoluto da amplitude de Fourier cosseno |an| como função do modo n.
(b) Comparação entre a solução numérica e linear para o formato estacionário da
interface. Escolhemos C = 0.58, e m = 2. Note que n = 2m = 4, e n′ = 8.

Figura 28 – (a) Valor absoluto da amplitude de Fourier cosseno |an| como função do modo n.
(b) Comparação entre a solução numérica e linear para o formato estacionário da
interface. Escolhemos C = 0.4965, e m = 3. Note que n = 2m = 6, e n′ = 9.

parâmetros utilizados na Fig. 27 são C = 0.58, m = 2, NΩ = 25.74 e a = −20.4, enquanto na
Fig. 28 escolhemos os mesmos parâmetros, com exceção de C = 0.4965 e m = 3. Além disso,
selecionamos r(s = 0) = 1, rs(s = 0) = 0, ϕ(s = 0) = 0. Alguns detalhes técnicos precisam
ser esclarecidos antes de começarmos a discussão dessas figuras. O primeiro é que, obviamente,
tivemos que escolher interfaces exatas pouco deformadas para fazer a nossa comparação, uma
vez que temos que nos manter no regime linear. Além disso, outro detalhe que é importante
enfatizar é que a amplitude do modo |an′| é determinada a partir das expressões para R, |a2n| e a
condição inicial r(s = 0) = 1.

Uma análise dos resultados numéricos e analíticos nas Figs. 27 e 28 deixa claro que, para
os parâmetros escolhidos, a teoria linear com dois modos consegue reproduzir bem o formato das
elásticas. Outra comparação que também pode ser feita é entre a Fig. 25, a galeria dos padrões
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fortemente não-lineares e os padrões das Fig. 27(b) e Fig. 28(b). Na Fig. 27(b), observamos um
padrão bem simétrico, com quatro dedos sofrendo tip-splitting. Este padrão é bastante similar ao
da Fig. 25(h), que exibe as mesmas características morfológicas, só que o padrão é um pouco
mais desenvolvido. Já a interface da Fig. 28(c) possui uma alternância entre os dedos finos
e os dedos grossos, com os dedos grossos exibindo tip-splitting. Um padrão da Fig. 25 que
também possui este tipo de interface é o da Fig. 25(d). Curiosamente, apesar dos dedos do padrão
não-linear da Fig. 25(d) serem muitos mais longos, eles não exibem tip-splitting. Isso mostra que,
ter as amplitudes dos dedos maiores não significa necessariamente que o padrão apresenta uma
morfologia mais complexa. Por fim, a comparação entre as Fig. 25, Fig. 27 e Fig. 28 demonstra
não só que a teoria linear de dois modos é eficaz para explicar quantitativamente padrões poucos
deformados, mas que ela também consegue fazer uma mímica muito boa de padrões fora do
regime não-linear.

Por fim, padrões como os da Fig. 25(l) claramente não podem ser acessados por meio
de uma análise linear, uma vez que eles são extremamente ramificados. Apesar dessa limitação,
temos que a teoria exibida aqui é mais do que satisfatória para entendermos como os efeitos
de rotação, geometria e anisotropia participam na formação das elásticas generalizadas. Vale
ressaltar que essa efetividade é bastante inesperada. No caso plano com C = 0, por exemplo, a
teoria linear não é capaz de reproduzir o formato de raquete visto na Fig. 20 e que é típico das
curvas elásticas [40, 42, 43].
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4 INSTABILIDADE DE SAFFMAN-
TAYLOR EM MEIOS POROSOS
TRIDIMENSIONAIS

4.1 Introducão

Nos dois capítulos anteriores, estudamos a influência do formato da célula de Hele-Shaw
na estabilidade linear e na formação de padrões em fluidos confinados em ambientes bidimensio-
nais. Neste capítulo, iremos continuar investigando como as propriedades espaciais do sistema
afetam a emergência de instabilidades na interface entre dois fluidos. Mais especificamente,
buscaremos entender a evolução temporal e morfologia de dedos viscosos em uma região tridi-
mensional (meio poroso), e, a partir disso, compará-las ao que ocorre em regiões efetivamente
bidimensionais (como o sistema que foi investigado do capítulo 2).

Historicamente, como foi mencionado na introdução, o estudo da instabilidade de
Saffman-Taylor iniciou-se com a investigação do comportamento de fluidos em meios porosos
uniformes tridimensionais, em processos relacionados à extração de petróleo em rochas [33] e ao
refinamento de açúcar em colunas de carvão [31]. Curiosamente, apesar de ter sido um dos pri-
meiros casos investigados, o estudo da instabilidade de Saffman-Taylor totalmente tridimensional
não recebeu muita atenção ao longo dos anos. Um dos motivos para este aparente desinteresse
é que, a lei de Darcy, que governa o fluxo de fluidos viscosos em meios porosos, também rege
os fluidos confinados nas células de Hele-Shaw [Eq. (2.17)]. Dessa maneira, como o sistema
efetivamente bidimensional das células de Hele-Shaw é muito mais simples de ser analisado do
que um meio poroso real, grande parte das investigações da instabilidade de Saffman-Taylor são
realizadas no interior de células de Hele-Shaw.

Dentre os estudos existentes relacionados à formação de dedos viscosos em meios
porosos tridimensionais, a maioria se restringe ao caso de fluidos miscíveis. Além disso, muitos
destes trabalhos focam apenas em fluxos unidirecionais, em contraste ao caso 2D, onde muita
atenção também é devotada aos fluxos radiais. Apesar da literatura limitada, muitas descobertas
interessantes foram feitas sobre o comportamento em instabilidade de Saffman-Taylor em meios
porosos. Utilizando simulações numéricas intensivas [62–65], diversos autores concluíram que
o mecanismo de tip-splitting, comum em dedos viscosos em duas dimensões, também pode
ser encontrado em três dimensões. Recentemente, o fenômeno de tip-splitting foi detectado
experimentalmente na Ref. [61] com o uso de tomografia computacional (CT) por raio-x para
o caso do fluxo miscível unidirecional em um meio poroso composto por pequenas esferas de
plástico.

Curiosamente, além do tip-splitting usual, em que um dedo viscoso se bifurca em dois
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dedos menores, outros casos mais exóticos também foram reportados na Ref. [60]. Nas diversas
simulações numéricas de [60], situações em que os dedos se ramificavam em três, quatro ou
mais dedos também foram vistas. Esse tipo de tip-splitting não está presente em duas dimensões,
sendo, possivelmente, uma característica exclusiva do fenômeno em três dimensões.

O principal objetivo deste capítulo é investigar, de maneira teórica e analítica, as caracte-
rísticas morfológicas da interface entre dois fluidos localizados no interior de um meio poroso
homogêneo e tridimensional. No entanto, invés de focarmos em fluidos miscíveis submetidos a
um fluxo unidirecional, estudaremos a situação mais simples, porém menos investigada, de um
fluido imiscível sendo injetado radialmente em outro. Até o presente momento, o único outro
estudo desse sistema simples se encontra na Ref. [136]. Enfatizamos, no entanto, que a análise
feita na Ref. [136] não aborda a formação de padrões na interface, focando apenas no estudo
de mecanismos de controle capazes suprimir a instabilidade de Saffman-Taylor em um meio
poroso. Além disso, em [136] apenas o regime linear da dinâmica foi levado em conta e, como
foi visto na seção 2.3.2, acoplamentos não lineares são fundamentais para a análise analítica do
mecanismo de tip-splitting.

No geral, este capítulo foi organizado de maneira similar ao Cap.2. Na seção 4.2 apre-
sentaremos as equações para os dedos viscosos em um meio poroso uniforme 3D e derivamos a
equação de modos acoplados. Após isso, na seção 4.3, discutiremos um pouco o regime linear
(seção 4.3.1), e fracamente não linear (seção 4.3.2) da dinâmica. O maior foco da seção 4.3,
no entanto, será a análise do mecanismo de tip-splitting por meio do acoplamento de segunda
ordem entre o modo fundamental e seu primeiro harmônico, que é um análogo tridimensional da
análise conduzida na seção 2.3.2 do capítulo 2. Este capítulo foi baseado na publicação [74].

4.2 Equação de modos acoplados para o sistema

Considere o fluxo de dois fluidos viscosos incompressíveis e imiscíveis em um meio po-
roso uniforme, ou seja que possui as mesmas propriedades em todas as direções. As viscosidades
do fluido 1 e fluido 2 são, respectivamente, η1 e η2, e existe uma tensão superficial σ na interface
entre eles. Inicialmente, o fluido 1 se encontra em uma região esférica de raio R0, enquanto
o segundo fluido ocupa completamente o restante do meio poroso. Exploraremos a situação
tridimensional análoga àquela estudada no capítulo 2, em que o fluido 1 é injetado no fluido 2 a
uma taxa de injeção volumétrica Q constante. Podemos descrever a interface perturbada entre os
dois fluidos como

R(θ, φ, t) = R(t) + ζ(θ, φ, t), (4.1)

onde R(t) é o raio não-perturbado e ζ(θ, φ, t) é a perturbação da interface (θ denota o ângulo
polar, e φ é o ângulo azimutal, ambos em coordenadas esféricas). Utilizando conservação de
volume, R(t) pode ser escrito como

R(t) =

[
R3

0 +
3

4π
Qt

] 1
3

. (4.2)



Capítulo 4. INSTABILIDADE DE SAFFMAN-TAYLOR EM MEIOS POROSOS TRIDIMENSIONAIS 68

Figura 29 – Esboço de uma interface entre dois fluidos em um meio poroso. Nesta figura, remo-
vemos uma região entre dois meridianos na interface para facilitar a visualização. O
semi-círculo tracejado é uma representação do raio R não perturbado. Assim como
na Fig. 12, temos que o fluido de viscosidade η1 é injetado em outro de viscosidade
η2 causando uma perturbação ζ na interface fluido-fluido devido à instabilidade de
Saffman-Taylor.

Um esboço do sistema se encontra na Fig. 29.

Neste capítulo, iremos aplicar uma variação do método fracamente não linear já utilizado
anteriormente no Cap.2 e realizar uma análise de segunda ordem na perturbação no problema
de formação de dedos viscosos em três dimensões. Nesta análise, é conveniente expandirmos a
perturbação ζ(θ, φ, t) em termos de harmônicos esféricos, ou seja

ζ(θ, φ, t) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

ζlm(t)Ylm(θ, φ), (4.3)

onde ζlm =
∫ 2π

0

∫ π
0
dΩ ζ(θ, φ, t)Y ∗lm(θ, φ) são as amplitudes dos harmônicos esféricos da pertur-

bação e dΩ = sin θdθdφ é o elemento de ângulo sólido. Os inteiros l e m estão relacionados com
o número de onda e o formato das deformações na interface fluido-fluido. Temos que ζ(θ, φ, t) é
uma função real, o que implica na relação ζ∗lm(θ, φ) = (−1)mζl−m(θ, φ) entre as amplitudes de
perturbação. Esta relação decorre da convenção Y ∗lm(θ, φ) = (−1)mYl−m(θ, φ) para harmônicos
esféricos [86]. Aplicando a conservação de volume até segunda ordem, chegamos em outra
relação entre as amplitudes,

ζ00(t) = − 1√
4πR

∑
lm
l 6=0

|ζlm(t)|2, (4.4)

que é um análogo da Eq. (2.39) discutida no segundo capítulo.
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Desconsiderando efeitos de gravidade (tomando as densidades dos fluidos como sendo
muito próximas, por exemplo), a dinâmica do fluxo no meio poroso é regida pela lei de Darcy [33]

vj = − k
ηj
∇pj, (4.5)

onde o índice j é 1 (2) para o fluido interno (externo) e k é a permeabilidade do meio poroso.
Os termos pj(r, θ, φ, t) e vj = vj(r, θ, φ, t) são a pressão e a velocidade tridimensional dos
fluidos, respectivamente. Comparando a Eq. (4.5) com a lei de Darcy bidimensional [Eq. (2.17)],
percebemos que elas possuem o mesmo formato matemático, com a velocidade linearmente
proporcional ao gradiente de pressão. Um detalhe a ser observado é que, em três dimensões,
a permeabilidade k faz o papel do coeficiente b2/12, que surge na lei de Darcy bidimensional
devido à média transversal.

A Eq. (4.5) implica que o fluxo é irrotacional e, com isso, podemos definir potenciais de
velocidade vj = −∇Φj . Como o fluxo é incompressível,∇ · vj = 0 , os potenciais satisfazem
a equação de Laplace em três dimensões,∇2Φj = 0, cujas soluções são

Φ1(r, θ, φ, t) =
Q

4πr
+
∞∑
l=1

l∑
m=−l

Φ1lm(t)

(
r

R(t)

)l
Ylm(θ, φ) (4.6)

para o fluido 1, e

Φ2(r, θ, φ, t) =
Q

4πr
+
∞∑
l=1

l∑
m=−l

Φ2lm(t)

(
r

R(t)

)−(l+1)

Ylm(θ, φ) (4.7)

para o fluido 2. Estas soluções estão consistentes com as condições de contorno Φj → Q/(4πr)

quando r → 0, e Φj → 0 quando r →∞.

Para relacionarmos os coeficientes Φj lm das Eqs. (4.6) e (4.7) com as amplitudes de
perturbação ζlm, aplicaremos a condição de contorno cinemática [Eq. (2.24)],

∂R
∂t

=

[
1

r2

∂Φj

∂θ

∂R
∂θ

+
1

r2 sin2 θ

∂Φj

∂φ

∂R
∂φ
− ∂Φj

∂r

]
r=R

. (4.8)

Utilizando as soluções dos potenciais [Eq. (4.6)-(4.7)] e a expressão para a interface defor-
mada [Eq. (4.3)] na Eq. (4.8), chegamos em uma expressão contendo duas integrais envolvendo
harmônicos esféricos. Estas integrais possuem soluções fechadas, dadas por∫ 2π

0

∫ π

0

dΩY ∗lm(θ, φ)Yl1m1(θ, φ)Yl2m2(θ, φ) =

(−1)m
√

(2l + 1)(2l1 + 1)(2l2 + 1)

4π

(
l l1 l2

−m m1 m2

)(
l l1 l2

0 0 0

)
,

(4.9)
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e ∫ 2π

0

∫ π

0

dΩY ∗lm(θ, φ)

(
∂Yl1m1(θ, φ)

∂θ

∂Yl2m2(θ, φ)

∂θ
+

1

sin2 θ

∂Yl1m1(θ, φ)

∂φ

∂Yl2m2(θ, φ)

∂φ

)
=

(−1)m+1

√
(2l + 1)(2l1 + 1)(2l2 + 1)

4π

√
l1(l1 + 1)(2l1 + 1)l2(l2 + 1)(2l2 + 1)

×

{
l l1 l2

1 l1 l2

}(
l l1 l2

−m m1 m2

)(
l l1 l2

0 0 0

)
,

(4.10)

onde

(
a b c

d e f

)
e

{
a b c

d e f

}
são os símbolos 3j e 6j de Wigner, respectivamente. A derivação

destas integrais, bem como os valores numéricos dos símbolos de Wigner, podem ser encontradas
nas Refs. [86, 137–139]. Utilizando Eq. (4.9) e Eq. (4.10), chegamos no potencial do fluido 1,

Φ1lm(t) = −1

l

(
Rζ̇lm +

Q

2πR2
ζlm

)
+

(−1)m

l

∑
l1m1

∑
l2m2

√
(2l + 1)(2l1 + 1)(2l2 + 1)

4π

(
l l1 l2

−m m1 m2

)(
l l1 l2

0 0 0

)

×

{
Q

4πR3

[
2l1 + 1− 2

l1

√
l1(l1 + 1)(2l1 + 1)l2(l2 + 1)(2l2 + 1)

{
l l1 l2

1 l1 l2

}]
ζl1m1ζl2m2

+

[
l1 − 1− 1

l1

√
l1(l1 + 1)(2l1 + 1)l2(l2 + 1)(2l2 + 1)

{
l l1 l2

1 l1 l2

}]
ζ̇l1m1ζl2m2

}
.

(4.11)

e em uma expressão similar para Φ2lm(t). O termo ζ̇lm representa a derivada temporal de ζlm. Na
Eq. (4.11), o somatório em l vai de 1 até∞, enquanto o somatório em m vai de −l até l. A partir
de agora, para tornar as expressões mais compactas, iremos continuar utilizando esta convenção
nos limites inferiores e superiores dos somatórios tanto em l1,m1 quando em l2,m2.

A segunda condição de contorno necessária é a relação entre a descontinuidade do campo
de pressão com a curvatura do fluido na interface [Eq. (2.22)]. Para um fluido em um meio
poroso, a equação de Young-Laplace modificada é dada por [33]

(p1 − p2)|R = 2σ̄H + pc(t), (4.12)

ondeH é a curvatura média da superfície [87, 136], que pode ser expandida em segunda ordem
em ζ , fornecendo

2H =∇ ·
[
∇(r −R(θ, φ, t))

|∇(r −R(θ, φ, t))|

]
=

2

R
− 2ζ +∇2

ωζ

R2
+

2ζ2 + 2ζ∇2
ωζ

R3
+O(ζ3), (4.13)

onde operador ∇2
ω representa o laplaciano na esfera unitária. Na Eq. (4.12), temos que a tensão

superficial efetiva macroscópica, representada por σ̄, obedece uma relação linear com a tensão
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microscópica σ, dada por σ̄ = Cσ, onde a constante C varia dependendo das propriedades do
meio poroso [33]. O último termo no lado direito da Eq. (4.12) está relacionado com variações
na pressão capilar e, como não tem dependência espacial, não será relevante para a presente
discussão. Mais detalhes sobre a lei de Young-Laplace em meios porosos, bem como valores
experimentais de C, podem ser encontrados em Refs. [33, 136]. Comparando a condição de
pressão para o caso 2D com a 3D, temos que, ignorando o termo pc(t), vemos que a curvatura
geodésica κg na Eq. (2.22) dá lugar à curvatura média na Eq. (4.12).

Temos agora todos os ingredientes para chegarmos na equação diferencial de modos
acoplados para as amplitudes ζlm(t). Substituindo a Eq. (4.11) (e o seu equivalente para o
fluido 2), e utilizando a Eq. (4.12) junto com a Eq. (4.5), obtemos, após algumas manipulações
algébricas e mantendo apenas termos até segunda ordem em ζ ,

ζ̇lm = Λ(l) ζlm

+
∑
l1m1

∑
l2m2

[
F(l,m; l1,m1, l2,m2) ζl1m1ζl2m2 + G(l,m; l1,m1, l2,m2) ζ̇l1m1ζl2m2

]
,

(4.14)

com

Λ(l) =
2

R3

[
A

l(l + 1)

(2l + 1− A)
− 1− 1

Ca

l(l + 2)(l2 − 1)

(2l + 1− A)

]
, (4.15)

que é a taxa de crescimento linear, onde A é o contraste de viscosidade [Eq. (2.1)] e

Ca =
(η1 + η2)Q

4πkσ̄
(4.16)

é o número de capilaridade para o nosso sistema. Além disso,

F(l,m; l1,m1, l2,m2) =
(−1)m

R4

√
(2l + 1)(2l1 + 1)(2l2 + 1)

4π

(
l l1 l2

−m m1 m2

)(
l l1 l2

0 0 0

)

×
[
A

(
2l(l + 1)− (2l1 + 1)(2l + 1)

2l + 1− A

− 2
(l + 1)(l1 + 1) + ll1
l1(l1 + 1)(2l + 1− A)

√
l1(l1 + 1)(2l1 + 1)l2(l2 + 1)(2l2 + 1)

{
l l1 l2

1 l1 l2

})

+
2l1 + 1

2l + 1− A
+ 2

(l + 1)(l1 + 1)− ll1
l1(l1 + 1)(2l + 1− A)

√
l1(l1 + 1)(2l1 + 1)l2(l2 + 1)(2l2 + 1)

{
l l1 l2

1 l1 l2

}

− 4

Ca

l(l + 1)(1− l1 − l21)

2l + 1− A

]
,

(4.17)
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e

G(l,m; l1,m1, l2,m2) =
(−1)m

R

√
(2l + 1)(2l1 + 1)(2l2 + 1)

4π

(
l l1 l2

−m m1 m2

)(
l l1 l2

0 0 0

)

×
[
A

(
2l(l + 1)− l(l1 + 2)− (l + 1)(l1 − 1)

2l + 1− A

− (l + 1)(l1 + 1) + ll1
l1(l1 + 1)(2l + 1− A)

√
l1(l1 + 1)(2l1 + 1)l2(l2 + 1)(2l2 + 1)

{
l l1 l2

1 l1 l2

})
+

(l + 1)(l1 − 1)− l(l1 + 2)

2l + 1− A
+

2
(l + 1)(l1 + 1)− ll1
l1(l1 + 1)(2l + 1− A)

√
l1(l1 + 1)(2l1 + 1)l2(l2 + 1)(2l2 + 1)

{
l l1 l2

1 l1 l2

}]
(4.18)

são as funções de acoplamento de segunda ordem. Nas Eqs. (4.14)-(4.18), os comprimentos
foram reescalados por R0, e o tempo por (4πR3

0)/Q. Iremos utilizar essa adimensionalização no
restante deste capítulo.

Assim como as equações de modos acoplados do capítulo 2 [Eqs. (2.35)-(2.38)], as
equações (4.14)-(4.18) também permitem uma investigação da estabilidade linear e da formação
de padrões não-lineares no sistema. Enfatizamos que, apesar das equações nos casos bi e
tridimensional serem bastante similares, há várias diferenças importante entre elas. Por exemplo,
o número de acoplamentos entre os modos é muito maior no caso 3D do que no caso 2D, o
que torna a dinâmica tridimensional relativamente mais complexa. Além disso, comparando
as equações do problema 2D e 3D, vemos que tanto as expressões para a taxa de crescimento
quanto aquelas para as funções de acoplamento possuem dependências distintas com o raio R e
com os modos l e m. Na próxima seção, veremos o impacto que estas diferenças exercem na
dinâmica do sistema.

4.3 Discussão

4.3.1 Estágio linear: Estabilidade da interface

Nesta subseção discutiremos brevemente o comportamento linear do problema de
Saffman-Taylor em meios porosos uniformes tridimensionais. Outras análises lineares de situa-
ções semelhantes podem ser encontradas nas Refs. [33, 136]. Começaremos examinando a taxa
de crescimento linear da Eq. (4.15), que pode ser decomposta em

Λ(l) =
1

R3
λ(l), (4.19)

onde

λ(l) = 2

[
A

l(l + 1)

(2l + 1− A)
− 1− 1

Ca

l(l + 2)(l2 − 1)

(2l + 1− A)

]
. (4.20)
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Figura 30 – Gráfico da taxa de crescimento Λ como função de l, para três valores do raio não
perturbado R. Nesta figura, tomamos Ca = 110, e A = 1. Os pequenos círculos
representam a taxa máxima de crescimento Λ(lmax). Está claro que variações em R
não influenciam nem a banda de modos instáveis, nem o modo com lmax de maior
crescimento.

Devido à simetria esférica do fluxo não-perturbado, temos que a Eq. (4.20) não depende do modo
m. Isto implica que os modos com o mesmo l são degenerados, com uma degenerescência de
2l+ 1, de maneira que, a nível linear, estes crescem com a mesma taxa. A Fig. 30 ilustra algumas
das características importantes de Λ(l). Por meio dessa figura, vemos como a taxa de crescimento
varia com cada modo l para uma situação usual em que Ca = 110 e A = 1. Analisando a
Fig. 30, percebemos que a banda de instabilidade, definida como os modos instáveis do sistema,
se mantém inalterada ao variarmos o tempo (e portanto, aumentarmos o raio não-perturbado).
Compare esta simples dependência de Λ(l) com R presente no problema tridimensional com a
complicada expressão encontrada no problema bidimensional, dada pela Eq. (2.36). Até mesmo
no caso 2D plano, a banda de instabilidade varia bastante com R, de modo que, para valores
grandes deR (ou seja, para tempos longos), todos os modos da perturbação estão "acordados", em
um fenômenos que é conhecido como "cascata de modos" [39, 94]. No entanto, como podemos
ver na Fig. 30, a cascata de modos está ausente no caso tridimensional. Outra consequência
da forma da Eq. (4.19), que também podemos observar na Fig. 30, é que o modo lmax, que
possui a maior taxa de crescimento, não varia com o tempo. Podemos confirmar este observação
calculando lmax para o caso de A = 1,

lmax =
1

3

[√
3Ca + 7− 2

]
. (4.21)

A expressão acima mostra que lmax para A = 1 está determinado exclusivamente por Ca, sendo,
portanto, independente de R. Novamente, esta situação é bastante diferente da bidimensional,
em que o modo de maior crescimento aumenta com R [Eq. (2.47)]. Por último, a Eq. (4.19),
combinada com a Eq. (4.14), nos permite calcular explicitamente as amplitudes ζlm(t), que
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Figura 31 – Diagrama de estabilidade linear no plano A-Ca ilustrando as regiões estáveis e
instáveis. A fronteira entre as duas regiões é encontrada fazendo λ(lmax) = 0. Os
padrões 3D ilustram o formato de duas interfaces fluido-fluido típicas que surgem no
regime linear do processo de formação de dedos viscosos em um meio poroso 3D.

podem ser expressas de maneira compacta como

ζlm(t) = ζlm(0) Rλ(l) = ζlm(0) [1 + 3t]λ(l)/3 , (4.22)

onde ζlm(0) é a amplitude inicial do modo lm. A Eq. (4.22) será útil para o cálculo das amplitudes
no regime fracamente não linear da próxima seção.

Finalizamos esta seção discutindo o efeito combinado do contraste de viscosidadeA, e do
número de capilaridade Ca na formação de dedos viscosos em 3D. A Fig. 31 exibe um diagrama
de estabilidade linear no espaço A-Ca, mostrando as regiões estáveis e instáveis da dinâmica
linear. A região estável está em branco e a instável, em azul. A curva delimitando as duas regiões
distintas mostradas na Fig. 31 é obtida utilizando a condição λ(lmax) = 0. Pela Eq. (4.22),
percebemos que, acima desta curva, a amplitude inicial da perturbação cresce, enquanto abaixo
dela, a amplitude decresce. Aproveitamos a Fig. (31) para ilustrar duas interfaces fluido-fluido
lineares nas duas diferentes situações, estável e instável.

4.3.2 Estágio não-linear: Morfologias das interfaces em 3D

Considere agora o segundo termo à direita da Eq. (2.35), que representam a contribuição
fracamente não linear (segunda ordem) na dinâmica. Conforme foi visto no capítulo 2, ao
contrário do caso linear, em que todos os termos crescem de maneira independente, os termos



Capítulo 4. INSTABILIDADE DE SAFFMAN-TAYLOR EM MEIOS POROSOS TRIDIMENSIONAIS 75

fracamente não lineares introduzem acoplamentos entre os diversos modos. Por sua vez, esses
acoplamentos são responsáveis por forçar o crescimento de modos que não estavam presentes
linearmente e gerar novos efeitos morfológicos nas interfaces. Conforme vimos na discussão
da seção 2.3.2, em duas dimensões, esses modos são responsáveis pela emergência do tip-
splitting, uma das características principais da instabilidade de Saffman-Taylor radial. Para
visualizar os efeitos não-lineares na morfologia em 3D é preciso primeiro resolver a Eq. (4.14)
consistentemente até segunda ordem. Isso pode ser feito de duas maneiras: (i) resolvendo as
equações numericamente, ou (ii) substituindo a solução linear da Eq. (4.22) nos termos de
segunda ordem da Eq. (4.14) e integrando a equação diferencial obtida. Usualmente, o método
(i) é o mais prático e foi ele que aplicamos no capítulo 2. No entanto, para o caso 3D investigado
aqui, iremos optar pelo método (ii) pois, como veremos, as soluções analíticas de segunda-ordem
são relativamente simples. Ressaltamos que os métodos (i) e (ii) são equivalentes, uma vez que a
diferença entres eles é de terceira ordem na perturbação e, portanto, pode ser descartada em uma
análise de segunda ordem.

Para obtermos a solução fracamente não-linear, começaremos escrevendo o termo de
acoplamento de segunda ordem como

W (l,m, t) =
∑
l1m1

∑
l2m2

[F(l,m; l1,m1, l2,m2) + Λ(l)G(l,m; l1,m1, l2,m2)] ζ linl1m1
ζ linl2m2

,

(4.23)
onde ζ linlm denota as amplitudes lineares dadas pela Eq. (4.22). Dessa forma, a equação diferencial
para cada modo ζlm se torna

ζ̇lm = Λ(l)ζlm +W (l,m, t), (4.24)

que é uma equação de primeira ordem com um termo forçado W (l,m, t), que pode ser integrada,
fornecendo

ζlm(t) = ζ linlm (t)

{
1 +

∫ t

0

[
W (l,m, t′)

ζ linlm (t′)

]
dt′
}
. (4.25)

Uma expressão explícita para as integrais da Eq. (4.25) é bastante confusa no caso bidimensio-
nal [39], e por isso, não é muito útil. No entanto, podemos integrá-las facilmente no caso 3D
definindo as seguintes funções auxiliares

F(l,m; l1,m1, l2,m2) =
1

[R(t)]4
F (l,m; l1,m1, l2,m2) (4.26)

e
G(l,m; l1,m1, l2,m2) =

1

R(t)
G(l,m; l1,m1, l2,m2). (4.27)

Perceba que, pelas Eqs. (4.18) e (4.17), tantoG(l,m; l1,m1, l2,m2) quanto F (l,m; l1,m1, l2,m2)

são independentes de R. Dessa maneira, a solução de segunda ordem da Eq. (4.14) pode ser
escrita como

ζlm(t) = ζlm(0) Rλ(l) +
∑
l1m1

∑
l2m2

T (l,m; l1,m1, l2,m2) I(l; l1, l2, t) ζl1m1(0)ζl2m2(0), (4.28)
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onde

T (l,m; l1,m1, l2,m2) = F (l,m; l1,m1, l2,m2) + λ(l)G(l,m; l1,m1, l2,m2) (4.29)

e

I(l; l1, l2, t) = R(t)λ(l)

∫ t

0

R(t′)λ(l1)+λ(l2)−λ(l)−4dt′ =
R(t)λ(l1)+λ(l2)−1 −R(t)λ(l)

λ(l1) + λ(l2)− λ(l)− 1
. (4.30)

A solução acima contém todas as informações necessárias para a análise fracamente não linear
do sistema. Além disso, investigando a Eq. (4.28) um pouco mais, também é possível ver
que existe uma dependência explícita em m na função T (l,m; l1,m1, l2,m2), de modo que a
degenerescência que existia a nível linear não está mais presente em segunda ordem.

Um detalhe importante na expressão dada pela Eq. (4.28) é que ela contém um somatório
entre todos os (infinitos) possíveis acoplamentos entre l1, m1, l2, e m2. A princípio, isso significa
que todos os modos se tornam potencialmente ativos na dinâmica de segunda ordem, o que
tornaria uma análise do problema impossível. Felizmente, temos como reduzir o número de aco-
plamentos no somatório considerando algumas regras de seleção, ou seja, condições necessárias
para que T (l,m; l1,m1, l2,m2) 6= 0. Estas regras de seleção são dadas por

m = m1 +m2, (4.31)

|l1 − l2| ≤ l ≤ l1 + l2, (4.32)

e
l + l1 + l2 é um inteiro par, (4.33)

e são originárias das simetrias dos símbolos 3j de Wigner [140]. A primeira condição [Eq. (4.31)]
é idêntica à que aparece no problema de Saffman-Taylor bidimensional [39]. Contudo, as demais
regras de seleção [Eq. (4.32), e Eq. (4.33)] não possuem nenhum equivalente 2D. Além disso,
como as Eqs. (4.32)-(4.33) são desigualdades, o número de acoplamentos a ser considerado
em 3D é muito maior do que o do problema 2D equivalente. Para ilustrar melhor este ponto,
considere a situação em que a perturbação consiste inicialmente em apenas um modo. No caso
bidimensional, os efeitos de segunda ordem causarão o modo fundamental, que chamaremos de
n, a forçar o crescimento de apenas um modo, o harmônico 2n. Isto está de acordo com o que foi
visto na seção 2.3.2. A situação é bastante diferente para o problema tridimensional, em que, por
exemplo, o modo com amplitude ζ40 pode afetar sozinho o crescimento de três modos extras (ζ80,
ζ60, ζ20) durante a evolução fracamente não linear de segunda ordem. Devido a essas distinções,
não é possível traçar um paralelo direto entre a formação de dedos viscosos em 2D e a 3D. Ou
seja, isso implica que, rigorosamente, não é possível prever como a interface fluido-fluido irá se
comportar em três dimensões apenas extrapolando o resultado bidimensional já estudado.

Para visualizar o surgimento de dedos viscosos em 3D, plotamos as interfaces perturbadas
para diversas condições iniciais e para diversos valores do número de capilaridade Ca. Durante
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Figura 32 – Interfaces típicas para condições iniciais contendo apenas os modos l = 3. A
primeira coluna (Fig. 32(a) e Fig. 32(d)) ilustra as interfaces puramente linares. A
segunda coluna (Fig. 32(b) e Fig. 32(e)) apresenta as interfaces fracamente não
lineares equivalentes. Por último, na terceira coluna (Fig. 32(c) e Fig. 32(f)) temos
as mesmas interfaces não lineares da segunda coluna, porém com o modo l = 6
removido. Os padrões ilustrados nas Figs. 32(a)-32(c) possuem Ca = 60, eR = 500,
enquanto as estruturas das Figs. 32(d)-32(f) possuem Ca = 80, e R = 50.

nossa análise, concentramos nossa atenção apenas na situação em que o contraste de viscosidade
é máximo (A = 1), pois verificamos que os únicos efeitos de reduzir A são retardar ou suprimir
completamente a instabilidade de Saffman-Taylor. Esses dois cenários, no entanto, podem ser
explicados satisfatoriamente por meio da análise linear discutida anteriormente, e não têm
nenhuma implicação para o entendimento da formação de padrões na interface fluido-fluido.
Ressaltamos que nos padrões das Figs. 32, 33, 34 e 36, a evolução temporal prosseguiu até
o ponto em que as interfaces para tempos consecutivos estavam prestes a se interceptar. Este
critério de parada foi justificado na Ref. [141] e se baseia no fato de que um cruzamento
entre interfaces consecutivas implica que algum ponto da interface possui velocidade negativa.
Isso corresponde a uma situação não física, visto que tanto em experimentos em células de
Hele-Shaw [36, 142], quanto em simulações tridimensionais [62–65], a interface sempre possui
velocidades maiores ou iguais a zero. Este critério tem se mostrado muito útil para o estudo
teórico de formação de padrões em fluidos newtonianos e não-newtonianos confinados em células
de Hele-Shaw [39, 77, 121, 135]. Também verificamos a validade do método não-linear checando
que as correções de segunda ordem na perturbação, que podem ser estimadas pelo termo ζ00 na
Eq.(4.4), satisfazem a condição ζ00 � R.

Começamos a nossa discussão pela Fig. 32, que exibe várias interfaces perturbadas. Para
obter estas interfaces utilizamos o resultado da Eq. (4.28), e levando em conta o acoplamento
de segunda ordem entre os modos 2 ≤ l ≤ 16. Para ilustrar mais claramente a morfologia
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do sistema, escolhemos as condições iniciais nas amplitudes como |ζlm| = 0.03 se l = 3, e
|ζlm| = 0 para os demais l, ou seja, a condição inicial consiste apenas de modos l = 3. Como as
amplitudes dos harmônicos esféricos são complexas, optamos por selecionar a fase de cada uma
aleatoriamente. Desta maneira, garantimos que não estamos escolhendo uma direção preferencial
que pode, em princípio, favorecer algum tipo de comportamento específico. Aplicando as regras
de seleção das Eqs. (4.31)-(4.33), obtemos que os únicos modos participantes são ζ6m, ζ4m, ζ3m,
e ζ2m, onde todos os m’s são levados em consideração. Para ter uma ideia de como o sistema
se comporta, obtivemos interfaces para diversas fases e amplitudes iniciais. Após analisar os
resultados, concluímos que a grande maioria das interfaces exibe características morfológicas
semelhantes às da Fig. (32). Dessa maneira, a Fig. (32) é bastante típica e ilustra bem as possíveis
interfaces do sistema. Iremos focar, por enquanto, apenas em interfaces com esse formato
característico, deixando a discussão de casos especiais para o final da seção.

Na primeira linha da Fig. 32 (Figs. 32(a)-32(c)), todos os padrões possuem número de
capilaridade Ca = 60, e R = 500. A figura 32(a) representa uma interface puramente linear,
enquanto a Fig. 32(b) é a interface fracamente não-linear equivalente. Comparando estas duas
figuras, fica claro que a situação linear exibe um padrão simples com três dedos de pontas
relativamente finas. Por sua vez, a situação não linear possui características diferentes, com
dedos mais grossos e pontas achatadas. Essa diferença entre as interfaces indica que os efeitos
não lineares são responsáveis por uma tendência dos dedos de ficarem mais largos. Neste ponto,
é importante lembrarmos da discussão feita na seção 2.3.2, onde verificamos a existência de um
processo similar no caso bidimensional. Na presente situação, no entanto, não está claro quais
dos modos presentes são responsáveis por este fenômeno. Dessa forma, para identificarmos
qual modo, dentre todos aqueles que são acordados pela dinâmica linear, causa o alargamento
dos dedos, mostramos na Fig. 32(c) uma versão "filtrada" da interface não linear da Fig. 32(b),
contendo todos os modos menos os l = 6, que foram removidos. Com isso, podemos ver
claramente que o padrão da Fig. 32(c) apresenta dedos finos similares àqueles da Fig. 32(a),
o que sugere os modos l = 6 exercem um papel importante na emergência das características
morfológicas não lineares na interface fluido-fluido. Novamente fazendo uma analogia com
o caso bidimensional, temos que o fato dos modos l = 6, que são o dobro dos modos l = 3,
serem os responsáveis pelo alargamento do dedo é, de certa forma, esperado, uma vez que em
2D o modo 2m é o causador do alargamento do modo m. No entanto, ao contrário do caso
bidimensional, em que apenas o modo 2m surge no nível não-linear, temos agora que a interface
da Fig. 32(c) também contém os modos com l = 2, 3, todos eles sendo acordados por efeitos
não lineares. É, de certa forma, surpreendente que a participação dos modos l = 6 seja a mais
favorecida e que, além disso, ela cause um efeito análogo ao do modo 2m em 2D. Vale ressaltar
que se, ao invés do modo l = 6, removêssemos os modos l = 2 e l = 4 da interface da Fig. 32(b),
teríamos que o impacto morfológico iria ser mínimo.

Para nos certificarmos que os modos l = 6 são de fato responsáveis pela morfologia da
interface, nas Figs. 32(d)-32(f) exibimos as interfaces obtidas para Ca = 80. Primeiramente,
perceba que os padrões Fig. 32(a) e Fig. 32(d), representando as interfaces lineares, são bastante
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Figura 33 – Interfaces características para condições iniciais contendo apenas os modos l = 4.
A primeira coluna (Fig. 33(a) e Fig. 33(d)) ilustra as interfaces puramente lineares.
A segunda coluna (Fig. 33(b) e Fig. 33(e)) apresenta as interface fracamente não
lineares equivalentes. Por último, na terceira coluna (Fig. 33(c) e Fig. 33(f)) temos
as mesmas interfaces não lineares da segunda coluna, porém com os modos l = 8
removidos. Os padrões ilustrados nas Figs. 33(a)-33(c) possuem Ca = 110, e
R = 105, enquanto as estruturas das Figs. 33(d)-33(f) possuem Ca = 130, e
R = 57.5.

similares, o que indica que o efeito do aumento do número de capilaridade não é muito acentuado
a nível linear. No entanto, temos que, na Fig. 32(e), que representa a interface não linear, existe
um alargamento na ponta dos dedos e uma visível formação de tip-splitting. É possível ver
claramente dois dedos finos emergindo na ponta dos dedos mais grossos, um processo muito
similar ao que ocorre no caso bidimensional. Finalmente, a Fig. 32(f) exibe a mesma interface
fracamente não-linear presente na Fig. 32(e), porém sem incluir os modos l = 6. Neste ponto,
deve estar claro que os modos l = 6 são responsáveis não somente pelo alargamento dos dedos
como também pelo fenômeno de tip-splitting.

Para ter certeza que os fenômenos que ocorrem na Fig. 32 não são exclusivos para l = 3,
na Fig. 33 conduzimos a mesma análise para l = 4. As interfaces na primeira linha da Fig. 33
(Figs. 33(a)-33(c)) são geradas utilizando Ca = 110, e R = 105, enquanto na segunda linha
(Figs. 33(d)-33(f)), consideramos Ca = 130, e R = 57.5. Tomamos inicialmente 2 ≤ l ≤ 16,
perturbação inicial ζ4m(0) = 0.0009 e fases inicias aleatórias. Após utilizar as regras de seleção,
obtemos que os modos participantes são ζ8m, ζ6m, ζ4m, e ζ2m, onde todos m’s estão presentes. De
maneira similar ao caso com l = 3 discutido na Fig. 32, temos que ambas as interfaces lineares
da Fig. 33(a) e da Fig. 33(d) possuem dedos pontudos em oposição aos dedos largos presentes
nos casos não lineares das Fig. 33(b) e Fig. 33(e). Além disso, removendo o modo l = 8, todos os
efeitos morfológicos não lineares desaparecem, o que pode ser visto na Fig. 33(c) e na Fig. 33(f).
Na Fig. 33(e), por sua vez, encontramos novamente a ocorrência de tip-splitting, o que mostra
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Figura 34 – Exemplos de interfaces perturbadas para Ca = 110, R = 80, l = 4, e m = 4.
(a) Interface puramente linear; (b) interface fracamente não-linear; e (c) interface
fracamente não-linear "filtrada", onde o modo a88 foi removido.

que este fenômeno ocorre independentemente do l escolhido. Nossas descobertas na Fig. 32
e Fig. 33 estão de acordo com os resultados numéricos [62–65, 99] e experimentais [61] que
demonstraram a existência de tip-splitting para meios porosos 3D.

Enquanto na análise das Figs. 32 e 33 concluímos que os modos 2l, os "primeiros
harmônicos" dos modos l, são responsáveis pelo alargamento e tip-splitting dos dedos, é preciso
ter em mente que os padrões exibidos nestas figuras partem de um estado inicial bastante
degenerado, contendo vários m’s. Isso dificulta uma possível compreensão analítica do sistema,
uma vez que existe um número muito grande de acoplamentos envolvidos durante a dinâmica.
Em outras palavras, não está claro como cada par (l,m), correspondente a uma amplitude de
perturbação ζlm específica, contribui para o formato final da superfície. Por isso, consideraremos
agora a condição inicial mais simples possível, em que apenas um modo ζlm está presente
inicialmente. Para esta análise, é conveniente introduzirmos as duas amplitudes reais, alm =

ζlm + ζ∗lm (amplitude do modo cosseno), e blm = i(ζlm − ζ∗lm) (amplitude do modo seno). Com
isso, iremos escolher, sem perda de generalidade, uma fase inicial tal que alm > 0 e blm = 0. Na
Fig. 34, exibimos as interfaces 3D geradas para o modo inicial com l = 4, m = 4, amplitude
inicial a44 = 0.0047, número de capilaridade Ca = 110, e R = 80. Comparando o caso linear
(Fig. 34(a)), e o fracamente não-linear (Fig. 34(b)), vemos novamente que efeitos não lineares
favorecem um alargamento e uma eventual bifurcação dos dedos viscosos presentes na interface.
Além disso, na Fig. 34(c), em que o modo a88 foi removido da interface, os efeitos morfológicos
estão completamente ausentes. Apesar da evidência obtida na Fig. 32 e Fig. 33 de que os modos
2l são os responsáveis pelos fenômenos não lineares, não estava claro se este efeito era coletivo,
gerado por muitos modos em conjunto, ou se eram vários efeitos individuais devido a alguns
m’s específicos. Além disso, no caso da Fig. 34, por exemplo, tanto o modo a88 quanto o a80,
ambos presentes na interface não linear, possuem 2l = 8, só que o valor da amplitude a80 é
insignificante em comparação com a88 e não exerce muita influência na dinâmica. O que a
Fig. 34 sugere é que é possível fazer uma mímica acurada do formato da interface com apenas
dois modos a88 e a44, enquanto os demais modos presentes (a80, a60, a44, a40, e a20, obtidos
usando as regras de seleção) não são relevantes para descrever a formação de padrões no sistema.

Com intuito de reforçar as conclusões a que chegamos por meio da análise da Fig. 34, a
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Figura 35 – Variação da (a) amplitude do modo cosseno fundamental a44, e (b) amplitude do
modo cosseno para o segundo harmônico a88, a medida que R aumenta. Utilizamos
dois números de capilaridade distintos: Ca = 110 (curvas sólida), e Ca = 120
(curvas tracejadas).

variação das amplitudes a44 e a88, à medida que o raio não-perturbado R cresce, estão ilustradas
na Fig. 35 para dois valores de Ca. Como esperado, ao aumentar o valor do número de capi-
laridade, ambas as amplitudes a44 e a88 crescem em módulo. A princípio, isto não é nenhuma
surpresa, porém, fazendo uma análise mais cuidadosa, a Fig. 34 mostra que a variação de a88 ao
aumentarmos o Ca de 110 para 120 é consideravelmente maior de a de a44. Verificamos que, ao
variar o Ca e comparar os valores das amplitudes para R = 80, o modo a88 aumenta em torno de
130% com o Ca, mais do que duplicando o seu valor, enquanto o modo a44 aumenta em apenas
30%. Isto está de acordo com o que foi visto nas Figs. 32 e 33, em que o aumento no número de
capilaridade acentua bastante a bifurcação dos dedos.

Utilizando a Eq. (4.28), é possível entender melhor o comportamento do modo a2l2m e
as contribuições não lineares do modo fundamental alm. Para isso, perceba que a expressão para
a2l2m é

a2l2m(t) = a2l2m(0) [R(t)]λ(2l) +
1

2
T (2l, 2m; l,m, l,m) I(2l; l, l, t) a2

lm(0). (4.34)

Como a2
lm(0) > 0, e I(2l; 2l, 2l, t) > 0 [pela Eq. (4.30)], a Eq. (4.34) revela que o sinal

da contribuição não linear na amplitude a2l2m(t) depende inteiramente do sinal da função
T (2l, 2m; l,m, l,m). Note a semelhança da Eq. (4.34) com o resultado bidimensional presente
nas Eqs. (2.49)-(2.51) do segundo capítulo. Temos que a função T (2l, 2m; l,m, l,m) é um
análogo 3D da função de tip-splitting, sendo também responsável pela ocorrência ou não
deste fenômeno. Assim como no caso bidimensional, checamos numericamente que, quando o
valor de T (2l, 2m; l,m, l,m) é positivo, os dedos se tornam mais pontudos, enquanto que para
T (2l, 2m; l,m, l,m) < 0, observamos o fenômeno de alargamento dos dedos e favorecimento
do tip-splitting.
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As figuras 34 e 35 focaram em uma condição inicial particular em que l = 4 e m = 4. É
importante ressaltar que essa escolha foi feita para ilustrar melhor o fenômeno discutido, não
tendo nenhum significado físico especial. Verificamos também que para escolhas variadas de l e
m, sempre encontramos indícios de alargamento e bifurcação dos dedos. Aparentemente, esta
descoberta combinada com a Eq. (4.34), leva a crer que o tip-splitting em três dimensões é um
processo idêntico ao que ocorre em duas. Ou seja, um dedo viscoso cresce na interface entre os
fluidos até o ponto em que ele se bifurca em dois dedos menores. Isso, no entanto, nem sempre
é o caso, e existem algumas diferenças interessantes nas morfologias geradas para diferentes
valores de l e m. Por exemplo, na Fig. 34 para l = 4 e m = 4, vemos um tip-splitting bastante
convencional. No entanto, para valores m diferentes, como, por exemplo, m = 3 e m = 2, nem
todos os dedos se ramificam em dois dedos secundários, ocorrendo também situações em que
um dedo se bifurca em três.

Figura 36 – Variedade de possíveis padrões ocorrendo na interface entre os fluidos. A primeira
coluna consiste em interfaces possuindo l = 3, Ca = 90, mesma amplitude inicial
|ζlm| = 0.03 e com fases distintas. Já a segunda coluna apresenta interfaces pos-
suindo l = 4, Ca = 150, mesma amplitude inicial |ζlm| = 0.0009 e fases iniciais
distintas. É possível identificar o tip-splitting usual em dois lóbulos (Figs. 36(a) e
36(c)), e o caso mais exótico de tip-splitting em três lóbulos (Figs. 36(b) e 36(d)).

Na figura 36 ilustramos algumas das diferentes morfologias que surgem durante o
processo de tip-splitting. A primeira coluna da Fig. 36 (Figs. 36(a)-36(b)) ilustra interfaces para
l = 3, R = 30, Ca = 90, e amplitudes iniciais |ζlm| = 0.03. Já a segunda coluna (Figs. 36(c)-
36(d)) exibe interfaces para l = 4, R = 50, Ca = 150, e amplitudes iniciais |ζlm| = 0.0009.
Além disso, de maneira similar ao que foi feito nas Figs. 32 e 33, as interfaces da Fig. 36 contêm
todos os modos m de um dado l escolhido. Por último, cada padrão exibido foi obtido utilizando
diferentes fases. Uma comparação entre as Figs. 36(a) e 36(b) mostra que, enquanto a figura 36(a)
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exibe um tip-splitting tradicional resultando em apenas dois dedos secundários, a interface da
figura 36(b) possui um padrão mais exótico, onde três dedos pequenos e pontudos emergem das
pontas dos dedos principais. Um fenômeno similar também pode ser visto na segunda coluna
da Fig. 36, onde comparamos duas interfaces com l = 4 e fases distintas. O motivo para a
diferença entre os padrões da esquerda e da direita da Fig.36 é que, enquanto as fases aleatórias
das Figs. 36(a) e 36(c) favorecem o crescimento do tip-splitting típico em dois lóbulos, as fases
das Figs. 36(b) e 36(d) favorecem o crescimento de modos que geram um tip-splitting em três
lóbulos. Vale ressaltar que o tip-splitting presente nas Figs. 36(b) e 36(d) é gerado pelo mesmo
mecanismo (Eq. 4.34) que o das Figs. 36(a) e 36(c). Além disso, as estruturas das interfaces das
Figs. 36(b) e 36(d) não são artefatos causados pelas fases aleatórias escolhidas. O tip-splitting
em mais de um dedo é bastante robusto e pode ser visto também em situações em que apenas um
modo inicial é escolhido.

A existência de tip-splitting em mais de dois dedos já havia sido verificada na Ref. [60],
em um estudo numérico da formação de padrões fortemente não lineares em um meio poroso
tridimensional. Na simulação de [60], foram encontradas situações em que os dedos viscosos
apresentavam bifurcações em três, quatro ou mais dedos. Isto contrasta um pouco com as
conclusões da análise fracamente não-linear deste capítulo, onde obtivemos apenas casos de
tip-splitting em dois (situação usual) ou três dedos secundários. Há algumas razões para esta
discrepância. A primeira é que, no trabalho numérico da referência Ref. [60], foi utilizado um
fluxo unidirecional, enquanto consideramos um fluxo radial neste capítulo, além de condições
de contorno um pouco diferentes das que usamos. Também existe a possibilidade de que a
ocorrência tip-splitting em mais de três dedos seja um efeito fortemente não linear, e, dessa
forma, não possa ser acessado por meio de uma análise fracamente não linear. De qualquer
maneira, temos novamente, assim como no capítulo 2, que uma análise simples de segunda ordem
foi suficiente para revelar aspectos morfológicos interessantes e confirmar analiticamente vários
dos resultados numéricos e teóricos existentes na literatura da instabilidade de Saffman-Taylor
em meios porosos tridimensionais [60–65].
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5 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

O estudo de instabilidades de interface é um dos tópicos de pesquisa mais ativos em
mecânica dos fluidos devido à sua conexão com vários problemas práticos importantes, como,
por exemplo, extração de petróleo, e também por ser um arquétipo para o processo de formação
de padrões em diversos sistemas físicos. Nesta dissertação, investigamos como algumas destas
instabilidades são afetadas pelo formato e dimensão do espaço em que elas estão inseridas. O
nosso foco principal foi no uso de análises teóricas, consistindo em um híbrido entre cálcu-
los analíticos perturbativos e investigações numéricas, para acessar os efeitos da geometria e
tridimensionalidade na estabilidade e nas propriedades morfológicas da interface fluido-fluido.

No Cap. 2, iniciamos a nossa análise com uma investigação da instabilidade de Saffman-
Taylor em fluidos confinados em uma célula de Hele-Shaw curva. Na instabilidade tradicional,
ocorrendo em uma célula radial plana, temos que a interface entre os fluidos se torna instável
quando um fluido menos viscoso é injetado em um mais viscoso (contraste de viscosidade
A > 0), e o número de capilaridade Ca do fluxo é alto. Já para casos de baixo Ca ou A < 0, a
interface entre os fluidos é tradicionalmente estável. Uma das características mais marcantes da
instabilidade de Saffman-Taylor é que ela é responsável pela emergência dos chamados dedos
viscosos. Essas estruturas emergem na interface entre os dois fluidos e, à medida que o tempo
avança, as suas pontas começam a se bifurcar em dois dedos menores.

As condições discutidas acima para que a interface entre os dois fluidos seja estável em
uma célula de Hele-Shaw plana, no entanto, não são sempre válidas para células com formatos
não-planos. Ao generalizar a análise teórica linear e fracamente não linear para geometrias
curvas, obtemos que é possível desestabilizar situações originalmente estáveis. Particularmente,
no segundo capítulo vimos que uma família de superfícies capaz de desestabilizar a interface entre
os fluidos são os cones generalizados. Por intermédio de um único parâmetro geométrico extra,
células com o formatos de cones "contorcidos" são capazes de exercer um controle significante
na estabilidade da interface e dar origem a novas situações instáveis.

Ainda no capítulo 2, demonstramos também que as novas situações instáveis que surgem
nas células cônicas contorcidas são causadas por um acoplamento entre efeitos de capilaridade e
geometria. Curiosamente, essa nova instabilidade é virtualmente independente do contraste de
viscosidade, o que é bastante distinto ao que acontece na instabilidade de Saffman-Taylor usual,
onde o contraste A é o principal ingrediente desestabilizador. Além disso, outro resultado impor-
tante do capítulo foi que o fenômeno tip-splitting também se encontra presente nas interfaces
deformadas pelos efeitos capilares e geométricos.

No terceiro capítulo, estudamos outro tipo de instabilidade em fluidos confinados em
células curvas. Ao contrário da do caso do Cap. 2, que envolve a injeção de um fluido no outro, a
instabilidade investigada no capítulo 3 se dá devido à rotação da célula de Hele-Shaw em torno
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de um dado eixo. Para esse sistema específico, é possível obter famílias de soluções estacionárias
tanto em células planas, quanto em células não-planas. Curiosamente, as interfaces estacionárias
deste problema estão relacionadas matematicamente com as chamadas curvas elásticas, que
descrevem o formato de barras finas e flexíveis na presença de forças externas.

Aplicando uma formulação de vortex-sheet, fomos capazes de calcular o formato das
interfaces fluido-fluido em uma célula girante no formato de cone generalizado, o mesmo
tipo de superfície que usamos no Cap. 2. Com isso, obtivemos uma galeria de curvas do tipo
elástica bastante diferentes das convencionais que são encontradas tanto nas versões planas
quanto curvas do problema elástico de barras flexíveis. Além disso, estas soluções também
apresentam características dissimilares às interfaces simétricas encontradas em superfícies de
revolução (como esferas e cones usuais). A principal diferença que encontramos foi que, devido à
anisotropia do sistema, as soluções encontradas no capítulo 3 são bastante assimétricas e exibem
fenômenos semelhantes ao tip-splitting e side-branching, que não são normalmente vistos em
fluidos confinados em células girantes.

Apesar dos formatos inusitados dos padrões estacionários do capítulo 3, identificamos
uma maneira simples de fazer uma mímica analítica do problema. Considerando apenas a
interação entre dois modos de Fourier, e linearizando as equações do sistema, fomos capazes de
reproduzir versões simplificadas das soluções estacionárias exatas. Além disso, a teoria linear
de dois modos que desenvolvemos foi capaz de ajudar no entendimento de vários aspectos da
dinâmica. Por exemplo, vimos que um dos modos de Fourier presente no espectro das soluções
exatas é determinado unicamente pela simetria do cone generalizado. Já o segundo modo do
espectro depende da combinação entre as propriedades geométricas e hidrodinâmicas do sistema
[como velocidade angular, densidade dos fluidos e tensão superficial].

Por último, no capítulo 4, voltamos a analisar o problema de Saffman-Taylor, porém
concentrando nossa atenção em instabilidades ocorrendo no interior de meios porosos uniformes
tridimensionais. Essa versão do problema, além de ter grande importância em situações práticas,
também nos permitiu investigar a maneira como a dimensionalidade do sistema afeta a dinâmica
de formação de dedos viscosos. Considerando um fluxo radial em um sistema de fluidos imiscí-
veis, fomos capazes de estudar tanto a fase linear do sistema, quanto a emergência do fenômeno
de tip-splitting, causada por efeito não lineares. Ao invés de focarmos em técnicas numéricas
complicadas, adotamos um método predominantemente analítico, por meio de uma análise
de modos acoplados perturbativa e fracamente não linear [segunda ordem].Nossos resultados
indicaram que, assim como no problema de formação de dedos viscosos em 2D, o mecanismo
de ramificação dos dedos em 3D é causado por acoplamentos não lineares de segunda ordem
entre os modos fundamentais do sistema e seus segundos harmônicos. No entanto, em contraste
ao que é normalmente visto na situação bidimensional, encontramos, em três dimensões, casos
que os dedos viscosos davam origem a três dedos secundários.

Finalmente, gostaríamos de ressaltar que existem diversas maneiras de expandir o tra-
balho que foi apresentado nessa dissertação. Dentre elas, a mais direta consiste em generalizar
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os resultados obtidos aqui para situações com geometrias um pouco diferentes das estudadas.
Por exemplo, a equação de modos acoplados apresentada do Cap. 2 [Eqs. (2.35)-(2.38)] pode
ser diretamente aplicada para células de Hele-Shaw de formatos mais exóticos. Particularmente,
células com curvatura gaussiana variável não foram, até agora, exploradas analiticamente no
contexto de formação de dedos viscosos. Já o problema de células curvas girantes, investigado
do terceiro capítulo somente para cones generalizados, foi ainda menos explorado na literatura.
Nesse sistema girante, seria interessante ver não só o comportamento das soluções tipo elástica,
mas também como a dinâmica do sistema evolui em diversos ambientes curvos.

Já no problema tridimensional do Cap. 4 optamos por investigar apenas a estabilidade
do fluxo radial em meios porosos. Outro tipo de configuração geométrica interessante, e que já
foi investigada numericamente em um contexto diferente [143], é o de um fluxo em formato
de tubo tridimensional (simetria cilíndrica) em um meio poroso. Além disso, fora do contexto
de meios porosos, mas ainda em um ambiente tridimensional, uma aplicação interessante da
teoria de modos acoplados seria estudar gotas toroidais carregadas [68]. Esse problema, que
vem recebendo muita atenção recentemente, também exibe um processo de formação de dedos
viscosos semelhante ao causado pela instabilidade de Saffman-Taylor usual.

O trabalho apresentado nos capítulos 2 até o 4 foi exclusivamente teórico. Esperamos
que, eventualmente, os nossos resultados motivem um aumento no número de experimentos
envolvendo tanto células de Hele-Shaw curvas, quanto fluidos imiscíveis em meios porosos. Atu-
almente, apenas células de Hele-Shaw com geometrias simples como esferas [22], cilindros [50]
e superfícies de revolução com perfil gaussiano [51] foram construídas. A montagem de células
com formatos mais assimétricos, como os cones contorcidos que estudamos, é um interessante
desafio experimental e também uma maneira de se verificar nossas descobertas teóricas.

Uma perspectiva um pouco mais abrangente de pesquisa consiste em investigar como
outros sistemas físicos exibindo formação de padrões de interface reagem a mudanças na
geometria. Como foi dito na introdução, o processo de formação de dedos viscosos apresenta
algumas similaridades com diversos outros problemas em física, matemática, engenharia e
biologia. Os métodos e resultados discutidos nesta dissertação, apesar de não poderem ser
diretamente aplicados a todos esses casos, encorajam possíveis estudos futuros relacionados a
efeitos de geometria e dimensionalidade na formação de padrões em sistemas diversos.
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