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RESUMO

Nesta dissertacao, é feita uma apresentacao da teoria basica das representacoes de
grupos finitos com o objetivo de introduzir a transformada de Fourier em tais grupos. A
teoria de representacao, que é a parte introdutéria deste trabalho, é feita por meio de uma
abordagem elementar, através do estudo dos homomorfismos de um grupo G em um grupo
do tipo GL(V'), onde GL(V) denota o grupo dos operadores invertiveis definidos em um
espaco vetorial V. Apesar do carater elementar, sao apresentados resultados importantes,
como o teorema de Maschke, o lema de Schur, as relagoes de ortogonalidade de Schur e um
pouco da teoria dos carateres. Em seguida, definimos a transformada como um isomorfismo
da algebra do grupo numa algebra dada pelo produto direto de algebras de matrizes, bem
como estudamos suas propriedades basicas. Ao longo e ao final da dissertagao sao feitas
algumas aplicagoes: teoria de grafos, anéis inteiros de grupos, centro da algebra do grupo

e caminhadas aleatorias em grupos finitos.

Palavras-chave: Andlise harmonica. Representacoes de grupos. Carateres.



ABSTRACT

In this dissertation a presentation of the basic theory of representations of finite
groups with the objective of introducing the Fourier transform in such groups is provided.
The theory of representation, which is an introductory part of this work, is done by means
of an elementary approach, by studying the homomorphisms of a group G in a group
of type GL(V), where GL(V') denotes the group of the invertible operators down in a
vector space V. Despite the elementary character, important results are presented, such as
Maschke’s theorem, Schur’s lemma, Schur’s orthogonality relations, and a bit of character
theory. Next, we define the transform as an isomorphism of the group algebra in an
algebra given by the direct product of matrix algebras, and we study its basic properties.
Throughout and at the end of the dissertation some applications are made: graph theory,

groups interger rings, centers of group algebras and random walks in finite groups.

Keywords: Harmonic analysis. Group representations. Characters.
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1 INTRODUCAO

Organizamos a dissertagdo em trés capitulos. No primeiro, apresentamos, de maneira
bastante sucinta, a teoria basica das representacoes lineares de grupos, a qual é fundamental
para os capitulos posteriores. Este capitulo é fortemente baseado em (STEINBERG, 2011),
no entanto procuramos retirar tudo que nao era essencial para a construcao logica do
texto, bem como acrescentamos o que julgamos necessario para obtermos uma exposicao
mais clara. Introduzimos, por exemplo, a no¢ao de representacao matricial, a qual nao
é distinguida da nogao de representagao em (STEINBERG, 2011). Tanto esta defini¢ao
quanto as proposicoes, com as respectivas demonstragoes, que a envolvem sao contribuigoes
nossas. Um outro exemplo de acréscimo nosso ¢ a proposicao 2.1.28, cujo enunciado aparece
em (STEINBERG, 2011) como um mero comentario, mas, devido a sua importéncia na
estrutura da teoria, a demonstramos com todo o detalhe. Para uma abordagem também
elementar da teoria de representacao, mas de uma perspectiva diferente da nossa, indicamos
(JAMES; LIEBECK, 2001). J4 para um estudo mais avangado recomendamos, por exemplo,
(SERRE, 2012) e (FULTON; HARRIS, 2013).

No segundo capitulo, tratamos da transformada de Fourier sobre grupos finitos, que
é o assunto principal deste trabalho. Apesar deste capitulo também ter como referéncia
principal (STEINBERG, 2011), o tratamos de forma muito mais detalhada que o anterior,
isto é, retiramos menos e acrescentamos mais. Procuramos motivar algumas definic¢oes,
acrescentar alguns resultados e fornecer demonstragoes alternativas para as proposigoes
mais importantes. Comegamos recordando alguns conceitos que envolvem transformada
de Fourier para fungoes no contexto continuo, com o objetivo de fazer algumas analogias.
Em seguida introduzimos transformada de Fourier sobre grupos abelianos finitos, a qual é
suficiente para varias aplicagoes. Inclusive é feita uma aplicagdo dela aos chamados grafos
de Cayley. Introduzimos as nog¢oes basicas sobre grafos, a fim de tornar o texto o mais
auto-suficiente possivel. Também incluimos algumas proposigoes sobre grafos, que sao
uteis para que tenhamos pelo menos uma nocao basica da importancia da aplicagdo que
fizemos para esta teoria. Finalizamos o capitulo com um estudo detalhado da transformada
de Fourier para grupos finitos arbitrarios. Uma outra referéncia para a maior parte do

assunto tratado neste capitulo, a qual é rica em aplicagoes, é (TERRAS, 1999).

O capitulo final é totalmente dedicado a aplica¢gdes. Comecamos apresentando
uma generalizacao da aplicagdo que fizemos no capitulo anterior, mas agora para um
grafo de Cayley de um grupo nao necessariamente abeliano. Nossa segunda aplicacao diz
respeito, principalmente, a teoria das unidades do anel ZG. Por fim, faremos aplicagoes

a teoria das probabilidades, ou, mais especificamente, as caminhadas aleatoérias sobre
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grupos finitos. Esta é a aplicacdo mais trabalhosa de todas, pois, diferentemente das duas
ultimas, o assunto aqui nao ¢, a principio, proximo do que desenvolvemos até entao. Por
isso, ele necessita que muitos conceitos e resultados sejam introduzidos. Porém o trabalho
¢é recompensado pelos ganhos obtidos. Veremos, por exemplo, os chamados problemas de
embaralhamento, que dizem respeito a maneiras de embaralhar cartas de modo que, ao
final do processo, todas as cartas tenham a mesma chance de serem escolhidas ao acaso.
Ou seja, como e quantas vezes devemos misturar as cartas de um baralho para torna-lo

aleatorio? Seremos capazes de, relativamente, responder a esta questao.



2 INTRODUCAO AS REPRESENTA-
COES LINEARES DE GRUPOS

2.1 Definicoes basicas

Definigao 2.1.1 (Representacoes e graus). Sejam G um grupo qualquer e V um C-espago
vetorial de dimensao finita. Uma representacdo linear de G sobre V' é um homomorfismo
de grupos ¢ : G — GL(V), onde GL(V') € o grupo (cuja operagio é a composicio de
fungoes) das bijecoes lineares de V-em V. A dimensdo de V' é o grau da representagio ¢,

o qual serd indicado por deg .

Observacgao 2.1.1. A fim de simplificar os nomes e a nota¢do, vamos, as vezes, Mos
referir a ¢ : G — GL(V') simplesmente como uma representacio de G e denotaremos o

operador ©(g) por g, assim como pg4(v) serd indicado por @gv.

Definigao 2.1.2 (Representagao matricial). Seja GL,(C) o grupo das matrizes invertiveis
de ordem n e com entradas em C e seja G um grupo. Uma representacao matricial de G ¢é

um homomorfismo ¢ : G — GL,(C).

Observagao 2.1.2. Dada uma representa¢io matricial ¢ : G — GL,(C), vamos
considerd-la uma representagdo linear de G sobre C" compondo-a com o sequinte iso-
morfismo de grupos:
GL,(C) — GL(C")
A — T

onde [T]e = A e & é a base canonica de C™. Ou seja, interpretaremos cada ¢(g) como um

operador de C" de maneira usual.

Definicao 2.1.3 (Equivaléncia de representagoes). Sejam ¢ : G — GL(V) e p: G —
GL(W) duas representagoes de um grupo G. Dizemos que ¢ € equivalente a p e escrevemos
o ~ p se existe um isomorfismo T : V. — W tal que p, = T p,T (ou equivalentemente
Ty, = p,T") para todo g € G.

Em concordancia com o seu nome, a relagdo definida acima é reflexiva, simétrica e

transitiva, assim quando ¢ ~ p (ou p ~ ) diremos simplesmente que ¢ e p sdo equivalentes.

Observacao 2.1.3. Se na observacao 2.1.2 tivéssemos considerado uma base diferente da

canonica, obteriamos uma representagdao linear de G sobre C" equivalente a que escolhemos.
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Proposicao 2.1.1. Sejam ¢ : G — GL(V) uma representa¢io de grau n e B =
{v1, ..., v} uma base de V. Entao ¢' : G — GL,(C) definida por ¢'(g) = [¢4lp € uma

representacdo matricial de G, a qual é equivalente a .

Demonstracio: E facil ver que ¢’ é uma aplicagdo bem definida e que é homomorfismo,

por isso mostraremos apenas que ela é equivalente a .

Precisamos exibir um isomorfismo 7' : V' — C" tal que T'p, = ;T para todo
g € G. Nossa proposta é
TV — C"
v €

onde & = {ey,...,e,} é a base candnica de C". De fato, para g € G' qualquer, temos:

[0, (Tv))le = (¥, (e5)]e = [ JElesle = [g)nlesle,

que é a j-ésima coluna da matriz [¢4|p. Por outro lado

[T(pg(v;)]e = [T1E [pgvils = Ilegvs]s = [g]B[vi]B;

que também é a j-ésima coluna da matriz [p4|p. Portanto Ty, = @, T, ou seja, ¢, =
T, 77t O

Corolario 2.1.1. Sejam ¢ : G — GL(V) e p : G — GL(W) representacoes de G.
Se v ~ p, entdo, quaisquer que sejam as bases By de V' e By, de W, as representagoes

matriciails
G — GL,(C) pf:G — GL,(C)

g — lwglBy g — |pglBw
sdo equivalentes. Reciprocamente, se existem By e By bases de V- e W tais que ¢ e o/,

definidas como acima, sao equivalentes, entdo p e p sdo equivalentes.

Demonstracao: Basta aplicar a proposi¢ao anterior e usar a transitividade. O

Observagao 2.1.4. Duas representagoes matriciais ¢ : G — GL,(C) e p : G —
GL,,(C) sdo equivalentes se, e somente se, m = n e existe uma matriz invertivel T €
GL,(C) tal que o(g) = T p(g)T para todo g € G.

Observagao 2.1.5. Identificaremos o grupo GL1(C) com C* = C — {0}, munido do

produto de numeros complexos.

Corolario 2.1.2. Duas representagcoes matriciais de grau 1 sao equivalentes se, e somente

se, sao 1quais

Demonstracao: Como matrizes quadradas de ordem 1 comutam, o resultado segue.  [J
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Exemplo 2.1.1 (Representagao trivial). A representacdio trivial de um grupo G € a

representacao matricial dada por

p:G — C*
g — 1

Exemplo 2.1.2. Consideremos o grupo aditivo Z,, = {[0], ...,[n—1]} e seja ¢ : Z,, — C*
uma representacao matricial de grau 1. Entao ¢([1])" = ¢(n[1]) = ¢([n]) = ©([0]) = 1, logo
0s possiveis valores para p([1]) sdo 1, e, ..., (e )", o0s quais sdo as n raizes n-ésimas
da unidade. Temos entao n possiveis representacoes matriciais de grau 1 do grupo aditivo

2mikm

Lyt X0, s X1, onde xi([m]) = xu(m(1]) = xu([1])™ = ™. E facil provar que estas

fungées sao bem definidas e que xx([m] + [m]) = xx([m]) - xx([M']). Pelo coroldrio 2.1.2,
quaisquer duas destas representacoes sao nao-equivalentes, e pela proposicao 2.1.1, uma
representacao de grau 1 de 7., arbitrdria é equivalente a alguma representacao matricial
de grau 1, logo € equivalente a uma destas. Portanto existem n classes de equivaléncia
distinas de representagoes de grau 1 de Z.,, das quais Xo, -.., Xn_1 € um sistema completo

de representantes.
Exemplo 2.1.3 (Representagdo padrao de S,,). Consideremos o grupo S,. A aplicagao

¢:S, — GL(C") Y, C" — C"
onde

0 > g € €o (i)

¢ uma representacio de S, sobre o espago C", chamada representacao padrao de S,. Bem
entendido, p, € o unico isomorfismo de C"* em C™ que leva a base candnica {ey, ..., e, } nela

mesma, de maneira indicada acima e, dados o1 e gy € Sy, teMoSs Py 0,(€;) = Coroa(i) =

€o1(o2(1)) = Por (eoz(i)) = Yo, (Po, (61)) = Po1Pos (62) Portanto ©o,6y = o1 Poy-

Definigao 2.1.4 (Subespago G-invariante). Seja ¢ : G — GL(V') uma representagao.
Um subespago W de V' € dito G-invariante se ele € invariante por cada p,, ou seja, se,

para todo g € G ew € W, tem-se p,w € W.

Definigao 2.1.5 (Subrepresentagao). Sejam ¢ : G — GL(V') uma representacio de G
sobre V.e W um subespago de V' G-invariante. A aplicacao p|W : G — GL(W) dada
por (p|W)y = pg|W € uma representacao de G sobre W, chamada subrepresentagio de .

Definigdo 2.1.6 (Soma direta de representacoes). Sejam M) : G — GL(V;) e p@ :
G — GL(V,) representagoes de G. Entdo a soma direta (esterna) de oV e o ¢ a
representacao de G sobre Vi @& V4 dada por:

oW @p? .G — GL(V;® V)
g — (P oe?),

onde
PP @), ViV, — VioW

(v1,v2) +—> (805(;1)@179052)712)
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FE facil verificar que a soma direta externa €, de fato, uma representacao de G.

Aplicando a defini¢io acima para as representagoes matriciais ¢ : G — GL,,(C) e
p:G— GL,(C), temos ¢ @ p: G — GL(C" @ C™) onde (¢ & p)y(v,u) = (pg4v, pgu)
para todos v € C", u € C" e g € G. Para uma base 3 de C" @& C™ adequada, a matriz

[(¢ @ p)gls, correspondente a representagao matricial

V:G — GLpym(C)
g — [(p@p)ls

. Como 1) ¢é equivalente a ¢ @ p, é

0
¢ uma matriz diagonal em blocos dada por [ 9
Pg

razodvel definir:

Definigdo 2.1.7 (Soma direta de representacdes matriciais). Sejam ¢ : G — GL,(C)
e 0@ 1 G — GL,,(C) representagoes matriciais de G. A soma direta (em termos

matriciais) oV e ¢ € a representagio matricial M @ p? : G — GL,m(C) definida

) ) M o
por (pV @ @), = | T
0 ¢,

Observacao 2.1.6. Naturalmente estendemos as definicoes 2.1.6 e 2.1.7 a uma quantidade

finita de representagoes.

Proposigdo 2.1.2. Para i € {1,...,k}, sejam ¢ : G — GL(V;) e p® : G — GL(W,)
representacoes de G. Se ¢ ~ p@ para todo i, entdo oM @ - © p*) ~ pM @ ... @ p*),

Demonstragio: Para cada i € {1,...,k}, seja T® : V; — W, um isomorfismo tal que
T(i)gogi) = péi)T(i) para todo g € G. Afirmo que T' = (T, .., T®) : Vi@ .- -0V, —
W1 @ - @ W, definido por T(vy, ..., vx) = (TWwy, ..., T®v;) é o isomorfismo desejado. De
fato, dado g € G, temos

TeW & @ go(k))g(vl, ) = T(eWuy, ..., go(gk)vk)

(T go(gl)vl, s T(k)go(gk)vk)
(pgl)T(l)vl, o pg’“)T(k)vk)

= (p(l) DD p(k))g(T(l)vl, - T(k)vk)
(P @ - @ p®),T(vy, ..., v3).

O

Proposicao 2.1.3. Seja ¢ : G — GL(V) uma representac¢io de graun de G. Se V =
Vi@ @V onde cada V; é um subespago G-invariante de V', entao ¢ ~ o|Vi @+ --® p|Vj.
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Demonstragio: Para cada i € {1,...,k}, sejam ¢ = |V}, d; = dim V;, 3; uma base de
Viep® : G — GL4,(C) a representacio matricial definida por p((g) = [()0!(;)]51.. Como
p® ~ ) a proposicao anterior assegura que p) @ -+ @ p®*) ~ oM @ ... @ k),

Seja 8 =UBi e p: G — GL,(C) a representagdao matricial definida por p(g) =
[©g]p. Temos que p ~ ¢ e

[905(;1)]61 0
p(g) _ — (p(l) Q- @p(’“))g
0 [ng(gk)]ﬁk
Usando agora o corolario 2.1.1, concluimos o resultado. O]

Definigao 2.1.8 (Representacao irredutivel). Seja p : G — G L(V') uma representagao de
um grupo G. Dizemos que @ ¢é irredutivel se deg p # 0 e os unicos subespagos G-invariantes
de V sao {0} e V.

Exemplo 2.1.4. Qualquer representagio ¢ : G — GL(V') de grau 1 € irredutivel, visto

que 0s unicos subespagos de V' sao {0} e V.

s

Defini¢ao 2.1.9 (Reducibilidade completa). Uma representacio ¢ : G — GL(V) é
completamente redutivel se V=V, & --- & Vi onde cada V; é um subespaco G-invariante

de V' e cada subrepresentacio @|V; € irredutivel.

Observagao 2.1.7. Dizer que ¢|V; € irredutivel equivale a afirmar que V; # {0} e os

unicos subespagos de V; G-invariantes (com respeito a ¢) sao {0} e V;.

Observagao 2.1.8. A definicio acima inclui o caso k =1, que ocorre exatamente quando
@ € irredutivel. Portanto, mesmo soando horrivelmente, toda representacao irredutivel é

completamente redutivel.

Proposicao 2.1.4. Seja ¢ : G — GL(V) uma representag¢io de um grupo G. Entdao ¢ é
completamente redutivel se, e somente se, o ~ D @@ p®*) onde k > 1 e W), ..., o*

sdo representacoes irredutiveis de G.

Demonstracao: Suponhamos ¢ completamente redutivel. Entao V =V, & --- &V}, com
k > 1 e com toda a subrepresentacio o|V; irredutivel. Pondo ¢ = o|V; para cada i e

usando a proposicao 2.1.3 concluimos que ¢ ~ M @ .- @ ®),

A demonstracao da reciproca ficard mais clara quando tivermos a definicao e as

propriedades basicas dos morfismos entre representagoes, por isso a faremos depois. [

Definigao 2.1.10 (Representa¢ao decomponivel). Uma representacao ¢ : G — GL(V)
¢ dita decomponivel se V=V, @& Vy com Vi e V5 subespacos G-invariantes e ambos nao

nulos.
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Observacao 2.1.9. As definicoes de representacgdo irredutivel, completamente redutivel e
decomponivel sao, como espera-se, invariantes com respeito a relagdo de equivaléncia de
representacoes, ou seja, se @ e p sao representacoes equivalentes, entao @ é de algum dos
trés tipos se, e somente se, p também é. As respectivas demonstragcoes ndao sao dificeis, por

1880 vamos omiti-las.

2.2 Teorema de Maschke e Reducibilidade Completa

Definicao 2.2.1 (Representagio unitaria). Seja V' # {0} um C-espago vetorial munido
com produto hermitiano (,). Uma representacio ¢ : G — GL(V') € dita unitdria se todos

0s operadores @, sao unitdrios, isto €,
(pgu, pav) = (u,v) para todos u,v €V egeG.

Observagao 2.2.1. Denotamos por U, (C) o subgrupo de M,(C) formado pelas matrizes
unitdrias. Se ¢ : G — GL(V') é uma representa¢ao unitiria e B é uma base ortonormal
de V', entdo as matrizes [¢4)p da representacio matricial ¢’ : G — GL,(C) definida por

©'(g9) = [@glB sao unitarias, ou seja, ¢’ é um homomorfismo de G em U, (C).

Observacgao 2.2.2. Quando escrevemos uma representac¢io matricial na forma ¢ : G —
Un(C), estamos assumindo tacitamente que C" estd munido com o produto hermitiano

usual. Consequentemente @ é unitdria.

Proposicao 2.2.1. Seja ¢ : G — GL(V) uma representagio unitdria. Entio ¢ €

irredutivel ou decomponivel.

Demonstracao: Por definigdo, ¢ é diferente de zero. Suponhamos que ¢ nao ¢ irredutivel.
Entao existe um subspago G-invariante W com W # {0} e W # V. Temos que V =
W @ W+, onde W+ é o complemento ortogonal de W, e vamos provar que W+, o qual é
diferente de zero, é um subspaco G-invariante de V. De fato, dados w € W+, w € W e

g € GG arbitrarios, temos

Lw) = (u, pg-1w).

{pgu, w) = (u, (pg)"w) = (u, (pg)"
Como ¢, 1w € W, temos (pyu, w) = 0. Portanto p,u € W+. [

Proposicao 2.2.2. Toda representacao nao-nula de um grupo finito G € equivalente a

uma representacdo unitdria.

Demonstragio: Como ¢ # 0, ¢ é equivalente a uma representacao p : G — GL(C") (n >

1). Vamos mostrar que p é unitaria quando consideramos o produto hermitiano em C" que
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definiremos a seguir. Seja (,) o produto usual de C" e definamos (-,-) : C" x C" — C

por (u,v) = Y {pyu, pyv). E facil provar que (-, -) é um produto hermitiano sobre C”.
geG

Sejam v,u € C" e h € G arbitrérios.

(Prv, prv) = Z<909(90hu)>90g(90hv)>

geG

= Z <909hua nghU>.

geG
Como G — G, g — gh é uma bijecao, temos

(gohv, gDhU) = Z <90:vua ngU> = (uv U)'

zeG

]

Corolario 2.2.1. Sejam G um grupo finito e p : G — GL(V') uma representagao de

grau diferente de zero. Entao ¢ é irredutivel ou decomponivel.

Demonstracao: Imediato das duas tltimas proposicoes. O]

1
Observagao 2.2.3. A representacio ¢ : 7 — GLy(C), definida por o(n) = 0 7; ,

nao € irredutivel nem decomponivel (também nao é completamente redutivel).

Teorema 2.2.1 (Maschke). Toda representagio nao-nula de um grupo finito é completa-

mente redutivel.

Demonstragao: Seja ¢ : G — G L(V') uma representac¢ao nao-nula de um grupo finito G.
Faremos indugdo no grau de ¢. Se deg ¢ = 1, entdo ¢ ¢é irredutivel. Seja deg p =n > 2 e
suponhamos que o resultado é valido para representagoes de grau menor que n. Caso ¢
nao seja irredutivel, serd decomponivel, isto é, V =V, & V5 com V; e V5, G-invariantes e
nao-nulos. Segue que as subrepresentagoes ¢/V; e ¢/Vs sao representagoes nao-nulas de
um grupo finito e possuem grau menor que n. Aplicando a hipétese de indugao, obtemos
que Vi = U1 @--- @ U, onde, para cada j € {1, ..., s}, U; é um subspaco de V; G-invariante
com respeito a p/V; (e portanto é G-invariante com respeito a ) e os inicos subspagos
de U; que sdo G-invariantes por ¢/V; (logo por ¢) sao {0} e U; (veja a observacao 2.1.7).
O mesmo vale para Vo =W @ --- @ W,. Assim V =U, @ --- U, W, B---dW,epé

completamente redutivel. O

2.3 Morfismos de Representacoes e Lema de Schur

Definigao 2.3.1 (Morfismo). Sejam ¢ : G — GL(V) e p : G — GL(W) representagies
de um grupo G. Um morfismo de ¢ em p é uma aplicacao linear T : V. — W tal que
Tpge = pyT, para todo g € G.
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Observacao 2.3.1. Denotaremos o conjunto dos morfismos de ¢ em p por Homg(p, p)
(ou simplesmente por Hom(p, p)). Valem as propriedades bdsicas esperadas, isto é; se I € o
operador identidade de V', entdo I € Hom (p,¢); Dados T € Hom (p,p) e S € Hom (p, ),
entio SoT € Hom(p,); se T € Hom (g, p) € invertivel, entio T—' € Hom (p, p).

Proposicao 2.3.1. Sejam ¢ : G — GL(V) e p: G — GL(W) representagoes de G. Se
V' e W sao subespagos G-invariantes de Ve W respectivamente e se T € Hom (g, p),
entao T-Y(W') e T(V') sdo subespagos G-invariantes de V- e W respectivamente. Conse-

quentemente Ker(T') é subespago G-invariante de V' e Im(T') é subespago G-invariante de
wW.

Demonstragio: Temos que T—H(W’) é subespaco de V. A fim de provar que ele é G-
invariante sejam v € T-Y(W’) e g € G. Entao

T(pgv) =Tpav = pyTv = py(Tv).

Como Tv € W' e este é G-invariante, temos p,(Tv) € W' e, com isso, p,v € T-H(W').
Similarmente prova-se que T'(V') é G-invariante. Fazendo V' =V e W’ = {0}, obtem-se

as outras afirmacoes. m

Observagio 2.3.2. Sejam p : G — GL(W;) com i = 1,..., k representacoes de G e

seja p=pH @ - @ p*) sua soma direta externa. E fdcil provar que as aplicagdes

Oél'IWi — WlEB@Wk
w; +— (0,...,0,w;,0,...,0)

sdo morfismos (injetivos) de p) em p, isto é, oy € Hom (p(i),p), 1=1,....k. Com isto,
podemos provar a reciproca da proposicio 2.1.4 . De fato, suponhamos que o ~ p =
PV @@ p® com p@ irredutivel para cada i. Entdo existe um isomorfismo T 1V —
W=W,&---®&Wy comT € Hom (g, p). Nao é dificil provar que W =W, & --- @ Wy =
ar(Wh) @ -+ @ ax(Wy) (esta sequnda soma direta é interna) e que isto acarreta que
V=Vi® - &V onde V; =T Ha;(W;)) # {0}, para todo i. Precisamos provar que 0s
Vi sao G-invariantes e que eles nao contém subespagos G-invariantes além de {0} e eles
mesmos. A proposicdo anterior garante a veracidade das implicagées: a; € Hom (p(i), p) =
a;(W;) € subespago G-invariante de W, e T € Hom (p,p) = T (a;(W;)) é subespagco
G-invariante de V. Portanto Vi, ..., Vi sao G-invariantes. Fizado i € {1,...,k}, seja V! um
subespago G-invariante de V;. Temos que T'(V}) € subespaco G-invariante de W contido
em a;(W;). Portanto o; {(T(V})) é subespago G-invariante de W;. Como pt%) ¢ irredutivel,
a; {(T(V))) = {0} ou o {(T(V})) = Wi, e usando apenas propriedades bdsicas de fungoes,

vemos que isto for¢a V! = {0} ou V; =V;, como queriamos demonstrar.

Proposicao 2.3.2. Sejam ¢ : G — GL(V) e p: G — GL (W) representagoes de G.
Entao Hom (p, p) é um subespago de Hom (V, W) (o espago das aplicagoes lineares de V
em W ).
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Demonstracao: Sejam T, Ty € Homg(p, p) € ¢1,co € C. Entao:
(ClTl + CQTQ)QOQ = clTlgog + CQTQ(pg = Clpng + CgpgTQ = pg(clTl + CQTQ).
Portanto ¢; T} + ¢2T5 € Hom (¢, p). O

Lema 2.3.1 (Lema de Schur). Sejam ¢ : G — GL(V) e p: G — GL (W) repre-
sentagoes irredutiveis de G e seja T € Homg(p,p). Entao T = 0 ou T é invertivel.

Consequentemente:

1. Se ¢ e p nao sao equivalentes, entao Homg (e, p) = {0}.

2. Se o = p entao T = A para algum X € C.

Demonstracio: Usando a proposi¢ao 2.3.1 e a irredutibilidade de ¢ e p, temos: T' # 0 =
(Ker (T') # Velm(T) # {0}) = (Ker(T) = {0} e Im (7)) = W) = T ¢ invertivel =

@ ~ p. As implicagoes acima provam que T = 0 ou T é invertivel e provam o item 1.

A fim de provar o item 2, seja A um autovalor do operador T' (estamos no caso
¢ = p). Pela proposigao anterior, T'— A\ € Homg(y, ) e tal operador nao é invertivel,
portanto T'— Al = 0, ou seja, T' = AI. O

Corolario 2.3.1. Sejam ¢ : G — GL (V) e p: G — GL (W) representagoes irredutiveis
de G. Se p ~ p e T € Homg(p, p) € invertivel, entio Homg(p, p) = {\T : X € C}.

Demonstragio: S € Homg(p, p) e T~' € Homg (p, ¢) implicam que T-1S € Homg (¢, ¢).
Usando o lema de Schur, temos T7'S = X = S =T(A) = XTI = \T. O

Corolario 2.3.2. Seja G um grupo abeliano. Entdo qualquer representacao irredutivel de

G tem grau 1.

Demonstragio: Sejap : G — GL (V) irredutivel. Como G é abeliano, ¢, € Homg (¢, ¢) =
{M : X € C}, para todo g € G. Assim, dado v € V, o subspago {\v : X € C}
¢ G-invariante, ou seja, todo subspaco de dimensao 1 é G-invariante, donde segue o

resultado. [

Corolario 2.3.3. Seja G um grupo finito abeliano e ¢ : G — GL,, (C) uma representagio
matricial de G. Entdo existe uma matriz invertivel T tal que T 1p(g)T € diagonal para
todo g € G.

Demonstragio: Pelo teorema de Maschke e pelo corolario anterior, existem oM, ..., o™

representacoes matriciais irredutiveis, logo de grau 1, tais que ¢ ~ M @ - - @ ™. Usando
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agora a Observacao 2.1.4, temos

0 v (g)
Para alguma matriz T invertivel. O

Observagao 2.3.3. Sejam ¢ : G — GL,, (C) e p: G — GL,, (C) representagoes matri-
ciais de G. Usando a aplicaggo Hom (C",C™) — M,,»m(C) que leva cada transformagao
linear de C™ em C™ na sua respectiva matriz com respeito as bases canonicas, podemos
interpretar o subspago Homg (p, p) como o subspago de M, s, (C) formado pelas matrizes
A tais que Ap(g) = p(g)A Y g € G. Assim, as versoes matriciais para o lema de Schur e

para os demais resultados desta secao sao obivias.

2.4 Algebra do Grupo e a Representacido Regular

A partir desta secdo, vamos sempre supor que o grupo com o qual estivermos trabalhando
seja finito. Seja G um grupo. Vamos definir um C-espacgo vetorial que tem G como base

(ortonormal) da seguinte forma:

CG={>_Ng : \,€C}.

geG

Ou seja, o conjunto denotado por CG é formado por todas as combinagoes lineares formais

dos elementos de G, com coeficientes em C. Por defini¢ao

Z)‘gg = Zﬂgg SN =py Vg €G.

geG geG

Definimos a soma e a multiplicacao por

Z)‘gg + Z:ugg - Z(Ag + 11g)g

geG geG geG

A (Z)‘gg> = Z)‘)‘gg

geG geG

Temos também o produto hermitiano

<ZA99, Zug9> =D Al

geG geG geG

E facil provar que a soma, a multiplicagdo por escalar e o produto hermitiano satisfazem as

propriedades requeridas para que CG seja um C-espaco vetorial com produto hermitiano.
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Observacao 2.4.1. As aplicacoes

cC — CG G — Cd¢

A — Mg+ X 0h g — lg+ X 0h
h#lg h#g

sao injetivas, portanto podemos identificar suas imagens com C e G respectivamente. Dessa

forma, C e G sao subconjuntos de CG.
Observagao 2.4.2. Nao ¢ dificil provar que G € base ortonormal de CG.

Definigao 2.4.1 (Representagao regular). Seja G um grupo finito. A representagao regular

de G é o homorfimismo

L:G — GL(CG) p L,.CG — CG
onde
g — L, h +—— gh.

Bem entendido, L, é o operador de CG que leva a base G' nela prépria, da sequinte maneira:
dado h € G, Ly(h) = gh. Com isto, L é uma aplicagio bem definida. Para ver que L é um

homomorfismo, sejam g,h,x € G.
Lgn(z) = (gh)x = g(hx) = Lg(Ln(x)) = LgLn(x).
Portanto Ly, = LyLy,.

Proposicao 2.4.1. A representacdo reqular de G ¢ unitdria.

Demonstragio: Ora, cada operador L, é unitario, pois leva base ortonormal em base

ortonormal. O

E bastante natural definir o seguinte produto em CG:
(S (£u0) = £ Somion
9eG heG geG he@
Provaremos que, com este produto, CG é uma algebra sobre C.

Observagao 2.4.3. Para cada g € G fizado, facamos gh = x (e portanto h = g~ 'z).

Como a aplicacao G — G que leva h em gh é uma bijegcdo, temos
D D Agnlgh) = 3 3 Aghtgrat = 3 | X Aghgta | -
geG heG geG xzeG zeG \geG

Definicao 2.4.2. Seja V' um C-espago vetorial. Dizemos que V' é uma dlgebra sobre C se,
além das operagoes de espaco vetorial, estd definido um produto que satisfaz as sequintes

condicoes:

1. vy - (vg - v3) = (v1 - ve) - v3, VU1, 09,03 € V.



Capitulo 2. INTRODUCAO AS REPRESENTACOES LINEARES DE GRUPOS 20

2. vy (Vg 4v3) =01 v+ v -v3 € (V) + v2) U3 =V - U3+ Vg - U3, YU1,09,03 € V.
3. Existel eV tal quel - v=v-1=v,YVveV.

4. Moy -vg) = (Avy) - ve = vy - (A\g), Yo, € Ve X e C.

Ou seja, o espago vetorial V € uma dlgebra sobre C se, com o produto - , V € um anel e a

multiplicacao por escalar e o produto - sdo compativeis, isto €, vale 4.

Antes de provarmos que o espago CG é uma algebra, veremos duas observagoes

importantes.

Observacao 2.4.4. Como comentamos na observagao 2.4.2, G, além de subconjunto, é

base (ortonormal) de CG. Portanto um elemento Y. \;g de CG serd interpretado ndo
geG

mais como uma expressao formal, mas como uma combinagdo linear de fato. Por exemplo,
dados g,h € G C CG e\, € C, temos (A +p)g = Ag+ g e X(g+ h) = A\g+ Ah, ou seja,

podemos usar as propriedades de espaco vetorial sem peso na consciéncia.

Observacao 2.4.5. Nao é dificil provar que a aplicagio de inclusao de C em CG da
observacao 2.4.1 respeita soma e produto, assim podemos dizer que o corpo C esta contido
em CG. Do mesmo modo, o grupo G estd contido em CG. Por exemplo, se g,h € G e
A\ € C, o produto de g por h como elementos de G é gh, que é produto de g € CG por
h € CG. O mesmo vale para \u.

Proposicao 2.4.2. O espaco vetorial CG munido com o produto definido anteriormente

¢ uma dlgebra.

Demonstracao: Precisamos verificar as condigoes da defini¢ao 2.4.2. Comecemos pelo item

4. Sejam A€ C,r= Y A\jges= Z uhh elementos de CG. Entao
geG

g€G hed g9,heG geqG heG

Ar-s) = )\Z Z)\guh (gh) = Z Mgpn(gh) = (Z)\/\gg) (Zuhh) =

Do mesmo modo, prova-se que A(r - s) = - (\s). Vejamos agora a condigao 2. Sejam 7 e s

denotados como antes e seja t = > ayg.
geG

()5 — (Z<Ag+%>g) - (Zuhh)

geG heG

= > (Agpn + agun) gh

g,heG
= > Aun(gh) + > agun(gh)
g,heG g,heG

= r-s+t-s.
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De forma analoga prova-se a outra distributividade.

Para provar o item 1, usaremos os dois itens provados acima. Sejam r e s como

antes e seja t = > ..
zeG

o)t = ( > Aguh<gh>) (Tow)

g,heG zeG

= Z Aghno (gh)z.

g,h,zeG

9,hEG h,z€G

r(st) = ( > )\gg) : ( > uhaac(hx))

= > Agpmogg(ha).
g,h,zeG

Finalmente, dado r € CG,

7"1@ = (Z)\gg> 1G = Z)\g(glg) =T

geG geG

Analogamente, 1gr = r. m

2.5 Relacoes de Ortogonalidade de Schur

Sejam G um grupo finito e ¢ : G — GL,(C) uma representacao matricial de G. Denotando

por ¢;;(g) a entrada j da matriz ¢,, obtemos n? fungdes de G em C:

QOZ‘jIG — C

. 1<i,j<n.
g — vij(g)

O ambiente adequado para estudar tais fungoes é o espaco vetorial das fungoes de G em
C, o qual denotaremos por L*(G). Veremos que este espaco é uma reformulagio de CG,
com uma pequena diferenga no produto hermitiano, por isso também o chamaremos de

algebra do grupo G.

Definicao 2.5.1 (Algebra do grupo). Dado um grupo finito G, definimos o C-espago
vetorial L>(G) = {f : f:G — C} com a soma e a multiplicagio por escalar definidas

como se faz usualmente num espaco de fungoes, e o produto hermitiano dado por

_ 1

<f17f2> - |G| Zf1<g)m ; para todos f17f2 € L2(G)

geG
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Observagao 2.5.1. Seja {0, : g € G}, onde 6,(h) =0 se h # g, e 0,(9) = 1, a base
canonica de L*(G). Temos um isomorfismo natural entre os espagos L*(G) e CG, que € a

aplicagao
T:L*G) — CG
dg — ¢ 7

isto €, T leva a base {0, : g € G} na base G de maneira dbvia. Percebamos que a base

{6, : g € G} € apenas ortogonal: (dg4,8,) = Isto ocorre porque o produto hermitiano

1
G

que fitamos em L*(G) €, por causa do fator —-, um pouco diferente do produto que seria

1
G|’
a versio do produto hermitiano de CG para L*(G).

Observagio 2.5.2. No prézimo capitulo definiremos um produto em L*(G), que corres-

ponde ao produto definido em CG, com o qual L?(G) tornar-se-d, de fato, uma dlgebra.

Proposicao 2.5.1. Sejam ¢ : G — GL(V) e p: G — GL(W) representagoes do grupo
finito G e seja T :' V — W uma aplicagao linear. Entao:

1
1. T# = \G] S pg_ngog € Homg(p, p).

2. Se T € Homg(p,p), entiao T# =T.

3. A aplicagio P : Hom(V,W) — Homg(p,p) definida por P(T) = T# ¢é linear e

sobrejetiva.

Demonstragdo: Devido a sua importancia, provaremos apenas o item 1. As demonstragoes
dos outros itens podem ser encontradas em (STEINBERG, 2011). Claramente 7% ¢ uma
aplicacao linear de V em W. Seja h € G. Temos que

#on = p 9)Pn = pg—1Togn
|G|Z g~ |G|Z g g

geG geG

Fazendo gh = z (e portanto g~* = hz™!), obtemos:

T*p), = Gthz 1T,
| |m€G

= me 1To,)
’G‘$EG
= p T

]

Proposicao 2.5.2. Sejam ¢ : G — GL(V), p: G — GL(W) representagoes irredutiveis
de G e sejaT : V — W uma aplicagao linear. Entao:
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1. Se ¢ e p ndo sio equivalentes, entdo T# = 0.
Trago <T)[

2. Se ¢ = p, entio T* =
deg

Demonstracao: O item 1 segue imediatamente do lema de Schur e da proposi¢ao anterior.

No caso ¢ = p, T# é o operador de V definido por T# = ‘G| > gog 1T'p,4, portanto

Trago (T%) = ZTrago wg-1Tpg)
= |G| Trago(T)
\G |
= Trago(T).
Por outro lado, o lema de Schur garante que T# = A para algum A € C. Consequentemete,
T T
Traco(T) = Traco(T#) = Traco(A) = Adeg ¢, ou seja, A = 1?@0() ' .
eg ¢

Observagao 2.5.3. Tendo em vista a observag¢io 2.8.3, se p : G — GL,(C) e p :

G — GL,,(C) sdo representagoes matriciais e A é uma matriz m x n, entio A% =
€] S p(g7HYAp(g) € Homa(p, p) (interpretado matricialmente). Se ¢ e p sdo irredutiveis
geG

€ nda—equivalentes entdo A = 0. E finalmente, se ¢ é irredutivel e A é uma matrizn x n,

entio A% = @ > o(g7h)Ap(g) = MI.

Lema 2.5.1 (Veja (STEINBERG, 2011) na pagina 33). Sejam A € M,y (C), B €
M,«s(C) e Ex; a matriz da base candnica de My,x,(C) cuja entrada ki € 1 e as demais
sao nulas. Entao (AEk;B);; = aubij onde A = (a;;) e B = (bi;).

Lema 2.5.2. Sejam ¢ : G — U,(C) e p : G — U,,,(C) representagoes matriciais
unitdrias. Entao ((8’“’)#)1 = (ij, Pri)-
j

Demonstragio: Como p é unitaria, p,—1 = p;l = pj,- Portanto pi(9™") = pri(g)-

geG

(<8ki)#)lj = (|Glng 18kz<Pg)lj

= |G| Z 18[62()09

geG

= |G| Z:Olk szj )

geG

= |G‘ Z(pl] Pkl

geG
= (®ij, Pr1)-
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Teorema 2.5.1 (Relagbes de Ortogonalidade de Schur). Sejam ¢ : G — U,(C) e
p: G — U,(C) representagoes matriciais irredutiveis, nao equivalentes e unitdrias.

Entao:

1. <90ijapk:l> = 0.

1
—,se1=kej=I,

2. {pijs o) = { ™
0, caso contrario.

Demonstracao: O item 1 segue imediatamente da observacao 2.5.3 combinada com o lema

anterior. Estes dois resultados também garantem que
Trago(Ej;)
(@i, or) = (I -
lj

n
E desta igualdade obtemos o item 2. O]

Corolario 2.5.1. Seja v : G — Uy(C) uma representagio matricial, unitdria e irredutivel.

Entdo as d* funcoes {Vdpy; : 1<1i,j <d} formam um conjunto ortonormal em L*(G).

Demonstracao: Imediata do item 2 do teorema 2.5.1. O

Corolario 2.5.2. O numero de classes de equivaléncia de representacoes irredutiveis de

um grupo finito G € finito e limitado por |G].

Demonstracao: De cada uma destas classes de equivaléncia, podemos escolher como
representante uma representacao matricial e unitaria, da qual podemos extrair pelo menos
uma fungao do tipo ;;, isto é, uma “funcao entrada” O conjunto formado por tais fungoes
(que sdo nao-nulas) é, pelas relagoes de ortogonalidade de Schur, ortogonal, portanto sua

cardinalidade é limitada pela dimensdo de L*(G), que ¢ |G]. O

Observacao 2.5.4. Combinando o exemplo 2.1.4 com o coroldrio 2.5.2, concluimos que
as representacoes irredutiveis de um grupo abeliano G sdo precisamente as representacoes
de grau 1. Revisitando agora o exemplo 2.1.2, vemos que existem n = |Zy,| classes de
representacoes irredutiveis de Z.,, das quais Xo, ..., Xn—1 formam um sistema completo de
representantes (matriciais e unitdrios). Veremos que este exemplo nao é um caso isolado.
Pelo contrario, o numero de classes de representacoes irredutiveis de um grupo finito G €

|G| se, e somente se, G é abeliano.

Corolario 2.5.3. Seja G um grupo finito e sejam oV, ..., ¢ um sistema completo de
representantes matriciais e unitdrios das classes de representagoes irredutiveis de G. Entao,
pondo di, = deg ¢®, com k =1,...,n, as funcoes

(Jdep® - 1<k <s, 1<ij<d)

formam um conjunto ortonormal em L*(G). Consequentemente s < d3 + --- + d? < |G|.
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2.6 Carateres e Funcoes de Classe

Defini¢ao 2.6.1 (Carater). Seja ¢ : G — GL (V') uma representacio. O cardter da
representacio ¢ € a fungdo x, : G — C definida por x,(g9) = Trago(yp,), para todo
g € G. Um cardter de um grupo G € o cardter de alguma representacao de G, e se tal

representacdo for irredutivel, diremos que este é um cardter irredutivel de G.

Observagao 2.6.1. Se ¢ : G — GL, (C) é uma representacao matricial de G, entdo
Xo(9) = Traco (pg) = > _0ii(9)-
i=1

Observagao 2.6.2. Sejam ¢ : G — GL (V') uma representag¢io e B uma base de V.

Entao x, = x onde ¢' € a representagio matricial de G determinada por ¢ e B.

Observagao 2.6.3. Se ¢ : G — C* é uma representacao matricial de grau 1, entdo

Xp = @

Proposigao 2.6.1. Seja ¢ uma representagao de G. Entao x,(1g) = deg ¢. Consequen-

temente o cardter de uma representacdo nao-nula € nao-nulo.

Demonstracao: Imediata. O
Proposicao 2.6.2. Se ¢ e p sdo representagoes equivalentes de um grupo G, entdo

Xo = Xp-

Demonstragio: Sejam ¢ e p' representacoes matriciais obitidas a partir de ¢ e p, como no
corolario 2.1.1. Usando o corolario 2.1.1, a observacao 2.1.4, a observagao 2.6.2 e o fato que

o traco é invariante pela relacao de semelhanga de matrizes, obtemos: x,(9) = X (9) =
Traco (gp’g) = Traco (Tflp;T> = Traco (,ofq) = X (9) = Xx,(g9), para todo g € G. O]

Proposicao 2.6.3. Seja p uma representacao de G. Entao, para todos g, h € G, tem-se
Xeo(9) = X (hgh™").
Demonstracio: Analoga a anterior. O]

Defini¢ao 2.6.2 (Funcao de classe). Uma fungio f : G — C ¢é dita uma fungao de
classe se f(g) = f(hgh™") para todos g,h € G, ou seja, se [ é constante nas classes de

conjugagio de G. Indicaremos o subconjunto de L*(G) formado pelas fungoes de classe por

Class (L*(Q)).
Observagao 2.6.4. f € Class(L*(G)) < f(gh) = f(hg) para todos g, h € G.

Observacao 2.6.5. Devido a proposicao 2.6.3, concluimos que os cardteres de um grupo

G sdo elementos de Class (L*(Q)).
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Observacio 2.6.6. E fdcil observar que Class(L*(G)) €, na verdade, um subespago de
L*(@G).

Proposicao 2.6.4. Denotemos por Cl(G) o conjunto cujos elementos sao as classes de
conjugacio de G. Entdo o conjunto B = {0c : C € CI(G)}, onde

1lsegeC
dc(g) = »
0 caso contrario,

¢ uma base de Class(L*(G)). Consequentemente dimClass(L*(G)) = |CI(G)|.

Demonstragio: Dados f € Class (L*(G@)) e C € CI(G), indiquemos por f(C) o valor de f

em qualquer elemento de C. E facil ver que

f= > f(Cc

Cecl(a)
e, portanto, B gera Class (L*(G)).

Também é muito simples concluir que B é LI: basta avaliar a combinacao linear

trivial Y. Agdoc = 0 em um elemento g € Cy para concluir que o escalar A, € nulo. [
CeCl(@)

Teorema 2.6.1 (Primeiras relagbes de ortogonalidade para carateres). Sejam ¢ e p

representagoes irredutiveis de G. Entdo

L sep~p,
<X<p7Xp> = o
0 caso contrario.

Consequentemente os cardteres irredutiveis de G formam um conjunto ortonormal em

Class (L*(@)).

Demonstragao: Pela proposigao 2.6.2, podemos supor que ¢ : G — U,(C) e p: /) —

GU,,(G) sdo representagdes matriciais e unitarias.

<X<p’ XP> = |G’ wa

Se ¢ e p nao sao equivalentes, as relacoes de ortogonalidade de Schur (teorema 2.5.1)

garantem que (@, pj;) = 0, quaisquer que sejam 7 e j. Portanto (x., x,) = 0 neste caso.
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Assumindo agora que ¢ ~ p, podemos, pela proposicao 2.6.2, supor que ¢ = p e neste

caso as relagoes de ortogonalidade de Schur dizem que

1
—seit =]
(@ii, pjj) = 4 ™
Osei+#j
Portanto
(Xer Xp) = Z Z Pii» Pij)
= Z<¢zz;§0m>
"1
= Z* =1.
i=1"

O

Observacao 2.6.7. Tendo em vista o teorema acima, concluimos que duas representagoes
irredutiveis ¢ e p sao equivalentes se, e somente se, seus respectivos cardteres coincidem.

Posteriormente, vamos estender este resultado para representacoes arbitrdrias.

Corolario 2.6.1. Ezistem no mdzimo |Cl(G)| classes de representacoes irredutiveis de G.

Demonstracao: O conjunto dos carateres irredutiveis de GG, cuja cardinalidade é precisa-

mente o numero de classes de representacoes irredutiveis de (G, é ortonormal, portanto sua

cardinalidade é no maximo dimClass (L?(G@)) = [C1(G)|. O

Observagao 2.6.8. Dada uma representacio ¢ : G — GL (V'), vamos denotar a repre-
senta¢do p @ --- @ ¢ (m > 1 parcelas) por mep. Sejam 90(1), ey 4,0(5) um sistema completo
de representantes das classes de representacoes irredutiveis de G. Combinando a proposicao

2.1.2 com o teorema de Maschke, obtemos, para cada representacao p de G, a decomposi¢do

Aqui estamos convencionando que m; = 0 quando nao houver uma representacdo equivalente
a ¢ na decomposicio de p. No caso m; > 1, dizemos que ¢ é uma componente irredutivel
de p. Provaremos logo mais que tal decomposicio é unica, isto €, para cada representacao

p, 0s coeficientes my, ..., mg sGo unicamente determinados.

Observagao 2.6.9. Se p ~ m1<p(1) ©---D msgo(s) entdo deg p = mqydy + - - - + myds onde
di=deg oW, i=1,..,s

Lema 2.6.1. Seja ¢ = p ® . Entdo X, = X, + Xu-



Capitulo 2. INTRODUCAO AS REPRESENTACOES LINEARES DE GRUPOS 28

Demonstra¢io: Podemos assumir que p : G — GL, (C) e ¥ : G — GL,, (C) sdo
representagoes matriciais, logo ¢ : G — GL,,1,, (C) é dada por:

0
Py = Pg (matriz diagonal em blocos).
0
Donde segue o resultado. O]
Teorema 2.6.2. Seja ¢V, ..., ) um sistema completo de representantes das classes de

representacoes irredutiveis de G e seja p ~ mlgo(l) S---D msgo(s). Entao m; = (Xp, Xw(i>>-

Consequentemente a decomposicao de p em componentes irredutiveis € unica.

Demonstracao: Pelo lema acima

Xp = M1Xpm + 0+ MgX ) -
Usando agora o teorema 2.6.1 obtemos que m; = (X,, X,), @ = 1, ..., 5. ]

Corolario 2.6.2. As representagoes ¢ e p de um grupo G sdo equivalentes se, e somente
5€, X = Xp-

Corolario 2.6.3. Uma representagio p é irredutivel se, e somente se, (X, Xp) = 1.

Demonstragio: Sendo p ~ myeM @ - @ mep®), (x,,x,) =m? +---+m2. O resultado
segue desta igualdade. O

Proposicao 2.6.5. Seja L : G — GL(CG) a representacao reqular de G da definigcao
2.4.1 e seja x1, seu respectivo cardter. Entdo
|G| se g =1¢,

xr(g) =
0 seg+# 1g.

Demonstragio: Sejam G = {g1, ..., gn} € [Ly] a matriz de L, com respeito a esta ordenagao

de G. Entéao:

1 se g; = gg;,

[Lolij = , .
0 caso contrario.
1seg=gg;",

0 caso contrario.

em particular,
1seg=1g,

[Lglii = .
0 caso contrario.

|G| se g = 1g,
Portanto x(g) = Trago (L,) = O

0se g # lg.
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Observacao 2.6.10. Para os prozimos resultados vamos assumir que o, ..., o) é um

sistema completo de representantes das classes de representacgoes irredutiveis de G, com

d; = deg 09 e y; = Xo@, 0 =1,..,8

Teorema 2.6.3. Seja L a representagdo reqular de G. Entdo

L~ dlSO(l) DB dsgp(s).
Demonstracao:

<XL,X1‘> = |G| ZXL

geG

= deg

Corolario 2.6.4. Vale a igualdade |G| = d? + - - - + d2.

Demonstragio: Como L ~ dio™M @ -+ @ dyp'®, temos:

|G| = deg L
= deg (dlgo(l) DD dsgp(s)>
= dideg Y + - + d,deg o)
= di+---+d.

]

Teorema 2.6.4. Suponhamos adicionalmente que ¢, ... @) sdo matriciais e unitdrias.
Entdo o conjunto B = {\/dkgogc) 1<k <s, 1<i,j <dg} € base ortonormal de L*(G).

Demonstracao: Pelo corolario 2.5.3, sabemos que tal conjunto é ortonormal e, como sua

cardinalidade é d? + - - - + d?, o corolario anterior garante o resultado. O

Teorema 2.6.5. O conjunto {x1,...,xs} (formado pelos cardteres irredutiveis de G) é

uma base ortonormal para Class (L*(G)).

Demonstragao: Ja sabemos que tal conjunto é ortonormal, portanto basta provar que ele

é gerador. Dada f € Class (L*(G)) podemos, pelo teorema anterior, escrever

f ZC] SOZJ )

kyi,g
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onde C’Z-(f) €e(C,1<k<sel <i,j <dg Notemos os indices 7 ¢ j dependem de k,

portanto este deve sempre vir primeiro no somatorio.

Explorando o fato de f ser uma funcao de classe, usando a escrita de f acima e

lembrando da Observacao 2.5.3, obtemos a seguinte sequéncia de igualdades:

flx) = Gng zg)
| ‘geG
-1
= ZZ Dol (g ag)
|G|96G k,i,j vy
1
k
= ZCZ(J)|G|Z<PZ g 'xg)
kyi,j geG
_ (k)
k,i,j geG ij

= 207 ],

k,i,j
(k)
_ ZC-(-) Tra(;o( >[
kyi,j Y deg o i
1
— S W%
Z’L i dk
.
ko\ i
s dp C’ (k)
Portanto f = Z E Xk- O
k= dy,

Corolario 2.6.5. O numero de classes de representacoes irredutiveis de G ¢ o nimero de

classes de conjugagao de G.

Demonstracao: Imediata. O

Corolario 2.6.6. Um grupo finito G € abeliano se, e somente se, ele possui |G| classes

de representacoes irredutiveis.

Demonstragio: G ¢é abeliano < |G| = |Cl(G)| < |G| = s. O

Definigao 2.6.3 (Tabela de caréteres). Seja G um grupo finito cujos cardteres irredutiveis
$4o X1, ---, Xs € as classes de conjugacdo sio C1, ..., Cs. A tabela de cardteres de G é
a matriz Xsxs definida por X;; = x;(C;) (lembrando que x;(C;) € o valor da fungdo de

classe x; avaliada em qualquer elemento de C;).
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Exemplo 2.6.1. A tabela de cardteres de Z.4 € dada por:

o [ 2 M
xo 1 1 1 1
x1 1 ¢ -1 —
x2 1 -1 1 -1
xs 1 —1 —1

Teorema 2.6.6 (Segundas relacoes de ortogonalidade para cardteres). Sejam C e C’

classes de conjugacio de G e sejam g € C e h € C'. Entao

s |l sec=c
ZXi(Q)Xi(h) =< * ’
=1

0 caso contrdrio.

Consequentemente, as colunas da tabela de cardteres sio duas a duas ortogonais, portanto

a tabela de cardteres € invertivel.

Demonstragio: Temos que dcr = Y (d¢r, Xi)Xi- Assim
i=1

dolg) = Yl xinlo
|

= 2]

5.1

= 2]

= [ e

=1

> dor(x)xi(x)xi(g)

zelG

Z MM(Q)

zeC’

Como d¢r(g) =0se C' # C', e 0¢r(g) =1 se C'= (", o resultado segue. O
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3 ANALISE DE FOURIER EM GRU-
POS FINITOS

Nosso objeto de estudo neste capitulo, como seu titulo sugere, esta relacionado com a
andlise de Fourier classica, a qual é feita sobre fungdes no contexto continuo (fungoes
definidas em R). Nao temos a pretensao de estudar tais relagoes, mas estamos interessados

em, pelo menos, fazer algumas analogias. Por isso relembraremos alguns conceitos.

3.1 Analise de Fourier Classica

Sejam f,g: R — C fungbes absolutamente integraveis. Entao a convolugao de f por g é

definida por N
f*g(z)= / [z —y)g(y)dy

—00

A transformada de Fourier de f é a funcao

fla)= [~ rwemta.

—0o0

A féormula de inversao diz que

f@) = [ femar

E, por fim, vale a seguinte relacao

—

frg=F-3

Poderiamos tentar estudar as versoes discretas das férmulas acima, isto é, para
funcoes f, g : Z — C. Se supusermos adicionalmente que f, g : Z — C sdao n-periddicas,
poderemos identificar f e g como funcdes de L?(Z,) (é facil exibir uma bijegdo entre o
conjunto das fungoes n-periédicas de Z em C e o conjunto L*(Z,,)). Isto é 6timo para nos,
ja que estamos interessados em fazer analise de Fourier em fungoes definidas em grupos.
Sem mais rodeios, daremos as defini¢oes correspondentes para fungoes f,g : Z — C
n-periédicas que, repetimos, podem ser pensadas como funcdes de L*(Z,). A convolucio

de f por g é definida por

n—1

frg(m)=>_ f(m—k)g(k).

k=0

Dada uma fungdo f € L?*(Z,), lembremos que os caréateres irredutiveis de Z,,, { X0, .-, Xn_1}

2mikm

n—1
onde xx([m]) = €™, formam uma base ortonormal para L?(Z,), logo f = 3 {f, Xr)Xx-
k=0
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Definimos a transformada de Fourier de f nesse contexto, como a funcao f € L*(Z,) dada

por
Fiml) = n{f.xm) = Zf e

Temos agora que

n—1 1 n—1 1 n—1 .
F=Y foxuxe = f==> n{fixu)xe = f==> f([kDxx
k=0 k=0 k=0
Portanto a férmula da inversao é dada por
1l 2mikm
F(lm]) = = 3 FUlk)e™
k=0

Mostraremos posteriormente que vale a igualdade f/*\g = f - g.

A tradugao da convolucio para fungdes de L*(Z,,) é perfeita: a integral d4 lugar a
soma e esta é tomada somente nos valores que importam. Ja as traducoes da transformada
de Fourier e da férmula da inversao nao sao tao perfeitas assim, mas sao similares o
suficiente para justificar os mesmos nomes. Alids, um dos objetivos principais desta segao

introdutéria é justificar, mesmo que superficialmente, a nossa terminologia.

3.2 A Convolucao

Nesta segdo, vamos generalizar a convolucao de fungoes de L?(Z,) para funcoes de L?(G)
onde G é um grupo finito arbitrdrio. Veremos que esta operagao torna L*(G) uma &lgebra

e estudaremos algumas de suas propriedades.

Defini¢ao 3.2.1 (Convolucio). Seja G um grupo finito e sejam a e b funcoes de L*(G).
A convolugdo de a por b € a fungio de L*(G) indicada por a x b e definida por

ax*b(x) = z:Ga(xy_l)b(y).

Perceba que a definicdo acima é a generalizacdo imediata da convolugao para

fungoes de L?(Z,), que, por sua vez, foi definida em analogia com o caso continuo.

A férmula da convolugao pode ser expressa de outras maneiras. Fazendo a mudanga

de varidvel zy~! = z (e portanto y = z~'x), obtemos

axb(z)=> a(z)b(z""'x).

zeG

Uma outra forma é

axb(z)= Y al(g)b(h).
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Definir por analogia, apesar de interessante, ndao é completamente satisfatorio.
Ainda mais quando o objeto sobre o qual se faz a analogia nao faz parte do trabalho em
questao. Por isso mostraremos como a convolugao aparece de maneira muito simples do
ponto de vista algébrico, por meio de coisas basicas, das quais ja tratamos. Recorde que
existe um isomorfismo muito simples entre os espagos vetoriais L*(G) e CG, o qual leva a
base canonica de L?(G) na base candnica de CG, isto é, {0, : g € G} é levada em G de
maneira 6bvia. Um outro lembrete é que CG é uma algebra (a dlgebra do grupo G) cujas
propriedades tratamos no capitulo anterior. A convolucao surge quando forcamos que este
isomorfismo de espacos vetoriais seja um isomorfismo de algebras. A proxima proposicao

descreve esta ideia de forma precisa.

Proposicao 3.2.1. Sejam V' um C-espago vetorial, W um dalgebra sobre C e T : V — W
um isomorfismo entre V.e W como espacos vetoriais. Entdo, dados vi,v9 € V', v1 * vg :=
T—Y(Tv, - Tvy) define uma operagio sobre V', a qual € respeitada por T. Consequentemente,

(V, %) € uma dlgebra e T € um isomorfismo de dlgebras.

Demonstragdo: Claramente, a operac¢ao * é bem definida e T'(vy *vy) = Tvy - Tvy para todos
vy, vy € V. Falta provar que (V%) é uma algebra, o que também é simples. Comecemos

com a associatividade.

YTy - T(vg * v3))
YTy - (Tvy - Tvs))
Y(Twy - Tvy) - Tws)
YT (vy * vy) - Ts)

vk (Vg xv3z) = T°

T

T

T
= (v1 * vg) % v3.

Vejamos agora a distributividade a esquerda (a distributividade a direita é completamente

analoga)

vy % (g +v3) = T HTvy - T(vy +v3))
= T HTv, - Tvy + Ty - Tws)
= T YTwv-Tvy) + T HTvy - Tws)
= V1 * Uy + V1 * V3.
E finalmente vejamos a compatibilidade da operagdo * com a multiplicagao por escalar.
Moy xvy) = AXT7HTwy - Tws)
T Y\ (Tvy - Tvy))
= T_l((ATﬂl) : T’Ug)
T_1<T)\U1 . TUQ)

—~

Avp) * vg).
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Similarmente, prova-se que A(vy * v3) = vy * (Avg). O

Corolério 3.2.1. A convolugio é a operacdao induzida em L*(G) quando for¢camos, no

sentido preciso da proposicao anterior, que o isomorfismo de espacos vetoriais

T:L*(G) — CG
dg —> g

seja um isormorfismo de dlgebras.

Demonstragio: Seja * a operacao induzida em L?*(G) segundo a proposi¢iao anterior.

axb = T '(Ta-Tb)

= 7 (Za(g)g) : (Zb(h)h))
- (% Za(g)b(h)gh)

g€G heG

- T Za<g>2b<h>gh)

geG heG

Fazendo a mudanga de variavel gh = z (. h = g~ 'z), obtemos 3 b(h)gh = X b(g 'z)x
heG zelG
e portanto

axb = T Za(g)Zb(g_lx)x)

geG zelG

= T X Za(g)b(g‘lx):v)

geG zeG

= T > (Za(g)b(g‘lm)) :v)

zeG \geG
= > (Za(g)b(g‘lm)) 8o
ze€G \geG

ou seja, a*b(x) = 3 a(g)b(g~'x), que é precisamente a convolugao da definigao 3.2.1. [
geG

Corolario 3.2.2. O espago L*(G) munido com o produto convolugio é uma dlgebra cuja

identidade é a fungao 01, .

Demonstragio: Segue imediatamente da proposigao 3.2.1 que L*(G) é uma dlgebra. Para
ver que 01, ¢ a identidade, seja a € L*(G).

Sipxa = T HT(5,)- Ta)

= T Y(lg-Ta)

T (Ta)

= Q.
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Similarmente, prova-se que a * d;, = a. n

Corolario 3.2.3. Dados g,h € G, tem-se 04 * 0, = gp.
Demonstragio: 0, % 0, = T HTd, - Tdy) =T (gh) = dyn. O
Corolério 3.2.4. A dlgebra L*(G) é comutativa se, e somente se, o grupo G é abeliano.

Demonstragio: Como L*(G) e CG sao &lgebras isomorfas, uma serd comutativa se, e
somente se, 0 mesmo ocorrer com a outra. Como CG é comutativa se, e somente se, G é

abeliano (veja o capitulo anterior) o resultado segue. ]

Proposigao 3.2.2. Sejam f € L*(G), x € G e g € G. Entaio
1. (fx05)(x) = flzg™).
2. (8¢ f)(z) = f(g~ ).

Demonstragio: 1. (f *0,)(z) = X flay H)o,(y) = f(zg™).

yeG
2. (0% (@) = £ 0,(2)f(72) = flg™"a).
O
Recordemos que o centro de um anel R é o conjunto Z(R) = {a € R : ar =

ra, para todo r € R}. E facil verificar que Z(R) é um subanel de R. J4 o centro de uma
algebra é uma subdlgebra. O centro da algebra das matrizes quadradas de ordem n e
com entradas em C é a subdlgebra {A\] : A € C} onde [ é a matriz identidade. Este
resultado serd importante quando estudarmos a transformada de Fourier sobre um grupo
nao necessariamente abeliano, por isso vamos demonstra-lo e, em seguida, provaremos que

o centro da algebra L?(G) é o subespago (agora subélgebra) das fungdes de classe.

Proposigao 3.2.3. Z(M,(C)) ={A : X e C}.

Demonstragao: Seja ¢ : G — GL,(C) uma representagdo matricial de grau n de um
grupo G. O espago dos morfismos de ¢ em ¢, Homg(p, ¢), pode ser interpretado como
o conjunto das matrizes n X n que comutam com ¢(g), para todo g € G, isto é, A €
Homeg (v, ) < Ap(g) = ¢(g9)A, para todo g € G. Consequentemente Z(M,(C)) C
Homg(p, ¢). Se adicionalmente supusermos que ¢ é irredutivel, o lema de Schur garantira
que Homg(p, ) = {\ : X € C}. Portanto Z(M,,(C)) C Homg(p,p) ={\ : A€ C} C
Z(M,(C)). Assim, a demonstragao estara completa se pudermos exibir uma representagao
¢ : G — GL,(C) irredutivel. Basta tomar G = GL,(C) e ¢ o homomorfismo identidade.
A fim de provar que esta representacao é irredutivel, seja W um subespaco G-invariante

de C". Entao W é invariante por todos os operadores da forma ¢4 com A € G, ou seja,
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W ¢é invariante por todos os operadores invertiveis de C". Se W # {0} e W # C", é facil
exibir um operador invertivel tal que W nao seja invariante por ele. Logo W = {0} ou

W =C". [l

Proposigao 3.2.4. Z(L*(G)) = Class(L*(G)).

Demonstragio: Recorde que uma funcio de classe de L?(G) é aquela que é constante nas
classes de conjugagao de G, ou equivalentemente, f € Class(L*(GQ)) se f(gh) = f(hg) para
todos g, h € G.

Sejam f € Class(L*(G)) e a € L*(G).

fra(x) = > flzy Haly)

yeG

= > aly)flzy™)

yeG

= Y aly)f(y 'z

yeG

= ax* f(x).

Assim fx*a = ax* f e consequentemente Class(L?(G)) C Z(L?*(G)). Reciprocamente, sejam
f€Z(L*G)), g€ GeheG. Entao f*d,-1(h) = ;-1 % f(h), ou seja, f(hg) = f(gh).

Dessa forma obtemos a outra inclusdo. ]

Corolario 3.2.5. A convolugio de funcoes de classe ainda é uma fungdo de classe.

Demonstracao: Evidente. O

3.3 Analise de Fourier em Grupos Abelianos Finitos

Nesta secao, vamos considerar o caso em que o grupo finito G é abeliano. Esta é uma
situacao bem mais simples que o caso geral, que trataremos posteriormente, porém é
suficiente para varias aplicacoes. Podemos citar, por exemplo, aplicagoes em processamento
de sinais e em teoria dos niimeros (o leitor pode consultar, por exemplo, (TERRAS, 1999)).
Na proxima segao faremos uma aplicagdo em teoria dos grafos, ou mais precisamente, na

teoria espectral dos grafos e uma pequena aplicacao as matrizes circulantes.

Como vimos no Corolario 3.2.4, L*(G) é uma algebra comutativa (uma outra forma
de ver isto ¢ usando que Z(L*(G@)) = Class(L*(Q)); fica facil provar que Class(L?*(G)) =
L*(G) & G é abeliano). Estamos interessados em estudar a estrutura de L?(G) identificando-
a com uma algebra mais familiar. Com este propésito definiremos a transformada de Fourier
sobre G.
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No inicio do capitulo definimos a transformada de Fourier de uma fungao f € L?*(Z,)

como a funcdo f € L*(Z,) definida por f([m]) = n(f, xm). Esta definicdo induz o operador

T:L%Z,) — L%(Zy,)
f— f

o qual chamaremos de transformada de Fourier sobre o grupo abeliano Z.,,, que leva a
base {Xo, ..., Xn—1} de cardteres irredutiveis de Z, na base {ndj, ..., ndj,—1)} de maneira
6bvia: x; = nd;). Se tentarmos proceder de maneira idéntica para um grupo abeli-
ano (G, isto é, definir a transformada de Fourier sobre G como o operador que leva a
base de carateres irredutiveis de G, {x : G — C* : x ¢é homomorfismo}, na base
{IGlo, : g € G}, encontraremos uma dificuldade: no caso Z, tinhamos a correspodén-
cia natural [m] — x.,, enquanto que para G nao temos nenhuma correspondéncia a
priori. Dito de outra forma, existem muitas maneiras de levar a base (ndo ordenada)
{x : G — C* : x é homomorfismo} na base (ndo ordenada) {|G|d, : g € G}. Como

escolher uma? Comecaremos a contornar este problema com a seguinte definigao:

Definigao 3.3.1 (Grupo dual). Seja G um grupo abeliano finito. Indicamos por G o

conjunto dos cardteres irredutiveis de G e dizemos que Géo grupo dual de G.

Como o nome sugere, vamos provar que G é um grupo. Lembre-se que GG é base

ortonormal para Class (L*(G)) e, portanto, para L*(G) j4 que G ¢é abeliano.

Proposicao 3.3.1. Seja G um grupo abeliano finito. Entao G munido da operacao produto
ponto-a-ponto de fungées, ou seja, (x - 0)(g) = x(9)0(g) para x, 6 € G, é um grupo de
ordem |G|.

Demonstracio: Dados x e 6, é facil provar que x - 6 e Y, que é o inverso de Yy, sao
homomorfismos. Isto é suficiente para para que mostrar que G é um grupo, mas, para os
detalhes, o leitor pode consultar (STEINBERG, 2011) na pagina 55.

[]

2mwikm

Exemplo 3.3.1. Seja G = Z,,. Entio G = {0, ..., Xn_1} onde x([m]) = e =". E fdcil

verificar que a correspondéncia (k] — xx € um isomorfismo entre os grupos G e G.

A correspondéncia acima é bem natural porque ela é o isomorfismo entre os grupos
ciclicos Z, € 7o (é facil ver que Z,, é ciclico e gerado por X1) que leva [1] em Y1, os quais
sao os geradores mais simples de Z, e L, respectivamente. Apesar de nao termos uma
correspondéncia imediata entre G e G quando G é um grupo abeliano finito qualquer, uma
pergunta interessante ¢ se G e G sdo isomorfos. A resposta ¢ afirmitiva e a demonstracao
é relativamente simples: prova-se primeiro para grupos ciclicos e depois é s6 usar o fato

que todo grupo abeliano é produto direto de grupos ciclicos, entretanto nao faremos os
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detalhes aqui. Vamos agora definir a transformada de Fourier sobre GG. Veja que agora
podemos considerar o espago vetorial LQ(@) no contra-dominio da transformada em vez
de L?(G) e usar a correspondéncia natural entre as bases G e {d, : x € G}. Observamos

ainda que, apesar da notacio, nao consideraremos o produto convolugdo em L?(G).

Defini¢dao 3.3.2 (Transformada de Fourier). Seja f : G — C uma fung¢io compleza

definida sobre um grupo finito e abeliano G. Entdo a transformada de Fourier de f € a

fungio f: G — C definida por ]?(X) =|G(f,x) = X f(9)x(g). Os nimeros complezos
geG

|G|{f, x) sao chamados de coeficientes de Fourier de f.

A defini¢do acima induz uma aplicacio T : L2(G) — L*(G), que leva f € L*(G)
em f € LZ(@)7 chamada transformada de Fourier sobre o grupo abeliano GG. Veremos
que esta aplicacdo é um isomorfismo entre L?(G) e L*(G) como espagos vetoriais e,
posteriormente, que é um isomorfismo de algebras. Para isto, como ja dissemos, nao
consideraremos LQ(G’) uma algebra com o produto convolucao. Se lembrarmos do caso
continuo, onde m = f - g, suspeitaremos que o produto que devemos considerar em
LQ(C:’) é a multiplicagdo ponto-a-ponto de fungoes (a demonstragao de que, com este
produto, LQ(@) é uma algebra é simples, por isso serd omitida). Mostraremos que este é o

caso de fato.

Uma ultima observagao é que, como definimos no inicio do capitulo a transformada
de Fourier sobre Z, como um operador de L*(Z,), temos uma ambiguidade: dada f €
L2(Z,), na definicao anterior tinhamos f € L(Z,) e na defini¢io atual temos f € L*(Z,).
Isto ndo é um problema, pois denotando por f a transformada de Fourier de f na definicao
antiga e sendo « : Z,, — 7., o isomorfismo dado por a([k]) = x&, vemos que f: fo a e,
como isso, todas as propriedades que provarmos que f possui, passam para f e vice-versa.

—

Mostraremos, por exemplo, que f* g = f - g. A partir disto obtemos facilmente que

—_—

[*xg = [*xgoa
= (f-g)ooz
= (foa)-(Goa)

= 7.5

Para os proximos resultados desta secao, estaremos sempre supondo que G é um

grupo abeliano de ordem n.

1 .
Proposicao 3.3.2 (Férmula de inversio). Se f € L*(G), entdo f = € > FO0x-
x€G
~ f 1 I
Demonstracio: f = ZA<f, X)X = AféX)X = al ZAf(X)X- u
x€G x€G | | | |x€G
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Proposicao 3.3.3. A transformada de Fourier sobre o grupo abeliano G,

T:I*G) — L*G)
fo—f

Y

leva a base G = {x1, - xn} de L*(G) na base {ndy,,...,ndy,}, isto €, X; = ndy,.

Demonstragio: Dados x, 0 € G, X(0) = n(x,0). Portanto X = nd,,. O

Corolario 3.3.1. R
T:L*G) — L*G)

fo— 7

¢ um isomorfismo entre L*(G) e L*(G) como espagos vetoriais.

Demonstragio: Seja S : L*(G) — L*(G) o isomorfismo que leva a base {x1, ..., xn} na
base {ndy,, ...,ndy, }. Dado f € L*(G), temos Sf = S (Z (f, Xj>Xj> = i (f,x;j)ndy,, ou
j=1

J=1

o~

seja, (Sf)(x;) =n{f,x;) = f(xj) = (T'f)(x;) para todo j € {1,...n}. Portanto T'=S. O

A notagao G ¢ o termo grupo dual introduzidos na Defini¢ao 3.3.1 fazem referéncia a
um produto, que é a multiplicacdo ponto-a-ponto de fungoes. Entretanto quando pensamos
em G como base de L*(G), em particular como subconjunto de L*(G), é claro que o
produto que devemos considerar entre seus elementos é a convolucao. Isto pode causar
alguma confusdo, por isso e por outro motivo que veremos adiante, sempre que estivermos
considerando G como base de L*(G), o chamaremos de base de Fourier sobre o grupo

abeliano G.

Tendo em vista a discussao acima e os dois ultimos resultados, podemos dizer
que a transformada de Fourier é o isomorfismo de espacos vetoriais que leva a base de
Fourier, G = {X1, -, Xn}, & qual é estreitamente relacionada com a estrutura do grupo G
e que possui toda uma teoria subjacente (ver capitulo anterior) na base {nd,,,...,ndy, }
que, por sua vez, é, a menos de multiplicagdo pelo escalar n, a base mais simples possivel
de LQ(CAJ). Esta é uma das propriedades que distingue a transformada de Fourier de um
isomorfismo qualquer e, a0 mesmo tempo, é uma motivacao algébrica para defini-la: Ora,
qual isomorfismo entre L%(G) e L*(G) seria mais natural para estudar a estrutura de L2(G)
que o que leva a base de Fourier na base candnica {0y, ..., oy, }7 E verdade que a imagem
da base de Fourier pela transformada é {nd,,, ...,nd,, } e ndao {dy,,...,d,, }, mas o escalar
n é apenas um ajuste para que a transformada tenha sua propriedade mais importante

que ¢é ser um isomorfismo de algebras. Provaremos isto logo mais.

Proposicao 3.3.4. A transformada de Fourier sobre o grupo abeliano G leva a base

{6, : g€ GYdeL*G) nabase {6, : g€ G}, ondedy(x) = x(g), ou seja, b, = > x(9)dy-

xX€G
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Demonstragio: E 6bvio que {Sg : g € G} é um base. Agora, gg(x) = n(dy, x) =

> d,(2)x(x) = x(9)- O
zeG

Finalmente vamos demonstrar que a transformada de Fourier é um isomorfismo
entre as algebras L3(G) e L*(G) (esta com o produto ponto-a-ponto de funcdes). Daremos
duas demonstragoes. A primeira consta na nossa referéncia principal, (STEINBERG, 2011),
ja a segunda é uma simplificacdo nossa, mas que precisara do seguinte fato: Sejam V e
W algebras sobre C, T': V. — W uma aplicagdo linear e {ey, ..., e,} uma base de V. Se
T(e; - e;) =Te; - Te; para todos i e j, entdo T'(u-v) = Tu - Tv para todos u,v € V. De
fato, dados u,v € V, u = anaiei ev= f:lﬁjej,

i= j=

(S (o0)

=T (zn: Xn:&iﬁjei . e]-)

T(u-v) =

~

—

Teorema 3.3.1. Dados a,b € L*(G), tem-se axb =1a - b.

Demonstracao 1: Dado x € é, temos:

axb(x) = nlaxb,x)
= > axblz)x(z)

zeG

= > (Za(xy‘l)b(y)> x(z)
zeG \yeG

= > Y alzy " )bly)x(z)
zeG yeG

= 2_bly) Dalwy )x()

yelG zeG
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Fazendo xy~! = 2 (portanto x = zy) obtemos

Y alzy N x(w) = Y alz)x(zy) = Y alz)x(2)x(y).

zeG zeG zeG
Portanto:
axb(y) = Y b)Y alz)x(2)x(v)
yeG z€G
= > > al2)x(2)b(y)x(y)
yeGzeG
= (Za(z)x(z)) (Zb(ZJ)X(y))
zeG yeG
= a(x)b(x)
Logo axb=4a-b. O

Demonstracio 2: Dados g,h € G e x € G, temos m(x) = /g\h(X) = x(gh) =
X(@)x () = 0,(x)0n(x) = (Sg : gh) (x). Portanto m — 0, - 0. Pela observagao feita

—

antes deste teorema, a * b = @ * b para todos a, b € L*(G). H

Na proxima proposicao veremos se a transformada de Fourier respeita o produto

hermitiano, que é a estrutura de L?(G) que resta para analisarmos.

1 ~
Proposigao 3.3.5 (Férmula de Plancherel). Dados a,b € L*(G), tem-se {a,b) = ﬁ@, by,

~ 1
ou seja, se trocarmos o produto hermitiano de L*(G) por (-,-) = —(-,-), entdo a transfor-
n

mada de Fourier é uma isometria (ou transformacao linear unitdria).

Demonstracao 1: Vamos simplesmente desenvolver o lado direito da igualdade:

@) = o5 Ya0n)

XEG

= =% (Za(g)x(g)) (Zb(h)x(h))

xeG \9€@ heG

_ ;Z > > alg)b(h)x(h)x(g)

XEa ge€G heG

= LY Sal@hh) Y xhin(a)

geG heG \eG



Capitulo 3. ANALISE DE FOURIER EM GRUPOS FINITOS 43

Como G é abeliano, as segundas relages de ortogonalidade para carateres (teorema 2.6.6)
dizem que 3 x(h)x x(g)=0seh#g, e > x(9)x(g) = n. Assim:

XEG XEG
LD = S alghn
= i%a(g)b(g)
= (a,b)

]

Demonstracao 2: Verificaremos a férmula apenas para os elementos da base de Fourier.

Sejam v, 0 € G.

0sex #0,

A 1
(X, 0) = <7”L5X,n(59> =n 5X, dg) = Z 5 =
" 1sex=4¢.

xGG

Portanto l(f(,@ = (x,0). Podemos concluir que a férmula vale para a,b € L*(G),
escrevendor—bos na base de Fourier e usando as propriedades do produto hermitiano. Ou
podemos considerar o produto hermitiano (-,-)" e concluir que a transformada de Fourier
é unitaria porque ela leva uma base ortonormal (a base de Fourier) em um conjunto

ortonormal. O

Assim como fizemos nos dois ultimos resultados, apresentaremos mais de uma
demonstracao para as proximas proposicoes. Nosso objetivo é ilustrar a utilidade da
transformada de Fourier. Comegaremos investigando o comportamento da base de Fourier

com respeito a convolugao.

Proposicao 3.3.6. Sejam x,0 € G. Entdo X*0=0sex#0, ex*xyx=nx.

Demonstracao 1: Fazendo uma computacao direta, obtemos:

x*0(z) = D> x(zy")o(y)

yeG

= > x(2)0(=" 7)

= > x(»)0(z"Hb(x)
z€G

- (T ot
zeG

= n(x,0)0(x).

Se x # 0, obtemos x x0(x) =0V z € G. Logo, x * 0 = 0. J& x x x(z) = nx(x) = (nx)(x).
Portanto x * x = ny. [l
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Demonstragao 2: xx0 =TT (x*0)) =T HTx-T0) =T~ (nd, -ndy) = nT(nd, - ).
E imediato que 8y 09 = 0 caso x # 0, e que d, - 0, = d,. Assim y x60 = T1(0) = 0 se
X # 6, e x*xx =nT"(nd,) =nx. O

Se V' é uma algebra, entao existem operadores lineares muito especiais definidos
em V', que sao os operadores obtidos via multiplicagao por uma constante fixa. Em muitos
contextos tais operadores sao importantissimos. No nosso caso nao sera diferente. Estes
operadores serao tuteis na aplicacdo que faremos na teoria dos grafos, mas para isso

precisaremos da proxima proposicao.

Proposicao 3.3.7. Seja a € L*(G). Consideremos o operador convolugio por a, isto €, a
aplicagio A : L*(G) — L*(QG) definida por A(b) = a*b. Entio A é linear e x é autovetor
de A com autovalor a(x) para todo x € G. Consequentemente A ¢é diagonalizével e a base

de Fourier ¢ base ortonormal de autovetores.

Demonstracio 1: A linearidade de A é uma consequéncia imediata das propriedades basicas

da convolucao. Dado x € G, temos:

A(x) = axx

= Y (axx)(2)d,
zeG

= > (Z@(wy‘l)x(y)) 8z
zeG \yeG

= a(z)x(z7tz) | 6,
zg(zG (I >)

= > Y alz)x(z Hx(x)d,
zeG zeG

= > a(2)x(z) Y_x(x)d
zeG zelG

= n(a, X)X

= a(x)x

]

Demonstragio 2: A(x) =axx =T T(axx)) =T (Ta-Tx)=T""(a-nd,). Nota-se
imediatamente que @ - nd, = na(x)d,, assim A(x) = T~ *(na(x)dy) = a(x)T *(nd,) =
a(x)x. O

Demonstragio 3: Podemos usar proposicao 3.3.6. Dado que a = Y (a, )0, temos que

o~

0eG

Alx) =axx = <Z<a,9>9) xx = > (a,0)(0 % x) = (a, x)nx = a(x)x.

0eG 0cG
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]

Observacgao 3.3.1. O operador da proposicio acima é hermitiano se, e somente se,
a(g™) = alg) para todo g € G. Recorde que um operador é hermitiano se, e somente
se, ele admite uma base ortonormal de autovetores e seus autovalores sdo reais. Supondo

A hermitiano, temos a(x) € R para todo x € G. A formula de inversao diz que a =

1
— > a(x)x. Entao dado g € G
xe@

alg™) = - >alx)x(g™)

Suponhamos agora que a(g~') = a(g) para todo g € G. Uma vez que A possui base

ortonormal de autovetores, resta-nos provar que seus autovalores sao reais. Ora

ax) = Y alg)x(g)

Portanto a(x) € R para todo x € G.

3.4 Uma Aplicacao a Teoria dos Grafos

Um grafo I' é um par ordenado I' = (V, E) de conjuntos, onde V' é finito e nao-vazio
e FF é um conjunto formado por subconjuntos de dois elementos de V', ou seja, £ C
{{z,y} : z,y € Vex # y}. Os elementos de V' sao chamados vértices, enquanto que
os elementos de E sao ditos arestas. Um grafo cujo conjunto de vértices é unitario e o

conjunto de arestas é vazio é chamado grafo trivial.
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Figura 1: Grafo I' = (V, E) onde V = {1,2,3,4,5} e £ = {{1,2},{3,4},{4.5},{3,5}}.

Seja I' = (V, E) um grafo e sejam z,y € V. Se {x,y} € F dizemos que x e y sao
adjacentes ou vizinhos. O grau de um vértice x é o nimero de vértices vizinhos a ele, o

qual é indicado por d(z).

Costuma-se representar um grafo desenhando pontos (ou circulos) que correspondem
aos seus vértices, e segmentos entre os pontos que representam vértices adjacentes. Por
exemplo, se I' = (V, E) onde V ={1,2,3,4,5} e E = {{1,2},{3,4},{4.5},{3,5}}, entdo

tal grafo pode ser representado como na figura 1 acima.

Uma sequéncia finita xq, ..., x; de vértices de um grafo I' = (V, E) é dita uma
cadeia de 77 a x; quando {z;,z;11} € F para todo ¢ € {1,...,k — 1}, isto é, quando os
vértices consecutivos sao adjacentes. Caso os vértices que compdem uma cadeia de z; a xy
sejam dois a dois distintos, tal cadeia sera chamada de caminho de x; a x;. E finalmente,
o comprimento de uma cadeia x1, ...,z é o nimero (com repeticdo) de arestas que nela

ocorre. Dito de forma mais precisa, o comprimento da cadeia x1,..., 2, é k — 1.

Dizemos que um grafo I'" é conexo quando existe um caminho ligando qualquer
par de seus vértices, ou seja, dados z,y € V existe um caminho de x e y. Caso contrario,

dizemos que o grafo é desconexo. Note que o grafo da figura 1 é desconexo.

Definig¢ao 3.4.1 (Matriz de adjacéncia). Seja I' um grafo no qual estd fixada uma orde-
nagao para o conjunto de vértices. Digamos V = {vq,...,v,}. Entdo a matriz de adjacéncia
A = (ai;) € definida por

1 se {v;,v;} € E,

0 caso contrdrio.

Note que esta matriz depende da ordenagao escolhida para o conjunto de vértices.

Sejam I' = (V| E) e A como na definigdo acima. Teceremos alguns comentérios

sobre as propriedades de A. Primeiramente, o grau de um vértice v; é a soma da i-ésima
n n

linha ou da i-ésima coluna de A, isto é, d(v;) = X a; = > a;;. Uma outra observagao
k=1 =1

simples é que a matriz de adjacéncia ¢ hermitiana, consequentemente ¢é diagonalizavel e

seus autovalores sdo reais (aqui usamos o teorema espectral para matrizes). Definimos o



Capitulo 3. ANALISE DE FOURIER EM GRUPOS FINITOS 47

espectro do grafo I' como o conjunto dos autovalores de A levando em conta suas respectivas
multiplicidades algébricas. Esta definicao nao depende da ordenacao escolhida para o
conjunto de vértices. De fato, escolher outra ordenagao para V = {v,...,v,} corresponde
a aplicar uma permutacao nos indices, a qual se escreve como produto de transposicoes,
ou seja, podemos inverter a posi¢cao de dois vértices de cada vez, uma quantidade finita
de vezes para obter a nova ordenagao. Nao ¢ dificil convencer-se que se invertermos as
posicoes dos vértices v; e v;, a matriz de adjacéncia correspondente ¢ obtida invertendo
as posicoes das linhas i — ésima e 7 — ésima de A e, em seguida, as posi¢oes das colunas
1-ésima e j-ésima. Em termos de produtos de matrizes, isto ¢ o mesmo que multiplicar a
direita e a esquerda da matriz A pela matriz T, isto é, T AT onde T é obtida invertendo
as posicoes da 1 — ésima e j — ésima linhas da matriz identidade. Portanto, a matriz de
adjacéncia relativa a nova ordenacao é dada por Ty....TYATy..... Ty e, como T;T; = I, ela
é semelhante a A. Da algebra linear, sabemos que os polindmios caracteristicos sao iguais,

logo os autovalores e as respectivas multiplicidades também coincidem.

Pode-se obter muitas informagoes sobre um grafo a partir de seus autovalores,
inclusive existe uma area de teoria dos grafos, a teoria espectral dos grafos, que dedica-se
a este tipo de estudo. Para se ter uma ideia, recordemos que as poténcias de uma matriz
diagonalizavel sao facilmente calculadas com auxilio de seus autovalores. Na proxima
proposi¢ao veremos que as poténcias da matriz de adjacéncia fornecem uma informagao
interessante a cerca do grafo, portanto temos, pelo menos, uma aplicacao indireta de seus

autovalores.

Proposicao 3.4.1. Seja I' = (V, E) com V = {vy,...,v,} um grafo e seja A a respectiva
matriz de adjacéncia. Entao o nimero de cadeias de v; a v; com comprimento | € dado

pela entrada ij da matriz A.

Demonstracao: Faremos indugao em [. Suponhamos [ = 1. O ntimero de cadeias de v; a
v; com comprimento 1 ¢ 1 caso v; e v; sejam adjacentes, e 0 caso contrario. Isto é por

definicao a entrada de 5 da matriz de adjacéncia.

Suponhamos agora que o resultado ¢é valido para [ > 1 e provemos que também
vale para [ + 1. Notemos que toda cadeia de comprimento [ + 1 ligando v; a v; é da forma
V4, ..., U, vj onde v;, ..., v ¢ uma cadeia de comprimento [ ligando v; a algum vértice vy,

adjacente a v;. Assim o nimero de tais cadeias é dado por

n

> (A = D (A aAr; = (A

ke{l,..,n} : {vg,v;}€E k=1

]

A aplicagao da transformada de Fourier sobre grupos abelianos que faremos nesta
se¢ao, diz respeito ao calculo dos autovalores de um tipo especial de grafo, o qual definiremos

a seguir:
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Definig¢ao 3.4.2 (Grafo de Cayley). Sejam G um grupo finito e X um subconjunto de G.

X € dito stmétrico se

1. 10¢X,'

2. xeX=>z"1eX.

Se X € um subconjunto simétrico de G, entdo o grafo de Cayley de G com respeito ao
subconjunto simétrico X € o grafo cujo conjunto de vértices é G e o conjunto E de arestas
¢ definido por: {g,h} € E se gh™' (ou hg™') pertence a X.

Seja I' o grafo de Cayley de um grupo finito G com respeito a um subconjunto
simétrico X. Fazer o desenho de I' é muito simples, pois fixado g € G, {h,g} € E
se, e somente se, hg~! € X se, e somente se, existe x € X tal que hg™! = z se, e
somente se, h = xg. Portanto, o conjunto de vértices de I" adjacentes a g é {xg/x € X}.
Consequentemente os graus de todos os vértices do grafo de Cayley I' sdo todos iguais ao

nimero de elementos do subconjunto simétrico X, isto é, d(g) =| X | para todo g € G.

Proposicao 3.4.2. Um grafo de Cayley de um grupo finito G com respeito a um subcon-

junto simétrico X € conexo se, e somente se, o conjunto X gera G.

Demonstragdo. Indiquemos por I" tal grafo, suponhamos que X gera G e sejam g, h € G.
Como X, além de gerador, é simétrico, existem z1, ...z € X tais que gh™! = 2,2p_1...71,

isto é, g = xxp_1...x1h. Pondo

zZ1 = !L’lh
Z9 = T9R1 = l’gl‘lh
2k = TpZg_1 = TpTp_1...x1h =g

h,z, 2o, ..., 2k_1, g é claramente uma cadeia de h a g, da qual podemos extrair um caminho

de h a g. Portanto I' é conexo. Reciprocamente, suponhamos I' conexo e seja g € G.

1 1

Pela conexidade de I', existe um caminho ¢, 21, ..., 2, 1¢ ligando os vértices g7 e 14.

Consequentemente existem x1, ..., x5+ € X tais que

-1

21 = 19
_ _ -1
2y = T221 = X219
-1
Rk = TkRk—1 = TkTk—1---T2X19
1. — _ -1
G = Tgy12k = Zk41---719

Portanto g = 441, ..., x1, 0 que mostra que X gera G. O
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Figura 2: Grafo do exemplo 3.4.1.

Exemplo 3.4.1. Sejam G = Z4 e X = {£[2]} = {[2]} wm subconjunto simétrico. Entdo

s

a matriz de adjacéncia correspondente (seqgundo a ordenagao Z.4 = {[0],[1],[2], [3]}) €

0010
0001
1000
0100

O desenho deste grafo pode ser visto acima, na figura 2. Perceba que, como esperado, jd

que X = {[2|} ndo gera Z4, o grafo é desconezxo.

Exemplo 3.4.2. Sejam G = Zs ¢ X = {£[2], £[3]} = {[2],[3],[4]} um subconjunto
simétrico. Entdo o grafo de Cayley correspondente pode ser visto na Figura 3. A matriz de

adjecéncia sequndo a ordenagdo natural é

SO = = = O O
_— == O O O
—_ = O O O =
—_ 0 O O =
S O O = =
O O = = o= O

Por fim, daremos um exemplo em que o grupo finito G nao é abeliano.

Exemplo 3.4.3. Sejam G = S3 = {1,a,a? b,ab,a*b} ondea= (123) eb=(12), e X =
{a,a® b} um subconjunto simétrico. Entdo o desenho do grafo de Cayley correspondente

consta na figura 4. Jd a matriz de adjecéncia sequndo a ordenagao proposta é
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Figura 3: Grafo do exemplo 3.4.2.

. 1 'C]r

o ot ]w

Figura 4: Grafo do exemplo 3.4.3.

O O = == O
_ O O = O =
S = O O =
_ = O O O =
_ O = = O O
O = = O = O

Definigao 3.4.3 (Grafo circulante). Um grafo de Cayley de Z., € dito grafo circuntante

sobre n vértices.

A razao do nome da acima é que a matriz de adjacéncia de um tal grafo é de um

tipo especial, que definiremos a seguir.

Definicao 3.4.4 (Matriz circulante). Uma matriz circulante de ordem n é uma matriz
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n x n da forma

i o L1t Tp-2 Tp-1 ]
Tp—-1 Lo *°° Tp-3 Tn-2
A —
i) xr3 - o T
| L1 T2 - Tp-1 X0 |
Ou seja, as entradas de primeira linha sdo xg, 1, ..., Tn_2, Tn_1, fitados arbitrariamente,

e as demais linhas sdo obtidas recursivamente por Ay = Au_1), caso v > 1, e Ay =

.A(l',l)(jfl) caso Z,j > 1.

Proposicao 3.4.3. Uma matriz A € circulante de ordem n se, e somente se, existe uma
tnica fungao f € L*(Zy) tal que Ay = f([j] — [i]). Consequentemente, temos uma bije¢io

entre o conjunto das matrizes circulantes de ordem n e o conjunto L*(Z,).

Demonstragcio: Seja A uma matriz circulante denotada como na definicdo anterior e
seja f € L*(Z,) definida por f([k]) = xp para todo k € {0,....,n — 1}. Claramente
Aij = f([j] — [1]) para todo j € {1, ...,n}. Suponhamos que A;; = f([j] — []) para i fixo e

para j variando de 1 a n, e provemos que o mesmo ocorre para ¢ + 1.

De fato, A1y = A = f([n] = [i]) = f([1] = [{ + 1]). E para j > 1, Aqy1);, =
Aig-ny =[5 =1 =[i) = F(l5] = [+ 1]).

Reciprocamente, seja A uma matriz definida por A;; = f([j] —[¢]) onde f € L*(Zy,).
A primeira linha de A é dada por f([0]), ..., f([n—1]). Seja i > 1. Entdo Ay = f([1]—[i]) =

f(n] =i =1]) =Agyn- Ese j > 1, Ay = f([J] = [i)) = f(j =1 = [ = 1]) = Aa-1yg-1)-
Portanto A é circulante de ordem n. O

Proposicao 3.4.4. A matriz de adjacéncia de um grafo de Cayley de Z.,, sequndo a
ordenagdo natural, Z., = {[0], ..., [n — 1]}, é a matriz circulante induzida pela fungdio dx,

onde X € o respectivo subconjunto simétrico.

Demonstracio: Sejam A a matriz de adjacéncia e B a matriz circulante correspondente a
funcdo dx. Temos que A;; =1 {[i—-1],[j -1} e E<|i—-1]-[—-1 e X & [j]—i] €
X < 0x([7] = [i]) = 1 & B;; = 1. Analogamente prova-se que A;; = 0 < B;; = 0. Como

tanto A quanto B sdo matrizes cujas entradas sao 0 ou 1, segue que A = B. O

Antes de calcularmos os autovalores do grafo de Cayley de um grupo abeliano,
usaremos andalise de Fourier sobre grupos abelianos para estudar algumas propriedades
das matrizes circulantes. Comecaremos provando que tais matrizes sado diagonalizaveis e

calculando seus autovalores.

Proposigao 3.4.5. Sejam A uma matriz circulante de ordem n e g € L*(Z,) a funcdo

~

correspondente a A, isto é, A;; = g([j] — [i]). Entdo A € diagonalizdvel e \; = f(x;) para
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i=0,..,n—1 sao seus autovalores, onde {xo, ..., Xn—1} € a base de cardteres irredutiveis
de Z., e f € L*(Zy,) € dada por f([k]) = g([—k]) para todo k.

Demonstracao: Seja
F:L*Z,) — L*(Z,)
a — fxa

~

Da Proposigao 3.3.7 sabemos que F' é diagonalizével e que seus autovalores sdo f(xo), ---
f(xn_l). Seja B a matriz de I’ com respeito a base {dy, ..., Opp—1)}. Afirmamos que A = B,
o que completa a demonstracao. De fato, B;; = F(dy;)([¢]) = f * dy1([¢]) = f([7] = [7]) =
g9([i] = 1) = Aij.

Proposicao 3.4.6. O conjunto das matrizes circulantes de ordem n é uma subdlgebra

)

O

de M, (C). Consequentemente, soma, produto e multiplicagio por escalar de matrizes

circulantes resultam em matrizes circulantes.

Demonstracao: Pela Proposicao 3.4.3 a aplicagao
F:1*Z,) — M,(C)
fo— F(f)

onde F'(f)i; = f([7] — [i]), é injetiva e sua imagem é exatamente o conjunto das matrizes
circulantes de ordem n. Assim, basta provarmos que F' é um homomorfismo de algebras,
isto é, que respeita soma, produto e multiplicacdo por escalar. Sejam a,b € L*(Z,) e
A€ €. Fla+b)y = (a+b)([j] = [i)) = allj] = i) + b(lj] — [i]) = F(a)s; + F(5);;. Portanto
F(a+4+0b) = F(a)+ F(b).

F(Aa)y; = (Aa)([j] = [1) = Aa([j] = [1]) = AF(a)i;. Logo F(Aa) = AF(a). E

finalmente

Flaxb); = ax*b([j]—[i])

— ;a(b] — [t} = [KDb([K])
_ ia([]] )

Por outro lado,

Portanto, F'(a *b) = F(a)F(b). O
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Proposicao 3.4.7. Sejam G um grupo finito e X um subconjunto simétrico. Entdo a

matriz do operador convolucao

F:L*G) — L*G)
a — Ox*a

na base {0y, , ..., 84, } coincide com a matriz de adjacéncia do grafo de Cayley de G segundo

a ordenac¢io G ={g1, ..., gn}-

Demonstracao: A entrada ij da matriz de F' na base indicada é dada por

F(59j>(gi) = Ox* 59]' <92)
= 5X(9i9j_1)
1 se gigj_l e X

0 caso contrario.
Donde segue o resultado. O]

Teorema 3.4.1. Sejam G = {g1,...,gn} um grupo abeliano e X C G um subconjunto
simétrico. Sejam X1, ..., Xn 08 cardcteres irredutiveis de G e seja A a matriz de adjacéncia
do grafo de Cayley de G com respeito a X (usando esta ordenagio para os elementos de
G). Entao:

1. Os autovalores de A sdao os numeros reais
Ai = in(‘r)7
reX

onde 1 <i<n.

2. A base ortonormal de autovetores correspondente a A é {vq,...,v,} onde

1
v; = ﬁ(xi(gl), s Xi(gn))-

Demonstracao: Pela proposicao anterior os autovalores de A sao os autovalores do operador
F : L*(G) — L3*(G) definido por F(a) = dx * a para todo a € L*(G). E usando a
Proposicao 3.3.7 temos que estes autovalores sao SX(Xl), I (Xn), isto é,

Ai = 0x(xi) = n0x, xi) = . 0x(9)xi(9) = O xil@).

geG zeX

, entdo x(z) = x(z7') = x(z). Caso z # x7!, temos x(z) + x(z~1) =

x(x71) + x(x). Portanto \; = 3 xs(x).
reX

Se r = 7!




Capitulo 3. ANALISE DE FOURIER EM GRUPOS FINITOS 54

Ainda usando a Proposigao 3.3.7, temos que {x1, ..., Xn} ¢ a base ortonormal de

autovetores de F, assim, se B = {d,,, ..., 0y, }, entao
Xi(g1)
[F'xils = [ixils = Ailxils = Ni :
Por outro lado,
xi(g1)
[Fxils = [Flslxils =A |

Portanto {(x;(g1), ..., xi(gn)) : i =1,...,n} é base de autovetores de A. E facil ver que
tal base é ortogonal e que cada vetor tem norma n segundo o produto interno usual de C™.

Isto conclui a demostracao. O]

3.5 Analise de Fourier sobre Grupos nao (necessariamente)

Abelianos

Vamos definir e estudar a transformada de Fourier sobre um grupo finito arbitrario.
Gostarfamos que ela fosse um isomorfismo entre a dlgebra L?(G) e uma &lgebra mais familiar
e que generalizasse de algum modo a transformada para grupos abelianos. Se tentarmos
proceder de forma idéntica ao caso abeliano, isto é, se indicarmos por G o conjunto formado
pelos cardteres irredutiveis de G e tentarmos definir T : L2(G) — L2(G) teremos varios
problemas. Primeiro, ndo provamos que G éum grupo quando G nao ¢é abeliano. Em segundo
lugar, se G nao for abeliano, teremos dim L*(G) = |G| = dim Z(L*(G)) < dim L*(G) e
assim fica impossivel obter um isomorfismo entre L2(G) e L*(G). E por fim, a &lgebra
L?*(G) nao é necessariamente comutativa, portanto se queremos obter um isomorfismo de
algebras, precisamos de um algebra nao necessariamente comutativa no contra-dominio.

Comecaremos, entao, reformulando o caso abeliano.

Sejam G um grupo abeliano finito de ordem n e G = {x1, ..., xn} 0 conjunto dos
carateres irredutiveis de G. O isomorfismo S : L*(G) — C" que leva a base {dy,, ..., oy, }
na base candnica {e1, ..., e, } de C", ou seja, Sf = {f(x1), ... f(xn)}, é um isomorfismo de
dlgebras quando consideramos C" uma algebra de maneira 6bvia: (ay, ..., a,) - (b1, ..., b,) =
(aqby, ..., apnb,). Compondo este isomorfismo de dlgebras com a transformada de Fourier
sobre o grupo abeliano G, obtemos o isomorfismo de dlgebras T : L*(G) — C" definido
por Tf = (n{f,x1),.--,n{f, xn))- Esta serd nossa segunda versao para a transformada no
caso abeliano. Notemos que esta versao leva a base de Fourier G = {x1, -, Xn} na base
{ney,...,ne,} de C" e portanto leva uma fungao f no vetor (n{f, x1),...,n{f, xn)) cujas

entradas sao os coeficientes de Fourier de f. Para deduzir o caso geral, precisamos de
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uma base de L?*(G) correspondente a base de Fourier no caso abeliano, isto é, que esteja
relacionada com a estrutura do grupo G, e também sera necessario uma versao para os

coeficientes de Fourier de uma funcao f.

Seja G um grupo finito de ordem n. Como de costume no capitulo anterior, seja
oM o) um sistema completo de representantes matriciais e unitérios das classes de
equivaléncia das representacoes irredutiveis de G e seja dj, = deg p*) com k € {1,...,s}
seus respectivos graus. Como sabemos, {\/_kgoij 1<k <s,1<i,j<d} ébase
ortonormal para L?(G), assim, dado f € L?(G), temos

s dy,
F=3 3 Jdeo®) Japl = 3 Z<f, BN,

k=1 i,j=1 k_ i,j=1

E razodvel considerarmos {gog?) 1 <k<s, 1<1i,j <dg} abase de Fourier quando G é
arbitrario, e n(f, ng?) com1l<k<sel<i,j<d, os coeficientes de Fourier de uma
funcao f. Dada uma fungdo f € L?(G) e um k € {1, ..., s} fixado, podemos organizar os
coeficientes de Fourier de f, n(f, gof-?) com ¢ e j variando entre 1 e dj, como uma matriz
dj X di. Veja que é natural pensar em matrizes, pois estamos a procura de uma algebra
nao comutativa mais familiar possivel. Portanto, vamos indicar por f (™) a k-ésima
matriz associada a funcio f € L2(G), ou seja, f(¢®) é a matriz dy, X dj cuja entrada ij é

o coeficiente de Fourier n(f, gpﬁ?) Temos entao que

Fle®); = n(f, 90(’»“)>
= Y el

geG

= {Zﬂgwl
geG ij
Portanto f(gp(k)) - g%:Gf(g)(pék)‘

Nosso préoximo passo € investigar a relacao entre matrizes associadas e a convolucao.

Sejam a,b € L*(G) e k € {1,...,s}. Vamos estudar a k-ésima matriz associada a a x b.

a/>|<\b(<p(k)) = Za*b(x)cp(k)

= Z(Za(fﬂy‘l)b(y)) o
= 20 (Sotar o).

Fazendo a mudanca de varidvel zy~! = z (. z = zy), obtemos

axb(e®) = S b(y (Z gogy)>

yeG zeG
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= 3 Shyalz)e®

yeG zeG
_ }: E: ( (k)
= Oz Oy
yeG z€G

oo

= a(p™)b(e'

Isto nos motiva a definir a transformada como a aplicagdo T : L*(G) — My, (C) x -+ - X
M, (C), onde My, (C) x -+ x My, (C) é o produto direto (ou soma direta externa) das
algebras de matrizes My, (C), ..., My, (C), que leva f na s-upla de matrizes associadas
(f(gp(l)), s f(gp(s)). Pois com esta definigao, dado que T'(a xb) = Ta - Tb < a/;b(go(k)) =
a(p™) -B(gp(k)) para todo k € {1, ..., s}, os produtos sao respeitados. A dlgebra do contra-
dominio é simples (familiar). Agora que terminamos nossa tentativa de motivagao, passemos

a uma exposicao mais sistematica.

Observacao 3.5.1. Em todo o restante desta se¢do, estaremos supondo que G € um grupo
finito de ordem n, M, ..., ) ¢ um sistema de representantes matriciais e unitdrios das
classes de equivaléncia de representagoes irredutiveis de G, d; = deg o'V com i € {1,...,s}

540 Seus respectivos graus e Xi, ..., Xs SAG0 seus respectivos cardteres.

Definigao 3.5.1 (Base e coeficientes de Fourier). Seja f € L*(G). A base {gpgf) 1<
k<s, 1<i,j<d} é dita base de Fourier, e os coeficientes n(f, cpz(f)> com k € {1,...,s}

e, para cada k fizado, i,j € {1,...,d} sao chamados coeficientes de Fourier de f.

Definigdo 3.5.2 (Transformada de Fourier). Definimos a aplicagio T : L*(G) —>
My, (€) % - x M, (C) por Tf = (F(e™), .. F(¢™)), onde F(o®)y; = n{f, 7)) =
Z f( )<p2j (g9). Dizemos que T'f é a transformada de Fourier de f e que T € a transformada

de Fourier sobre o grupo finito G.
Observacio 3.5.2. Como vimos na parte introdutéria desta secio, f(e™) = 3 f(g)@

geG

Observagao 3.5.3. Se G ¢ abeliano, a reformulacao da transformada da segao 3 €

T:I*(G) — C"=Cx---xC
f — (n<f7X1>77n<f7Xn>>

Podemos pensar C* = C x --- x C como o produto direto de n copias da dlgebra das
matrizes 1 x 1 com entradas em C. Uma vez que, para um grupo abeliano G, s = n
e {gog?) c 1<k <s, 1 <4,j <di}={x1-Xn}, vemos que a definicio atual de
transformada € compativel com a nossa sequnda versao para a Transformada de Fourier

sobre um grupo abeliano.
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Proposicao 3.5.1 (Férmula da inversao). Se f é uma fung¢do complexa definida sobre o
grupo G, entao

Z def (k 7,]902]

klzgl

Demonstragao: Como vimos no inicio da segao, f = Z dy, Z (f, i ))gom) Portanto
k=1 17 ]—

s dy,

f = *Z den.f (pz] 902]

klz]l
13, &

= *Z de’f 23907,] :

klzjl

]

Proposigao 3.5.2. A transformada de Fourier T : L*(G) — My, (C) x -+ x My (C) é

um isomorfismo de espagos vetoriais.

Demonstragio: Notemos que T(c1fi + cafe) = a1Tfi + T fy, < C1ﬁ2f2(30(k)) =
1 f1(®) + o fo(p®) para todo k € {1,...,s}. Fixando k € {1, ..., s}, temos

afi teh@e®) = Y(efi+cf)(9)el)
geG
= > afilg) +02f2( )7)
geG
= ClZfl +022f2
geG geG

= Clﬁ(@ék))+02f2(90§k))-

Portanto, T' é linear. Para provar que T é invertivel, observemos que a férmula da

inversao fornece uma inversa é esquerda: S : My, (C) x -+ x My (C) — L*(G) que leva

A= AWM _ ALY em Z Z dk(A(k )wgo”) Logo T é injetiva. E como dim L*(G) =
Nk=1 i,j=1

|G| =di + -+ d?> =dim My (C) + -+ dim My, (C) = dim (My,(C) x --- x My (C)),

segue que T' é isomorfismo. m

Proposicao 3.5.3. A Transformada de Fourier sobre o grupo finito G leva a base
{6, : g€ G} de LX(G) na base {Td, : g€ G} onde Td, = (o} ), ...,goés))

Demonstracio: Sg(go(k)) =3 5g(x)@ = @' .

zeG
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No préximo resultado, provaremos que T'(a * b) = T'a - T'b, que é o que falta para
concluirmos que a transformada é um isomorfismo de algebras. Na verdade, ja provamos
isto no inicio da secao quando tentamos motivar as defini¢oes, mas devido a sua importancia

e por termos uma demonstracdo mais simples, vale a pena que tal resultado seja refeito.

Teorema 3.5.1 (Wederburn). A Transformada de Fourier T : L*(G) — My, (C) X - -+ x

Mg, (C) é um isomorfismo de dlgebras.

Demonstragio: Para provarmos que T respeita os produtos, é suficiente, como vimos no
comentario acima do Teorema 3.3.1, que verifiquemos que T'(0,*dy,) = Td,- Ty, para g, h €

G arbitrarios, que, por sua vez, é equivalente a provar que m(tp(’“)) = 4(p™)) - gh(go(’“))
para todo k € {1, ..., s}. Ora

~

< o N k k k =
5y + (™) = Gy (™) = o) = PPl = 5,08, (™).
]

Proposigao 3.5.4. A Transformada de Fourier T : L*(G) — My (C) x -+ x My (C)
leva a base de Fourier {gog?) 1<k <s, 1<i,j<dy} na base {Tapgf) 1 <k<
s, 1 <i,j <di}, onde T(pgf) = (0, ...,O,d—’;Eij,O,...), isto €, go(k)(np(m)) =0sem#k, e

ij

gol(-f)(go(k)) = CZCEU Onde E;; é a ij-ésima matriz de base canonica de My, (C).

Demonstragao: gogf)(go(m))aﬂ = n(gpﬁ?,gp&m) ). Usando as relagoes de ortogonalidade de
Schur (teorema 2.5.1), concluimos: se m # k, entao gogf)(gp(m))ag = 0 quaisquer que

sejam os indices a e 5. Se a # i ou § # j, entdo wgf)(go(k))ag = 0. E finalmente,

k n
Sﬁz(j)(@(k))ij = a O
k

Seja (-, )1 o produto hermitiano usual de My, (C), isto é, dados A® B*) € M, (C),

dy

<A(k)7 3(k)>k = Traco A(k)(B(k))* _ Z (A(k))ij(B(k))ij-
i,j=1

Obtemos naturalmente um produto hermitiano em My, (C) x --- x My, (C) pondo, para
A= (AD A9 e B = (BO), _BE),

(A, B) = Z(A(k), BENY, = > Trago AB(BE))*,

k=1 k=1

Na proxima proposicao, veremos que a transformada de Fourier é uma isometria
quando consideramos no seu contra-dominio o produto hermitiano acima com alguns
pequenos ajustes. Como foi na versao deste resultado para grupos abelianos, daremos duas

demonstragoes; a segunda serd bem mais curta que a primeira, pois usara a proposicao
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anterior, na qual vimos que a imagem da base de Fourier tem um aspecto bastante simples.
Antes de comecarmos, recorde que se E;; e Ey sao elementos da base canonica de uma
algebra de matrizes, entao E;; - By = 0se j #k, e ;- By = Ey.

Proposigao 3.5.5 (Férmula de Plancherel). Dados a,b € L*(G), vale a férmula:
(a,b) Qde Trago [6(90(’“))3(90(7“))*} :

Ou seja, considerando o produto hermitiano
(A, B) de Trago AP (BHM)*,

onde A = (AD, ..., A®) ¢ B = (BW, ..., B, a transformada de Fourier é uma transfor-

magdo unitdria.
Demonstracao 1: Vamos desenvolver o lado direito da igualdade
1 . ~ .
D = ﬁ;dkTrago [a(gp(k))b(go(k)) }

S
=

1 N
- ﬁzdk Z a(‘P(k))ijb(SO(k))ij

k=1 i,j=1
- 2@2(2 %J)(Zb%])
= i,j=1 \geG heG
= dez ZG el (e (9)
— 2; dk ;G Z_: S% ))

= 3 Y alghh) (Traco ¢f(6)").

k=1 g,heG

Como Traco 9 (p)* = Trago p{Pe®, = Traco ¢, = xi(hg™), e como d = xi(1a),

obtemos

D = nQZZ xe(Le)xk(hg™")

k=1g,heG
- n2 Z Z (1a)xx(hg™ )

g,heG k=1

Como a classe de conjuncao de 1g é {15}, usando as segundas relagoes de ortogonalidade

para carateres (teorema 2.6.6) obtemos que

s 0se hg™t ¢ {1} (& h # g),
Y xk(le)xu(hg™) =1 |G|

[{1a}]

=nseh=yg.



Capitulo 3. ANALISE DE FOURIER EM GRUPOS FINITOS 60

Portanto

DanZ

geG

~ Yl

geG

= (a,b).
[l

Demonstracio 2: E suficiente provar que T leva uma base ortonormal em um conjunto
ortonormal, e a base adequada para a nossa investigacao ¢ a base de Fourier normalizada,
pois, como vimos na proposicao anterior, T(pz(;n) =(0,...,0, 7~ va 0,...,), com iEij na
m-esima entrada, e Tgog)ﬁ = (O, ,0, 7 Eap,0,...,), com 7 Eys na l-esima entrada. Segue

imediatamente que (T/d gpw ,T\/Elgo(l)> Vd \/_(Tgozj , T (l)> = 0 caso m seja
diferente de .

Suponhamos m = [. Entao

T\/><,0w ,T\/><,0 = dn <T90§J)7T<P( )

n n *
= dmﬁmerago %Eij <dea5>

= Trago E;jE3s,.

Se j # B, temos E;;Eg, = 0 e portanto Trago E;;Fg, = 0. Se j = 3 e i # «, temos
Trago E;;Eg, = Traco Ej, = 0. Finalmente, se j = 5 e i = «, temos Traco E;; Eg, =
Traco E;; = 1. Portanto a base {T\/dkcpl(-f) i <k<s, 1<ij <d} é ortonormal,

como queriamos demonstrar. O

No préximo resultado, calcularemos a imagem da base {x1, ..., xs} de Z(L*(G))
formada pelos carateres irredutiveis de G. Como consequéncia, uma vez que restringindo
a transformada obtemos um isomorfismo de algebras entre os centros, deduziremos que
Z(Mg(C) x --- x Mg (C)) = {(MI,..;AsI) : X\ € C} onde I representa a matriz
identidade de sua respectiva algebra de matrizes. Uma outra forma de obter este resultado
¢ usando o fato que Z(My, (C)) = {\ : X € C}, o qual for provado na proposicao 3.2.3,

e lembrando que o centro de um produto direto é o produto direto dos centros.

Proposigao 3.5.6. A Transformada de Fourier T : L*(G) — My, (C) x -+ x My, (C)
leva a base {x1, ..., xs} de Z(L*(@)) na base {Tx1,...,Txs} de Z(Mg (C) x --- X Md (©)),
onde T'xy = (0, ...,0, 1,0, ..,0), ou seja, Xp(0™) =0 sem #k, e Xp(® )
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d /\

Demonsimeio: xi = S5t = T = ST = 5ue) = 36 (60) para. todo
i=1

m € {1,...,s}. Assim (™) = 0 se m 7£ k e

[
Corolério 3.5.1. Se [ € Z(L*(G)), entdo Tf = (F(fix)L, ..., (. xs)1), isto ¢,
Fle®)) = 2 fxi)] para todo k € {1, ..., s}.

Demonstracao: f = i (fixivxi=Tf = f:(f, Xi)Txi- Segue que
i=1 i=1

f(cp(k)) = Z: I Xz Xz ))
(f.x >

Corolario 3.5.2. %Xl +--- 4 %Xs ¢ a identidade de L*(G).

Demonstracio: T (d—nlxl +- 4 %Xs> = (1,...,1), que é a identidade de My, (C) x --- X
M, (C). O

Os dois proximos resultados sdo versoes da proposicao 3.3.6 para o contexto desta
secao, no qual o grupo finito G nao é necessariamente abeliano. Ou seja, investigaremos
o comportamento dos elementos da base {x1, ..., xs} de Z(L*(G)) e da base de Fourier
{gpl(-?) 1<k <s,1<1i,57 <dg}, comrespeito a convolugdo. No caso abeliano demos duas
demonstracoes e em uma delas foi possivel evitar o uso da transformada de Fourier sobre
o grupo abeliano GG. Nao conseguimos repetir este feito aqui, o que deixa a transformada

ainda mais imprescindivel.

Proposigao 3.5.7. Seja {x1, ..., xs} a base de Z(L*(Q)) formada pelos cardteres irreduti-

veis de G. Entao xpxx1 =0 sek #1, e xp*x X = dﬁXk-
k
Demonstracao:
xexxi = T7H(T(x*x)
= T7(Txx-Tx)
= T74(0,...,0, 1,0, ...,0) - (0,...,0, = 1,0, ..., 0))
dk dl
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Portanto se k # 1, xx * x; = T1(0) = 0, e

Xk * Xk = T‘l((O,...,O,d—%I,O,...,O))
n n
= —T7Y%0,...,0,—1,0,....0
dk- (( ) ’ 7dk » ) ))
- n

]

Proposicao 3.5.8. Seja {gozf) : 1< k<s, 1<4,5<d} abase de Fourier de L*(G).

Entao @EJ)*QOQB—Osek#l ou j # «, egogj)*cpy;) dkgogg)

Demonstragao: go” * gpg)ﬁ = 71 (Tg0( ) Tgp ) Como gp( )(ap(m)) =0sem # k, e

i i iJ
go((l%(@(m)) = 0 se m # [, temos, caso k seja diferente de [, que gol(j) * @?B =T7-40) = 0.
Suponhamos agora k =1 e j # a.

2

_ n
o) 5 ) = T7Y((0, ..., 0, d—%Eianﬂ, 0,...,0)).

Como E;;E.p = 0 neste caso, temos gog?) * gpgg = 0. Finalmente,

2
k _ n
e ey = T7(0,,0, 5 By Ejs,0,...,0))

d2
k
n n
= T 'Y= —Ei3,0, ...
(dk(o, 707 d]g ,3707 70))
dp "

]

A proéxima proposicao é a versao da proposicao 3.3.7 para grupos finitos arbitrarios,
a qual serd usada em uma generalizacao de aplicacdo que fizemos na se¢do anterior
aos grafos de Cayley. Assim como foi nos resultados acima, ndo conseguimos adaptar a
demonstracao que evita o uso da transformada de Fourier, mas as outras duas adequam-se

sem maiores problemas.

Proposigao 3.5.9. Seja a € Z(L*(G)). Considere-se o operador convolugio por a, isto
¢, a aplicacio A : L*(G) — L*(Q) definida por A(b) = a x b. Entdo A € linear e
gog?) é autovetor de A com autovalor i(a, Xk)- Consequentemente a base de Fourier

{gpl(-?) 1 <k<s, 1<1i,j<dg} ébase ortogonal de autovetores.
Demonstracaol: A linearidade de A é ébvia.

AP = ax o = 7Y (Ta-Tel)

1,
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Usando a proposi¢ao 3.5.4 e o corolario 3.5.1, obtemos
A(Qogk)> = T_1<<07 () 07 £<CL, Xk)lﬁEZJa 07 sy 0))
’ dy, dy,
= a0, 0, 5 By, 0, ., 0))
dy, dy,
L k
O

Demonstragio 2: Vamos usar os dois tltimos resultados. Como a € Z(L*Q)), a

2 (0 Xk)xx- Assim, Alpl]) = axpyf = <k21<a, Xk>Xk> * ) = Z (a, xk) (X % 03] Mas

Xk*%% <Z<P > *gog-) =0 se k # [, portanto

[ l
APD) = {a, xi)xax oY

= (a,x1) (Zso ) o
= (a, 1) (Zwé&w(”)

= {a,x0)el * ¢y

n._w

= <a7Xl>El@ij .
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4 ALGUMAS APLICACOES DA
TRANSFORMADA DE FOURIER
EM GRUPOS

Este capitulo é dedicado a algumas aplicagoes da teoria que construimos até aqui.

4.1 Grafos de Cayley

Iniciaremos o capitulo com uma versdo para grupos nao-necessarimente abelianos da
aplicagao aos grafos de Cayley que fizemos na secao 4 do capitulo anterior. Ou seja,
calcularemos os autovalores da matriz de adjacéncia do grafo de Cayley de um grupo G
com respeito a um subconjunto simétrico X, entretanto, diferentemente do caso abeliano,

teremos que considerar uma classe restrita de tais grafos.

Para cumprir nosso objetivo, usaremos a transformada de Fourier sobre o grupo
finito GG, a qual pressupoe que esta fixado um sistema completo de representantes matriciais
e unitérios das classes de representacoes irredutiveis de G, oM, ..., ¢ com d; = deg o

seus respectivos graus, e com Y1, ..., Xs Seus respectivos carateres.

Teorema 4.1.1. Sejam G = {g1,...,gn} um grupo finito e X C G um subconjunto

V= X para todo g € G, isto €, que X é

simétrico. Suponhamos adicionalmente que gX g~
fechado por conjugacao. Entdo os autovalores da matriz de adjacéncia do grafo de Cayley

de G com respeito a X sdo A\, ..., \s onde

1
krex
Demonstragdo: Notemos que a proposicao 3.4.7 ndo assume que o grupo G é abeliano,

portanto os autovalores que queremos calcular sao os autovalores do operador

F:L[*G) — L*G)
a — Ox*xa

Se 0x € Z(L*(@)), entdo a proposigao 3.5.9 garante que a base de Fourier, {gpg-f) 1<

(k)
pd Zj

(0x,xx)- E aqui que usamos nossa hipétese adicional sobre X: de gX¢g~! = X para

k<s, 1<1i,j<d}, ébase de autovetores e que o autovalor correspondente a ;. é
n
dy,
todo g € G, concluimos, para quaisquer g,h € G, que ghg™' € X & h € X, portanto

dx(ghg™') = dx(h), ou seja, dx é, de fato, um elemento de Z(L*(G)).
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Dado que 0 <5 X Xk) = Z Xk (z), e argumentando de forma idéntica ao que foi
k:vEX
1
feito na demonstragao do Teorema 3.4.1, obtemos que — Y xx(z) = Z Xk (). O
dy, vex drreX

4.2 Unidades em um Anel de Grupo

Nesta se¢do, vamos considerar a algebra CG = { 3 )\gg : Ay € C} introduzida na secao
9€eaG
2.4, com uma pequena diferenca no produto hermitiano que usaremos aqui:

<Z>‘99>Z#gg> IE Z)‘gﬂg
geG geG ‘ |g€G

Dessa forma, e tendo em vista o coroldrio 3.2.1, a diferenga entre as dlgebras CG e L*(G)

é essencialmente notacional. Alids, denotando um elemento r € CG por r = > r(g)g,
geG

temos, para s € CG, rs = Y r(g)s(h)gh. Ou podemos interpretar r e s como elementos
g,heG

de L*(G) e escrever rs = 3 rs(g)g, onde rs(g) = ¥ r(gh™")s(h) (aqui, aproveitamos a
geG geqd

convolugao). Claro que tudo que foi feito no capitulo anterior pode ser interpretado com
CG no lugar de L?*(G).

Um subanel interessante de CG, chamado o anel inteiro do grupo finito G, é

{zk ke, vgea}

geG

A teoria das unidades (elementos invertiveis) de ZG é essencialmente devida a G. Higman
(HIGMAN); 1940). A seguir, daremos uma demonstra¢ao de um dos resultados de Higman
e também provaremos que se ZG e ZG' sao anéis de grupos isomorfos (para G e G’ finitos

e abelianos) entdo os grupos G e G’ sdo isomorfos.

Iniciaremos com a deducao de uma expressao alternativa para a inversa da trans-
formada de Fourier. Como sempre, estd fixado o), ..., ©(®) um sistema completo de
representantes matriciais e unitarios das classes de representagoes irredutiveis de G, dy, ...,
ds sao seus respectivos graus, e x1, ..., Xs seus carateres. Lembre que, de acordo com a

proposicao 3.5.5, a transformada de Fourier:

T:0CG — Aﬂh(C) e X Aﬂh(C)
g — (e, 9)

é uma isometria.

Proposicdo 4.2.1 (Férmula da inversio de Fourier). Sejam A = (AW .. AL)) €
My, (C) x -+ x My (C) eu € CG tais que T'(u) = A. Entao, para todo g € G, vale:

u(g) = |G‘Zd Trago( gj)A(j)*) :
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Demonstragio: Como {/|Glg : g € G} é uma base ortonormal para CG, temos que
{V/IG|T(g9) : g € G} é base ortonormal de My, (C) x --- x My (C). Seja A € My, (C) x
- X My, (C) e considere a representagao de A na base {\/|G|T(g9) : g€ G}
A= AnI|GIT(g9), A;€C, Vg e G.
geG

Temos que:

Ay

(A,/IGI1T(9))
= ZlGPTra(p( \rgo’) )

7j=1

Z |G|3/2 Traco (SO(J') (gfl)A(j)) _
Aplicando T~ a A, obtemos:

Z:: l‘ o Trase (@ (9‘1)A“))] g

Como desejado. O

Lema 4.2.1. Seja u € Z(CG) uma unidade de tor¢ao (isto €, u é uma unidade cuja ordem
¢ finita). Entao, Vg € G, vale:
u(g) =u(g7").

Demonstra¢io: Como u tem ordem finita, a matriz 7'(v) tem ordem finita, e 0 mesmo
ocorre com T'(gu). Segue que os autovalores de T'(ug) sao todos raizes da unidade (e que
T(gu) é diagonalizavel). Digamos que T'(u) = (A) = (AW, ..., A®)). Entao:

Trago (gpéj_)lfl(j)*) = Traco (goéj)lfl(j)*>_1
= Traco ((A(')*)_lgoéj))

= Traco (Spéj)(dq(j)fl)*) :

onde usamos o fato de que o conjugado de uma raiz da unidade é o seu inverso, na

primeira igualdade. Comparando com a férmula da proposicao acima, concluimos que
u(g) =u"H(g™). O
Teorema 4.2.1 (Higmam). Seja G um grupo abeliano finito. O grupo das unidades de
tor¢ao do anel ZG € igual a £G = {u € CG : u(g) = £1 para um tnico g € G , e u(h) =
0 para h # g}.

Demonstragio: Afirmamos que Y |u(g)|? = 1, para todo unidade de torcio u. Isto segue
geG
diretamento do lema anterior:

D lu(g)l® = > ulg)ulg) = > _ulg)u(

geG geG geG
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Mas
Zu(g)g) (Zul(gl)gl> =lged,
geG geG
logo > u(g)u™(g7!) = 1.
geG
Se u € ZG for uma unidade de torcao, u(g) € Z Vg € G, e u(g) = 1 para um
Unico g € G. Logo u = =+g. O]

Teorema 4.2.2. Sejam G e G' grupos abelianos finitos tais que os aneis de grupos Z.G e

Z.G' sao isomorfos. Entao G e G' sao isomorfos.

Demonstragao: Sejam U e U’ os grupos dos unidades em ZG e ZG' respectivamente. Note
U e U’ sao grupos abelianos nao necessariamente finitos e que ZG ~ ZG" implica U ~ U’.
Num grupo abeliano finito H, os elementos de tor¢do formam um subgrupo Hy. Usando
esta notacao, temos U, ~ Uj. Ora, de acordo com o teorema anterior, Uy ~ G X Zs e
Uj ~ G' X Zs, onde Zy = {£1}. Portanto G x Zsy ~ G’ X Zs,. Usando agora o teorema
de estrutura dos grupos abelianos finitamente gerados (o qual pode ser encontrado, por
exemplo, em (ASH, 2000)) concluimos que G ~ G'. ]

4.3 Caminhadas Aleatérias em Grupos e Probabilidades

Sejam G um grupo finito e X uma variavel aleatéria com valores em G, ou seja, X é
uma fungao do espago de probabilidade 2 (isto é, um conjunto finito com medida de
probabilidade) em G. A distribucao da varidvel aleatéria X é a fungdo P : G — [0, 1]
definida por P(g) = Prop [X = g¢].

Observemos que Y. P(g) =1, ese P: G — [0,1] é uma fungao que satisfaz esta
geG

condigao, entdo P ¢ a distribuicao de alguma varidvel aleatéria com valores em G. (De
fato, basta tomarmos Q2 = G, Prob{S} = ¥ P(g), VS C G, e X =idg.)
ges

Defini¢ao 4.3.1 (Distribui¢ao de probabilidade). Uma distribugio de Probabilidade (ou

simplesmente uma probabilidade) em um grupo finito G é uma fungio P : G — [0, 1] tal

que Y. P(g) =1. Se S é um subconjunto de G, definimos P(S) = Y P(g). O suporte da
geG ges

probabilidade P € o conjunto Sup(P) ={g € G : P(g) # 0}.

Definigao 4.3.2 (Distribuigao uniforme). Seja G um grupo finito. A distribuicao uniforme

de G é dada por
1

Notemos que as fungbes d, : G — € podem ser vistas como distribui¢oes de

probabilidade, simplesmente restringindo seus contra-dominios ao intervalo [0, 1]. Enquanto
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a distribucao uniforme U representa a auséncia de tendéncias, as distribuicoes d, sao

completamente tendenciosas.

Consideremos a algebra L?(G). Podemos ver probabilidades em G como elementos

de L?(G). O préximo lema relaciona probabilidades e a convolugao.

Lema 4.3.1. Sejam X e Y waridveis aletorias independentes e com valores em G, e
sejam P e Q) as respectivas distribuicoes de probabilidade. A varidvel aleatoria XY tem
distribucdo de probabilidade P * ().

Demonstragio: Sejam g,h € G. Se' Y = h, entdao XY = g & X = gh~!. Disto e da

independéncia de X e Y, segue que
Prop [XY = g] = > P(gh™")Q(h) = (P * Q)(g)-
heG

]

Note que devemos verificar que P x () é de fato uma distribuicao de probabilidade.

Faremos isto a seguir.

Proposicao 4.3.1. Sejam P e @ probabilidades em G. A convolucdo P x ) é uma

probabilidade em G cujo suporte é dado por

Sup (P Q) = Sup (P) - Sup (Q).

Demonstragio: Visto que (P * Q)(g) = X P(gh™")Q(h) temos que (P * Q)(g) > 0 e
heG
(P*xQ)(g) < > Q(h) = 1. Por outro lado,
heG

Y (PxQ)g) = > > Plgh™H)Q(h)

geG geG heG

= > (Z P(gh%) Q(h)

heG \geG

= hXéQ(h)
— 1

Decerto (P * Q)(g) # 0 < P(gh™') e Q(h) # 0 para algum h € G. Pondo z = gh™! e
y = h, temos que (P x Q)(g) # 0 se, e somente se, existem x € Sup (P) e y € Sup (Q) tais
que zy = g. Portanto Sup (P * Q) = Sup (P) - Sup (Q). ]

Nosso préoximo passo ¢ introduzir uma nocao de distancia entre distribuigoes de

probabilidades e estudar algumas de suas propriedades.
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Definigao 4.3.3. A norma L' em L(G) € definida por: ||f]l1 = > |f(9)], Vf € L(G). Se
geG

P é uma probabilidade em G, entdo ||P||; = 1.

Vejamos algumas propriedades da norma L.

Proposicao 4.3.2. Sejam a,b € L(G). Entao:

(1) |lal]ls =0 e |lally =0 < a=0.
(2) || Aalli = [Alllallx, para todo A € C.
(3) |la+ 0|1 < |lalls + ||bllx (desigualdade triangular)

(4) llaxblly < llal[x - [|b]l1-
Demonstragio: Vamos provar apenas o item (4).

laxblly =3 laxbg)|

geG

= 2

geG

< > > la(gh™H)llb(h)]

geG heG

= D [b(M)> lalgh™)

heG geqG
= [[bll1llall-

>_a(gh™")b(h)

heG

[]

Definigao 4.3.4 (Variagdo total). A distancia variagio total entre as probabilidades P e
Q em um grupo G € definida por:

1P~ Qllvr = max| P(S) — Q(S).

O proximo lema descreve conjuntos onde o maximo acima é atingido.

Lema 4.3.2. Sejam P e ) probabilidades em G, e sejam B={g€ G : P(g) > Q(g)} e
C={geG : Qg) = P(g)} Entao

1P = Qllvr = P(B) = Q(B) = Q(C) — P(C).

Demonstracio: Se P = @), o resultado é trivialmente valido. Suponhamos entao P # ().
Existe g € G tal que P(g) > Q(g), pois se fosse P(g) < Q(g), para todo g € G, teriamos,
como Y P(g)= YQ(g) =1, P=0Q.

geG geG
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Por definigao, vale ||P — Q||lvr > |P(B) — Q(B)| = P(B) — Q(B). Seja A C G tal
que ||P — Qllyr = |P(A) — Q(A)| e seja A° = G — A. Entao:

[P(A%) = Q(AY)] = [(1=P(A4)) = (1 -Q(A))]
= |P(A) - Q(A)]
= [P =Qllvr.

Seja g € G tal que P(g) > Q(g). Subtituindo A por seu completar A° se necessario,
podemos supor que g € A. H4 duas possibilidades para |P(A) — Q(Q)|: P(A) — Q(A)
ou Q(A) — P(A). Afirmamos que a primeira alternativa é a correta. De fato, Q(A —
[9) = P(A — {g}) = (Q(4) — Q(9)) — (P(A) — P(g)) > Q(A) — P(A), e A niio poderia
ser maximo. De maneira andloga, se h € G for tal que Q(h) > P(h), entao temos
P(A—{h})—Q(A—{h}) > P(A) — Q(A) nova contradi¢io. Segue que A C B. Porém da
definicao de B segue P(B) —Q(B) > P(A) —Q(A), portanto A = B, e por um argumento

semelhante, obtemos o restante da demonstracao. O

Proposicao 4.3.3. Vale a identidade:

1
1P~ Qllvr = 3117~ Qll

para todas as probabilidades P, () num grupo G.

Demonstracao: Este resultado é uma consequéncia do lema anterior. Para mais detalhes
consulte (STEINBERG, 2011) na pagina 136. ]

Finalmente vamos introduzir a nocao de caminhada aleatéria em um grupo G.
Sejam GG um grupo finito e P uma probabilidade em G. Vamos denotar a k-ésima poténcia
de P na algebra L(G) por P**.

Defini¢ao 4.3.5 (Caminhada aleatéria). Sejam P e G como no pardgrafo acima. A

caminhada aleatéria em G definida por P é a sequéncia de probabilidades (P**)32,.

Formalmente, consideramos uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes
X1, Xa, ... com a mesma distribuicao de probabilidade P, e seja Yj a variavel aleatoria
com distribui¢ao de probabilidade d;, € L(G). Defina a sequéncia Y, = XY, k > 1.
A variavel aleatoria Y}, fornece a posicdo do caminhante no k-ésimo passo da caminhada
aleatéria. Visto que a distribuicio de probabilidade de Y; é P** x §;. = P** podemos
identificar a caminhada aleatéria como a sequéncia Yy, Y7, ..., Y., ... . Sequéncias de

variaveis aleatorias deste tipo sao chamadas de cadeias de Markov.

Exemplo 4.3.1 (Caminhada aleatéria simples). Sejam G um grupo finito, S um sub-

conjunto simétrico de G, e I' o grafo de Cayley de G com respeito a S. A caminhada
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aleatoria simples em G € a caminhada aleatoria em G definida pela probabilidade ‘;55.
O caminhante parte de 1g € G, e se no k-ésimo passo ele se encontrar no vértice g € G,
escolhe-se s € S aleatoriamente e o cominhante vai para sg. Como, por defini¢cdo de T,
os vértices adjacentes a g sao precisamente os elementos de G da forma sg, com s € S,
vemos que o formalismo das caminhadas aleatorias representa bem a idéia de um bébado

andando aleatoriamente pelo grafo T'.

Exemplo 4.3.2 (Caminhada de Ehrenfest). Sejam A e B duas urnas contendo um total
de n bolas. Supomos inicialmente que todas as bolas estao na urna A. Em cada unidade de
tempo, uma das bolas € escolhida aleatoriamente e é trasferida para a outra urna. Podemos
representar a configurag¢do de bolas por uma n-upla v = (¢, ...,¢,) € (Z2)", onde ¢; = [0]
se a i-ésima bola estiver na urna A e ¢; = [1] se a i-ésima bola estiver na urna B. A
configuragao inicial é ([0],...,[0]). Sejam e; € (Zs)™ tais que a i-ésima coordenada € [1]
e as demais coordenadas sao [0]. A operaragao de mudar a i-ésima bola de uma urna a
partir da configuracao v corresponde a e; +v. O processo estocdstico de transferir bolas

entre urnas corresponde d caminhada aleatdria no grupo (Zs)" definida pela probabilidade:

1
P - g((sel, ceey 5€n)'
FEste processo € conhecido como caminhada de Ehrenfest. Note que a caminhada de Ehrenfest

¢ um exemplo de caminhada aleatdria simples com T' dado pelo grupo G = (Zs)" e
S=Ae,...,en} CG.

Vamos agora considerar o problema de embaralhar um baralho como uma caminhada
aleatoria no grupo simétrico .S,,. Consideremos um baralho com n cartas empilhadas. Um
embaralhamento corresponde a reordenar a pilha de cartas, isto é, os elementos de .S,
agem sobre as posigoes das cartas na pilha. Por exemplo, (1...n) corresponde a mover a
ultima carta para a primeira posicao. Isto faz com que cada carta baixe uma posi¢cao na
pilha: a primeira carta passa a ocupar a segunda posicao, a segunda carta a terceira, e

assim por diante. A seguir veremos alguns métodos de embaralhamento.

Exemplo 4.3.3 (Topo para a posigao aleatéria). O método “topo para posi¢ao aleato-
ria"(tppa) leva a carta do topo do baralho a qualquer uma das posigoes aleatoriamente, ou
seja, todas as posicoes sao equiprovdveis. O tppa € definido pela distribuicdo de probabilidade:
1 "1
P=—0r+) —0ii-1.1),
o1 ;n (i i—1..1)
onde I € S, € a permutacgao identidade e (i i — 1...1) € o ciclo que leva a carta do topo

para a i-€sima posicao.

Exemplo 4.3.4 (Transposigoes aleatérias). O método das transposigoes aleatorias consiste

em tomar uma carta com cada mao, podendo ser a mesma carta para ambas as maos, e
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trocd-las de posicao. Dados 1 < 1,7 < n existem duas maneiras de escolher a transposicao

(ij) se i # j, e apenas uma maneira de escolher a mesma carta com ambas maos. Logo

as respectivas probabilidades sio — e — . Note que a probabilidade de escolher a mesma
n> n

1
carta é —, ja que hd n maneiras de fazer uma tal escolha. Assim a transposicao aleatoria é

uma caminhada aleatoria em S, definida pela probabilidade:

Qo) = % se o € uma transposicao,

0 nos demais casos.

O préoximo exemplo é um método bastante popular de embaralhamento.

U

Exemplo 4.3.5 (Método cortar e intercalar (C e I)). Segundo este método, “corta-se’
o baralho ao meio e coloca-se as duas pilhas de cartas lado a lado. Tomando uma pilha
com cada mdo, intercalam-se as pilhas fazendo cartas de cada pilha cair alternadamente
sobre as cartas de outra pilha, se possivel uma a uma. Abaixo, discutiremos o método C' e

I proposto por Gilbert, Shannen e Reed.

Considere um baralho com n cartas, e uma moeda. Jogamos a moeda n vezes. Se o
numero de caras obtido for k, o jogador pega as k cartas do topo com a mao direita e a
pilha com as n — k cartas restantes com a mao esquerda. Se X for a variavel aleatoria que

conta o numero de cartas na pilha do topo, entao:

1
Prob {X =k} = <Z> -

e dizemos que X ¢é uma variavel aleatéria binomial. Observe que é maior a probabilidade
de o corte ocorrer préoximo ao meio do baralho. Na continuagao, o jogador deixa cair uma
carta de cada mao, de maneira que se ele tiver a cartas na mao direita e b cartas na mao

- . . . - . , a
esquerda, entao a probabilidade de deixar cair uma carta da mao direita é ——, e a

a+b’

probabilidade de deixar cair uma carta da mao esquerda é , Ou seja, as probabilidades
a

+b
sao proporcionais ao numero de cartas em cada mao. Observe que neste modelo pode
ocorrer k = 0 ou k = n, casos em que nao ha reordenamento do baralho. Porém a

probabilidade de tais eventos é 27", que é relativamente pequena.

Definig¢ao 4.3.6 (Sequéncia ascendente). Uma sequéncia ascendente em uma permuta¢do

o de {1,....,n} é uma subsequéncia crescente de comprimento mdzimo na sequéncia o(1),

ey 0(n).

Exemplo 4.3.6. Seja o = (4 6 1)(2 5)(3 7) € S7. Entdo a sequéncia o(1), ..., o(n) €

4,5,7,6,2,1,3, e uma sequéncia ascendente em o € 4,5,7.
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Vamos supor que € feito um embaralhamento pelo método C e I. As cartas nas
posicoes 1, ...,k sao intercaladas com as cartas nas posicoes k + 1, ...,n, com as ordens de
cada pilha preservadas. Isto quer dizer que se a k-ésima carta da primeira pilha cai primeiro,
ela pode ser sequida de uma carta da primeira ou sequnda pilha, porém a primeira carta a
cair da sequnda pilha serd a n-ésima. Assim, se ao final do embaralhamento a permutagdo
das posigoes for o, teremos examente duas sequéncias ascendentes: o(1), ..., o(k) e o(k+1),
..., (n). Como consequéncia, se P for distribu¢io de probabilidade em S,,, entao P(oc) =0
a menos o tenha no maximo duas sequéncias ascendentes (€ razodvel supormos a situag¢do
do pardgrafo anterior). Faremos a sequir o cdlculo da probabilidade de o ocorrer, quando o
tem exatamente duas sequéncias ascendentes, bem como da probabilidade da permutacao

ser a identidade.

Suponhamos que fez-se um corte e a pilha de cartas do topo tem k cartas. Hd
n posigcoes para por estas cartas e, uma vez escolhidas estas posicoes com ordenamento
preservado, as posicés de todas as cartas sao conhecidas. logo had (Z) permutacoes possivess.

Afirmamos que tais permutacoes sao equiprovdvers.

Fizemos uma o como no pardgrafo precedente. De acordo com nosso modelo, a

probabilidade de uma carta provir da pilha do topo, seja T tal evento, é e a

a+b’

probabilidade da carta provir da base, chamemos este evento B, é A
a

b=n —k no nosso caso. Logo a probabilidade de ocorrer T para a primeira carta é —, e
n

,ondea =%k e

de ocorrer B para a primeira carta é n . Para a sequnda carta, o denominador serd
n—1 e o numerador sera k—1 oun—k z 1, dependendo da ocorréncia de T ou de B para
a primeira carta. Continuando para cada posi¢do, os denominadores seraon, n— 1, n — 2,
..., 2, 1, e os numeradores serdo precisamente os numeros k, k—1, ..., 1 en—k,n—k—1,

i L , , kl(n—k)! 1
...., 1. Logo a probabilidades de qualquer sequéncia de T's ou de B's ¢ ——— = —.

-

Portanto as sequéncias de T's e B's sao todas equiprovdveis, dado que o corte do baralho

ocorre na posicao K.

As permutagoes correspondentes as sequéncias de T's e B's contém duas sequéncias
ascendentes, sendo uma de comprimento k e a outra de comprimento n—k. A probabilidade
de o corte ocorrer na k-ésima posicao seque, como vimos, uma distribuicao binominal,
sendo dada por (Z) e Logo, se 1 <k <n—1e0c+# 1 éuma permutacio com sequéncias

ascendentes o(1), ..., o(k), o(k+ 1), ..., o(n), a probabilidade de obtermos o apds um

ny 1 1 1
k) 2n (Z) oo
Se o corte ocorrer na posicao k, qualquer que seja k, a probabilidade de termos o =1 é

1
—, pois I corresponde a uma dentre 2™ possibilidades, qual seja T'---T B---B. Como k
2n
k n—k

corte e uma intercalacao é



Capitulo 4. ALGUMAS APLICACOES DA TRANSFORMADA DE FOURIER EM GRUPOS 74

varia de 0 a n, a probabilidade de de obtermos a permutagdo identidade (isto é, de nao

1
embaralhamos o baralho) é nt

. Deste modo concluimos a modelagem do método C' e I

como uma caminhada aleatoria no grupo S,.

Proposicao 4.3.4. O método de corte e intercalagio de Gilbert, Shannon e Reed corres-

ponde a uma caminhada aleatoria no grupo S, definida pela distribucao de probabilidade:

2l oseo =1,
P(U) = 2% se o tiver exatamente duas sequéncias ascendentes,

0 nos demais casos.

Definigao 4.3.7 (Caminhada ergédica). Uma caminhada aleatéria em um grupo G
definida pela probabilidade P é ergédica se exister um inteiro N > 0 tal que P*N(g) > 0
para todo g € G, isto €, Sup (P*N) =G.

Proposicao 4.3.5. Seja P uma probabilidade definida em um grupo finito G e suponha

que

(a) P(1g) >0 e

(b) Sup (P) gera o grupo G.
Entao a caminhada aleatoria definida por P é ergddica.

Demonstragio: Seja S = Sup (P). Note que S* ¢ S¥1 vk > 0, pois 15 € S. Como S
gera G, existe N > 0 tal que SY = G. Mas SV ¢ o suporte de P*, ou seja, P*(g) > 0,
para todo g € G. n

Usando a proposicao acima, vé-se, de maneira relativamente simples, que todos
os métodos de embaralhamento vistos até agora correspondem a caminhadas aleatorias

ergddicas.

Definicao 4.3.8 (Convergéncia de probabilidades). Uma sequéncia de probabilidades (P,)
no grupo finito G converge para a probabilidade P se, para todo € > 0, existe N > 0 tal
que || P, — Pllyr < e sen > N.

Teorema 4.3.1. Seja (P**)2, uma caminhada aleatéria ergédica em um grupo finito
G definida pela probabilidade P. Entdo a sequéncia (P**) converge para a distribuicdo

uniforme U.

O teorema acima implica que uma caminhada aleatéria ergédica num grupo finito

por ser usada para gerar elementos deste grupo aleatoriamente. A demonstragao para
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o caso G abeliano sera feita posteriormente. O caso geral é tratado, por exemplo, em:
(CECCHERINI-SILBERSTEIN; SCARABOTTI; TOLLI, 2008).

A seguir, dentre outros coisas, definiremos o espectro de uma caminhada aleatéria

e apresentaremos o lema da cota superior.

Sejam G um grupo finito e P uma distribuicao de probabilidades em G. Associado

a P esta o operador convolugao por P:

M:L(G) — L(G)
a — Pxa

e, em particular, vale que M*(d;,) = P**, ou seja, estudar as poténcias de M é equivalente
a estudar a caminhada aleatéria em G definida por P. O principal ingrediente no estudo

qualitativo das poténcias de um operador linear é o seu espectro.

Definig¢ao 4.3.9 (Espectro da caminhada). O espectro da caminhada aleatdria no grupo
finito G definida pela probabilidade P é o conjunto dos autovalores (levando em conta suas
multiplicidades) do operador M : L(G) — L(G) dado por M(a) = P xa. O espectro serd
denotado por spec(P).

E facil provar que a distribucdo uniforme U é autovetor com autovalor 1 de qualquer
operador M do tipo acima. Também é simples verificar que todo autovalor de M tem

modulo no méximo 1.

Teorema 4.3.2. Seja G um grupo abeliano finito, e seja P uma distribuicao de probabili-
dade em G. Temos que spec(P) = {P(x) : x € G}, e a multiplicidade de \ € spec(P) é o
numero de cardteres X para 0S quais ]3()() = A. Uma base ortonormal para o auto-espago

associado a \ € formada pelos cardteres x tais que 13()() =\

Demonstracao: Segue imediatamente da Proposi¢ao 3.3.7. O]

Exemplo 4.3.7. Consideremos a caminhada de Ehrenfest, introduzida no Exemplo 4.3.2.
Vamos definir o : (Zy)" — 215 onde 211+ denota o conjunto das partes de {1, ...,n},
por a(cy,...,cy) ={i : ¢; =[1]}. Dado Y € 28"} definimos:

Xyi(Zg)n — C
v s (C1)en

e observamos que G é precisamente {xy : Y € 2{17"'7"}}. Visto que

—1sei €y,
lsei¢y.

XY(ei) =
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temos:

P(XY) = 2n<P,XY>
= > P9

9€(Z2)™
1
= - ZXY(ei)—i-ZXY(@i)
N liey iy
1
= =Y+ (=Y
2Y|
= n——.
n

Concluimos que os autovalores da caminhada de Ehrenfest sdo

i

2y :
]:1——,0§j§n
n

e que 0s respectivos multiplicidades sao (?), ou seja, o numero de subconjuntos de {1,...,n}

com j elementos.

Passemos a discussao sobre o lema da cota superior de Diaconis e Shahshahani.

Precisaremos do seguinte resultado.

Lema 4.3.3. Seja || || a norma induzida pelo produto interno em L*(G). Tem-se que

1l < 1GIILfIL VS € LA(G).

Demonstragio: Sejam x; o cardcter trivial e |f| a fungao definida por |f|(g) = [f(g)|-
Segue que [ f[lv = [G[(|f],x1) < [GI[f[[Ixall = IGIILfII 0

Teorema 4.3.3 (Lema da cota superior). Seja G um grupo abeliano finito e seja G* =
{x € G - X # X1}, onde x1 € o cardter trivial. Entdo, dada uma probabilidade Q) em G,
tem-se:

1 ~
1Q = U7y < 1 > QM)

XE@*

Demonstracao: Usando a Proposicao 4.3.3 e o lema anterior, obtemos:

1 1
1Q=Ulvr = 71Q - UIE < JIGPIQ - U™ (4.3.1)

E usando a identidade de Plancherel (Proposicao 3.3.5), deduzimos:

~

GIPIQ - UI* = |GIQ - U = 161 [(Q. Q) - 2(Q.U) + (U, ). (4.3.2)

Mas U = dy, e temos também que, se P é uma probabilidade em G, ]3(X1) = 1. Concluimos

que:
PPN 1 = 1
(U,0) = @ZU(X)U(X) =G0
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A @(Xl) 1
(@, Q) = @ + @ E*Q

Subtituindo estas conclusées em (4.3.2), obtemos:

GPlQ-U|*= 32 1Q()

xEG*

e o resultado segue da desigualdade (4.3.1). O

Corolario 4.3.1. Sejam G um grupo abeliano finito e P uma probabilidade em G. Entdo:

1P = Ull}r < 5 ZIP ).

xEG*

Observacdo 4.3.1. |P(y)| = ZP( x(9)] < ZP( )Nx(g)| = ZP( ) =1. Se P define

uma caminhada aleatoria ergodzca, entao P( ) <1sex#xi- De fato, P(X) =1 implica
PN(x) = 1. Mas:

pN( ) ’G| P*N ZP*N

geG

donde PN (x) é a soma convexa de pontos do circulo |z| = 1 com coeficientes todos positivos

e ao menos dois pontos distintos. Tal soma esta no interior do circulo.

Nosso préoximo passo é, aplicando o lema da cota superior, provar parcialmente
um interessante teorema devido a Diaconis, entretanto precisaremos de dois lemas que
enunciaremos a seguir. As respectivas demonstragoes serao omitidas, pois sdo simples e

nao utilizam nossas construgoes.

Lema 4.3.4. Suponha que 1 < j < [”THJ, onde |z| denota o maior inteiro menor ou

(2)=C)

Lema 4.3.5. Se 0 <z <1, entdo (1 —x)?* < e 2 para todo k > 0.

tgual ao numero real . Entao

Teorema 4.3.4 (Diaconis). Seja P a distribui¢io de probabilidade no grupo (Zs)" dada

por:
1
P= ] (5(0,._.,0) 4 Oy + -+ 5en)

e seja ¢ uma constante positiva. Se k > (n + 1)(logn + ¢), entdo vale a desigualdade:

1, -

[P = Ul < (e - )
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(n+1)(logn —¢)
4

Por outro lado, se k < ,onde 0 < ¢ <logn en € suficientemente grande,
entao

|P* —Ullyr > 1 —20e".

(log denota o logaritmo na base e).

Demonstragio: Sejam Y C {1,...,n} e xy o cardter de (Zs)" introduzido no Exemplo

4.3.7. Usando o argumento visto neste exemplo, obtemos:

~ n+1-2Y 2lY
Pl — vi_, 2]

n+1 n+1

Note que x1 = x4. De acordo com o Corolario 4.3.1, temos:

1n 2 2k
1P — o) <t (7’.‘)(1— )
4=\J n+1

onde estamos usando o fato de haver exatamente (?) subconjuntos Y com j elementos.

Vamos escrever:

|25 2k n 2k
N 1 n 2) Z n 27
| =l =1 jZl (;) (1_n+1> +j:L"+1J+1<J'> <1_n+1> (4.3.3)

Fazendo a substituicdo [ = n + 1 — j no segundo somatorio, obtemos:

O - B L))

B ng (ziLl) <1 N ni1>2k

LTJ 2k
n 21
< 1—
< 2 () 0-H)
Aqui usamos o primeiro dos dois lemas acima. Portanto (4.3.3) pode ser reescrita como:

P <= -
Pl <y 3 (1) (1-52)

j=1 \J

<n> n! n?
i) Jln—4)!— !

Usando o segundo dos dois lemas anteriores, podemos escrever:

1 I‘n;rlJ Tl‘j 4kj
*k 2 ——7
| P —UMT<2§jﬂenH

Jj=1

(]

~
L

3

Observemos que:
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—jC

1)(1 —akj . .
Supondo k > (n+1)(logn + C), obtemos e mit < e~ dlogn—je — ¢ T Portanto,
n
n+1
i 1LTJ 1 e
IP*=Ulr < 5 Y e
j=1 J°
oo —c\Jj
< Iy .,>
2j:1 J
1,
< —(ef —=1).
< e -
Como desejado. O]

Observacgao 4.3.2. A distribuicao de probabilidade considerada no teorema acima define
a chamada caminhada de Eherenfest prequicosa: existe uma probabilidade nao nula de

todas as bolas permanecerem nas urnas onde estao numa dada unidade de tempo.

Observagao 4.3.3. Diaconis e Shahshahani provaram uma versio do lema da cota
superior para grupos finitos arbitrdarios (o leitor interessado pode consultar (DIACONIS;
SHAHSHAHANI, 1981) ou (DIACONIS, 1988)). E interessante comparar as cotas obtidas
para || P** —Ul||yr, isto €, para a velocidade com que P** converge para U. Por exemplo, no
embaralhamento pelo método de corte e intercalagdo, k =7 jd torna o baralho praticamente

aleatdrio.

Finalizaremos mostrando que toda caminhada aleatéria ergédica num grupo abeli-

ano finito converge para a distribuicao uniforme.

Teorema 4.3.5. Seja P uma distribuicao de probabilidade em wm grupo finito abeliano

tal que a caminhada aleatdria (P*") é ergddica. Entiao P*" — U.

Demonstracao: De acordo com o Corolario 4.3.1 temos

IP*—Ulr < 3 3 PO
xeGr
Logo é suficiente verificarmos que |P(x)| < 1, para todo carater ndo trivial y de G. Como
]13(X)\ <ls&e \ﬁm(x)| < 1, para algum m > 0, podemos supor que P(g) > 0, para todo
g € G, pela ergodicidade da caminhada. A desigualdade

> P(g9)x(g)

geG

PO = GII{P, x)| = <> [Po)x(9)

geG

é uma igualdade se, e somente se, para todo g € G, P(g)x(g) for miltiplo ndo negativo
de um mesmo nimero complexo (veja o lema 6.3.1 de (STEINBERG, 2011)). Visto que

P(1g) >0, x(1¢) = 1 e existe g € G tal que x(g) # 1, temos que P(1g)x(1lg) = P(1lg) e

P(g)x(g) ndo podem ser multipos ndo-negativos de um mesmo nimero complexo. (Lembre

que p(g) > 0 e x(g) ¢ raiz da unidade). Concluimos que a desigualdade acima ¢ estrita, o

que finaliza a demonstracao. [
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