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Resumo

A aprendizagem de máquina é um ramo da inteligência artificial, cujo objetivo é desenvol-
ver algoritmos capazes de aprender a partir de dados a fim de realizar diferentes tarefas, como
por exemplo, classificação e estimação de probabilidades de classe supervisionadas e semi-
supervisionadas. Essas tarefas podem ser realizadas de forma intuitiva e com predições inter-
pretáveis pelos métodos baseados em protótipos. Quanto a esses métodos, é preciso considerar
dois pontos importantes: (i) são suscetíveis a mínimos locais causados pela má inicialização
dos protótipos e (ii) são sensíveis à distância escolhida para comparar protótipos e instâncias,
pois essa precisa ser capaz de modelar a variabilidade interna dos protótipos e classes para al-
cançar um bom desempenho. Assim, este trabalho visa a explorar a versatilidade dos métodos
baseados em protótipos para apresentar soluções para as tarefas de classificação supervisionada
e semi-supervisionada, ao mesmo tempo em que apresenta soluções para os dois pontos menci-
onados acima, principalmente na forma de novas distâncias adaptativas. Para a primeira tarefa,
este trabalho introduz um novo método que apresenta uma solução para o problema dos míni-
mos locais e usa uma distância generalizada aplicada a dados intervalares, capaz de modelar
classes desbalanceadas e sub-regiões de classe de diferentes formas e tamanhos. Esse algoritmo
também é capaz de eliminar protótipos inativos e selecionar atributos automaticamente. Para a
tarefa de classificação semi-supervisionada, este trabalho propõe um algoritmo de propagação
de rótulos através de grafos que, ao contrário dos métodos presentes na literatura, não foca
apenas na classificação de instâncias não-rotuladas, mas sim na predição de probabilidades de
classe apropriadas. Este trabalho também provê uma análise de desempenho dos dois métodos
propostos, comparando-os a métodos existentes, em termos de taxa de erro de classificação
(primeiro método) e funções de escore apropriadas (segundo método), usando conjuntos de da-
dos reais e sintéticos. Experimentos mostram que ambos os métodos apresentam desempenhos
significativamente superiores ao estado da arte.

Palavras-chave: Classificação supervisionada. Classificação semi-supervisionada. Estimação
de probabilidades de classe. Protótipos. Distâncias adaptativas.



Abstract

Machine learning is a subfield of artificial intelligence, whose goal is to develop algo-
rithms that are able to learn from data in order to perform different tasks, such as supervised
and semi-supervised classification and probability estimation. These tasks can be performed
intuitively and with interpretable predictions by prototype-based methods. Regarding these
methods, one needs to consider two important points: (i) they are susceptible to local minima
due to poor prototype initialization and (ii) they are sensible to the distance that is chosen to
compare prototypes and samples, because it has to be able to model the internal variability of
prototypes and classes to perform well. Therefore, this work aims at exploring the versatility of
prototype-based methods to provide solutions to the tasks of supervised and semi-supervised
classification, while also presenting solutions to both points mentioned above, especially regar-
ding new adaptive distances. For the first task, this work introduces a new method that provides
a solution to the local minima problem and uses a generalized distance applied to interval data,
which is capable of modeling imbalanced classes and class subregions with different shapes and
sizes. This algorithm is also capable of eliminating inactive prototypes and automatically se-
lecting features. For the semi-supervised classification task, this work proposes a graph-based
label propagation algorithm, which, in contrast to existing methods from literature, does not fo-
cus only on unlabeled instance classification, but on the prediction of proper class probabilities.
This work also provides a performance analysis of the two proposed methods, comparing them
to existing algorithms, in terms of classification error rate (first method) and proper scoring
rules (second method), using real and synthetic datasets. Experiments show that both methods
perform significantly better than the state of the art.

Keywords: Supervised classification. Semi-supervised classification. Class-probability esti-
mation. Prototypes. Adaptive distances.
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1 INTRODUÇÃO

Não podemos ter medo de não saber. O que devemos recear é o não termos

inquietação para passarmos a saber.

—MIA COUTO

1.1 Motivação

Este trabalho busca explorar a versatilidade dos métodos baseados em protótipos e o uso das
distâncias adaptativas para resolver diferentes tarefas de aprendizagem de máquina. Aprendi-
zagem de máquina é um campo da ciência da computação, responsável por criar algoritmos
capazes de fazer um computador aprender de forma autônoma a partir de dados[48]. A apren-
dizagem de máquina tem três componentes básicos: a tarefa a ser resolvida, o modelo gerado
através de um algoritmo e os atributos dos quais obtém-se o aprendizado incorporado pelo
modelo para a solução da tarefa[24].

Os tipos de tarefas que os algoritmos de aprendizagem de máquina podem resolver são inú-
meros, incluindo classificação (binária, multi-classe ou multi-rótulo), ranqueamento, estimação
de probabilidades de classe, regressão e abordagens não-supervisionadas[24].

Este trabalho foca nas tarefas de classificação e estimação de probabilidades de classe.
A tarefa de classificação pode ser formalizada como segue: seja um conjunto de treinamento
ℑ = {(~x1,y1), . . . ,(~xi,yi), . . . ,(~xN ,yN)} com N objetos, cujo i-ésimo objeto é uma tupla (~xi,yi),
composta por um vetor~xi com p valores obtidos de X ∈R p e um rótulo de classe yi, que toma
valores de Y = {1, . . . ,g, . . . ,G}; o objetivo é usar o conjunto de treinamento ℑ para aprender
uma função f : X → Y que atribua rótulos de classe y a novos vetores~x.

Quando G = 2, a tarefa de classificação é binária (positivos e negativos). A forma mais
simples de resolver essa tarefa é encontrar uma função f tal que, para f (~x) < 0, y = −, para
f (~x) > 0, y = + e, se f (~x) = 0, y é escolhido aleatoriamente. Como mostra a Figura 1.1a, na
prática, essa solução equivale a traçar um hiperplano que separa as classes, posicionado com o
objetivo de minimizar o número de objetos classificados erroneamente.
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Figura 1.1: Conjuntos linearmente e não-linearmente separáveis - (a) classes podem ser
separadas de maneira ótima por uma reta; (b) classes não podem ser separadas de maneira
ótima por uma reta; os objetos da classe negativa que estão à direita e acima da reta serão
classificados como positivos; (c) classe positiva pode ser modelada por uma elipse; objetos
fora da elipse são classificados como negativos

É fácil ver, porém, que métodos lineares não são capazes de modelar certos conjuntos de
dados de forma satisfatória. A Figura 1.1b apresenta um simples conjunto de dados que não
pode ser separado por uma reta de forma trivial. Nesse caso, uma das formas de resolver o
problema é aplicar um método não-linear. Como mostra a Figura 1.1c, métodos não-lineares
são capazes de encontrar formas complexas para separar as classes.

De interesse especial para este trabalho são os classificadores que empregam distâncias
para encontrar a função f , entre os quais o mais conhecido e mais antigo é o algoritmo dos
k-vizinhos mais próximos (kNN)[1]. Quando uma nova instância~x é apresentada ao kNN, ele
calcula as distâncias entre ~x e todas as N instâncias do conjunto de treinamento, d(~x,~xi),∀i ∈
{1, . . . ,N}, e atribui y= yc, onde yc é a classe mais frequente entre os k-vizinhos mais próximos
de~x. O único parâmetro do kNN é o número k de vizinhos, mas seu valor é importante. Valores
pequenos de k podem levar a sobreajuste e valores altos podem sujeitar o modelo à influência
de ruídos nos dados.

Algoritmos baseados em protótipos [3, 35, 34, 38, 39, 65, 61, 62, 63, 64, 65] compartilham
a característica do kNN de atribuir classes a novas instâncias de acordo com seus vizinhos mais
próximos. No entanto, ao invés de usar o conjunto de dados inteiro para classificar novos
objetos, eles selecionam instâncias, os protótipos, para representar as classes, tarefa similar à
dos algoritmos de agrupamento. A Figura 1.2 apresenta um exemplo de conjunto de dados com
protótipos posicionados entre as instâncias.

Os protótipos são iterativamente reposicionados de forma que fiquem mais próximos dos
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Figura 1.2: Conjunto bidimensional com protótipos - os protótipos são representados pelos
discos preenchidos; círculos representam áreas de influência dos protótipos; os objetos são
rotulados com a classe do protótipo mais próximo

objetos das suas classes e mais distantes dos objetos das demais classes [39]. Para classificar
novas instâncias, o método determina a classe vencedora de acordo com a(s) classe(s) do(s)
protótipo(s) mais próximo(s). Portanto, as predições feitas por esses algoritmos tendem a ser
intuitivas e de fácil interpretação. Esses métodos são suscetíveis a atingir mínimos locais devido
à inicialização dos protótipos, pois, caso o conjunto inicial de protótipos seja mal posicionado,
o algoritmo pode não conseguir evitar estacionar em um estado ruim. Assim, é importante
investigar alternativas para mitigar esse problema [64].

Uma alternativa para o problema da inicialização é usar métodos populacionais de otimi-
zação, e.g. métodos baseados em enxames [21, 36, 37] ou computação evolucionária [49],
que inicializam várias soluções para um problema simultaneamente e buscam melhorar cada
solução iterativamente. Esses algoritmos tem uma boa capacidade de evitar mínimos locais e
podem ser adotados como métodos para treinar protótipos, resultando em maior robustez contra
má inicialização dos protótipos [15].

Além da questão dos mínimos locais, outro fator importante para a qualidade da solução
encontrada tanto pelo kNN quanto por métodos baseados em protótipos é a distância adotada.
A distância mais usada para esses métodos é a distância Euclidiana. No entanto, essa distância
não é capaz de modelar diferenças nas variabilidades das variáveis. No exemplo apresentado



23

pela Figura 1.2, cada protótipo é responsável por uma região esférica dos dados. Em várias
aplicações do mundo real, isso pode ser insuficiente para modelar o problema. Assim, vários
trabalhos vêm sendo dedicados a desenvolver distâncias capazes de modelar regiões de dados
de diferentes formas e tamanhos [14, 17, 18, 27, 61, 62, 63, 64, 65].

A versatilidade dos protótipos permite que eles sejam aplicados a tarefas diferentes. Por
exemplo, ao contrário dos conjuntos de dados apresentados nas Figuras 1.1-1.2, nos quais todas
as instâncias tem rótulos conhecidos, em certas tarefas de classificação, há um grande volume
de instâncias não-rotuladas e apenas algumas instâncias são rotuladas. Para incorporar a infor-
mação contida nas instâncias não rotuladas, surgiu a aprendizagem semi-supervisionada [5, 11,
33, 83, 28, 29, 45, 69, 70, 71, 77, 81]. Dentro do ramo da aprendizagem semi-supervisionada,
fazem parte do escopo deste trabalho os algoritmos que constroem grafos usando protótipos e
propagam rótulos de classe entre as instâncias usando o grafo [9, 43, 74].

Esses métodos de propagação de rótulos através de grafos de protótipos foram desenvolvi-
dos para obter soluções eficientes, sem perder o bom desempenho de classificação obtido por
outros algoritmos de propagação de rótulos. Porém, o seu objetivo é apenas obter uma boa
classificação das instâncias não-rotuladas. Portanto, tais métodos não fornecem uma boa solu-
ção para a tarefa de estimação de probabilidades de classe. Dada a importância dessa tarefa em
várias aplicações do mundo real, é necessário desenvolver um novo algoritmo que seja capaz
de realizar propagação de probabilidades de classe.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é apresentar novos métodos de classificação baseados em protó-
tipos e distâncias adaptativas. A versatilidade desses métodos permite fornecer novas soluções
para duas importantes tarefas da aprendizagem de máquina: classificação supervisionada e
semi-supervisionada, essa última envolvendo estimação de probabilidades. O uso das distân-
cias adaptativas permite modelar a variabilidade presente nos dados e melhorar o desempenhos
de classificação.

Nesse contexto de classificação, os objetivos específicos dessa tese são:

• Para a tarefa supervisionada, propor um método baseado em protótipos usando um al-
goritmo de otimização de enxames a fim de mitigar o problema da má inicialização dos
protótipos que leva a mínimos locais.

• Para a tarefa de classificação semi-supervisionada com estimação de probabilidades de
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classe, introduzir um novo algoritmo de propagação de probabilidades através de grafo
de protótipos.

• Propor novas distâncias adaptativas que solucionem os problemas de distâncias propostas
anteriormente, como perda de informação e ambiguidade de interpretação do pesos.

1.3 Contribuições

Para atingir seus objetivos, este trabalho apresenta uma série de contribuições listadas abaixo:

• Para a tarefa supervisionada:

– Uma nova codificação de partículas, para treinamento de protótipos usando métodos
populacionais de otimização, que também permite que o algoritmo realize seleção
automática de variáveis.

* A nova codificação é aplicada a dados intervalares.

– Uma nova distância generalizada com três níveis de pesos. A vantagem é que essa
distância é capaz de modelar a variabilidade de classes desbalanceadas e compostas
de sub-regiões de tamanhos e formas diferentes. A nova distância também resolve
problemas encontrados com as versões de distâncias adaptativas propostas ante-
riormente na literatura [63], como a perda de informação no cálculo dos pesos e
ambiguidade na interpretação dos valores dos mesmos.

* Como consequência da forma como os pesos da nova distância são calculados,
o novo método de classificação é também capaz de remover protótipos inativos.

• Para a tarefa semi-supervisionada de estimação de probabilidades:

– Um novo algoritmo que altera o critério de propagação usado nos métodos existen-
tes [9, 43, 74] para incorporar uma função de escore apropriada. O novo algoritmo é
flexível quanto aos métodos usados para selecionar os protótipos e construir o grafo
e é aplicado a dados numéricos.

– Uma nova distância adaptativa, cujos pesos são calculados sem informação de ró-
tulos, durante a fase de inicialização dos protótipos.

• Outras contribuições:
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– Uma análise sobre as probabilidades obtidas a partir de um método de propagação
de rótulos.

– Uma estudo que mostra ganho de performance de um método de propagação de
rótulos ao usar uma distância adaptativa

– Uma breve análise sobre o benefício de métodos baseados em enxames para evitar
mínimos locais

Adicionalmente, este trabalho também irá realizar estudo comparativo de desempenho en-
tre os métodos introduzidos e outros presentes na literatura. Os métodos propostos têm objeti-
vos e aplicações diferentes, portanto eles serão analisados separadamente. O primeiro método
supervisionado terá seu desempenho medido em termos de taxa de erro de classificação e com-
parado ao de outros algoritmos usando conjuntos de dados sintéticos e reais. O segundo método
terá seu desempenho avaliado usando funções de escore apropriadas, para verificar a qualidade
das suas estimativas de probabilidades de classe.

1.4 Organização do documento

Esta tese de doutorado está organizada em duas partes como segue:

FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

• 2 APRENDIZADO BASEADO EM PROTÓTIPOS
Esta Seção apresenta o estado-da-arte dos métodos de classificação supervisionada e
semi-supervisionada usando protótipos, apontando também as suas limitações já discu-
tidas na literatura relevante, como a necessidade de escolher uma métrica que modele
bens os dados e o problema dos mínimos locais. Quanto à tarefa de classificação semi-
supervisionada, a Seção também apresenta uma análise experimental que justifica a ne-
cessidade de um novo método de propagação de probabilidades, como o proposto na
Seção 6.

• 3 DISTÂNCIAS ADAPTATIVAS
Esta Seção explora a literatura de métodos baseados em protótipos que usam distân-
cias adaptativas, com foco em uma distância adaptativa generalizada, cujas limitações,
como perda de informação e ambiguidade de interpretação dos pesos (demonstrada gra-
ficamente), são resolvidas pela distâncias propostas nas Seções 5 e 6. A Seção também
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apresenta experimentos que mostram que a construção de matrizes de adjacências usando
distâncias adaptativas pode contribuir para um melhor desempenho dos métodos de pro-
pagação de rótulos.

• 4 TREINANDO PROTÓTIPOS COM OTIMIZAÇÃO DE ENXAMES
Esta Seção discute métodos de otimização de enxames para treinamento de protótipos e
suas vantagens, focando na sua capacidade de fuga de mínimos locais, demonstrada por
meio de um breve estudo de robustez.

MÉTODOS PROPOSTOS

• 5 PROTÓTIPOS TREINADOS POR ENXAMES APLICADOS A CLASSIFICA-
ÇÃO DE DADOS INTERVALARES
Esta Seção apresenta a aplicação para dados intervalares de um algoritmo que usa uma
distância adaptativa generalizada e diferente para cada protótipo, além de um método de
otimização de enxames para tentar encontrar os melhores protótipos e as melhores va-
riáveis para cada problema. A Seção também contem avaliações de convergência e de
performance de acordo com valores de erro médio de classificação usando conjuntos de
dados intervalares sintéticos e reais, além de avaliar a robustez do algoritmo contra má
inicialização de protótipos e suas capacidades de eliminar protótipos inativos e selecionar
atributos automaticamente.

• 6 PROPAGAÇÃO DE PROBABILIDADES USANDO PROTÓTIPOS E DISTÂN-
CIAS ADAPTATIVAS
Esta Seção propõe um algoritmo com o objetivo de gerar boas probabilidades de classe
num cenário semi-supervisionado, usando propagação de probabilidades através de um
grafo de protótipos, construído usando uma distância generalizada com dois níveis de
adaptabilidade, capaz de modelar sub-regiões dos dados de diferentes formas e tamanhos.
O algoritmo proposto é submetido a uma análise de desempenho que avalia a qualidade
das suas probabilidades de classe estimadas usando funções de escore apropriadas.

7 CONCLUSÃO
Por último, esta Seção apresenta as considerações finais, os artigos publicados no decorrer do
desenvolvimento deste trabalho (diretamente relacionados ou não) e possíveis trabalhos futuros.
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2 APRENDIZADO BASEADO EM PROTÓTIPOS

Os nossos conhecimentos são a reunião do raciocínio e experiência de

numerosas mentes.

—RALPH EMERSON

2.1 Introdução

A literatura de aprendizagem de máquina possui uma boa quantidade de trabalhos dedicados
a métodos baseados em protótipos, com algoritmos aplicados a várias tarefas diferentes, como
classificação (incluindo semi-supervisionada), agrupamento, regressão, etc. Como dito na Se-
ção 1.1, este trabalho foca nas tarefas de classificação supervisionada e semi-supervisionada
com estimação de probabilidades de classe. Assim, esta Seção explora o estado-da-arte dos mé-
todos baseados em protótipos para classificação supervisionada (Seção 2.2) e semi-supervisionada
(Seção 2.3), expondo métodos relacionados e discutindo suas limitações, que motivam o de-
senvolvimento dos métodos propostos nas Seções 5 e 6.

2.2 Aprendizado supervisionado

Os métodos descritos nesta Seção assumem que um conjunto de protótipos Ωg de cardinalidade
Mg é selecionado para a g-ésima classe e que o conjunto com os protótipos de todas as classes
Ω = {(~w1,y1), . . . ,(~wm,ym), . . . ,(~wM,yM)} tem cardinalidade M, onde ∑

G
g=1 Mg = M. Assim

como as instâncias de treinamento, o m-ésimo protótipo é composto por um vetor ~wm com p va-
lores obtidos de X ∈R p e um rótulo de classe ym, que toma valores de Y = {1, . . . ,g, . . . ,G}.

A Figura 1.2 mostra um conjunto de dados e quatro protótipos posicionados no centro de
cada sub-região. Os objetos são rotulados de acordo com seu protótipo mais próximo. Assim,
cada protótipo tem uma ”zona de influência”.

Métodos baseados em protótipos são capazes de realizar as mais diversas tarefas, como
agrupamento [4, 10, 39, 46, 55, 23], estimação de densidade [53, 57], regressão [51] e classifi-
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cação [3, 13, 35, 34, 38, 39, 57, 58, 61, 62, 63, 65].
Métodos de estimação de densidade usando kernels (KDE) [53] e misturas de Gaussianas

(GMM) [57] não foram originalmente desenvolvidos para a tarefa de classificação, mas podem
ser usados para realizar essa tarefa. O KDE estima densidades posicionando um kernel sobre
cada instância de dados do conjunto de treinamento. Já o GMM posiciona kernels sobre pro-
tótipos previamente selecionados por um algoritmo de agrupamento, como o k-médias [46].
Para realizar as tarefas de classificação e/ou estimação de probabilidades de classe com esses
métodos, é preciso usá-los para estimar as densidades de cada classe do conjunto de dados.
Para classificar uma nova instância, basta calcular a sua densidade em cada classe e extrair
probabilidades de classe usando o teorema de Bayes.

Outro algoritmo que envolve a noção de protótipos é a máquina de vetores de suporte
(SVM) [13]. Esse método de classificação binária busca encontrar um plano que discrimine as
duas classes com uma margem de separação máxima. A margem de separação é definida como
a distância entre os elementos das duas classes mais próximos do plano de separação, chamados
vetores de suporte. Como os vetores de suporte são instâncias especiais, selecionadas com o
objetivo de discriminar melhor as classes, eles podem ser considerados protótipos.

Entre os classificadores puramente baseados em protótipos, os mais conhecidos pertencem
à família learning vector quantization (LVQ) [38, 39]. Essa família incluía originalmente o
algoritmo LVQ clássico, também conhecido como LVQ1, e suas variantes OLVQ1, LVQ2,
LVQ3, além do LVQ-Batch.

Essas versões do LVQ tem formas diferentes de treinar os protótipos, mas atribuem rótulos
a instâncias de teste da mesma forma. Dado um vetor de teste~x, o algoritmo encontra o protó-
tipo mais próximo, representado pelo índice c, tal que c = argminm∈{1,...,M} d(~x,~wm), e atribui
o rótulo y = yc. A função de dissimilaridade d mais comumente usada é a distância Euclidiana
padrão.

Quanto ao algoritmo usado para treinar os protótipos, o LVQ1 segue dois passos simples.
No instante t, dada a i-ésima instância de treinamento, o algoritmo encontra o índice c do protó-
tipo mais próximo. A seguir, se yi = yc, o protótipo é atualizado de acordo com a Equação (2.1),
caso contrário, adota-se a Equação (2.2). Nessas equações, α(t) é a taxa de aprendizado (que
pode decrescer monotonicamente) no instante t. O resultado desse processo é a aproximação
entre protótipos e instâncias das suas classes e o afastamento entre protótipos e instâncias de
outras classes.

~wc(t +1) = ~wc(t)+α(t)(~xi−~wc(t)) (2.1)
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~wc(t +1) = ~wc(t)−α(t)(~xi−~wc(t)) (2.2)

O OLVQ1 difere do LVQ1 por adotar taxas de aprendizado diferentes para cada protótipo.
Já o LVQ2 atualiza dois protótipos a cada iteração: o mais próximo que pertence à mesma
classe do objeto e o mais próximo que pertence a alguma outra classe. O LVQ3 é similar ao
LVQ2, mas atualiza os dois protótipos mais próximos, sejam eles da mesma classe ou não.

O LVQ-Batch é diferente dos outros por não ser baseado em aprendizado incremental. No
LVQ-Batch, as instâncias são todas apresentadas aos protótipos e atribuídas aos seus protótipos
mais próximos. A seguir, as classes dos protótipos são determinadas como as classes mais
frequentes entre as suas instâncias. Por último, os protótipos são atualizados para a média das
suas instâncias que pertencem à sua classe.

Essas primeiras versões do LVQ foram criadas por Kohonen como simples heurísticas
para aproximar soluções Bayes-ótimas de forma intuitiva [35]. Portanto, Sato e Yamada [58]
introduziram o generalized learning vector quantization (GLVQ), que fornece uma solução
para a tarefa do LVQ baseada em otimização de uma função objetivo usando o método gradiente
descendente.

Algumas adições recentes à família do LVQ têm o objetivo de melhorar certos aspectos do
classificador, como interpretabilidade, tamanho do modelo e garantias de classificação [3, 34,
60]. Além disso, a métrica usada para calcular a distância entre os protótipos e as instâncias é
muito importante para o desempenho dos métodos baseados em protótipos. Por isso, alguns
trabalhos já foram dedicados a encontrar métricas adaptativas que modelem bem os dados
para a tarefa de classificação supervisionada [61, 62, 63]. Outra questão crítica dos métodos
baseados em protótipos é a inicialização. Esses métodos podem cair em mínimos locais, caso o
conjunto inicial de protótipos seja mal posicionado. De Falco et al. [15] investigou uma solução
para esse problema no cenário supervisionado, usando um método de otimização baseado em
enxames. Essas duas questões receberão mais atenção mais adiante neste trabalho.

2.3 Aprendizado semi-supervisionado: propagação de rótulos

Em muitas aplicações de classificação, o praticante ou pesquisador de aprendizagem de má-
quina se depara com conjuntos de dados com poucas instâncias rotuladas. Para lidar com esse
tipo de situação, a aprendizagem semi-supervisionada foi desenvolvida, com métodos capazes
de aproveitar a informação contida nos dados não-rotulados para melhorar o desempenho de
classificação [82].
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Figura 2.1: Conjunto duas luas - (a) os dados são distribuídos em dois grupos com apenas
duas instâncias rotuladas; (b) resultado se kNN for usado para rotular as demais instâncias; (c)
resultado se um método de propagação de rótulos em grafos for usado

O interesse em métodos de aprendizagem semi-supervisionada tem sido grande, o que
resultou em vários tipos de algoritmos diferentes [5, 11, 33, 83] e várias aplicações [28, 29, 45,
69, 70, 71, 77, 81].

Nesse trabalho, os algoritmos de maior interesse são os baseados em grafos [83]. Esses
métodos são construídos a partir de duas suposições: (i) uma boa função de classificação não
deve mudar (ou deve mudar o mínimo possível) os rótulos originais e (ii) indivíduos próximos
devem ter rótulos similares [80]. Sendo assim, os métodos baseados em grafos fazem uma
propagação de rótulos entre os objetos através do grafo [83].

A Figura 2.1 apresenta um conjunto de dados parcialmente rotulados como exemplo. O
conjunto é formado por duas ”luas” cruzadas e apenas os dois objetos das extremidades são
rotulados. Uma abordagem bastante simples e intuitiva para rotular as demais instâncias seria
calcular as distâncias entre os dois objetos rotulados e todos os outros elementos e atribuir
rótulos de acordo com o objeto rotulado mais próximo. O resultado dessa abordagem pode ser
visto na Figura 2.1b. Se um método de propagação de rótulos em grafos for usado, a estrutura
implícita dos dados deve ser levada em consideração na montagem do grafo. O resultado, visto
na Figura 2.1c, captura a distribuição das classes em duas luas.

A maior parte dos trabalhos feitos sobre esse tipo de algoritmos focou em melhorar a acu-
rácia da classificação através da construção de modelos de propagação ou de grafos melhores.
Zhu et al. [83] propuseram uma propagação baseada em campos aleatórios Gaussianos e Zhou
et al. [80] introduziram outra função de classificação suave na estrutura revelada pelos dados
rotulados e não-rotulados. Quanto à construção do grafo, Wang e Zhang [72] desenvolveram
uma abordagem que assume que cada ponto pode ser reconstruído a partir de uma combinação
linear dos seus vizinhos e Tian e Kuang [68] propuseram a construção de um grafo de posto
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baixo não-negativo para capturar as vizinhanças lineares globais.
Todos esses métodos demonstram boa acurácia em problemas de classificação, mas não

são escaláveis, devido à estratégia de construção do grafo via kNN e ao cálculo da inversa
da matriz Laplaciana na otimização. Recentemente, alguns trabalhos tentaram resolver essa
limitação. Wang et al. [73] introduziram uma abordagem dividir-para-conquistar para construir
uma aproximação do grafo de vizinhança. Para reduzir o custo computacional de propagação,
Huang et al. [30] propuseram uma abordagem que começa propagando os rótulos das instâncias
rotuladas para as não-rotuladas e depois continua propagando apenas entre as não-rotuladas até
atingir um estado estável.

Dada a capacidade de representação apresentada pelos protótipos, alguns trabalhos pro-
curaram usá-los na construção dos grafos, às vezes chamando-os de âncoras ou pontos de
referência. Liu et al. [43] introduziram a regularização de grafo de âncoras (anchor graph

regularization – AGR). Esse grafo é construído usando os protótipos e os objetos de treina-
mento. Desde sua introdução, o grafo de âncoras já foi usado em várias aplicações, como um
método de agrupamento espectral mais eficiente [9], um método de hashing com geração de
códigos compactos em tempo praticável [44], um método rápido de recuperação de imagens
[75], etc.

Seja ℑ= {(~x1,y1), . . . ,(~xi,yi), . . . ,(~xnl ,ynl),~xnl+1, . . . ,~xN} um conjunto de treinamento com
N instâncias totais, sendo nl rotuladas e nu = N− nl não-rotuladas. O primeiro passo do mé-
todo AGR é encontrar M protótipos não-rotulados Ω = {~w1, . . . ,~wm, . . . ,~wM}, usando algum
método de agrupamento. O passo seguinte é encontrar uma matriz de pesos locais Z tal que
∀i ∑

M
m=1 Zim = 1 e Zim ≥ 0. A matriz Z contém os pesos usados para a reconstrução dos elemen-

tos de treinamento a partir de combinações lineares dos protótipos e é encontrada pela solução
da Equação (2.3) usando um solucionador de problemas quadráticos.

argmin
~Zi

∣∣∣∣∣∣~xi−Ω〈i〉~Z〈i〉
∣∣∣∣∣∣2 , (2.3)

tal que ∑~Z〈i〉 = 1 e ~Z〈i〉 < 0,

onde 〈i〉 denota o conjunto dos índices dos k protótipos mais próximos à i-ésima instância.
A partir da matriz de pesos locais Z, é possível construir uma matriz de adjacências E, dada

pela Equação (2.4), assumindo que objetos que são próximos aos mesmos protótipos devem ser
similares.

E = ZΛ
−1ZT , (2.4)
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onde a matriz diagonal Λ é definida como Λmm = ∑
N
i=1 Zim. Essa matriz de adjacências é usada

para fazer a propagação dos rótulos dos objetos rotulados para os protótipos e, por consequên-
cia, para os objetos não-rotulados.

Seja Ynl = [~y1,~y2, . . . ,~ynl ]∈Rnl×G uma matriz de rótulos para as instâncias rotuladas, onde
Yig = 1 se yi = g, caso contrário Yig = 0. Seja também A = [~a1,~a2, . . . ,~aM]∈RM×G uma matriz
de predições de rótulos para os protótipos. O objetivo final da AGR é encontrar a matriz A
que minimize o erro quadrático de reconstrução dos rótulos das instâncias rotuladas, ao mesmo
tempo em que respeita, em todo o conjunto de treinamento, a condição de que objetos próximos
devem ter rótulos similares. Para isso, é preciso encontrar A que minimiza a Equação (2.5).

Q(A) =
nl

∑
i=1

∣∣∣∣∣∣~ZiA−~yi

∣∣∣∣∣∣2 + ξ

2

N

∑
i′,i′′=1

Ei′i′′

∣∣∣∣∣∣~Zi′A−~Zi′′A
∣∣∣∣∣∣2 , (2.5)

onde ξ é um parâmetro que determina a importância do termo de suavização dos rótulos
através de todo o conjunto de treinamento. A Equação (2.5) tem uma solução analítica dada
pela Equação (2.6).

A = (ZT
nl

Znl +ξ L̃)−1ZT
nl

Ynl , (2.6)

onde Znl é a submatriz de Z referente aos objetos rotulados e L̃ = ZT (I−E)Z é uma matriz
Laplaciana reduzida. O último passo da AGR é a propagação dos rótulos dos protótipos para
os objetos não-rotulados usando a Equação (2.7).

ŷi = arg max
g∈{1,...,G}

~Zi.×~A.g

∑Z~A.g
, i = nl +1, . . . ,N, (2.7)

onde~Zi. denota a i-ésima linha da matriz Z, ~A.g é a g-ésima coluna da matriz A e o denominador

∑Z~A.g é um fator de normalização para lidar com classes desbalanceadas [83].
O cálculo dos pesos locais e da matriz de adjacências tem uma grande importância no

desempenho da AGR. Além disso, Z é encontrada por um processo iterativo, o que pode ser
computacionalmente custoso em grandes bases de dados. Wang et al. [74] propuseram mo-
dificações tanto no cálculo dos pesos locais, quanto na matriz Laplaciana normalizada que
resultaram em um método AGR mais eficiente chamado efficient anchor graph regularization

(EAGR).
No EAGR, as linhas da matriz de pesos locais Z são encontradas analiticamente e sua

matriz de adjacências dos protótipos E (no AGR, E é uma matriz de adjacências de instâncias)
é calculada pela Equação (2.8).
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E = ZT Z, (2.8)

Dadas a matriz de pesos locais Z e a matriz de adjacências E, construída a partir de Z
usando a Equação (2.8), e sejam Ynl = [~y1,~y2, . . . ,~ynl ] ∈Rnl×G e A = [~a1,~a2, . . . ,~aM] ∈RM×G

matrizes de predições de rótulos para as instâncias rotuladas e os protótipos, respectivamente,
o método EAGR realiza propagação de rótulos através da minimização da função descrita na
Equação (2.9).

argmin
A

nl

∑
i=1
||~ziA−~yi||2 +

ξ

2

M

∑
m,r=1

Emr

∣∣∣∣∣∣∣∣ ~am√
Dmm

− ~ar√
Drr

∣∣∣∣∣∣∣∣2 , (2.9)

onde D é uma matriz diagonal cujos elementos são definidos como Dmm = ∑
M
r=1 Emr. O pri-

meiro termo da função é responsável por encontrar os valores de A que minimizam o erro de
classificação das instâncias rotuladas. O segundo termo (multiplicado pelo parâmetro ξ ) mini-
miza a diferença entre os rótulos de protótipos relacionados. O nível de similaridade entre o
m-ésimo e o r-ésimo protótipos é dado pelo peso Emr, que leva em consideração os pesos locais
dos protótipos em relação a todos os objetos do conjunto de dados.

2.3.1 Obtendo probabilidades do EAGR

Uma vez que a matriz A é encontrada e dada a matriz de pesos locais Z, é possível rotular
novas instâncias de teste. Para isso, é preciso encontrar os pesos locais das instâncias de teste,
concatená-los à matriz Z e usar a Equação (2.7) para obter os rótulos. Apesar de os valores
indicativos das G classes, usados para rotular as instâncias na Equação (2.7), não serem pro-
babilidades, é possível aplicar a função softmax, dada pela Equação (2.10), aos mesmos para
obter probabilidades de classe.

p(yi = g) =
e
~Zi.×~A.g
∑Z~A.g

∑
h∈{1,...,G}

e
~Zi.×~A.h
∑Z~A.h

(2.10)

Apesar de ser possível obter probabilidades de classe do EAGR, a otimização das Equações
(2.5) e (2.9) não tem o objetivo de produzir boas probabilidades de clase, mas sim de minimizar
o erro de classificação após a propagação dos rótulos. A matriz A pode tomar quaisquer valores
reais para realizar essa minimização. A propagação de rótulos é feita através da otimização do
erro quadrático de reconstrução de valores indicativos de rótulos, com a única preocupação de
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produzir rótulos corretos.

2.3.2 O EAGR produz modelos bem calibrados?

Segundo Kull et al. [40], um modelo probabilístico pode ser chamado de bem calibrado se,
entre as instâncias que recebem uma probabilidade estimada p̂, a proporção de instâncias da
classe positiva se aproxima de p̂. A calibragem de um modelo é importante para tomada de
decisões ótimas e classificação sensível a custos de erro, pois é possível escolher um limiar
ótimo para as predições de um classificador suficientemente bem calibrado para minimizar os
custos de erro. Além disso, o limiar pode ser obtido de forma ótima para se adaptar a mudanças
na proporção das classes e/ou nos custos.

Assim, é interessante avaliar o quão calibradas são as probabilidades produzidas pelo
EAGR usando a função softmax. Para isso, o EAGR foi treinado com cinco conhecidos con-
juntos de dados reais extraídos do repositório UCI [41] e descritos na Tabela 6.1, na página
97: hepatitis, horse, ionosphere, wdbc e wpbc. Todos os conjuntos representam problemas
binários, i.e., possuem apenas duas classes (positiva e negativa). Por uma questão de simplici-
dade, os mesmos valores de parâmetros foram usados para todos os conjuntos: 15 protótipos
por classe, k = 3, parâmetros para construção do grafo λ = 10 e σ = 10 e parâmetro regula-
rizador ξ = 100. Os conjuntos foram separados em 5 partições, mantendo as proporções das
classes, sendo 4 partições usadas para treinar e 1 para testar o modelo. Esses conjuntos de
dados são todos completamente rotulados, então 80% dos rótulos do conjunto de treinamento
foram apagados para simular cenários semi-supervisionados.

A Figura 2.2 apresenta as distribuições das probabilidades da classe positiva produzidas
pelo EAGR para as instâncias de teste. Os histogramas sem preenchimento representam as
distribuições das probabilidades para todo o conjunto de teste e os histogramas pontilhados
representam as distribuições das probabilidades apenas para as instâncias da classe positiva.
Para todos os conjuntos, as probabilidades ficaram bastante concentradas ao redor de p̂ = 0,5.
Portanto, se os modelos obtidos fossem calibrados, as barras dos histogramas das instâncias
positivas deveriam ter aproximadamente metade da altura das barras correspondentes nos histo-
gramas de todas as instâncias, ou seja, a proporção de instâncias positivas deveria se aproximar
de 0,5, o que não ocorreu. Portanto, os modelos probabilísticos produzidos pelo EAGR, usando
a função softmax, para os cinco conjuntos analisados podem ser considerados mal calibrados.
Esse resultado motiva o desenvolvimento de um método de propagação de probabilidades em
grafo bem calibrado.
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Figura 2.2: Histogramas das probabilidades de classe produzidas pelo EAGR - p̂ representa
as probabilidades para a classe positiva, obtidas após aplicar a Equação (2.10). Os histogramas
não preenchidos representam as distribuições das probabilidades para todas as instâncias e os
histogramas pontilhados representam as distribuições das probabilidades para as instâncias da
classe positiva.

2.4 Considerações finais

Este Capítulo apresentou o estado da arte de métodos de aprendizagem baseados em pro-
tótipos, focando nas tarefas de classificação supervisionada e semi-supervisionada. Algo-
ritmos dos mais variados tipos usam o conceito de protótipos de alguma forma, como os
não-supervisionados k-médias, GMM e KDE, os supervisionados SVM e LVQ e os semi-
supervisionados AGR e EAGR. Apesar das suas vantagens, os métodos baseados em protótipos
tem algumas limitações que podem afetar seu desempenho em qualquer tarefa à qual eles fo-
rem aplicados, como a influência da métrica escolhida e a tendência de atingir mínimos locais.
Além disso, mais especificamente na tarefa de classificação semi-supervisionada, os métodos
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discutidos não tem o objetivo de produzir bons modelos probabilísticos, o que os torna inade-
quados em alguns cenários, como por exemplo classificação sensível a custos.

Tendo em vista o que foi exposto neste Capítulo, os Capítulos seguintes discutirão distân-
cias adaptativas, que podem melhorar a modelagem dos dados de treinamento, e métodos de
otimização baseados em enxames, para evitar o problema dos mínimos locais, com o objetivo
de apresentar soluções para as tarefas de classificação supervisionada e semi-supervisionada.
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3 DISTÂNCIAS ADAPTATIVAS

Nós podemos ver apenas uma pequena distância a nossa frente, mas o

suficiente para perceber que há muito a fazer.

—ALAN TURING

3.1 Introdução

A escolha da distância usada pelo método baseado em protótipos tem uma grande influência
no seu desempenho. A distância Euclidiana padrão é a mais utilizada por métodos da família
LVQ e sua principal característica é que objetos equidistantes a um ponto formam uma esfera
ao redor do mesmo, ou seja, ela tem a característica de modelar regiões de dados esféricas.

Como mostra a Seção 3.2, a suposição de que os dados se distribuem em regiões esféricas
pode não ser ideal em aplicações práticas e muitos trabalhos vêm buscando soluções para essa
questão. Uma dessas soluções é discutida na Seção 3.3, que apresenta uma distância Euclidiana
generalizada com três níveis de adaptatividade, capaz de modelar regiões de dados compostas
por sub-regiões de variadas formas e tamanhos. Por fim, a Seção 3.4 mostra que o uso de uma
distância generalizada para construir a matriz de adjacências pode melhorar o desempenho de
métodos de propagação de rótulos.

3.2 Quando a distância Euclidiana falha

A Figura 3.1 mostra exemplos de distribuições de dados. No lado esquerdo (Figura 3.1a), as
duas classes tem formato esférico, ou seja, as variáveis tem variâncias iguais e as covariâncias
são 0. No lado direito (Figura 3.1b), as classes tem formato elíptico, as variáveis tem variâncias
diferentes e as covariâncias são 0. No segundo caso, é interessante que o método baseado em
protótipos use uma distância capaz de modelar classes não-esféricas.

Pensando nisso, vários estudos surgiram com o objetivo de encontrar distâncias adapta-
tivas, capazes de modelar diferentes distribuições dos dados. Esse interesse não é recente:
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Figura 3.1: Dados distribuídos em duas classes - (a) as duas classes tem formatos esféricos,
caso que pode ser bem modelado pela distância Euclidiana padrão e (b) as duas classes são
elípticas, apresentando diferentes variabilidades de suas variáveis, caso que não pode ser bem
modelado pela distância Euclidiana padrão

Diday e Govaert (1977) [18] propuseram um método de agrupamento que usa uma distância
que se adapta à estrutura local dos dados. Após esse trabalho, outros algoritmos de agrupa-
mento adaptativo foram propostos. De Carvalho et al. (2006) [14] introduziram algoritmos de
agrupamento difuso que usam duas distâncias diferentes: uma modela a dispersão das variáveis
no conjunto de treinamento inteiro e a outra modela a dispersão em cada grupo.

Além dos métodos de agrupamento adaptativos, também foram propostos métodos super-
visionados, pertencentes à família LVQ, que usam distâncias adaptativas. Bojer et al. [6] pro-
puseram um método para determinar a relevância das variáveis, introduzindo pesos, calculados
segundo a teoria Hebbiana, que resultam em duas vantagens: além de melhorar o desempenho
de classificação, os pesos permitem selecionar as variáveis mais relevantes. Schneider et al.
[59] expandiram o trabalho de Bojer et al. [6], introduzindo uma matriz de relevância que leva
em consideração as correlações das variáveis. No entanto, esse método tinha uma tendência
a sofrer sobreajuste, portanto Schneider et al. [60] propuseram a introdução de um fator de
regularização para o cálculo da matriz de relevância.
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3.3 Distância Euclidiana generalizada

Souza e Silva Filho [65] introduziram uma distância que modela a dispersão global das va-
riáveis para dados do tipo ponto. Essa distância foi estendida em duas novas distâncias por
Silva Filho e Souza [61], a primeira com pesos capazes de representar a dispersão das variá-
veis em cada classe e a segunda com pesos para as sub-regiões das classes, representadas pelos
protótipos. Essa última distância foi adaptada para dados intervalares em [62]. Em outro traba-
lho, Silva Filho e Souza [63] introduziram uma distância intervalar, chamada dpm, com pesos
que representam três níveis de adaptabilidade: a importância de cada classe no conjunto de
treinamento, a importância de cada protótipo em sua classe e as dispersões das variáveis na
sub-região representada por cada protótipo.

Em [63], a distância dpm, representada pela Equação (3.1), foi usada em um algoritmo LVQ
difuso, chamado weighted interval fuzzy learning vector quantization (WFLVQ), que mostrou
bom desempenho, em comparação com o LVQ difuso que usa a distância Euclidiana padrão.

dpm(~xi,~wm) = dm,L(~xi,~wm)+dm,U(~xi,~wm), (3.1)

onde dm,L(~xi,~wm) e dm,U(~xi,~wm) são as distâncias Euclidianas quadráticas adaptativas entre os
limites inferiores e superiores, respectivamente, das variáveis intervalares da i-ésima instância
e do m-ésimo protótipo. Essas distâncias Euclidianas quadráticas adaptativas são calculadas de
acordo com a Equação (3.2).

dm,L(~xi,~wm) =
p

∑
j=1

λm, j(xi, j,L−wm, j,L)
2. (3.2)

O vetor de pesos~λm modela a dispersão das variáveis na sub-região de dados representada
pelo m-ésimo protótipo e é responsável pela capacidade de modelar sub-regiões de diferentes
formatos. O j-ésimo peso do m-ésimo protótipo é calculado pela Equação (3.3).

λm, j =
{γg,m ∏

p
h=1 ∆m,h}

1
p

∆m, j
, (3.3)

onde γg,m é o peso do m-ésimo protótipo na sua classe ym = g e ∆m, j é a soma das diferenças
quadráticas entre os limites inferiores e superiores do m-ésimo protótipo e dos padrões correta-
mente afetados por ele, dada pela Equação (3.4).

∆m, j = ∑
i∈m

uim
[
(xi, j,L−wm, j,L)

2 +(xi, j,U −wm, j,U)
2]

δ (m, i), (3.4)
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onde uim é o grau de pertinência difuso do i-ésimo padrão para o m-ésimo protótipo, i indica as
instâncias afetadas pelo m-ésimo protótipo e δ (m, i) = 1 se yi = ym, senão δ (m, i) = 0.

O peso γg,m na Equação (3.3) modela a importância do m-ésimo protótipo em sua classe
ym = g. Isso permite que a distância modele classes com sub-regiões de diferentes tamanhos
em suas estruturas. O peso é atualizado usando a Equação (3.5).

γg,m =
{βg ∏

Mg
r=1(∑i∈r uir dpr(~xi,~wr)δ (r, i))}

1
Mg

∑i∈m uim dpm(~xi,~wm)δ (m, i)
, (3.5)

onde Mg é o número de protótipos que pertence à g-ésima classe. A Equação (3.5) resulta
em erro se ∑i∈m uim dpm(~xi,~wm)δ (m, i) = 0, ou seja, se o protótipo não afetar instância de
treinamento alguma. Portanto, todos os protótipos que cumpram essa condição são removidos
do conjunto de protótipos.

O terceiro tipo de peso, βg, representa a importância da g-ésima classe no banco de dados.
Esse peso permite que o algoritmo modele classes desbalanceadas e é computado de acordo
com os protótipos que pertencem a cada classe e os padrões que foram afetados por eles, se-
gundo a Equação (3.6).

βg =

[
∏

G
a=1(∑m∈a ∑i∈m uimd pm(~xi,~wm)δ(m, i))

] 1
G

∑m∈g ∑i∈m uimd pm(~xi,~wm)δ(m, i)
. (3.6)

Caso ∑m∈g ∑i∈m uimd pm(~xi,~wm)δ(m, i) = 0, o que significa que nenhum protótipo da g-
ésima classe afetou instâncias, os pesos de todas as classes recebem o valor 1.

O WFLVQ sofre de duas limitações principais devido a sua distância. A primeira limi-
tação acontece porque WFLVQ é um algoritmo online, assim os vetores de pesos ~λm devem
ser recalculados para cada padrão de treinamento, levando à perda de informação nas somas
das distâncias. A segunda limitação é causada pelas suas equações dos pesos: como mostra a
Figura 3.2, as somas nessas equações podem ter valores altos tanto porque um protótipo afe-
tou muitas instâncias próximas quanto porque as instâncias estão localizadas longe dos seus
protótipos. Essa ambiguidade é problemática, porque valores mais altos dessas somas levam a
valores mais baixos para os pesos e pesos menores resultam em distâncias menores.

Se é desejável que protótipos tenham pesos menores quando estão longe das suas instân-
cias, o mesmo não é verdade para protótipos que já estão bem posicionados e afetam muitas
instâncias de treinamento. Esse problema leva a um pequeno número de protótipos muito ativos
e um grande número de protótipos inutilizados.
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Figura 3.2: Protótipos (círculos) e suas instâncias (cruzes) - a soma das distâncias da nuvem
de instâncias à esquerda para o protótipo no seu centro é igual à distância da instância à direita
para o seu protótipo mais próximo

3.4 Matriz de adjacências para propagação de rótulos usando uma dis-
tância generalizada

Como discutido na Seção 2.3, o cálculo dos pesos locais e da matriz de adjacências é muito
importante para o desempenho de métodos de propagação de rótulos baseados em protótipos,
como o AGR e o EAGR. Portanto, é interessante avaliar o impacto do uso de uma distância
adaptativa ou generalizada na construção dessa matriz. Nesta Seção, duas versões do EAGR
serão comparadas. Essas versões são idênticas em todos os passos, exceto na distância usada
para montar a matriz de adjacências.

A distância generalizada usada nesta análise, dada pela Equação (3.7), é uma distância
para dados do tipo ponto, baseada na distância do WFLVQ, discutida na Seção 3.3, porém ela
é calculada sem informação de rótulos e de graus de pertinência, tendo, portanto, dois níveis
de adaptabilidade: a importância de cada protótipo no conjunto de treinamento e as dispersões
das variáveis na sub-região representada por cada protótipo.

dm(~xi,~wm) =
p

∑
j=1

λm, j(xi, j−wm, j)
2 (3.7)
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Usando o método dos multiplicadores de Lagrange, com λm, j > 0 e ∏
p
j=1 λm, j = γm, o

j-ésimo valor do vetor de pesos~λm do m-protótipo é calculado pela Equação (3.8).

λm, j =
{γm ∏

p
h=1(xi,h−wm,h)

2}
1
p

(xi, j−wm, j)2 , (3.8)

onde γm é o peso do m-ésimo protótipo no conjunto de treinamento e é atualizado usando a
Equação (3.9), obtida pelo método dos multiplicadores de Lagrange, com γm > 0 e ∏

M
m=1 γm = 1

γm =

[
∏

M
r=1(∑i∈r dm(~xi,~wr))

] 1
M

∑i∈m dm(~xi,~wm)
, (3.9)

onde M é o número de protótipos. A Equação (3.9) resulta em erro se ∑i∈m dm(~xi,~wm) = 0,
ou seja, se o protótipo não afetar instância de treinamento alguma. Para evitar esse problema,
todos os protótipos que cumpram essa condição são removidos do conjunto de protótipos.

O algoritmo K-means clássico foi escolhido para selecionar os protótipos. Sua versão
adaptativa segue os passos do Algoritmo 1. Dados os protótipos e seus pesos, os demais passos
do método EAGR seguem conforme proposto por Wang et al. [74].

Algoritmo 1 K-means adaptativo
Inicialize k centroides aleatoriamente;

Enquanto O critério de parada não é atingido Faça:

Determine o centroide mais próximo de cada instância;

Atualize os centroides como as médias das instâncias afetadas;

Atualize os pesos da distância, usando as Equações (3.8) e (3.9).

Fim Enquanto

Retorne centroides e seus pesos.

Para avaliar o efeito da distância generalizada dm as versões adaptativa e padrão do EAGR
foram treinadas com 10 conjuntos retirados do repositório online UCI [41]: balance-scale,
cleveland, hepatitis, horse, ionosphere, iris, vehicle, vowel, wdbc e wpbc. Assim como na
Seção 2.3.1, os mesmos valores de parâmetros foram selecionados para todos os conjuntos:
15 protótipos por classe (centroides do K-means), k = 3, parâmetros para construção do grafo
λ = 10 e σ = 10 e parâmetro regularizador ξ = 100. Os experimentos foram executados em
10 repetições de validações cruzadas com 5 partições. Como os conjuntos de dados são todos
completamente rotulados, 80% dos rótulos do conjunto de treinamento foram apagados para
simular cenários semi-supervisionados.

A Tabela 3.1 apresenta os resultados em termos de taxa de acerto (em %), com valores
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Distância generalizada Distância padrão

balance-scale 67,665 67,884
(5,501) (4,969)

cleveland 50,977 50,065
(4,822) (4,975)

hepatitis 76,984 76,961
(6,777) (8,206)

horse 63,684 69,491
(8,823) (6,496)

ionosphere 81,481 80,742
(4,372) (5,789)

iris 91,133 86,000
(5,817) (5,471)

vehicle 45,301 40,430
(4,226) (3,556)

vowel 35,374 33,465
(3,393) (3,622)

wdbc 93,883 93,482
(2,256) (2,312)

wpbc 55,231 55,385
(7,510) (7,784)

Tabela 3.1: Resultados de taxa de acerto percentual do EAGR - Valores em negrito denotam
significância estatística, segundo o teste dos postos sinalizados de Wilcoxon, com α = 0,05.

em negrito denotando significância estatística, segundo o teste dos postos sinalizados de Wil-
coxon, com α = 0,05. A distância generalizada apresentou melhores médias em 7 dos 10
conjuntos, com significância em 3. Já a distância padrão foi significativamente melhor em ape-
nas 1 conjunto. Esses resultados mostram que o uso de distâncias adaptativas para construir a
matriz de adjacências pode contribuir para melhorar o desempenho dos métodos de propagação
de rótulos.

3.5 Considerações finais

Esta Seção apresentou o conceito de distâncias adaptativas como uma alternativa à distância
Euclidiana padrão em casos em que a suposição de que os dados se distribuem em regiões
esféricas pode não se aplicar. Essa é uma área que recebe bastante atenção na literatura, pois
o desempenho de métodos baseados em protótipos depende do quanto a distância escolhida é
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adequada aos dados do problema.
A Seção 3.3 apresentou uma distância generalizada com três níveis de adaptabilidade, para

modelar sub-regiões de variadas formas e tamanhos. Apesar da sua capacidade de modelar
diversas situações, essa distância tem algumas limitações, como o cálculo dos pesos em etapas
diferentes, ocasionando perda de informação, e a ambiguidade de interpretação do valor dos
seus pesos. Essas limitações são resolvidas pelas distâncias usadas pelos algoritmos propostos
nas Seções 5 e 6.

Já a Seção 3.4 apresentou uma análise de desempenho de um método de propagação de ró-
tulos, usando uma distância generalizada para construir a matriz de adjacências. Os resultados
mostraram que o uso da distância generalizada pode contribuir para um melhor desempenho,
justificando o uso de uma distância generalizada pelo método proposto na Seção 6.
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4 TREINANDO PROTÓTIPOS COM OTIMIZA-
ÇÃO DE ENXAMES

Nunca subestime o poder de pessoas estúpidas em grandes grupos.

—AUTOR DESCONHECIDO

4.1 Introdução

O desempenho dos métodos baseados em protótipos tende a depender bastante da etapa de
inicialização. Se protótipos mal-posicionados forem selecionados, o algoritmo pode não se
recuperar e terminar caindo em um mínimo local. Portanto, métodos que inicializam e treinam
uma população de soluções, como os baseados em enxames, tornam-se uma possível solução
para esse problema.

Esta Seção aborda o treinamento de protótipos usando enxames. A Seção 4.2 explica
o conhecido método de enxames Particle Swarm Optimization (PSO), a Seção 4.3 detalha a
codificação das partículas e a Seção 4.4 analisa a robustez do método PSO, mostrando que os
métodos baseados em enxames podem mitigar o problema dos mínimos locais.

4.2 PSO: um método de enxames simples e eficaz

O PSO é baseado no comportamento social de bandos de pássaros e cardumes de peixes [37]. O
algoritmo busca pela melhor solução possível fazendo várias partículas ”voarem” pelo espaço
de busca em direção a melhores posições. Para isso, o PSO usa as Equações (4.1) e (4.2).

Vl(t +1) = ωVl(t)+ c1R1 · (pbestl(t)−Wl(t))+ c2R2 · (gbest(t)−Wl(t)), (4.1)
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Wl(t +1) = Wl(t)+Vl(t), (4.2)

onde Wl(t) e Vl(t) são, respectivamente, a posição e a velocidade da l-ésima partícula no
instante t (aqui representadas como matrizes), ω é o valor de inércia, c1 e c2 são coeficientes de
aceleração, pbestl(t) é a melhor posição obtida pela l-ésima partícula até o instante t, gbest(t)

é a melhor posição obtida por todo o enxame até o instante t e R1 e R2 são matrizes de valores
aleatórios sorteados do intervalo [0;1].

Após cada iteração, as qualidades das SN partículas são calculadas e as melhores posi-
ções locais (pbestl) e global (gbest) são atualizadas. O PSO atualiza as partículas usando as
Equações (4.1) e (4.2) até que um critério de parada seja atingido.

Algoritmo 2 PSO
1: Inicialize SN partículas e suas velocidades;

2: Enquanto O critério de parada não é atingido Faça:

3: Calcule a qualidade de cada partícula;

4: Ajuste o pbestl para cada partícula (l = 1, . . . ,SN) e o gbest do enxame;

5: Para l = 1→ SN Faça:

6: Atualize a velocidade Vl , usando a Equação (4.1);

7: Calcule a nova posição Wl , usando a Equação (4.2);

8: Fim Para
9: Fim Enquanto

Retorne gbest.

Muitas novas versões do PSO original foram introduzidas para obter melhores resultados
ou convergência mais rápida. Por uma questão de simplicidade, esta Seção se aterá ao PSO
original, mas a Seção 5 aborda uma versão mais recente do PSO.

4.3 Codificação das soluções

Classificadores baseados em protótipos são treinados através da otimização de um critério,
como a soma das distâncias entre protótipos e seus objetos afetados. Isso permite o uso de
algoritmos de otimização, como os métodos de enxames, para treinar os protótipos. Trabalhos
anteriores exploraram classificadores baseados em protótipos treinados por enxames, com o
objetivo de escapar de mínimos locais, minimizando o problema da má inicialização [15, 12,
66, 20].
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Para treinar protótipos usando métodos de otimização de enxames, as soluções podem ser
codificadas como segue. Para um conjunto com G classes e p variáveis, o objetivo é encon-
trar as posições ótimas de M protótipos no espaço p-dimensional. Assim, em uma população
com SN partículas/soluções, o l-ésimo indivíduo é uma matriz M× p, Wl = {~w1,l, . . . ,~wM,l},
cujas linhas representam protótipos cujas coordenadas são ~wm,l = {Wm,l,1, . . . ,Wm,l,p}. Assim,
cada partícula é composta por M · p valores reais. Em métodos que usam a ”velocidade” das
partículas, como o PSO, essa velocidade tem a mesma composição das partículas, ou seja, a
velocidade da l-ésima partícula é uma matriz M× p, Vl = {~v1,l, . . . ,~vM,l}, cuja m-ésima linha
representa a velocidade do m-ésimo protótipo~vm,l = {vm,l,1, . . . ,vm,l,p}.

Uma parte importante dos algoritmos de enxames é o critério usado para avaliar a quali-
dade das partículas, pois ele tem um grande impacto no resultado final. Cervantes et al. [12]
propuseram dois algoritmos que adotam critérios diferentes. O primeiro usa a taxa de sucesso
de classificação, enquanto o segundo foca nas distâncias dos protótipos para os elementos cor-
retamente e incorretamente classificados. De forma similar ao segundo algoritmo de Cervantes
et al. [12], Dilmac e Korurek [20] usaram a distância entre os elementos e seus centroides de
classe mais próximos.

Quando um método usa apenas a taxa de erro/sucesso de classificação (ψ1) no conjunto
de treinamento como critério, as partículas podem terminar resultando em excelentes classi-
ficadores para o conjunto de treinamento, mas não para objetos de teste. Por outro lado, se
apenas a soma das distâncias (ψ2) for considerada, os protótipos podem ficar muito bem posi-
cionados para representar as classes, mas não para resolver conflitos nas fronteiras das classes.
Portanto, a função de qualidade ψ3, proposta por De Falco et al. [15], é interessante por tentar
evitar a ocorrência de sobreajuste do classificador ao conjunto de treinamento, fazendo uma
combinação linear entre ψ1 e ψ2, como mostra a Equação (4.3).

ψ3(l) =
1
2
(ψ1(l)+ψ2(l)) , (4.3)

onde ψ1(l) = Nerros,l/N é a taxa de erro de classificação, Nerros,l é o número de erros de classifi-
cação cometidos pela l-ésima partícula e N é o número de objetos do conjunto de treinamento.
Os valores de ψ1(l) situam-se no intervalo [0;1]. O segundo componente, ψ2, é dado pela
Equação (4.4)).

ψ2(l) =
∑

N
i=1 d

(
~xi,~wm,l

)
δ (m, l, i)

∑
N
i=1 δ (m, l, i)

, (4.4)

onde ~wm,l é o protótipo da l-ésima partícula mais próximo do i-ésimo objeto e δ (m, l, i) = 1
se yi = ym,l , caso contrário δ (m, l, i) = 0. ψ2 é a soma das distâncias Euclidianas quadráticas
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clássicas entre objetos corretamente classificados e seus protótipos mais próximos. No trabalho
de De Falco et al. [15], os protótipos são os centroides das classes, mas neste trabalho, cada
classe pode ter vários protótipos.

Os valores de ψ2 devem ser mantidos no intervalo [0;1] (assim como os da função ψ1).
Portanto, as somas das distâncias devem ser normalizadas com respeito a ∑

N
i=1 δ(m, l, i), que

corresponde ao número de classificações corretas. Além disso, os p componentes da distância
são normalizados com respeito aos seus valores máximos e mínimos e a soma dos componentes
é dividida por p.

A codificação e as funções de qualidade citadas acima não dependem do método baseado
em enxames escolhido, o que significa que eles podem ser usados com algoritmos de enxames
bem conhecidos, como o PSO, ou mais recentes, como o VABC [31].

4.4 Análise de robustez

Esta Seção faz uma rápida demonstração experimental da capacidade de evitar mínimos locais
demonstrada pelo PSO. Para isso, a versão original desse método será comparada ao algoritmo
LVQ1 usando três conhecidos conjuntos de dados do repositório online UCI [41] e descritos na
Tabela 6.1, na página 97: iris, ionosphere e hepatitis. O PSO utilizará a codificação discutida
na Seção 4.3, minimizando o critério ψ3, apresentado na Equação (4.3).

Os dois métodos foram treinados em 10 repetições de validações cruzadas com 5 partições
(total de 50 execuções), por um máximo de 200 iterações (parando antes em caso de estagnação
por 50 iterações). Por uma questão de simplicidade os mesmos valores de parâmetros foram
usados para todos os conjuntos, sendo eles: 2 protótipos para cada classe, 25 partículas, inércia
ω = 0,6 e coeficientes de aceleração c1 = c2 = 2 para o PSO e taxa de aprendizado fixa de 0,3
para o LVQ. Os algoritmos e seus respectivos parâmetros não foram escolhidos para otimizar
os desempenhos das abordagens, mas apenas para obter modelos simples que demonstram o
benefício do uso de métodos populacionais para reduzir a variância dos resultados.

A Figura 4.1 mostra intervalos de 95% de confiança para as médias dos erros dos dois
métodos (em %), assumindo normalidade dos dados. Apesar de os intervalos mostrarem que
as diferenças entre as médias dos erros não são significativas, os intervalos do PSO foram
menores do que os intervalos do LVQ em todos os três conjuntos, indicando menor variância
dos resultados, principalmente no conjunto ionosphere.

Essa menor variância ocorre porque o PSO tem mais facilidade de evitar mínimos locais do
que o LVQ. Outros métodos de enxames compartilham essa habilidade, sendo boas alternativas
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Figura 4.1: Intervalos de confiança com α = 0,05 - Os intervalos do PSO foram todos meno-
res do que os do LVQ, indicando menor variância

para treinar protótipos.

4.5 Considerações finais

Esta Seção discutiu o uso de métodos de enxames para treinar protótipos. Essa tarefa envolve
a codificação das partículas como matrizes de protótipos e a minimização de um critério com-
posto de dois termos: o erro de classificação e a soma das distâncias dos protótipos para as
instâncias corretamente afetadas por eles.

O interesse em usar métodos de enxames para treinar protótipos se deve a sua capaci-
dade de evitar mínimos locais, o que foi demonstrado experimentalmente na Seção 4.4. Essa
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capacidade é explorada pelo método proposto na Seção 5.
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5 PROTÓTIPOS TREINADOS POR ENXAMES APLI-
CADOS A CLASSIFICAÇÃO DE DADOS INTER-
VALARES

Todo o conhecimento que não leva a novas perguntas rapidamente morre:

não consegue manter a temperatura necessária para a manutenção da

vida.

—WISLAWA SZYMBORSKA

5.1 Introdução

Considerando os métodos existentes para classificação de dados intervalares usando protóti-
pos [62, 63], três limitações podem ser identificadas. A primeira é a escolha de uma distância
adaptativa apropriada. Como discutido na Seção 3, a distância intervalar adotada pelo mé-
todo WFLVQ [63] demonstrou bom desempenho em relação à distância Euclidiana intervalar
não-adaptativa. No entanto, essa distância ainda tem algumas limitações, como: perda de in-
formação, devido ao fato de que os pesos são atualizados para cada exemplo no treinamento,
e incapacidade de distinguir protótipos que afetam muitos objetos e protótipos que situam-se
longe dos elementos afetados (dois cenários extremamente diferentes).

A segunda questão diz respeito à convergência para mínimos locais devido a inicializações
sub-ótimas dos protótipos, ou seja, a qualidade das soluções encontradas por esses métodos
depende da seleção de protótipos bem posicionados. Algoritmos adaptativos [62, 63] tem se
mostrado capazes de obter melhor posicionamento dos protótipos, mas não resolvem a questão.
Uma possível solução para esse problema envolve usar métodos de otimização de enxames
aplicados à seleção de protótipos, o que já foi investigado para dados clássicos do tipo ponto
em alguns trabalhos [15, 12, 66, 20].

Por último, a terceira questão identificada na literatura é a seleção de variáveis relevantes.
Seleção de variáveis é um mecanismo comumente utilizado para obter melhor desempenho de
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classificação. Assim como com a seleção de protótipos, a seleção de variáveis pode ser vista
como um problema de otimização ao qual métodos populacionais de otimização podem ser
aplicados. Essa solução já foi explorada diversas vezes para dados do tipo ponto [52, 42, 26,
25], mas nenhum desses trabalhos focou em classificação baseada em protótipos.

Com o objetivo de prover soluções para as três limitações citadas, esta Seção introduz
um novo algoritmo aplicado à classificação de dados intervalares, chamado interval swarm-

optimized prototype classifier (ISOPC). O método ISOPC usa uma nova distância adaptativa
que resolve as limitações da distância usada pelo método WFLVQ [63]. Além disso, o ISOPC
é capaz de selecionar protótipos e variáveis, usando um método de otimização de enxames
para treinar os protótipos. Qualquer método de enxames (ou de otimização de populações de
uma maneira geral) que se adeqüe à codificação definida na Seção 5.4 pode ser usado. Neste
trabalho o método escolhido foi o velocity-based artificial bee colony (VABC) [31], por ser
um algoritmo de simples implementação que combina as vantagens de dois tipos diferentes
de algoritmos baseados em enxames: particle swarm optimization (PSO) [37, 21] e artificial

bee colony (ABC) [36] para evitar mínimos locais, obtendo bons resultados. Deste ponto em
diante, a versão do ISOPC que usa o algoritmo VABC para treinar os protótipos será chamada
de interval velocity-based artificial-bee classifier (IVABC).

O Algoritmo 3 apresenta uma representação de alto nível do IVABC, com partes sublinha-
das que correspondem às principais contribuições discutidas nesta Seção. O IVABC procede da
seguinte maneira: novas partículas são selecionadas aleatoriamente e suas velocidades e valo-
res de qualidade são inicializados (passos 1 a 3), a seguir, o método itera pelas fases de abelhas

empregadas (passos 5 a 8), observadoras (passos 9 a 13) e exploradoras (passos 14 a 16), até
um critério de convergência ser atingido.

Essas três fases do IVABC são assim chamadas por remeter ao comportamento de diferen-
tes tipos de abelhas em uma colmeia. As abelhas empregadas continuam trabalhando em sua
fonte de alimento, o que é representado no algoritmo por melhorias pontuais em cada uma das
fontes de alimento memorizada. As abelhas observadoras recebem as informações de qualidade
das fontes de alimento trabalhadas pelas outras abelhas e decidem qual fonte em qual fonte de
alimento irão trabalhar, o que é representado no algoritmo por melhorias pontuais em fontes
de alimento selecionadas aleatoriamente, com maior probabilidade para fontes com maior qua-
lidade. Por fim, as abelhas exploradoras saem da colmeia em busca de novas fontes, o que o
algoritmo representa como o abandono de fontes de alimento estagnadas e reinicialização de
novas fontes.

Esta Seção aborda seis aspectos importantes do IVABC: os dados simbólicos intervalares
(Seção 5.3); o algoritmo de enxames adotado (Seção 5.2); a codificação das partículas (Se-
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Algoritmo 3 IVABC - pseudocódigo simplificado
1: Inicialize um total de SN fontes de comida;
2: Inicialize as velocidades;
3: Calcule a função de qualidade de cada partícula;
4: Enquanto o critério de parada não for atingido Faça:

Envie as abelhas empregadas:
5: Atualize as fontes de alimento;
6: Calcule os pesos da distância;
7: Calcule as novas funções de qualidade;
8: Memorize as melhores soluções entre as fontes de alimento originais e modificadas;

Envie as abelhas observadoras:
9: Calcule as probabilidades das fontes de alimento;

10: Atualize as fontes de alimento usando suas velocidades;
11: Calcule os pesos da distância;
12: Calcule as novas funções de qualidade;
13: Memorize as melhores soluções entre as fontes de alimento originais e modificadas;

Envie as abelhas exploradoras:
14: Reinicialize fontes de alimento estagnadas e suas velocidades;
15: Calcule os pesos da distância;
16: Calcule as novas funções de qualidade;
17: Fim Enquanto
Retorne Melhor partícula e seus pesos.

ção 5.4), responsável por representar os protótipos e pela habilidade de selecionar variáveis; a
função de qualidade (Seção 5.5), desenvolvida para evitar sobreajuste; sua distância adaptativa
e o procedimento para calcular seus pesos (Seção 5.6); e seu processo de atribuição de rótulos
(Seção 5.7), baseado numa abordagem de k-protótipos mais próximos.

Essas contribuições estão presentes em passos importantes do Algoritmo 3. A nova co-
dificação das partículas é parte integral dos passos de inicialização (passos 1 e 14) e aparece
também na fase de abelhas empregadas (passo 5). Nos passos 6, 11 e 15, o algoritmo atualiza
os pesos da distância relativos aos protótipos de uma partícula e calcula as distâncias entre
instâncias de treinamento e esses protótipos. A seguir, o algoritmo atribui rótulos a essas ins-
tâncias, resultando numa taxa de erros de classificação. Essa taxa de erro e as distâncias são
usadas para avaliar a qualidade da partícula.

5.2 Velocity-based artificial bee colony

Algoritmos de otimização de enxames são conhecidos por sua habilidade de escapar de mí-
nimos locais, devido a sua versatilidade [32]. Existem muitos tipos diferentes de métodos
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de enxames, mas o IVABC usa uma combinação do PSO [37, 21] e do ABC [36], chamado
velocity-based artificial bee colony (VABC) [31].

Tanto o PSO quanto o ABC têm mostrado bons desempenhos de otimização e foram ado-
tados em várias aplicações, apesar de terem algumas limitações. No caso do PSO, se a melhor
partícula atingir um mínimo local, o algoritmo pode ser incapaz de evitar mover as outras partí-
culas nessa direção, o que resulta em uma solução mal-otimizada. O ABC, ao abandonar fontes
de alimento estagnadas, pode ser capaz de escapar desse cenário. Por outro lado, o ABC faz
apenas pequenos ajustes a uma fonte de alimento antes de abandoná-la, o que pode levar a uma
má exploração [31]. O método VABC foi proposto para superar essas limitações, ao combinar
os pontos fortes de ABC e PSO.

Assim como o algoritmo ABC, o VABC consiste de fontes de alimento que codificam
soluções e três tipos de abelhas: empregadas, observadoras e exploradoras. Todas as fontes de
alimento são inicializada por abelhas exploradoras. Seja SN o número de fontes de alimento
e seja a matriz ~wl , (l = 1 . . .SN) uma solução para o problema de otimização. A l-ésima
partícula contém p variáveis (wl, j, j = 1...p) que devem ser ajustadas para otimizar (minimizar
ou maximizar) uma função objetivo f (~wl). Depois que os vetores de soluções são inicializados,
as abelhas empregadas vão se alimentar próximo às fontes existentes, o que é representado pela
Equação (5.1).

w′l,h = wl,h +φ ∗ (wl,h−wk,h), (5.1)

onde ~wl é a fonte de alimento memorizada, ~wk é uma fonte de alimento selecionada aleatori-
amente, que deve ser diferente de ~wl , h é uma variável selecionada aleatoriamente e φ é um
valor aleatório selecionado do intervalo [−1;1]. A seguir, o critério de qualidade da nova fonte
de alimento ~w′l é calculado. A abelha irá memorizar ou ~wl ou ~w′l , baseado numa seleção gulosa.

Após as abelhas empregadas terminarem sua busca, elas passam a informação das quali-
dades das fontes de alimento para as abelhas observadoras. Baseado nessa informação, cada
fonte de alimento recebe uma probabilidade pl de ser escolhida por uma abelha observadora.
Essa probabilidade é calculada pela Equação (5.2), usando o critério de avaliação f (~wl).

pl =
f (~wl)

∑
SN
k=1 f (~wk)

(5.2)

No VABC, cada abelha observadora escolhe uma fonte de alimento ~wk usando essas pro-
babilidades e tenta achar uma melhor fonte ~w′k usando as equações de atualização das partículas
do PSO (Equações 5.3 e 5.4). A seguir, o critério da nova fonte de alimento ~w′k é calculado e a
abelha escolhe memorizar a fonte que tiver o melhor critério entre ~wk e ~w′k.
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~vk(t +1) = ω~vk(t)+ c1~r1 · (pbestk(t)−~wk(t))+ c2~r2 · (gbest(t)−~wk(t)), (5.3)

~wk(t +1) = ~wk(t)+~vk(t), (5.4)

onde ~wk(t) e~vk(t) são, respectivamente, a posição e a velocidade da k-ésima partícula ou fonte
de alimento no instante t, ω é a inércia, c1 e c2 são coeficientes de aceleração, pbestk(t) é a
melhor posição obtida pela k-ésima partícula até o instante t, gbest(t) é a melhor posição obtida
pelo enxame até o instante t e~r1 e~r2 são vetores, cujos valores são escolhidos aleatoriamente
no intervalo [0;1].

Na fase das abelhas exploradoras, cada fonte de alimento que falhou em melhorar sua
qualidade mais do que um certo número de vezes, que é um parâmetro do algoritmo, é abando-
nada. Nesse caso, uma abelha exploradora busca uma nova fonte de alimento. O VABC itera
por essas três fases (abelhas empregadas, observadoras e exploradoras) até atingir um critério
de convergência. Como mencionado nesta Seção, o VABC será usado para treinar protótipos
descritos por variáveis intervalares, como as descritas na Seção 5.3.

5.3 Dados simbólicos

Dados clássicos são definidos como vetores de variáveis que podem ser quantitativas ou qua-
litativas, não sendo, portanto, naturalmente capazes de representar variabilidade ou incerteza
de dados complexos. Assim, a análise de dados simbólicos (ADS) introduziu diversos tipos de
dados para representar melhor a variabilidade dos dados, como histogramas, listas de valores,
intervalos e outros [19].

Como um exemplo simples, pode-se dizer que o comprimento de uma espécie de peixe
é de 30 a 60 cm, mas não passa de 40 cm nas fêmeas. Esse tipo de informação não é facil-
mente representado por tabelas de pontos de dados clássicos. Esses peixes podem ser descritos
corretamente da seguinte forma:

[Comprimento = [30, 60]], [Sexo = {macho, fêmea}]
e [Se {Sexo = fêmea} Então {Comprimento <= 40}].

A ADS tem o objetivo de pesquisar e introduzir novas ferramentas capazes de modelar
esses tipos de dados. Um ponto de dados simbólicos pode representar um hipercubo ou um
produto Cartesiano de distribuições no espaço p-dimensional ou uma mistura de ambos. Por
outro lado, um ponto clássico é apenas um ponto no espaço p-dimensional [16].



56

Dados simbólicos surgem naturalmente de diversas formas, como a variação diária de tem-
peratura de uma região ou como a lista de categorias de uma população e suas frequências.
Esses dados também podem ser obtidos através da agregação de uma base de dados, usando
categorias de níveis mais altos, e.g. uma base de moradores de um país pode ser agregada em
uma base de cidades do país. Essa agregação pode ser feita tanto porque o pesquisador desejava
analisar os dados a partir de uma visão de nível mais alto, quanto porque a base de dados era
grande demais e precisava ser reduzida.

5.3.1 Tipos de dados

Seja um conjunto de dados, contendo os registros dos moradores do Brasil obtidos em um censo
demográfico, tal que, para cada indivíduo, tem-se o registro de sua região (N, NE, CO, SE ou S),
cidade (Recife, Manaus, etc), naturalidade (brasileiro ou não), sexo (M ou F), profissão, renda
anual e idade. Esse típico conjunto de dados pode ser representado pela Tabela 5.2, contendo
variáveis aleatórias X1,X2, . . . descritas na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Exemplos de variáveis clássicas - variáveis categóricas e quantitativas

X j Descrição: valores possíveis

X1 Região: Norte (N), Nordeste (NE), Centro-Oeste (CO), Sudeste (SE), Sul (S)
X2 Cidade
X3 Brasileiro: sim (S), não (N)
X4 Sexo: masculino (M), feminino (F)
X5 Profissão
X6 Renda anual (em milhares de reais): ≥ 0
X7 Idade (em anos): ≥ 0

Cada linha da Tabela 5.2 corresponde a um ponto de dados clássicos, correspondendo a
valores observados para as variáveis X1, . . . ,Xp para um indivíduo. É possível analisar esses
dados considerando certas categorias, e.g. habitantes da região Sul, ou médicos da região
Sudeste. Cada uma dessas categorias consiste de vários indivíduos, portanto o valor observado
não é mais um simples ponto. Por exemplo, a idade dos habitantes da região Sul (segundo a
Tabela 5.2) pode ser representada pela lista {24, 26, 28, 34, 36, 37, 37, 41, 42}, pelo intervalo
[24;42] ou pelo histograma {[20;30), 1/3; [30;40), 4/9; [40;50], 2/9}. Cada um desses
valores representa um tipo de dado simbólico. A partir da variável profissão, é possível obter
11 categorias ou conceitos simbólicos. Esses conceitos formam a Tabela 5.3 e a Tabela 5.4.
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Tabela 5.2: Exemplo de base de dados clássicos - as variáveis foram descritas na Tabela 5.1

i X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
1 N Belém S M Engenheiro 60 43
2 S Porto Alegre N F Advogada 84 36
3 S Curitiba S M Engenheiro 36 24
4 CO Cuiabá S M Agricultor 120 50
5 NE Recife S F Médica 140 47
6 N Manaus N F Médica 96 60
7 NE Recife S M Porteiro 8,4 25
8 NE Fortaleza S F Médica 108 40
9 N Palmas S M Estudante 3,6 18

10 SE São Paulo N M Advogado 240 55
11 SE Vitória S F Médica 120 38
12 SE São Paulo S M Médico 144 66
13 S Curitiba N F Engenheira 96 34
14 NE Fortaleza S F Engenheira 48 27
15 N Belém S M Médico 72 32
16 N Belém S M Porteiro 12 67
17 S Porto Alegre S F Engenheira 36 42
18 SE São Paulo S F Estudante 0 16
19 NE Recife N M Médico 180 58
20 S Porto Alegre N M Engenheiro 84 26
21 S Curitiba S F Porteira 24 41
22 NE Recife S F Médica 120 31
23 N Manaus S M Porteiro 8,4 25
24 SE Vitória S M Estudante 6 19
25 NE Fortaleza S F Estudante 0 20
26 N Belém S F Engenheira 96 42
27 SE São Paulo N F Engenheira 120 30
28 S Porto Alegre S M Médico 180 37
29 NE Recife S F Porteira 9,6 29
30 N Belém N M Médico 240 48
31 SE Vitória S F Engenheira 36 34
32 NE Recife S M Engenheiro 48 26
33 N Manaus S F Médica 108 51
34 S Curitiba S M Porteiro 24 28
35 SE São Paulo N F Advogada 120 64
36 NE Recife S M Advogado 120 41
37 NE Fortaleza S F Estudante 0 23
38 N Belém S F Advogada 84 33
39 S Curitiba S M Advogado 108 37
40 SE Vitória N M Advogado 72 29
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Tabela 5.3: Dados simbólicos - variáveis dos tipos multivalorada e categórica

wu Profissão X2
w1 Médico {Recife,Manaus,Fortaleza,Vitória,São Paulo,Belém,Porto Alegre}
w2 Engenheiro {Belém,Curitiba,Fortaleza,Porto Alegre,São Paulo,Vitória,Recife}
w3 Advogado {Porto Alegre,São Paulo,Recife,Belém,Curitiba,Vitória}
w4 Porteiro {Recife,Belém,Curitiba,Manaus}
w5 Estudante {Palmas,São Paulo,Vitória,Fortaleza}
w6 Agricultor {Cuiabá}

Tabela 5.4: Dados simbólicos de vários tipos - duas variáveis do tipo multivalorada, uma
modal e duas variáveis intervalares; nu indica o número de indivíduos descritos pelo u-ésimo
conceito simbólico

wu X1 X3 X4 X6 X7 nu
w1 {N,NE,SE,S} {S, N} {M(5/11),F(6/11)} [72;240] [31;66] 11
w2 {N,NE,SE,S} {S, N} {M(4/10),F(6/10)} [36;120] [24;43] 10
w3 {N,NE,SE,S} {S, N} {M(4/7),F(3/7)} [72;240] [29;64] 7
w4 {N,NE,S} {S} {M(4/6),F(2/6)} [8,4;24] [25;67] 6
w5 {N,NE,SE} {S} {M(2/5),F(3/5)} [0;6] [16;23] 5
w6 {CO} {S} {M(1/1)} [120;120] [50;50] 1

Uma observação simbólica tipicamente representa o conjunto de nu indivíduos que satis-
fazem a descrição associada ao conceito simbólico, ou categoria, wu [16]. Um valor clássico é
um caso particular de um valor simbólico correspondente. Variáveis clássicas podem ser qua-
litativas (e.g., xi j = Reci f e) ou quantitativas (e.g., xi j = 24). Variáveis simbólicas podem ser
multivaloradas, intervalares ou modais com ou sem lógica, taxonomia e regras de dependência
hierárquica.

5.3.1.1 Variáveis multivaloradas

Uma variável aleatória simbólica multivalorada X toma valores compostos de uma quantidade
finita de valores categóricos ou quantitativos obtidos do domínio da variável.

Por exemplo, no conjunto de dados de censo demográfico presente na Tabela 5.3, os valores
da variável X2 = Cidade para a categoria Médico (u = 1) são {Recife, Manaus, Fortaleza,
Vitória, São Paulo, Belém, Porto Alegre}. Da mesma forma, os valores da variável X3 =

Brasileiro para a mesma categoria, segundo a Tabela 5.4 são {S,N}, o que significa que alguns
desses indivíduos são brasileiros e outros não.
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Uma observação qualitativa clássica é um caso particular de uma variável simbólica mul-
tivalorada. Por exemplo, o valor da variável X3 para a categoria Estudante (u = 5) é X3 = {S},
ou seja, todos os estudantes são brasileiros.

5.3.1.2 Variáveis modais

Seja uma variável X que toma seus valores do domínio {ηk;k = 1,2, . . .}. Ela é uma variável
modal se tomar a forma X(wu) = {ηk,πk;k = 1, . . . ,su} para a u-ésima observação, onde πk

é uma medida não-negativa associada a ηk e su representa o número de valores do domínio
utilizados.

Por exemplo, no conjunto de dados de censo demográfico presente na Tabela 5.4, os valores
da variável X4 = Sexo para a categoria Engenheiro (u = 2) são {M(4/10),F(6/10)}, ou seja,
40% dos engenheiros são homens e 60% dos engenheiros são mulheres.

Um caso particular das variáveis modais são as variáveis do tipo histograma, que tomam
seus valores de um número finito de intervalos não sobrepostos {[ak;bk),k = 1,2, . . .} onde
ak ≤ bk, assumindo a forma X(wu) = {[ak;bk), puk;k = 1, . . . ,su}, onde su < ∞ é o número
finito de intervalos que formam o valor de X(wu) para a observação wu e puk é o peso para o
intervalo [ak;bk), k = 1, . . . ,su, com ∑

su
k=1 puk = 1.

A variável intervalar X6 =Renda anual para a categoria Engenheiro (u= 2) pode ser repre-
sentada como X6 = {[20;40), 0,3; [40;60), 0,3; [60;80), 0,0; [80;100), 0,3; [100;120], 0,1},
ou seja, 30% dos engenheiros ganham entre 20000 e 40000 reais, 30% ganham entre 40000 e
60000 reais, nenhum deles ganha entre 60000 e 80000 reais, 30% ganham entre 80000 e 100000
reais e 10% ganham entre 100000 e 120000 reais.

5.3.1.3 Variáveis intervalares

Uma variável aleatória simbólica intervalar X , toma valores em um intervalo, X = [a;b]⊂R1,
onde a≤ b e a,b∈R1. Quando os valores intervalares surgem da agregação de um conjunto de
dados clássicos como na Tabela 5.2, os valores para au j e bu j da j-ésima variável são mini∈Ωu xi j

e maxi∈Ωu xi j, respectivamente, onde Ωu é o conjunto de valores que constituem a categoria wu.
No conjunto de dados de censo demográfico presente na Tabela 5.4, os valores da variável

X6 =Renda anual para a categoria Porteiro (u= 4) são X6 = [8,4;24], caracterizando a variável
X6 como uma variável simbólica intervalar.

Uma variável quantitativa clássica é um caso particular de variável simbólica do tipo in-
tervalo chamado de intervalo degenerado, sendo equivalente a um ponto em R1. No exemplo
do conjunto de censo demográfico, as variáveis X6 = Renda anual, e Y7 = Idade têm valo-
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res [120;120] e [50;50], respectivamente, para a categoria Agricultor (u = 6). As variáveis
intervalares são o foco do algoritmo proposto nesta Seção.

5.4 Uma nova codificação para partículas compostas por protótipos in-
tervalares

Esta Seção estende a codificação discutida na Seção 4.3 para protótipos intervalares. Para um
conjunto de dados com G classes e p variáveis intervalares, o IVABC tem o objetivo de achar as
π variáveis mais úteis e posicionar M protótipos para achar a representação ótima do conjunto
de treinamento ℑ. Para isso, a l-ésima partícula é codificada como Wl = {~w0,l,~w1,l, . . . ,~wM,l},
com velocidade Vl = {~v0,l,~v1,l, . . . ,~vM,l}. Tanto a posição quanto a velocidade do m-ésimo
protótipo são compostas por p coordenadas intervalares, e.g., ~wm,l = {wm,l,1, . . . ,wm,l,p} e
~vm,l = {vm,l,1, . . . ,vm,l,p}, onde os valores wm,l, j = [wm,l, j,L;wm,l, j,U ] e vm,l, j = [vm,l, j,L;vm,l, j,U ]

são intervalos.
O vetor ~w0,l = {w0,l,1, . . . ,w0,l,p} é um importante componente da l-ésima partícula, que

não representa um protótipo, mas um vetor de p valores reais situados no intervalo [0,1], cujos
componentes correspondem às p variáveis intervalares e indicam que variáveis são usadas pela
partícula. Se w0,l, j ≤ 0,5, então a j-ésima variável correspondente é descartada por todos
os protótipos da l-ésima partícula. Adicionalmente, ~v0,l é o componente da velocidade que
corresponde a ~w0,l . Assim, cada indivíduo da população é composto por M · p intervalos e p

números reais.
O novo método inicializa as fontes de alimento como segue: para cada fonte de alimento

~wl , (l = 1, . . . ,SN), para cada classe g, (g = 1, . . . ,G), Mg protótipos são selecionados, re-
sultando em M protótipos por partícula (∑G

g=1 Mg = M). Além disso, para cada variável j,
( j = 1, . . . , p), w0,l, j é aleatoriamente selecionado do intervalo [0,1].

A fórmula da fase de abelhas empregadas tem que ser adaptada para refletir essa codi-
ficação. Para cada fonte de alimento Wl , a abelha escolhe outra fonte de alimento aleatória
Wk. A seguir, um índice aleatório 0≤ m≤M é escolhido, onde o índice m = 0 indica o vetor
que contem a importância de cada variável e os outros valores possíveis de m são associados
aos protótipos. Por último, uma dimensão ( j = 1, . . . , p) é escolhida aleatoriamente. A Equa-
ção (5.5) mostra como a atualização da fonte de alimento é feita, caso m = 0. Quando m > 0, a
atualização usa a Equação (5.6).

w′0,l, j = w0,l, j +φ ∗ (w0,l, j−w0,k, j) (5.5)
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w′m,l, j,L = wm,l, j,L +φ ∗ (wm,l, j,L−wm,k, j,L) (5.6)

w′m,l, j,U = wm,l, j,U +φ ∗ (wm,l, j,U −wm,k, j,U)

Antes que uma partícula seja atualizada, é fundamental checar se, para todos os compo-
nentes intervalares w′m,l, j, w′m,l, j,L <= w′m,l, j,U , ou seja, se a definição de intervalo é respei-
tada (limite inferior menor ou igual ao limite superior). Caso essa condição não seja respei-
tada, os limites devem ser invertidos. Além disso, é preciso verificar se algum limite inferior
w′m,l, j,L < min( jL), ou se algum limite superior w′m,l, j,U > max( jU), onde min( jL) e max( jU)

são, respectivamente, os valores mínimos dos limites inferiores e os valores máximos dos li-
mites superiores de todos os intervalos correspondentes à j-ésima variável. Adicionalmente,
todos os w′0,l, j devem ser mantidos no intervalo [0;1]. Por último, as velocidades devem ser
mantidas no intervalo [vmin;vmax], onde vmin e vmax] são parâmetros do método. Somente após
essas verificações, o valor do critério de avaliação da partícula será calculado e o algoritmo
decidirá se memorizará a nova partícula W′

l ou manterá a partícula atual Wl .

5.5 Critério de avaliação

Como discutido na Seção 4.3, o critério de avaliação das partículas é muito importante para
a capacidade de generalização do classificador treinado pelo IVABC. Em particular, o critério
ψ3 apresentado na Equação (4.3) é útil para evitar a ocorrência de sobreajuste. Por isso, esse
critério foi adaptado para o IVABC através da função ψIVABC(l), como mostra a Equação (5.7).

ψIVABC(l) = η1ψ1(l)+η2JIVABC(l), (5.7)

onde η1 e η2 são pesos escolhidos do intervalo [0;1], tal que η1+η2 = 1 e ψ1(l) = Nerros,l/N é
a taxa de erro de classificação da l-ésima partícula. A classificação é feita segundo o processo
explicado na Seção 5.7. Os valores de ψ1(l) situam-se no intervalo [0;1]. A função JIVABC(l) é
calculada pela Equação (5.8).

JIVABC(l) =
∑

M
m=1 ∑

N
i=1

dπm,l

(
~xi,~wm,l ,~λm,l

)
δ (m,l,k,i)

ki
Nacertos,l

, (5.8)

onde δ (m, l,k, i) = 1 se o m-ésimo protótipo da l-ésima partícula for um dos k protótipos mais
próximos da i-ésima instância e yi = ym,l , caso contrário δ (m, l,k, i) = 0. dπm,l é uma distância



62

Euclidiana quadrática intervalar entre os vetores ~xi e ~wm,l . Essa distância é adaptativa e tem
pesos diferentes para cada protótipo. É fundamental manter os valores da função JIVABC no
intervalo [0;1] (mesmo intervalo de ψ1). Portanto, é necessário seguir os seguintes passos: (i) as
distâncias entre instâncias e seus protótipos mais próximos são divididos por ki, que representa
quantos protótipos entre os k mais próximos ao i-ésimo objeto pertencem a mesma classe; (ii)
o total da soma das distâncias é normalizado por Nacertos,l , que é o número de instâncias que
possuem vizinhos mais próximos da mesma classe; e (iii) a distância dπm,l deve ser calculada
usando a Equação (5.9).

dπm,l

(
~xi,~wm,l,~λm,l

)
=

∑ j∈ϒl
λm,l, j

[(
xi, j,L−wm,l, j,L

max( jU )−min( jL)

)2
+
(

xi, j,U−wm,l, j,U
max( jU )−min( jL)

)2
]

2 · |ϒl|
, (5.9)

onde ϒl é o conjunto de índices de variáveis para os quais W0,l, j > 0,5, i.e., o conjunto de variá-
veis usadas pela l-ésima partícula, max( jU) e min( jL) são respectivamente os valores máximos
dos limites superiores e os valores mínimos dos limites inferiores dos intervalos que corres-
pondem à j-ésima variável e λm,l, j é o valor que modela a dispersão da j-ésima variável na
sub-região representada pelo m-ésimo protótipo da l-ésima partícula. Ao dividir os termos da
distância por (max( jU)−min( jL)) e a soma dos termos por 2 · |ϒl|, os valores da distância são
mantidos no intervalo [0,1].

O algoritmo IVABC tem o objetivo de minimizar a função ψIVABC(l) apresentada pela
Equação (5.7). Portanto, as probabilidades para a fase das abelhas observadoras podem ser
calculadas como mostra a Equação (5.10).

pl =
f (l)

∑
SN
k=1 f (k)

(5.10)

onde f (l) é calculada pela Equação (5.11).

f (l) =
1

ψIVABC(l)+1
(5.11)

5.6 Pesos da distância adaptativa

Os pesos da distância dπm,l permitem-na modelar conjuntos de dados compostos de classes
com várias formas e estruturas e são calculados pelo método dos multiplicadores de Lagrange.
A distância tem três níveis de adaptabilidade: (i) os pesos λ representam o efeito das variáveis
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sobre os protótipos; (ii) os pesos γ representam a influência do protótipo na sua classe g e (iii)
os pesos β representam a importância da classe no conjunto de dados.

Considere que cada classe g, (g = 1, . . . ,G), tem Mg protótipos. Sejam~λm,l , ~γl,g e ~βl três
vetores que satisfazem as seguintes condições:

1. λm,l, j > 0 e ∏ j∈ϒl
λm,l, j = γm,l,g;

2. γm,l,g > 0 e ∏m∈Ωg γm,l,g = βl,g;

3. βl,g > 0 e ∏
G
g=1 βl,g = 1;

onde Ωg é o conjunto de protótipos que pertencem à classe g. A cardinalidade desse con-
junto é Mg. Todos esses pesos são calculados de acordo com o método dos multiplicadores de
Lagrange. Os vetores~λm,l são dados pela Equação (5.12).

λm,l, j =
{γm,l,g[∏h∈ϒl

∆m,l,h]}
1
|ϒl |

∆m,l, j
, (5.12)

onde ∆m,l, j é dado pela Equação (5.13).

∆m,l, j =
N

∑
i=1

[(
xi, j,L−wm,l, j,L

max( jU )−min( jL)

)2
+
(

xi, j,U−wm,l, j,U
max( jU )−min( jL)

)2
]

δ (m, l,k, i)

2 · |ϒl| · ki ·Nacertos,l
(5.13)

Os valores dos pesos γ são calculados como mostra a Equação (5.14).

γm,l,g =

[
βl,g ∏r∈Ωg

(
∑

N
i=1 dπm,l

(
~xi,~wr,l,~λr,l

)
δ (r, l,k, i)N−1

r,l,k,g

)] 1
Mg

∑
N
i=1 dπm,l

(
~xi,~wm,l,~λm,l

)
δ (m, l,k, i)N−1

m,l,k,g

, (5.14)

onde Nm,l,k,g é o número de ocorrências do m-ésimo protótipo da l-ésima partícula como um
dos k vizinhos mais próximos das instâncias de treinamento que pertencem a sua classe g.

A motivação dos pesos γ é que protótipos que estão em média localizados longe das suas
instâncias afetadas tem pesos γ menores, o que resulta em pesos λ potencialmente menores e,
portanto, tornam-se capazes de afetar mais instâncias.

A Equação (5.14) resulta em erro se ∑
N
i=1 dπm,l

(
~xi,~wm,l,~λm,l

)
δ (m, l,k, i)N−1

m,l,k,g = 0, i.e.,
se um protótipos não afetar corretamente instância alguma. Para resolver esse problema, todos
os protótipos que satisfazem essa condição em cada iteração são removidos do conjunto de
protótipos. Se uma classe g ficar sem protótipos na l-ésima partícula, um novo conjunto de
protótipos é selecionado a partir do conjunto de treinamento para g.
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Os pesos β são calculados usando a Equação (5.15).

βl,g =

[
∏

G
a=1

(
∑

Ma
m=1 ∑

N
i=1 dπm,l

(
~xi,~wm,l,~λm,l

)
δ (m, l,k, i)N−1

a

)] 1
G

∑
Mg
m=1 ∑

N
i=1 dπm,l

(
~xi,~wm,l,~λm,l

)
δ (m, l,k, i)N−1

g

(5.15)

onde Ng é o número de ocorrências dos protótipos da classe g entre os k vizinhos mais próximos
de instâncias da classe g. O Apêndice A apresenta a derivação completa dos pesos segundo o
método dos multiplicadores de Lagrange.

A Equação (5.15) resulta em erro se ∑
Mg
m=1 ∑

N
i=1 dπm,l

(
~xi,~wm,l,~λm,l

)
δ (m, l,k, i)N−1

g = 0,
i.e., se nenhum protótipo da classe g afetou instâncias corretamente. Nesse caso, todos os pesos
β da l-ésima partícula são fixados em 1,0 para essa iteração.

Os pesos da distância usada pelo algoritmo WFLVQ [63] eram calculados em dois passos.
Isso poderia levar a perda de informação. Aqui, os pesos da distância dπm,l são calculados em
um passo, imediatamente antes de calcular o critério ψIVABC(l) para a l-ésima partícula (passos
4, 13, 30 e 42 do Algoritmo 4). Inicialmente, os pesos β são calculados, em seguida os pesos γ

e por último os pesos λ .

5.7 Atribuição de rótulos

O processo de atribuição de rótulos usado pelo IVABC é baseado no método SO-NN [2]. Aqui,
o i-ésimo objeto de teste é atribuído à g-ésima classe que tem o maior peso Θg,i entre as classes
dos k vizinhos mais próximos. O vetor de pesos de classe pode ser calculado ponderando a
contribuição de cada um dos M protótipos da l-ésima partícula de acordo com o inverso da
dissimilaridade entre o protótipo e a instância, i.e., θm,l,i = 1/dπm,l

(
~xi,~wm,l,~λm,l

)
. Com isso,

o peso total Θg,i da g-ésima classe em relação à i-ésima instância é dado pela Equação (5.16).

Θg,i =
k

∑
m=1

θm,l,iν(g,m, l), (5.16)

onde ν(g,m, l) = 1 se o m-ésimo protótipo da l-ésima partícula pertencem à g-ésima classe e
ν(g,m, l) = 0, caso contrário.

A classe estimada da i-ésima instância, ŷi, é então atribuída como g, tal que g é a classe
com maior peso, i.e., g = argmax(Θg,i|1 ≤ g ≤ G). Se existem protótipos entre os k vizinhos
mais próximos para os quais a distância é 0, então ŷi = g, onde g é a classe mais frequente
entre esse protótipos. O método IVABC atribui rótulos para instâncias de treinamento antes de
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calcular a qualidade de cada partícula (passos 5, 13, 30 e 42 do Algoritmo 4).

5.8 Pseudocódigo do IVABC

O Algoritmo 4 apresenta os passos detalhados do IVABC, considerando todas as contribuições
discutidas nesta Seção. A nova codificação das partículas está presente nos passos de inicializa-
ção (passos 1 e 41) e na fase de abelhas empregadas (passo 12). O algoritmo atualiza os pesos
da distância relativos aos protótipos de uma partícula e calcula as distâncias entre instâncias de
treinamento e esses protótipos nos passos 4, 5, 13, 30 e 42. Além disso, para avaliar a qualidade
da partícula (passos 5, 13, 30 e 42), o algoritmo atribui rótulos a essas instâncias, resultando
numa taxa de erros de classificação.
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Algoritmo 4 IVABC
1: Inicialize SN fontes de alimento e suas velocidades;
2: Atribua valores para os pesos η1 e η2 do critério e para o limite de tentativas;
3: Inicialize ωmax e ωmin;
4: Calcule os pesos da distância para todas as fontes de alimento;
5: Calcule o valor do critério para cada fonte de alimento, usando Equação (5.7);
6: Inicialize pbestl para cada fonte de alimento (l = 1, . . . ,SN) e gbest para a população;
7: Enquanto o critério de parada não for atingido Faça:

Envie as abelhas empregadas:
8: Para l = 1→ SN Faça:
9: Selecione uma fonte de alimentos aleatória Wk , k 6= l;
10: Selecione um índice aleatório 0≤ m≤M;
11: Selecione uma variável aleatória j;
12: Use a Equação (5.5) ou a Equação (5.6) para gerar uma nova fonte de alimento W′l ;
13: Calcule os pesos da distância e o novo valor do critério ψ ′IVABC(l);
14: Se ψ ′IVABC(l)< ψIVABC(l) Então
15: Wl ←W′l
16: pbestl ←W′l
17: tentativasl ← 0
18: Senão
19: tentativasl ← tentativasl +1
20: Fim Se
21: Fim Para
22: Atualize gbest = Wc, onde c = argminψIVABC(l),∀l ∈ (1, . . . ,SN).

Envie as abelhas observadoras:
23: Calcule as probabilidades das fontes de alimento, usando a Equação (5.10);
24: Calcule ω , usando a formula adotada pelo método VABC [31];
25: Para l = 1→ SN Faça:
26: Selecione aleatoriamente uma fonte de alimento Wk , k 6= l, baseado nas probabilidades;
27: Selecione aleatoriamente r1 e r2 do intervalo [0,1] e c1 e c2 do intervalo [0.5,1];
28: Atualize a velocidade Vk , usando a Equação (5.3);
29: Calcule a nova posição W′k , usando a Equação (5.4);
30: Calcule os pesos da distância e o novo valor do critério ψ ′IVABC(k);
31: Se ψ ′IVABC(k)< ψIVABC(k) Então
32: Wk ←W′k
33: pbestl ←W′k
34: tentativasl ← 0
35: Senão
36: tentativasl ← tentativasl +1
37: Fim Se
38: Fim Para

Envie as abelhas exploradoras:
39: Para l = 1→ SN Faça:
40: Se tentativasl > limit Então
41: Reinicialize tentativasl , Wl e sua velocidade;
42: Calcule os pesos da distância e o novo valor do critério ψIVABC(l);
43: Fim Se
44: Fim Para
45: Atualize gbest = Wc, where c = argminψIVABC(l),∀l ∈ (1, . . . ,SN).
46: Fim Enquanto

Retorne gbest e seus pesos λ .
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5.9 Experimentos com o IVABC

Nesta Seção, o desempenho do IVABC será avaliado em termos de taxa de erro de classifi-
cação, além da sua habilidade de cumprir seus objetivos, i.e. reduzir o número de variáveis,
demonstrar robustez com relação à inicialização dos protótipos e eliminar protótipos inutili-
zados. O IVABC foi comparado ao WFLVQ e a três classificadores baseados em protótipos
treinados por diferentes algoritmos de enxames: (i) VABC [31]; (ii) improved self-adaptive

particle swarm optimization (IDPSO), uma versão do PSO que ajusta automaticamente os seus
parâmetros [79]; e (iii) o PSO básico com inércia decrescente.

Os três métodos baseados em enxames que serão comparados ao IVABC usarão a codi-
ficação de partículas explicada na Seção 4.3, que é uma generalização para múltiplos protó-
tipos por classe da codificação proposta por De Falco et al. [15], modificada para permitir
protótipos intervalares. Assim, cada partícula é uma matriz Wl = {~w1,l, . . . ,~wM,l}, cuja m-
ésima linha representa o m-ésimo protótipo, composto por p coordenadas intervalares, e.g.,
~wm,l = {wm,l,1, . . . ,wm,l,p}. Estes experimentos usarão tanto conjuntos de dados sintéticos
quanto reais.

5.9.1 Conjuntos sintéticos

Os conjuntos sintéticos serão usados nesta análise porque oferecem um melhor entendimento
sobre o funcionamento dos algoritmos. Quatro deles são considerados neste trabalho.

1. O primeiro tem duas classes elípticas e duas variáveis, mas apenas uma é importante para
separar as classes;

2. O segundo conjunto tem duas classes compostas de uma região esférica e outra elíptica
e duas variáveis importantes;

3. O terceiro tem duas classes hiper-elípticas e três variáveis, mas apenas duas contribuem
para separar as classes;

4. Por último, o quarto conjunto é similar ao segundo, mas com muito mais sobreposição
entre as classes.

Cada sub-região de classe é obtida de uma distribuição Gaussiana com componentes não-
correlacionados, como descrito em [8]. Cada ponto (z1,z2) é usado para gerar um vetor de
intervalos (um hipercubo de p dimensões, onde p é o número de variáveis), definido como:
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[([z1−ϕ1/2;z1 +ϕ1/2], [z2−ϕ2/2;z2 +ϕ2/2])]. Os parâmetros ϕ1 e ϕ2 são selecionados ale-
atoriamente do intervalo [1;10] e, para preservar a estrutura definida para cada sub-região, os
dados intervalares de cada sub-região são obtidos usando o mesmo par (ϕ1,ϕ2).

Os parâmetros para geração dos conjuntos são mostrados nas Tabelas 5.5-5.8 e os conjun-
tos de dados resultantes podem ser vistos nas Figuras 5.1-5.4.

Tabela 5.5: Conjunto 1 - Parâmetros das distribuições Gaussianas do primeiro conjunto

Classe 1

µ1 = 99 µ2 = 99 σ2
1 = 9 σ2

2 = 169 n = 200

Classe 2

µ1 = 108 µ2 = 99 σ2
1 = 9 σ2

2 = 169 n = 200

Figura 5.1: Conjunto 1 - dados gerados pelas distribuições Gaussianas
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Tabela 5.6: Conjunto 2 - Parâmetros para as distribuições Gaussianas do segundo conjunto

Classe 1

µ1 = 99 µ2 = 99 σ2
1 = 9 σ2

2 = 169 n = 200

µ1 = 104 µ2 = 138 σ2
1 = 16 σ2

2 = 16 n = 150

Classe 2

µ1 = 108 µ2 = 99 σ2
1 = 9 σ2

2 = 169 n = 200

µ1 = 104 µ2 = 60 σ2
1 = 16 σ2

2 = 16 n = 150

Figura 5.2: Conjunto 2 - dados gerados pelas distribuições Gaussianas
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Tabela 5.7: Conjunto 3 - Parâmetros para as distribuições Gaussianas do terceiro conjunto

Classe 1

µ1 = 99 µ2 = 99 µ3 = 44 σ2
1 = 9 σ2

2 = 169 σ2
3 = 25 n = 200

µ1 = 104 µ2 = 138 µ3 = 44 σ2
1 = 16 σ2

2 = 16 σ2
3 = 25 n = 150

Classe 2

µ1 = 108 µ2 = 99 µ3 = 41 σ2
1 = 9 σ2

2 = 169 σ2
3 = 25 n = 200

µ1 = 104 µ2 = 60 µ3 = 41 σ2
1 = 16 σ2

2 = 16 σ2
3 = 25 n = 150
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Figura 5.3: Conjunto 3 - dados gerados pelas distribuições Gaussianas
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Tabela 5.8: Conjunto 4 - Parâmetros para as distribuições Gaussianas do quarto conjunto

Classe 1

µ1 = 99 µ2 = 99 σ2
1 = 9 σ2

2 = 169 n = 200

µ1 = 104 µ2 = 118 σ2
1 = 16 σ2

2 = 16 n = 150

Classe 2

µ1 = 100 µ2 = 99 σ2
1 = 9 σ2

2 = 169 n = 200

µ1 = 104 µ2 = 80 σ2
1 = 16 σ2

2 = 16 n = 150
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Figura 5.4: Conjunto 4 - dados gerados pelas distribuições Gaussianas
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5.9.2 Conjuntos de dados reais

Quatro conjuntos de dados reais são usados nesta análise de desempenho: um conjunto de co-
gumelos e três conjuntos de climas. O conjunto de cogumelos foi apresentado por Xu [76].
Ele continham 274 observações de várias espécies de fungos extraídas de MykoWeb [50]. O
conjunto tem três variáveis intervalares: largura do píleo e comprimento e espessura do estipe.
As instâncias foram rotuladas como comestíveis ou não-comestíveis de acordo com informa-
ções extraídas de MykoWeb [50]. As instâncias cujos rótulos não puderam ser determinados
foram removidas do conjunto. O conjunto resultante tem 154 observações (114 comestíveis e
40 não-comestíveis). Esses dados estão disponíveis em http://goo.gl/GsBMTQ.

Os três conjuntos de dados de climas foram apresentados por Silva Filho e Souza [63].
O primeiro tem 1415 cidades/regiões e dez classes: continental úmido, deserto, equatorial,
mediterrâneo, monção, oceânico, savana, semiárido, subártico e subtropical úmido. Os outros
dois conjuntos são subconjuntos do primeiro: climas secos, com três climas (deserto, semiárido
e savana) e 522 instâncias e climas da Europa ocidental (mediterrâneo e oceânico), com 324
cidades ou regiões. Esses três conjuntos tem as mesmas 16 variáveis intervalares: 12 variáveis
que representam as temperaturas mínimas e máximas de cada mês (começando pelo primeiro
mês de verão) e 4 variáveis que representam o nível de precipitação mínimo e máximo em cada
estação (começando com verão).
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5.9.3 Intervalos de confiança

Os cinco algoritmos (IVABC, WFLVQ, VABC, IDPSO and PSO) tiveram suas taxas de erros de
classificação medidas usando os oito conjuntos de dados mencionados nessa Seção. Para for-
necer resultados visualizáveis, essa análise utilizará intervalos de confiança não-paramétricos
para as médias dos resultados, construídos por bootstrap.

Bootstrap é um método estatístico para reproduzir distribuições de probabilidades dos da-
dos de forma aleatória e não-paramétrica. Após a criação dos intervalos para as médias, caso
haja interseção de um ou mais intervalos, essas médias são consideradas iguais com um certo
nível de confiança. Caso contrário, uma média é considerada maior do que a outra.

Seja ε = {e1,e2, · · · ,es} um conjunto de valores de taxa de erro. Um intervalo de confiança
para a média pode ser construído sorteando B instâncias de tamanho s de ε com reposição. Para
cada instância, a média é computada. Essas médias são ordenadas para encontrar valores de
percentis. Com um nível de confiança de (1−α)100%, (0 ≤ α ≤ 1), o intervalo de confiança
é dado pelos elementos que correspondem aos índices round

(
B · α

2

)
e round

(
B · (1− α

2 )
)

[47].
O Algoritmo 5 apresenta uma forma compacta de construir esses intervalos [47].

Algoritmo 5 Construindo um intervalo de confiança para a média das taxas de erro usando
bootstrap

Requer: Conjunto ε = {e1,e2, · · · ,es} de valores de taxas de erro; número de execuções B;
tamanho da amostra s

1: Para b=1:B Faça
2: instânciab← uma amostra de ε , com reposição e tamanho s;
3: mb← média da b-ésima amostra;
4: Fim Para
5: Ordene as médias m1,m2, · · · ,mB em ordem crescente;
6: min← round

(
B · α

2

)
;

7: max← round
(
B · (1− α

2 )
)
;

8: ca← mmin;
9: cb← mmax;

Retorne Intervalo de confiança: [ca;cb].

5.9.4 Metodologia

Os parâmetros dos algoritmos tem uma grande importância para seus desempenhos. Portanto,
esses valores foram escolhidos empiricamente, através de validação-cruzada. Todos os métodos
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baseados em enxames usaram 25 fontes de alimento para todos os conjuntos de dados. Outros
valores de parâmetros foram:

• IVABC: limit = 10, ωmax = 0,9, ωmin = 0,4, vmax = 1, vmin =−1 e o peso η1 do critério
ψIVABC na Equação (5.7) toma valores do conjunto {0,0; 0,2; 0,4; 0,5; 0,6; 0,8; 1,0}, com
η2 variando de acordo;

• WFLVQ: αm(0) = 0,3;

• VABC: limit = 10, ωmax = 0,9, ωmin = 0,4, v j,max = (max( jU)−min( jL)),
v j,min =−(max( jU)−min( jL)), ∀ j ∈ (1, . . . , p);

• IDPSO: além dos mesmo valores de parâmetros usados para o VABC, c1(0) = c2(0) = 2;

• PSO: mesmos valores que os usados para o IDPSO, exceto vmax = 0,05 e vmin =−0,05.

Todos os quatro métodos de enxames foram executados por 200 iterações ou até o gbest

atingir 50 iterações sem alterações. WFLVQ foi executado até o erro de validação aumentar
por três iterações consecutivas. Os números de protótipos para todos os métodos e o valor de k

usado pelo IVABC foram escolhidos através de validação-cruzada. Esses valores foram:

• Conjunto sintético 1: 20 protótipos para ambas as classes - k = 3 para o IVABC;

• Conjunto sintético 2: 20 protótipos para ambas as classes - k = 21 para o IVABC;

• Conjunto sintético 3: 20 protótipos para ambas as classes - k = 2 para o IVABC;

• Conjunto sintético 4: 20 protótipos para ambas as classes - k = 21 para o IVABC;

• Cogumelo: 7 para a classe comestível e 2 para a classe não-comestível - k = 3 para o
IVABC;

• Dez climas: 34 para continental úmido, 28 para deserto, 12 para equatorial, 20 para
mediterrâneo, 12 para monção, 42 para oceânico, 38 para savana, 34 para semiárido, 6
para subártico e 40 para subtropical úmido - k = 8 para o IVABC;

• Climas secos: 28 para deserto, 38 para savana e 34 para semiárido - k = 21 para o IVABC;

• Climas da Europa ocidental: 20 para mediterrâneo e 40 para oceânico - k = 3 para o
IVABC.
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Para os conjuntos sintéticos, os métodos foram repetidos 100 vezes num experimento
Monte Carlo. Em cada replicação, um novo conjunto de dados foi gerado de acordo com
as distribuições Gaussianas. Para os conjuntos de dados reais, os experimentos Monte Carlo
consistem de 10 repetições de validação cruzada com 10 partições. Portanto, cada experimento
gerou 100 taxas de erro.

5.9.5 Análise de convergência

Antes da análise de performance, é importante verificar a convergência do critério ψIVABC.
Para isso, o IVABC foi executado por 500 iterações com todos os oito conjuntos, usando os
parâmetros mencionados na Seção 5.9.4. As Figuras 5.5 e 5.6 mostram que o valor do critério
decresce rapidamente nas primeiras iterações (t < 200), com ajustes menores em iterações
posteriores. Em quase todos os casos – a única exceção é o conjunto de climas secos–, o valor
do critério estava estacionado por cerca de 100 ou mais iterações ao final do experimento. Esses
resultados justificam os valores escolhidos para os parâmetros do IVABC.

5.9.6 Resultados

A Tabela 5.9 mostra os resultados e as Figuras 5.7-5.14 apresentam intervalos de confiança
construídos com B = 1000 e α = 0,05% para as médias das taxas de erro, em %. Em todas as
figuras, a subfigura (a) apresenta os resultados do método IVABC para vários valores do peso η1

do critério ψIVABC. Os pesos η2 são calculados baseado nos valores de η1: η2 = 1,0−η1. Além
disso, a subfigura (b) mostra a comparação entre o intervalo de confiança da melhor versão
do IVABC com os intervalos dos outros métodos. Se ocorrerem interseções nos intervalos de
confiança das versões do IVABC, aquela que tiver a menor média é escolhida para a comparação
com os outros algoritmos.

A Figura 5.7 mostra que a melhor versão do algoritmo IVABC para o primeiro conjunto
sintético usa os valores η1 = 0,6 e η2 = 0,4. Além disso, seu desempenho foi muito superior
ao dos outros algoritmos. Como esperado, o IVABC e os outros métodos de enxames apresen-
taram intervalos menores do que o WFLVQ, com o IVABC mostrando o menor intervalo. Isso
significa maior robustez contra a inicialização dos protótipos.

Para o conjunto sintético 2 (Figura 5.8), a melhor versão do IVABC foi η1 = 0,8 e η2 = 0,2
e os métodos de enxames tiveram intervalos de confiança de tamanhos similares e menores
do que os do WFLVQ. IVABC e VABC tiveram os melhores resultados, com interseção dos
intervalos, ou seja, seus desempenhos são considerados estatisticamente iguais.
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Figura 5.5: Curvas de convergência do IVABC para os conjuntos sintéticos

A melhor versão do algoritmo IVABC para o conjunto sintético 3 (Figura 5.9) usou os
valores η1 = 0,2 e η2 = 0,8 e mostrou o melhor desempenho entre os métodos comparados.
Quanto ao tamanho dos intervalos, VABC e IDPSO apresentaram os menores intervalos.

Para o conjunto sintético 4, a Figura 5.10 mostra que a melhor versão do IVABC usou
η1 = 0,5 e η2 = 0,5 e apresentou o melhor desempenho e o menor intervalo entre os algoritmos
comparados.

Para o conjunto cogumelo (Figura 5.11), a melhor versão do IVABC (η1 = 0,0 e η2 = 1,0)
foi estatisticamente similar ao WFLVQ e ao IDPSO. O IDPSO obteve o menor intervalo.

A Figura 5.12 mostra que o melhor IVABC para o conjunto dos dez climas (η1 = 1,0 e
η2 = 0,0) obteve a menor taxa de erro média e o menor intervalo de confiança entre os métodos
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Figura 5.6: Curvas de convergência do IVABC para os conjuntos reais

comparados.
O IVABC com η1 = 0,5 e η2 = 0,5 teve o melhor desempenho para o conjunto dos cli-

mas secos, como mostra a Figura 5.13, com uma grande diferença para os outros métodos.
Adicionalmente, ele apresentou o menor intervalo.

A Figura 5.14 apresenta os desempenhos para o conjunto dos climas da Europa ocidental.
O IVABC com η1 = 0,2 e η2 = 0,8 teve desempenho estatisticamente igual ao WFLVQ e
ambos foram melhores do que os outros algoritmos. O IVABC obteve o menor intervalo.

É importante observar que os valores de η1 e η2 mostraram que para cada conjunto de
dados, um termo diferente de ψIVABC pode ser mais importante para obter uma melhor solução.
Para três conjuntos de dados, o primeiro termo foi mais importante (0,6≤ η1 ≤ 1,0), enquanto
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Tabela 5.9: Resultados de taxa de erro percentual - A parte esquerda da tabela apresenta
resultados do IVABC para diferentes valores de η1; valores marcados em negrito representam
versões do IVABC que foram significativamente melhores do que os outros algoritmos, de
acordo com os intervalos de confiança apresentados pelas Figuras 5.7-5.14

Versões do IVABC Outros algoritmos
Conjunto 0,0 0,2 0,4 0,5 0,6 0,8 1,0 WFLVQ VABC IDPSO PSO

sintético 1
19,850
(17,287)

1,687
(2,189)

1,223
(1,711)

1,780
(2,348)

1,223
(1,592)

1,533
(2,088)

1,577
(2,105)

5,440
(3,049)

3,473
(2,482)

4,037
(2,517)

4,277
(2,366)

sintético 2
17,032
(17,412)

3,781
(2,179)

2,745
(1,669)

2,970
(1,364)

2,733
(1,492)

2,709
(1,436)

2,762
(1,402)

6,540
(2,311)

2,543
(1,382)

3,482
(1,524)

3,362
(1,453)

sintético 3
22,691
(7,066)

2,101
(1,415)

2,305
(1,407)

2,587
(1,564)

2,505
(1,594)

2,545
(1,328)

2.762
(1,614)

4,591
(1,825)

3,208
(1,148)

4,168
(1,138)

4,080
(1,352)

sintético 4
23,036
(9,811)

7,695
(6,199)

7,011
(5,784)

6,720
(5,498)

7,798
(5,887)

7,699
(6,644)

7,339
(5,104)

16,551
(8,109)

12,693
(7,576)

15,608
(6,806)

15,914
(7,052)

cogumelo
27,683
(6,148)

31,329
(6,701)

31,096
(6,843)

29,192
(6,461)

29,637
(6,739)

29,775
(6,688)

29,067
(6,563)

29,175
(6,326)

31,629
(6,508)

29,171
(5,749)

31,825
(7,864)

dez climas
72,830
(10,587)

18,652
(3,220)

19,198
(3,108)

18,701
(3,143)

18,662
(3,384)

19,008
(3,856)

18,560
(2,912)

34,045
(4,714)

26,927
(3,597)

26,925
(3,844)

26,621
(3,477)

climas secos
51,657
(9,570)

6,527
(3,327)

6,309
(3,084)

5,890
(2,951)

6,408
(3,549)

6,418
(3,025)

6,222
(3,263)

12,087
(4,520)

14,406
(3,797)

14,123
(4,056)

15,028
(4,722)

Europeus
19,686
(12,132)

4,254
(3,586)

4,360
(3,546)

4,289
(3,441)

4,576
(3,485)

4,354
(3,523)

4,873
(3,758)

5,373
(3,792)

7,158
(4,357)

7,334
(4,395)

7,535
(4,181)
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Figura 5.7: Conjunto sintético 1 - intervalos de confiança para as médias das taxas de erro;
melhor versão do IVABC (η1 = 0,6 e η2 = 0,4) apresentou resultado superior aos dos outros
métodos

que para três outros conjunto, o oposto foi verdadeiro (η2 = 0,8 ou η2 = 1,0). Para os dois
conjuntos de dados restantes, ambos os termos foram igualmente importantes (η1 = η2 = 0,5).
Além disso, enquanto a versão do IVABC que considera apenas o segundo termo do critério
(η2 = 1,0) foi a melhor para o conjunto cogumelo, ela foi sempre a pior em todos os outros
conjuntos. Essa versão força o algoritmo a selecionar apenas a variável para a qual as diferenças
entre os protótipos e suas instâncias afetadas são mínimas.
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Figura 5.8: Conjunto sintético 2 - intervalos de confiança para as médias das taxas de erro;
melhor versão do IVABC (η1 = 0,8 e η2 = 0,2) apresentou resultado equivalente ao do VABC
e superior aos dos outros métodos
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Figura 5.9: Conjunto sintético 3 - intervalos de confiança para as médias das taxas de erro;
melhor versão do IVABC (η1 = 0,2 e η2 = 0,8) mostrou desempenho melhor do que os outros
algoritmos

Os resultados apresentados confirmam a versatilidade e a utilidade do IVABC como um
novo classificador para dados intervalares. Ele obteve as melhores taxas médias de erro em
cinco de oito conjuntos de dados. Nos outros três conjuntos para os quais o IVABC não foi o
único melhor algoritmo (conjunto sintético 2, cogumelo e climas da Europa ocidental), ele foi
estatisticamente equivalente aos melhores algoritmos. Além disso, o IVABC obteve os menores
intervalos de confiança em cinco conjuntos de dados, estando entre os menores nos outros
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Figura 5.10: Conjunto sintético 4 - intervalos de confiança para as médias das taxas de erro;
melhor versão do IVABC (η1 = 0,5 e η2 = 0,5) mais uma vez teve melhor desempenho
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Figura 5.11: Cogumelo - intervalos de confiança para as médias das taxas de erro; melhor
versão do IVABC (η1 = 0,0 e η2 = 1,0) teve desempenho similar ao WFLVQ e ao IDPSO

conjuntos. Ainda sobre o tamanho dos intervalos de confiança, o WFLVQ nunca apresentou o
menor intervalo, como esperado. Isso significa que métodos baseados em enxames são mais
capazes de escapar de mínimos locais causados pela inicialização dos protótipos.

WFLVQ foi o segundo melhor algoritmo (depois do IVABC) para o conjunto de climas
secos e empatou com o IVABC para os conjuntos cogumelo e climas da Europa ocidental. Isso
é devido a sua distância adaptativa, que é capaz de modelar as diferenças entre as escalas das
variáveis de temperatura e precipitação. O IVABC teve desempenho ainda melhor porque sua
distância não sofre de perda de informação como a distância usada pelo WFLVQ.
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Figura 5.12: Dez climas - intervalos de confiança para as médias das taxas de erro; melhor
versão do IVABC (η1 = 1,0 e η2 = 0,0) teve desempenho médio muito superior ao de todos os
outros métodos
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Figura 5.13: Climas secos - intervalos de confiança para as médias das taxas de erro; assim
como com o conjunto de dez climas, a melhor versão do IVABC (η1 = 0,5 e η2 = 0,5) obteve
a menor taxa de erro média

Além disso, o IVABC também se beneficiou da sua habilidade de selecionar variáveis
dinamicamente e reduzir o espaço do problema. Para observar essa habilidade, ao final de
cada repetição Monte Carlo r, cada variável recebeu um valor δ r

j = 1, se ela foi considerada
importante pelo algoritmo, ou δ r

j = 0, se ela foi descartada. Ao final de cada experimento, a
porcentagem de vezes que uma variável foi usada é obtida usando (∑100

r=1 δ r
j )/100. As seguintes

variáveis foram consideradas importantes pela melhor versão do IVABC para cada conjunto de
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Figura 5.14: Climas da Europa ocidental - intervalos de confiança para as médias das taxas
de erro; melhor versão do IVABC (η1 = 0,2 e η2 = 0,8) teve desempenho similar ao WFLVQ
e superior aos outros algoritmos

dados (com a porcentagem em parênteses):

• Conjunto sintético 1: X1 (95%);

• Conjunto sintético 2: X1 (97%) e X2 (81%);

• Conjunto sintético 3: X1 (77%) e X2 (71%);

• Conjunto sintético 4: X1 (79%);

• Cogumelo: comprimento do estipe (90%);

• Dez climas: temp-2 (69%), temp-8 (71%), prec-verao (99%), prec-outono (99%), prec-
inverno (99%) e prec-primavera (99%);

• Climas secos: prec-verao (86%), prec-outono (100%), prec-inverno (96%) e prec-primavera
(100%);

• Climas da Europa ocidental: prec-verao (100%) e prec-primavera (59%).

Esses números confirmam o que era esperado para os três primeiros conjuntos sintéticos.
Apenas uma variável foi considerada importante para o conjunto sintético 1, ambas as variá-
veis foram consideradas para o conjunto sintético 2 e duas de três foram usadas para o conjunto
sintético 3. Quanto ao conjunto sintético 4, a sobreposição entre as duas classes foi feita aproxi-
mando as sub-regiões do conjunto sintético 2, modificando as médias e mantendo as variâncias.
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As mudanças foram maiores em X2, tornando essa variável menos discriminativa do que X1.
Assim, o IVABC descartou X2.

Quanto aos conjuntos de dados reais, para o conjunto cogumelo, apenas o comprimento
do estipe foi considerado importante. Os resultados para os conjuntos de climas foram interes-
santes, porque eles se encaixam de maneira intuitiva às discriminações de climas de Köppen
[22]. Em se tratando de climas secos (deserto, semiárido e savana), suas temperaturas podem
ser similares, sendo que a quantidade de precipitação ao longo do ano é o que realmente separa
esses classes. Quanto aos climas da Europa ocidental, um clima mediterrâneo é definido por
meses de verão muito secos, ao contrário de chuva regular em todas as estações em regiões que
apresentam clima oceânico.

Mais variáveis foram consideradas para o conjunto dez climas, incluindo temperaturas no
segundo mês de verão (temp-2) e de inverno (temp-8), mas nenhuma variável de temperatura de
outono e primavera foi considerada. Isso ocorreu porque temperaturas são muito importantes
para separar climas tropicais dos subtropicais, mas o outono e a primavera tendem a apresentar
temperaturas amenas (não-discriminativas) não maioria dos climas. Portanto, a maioria desses
atributos de temperatura foi descartada.

O IVABC e o WFLVQ compartilham a habilidade de remover protótipos inutilizados, em-
bora o IVABC seja capaz de selecionar novos protótipos para uma classe, se a mesma terminar
sem protótipos para representá-la. A Tabela 5.10 apresenta o número médio de protótipos re-
movidos pela melhor versão do IVABC e pelo WFLVQ para cada conjunto de dados.

Tabela 5.10: Eliminação de protótipos - Número de protótipos removidos pelo IVABC e pelo
WFLVQ e número total de protótipos M

Conjunto de dados IVABC WFLVQ M

Conjunto sintético 1 0,96 7,21 40
Conjunto sintético 2 0,0 7,72 40
Conjunto sintético 3 1,79 5,96 40
Conjunto sintético 4 0,0 7,01 40
Cogumelo 0,63 0,2 9
Dez climas 2,99 75,37 266
Climas secos 0,02 24,31 100
Climas da Europa ocidental 1,48 4,65 60

Esse valores mostram que o WFLVQ remove muito mais protótipos. Sabendo que esses
algoritmos descartam protótipos quando eles não afetam padrões de treinamento das suas clas-
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ses, era esperado que o IVABC removesse menos protótipos. De fato, como o IVABC procura
pelos k vizinhos mais próximos de cada objeto de treinamento, seu comportamento leva a me-
nos protótipos inutilizados. Além do mais, o IVABC seleciona novos protótipos para qualquer
classe que fique sem protótipos.

5.9.7 Matrizes de confusão para o conjunto de dez climas

Como a distância generalizada do IVABC tem a vantagem de permitir modelar classes desba-
lanceadas, é interessante analisar as matrizes de confusão produzidas pelos métodos analisados
para um conjunto que apresente classes de tamanhos variados, como o conjunto de dez climas,
cujas classes equatorial, monção e subártico são menos representadas do que as demais.

Para obter as matrizes de confusão apresentadas nesta Seção, os métodos foram treinados
e avaliados 30 vezes com os mesmos conjuntos de treinamento e de teste, usando os mesmos
valores de parâmetros mencionados na Seção 5.9.4. Dessa forma, cada instância de teste rece-
beu 30 predições de cada método, tomando-se a média dessas 30 predições (arredondada para
o inteiro mais próximo) como a predição final para a construção da matriz.

As Tabelas 5.11-5.15 apresentam as matrizes de confusão dos métodos analisados. A
g-ésima linha representa as instâncias da g-ésima classe e a g-ésima coluna representa as ins-
tâncias que foram atribuídas à g-ésima classe. Assim, a diagonal representa as instâncias cor-
retamente classificadas.

Entre as instâncias que pertencem às três menores classes (equatorial, monção e subártico)
o IVABC classificou 10 corretamente, de um total de 18, enquanto WFLVQ e PSO classifica-
ram 9 e VABC e IDPSO atribuíram 8 às suas classes corretas. Além de atribuir mais instâncias
das classes menos representadas às suas classes corretas, o IVABC também teve melhor de-
sempenho de classificação geral, com 99 instâncias corretamente classificadas, contra 65 do
WFLVQ, 73 do VABC, 72 do IDPSO e 78 do PSO. Apesar do pior desempenho do WFLVQ
para classificação geral, quando se leva em consideração apenas as instâncias das classes me-
nores, o WFLVQ só foi pior do que o IVABC. Isso pode se dever a sua distância generalizada,
capaz de modelar classes desbalanceadas, como a distância do IVABC.
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Tabela 5.11: Matriz de confusão do IVABC para o conjunto com dez climas - As classes
são: continental úmido (1), deserto (2), equatorial (3), mediterrâneo (4), monção (5), oceânico
(6), savana (7), semiárido (8), subártico (9) e subtropical úmido (10)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Total

1 14 1 0 1 2 0 0 0 0 0 18

2 0 11 1 2 0 1 0 0 0 0 15

3 0 0 6 1 0 0 0 0 0 0 7

4 0 0 0 7 4 0 0 0 0 0 11

5 0 0 1 1 2 1 2 0 0 0 7

6 0 0 0 0 2 19 0 0 1 0 22

7 0 0 0 0 0 1 18 1 0 0 20

8 1 0 0 2 0 0 5 9 1 0 18

9 0 0 1 0 0 0 1 0 2 0 4

10 0 0 0 0 0 2 2 4 4 11 23

Predições 15 12 9 14 10 24 28 14 8 11 145
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Tabela 5.12: Matriz de confusão do WFLVQ para o conjunto com dez climas - As classes
são: continental úmido (1), deserto (2), equatorial (3), mediterrâneo (4), monção (5), oceânico
(6), savana (7), semiárido (8), subártico (9) e subtropical úmido (10)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Total

1 7 6 2 3 0 0 0 0 0 0 18

2 0 7 1 3 0 4 0 0 0 0 15

3 0 0 5 1 1 0 0 0 0 0 7

4 0 0 0 3 6 2 0 0 0 0 11

5 0 0 0 1 2 4 0 0 0 0 7

6 0 0 0 0 1 19 1 1 0 0 22

7 0 0 0 1 4 5 9 1 0 0 20

8 0 0 1 3 1 2 6 5 0 0 18

9 0 0 0 1 0 0 1 0 2 0 4

10 0 0 0 0 0 1 4 6 6 6 23

Predições 7 13 9 16 15 37 21 13 8 6 145
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Tabela 5.13: Matriz de confusão do VABC para o conjunto com dez climas - As classes são:
continental úmido (1), deserto (2), equatorial (3), mediterrâneo (4), monção (5), oceânico (6),
savana (7), semiárido (8), subártico (9) e subtropical úmido (10)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Total

1 10 2 4 1 1 0 0 0 0 0 18

2 0 6 4 1 2 0 2 0 0 0 15

3 0 0 3 4 0 0 0 0 0 0 7

4 0 0 0 4 2 3 2 0 0 0 11

5 0 0 0 2 2 1 2 0 0 0 7

6 0 0 1 1 2 17 0 0 1 0 22

7 0 0 0 0 0 3 17 0 0 0 20

8 1 1 0 0 5 2 6 2 1 0 18

9 0 0 0 0 0 0 1 0 3 0 4

10 0 0 0 0 0 1 3 5 5 9 23

Predições 11 9 12 13 14 27 33 7 10 9 145
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Tabela 5.14: Matriz de confusão do IDPSO para o conjunto com dez climas - As classes
são: continental úmido (1), deserto (2), equatorial (3), mediterrâneo (4), monção (5), oceânico
(6), savana (7), semiárido (8), subártico (9) e subtropical úmido (10)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Total

1 12 1 2 2 1 0 0 0 0 0 18

2 0 7 2 3 1 2 0 0 0 0 15

3 0 0 5 2 0 0 0 0 0 0 7

4 0 0 0 2 4 2 3 0 0 0 11

5 0 0 0 2 1 2 2 0 0 0 7

6 0 0 1 1 3 16 0 0 1 0 22

7 0 0 0 0 0 5 14 1 0 0 20

8 0 2 0 1 3 3 4 4 1 0 18

9 0 0 0 0 0 0 1 1 2 0 4

10 0 0 0 0 0 1 3 6 4 9 23

Predições 12 10 10 13 13 31 27 12 8 9 145
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Tabela 5.15: Matriz de confusão do PSO para o conjunto com dez climas - As classes são:
continental úmido (1), deserto (2), equatorial (3), mediterrâneo (4), monção (5), oceânico (6),
savana (7), semiárido (8), subártico (9) e subtropical úmido (10)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Total

1 11 3 2 1 0 1 0 0 0 0 18

2 0 6 3 3 1 0 2 0 0 0 15

3 0 0 5 1 1 0 0 0 0 0 7

4 0 0 0 3 4 2 2 0 0 0 11

5 0 0 0 2 2 2 1 0 0 0 7

6 0 0 1 2 1 17 0 0 1 0 22

7 0 0 0 0 0 2 17 1 0 0 20

8 1 1 0 2 3 3 3 5 0 0 18

9 0 0 0 0 0 0 1 1 2 0 4

10 0 0 0 0 0 0 5 5 3 10 23

Predições 12 10 11 14 12 27 31 12 6 10 145

5.10 Considerações finais

Esta Seção introduziu um classificador adaptativo para dados intervalares baseado em pro-
tótipos treinados por enxames, capaz de selecionar variáveis automaticamente e de descartar
protótipos inativos. Os protótipos são treinados usando o algoritmo VABC [31], que ajuda a
evitar mínimos locais causados pela inicialização dos protótipos. O novo método também usa
uma distância Euclidiana quadrática adaptativa para dados intervalares que é capaz de mode-
lar classes desbalanceadas e compostas de sub-regiões de diferentes formas e tamanhos. O
método proposto (IVABC) também generalizou o critério de treinamento das partículas intro-
duzido por De Falco et al. [15], para dar diferentes pesos aos termos, no entanto, os resultados
obtidos mostraram que os valores η1 = η2 = 0.5 podem ser sempre escolhidos, sem prejuízo
de desempenho.

Os experimentos reportados nesta Seção consideraram quatro conjuntos de dados interva-
lares sintéticos e quatro conjuntos reais e compararam o IVABC ao WFLVQ e a três classifi-
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cadores baseados em protótipos treinados por diferentes métodos de enxames (VABC, IDPSO
e PSO) e que usam a codificação de partículas proposta por De Falco et al. [15] adaptada para
dados intervalares. Nos experimentos, o IVABC atingiu resultados melhores de taxa de erro de
classificação para cinco dos oito conjuntos. Nos outros três conjuntos (conjunto sintético 2, co-
gumelo e climas da Europa ocidental), o IVABC foi estatisticamente igual ao melhor algoritmo.
Esses resultados foram confirmados por intervalos de confiança não-paramétricos construídos
com α = 0,05.

Os resultados dos experimentos também mostraram que: (i) o IVABC foi capaz de sele-
cionar variáveis, mantendo apenas as mais importantes; (ii) em comparação com o WFLVQ,
o IVABC descartou menos protótipos, demonstrando melhor utilização dos protótipos; (iii) o
uso de pesos diferentes para os termos do critério ψIVABC levou a soluções melhores para cada
conjunto de dados, porém a escolha de valores iguais para os pesos não acarreta perda signifi-
cativa de desempenho; (iv) a distância adaptativa do IVABC deu-lhe vantagem sobre os outros
métodos de enxames, como visto nas matrizes de confusão para o conjunto de dez climas;
(v) todos os quatro métodos de enxame tiveram intervalos de confiança menores do que os
do WFLVQ, mostrando que são mais robustos contra mínimos locais (o IVABC apresentou os
menores intervalos para cinco conjuntos). Quanto ao custo do IVABC em termos de tempo de
processamento, seu treinamento é mais lento do que o do WFLVQ, o que era esperado, pois ele
usa um método populacional para treinar os protótipos. Isso pode ser mitigado se um método
populacional paralelizável for usado. Já em tempo de teste, o custo é o mesmo do WFLVQ.
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6 PROPAGAÇÃO DE PROBABILIDADES USANDO
PROTÓTIPOS E DISTÂNCIAS ADAPTATIVAS

Todas as verdades são fáceis de perceber depois de terem sido

descobertas; o problemas é descobri-las.

—GALILEU

6.1 Introdução

Os métodos semi-supervisionados de propagação de rótulos usando protótipos (AGR), discuti-
dos na Seção 2.3, têm o objetivo de diminuir o custo de construção do grafo e de propagação
dos rótulos sem prejudicar o desempenho de classificação. No entanto, em muitas aplicações
modernas, e.g. auxílio à tomada de decisões e classificação sensível a custos de erro, o prati-
cante de Aprendizagem de Máquina pode estar mais interessado em saber as probabilidades de
classe para uma nova instância do que um simples rótulo.

Os algoritmos de propagação de rótulos são projetados para respeitar duas condições: (i)
os rótulos das instâncias rotuladas devem ser mantidos (ou minimamente modificados) e (ii)
objetos similares ou próximos devem ter rótulos similares. Para tanto, o critério otimizado na
etapa de propagação é composto de um termo para cada condição. Para transformar a propaga-
ção de rótulos em propagação de probabilidades, uma mudança precisa ser feita no critério a ser
otimizado. O algoritmo resultante dessa adaptação é chamado propagação de probabilidades
apropriadas usando protótipos (proper probability propagation on prototypes – 4Pros).

Outro ponto importante considerado nesta Seção é a importância do cálculo dos pesos
locais para a construção do grafo de âncoras (protótipos) [74]. Considerando as distâncias
discutidas na Seção 3 e a distância proposta na Seção 5, seria interessante explorar o uso de
uma distância adaptativa para construir o grafo de protótipos.
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6.2 Algoritmo

De forma resumida, o treinamento do método 4Pros é composto de 3 passos: (i) inicializa-
ção dos protótipos; (ii) construção do grafo; e (iii) propagação das probabilidades. Os dois
primeiros passos são flexíveis: o praticante pode escolher quaisquer distâncias, algoritmos de
agrupamento para inicialização dos protótipos e métodos de construção do grafo. O Algoritmo
6 mostra os passos do 4Pros e lista os seus parâmetros.

Algoritmo 6 Algoritmo 4Pros

Requer: Conjunto de treinamento ℑ = {(~x1,y1), . . . ,(~xi,yi), . . . ,(~xnl ,ynl),~xnl+1, . . . ,~xN}; nú-
mero de protótipos M; número de vizinhos k; peso do segundo termo da otimização ξ ;
função de escore apropriada s;

1: Obtenha um conjunto de protótipos Ω (e seus pesos λ se a distância for adaptativa);
2: Construa a matriz de pesos locais Z e a matriz de adjacências normalizadas E;
3: Minimize a Equação (6.2) com a função s escolhida e obtenha e matriz A;
4: Obtenha as probabilidades das instâncias não-rotuladas usando a Equação (6.1);

Retorne Protótipos Ω, matriz de probabilidades de classe dos protótipos A e, se a distância for
adaptativa, os pesos λ .

6.3 Propagação de probabilidades

Como discutido na Seção 2.3.1, apesar de os métodos de propagação de rótulos não produzirem
probabilidades, é possível obter probabilidades de classe, usando a função softmax. No entanto,
a Seção 2.3.2 mostrou que essas probabilidades não são bem calibradas, pois o método não é
treinado para otimizá-las. Portanto, se o objetivo for obter probabilidades de classe como
resultado da propagação, o critério de propagação deve ser adaptado.

No algoritmo 4Pros, a propagação de probabilidades deve respeitar duas condições: (i) as
probabilidades das instâncias rotuladas não devem ser modificadas (ou devem ser minimamente
modificadas) e (ii) objetos próximos devem ter probabilidades de classe similares. Para isso, é
necessário incorporar funções de escore apropriadas (do inglês proper scoring rules) ao critério
a ser minimizado.

Uma função de escore s(p,q) é apropriada se ela tiver seu valor mínimo (ou máximo,
dependendo da função) quando as probabilidades corretas (p = q) forem fornecidas. Como
essas funções avaliam probabilidades, seu domínio é o intervalo [0;1]. Portanto, a matriz de
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valores preditivos de rótulos das instâncias rotuladas Ynl passa a tomar seus valores de [0;1]nl×G

e o somatório da sua i-ésima linha (que corresponde ao vetor de probabilidades de classe da
i-ésima instância) deve ser igual a 1.

Por ser uma matriz de probabilidades, Ynl tem um grau de liberdade para a definição das
suas linhas, i.e. em um problema de classificação binária, basta estimar as probabilidades da
classe positiva p̂(y = 1|x), pois as probabilidades da classe negativa são o complemento p̂(y =

0|x) = 1− p̂(y = 1|x). Assim, em um problema de classificação binário, as probabilidades da
classe positiva para as instâncias rotuladas podem ser representadas por um vetor~ynl , que toma
seus valores de [0;1]nl×1. No restante desta Seção, o 4Pros será desenvolvido para problemas
com duas classes. A generalização do 4Pros para o cenário multiclasse ficará como trabalho
futuro.

Para problemas binários, a matriz de valores preditivos de classe dos protótipos A pode ser
descrita como um vetor~a ∈RM×1 de valores preditivos para a classe positiva. Assim, a proba-
bilidade para a classe positiva, dada a i-ésima instância pode ser estimada pela Equação (6.1),
onde σ é a função sigmoide. Percebe-se que os valores de~a indicam a ”afinidade” dos protóti-
pos correspondentes com a classe positiva. Quanto maiores esses valores, mais esses protótipos
representam a classe positiva e quanto menores esses valores, mais esses protótipos represen-
tam a classe negativa. Adicionalmente, valores de ~a muito próximos de 0 significam que os
protótipos correspondentes não contribuem para a estimação das probabilidades, indicando a
possibilidade de removê-los.

p̂(yi = 1|~zi) = σ(~zi,~a) =
1

1+ e−~zi~a
. (6.1)

Dada uma função de escore apropriada qualquer s, o critério Q(~a), cuja minimização per-
mite a propagação de probabilidades, é dado pela Equação (6.2).

Q(~a) = argmin
~a

nl

∑
i=1

s(σ(~zi,~a),~yi)+
ξ

2

N

∑
i′,i′′=1

Ei′i′′s(σ(~zi′,~a),σ(~zi′′ ,~a)). (6.2)

A formulação do critério Q(~a) com uma função s genérica é simples e poderosa, pois
permite que qualquer função de escore apropriada seja usada. Duas dessas funções que são
bastante comuns na literatura são o escore de Brier (Brier score – BS)[7] e a entropia cruzada
(cross entropy – CE). Caso o BS seja usado, o critério toma a forma da Equação (6.3). Caso a
CE seja usada, o critério toma a forma da Equação (6.4).
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QBS(~a) = argmin
~a

nl

∑
i=1
||σ(~zi,~a)−~yi||2 +

ξ

2

N

∑
i′,i′′=1

Ei′i′′ ||σ(~zi′,~a)−σ(~zi′′,~a)||2 , (6.3)

QCE(~a) = argmin
~a

nl

∑
i=1
−~yi logσ(~zi,~a)+

ξ

2

N

∑
i′,i′′=1

−Ei′i′′σ(~zi′,~a) logσ(~zi′′,~a). (6.4)

É interessante destacar que essa formulação do 4Pros equivale a uma regressão logística
semi-supervisionada regularizada, tendo como entrada a matriz de pesos locais Z e como pesos
estimados o vetor ~a. Caso o valor do peso regularizador seja ξ = 0, o 4Pros reverte para uma
regressão logística supervisionada treinada sobre os pesos locais Z dos dados rotulados. Esse
é um importante resultado, pois conecta o 4Pros a um método muito conhecido e estudado da
literatura de Aprendizagem de Máquina. O segundo termo dos critérios promove uma regulari-
zação sobre todos os elementos de treinamento, respeitando a segunda condição de propagação
(objetos próximos devem ter probabilidades de classe similares).

Esses critérios podem ser minimizados por qualquer otimizador capaz de executar métodos
de gradiente descendente. Neste trabalho, a biblioteca Theano [67] da linguagem Python foi
escolhida, devido a sua capacidade de derivação automática.

Uma vez que o vetor ~a é obtido, é possível atribuir probabilidades de classe às instâncias
não-rotuladas usando a Equação (6.1).

6.4 Inicialização dos protótipos

Antes de construir o grafo usado pelo método 4Pros é preciso obter um conjunto de protóti-
pos não-rotulados. Para isso, é possível empregar qualquer algoritmo de agrupamento. Neste
trabalho, o algoritmo escolhido foi o K-médias com uma distância generalizada, pois, como a
Seção 3.4 mostrou, o uso de uma distância adaptativa pode melhorar o desempenho dos méto-
dos de propagação em grafo. No restante desta Seção, o algoritmo K-médias adaptativo será
chamado de AK-médias.

O AK-médias adiciona um passo de cálculo dos pesos da distância às iterações do K-
médias tradicional. O método inicia com um conjunto Ω = {~w1, . . . ,~wm, . . . ,~wM} de protótipos
selecionados aleatoriamente. A cada iteração, o método calcula as distâncias das instâncias de
treinamento para os protótipos, reposiciona os protótipos para os centros das suas instâncias
afetadas e calcula os pesos da distância.
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Os pesos da distância generalizada dam usada pelo AK-médias nesta Seção são similares
aos pesos λ da distância dπm,l do IVABC (Seção 5), porém é preciso adaptá-los, devido à au-
sência de rótulos na etapa de seleção de protótipos. Assim, essa distância tem dois níveis de
adaptabilidade, pois ela modela as dispersões das variáveis nas sub-regiões dos dados represen-
tadas pelos protótipos e a importância de cada sub-região no conjunto de dados. Além disso, a
distância dam é aplicada a dados do tipo ponto, como mostra a Equação (6.5).

dam(~xi,~wm,~λm) =
p

∑
j=1

λm, j(xi, j−wm, j)
2, (6.5)

onde o peso λm, j representa a dispersão da j-ésima variável do m-ésimo protótipo e é calculado
de acordo com a Equação (6.6), com λm, j > 0 e ∏

p
j=1 λm, j = γm.

λm, j =

(
γm ∏

p
h=1 ∆m,h

) 1
p

∆m, j
, (6.6)

onde ∆m, j é dado pela Equação (6.7) e γm é o peso do m-ésimo protótipo no conjunto de treina-
mento e é atualizado usando a Equação (6.8).

∆m, j =
∑

N
i=1
(
xi, j−wm, j

)2
δ (m,k, i)

Nm,k
, (6.7)

onde Nm,k é o número de instâncias das quais o m-ésimo protótipo é um dos k vizinhos mais
próximos e δ (m,k, i) = 1, se o m-ésimo protótipo for um dos k vizinhos mais próximos da
i-ésima instância, caso contrário δ (m,k, i) = 0.

γm =

[
∏

M
r=1 ∑i∈r dar(~xi,~wr)δ (r,k, i)N−1

r,k

] 1
M

∑i∈m dam(~xi,~wm)δ (m,k, i)N−1
m,k

, (6.8)

onde M é o número de protótipos. A Equação (6.8) resulta em erro se ∑i∈m dm(~xi,~wm) = 0,
ou seja, se o protótipo não afetar instância de treinamento alguma. Para evitar esse problema,
todos os protótipos que cumprem essa condição são removidos do conjunto de protótipos. O
Apêndice B apresenta a derivação completa dos pesos da distância dam, segundo o método dos
multiplicadores de Lagrange.

No passo de reposicionamento dos protótipos, o m-ésimo protótipo tem a sua posição
alterada para o centro das instâncias das quais ele foi um dos k vizinhos mais próximos, como
mostra a Equação (6.9).
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~wm =
∑

N
i=1~xiδ (m,k, i)

Nm,k
(6.9)

O Algoritmo 7 detalha os passos do método AK-médias, considerando as equações de
pesos apresentadas nesta Seção.

Algoritmo 7 Algoritmo AK-médias

Requer: Conjunto de treinamento ℑ = {~x1, . . . ,~xi, . . . ,~xN}; número de protótipos M; número
de vizinhos k; número máximo de iterações tmax;

1: t← 0;
2: Selecione um conjunto inicial de protótipos Ω(0) = {~w1(0), . . . ,~wm(0), . . . ,~wM(0)};
3: Inicialize os pesos ∀m∀ jλm, j = 1;
4: Faça
5: t← t +1;
6: Calcule as distâncias entre as instâncias e os protótipos usando a Equação (6.5);
7: Defina os k vizinhos mais próximos de cada instância;
8: Reposicione os protótipos usando a Equação (6.9), obtendo Ω(t);
9: Calcule as distâncias entre as instâncias e os protótipos usando a Equação (6.5);

10: Defina os k vizinhos mais próximos de cada instância;
11: Calcule os pesos usando as Equações (6.6) e (6.8);
12: Enquanto t < tmax e Ω(t)!= Ω(t−1)

Retorne Protótipos Ω(t) e seus respectivos pesos λ .

6.5 Construção do grafo

Depois de obter os protótipos e seus pesos λ usando o AK-médias, é necessário construir o
grafo usado que representa a estrutura intrínseca dos dados. Neste trabalho, o grafo kNN será
usado. Para construí-lo, primeiro, é preciso obter uma matriz R ∈RN×M de distâncias entre as
N instâncias e os M protótipos que toma a seguinte forma:

R=


dam(~x1,~w1,~λ1)δ (1,k,1) dam(~x1,~w2,~λ2)δ (2,k,1) . . . dam(~x1,~wM,~λM)δ (M,k,1)
dam(~x2,~w1,~λ1)δ (1,k,2) dam(~x2,~w2,~λ2)δ (2,k,2) . . . dam(~x2,~wM,~λM)δ (M,k,2)

...
... . . . ...

dam(~xN ,~w1,~λ1)δ (1,k,N) dam(~xN ,~w2,~λ2)δ (2,k,N) . . . dam(~xN ,~wM,~λM)δ (M,k,N)


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Ou seja, a posição Rim = 0 se o m-ésimo protótipo não for um dos k vizinhos mais próximos
da i-ésima instância, caso contrário, Rim = dam(~xi,~wm,~λm). A partir da matriz de distâncias, é
possível obter a matriz de pesos locais Z da seguinte forma:

Z =



(R11+1)−1

∑
M
m=1(R1m+1)−1

(R12+1)−1

∑
M
m=1(R1m+1)−1 . . . (R1M+1)−1

∑
M
m=1(R1m+1)−1

(R21+1)−1

∑
M
m=1(R2m+1)−1

(R22+1)−1

∑
M
m=1(R2m+1)−1 . . . (R2M+1)−1

∑
M
m=1(R2m+1)−1

...
... . . . ...

(RN1+1)−1

∑
M
m=1(RNm+1)−1

(RN2+1)−1

∑
M
m=1(RNm+1)−1 . . . (RNM+1)−1

∑
M
m=1(RNm+1)−1


Assim, quanto menor a distância entre o m-ésimo protótipo e a i-ésima instância, maior o

peso local Zim. Por fim, a matriz de adjacências E é obtida usando a Equação (6.10).

E = ZZT . (6.10)

Na matriz de adjacências E, duas instâncias de treinamento possuem um valor alto de
adjacência se compartilharem muitos protótipos similares.

Embora outras formas de construção de grafo possam ser usadas, como os grafos do AGR
e do EAGR, o grafo kNN foi escolhido por simplificar o processo de predição de probabilidades
de novas instâncias de teste, pois os grafos do AGR e do EAGR são construídos pela solução de
um problema de otimização e os mesmos passos devem ser seguidos para novas instâncias. Por
outro lado, com o grafo kNN usado pelo 4Pros, o vetor de pesos locais~z de uma nova instância
é obtido diretamente a partir das distâncias entre a instância e os protótipos.

6.6 Experimentos com o 4Pros

Esta Seção apresenta uma análise de desempenho do método 4Pros, em sua versão 4ProsBS,
que minimiza a Equação (6.3). O 4ProsBS será comparado a um algoritmo de propagação de
rótulos em grafo de protótipos recentemente introduzido, chamado EAGR [74].

6.6.1 Conjuntos de dados

Dez conjuntos de dados do repositório online UCI [41] serão considerados neste estudo. Quando
os conjuntos estavam disponíveis no repositório de conjuntos mldata.org, a biblioteca
Python scikit-learn [54] foi usada para obtê-los diretamente. Caso contrário, os dados fo-
ram retirados da página do UCI. A Tabela 6.1 descreve os conjuntos de dados usados nesta

mldata.org
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Nome Instâncias Atributos Classes Proporção

balance-scale 625 4 3 46,08%
cleveland 297 13 5 53,87%
hepatitis 155 19 2 79,35%
horse 300 27 2 36,33%
ionosphere 351 34 2 64,10%
iris 150 4 3 33,33%
vehicle 846 18 4 25,77%
vowel 990 10 11 9,09%
wdbc 569 30 2 37,26%
wpbc 194 33 2 23,71%

Tabela 6.1: Conjuntos de dados - Descrição dos dez conjuntos de dados do repositório UCI
usados nos experimentos. A coluna da direita apresenta a proporção de instâncias positivas. Os
conjuntos multi-classe foram binarizados tomando a classe majoritária como classe positiva e
formando a classe negativa com as instâncias das demais classes

análise. Como o 4Pros foi desenvolvido para problemas binários, os conjuntos com mais de
duas classes são transformados em conjuntos binários considerando a classe majoritária como
classe positiva e agrupando todas as outras classes como classe negativa. A coluna da direita
da Tabela 6.1 apresenta as proporções de instâncias positivas em cada conjunto.

6.6.2 Metodologia

Todos os métodos foram implementados usando a linguagem de programação Python. A bi-
blioteca Theano [67] foi adotada para realizar a minimização do critério de propagação para o
4ProsBS. Para isso, foi necessário definir dois parâmetros extras: o número máximo de itera-
ções tmax e a taxa de aprendizado α , que decresce monotonicamente a cada iteração t, como
mostra a Equação (6.11), onde α(0) é o valor inicial da taxa de aprendizado.

α(t) = α(0)
tmax− t
tmax−1

. (6.11)

Os experimentos foram executados em dez repetições de validações cruzadas de cinco
partições (quatro partições para treinamento e uma para teste), totalizando cinquenta execuções
para cada método e cada conjunto de dados. Para selecionar os parâmetros, foi adotado o
seguinte procedimento:

1. o conjunto de dados é dividido em cinco partições, preservando as proporções das classes;

2. quatro dessas partições são usadas para construir o conjunto que será usado para seleção
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de parâmetros (conjunto de ajuste);

3. o conjunto de ajuste é dividido em três partições:

(a) duas partições são usadas para treinar o método com uma certa configuração dos
parâmetros, a outra é usada para testar o modelo obtido;

(b) o resultado segundo alguma métrica (neste caso, entropia cruzada) é comparado
com o melhor resultado anterior e, se for melhor, é armazenado.

Para os três métodos o melhor número de protótipos M foi buscado no intervalo [2,N/10],
onde N é o tamanho do conjunto de ajuste. O melhor valor do número de vizinhos k foi
obtido do intervalo [1,kmax], onde kmax = M/2, se M ≤ 30, senão kmax = 15. O outro parâ-
metro que os dois métodos compartilham é o peso do critério de propagação ξ (chamado γ

no artigo que propôs o EAGR, mas aqui renomeado), cujos valores foram obtidos do intervalo
[10−3,10−2,10−1,1,10,100]. Os demais parâmetros foram buscados nos seguintes intervalos:

1. EAGR:

(a) parâmetros λ e σ para construção do grafo: [1,100];

2. 4ProsBS (parâmetros para a otimização do critério):

(a) taxa de aprendizado α: [0.1,1];

(b) número máximo de iterações tmax: [5,75].

As Tabelas 6.2 e 6.3 apresentam os parâmetros selecionados para o EAGR e o 4ProsBS,
respectivamente.
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conjunto M k ξ λ σ

balance-scale 9 3 1 100 1
cleveland 15 4 10 10 1
hepatitis 8 1 1 100 100
horse 4 2 1 100 1
ionosphere 18 1 100 100 1
iris 9 1 100 1 1
vehicle 56 5 1 1 10
vowel 77 5 1 1 10
wdbc 30 1 100 100 1
wpbc 14 4 100 10 1

Tabela 6.2: EAGR - parâmetros selecionados

conjunto M k ξ α(0) tmax

balance-scale 15 7 10−3 1 75
cleveland 5 1 10 0,775 75
hepatitis 6 2 10−1 1 10
horse 20 2 10−3 0,55 25
ionosphere 15 7 10−3 1 75
iris 9 2 10−3 0,775 75
vehicle 64 4 1 0,775 75
vowel 55 2 10−1 1 75
wdbc 12 1 10 1 25
wpbc 12 3 10−1 0,325 75

Tabela 6.3: 4ProsBS - parâmetros selecionados

O método EAGR não fornece probabilidades de classe de forma nativa. Para extrair essas
probabilidades com o objetivo de comparar os métodos, a matriz AEAGR de predições de rótulos
dos protótipos precisa ser normalizada, tal que ∑~am = 1 e~am < 0, ∀m ∈ {1, . . . ,M}.
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6.6.3 Resultados

As Tabelas 6.4, 6.5 e 6.6 apresentam os resultados dos experimentos em termos de entropia
cruzada, escore de Brier e taxa de acerto, respectivamente. Valores em negrito indicam resul-
tados com significância de acordo com o teste dos postos sinalizados de Wilcoxon, com nível
de significância α = 0,05.

Como esperado, em termos de entropia cruzada e escore de brier, o 4Pros, em sua versão
4ProsBS, tem desempenho médio superior ao EAGR, com valores significativamente melhores
em 9 de 10 conjuntos. O EAGR apresentou médias de escore de Brier e entropia cruzada em
apenas um conjunto (balance-scale), mas o resultado não foi significativo. O EAGR apresenta
valores muito próximos de entropia cruzada e escore de Brier em todos os conjuntos. Isso
ocorre porque ele tem uma forte tendência de estimar probabilidades muito concentradas em
torno de 0,5, como mostra a Seção 2.3.2. Um fato interessante é que o 4ProsBS e o EAGR apre-
sentaram desempenhos similares em termos de taxa de acerto, o que surpreende, pois o EAGR é
treinado especificamente para otimizar essa métrica. As predições de rótulos do 4ProsBS foram
feitas considerando como positivas as instâncias com probabilidade de classe positiva maior ou
igual a 0,5, mas outro limiar poderia ser escolhido, otimizando a taxa de acerto. Os resulta-
dos de entropia cruzada e escore de Brier confirmam que o método proposto 4Pros atinge seu
objetivo de estimar probabilidades apropriadas de classe num cenário semi-supervisionado.
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conjunto 4ProsBS EAGR

balance-scale 0,81805 0,69235
(0,62191) (0,00015)

cleveland 0,52030 0,69181
(0,07922) (0,00026)

hepatitis 0,44924 0,69102
(0,08506) (0,00128)

horse 0,62805 0,69234
(0,05643) (0,00040)

ionosphere 0,43905 0,69157
(0,07825) (0,00026)

iris 0,07432 0,68629
(0,00927) (0,00041)

vehicle 0,38026 0,69247
(0,02624) (0,00004)

vowel 0,19926 0,69270
(0,02238) (0,00004)

wdbc 0,23606 0,69167
(0,06094) (0,00011)

wpbc 0,66234 0,69299
(0,08456) (0,00029)

Tabela 6.4: Entropia cruzada - médias e desvios padrões entre parênteses; valores em negrito
indicam significância estatística ao nível de α = 0,05
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conjunto 4ProsBS EAGR

balance-scale 0,51621 0,49920
(0,07791) (0,00015)

cleveland 0,32730 0,49866
(0,05411) (0,00026)

hepatitis 0,28438 0,49787
(0,06396) (0,00128)

horse 0,43514 0,49920
(0,05010) (0,00040)

ionosphere 0,26537 0,49842
(0,05528) (0,00026)

iris 0,01207 0,49314
(0,00384) (0,00040)

vehicle 0,23574 0,49932
(0,02087) (0,00004)

vowel 0,10180 0,49956
(0,01681) (0,00004)

wdbc 0,13346 0,49852
(0,04196) (0,00011)

wpbc 0,46301 0,49984
(0,07179) (0,00029)

Tabela 6.5: Escore de Brier - médias e desvios padrões entre parênteses; valores em negrito
indicam significância estatística ao nível de α = 0,05
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dataset 4ProsBS EAGR

balance-scale 53,367 81,596
(3,078) (5,111)

cleveland 78,146 78,670
(5,042) (6,103)

hepatitis 80,699 75,209
(6,365) (12,182)

horse 66,863 71,845
(7,062) (8,930)

ionosphere 84,107 82,386
(5,107) (6,127)

iris 100,000 99,800
(0,00000) (0,800)

vehicle 83,988 88,247
(2,246) (3,072)

vowel 94,384 80,152
(1,424) (2,146)

wdbc 91,005 92,075
(3,283) (3,134)

wpbc 63,903 55,957
(9,489) (8,986)

Tabela 6.6: Taxa de acerto percentual - médias e desvios padrões entre parênteses; valores
em negrito indicam significância estatística ao nível de α = 0,05

6.7 Considerações finais

Este Capítulo introduziu um algoritmo de propagação de probabilidades em grafos de protó-
tipos (4Pros). Os métodos similares da literatura tem o objetivo de propagar rótulos. Para
transformar a propagação de rótulos em propagação de probabilidades, o 4Pros usa um critério
de propagação que incorpora funções de escore apropriadas.

A importância do cálculo dos pesos locais para a construção do grafo de protótipos tam-
bém foi considerada neste Capítulo. Assim, o 4Pros usa uma distância adaptativa similar à
distância usada pelo método IVABC (Seção 5), porém adaptada para dados do tipo ponto e sem
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informação de rótulos.
A análise de desempenho contida neste Capítulo usou dez conjuntos de dados do repo-

sitório online UCI. O 4Pros, em sua versão 4ProsBS, que otimiza o escore de Brier (BS), foi
comparado ao EAGR. Os resultados mostraram desempenho significativamente superior do
4ProsBS em termos de entropia cruzada e escore de Brier em 9 dos 10 conjuntos. Além disso, os
dois métodos tiveram desempenhos similares em termos de taxa de acerto, apesar de o EAGR
ser treinado especificamente para otimizar essa métrica. Os experimentos mostraram que o
4Pros pode ser considerado um bom método para estimação de probabilidades num cenário
semi-supervisionado.

O 4Pros tem custo computacional de treinamento maior do que o EAGR, cujo critério
de propagação é minimizado de forma analítica. No entanto, quando o modelo é usado para
predizer probabilidades para novas instâncias, os pesos locais dos protótipos do 4Pros são di-
retamente calculados usando as distâncias, enquanto o EAGR precisa solucionar um problema
de otimização para obtê-los.
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7 CONCLUSÃO

O conhecimento coroa os esforços com o êxito.

—TEXTOS BUDISTAS

7.1 Considerações finais

Este trabalho foi desenvolvido com foco nas tarefas de classificação e estimação de proba-
bilidades de classe, mais especificamente nos métodos baseados em protótipos, devido a sua
versatilidade, facilidade de implementação e interpretabilidade, e nas distâncias adaptativas,
capazes de modelar as dispersões das variáveis dos conjuntos de dados.

Alguns pontos importantes de melhoria dos métodos baseados em protótipos existentes
na literatura foram expostos e considerados no desenvolvimento deste trabalho, são eles: (i)
a suscetibilidade a mínimos locais, devido à má inicialização dos protótipos; (ii) o problema
das distâncias adaptativas existentes (como a usada pelo método WFLVQ [63]), que sofrem
de perda de informação e de ambiguidade na interpretação dos seus pesos; (iii) a inexistência
de algoritmos semi-supervisionados de propagação de probabilidades de classe apropriadas
através de grafos de protótipos na literatura.

Dois métodos baseados em protótipos e distâncias adaptativas foram introduzidos neste
trabalho para lidar com esses quatro pontos de melhoria. O IVABC foi desenvolvido para reali-
zar classificação multi-classe de dados intervalares e o 4Pros para a tarefa semi-supervisionada
de estimação de probabilidades de classe.

O IVABC usa um algoritmo de otimização de enxames [31] de simples implementação
para atacar o problema da má inicialização dos protótipos que leva a mínimos locais. Além
disso, a distância adaptativa intervalar adotada pelo IVABC é capaz de modelar classes desba-
lanceadas e compostas de sub-regiões de variados tamanhos e formas, além de resolver a perda
de informação no cálculo dos pesos e de ter pesos cujos valores são facilmente interpretáveis.
Por fim, o IVABC tem a capacidade de eliminar atributos irrelevantes e protótipos inativos.

O 4Pros, por outro lado, foi desenvolvido para suprir a ausência de algoritmos semi-
supervi-
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sionados de propagação de probabilidades através de grafos de protótipos. Para isso, o método
adota uma versão modificada do critério de propagação, para garantir que a solução encontrada
respeite duas condições fundamentais, i.e., as probabilidades de classe das instâncias rotula-
das devem ser mantidas ou pouco alteradas e instâncias similares devem ter probabilidades de
classe similares.

O 4Pros é flexível quanto ao método de seleção dos protótipos e à construção do grafo, no
entanto, neste trabalho, uma distância adaptativa foi escolhida, cujos pesos são calculados sem
informação de rótulos de classe (durante a seleção não-supervisionada dos protótipos).

Por fim, este trabalho também apresentou estudos de desempenho para ambos os métodos.
Tanto o IVABC quanto o 4Pros foram comparados a algoritmos existentes apropriados, usando
conjuntos de dados intervalares sintéticos e reais para o IVABC e conjuntos de dados reais do
tipo ponto para o 4Pros.

O IVABC foi comparado ao WFLVQ [63] e a três classificadores baseados em protótipos
treinados por diferentes algoritmos de enxames [31, 37, 79], usando a codificação de partículas
explicada na Seção 4.3. Os cinco métodos tiveram suas taxas de erro de classificação avaliadas
usando quatro conjuntos de dados sintéticos e quatro de dados reais. O IVABC obteve as
melhores taxas médias de erro em cinco dos oito conjuntos de dados, sendo estatisticamente
equivalente aos melhores algoritmos nos outros três conjuntos. Além disso, o IVABC também
apresentou os menores intervalos de confiança para cinco conjuntos de dados, demonstrando
robustez. O IVABC também selecionou atributos automaticamente e de forma significativa
e eliminou menos protótipos do que o WFLVQ, o que mostra que o IVABC mantém menos
protótipos inativos.

Uma versão do 4Pros, 4ProsBS, foi comparada a um algoritmo de propagação de rótulos
em grafo de protótipos chamado EAGR, demonstrando cumprir o objetivo de propagar proba-
bilidades de classe apropriadas, apresentando desempenho superior ao EAGR em termos de
entropia cruzada e escore de Brier, além de apresentar desempenho similar em termos de taxa
de acerto.

7.2 Publicações

No decorrer do desenvolvimento deste trabalho, os seguintes artigos foram publicados em re-
vistas ou conferências internacionais:

• Artigos diretamente relacionados à tese:
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1. Silva Filho, T. M., Souza, R. M. C. R., e Prudêncio, R. B. C. (2016), A swarm-
trained k-nearest prototypes adaptive classifier with automatic feature selec-
tion for interval data, Neural Networks, Volume 80, 19–33:
Trata do método IVABC, proposto na Seção 5, que foi desenvolvido com o objetivo
de contribuir com uma solução para a tarefa de classificação de dados intervala-
res, apresentando características que permitem que o método lide com várias das
limitações dos métodos baseados em protótipos. O artigo também traz uma análise
de desempenho, comparando o método a outros algoritmos existentes na literatura,
usando conjuntos de dados intervalares sintéticos e reais.

2. Silva Filho, T. M., Pimentel, B. A., Souza, R. M. C. R., e Oliveira, A. L. I.
(2015), Hybrid methods for fuzzy clustering based on fuzzy c-means and im-
proved particle swarm optimization, Expert Systems with Applications, Vo-
lume 42(17–18), 6315–6328:
Relacionado ao primeiro artigo, embora seu foco não seja a tarefa de classificação,
pois nele foram introduzidos dois métodos de agrupamento difuso que, assim como
o IVABC, usam um algoritmo de otimização de enxames para treinar os protótipos
(centróides) e evitar mínimos locais.

• Outros artigos:

1. Souza, M. P. S, Silva Filho, T. M., Amaral, G. J. A., e Souza, R. M. C. R.
(Aceito para publicação), Investigating Different Fitness Criteria for Swarm-
based Clustering, International Journal of Business Intelligence and Data Mi-
ning:
Avaliou experimentalmente diversos critérios para treinamento de modelos de agru-
pamento usando métodos baseados em enxames.

2. Souza, L. C., Souza, R. M. C. R., Amaral, G. J. A., e Silva Filho, T. M. (2017),
A Parametrized Approach for Linear Regression of Interval Data, Knowledge-
based Systems, Volume 131, 149–159:
Propôs um novo método para regressão linear de dados intervalares. Todas as abor-
dagens existentes de regressão linear intervalar usam certos pontos de referência
fixos para modelar os intervalos, tais como mínimos e máximos e centros e ampli-
tudes. Isso é uma limitação, pois conjuntos diferentes podem ser modelados por
pontos de referência diferentes. O novo método modela intervalos usando a equa-
ção da reta e encontra os melhores pontos de referência para as variáveis regressoras
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automaticamente. O método constrói duas regressões: uma para os limites inferi-
ores e outra para os limites superiores da variável resposta. Além disso, o novo
algoritmo garante a coerência matemática da resposta (todos os mínimos estimados
são menores do que os máximos estimados) através de uma transformação Box-Cox
da variável resposta.

3. Kull, M., Silva Filho, T. M., e Flach, P. (2017), Beta calibration: a well-founded
and easily implemented improvement on logistic calibration for binary clas-
sifiers, 20th International Conference on Artificial Intelligence and Statistics,
Proceedings of Machine Learning Research, Volume 54, 623–631:
Introduziu um novo método paramétrico para calibração de classificadores binários,
chamado beta calibration, que é mais versátil do que o método bastante conhecido
de calibração logística, sendo capaz de encontrar curvas de calibração mais vari-
adas, incluindo sigmóides invertidas. Ao contrário da calibração logística, a nova
família de curvas de calibração também inclui a identidade, o que significa que beta

calibration não piora a calibração do classificador original. Além disso, por ser um
método paramétrico, beta calibration é menos suscetível a sobreajuste em conjun-
tos de dados pequenos do que regressão isotônica, outro método de calibração bem
conhecido.

4. Perello-Nieto, M., Silva Filho, T. M., Kull, M., e Flach, P. (2016), Background
Check: A General Technique to Build More Reliable and Versatile Classifi-
ers, IEEE 16th International Conference on Data Mining (ICDM), 1143–1148,
Barcelona:
Introduziu uma poderosa técnica para fazer classificadores mais confiáveis e versá-
teis. Background check equipa classificadores com a habilidade de avaliar a dife-
rença entre dados de teste e dados de treinamento. Com isso, o classificador passa
a ser capaz de realizar classificação com opção de rejeição, identificar outliers e
avaliar a confiança em suas predições.

5. Araújo, M. C., Souza, R. M. C. R., Lima, R. C., e Silva Filho, T. M. (2016), An
interval prototype classifier based on a parameterized distance applied to bre-
ast thermographic images, Medical & Biological Engineering & Computing,
Volume 55 (6), 1–12:
Propôs uma nova abordagem para classificar anomalias mamárias (malignas, be-
nignas e cistos) a partir de imagens termográficas, modeladas como variáveis in-
tervalares. O algoritmo mapeia os intervalos para um novo espaço onde as classes
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são mais facilmente separadas e usa uma distância Mahalanobis parametrizada para
alocar rótulos. O método foi aplicado a uma base brasileira de termografias de
mamas de 50 pacientes, obtendo excelentes resultados.

7.3 Trabalhos futuros

Para avançar os estudos sobre métodos baseados em protótipos e distâncias adaptativas, as
seguintes atividades descritas a seguir precisam ser desenvolvidas.

1. Estender o IVABC para outros tipos de dados: neste trabalho, o IVABC foi aplicado
a dados intervalares, mas é possível aplicá-lo a outros tipos de dados, como histogramas,
dados modais, dados do tipo ponto, entre outros, desde que a codificação das partículas
e a distância sejam adaptadas.

2. Avaliar o uso de outros métodos populacionais pra treinar os protótipos do ISOPC:
apenas o VABC foi considerado para treinar os protótipos neste trabalho, resultando no
método IVABC. Seria interessante verificar o impacto de desempenho resultante do uso
de outros métodos populacionais.

3. Desenvolver a versão multiclasse do 4Pros: a versão binária do 4Pros foi formulada
como uma regressão logística semi-supervisionada. De forma similar, a versão multi-
classe do 4Pros pode ser formulada como uma regressão multinomial.

4. Análise mais aprofundada sobre o desempenho do método 4Pros: este trabalho apre-
sentou experimentos detalhados apenas para o método IVABC, portanto é necessário
analisar melhor o 4Pros, comparando-o a mais algoritmos da literatura e usando mais
conjuntos de dados.

5. Investigar a utilidade do 4Pros para calibragem semi-supervisionada de probabili-
dades: quando um certo modelo é construído para estimar probabilidades de classe, é
comum que essas probabilidades estimadas não condigam com as reais probabilidades
observadas, ou seja, o modelo pode ser superconfiante ou subconfiante. Para corrigir es-
sas distorções, é possível utilizar métodos de calibragem de probabilidades, como Platt
scaling [56] ou regressão isotônica [78]. No entanto, esses métodos de calibragem de
probabilidades são supervisionados. Portanto, é interessante investigar a possibilidade
de usar o método 4Pros se os dados disponíveis para a calibragem forem apenas parcial-
mente rotulados.
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Apêndice A – Pesos da Distância do IVABC

A.1 Pesos λ

Os vetores de pesos~λm,l são calculados com o objetivo de minimizar o critério JIVABC, definido
na Equação (5.8), para a l-ésima partícula.

Proposição A.1.1. Considerando a fórmula da distância dπm,l e fixando o m-ésimo protótipo da
l-ésima partícula ~wm,l e a j-ésima variável, os pesos λm,l, j que minimizam o critério JIVABC sob
as restrições λm,l, j > 0 e ∏ j∈ϒl

λm,l, j = γm,l,g são calculados de acordo com a Equação (A.1).

λm,l, j =
{γm,l,g[∏h∈ϒl

∆m,l,h]}
1
|ϒl |

∆m,l, j
, (A.1)

onde ∆m,l, j é definido pela Equação (A.2).

∆m,l, j =
N

∑
i=1

[(
xi, j,L−wm,l, j,L

max( jU )−min( jL)

)2
+
(

xi, j,U−wm,l, j,U
max( jU )−min( jL)

)2
]

δ (m, l,k, i)

2 · |ϒl| · ki ·Nacertos,l
(A.2)

Prova A.1.1. Fixando o m-ésimo protótipo e a j-ésima variável, o critério JIVABC pode ser
reescrito como dado pela Equação (A.3).

JIVABC(l) =
M

∑
m=1

∑
j∈ϒl

λm,l, j∆m,l, j (A.3)

De acordo com instruções de Diday e Govaert [17] e mais por Govaert [27], a minimização
de JIVABC sob as restrições λm,l, j > 0 e ∏ j∈ϒl

λm,l, j = γm,l,g é feita usando a Equação (A.4).

δ

δλm,l, j

(
M

∑
m=1

∑
j∈ϒl

λm,l, j∆m,l, j−µ ∏
h∈ϒl

λm,l,h

)
= 0, f or j ∈ ϒl (A.4)

Da Equação (A.4) segue a Equação (A.5).

∆m,l, j−µ
∏h∈ϒl

λm,l,h

λm,l, j
= 0⇒ λm,l, j =

µ

∆m,l, j

(
∏

h∈ϒl

λm,l,h

)
(A.5)
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Lembrando que ∏h∈ϒl
λm,l,h = γm,l,g, o parâmetro na Equação (A.5) é dado pela Equa-

ção (A.6).

λm,l, j =
µγm,l,g

∆m,l, j
(A.6)

A restrição ∏h∈ϒl
λm,l,h = γm,l,g pode ser escrita como mostra a Equação (A.7).

γm,l,g = ∏
h∈ϒl

µγm,l,g

∆m,l,h
=

µ |ϒl |(γm,l,g)
|ϒl |

∏h∈ϒl
∆m,l,h

então µ =

(
γm,l,g ∏h∈ϒl

∆m,l,h
) 1
|ϒl |

γm,l,g
(A.7)

Finalmente, a solução λ̂m,l, j para o peso λm,l, j é dada pela Equação (A.8).

λ̂m,l, j =
µγm,l,g

∆m,l, j
=
{γm,l,g[∏h∈ϒl

∆m,l,h]}
1
|ϒl |

∆m,l, j
(A.8)

onde γm,l,g modela o volume do m-ésimo protótipo da l-ésima partícula ~wm,l na sua classe
ym,l = g e ∆m,l, j foi definido na Equação (A.2). Usar o peso γm,l,g como uma restrição para
os pesos λm,l, j permite que a distância considere a dispersão dos dados representados pelo
m-ésimo protótipo da l-ésima partícula quando seus pesos λm,l, j são calculados.

A.2 Pesos γ

Na prática, os pesos γ servem para minimizar outro critério JIVABC2, definido pela Equa-
ção (A.9), que é a soma das distâncias médias entre todos os protótipos da l-ésima partícula e
os objetos corretamente afetados por eles, dos quais eles são vizinhos mais próximos.

JIVABC2(l) =
G

∑
g=1

∑
m∈Ωg

∑
N
i=1 γm,l,gdπm,l

(
~xi,~wm,l,~λm,l

)
δ (m, l,k, i)

Nm,l,k,g
, (A.9)

onde δ (m, l,k, i) = 1 se ~wm,l for um dos k vizinhos mais próximos de ~xi e yi = ym,l = g, caso
contrário, δ (m, l,k, i) = 0 e Nm,l,k,g é o número de ocorrências de ~wm,l como um dos k vizinhos
mais próximos dos N objetos de treinamento que pertencem a classe ym,l . Aqui, o interesse não
está na soma total das distâncias, mas em quão distante em média cada protótipo está das suas
instâncias de treinamento corretamente afetadas.

Proposição A.2.1. Usando o método dos multiplicadores de Lagrange com γm,l,g > 0 e

∏m∈Ωg γm,l,g = βl,g, onde Ωg é o conjunto de protótipos da g-ésima classe, os valores dos pesos
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γ que minimizam o critério JIVABC2 na Equação (A.9) são calculados pela Equação (A.10).

γm,l,g =

[
βl,g ∏r∈Ωg

(
∑

N
i=1 dπr,l

(
~xi,~wr,l,~λr,l

)
N−1

r,l,k,gδ (r, l,k, i)
)] 1

Mg

∑
N
i=1 dπm,l

(
~xi,~wm,l,~λm,l

)
N−1

m,l,k,gδ (m, l,k, i)
, (A.10)

onde Mg é o tamanho de Ωg.

Prova A.2.1. Fixando a g-ésima classe e o m-ésimo protótipo da l-ésima partícula ~wm,l , o
critério JIVABC2 pode ser reescrito como mostra a Equação (A.11).

JIVABC2(l) =
G

∑
g=1

∑
m∈Ωg

γm,l,gφg,m,l e φg,m,l =
N

∑
i=1

dπm,l

(
~xi,~wm,l,~λm,l

)
N−1

m,l,k,gδ (m, l,k, i) (A.11)

Mais uma vez de acordo com os trabalhos de Diday e Govaert [17] e Govaert [27], a
minimização de JIVABC2 é obtida através da Equação (A.12).

δ

δγm,l,g

(
G

∑
g=1

∑
m∈Ωg

γm,l,gφg,m,l−µ ∏
r∈Ωg

γg,r,l

)
= 0, para m ∈Ωg (A.12)

Da Equação (A.12), resulta a Equação (A.13).

φg,m,l−µ
∏r∈Ωg γg,r,l

γm,l,g
= 0⇒ γm,l,g =

µ

φg,m,l

(
∏

r∈Ωg

γg,r,l

)
(A.13)

Lembrando que ∏r∈Ωg γg,r,l = βl,g, o parâmetro da Equação (A.13) é dado pela Equa-
ção (A.14).

γm,l,g =
µβl,g

φg,m,l
(A.14)

A restrição ∏r∈Ωg γg,r,l = βl,g pode ser escrita como mostra a Equação (A.15).

βl,g = ∏
r∈Ωg

µβl,g

φg,r,l
=

µMg(βl,g)
Mg

∏r∈Ωg φg,r,l
então µ =

(
βl,g ∏r∈Ωg φg,r,l

) 1
Mg

βl,g
(A.15)

Por fim, a solução γ̂m,l,g para o peso γm,l,g é dada pela Equação (A.16).
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γ̂m,l,g =
µβl,g

φg,m,l
=

[
βl,g ∏r∈Ωg

(
∑

N
i=1 dπr,l

(
~xi,~wr,l,~λr,l

)
N−1

r,l,k,gδ (r, l,k, i)
)] 1

Mg

∑
N
i=1 dπm,l

(
~xi,~wm,l,~λm,l

)
N−1

m,l,k,gδ (m, l,k, i)
(A.16)

A.3 Pesos β

O peso βl,g captura a importância da g-ésima classe no banco de dados, considerando os protó-
tipos da g-ésima classe na l-ésima. Na prática, os pesos β servem para minimizar um terceiro
e último critério JIVABC3, definido pela A.17.

JIVABC3(l) =
G

∑
g=1

βl,g

∑
Mg
m=1 ∑

N
i=1 dπm,l

(
~xi,~wm,l,~λm,l

)
δ (m, l,k, i)

Ng
, (A.17)

onde δ (m, l,k, i) = 1 se ~wm,l for um dos k vizinhos mais próximos de ~xi e yi = ym,l = g, caso
contrário δ (m, l,k, i) = 0 e Ng é o número de ocorrências de protótipos da g-ésima classe entre
os k vizinhos mais próximos das instâncias de treinamento que pertencem à g-ésima classe.

Proposição A.3.1. Usando o método dos multiplicadores de Lagrange com βl,g > 0 e ∏
G
g=1 βgl =

1, onde G é o número de classes do conjunto de dados, os valores dos pesos β que minimizam
o critério JIVABC3 na Equação (A.17) são calculados pela Equação (A.18).

βl,g =

[
∏

G
a=1

(
∑

Ma
m=1 ∑

N
i=1 dπm,l

(
~xi,~wm,l,~λm,l

)
N−1

a δ (m, l,k, i)
)] 1

G

∑
Mg
m=1 ∑

N
i=1 dπm,l

(
~xi,~wm,l,~λm,l

)
N−1

g δ (m, l,k, i)
(A.18)

Prova A.3.1. Fixando a g-ésima, o critério JIVABC3 pode ser reescrito como mostra a Equa-
ção (A.19).

JIVABC3(l) =
G

∑
g=1

βl,gζl,g e ζl,g =
Mg

∑
m=1

N

∑
i=1

dπm,l

(
~xi,~wm,l,~λm,l

)
N−1

g δ (m, l,k, i) (A.19)

Novamente, de acordo com Diday e Govaert [17] e [27], a minimização de JIVABC3 é
calculada de acordo com a Equação (A.20).

δ

δβl,g

(
G

∑
g=1

βl,gζl,g−µ

G

∏
a=1

βl,a

)
= 0, para g = 1, . . . ,G (A.20)
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Da Equação (A.20), resulta a Equação (A.21).

ζl,g−µ
∏

G
a=1 βl,a

βl,g
= 0⇒ βl,g =

µ

ζl,g

(
G

∏
a=1

βl,a

)
(A.21)

Lembrando que ∏
G
a=1 βl,a = 1, o parâmetro da Equação (A.21) é dado pela Equação (A.22).

βl,g =
µ

ζl,g
(A.22)

A restrição ∏
G
a=1 βl,a = 1 pode ser escrita como mostra a Equação (A.23).

1 =
G

∏
a=1

µ

ζl,a
=

µG

∏
G
a=1 ζl,a

então µ =

(
G

∏
a=1

ζl,a

) 1
G

(A.23)

Finalmente, a solução β̂l,g para o peso βl,g é dada pela Equação (A.24).

β̂l,g =
µ

ζl,g
=

[
∏

G
a=1

(
∑

Ma
m=1 ∑

N
i=1 dπm,l

(
~xi,~wm,l,~λm,l

)
N−1

a δ (m, l,k, i)
)] 1

G

∑
Mg
m=1 ∑

N
i=1 dπm,l

(
~xi,~wm,l,~λm,l

)
N−1

g δ (m, l,k, i)
(A.24)
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Apêndice B – Pesos da Distância do 4Pros

B.1 Pesos λ

Os vetores de pesos~λm são calculados com o objetivo de minimizar o critério J4Pros, definido
na Equação (B.1).

J4Pros =
M

∑
m=1

N

∑
i=1

dam

(
~xi,~wm,~λm

)
δ (m,k, i), (B.1)

onde δ (m,k, i) = 1 se o m-ésimo protótipo for um dos k protótipos mais próximos da i-ésima
instância, caso contrário δ (m,k, i) = 0.

Proposição B.1.1. Considerando a fórmula da distância dam e fixando o m-ésimo protótipo ~wm

e a j-ésima variável, os pesos λm, j que minimizam o critério J4pros sob as restrições λm, j > 0 e

∏
p
j=1 λm, j = γm são calculados de acordo com a Equação (B.2).

λm, j =
{γm,g[∏

p
h=1 ∆m,h]}

1
p

∆m, j
, (B.2)

onde ∆m, j é definido pela Equação (B.3) e representa a soma das diferenças quadráticas da
j-ésima variável do m-ésimo protótipo e das instâncias das quais ele é um dos k vizinhos mais
próximos.

∆m, j =
N

∑
i=1

(
xi, j−wm, j

)2
δ (m,k, i) (B.3)

Prova B.1.1. Fixando o m-ésimo protótipo e a j-ésima variável, o critério J4Pros pode ser
reescrito como dado pela Equação (B.4).

J4Pros =
M

∑
m=1

p

∑
j=1

λm, j∆m, j (B.4)

De acordo com instruções de Diday e Govaert [17] e mais por Govaert [27], a minimização
de J4Pros sob as restrições λm, j > 0 e ∏

p
j=1 λm, j = γm é feita usando a Equação (B.5).
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δ

δλm, j

(
M

∑
m=1

p

∑
j=1

λm, j∆m, j−µ

p

∏
h=1

λm,h

)
= 0, f or j ∈ {1, . . . , p} (B.5)

Da Equação (B.5) segue a Equação (B.6).

∆m, j−µ
∏

p
h=1 λm,h

λm, j
= 0⇒ λm, j =

µ

∆m, j

(
p

∏
h=1

λm,h

)
(B.6)

Lembrando que ∏
p
h=1 λm,h = γm, o parâmetro na Equação (B.6) é dado pela Equação (B.7).

λm, j =
µγm

∆m, j
(B.7)

A restrição ∏
p
h=1 λm,h = γm pode ser escrita como mostra a Equação (B.8).

γm =
p

∏
h=1

µγm

∆m,h
=

µ p(γm)
p

∏
p
h=1 ∆m,h

então µ =

(
γm ∏

p
h=1 ∆m,h

) 1
p

γm
(B.8)

Finalmente, a solução λ̂m, j para o peso λm, j é dada pela Equação (B.9).

λ̂m, j =
µγm

∆m, j
=
{γm[∏

p
h=1 ∆m,h]}

1
p

∆m, j
(B.9)

onde γm modela o volume do m-ésimo protótipo ~wm na conjunto de dados e ∆m, j foi definido na
Equação (B.3). Usar o peso γm como uma restrição para os pesos λm, j permite que a distância
considere a dispersão dos dados representados pelo m-ésimo protótipo quando seus pesos λm, j

são calculados.

B.2 Pesos γ

Na prática, os pesos γ servem para minimizar outro critério, J4Pros2, definido pela Equação (B.10),
que representa a soma das distâncias médias entre todos os protótipos e os objetos afetados por
eles, dos quais eles são vizinhos mais próximos.

J4Pros2 =
M

∑
m=1

∑
N
i=1 γmdam

(
~xi,~wm,~λm

)
δ (m,k, i)

Nm,k
, (B.10)

onde δ (m,k, i)= 1 se ~wm for um dos k vizinhos mais próximos de~xi, caso contrário, δ (m,k, i)=

0 e Nm,k é o número de ocorrências de ~wm como um dos k vizinhos mais próximos dos N objetos
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de treinamento. Aqui, o interesse não está na soma total das distâncias, mas em quão distante
em média cada protótipo está das suas instâncias de treinamento afetadas.

Proposição B.2.1. Usando o método dos multiplicadores de Lagrange com γm > 0 e

∏
M
m=1 γm = 1, onde M é o número total de protótipos, os valores dos pesos γ que minimizam o

critério J4Pros2 na Equação (B.10) são calculados pela Equação (B.11).

γm =

[
∏

M
r=1

(
∑

N
i=1 dar

(
~xi,~wr,~λr

)
N−1

r,k δ (r,k, i)
)] 1

M

∑
N
i=1 dam

(
~xi,~wm,~λm

)
N−1

m,kδ (m,k, i)
. (B.11)

Prova B.2.1. Fixando o m-ésimo protótipo ~wm, o critério J4Pros2 pode ser reescrito como mostra
a Equação (B.12).

J4Pros2(l) =
M

∑
m=1

γmφm e φg =
N

∑
i=1

dam

(
~xi,~wm,~λm

)
N−1

m,kδ (m,k, i) (B.12)

Mais uma vez de acordo com os trabalhos de Diday e Govaert [17] e Govaert [27], a
minimização de J4Pros2 é obtida através da Equação (B.13).

δ

δγm

(
M

∑
m=1

γmφm−µ

M

∏
r=1

γr

)
= 0, para m ∈ {1, . . . ,M} (B.13)

Da Equação (B.13), resulta a Equação (B.14).

φm−µ
∏

M
r=1 γr

γm
= 0⇒ γm =

µ

φm

(
M

∏
r=1

γr

)
(B.14)

Lembrando que ∏
M
r=1 γr = 1, o parâmetro da Equação (B.14) é dado pela Equação (B.15).

γm =
µ

φm
(B.15)

A restrição ∏
M
r=1 γr = 1 pode ser escrita como mostra a Equação (B.16).

1 =
M

∏
r=1

µ

φr
=

µM

∏
M
r=1 φr

, então µ =

(
M

∏
r=1

φr

) 1
M

(B.16)

Por fim, a solução γ̂m para o peso γm é dada pela Equação (B.17).

γ̂m =
µ

φm
=

[
∏

M
r=1

(
∑

N
i=1 dar

(
~xi,~wr,~λr

)
N−1

r,k δ (r,k, i)
)] 1

M

∑
N
i=1 dπm,l

(
~xi,~wm,~λm

)
N−1

m,kδ (m,k, i)
(B.17)


