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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo o estudo de uma entidade computacional con-
hecida como caminhos computacionais. Proposta originalmente por QUEIROZ; OLIVEIRA
(2011) como ’sequéncias de reescritas’, a ideia € que os caminhos computacionais funcionam
como os termos do tipo identidade da Teoria dos Tipos de Martin-Lof". Esse trabalho expande
essa ideia, mostrando uma formalizacdo completa do tipo identidade a partir dos caminhos
computacionais. E mostrado que os caminhos computacionais tornam o tipo identidade uma
entidade muito mais intuitiva e simples, quando comparado com a abordagem tradicional.

Um outro foco desse trabalho € o estudo das propriedades matemaéticas dos caminhos
computacionais. Em particular, o interesse é em explorar a relacao entre os caminhos e a teoria
das categorias. Especificamente, é provado que os caminhos computacionais sdo capazes de
induzir uma estrutura algébrica conhecida como grupdide. Esse resultado esta de acordo com
os resultados obtidos por HOFMANN; STREICHER (1994), que mostram que a abordagem

tradicional do tipo identidade induzem um modelo de grupdide.

Palavras-chave:
Tipo identidade. Caminhos computacionais. Teoria dos tipos. Teoria da igualdade.
Construcdes a partir de caminhos. Sistema de reescrita de termos. Modelo de grupédide. Teoria

das categorias.



Abstract

The current work aims to study a computational entity known as computational paths.
Originally proposed by QUEIROZ; OLIVEIRA (2011) as ’sequence of rewrites’, the idea is
that computational paths are terms of Martin-L6f’s identity type. This work expands this idea,
showing a complete formalization of the identity type using computational paths. It is shown
that computational paths makes the identity type a much simpler and more intuitive entity, when
compared to the tradional approach.

Another focus of this work is the study of the mathematical properties of computational
paths. In particular, the main aim is the relation between computational paths and category theory.
Specifically, this work shows that computational paths are capable of inducing an algebraic
structure known as groupoid. This results is on a par with the one obtained by HOFMANN;
STREICHER (1994), which shows that the traditional approach of the identity type also induces

a grupoid model.

Keywords: Identity type. Computational paths. Type theory. Equality theory. Path-based
constructions. Term rewriting system. Groupoid model. Category theory.
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Introducao

Este capitulo tem dois objetivos principais. O primeiro € introduzir o tipo identidade
como ponte entre os fundamentos da computagdo e os da matematica. Para isso, serd necessario
fazer uma breve contextualiza¢io sobre os fundamentos atuais de ambas as dreas. Além disso,
serd necessario mostrar os problemas causados pela teoria axiomdtica dos conjuntos, a qual € a
teoria que é, atualmente, a mais amplamente utilizada como fundamento da matematica. Com
esses breves topicos cobertos, o tipo identidade serd devidamente introduzido e sua importancia
ficara evidente. O segundo objetivo a ser atingido € indicar quais resultados este trabalho pretende
atingir. Os resultados irdo envolver diretamente o tipo identidade, o qual serd o principal objeto

de estudo deste trabalho.

1.1 Fundamentos da Matematica

O século XIX foi responsavel pela forma abstrata de pensamento matemético, conhecido
também como forma moderna do pensamento mateméatico (AVIGAD, 2007). Antes desse século,
a producdo matematica era baseada em computagdes e construgdes. Porém, com o aumento
progressivo da abstracdo, a matemadtica se distanciou dessa pratica mais algoritmica (AVIGAD,
2007). Entre os avangos que mais contribuiram para o aumento da abstracao, estdo descobertas
extremamente importantes, como a existéncia de geometrias ndo-euclideanas. Exemplos de tais
geometrias sdo a geometria hipérbolica, criada por Nikolai Lobachevsky em 1832 e a geometria
eliptica, criada por Bernhard Riemann em 1851.

A crescente abstracdo da matemadtica, mencionada anteriormente, teve como uma das con-
sequéncias o crescente interesse na chamada filosofia da matemadtica. A filosofia da matemética
€ uma darea da filosofia que procura interpretacdes filosoficas para as origens de um objeto
matemadtico abstrato. Entre as vdrias interpretacdes, as mais aceitas sao duas: o platonismo
e o construtivismo. O platonismo, o qual € a teoria mais aceita pela comunidade matemaética
atual, € baseada na ideia de que existe um mundo abstrato e imutdvel que contém todos os
objetos matematicos. Dessa forma, para essa teoria, 0 matematico nunca constréi um elemento

abstrato novo, mas apenas descobre um objeto que ainda ndo tinha sido descoberto anteriormente,
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mas que ja existia no universo platonico dos objetos da matematica. J4 para o construtivismo,
um objeto matemdtico passa a existir a partir do momento em que o matematico o constréi
mentalmente. Como pode-se perceber, dada a visdo algoritmica e construtiva de um programa de
computador, o qual € construido a partir de processos algoritmicos, os objetos computacionais se
encaixam na visao construtivista da matemaética.

A escolha entre construtivismo e platonismo ndo tem apenas implicacdes filos6ficas, mas
também implicacdes praticas que influenciam a forma de fazer demonstragdes na matematica.
Um exemplo simples, mas que demonstra essa afirmacao, sdo as diferentes provas para a seguinte

proposicao:

Proposicdo 1.1. Existem niimeros irracionais a e b tal que a” é um mimero racional.

Demonstracdo: Considere o nimero v/2, que é claramente irracional. Logo, v/2" ~ é irracional
. . o , - V2 2
ou racional. Se o ndmero € racional, a prova esta concluida. Se nao for, (\/§ )ﬂ = \/5 =2,

também concluindo a prova, ja que foi considerado que ﬁﬂ ¢ irracional. U

Essa prova mostra que um dos dois casos apresentados resolve o problema, mas nao
permite distinguir qual deles € o que resolve. Por isso, essa demonstragdo ndo é construtiva
(DUMMETT, 1977). Segundo o ponto de vista platdnico, porém, essa demonstraciao € completa-

mente aceitavel. Considere, agora, a seguinte demonstracao alternativa:

Demonstracdo: Considere os nimeros v/2 e log /2 3. Como ambos sdo irracionais e \/ilogﬁ S
3, que € um numero racional, a demonstracao esta concluida. U
Essa demonstracao € diferente da anterior, ja que a construcao de um exemplo € clara-
mente explicitada. Portanto, caracteriza-se como uma prova construtiva. Quando se fala em
computacao, os unicos tipos de provas (de existéncia) aceitaveis sdo as que sdo como a do
segundo caso, devido a natureza construtiva e algoritmica de um programa de computador.

Junto com essa discussdo envolvendo a origem dos objetos matematicos, outro assunto
de grande interesse para a comunidade matemaética do final do século XIX e inicio do século XX
foi a procura de uma base sé6lida para os fundamentos da matemaética. O estudo dos fundamentos
da matemdtica tem como objetivo caracterizar a natureza basica dos objetos matemadticos. E a
tentativa de achar uma base para matematica, a qual justifica a existéncia e o conhecimento de
entidades matematicas (HORSTEN, 2015). Entre as tentativas de achar um fundamento para a
matemadtica, destaca-se o logicismo de Frege, criado em 1884 com a publicacado do livro Die
Grundlagen der Arithmetik.

O logicismo foi uma escola que tentou estabelecer os fundamentos da matematica através
da légica. A ideia era que toda a matemadtica podia ser derivada a partir de principios 16gicos.
Frege, por exemplo, conseguiu derivar, a partir da l6gica, a forma mais clédssica da aritmética,
que € a aritmética utilizando os axiomas de Peano (HORSTEN, 2015). Para isso, Frege

utilizava extensivamente uma propriedade da légica que dizia que para qualquer propriedade
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matematica, existe uma classe de identidades que possuem tal propriedade (HORSTEN, 2015).
Essa propriedade, ao mesmo tempo que tinha um imenso poder de uso, gerou um paradoxo que
levou ao rapido fim do logicismo.

Em 1901, o fil6sofo e 16gico Bertrand Russell descobre um paradoxo que, como conse-
quéncia, causou o rapido abandono do logicismo pela comunidade matematica. Utilizando os
principios do logicismo, é possivel criar a seguinte classe de entidades: R = {x|x ¢ x}. Russell
notou que isso gerava um paradoxo (IRVINE, 2014), pensando da seguinte forma: Se R nao é
membro dele mesmo, entdo, pela definicao de R, ele teria que ter a si proprio como um membro.
Mas R nao pode ser membro dele mesmo, pois entra em contradi¢do com a defini¢do de R. Dessa
forma, R ndo pode existir.

A ideia que a existéncia de um conjunto de todos os conjuntos que ndo t€m a si proprios
como membro leva a um paradoxo, foi um grande golpe nao s6 ao logicismo, mas também
ao modo de se trabalhar com conjuntos. Ficou clara a necessidade de se criar um conjunto de
regras que definiam como os conjuntos podiam ser criados e utilizados. Esse foi o objetivo do
matematico Ernest Zermelo ao propor, em 1908, um sistema axiomatico que se tornou a base
para a teoria axiomadtica do conjuntos. Esse sistema, junto com varios melhoramentos ocorridos
no periodo entre 1920-1940, inclusive com uma segunda axiomatizacao proposta por Zermelo,
deu origem a teoria axiomética dos conjuntos atual, conhecida como Zermelo Frankel com
axioma da escolha (ZFC) (HALLETT, 2013).

O sucesso do ZFC foi tao grande que até hoje € utilizado por grande parte da comunidade
matemadtica como o fundamento da matematica. Ou seja, as entidades matemadticas complexas po-
dem ser formalizadas a partir dos axiomas basicos contidos no ZFC. Entretanto, com o constante
aumento da complexidade da matematica, o ZFC tem se revelado cada vez mais problematico. O
que reforca esse fato é que o ZFC € ndo-construtivo, muito embora algumas variantes construtivas
tenham sido formuladas e analisadas. Portanto, hd uma certa incompatibilidade profunda na
tentativa de modelar o ZFC usando computadores. Com a matematica ficando cada vez mais
complexa, € fato que que o uso de computadores para auxiliar na checagem das provas estd se
tornando cada vez mais essencial. Na proxima se¢do, serdo destacados os problemas do ZFC e a
tentativa de adotar uma nova teoria que sirva como fundamento para matemaética, que possa ser
modelada através de computadores e, ocorre que uma das alternativas recentemente propostas

tem o tipo identidade como principal entidade.

1.2 Os Problemas do ZFC

Por mais de cem anos, o ZFC foi utilizado com sucesso como fundamento da matematica.
O objetivo desta se¢do € mostrar que o ZFC possui duas caracteristicas basicas que impedem que
ela seja modelado por computadores: a ndo-construtividade e o extensionalismo. Para explicar
essas duas caracteristicas, serao utilizados alguns conceitos de teoria dos conjuntos, mas nada

muito complexo.
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Um dos conceitos mais importantes do ZFC e que sera utilizado para mostrar ambas as

caracteristicas € o conceito de relagdo:

Definicao 1.1 (Relacio (HRBACEK; JECH, 1999)). Um conjunto R é uma relagdo bindria se

todos os elementos de R sdo pares ordenados.

Pegando todos os primeiros elementos de todos os pares ordenados, obtém-se um con-
junto chamado domR (dominio da relacao R). Pegando os segundos elementos, obtém-se o
conjunto imR (imagem da rela¢do R). Um par ordenado (a,b) € R também pode ser representado
da forma aRb.

Com o conceito de relacdo em maos, € possivel definir o conceito de funcao:

Definicao 1.2 (Funcdo (HRBACEK; JECH, 1999)). Uma relagio bindria F é uma fung¢ao se
aFby e aF'b, implica by = by para qualquer a, by e b.

Olhando atentamente, essa defini¢do coincide com a definicdo mais comum de func¢do,
em que cada elemento do dominio tem apenas um elemento correspondente na imagem da
fungdo. Os conceitos de dominio e imagem coincidem com os conceitos anteriormente definidos
de dominio e imagem de relagdes. Nao poderia ser diferente, j4 que uma funcao € apenas uma
relacdo que obedece propriedades adicionais.

E exatamente essa definicdo que deixa claro a extensionalidade do ZFC. No ZFC, uma
funcdo € basicamente um conjunto de pares de entrada e saida que obedece a propriedade
citada anteriormente. Portanto, dado uma entrada qualquer, a inica coisa importante € a saida.
O processo de como essa saida foi obtida € irrelevante. Dadas duas fung¢des, elas podem ter
funcionamentos internos completamente diferentes, mas caso elas tenham as mesmas entradas e
saidas, elas sdo consideradas iguais de acordo com o ZFC. Por ndo considerar o processo em que
a saida € gerada a partir de uma entrada, € dito que essa teoria é extensional.

Compare agora essa defini¢io com a definicdo computacional para fungdo. Dado um
problema, existem diversas fun¢des (algoritmos) que o resolvem. Porém, geralmente esses
algoritmos usam técnicas diferentes e, muitas vezes, possuem complexidade de tempo e espago
distintas. Portanto, do ponto de vista computacional, esses algoritmos sdo distintos, apesar de
resolver o mesmo problema. Por esse motivo, o modo através do qual uma saida é obtida a
partir de uma entrada é essencial. Portanto, pode-se dizer que a computacdo € uma teoria de
funcdes cuja igualdade € intensional. Serd visto mais adiante que o tipo identidade traz no seu
bojo as ferramentas apropriadas para simular essa intensionalidade da relacdo de igualdade entre
fungdes.

Sendo a intensionalidade uma propriedade essencial para qualquer teoria da computagao,
ja fica claro um dos motivos porque o ZFC nio se apresenta como o melhor candidato para servir
de base aos fundamentos da computacdo. O outro motivo, o qual serd explicado a seguir, € o fato
que o ZFC tem uma natureza nao-construtiva. Isso fica claro quando o axioma da escolha passa

a ser utilizado. Cabe acrescentar, no entanto, que hd versdes construtivas da teoria de conjuntos,
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como, por exemplo, a Teoria Construtiva de Conjuntos de Myhill, que busca reformular alguns
dos axiomas de ZFC com vistas a dar origem a teoremas somente sob os critérios da matematica
construtiva.

O axioma da escolha é um dos mais polémicos axiomas encontrados na matematica. O
motivo disso € que a utilizagcdo desse axioma gera alguns resultados ndo intuitivos. Um desses
resultados serd utilizado para deixar claro a ndo-construtividade do ZFC. Antes, porém, é preciso

definir alguns conceitos bdsicos:

Definicao 1.3 (Antissimetria (HRBACEK; JECH, 1999)). Uma relagao bindria R em um

conjunto A é antisimmétrica se para todo a,b € A, aRb e bRa implica em a = b.

Definicao 1.4 (Ordenacdo de A (HRBACEK; JECH, 1999)). Uma relagcdo bindria R em A que é
reflexiva, antissimétrica e transitiva é chamada de ordenacdo de A. O par (A,R) é chamado de

conjunto ordenado.

Esses conceitos formalizam a ideia de ordenagdo, utilizando o ZFC. Fica claro que as
ordenacdes usuais de conjuntos como N, Z, Q e R seguem essa defini¢do. Indo mais adiante,

tem-se a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.5 (Ordenacao linear de A (HRBACEK; JECH, 1999)). Uma ordenacao < de A é
chamada linear ou total se é possivel comparar quaisquer dois elementos de A. O par (A, <) é

chamado de conjunto linearmente ordenado.

Nao tem nada que obrigue, na defini¢io usual de ordenacio, que quaisquer dois elementos
possam ser comparados. Por isso, torna-se necessaria essa defini¢do de ordenagdo linear. Como
exemplo, pode-se usar os conjuntos citados anteriormente, junto com as respectivas ordenacoes
usuais. Pode-se, por exemplo, comparar quaisquer dois elementos dos conjuntos dos naturais ou

dos reais. Por fim, a seguir tem-se a tltima defini¢do envolvendo ordem:

Definicao 1.6 (Conjunto bem-ordenado (HRBACEK; JECH, 1999)). Um conjunto W € bem

ordenado pela relagdo < se:
s (W, <) € um conjunto linearmente ordenado
» Todo subconjunto ndo-vazio de W tem um menor elemento.

O exemplo cldssico de um conjunto bem-ordenado é (N, <), com < sendo a ordenag@o
usual. Como os naturais ndo possuem nimeros negativos, fica facil ver que qualquer subconjunto
terd um menor elemento. Por outro lado, a ordenacdo usual de Z nao € uma boa-ordenacao,
porque basta pegar qualquer subconjunto que contém os infinitos ndmeros negativos. Esse
subconjunto ndo terd menor elemento. Seria possivel, entdao, achar uma boa-ordenacao para Z?

A resposta € positiva. Segue a prova:
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Demonstrag@o: Considere uma relagdo <’ em que o primeiro elemento é 0 € todos os nimeros
positivos sdo menores que 0os numeros negativos. Além disso, ao comparar dois nimeros
negativos ou dois nimeros positivos, <’ usa a ordenagdo usual. Dessa forma, <’ ordena Z
da seguinte forma: 0,1,2,3... — 1,—2.... Dessa forma, qualquer subconjunto terd um menor
elemento. U

E nesse contexto de conjuntos bem-ordenados que serd mostrado a ndo construtividade do
axioma da escolha. O axioma da escolha aparece de diversas formas equivalentes na matematica.
A que serd usada aqui € uma dessas formas, que € possivel mostrar que € equivalente a forma

original:
Proposicao 1.2. Todo conjunto pode ser bem-ordenado.

Como dito anteriormente, pode ser provado que o axioma da escolha € equivalente a
proposicao acima (HRBACEK; JECH, 1999). Por ser uma prova relativamente longa e que nao
adiciona nada relevante, ela sera omitida.

A parte surpreendente da proposicdo anterior € que até conjuntos como os reais podem ser
bem-ordenados. O grande problema, porém, é que ninguém conseguiu construir uma ordenacao
que mostra explicitamente que os reais podem ser bem ordenados, apesar de o axioma da escolha
garantir isso. Portanto, o axioma da escolha repousa sobre pressupostos platonistas, ja que diz
que um objeto existe, sem explicitar uma constru¢ao. Isso mostra que, fundamentalmente, o
ZFC € uma teoria ndo-construtiva.

Com isso, mostramos que o ZFC nao se apresenta como fundamentos apropriados a
uma teoria de algoritmos. A busca por uma teoria que seja intensional, construtiva e que ainda
sirva como base para os fundamentos da matematica encontra regozijo na descoberta do tipo
identidade como ponte entre os fundamentos da computacdo e da matematica, como sera visto

na proxima secao.

1.3 O Tipo Identidade e a Ligacao Entre Computaciao e Matematica

Nessa secdo, argumentamos que a ligacdo entre uma teoria da computacdo com a
matemadtica pode ser estabelecida através do tipo identidade. O tipo identidade €, possivelmente,
a principal entidade de uma teoria da computacao chamada teoria dos tipos. A teoria dos tipos
€ uma teoria construtiva criada pelo matemdtico Per Martin-L6f em 1971 (MARTIN-LOF,
1975, 1982; MARTIN-L6f, 1984). Nessa teoria, o conceito fundamental € o tipo. Todo objeto
matematico € um tipo e um tipo € definido a partir da descri¢do de o que deve-se fazer para
construi-lo (BRIDGES; PALMGREN, 2013). A teoria sera desenvolvida com detalhes no
proximo capitulo. Nessa secdo, o foco serda mostrar a importancia do tipo identidade e dos
caminhos computacionais.

Dado um determinado tipo A, denota-se a : A para indicar que a € um objeto do tipo A.

O tipo identidade € o que permite que a teoria dos tipos torne-se intensional. O tipo identidade
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encapsula a seguinte ideia: dado objetos a : A e b : B e um conjunto de passos p que estabelecem
que a = b, entdo € dito que p ¢ um elemento do tipo identidade Id4 (a,b). Ou seja, os objetos
do tipo Ids(a,b) sdo provas que estabelecem que a = b. Dessa forma, é possivel dar sentido
intensional para o tipo identidade, ja que ele encapsula ndo s6 a informacdo que a = b, mas
também o motivo que estabelece essa igualdade.

A teoria dos tipos ganhou grande visibilidade na comunidade matematica apds a de-
scoberta de uma relacao direta entre o tipo identidade e a homotopia (VOEVODSKY, 2014).
Nessa interpretag@o, um tipo A € visto como um espago topoldgico, os objetos a,b : A sdo vistos
como pontos do espago e um elemento p : Ida(a,b) é visto como um caminho homotdpico entre
os pontos a ¢ b (UNIVALENT FOUNDATIONS PROGRAM, 2013). Essa interpretagdo, a
qual € relativamente simples, tem resultados surpreendentes. Um dos mais importantes é que
essa ligacdo matemadtica entre homotopia e teoria dos tipos através do tipo identidade cria a
possibilidade de considerar a teoria dos tipos como fundamento da matematica, substituindo o
ZFC. Por ser intensional e construtiva, é possivel utilizd-la como base para a formaliza¢ido dos
processos que se realizam em computadores.

A vantagem de utilizar uma teoria que pode ser modelada através de computadores como
fundamento da matemaética € veementemente defendida pelo matematico Vladimir Voevodsky
(VOEVODSKY, 2014). Voevodsky, o qual é um respeitado matematico agraciado com a
Medalha Fields, € o principal responsavel pela descoberta entre a ligacdo da teoria dos tipos com
a teoria da homotopia. Voevodsky argumenta que o aumento da abstracdo e complexidade na
matemadtica torna invidvel provar novos teoremas e resultados sem a ajuda de um checador de
provas automético. Ele baseia essa necessidade na propria experiéncia: um artigo publicado por
Voevodsky em 1989 contendo resultados envolvendo uma entidade chamada oo-grupdide serviu
como base para diversos resultados posteriores. O problema é que Voevodsky s6 veio descobrir
que o artigo continha um erro critico em 2013 (VOEVODSKY, 2014). Caso a matemadtica
fosse desenvolvida com ajuda de um checador de provas automatico, erros criticos como esse
deixariam de existir. Como o ZFC € invidvel de ser modelado computacionalmente, Voevodsky
destaca a importancia de utilizar a teoria dos tipos como novo fundamento da matemética. Tudo
isso possivel pela simples conexao ja mencionada entre o tipo identidade e a homotopia.

O tipo identidade, porém, tem uma grande desvantagem. Apesar de ser perfeitamente
vidvel de ser modelado computacionalmente, o tipo identidade, na forma que estd definido
atualmente, € de dificil manuseio como elemento de construcio de provas, sobretudo devido as
suas regras (de elimina¢do) extremamente complexas e nao intuitivas. Uma das propriedades
principais do tipo identidade é conhecida como indu¢do no caminho (UNIVALENT FOUN-
DATIONS PROGRAM, 2013). A inducdo no caminho é extensivamente usada em diversas
provas matematicas, sejam elas simples ou complexas. O grande problema é que, até nas provas
simples, como provas da propriedade de simetria e transitividade, a indu¢cdo no caminho torna-se
complexa e dificil de entender. Os detalhes da inducdo no caminho e as dificuldades inerentes a

esta serdo amplamente discutidos no préximo capitulo.
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Com o objetivo de simplificar a defini¢cdo e as propriedades do tipo identidade, uma nova
abordagem foi proposta por QUEIROZ; OLIVEIRA (2011). Nessa abordagem, o tipo identidade
seria visto de uma forma mais computacional. Um objeto p : Ids(a,b) passa a ser visto como
um caminho computacional entre a € b. O caminho computacional seria um termo composto
através da aplica¢do de um conjunto de regras de reescritias com origem no A-calculo. Essa
abordagem, a qual serd bem detalhada no préximo capitulo, serd o foco de estudo desse trabalho.
O motivo para isso € o fato que, substituindo a abordagem atual por essa baseada em caminhos
computacionais, a teoria dos tipos se tornaria extremamente mais simples e intuitiva.

O grande problema enfrentado pelos caminhos computacionais, porém, € a falta de
embasamento matematico. Apesar de complexo e nao intuitivo, varios resultados matemaéticos
importantes ja foram obtidos a partir da abordagem atual do tipo identidade. Um desses resultados
€ que o tipo identidade induz uma estrutura conhecida como @-grupéide (BERG; GARNER,
2011; LUMSDAINE, 2009). Essa estrutura tem propriedades baseadas em uma forma avangada
de uma teoria conhecida como teoria das categorias. Além disso, essas propriedades tem grande
importancia matematica. Portanto, atingir resultados mateméticos semelhantes utilizando o tipo

identidade como caminho computacional é o grande desafio.

1.4 Objetivos

Dado o contexto descrito nas se¢des anteriores junto com a importancia da teoria dos
tipos tanto para a computacdo quanto para a matemaética, esse trabalho tem dois objetivos
principais. O primeiro € estabelecer os caminhos computacionais como entidades basicas do tipo
identidade, mostrando as vantagens claras em relacdo a abordagem atual. O segundo, um pouco
mais complexo que o primeiro, € obter resultados matemaéticos envolvendo o tipo identidade
com a abordagem de caminho computacional, mostrando que resultados matemaéticos relevantes
podem ser obtidos através dessa nova abordagem.

O primeiro objetivo serd obtido através de uma comparacio direta entre as duas aborda-
gens. Ao mostrar ambas as abordagens, ficard claro a vantagem, em termos de simplicidade, do
tipo identidade como tipo de caminhos computacionais. Além disso, para deixar as vantanges
ainda mais claras, serdo feitas comparacdes de provas de termos bdsicos da teoria dos tipos,
como o termo transitivo e o simétrico, utilizando ambas as abordagens.

O segundo objetivo serd obtido através de uma anélise dos caminhos computacionais
através de uma teoria da matemdtica conhecida como teoria das categorias. Para isso, serdo
expostos os conceitos necessarios dessa teoria para que a interpretacdo matemaética dos camin-
hos computacionais possa ser bem entendida. Eventualmente, interpretacdes mais complexas,
envolvendo uma drea mais avangada da teoria das categorias, serdo expostas e explicadas.

Dessa forma, enquanto o primeiro objetivo terd mais base computacional, o segundo
tera uma forte base de uma teoria matematica bem estabelecida, como é o caso da teoria das

categorias.
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1.5 Estrutura da dissertacao

Esse primeiro capitulo introdutério foi dedicado a uma introdu¢do da importancia do
tipo identidade, além de mostrar a abordagem em que o trabalho sera focado. Os objetivos que
este trabalho pretende atingir também foram expostos.

O segundo capitulo terd como foco a teoria dos tipos e o tipo identidade. Nesse capitulo
os conceitos basicos da teoria dos tipos serdo expostos, além das diversas abordagens do tipo
identidade: extensional, intensional tradicional e intensional como caminho computacional.
Detalhes sobre os caminhos computacionais serdao explicados e comparagdes serdo feitas com a
abordagem tradicional.

O terceiro capitulo terd como foco explicar conceitos de teoria das categorias, incluindo
0s conceitos bdsicos € os um pouco mais avangados. Serd o capitulo cuja base ird sustentar os
resultados obtidos nos capitulos 4 e 5.

O quarto capitulo terd como foco obter resultados mateméticos envolvendo caminhos
computacionais e teoria das categorias. Nesse capitulo, a interpretacdo categdrica dos caminhos
computacionais serd explicitada, usando os conceitos definidos no capitulo 3 juntamente com
conceitos intrisicos aos caminhos computacionais. Também serd discutida a diferenca entre
categorias fracas e estritas.

O quinto capitulo serd uma expansao dos resultados obtidos no quarto capitulo. Sera
utilizada uma forma avancada da teoria das categorias, conhecida como teoria das categorias de
alta ordem. Ser4 feita uma abordagem utilizando uma estrutura conhecida como bicategoria. Os
resultados obtidos serdo analisados para conjecturar a constru¢do de uma categoria de infinitas
dimensoes.

Por fim, o dltimo capitulo serd dedicado para as consideracdes finais. Nesse capitulo,
serd feita uma rdpida revisdo dos resultados importantes obtidos. Além disso, as possibilidades

de resultados e trabalhos futuros serao discutidas.
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Teoria dos Tipos e Caminhos Computacionais

Entre as teorias que servem como fundamento da computacdo, sem divida a mais famosa
e que mais se assemelha a um computador de propdsito geral sdo as maquinas de Turing.
Descrita em 1937 por Alan Turing, as maquinas de Turing obtiveram grande sucesso ao descrever
matematicamente o conceito de computador, além de investigar a complexidade de algoritmos
e quais problemas podem ser resolvidos computacionalmente (BARKER-PLUMMER, 2013).
Entretanto, antes mesmo do trabalho surpreendente de Turing, uma teoria que tem o mesmo
poder computacional que a mdquina de Turing ja havia sido proposta por Alonso Church. A
teoria é conhecida como A-célculo e é de extrema importincia para a computaco, logica e
matematica.

Pode-se dizer que o A-célculo nasceu com o objetivo de simplificar a nota¢do do conceito
de fungdo (ALAMA, 2015). Por isso, a principio o A-célculo parece ser um sistema bastante
simples, com apenas duas operagdes conhecidas como abstragcdo e aplicacao. Para explicar
a ideia intuitiva dessas operagdes, pense na fungdo f(x) =x+2. Como um valor, f(2) por
exemplo, € obtido? Basta substituir x por 2 no termo x + 2, obtendo-se 2 +2 = 4. Essa € a ideia
que a abstracdo pretende capturar. Dado um termo x + 2, abstra¢do Ax indica que o termo espera
uma entrada que indicard o valor de x. O termo final, entdo, torna-se o seguinte: Ax.(x+2). Jd a
aplicagdo é o processo inverso. Dado o termo Ax.(x+2), uma aplica¢@o a esse termo serve para
substituir o valor de entrada x por um valor especifico y. Ao aplicar y, teremos: : (Ax.(x+2))y.
Dizemos que esse termo 3-reduz (1é-se beta-reduz) para [y/x](x+2) = y+ 2. [y/x] serve para
indicar que todas as ocorréncias de x em um termo serdo substituidas por y. Essa notagéo [y/x]
também serd extensivamente utilizada pela teoria dos tipos.

Por mais surpreendente que possa parecer, ¢ possivel provar que essa teoria, a qual tem
apenas dois tipos simples de operacdo, € capaz de representar a propria ideia de nimero e todas
as fungdes computaveis (HINDLEY; SELDIN, 2008). Por isso, junto com a mdquina de Turing,

o A-célculo é uma das principais teorias que servem como fundamento da computagdo. Contudo,

Grande parte do capitulo (secdo 2.3 em diante) foi baseado em artigo escrito pelo autor dessa dissertacio,
juntamente com de Queiroz e de Oliveira. O artigo foi preliminarmente aceito na conferéncia LSFA - 2015. Link do
arxiv: http://arxiv.org/pdf/1504.04759v1.pdf (RAMOS; QUEIROZ; OLIVEIRA, 2015a)
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o0 A-célculo ndo serd o foco desse trabalho. A importancia de introduzir esses conceitos basicos
dessa teoria é que a teoria dos tipos se utiliza de diversos conceitos extremamente importantes
do A-cdlculo. Um desses conceitos diretamente derivados sdo os axiomas da igualdade, que
servem como o coracgdo desse trabalho. Isso ficard mais claro quando o conceito de caminho
computacional for formalmente introduzido.

Enquanto a maquina de Turing e o A-cédlculo nasceram com objetivos claramente com-
putacionais, a teoria dos tipos nasceu como uma tentativa de formalizacdo da matematica
construtiva. Especificamente, uma tentativa baseada nos principios do construtivismo de Errett
Bishop. Devido a existéncia de diversas teorias dos tipos, inclusive uma orfunda do proprio
A-célculo, é importante ressaltar que esse trabalho foca na teoria dos tipos construtiva, chamada
de teoria intuicionista dos tipos, criada por Martin-L6f em 1971. Essa teoria dos tipos tenta
substituir a estrutura fundamental que serve como base para a matemadtica. No caso, tenta
substituir a ideia de conjuntos pela ideia de tipos. Todos os objetos mateméticos passam a ser
imbuidos de um tipo, inclusive funcdes e até mesmo o conceito de prova matematica passa a ser
associada a um tipo, como ficaré claro através do tipo identidade. Apesar de ter surgido com o
objetivo de servir como fundamento da matematica, a teoria dos tipos, devido ao construtivismo
intriseco, rapidamente tornou-se uma das teorias que servem como fundamento da computagao.
Um exemplo disso é que existem certas linguagens funcionais que sdo diretamente baseadas
nessa teoria, como Coq, Agda e Epigram.

Até recentemente, a teoria dos tipos era mais utilizada pelos conceitos computacionais.
Porém, como ficou claro no capitulo passado, os problemas intrisecos do ZFC, juntamente
com as novas descobertas envolvendo o tipo identidade, tornaram a comunidade matemaética
extremamente interessada na teoria dos tipos. Na préxima secao, a parte basica da teoria dos
tipos serd desenvolvida. Entender os conceitos da proxima se¢do serd fundamental para entender

0s conceitos mais complexos que serdo posteriormente desenvolvidos.

2.1 Conceitos basicos

Como ndo poderia deixar de ser, o conceito mais basico da teoria dos tipos € o conceito
de tipo. O conceito de tipo deve ser entendido como um conceito fundamental no qual toda a
teoria serd baseada. Pense em um tipo como o equivalente ao conceito de conjunto na teoria dos
conjuntos. Na verdade, o conceito de tipo € ainda mais poderoso que o conceito de conjuntos
(UNIVALENT FOUNDATIONS PROGRAM, 2013). O motivo disso € que no ZFC, apesar de a
teoria se basear no conceito de conjuntos, os objetos € os proprios axiomas sdo construidos a
partir da utilizagcdo da l6gica de primeira ordem. No ZFC, o conceito fundamental de conjunto e
de proposi¢do logica sdo completamente distintos. Esse ndo € o caso da teoria dos tipos. Nessa
teoria, ndo s6 o conceito de nimeros, funcdes e demais objetos matematicos sao considerados
tipos, mas também o proprio conceito de proposi¢cdao também o é.

Seja A um tipo e ¢ um termo do tipo A. E dito que A é habitado por a e denotado por
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a: A (lé-se o termo a tem tipo A). Na teoria dos tipos, esse julgamento é o mais bdsico. O
outro formato de julgamento é a = b : A, i.e., a e b sdo elementos (intensionalmente) iguais
do tipo A. Além disso, todo termo precisa ser acompanhado do respectivo tipo. Um termo a,
sem o tipo acompanhado, ndo faz sentido. Dependendo da natureza do tipo A, é possivel inferir
interpretacOes diferentes (UNIVALENT FOUNDATIONS PROGRAM, 2013). Caso A seja uma
proposi¢do, a : A pode ser entendido como a € uma prova que a proposicao A é verdadeira. Neste
caso, € dito que a € uma testemunha da veracidade de A. Caso A seja um conjunto, a : A pode ser
entendido como a € A. Vale ressaltar que isso € apenas uma interpretacdo semantica, dizendo
que a pode ser entendido como um elemento do conjunto A. Porém, como j4 foi dito, mesmo
A sendo um tipo de um conjunto, ndo € permitido sintaticamente escrever que a € A. Ainda é
possivel uma interpretacdo homotdpica, quando A € um espago topoldgico. Nesse caso, a : A é
interpretado como a sendo um ponto de A.

Com isso, conclui-se que apesar da existéncia de diversas interpretagdes, o tnico julga-
mento possivel na teoria dos tipos € a : A. Essa € a ideia fundalmental que une, em torno da ideia
de tipo, diversos conceitos da matemdtica, como caminhos topoldgicos e conjuntos, e da légica,

como o conceito de proposic¢ao.

2.1.1 Igualdade Definicional vs Proposicional

Na teoria dos tipos, tem dois tipos de igualdades distintas. A primeira, que é chamada
de proposicional, € originada a partir do fato que a igualdade pode ser tratada como um tipo. A
segunda € originada do fato que dois termos podem ser iguais simplesmente por definicdo, sem a
necessidade de nenhum argumento mais desenvolvido que justifique a igualdade.

A 1gualdade proposicional é de extrema importancia, ja que € a responsdvel direta pelo
tipo igualdade. A igualdade proposicional € originada da ideia que, dados termos a,b : A, é
possivel pensar no julgamento a = b : A. Tomando por base um julgamento como esse, é natural
concebé-lo como premissa estabelecendo a igualdade (16gica, extensional) entre os elementos a
e b de tipo A, e essa igualdade (l6gica, extensional) da origem a uma proposi¢ao, i.e. um tipo,
conhecido como tipo identidade, geralmente representado por Idy(a,b). Usando a interpretagdo
ja mencionada, Id4 (a,b) pode ser entendido como a proposi¢do que estabelece a igualdade entre
a e b. Nesse caso, diz-se que a € proposicionalmente igual a b. Caso exista alguma prova, i.e.
uma sequéncia de aplicagdes de regras de reescrita, digamos p, que estabelecaque a =b : A,
entdo p : Ids(a,b), ou seja, p é um termo constituido de uma composigao dos identificadores das
diversas reescritas utilizadas. Dessa forma, p serd uma testemunha de Idy (a,b), estabelecendo a
veracidade da proposicdo que a € proposicionalmente igual a b.

A igualdade definicional € mais simples que a proposicional. Nessa igualdade, ndo é
necessdario a existéncia de uma testemunha que indique que os objetos sdo iguais. Os objetos sdo
iguais simplesmente por definicdo. O simbolo adotado para representar uma igualdade defini-
cional € =. Um exemplo simples € o seguinte (UNIVALENT FOUNDATIONS PROGRAM,
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2013): Pode-se definir uma funcéo f como f(x) = x?. Considere agora o caso de computar o
valor de f(3). De forma definicional, a tinica coisa que pode ser concluida é que £(3) = 3%. Nio
se pode afirmar que f(3) =9. O motivo disso, é que 32 ndo é, por definicdo, igual a 9. Para se
chegar a esse resultado, é necessdrio obter uma prova p que estabeleca que 3% = » 9 :N. Nesse
caso, o que seria estabelecido seria a igualdade proposicional, j4 que se teria p : Idy(32%,9). Para
denotar que, dentro de um determinado tipo A, dois termos a e b sdo definicionalmente iguais, a
notagdo utilizadaéa=>b:A

Um exemplo ainda mais interessante que o dado anteriormente e que melhor demonstra

a sutil diferenca entre igualdade definicional e proposicional € dado a seguir:

Exemplo 2.1. Defina a adi¢do da seguinte forma:

a+0=a
add

a+s(b)=s(a+b)

Nesse exemplo, s(x) é a fungdo sucessor, definida como s(x) = x+ 1. A veracidade de

alguns casos interessantes serdo analisadas (HARPER, 2012):

s 2+2 =4:N (Verdadeiro): Diretamente da defini¢do, 2+2=1s(2+1) =s5(s(2+0)) =
s(s(2)) =5(3) =4.

s O0+x=x:N (Falso): Aqui as sutilezas ja comegaram a aparecer. Como pela defini¢ao
tem-se apenas que x + 0 = x, € necessdrio provar que 0+ x = x. Como € sabido, essa prova
¢ facilmente obtenivel. Mesmo assim, ndo involve apenas defini¢des, a igualdade s6 se

estabelece a nivel proposicional.

= 5(x) = (1+x) : N (Falso): Por defini¢ao, s(x) = x+ 1. Para mostrar que | +x=x+1,
necessario provar a comutatividade. Dessa forma, essa igualdade ndo se estabelece no

ambito definicional.

s (x+y) = (y+x) : N (Falso): Pelo mesmo argumento do caso anterior.

Esse exemplo mostra de forma clara a limitacdo da igualdade definicional. Qualquer
igualdade que necessite de alguma forma de evidéncia externa a definicdo, mesmo que seja
algo simples como a comutividade dos naturais, ndo podera ser estabelecida definicionalmente,

tendo-se que recorrer a igualdade proposicional.

2.1.2 Familia de tipos

Foi dito que um tipo pode representar proposi¢des 1dgicas. Porém, ndo foi especificado
como um tipo pode simular a ideia de predicado. Um exemplo simples € o seguinte: Dado um

nimero natural x, decidir se x € par. Para criar um tipo que seria habitado se x € par, o proprio
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tipo depende de x. Dessa forma, como para cada valor de x é criado um tipo novo, € dito que
¢ definida uma familia de tipos indexadas pelos valores de x, que, nesse caso, sao 0s naturais.
Utiliza-se a notagdo par(x), para indiciar que par(x) é uma familia de tipos indexada por x.
Para exemplificar melhor, pense nessa familia par(x). Teria-se, entdo, 0 : par(0). No caso do
tipo par(1), como 1 é impar, a proposicdo 1 é par seria falsa, portanto o tipo par(1) nio seria
habitado. Como é de se esperar, qualquer tipo da forma par(2n+ 1) ndo serd habitado, enquanto
os tipos da forma par(2n) serdo habitados, 2n : par(2n).

Essa ideia de familia indexada de tipos serd bdsica para as diversas formula¢des das
entidades da teoria dos tipos. Como pode-se ver, a familia de tipos € equivalente ao conceito de
predicado. A seguir, uma deducdo natural com mais uma importante propriedade de familia de
tipos (HARPER, 2012):

[x: A]
m:A  B(x) tipo
[m/x]B(x) tipo

A ideia é que dado uma familia de tipos B(x) indexadas pelo tipo A, dado um termo
m : A, entdo obtém-se o tipo [m/x]B(x) = B(m). A outra propriedade importante é chamada de
funcionalidade (HARPER, 2012):

[x:A]
m=n:A  B(x) tipo
[m/x|B(x) = [n/x|B(x) tipo

funcionalidade

Essa propriedade € intuitiva. Dado uma familia de tipos indexadas pelo tipo A e dois
elementos definicionalmente iguais m = n, entdo B(m) = B(n). Um exemplo que e consequéncia
direta da funcionalidade é que par(2+2) = par(1+3),jdque2+2=1+3:N.

2.1.3 O Tipo Funcao

O objetivo dessa subsecdo € introduzir os tipos que representam as fun¢des. Uma fungio
€ construida a partir de um par de tipos A e B, originando o tipo A — B. O tipo A é chamado de
dominio e o tipo B de codominio. No capitulo 1, uma funcao foi definida a partir do conceito de
relacdo. A grande diferenca entre a fungdo da teoria dos tipos e a funcao de teoria dos conjuntos,
€ que, ao contrdrio da teoria dos conjuntos, a fun¢do da teoria dos tipos € um elemento primitivo
da teoria (UNIVALENT FOUNDATIONS PROGRAM, 2013). Por ser um tipo primitivo, o
conceito de func¢do na teoria dos tipos € entendido a partir das formas que o tipo € construido e
utilizado.

A parte mais bdasica do tipo funcdo f : A — B € o fato que € possivel aplicar um termo

a:A em f, obtendo-se um termo b : B. Nesse caso, a notacéo utilizada é a usual: f(a) =b
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(algumas vezes, a notacdo fa = b também € utilizada). Essa parte define a forma basica que uma
func¢do pode ser utilizada. Falta, porém, saber como uma funcao pode ser construida.

O tipo A — B pode ser construido a partir de duas formas bédsicas (UNIVALENT
FOUNDATIONS PROGRAM, 2013). A primeira é diretamente a partir de uma igualdade
definicional de f(x). Nesse caso, A — B € construido a partir de uma f(x) = 6. As condi¢des
necessdrias € que x seja do tipo A, ou seja, x : A e que 0 : B. A segunda forma € definindo uma
fun¢do usando a notacido do A-cdlculo. Nesse caso, a funcdo seria definidar a partir de uma
abstragdo Ax, obtendo-se (A(x:A).0): A — B. Como o tipo de x ja é inferido a partir do tipo da
fungdo, a parte x : A geralmente é simplificada, obtendo-se Ax.0 : A — B. Usando essa segunda
forma, uma aplicagdo é definida de forma equivalente a do A-cdlculo, com (Ax.0)(a) = [a/x]6.

Como exemplo simples, pense em uma f : N — N em que recebe um x : N e retorna
x+2: N. Uma forma de construir esse tipo seria uma igualdade definicional direta, obtendo-se
f(x)=x+2:N—=N, com f(a) =a+2,a:N. A outra forma, usando o A-célculo, teria-se que
f=Ax.(x+2) : N = N. E claro, aplicando @ : N, o mesmo valor ser obtido: (Ax.(x+2))(a) =
[a/x](x+2)=a+2.

Outra parte extremamente importante de fun¢do como tipo € o conceito de funcao de
multiplas varidveis. Nos exemplos vistos até agora, a funcio recebia apenas uma varidvel. Porém,
€ possivel que a funcdo receba 2 ou mais vardveis. No caso de duas varaveis, teria-se, por
exemplo, uma fun¢do f(x,y: N) =6 : N. O tipo dessa funcéo seria f : N x N — N. O simbolo
x nao foi formalmente definido, mas é o produto cartesiano usual, o qual pode ser facilmente
definido dentro da teoria dos tipos. Na notacdo de A-célculo, essa fungdo poderia ser definida
por f = (Axy.0) : N x N — N. Fun¢des com mais de duas varidveis sdo definidas a partir de um
processo totalmente andlogo, apenas adicionando a quantidade necessaria de varidveis, além de
adicionar x N extras no produto cartesiano.

Por fim, existe um processo abundamente utilizado em func¢des de multiplas vardiveis,
chamado de currificagdo. A currificagdo € um processo de transformac¢do de uma funcao a
n-varidveis em n-fungdes que recebem apenas uma varidvel, mas que tem como retorno outra
funcdo (UNIVALENT FOUNDATIONS PROGRAM, 2013). Aqui serd explicado o processo
para uma fun¢do em duas varidveis, mas 0 mesmo processo pode ser analogamente utilizado
para uma funcao de uma quantidade qualquer de varidveis. Dado uma funcdo em duas varidveis,
e que f(a,b) = c, é possivel transformar f em uma fungdo que recebe apenas a e retorna uma
outra fun¢do que recebe b, a qual, por sua vez, ird retornar c. Ao fazer a currificacio, o tipo
f N x N — N ¢ transformado no tipo equivalente f : N — (N — N). Como o parénteses associa
pela direita por definicdo, N — (N — N) pode ser escrito como N — N — N sem qualquer
ambiguidade.

Por ser excessivamente utilizado, é preciso entender bem a currificagdo. Por isso,
considere um exemplo de uma fun¢do f(x,y) = x+y+ 5. Mais especificamente, considere a
computagdo para x = 3 e y = 5. Sem currificac@o, teria-se que f(3,5) =3+5+5=8+5=13.

Com currifica¢@o, f(x) passa a retornar uma g : N — N que recebe y. Nesse caso, teria-se que
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f(3)=Ay.(3+y+5). Essa fungio, por sua vez, recebe o valor da entrada y. Com y = 5, teria-se
f(3)(5) =3+5+5=13. Como pode-se ver, apesar das duas abordagens ter tipos distintos e
funcionar de formas diferentes, o resultado final é exatamente o mesmo. Dessa forma, qualquer
funcdo em multiplas varidveis é equivalente a uma de apenas uma varidvel apds passar pelo

processo de currificagdo.

2.1.4 Funcao de Tipo Dependente (IT)

A funcdo de tipo dependente surge a partir da necessidade de expressar um tipo que é
impossivel de ser construido a partir do tipo fun¢do da subsecado anterior. Esse € o caso em que a
saida € um tipo que faz parte de uma familia de tipos indexada pelo tipo da entrada. Para melhor
explicar, pense em um tipo Seg(x), indexado pelos naturais. Um termo de um tipo Seq(x) é a
seqliencia de naturais de O até x. Pense no problema de construir uma funcdo que tenha como
entrada n : N e saida {0...n} : Seq(n). Como o tipo da saida é varidvel e depende da entrada,
o conceito usual de tipo fun¢do ndo consegue definir uma fungio para esse caso (ja que na
funcdo o tipo da saida € fixo). Para indicar que o tipo € uma funcdo dependente, € utilizada
a notagdo IT,. A)B(x), com x sendo a entrada e B(x) uma familia de tipos indexadas pelo tipo
A. No exemplo de Seq(x), teria-se a fungo IT(,.ny)Seq(x). A seguir serdo mostradas regras de
inferéncia que indicam como o tipo de funcao dependente € construido e utilizado (HARPER,
2012):

[x:A] [x:A]

Atipo  B(x)tipo m(x) : B(x)
IT(,.4)B(x) tipo (M=F) A(x:A).m(x) : q)B(x)

(M—1)

As duas deducdes foram colocadas juntas, ja que uma complementa a outra. No caso de
Formagdo do Produto Dependente (IT— F), € o que tinha sido discutido anteriormente. Dado
um tipo A e uma familia B(x) indexada por esse tipo, € formado o tipo IT,.4)B(x). O caso de
Introdugdo do Produto Dependente (IT— /) tambem ¢é simples. Dado um termo m(x) : B(x), com
x: A, ou seja, um termo de uma familia indexada por A, € possivel obter uma fun¢do dependente

que recebe o tipo x e retorna o tipo m(x). Agora, a regra de eliminagao:

n:A  m:Il,.4B(x)
m.n : [n/x]B(x)

(M-E)

A regra de Eliminacio do Produto Dependente (II — E') recebe esse nome por ser a forma
em que o simbolo do produto dependente € eliminado. Olhando para a derivagcdo acima, percebe-
se que a eliminacdo € basicamente a aplicagdao de um elemento n na fung¢ao dependente. O préprio

tipo resultante da aplicacdo € muito parecido com o da aplica¢dao na forma ndo-dependente, sendo
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a Unica diferenca que o tipo depende da entrada. Apesar dessa regra definir o tipo resultante
da aplicagdo, ela ndo define como € feita a aplicacao em uma fun¢do dependente. Por isso, é

necessario mais uma regra, a regra de computacao:

[x:A]
n:A  m(x):B(x)
(A(x:A).m).n = [n/xjm(x) : [n/x|B(x)

(m-C)

Olhando atentamente, a regra de Computagdo do Produto Dependente (IT — C) estabelece
a aplicacdo de uma forma exatamente igual a utilizada em fun¢des nao-dependentes. A tnica
diferenca € que o termo e o tipo resultante dependem da entrada x. Com isso, todas as regras

necessdrias para construir € computar o tipo funcdo depedente foram mostradas.

2.1.5 Tipo par dependente (X)

Ao trabalhar com fung¢des, € usual trabalhar com pares ordenados (a,b) em que a é a
entrada e b é a imagem ao aplicar a. Porém, o que aconteceria ao usar o mesmo tipo de raciocinio
para uma funcdo dependente? O tipo da imagem dependeria do valor da entrada, portanto o
tipo do par ordenado teria que considerar esse fato. Nesses casos, € necessdrio utilizar um tipo
chamado de par dependente, em que o tipo do segundo elemento do par ordenado depende do
valor do primeiro elemento. A notagéo utilizada € X,. A)B(x) e o tipo possui as regras (HARPER,
2012):

A Formacao da Soma Dependente (X — F') € similar a II — F. Para a Introducdo da Soma
Dependente (¥ —I), um elemento m : A e um elemento n : B(m) sdo o suficiente para introduzir

um par dependente (m,n) : X(.4)B(x). Agora, as duas regras de eliminagdo:

m: E.)B(x)
m (m) tA

(Z—E) (X—-E3)

Ao contrario do IT— E, o par dependente tem dois tipos de eliminagdo. A justificativa
para isso € direta. Como o par tem dois termos, € possivel eliminar ¥ de forma a obter o primeiro

ou o segundo termo. A Primeira Eliminacdo da Soma Dependente (X — E7) € 6bvia. A partir
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de um par ordenado, é possivel extrair o primeiro elemento, o qual tem o tipo nao-dependente.
A Segunda Eliminacdo da Soma Dependente (X — E») € similar a primeira, mas o tipo obtido
depende do primeiro valor do par ordenado. Com isso, basta saber como computar com um par

ordenado:
m ((m,n)) =me m({m,n)) = n.

Como pode-se ver, os operadores 7| e 7, extraem a informac@o necessdria do par
dependente, obtendo-se m e n respectivamente.

Nao obstante, desde o artigo original de W. Howard (HOWARD, 1980) sobre o paradigma
formulae-as-types, essas regras de eliminacdo do par dependente podem levar a problemas com
relacdo a correspondéncia com as regras do quantificador existencial devido a violagao da
condi¢do de ‘esconder’ a testemunha de um enunciado existencial (QUEIROZ; GABBAY, 1995).
Assim, uma apresentacdo da eliminacdo do X que se revela mais apropriada a correspondéncia

com o quantificador existencial tem a forma:
[ A, f(t):B(1)]
n:Eea)B(x) h(t,f):C

E(n,At.Af.h(t,f)):C

(2—E)

2.1.6 Os Naturais

Foi dito que um dos objetivos da teoria dos tipos € servir como fundamento para a
matematica. Uma teoria que se propde a ser fundamento da matematica deve ser capaz, no
minimo, de definir formalmente a no¢do de nimeros naturais. Esse € o caso, por exemplo, da
teoria dos conjuntos. Assim como na teoria dos conjuntos, a teoria dos tipos é completamente
capaz de formalizar os nimeros naturais. Nessa subsecdo, o objetivo serd mostrar como os
naturais sdo construidos e algumas propriedades basicas. Para comecar, seguem as dedu¢des
naturais das construc¢des basicas (HARPER, 2012):

oy N-l)  —miN__ (g

Os naturais sdo construidos de forma extremamente simples, a partir das duas regras
acima. A Introducdo do Zero (N —Iy) deve ser entendida como a base da constru¢do. Diz
que existe um nimero 0 que é um termo do tipo N. A Indu¢do do Sucessor (N — [;) deve ser
entendida como o passo indutivo. Dado qualquer m natural, é possivel afirmar que o sucessor
suc(m) também € natural. Se, a partir de 0, a segunda regra for aplicada, entdo todos os naturais
serdao obtidos como conseqiiencia. As regras mais complicadas, porém, sdo as que definem as

computacdes que podem ser feitas a partir dos naturais (HARPER, 2012):



2.1. CONCEITOS BASICOS 31

[x: c]
m: N C tipo No:C Ns:C
rec(m,Ny, Ax.Ny) : C

Para alguém ndo familizado com ideia de recursao primitiva, a regra de inferéncia acima
pode ser bastante confusa. A ideia é que as fungdes basicas envolvendo naturais, como adicao e
multiplicacdo, podem ser definidas a partir de um recursor, representado por rec na deducdo. O
recursor funciona a partir de um caso base Ny, que indica a computagdo a se fazer no caso de
0 iteragdes. Outra informacao necessaria € que dado uma iteracao x, é necessario saber como
computar a proxima iteragdo, a qual é representada por Ny. Com isso, o recursor € capaz de
definir exatamente como funciona a fun¢@o. Por exemplo, usando o recursor, € possivel definir
a adicdo. Dados Ax:Ne Ay : N, no caso de 0 iteragoes, basta pegar o valor de x e no caso
de z itera¢des, a proxima iteracdo pode ser definida como Az.suc(z). Dessa forma, a adi¢do é
representada por rec(y,x,Az.suc(z)). Como o tipo C é um tipo ndo-dependente, o recursor é
conhecido como forma nao-dependente do recursor dos naturais. Existe uma forma dependente
(HARPER, 2012):

[x:N] [x:N,y:C(x)]
m:N  C(x)tipo  Np:[0/x]C(x)  Nj: [suc(x)/x]C(x)
rec(m, Ny, (x,Ay.Ns)) : [m/x]C(x)

A primeira vista, a forma dependente parece mais complicada que a nio-dependente.
Porém, ao olhar mais atentamente, logo percebe-se que a dedugdo natural acima € o principio da
inducdo dos naturais. Basicamente, dado uma prova do caso base Ny : C(0) e o passo indutivo,
ou seja, se uma prova y : C(x) implica a existéncia de uma prova N; : C(x + 1), entdo tem-se
uma prova C(m) representada pelo recursor para um m : N qualquer. Dessa forma, a prova é
vdlida para todos os naturais. Com isso, o objetivo dessa subse¢c@o de mostrar a constru¢@o e 0s

principios basicos dos naturais a partir da teoria dos tipos estd concluido.

2.1.7 Informacoes Adicionais

Como foi visto anteriormente, um tipo pode ser interpretado de diversas formas, uti-
lizando o ponto de vista da 16gica, teoria dos conjuntos e homotopia. As principais interpretagdes

sdo resumidas na tabela a seguir:

Como visto na tabela acima, a teoria dos tipos € capaz de representar os mais diversos
objetos da matematica e da légica, portanto, mostrar cada constru¢do detalhadamente seria
completamente invidvel. Porém, as subse¢des anteriores cumpriram o papel de mostrar as con-
stru¢des mais importantes e que podem causar mais problemas para um leitor ndo familiarizado

com a teoria. Entretanto, é de extrema importancia destacar que outros conceitos importantes,
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Quadro 2.1: As multiplas interpretagdes de diversos tipos

Tipos Logica Conjuntos Homotopia

A proposi¢ao conjunto espaco

a:A prova elemento ponto

B(x) predicado familia de conjuntos | fibra¢do

b(x) : B(x) prova condicional familia de elementos | secgdo

0,1 1,7 o, {2} O, *

A+B AVBEB unido disjunta coproduto

AXB ANB produto cartesiano espaco produto
A—B A=B exponenciagdo espacgo funcdo
YeaB(x) Jwa)B(x) soma disjunta espaco total
IT,.4B(x) V(ea)B(x) produto espago das secgoes
Id, igualdade = {(x,x) | x €A} espaco de caminhos A’

Fonte: Livro Homotopy Type Theory (UNIVALENT FOUNDATIONS PROGRAM, 2013).

como o produto cartesiano (<), a soma disjunta (4+) e o conceito de booleanos (0,1). Essas
construcdes podem e sdo completamente formalizdveis a partir da teoria dos tipos. Além disso,
apesar de poder ser considerado como um conceito bésico, a formalizacao do tipo identidade foi
omitida nessa subse¢@o. O objetivo disso € que, dado a importancia desse tipo, a proxima se¢ao

serd inteiramente dedicada ao tipo identidade.

2.2 Tipo identidade

ApOs passar rapidamente pelos principais conceitos da teoria dos tipos, esta secdo
finalmente tem como objetivo uma exposi¢ao detalhada do tipo identidade. O objetivo inicial
serd mostrar a abordagem atual, a qual € complexa e ndo intuitiva. Logo depois, serd feita uma
discussdo com as diferencas entre duas teoria dos tipos distintas: a intensional e a extensional.
Sera visto que a extensionalidade ou a intensionalidade depende diretamente de como o tipo
identidade é formulado. Apds ler essa se¢do, ficard claro para o leitor a necessidade da criagao
de uma nova abordagem simples e intuitiva que defina satisfatoriamente o tipo identidade.

Antes de entrar em detalhes mais complexos sobre o tipo identidade, € necessério
entender a ideia intuitiva deste tipo. Como foi visto, a teoria dos tipos tem uma diferenca clara
entre igualdade proposicional e definicional. Enquanto a igualdade definicional se justifica por
si s6, a igualdade proposicional precisa de uma evidéncia que sustente a igualdade. Em outras
palavras, a igualdade proposicional necessita de uma prova que estabelecaa = b : A, com a,b : A.
Como, na teoria dos tipos, proposi¢des sdo tipos, entdo a = b : A pode ser representado por um
tipo, o qual é chamado de tipo identidade e representado por Ids(a,b). Dessa forma, os termos
p :1d(a,b) sdo as testemunhas que estabelecem que a é proposicionalmente igual a b. Dessa
forma, o tipo identidade faz completo sentido do ponto de vista intuitivo. Entretanto, como foi
feito para os conceitos fundamentais da se¢do anterior, como func¢do e pares dependentes, o tipo
identidade precisa ser formalmente introduzido e leis que definem exatamente como pode ser

utilizado precisam ser definidas. De forma semelhante, essas construgdes e regras sao propostas
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a partir de regras de inferéncia. Como serd visto a seguir, sdo exatamente essas dedugdes naturais
que sdo extremamente ndo-intuitivas, tornando um tipo que deveria ser intuitivo, como o tipo

identidade, em uma entidade bastante complexa de ser utilizada.

2.2.1 Abordagem Atual do Tipo Identidade

Assim como foi feito na se¢do anterior, a construcao sera feita a partir das regras de
inferéncia. Seguem as deducdes que constroem o tipo (QUEIROZ; OLIVEIRA, 2014a):

A tipo a:A b:A . a:A
; ; d™ —F int
1d" (a,b) tipo r(a) : 1dy" (a,a)

1d™ —1

Primeiramente, é importante esclarecer o significado do int presente em Id™. O int
indica que essa € a versao intensional do tipo identidade. O significado das versdes intencionais
e extensionais e a diferenca entre elas serd o topico da proxima subsecdo. O importante agora é
esclarecer que a versdo utilizada na teoria homotdpica dos tipos e que estd sendo definido agora
€ a versao intensional. Daqui em diante, se int ou ext ndo for especificado, considere que esta
sendo utilizada a versao intensional.Com essa parte esclarecida, pode-se comegar a analisar as
regras mostradas acima. A Formagio do Tipo Identidade Intencional (Id"™ — F) nio acarreta
surpresas. Dado dois termos a,b : A, € possivel criar um tipo que serd habitado caso exista uma
evidéncia que sirva de testemunha do fato que os dois termos sdo proposicionalmente iguais.
Nesse caso, independente de o tipo ser habitado ou ndo, sempre serd possivel cria-lo, obtendo-se
1 dA (Cl, b) .

A regra de Introdugdo do Tipo Identidade Intencional (Id™ —I) é o que causa todo o
estranhamento e a ndo-intuitividade do tipo identidade. r(a) representa uma prova por reflexivi-
dade. Isso é, dado um termo a : A, r(a) é a prova que a = a : A. Naturalmente a reflexividade é
um principio bédsico de qualquer teoria que envolve igualdade. Portanto, € natural pensar que
dado um tipo a : A, sempre existird uma prova r(a) : Ids(a,a). Entdo, qual seria a parte ndo
intuitiva? E o fato que a reflexividade é a tinica forma de introduzir o tipo identidade. Isso é
equivalente a dizer que qualquer que seja a prova da igualdade, é sempre possivel obté-la a partir
da prova da reflexividade. Pense nos naturais. Os naturais tem duas regras bdsicas, a existéncia
do 0 e que para um nimero n existe o sucessor de n, suc(n). Ora, construir um ndmero m a
partir dessas regras é extremamente intuitivo. Basta partir do 0 e aplicar a regra do sucessor
a quantidade necessdria de vezes, obtendo-se m eventualmente. A mesma intuitividade nao
¢ obtida a partir da regra de introducao do tipo identidade. Como € possivel obter possiveis
provas complexas de um Id4(a,b) a partir apenas da prova da reflexividade? Ou até provas
simples, como a transitividade e a simetria da igualdade? De fato, geralmente as teorias da
igualdade consideram a propria transitividade e simetria como axiomas adicionais, junto com
a reflexividade. E verdade que, como ser4 visto a seguir, é possivel definir um recursor J que

transforma a reflexividade em qualquer prova genérica. E a partir desse recursor, provar a
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transitividade e a simetria. Entretanto, a forma que esse recursor atua € extremamente obscura e
ndo intuitiva. Segue a regra de inferéncia que introduz J (QUEIROZ; OLIVEIRA, 2014a):

[x:A] [x:A,y:A,z:1ds(x,y)]
a:A  b:A  c:1dT(a,b)  d(x):C(x,x,r(x)) C(x,y,z) tipo

Id — E
J(e,d) : Cla,b,c) d

Como pode-se ver, a regra de Eliminacdo do Tipo Identidade (Id — E) que introduz
o recursor J e elimina o tipo identidade € extensa. Porém, é possivel entender o objetivo do
recursor J. Basicamente J(c,d) : C(a,b,c) funciona construindo c a partir de uma prova reflexiva
d. Nesse caso, como em qualquer recursor, ¢ € construido apos multiplas iteragcdes que se iniciam
na base d. O grande problema, porém, é que o funcionamento de J nao € bem explicado pela
deducdo natural. O que acontece em cada iteracdo nio é explicado. E verdade que J obtém d a
partir de ¢, mas ndo é explicado como isso acontece. E possivel justificar o funcionamento de J a
partir dos conceitos de teoria das categorias. Entretanto, os conceitos utilizados sdo complexos
e os argumentos demasiadamente complicados. Dado que J € extensivamente utilizado para
construir termos em uma grande quantidade de provas da teoria dos tipos, a obscuridade e
complexidade do funcionamento interno de J torna-se uma grande desvantagem. Juntando J com
a ndo-intuitividade de obter qualquer prova a partir apenas da reflexividade, obtém-se um tipo
identidade extremamente complexo, tornando-se uma das entidades basicas mais complicadas da
teoria dos tipos. A seguir, a ultima regra envolvendo o tipo identidade (QUEIROZ; OLIVEIRA,
2014a):

[x:A [x:A,y:A,z:1ds(x,y)]
a:A  d(x):C(x,x,r(x)) C(x,y,z) tipo
J(r(a),d(x)) =d(a/x):C(a,a,r(a))

Id —Eq

A regra acima foi mostrada mais por questdes de completude. Conhecida como Igualdade
do Tipo Identidade (Id — Eq), é uma regra intuitiva. Dado uma prova da reflexividade d(x),
construir a prova da reflexividade r(a) a partir de J é igual a simplesmente colocar a no lugar de x,
obtendo-se d(a) : C(a,a,r(a)). Com isso, é finalizada toda a parte necessaria sobre a abordagem

intensional do tipo identidade.

2.2.2 Extensionalidade vs Intensionalidade

Na teoria dos conjuntos, foi visto que as fun¢des sao tratadas de forma extensional. As
fungdes sdo consideradas como pares de entrada e saida. A forma com que os pares sao obtidos
¢ desconsiderada. Isso ndo € o que acontece na formulagdo do tipo identidade abordada na
subsecdo anterior. Nesse caso, o tipo identidade deixa claro que a forma que a igualdade é

obtida € de grande importincia. Por isso, € dito que essa abordagem € intensional. Ao formular
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a teoria dos tipos, Martin-L6f propds uma abordagem intensional (MARTIN-LOF, 1998) e
uma extensional (MARTIN-LOF, 1982; MARTIN-LGf, 1984). Como a versdo intensional ja
foi abordada, essa subsecao tem o objetivo de mostrar a versao extensional. Para isso, serao
mostradas a construg@o e utilizagio do tipo identidade extensional, denotado por Id*". Seguem
as dedugdes (QUEIROZ; OLIVEIRA, 2011):

A tipo a:A b:A 14 F a=b:A
1d$" (a,b) tipo r:1d$" (a,b)

Idext -]

Em particular, nenhum comentério € necessario para a Formacao do Tipo Identidade
Extensional (Id*" — F), ja que é exatamente igual ao do tipo intensional. A Introdug¢io do Tipo
Identidade Extensional (/d*" —I) também € simples. Se € fato que a = b : A, entdo é porque
existe uma prova r que justifica a igualdade. Naturalmente, r tem tipo Id$" (a,b). A seguir, a
eliminacdo e a igualdade (QUEIROZ; OLIVEIRA, 2011):

c:1d{"(a,b) 14 _ c:1d{"(a,b)
a=b:A c=r:1d{"(a,b)

1d®" —Eq

Talvez a primeira caracteristica a ser reparada é o quao simples € a Eliminacdo do Tipo
Identidade Extensional (Id*" — E) quando comparada com a versdo intensional. Nao existe
a necessidade de estruturas complicadas como o recursor J. Na versdo extensional, dado um
elemento c¢ : Id{"(a,b), a unica informacao relevante a ser extraida é que a = b : C. Nesse
ponto, a informagdo que c é o responsavel por estabelecer a prova passa a ser irrelevante. Como
pode ser visto, a propria existéncia de ¢ € completamente excluida. Isso acontece porque a
versao extensional ndo se preocupa em guardar a informac@o de como uma determinada prova
da igualdade foi alcangada. A regra de Igualdade do Tipo Identidade Extensional (Id*" — Eq)
também demonstra claramente esse fato. A igualdade mostra que uma prova c € igual a uma
prova r qualquer. Fazendo um paralelo com a teoria dos conjuntos, é como se ¢ e r fossem
funcdes que possuem os mesmos pares ordenados. Dessa forma, por mais diferentes que possam
ser as partes internas das provas c e r, elas possuem a mesma saida, que € o estabelecimento do
fatoque a=>b: A.

Caso a computacdo fosse baseada na teoria dos tipos extensional, propor uma nova
formulacao para o tipo identidade seria contraprodutivo. Isso se deve ao fato que as regras da
versao extensional s@o bastante simples e faceis de utilizar. Contudo, ja foi dito que a computacao
¢ naturalmente intensional. Além disso, até a propria matemaética é beneficiada pela versao
intensional, ja que € a versdao que deu origem a interpretacdo homotdpica. Dado a complexidade
da formulacdo do tipo identidade, o objetivo de propor uma nova abordagem € propor uma
formulagdio mais natural, cujas regras sdo mais faceis de utilizar e entender. E nesse contexto

que surge o conceito de caminhos computacionais, entidade que seréd estudada na proxima secao.
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2.3 Caminhos Computacionais

Essa secdo tem o objetivo de introduzir a entidade mais importante desse trabalho: Os
caminhos computacionais. Essa entidade € baseada na ideia que € possivel definir formalmente
quando um objeto computacional a é igual a um objeto computacional b. E possivel definir um
conjunto de axiomas e operacdes que tornam possivel transformar a em b. Essa transformacao
acontece ao a partir de a se aplicar em sequéncia as operacdes desse conjunto de axiomas até obter-
se b. Como cada operagdo transforma um termo em outro, elas sdo também conhecidas como
reescritas. E por isso que caminhos computacionais também podem ser chamados de seqliencia
de reescritas. Contudo, antes de definir formalmente o conceito de caminho computacional e
mostrar os axiomas de reescrita (que sdo os axiomas de igualdade), € importante mostrar a teoria

em que os axiomas serdo baseados, a qual é conhecida como Teoria da Beta-Eta Igualdade (A8 1).

2.3.1 Igualdade A3n

Aigualdade A 7 é uma teoria axiomadtica de igualdade formal do A-cédlulo que estabelece
a igualdade n entre dois termos do A-cdlulo. Porém, para entender satisfatoriamente esse

conjunto de axiomas € necessario enteder alguns conceitos basicos do A-cdlculo:

Definicao 2.1 (Varidveis livres e ligadas (HINDLEY; SELDIN, 2008)). Uma variavel x em um

termo P pode ser:
» Ligada se estd dentro do escopo de um A x em P,
» Ligada e ligante se é 0 x em Ax,
» Livre caso nenhum dos dois casos se aplicam.
O conjuntode todas as varidveis livres de P é detonado por FV (P).

Definicao 2.2 (Mudanca de variavel ligada e congruéncia (HINDLEY; SELDIN, 2008)). Seja
P um termo que tem uma ocorréncia Ax.M ey ¢ FV(M). Entao, a troca de Ax.M por Ay.[y/x|M
é chamado de troca de varidvel ligada. Se for possivel transformar o termo P em um termo Q a
partir de finitas (ou até mesmo zero) séries de mudancas de varidveis ligadas, entdo é dito que P

é congruente a Q ou P o-converte a Q e é denotado por P =, Q.

Definicao 2.3 (B-contracdo e B-reducao (HINDLEY; SELDIN, 2008)). Um termo da forma
(Ax.M)N é chamado de B — redex e a forma correspondente [N /x|M de B — contractum. Dado
um termo P e uma fB —redex (Ax.M)N, € possivel trocar a redex por [N /x|M, obtendo-se um
termo P'. E dito que a redex de P foi contraida e que P B-contrai para P' e é denotado por
P P'. Se P pode ser transformado em Q através de finitas (ou até mesmo 0) 3-contracdes ou

mudangas de varidveis ligadas, entdo € dito que P beta-reduz para Q e € denotado por Pr>g Q.
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Definicao 2.4 (f-igualdade (HINDLEY; SELDIN, 2008)). E dito que P é B-igual a Q (denotado
por P =g Q se Q pode ser obtido a partir de P por uma quantidade finita (ou talvez 0) de séries
de B-contragcdes e 3-contragdes reversas e mudangas de varidveis ligadas. Em outras palavras,
P =g Q sse existe Py, ...., B, (n > 0) tal que:
(Vi<n—1)(P, > Piy1 ou Py g P ou P =¢q Py1)
Ph=P, P,=0

A formalizagdo axiomatica da -igualdade junto com uma regra conhecida como 7, cujo

funcionamento ficara claro nos axiomas, gera a teoria da A fn-igualdade:

Definicao 2.5 (Teoria da A fn-igualdade (HINDLEY; SELDIN, 2008)). A teoria é composta

pelos seguintes axiomas:
n (@) Ax.M = Ay[y/x]M seyd FV(M);
= (B) (Ax.M)N = [N/x|M;
= (p)M=M;
s () (AxMx) =M (x¢& FV(M)).

E as seguintes regras de inferéncia:

(u) M=M (T) M=N N=P

NM = NM' M=P
M=M M=N
\% —_— O) >,
M=M
() Ax.M = Ax.M'

Mx = Nx
©) Ti=n -

Se a equagdo M = N é provdavel em A3n, é dito que AN +M = N.
Com esse conjunto de regras e axiomas € possivel, entdo, definir A fn-igualdade:

Definicio 2.6 (Afn-igualdade (QUEIROZ; OLIVEIRA, 2011)). A relagdo de igualdade
definida por A 31 -igualdade é chamada de =g,,. Em outras palavras:

M=g, N ABnEM=N.

Na proxima subsecao serd visto como os caminhos computacionais podem ser definidos

a partir de uma teoria equivalente a teoria da A fn-igualdade.
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2.3.2 Formalizacao do Caminho Computacional

Ja foi exposto que o conceito de caminhos computacionais parte da ideia de definir
formalmente quando dois objetos computacionais sdo iguais. E exatamente o que a teoria da
A Bn-igualdade faz. Decide quando dois termos do A-célculo sao iguais (mais especificamente,
Bn-iguais). Porém, como os objetos computacionais sdo termos da teoria dos tipos, nao é
possivel utilizar diretamente a teoria anterior, ja que é uma teoria do A-cdlculo. Felizmente, é
possivel traduzir a teoria A f1-igualdade para uma teoria de igualdade da teoria dos tipos. Para

o tipo I, os seguintes axiomas sdo obtidos:

Definicao 2.7 (Teoria da igualdade da teoria dos tipos para IT (QUEIROZ; GABBAY, 1994;
QUEIROZ; OLIVEIRA, 2014b, 2011)). A teoria da igualdade da teoria dos tipos para o tipo I1

é composta dos seguintes axiomas:

[x:A] [x:A]
(Ax.M)N = M[N/x] : B AxM = AxM’ : (TIx : A)B
M:A M=M:A N:(I:AB
P) “p=m:a (1) NM=NM - B
M=N:A N:A M=M:(Tk: AB
() N=M:A (v) MN=MN-B
M=N:A N=P:A
() M=P:A
(T : A
() MAL:AB g pyvy)

(Ax.Mx) = M: (TIx : A)B
Olhando para os axiomas acima, pode-se ver claramente que cada axioma e regra
de inferéncia da ABn-igualdade foram diretamente traduzidos para um axioma equivalente
formulado utilizando a teoria dos tipos. Essa teoria torna possivel definir o conceito de caminho

computacional:

Defini¢ao 2.8 (Caminho computacional (QUEIROZ; OLIVEIRA, 2011)). Seja a e b elementos
de um tipo A. Um caminho computacional (ou sequéncia de reescritas) s de a até b é uma
sequéncia de igualdades definicionais (cada igualdade definicional é uma aplicagdo de um
dos axiomas da teoria de igualdade da teoria dos tipos ou é uma mudanga de variavel ligada)

comegando em a e terminando em b. E dito que a =, b : A.

A definicdo ja deixa claro a vantagem de se trabalhar com a abordagem utilizando
caminhos computacionais. Cada sequéncia de reescrita € a aplicacdo de um dos axiomas acima.
Os axiomas contém regras bastante comuns em qualquer teoria da igualdade, como axiomas
que representam a reflexividade (p), transitividade (7) e simetria (o). Além desses axiomas
cldssicos, os axiomas restantes sdo derivados de regras simples de uma teoria amplamente

estudada, que € a teoria do A-cédlculo. Por isso, o caminho computacional torna a ideia de
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igualdade completamente intuitiva, sendo um 6timo candidato a formalizar o tipo identidade.
De fato, esta formalizacdo serd feita na proxima subse¢do. N@o obstante, a defini¢do anterior da
teoria da igualdade, enriquecida com os identificadores basicos para cada tipo de igualdade que
serdo utilizados como base para a constru¢ao dos caminhos computacionais, fica da seguinte

forma:

Definicao 2.9 (Teoria da igualdade da teoria dos tipos para IT com identificadores para igual-
dades (QUEIROZ; OLIVEIRA, 2011)). A teoria da igualdade da teoria dos tipos para o tipo I1 é

composta dos seguintes axiomas:
[x:A] [x:A]

®) N:A M:B () M=4M :B
(Ax.M)N =g M[N/x] : B AxM =g Ax.M' : (Tlx : A)B

M:A M=,M:A N:(Tlx:A)B
(p) M=, M:A (1) NM =) NIT : B
M=,N:A N:A M=,M :(Tlk: A)B
(O-) N G(s) M N A (V) MN :v(s) M/N N B
M=,N: N=P:A
T
( ) M:r(s.,t) P:A
M: (Ilx : A)B
M) (x- 4) (x ¢ FV(M))

(Ax.Mx) =y M: (Tlx : A)B

A seguir, um exemplo que melhor demonstra a utilizacdo dos caminhos computacionais

na prética:

Exemplo 2.2. O termo M = (Ax.(Ay.yx)(Aw.zw))v € proposicionalmente igual a N = zv devido
a sequéncia:

(Ax.(Ay.yx)(Aw.zw))v,  (Ax.(Ay.yx)z)v, (Ayyv)z, zv

Transformar essa sequéncia em um caminho resulta em:

O primeiro termo € igual ao segundo devido a:

N((Ax.(Ay.yx)(Aw.zw))v, (Ax.(Ay.yx)z)v)

O segundo € igual ao terceiro devido a:

B((Ax.(Ay.yx)z)v, (Ay.yv)z)

Portanto, o primeiro € igual ao terceiro devido a:

T(M((Ax.(Ay.yx) (Aw.zw))v, (Ax.(Ay.yx)2)v), B((Ax.(Ay.yx)z)v, (Ay.yv)z))

O terceiro € igual ao quarto devido a:

B((Ay.yv)z,zv)

Finalmente, o primeiro € igual ao dltimo devido a:

T(e(1 (A (Ayyx) wzw))v, (Ax. (Ayym)2)v), B((Ax. (Ayyx)2)v, (Ayam)2)), B(Ayayw)z,2v)).

Portanto, este dltimo caminho estabelece a igualdade proposicional entre os dois termos.
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2.3.3 Caminho Computacional e o Tipo Identidade

Foi visto que o caminho computacional € uma entidade que torna natural o conceito de
igualdade entre dois objetos computacionais. Um caminho computacional s entre dois objetos €
a evidéncia que estabele a igualdade dos objetos. Também foi visto que essa € basicamente a
ideia da igualdade proposicional e do tipo identidade. E um tipo cujos termos sdo a evidéncia que
estabelece a igualdade. Portanto, dado essa semelhanca, torna-se natural pensar que € possivel
formular completamente o tipo identidade a partir de caminhos computacionais. Naturalmente, a
formulacdo seré feita a partir de regras de inferéncia (QUEIROZ; OLIVEIRA, 2011):

A tipo a:A b:A a=3b:A
— : Id—1
Ilda@p)ipo  97F Sab) dda(ab) 4T

A formacao é exatamente igual a formulagdo anterior do tipo identidade. Entretanto, as
diferencas ja ficam evidentes a partir da propria regra de introducao. A unica regra de introdugao
do tipo identidade usual ¢ a reflexividade. Também foi visto que é exatamente essa limitacdo que
causa todo o estranhamento e a complexidade desse tipo. Ja na abordagem a partir de caminhos
computacionais, os tipos identidades sao introduzidos a partir de um caminho computacional.
Ora, se existe um caminho que estabelece que a = b, entdo nada mais natural que s(a,b) seja
um elemento do tipo identidade. Além disso, a vantagem dessa introducao em relacdo a outra é
clara: s tem a liberdade de ser um conjunto de aplicacdes dos axiomas discutidos anteriormente.
Ou seja, além de encapsular a prépria reflexividade, possui axiomas extremamente simples como
transitividade e simetria, além de outros axiomas, também relativamente simples, que deixam os
caminhos computacionais extremamente faceis de serem manipulados. Isso ficard mais evidente
na simplicidade da regra de eliminagdo. Antes, porém, € importante destacar que existe uma
outra regra de introducdo (QUEIROZ; OLIVEIRA, 2011):

a=sb:A a=:b:A s=;t:1ds(a,D)
s(a,b) =¢(; t(a,b) : Ida(a,b)

Id—1h

A regra acima mostra que dados dois caminhos s e ¢, se for possivel estabelecer através
de um caminho z que s e ¢ sdo iguais, entdo o termo introduzido a partir de s serd igual ao
termo a partir de ¢, devido a regra & de igualdade definicional. Com essas regras de introdugio
ja esclarecidas, é possivel agora introduzir uma das regras mais importantes, a eliminagdo
(QUEIROZ; OLIVEIRA, 2014a):

l[a=,b:A]
m: Idp(a,b) h(g):C
REWR(m,g.h(g)):C

1d —E,
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Antes de tudo, é necessdrio esclarecer que o’ no termo g indica que g é uma abstragdo,
ou seja, a expressao espera uma entrada. Essa representacao foi feita para ndo confundir essa
abstragdo com a A do A-cdlculo. Sera visto que essa abstragdo possui propriedades semel-
hantes da abstracdo A, mas, tecnicamente, ndo sdo a mesma coisa, ji que a abstracdo A possui
equivaléncias definidas no A-cdlculo que podem nio se aplicar.

Anteriormente, a regra de eliminacio usava um recursor de dificil funcionamento con-
hecido como J. Apesar de ser possivel chamar o recursor da regra vista acima também como J,
o termo REWR fica mais adequado, ja que € um recursor com um funcionamento extremamente
diferente. Ao contrario de J, REWR funciona de forma extremamente simples. Se a partir de um
caminho g que supde-se existir e que estabelece que a € igual a b, é possivel construir um termo
h(g) de um tipo C, entdo o recursor diz que a partir de qualquer termo m que também estabelece
que a € igual a b € possivel construir um elemento do tipo C. Ora, basta pegar m e substituir (ou
aplicar) em g.h(g). Essa aplicagdo ndo estd encapsulada na regra da eliminagdo. A regra se limita
a construir um termo do tipo C, que é 0o REWR(m, g.h(g)) : C. O funcionamento de REWR ficard
claro com as regras de redugdo. De qualquer forma, tente comparar essa eliminagdao com a do
J. A grande desvantagem do J, além do funcionamento obscuro, € o fato que achar o ponto de
partida € o maior problema. Como J € baseado apenas na reflexividade, achar o ponto de partida
que justifica a construcao do tipo torna-se uma tarefa ndo-trivial (esse ponto de partida também &
comumente chamado de o motivo (HARPER, 2012)). J4 para REW R, o ponto de partida, como
pode-se ver claramente na dedug@o natural, € um caminho a =, b : A. Por o ponto de partida
ser um caminho, entdo é possivel trabalhar com os axiomas vistos anteriormente, aplicando
no caminho g. Dado a simplicidade dos axiomas, partir de g e chegar a h(g) : C é geralmente
uma tarefa simples. Apds obter h(g) : C, o raciocinio estd basicamente completo: basta aplicar
diretamente a eliminagdo que serd obtido o termo requerido. A naturalidade com que uma prova
¢ feita a partir de REWR sera melhor explorada a partir de exemplos em uma subsec¢do futura.
Agora, a segunda forma de eliminacdo (QUEIROZ; OLIVEIRA, 2011):

[a=¢b:A]

p=rq:lds(a,b) h(g):C
REWR(p,§.h(g)) =u(r) REWR(q,8.h(g)) : C

Id —E,

A regra acima tem o papel de exibir uma das igualdades definicionais para os caminhos,
e terd seu papel na obtencdo de igualdades proposicionais entre caminhos. A regra acima
apenas deixa claro que dado dois caminhos iguais, os REW R construidos também serdo iguais.
E semelhante a ideia utilizada por Id — I,. Com isso, existem agora as regras de redugdo e
indugdo. Essas regras simulam a reduc@o A e a 1) respectivamente. Primeiro, sera visto a redugo

(QUEIROZ; OLIVEIRA, 2011):

la =y b:A] 1T la=,b:A]
m(a,b) : Ids(a,b) Y ohg):C
REWR(m,g.h(g)):C

l[a=mb:A]
Id—E, g h(m/g)
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A regra acima € o que j4 foi comentado sobre a eliminacdo. Mostra como € possivel
computar a partir de REWR. Como foi dito, REWR funciona a partir de uma aplicacdo, ao
substituir (aplicar) o caminho g por um caminho m em g’.A(g), obtendo-se entéo a forma reduzida
h(m/g). Nota-se a semelhanga dessa redugdo com a reducdo 8 do A-célculo. Por isso, essa
redugdo pode ser considerada como equivalente a 3 da A1) igualdade. A seguir, a reducdo que
simula o 1 (também chamada de Id - Indugdo) (QUEIROZ; OLIVEIRA, 2011):

a =; b:A
e:lds(a,b)  t(a,b):1ds(a,b)
REWR(e,i.t(a,b)) : Ids(a,b)

1d — 1
Id—E; >y e:lds(a,b)

A regra acima, a Id - Indugdo é bastante simples. E usada caso o tipo construido seja
o tipo mais trivial possivel, isto €, a partir de um caminho ¢ construir diretamente o termo
t(a,b) : Ids(a,b). Ora, ja que o préprio termo e € do tipo Id(a,b), entdo pode-se ignorar o 7 e
reduzir tudo a apenas e : Ids(a,b). Pela semelhanca com a operagdo 1 da An-igualdade, a
reducdo recebe o nome de 7, simulando, entdo, esta propriedade.

Com essas regras, a definicdo formal do tipo identidade a partir de um caminho com-
putacional estd concluida. Foi visto que a grande vantagem dessa abordagem ¢ a flexibilidade e
facilidade de uso da entidade principal, a qual é o caminho computacional. Aliado a isso, tem-se
uma regra de introducao formulada com base na no¢do de motivo, junto com uma eliminagao
cujo operador, o chamado REWR, tem uma agdo semelhante ao operador de eliminagdo do
quantificador existencial (dado que a varidvel introduzida para denotar um caminho arbitrério, a
saber, g, aparece em associacdo a suposi¢ ao introduzida pela regra), baseando-se nas proprias
regras do A-célculo, como a 8 e 1 redugdes. Dessa forma, ao construir um termo do tipo C, a
transparéncia do processo em que o termo € construido passa a ser a grande vantagem dessa nova
abordagem, em contrapartida a grande dificuldade e obscuridade de funcionamento do recursor J.
Além disso, por ser baseado em uma teoria fundamentalmente computacional, como o A-cdlculo,
o construtor REWR apresenta uma interpretacdo computacional natural. Na proxima secao,

exemplos praticos de como construir tipos a partir das duas abordagens serdo mostrados.

2.4 Reflexividade, Simetria e Transitividade do Tipo Identi-
dade

ApOs as varias deducdes naturais apresentadas nas se¢des anteriores, € natural surgir a
davida sobre como utilizar as dedugdes naturais para construir termos de um determinado tipo.
Em teoria dos tipos, dominar a forma com que termos sdo construidos € essencial. Isso se deve
ao fato que, nessa teoria, provar a veracidade de A € exatamente a mesma coisa que construir um
termo a tal que @ : A. Mais do que isso, em teoria dos tipos, essa € a inica forma de provar a

veracidade de A. Olhando para o tipo identidade, logo fica claro que a ferramente mais poderosa
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para construcdo de novos tipos sdo as regras de eliminagdo. Por isso foi dado tanto foco para
J e REWR. Tendo isso em mente, o objetivo dessa subsecdo serd, usando as duas abordagens,
mostrar que € possivel construir tipos que provam que o tipo identidade € reflexivo, simétrico
e transitivo. Ao construir os tipos, uma comparagdo entre as duas abordagens serd inevitavel.
O objetivo é comparar a complexidade e ndo o tamanho das deducdes. Dado que a abordagem
sem caminhos computacionais encapsula uma quantidade enorme de informagdes na regra de
eliminagdo, as dedugdes tendem a ser menores que as que usam caminhos computacionais.
Porém, esses ¢ um dos motivos que acabam tornando a abordagem sem caminhos bem mais
complexa.

Ao construir um novo tipo, é sempre necessario um ponto de partida. Como ja foi dito
anteriormente, esse ponto de partida é geralmente conhecido como ’o motivo’ (HARPER, 2012).
Como as operacdes que envolvem o ponto de partida sd@o o Unico raciocinio necessario para
construir um tipo (o restante € apenas aplica¢des diretas das regras de eliminacdo), entdo talvez a
complexidade do ponto de partida e as operagdes deste sejam o melhor parametro que indica
0 qudo complexo € cada abordagem. Os exemplos que serdo provados sdo a reflexividade, a
transitividade e a simetria. Essa escolha foi feita baseada no fato que sdo trés propriedades
fundamentais de qualquer teoria da igualdade, além de que, como serd visto em capitulos
posteriores, essas trés propriedades simples sdo capazes de induzir estruturas matematicas

impressionantes.

2.4.1 Reflexividade

A reflexivdade é extremamente simples. Tao simples que ja € naturalmente imbutida no
tipo identidade sem caminhos computacionais. Ora, toda a teoria dessa abordagem € baseada na
existéncia da reflexividade como entidade basica. Dessa forma, torna-se apenas necessario provar
essa propriedade para a abordagem com caminhos computacionais. Formalmente, o objetivo é
construir um termo para o tipo IT(,.4)/da (x,x). Ora, tambem ndo é necessario utilizar a regra de
eliminacdo na abordagem com caminhos. O motivo é bastante simples, dado um termo a : A,

basta aplicar o axioma da reflixividade para obter a =p a : A:

la:A]
a=pa:A 1d—1
— 1
- 1d
p(ava) A(a7a) m—7J

)La‘p(a7a) : H(a:A)IdA(a7a)

Olhando a deduc¢do acima, é perceptivel que a Unica parte que exigiu alguma engenhosi-
dade (nesse caso, um raciocinio extremamente simples) foi o metivo, que € a =, a. O restante

poderia, por exemplo, ser feito automaticamente por um computador.
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2.4.2 Simetria

A simetria, apesar de ndo ser muito complicada, € um pouco mais complexa que a reflex-
ividade. Primeiro, serd visto como provar a simetria sem caminhos computacionais. Para ambas
abordagens, o objetivo € 0 mesmo: construir um termo para o tipo H(G:A)H(b:A)(IdA(a,b) —
Ida(b,a)). Como sempre, o primeiro passo é achar o motivo. Para a eliminagio J, o motivo é
muito mais complicado que simples caminhos computacionais. Olhando para a eliminagdo, logo
percebe-se que a parte principal é achar um tipo C(x,y,z) adequado, comx: A, y:Aez:Ids(a,b).
Ao contrério do processo usado para o tipo identidade com caminhos computacionais, achar o
motivo ndo € tdo simples como partir de um caminho e aplicar axiomas simples. De fato, até
para o exemplo da simetria, achar o motivo para o caso sem caminhos computacionais pode
demorar bastante tempo para alguém destreinado. O problema € que logo de inicio é necessario
definir trés variavéis, ao contrdrio de apenas uma usando caminhos computacionais. Além disso,
ndo existe um processo fixo de como utilizar adequadamente tais varidveis. E necessario usar
a intuicao e, muitas vezes, tentativa e erro. Dessa forma, é possivel deduzir que o motivo é
C(x,y,z) como o tipo Id(y,x), comx: A,y : A e z como qualquer termo, jd que é desnecessario
para a construcao de Idy (y,x) (Na dedugio, z serd representado por um trago —, indicando que é

irrelevante). Com isso, € obtida a seguinte deducdo natural:

[x: A] [x:A,y:A,—:Ids(a,b)]
a:A  b:A  c:lds(a,b) r(x) : 1d(x,x) Id(y,x) tipo
J(e,r(x)) 1 1d(b,a)
AcJ(c,r(x )) Id(a,b) — I1d(b,a)
Ab.AcJ(c,r(x)) : p.a) (IdA(a b) — Ids(b,a))
AaAb.AcJ(c,r(x)): H pa)(Ida(a,b) — 1da(b,a))

Id—E

Com isso, foi possivel construir o termo a partir de J. Porém, poderia ser ainda mais dificil.
A prova foi facilitada pelo fato que, ao escolher C como Id4(y,x), o termo d(x) : C(x,x,r(x))
naturalmente se tornou d : Id (x,x). Como Id(x,x) é naturalmente habitado pela reflexividade, a
prova tornou-se um pouco mais facil. Agora, pode-se fazer a mesma prova usando caminhos
computacionais. Ora, 0 motivo serd muito mais simples. A partir de um caminho ¢, basta aplicar
o axioma da simetria o, obtendo-se o caminho inverso o (¢). Obtém-se (QUEIROZ; OLIVEIRA,
2014a):

b :G(t) a:A
. : Id —1,
p:ldaab)]  (o()(ba):Hdalbia) )

REWR(p,i.c(b,a)) :1ds(b,a)
Ap.REWR(p,i.c(b,a)): IdA(a,b) — Idy(b,a)
Ab.Ap.REWR(p,i.c(b,a)) : 11 (IdA(a b) — Ids(b,a))
Aa.AbAp.REWR(p,i.c(b,a)) : T gp)p.a)(Ida(a,b) — Ida(b,a))
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Portanto, como pode-se ver, apds descoberto o motivo, o restante fica direto e sem

maiores dificuldades, apenas aplicando a eliminacao e as abstragdes necessdrias.

2.4.3 Transitividade

Ap6s as provas da simetria e da reflexividade, resta apenas provar a transitividade. Achar
0 motivo para a simetria ndo foi direto, mas também nao foi algo complexo. A transitividade,
porém, vai deixar claro a dificuldade em se achar o motivo sem usar caminhos computacionais.
Por isso, serd o exemplo que deixard mais claro as vantagens dos caminhos.

Como ndo poderia deixar de ser, o objetivo € construir um termo de um tipo que
representa a transitividade a partir das regras de eliminacao. No caso da transitividade, o tipo
requerido € TT(,.0) I (p.a)[L () (Ida(a,b) — 1da(b,c) — Ida(a,c)). Primeiro, serd provado a
partir da abordagem sem caminhos. Ora, o primeiro passo € achar o motivo, ou seja, os valores
dex:A,y:Aez:Ids(x,y) e, apartir desses valores, propor um C(x,y,z) adequado. Similar ao
caso da simetria, ndo ha uma forma padrao ou um conjunto de regras a se seguir, € necessario
usar a intui¢ao e tentativas e erro até chegar aos valores adequados. Esse processo torna-se
um pouco complexo por causa da maior complexidade da transitividade, quando comparado a
simetria e a reflexividade. Apds esse processo, conclui-se que o0 um motivo adequado é: x : A,
v:A, —:1ldag(x,y) e C(x,y,z) =1da(y,c) — Ids(x,c). O termo z como — significa que z vai ser
irrelevante, pode ser qualquer coisa. Apesar de descoberto o motivo, ndo € possivel ainda aplicar
a eliminag@o. Isso por causa do termo d(x). Ora, é necessdrio construir d(x) : C(x,x, r(x) para
poder usar a regra de eliminagdo. Nesse caso, C(x,x,r(x)) = Ida(x,c) — Ida(x,c). Portanto,
para construir d(x), é necessario aplicar uma nova elimina¢cdo com um novo motivo. Porque
nao foi necessdrio essa segunda eliminac@o no caso da simetria? A resposta € que na simetria,
tinha-se C(x,x, r(x)) = Ids(x,x), o qual ja é naturalmente habitado por r(x). Processo semelhante
acontecerd na constru¢do de d(x): o motivo serd x : A, y: A, — : Ida(x,y) e C'(x,y,z) = Ida(x,y).
Nesse caso, d’'(x) : C'(x,x,r(x)) e C'(x,x,r(x)) = Ida(x,x), o qual é naturalmente habitado por

r(x). Segue a primeira eliminagdo que constréi d(x):

[x:A] [x:A,y: A — :Ids(x,y)]
x:A  c:A  q:lda(x,c)  r(x):lda(x,x) Id(x,y) type
J(q,r(x)) : Ids(x,c)
Aq.J(q,r(x)) : Ida(x,c) — Ids(x,c)

ld—E

Com o termo d(x) construido, é possivel aplicar, finalmente, a eliminagdo que acarretard

no termo desejado:

[x:4] [x:A,y: A —:1dy(x,y)]
a:A b:A p:1dy(a,b) Aq.J(q,r(x)) : Id(x,c) — Id(x,c) Ida(y,c) — Idy (x,c) tipo
J(p,Aq.J(q,r(x))) : 1ds(b,c) — Ids(a,c)
ApJ(p.Aq.J(q.r(x))) : 1ds(a,b) — Ida(b,c) — Id4(a.c)
Ae.dpd(psAq.J(q,r(x))) : T p) (Idg (a,b) = Idy (b,c) — Ida(a,c))

1d—E

Ab.dedpd(p.Aq.J(q,r(x))) : Tpp) T (c.a) (Ida (a,b) — 1dy (b, c) — Ida(a,c))
Aarbredpd(p,q.J(q,r(x))) : T (ga) () TT(a) (Ida (a,b) = Idg (b,c) — Ida (a,c))
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Essa deduc¢do natural finalmente termina a prova da transitividade para o tipo identidade
sem caminhos computacionais. Como pode-se ver, foi necessario um grande esforgo de raciocinio
para descobrir os motivos que justificam a transitividade. Sendo a transitividade uma propriedade
simples, esse exemplo mostra claramente os problemas da abordagem sem caminhos. Se até
uma propriedade simples pode ter motivos complicados, imagine a dificuldade para provar
propriedades mais complexas.

E possivel, agora, pensar em como provar o mesmo fato para o tipo identidade com
caminhos. Ora, o objetivo final € o mesmo: construir um termo para IT,.4)I1 ;4 I c0)
(Ida(a,b) — Ids(b,c) — Ids(a,c)). Naturalmente, é necessdrio achar o motivo. Usando cam-
inhos computacionais, o motivo é extremamente simples e direto: dado um caminho ¢ tal que
a =; b e um outro u tal que b =, ¢, é possivel construir um caminho de a até c. Para comprovar
1ss0, ndo € preciso nenhum argumento bem elaborado, basta usar diretamente os axiomas de
igualdade da teoria dos tipos. Um dos axiomas, o axioma 7, jd garante a transitividade. Portanto,
basta fazer a =, ,,) ¢. Esse € todo 0 motivo necessario para a eliminagdo. O restante sao apenas
passos diretos (QUEIROZ; OLIVEIRA, 2011):

la = b] [b=uc]
a=z(tu) € an
s(b,c) 1 1da(b,c) (z(t,u))(a,c) : Ids(a,c) 14— E,
[w(a,b) : 1ds(a,b)] REWR(s(b,c),u(t(t,u))(a,c)) : Id (a,c) -,
REWR(w(a,b),fREWR(s(b,c),i(t(t,u))(a,c))) : Ids(a,c)

As.REWR(w(a,b),t' REWR(s(b,c),i(t(t,u))(a,c))) : 1da (b,c) — Idy (a,c)
Aw.As.REWR(w(a,b),iREWR(s(b,c),i (t(t,u))(a,c))) : Ids (a,b) — Ids (b,c) — Ida(a,c)
AcAw.As.REWR(w(a,b),i' REWR(s(b,c),i(t(t,u))(a,c))) : .4y (Ida (a,b) = Idg (b,c) — 1da(a,c))
Ab.Ac.Aw.As.REWR(w(a,b),iREWR(s(b,c),u(t(t,u))(a.c))) : H(h:A)H(r:A) (Idp(a,b) — Ids (b,c) — Id4(a,c))
Aa.Ab.deAw.As. REWR(w(a,b),iREWR(s(b,c),i(t(t,u))(a,c))) : T(g:a) T (p.0) (o) (Ida (a,b) = 1da (b,c) — Idy (a,c))

A dedugdo natural acima constréi o termo necessario. Apesar da deducao ter ficado
extensa, cada passo € automético, sem precisar de grande esforco em termos de raciocinio. Todos
os passos derivam diretamente do motivo, que, por sua vez, deriva de um axioma simples da
igualdade da teoria dos tipos. Como o tipo a ser construido € extenso, entdo € natural que a
deducdo natural também seja extensa.

O tamanho das deducdes remete ao ponto discutido na introdugdo dessa se¢dao. Como o
tamanho da dedugdo é geralmente conseqliencia de aplicacdo de diversas regras diretas, entdo o
melhor pardmetro para comparar a dificuldade das duas abordagens € a dificuldade de se obter
o motivo. Os motivos das deducdes envolvendo o tipo identidade sem caminhos mostraram-se
complicados de serem obtidos, ja que ndo dependia do uso de regras ja fixadas. Além disso,
em um exemplo um pouco mais complexo, como o da transitividade, foi necessdrio aplicar
a eliminagdo duas vezes e obter dois motivos diferentes. Comparado a isso, os motivos da
abordagem com caminhos s@o extremamente mais simples, por derivarem de axiomas intuitivos,

como os da reflexividade, simetria e transitividade.
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2.5 Consideracoes Finais Sobre Teoria dos Tipos

Por o tipo identidade ser um conceito fundamental da teoria dos tipos, mostrar os prin-
cipais conceitos dessa teoria foi essencial. Além disso, conceitos como o operador I1 foram
extensivamente usados nas deduc¢des naturais. Com 0s conceitos basicos bem estabelecidos,
o tipo identidade foi formalmente definido. Foram vistas as abordagens intensional e exten-
sional. As dificuldades da abordagem atual do tipo identidade, a qual passou a ser chamada de
abordagem sem caminhos computacionais, foram apontadas. Como dificuldade principal, foi
apontado a ndo-intuitividade e o dificil funcionamento do operador J. Diante desse contexto, foi
mostrada uma abordagem que define o tipo identidade a partir de uma entidade conhecida como
caminhos computacionais. Foram mostradas as vantagens em termos de simplicidade dessa
nova abordagem. Ao utilizar o tipo identidade na prética, provando-se a reflexividade, simetria e
transitividade, a vantagem da abordagem com caminhos ficou ainda mais evidente.

Com esse capitulo, o primeiro objetivo do trabalho foi completamente concluido. Foi
possivel definir formalmente o tipo identidade a partir de caminhos e mostrar claramente as van-
tagens. Com isso, resta alcangar o segundo objetivo, que € encontrar e desenvolver propriedades
matematicas para o conceito de caminhos computacionais. Como foi visto nesse capitulo, cam-
inhos computacionais foram formalmente definidos a partir do ponto de vista computacional.
Entretanto, o significado matemético de um caminho computacional ndo foi obtido. Como a
teoria dos tipos tem uma vertente fortemente matematica, alcancar uma interpretagdo matematica

¢ essencial. Esse serd o foco dos préximos capitulos.
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Teoria das Categorias

A partir desse capitulo, a parte matemdtica dos caminhos computacionais comecara
a ser desenvolvida. A teoria que serd utilizada para construir essa modelagem matematica €
chamada de teoria das categorias. Serd visto que a teoria das categorias é extremamente poderosa,
mas possui um alto grau de complexidade. Por isso, esse capitulo se limitard a tentar expor
as peculiaridades dessa teoria da forma mais simples possivel. Para obter esse objetivo, serdo
apresentados diversos conceitos basicos que sdo fundamentais. A partir dos conceitos basicos,
serdo apresentados conceitos mais avancados, os quais serdo de grande importincia para entender
a interpretacdo do conceito de caminhos computacionais usando categorias. Essa interpretacao,
por sua vez, ndo aparecerd nesse capitulo. Isso se deve ao fato que a interpretagdo possui diversas
peculariedades. Como os conceitos da teoria das categorias ja sao complexos, € mais sensato
deixar a interpretacdo para capitulos posteriores.

A teoria das categorias apareceu pela primeira vez a partir dos trabalhos dos matematicos
Eilenberg & Mac Lane em 1945. Inicialmente, a teoria das categorias surgiu como uma ferra-
menta para estudar transformacdes naturais e funtores (MARQUIS, 2014). Os funtores e as
transformacoes naturais sao basicamente entidades que transformam uma estrutura matematica
em outra. Por exemplo, transformar uma func¢do entre conjuntos em uma homotopia de espagos
topoldgicos. Apesar de ter surgido como uma ferramenta para estudar essas transformacoes, a
teoria das categorias rapidamente tomou propor¢des muito maiores. Hoje é amplamente usada
tanto na matemadtica como na computagdo. Ora, o proprio conceito de caminho computacional,
o qual € intrisicamente um conceito da computacao, vai ser modelado matematicamente pela
teoria das categorias. Até a propria logica e o A-cdlculo podem ser modelados usando categorias.
Além disso, a teoria das categorias ganha cada vez mais for¢ca como fundamento da matematica,
substituindo o0 ZFC (MARQUIS, 2014).

O poderio da teoria das categorias, porém, ndo substitui a importancia da teoria dos
tipos. Apesar de poder ser utilizada como base da matemadtica, as categorias compartilham
alguns problemas do ZFC, como o fato de ndo ser uma teoria facilmente modelavel através de
computadores. A importancia das categorias para esse trabalho € o fato que essa teoria possui

fortes ligacdes com a teoria dos tipos. Isso fica evidente devido ao fato que diversas estruturas da
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teoria dos tipos podem ser modeladas matematicamente através de categorias.

Por fim, vale ressaltar que esse capitulo se limitara a estudar apenas a teoria das cateogo-
rias tradicional. A necessidade de afirmar isso é devido ao fato da existéncia de uma teoria
chamada de teoria das categorias de alta ordem. Sera visto no capitulo 5 que essas categorias
de alta ordem tem uma grande importancia para esse trabalho. A teoria das categorias ja tem
um alto grau de dificuldade, e, comparativamente, a teoria das categorias de alta ordem € ainda
muito mais complexo. Portanto, por motivos de sensatez, os conceitos necessarios dessa teoria

mais avangada foram alocados para o capitulo 5.

3.1 Conceitos basicos

A teoria das categorias tem uma peculiaridade interessante quando comparada a teoria
dos tipos ou ZFC. Tanto a teoria dos tipos quanto o ZFC, o conceito basico das respectivas teorias
sdo conceitos fundamentais. Ndo faz sentido perguntar o que é um tipo ou um conjunto, mas sim
o que pode ser construido a partir dessas entidades. Ja no caso das categorias, € exatamente o
contrério. E possivel provar, a partir de regras e entidades bem estabelecidas, se uma estrutura é
ou nao é uma categoria. Porém, antes de formalmente introduzir o que € uma categoria, talvez
a forma mais didética seja analisar as fungdes. O motivo disso é que pode-se dizer que uma
categoria € construida a partir de estruturas extremamente similares as fungdes, as quais sao
chamadas de morfismos.

Sejam A, B e C conjuntos e f e g funcodes tal que f:A —Be g:B— C. E possivel,
entdo, formar uma fun¢do composta (go f) : A — C, definida por (go f) = g(f(x)). Através de

um diagrama, € possivel mostrar essas funcdes:

A—>B

o L

O diagrama acima foi mostrado devido ao fato que é extremamente comum trabalhar
com diagramas desse tipo em teoria das categorias. Categorias sdo baseadas em objetos (no caso
acima, os conjuntos) e setas ou morfismos (no caso acima, as fungdes). Dessa forma, € natural
que essa estrutura seja representada por diagramas. Os diagramas ndo sdo meramente ilustragdes
de uma estrutura. Sdo frequentemente usados para provar propriedades importantes. Muitas
vezes, 0 proprio diagrama servird como argumento.

Continuando com as func¢des, uma propriedade interessante pode ser notada: a com-
posicdo é associativa. Em outras palavras, se existe um i : C — D, entdo (hog)o f =ho(go f).

A propriedade é melhor representa pelo seguinte diagrama (AWODEY, 2010):
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AL)B
\lngg
gof P

C —— D

Por fim, func¢des ainda tem mais uma propriedade interessante. Para cada conjunto A,
existe uma funcéo identidade 14 : A — A definida por 14(a) = a. A fun¢@o identidade funciona
como o elemento neutro da composicdao. Em outras palavras, tem-se que lgo f = f = foly.
Na préxima subsecao serd dado uma defini¢do formal do conceito de categoria, o qual serd uma

generalizagdo para essas propriedades de fungdes.

3.1.1 Categorias

O conceito fundamental da teoria das categorias. Segue a defini¢ao:

Definicao 3.1 (Categorias (AWODEY, 2010)). Uma categoria C é uma estrutura com os

seguintes elementos e regras:

n Objetos: Os objetos sao geralmente representados por letras maiusculas, A,B,C.... O

conjunto de todos os objetos é chamado de Cy.

» Setas(morfismos): As setas ou morfismos sdo comumente representadas por letras que sao
usadas para representar fungoes, como f, g, h.... E importante ressaltar que as setas sdo

entre dois objetos. O conjunto de todas as setas € chamado de C.

s Dominio e codominio: Dado uma seta f : A — B, o dominio de f é A e é denotado por
dom(f) =A. O codominio de f é B e é denotado por cod(f) = B.

s Composi¢do: Dado setas f : A — B e g: B — C, sempre existe uma setah = (gof): A — C.
Essa seta é chamada de composigdo de f com g. Além disso, h é universal, ou seja, dado

umm = (go f), entio m = h.
» Seta identidade: Para todo objeto A existe uma seta 14 : A — A chamada de seta identidade.

» Regra da associatividade: Dado setas f :A — B, g: B — C eh:C — D, entdo sempre é
verdade que (hog)o f=ho(gof).

» Regra da identidade: Dado uma seta f : A — B, tem-se que lpo f = f = foly.

A partir da definicdo acima, fica claro que fungdes seguem uma estrutura de categoria. De
fato, uma das categorias mais cldssicas € uma geralmente conhecida por Sets. Nessa categoria, 0s
objetos sao os conjuntos e as setas sdo as fungdes entre os conjuntos. Como visto anteriormente,
as fungdes obedencem as regras de associatividade e de identidade e, portanto, Sets ¢ claramente

uma categoria. Porém, antes de continuar com outros conceitos, talvez seja interessante mostrar
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mais um exemplo para deixar claro como usar a definicdo acima para provar que uma estrutura
¢ uma categoria. Um exemplo interessante € a estrutura Pos. Como foi visto no capitulo 1, é
possivel ordenar um conjunto a partir de uma relacdao de ordem <. Esses conjuntos ordenados
sd@o chamados de posets (conjuntos parcialmente ordenados). Dessa forma, nessa estrutura um
objeto é um poset e uma seta é uma fungio monétona (AWODEY, 2010). E dito que f: A — B
é monétona se a < b = f(a) < f(b).

Proposicao 3.1. Pos é uma categoria.

Demonstracdo: Uma prova que uma estrutura € uma categoria geralmente segue um conjuntos
de passos bem definidos. Inicialmente, € necessdrio definir o que é uma seta, as composicdes € a

seta identidade. Apds isso, basta checar as regras de associatividade e identidade:

s Composi¢do: A composi¢ao é dada da mesma forma que em Sets. Ou seja, dados
f+tA— Beg:B— C, entdo pode-se definir (go f) = g(f(x)). Ora, pra essa
composi¢do fazer sentido, é necessdrio que (go f) seja mondtona. Suponha a < b.

Como f é monétona, entdo f(a) < f(b). Por sua vez, como g € mondtona, entdo

g(f(a)) < g(f(b)) e, portanto, g o f é monétona.

» Identidade: A seta identidade também serd a mesma que no caso de Sets. Ou seja,
serauma l4 : A — A definida por 14(a) = a. Ora, 1,4 é clarametne mondtona, pois se
a <b,entdo lx(a) =a < b=14(b).

» Associatividade: Ja que setas sdo funcdes, a associatividade ja é garantida.

= Regra de Identidade: Mesma coisa que no caso da associatividade. J4 foi visto, para

o caso de funcdes, que 14 segue as regras de identidade.

O

Portanto, Pos é uma categoria. A escolha por mostrar Pos foi proposital, ja que é uma
categoria de extrema importancia para a computacido. O motivo disso € que Pos € extremamente
utilizada ao formalizar a dlgebra booleana. Essa formaliza¢ao, porém, nao € um dos escopos
desse trabalho. Com o conceito de categoria bem estabelecido, ja € possivel aprender novos

conceitos interessantes.

3.1.2 Isomorfismo

Nas diversas dareas da matematica, € muito comum trabalhar com duas estruturas que
tém propriedades semelhantes, mas que sdo diferentes. Com a necessidade de estabelecer uma
ligacdo entre essas duas estruturas, foi introduzido o conceito de isomorfismo. O problema €
que a definicao formal de isomorfismo € intriscamente dependende da estrutura que estd sendo

estudada. Por exemplo, o conceito de isomorfismo de conjuntos € diferente do de posets, o qual é
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diferente do isomorfismo de grupos, sendo todos também diferentes do conceito de isomorfismo
para espacos topoldgicos. Diante disso, a possibilidade de unificar essas defini¢cdes distintas para
0 mesmo conceito seria uma grande vantagem. Isso torna-se possivel através do uso da teoria
das categorias. Talvez essa unificacdo do conceito de isomorfismo seja uma das melhores formas

de demonstrar o poderio dessa teoria. Segue a defini¢do:

Definicao 3.2 (Isomorfismo (AWODEY, 2010)). : Em uma categoria C, uma seta f : A — B
€ chamada de isomorfismo se existe uma setag: B — C talque go f =14 e fog = 1p. Nessa
ocasido, g é chamada de inversa de f. E dito que A é isomorfo a B e a notagio é dada por A = B.

A seta que gerou o isomorfismo é geralmente denotada por: f : A = B.

Proposicao 3.2. Seja a seta f um isomorfismo e g a inversa de f. Entdo, g é tinica.

Demonstracdo: Seja h uma inversa de f. Para provar que g € tnica, € suficiente provar que

h = g. As seguintes equacOes estabelecem esse resultado:

(gof)oh=go(foh)
lyoh=golp
h=g.

A primeira equagdo € claramente justificada pela associatividade da composi¢do. A
segunda pelo fato que g e & sdo inversas de f e a ultima em razdo do fato de que a composi¢ao
segue as regras da identidade. U

Devido a prova acima, € possivel criar uma notagdo para indicar a inversa de um isomor-
fismo f. Como a inversa g é tinica, pode-se denotar g como f~!.

Olhando para a defini¢do de isomorfismo, o que seria um isomorfismo em Sets?. Ora,
para que os conjuntos A e B sejam isomorfos, é necessdrio uma funcdo f: A — B e outra
g: B — A tal que g(f(x)) = x. Pela proposicdo acima, g = f~!. Ou seja, g é a inversa de f.
Ora, sabe-se que uma funcdo f possui inversa se e somente se f € bijetiva. Portanto, a condi¢ao
necessdria e suficiente para que A e B sejam conjuntos isomorfos em Sets é que exista uma
func¢do bijetiva f entre os dois conjuntos. Essa interpretacdo originada da teoria das categorias

produz resultados interessantes:

Proposicao 3.3. A e B sdo isomorfos em Sets se e somente se possuem a mesma cardinalidade

(informalmente, quer dizer que os conjuntos tem o mesmo tamanho).

Demonstracdo: Tanto a prova da ida como a da volta sdo diretas. Ora, sabemos que se A
e B sdo isomorfos, entdo existe uma bijecdo f : A — B. Como, por defini¢do, dois conjuntos
tem a mesma cardinalidade se existe uma funcao bijetiva entre eles, entdo, por f, A e B tem o
mesmo tamanho. Se os dois conjuntos tem o0 mesmo tamanho entdo, também pela defini¢do de
cardinalidade, existe uma f bijetora entre os conjuntos. Logo, como essa € a condi¢do necessdria

e suficiente para que A e B sejam isomorfos, eles entdo o sdo. U
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E um resultado bastante conhecido da teoria dos conjuntos que N, Z e Q tem a mesma
cardinalidade (HRBACEK; JECH, 1999). Pela proposi¢do acima, entdo, os naturais sao
isomorfos aos inteiros e também aos racionais. Isso pode causar grande estranhamento, pois
como € possivel os naturais terem a mesma estrutura dos inteiros? Ora, lembre-se que em Sets o
objeto sdo apenas conjuntos e néio os conjuntos com uma estrutura de ordem. E 6bvio que, se
considerada as estruturas de ordem tradicionais, o conjunto ordenado dos naturais ndo € isomorfo
aos dos inteiros. Ora, s6 o fato de os naturais terem menor elemento e os inteiros ndo, ja quebra
qualquer possivel isomorfismo. Considerando, claro, as ordenacdes tradicionais.

O que seria, entdo, um isomorfismo em Pos? Ora, ji que uma seta é uma func¢do
mondtona, € natural pensar que um isomorfismo € uma fungdo bijetora mondétona. Isso é facil
de checar. Se f é uma funcio bijetora monétona, basta checar que f~! também ser4 injetora
mondtona. Ora, se a < b, entio f(a) < f(b) e, portanto a = f~!(f(a)) < f~1(f(b)) = b. Logo,
£~! é monétona.

A partir dessa definicao, é possivel mostrar que, dependendo da ordenacdo, os naturais

podem ser isomorfos aos inteiros:

Demonstragdo: Considere os naturais junto com a ordenagio tradicional, ou seja, (N, <) =
0,1,2,.... Para os inteiros, considere uma ordenacdo <" tal que (Z,<")=0,—1,1,-2,2,-3,3.....
E necessario achar uma f bijetiva tal que f(0) =0, f(1) = —1, £(2) =2, f(3) = —2, etc. Basta
fazer f(x) = (—1)*.[5]. f € claramente monétona, ou seja, a < b = f(a) <" f(b), além de ser
bijetiva. Logo, por f, (N, <) 2 (Z,<"). O
Com isso, foi visto como a teoria das categorias generaliza o importante conceito
de isomorfismo entre objetos matematicos. Além disso, foi mostrado exemplos préticos de
isomorfismo para Sets e Pos. Serd visto que isomorfismos serdo um dos conceitos essenciais

para a interpretacdo dos caminhos computacionais.

3.1.3 Grupoide

Grupdide € uma estrutura baseada no conceito de isomorfismo, dada pela seguinte

defini¢do:

Definiciio 3.3 (Grupside (AWODEY, 2010)). Seja C uma categoria. E dito que C é uma
grupoide caso toda seta f € C; é um isomorfismo. Ou seja, todos os objetos de C sdo isomortfos

entre si.

O conceito de grupdide tem se revelado de grande utilidade no desenvolvimento da
semantica do tipo identidade. Se uma categoria C é uma grupdide, entdo todos os objetos de
C tem estruturas semelhantes entre si. A bem da verdade, o conceito de grupdide ganhou uma
relevancia enorme com a descoberta que, na teoria de tipos de Martin-Lof, os tipos seguem, de
certa forma, uma estrutura de grupéide (HOFMANN; STREICHER, 1994). De fato, é possivel

provar que os tipos tem uma interpretacdo categdrica que condiz com o conceito de grupdide em
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um sentido fraco, pois as regras de grupdide sao satisfeitas usando um tipo especial de igualdade.
Os detalhes sobre essa interpretagdo e o sentido exato do termo ‘fraco’ serdo vistos no capitulo 4.
Além disso, o grande objetivo do capitulo 4 serd mostrar que o conceito de caminhos de reescritas
também podem ser interpretados através de grupdides. E mais ainda, também seguirdo uma
estrutura ‘fraca’. Ou seja, a interpretacdo dos caminhos computacionais serd condizente com a
interpretacdo proposta por HOFMANN; STREICHER (1994), que surgiu como interpretacao da
formulacao original do tipo identidade intensional dado por Martin-Lof. Por isso, o conceito de
grupdide talvez seja o conceito mais importante do presente trabalho.

Deixando os conceitos mais complicados para o capitulo 4, € possivel dar um exemplo
simples de grupdide utilizando uma categoria simples. Basta tomar uma categoria em que todos
0s objetos sdo conjuntos do mesmo tamanho. Dessa forma, como j4 foi provado, todos serdao
isomorfos entre si. Um bom exemplo em Pos € um pouco mais dificil, ja que envolve alguns
conceitos mais elaborados de teoria dos conjuntos. Porém, para um leitor mais familiarizado com
essa teoria, basta tomar uma categoria formada por objetos (A,, <,) em que todos os conjuntos
A, tém o mesmo tamanho e que os <, sdo boa-ordenagdes isomorfas a0 mesmo nimero ordinal.
Por exemplo, no caso provado para (N, <) e (Z, <), ambas as boa-ordenag¢des eram isomorfas

ao ordinal @. Dessa forma, todos os (A,, <,) serdo isomorfos entre si.

3.1.4 Funtores

A nogao de funtor € um dos conceitos mais importantes em teoria das categorias. Os
funtores podem ser entedidos como uma fungéio em que o objeto é uma categoria. E uma
forma de transformar uma categoria em uma outra. Por exemplo, pense na transformacao de
uma categoria C em uma categoria D. Para transformar C em D, é necessdrio transformar os
objetos de C nos objetos de D e as setas de C nas setas de D. Além disso, as propriedades de

associatividade e identidade devem ser preservadas. Segue a defini¢do formal:

Definicao 3.4 (Funtor (AWODEY, 2010)). Um funtor F : C — D entre as categorias C e D é
um mapeamento entre objetos e setas tal que:

» A € Cp é mapeado para F(A) € Dy,

s f:A— BeC émapeado paraF(f):F(A)— F(B) € Dy,
. Fgof)=F(g)oF(f),

n F(1a) = 1p@).-

Talvez a definicdo acima seja mais f4cil de ser visualizada através de diagramas. Portanto,
segue o exemplo (AWODEY, 2012):

Exemplo 3.1. O exemplo mostrard a representacdo grafica da agdo de um funtor genérico

F : C — D. Seja C uma categoria representada pelo seguinte diagrama:



3.1. CONCEITOS BASICOS 55

1AdA—>B

.

Ao aplicar F, serd obtida uma F(C) = D representada pelo seguinte diagrama:

Fl=trw C F(A) 22 F(B)

F<gof>=F<g>oFm Fe)

F(C)

O diagrama acima € auto-explicativo, é basicamente uma representacdo grafica da

defini¢do de funtor.

E muito comum encontrar funtores na pratica. Um exemplo simples é o funtor For :
Pos — Sets. For pode ser definido por sua acdo nos objetos e setas de Pos. Como ¢ sabido, um
objeto de Pos é um par (A, <), sendo A um conjunto. For age da seguinte forma: For(A, <) = A.
Nas setas, tem-se que For(f: (A,<) — (B,<')) = f : A — B. Basicamente, For é um funtor
que ‘esquece’ a ordenacao de um conjunto ordenado, retornando apenas um conjunto. Para as
setas, For esquece que f € uma funcdo mondtona, retornando apenas uma funcao. Esse tipo de
funtor que elimina (ou ‘esquece’) informacdes de uma estrutura mais complexa, transformando
em uma estrutura mais simples sdo muito comuns na matematica. Sdo conhecidos como funtores
esquecedores. Um outro exemplo bastante conhecido é For : Grp — Sets, o qual recebe um
grupo e esquece a estrutura de grupo, retornando apenas o conjunto base do grupo. Apesar da
estrutura simples, o funtor esquecedor tem grande importancia tedrica, ja que foi a base para
uma entidade extremamente interessante conhecida com adjuntor. Infelizmente, o estudo de
adjuntores estd fora do escopo desse trabalho.

Com isso, € finalizado a parte de funtores. Os funtores serdo especialmente importantes

para definir formalmente uma 2-categoria, como sera visto no capitulo 5.

3.1.5 Dualidade

A dualidade é um principio de teoria das categorias que afirma que, para qualquer
categoria C, existe uma categoria oposta chamada de COF. A categoria COF ¢ definida da
seguinte forma (AWODEY, 2012)

Definicéo 3.5. Dado uma categoria C, a categoria CF é a categoria oposta a C definida por:
. 0P =
» CO7 =
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a dom C°F =cod C.

s cod C°F =dom C.

A dualidade pode ser representada graficamente. Seja a categoria C representada pelo

seguinte diagrama:

1AC2A—>B

"

Entio, CF serd dada por:

= 1AC2A<—B

gof= f:g\ T

Outra parte importante da categoria oposta € que é possivel definir, a partir dela, um
novo tipo de funtor chamado de funtor contravariante. O functor contravariante € dado por
F : C°P = D. Um funtor contravariante age de forma similar a um funtor normal. Mesmo o
funtor agindo em CY%, é comum aplicar o funtor contravariante na prépria categoria C. Para
isso, basta inverter a ordem nas setas ap6s a aplicagdo do funtor. Considerando C como a mesma

categoria definida acima, o diagrama da aplica¢@o do funtor contravariante F fica o seguinte:

Flly & A <)

o

E bastante comum o uso de funtores contravariantes em teoria das categorias. O grande
poder da dualidade € o fato que diversas propriedades sdo obtidas a partir da categoria oposta de
uma outra propriedade. Por exemplo, sera visto que a soma entre dois objetos de uma categoria é

exatamente o produto na categoria oposta.

3.1.6 Comutatividade

Essa breve subsec¢do € dedicada a duas construgdes extremamente usadas em teoria das

categorias: os diagramas de tridngulos e quadrados comutativos.

Definicao 3.6 (Tridngulo comutativo). O tridngulo comutativo é o seguinte diagrama:
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AL)B

|2
h
C
Para ser comutativo, o tridngulo ABC deve obedecer a seguinte equagdo: go f = h.

Definicao 3.7 (Quadrado comutativo). O quadrado comutativo é o seguinte diagrama:

A%B

o
C ——D
Para ser comutativo o quadrado ABCD deve, entdo, obedecer a seguinte equagdo: go f =

Sof.

Diversas entidades e provas da teoria das categorias dependem de tridangulos e quadrados

comutativos. Por isso, sdo de grande importancia.

3.1.7 Produto Entre Duas Categorias

Antes de definir o produto entre categorias, € importante ressaltar que existe uma difer-
enca entre produto entre categorias € produto entre objetos de uma categoria. O produto entre
categorias € uma operacao que constroi uma nova categoria, enquanto o produto entre objetos
de categoria produz um novo objeto a partir do produto entre outros dois objetos. Além disso,
sempre € possivel obter um produto entre categorias. Ja no caso de produto entre objetos,
algumas vezes o produto ndo existe. Essa subse¢do serd focada no produto entre categorias. O
produto entre objetos merece uma atengao especial, ja que tem uma forte ligagdo com o tipo

produto da teoria dos tipos. Portanto, serd detalhado posteriormente em uma nova se¢ao.

Definicao 3.8 (Produto entre duas categorias (AWODEY, 2010)). Dado as categorias C e D, é

possivel obter uma categoria C x D definida por:
» Objetos: objetos sdo da forma (C,D), com C € Cy e D € Dy.
w Setas: setas sdo da forma (f,g): (C,D) — (C',D'),com f:C—C'€Cyeg:D— D' €D.

s Composigdo: A composi¢do é definida por componentes, sendo dada por (f',¢') o (f,g) =

(fof.g0g).

» Identidade: A seta identidade também € definida componente-a-componente, dada por

lic,p) = (1c,1p).

» Dois funtores-projecao, representadas pelo seguinte diagrama:
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T m
C«— CxD——D
As proje¢ées sdo definidas por  (C,D) = C, ;y(C,D) = D, mi(f,g) = f e m(f,g) = g

A definicdo € bastante clara e serd essencial para definir uma bicategoria no capitulo 5.

3.1.8 Hom e Categorias Pequenas

Em teoria das categorias, existe uma estrura de grande importancia chamada de Hom:

Definicdo 3.9 (Homc(A,B) (AWODEY, 2012)). Hom¢(A,B) € a estrutura que contém todas
as setas partindo do objeto A e B, ambos objetos de C.

O termo utilizado foi o de estrutura, ja que € possivel que a estrutura seja algo maior que
um conjunto. Em categorias de alta ordem, por exemplo, a estrutura € uma categoria. Também

referindo-se a tamanho de uma categoria, é possivel definir categorias grandes e pequenas:

Definicao 3.10 (Categoria grande e pequena (AWODEY, 2010)). Uma categoria C é chamada

de pequena se tanto Cy e C; sdo conjuntos. Caso contrdrio, a categoria é chamada de grande.

O conceito de categoria grande surgiu do fato que muitas categorias sao demasiadamente
grandes para os objetos e setas serem representados por conjuntos. Algumas vezes, 0s proprios
objetos de uma categoria formam outra categoria. O mesmo acontece com as setas. Além disso,
a necessidade de distinguir uma categoria grande de uma pequena é que diversas propriedades
de categorias s6 funcionam para categorias pequenas. Isso acontece porque essas propriedades
geralmente dependem diretamente do fato que os objetos e setas sdo conjuntos. Além de categoria

grande e pequena, existe mais uma definicao:

Definicao 3.11 (Categoria localmente pequena (AWODEY, 2010)). Uma categoria C é dita
localmente pequena se, para qualquer par de objetos A, B € Cy, tem-se que Hom¢(A,B) é um

conjunto.

A distin¢do acima foi criada em razdo do fato de que, algumas vezes, ndo € necessario
que uma categoria C seja pequena, mas que apenas seja localmente pequena. Exemplos de
categorias que nao sao localmente pequenas ficard mais claro no capitulo 5, com o estudo de

algumas categorias de alta ordem.

3.2 Produto em uma categoria

Na secdo anterior foi visto a defini¢cdo de produto entre categorias. Essa secdo tem
o objetivo de definir o produto entre objetos dentro de uma categoria. A importancia dessa

secdo estd no fato que ela mostrard claramente a conexdo direta entre teoria dos tipos e a
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teoria das categorias. E exatamente essa conexao estreita entre as duas teorias que motivou a
tentativa explorar as propriedades mateméticos de caminhos computacionais a partir da teoria

das categorias.

Defini¢ao 3.12 (Produto em uma categoria (NLAB, 2014)). Em uma categoria C, o produto entre
dois objetos X ,Y € Cy é um objeto X x Y equipado com morfismosp: X XY =X eq: X xY =7,
os quais sdo chamados de projecoes. Além disso, o produto possui uma propriedade universal,
a qual diz que dado um objeto Z € Cp e mapas f : Z — X e g —+ Z — Y, entdo existe um mapa
unicoh:Z — X xY talque poh=feqoh=g.

Graficamente, o produto € representado da seguinte forma (AWODEY, 2010):

Z

f N g

~

X<TX><YT>Y

Os dois triangulos acima sdo comutativos. Olhando a defini¢do, a parte das projecdes €
intuitiva de entender. Porém, a parte que fala sobre Z e a unicidade de A talvez seja um pouco
menos intuitiva. Porém, a explicacdo é simples. Se existe umaseta f: Z — X e g:Z — Y, entdo
a unicidade de 4 : Z — X X Y apenas indica que s6 existe uma tnica forma de construir o produto

através dessas duas setas. Dessa forma, pode-se denotar que & = (f,g).

Proposicao 3.4. Em Sets, o produto entre dois objetos A, B € Sets( € o produto cartesiano entre

os dois conjuntos.

Demonstracd@o: Ora, para comprovar que o produto entre dois conjuntos € o produto cartesiano,
é necessdrio, inicialmente, mostrar as proje¢des. Ora, basta definir p : A x B— A como p(a,b) =
a e definir g : A X B— B como g(a,b) = b. Agora é necessario provar a propriedade universal.
Seja f:Z —Ae g:Z— B. Ora, basta definir uma 4 : Z — A x B da seguinte forma: h(x) =
(f(x),g(x)). Por fim, falta chegar que poh = f e goh=g. Ora, (poh)(x) = p(h(x)) =
p(f(x),8(x)) = f(x). Da mesma forma, (goh)(x) = q(h(x)) = ¢(f(x),g(x)) = g(x). Portanto,
o produto cartesiano de dois produtos pode ser definitivamente considerado como o produto
entre dois objetos de Sets. 0

Seria possivel encontrar uma outra definicdo aceitdvel para o produto de dois objetos em
Sets? A resposta € encontrada na préxima proposicio (AWODEY, 2010):

Proposicao 3.5. Se x e x’ sdo produtos de uma categoria C, entio A x B= A x'B.

Demonstracdo: A prova pode ser mais facilmente visualizavel atraves do seguinte diagrama
(AWODEY, 2010):
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AXB

P1 P2

(p17p2

e

A+—Ax'B—> B

q1 : q2
i?\\ ;@gﬁéj

AXB

A chave para entender o funcionamento da prova € que, a partir da propriedade universal
dos produtos, é possivel obter as setas (p1, p2) € (¢1,92). Além disso, todos os tridngulos do
diagrama acima sdo comutativos. Olhando para o diagrama, as seguintes equacdes sdo obtidas a
partir dos tridngulos comutativos (A x B)(A X B)A e (A x B)(A X B)B:

p1o(q1,92)0(p1,p2) = p1
p20(q1,92) 0 (p1,p2) =p2

Ora, (q1,92) o (p1,p2) age como a seta identidade para A x B. Ora, pela unicidade dessas
setas, tem-se exatamente que (g1,q2) © (p1,p2) = laxp. Pela simetria, é possivel obter que
(p1,p2)°(q1,92) = 1oxp. Portanto, (p1,p2) e (q1,q2) sdo inversas e estabelecem o isomorfismo
entre os dois produtos. U

Com essa prova, € possivel afirmar que toda categoria tem apenas uma definicao, em
termos de estrutura, para o produto. Todas as outras possiveis serdo estruturalmente semelhantes

a essa Unica defini¢do, ja que sdo todas isomorfas entre si.

3.2.1 Produto na Teoria dos Tipos e das Categorias

Essa secdo ird mostrar a estreita relacdo entre teoria dos tipos e teoria das categorias. Para
isso, para cada construgdo da teoria dos tipos feita usando a dedugdo natural, serd mostrada o
diagrama ou a proposicao equivalente na teoria das categorias. Naturalmente, a primeira dedu¢ao
¢ a Formacao do Produto (x — F) (NLAB, 2014):

A tipo B tipo

A x B tipo x—F

A formacdo € intuitiva. Dado dois tipos A e B, € possivel obter A x B. Em categorias,
ha uma proposi¢ao equivalente: se A,B € Cy, entdo A x B € Cp. Agora, a Introdugdo do
Produto (x —I) (NLAB, 2014):

Z

(A b:B a
Tabyarxs <! K////;“;}<i\

A AXB B

Ora, dado um termo a : A e outro b : B, é possivel construir (a,b) : A X B. Nas categorias,

isso é representado pelas setas a e b. Dados essas setas, é possivel obter uma tnica (a,b) atraves
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da propriedade universal dos produtos. A seguir, a Primeira Eliminacdo do Produto (x —Ej)ea
Segunda Eliminag¢do do Produto (x — E») (NLAB, 2014):

Z

t:AXB X—E2 t

A B 0B

A AxB P, B

As eliminagdes sao feitas com o auxilio das projecdes. E exatamente o que representa o
diagrama. Por fim, as regras de computagio p;({a,b)) =ae o p2({a,b)) = b sdo representadas

pelo diagrama completo:

y4
7 aN
p1 ¥ P2
A+—AXB —— B

Com isso, foi possivel, usando categorias, representar cada dedugdo natural e regra do
produto. Usando o mesmo raciocinio, € possivel traduzir qualquer entidade da teoria dos tipos
para a teoria das categorias, incluindo o recursor J. Porém, devido a complexidade inerente
do recursor J, a interpretacdo categdérica também se torna demasiadamente complicada. Seria

necessario definir diversos conceitos avangados que estdo fora do escopo desse trabalho. Porém,

¢ importante saber que realmente existe essa relacdo estreita entre essas duas teorias.

3.2.2 Coproduto

O objetivo dessa subsecdo ndo é detalhar o coproduto, mas mostrar como, através da
dualidade, uma constru¢io pode automaticamente gerar outra. Dado uma categoria C e objetos
A, B € Cyp, o coproduto entre os dois objetos é denotado por A + B e € representado pelo seguinte
diagrama:

y4
TN

1 2

Como pode-se ver, o coproduto é exatamente a categoria dual ao produto. As projecdes
sdo substituidas por inje¢des. Também tem uma propriedade universal, que diz que se existem
f:A—Zeg:B— Z, entdo existe apenas um h : A+ B — Z. A seguir, serd mostrado como a
dualidade pode ser utilizada para provar uma proposi¢ao:

Proposic¢do 3.6. Se + e +' sdo coprodutos de uma categoria C, entioA+B =~ A+'B.

Demonstracdo: A prova vem diretamente do fato que o duall de um isomorfismo € um isomor-

fismo. A dualidade sé muda a dire¢do de uma seta. Portanto, se uma seta € um isomorfismo na
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categoria original, também o serd na categoria oposta. Como o isomorfismo foi provado para o
produto, basta pegar o diagrama oposto ao diagrama que foi utilizada na prova. O isomorfismo
se manterd. U

Assim como no caso do produto, € possivel estabelecer a relagdo da defini¢cao de copro-
duto da teoria dos tipos com o de categorias. Basta utilizar o mesmo processo utilizado para o

produto.

3.3 Transformacoes Naturais

As transformagdes naturais sdo um dos conceitos mais importantes em teoria das catego-
rias. Como j4 foi dito, foi um dos conceitos responsaveis pela propria criacio dessa teoria. Uma
6tima forma de comecar é com o exemplo que, se A, B e C sdo objetos de uma categoria que pos-
sui o produto, entdo (A X B) x C= A x (BxC) (AWODEY, 2010). A prova desse isomorfismo
serd omitida, ja que € um pouco longa e ndo adiciona nenhuma informacao util. Além disso, é
bastante simples, basta desenhar os diagramas e procurar estabelecer o isomorfismo através das
comutatividades. De qualquer forma, tem-se um isomorfismo f : (A x B) x C = A x (B x C).
O isomorfismo f tem uma grande limitagdo. Apenas estabelece o isomorfismo para os objetos
A,B e C. E se A fosse substituido por um A’? O isomorfismo se manteria? Como € possivel
provar que o isomorfismo independe das escolhas dos objetos? Para isso, é necessdrio usar
transformacdes naturais.

Intuitivamente, uma transformacao natural € um morfismo entre funtores. Ou seja,
dados funtores F e G, uma transformacao natural € um 6 : F — G. O uso de transformagdes
naturais fica evidente no exemplo da associatividade do produto. Primeiro, pode-se pensar
nos seguintes funtores: F : C x C x C — C definido por F = (—| X —) X —3 e o funtor
G : C x C x C — C definido por G = —] x (—2 x —3). Com isso, seria preciso achar uma
transformacdo natural 8 : F — G. Além disso, seria necessario provar que 6 € um isomorfismo,
gerando uma entidade conhecida como isomorfismo natural. S6 assim seria provado que o
isomorfismo (A x B) x C = A x (B x C) independe da escolha dos objetos. Nesse caso, é dito

que o isomorfismo é natural em A, B e C. A seguir, a defini¢do formal de transformacao natural:

Definicao 3.13 (Transformacgdo natural (AWODEY, 2010)). Dado categorias C e D e funtores
F,G : C — D, uma transformacgao natural 0 : F — G é uma familia de setas em D dada por:
(6c : FC — GC)cec,- Além disso, dado um f : C — C' € Cy, entdo 61 o F(f) = G(f) 0 6¢. Essa

igualdade é representada pelo seguinte quadrado comutativo:

rc —%*, GB

|7 lcxg)

FC' —— GD
O
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As setas ¢ sdo chamadas de componente 6 em C.

Olhando para a defini¢do acima, é possivel entender que achar uma transformacgdo
natural entre dois funtores se resume a achar um morfismo adequado para os componentes. Esse
morfismo precisa respeitar a naturalidade, ou seja, tem que obedecer o quadrado comutativo. A

partir da defini¢do de transformacgdo natural, € possivel definir a seguinte categoria:

Definicao 3.14 (Categoria Fun(C,D) (AWODEY, 2010)). Dado categorias C e D, é possivel

construir a categoria Fun(C, D) definida por:

» Objetos: os objetos sao funtores F : C — D.
m Setas: as setas sdo transformacgoes naturais 0 : F — G.

s Composigdo: Dado setas 0 : F — G e ¢ : G — H, é possivel definir (¢ o 0) a partir das
componentes: (¢ 00)c = ¢co Oc.

» Identidade: Dado um funtor F, a seta 1 € definida a partir das componentes: (1r)c =
lpc: FC — FC.

Com isso, € finalmente possivel definir um isomorfismo natural:

Definicao 3.15 (Isomorfismo natural (AWODEY, 2010)). Um isomorfismo natural é uma

transformagdo natural 6 : F — G que é um isomorfismo na categoria Fun(C, D).

Existe uma forma mais simples de verificar se uma transformacao natural é um isomor-
fismo (AWODEY, 2010):

Proposicao 3.7. Uma transformacao natural 0 : F — G é um isomorfismo natural se e somente

se cada componente ¢ : FC — GC é um isomorfismo.

Demonstragdo: (=) Comecgando com a ida, é necessario provar que, dado um isomorfismo
natural 6 : F — G, entdo toda componente Oc também €é um isomorfismo. J4 que 6 é um
isomorfismo, entdo existe um ¢ : G — F que € inverso a 0. Dessa forma, tem-se que 8o ¢ = 1
e ¢ 06 = 1p. Portanto, pegando uma componente em C, tem-se que (6o @)c = (1g)c e
(¢ 00)c = (1p)c. Pela defini¢do de composicdo e identidade em Fun, obtém-se que ¢¢c o Oc =
1rc e Oco@c = 1gc. Com isso, conclui-se que @c¢ € inversa a O¢. Logo, cada componente € um
isomorfismo.

(<) Para a volta, é necessdrio provar que se toda componente 6c de uma transformagao
natural 6 é um isomorfismo, entdo 6 também o €. Se cada componente ¢ um isomorfismo, entao
para cada O¢ existe uma seta inversa ¢¢ tal que Oc o ¢c = 1gc e ¢c o Oc = 1r¢. Pela definicao
de composicio e identidade de Fun, tem-se que Oco ¢c = (60 ¢)c = lgc = (1g)c. Logo,
0 o ¢ = 1. Analogamente, prova-se que ¢ o 0 = 1. Portanto, ¢ € a transformacao inversa a 6.

Conclui-se que 6 é uma transformacao natural. U
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A proposicdo acima torna mais simples trabalhar com isomorfismos naturais, ja que basta
provar que cada componente € um isomorfismo. Para mostrar o uso na pratica de isomorfismos e

transformacoes naturais, pode-se pensar na prova da seguinte proposi¢ao:

Proposicao 3.8. Seja C uma categoria que tem produtos bindrios e A, B € Cy, entioA X B= B x A

e o isomorfismo é natural em A e B.

Se a demonstragdo se resumisse a provar que A X B= B X A, entdo seria apenas necessario
usar os diagramas do produto e estabelecer o isomorfismo. Porém, como € necessario provar
a naturalidade, a dnica forma € usando transformagdes naturais. Segue a prova (AWODEY,
2010):

Demonstracdo: Para provar o isomorfismo natural, primeiro € necessario definir os funtores. O
primeiro funtor é o x : C x C — C, definido por x = (—,—3) . O segundo funtor é x : Cx C —
C definido por X : (—,—1). Ou seja, em objetos, AXB = B X A e em setas, axf3 = B x a.
Com isso, € necessdrio agora pensar em uma transformacao natural 6 entre os dois funtores.
Pode-se definir 6 a partir de sua a¢do em termos (A,B). Dessa forma, pode-se definir como
(a5 (a,b) = (b,a), com a e b sendo setas de um produto (Ou seja, dado um Z, sdo as setas
7 — A e Z — B respectivamente). E necessério provar que 6 é uma transformacdo natural. Em

outras palavras, demonstar que o seguinte diagrama comuta:

6
AXB&BXA

laxﬁ l xa

A'xB —— B'x A’
(4”.B)
Para provar que o diagrama comuta, basta considerar um (a,b) qualquer originado de

um Z,sendoa:Z —Aeb:Z— B. Com isso, as seguintes equacdes sdo obtidas:

(B xa)bu p(a,b) = (B xa)(b,a)
(B xa)(b,a) = (Bb,aa)
(Bb,aa) = Oy p(0a, Bb)
(aa,Bb) = 04 pH (0t x B)(a,b)

Portanto, (8 x &) 64 py(a,b) = 64 gy(a x B)(a,b), comprovando que o quadrado € comutativo.
Logo, conclui-se que 0 € realmente uma transformagao natural. Porém, ainda falta provar que
0 € um isomorfismo. Para isso, pode-se usar a proposicao 3.7, ou seja, basta provar que cada
componente € um isomorfismo. O isomorfismo para cada componente é simples de provar, ja

que para cada 64 p) tem-se a inversa ¢4 gy = 6p 4). Segue a checagem:

(6a,8)° P(a.8))(BXA) =64 p)(AXB)=BxA
(9a.8)°0a,8)(AXB)=pa(BxA)=AXB
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Portanto, conclui-se que:

(6(4,8)°94,5))
(94,8 © 6a.5))

=1z
=1l @p):
Portanto, cada componente 6 em (A, B) é um isomorfismo. Logo, 6 é um isomorfismo,

concluindo, assim, a prova. U

3.4 Consideracoes finais

Nesse capitulo foram vistos os principais conceitos de teorias de categorias. Todos sdao
de grande importancia, porém, os conceitos de isomorfismo e grupdide terdo uma importancia
especial, j4 que serdo a base para a interpretacao que serd feita no préximo capitulo. Outros con-
ceitos, como a de transformacao e isomorfismo naturais, serdo utilizados para definir categorias
mais complicadas, como as de alta ordem. Além disso, a partir do exemplo do produto entre
objetos de uma categoria, foi mostrado que a teoria dos tipos estd intrinsecamente conectada
com a teoria das categorias.

Para ndo alongar desnecessariamente o capitulo, alguns conceitos interessantes, infeliz-
mente, tiveram que ser omitidos. Sdo conceitos como limite e colimite de categorias, equivaléncia
e adjuntores. Felizmente, porém, esses conceitos ndo serdo importantes para desenvolver os
capitulos 4 e 5.

Por fim, vale ressaltar que nem todos os conceitos que serdo necessarios para entender o
capitulo 5 foram mostrados nesse capitulo. O capitulo 5 focard em um tipo mais complicado
de categoria, conhecida como categoria de alta ordem. Como as categorias de alta ordem sao
entidades bastante complexas, juntar esses conceitos mais avangcados com os conceitos desse
capitulo, do ponto de vista didético, seria uma escolha insensata. Portanto, as categorias de alta
ordem serdo devidamente introduzidas e definidas no capitulo 5. Por sua vez, todos os conceitos

necessdrios para desenvolver o proximo capitulo foram introduzidos no presente capitulo.
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Teoria das Categorias e Caminhos Computa-

cionais

Esse capitulo tem como objetivo principal mostrar como os caminhos computacionais
podem ser interpretados a partir dos conceitos da teoria das categorias. Ou seja, estudar as
propriedades matemdticas dos caminhos computacionais utilizando a teoria das categorias. No
capitulo passado, foi visto que uma categoria obedece regras de identidade e associatividade. Ja
no capitulo 2, foi mostrado que os caminhos computacionais seguem as regras de reflexividade,
transitividade e simetria. Esse capitulo mostrard que essas regras t€m uma conexdo direta com
a associatividade e a identidade das categorias. Além disso, serd mostrado que uma categoria
pode ser considerada estrita ou fraca, dependendo de como as igualdades se estabelecem. O
objetivo desse capitulo é, entdo, preencher a falta de interpretacio matemdtica para os caminhos
computacionais. O uso de uma teoria bem estabelecida da matematica, a teoria das categorias,
para interpretar os caminhos computacionais adicionam um importante significado matemético a
essa entidade. A esperanca € que ao juntar o significado matematico com as claras vantagens
computacionais dos caminhos, essa entidade se tornard cada vez mais utilizada como forma
padrao de definir o tipo identidade. Alcangando isso, a teoria dos tipos tornar-se-ia muito mais
simples e acessivel.

Para obter os resultados necessarios, serd introduzido um sistema de reescritas entre
caminhos computacionais. Serd mostrado quais as condi¢des necessdrias para um caminho se
reduzir ao outro. Além do mais, a ideia que existe um caminho que conecta caminhos sera
introduzida. De fato, essa interpretacdo ird ainda mais além: se existe um caminho que conecta
caminhos, entio existirda um caminho entre caminhos que conectam caminhos. Ora, serd visto
que esse processo se estende infinitamente. Serd exatamente esse raciocinio que motivard o uso
de categorias de alta ordem, as quais serdo desenvolvidas no capitulo 5.

Outro ponto importante € que essa interpretacdo mostrard que importantes resultados
do tipo identidade sem caminhos também podem ser obtidos através do uso de caminhos
computacionais. A partir do tipo identidade sem caminhos, é possivel induzir uma estrutura

de grupdide para qualquer tipo da teoria dos tipos. A interpretacao categdrica dos caminhos
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mostrard que essa estrutura também pode ser induzida a partir dos caminhos computacionais.
De fato, se o objetivo € substituir o tipo identidade para uma abordagem com caminhos, todos
os resultados obtidos através da abordagem sem caminhos devem ser preservados. Ou seja, a
introdu¢do dos caminhos computacionais deve abrir caminho para se provar todos os resultados
ja estabelecidos. Boa parte dessas provas ndo serdo feitas nesse trabalho, ja que dependem de
conceitos extremamente complexos que estdo fora do escopo (isso serd explicado melhor no
capitulo 5). Porém, a interpretacdo que serd dada pode ser entendida como o esforco inicial, a

base necessdria para desenvolver resultados mais complicados no futuro.

4.1 Sistema de Reescrita de Caminhos

Essa secdo falard sobre um sistema que formaliza a ideia que existem caminhos entre os
proprios caminhos computacionais. Porém, antes de explicar como funciona essa reescrita de
caminhos, € necessario introduzir trés caminhos essenciais (QUEIROZ; OLIVEIRA, 2011):

a=b:A b=,c:A transitividade _aiA reflexividade
azf(t’u)CIA a_Pa'A
b :G(Z) a IA

As propriedades sdo obtidas diretamente através dos axiomas. A transitividade a partir
do axioma 7, a simetria do axioma ¢ e a reflexividade do p. Com esses caminhos, ja é possivel

entender a ideia de caminhos entre caminhos.

4.1.1 O Sistema de Reescrita de Caminhos

Talvez a melhor forma de explicar a ideia que um caminho pode ser reescrito, originando

um outro caminho, seja através dos seguinte exemplo:

Exemplo 4.1. Considere um caminho a =, b : A. E possivel aplicar a propriedade simétrica a
esse caminho, obtendo-se, entdo, b =5(1) ‘A. E possivel, entdo, aplicar novamente a simetria,
obtendo-se a =g (;)) b : A. Ou seja, a partir de um caminho t, a simetria foi aplicada duas vezes
em seqiiencia, obtendo um caminho equivalente ao caminho t. Ora, o caminho ¢ (o (t)) € apenas
uma forma redudante de expressar o caminho t. Porém, mesmo um sendo uma forma redudante
do outro, os caminhos sao diferentes pela definicdo de caminhos computacionais. Seria, entdo,
natural pensar que ao menos o caminho ¢ (o (t)) deveria poder ser reduzido (ou reescrito) ao

caminhot.

O exemplo envolvendo a simetria ¢ um dos mais simples. A seguir, exemplos envolvendo

redundancias geradas pela transitividade e reflexividade:
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Exemplo 4.2. Considere o caminho reflexivo a =p a : A. E possivel, entdo, aplicar a simetria,
obtendo-se a =gy a : A. Ora, o caminho obtido € equivalente ao inicial, ja que a simetria foi
aplicada ao caminho reflexivo. Portanto, 6(p) é uma forma redundante de expressar o caminho

p. Desas forma, o(p) deveria reduzir-se a p.

Exemplo 4.3. Considere um caminho a =; b : A. Aplicando a propriedade simétrica, obtém-se
o caminho b =) a: A. Agora, € possivel pegar os dois caminhos e aplicar a transitividade,
obtendo-se a =¢(; 5(;)) a : A. Como um caminho € inverso ao outro, a aplicagao da transitividade
origina um caminho equivalente ao caminho reflexivo. Dessa forma, o caminho ©(t,c(t)) deveria

se reduzir ao caminho reflexivo, ou seja, p.

Como pode-se notar nos exemplos, caminhos diferentes devem ser considerados iguais
se um caminho € apenas uma forma redundante de um outro. Os examplos que acabaram de
ser dados sdo apenas casos simples e diretos. Entretanto, existem exemplos mais complexos
e dificeis de serem identificados. Foi visto que a teoria da igualdade para a teoria dos tipos
tem um total de sete axiomas, dessa forma, o nimero de possiveis combinacdes e redundancias
geradas € bastante alto. Felizmente, o mapeamento de todas as redundancias foi minuciosamente
feito por OLIVEIRA (1995). Nesse trabalho, de Oliveira propde um sistema que mapeia e
identifica todas as possiveis redundancias. Esse sistema, conhecido como Sistema de Reescrita
de Termos (LNDgg — TRS), tem um total de 39 regras que removem redundéincias. Para a
interpretacdo categorica, apenas as regras envolvendo os axiomas de transitividade, reflexividade
e simetria serdo importantes. Por isso, ndo serdo mostradas todas as regras do LNDgo — TRS,
mas apenas um subconjunto contendo as regras necessdrias para esse trabalho. Essas regras sdao
todas provenientes de OLIVEIRA (1995); QUEIROZ; OLIVEIRA (2011):

= Regras envolvendo o e p

Dss x:ry:A

Dessas redugdes, as seguintes regras sao obtidas:

o(p)>srp

o(o(r))>sxr

= Regras envolvendo 7
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Regras obtidas:
©(ro(r)) e p
T(o(r),r) >uwsrp
T(rp) wyrr
(

T pvr) Drrt

» Regras envolvendo 7 and 7

x=;y:A y=,w:A
X=g) WA w=s7:A

X =1(e(tr)s) 1A

Regra obtida:
t(t(t,r),s) > (1, T(1,5))

Agora que foi introduzido esse sistema que remove redundancias causadas pelos camin-

hos computacionais, pode-se definir alguns conceitos importantes:

Definicao 4.1 (Regra rw). Uma regra rw é qualquer uma das regras encontradas em LNDgg —
TRS.

Definicdo 4.2 (rw-contracio e rw-reducio). Sejam s e t caminhos computacionais. E dito que
s>1wt (lido como: s rw-contrai para t) sse € possivel obtert a partir da aplicacdo de apenas
uma regra rw em s. Se for possivel reduzir s at através de uma aplicacdo de um niimero finito de

regras rw, entao € dito que s>, t (lido como: s rw-reduz parat).
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Definicéo 4.3 (rw-igualdade). Sejam s et caminhos computacionais. E dito que s =y, t (lido
como: s é rw-igual at) sse é possivel obtert a partir de s através de um numero finito (ou até
mesmo 0) de rw-contracdes e rw-contragoes inversas. Em outras palavras, s =,,, t sse existe uma
sequéncia Ry, ....,R,, com n > 0 tal que:
(Vi<n—1)(Ri>1mRit1 OUR 11 >y R))
Ro=s, R,=t

A partir dessas defini¢Oes, € possivel concluir que:

Proposicao 4.1. rw-igualdade € transitiva, reflexiva e simétrica.

Demonstracdo: A proposi¢do € uma consequéncia direta do fato que a rw-igualdade foi
definida como o fecho simétrico, reflexivo e transitivo da rw-reducao. O

O fato que a rw-igualdade € transitiva, reflexiva e simétrica € de grande importancia,
Ja que torna a rw-igualdade em uma classe de equivaléncia. Com isso, j4 é possivel entender
a relacdo entre caminhos computacionais e teoria das categorias. Porém, antes, € importante
mencionar que o sistema LNDgg — TRS tem duas propriedades importantes: € confluente e
sempre termina. Sempre termina, pois para qualquer caminho s, é possivel aplicar sucessivamente
regras rw até que obtenha-se um caminho sem redundancias. E confluente, pois dado que
S>>t € 5>, w, entdo € possivel obter um z tal que 7>,z € wi>,, z. As provas desses fatos
sdo encontradas em OLIVEIRA (1995); OLIVEIRA; QUEIROZ (1994, 1999); QUEIROZ;
OLIVEIRA; GABBAY (2011).

4.2 A Interpretaciao Categorica - O Modelo de Grupoide

O objetivo dessa sec¢do € finalmente mostrar a ligagdo entre caminhos computacioanais e a
teoria das categorias. A ideia é que um caminho computacional tem claramente uma interpretaciao
categdrica, podendo ser visto como um morfismo de uma categoria formada por termos de um
determinado tipo. Além disso, essa categoria induzida pelo caminho computacional seria uma
grupdide. Como j4 foi visto que um caminho computacional é basicamente um termo do tipo
identidade, entdo o fato que os caminhos induzem uma grupdide implicaria diretamente que o
tipo identidade é uma estrutura de grupédide. De fato, foi provado por HOFMANN; STREICHER
(1994) que a abordagem tradicional do tipo identidade (sem caminhos computacionais) induz
uma estrutura de grupdide. Entdo, dado que esse trabalho propde que o tipo identidade seja
modelado a partir de caminhos computacionais, é natural pensar que essa nova abordagem deve

ser capaz de obter o mesmo resultado. E exatamente isso que sera feito nessa secao.

4.2.1 O Modelo de Grupoéide

Foi provado por HOFMANN; STREICHER (1994) que o tipo identidade sem caminhos

computacionais induzem uma estrutura de grupoide. Para isso, foram construidos termos para os
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seguintes tipos (HOFMANN; STREICHER, 1994):

. Id]dA(M)(trans(trans(p,q),r),trans(p,trans(q,r)))

w 1dpg, (v (trans(refl(x),r),r)

Idg, (xy) (trans(r,refl(x)),r)

Idig, (y.y) (trans(symm(r),r),refl(x))
w Id;g, (v (trans(r,symm(r)), ref1(x))
n Idpg, (xy) (symm(symm(r)),r)

Ao provar que cada um desses tipos € habitado, HOFMANN; STREICHER (1994) prova
que o tipo identidade realmente induz um modelo de grupéide. Porém, como essas igualdades
sdo proposicionais, elas ndo se sustentam sem evidéncia. Elas apenas se sustentam a nivel
proposicional. Por isso, € dito que essa estrutura € fraca. Um problema da abordagem de HOF-
MANN; STREICHER (1994) € que nao foi exposta explicitamente a origem dos identificadores
trans e symm, pois somente o identificador re f/ faz parte da defini¢do do tipo identidade tal qual
originalmente formulado por Martin-Lof.

A abordagem que serd utilizada nesse trabalho para provar que caminhos computacionais
também induzem uma estrutura de grupdide sera diferente da vista acima. A principal diferenga
€ que ndo serdo feitas constru¢des de nenhum tipo. De fato, ndo serd utilizado o tipo identidade
e nenhuma regra de eliminacdo. Serd visto, utilizando inteiramente conceitos de teoria das
categorias, que o caminho computacional naturalmente induz uma categoria que tem uma
estrutura de grupdide. Nesse caso, serd utilizada a defini¢cdo categdrica de grupdide, ou seja, que

cada seta sera um isomorfismo.

4.2.2 A Interpretacio: a Grupdide Induzida

Antes de mostrar a categoria induzida por caminhos computacionais, € importante deixar
claro que a estrutura induzida serd uma estrutura fraca. O termo fraco seré utilizado para indicar
que as igualdades da estrutura de categoria (ou seja, as igualdades da lei da associatividade e da
identidade) ndo irdo se sustentar no sentido estrito. Irdo apenas se sustentar a um outro nivel de
abstracdo. No caso da grupéide de HOFMANN; STREICHER (1994), foi visto que esse nivel
de abstracdo € na verdade a igualdade proposicional. No presente trabalho, esse novo nivel de
abstracao serd a rw-igualdade.

Dado um tipo qualquer A, € possivel induzir, a partir dos caminhos computacionais, a

seguinte estrutura:

Definicao 4.4 (Estrutura induzida A,,,). A estrutura induzida A,,, € a seguinte estrutura:

n Objetos: os objetos sdo termos a do tipo A. Em outras palavras, sdo a : A.
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s Morfismos: os morfismos (ou setas) sdo caminhos computacionais s entre dois objetos

a,b:A. Em outras palavras, existe uma setas:a — b sea =3 b : A.

Proposicao 4.2. A estrutura A,,, é uma categoria fraca.

Demonstracd@o: Para mostrar que € uma categoria, precisa-se definir a composi¢do entre
morfismos, mostrar o morfismo identidade e checar as leis de associatividade e de identidade.
Como se esta trabalhando com uma estrutura fraca, as leis precisam apenas se sustentar a nivel

de rw-igualdade.

» Composi¢des: Dado setas (caminhos) s:a — b e r: b — ¢, € preciso achar uma
setat:a — c tal que t = ros. Para isso, € preciso definir o significado de uma
composi¢do entre caminhos. Ja que a igualdade tem o axioma da transitividade,
€ natural definir uma composi¢cao como uma aplicagdo da transitividade. Ou seja,
t =ros=1(s,r). Dessa forma, dado setas s : a — b e r : b — ¢, sempre é possivel

obtert:a—c=ros=1(s,r).

s Associatividade da composicdo: Dado setas s:a — b, r:b —cet:c—d,jaque
se estd trabalhando com uma entidade fraca, e necessdrio concluir que o (ros) =,
(tor)os. Em outras palavras, é necessario concluir que t(z(s,r),t) =, (s, T(r1)).

Ora, isso € uma consequéncia direta da seguinte equagao:
tt:t(T(s,r),t) > T(s, (1))
Portanto, a lei da associatividade € satisfeita fracamente, a nivel de rw-igualdade.

» Flecha da identidade: para qualquer objeto a, considere o caminho reflexivo a =, a
como a seta da identidade 1,. Essa seta identidade é chamada de p,, para indicar que

€ o caminho reflexivo de a;

» Lei da identidade: Para qualquer seta s : a — b, € necessario mostrar que so 1, =
s = 1, os. Essas igualdades podem ser mostradas, no sentido fraco, com a aplicagcdo

direta de algumas regras rw:

solg=s0p, = T(paas) >ir S

lpos=ppos= ’L‘(s,pb) Btrr S
Logo, sol, =5, 5§ =4y 1p0s

Dessa forma, todas as condi¢des necessdrias para A, ser uma categoria (fraca) foram
estabelecidas. Portanto, conclui-se que A,,, € uma categoria fraca.

O

Agora que foi concluido que A,,, € uma categoria fraca, € possivel mostrar que A, €

uma grupodide fraca:
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Proposicao 4.3. A,,, é uma grupoide fraca.

Demonstracdo: Para provar que é uma grupodide, € necessario mostrar que cada seta € um
isomorfismo. Ja que se estd trabalhando com uma estrutura fraca, os isomorfismos apenas
precisam se sustentar a nivel de rw-igualdade. Portanto, dado uma seta qualquer s : a — b, é
necessario achar uma 7 tal que sot =, 1, et os =, 1,. Ora, ja é sabido que, dado um caminho
s, basta aplicar o axioma ¢ para obter o caminho inverso o (s). Portanto, basta fazer r = o (s).

As seguintes equagdes justificam a rw-igualdade:

sot =s00(s) =1(0(s),s) >rs Pb-
tos=0(s)os=1(s,0(s)) >t Pa

Portanto, o(¢) é realmente a seta inversa a s (no sentido fraca). Portanto, cada seta € um
1somorfismo fraco e, entdo, a estrutura € uma grupodide fraca.
O
Com isso, conclui-se que caminhos computacionais sdo realmente capazes de induzir
uma estrutura de grupdide. Uma questdo interessante € se seria possivel definir uma estrutura
estrita, ao invés de uma estrutura fraca. A resposta € sim. Para isso, as igualdades teriam que
se sustentar realmente, sem ser utilizado nenhum nivel de abstracdo. Como a rw-igualdade
€ transitiva, simétrica e reflexiva, a rw-igualdade pode, entdo, ser considerada uma classe de
equivaléncia. Dessa forma, se s =, f, entdo s e ¢ seriam da mesma classe de equivaléncia. Em
outras palavras, ter-se-ia que [s],y = [r],.. Portanto, a partir da estrutura A,,,, é possivel obter
uma estrutura estrita [A,]. Para isso, a inica mudanga necessaria é que, ao invés de considerar
setas como caminhos s : @ — b, bastaria considerar que uma seta € a classe de equivaléncia de um
caminho. Ou seja, [s], : @ — b é uma seta de A, médulo rw-igualdade. Dessa forma, definindo
a composi¢do como [s]y 0 [F] = [so ], € a seta identidade como [p,],w, as igualdades se
manterdo de forma estrita. Isso se da pelo fato de que as igualdades sdo as mesmas da proposi¢cdo
4.2, mas com a diferenca que as classes de equivaléncia que estdo sendo consideradas. Da
mesma forma, a igualdade da grupéide se sustentard de uma forma estrita. Portanto, [A,,] é uma

grupdide estrita. Com isso, conclui-se os principais resultados desse capitulo.

4.3 Consideracoes Finais Sobre a Interpretaciao Categorica

Nesse capitulo, foi visto que € possivel encontrar redundancias dentro de um caminho
computacional. Além disso, essas redundancias podem ser resolvidas, gerando caminhos sem
redundancias. Também foi visto que um sistema que as resolve ja foi previamente proposto
por OLIVEIRA (1995); QUEIROZ; OLIVEIRA (2011). Sendo um sistema bastante complexo,
com um total de 39 regras, foi concluido que apenas um pequeno subconjunto de regras eram
necessdrias para obter os resultados envolvendo categorias. As regras usadas foram as envolvendo

redundancias da transitividade, reflexividade e simetria. Utilizando essas regras, foi visto que €
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possivel, a partir dos caminhos computacionais, obter uma estrutura de categoria em um sentido
fraco, pois as igualdades apenas se sustentam a nivel de um conceito definido como rw-igualdade.
Por fim, foi concluido que essa estrutura de categoria tem as propriedades de grupdide.

A grande importancia desse capitulo foi mostrar as propriedades matemaéticas dos camin-
hos computacionais. Definido originalmente como uma estrutura computacional da teoria da
igualdade, as propriedades puramente matematicas dessa entidade ainda ndo tinham sido anterior-
mente exploradas. Com o resultado desse capitulo, foi mostrado que os caminhos computacionais
realmente tem propriedades importantes, como a indu¢do de um modelo de grupdide. Esses
resultados ganham mais importancia devido ao fato que, como visto no capitulo 2, é possivel usar
os caminhos computacionais para desenvolver o tipo identidade, ja que esse tipo seria apenas o
tipo de um caminho computacional. Como € sabido que a abordagem cldssica do tipo identidade
segue um modelo de grupoéide (HOFMANN; STREICHER, 1994), mostrar o mesmo fato para a
abordagem de caminhos introduzida no presente trabalho era um ponto essencial. Isso foi feito
no presente capitulo, com a vantagem que a modelagem surge naturalmente das propriedades
dos caminhos, sem ser necessdrio o uso das regras de eliminacdo e da constru¢do de termos da
teoria dos tipos.

O préximo capitulo ird levar essa interpretacao para um novo nivel de abstracao, passando

a se utilizar categorias de alta ordem.
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Caminhos Computacionais e Categorias de
Alta Ordem

No capitulo passado, foi visto que existe uma interpretacdo do tipo identidade formulado
com identificadores para caminhos computacionais na teoria das categorias. Além disso, foi
provado que o tipo identidade com caminhos computacionais induz uma estrutura importante
conhecida como grupdide. O objetivo desse capitulo é expandir esses resultados, utilizando
estruturas de alta ordem conhecidas como categorias de alta ordem (do inglés, higher cate-
gories). A ideia € que a existéncia de caminhos entre caminhos estabelecidos pela rw-igualdade
cria uma estrutura multidimensional com niveis de abstracdo maiores que o de uma categoria
normal. O objetivo €, entdo, utilizar as categorias de alta ordem para modelar essa estrutura
multidimensional.

A construcdo da estrutura multidimensional serd minuciosamente explicada. Porém,
antes disso, € necessario introduzir conceitos novos sobre a chamada teoria das categorias de alta
ordem. Esses conceitos serdo definidos a partir dos conceitos mostrados no capitulo 3, mas com
a diferenca que serdo conceitos mais avancados, ja que envolvem estruturas de varios niveis de
dimensao.

Na primeira parte serd mostrada uma extensdo do sistema LNDgo — TRS. Essa extensao
serd baseada no fato de que € possivel encontrar redundancias entre rw-igualdades, sendo
necessario criar um novo sistema que as resolva. Na segunda parte do capitulo, serdo definidos os
conceitos de conjuntos globulares, o conceito de composi¢do horizontal e o de uma bicategoria.
Na terceira parte, serdo utilizados os conceitos desenvolvidos na primeira e segunda parte para
induzir uma categoria de alta ordem de 2 dimensdes a partir dos caminhos computacionais. Por
fim, serdo feitas conjecturas envolvendo estruturas induzidas com mais que 2 dimensdes. Além

disso, a ultima parte montard a base para trabalhos e pesquisas futuros.

Os resultados desse capitulo sdo baseados em artigo de autoria do préprio, juntamente com de
Queiroz e de Oliveira. O artigo foi preliminarmente aceito na conferéncia LSFA - 2015. Link do arxiv:
http://arxiv.org/pdf/1504.04759v1.pdf (RAMOS; QUEIROZ; OLIVEIRA, 2015b)
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5.1 Os Multiplos LNDgy —TRS

No capitulo passado, foi concluido que existe um sistema com um conjunto de regras
que resolvem as redundancias presentes em um caminho computacional. Além disso, foi dito
que essas redundncias sdo geradas por utilza¢des redundantes dos axiomas da igualdade. E
dito que esse sistema, conhecido como LNDgg — TRS, resolve as redundincias causadas pela
igualdade entre termos da teoria dos tipos. Além disso, foi dito que esse sistema tem um total de
39 regras. Porém, se a igualdade causa redundancias, a mesma ideia poderia ser estendida para
a rw-igualdade. Se apenas 7 axiomas sdo reponsaveis por 39 redundéncias e regras, imagine
as redundancias possivelmente causadas por essas 39 regras da rw-igualdade. De fato, pode-se
pensar em um sistema que mapeie e resolva todas as redundancias causadas pela rw-igualdade.
Esse sistema serd chamado de LNDggp — T'RS,. Um trabalho minucioso que estuda todas as
possiveis regras de LNDgg — TRS» ainda ndo foi feito. Felizmente, o presente trabalho estd
apenas interessados nas regras de LNDgo — TRS, geradas pelo fato de que a rw-igualdade
ser transitiva, reflexiva e simétrica, com adi¢do de apenas uma regra especifica do sistema
LNDgg — TRS>. Ora, se a transtividade, reflexividade e simetria da igualdade geram regras
como tt, tir, sr, etc., entdo regras equivalentes deveriam ser geradas a partir da transitividade,
reflexividade e simetria da rw-igualdade. Essas regras sdao facilmente obtidas. Para isso, é
necessdrio colocar um nome nas sequéncias da rw-igualdade. Por exemplo, se s e ¢ sdo rw-iguais
devido a existéncia de uma sequéncia 0 : Ry, ...., R, tal que Ry = s e R,, = t, entdo pode-se dizer

que s =, t. Com isso, obtém-se as seguintes regras:

= Regras envolvendo o e p

x:rwpx:A

l>sr2 X :er X :A
X =rwgp X A

X=p, YA
Y Zrwgy X A
X =nvooum YA

D5y X =pw, Y :A

= Regras envolvendo 7

X=py, Y:A y:rwg(r)x:A

Dtry X =rwp, X A
X =1 ¥ 1A

Y Zrwgp X A X=py, y:A
Y Frweo(n YA

Dtsr, Y =rwp Y tA
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X=py, YA Y=, YA
X =rwe(p) Y tA

Btrry,  X=rmw, Y: A

x:rwpx:A X=py, y:A

X Zrwepn VA

D>, X =rw, Y (A

= Regras envolvendot and 7

X=pw, y:A Y=, W:A

X =rwy W tA W=p, 2:A
X =rwygn. £ A
Y=, W:A W=py 2:A
> x_rwty A y er(H>Z A
ttr
X =rwoy oy &0 A

Com isso, sao obtidas as regras que resolvem as redundancias causadas pela transitividade,
reflexividade e simetria da rw-igualdade. Além disso, como essas regras acima resolvem as
redundancias da rw-igualdade, é dito que as regras sdo regras rwj. Além disso, andlogo a
definicdo de rw-igualdade, é possivel pensar em rw,-igualdade, com a Unica diferenca que as
regras envolvidas s@o as rwy ao invés das rw.

A regra especifica ao sistema LNDgg — T RS> que € importante para o presente trabalho
¢ originada a partir do fato que a transitividade de caminhos redutiveis pode ser reduzida a
partir de formas diferentes, mas gerando o mesmo resultado. Por exemplo, considere o seguinte
caso simples: a transitividade 7(s,7), com s redutivel a s’ e 7 redutivel a ¢’. E possivel reduzir
7(s,1) a partir de duas formas: A primeira é 0 : T(s,7) >1,, T(s',7) >15, T(s',7') € a segunda
0" : T(s,1) >10 T(s,t") >1, T(s',1’). As duas sequéncias rw obtiveram o mesmo resultado de
forma similar, apenas trocando a ordem em que as reducdes foram feitas. Além da ordem das
reducdes, mais nada foi trocado. A reducdo de cada varidvel individual continua exatamente a
mesma. Dessa forma, as duas sequéncias rw podem ser vistas como formas redundantes, uma
em relacdo a outra. Portanto, pode-se estabelecer uma regra que resolve especificamente esses
casos. A regra se chamara indepedéncia da escolha e sera denotada por cd>. Essa nova regra
pode ser usada em casos bem mais complicados que o do exemplo visto. De fato, independente
da quantidade de transitividades e varidveis, se a tnica diferenca entre os caminhos de caminhos
for as escolhas que foram feitas em cada etapa da transitividade, entdo essa regra € capaz de
estabelecer a rwp-igualdade entre as sequéncias rw. Essa lei serd usada em um caso mais
complexo para provar a lei da troca equivalente de uma bicategoria induzida por caminhos

computacionais.

Proposicao 5.1. rw;-igualdade € transitiva, simétrica e reflexiva.
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Demonstracdo: Anélogo a prova da proposicdo 4.1.
U
Analogamente ao que foi feito para a rw-igualdade, é possivel pensar que a rw;-igualdade
também gera redundancias. Ora, ja que a rwp-igualdade € transitiva, simétrica e reflexiva, ao
menos as redundancias causadas por essas propriedades serdo geradas. Dessa forma, pode-se
pensar em regras rw3 que resolvem essas redundancias. Especificamente, pode-se pensar em

tsr3, trs, trrs, etc. De fato, pode-se ir mais além:

Definicao 5.1 (rw,-igualdade). Uma regra rw, resolve uma redundancia causada pela rw,_ -

igualdade (ou apenas igualdade, paran = 1).

O conjunto de regras rw, formam o sistema LNDgg — TRS,. Além disso, andlogo
a proposicdo 5.1, rwy-igualdade € transitiva, simétrica e reflexiva. Com isso, conclui-se a

existéncia de infinitas rw-igualdades e sistemas LNDggp — TRS.

5.2 Conceitos Basicos de Categorias de Alta Ordem

Os conceitos necessdrios da teoria das categorias de alta ordem serdo mostrados nessa
secdo. As categorias serdo construidas a partir dos diversos niveis de rw-igualdade que foram

expostos na sec¢ao anterior.

5.2.1 Conjuntos Globulares

O primeiro conceito importante € o de conjuntos globulares:

Definicao 5.2 (Conjuntos Globulares (LEINSTER, 2004)). Sejan € N. Um conjunto globular

X € o seguinte diagrama de conjuntos e fungoes:

s s s
X(n) ?X(n—l) ?; ;’X(O)

Os elementos x € X (n) sdo conhecidos como n-células.

Proposicao 5.2. Caminhos computacionais formam um co-conjunto-globular.
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Demonstracdo: Para ver que os caminhos computacionais formam um conjunto globular, é
necessdrio entender o significado de uma n-célula. Dado um tipo A, pode-se considerar que uma
0-célula € simplesmente um termo a : A. J4 uma 1-célula € um caminho entre duas 0-células,
ou seja, um caminho computacional entre dois termos do tipo A. Uma 2-célula seria, entdo,
uma rw-igualdade entre duas 1-células. Seguinte o mesmo raciocinio, uma n-célula € uma
rwy,—1-igualdade entre duas (n — 1)-células. Ora, dado n-célula qualquer 6 e duas n — 1-células
x ey, terd-se que x =p,,_, , y. Define-se, entdo, que 5(0) =xet(0)=y. Basta checar agora as
equacdes globulares. Para isso, considere 0 e ¢ como n-células, com x =rwiu1yp Y €X =rw,_ e V-
Agora considere uma (n+ 1)-célula ¢ tal que 6 =, ¢ «. Entdo, tem-se que:

— x = s(a) = s(t(9))
(s(9)) = 1(8) =y = 1(00) = £(1(9)).

Portanto, as equagdes globulares se sustentam. Como sdo infinitas rw-igualdades, tem-se

infinitas n-células e, portanto, os caminhos formam um co-conjunto-globular.
0J

5.2.2 Composicao Horizontal

Dado um conjunto globular, uma 0-célula é simplesmente um objeto e € representada

pelo seguinte diagrama:

a

J4 uma 1-célula € um morfismo entre objetos, sendo representada por:

o0

2-células sao morfismos entre 1-células. Portanto, sdo representadas pelo seguinte

diagrama:

Como uma 2-célula é uma dimensao maior que 1-células, é possivel compor 2-células
de duas formas diferentes. A primeira forma € a composi¢ao tradicional, denotada por o. O

diagrama
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pode ser representado por:

xoa @

X

Em um contexto de 2-células, a composic¢ao tradicional o € também chamada de com-
posi¢do vertical. Para as 2-células, existe uma composi¢ao adicional que ndo estd presente
nas 1-células. Essa composicao, denotada por oy, € conhecida como composi¢do horizontal

(LEINSTER, 2004). E representada pela transformacdo do diagrama

a b c
o r @
X y
no diagrama:
tos
a c
Xonpo .
yox

Portanto, ao trabalhar com categorias de ordem maior que 1, € necessario levar em
conta esses novos tipos de composi¢ao. No caso das 2-categorias, as 2-c€lulas terdo essas duas
composic¢des. Além disso, a composi¢ao horinzontal também terd que ser associativa e respeitar
as leis de identidade. De forma andloga, as 3-células tem, além das duas composi¢des das
2-células, uma composig¢ao adicional, ja que é de uma dimensao maior. De fato, uma n-célula
possuird n composi¢des. Formalmente, as m composi¢des de m-células € A(m) sdo representadas
por (LEINSTER, 2004):
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A(m) x5 (p) A(m) = {(X',x) € A(m) x A(m) | 7P (x) = s"P(x)}, com p <m

5.2.3 Bicategorias

No capitulo passado, foi visto que os caminhos computacionais induzem uma categoria
fraca. Nesse capitulo, o objetivo serd mostrar que € possivel induzir uma categoria fraca de alta

ordem com duas dimensdes. Essa categoria € chamada de bicategoria. Segue a definicao:

Definicao 5.3 (Bicategorias (LEINSTER, 1998)). Uma bicategoria I" consiste nos seguintes
dados que obedecem os seguintes axiomas:
Dados:

n Colecao de objetos ob I' (os elementos sdo 0-células A, B, ...)
» CategoriasI'(A, B) (essas categorias tem objetos 1-células f, g, ... e setas 2-células ., 3, ...)

s Funtores:

CABC - F(B,C) X F(A,B) — F(A,C)
(8, f) = gof=gf
(B,a) = Bojpa
elg:1—T(A,A) (logo, 14 é uma 1-célulaA — A)

» Os seguintes isomorfismos naturais:

assocCpgf (hg)fgh(gf)
riifola = f
lf:lgof = f

Axiomas:

Dada a seguinte configuragio de 1-células

a

, b
® -@

<

os seguintes diagramas sdo comutativos:
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((uop)or)os @ (uo(por))os
assoc oy 1
assoc assoc
(uop)o(ros) uo((por)os)
assoc 1oy assoc
®
uo(po(ros))
(ropp)os 1SSOC ro(ppos)
r;k Ohl lohl;|<
®
ros

Na literatura de categorias de alta ordem, os axiomas de uma categoria de alta ordem
fraca sdo conhecidos como leis de coeréncia (LEINSTER, 2004).

5.3 Categorias de Alta Ordem Induzidas

O objetivo dessa secdo € provar o importante resultado desse capitulo, isto €, o fato de
que caminhos computacionais induzem uma bicategoria. Além disso, serdo feitas conjecturas

envolvendo categorias com mais que duas dimensdes.

5.3.1 A Bicategoria Induzida

No capitulo passado, foi visto que um caminho computacional € capaz de induzir uma
categoria fraca (que também € uma grupoide) chamada de A,,,. Como foi visto, os morfismos
de A,,, sdo os caminhos entre os objetos do tipo A. Ora, o primeiro passo para se obter uma
bicategoria € gerar uma categoria para cada par de objetos de A,,,. Dados a,b : A, pode-se pensar

em A, (a,b) como sendo a seguinte estrutura:
Definicio 5.4 (Ay,(a,b)). Aznw(a,b) é uma estrutura com objetos e morfismos formados por:
» Objetos: caminhos computacionais s entre a e b, isto €, a = b.

» Morfismos: um morfismo € uma rw-igualdade entre dois caminhos computacionais, isto €,

0:s5s—t,coms et caminhoses =y, 1.
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Dessa forma, pode-se pensar em uma estrutura 2 — A,,,, que possui a mesma estrutura de
A, com a adicao de estruturas Ay, entre cada par de objetos de A . A primeira vista, 2 — A,
parece ser uma possivel bicategoria. O problema € que, como pode-se ver na definicdo 5.3, é
necessario que Aj,, Seja uma categoria no sentido estrito. Porém, as igualdades de A,,,, ndo
se sustentam em um nivel estrito. De forma andloga a A,,,, que apenas se sustenta a nivel de
rw-igualdade, A;,, ird se sustentar apenas a nivel de rwp-igualdade. Para ver isso, basta olhar
a prova da proposigcdo 4.2. A tnica diferenga serd que regras rw; serdo utilizadas no lugar das
regras rw. Ou seja, serdo utilizadas t#,, tsrp, etc. Portanto, A, seria apenas uma categoria
fraca. Felizmente, hd uma forma simples de resolver esse problema. A solugdo é considerar uma
estrutura [A,,,]. Nessa estrutura, a dnica diferenca € que os morfismos passariam a ser classes
de equivaléncia da relacdo de rw,-igualdade. Em outras palavras, se 8 é um morfismo em Ay,
entdo [0, passa a ser um morfismo de [Az,]. Além disso, a composicdo passa a ser definida
como [0, © [@]w, = [0 © @],,. Dessa forma, [A2,,] passaria a obedecer as regras de categoria
de forma estrita. Com isso, pode-se pensar em A, com a adi¢do de [A2,,](a,b) para cada par de
objetos a,b : A. Essa estrutura serd chamada de [2—A,,,]. Antes de provar que [2 —A,,,] é uma
bicategoria, é necessdrio provar que todo morfismo de [Aj,,,] é um isomorfismo (ou seja, que
[A2,] € uma grupdide). Esse fato serd utilizado posteriormente na prova que [2 — A, ] é de fato

uma bicategoria:

Proposicao 5.3. Todo morfismo de [A3,,,| € um isomorfismo.

Demonstragcd@o: Ja que a rwr-igualdade ¢é simétrica, dado um [6)],,,,, sempre € possivel obter a
inversa e [6(0)],. Entdo, tem-se [0, 0 [6(0)]5w, = [0 ©0(0)],. Porém, de LNDEgg —
TRS, tem-se que (0o o(0)) = 1(0(0),0)) >4, pr e, portanto, 6 0 6(0) =5, pr. Logo,
[0 06(0)]w, = [Prlrw,- Analogamente, prova-se que [G(0) 0 0], = [pr]/w,. LOgo, qualquer

morfismo de [A,,,] € um isomorfismo. O

Proposicdo 5.4. A estrutura [2—A,,|, induzida por caminhos computacionais, é uma bicategoria.

Demonstragdo: Para provar essa proposicao, o seguinte diagrama que representa [2 — A, | serd

utilizado:

Como foi visto anteriormente, uma bicategoria precisa ter uma composi¢do horizontal.

O primeiro passo da prova ¢ definir essa composi¢do. Dados [¢t],y, : [s = Q1,..., 0 =]y, €
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[0]/w, @ [r = 61,..., 0y = W],, entdo define-se a composicao horizontal ([0],, o [¢]w,) como
asequéncia [T(s=0,r = 01),...,T(0, 01)...,T(W = 1,0 = W) ] .

O proximo passo ¢é definir os isomorfismos naturais. Para a associatividade assoc, €
necessdrio checar a existéncia de um isomorfismo natural entre (([¥]w, o [0]rw,) On [0, ) €
([W]rw, on ([8] 1w, On [O] 1w, ) )- Para isso, basta usar o fato provado na proposicdo 3.7, que indica
que uma transformacao natural € um isomorfismo sse todas as componentes sao um isomorfismo.
Dessa forma, basta provar que existe um isomorfismo para qualquer componente. Como se
sabe que todo 2-morfismo de [2 —A,,,] € um isomorfismo, entdo basta mostrar que existe um
morfismo entre as componentes. Uma componente de (([],w, o5 [0]w,) € um termo da forma
7(0x, T(6y, y;)), com x, y e z naturais que obedecem a ordem estabelecida pela composigao
horizontal. De forma andloga, a componente equivalente de ([/]nw, o ([0]rw, on [¢t]rw,)) € O
termo 7(7(04, 6)), ¥;) O morfismo entre esses termos € claramente estabelecido pela inversa da
regra 11, 0u seja, T(0t, T(6y, V2)) =gy T((0,6), Y1),

As leis de identidade usam a mesma ideia. Para [, € necessdrio checar que ([0, op
[0pa]rws) =[], Para fazer isso, basca pegar componentes e provar o morfismo. Para ([¢t] -, op
[0pa)rw, ), uma componente genérica é da forma (p,,, o) e para [&],, da forma o,. O morfismo
é estabelecido diretamente: (pp,, &ty) =y, 0.

Analogamente. rj € estabelecido a partir de aplicacdes de ¢rr.

Agora, é necessdrio estabelecer a lei da troca equivalente entre a composi¢ao normal e a

horizontal, ou seja:

([®] 1w, © [8]rwy) on ([X]rws © [0 rwy) = ([@]rws On [X]rws) © ([0]5w, O [ 1)
Comegando por ({9l o [Blws) on (X} ©[0y)). tem-se:

(([@]rw, 0 [0]rw,) o ([X]rw, © [0 rw,)) =
[7(0,9)]rw, on[T(a, X)]rw, =
(01,4500 = @1 ees Ol vy On [(O15 o0 O = X1 e Xt |y =
[T(0t1,01),...,T(0 = X1,01), -, T(Xn,01), -, T(Xns Oy = @1), 0, T( X, O )y

De (([@]rw, on [X]rw,) © ([8] 1w, on [0 rw,))):

(([‘P]rwz Oh [%]rw) © ([O]sz Oh [a]rwz)) =
(It(x1,01), -, Ty @1) oo, T(Xns @t ) w0 [T (01, 61), o, T(Coy O1) 5 ooy T(O, Ot )|y =
[T(01,01),...s T(0, 01),-oes T(Om, B )y ooy T(X1 1)y T(Kns @1 )5 oo, T Xos Ot )] 1wy

A principio, os dois resultados parecem diferentes. Porém, ao olhar atentamente, percebe-
se que esse € um caso perfeito para o uso da regra da escolha independente. Ora, pode-se
ver que as expansdes individuais de cada variavel sdo exatamente iguais, apenas foi modi-

ficada a escolha de cada passo da transitividade. Portanto, tem-se que [7(y,0}),...,T(0, =

leel)a "'7T(XI17 91)7 ooy T(%m em’ = (P1)7 "'7T(XI17 (Pn/)]rWZ —cd, [T(ala 61)7 ...,T((Xm, 91)7 "'7T<amv em/)a
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e T, 01)s s T(Xns 01), s T(Xns @) | rw, - T4 que estd se trabalhando com classes de equiv-
aléncia, a igualdade se sustenta de forma estrita.

Por fim, € necessario checar as leis de coeréncia. Olhando para a definicdo 5.3, é
necessario provar a comutatividade do pentdgono e do tridngulo. Para o pentdgono, pode-se

comegar com ((uop)or)os=1(s,t(r,7(p,u))) e ir para a direita:
(assoc op [Ps]rw, ) (T(s,T(r,T(p,u)))) = t(s,assoc(t(r,T(p,u)))) =

assoc(t(s,t(t(r,p),u))) =t(t(s,t(r,p)),u)
([pu]rwz Oh assoc)(T(T(s, T(I”,p )7u)) = T(assoc(r(s, T(r7p)))7”) =
t(t(z(s,r),p)),u) =uo(po(ros))

Comecando agora pelo mesmo ((uop)or)os=1(s,7(r,7(p,u))) e indo para baixo-

esquerda:

I
Q
—~~
aQ
—

g
~
~—
Q
—

=
<

~

~

assoc(t(s,7(r,7(p,u))))
assoc(T(t(s,r), t(p,u))) = t(t(t(s,r),p),u) =uo(po(ros))

Logo, o diagrama comuta, j4 que foram obtidos os mesmos resultados a partir de
caminhos diferentes. Para o tridngulo, pode-se comecar por ((ropp)os) = t(s,T(pp,r)) € ir

para a direita:

assoc(t(s, T(pp.r))) = T(T(s.95).7)
([0r s 0 ) T(2(s5, o), 7) = (I (25, p5)), ) =

T(s,r) =ros
Agora, comegando pelo mesmo ((ropp)os) = 1(s, T(pp,r)) e indo para baixo-direita:

(7 on [Ps]re ) T (5, T(Pp, 7)) = T(s, 17 (T(P, 7)) =

T(s,r) =ros
Portanto, o segundo diagrama comuta e a prova est4 finalizada. U

Proposicao 5.5. [2—A,,| é uma 2-grupdide fraca.

Demonstragcdo: Conseqiiencia direta do fato que [2 — A,,| é uma bicategoria (proposicdo 5.4),

Ay € uma grupdide fraca (proposicdo 4.3) e [Az,,] uma grupéide (proposigdo 5.3). O
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5.3.2 Categorias Com Mais de Duas Dimensoes

Na subsecdo anteiror, foi construida uma prova formal do fato que os caminhos com-
putacionais induzem uma bicategoria. Da mesma forma que existem as categorias com duas
dimensdes, € possivel pensar em categorias com trés ou mais dimensdes. Na verdade, € até
mesmo razodvel pensar em uma categoria com infinitas dimensdes, chamada de w-categoria. O
grande problema de se trabalhar com categorias de alta ordem, é a complexidade inerente dessas
entidades. Como foi visto, o proprio conceito de bicategoria ja envolve propriedades complexas
e que exigem um certo trabalho para serem verificadas. No caso de categorias de niveis maiores,
€ necessdrio checar mais composi¢oes (ja que uma n-célula possui n composi¢des) além de
que os axiomas (ou seja, as leis de coeréncia) tornam-se cada vez mais complexos. Portanto,
provar que os caminhos computacionais induzem categorias com ordem maior que 2 é um
trabalho ndo-trivial. De fato, esse trabalho se limitard a provar apenas o que ja foi feito na
secdo passada. Porém, € possivel pensar em conjecturas, as quais poderdo se tornar teoremas
a partir de trabalhos futuros. A ideia € que, ja que os caminhos induziram A,,,, a qual € uma
categoria fraca e [2 — A, que é uma bicategoria, a ideia € que a adi¢cdo de uma nova camada
ird resultar em uma 3-categoria fraca (também chamada de tricategoria). Ora, para isso, seria
necessario usar 2 —A,,, e adicionar para cada par de 2-morfismos uma nova categoria As,,,, em
que os morfismos seriam rwp-igualdades médulo rws-igualdade. Nesse caso, seria gerada uma
estrutura [3 — A, ]. O desafio seria, entdo, provar que essa estrutura é realmente uma tricategoria.
Além disso, usando o mesmo raciocinio utilizado para [2 — A,,,], [3 — A,,] passsaria a ser uma
3-grupdide fraca. Estendendo essa constru¢do para um nimero arbitrario de camadas, seria

possivel pensar em [n —A,,]. Entdo, a conjectura seria a seguinte:
Conjectura 5.1. [n—A,,| é uma n-grupdide fraca.

Esse possivel resultado pode ser ainda expandido. Ao invés de limitar a construc¢do para
um numero n de camadas, pode-se pensar em uma estrutura com infinitas dimensdes, ja que
existem infinitas rw-igualdades. Portanto, caminhos computacionais induzem uma estrutura

fraca com infinitos niveis denotada por @ —A,,.
Conjectura 5.2. [0 —A,,| é uma -grupdide fraca.

Transformar essas conjecturas em teoremas serd resultado de grande importancia e serd
o foco de trabalhos futuros. A possibilidade dessas conjecturas serem realmente teoremas € alta,
ja que foi provado por LUMSDAINE (2009); BERG; GARNER (2011) que o tipo identidade tal

qual originalmente formulado por Martin-L6f realmente induz uma @-grupdide fraca.

5.4 Consideracoes Finais Sobre Categorias de Alta Ordem

Esse capitulo serviu para complementar os resultados iniciados no capitulo anterior. O

conceito de categoria foi extendido para uma versdao mais completa conhecida como categorias
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de alta ordem. A possibilidade de caminhos computacionais induzirem categorias de alta
ordem surgiu apds a descoberta de infinitas rw-igualdades. Utilizando os diversos niveis de
rw-igualdades juntamente com conceitos bésicos de teoria de alta ordem, foi possivel provar que
os caminhos computacionais induzem uma estrutura de dois niveis conhecida como bicategoria.
A partir do processo utilizado para obter essa estrutura, foi mostrado que € possivel expandi-lo,
obtendo-se estruturas de niveis ainda maiores. Devido a dificuldade inerente de se trabalhar com
essas estruturas que possuem diversos niveis, conjecturas foram feitas acerca de propriedades
que essas estruturas possivelmente revelardao. O objetivo de transformar essas conjecturas em
possiveis proposicoes e teoremas foi postergado para trabalhos futuros. Esse capitulo também
marca os ultimos resultados matemadticos envolvendo caminhos computacionais que foram

obtidos no presente trabalho.
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Conclusao

Inspirado pela existéncia de uma entidade computacional que estabelece a igualdade
entre dois objetos computacionais, conhecida como caminhos computacionais, esse trabalho
teve dois grandes objetivos. O primeiro foi mostrar que essa identidade pode ser entendida
como um conceito formal da teoria dos tipos. Especificamente, sao os termos que possuem o
tipo identidade como tipo. O segundo objetivo foi estudar as propriedades matemadticas dessa
entidade. Para isso, foram utilizados os conceitos e a semantica da teoria das categorias. O
primeiro objetivo foi desenvolvido no capitulo 2, enquanto o segundo foi desenvolvido nos
capitulos 3,4,5.

A introdug¢do do trabalho foi dedicada a fazer uma breve introducdo sobre os fundamentos
da matemdtica e explicar os problemas associados a teoria que € mais utilizada para servir como
fundamento, que € a teoria axiomatica dos conjuntos conhecida como ZFC. Além disso, a
introducdo explicou como o trabalho seria organizado e dividido.

O capitulo 2 focou inicialmente em introduzir adequadamente a teoria dos tipos. Para
isso, foi mostrado diversos conceitos basicos e essenciais, como o conceito de funcdo dependente.
Também foi mostrado como é possivel construir os naturais a partir dessa teoria. Apds os con-
ceitos basicos serem devidamente introduzidos, um dos conceitos mais essenciais foi explicado,
que € o tipo identidade. Para isso, foi mostrada a abordagem atual com detalhes. Além disso, foi
explicado que a abordagem atual ¢ demasiamente complexa e ndo intuitiva. O préximo passo
foi finalmente introduzir a entidade conhecida como caminhos computacionais. Com isso, foi
possivel mostrar que os caminhos computacionais podem ser entendidos como os termos de um
tipo identidade. A partir dessa interpretacdo, foi possivel introduzir novas regras para o tipo
identidade. Regras essas que mostraram-se muito mais intuitivas e facéis de serem utilizadas em
comparacao com o tipo identidade tradicional.

O capitulo 3 foi inteiramente dedicado a introdu¢do dos principais conceitos da teoria das
categorias. Foi feito uma explicacdo detalhada da defini¢do de categoria, além de ser mostrados
conceitos basicos como dualidade, comutatividade, produtos, isomorfismos, etc. Posteriormente,
conceitos mais avangados, como o de transformacao natural, foram introduzidos. A ideia desse

capitulo foi montar a base necessdria para obter os resultados dos capitulos posteriores, além de
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mostrar uma relacdo entre teoria dos tipos e teoria das categorias.

O capitulo 4 é o primeiro capitulo responsavel por mostrar resultados matemaéticos envol-
vendo os caminhos computacionais. Para isso, foram utilizados os conceitos basicos definidos no
capitulo 3. Inicialmente, foram mostrados exemplos que deixam claro a possibilidade de existir
redundancias dentro de um caminho computacional. Apds isso, foi mostrado a existéncia de um
sistema que mapeia e resolve essas redundancias. A partir das regras desse sistema, foi possivel,
a partir do conceito de caminho computacional, induzir uma estrutura que possui as propriedades
de categoria. Especificamente, foi feito uma diferenciacdo entre uma categoria fraca e uma
estrita e, a partir dessas diferencas, mostrar que a estrutura induzida obdece as regras de uma
categoria fraca. O resultado foi estendido, provando que a estrutura também é uma grupédide fraca.
Com isso, os conceitos de categorias permitiram interpretar algumas propriedades matematicas
dos caminhos computacionais. Além disso, foi dito que essas propriedades estdo de acordo
com resultados anteriormente obtidos por HOFMANN; STREICHER (1994) envolvendo o tipo
identidade tradicional.

Por fim, o objetivo do capitulo 5 foi expandir os resultados obtidos no capitulo 4. Para
isso, foi utilizada uma forma mais avangada de categoria, conhecida como categoria de alta
ordem. O capitulo comega introduzindo a existéncia de diversos niveis de rw-igualdade. Logo
depois, introduz os conceitos bdsicos de cateogiras de alta ordem. A partir desses conceitos
e dos diversos niveis de rw-igualdade, € provado que € possivel induzir estruturas de 2 niveis
conhecidas como bicategorias. Por fim, sdo feitas conjecturas envolvendo estruturas de diversos

niveis.

6.1 Trabalhos Futuros

Diversas dreas desse trabalho podem ser expandidas em possiveis trabalhos futuros.
Uma primeira ideia € expandir o estudo da relagdo entre caminhos computacionais e o tipo
identidade. Uma grande possibilidade de trabalho nessa area € provar diversos teoremas da teoria
homotdpica dos tipos utilizando a abordagem de caminhos ao invés da abordagem tradicional do
tipo identidade. Para isso, o alvo inicial seriam os diversos teoremas presentes em UNIVALENT
FOUNDATIONS PROGRAM (2013). Uma segunda possibilidade seria explorar os conceitos da
teoria das categorias € mostrar como esses conceitos poderiam ser possivelmente expressos a
partir de caminhos computacionais. Seria uma drea promissora, ja que a teoria dos tipos e a teoria
das categorias estdo diretamente conectadas. Entretanto, os resultados que complementariam
diretamente os resultados obtidos nesse trabalho seria um trabalho que focasse em provar as
conjecturas propostas no capitulo 5. Isso tornaria as estruturas dos caminhos computacionais
condizentes com os resultados obtidos por LUMSDAINE (2009); BERG; GARNER (2011), os

quais provam que o tipo identidade tradicional induz uma w-grupdide fraca.
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