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Resumo

Como verificar se uma prova classica também ¢é intuicionista? Em dedugdo natural basta
nao haver ocorréncia da lei do terceiro excluido ou da eliminacao da dupla negacao,
conforme proposto por Gentzen. No seu célculo de sequentes o mesmo resultado é alcancado
restringindo o nimero de formulas no lado direito a no méaximo um. Assim nao ha multipla-
conclusao, embora esta seja importante para a simetria. Hoje ja existem abordagens
que levam isso em conta e propoem calculos de sequentes para légica intuicionista com
varias formulas no consequente. Mas ainda que elas nos fornecam compreensoes do que
diferencia a logica intuicionista da classica, ha o problema da burocracia inerente ao
formalismo de Gentzen. Aqui separamos a légica intuicionista da classica em derivagoes
nao-sequenciais adotando uma abordagem geométrica. Propomos uma versao intuicionista
para dois sistemas de multipla conclusao inicialmente definidos apenas para a légica classica
proposicional: os N-Grafos, apresentados por de Oliveira (2001) e baseado em deducao

natural; e as proof-nets de Robinson (2003), inspiradas no célculo de sequentes.

Palavras-chave: Loégica intuicionista. Grafos de prova. Multipla conclusao. Teoria da

prova. Proof-nets.



Abstract

How to verify if a classical proof is also intuitionistic? Gentzen’s natural deduction only
requires no occurrence of the law of the excluded middle or the elimination of double
negation rule in an intuitionistic derivation. His sequent calculus achieves the same result
by restricting the number of formulas on the right-hand side to at most one, which
removes its multiple-conclusion feature that is important for the calculus’ symmetry.
There are approaches today that take this into account and present solutions for multiple-
conclusion sequent calculi for intuitionistic logic, but while giving us some useful insights
on what constitutes an intuitionistic system, they inherit the bureaucracy from Gentzen’s
formalism. Here we separate intuitionistic logic from classical in non-sequential derivations
by adopting a geometric perspective in our approach. We propose an intuitionistic version
for two multiple-conclusion systems initially defined for propositional classical logic: N-
Graphs, which was presented by de Oliveira (2001) as a symmetric natural deduction; and

Robinson’s proof-nets (2003), that were inspired in sequent calculus.

Keywords: Intuitionistic logic. Proof graphs. Multiple-conclusion. Proof theory. Proof-

nets.
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1 INTRODUCAO

Uma questao relevante em teoria da prova é se duas provas do mesmo teorema
apresentam a mesma justificativa. Por exemplo, considere as seguintes provas em dedugao

natural (DN), sendo apenas a segunda aceita pela 1dgica intuicionista:

[A]1
AV A Ao A

(AvV-AvA A" (Av-A V(A A

Vis
)

Gentzen propds duas formas em DN de diferenciar o célculo classico (NK) do
intuicionista (NJ): adicionar todas as férmulas do tipo A V = A como axiomas, ou a regra
da eliminagao da dupla negacao (GENTZEN, 1935); enquanto Prawitz adota uma regra
especial para a redugdo ao absurdo (PRAWITZ, 1965).

Derivagoes em DN podem ter uma ou varias hipoteses, mas apenas uma conclusao:
a estrutura segue o formato de uma arvore. Embora haja uma ligacdo muito proxima entre
o lambda célculo tipado e NJ, a falta de simetria do formalismo de Gentzen é um obstaculo
para o estudo de suas derivagoes. A regra V — E impoe um momento de reunificagdo e sua
conclusdo nao é necessariamente uma subférmula da sua premissa (GIRARD; TAYLOR,;

LAFONT, 1989). A alternativa ébvia é pensar num formalismo com multipla conclusao.

Quando Gentzen propos o calculo de sequentes, ele definiu um critério simples para
distinguir a versao classica (LK) da intuicionista (LJ): apenas o primeiro permite multipla
conclusao. Todavia, até mesmo LK nao se mostra adequado para o estudo de identidade
de provas. A natureza sequencial da aplicagao das regras distingue provas com a mesma

justificativa, mas que diferem somente pela permutacao de regras independentes:

I T
T, AF B T, A B
T, AnCEB™ T, AF BvD ™

T, ANCEFBVD'™ T, AnCcrBvD™

Se o mesmo exemplo for representado em dedugao natural, a adicao das regras de

conjuncao e disjuncao refletiriam numa tnica derivacao:

[ANC);
Y
z
< — —B
2 BvD !
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As duas derivagoes em sequentes acima sao em esséncia a mesma, porém o sistema
nos forga a escolher uma ordem para a aplicagao das regras, embora elas sejam indepen-
dentes. Isso fica evidente quando vemos o mesmo exemplo refletido numa tnica deducao
natural. Essa restricdo desnecessaria imposta pelo formalismo é comumente chamada de
burocracia. Nao existe uma nocao formal para esse termo, mas ha um consenso em teoria
de prova de que quando duas derivagoes sao “moralmente” equivalentes, mas diferem em
detalhes sintaticos ndo essenciais, isto ¢ devido a burocracia (STRASSBURGER, 2006).

Uma solucao para eliminar essa burocracia é estudar os objetos de prova sob uma
perspectiva geométrica, a qual permite extrair propriedades estruturais de uma prova
usando intuigoes geométricas. As proof-nets de Girard para a logica linear multiplicativa
sem constantes (MLL™) (GIRARD, 1987) foram um trabalho pioneiro e tém inspirado
representagoes por meio de grafos, como os N-Grafos para a logica cldssica (OLIVEIRA,
2001) e o sistema de Robinson (ROBINSON, 2003).

Nesses sistemas as dedugoes apresentam o formato de um grafo. Sao definidas ope-
racoes para obter novos grafos e a partir de caracteristicas geométricas, como conectividade
e os tipos de ciclos presentes, determina-se se a dedugao é correta (critério Danos-Regnier
(DANOS; REGNIER, 1989)). O critério de corretude geométrico também é fundamental
nas provas de completude e corretude. Além dessas estruturas atacarem a burocracia, elas
também expressam provas com multipla conclusao, favorecendo uma representacao mais

simétrica.

Uma vez que NJ e LJ permitem uma tnica conclusao, pode-se pensar que somente
a logica classica pode ser representada com multipla conclusao e que nao ha forma de
estudar a intuicionista sob um sistema mais simétrico e menos burocratico que LJ. Pelo

menos do ponto de vista da simetria, isso ndao é verdade.

Se adotarmos -A = A — | e considerarmos apenas o fragmento proposicional,
entao ¢é possivel considerar a restricdo de cardinalidade no lado direito apenas a regra
— R, como é feito no cdlculo de sequentes LJ de Maehara (TAKEUTI, 1975). Na verdade
ja existem propostas com multipla conclusao até mesmo para essa regra se for adotada
uma relagdo de dependéncia entre premissas e conclusoes (KASHIMA, 1991; PAIVA;
PEREIRA, 2005).

A restricao de cardinalidade de LJ’, quando mapeada para um sistema de multipla
conclusao baseado em grafos de prova, traria um 6nus sobre a natureza nao sequencial
de uma derivagdo em formato de grafos, como acontece com as caixas do conectivo &
(conjungao aditiva) em légica linear (GIRARD, 1987). Por outro lado, se a ideia de
mapear dependéncias numa derivacao em grafo de prova for adotada, seria necessario um

mecanismo de indexacgao capaz de guardar as dependéncias entre premissas e conclusoes

L A regra VR em LJ’ também deve ter uma tnica conclusio. Porém, nesta tese consideramos apenas o

fragmento proposicional em todos os formalismos utilizados.
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no grafo de prova.

1.1 Objetivo e principais contribuicoes

Nesta tese propomos uma versao intuicionista para dois sistemas de multipla
conclusao inicialmente definidos apenas para a légica classica proposicional: os N-Grafos,
os quais sao baseados em deducgdo natural, e as proof-nets de Robinson, inspiradas no

calculo de sequentes.

Ambos originalmente utilizam o critério de Danos-Regnier (DANOS; REGNIER,
1989) e estudaremos como verificar se uma derivagdo cldssica com multipla conclusao
também ¢ intuicionista sob uma perspectiva geométrica. Nosso critério de corretude global
usa o conceito de subderivagoes validas para reconhecer se uma introducao do conectivo

“—7 é aceito pela logica intuicionista.

Como resultado nés investigamos as diferencas entre as logicas classica e intuicionista
sem sacrificar a simetria (nao restringimos a cardinalidade). N6s fazemos isso por meio de
um critério de corretude geométrico global, o qual ndo acrescenta burocracia sintatica nas

versoes classicas ja existentes dos N-Grafos e das proof-nets para a logica classica.

Esse critério de corretude ja captura a relacao de dependéncia entre premissas e
conclusoes, a qual geralmente é expressa por rétulos ou indices em céalculos de sequentes
de multipla conclusao para légica intuicionista. Assim mostramos como é possivel derivar
teoremas na légica intuicionista proposicional num sistema com multipla conclusao, de

maneira nao sequencial e sem rétulos ou indices.

1.2 Estrutura

O Capitulo 3 contém as defini¢oes originais dos N-Grafos e apresenta o conceito
de sub-N-Grafos, os quais sdo fundamentais para a prova de corretude, tanto do sistema
classico, quanto da versao intuicionista proposta. Mas antes, no Capitulo 2, sao discutidos
alguns calculos intuicionistas: desde os apresentados por Gentzen (GENTZEN, 1935),
até os que permitem miltipla conclusao, como FIL (PAIVA; PEREIRA, 2005) e ¢-LD
(KASHIMA, 1991), sendo este tltimo utilizado no mapeamento de corretude dos sistemas
intuicionistas propostos aqui: os N-Grafos (Capitulo 4) e as proof-nets (Capitulo 5). No

Capitulo 6 é discutida a conclusao desta tese e os trabalhos futuros.
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2 INTUICIONISMO

2.1 Introducao

Dedugao natural e calculo de sequentes sao formalismos criados por Gentzen no
seu famoso artigo (GENTZEN, 1935). Um dos méritos do primeiro é tornar o raciocinio
do matematico mais préximo do objeto da prova quando comparado com outros sistemas
de dedugao da légica criados por Russell (WHITEHEAD; RUSSELL, 1913) e Hilbert
(HILBERT; ACKERMANN, 1928), porém a posicao especial da lei do terceiro excluido

dificulta a normalizacao e para isso Gentzen também apresentou o calculo de sequentes.

Neste capitulo discutimos sobre eles e a diferenca entre suas versoes classica e
intuicionista. Embora um calculo de multipla conclusao inicialmente tenha sido necessario
para a prova do Hauptsatz para a logica cldssical, veremos que também h4 cdlculos com
mais de uma conclusao para a logica intuicionista, como c-LD e FIL. Também abordaremos

brevemente a versao intuicionista para as proof-nets para logica linear.

2.2 Logica intuicionista e provas construtivas

As logicas classica e intuicionista definem de forma distinta uma sentenca valida.
De acordo com a primeira, a férmula A é aceita se for sempre verdadeira, enquanto a
segunda exige a existéncia de uma prova construtiva de A. Os conectivos também sao

interpretados de maneira diferente na légica intuicionista (DALEN, 1986):

e uma prova de A A B é formada por uma prova de A e uma de B;
e uma prova de AV B consiste numa prova de A ou uma de B;
e uma prova de = A é uma prova de que A jamais serd provado;

e uma prova de A — B é uma construcao que transforma qualquer prova de A numa

prova de B.

Por exemplo, suponha que A represente a sentenca “P = NP”. Assim —A ¢é a
proposicao “P # N P”. Entao a logica classica aceita a formula AV —A, pois é uma instancia
de lei do terceiro excluido, entretanto isso muda quando olhamos para a proposicao AV —A

sob um ponto de vista intuicionista.

1 Mais tarde Prawitz desenvolveu a normalizagdo para DN (PRAWITZ, 1965).
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A questao P versus NP é um dos problemas mais famosos em aberto na ciéncia
da computagao. Conforme o significado intuicionista da disjuncao visto acima, uma prova
de AV —A seria uma prova de que P = NP ou uma prova de que P # NP, mas hoje
ainda nao temos nenhuma das duas. Logo, a proposicio P = NPV P # NP hoje nao é
valida na logica intuicionista. De maneira geral, como nem sempre temos uma prova de

uma proposicao ou da negacao dela, a lei do terceiro excluido ¢é rejeitada aqui.

Na logica intuicionista também nao é possivel definir um conectivo binario por
meio dos outros: considere agora A = “existem vinte ocorréncias consecutivas do digito 7
na expansao decimal de 7”7 e B = “existem dezenove ocorréncias consecutivas do digito
7 na expansao decimal de 7”. Assim = A V B nao é valido construtivamente (pois nao
temos uma prova de =A nem uma de B), ainda que A — B seja (DALEN, 1986). Todavia,

sabemos que na logica classica temos A -+ B=-AV B.

2.3 Formalismos de Gentzen

2.3.1 Deducao natural

Deducao natural foi proposta por Gerhard Gentzen? como uma tentativa de “definir
um formalismo que reflita com a maior precisao possivel o verdadeiro raciocinio légico
envolvido em provas matemdticas” (GENTZEN, 1935). Diferente dos de Hilbert, seu
calculo nao apresenta axiomas, possui mais regras de inferéncia e permite o descarte de

hipoteses.

H4 regras para introdugao e eliminagdo de cada conectivo légico (Tabela 1). As
derivagoes seguem a estrutura de uma arvore (todas as regras de inferéncia apresentam
apenas uma conclusao) e comegam com hipéteses, as quais podem ser descartadas (fechadas)
por algumas regras (VE, — I e =I). Se uma férmula B ocorre abaixo de uma hipétese A,

mas nenhuma regra acima de B descarta A, entao dizemos que B depende de A.

As regras da Tabela 1 correspondem a versao para logica minimal (NM). O célculo

intuicionista de dedugéo natural (NJ) é obtido com a adi¢ao da regra do absurdo:

1
A

A seguir iremos ilustrar alguns exemplos de provas em DN. Mostramos uma
derivacao da regra da contrapositiva: a partir de A — B concluimos =B — —A. Note que

A — B é uma hipotese aberta.

2 H4 também outros sistemas de deducdo natural, como o proposto por Jakowski (JASKOWSKL 1934),

mas aqui trabalharemos apenas com o sistema de Gentzen.
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Introducao Eliminacao
A B ANB . ANB .
1 1 2
ANB" A" B "
(Al [B;
A B C
AvB'"™ AvB'™" At C YHe
[Al;
B A A— B
Ao B 5 "
[Al;
A —-A
éﬁfm B
- L

Tabela 1 — Regras de introducao e eliminacao.

[=B]s B
1
—A
-B— -A

—FE

-E

—)I(l)

—>I(2)

Vejamos outro exemplo: se =B — —A for valido, nés também temos =(A A =B).
Primeiro suponha que A A =B é valido. Entao ambos A e =B seguem. De =B e nossa
hipétese =B — —A, obtemos —A, que contradiz com A. Agora temos uma contradi¢ao
a partir da hipdétese de que A A =B é valido, portanto na verdade podemos concluir

—(A A =B). A derivagio a seguir reflete nosso raciocinio:

AR _
-B ﬁB—)ﬁA_)E [A/\ B]l/\El
-A - A .
~(AA-B) e

Agora ja temos:

e uma prova de =B — —A a partir de A — B, chamemos de X;

e uma prova de (A A =B) a partir de =B — —A, chamemos de ¥s.
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Portanto podemos usar essas duas derivagoes a fim de chegarmos a uma de
—(AN—=DB) a partir de A — B: apenas precisamos copiar >; no lugar da ocorréncia

da hipétese aberta =B — —A em Y.

[-Bl, B
- .
[AA—Bl; | —1)
-B hEe -B — -A ~oe [A A _‘B]3
—F —A\FE;
—A A 5
T -
~(AA-B) e

Aqui a férmula =B — —A é introduzida e depois eliminada. Isso representa um
detour (desvio) na nossa derivagao: para introduzir a implicacdo precisamos de uma
derivacao de —A a partir da hipétese =B, entretanto ja temos uma derivacao de —B: na
outra premissa da eliminagao da implicagao. Portanto nada é ganho quando deduzimos
=B — = A com a introducao da implicacao e logo depois aplicamos a regra de eliminacao
a este conectivo, logo podemos remover essa ocorréncia de féormula: apenas precisamos

substituir a hipdtese [~B], pela derivagao de =B usada na premissa da regra rightarrowE:

[A A _|B]2 [A]l A— B
NEo —F
B B .
J_ —>I( ) 7[14 /\ _|B]2/\E1
A . A .
ﬁ(A VAN ﬁB) e

Definicdo 1 (premissa menor, premissa maior (PRAWITZ, 1965)). Considere uma regra
de eliminagdo de algum conectivo. Entdo a premissa desta regra que possui o conectivo
eliminado é chamada premissa maior. A outra premissa, se houver, é chamada premissa

menor.

Definig¢ao 2 (férmula méxima (PRAWITZ, 1965)). Uma ocorréncia de formula numa
derivacao ¢ uma formula maxima quando é simultaneamente conclusao de uma regra de

introdugdo e premissa maior de uma regra de eliminacao do mesmo conectivo.

O que fizemos no exemplo anterior foi remover a férmula maxima =B — —A.

Prawitz entao definiu o principio da inversdo:

“Let o be an application of an elimination rule that has B as consequence. Then,
deductions that satisfy the sufficient condition for deriving the major premise of o, when
combined with deductions of the minor premise of o (if any), alread ‘contain’ a deduction
of B; the deduction of B is thus obtainable directly from the given deductions without the
addition of a” (PRAWITZ, 1965).
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Portanto uma férmula méxima representa uma complicacdo em uma deducao e
pode ser removida. Ela também fere a propriedade da subformula: note que toda ocorréncia
de férmula nas nossas duas primeiras derivagoes (X e ¥g) é uma subférmula da concluséo
ou de alguma hipdtese aberta da derivacao, todavia isso nao acontece com -B — —A
quando juntamos as duas derivacoes. Essa complica¢ao pode ser resolvida pois o principio
da inversao garante que féormulas maximas podem ser removidas. Mas dado que Gentzen
ja havia notado essa propriedade especifica do cdlculo de deducao natural, por que ele
precisou propor o calculo de sequentes a fim de obter uma prova de que toda derivagao

pode ser transformada numa sem desvios?

O célculo de deducao natural para a logica classica (NK) foi definido a partir do

calculo NJ de duas maneiras:

e permitindo suposigoes de todas as férmulas da forma [A V —A];

_|_|A
e ou permitindo uma nova regra para a negagao <T)

Essa adicao quebra o principio da inversao e também viola a propriedade da
subféormula conforme mostra o préximo exemplo: a outra parte da lei da contrapositiva

(=B — —-A) — (A — B)), a qual nao ¢é aceita pela logica intuicionista.

[_|B]1 [_|B — _|A]2
[Als —A
L
--B
B
A— B
(=B — —-A) —» (A— B)

—FE

-E

1)

*)I(3)

—)I(Q)

A féormula ——B acima é conclusdo de uma regra de introdugao e premissa da dupla
eliminacao da negacgao. Ela nao é subférmula de qualquer outra férmula da derivagao,
mas também nao pode ser removida. Por isso Gentzen observou que a principio apenas
a deducgao natural intuicionista apresentava as propriedades essenciais para a prova do
seu teorema principal, o Hauptsatz, o qual é valido para ambas as légicas cléssica e

intuicionista3.

2.3.2 Calculo de sequentes

Um sequente é uma expressao do tipo Ay, As,..., A, F B1,Bs,...,B,, e é in-
terpretado como a formula (A; A A A ... ANA,) = (B1V Ba V...V B,,). A sequéncia
finita Ay, As, ..., A, é chamada de antecedente e By, Bs, ..., B, de sucedente. Ambas as

sequéncias podem ser vazias:

3 Von Plato depois provou a normalizacdo para o sistema classico no formato original proposto por

Gentzen (PLATO, 1998).
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T, Ak A
T, ANBFA ™

T, BFA
T, ANBFA™

I AFA TV, BFA
L

.0, AVBFA, AV’

TFA A T, BFA
—L

I, 1), A» BFA, N

THA A

T, —AFA ©

PHA A THB A
T.T'FAAB, A, AV "
TFA, A B, A

TFAVB, A™ Travp, A'™®

T, AF B, A
TFA-B A"

T AFA

TF-A, A "

Tabela 2 — Regras logicas.

e se apenas n = 0, entao o sequente ¢é interpretado como B,V By V...V B,;

e se apenas m = 0, entao significa a negacdo de Ay A Ag A ... A Ay, ie. (A3 A As A
O NAL) = L

e se ambos sdo vazios, entdo representa a contradigao (L).

A deducao natural de uma férmula B a partir das hipoteses A, As, ..., A, pode
ser representada pelo sequente A, Ay, ..., A, = B e uma prova de B (sem hipdtese aberta)
por = B. Para cada regra de introducao e eliminagao em dedugao natural existem uma
regra logica para o lado direito e uma para o esquerdo, respectivamente, no calculo de
sequentes (Tabela 2). No calculo de sequentes hd também regras estruturais (Tabela 3).
Letras gregas representam sequéncias (possivelmente vazias) de formulas separadas por

virgulas.

Derivagoes sao construidas na forma de arvores a partir de sequentes chamados
de axiomas (A F A), que sao as folhas. O sequente final, a conclusdo a ser provada, é
a raiz da arvore de derivagao, onde cada no é rotulado por um sequente. As regras das
Tabelas 2 e 3 representam o célculo para logica classica (LK). O célculo de sequentes para
a logica intuicionista (LJ) é obtido pela adi¢ao da restrigdo de no maximo uma férmula no

sucedente e pela substituicao da regra VL pela seguinte:

I, AFA T/, BFA
T, I/, AVBF A

VL
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Axioma AFA
Enfraqueciment _rea _Ea
aquecimento F,Al—AW Fl_A,AWR
Contraca I, A AFA kA A A
ontragao T.AFA crL TFA A CR
B I A B, T"FA A, A B, A
Permutacao IR

B AT'FA'Y TFA, B A A

Cont TFA, A AT FA
orte F’ Fll—A’ A/ cuT

Tabela 3 — Regras estruturais, axioma e corte.

Vejamos algumas derivagoes em sequentes para as dedugoes naturais X1 e X5 da

secao anterior.

A-A BFB
A A-BFB *
A>B AFB *
A— B, A, -BF ﬁIL
A= B, B, AF o
A—)B, -BF-A
A—BF-B— A oh
BF B AF A
F-B, B T A, —AF "
A -B—-ArB *
-B > -A AF B ”
"B -A AN-BrB "
~B = —A, AA—-B, -BF ’iAh
"B —A AA—B, AN-BF .
“B— A AAN—BF i

~B — ~AF ~(AA-B)

Se compararmos essas derivagoes em sequentes com as correspondentes em deducao
natural, notaremos algumas propriedades interessantes como a conexao entre regras logicas
no lado direito e regras de introducao, assim como regras logicas no lado esquerdo e regras
de eliminagao. Em ¥, descartamos duas ocorréncias da hipétese [A A = B] de uma s6 vez e
isso reflete numa contracao a esquerda. Outra observacao é que a regra de permutacao nao

corresponde a nada em dedugao natural: ela apenas manipula a estrutura do sequente com
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a finalidade de as outras regras atuarem apenas em formulas adjacente ao simbolo “".

H& um problema em nossa derivacdo para =B — = A F =(A A —B): temos uma
derivagdo em dedugdo natural intuicionista para —(A A —B) a partir de =B — —A,
mas num momento utilizamos duas férmulas no lado direito do sequente na derivacao
correspondente em cédlculo de sequentes (F =B, B), logo ela nao é uma derivacao em LJ,

porém é possivel encontrarmos uma em LJ para a deducao em NJ:

BFB
B, B AF A
~BrF-B " A, -Ar "

“B, A, -B— ~Al .

-B, —|B—>—|A, Ak
-B — —-A, =B, A+
-B——-A, =B, AN-BF
-B— A, AN-B, -B}F
-B— A AN-B, AN-BF
-B—-A, AN-BF
"B 5 ~AF ~(AA-B)

1L

NLq

1L

ALo

CL

-R

Se nao levarmos em conta as aplicagoes de permutacao, esta ultima derivagao
usa exatamente as mesmas regras da anterior, assim ambas refletem ¥,. Elas diferem
apenas pela ordem de aplicagao de regras independentes. De fato é possivel definir um
mapeamento de varias derivagoes em sequentes para uma tnica em deducao natural: uma
prova no primeiro pode ser vista como uma instrucao para construir uma dedugao natural

(PRAWITZ, 1965).

Procedemos agora como fizemos com >; e Y na se¢ao anterior: temos derivagoes
em sequentes para A — B+ B — —A e uma em LJ para =B — =A F =(A A =B), entdo

aplicamos a regra do corte entre elas:

BF B
B, ﬁBFLIL
~B. BF A A
“BF-B A —Ar *
—\B, A, -B— Al -t
AFA BFB ~B, -B— A, Ar "
A A BFB © B —A, -B, AF "
A= B AFB ”ﬁL B > —A, =B, AN-BF ALIIL
A— B, A,-BF " -B — A, AN—-B, -BF AL,
A— B, B, AF n -B— A, AN—-B, AN—-BF oL
A— B, -BF-A -B— A, AN—-BF
A— BF-B— -A e ﬂB—>—|A|——\(A/\—\B) o

A— BF—-(AAN-B)

cuT
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Dizemos que =B — —A é a formula do corte e, como a formula maxima no nosso
exemplo anterior, ela viola a propriedade da subférmula: é a tinica da derivacao que nao é
subférmula de nenhuma férmula do sequente final =B — = A F =(A A =B). No sequente
esquerdo a férmula do corte ocorre no sucedente, portanto seu conectivo principal (neste
caso, “—”) representa uma introducdo em dedugao natural. J& no sequente direito a
formula do corte ocorre no lado esquerdo, representando uma eliminagao em deducao
natural. Portanto a formula do corte é, em certo sentido, uma férmula maxima (ZUCKER,
1974). A excecao a esse fato ocorre quando a férmula do corte do sequente esquerdo (direito)

provém de um axioma. Neste caso ela ndo teria origem numa eliminagdo (introdugao).

Todavia vimos que a lei do terceiro excluido ocupa uma posicao especial no calculo
NK e isso complica a normalizagdo. No calculo de sequentes essa peculiaridade é removida
e Gentzen provou o Hauptsatz: toda derivagdo em calculo de sequentes em LJ e LK pode

ser transformada em uma com o mesmo sequente final, mas sem o uso da regra do corte.

A seguir, mostramos uma derivagdo em sequentes para o teorema classico (-B —
—A) — (A — B). Um detalhe é a necessidade de haver mais de uma férmula no lado

direito do sequente.

BF B A A
F-B, B A —A FL%L
A, —-B—-AFB i

—\B—>—\A, AFB
-B—-AFA— B
(=B — —-A) = (A— B)

—R

—R

24 c-LD

Légica de dominios constantes (CD) é uma légica mais poderosa que a intuicionista,
entretanto menos que a classica. CD pode ser obtida pela logica intuicionista por meio da
adigao do axioma Vz(A(x)V B) — (VzA(z)V B), com  nao ocorrendo livre em B. Existe
uma formulagao em cédlculo de sequentes para CD (LD), a qual utiliza as mesmas regras

de inferéncia de LK, com a excecao de — R e =R, em que sao adotadas as versoes de LJ.

Por exemplo, podemos derivar o axioma acima em LD (KASHIMA, 1991):

\/L

A(a) - A(a) B+ B
A(a)V Bt A(a), B
va(A(x) V B) F Ala), B~
Ve (A(x)V B) F VzA(z), B
Va(A(x) vV B) - VYxA(x) V B, B
V(A x)vB) VeA(x) VvV B, YxA(x )\/B
Vax(A(z)V B) - VzA(x) vV B
FVz(A(z) V B) — (Vo A(z) V B)

VL

CR

—R
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Se substituirmos a regra VR por

I' - Aa)

I+ V:BA(x)VRLJ

tal que a ndo ocorre em I, entdo obtemos um calculo equivalente a LJ (o resultado

é conhecido por LJ’, o qual serd abordado na definicdo dos N-Grafos intuicionistas).

Um problema conhecido é que a eliminagao do corte nao funciona para LD (LOPEZ-
ESCOBAR, 1981; NAGASHIMA, 1973). Isso motivou a defini¢do de uma nova versao de
calculo de sequentes para CD. Essa nova abordagem utiliza a nocao de “conexao” para
poder expressar a dependéncia que algumas férmulas do consequente podem ter de algumas
do antecedente (KASHIMA, 1991).

Uma vez que CD se diferencia da légica intuicionista pela adicao de uma regra
envolvendo o quantificador universal, o fragmento proposicional de c-LD é uma forma
alternativa de definir a l6gica intuicionista proposicional (PAIVA; PEREIRA, 2005). Em
c-LD escrevemos A’ ~ B7 para indicarmos que a ocorréncia de férmula B’ do consequente

depende da ocorréncia A’ do antecedente. Os axiomas de c-LD sdo:

o A+ A/, onde A ~ AJ;

o | A onde L ~ A7,

2.4.1 Regras de inferéncia

Para cada regra em LD ha uma correspondente em c-LD (KASHIMA, 1991):

A

L. —
* WL iFA
do superior, logo

wr onde as conexoes entre I' e A no sequente inferior sao herdadas

~v ~ ¢ no sequente inferior < v ~ ¢ no sequente superior

para quaisquer féormulas v € I' e § € A. A pode ou nao conectar-se a alguma
formula 6 € A.

o WR: ésimétrico a WL.
T, Al A2 A

o (CL: I OFA oL onde as conexodes entre I' e A sao herdadas e

A3~ e A ~ § ou A% ~ § no sequente superior

para qualquer § € A.

o (CR: é simétrico a CL.
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o DAL B TEA
‘T, B2, AL, TIF A

sao herdadas do superior.

1L onde todas as conexdes do sequente no sequente inferior

e [R: é simétrico a IL.
‘I‘l—Al,A II, A2+ %

o CUT: I IFA S cuT

— as conexoes de I' e A sao herdadas e também de II e 3;
— nao existem conexdes entre Il e A no sequente inferior;

— para quaisquer v € ' e 0 € X:
v ~ o no sequente inferior < (v ~ A' e A* ~ ¢ nos sequentes superiores.)

T A'FA

I ANBF A/\Ll onde as conexoes de I' e A sdo herdadas e para cada § € A

° /\Lli

A A B? ~ § no sequente inferior < A' ~ § no sequente superior

e ALsy: é andlogo a ALj.
'FI—Al,A I+ B2 Y

o A\R: AR onde:
O IIFAAB3 A X
— as conexoes de I' e A sdo herdadas (o mesmo acontece com Il e X);
— nao ha conexoes entre I' e ¥ no sequente inferior (similarmente para IT e A);
— para quaisquer v € I' e w € 1I:
v ~ A A B? no sequente inferior < + ~ A' no sequente superior
7 ~ A A B? no sequente inferior < 7 ~ B? no sequente superior
e VVL: simétrico a AR;

VR;: simétrico a ALq;

V Ry: simétrico a ALs;

L TEALA T RS
) .
T,1, A— B3F A, ¥

—L onde:

— as conexoes de I' e A sdo herdadas (o mesmo acontece com II e X);
— nao ha conexoes entre I' e ¥ no sequente inferior (I e A idem);

— para quaisquer v € ' e 0 € X:
A — B* ~ ¢ no sequente inferior < B? ~ ¢ no sequente superior

v ~ o no sequente inferior < (v ~ A' e B® ~ ¢ nos sequentes superiores)
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T, AR B2 A
‘"THFA— B3 A

e — R+ —R+ onde para quaisquer v € I'e § € A:

— as conexoes de I' e A sao herdadas;
— A' % § no sequente superior;

— v ~ A — B3 no sequente inferior < v ~ B? no sequente superior

Apesar de todas as regras manipularem conexoes, apenas — R+ as utiliza de fato.
Dessa forma, se eliminarmos os quantificadores e considerarmos A = A — L, podemos
usar as regras de LK (multipla conclusao) e verificar as dependéncias na hora de descartar

uma hipotese (regra — R+) a fim de obtermos um célculo intuicionista.

Além de provar o teorema da eliminacao do corte para c-LD, Kashima também
mostrou que c-LD ¢é equivalente a LD: é possivel substituir todas as ocorréncias da regra
— R+ pela versao intuicionista de — R (KASHIMA, 1991; KASHIMA; SHIMURA, 1994).
A préxima segdo apresenta outro calculo de multipla conclusao que também modela a

légica intuicionista proposicional utilizando dependéncias, como c-LD.

2.5 FIL

Embora ambos os calculos propostos por Gentzen para logica intuicionista (NJ
e LJ) sejam de uma unica conclusao, ja vimos com c-LD que isso ndo é obrigatério. Se
em LK nés podemos num sequente I' H A descartar qualquer hipotese aplicando a regra
— R a qualquer conclusao, na légica intuicionista é necessario um controle adicional. O
sistema FIL propoe realizar este controle por meio de uma indexacao das férmulas (PAIVA;
PEREIRA, 2005).

Definigao 3 (sequente decorado). Um sequente decorado € uma expressio no formato
Al(”l)? R Ak(nk) - Bl/Sb s 7Bm/Sm

onde:

o A para (1 <i<k)eB,para (1 <j<m) sdo formulas;

e n; para (1 < i < k) é um nimero natural e chamado de indice de A;. Os indices de

cada ocorréncia de formula do antecedente devem ser distintos,
o S;para (1 < j <m) éum conjunto de indices e representa o conjunto de dependéncia

de Bj.

Cada féormula do antecedente apresenta um indice distinto, enquanto cada uma

do consequente guarda no seu conjunto de dependéncia os indices de todas férmulas do
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antecedente de que dependem. Esse mecanismo tem papel semelhante a relagdo de conexao
em c-LD: sempre que uma hipdtese é descartada por uma aplicacao da regra — R, é

verificado se alguma outra férmula no consequente depende da hipotese descartada.

Mas, antes de vermos as regras de inferéncia de FIL, é preciso definir algumas nota-
¢Oes. Suponha que A representa um conjunto de férmulas indexadas com seus respectivos

conjuntos de dependéncia B;/Si, ..., Bn/Sm, entdo:

e se S é um conjunto de nimeros naturais, A[k|S] representa a troca de cada S; em A

tal que k € S; por (S; —{k})US;
e A\ {n} é a mudanga de cada S em A tal que n € S por S — {n};

o Alk,S'] é a substituigao de cada S em A tal que k € S por SU 5.
Algumas observagoes referentes a Tabela 4:

e na regra WL on é um novo indice e A* é obtido a partir de A pela adicao de n a

pelo menos um dos conjuntos de dependéncias S de A;
e k representa um novo indice em VL;

e em — R temos n € S e para cada S’ em A, n ¢ S’. Em outras palavras, exige-se

que B seja a unica ocorréncia de férmula dependente de A.

Apresentadas as regras do calculo, vejamos como fica a primeira derivagao em
célculo de sequentes feita na Segao 2.3.2 para A — B+ -B — = A (em FIL a negagao é
definida por meio da implicacdo no formato - X = X — 1):

A1) = A/{1} B(2)F B/{2}
A1), A— B(2)F B/{1,2}
A= B@), AOFB{L2Y Y L@3)F L1/{3)
A= B(2), A1), B — L(3)F L/{1,2,3}
A= B2), B— L(3), A(D)F L/{1,2,3}
A—B(2), B—L13)FA— 1/{2,3}
A= B2)F(B—1)—=(A— 1)/{2}

—L

1L

—R

—R

No exemplo anterior em momento algum ha mais de uma férmula no lado direito
do sequente, logo a restricao da regra — R nao ¢é de fato usada. Vejamos um caso em que
ela valida uma aplica¢do com mais de uma conclusao (as aplica¢oes de permutacao nao

sao exibidas):
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An) F A} "

L(n)F A J{nY, ..., A/{nt "

THA/S, A T, An)F A’

T, I'F A A[n|S]

L Bm), I'FA
I'y B(m), A(n), I+ A

_rra
I, A(n) F A*

r, A(n), A(m)F A
I, A(min(n,m)) F Almaz(n, m)|{min(n,m)}]

CL

AL

I, A(n), B(m)F A
[, AA B(min(n,m)) F Almax(n, m)|{min(n,m)}]

I, Am)FA TV, B(m)F A
T, IV, AV B(k) F Aln|{k}], Am|{k}]

VL

THA/S, A TV, B(n)k A
[, I', A= B(n)F A, A'n, S]

—L

cur

A, A/S, B/S', N

TFA, B/S, AJS, A"

I'FA
A/}, A"

T+ A/S, A/S, A
TFA/SUS, A

CR

THA/S, A T'FB/S, N

T, T'FAAB/SUS, A, N

T+ A/S, B/S', A
TFAVB/SUS, A

VR

T, A(n) - B/S, A
I'FA—B/S—{n}, A~

R

AR

Tabela 4 — Regras de FIL.



Capitulo 2. INTUICIONISMO 32

Al A/{1} L B3)+ B/{3} L(4)+ D/{4}
C(2), A(1)F A/{1,2} B(3), B— 1(4)+F D/{3,4}
AV (B — 1)(5), C(2), B(3)F A/{2,5}, D/{3,5}
AV (B— 1)(5), C(2)+ A/{2,5}, B— D/{5}
AV (B— L)b)+FC — A/{5}, B— D/{5}
AV (B— L)b)F(C— AV (B— D)/{5}

VR

Note que ambas as aplicagoes da regra — R foram feitas quando havia mais de
uma férmula do lado direito, mas elas respeitam a condicao de FIL, logo o sequente
final é valido na légica intuicionista. Num sistema com uma tnica conclusao seria preciso
permutar essas duas aplicagdes para cima da inferéncia VL, conforme vemos abaixo na

derivacao do mesmo sequente em LJ:

B+ B
AFA ~B, BF "
A CFA ~B, BFD
AFC A " BrB—=D "

VR, V Ry

AF(C = AV (B— D) -BF(C— A)V(B— D)
AV-BF (C— AV (B— D)

VL

Tanto ¢-LD quanto FIL sao calculos de multipla conclusao e impoem restri¢goes
para o descarte de hipétese quando uma implicacao e introduzida no lado direito do
sequente. Sem as devidas restrigoes, volta-se a logica classica. Num dos exemplos de FIL
passamos por um sequente AV (B — L1)(5), C(2), B(3) - A/{2,5}, D/{3,5} e nele
poderiamos descartar a hipdtese C'(2) ligando a A/{2,5} ou B(3) ligando a D/{3,5},
entretanto A V (B — L)(5) nao pode ser descartada. Esta condigao é o que diferencia a
légica proposicional classica da intuicionista: na primeira toda hipdtese é global, enquanto
na segunda algumas podem ser apenas locais (PAIVA; PEREIRA, 2005).

2.6 Logica linear intuicionista

Assim como o calculo LJ é obtido ao restringir a cardinalidade do consequente em
LK, o mesmo acontece com a logica linear intuicionista. A principio, uma consequéncia é a
auséncia do conectivo p. As regras dos conectivos para o fragmento multiplicativo (IMLL)

sao exibidas na Tabela 5.

Ha também uma forma de apresentagao com férmulas apenas no lado direito do
sequente, as quais foram adotadas por Lamarche quando este definiu essential nets, as
proof-nets da légica linear intuicionista (LAMARCHE, 2008). Para isso usam-se polaridades
a fim de distinguir as “entradas” (férmulas negativas, originalmente lado esquerdo) das

“saidas” (positivas, lado direito). O procedimento recursivo descrito a seguir, onde a
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T, A, BFC A4 TI'FB
T, Ao BFC " I, T'FA®B "
I'FA T, BFC T, A B

R

L

I,I', A~BFC 'FA—-B

Tabela 5 — Regras logicas para IMLL.

N

?4»

+ + + -
&t ®~
Figura 1 — Links para IMLL (MURAWSKI; ONG, 2006).

representa um atomo, é utilizado para representar sequentes com férmulas apenas no lado
direito (MURAWSKI; ONG, 2006):

’_Cl—l — CL+

Lalt=a
rAQ B1=rATgtrp?
LA® Bo=LALp LB
"TA— B7=_A,p " B7
LA—By="TA"® LBy

Definigao 4 (sequente balanceado). Um sequente € dito balanceado se cada dtomo ocorre

exatamente duas vezes, sendo uma vez com polaridade positiva e outra negativa.

Considere X, ..., X, FY um sequente balanceado em IMLL. Entao sua essential
net ¢ um grafo direcionado resultado da uniao disjunta das arvores sintaticas das férmulas
LX1d, ..., LX,1, TY 1 cujas arestas sao orientadas de acordo com os links da Figura 1.
Os links de axioma sao responsaveis por conectar as arvores: para cada atomo a ha uma
aresta de a™ para a= (MURAWSKI; ONG, 2006).
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Figura 2 — Essential net parabk f @ ((c —oc® f) o e®d) —o (b o b®e)® (a — a®d)
(MURAWSKI; ONG, 2006).

Proposicao 1 ((LAMARCHE, 2008)). Um sequente b X1, ..., 1 X,a, "Y' de um
unico lado é provavel se e somente se o sequente de dois lados X1, ..., X, FY também
for.

Definicao 5 (Critério de corretude (LAMARCHE, 2008)). Uma essential net é correta
quando ¢ aciclica e para cada link ", qualquer caminho partindo da raiz que alcanca a

premissa negativa do link deve passar pela premissa positiva.

Por exemplo, considere o sequente - f®((¢c —o c® f) —o e®d) —o (b —o bRe)®(a —o
a®d). Para sabermos se ele é aceito em IMLL, aplicamos as polaridades a fim de obtermos
a correspondente essential net (Figura 2). Como esta atende ao critério de corretude, o

sequente é valido. Abaixo podemos ver uma derivagdo para o mesmo:

eFe bFD o d-d ata o

e bFboe . d aFaod"® .
fEf ckec ekFb— (b®e) dFa— (a®d)
————— QR ®R
fickeaf e, db(b— (b®e)) ® (a — (a®d)) oL

frec—(c®f) —h eRdF(b— (b®e))® (a —o (a®d))
f, (c—o(c®f)) —o(e@d)F(b—o(b®e)®(a— (a®d))
fO(c—=(c®f)) —=(e®d)b(b—(b®e)) X (a— (a®d))
Ff®((c—(c®f)) —(e®d)) = (b— (b®e) ®(a—o (a®d))

Em c-LD e FIL vimos calculos de sequentes com relagoes de dependéncia para
validar introdugoes da implicacao no lado direito de acordo com a logica intuicionista.
A principio todas as regras de IMLL sdao de no maximo uma conclusao (Tabela 5), mas
essential nets, que é um sistema de proof-nets, adota polaridades para simular sequentes

com férmulas apenas de um lado.

Além da aciclicidade, uma essential net também deve atender a uma condi¢ao
especial para cada link ', os quais surgem justamente na traducao de féormulas com a
implica¢ao no lado direito: "A — BT = L ALp™™ B™. No Capitulo 4 veremos como verificar

se uma prova classica também ¢ intuicionista num sistema com grafos de prova.
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2.7 Conclusao

Neste capitulo estudamos os sistemas de Gentzen para a logica proposicional.
Derivacoes em deducao natural tém a vantagem de serem mais proxima do pensamento
humano do que os sistemas de Hilbert. Entretanto, por causa da posi¢ao especial da lei do
terceiro excluido em NK, Gentzen também propds o calculo de sequentes e com ele provou
o Hauptsatz para ambas as logicas classica e intuicionista. Uma diferenga importante de

LK para os outros trés sistemas (NJ, NK e LJ) é que ele é o inico com multipla conclusao.

Em seguida vimos alternativas para légica intuicionista com multipla conclusao:
c-LD e FIL. Ambos usam um mecanismo adicional (conexoes e indices, respectivamente)
para validar a introducao de uma implicacdo. No caso da logica linear, Lamarche adotou
polaridades para representar férmulas apenas do lado direito do sequente. Como os N-
Grafos, os quais serao apresentados no proximo capitulo, permitem multiplas premissas e
multiplas conclusoes, seguiremos a estratégia de c-LD e FIL para definirmos uma versao

intuicionista no Capitulo 4.
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3 N-GRAFOS E SUB-N-GRAFOS

3.1 Introducao

Proposto por de Oliveira, N-Grafos é um calculo de dedugao natural simétrico
com a presenca de regras estruturais, semelhante ao cdlculo de sequentes. E um sistema

de provas de multipla conclusao para légica classica onde as provas sao construidas no
formato de grafos dirigidos (digrafos) (OLIVEIRA, 2001).

Devido a essas caracteristicas, o sistema se assemelha a outros de miiltipla conclusao
para a légica classica, que da forma como foram criados, apresentam uma solu¢ao para o
problema da falta de simetria do sistema de dedugao natural. Citamos, por exemplo, as
tabelas de desenvolvimento de Kneale (KNEALE, 1958), o refinamento dessa proposta
feita por Shoesmith & Smiley (SHOESMITH; SMILEY, 1978) e o calculo proposto por
Ungar (UNGAR, 1992).

Os N-Grafos sao definidos de maneira semelhante a proof-nets, adotam o critério
de Danos & Regnier para identificar derivagoes validas (DANOS; REGNIER, 1989). A
préxima secao apresenta a definicao do sistema e em seguida o conceito de sub-N-Grafo
é trabalhado (CARVALHO et al., 2014), mas com a versao estendida para também
contemplar a implicacao e obter a sequentizacao completa (CARVALHO et al., 2017).

A letra “N” em N-Grafos é uma alusido ao termo “natural” de dedugao natural. A
proposta do sistema é ser um calculo de miltipla conclusao simétrico para o formalismo
de uma tnica conclusao proposto por Gentzen. Entao no Capitulo 4 apresentamos nossa

proposta de um calculo de miltipla conclusao para a logica intuicionista.

3.2 Grafos de prova

E adotada a linguagem usual da légica proposicional, na qual as férmulas sdo cons-
truidas a partir de um alfabeto que inclui os simbolos para os conectivos “A” (conjungao),

2

“v7” (disjungado), “=” (negagao) e “—” (implicagao); os simbolos de constantes “L” (falso) e

“T” (verdadeiro); os parénteses; e um conjunto enumeravel de variaveis: A, B, C etc.
As provas sao digrafos (grafos direcionados). Seus vértices sao rotulados por ocor-
réncias de formulas e as arestas, as quais simbolizam os passos atémicos da derivagao, sao

reproduzidas pelos links. Em seguida definimos alguns conceitos dos N-Grafos (OLIVEIRA;
QUEIROZ, 2003) inspirados no trabalho de Carbone (CARBONE, 1997).

Definigao 6 (ponto de ramificagdo). Um ponto de ramificagdo em um digrafo é um vértice
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U U u u
4 V] vy oV

Figura 3 — Tipos de links.

com pelo menos trés arestas incidentes a ele.

Definigao 7 (ponto de ramificagdo convergente). Um ponto de ramificacdo convergente

em um digrafo é um vértice com duas arestas orientadas para ele.

Defini¢ao 8 (ponto de ramificagao divergente). Um ponto de ramificacao divergente em

um digrafo é um vértice com duas arestas orientadas saindo dele.

Ha& trés tipos de links:

Defini¢ao 9 (link convergente). Um link convergente é um conjunto {(uq,v), (ug,v)} em
um digrafo em que v é um ponto de ramificacao convergente (grafo mais a esquerda da

Figura 3). Os vértices uy e ug sdo as premissas do link, enquanto v € a conclusdo.

Definigao 10 (link divergente). Um link divergente é um conjunto {(u,vy), (u,v2)} em
um digrafo em que u é um ponto de ramificagdo divergente (grafo do meio da Figura 3).

O vértice u € a premissa do link, enquanto vy e vy sdo as conclusoes.

Definigao 11 (link simples). Um link simples é uma aresta (u,v) em um digrafo a qual
ndo pertence a um link convergente nem a um divergente (grafo mais a direita da Figura

3). O vértice u é a premissa do link e v é conclusao.
Definigao 12 (grafo de prova). Um grafo de prova é um grafo conexo orientado o qual
atende as sequintes condigoes:

e cada vértice € rotulado com uma ocorréncia de formula;

e as arestas sio de dois tipos (“meta” e “solida”) e as meta-arestas sao rotuladas por

um umv ((U,U)m),'

e ha trés tipos de links (convergentes, divergentes e simples), os quais podem ser vistos

nas Figuras 4, 5, 6 e 7;

e todo vértice € conclusao de no mdximo um link e premissa de no madzrimo um link.

No6s também podemos adotar para os links a classificagao usada nas regras do

calculo de sequentes, dividindo-os entre links logicos e estruturais.



Capitulo 3. N-GRAFOS E SUB-N-GRAFOS

38

A B 1
v—I; v—1Is (L—simple weak)

AV B AvB A

AANB ANB A
A—E1 A—Es (T—simple weak)

A B T

Figura 4 — Links simples

ANV VA4

ANB B L A
N—1T ——F -—FE
(L—link)

T—focussing weak

Figura 5 — Links conjuntivos convergentes.

AV B T B A
A B A -A A A—B A L
V—FE -—1I ——1T 1 —defocussing weak
(T—link)

Figura 6 — Links disjuntivos divergentes.

A A A
" - "
A A A
contraction expansion

Figura 7 — Links de contracao e expansao.
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Defini¢ao 13 (link l6gico). Os links N — I, N — Ey, N —FEy, V=1, V-1, V—
E, =——I, =——FE, — —1, — —F sdo ditos l6gicos.

Definigao 14 (link estrutural). Os links L — simple weak, T — simple weak, T —

focussing weak, L —defocussing weak, contragdo e expansao sdo chamados estruturais.

Os links légicos sao usados para reproduzir os passos dedutivos num grafo que
represente uma derivagao valida. Esses passos dedutivos se assemelham aos passos de uma
derivacao em DN. Observe que o T — link age como a lei do terceiro excluido. Um link
estrutural expressa a aplicacdo de uma regra estrutural do cdlculo de sequentes: permite
enfraquecer a prova (T — focussing weak, L — defocussing weak, T — simple weak e
1 — simple weak), duplicar premissas (expansao) a agrupar conclusoes em classes de

equivaléncia (contragao).

Nao ha link para simular uma permutacao uma vez que em um grafo de prova a
ordem das premissas nao importa para a aplicacao das regras de derivagao. Os axiomas
sao representados por grafos de prova com apenas um vértice (sem arestas): um simples
no6 rotulado por A é uma derivacio valida e reproduz um axioma A F A no calculo de

sequentes.

Definigao 15 (grau de entrada sélido). O grau de entrada sélido de um vértice v num

grafo de prova é o numero de arestas solidas orientadas para ele.

Defini¢ao 16 (grau de saida sélido). O grau de saida solido de um vértice v num grafo

de prova € o numero de arestas solidas orientadas saindo dele.

Os graus de entrada e saida meta sao definidos analogamente. O conjunto de
vértices com graus de entrada solido e meta iguais a zero num grafo de prova G sdo as
premissas e ¢ representado por PREMIS(G). J4 o conjunto dos nés com grau de entrada
solido igual a zero e grau de entrada meta igual a um sao as hipdteses canceladas de G
e representado é por HY POTH (G). Por outro lado, os vértices com grau de saida sélido
igual a zero sao as conclusoes e esse conjunto é simbolizado por CONC(G). Um grafo de
prova denota uma tentativa de dedugao do sequente PREMIS(G) F CONC(G).

Na Figura 8 ha trés grafos de prova que ilustram a necessidade de distinguirmos
os ciclos! validos dos nao validos. O primeiro (mais & esquerda) representa uma “prova”
invalida para AV B+ A A B. Os outros reproduzem derivagoes corretas para AV A A e
AF AN A. Portanto torna-se necessario identificar os ciclos validos em um grafo de prova

e aqui os links de contracao e expansao tém um papel fundamental.

Outro aspecto muito importante na validagao de um grafo de prova é a identificacao

do uso correto do link — —7. No céalculo de Kneale nao héa regra para descartar premissas,

L A direcdo das arestas nao serd considerada quando analisarmos se um grafo de prova é conexo ou se

possui ciclos.
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AV DB AV A A
1/\ 1/\ g

A B A A A A
ANB A ANA

Figura 8 — Grafos de prova com ciclos.

enquanto nos de Ungar e Gentzen quando uma implicagao é introduzida, ela pode eliminar
um nimero arbitrario de premissas (inclusive zero). Nos N-Grafos esse descarte ¢ feito de
maneira mais controlada, o que também dificulta a tarefa de identificar grafos de prova

invalidos.

3.2.1 Critério de corretude

Similar ao critério de Danos & Regnier (DANOS; REGNIER, 1989), definimos os

seguintes subgrafos associados a um grafo de prova.

Definigao 17 (chaveamento). Dado um grafo de prova G, um grafo de chaveamento S(G)
associado a G é um subgrafo gerador® de G em que as sequintes arestas sao removidas:

uma de cada link de expansao e uma de cada link de contracao.

Defini¢ao 18 (meta-chaveamento, aresta virtual). Dado um grafo de prova G, um grafo
de meta-chaveamento S(G) associado a G é um grafo de chaveamento de G no qual cada
link com meta-aresta {(u,w), (u,v)™} € substituido por uma das sequintes arestas: uma de

u para w, ou uma de v para w, que é chamada aresta virtual.

Defini¢ao 19 (N-Grafo). Um grafo de prova G é um N-Grafo quando todo grafo de

meta-chaveamento associado a G € aciclico e conezxo.

Conforme visto nas defini¢bes acima, contracdo e expansao sao especiais. Eles
sao chavedveis (uma aresta é removida em todo meta-chaveamento) e a geometria deles
contradiz com a semantica. Embora convergente, a contragao tem uma semantica disjun-
tiva, enquanto a expansao ¢é divergente, mas é conjuntiva. Isso significa que as formulas
conectadas por esses links em um grafo de prova devem estar ja conectadas de alguma
outra maneira a fim de que a derivacao seja valida. Isso explica o porqué do segundo e

terceiro grafos de prova da Figura 8 serem N-Grafos e o primeiro nao.

O link — —I também ¢ fundamental no critério de corretude. Sua premissa (B)
e a hipétese cancelada (A) precisam estar previamente conectadas de algum modo na
derivagao para o grafo de prova ser correto. Por isso o meta-chaveamento deve escolher

conectar A — B a A ou a B. No primeiro grafo de prova da Figura 9 a conclusao do link

2 Um subgrafo gerador é um subgrafo G; de G com todos os vértices de G.
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A A AV B

| P,
AV B AV B (AvB) = A
T =
R A= (AVB) (AVB) > A N\
AV B MV B
(AVB) > A

Figura 9 — Meta-aresta: um uso invalido para = AV B e outro correto em - (AVB) — A, B.

— —1éA— (AV B) (n6 w), logo esta férmula ja carrega uma dependéncia de A (né v)

e a meta-aresta remove-a do conjunto de premissas.

O problema neste caso é a outra ocorréncia de A, a qual é usada pelo link — —F
para chegar a uma “prova” de - AV B. O critério de corretude captura isso quando o
meta-chaveamento escolhe a aresta virtual, que liga A — (AV B) a A (liga v e w), e 0
resultado nao é uma arvore (grafo aciclico e conexo). Essa situagdo nao acontece no outro

grafo de prova da Figura 9: todos os meta-chaveamentos sao aciclicos e conexos.

Corretude e completude foram provados pela primeira vez por meio de um ma-
peamento entre N-Grafos e LK (OLIVEIRA, 2001), porém, diferente da sequentizagao
de proof-nets, a prova original ndo contempla o conceito de subderivagao. Inicialmente a
defini¢do de sub-N-Grafos para a prova de corretude nao incluia a implicagdo (CARVALHO
et al., 2014), mas na segdo a seguir estendemos para o sistema completo (CARVALHO et
al., 2017).

3.3 Sub-N-Grafos

Desde que proof-nets para MLL™ foram introduzidas por Girard (GIRARD, 1987),
varios estudos foram realizados na prova de corretude desse sistema. O primeiro critério
foi mo shorttrip condition: Girard usou a nocao de trips para definir impérios e provou
que se todas as formulas terminais numa proof-net R forem conclusoes de links times ou
de axiomas, entdo pelo menos um link terminal ® (tensor) divide R em duas partes (a
conclusdo deste link é chamada de “né split™). Apoés o trabalho de Danos & Regnier
(DANOS; REGNIER, 1989), tornou-se possivel definir impérios usando grafos DR e,
com esta nova nogao de impérios, Girard provou a sequentizagdo para a primeira ordem

(GIRARD, 1991).

Outro avango na prova de corretude de proof-nets foi obtido pela introducao de um
novo tipo de subnets. Para uma ocorréncia de féormula A numa proof-net R, nés sempre

podemos construir a maior e a menor subnet de R que possuem A como suas conclusoes

3 Um link terminal f@% é split quando a sua remocao, juntamente com a conclusdo A ® B, produz duas

proof-nets disjuntas.
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(o império e reino de A, respectivamente). Uma vez que a nogao de reinos foi introduzida,
Bellin & van de Wiele produziram uma elegante prova do teorema de sequentizacao

utilizando propriedades simples das subnets. Uma delas é a ordem estrita gerada pelos
reinos (BELLIN; WIELE, 1995).

Uma bela generalizacao desta prova foi feita por Robinson (ROBINSON;, 2003).
Ele notou que a técnica de Danos & Regnier depende apenas do formato das regras (ou
seja, independe da légica envolvida). Nesta segao, além de mostrarmos uma nova prova de
corretude para os N-Grafos, nos definimos um método generalizado de fazer cortes precisos
em provas para légica classica. Isso acontece porque a presenca num N-Grafo do né split,
o qual é capaz de separa a derivacao em duas subderivagoes validas e disjuntas, ocorre no

meio da prova, diferente de proof-nets, em que o né split ¢ sempre uma formula terminal.

Defini¢ao 20 (subgrafo de prova, sub-N-Grafo, porta superior, porta inferior). Dizemos
que H ¢ um subgrafo de prova de um grafo de prova G se H é um subgrafo de G e também
um grafo de prova. Se um vértice v rotulado por wma ocorréncia de formula A é tal que
v€ PREMIS(H) (ve CONC(H)), entao A é uma porta superior (inferior) de H. Se H

também. for um N-Grafo, entdo ele é um sub-N-Grafo.

Na Figura 10 temos um N-Grafo para AN (BVC)F (AAB)V (AAC) e um
sub-N-Grafo seu Ny, que é uma derivagao para AN (BV C)F AA B, AAC. As portas

superiores e inferiores sao destacadas.

Considere N; e Ny sub-N-Grafos de um N-Grafo N. Entao nés temos:
Lema 1 (Unido (CARVALHO et al., 2014)). Ny U Ny é um N-Grafo sse Ny N Ny # ().

Lema 2 (Intersecgao (CARVALHO et al., 2014)). Se Ny N Ny # ), entao Ny N Ny é um
N-Grafo.

O sub-N-Grafo Ny na Figura 11 tem duas portas superiores (A e BV C) e sua
porta inferior é (A A B) V (A A C). Dada que a intersecgao entre Ny e Ny nao é vazia, o

resultado também é um sub-N-Grafo.

3.4 Impérios do norte e do sul

Definigao 21 (Impérios do norte, do sul e total). Seja A uma ocorréncia de formula num
N-Grafo N. O império do norte (sul), representado por eA" (eAy ), é o maior sub-N-Grafo
de N que possui A como uma porta inferior (superior). O império total de A (wA) é a

uniao de eA" e eA, .
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Ny
(AAB)V (ANC) (A/\B) (ANC)
~§A L"
(AAB)V(ANC)
Figura 10 — Sub-N-Grafo e suas portas.
|  TAA(BvCO) |
& a
L an@ve) AA(BVC) Lo
I L I N1 NN,

(AAB)V(ANC) (AAB) \/ A/\C)

-~
-~
-~ i
- s

A L

o AABNVIAAG i

Figura 11 — Interseccao.
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B A
m \ |:>
A

A— B A— B

Figura 12 — Como S” e S, enxergam um link — —1.

Se provarmos que eA”" e eA,, existem, entao é imediata a existéncia de wA pelo
Lema 1. Apresentamos duas construgoes equivalentes dos impérios e provamos algumas

propriedades.

Definig¢ao 22 (S”(N, A) (componente do norte) e S, (N, A) (componente do sul)). Con-
sidere A uma ocorréncia de formula num N-Grafo N e S um meta-chaveamento associado.
Se A é uma premissa de um link com conclusio A" e a aresta (A, A") pertence a S(N),
entdo remova e S™(N, A) serd a componente que contém A e SN(N, A) serd a outra (se A
¢ premissa de um link disjuntivo divergente diferente de — —1I, entdo SN(N, A) apresenta
duas componentes). Se A nao é premissa de algum link em S(N), entao SM(N, A) é S(N)
(SN(N, A) é vazio). Sy(N,A) é definido de maneira andloga: se A é conclusio de um
link com premissa A" e a aresta (A", A) estd em S(N), entao ela € removida e S, (N, A)
¢ o componente com A e Sy(N,A) é o outro (se A é conclusio de um link conjuntivo

convergente, entio S\ (N, A) possui duas componentes). Se A nao é conclusao de algum

link S(N), entao Sy(N,A) é S(N) (Sy(N,A) € vazio).

Como a aresta virtual adicionada em alguns meta-chaveamentos conecta duas
conclusoes do link — —1 link, consideramos (A — B) como a principal conclusao do link
e também como a conclusdo da aresta virtual para o proposito de decidir se nés devemos
remové-la para construir (N, A) ou Sy (N, A) (Figura 12). Meta-aresta e aresta virtual

sao representados em cinza.

Figura 13 ilustra duas componentes do norte. Na primeira o meta-chaveamento S,
escolhe sempre a aresta da direita nos links de expansao e contragao, enquanto na segunda
a aresta da esquerda da contracio é selecionada (meta-chaveamento S,). Indices foram
adicionados para diferenciar as ocorréncias de formulas e em ambas as componentes a

formula em questao é A A Byp.

Na Figura 14 exibimos um N-Grafo com meta-arestas. £ uma derivacéo intuicionista
para uma lei de De Morgan: - =(AV B) — (-A A =B), onde usamos =X = X — L. No
Capitulo 4 a versao intuicionista do sistema serd estudada em detalhes. Agora considere
um meta-chaveamento S que escolhe a aresta da direita da expansao e a aresta virtual no

link — —1I cuja conclusdo é A — L, mas nao nos outros links — —1I links (Figura 15).

Escolha a ocorréncia de formula A — 1 nesse meta-chaveamento. E simples

computar a componente do norte em S: apenas remova todas as arestas que partem de
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N | 4
-IG\X/(O A.IG\X/( Q
ANBjg ANCp ANBjg ANCH
(AAB)V(ANC)12(ANB)V(AAC)13 (AANB)V (A AC)12(AAB)V (ANC) 13

yos a
(AAB)V(ANC) (ANB)V(AAC)14

Figura 13 — S7'(N, A A Byg) e S5 (N, A A Byy).

A (AVB)—> L B
m B
AV B (AVB) > L (AVB) > 1 AVB
1

S
\ /

(A= L)AN(B—1)

I

(AVB)—> 1) A= 1L)AN(B— 1)

Figura 14 — N-Grafo com meta-arestas.
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A (A\/‘B)—>L B
AV B (AV B) (4:43\/B)—>L AV B
\/
L
A— 1 B;L

\/

(A— )N (B — 1)

v

(AVB) - 1) (A= L)AN(B— 1)

Figura 15 — Meta-chaveamento.

A — 1 em S (neste caso ha apenas uma, que é para (A — L) A (B — L1)). O resultado

sao todas as férmulas conectadas a A — L (Figura 16).

Para a componente do sul é preciso remover todas as arestas que chegam em A — |,
com atengao para a aresta virtual (em cinza). Como antes, ficamos com a componente que

possui A — L (Figura 17).

Para computarmos eA” e eA,, estamos interessados nas féormulas presentes em
SN(N, A) e Sy(N, A), respectivamente, independente das arestas escolhidas por S. Embora
a quantidade meta-chaveamentos é exponencial no niimero de contragoes, expansoes e

links — —1, é possivel computéi-los de maneira eficiente.

Defini¢ao 23 (Meta-chaveamento principal (GIRARD, 1987; GIRARD, 1991)). Seja A
uma ocorréncia de formula. Dizemos que um meta-chaveamento S{?\ (SY) € principal para

eA™ (eAy) quando escolhe as arestas satisfazendo as sequintes condigoes:

1 Apy Apy

¢ um link de contracao e uma das premissas A,, é a ocorréncia de férmula A

c

Ap
(4% ¢ uma expansdo e uma das conclusoes A, é a ocorréncia de férmula A): o
€1 €2

meta-chaveamento mantém a aresta com A.
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A (AVB)— 1 B
\/4\/? (AVBii/AVB
A— 1 B — 1

(A— L)A(B— 1)

v

(AVB) —-1)—>(A—= LH)A(B— 1)

Figura 16 — S"(N, A — 1).

Xpy Xpy ~ < . A .
—P—P2 ¢ uma contragao e apenas uma das premissas X,,, # A pertence a eA" (eAy):

c

o meta-chaveamento remove a aresta entre a conclusao da contracao e a premissa

que estd em eA™ (eAy ).

¢ uma expansao e apenas uma das conclusoes X, # A pertence a eA” (eAy):

X, %o,
S)} (SY) remove a aresta ligada d conclusio que pertence a eA" (eAy).

4. v+=v ¢ um link — —I e apenas X ou Y pertence eA" (eAy): SP (S0) apaga a

aresta que liga X —Y a formula que pertence a eA™ (eAy ).
ﬁ ¢ um link — —1 e X ouY € a ocorréncia de formula A: o meta-chaveamento
mantém a aresta com A.

Lema 3 (Caracterizacao e existéncia dos impérios). O império do norte (sul) de A existe

e ¢ dado pelas sequintes condigcoes equivalentes:

1. Ng S™MN,A) (Ng Sv(N, A)), onde S varia sob todos os meta-chaveamentos de N ;

2. 0 menor conjunto de ocorréncias de formula de N fechado sob as sequintes condigoes:
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A (AVB) = L B

AV B (AVB)— L (AV B) AV D

\/

A— | B — L

(A— L)AN(B— 1)

v

(AVB)—=1)—=(A— L)AN(B— 1)

Figura 17 - Sy(N, A — 1).

a) A€ eA” (A€ eAy);

b) se % ¢ um link simples e Y € eA”, entio X € eA" (se Y # AeY € eAy,

entio X € eAy);

XY

¢) se 2 ¢ um link conjuntivo convergente e Z € eA", entio X,Y € eA" (se

Z;é AeZ €eAy, entio X,Y € eAy);

d) se == é um link disjuntivo divergente diferente de — —I e Y € eA" ou
7 € eAA, entao X € eA" (se Y £ A# Z eY € eAy ou Z € €Ay, entio

X € GA\/),'

e) se —E— é uma expansio e X.,, X, € A", entio X, € eA" (se X., # A #

Xcl XCQ
XC2 e X, Xe, € €Ay, entao X, € eAy);

f) se Koo Xv2 ¢ yma contracio e X, € eAN, entdo Xy Xp, € €AY (se X # A e

X. € eAV, entio X,,, X,, € €Ay);

9) s¢ xx=v
e X - Y e€eAy, entio Y, X € eAy);

éumlink— —I e X - Y €eA” entioY, X € eA" (se X - Y £ A
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h) se X é um link simples, X # A e X € eA", entio Y € eA" (se X € eA,,

entio Y € eAy);
i) se XX € um link conjuntivo convergente, X # A#Y e X € eA" ouY € eA”,
entio Z € eA" (se X € eAy ouY € eAy, entio Z € eAy);

j) se Y—XZ ¢ um link disjuntivo divergente diferente de — —I1, X # A e X € eA",

entio Y, Z € eA" (se X € eAy, entio Y, Z € eAy);

k) se ﬁ é uma expansao, X, # A e X, € eA", entio X, X., € eA" (se

X, € eAy, entao X.,, X, € eAy);
1) se X”TX” é uma contragao, X,, # A# X,, e X, Xp, € eA", entdo X, € eA"
(se Xp,, Xp, € €Ay, entao X, € eAy);
m) sem cumlink — —1,Y #A# X e X,Y € eA", entao X — Y € eA"
(se X,Y € eAy, entao X — Y € eAy).

Demonstragio. Provaremos o caso para eA” de acordo com (BELLIN; WIELE, 1995)

(eAy é similar)

I

IT

2 C 1: mostraremos que 1 é fechado sob as condicdes que definem 2. E imediato
que A € Ng SMN,A) (S*(N, A) contém A para qualquer meta-chaveamento S). Se
B; € NgSM(N, A) e em todos os meta-chaveamentos existe uma aresta (By, Bs),
concluimos que By € Ng S™(V, A) ((GIRARD, 1991)). Dessa maneira a construgao
é fechada sob as condig¢oes 2b, 2¢, 2d, 2h, 2i e 2j. Condigoes 2e, 21 e 2m também
sao simples. Agora suponha que 1 nao satisfaz 2f. Entao ha um link de contracao
X“TCX” tal que X, € NgSN(N,A), mas X, & Ng S"(N,A), parai =1oui = 2.
Sem perda de generalidade, considere a primeira opcao: X, € S”(V, A) para algum
S. Desde que X. € S(N, A), entao (X,,, X,) € S(N,A) e assim X, € SN, A).
Uma vez que SN(N, A) ndo é vazio, A deve ser premissa de um link cuja alguma
conclusio é A’ e A’ € SA(N, A). Seja m o caminho entre X, e A’ em S*(N, A). Como
(X, Xe) & S(IN), essa aresta nao pertence a 7 (Figura 18). Considere agora um
meta-chaveamento S’ semelhante a S, mas com (X,,, X.) € S'(IN). Note que 7 estd
em S'(N) também e X, € S"(N, A) (porque X, € NgS"(N,A)). Entao podemos
estender 7 e obtermos um caminho entre A’ e A sem passar pela aresta (A, A’) em
S’(N): nés temos um ciclo em S'(N). Logo 1 é fechado sob 2f. Com argumento

similar concluimos também quel é fechado sob 2k e 2g também.

1 C 2: considere S)' um meta-chaveamento principal para eA”. Provaremos que
SMN,A) € 2. S)(N,A)N 2 # (), porque ambos contém A, mas a definicao 23
garante que ¢ impossivel sair de eA” uma vez que estamos em SQ(N ,A). Como

Ng S (N, A) € S} (N, A), concluimos que Ng S"(N, A) C eA.
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Xp
x, S'V.4)
A h
\ g
\
NG
ZA L ST(V.A)
n X

Figura 18 — Se escolhermos a aresta (X,,, X.), obtemos um ciclo.

A prova de que eA” é o maior sub-N-Grafo que contém A como porta inferior usa
o mesmo argumento apresentado em (BELLIN; WIELE, 1995) (Proposigao 2).

Corolério 1. S)(N,A) = eA" e SU(N, A) = eAy.

Corolério 2. Seja A uma premissa de N* e B uma conclusio de N. Entao eA, = eB" =
N.

Figura 19 ilustra alguns conceitos sobre impérios. Por exemplo, no N-Grafo da
esquerda nds temos eAN = {A, AVC, C, CNZ, Z, ~ANZ} (dentro de uma forma
circular) e eAy, = {4, L, =A, “AAZ} (inseridas num retdngulo). A ocorréncia de formula
em questao pertence a ambos os impérios. Podemos ver que nao existe sub-N-Grafo que
contém A como conclusdo (premissa) e que é maior do que eA” (eAy) e também que
ambas as conclusoes de uma expansao sao necessarias para adicionar a premissa do link
(condigao 2e). Para o segundo N-Grafo adotamos o mesmo conceito de formas geométricas
para A e aqui nao é possivel adicionar a conclusdo da contragdo porque ambas as premissas

sdo necessarias (condigao 21).

Considere agora o N-Grafo da Figura 14 e o império do norte de A — 1. Ambas
conclusoes (A V B) — L sao necessarias para adicionar a premissa da expansio, mas se
comegarmos em A — L e removermos sua aresta para (A — L) A (B — L), poderemos
alcangar apenas uma conclusdo da expansao. Dessa forma a premissa nao pertence ao
império do norte de A — L, portanto o meta-chaveamento na Figura 15 é principal para

seu império do norte, cujo resultado corresponde as férmulas em vermelho (Figura 16).

Ainda no mesmo N-Grafo analisemos o império do sul de A — 1. Como essa
formula é a principal conclusao de um link — —1, a componente do sul remove as arestas

que partem de A e de L (Figura 12), logo a conclusdo da “esquerda” da expansao nunca é

4 Note que A ndo é uma hipétese cancelada.
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Figura 19 — N-Grafos para (FAANZ)V B, AVCEFB, L, CANZekF ANB, (FAV-B)A
D, -D.

alcangada. Considere agora o link — —I que cancela a hipétese (A V B) — L: precisamos
de (A — L) A (B — 1) e da hipétese cancelada (A V B) — L no império do sul para
adicionar (AVB) — 1) — (A— L)A (B — 1) (condigao 2m).

Porém ja vimos que a conclusao da “esquerda” da expansao nao pertence ao império
do sul, portanto a premissa da expansao também nao pertencera e assim a conclusao
do N-Grafo nao esta no império do sul de A — L. Um meta-chaveamento principal que
representa o império do sul de A — | é exibido na Figura 20. Observe que a componente
do sul é obtida quando removemos a aresta (A, A — 1) e ficamos com a componente que

possui A — L.

3.4.1 Lemas de aninhamento

Lema 4 (Aninhamento de impérios I (GIRARD, 1991)). Sejam A e B (ocorréncias de)
férmulas distintas num N-Grafo. Se A € eB" e B ¢ eA", entio eA™ C eB".

Lema 5 (Aninhamento de impérios II (GIRARD, 1991)). Sejam A e B (ocorréncias de)
férmulas distintas num N-Grafo. Se A € eB" e B & eA", entio eA” NeB" = ().

Lemas 4 e 5. Construa um meta-chaveamento Szf principal para eB” com alguns detalhes

adicionais:

I link de contragao cuja conclusio pertence a eB”: se a conclusao nao estd em eA”,
entdo proceda como faria para um meta-chaveamento principal para eA” (se apenas

uma premissa estd em eA”, escolha a outra);

IT expansdo cuja premissa pertence a eB”: se a premissa estd fora de eA”, entao proceda
conforme meta-chaveamento principal para eA” (se apenas uma conclusao esta em

eA”, escolha a outra);
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(A— L)AN(B— 1)

(AVB) > 1)—>(A— L)AN(B— 1)

Figura 20 — Meta-chaveamento principal para o império do sul de A — L.

III link — —I cuja principal conclusao pertence a eB”: se a conclusao principal nao
estd em eA”, proceda segundo um meta-chaveamento principal para eA” (se apenas
a premissa do link ou apenas a hipdtese cancelada estd em eA”, escolha a férmula
fora de eA™);

IV se A é uma premissa de um link cuja conclusio A’ pertence a eB”: escolha a aresta

(A, A),

Primeiro suponha A € eB”. Tentemos ir de A para B sem passar por (A, A).
Desde que S;) é principal para eB" e A € eB", todas as formulas neste caminho pertencem
a eB”". Como B ¢ eA", em algum momento deixamos eA”. Pela construcao 2 do Lema 3,
existem apenas trés maneiras de sair de eA" sem passar por (A, A'): atravessando uma
contracao na qual apenas uma premissa pertence a eA”, ou uma expansao em que apenas
uma conclusao ocorre em eA”, ou cruzando um link — —I onde apenas a premissa ou
a hipotese cancelada faz parte de eA”; todavia os passos I, IT e III evitam esses casos,

respectivamente.
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Ou seja, é impossivel sair de eA" em S\(N, B), ao menos que (A, A’) € S))(N, B).
Isso implica em S)'(N,A) € S (N, B). Dado que eA" C S))(N,A) e eB" = S)(N, B),

concluimos eA”" C eB".

Agora suponha A ¢ eB”. 1, II e III garantem que nao h4 arestas entre eA” e
eANS em eB", exceto talvez por (A, A’'). Mas agora A € eB", logo A & S)\(N, B). Entao
(A, A") ¢ S)(N, B). Uma vez que eB" = S)) e B ¢ eA", nenhuma férmula de eA” pertence

a eB”" e assim eA” NeB" = (.
m
Pelos dois lemas anteriores, facilmente obtemos Lema 6 e Lema 7 para império do

sul (as provas sdo similares a anterior) e a partir desses quatro lemas, é simples provar

aninhamentos entre norte e sul (Lema 8, Lema 9 e Lema 10).

Lema 6 (Aninhamento de impérios III (GIRARD, 1991)). Sejam A e B (ocorréncias de)
formulas distintas num N-Grafo. Se A € eB, e B &€ €Ay, entio eAy C eBy.

Lema 7 (Aninhamento de impérios IV (GIRARD, 1991)). Sejam A e B (ocorréncias de)
férmulas distintas num N-Grafo. Se A & eBy, e B & ¢Ay, entio eA, NeB, = (.

Lema 8 (Aninhamento de impérios V). Sejam A e B (ocorréncias de) formulas distintas

num N-Grafo. Se A € eB" e B & eA,,, entio eA, C eB".

Lema 9 (Aninhamento de impérios VI). Sejam A e B (ocorréncias de) formulas distintas
num N-Grafo. Se A € eBy e B & eA”, entio eA™ C eB,.

Lema 10 (Aninhamento de impérios VII). Sejam A e B (ocorréncias de) formulas

distintas num N-Grafo. Se A & eB" ¢ B & eA,, entio eA, NeB" = .

3.5 Império total

Definimos o império total de A (wA) como a unido dos impérios do norte e do sul

de A. Agora usaremos as propriedades de eA” e eA, para encontrarmos novas para wA.

Lema 11. wA é um sub-N-Grafo.

Demonstragio. Como ja provamos que eA” e eA, sdo N-Grafos (Lema ?7) e eA"NeA, =
{A}, temos que wA = eA" U eAy é um sub-N-Grafo pelo Lema 1. O

Corolario 3. Considere A uma premissa e B uma conclusao. Entio wA = wB = N (pelo
Coroldrio 2).

5 AN . A . ’ ~ ~
5 eAN representa o conjunto de todas as ocorréncias de férmulas que nao estdo em eA”
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Lema 12 (Aninhamento de impérios totais I (CARVALHO et al., 2014)). Sejam A e B
ocorréncias de férmulas distintas. Se A € wB e B € wA, entio wANwB = ().

Demonstracio. Desde que A € wB e B € wA, obtemos: A € eB", A& eB,, B¢ eA" ¢

B ¢ eA,. Aplicamos lemas de aninhamentos da se¢ao anterior:

—_

.se B¢ eA" e A¢g eB", entao eA" NeB”" = (por Lema 5);

2. se B¢ eA, e A¢eB", entao eA, NeB" =) (por Lema 10);

3. unindo 1 e 2 e aplicando a distributiva: eB" N (e A" U eAy) = 0;

4. se B¢ eA" e A ¢ eBy, entao eA" NeBy = 0 (por Lema 10);

5. se B eA, e A¢eBy, entdo eA, NeB, = () (por Lema 7);

6. unindo 4 e 5 e mais uma vez a distributiva: eB, N (eA" U eA, ) = 0;

7. unindo 3 e 6, com a distributiva: (eA" UeA,) N (eB"UeBy) = 0.

]

Lema 13 (Aninhamento de impérios totais IT (CARVALHO et al., 2014)). Considere A e

B ocorréncias de formulas distintas. Se A € wB e B & wA, entio wA C wB.

Demonstracio. Desde que B € wA, temos B € eA” e B € eA,,. Para A € wB obtemos
A € eB" ou A € eB,. Provaremos o lema para A € eB”" (o caso do sul é anédlogo):

1. se A€ eB" e B¢ eA", entao eA" C eB”" (pelo Lema 4);

2. se A€ eB"e B¢ eAy, entao eA, C eB” (pelo Lema 8);

3. se eA" C eB" e eAy C eB" | entdo eA"UeA, C eB";

4. se eANUeA, C eB", entao eA" UeA, C eB"UeB,.

—= =

]

Definigao 24 (<). Considere A e B ocorréncias de formula de N. Dizemos que A < B
sse wA C wB.

E imediato que < é uma ordem estrita das ocorréncias de férmula de N que nao
sdo premissa ou conclusao, pois para qualquer conjunto X e qualquer subconjunto ) de

©(X)% (C,Q) é um poset. Formulas maximais em < terao a propriedade split. Dado que

6 ©(X) é o conjunto das partes de X
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Figura 21 — Impérios totais limitados pela expansao.

A (AVB) — L B
m
AV B (AVB)— L (AvB)— L1 AVB
\/ /

\/

(A— )N (B — 1)

l

(AVB) - 1) = (A= L)AN(B— 1)

Figura 22 — Impérios totais limitados pelos links de expansao e — —1.

o império total de uma premissa e o de uma conclusdo sdo sempre iguais a N (Corolério

3), ndo estamos interessados nessas formulas: elas nao fazem parte do dominio de <.

E simples notar que se ndao houver contracao, expansao, nem link — —1 em N, para

qualquer A teremos wA = N e assim A seria maximal. Na Figura 21 vemos os impérios

totais das formulas —A, C' e Z: eles sao todos iguais a wA no primeiro N-Grafo da Figura

19. Um exemplo com o link — —7I é mostrado na Figura 22: ocorréncias de formula com a

mesma cor tém o mesmo império total, vermelho e azul estdo contidos em roxo (Corolario

2). Os proximos trés lemas mostram como esses links atuam em <.
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Lema 14 ((CARVALHO et al., 2014)). Seja | = % um link diferente de — —1I tal que

hd uma ocorréncia de formula A com X € wA eY ¢ wA. Entio AKLY.

Demonstracio. Uma vez que X € eA” U eA,, temos dois casos. Se X € eA”, entao como
Y ¢ eA” | deve ser uma contragdo e sua outra premissa nao pertence a eA”" (construgao
2 em Lema 3), logo Y é uma conclusao de um link de contragdo e com isso obtemos
X € eY” (por 2f em Lema 3), portanto eA" NeY” # (). Caso A & eY", entao teremos
eA" NeY" = (pelo Lema 5): contradi¢ao. Assim A € eY" e, pelo Lema 13, concluimos

wA C wY. O caso para X € eA, é analogo. O

Préximo lema é semelhante, porém para o link de expansao:

Lema 15 ((CARVALHO et al., 2014)). Considere | = === um link diferente de — —1I

tal que existe uma ocorréncia de formula A com X € wA eY € wA. Entao A < X.

O préximo é o correspondente para o link — —/ e usa as mesmas ideias acima.

. Y . . A ¢
Lema 16. Seja | = w5 um link — —1I de forma que existe uma ocorréncia de formula

A tal que Y € wA ou X € wA, mas (X = Y) € wA. Entio A< (X = Y).

Demonstragdo. Assuma sem perda de generalidade que X € eA" U eA,,. Novamente h4
duas possibilidades. Se X € eA”", entdo desde que X — Y & eA" Y & eA" (construgao
2m no Lema 3). Assim X € eX — Y” (por 2g em Lema 3), portanto eA" NeX — Y # ().
Se A & eX — YY", teremos eA" NeX — Y = ) (pelo Lema 5): contragao. Assim
A €eX — Y" e, pelo alinhamento dos impérios totais, concluimos wA C wX — Y. O

caso para X € eA, é andlogo, assim como também Y € eA" U eA,,. O

3.6 Sequentizacao

Vimos nas Secoes 3.4 e 3.5 como definir impérios para grafos de prova com links
chavedveis divergentes (expansao) e cancelamento de hipétese e provamos algumas proprie-
dades. Agora exibiremos uma nova prova de sequentizacao para esses grafos de prova. Sem
perda de generalidade assumimos T como AV —A e L como A A —A, onde A pertence a

premissa ou a conclusao do link.

Teorema 1 (Sequentizagdo). Dado um N-Grafo N, hd uma derivagio SC(N) em LK de
Ay, .. A, F By,..., B, cujas ocorréncias de formulas Ay, ..., A, e By,..., B, estio em
correspondéncia um-para-um com os elementos dos multi-sets PREMIS(N) e CONC(N),

respectivamente.

Demonstracao. Procedemos por indugao no niimero de links de N.
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1. N nao tem link algum (tem apenas um vértice v rotulado por A): este caso é imediato.
SC(N) é AF A.

2. N apresenta um link apenas: como N é um N-Grafo, seu link nao pode ser uma
contracao, expansao nem — —I. A sequentizacdo é simples uma vez que existe um
mapeamento simples entre os links e as regras de LK que torna a construcao de
SC(N) imediata (prova de completude (OLIVEIRA, 2001)). Por exemplo, no caso

de A —1I:
AFA BFB

A BFAAB

3. N apresenta um link inicial de expansdio (a premissa do link é uma premissa de N ):
a hipétese de indugao nos fornece uma derivacao Il terminando com A A, ... A, F

By, ..., B,,. Entao SC(N) é obtido por uma contragao a esquerda:

i
AA,... A FB,... B,

A,... A" By, .... By

LC

4. N possui um link de contragdo final (a conclusdo do link é uma conclusao de N ):
aqui da hipotese de indugao temos uma derivacao Il terminando com Aq,..., A, F

B,B, ..., B,,. Portanto SC(N) é alcangado por uma contragio & direita:

I
Ai,...,A,FB,B,..., B,

A,... A, FB,... B,

RC

5. Hd um link — —1I final em N (a conclusdo principal do link é uma conclusao de N ): a
hipétese de inducao nos fornece uma derivacao Il para Ay, ..., A,, A+ B, By,..., B,,.

Para chegarmos a SC(N) aplicamos — —R:

1
A,..., A, AFB.B,...,B,

4. AFASBB....B =

6. N possui mais de um link, mas nao hd expansao inicial, nem contra¢do final, nem
— —1I final: esse cendrio é o mais dificil e similar ao de proof-nets para MLL™ em
que todos os links terminais sdo ®. Aqui ainda ha um desafio adicional: o n6 split
fica no meio do grafo. Escolhemos uma ocorréncia de formula A maximal em <.

Alegamos que wA = eA" UeA, = N, ou seja, A rotula o no split.

Suponha que nao. Entao considere Z uma ocorréncia de férmula tal que Z €
N —(eA"UeAy) e S} um meta-chaveamento principal para eA”". Dado que Z ¢ eA”,
o caminho p de A até Z em S (N) passa por uma conclusdao A" de A. Considere
Ay a dltima férmula que pertence a eA, em p e W o proximo em p (i.e. W & eAy).

Existem trés casos para a aresta incidente a Ay, e W:
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a) (Ay, W) pertence a um link de contragio cuja outra premissa ndo estd em eA:
de acordo com o Lema 14 temos A < W, contradizendo a maximalidade de A

em <.

b) (W, Ay) pertence a um link de expansio cuja outra conclusao estd fora de eAy:
aplicamos o Lema 15 e concluimos que A < W, contradizendo novamente nossa

escolha.

c) (Ay, W) € de um link — —1I tal que W € a principal conclusio do link e a outra
formula do link nao pertence a eA,: usamos Lema 16 e mais uma vez obtemos

ALW.

Assim wA = N. Sejam 'y, 'y, Ay, As conjuntos de ocorréncias de férmula tais que:
MUl ={A4;,..., A}, AfUAy = {By,..., By} e'1NTy = A;NAy = (). Dado que
eA”" é um N-Grafo e A sua porta inferior, da hipétese de indugao temos SC(eA™)
para I'y H Ay, A. Uma vez que eA, é um N-Grafo e A sua porta superior, a hipétese
de indugdo nos fornece SC(eAy,) para A,T's = Ay. Entdo SC(N) é obtido pela

aplicagao da regra do corte:

SC(eAN SC(eAy)
LFAL A ATEA,
Fl? FQ - Alu A2

3.7 Conclusao

Nos N-Grafos os links estruturais sao baseados no calculo de sequentes, enquanto
os légicos simulam as regras de DN. Calculo de sequentes (cldssico e linear) tém apenas
regras de introducao de conectivos. Por outro lado, dedugao natural e N-Grafos apresentam
regras de eliminacdo, portanto precisamos adaptar a nogao de impérios de proof-nets para
comportar DN com multipla conclusao. Isso foi feito com a introdugao do conceito de

império do sul.

Outra caracteristica de DN e N-Grafos é a presenca de regras improprias. A regra
de introdugao da implicacao apresenta um critério de corretude que nao se aplica apenas
a férmulas locais, mas para toda a deducao. Neste capitulo mostramos o sistema N-Grafos
e estendemos a prova de sequentizagdo de (CARVALHO et al., 2014) para também incluir
o link — —I. Definidos os impérios para o sistema completo (CARVALHO et al., 2017),
estamos prontos para propor um novo tipo de sub-N-Grafo (o territério) para estudarmos

uma versao intuicionista do sistema a seguir.

Nos N-Grafos os nos split, maximais com respeito a ordem induzida pela uniao dos

impérios, localizam-se no meio da prova e ndo como um né terminal (conclusao) ou inicial
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Figura 23 — Exemplo de como cortar uma prova usando né maximal.

(premissa). O Teorema 1 nos mostra como executar um corte cirtrgico em uma prova

(Figura 23). O mesmo procedimento pode também ser aplicado a qualquer n6 maximal

(marcado em azul) no N-Grafo da direita da Figura 19.
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4 N-GRAFOS INTUICIONISTAS

4.1 Introducao

N-Grafos foram apresentados no Capitulo 3 e suas provas de corretude e completude
sao obtidas por meio de mapeamentos com LK. Neste capitulo mostramos uma versao
intuicionista ja existente (QUISPE-CRUZ et al., 2014) e alguns problemas que a mesma
apresenta. Em seguida sdo estudadas alternativas utilizando a noc¢ao de sub-N-Grafos a
fim de chegar a uma versao final (CARVALHO et al., 2017).

Uma vez que LJ é definido aplicando uma restricao na cardinalidade em LK no
lado direito do sequente e os N-Grafos sao um célculo de multipla conclusao, foi adotado
um calculo diferente de LJ para se fazer a prova de sequentizacao na primeira versao: o
calculo LJ', proposto por Maehara e descrito no livro de Takeuti (TAKEUTI, 1975). Ele
¢é definido como o calculo LK e impde restricoes em apenas duas regras: — R e -R. A

primeira requer apenas uma férmula no lado direito, enquanto a segunda nenhuma:

I A-B T AF
TFA—> B TF-A

-R

Como na légica intuicionista podemos definir A = A — 1, podemos apenas
remover —R de LK e substituirmos — R conforme acima, resultando na seguinte regra

para —R:

roARL
TFA— |

4.2 Primeira versao

Escolhido o calculo de sequentes apropriado, também é necessario alterar os N-
Grafos: desde que a lei do terceiro excluido nao é mais valida, o T — link é removido e um
novo é adotado para a introdugao da negacao (Figura 24). Se antes era possivel assumir
que AV —A era verdadeiro para qualquer férmula A (de acordo com a abordagem de
Gentzen), agora se a partir da suposicao de A chegarmos a uma contradi¢do (L), entdo A
deve ser falso e nés descartamos a hipotese, conforme a regra de introdugao da negacao
(=I) em NJ (Tabela 1).

O conceito de grafo de prova permanece o mesmo, entretanto é utilizado outro
critério de corretude, o qual é baseado na primeira definigado dos N-Grafos (OLIVEIRA,

2001) e usa o chaveamento de expansao.
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T 1L

|:> m

(T —link)

Figura 24 — Link antigo para —=—I e o novo.

Defini¢ao 25 (chaveamento de expansao (OLIVEIRA, 2001)). Dado um grafo de prova
G, um chaveamento de expansao S.(G) associado a G é um subgrafo gerador de G no

qual uma das duas arestas de cada link de expansdo e todas as meta-arestas sao removidas.

Definicao 26 (meta-condicao intuicionista (QUISPE-CRUZ et al., 2014)). Considere um
grafo de prova G. Dizemos que a meta-condicao intuicionista € vdlida para ele se e somente

se para cada meta-aresta (u,v)™ de um link divergente {(u,v)™, (u,w)} em G:

1. ha um caminho ou semi-caminho de v a u que pertence a todo chaveamento de

expansao associado a G e este caminho ndo passa pela aresta (u,w);
2. o grau de entrada solido de v em G € zero;

3. no grafo resultante S da remocao de todas as meta-arestas de G, cada caminho
que comega em qualquer vértice em PREMIS(S) e vai até qualquer vértice em
CONC(S) deve passar por (u,w).

Definicao 27 (N-Grafo intuicionista (QUISPE-CRUZ et al., 2014)). Um grafo de prova
G € um N-Grafo intuicionista se e somente se a meta-condi¢do intuicionista € respeitada

por G e todo grafo de chaveamento associado a ele for aciclico e conexo.

A definicdo acima apresenta um problema. A meta-condicao original, que foi
adotada na primeira definicio dos N-Grafos e serve de base para a Definicao 27, usa o

conceito de chaveamento de expansao e nao valida corretamente todos os grafos de prova.

Defini¢ao 28 (meta-condicao (OLIVEIRA, 2001)). Seja G um grafo de prova. Dizemos
que a meta-condicao € vdlida para ele se e somente se para cada meta-aresta (u,v)™ de
um link divertenge — —1I {(u,w), (u,v)™} em G, hd um caminho ou semi-caminho de v a
u sem passar pela aresta (u,w) em todo chaveamento de expansdio e o grau sélido de v é

tqual a zero.

Defini¢ao 29 (N-Grafo (defini¢do original) (OLIVEIRA, 2001)). Um grafo de prova G é
um N-Grafo se e somente se a meta-condicio for valida para G e todo grafo de chaveamento

associado a ele for aciclico e conexo.
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A /\B
| '
D C—A D—B C
N/ N/
DA(C —A) (D—B)AC

Figura 25 — Grafo de prova invalido, mas aceito pelo antigo critério de corretude (AN-
DRADE, 2015).

NG(1L) NG(11,)

Figura 26 — Prova de completude para AR (OLIVEIRA, 2001).

Na Figura 25 temos um grafo de prova que ¢é validado pela antiga defini¢do, mas que
nao possui uma derivagdo em sequentes. Podemos ver que o sequente AV B+ DA (C —
A), (D — B) A C nao é valido na logica classica: se C' e D forem ambos falsos, entao o
lado direito do sequente sera falso, independente do lado esquerdo (ANDRADE, 2015).

Além de usar o problematico chaveamento de expansao, ha também um erro na
prova de completude dos N-Grafos intuicionistas. Considere II uma derivacao em LJ" cuja

ultima regra seja AR:

H1 HQ
Ay, .. AFA B, .. B C,..,GFB Dy ... D
N
Al . A Cy, ..., CutAAB, B, ..., B, Dy, ..., D,

De acordo com (QUISPE-CRUZ et al., 2014), pela hip6tese de indugao nds temos
dois N-Grafos intuicionistas NG(I1;) e NG(Ily), os quais sdo usados para formar NG(II)
(Figura 26).

Nao temos garantia alguma que NG(II) é um N-Grafo intuicionista: suponha um
link {(u,v)™, (u,w)} em NG(II;), entdo todo caminho a partir de alguma premissa de

NG(ILy) (4], ..., Al) para alguma de suas conclusoes (A, B, ..., Bj) deve passar por
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A I B I
]\‘T] :1\72 :
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AvB (AvB)— L | (AVB)— 1L AvB |
| I

\ | \/ |

| ml

1 | 1 |

| I
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(A= L)A (B — 1)

Figura 27 — Um contra-exemplo para a prova de completude.

(u, w) para satisfazer a meta-condigao intuicionista, contudo agora em NG(II) qualquer
caminho de uma premissa de NG(Ily) (C1, ..., Cx) a AA B nao passa por (u,w) e assim

NG(IT) pode nao ser um N-Grafo intuicionista.

Essa situacao é exemplificada na Figura 27, que é um sub-N-Grafo da Figura 14. NV,
¢ um N-Grafo intuicionista para (AVB) - L A — 1 ¢ Ny para (AVB) - L +B — L.
Usamos o link A — I em N; e Ny e o resultado deveria ser um N-Grafo intuicionista N
para (AVB)— 1, (AVB)— LF(A— L)A (B — 1). Entretanto N nao é porque a
meta-condi¢do intuicionista nao ¢ satisfeita: existe um caminho da premissa (AV B) — L

de N para a conclusao (A — L) A (B — L) que nao passa pela aresta (L, B — 1).

4.3 Sub-N-Grafos e a versao intuicionista

A partir deste ponto do capitulo discutiremos uma das propostas desta tese: uma
nova definicao dos N-Grafos intuicionistas. Permanecemos com o calculo de sequentes de
Maehara e com os mesmos links de (QUISPE-CRUZ et al., 2014). Nosso desafio é a busca

por um critério de corretude o qual capture uma correta introducao do conectivo “—".

Uma das caracteristicas dos N-Grafos e outras proof-nets é a tentativa de unificar
diferentes derivagoes de um mesmo sequente em que essas derivagoes diferem apenas na
ordem de aplicacao de regras de inferéncia independentes. Considere o seguinte exemplo,
que omite aplicagdes das regras de permutacao (ou seja, é permitido operar férmulas que

nao estao adjacentes ao simbolo “"):

A-A BFB BB CkC

AVBFA B Cre - A4 B.CFBAC
AVB, CFA BAC AVB, CFA BAC
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AV B

AN

A B C

N/

BAC

Figura 28 — N-Grafo para AV B, C+ A, BAC.

Elas sdo ambas representadas pelo mesmo N-Grafo (Figura 28), todavia esse
atributo dos N-Grafos e proof-nets agora dificulta a definicdo de um critério de corretude
para os N-Grafos intuicionistas. Em LJ’ a regra — R pode ser aplicada somente quando
existe apenas uma féormula no lado direito. No exemplo anterior quando a regra AR é
aplicada na primeira derivagao, o resultado sao duas formulas no lado direito do sequente,

mas na segunda derivacao ha apenas B A C.

Este N-Grafo nao é critico para o critério de corretude porque ela aplica apenas
regras para os conectivos “A” e “V”. Vejamos o que ocorre com uma férmula mais peculiar

para a légica intuicionista:

AF A AF A AFA
FA —A " A —AF * A —AF ©
—AF-A —AF-A " AF——A
A, A A, A A, AF
-4 = -A F—-—-A4 = -A F—=—A4 = -A

Exibimos trés derivagdes em sequente para -———A — —A, o qual é um teorema na
légica intuicionista, porém apenas a ultima é aceita por LJ’ porque a regra =R s6 pode ser
aplicada quando nenhuma férmula existe no lado direito (aplicagoes invalidas dessa regra
estao em vermelho). Para o cdlculo LK essas trés derivagoes diferem apenas pela permutacao
de “regras independentes” (como no exemplo anterior para AV B, C'+ A, B A C), logo,
como na prova da sequentizacao dos N-Grafos original foi usado o callculo LK, todas as

trés derivagoes sao mapeadas para o mesmo N-Grafo (Figura 29).

4.3.1 Império e prova de completude

E preciso propor um critério de corretude para os N-Grafos intuicionistas que aceite
o grafo de prova da Figura 29 porque embora ele represente derivacoes invalidas em LJ',
ele também representa pelo menos uma valida em LJ. Na verdade este caso nao é o mais
dificil: aqui todo sub-N-Grafo tem apenas uma conclusao, portanto podemos concluir que

para cada link com descarte de hipdtese {(u,w), (u,v)™}, u é a tnica conclusao quando a
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A - A

N

L

m [

€L

-A

Figura 29 — N-Grafo para =——A — —A.

hipdtese v é cancelada. Isso também ocorre com nosso exemplo intuicionista do Capitulo 3
(Figura 14).

Um empecilho maior surge quando o N-Grafo apresenta mais de uma conclusao ou
algum sub-N-Grafo com mais de uma conclusao. Considere o sequente - B — A, A — B.
Néo ha derivacao em LJ’ para ele porque é impossivel respeitar a restricao de cardinalidade

para ambas as introdugoes do conectivo“—":

ﬂWR AR4A

AFA B aBra’
B,Al_A,B R AFB_}A—}WR
BHA A— B A-B— A B

R

I—B—>A,A—>BH I—B—>A,A—>BHR

Ainda que permutemos as regras na derivacao mais a esquerda, ao menos uma
aplicagdo de — R sera invalida. Na Figura 30 é ilustrado o N-Grafo para essas derivagoes.
O critério de corretude deveria classificd-lo como invalido para a légica intuicionistal.
Entao de que forma o critério poderia separar os N-Grafos intuicionistas, como o da Figura
14 e o da Figura 29, dos que sao aceitos apenas pela légica classica, como o da Figura 307

A primeira tentativa foi usar o império do norte da conclusao dos links =——I e — —1.

1 Poderiamos também ter aplicado enfraquecimentos em A e o axioma da derivacdo seria B + B,

entretanto o resultado ainda assim néo seria valido
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B
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A Lo
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B— A B
L
A— B

Figura 30 — N-Grafo classico para+ B — A, A — B.

Defini¢ao 30 (meta-condigao intuicionista com império). Seja N um N-Grafo sem o
link T — link (€ adotada a versao mais a direita do link ——I na Figura 24). Entao a
meta-condicao intuicionista com império € valida para ele se para cada link com meta-aresta
{(u, V)™, (u,w)}, o império do norte da ocorréncia de formula A que rotula w tem apenas

uma porta inferior (o proprio A).

Essa meta-condi¢ao valida corretamente todos os N-Grafos vistos até agora: ela
aceita os da Figura 14 e Figura 29, e rejeita o da Figura 30. Este ultimo N-Grafo tem
duas conclusoes e ambas sao conclusoes de links com meta-aresta, logo de acordo com o
Corolario 2, eB — A" = eA — B" = N. Entao seus impérios do norte apresentam mais
de uma conclusao. Porém essa meta-condicao foi abandonada: ela também falha na prova

de completude.

Se A é valido, entao para qualquer C' temos que C' — A. Se B é falso, entdao B — D
para qualquer D. Na Figura 31 temos os correspondentes N-Grafos intuicionistas N; e
N,. Vemos que eC' — A" e eB — D" apresentam apenas uma porta inferior em N; e Ny,
respectivamente, mas quando juntamos N; e Ny por meio de um link V — E| o resultado
nao é mais um N-Grafo intuicionista: os impérios do norte de C' — A e B — D possuem

um ao outro como porta inferior.
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AvV-B

AI —|B B
I \\
I

| m
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D

NG(IT,) NG(I1,)

Figura 32 — Prova de completude para VL (OLIVEIRA, 2001).

O caso geral deste problema ocorre na prova de completude quando ha uma

derivacao Il em LJ’ cuja tltima regra é VL:

H1 H2
Aj, ..., A AEB, .. B G, .. Cy,BEDy, ... D
Al AL C., ..., C. AVBFDB, ..., B, Dy, ..., D,

Pela hipétese de indugao ha dois N-Grafos intuicionistas NG(I1;) e NG(Ily), os
quais sao usados para formar NG(II) (Figura 32).

Agora suponha que em NG(I1I;) temos um link — —1I que descarta alguma hip6tese
X e tem X — Y como conclusio principal. Dado que NG(II;) é um N-Grafo intuicionista,
eX — Y possui apenas a si proprio como porta inferior. O problema acontece se
A€eX — Y entdo eX — Y cresce em NG(II) e alcanga todas as férmulas de NG(IIy)

(inclusive as conclusoes). Isso quebra a meta-condigao intuicionista com império e NG(II)
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nao é um N-Grafo intuicionista como N; e Ny na Figura 31.

Portanto a Definicao 30 nao funciona. A ideia era usar impérios dado que ja temos
todas as propriedades provadas no Capitulo 3, entretanto mesmo a completude, que

costuma ser um teorema simples de provar, nao foi satisfeita pela nossa primeira definigao.

4.3.2 Territério e suas propriedades

Como um N-Grafo pode representar varias derivacoes em LK e LJ' impoe uma
restricao na cardinalidade da regra — R, estamos procurando por um critério de corretude
o qual capture se um N-Grafo classico pode também representar ao menos uma derivagao
em LJ’. Nossa primeira tentativa foi utilizar impérios, todavia vimos que o império do
norte de uma férmula A — B num link — —1 “cresce mais do que o necessario” (Figura
31).

Entao precisamos encontrar um sub-N-Grafo que contenha A — B como porta
inferior, porém menor que seu império do norte, mas que ainda assim também alcance a
hipétese cancelada A. Em proof-nets, além de império, hd também outro tipo de subnet: o
reino de uma ocorréncia de férmula A é a menor subnet que contém A como conclusao,

entretanto ja foi visto no Capitulo 3 que os reinos nao se aplicam aos N-Grafos.

Uma vez que o link — —1I envolve trés férmulas e o critério de corretude precisa
identificar se o N-Grafo representa pelo menos uma derivacdo em LJ’, adotaremos o
conceito de territorio de um link, o qual é uma mistura dos conceitos de reino e territorio
(BELLIN; WIELE, 1995). Voltemos ao nosso N-Grafo para AA (BVC) F (AAB)V(AANC)
e observemos seu link de contragao (Figura 33). E imediato notar que apenas as trés
formulas da contragao nao formam um sub-N-Grafo, entretanto podemos provar que em
todo meta-chaveamento haverda um caminho entre as premissas sem passar pela conclusao

do link.

1 Ao

Lema 17. Considere 2542 um link de contragio em N. Entdo A; € €A} e A; € eA).

Demonstragio. Seja Sgp um meta-chaveamento que mantém a aresta (As, A). Uma vez
que (A1, A) € Sg(N), temos Sp(N, A1) = N e assim Ay € SH(N, A;). Agora considere
um meta-chaveamento S;, o qual mantém a aresta (A, A). De acordo com a condicao 2f
do Lema 3, temos que Ay € eA”, portanto hd um caminho de A até Ay em Sp(N) sem
passar por qualquer conclusao de A. Dado que subimos por A e alcangamos A,, existe um
caminho de A; para A, o qual ndo utiliza a aresta (Aj, A), logo Ay € S} (N, Ap). Isso nos

permite concluir que Ay € eA7. A prova de que A; € eA} é andloga. ]

Entao procuremos por um sub-N-Grafo com as trés formulas da contragdo, mas que
seja o menor possivel. O primeiro passo é subirmos de (AAB)V(AAC) 12 ¢ (AAB)V(AAC)13

para A A Bjg e AN Chy, respectivamente (Figura 33 no lado direito). Ainda estamos longe



Capitulo 4. N-GRAFOS INTUICIONISTAS

69

AN(BVC),
£° A
AN(BVO), AN(BYO)s
;:14 BV Cs
e Q /\\
‘%\X/Og
{/\PJ {/\(J {/\P \1~4/\(
Qn L”

(ANB)V(AANC)ia

AN(BVCO),
Vi A
AN(BV )y AN(BV )3
A BV Cs
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tao&f
(AANB)V (ANC)y

Figura 33 — Inicio da computacao do territério do link de contragao.
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~~:\ ‘:¢
(AANB)V (ANC)1,

Figura 34 — Computagdo do territério do link de contracao.

de fazermos as premissas da contragao se encontrarem em todo meta-chaveamento: de

A A By adicionamos suas premissas (Ag € Bg) e o mesmo para A A Cp; (Figura 34).

Agora observamos que Ag e A7 ja tém todas as férmulas do link de contracao

em seus impérios do sul (Tabela 6), entdao se quisermos o menor sub-N-Grafo possivel,

nao devemos adicionar Ay. Isso ndo acontece com Bg e Cy: seus impérios nao contém a

contragao, portanto precisamos adicionar BV Cs (Figura 34).

Finalmente temos um sub-N-Grafo com o link de contracao (Figura 35). H& apenas

uma porta inferior (a conclusdo da contragdo) e trés portas superiores. Estas possuem a
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Formula Império do norte Império do sul
AN(BVO), {(AN(BVO)} N
AN(BVC)y {AN(BVC)} N —{1}
AN(BVC)s {AN(BVC)s} N —{1}

Ay {As, AN(BVC)y} N - {1, 2}

BV Cs {BV Cs5, AN(BV ()3} N —{1, 3}

AG {AG} N — {17 2, 4}
Az {A7} eAgy

By {8, 5, 3,9, 11, 7, 13} {8, 10, 6, 12}
Cy {9, 5, 3, 8, 10, 6} {9, 11, 13, 7}

AN By N — {12, 14} {10, 12}

ANCY N — {13, 14} {11, 13}

(AAB)V (AAC)a N — {14} {(AANB)V (AAC)}
(ANB)V (ANC)3 N — {14} {{(ANB)V (ANAC)3}
(AANB)V (ANC)1y N {{ANB)V (ANC)14}

Tabela 6 — Impérios do norte e do sul. Em alguns casos usamos apenas o indice da férmula.

AN(BVC),

Vi N\
AN (BVO) AN(BV )3
Ay BV (s
I l/\
W(n
Ai A Bl() 4

41(:“
(AAB)V.(AAC)is (AAB)V(AAC)3

~
-~ ’
-~ »
-~ -

Ny g
(AAB)V (AAC)y

Figura 35 — Territério do link de contracao.

conclusao da contragao em seus impérios do sul (Tabela 6), portanto ndo é preciso adicionar
suas premissas. Embora Ag nao pertence a nenhum caminho entre (AA B) V (AAC)g €
(ANB)V(ANC)13 em qualquer meta-chaveamento, Ag é necessario se quisermos um sub-N-
Grafo porque as formulas A A By e Bg sao fundamentais para conectar (AA B)V (AAC)io
e (AN B)V (AN C)3. Dizemos que o sub-N-Grafo da Figura 35 ¢é o territério do referido

link de contracao.

Defini¢ao 31 (férmula principal em um link chaveavel). Seja I um link chavedvel num
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N-Grafo N. Entao:

e sel = % ¢ um link de contracao, a formula principal é a conclusao A;
e sel = AIAAQ ¢ um link de expansdo, a formula principal € a premissa A;
o sel = ﬁ ¢ um link — —1I, a formula principal é a conclusao A — B.

Defini¢ao 32 (territério de um link chaveavel). Considere N um N-Grafo com um link
chavedvel | cuja formula principal é A. O territorio de A, representado por tA, é o menor

conjunto de ocorréncias de formulas de N fechado sob as condigoes:

1. base: todas as formulas de | pertencem a tA;

2. cima: se % ¢ um link tal que Y € tA e A & eYy, entao X € tA;

3. baixo: se % ¢ um link tal que X € tA e Ag eX”, entio Y € tA.

A Definigao 32 segue a caracterizagao de Girard na definicdo de reinos (veja
Proposigao 3 em (BELLIN; WIELE, 1995)). O territério de um link [/ tenta construir o
menor sub-N-Grafo com as formulas de [. Se [ ndo é chaveavel, entao seu territorio é trivial:
apenas as formulas do proprio link. Por exemplo, considere [ = if\ifﬁi (Figura 35). Entao
o menor sub-N-Grafo com essas trés férmulas é o proprio [ porque, desde que o link nao é
chaveavel, todas elas ja estao conectadas entre si em [ em qualquer meta-chaveamento de

N.

Por outro lado, se [ é chaveavel, entao computamos de acordo com a Defini¢ao 32.

O primeiro passo é 6bvio: todas as férmulas de [ devem estar em tA (caso base). Agora

I, O
LYo

contém [. Se A & €Y., entdo em algum meta-chaveamento S o caminho de Y para A passa

considere um link tal que Y € tA, entao Y estd presente no menor sub-N-Grafo que
por meio de alguma premissa de Y, portanto precisamos adicionar todas as premissas de

Y, caso contrario o subgrafo de prova terd um meta-chaveamento desconexo?.

Se A € €Yy, entao ja temos um caminho entre A e Y sem passar por qualquer
premissa de Y em todo meta-chaveamento, logo, desde que estamos interessados no menor
sub-N-Grafo que conecta todas as féormulas de [ e as premissas de Y nao sao necessarias
para essa conectividade, nao as adicionamos. Isso explica o caso cima. O caso baixo é

analogo.

Como o territério é definido a partir de um N-Grafo e sempre adiciona todas as

formulas de um link em cada passo de sua computacao, concluimos:

2 As vezes apenas uma premissa de Y é necessaria para a conectividade, como quando adicionamos Ag

e Bg a partir de A A Big. Caso tivéssemos adicionado apenas Bg, o resultado ndo seria sequer um
subgrafo de prova uma vez que haveria apenas duas férmulas do link A — I (Definigao 12).
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AN(BVC) AN(BVC),
i A £ A
AN(BVC), AN(BVYCO)s AN(BVT), AAN(BVO)s
Ay BV s A BV C;
‘;l \:‘ ‘: ‘Q
AN By ANCY AN By ANCYy
(AANB)V.(ANC)12 (AANB)V(AAC)is (AAB)V.(AAC)12 (ANB)V(ANC)y3
oL o
(AAB)V (AAC)1y (AAB)V (AAC)1y

Figura 36 — Territorios dos links de expansao: tAy a esquerda e tA A (B V C); a direita.

Corolario 4. O territorio é um subgrafo de prova.

[lustramos o territério dos links de expansao do nosso N-Grafo para AN (BV C)
(AN B)V (AAC) na Figura 36 e procedemos para a prova de que o territério de um link

chaveavel é o menor sub-N-Grafo que apresenta o link.

Lema 18. Considere N um N-Grafo e tA o territério de um link cuja formula principal
¢ A, entio tA é um sub-N-Grafo.

Demonstracao. Uma vez que N é um N-Grafo, seus meta-chaeamentos nao contém ciclos,
logo qualquer subgrafo de prova de N nao possui meta-chaveamento ciclico. E preciso

apenas provar que todo meta-chaveamento associado a tA é conexo.

Suponha que ha um meta-chaveamento S de N tal que o caminho de uma férmula
B € tA e A passa por uma férmula fora de tA. Seja C” a primeira férmula no caminho
de B para A que nao pertence a tA e C' a férmula anterior (i.e. C' € tA). Considere D" a
ultima férmula fora de tA no caminho de B para A e D a proxima (em outras palavras,

D € tA). Todas as férmulas e o caminho estao representados na Figura 37.

Assuma sem perda de generalidade que C” é uma premissa de C. Dado que C € tA
e C" ¢ tA, obtemos A € eCy (caso cima na Defini¢do 32), portanto em S(N) ha um
caminho 6 de C' para A sem passar pela aresta (C,C”) (Figura 37) e isso gera um ciclo
em S(N): contradigao. O

Lema 19. Seja N um N-Grafo e tA o territério de uwm link chavedvel cuja principal
formula € A, entao tA é o menor sub-N-Grafo de N que possui todas as trés formulas do

link.



Capitulo 4. N-GRAFOS INTUICIONISTAS 73

o
CII/_\D//
T C D
B
tA
0 T

A

Figura 37 — Férmulas e caminho usados na prova do Lema 18.

Demonstrac¢io. Suponha que N’ é um sub-N-Grafo N que possui o referido link, porém
tA € N'. Deve existir uma ocorréncia de férmula B tal que B € tA— N'. Como B € tA, é
possivel partir de A e, seguindo os casos cima e baizo da Definicao 32, alcancar B. Uma vez
que as férmulas do link também pertencem a N’ e B ¢ N’, em algum momento passamos
de uma féormula C' € tA N N’ para uma C” € tA — N'. H4 duas possibilidades para a

aresta entre C' e C":

1. C” é uma premissa de C: entdao A & eC\, (caso cima da Defini¢ao 32), logo em algum
meta-chaveamento S o caminho de C' até A em S(IV) passa por C”. Como C” & N,

concluimos que N’ apresenta um meta-chaveamento desconexo: contradicao.

2. C" ¢ uma conclusao de C: aplicamos o caso bairo e procedemos de maneira similar

ao anterior.

Assim todo sub-N-Grafo de N que possui o link chaveavel cuja principal férmulas

é A também deve conter tA. O]

Com esse novo tipo de sub-N-Grafo definiremos um critério de corretude para os
N-Grafos intuicionistas. Vimos que um N-Grafo pode representar varias derivagdes em LK
e precisamos saber se pelo menos uma delas é aceita por LJ’. Considere um link — —1
cuja formula principal é A — B, entao como tA — B é um sub-N-Grafo, representa uma

derivacao em LK.

Todavia LJ’ exige que B seja a unica conclusdo quando a regra — R for aplicada e
eA — B’ nao é apropriado para verificar isso porque o império cresce o maximo possivel.
Vimos que esse “crescimento ¢ desnecessario” dado que pode acabar adicionando outra

porta inferior a um sub-N-Grafo que ja possua A — B como conclusdo (Figura 31 e Figura
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32). Aqui entra tA — B: pelo Lema 19 o territério computa o menor sub-N-Grafo com as
formulas do link — —1 como uma tentativa de nao adicionar “férmulas desnecessarias”,

as quais podem tornar-se portas inferiores e desrespeitar o requisito de LJ’.

Defini¢ao 33 (meta-condigao intuicionista com territério). Seja N um N-Grafo sem o
T — link (Figura 24). A meta-condi¢do intuicionista com territorio é vdlida para ele se
para cada link com meta-aresta {(u,v)™, (u,w)}, o territério da ocorréncia de formula A

que rotula w tem apenas uma porta inferior (o prdprio A).

Essa meta-condicao valida corretamente todos os N-Grafos vistos até o momento: na
Figura 14 e Figura 29 todos os sub-N-Grafos apresentam apenas uma conclusao, portanto
a Definicao 33 ¢ trivialmente satisfeita. O mesmo acontece com a Figura 27, a qual é um
contra-exemplo para a primeira meta-condigdo (QUISPE-CRUZ et al., 2014), entretanto

aceita pela nova (N; e Ny sdo os territérios dos links — —1).

A Figura 30 ilustra um exemplo corretamente rejeitado pela meta-condi¢ao com
império e na Figura 38 vemos que a nova também nao falha: tB — A ¢é destacado em azul
e ha duas conclusoes 2, logo este N-Grafo deve ser rejeitado pela légica intuicionista. A
principal diferenca entre usar império e territorio para a meta-condi¢ao pode ser vista
na Figura 31: a Definicao 30 rejeita porque eC' — A" e eB — D" sdo ambos iguais a N,

ambos tém, pois, mais de uma conclusao.

Agora a Defini¢ao 33 age corretamente e aceita este N-Grafo uma vez que, embora
seus impérios do norte tenham duas conclusoes cada, seus territérios, os quais estao
ilustrados por N; (em azul) e Ny (em verde), possuem apenas uma conclusao! Com isso
superamos o caso da regra VL na prova de completude (Figura 32) por meio da nova

meta-condicao e estamos quase prontos para provarmos todos os outros casos.

Uma férmula interessante valida apenas na logica classica é a lei de Peirce:

Ak A
AFB, A"

AFA FASB, A"

(A B) S AF A, A *LCR

(A= B)—> AFA
F(A—=B)—A) — A

—R

A aplicacdo invalida de — R para LJ’ é destacada em vermelho e isso reflete no
correspondente N-Grafo com o territério do respectivo link — —I com duas conclusoes
(Figura 39).

Qual o custo de verificar se um N-Grafo classico satisfaz a Definicao 337 Primeiro

é preciso estimar o custo da computacao dos impérios de uma ocorréncia de férmula.

3 Note que embora | possa nao aparecer explicitamente numa derivacio em sequentes, ele sempre conta

como uma porta num N-Grafo como qualquer outra férmula. O mesmo se aplica a T.
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Figura 38 — O territorio de B — A apresenta duas conclusoes.
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Figura 39 — N-Grafo para a lei de Peirce é rejeitado pela meta-condicao.
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O Teorema Trip em MLL™ mostra como computar o império de uma férmula na proof-
net por meio de trips (GIRARD, 1987). Com a correspondéncia entre trips e os grafos
de chaveamentos (DANOS; REGNIER, 1989), é possivel computar em tempo linear
construindo um meta-chaveamento principal dinamicamente (BELLIN; WIELE, 1995):

1. parta de uma ocorréncia de formula A e proceda para cima;

2. ao encontrar um link de contrac¢do (expansdo) a partir da conclusdo (premissa) do

link, o meta-chaveamento escolhe arbitrariamente uma das arestas para remover;

3. ao chegar a um link de contragao (expansao) a partir de uma premissa (conclusao)
do link, o meta-chaveamento remove a aresta do link que liga a conclusao (premissa)

a esta formula;

.. . Y
4. ao visitar um link +—— por X — Y, o meta-chaveamento remove qualquer uma

das arestas deste link;

. Y
5. ao passar por um link w5 por X (Y’), o meta-chaveamento remove a aresta que

liga esta formula a X — Y.

Esse procedimento computa eA”. Para obtermos eA,,, basta iniciar descendo por
A. Entao o custo para computar os impérios do norte e do sul de todas as férmulas é
O(n?), onde n é o nimero de ocorréncias de féormulas do N-Grafo. Com os impérios do
norte e do sul em maos, podemos computar o territorio de um link — —I de acordo com
a Definigao 32: o caso base é O(1), enquanto os passos cima e baizo precisam consultar se

A pertence a um determinado império.

Se para cada ocorréncia de formula for usada uma lista para guardar seus elementos
do império do norte e outra para o império do sul, entdo uma consulta é feita em O(n).
Uma vez que o territério pode crescer e incluir todas as férmulas do N-Grafo, os passos
cima e baizo podem executar um total de até n vezes. Entao o territério de um link
pode ser calculado em O(n?). Uma vez que a Definicao 33 verifica todos os links — —1,

concluimos que essa validagao pode ser feita em O(n?).

4.3.3 Completude e sequentizacio

Antes de procedermos com a prova de completude, vejamos um lema importante

para a mesina:

Lema 20. Seja N um N-Grafo com apenas uma conclusao A, entdo qualquer sub-N-Grafo

que possua A deve ter apenas uma porta inferior (o préprio A).
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Demonstracao. Seja N7 um sub-N-Grafo de N que possui A e também outra porta inferior
B. Como B é uma conclusdo de Ny, temos A € eB” (em ambos N e Np). Dado que B nao
é uma conclusdo de N, deve ser a premissa de alguma férmula B’, onde B’ € N e B' &€ N,
(pois B é uma porta inferior de N;). Uma vez que A é a tinica conclusdao de N, podemos
descer de B para B’, de B’ para uma conslusao de B” e assim sucessivamente, seguindo
a direcao das arestas, até eventualmente chegarmos a A. Nesse caminho a direcao das

arestas é respeitada, por conseguinte ele existe em algum meta-chaveamento S.

Desde que A € eB” e em S(N) também temos um caminho de B até A sem passar
por B’, obtemos um ciclo em S(N): contradi¢ao, portanto a hipdtese de que N; possui

outra porta inferior deve ser falsa. O

Teorema 2 (Completude). Dada uma derivagio Il de Ay, ..., Ay &b By, ..., By, em LJ,
é possivel construir um N-Grafo intuicionista NG(II) cujos elementos PREMIS(NG(II))
e CONC(NG(II)) estdo em correspondéncia um-para-um com as ocorréncias de formula

A, ..., A, e DBy, ..., B, respectivamente.

Demonstracao. Procedemos por indugao na estrutura de I conforme a prova de completude
do sistema original (OLIVEIRA, 2001), porém aqui adotamos ="A = A — L.

1. II consiste de um azioma da forma AF A: entao NG(II) é o vértice A.

2. II € obtido de I1; por ALq:

IT,
Ap, ooos Ay AF By, .., Bu |
Ay, ..., Ay, AABF By, ..., B,

Pela hipétese de indugao temos NG(II;). NG(II) é construido adicionando um link
N — E; a NG(II;) de acordo com Figura 40. Se NG(I1;) é um N-Grafo intuicionista,

entdo é imediato que NG(II) também satisfaz a meta-condigao.

3. II € obtido de II; por ALs:

I
Ag, ooy Ay, BEBy, ooy By
Ay, ..., Ay, ANBFBy, ..., By

Este caso segue do 2. Apenas substituimos o link A — E pelo A — Fj.

4. 11 € obtido de 11, e Ily por AR:

H1 HQ
b AFA B ... B G ..., GEB Dy ... D
.., A, C, .. CiFrAAB, B, .. B, D,... D

Esse caso ja foi visto como um contraexemplo para a primeita meta-condi¢ao
intuicionista (QUISPE-CRUZ et al., 2014). Novamente pela hipétese de indugao
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NG(I1,)

"’-—_\

NGy b AT |
By _é A
AV B

Figura 41 — Prova de completude para VR; (OLIVEIRA, 2001).

temos dois N-Grafos intuicionistas NG(II;) e NG(Ily), os quais sdo usados para
formar NG(II) (Figura 26). Como o territério cresce o minimo possivel, nenhum
territorio de link — —7 em NG(II;) ou NG(I;) serd modificado quando os dois
N-Grafos forem reunidos para construir NG(II) pelo link A — I, ou seja, se NG(II;)
e NG(Ily) sao N-Grafos que atendem a Defini¢ao 33, entao NG(II) também serd

um N-Grafo intuicionista.

5. I é obtido de 11y por VR;:

1L
A, ooy Ay A By, o By
Ay, ..., AL2FAVB, By, ..., By,

Pela hipdtese de indugao chegamos a NG(I1;) e para NG(II) adicionamos um link
V — I; de acordo com a Figura 41. Se NG(II;) é um N-Grafo intuicionista, entao é

simples verificar que NG(II) também é.
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CAT A4,

N Ny

| |

|

i % B JNG(Hl)
A— B

Figura 42 — Prova de completude para — R.

6. II € obtido de I1; por VRs:

Iy
At ooy Aub B, By ooy By
Ay, ..., AL, AVB, By, ..., B,

Similar ao caso 5. Apenas troca-se o link V — I; pelo V — Is.

. II é obtido de 11y e 1l5 por VL:

H1 H2
... A AFB ... B .. C,BFD, ... D
\Y%
Ay A, Ci, ..., Ci. AVBFB|, ..., B, Dy, ..., D,

Esse caso ja foi discutido como contraexemplo da Defini¢gao 30 e serviu como motiva-
¢ao para a defini¢ao de territério. Conforme feito antes, construimos NG(II) ligando
NG(II;) e NG(IIy) por meio de um link V — E (Figura 32).

. IT obtido de 11; por — R:

15
A, Ay, o, AEB
_)
A, ... A FA-B

Diferentemente do que acontece no calculo LK, aqui II; deve possuir apenas uma
conclusao. Pela hipdtese de indugao temos um N-Grafo intuicionista NG(I1,), ao
qual adicionamos um link — —/ segundo a Figura 42 a fim de chegarmos a NG(II).
E preciso provar que NG(II) também é um N-Grafo intuicionista. Dado que ele
apresenta apenas uma conclusao (A — B), aplicamos o Lema 20 para concluirmos
que tA — B também possui apenas uma conclusao, portanto NG(II) satisfaz a

meta-condi¢ao intuicionista.

9. II € obtido de 11; e Ily por — L:

11 11,
Ay, ..., AvA B, ...,B  C,.. Cy,BFDy, ..., D,
Al AL Ch, ..., Co, ASBFB,, ..., B, Dy, ..., D
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10.

NG(I1y)

Figura 43 — Prova de completude para — L (OLIVEIRA, 2001).

A hipétese de indugao nos fornece NG(I1;) e NG(Ily). Reunimos os dois com um
link - —F (Figura 43) para formarmos NG(II). Mais uma vez podemos concluir
que NG(IT) é um N-Grafo intuicionista apenas por causa da meta-condi¢do com
territorio. Note que se para algum link — —1 para cuja féormula principal X — Y em
NG(I1y) tivermos B € tX — Y, entdao em NG(II) tX — Y permanecerd o mesmo
(ndo crescerd por A e A — B).

Porém se tivéssemos usado a meta-condi¢ao com império, entao pela condicao 2c
do Lema 3, se B € eX — Y, terfamos A € eX — Y e a partir da ocorréncia de
formula A o império do norte de X — Y cresceria e adicionaria todas as conclusoes
de NG(IIy). Isso quebraria a meta-condi¢do com territério. Este caso também é
um contraexemplo para a Defini¢cdo 26 uma vez que pode haver um caminho de A

para B’ (os quais estdo em NG(II;)) sem passar pelo link — —I de X — Y (em
NG(ILp)).

IT € obtido de 11, por W L:

11,
A, ..., AvtBi, By, ., By
A, A, ..., A, F B, B, ..., B,

Da hipétese de indugao temos NG(IIy). Aqui ha dois cendrios simples:

o {Ay, ..., A,} tem pelo menos um elemento: escolhemos algum A; e adicionamos
um T — simple weak e um T — focussing weak conforme mostramos na Figura

44 para chegarmos a NG(II).
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v
-

[
NG(IT) ! F'

Figura 44 — Prova de completude para enfraquecimento a esquerda (OLIVEIRA, 2001).

A
e IS
T ¢
L |
'BfB_g _--EB@' b,

Figura 45 — Prova de completude para enfraquecimento a esquerda sem premissas.

m

o {Ay, ..., A} éwvazio: NG(II;) deve ter pelo menos uma ocorréncia de T em
PREMIS(NG(IIy)) ou pelo menos uma hipétese descartada C'. Para o primeiro
apenas adicionamos uma aresta (A, T) a alguma ocorréncia T, enquanto para

o segundo procedemos conforme ilustramos na Figura 45.

E imediato verificar que o resultado é sempre um N-Grafo intuicionista.

11. II € obtido de 11y por W R:

11,
A, ., Avb By oo B
A, ... A FA B, ... B,

Este caso é similar ao anterior. A hipdtese de indugao nos fornece NG(II;). Se
{Bs, ..., B} é vazio, entdo adicionamos um link | — simple weak a alguma
ocorréncia L em CONC(NG(I1;)); sendo, escolhemos algum B;, anexamos a ele um

1 — defocussing weak e em seguida um | — simple weak (Figura 46).



Capitulo 4. N-GRAFOS INTUICIONISTAS

82

NG(IL)!
I
i ’}Iz Lo J:. _{_52_":?_]_3@}?‘_[5’7_}
BT
: |
[ A

Figura 47 — Prova de completude para contragao a esquerda.

12. IT € obtido 11y por C'L:

IL;
A, A Ay, ..., A F By, By, ..., By,
A, Ay, ..., A F By, By, ..., B,

CL

Pela hipétese de indugao temos NG(II;). Chegamos a NG(II) adicionando um novo
vértice A e uma expansao a partir dele (Figura 47). Como todo meta-chaveamento
associado a NG(II;) é uma arvore, NG(II) também serd um N-Grafo. Esse link de

expansao nao afeta a meta-condi¢ao intuicionista.

13. 1I € obtido de 11y por C'R:

Ay, ..

AL
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Figura 48 — Prova de completude para contracao a direita.

Este caso é andlogo ao anterior: aqui adicionamos um novo vértice B e anexamos a

ele uma contracao a partir das duas ocorréncias de férmula ja existentes (Figura 48).

O

Agora enunciamos o teorema da sequentizacao e exibimos a tentativa de prova-lo
aplicando a estratégia aplicada no Teorema 1. Como veremos, ha um empecilho quando
tentamos sequentizar um N-Grafo intuicionista diretamente para uma derivagao em LJ'.

Entao na segao seguinte veremos como superar isso.

Teorema 3 (Sequentizacao). Dado um N-Grafo intuicionista N, existe uma derivagdo
SC(N) em LJ de Ay,..., A, b By,..., By, cujas ocorréncias de formula Ay, ..., A, e
By, ..., By, estio em correspondéncia um-para-um com os elementos de PREMIS(N) e
CONC(N), respectivamente.

Demonstragio. (Incompleta) Procedemos por indugao no nimero de links de N, conforme

o Teorema 1.

1. N nao apresenta link algum (hd apenas um vértice v rotulado com A): é imediato.

SC(N) é AF A.

2. N tem apenas um link: como N é um N-Grafo intuicionista, esse link nao é uma
contracao, expansao, nem — —I. Esse caso é similar ao classico. A tnica diferenga

aqui € a auséncia do link T — link.

3. N possui um link inicial de expansao (a premissa do link é uma premissa de N ):
aplicamos o mesmo procedimento do caso 3 no Teorema 1, pois uma expansao

aplicada a uma premissa de N nao afeta a meta-condicao intuicionista.
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4. N tem um link de contragdo final (a conclusio do link é uma conclusio de N ):
¢ analogo a expansao e aplicamos uma contragao a esquerda. Novamente a meta-

condi¢ao intuicionista nao é afetada.

5. N apresenta um link — —1 final (a principal conclusio do link é uma conclusio de
N ): se a principal conclusao do link for a tnica conclusdo de N (como Figura 42),

entao aplicamos a hipdtese de indugao para construir uma derivacao II terminando

com Ay, ..., A,, A+ B. SC(N) é obtido por — —R:
II

Ay o Ay AFB

A, ... AFA-B

O problema ocorre quando N possui mais de uma conclusao, pois LJ’ restringe a
aplicacao da regra — —R, o que proibe a remocao do link — —I para invocar a
hipétese de indugao. Por exemplo, no N-Grafo da Figura 31 ha dois links finais
— —1 e nao podemos remover nenhum deles. Se fizermos isso, conseguimos apenas
uma derivacao cldssica no calculo de sequentes para N. O movimento correto neste
exemplo seria remover o link V — F inicial, aplicar a hipétese de indugao a Ny e Ny
e junta-los com a regra do corte, mas nao temos um procedimento geral para este

caso.

6. N possui mais de um link, porém nenhuma expansdao inicial, nenhuma contragcao
final e nenhum link — —1 final: esse caso deveria ser o mais dificil, entretanto segue
diretamente do caso classico. Note que todo N-Grafo intuicionisa também é um
N-Grafo “classico”. Conforme provado no caso 6 do Teorema 1, N deve ter uma
ocorréncia de férmula maximal A tal que eA" U eA, = N. Os impérios do norte e

do sul de A sao N-Grafos “classicos”, todavia eles também seriam intuicionistas?

Eles nao seriam caso nao respeitassem a meta-condig¢ao intuicionista, entretanto se
eA™ ou eA, nao respeitarem, entdo N também nao seria um N-Grafo intuicionista:
contradicao. Entao ambos sao N-Grafos intuicionistas e nés podemos aplicar a

hipétese de indugao a eles e, como no caso classico, SC(N) é obtido pela regra do

corte:
SC’(eA’\) SC’(@AV)
[, T AL A

4.4 N-Grafos com dependéncias

Na secdo anterior nao foi possivel sequentizar os N-Grafos intuicionistas para LJ’'.

A dificuldade surge quando N possui mais de uma conclusao e uma delas vem de um link
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Links Légicos Links Estruturais
Simples Simples
vty AJS NE; AABS s NS
1-anfrag.-simples lT-enfraq.-simpms
AvB/S S AlS TiS
-y B/S NEz AnBSS
AvB/S B/S
Links Logicos Links Estruturais
Convergenfes/Divergentes Convergentes/Divergentes
Al AS B vE AVEB/S AJS ASS" ASS
AN BSUS ASS B/S ASUS s A/S
contragio expansdo

2 AL A

~A/S-fn}

Lisust onde L & a Gnica AISUS ASS 1/
concluso T-enfraq.-conv, L -enfrag.-div.
depandante de A
E AS A-BS .l Bis
\/ Y\
B/ASLUS” Afn) A B/S-{n}

onde B éa dnica
conclusao
dependente de A

Figura 49 — Links da proposta de N-Grafos baseados em FIL (QUISPE-CRUZ, 2009).

— —I. Uma vez que LJ' exige apenas uma férmula no lado direito do sequente para poder
aplicar a regra — R, o link final chaveavel da implicagdo nao pode ser removido para

invocar a hipétese de inducao.

Por esse motivo, a estratégia adotada para sequentizar a versao classica para LK
nao funcionou com a intuicionista para LJ’. Com o conceito de territorio apenas foi provada
a completude do sistema por meio de um mapeamento para o calculo de Maehara. Para
superar o caso do N-Grafo com mais de uma conclusao e um link — —17 final, proporemos
rotulos nas féormulas, os quais representarao a ideia de dependéncia entre hipdteses e

conclusoes conforme vistos em c-LD e FIL.

441 N-Grafos baseados em FIL

Marcela Quispe Cruz propos em seu mestrado a ideia de um sistema com os N-
Grafos para a logica intuicionista baseado em FIL (QUISPE-CRUZ, 2009). Sao utilizados
o mesmo conceito de grafo de prova e o conjunto de links da versdo intuicionista (sem
o link do terceiro excluido), entretanto hd também um mecanismo de rotulagem: cada
premissa possui um indice distinto e os outros vértices guardam um conjunto de indices, o

qual registra as premissas de que dependem (Figura 49).

As derivagoes seriam construidas na maneira habitual e depois adicionados os
rotulos, os quais participam apenas do critério de corretude para verificar se uma derivacgao

classica também é intuicionista. Isso seria feito examinando se todo descarte de hipotese
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A/S A/S

=

A/S L0 A/S 1/8

Figura 50 — Substituicao do link de enfraquecimento divergente.

respeita a condi¢ao da regra — R de FIL.

Definigao 34 (Critério de corretude (QUISPE-CRUZ, 2009)). Uma derivagiao no sistema

¢ vdlida se:

e atende ao critério original dos N-Grafos (Defini¢ao 29);

e toda premissa e hipotese cancelada sao rotuladas por um natural distinto n e todos
os demais vértices por um conjunto de numeros naturais conforme ilustramos na
Figura 49.

Apoés a atribuicdo dos indices e dependéncias, para cada link com meta aresta
{(u,v)™, (u,w)}, o vértice u deve ser a tnica conclusdo dependente de v quando o link
foi aplicado no N-Grafo em construcao. Na Secao 4.2 ja vimos que hé problemas com o

conceito de chaveamento de expansao.

4.4.2 Nova proposta

Discutiremos agora como usar as dependéncias e valida-las corretamente. No
Capitulo 2 anterior vimos dois mecanismos semelhantes para examinar se uma introducao
da implicagao no lado direito do sequente era intuicionisticamente valida: conexdes em
c-LD e indices e dependéncias em FIL. A primeira mudanca na proposta de Marcela

Quispe Cruz é relativa ao enfraquecimento.

Conforme apresentado na Se¢ao 2.4, Kashima nos deixa livres para conectarmos ou
nao uma férmula de enfraquecimento no antecedente (consequente) com outras no conse-
quente (antecedente), enquanto no sistema FIL é exigido que uma premissa enfraquecida
se conecte a pelo menos uma conclusao e que uma conclusao enfraquecida nao dependa de

nenhuma premissa (regras WL e W R na Tabela 4).

Na nossa solugdo vamos propagar as conexoes/dependéncias pelas férmulas enfra-
quecidas, logo o link | — en fraquecimento — divergente da Figura 49 precisa ser alterado,
além disso adotaremos o formato da Figura 50. Outro detalhe (apenas de notagio) sera a
utilizacdo do conjunto de dependéncias também para as premissas: uma premissa A com

indice n serd representada como A(n)/{n}, ou seja, seu conjunto de dependéncia é {n}
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Defini¢ao 35 (meta-condigao intuicionista com dependéncia). Um N-Grafo N sem o link
do terceiro excluido atende a meta-condicao intuicionista com dependéncia quando, apos a
aplicagao dos rétulos conforme exibimos na Figura 49 (no caso do link de enfraquecimento

divergente, Figura 50) com um indice distinto para cada premissa e hipdtese cancelada,
para cada link com meta-aresta {(u/S,v(n)/{n})™, (u/S,w/S —{n})}:

e apenas as formulas do territorio de w possuem n no seu conjunto de dependéncia

e 0 territdrio de w apresenta sé uma conclusio (o proprio w).

Em outras palavras, considere uma ocorréncia de férmula B/Sp. Entdo o descarte
da hipétese A(n)/{n} em B/Sp serd aceito pela Definicao 35 se todas as férmulas que
apresentarem n nos seus conjuntos de dependéncia estiverem no territério de A —

B/Sp — {n}. Para ilustrar melhor, exibiremos alguns dos N-Grafos da Secao 4.3 rotulados.

O N-Grafo da Figura 30 nao era aceito pela meta-condi¢ao intuicionista com
territorio. Na Figura 51 ele aparece rotulado e observamos por que o descarte das duas
hipéteses é inadequado na légica intuicionista: quando descartamos B(1)/{1} em A/{1,2},
existem férmulas fora do territério de B — A/{2} (em azul) que ainda dependem de
B(1)/{1}. Por motivo semelhante o cancelamento de A(2)/{2} também ¢é inadequado.

O correspondente do contra-exemplo da meta-condi¢ao intuicionista com império
(Figura 31) é exibido na Figura 52. Nenhuma férmula fora do territério de C' — A/{2}
(representado pelo sub-N-Grafo Ny, em azul) depende da hipétese cancelada C'/{1}, logo

a meta-condicdo da Defini¢ao 35 valida esse descarte.

O mesmo também acontece com o descarte de B(3)/{3}: no territério de B —
D/{2} (representado por Ny, em verde) hd apenas uma conclusao e todas as férmulas com

o indice 3 no conjunto de dependéncia estao em Nb.

Os rotulos também deixam claro o porqué da lei de Perice nao ser aceita pela légica
intuicionista (Figura 53): ao descartar a hipétese A(2)/{2} em B/{2}, ha outra conclusao
(A/{2}) do territério de A — B/{} (destacado em azul) ainda dependente. Como esta
féormula é usada para uma contragdo, a conclusao da prova ((A — B) — A) — A/{2}
ainda “depende” de A(2)/{2}.

Nos exemplos vistos de N-Grafos rotulados a meta-condi¢ao intuicionista com ter-
ritério (Defini¢ao 33) classificou da mesma maneira que a meta-condigdo com dependéncia
(Definicao 35) fez com os respectivos N-Grafos rotulados. Vamos provar que de fato ha

uma relagao entre as defini¢oes.

Lema 21. Seja N um N-Grafo intuicionista, entao o resultado da aplica¢iao dos rotulos a
N satisfaz a Definicao 35.
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B(1)/11}

T/{1y AR}

m A/{1,2}

N

AM1,2}  L1/{1,2}
B — A/{2} B/{1,2}

A — B/{1}

Figura 51 — N-Grafo da Figura 30 rotulado.

Demonstracao. Suponha que N nao satisfaz a meta-condi¢ao da dependéncia. Como N
satisfaz a Definicao 33, deve haver um link de meta-aresta cancelando uma hipdtese

A(n)/{n} numa ocorréncia B/Sp tal que existe uma férmula X/Sx fora do territério de

A— B/Sgp—{n}ene Sx.

Ao olharmos para todos os tipos de links dos N-Grafos com dependéncia (Figura
49 e Figura 50), percebemos que as dependéncias se propagam das premissas seguindo a

direcdo das arestas (diferente, por exemplo, dos impérios, os quais nao respeitam isso).

Pelo caso base da definigao de territorio temos A(n)/{n} € tA — B. Tentemos
partir de A(n)/{n} e verificar se é possivel sair de tA — B e n manter-se no conjunto de
dependéncias: considere g;gg um link tal que C € tA —- B, n € Sce D ¢ tA — B.
Uma vez que as dependéncias seguem a direcao das arestas, n € Sp porque a tnica forma

de remover n é cancelando a hip6tese A(n). Dado que D ¢ tA — B, C' é uma conclusao
detA— Benec Sp.
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AV =B(2)/{2}
r — -, - — — /\
I N A/{2} : ~B/{2} B(3)/{3}
| m T{i}/ | \/
I

| .
| 11/{172} Y 1/{2’3} m
I
L _ =AMy _' D/{2,3}

B — D/{2}

Figura 52 — Os rétulos deixam claro que as implicagoes da Figura 31 foram feitas correta-
mente.

A(2)/{2}

"2y AN

I

B/{2;

|

(4 B) = A(1)/{1} /HB/{}

N/

A/{1}

Y
A/{1,2}

I

(A= B)— A) — A/{2}

Figura 53 — N-Grafo para lei de Peirce rotulado.
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Isso quebra a meta-condicao intuicionista, pois tA — B s6 pode ter uma conclusao
(o préoprio A — B) e sabemos que n € S — {n} = S4,p, logo N também satisfaz a

meta-condi¢ao intuicionista da dependéncia. O]

Teorema 4 (Sequentizagdo). Dado um N-Grafo intuicionista com dependéncia N, hd
uma derivagcao em cdlculo de sequentes SC(N) de Ay,..., A, & By,..., B, em c¢-LD
cujas ocorréncias de formulas Ay, ..., A, e By,..., B, estdo em correspondéncia um para

um com os elementos de PREMIS(N) e CONC(N), respectivamente, e A; ~ B; se e

somente se o indice da premissa A; pertence ao conjunto de dependéncia de B;.

Demonstracio. A prova é por indugao no numero de links de N e agora a estratégia

adotada no Teorema 1 funciona.

1. N nao possui link algum (hd apenas um vértice v, representando uma férmula

A(n)/{n}): é imediato. SC(N) é AF A, onde A ~ A.

2. N tem apenas um link: como N é um N-Grafo intuicionista com dependéncia, este
link ndo pode ser uma contracao, expansao, nem — —/I. Todos os outros links podem
ser transformados em uma derivacao em c-LD. Se comparamos a Figura 49 e a
Figura 50 com as regra da Secao 2.4.1, notamos que os links refletem as regras de
c-LD. No Apéndice A mostramos como transformar todo N-Grafo intuicionista com

dependéncia com um unico link num sequente em c-LD.

3. N apresenta um link de expansao inicial (a premissa do link é uma premissa de N ):
seja | = {(A,/{p}, A%/{p}), (A,/{p}, A®/{p})} o referido link. Se removermos I
(o vértice A,/{p} e as duas arestas que partem dele), entdo A°' e A“® passardo a ser
premissas do grafo-de-prova resultante G’ (mesma estrutura da Figura 47). Todo
meta-chaveamento de G’ serd uma arvore, mas ¢ preciso atribuir indices distintos
para Al e A (essas formulas sao premissas de G’) e assim aplicar novos rétulos ao

grafo-de-prova. Seja N’ o resultado deste processo.

Como A,/{p} nio era uma hipétese cancelada, N’ ndo apresenta problemas quanto a
meta-condi¢ao intuicionista com dependéncia. Pela hipdtese de indugdo ha uma deri-
vacao II em c-LD para N’ terminando em A, A2 ... A, F By,...,B,,. Chegamos
a SC(N) com uma contragao a esquerda:
IT
At A2 A, FDBy, ..., B,
A ..., A FBy, ..., By

CL

Uma vez que o link de expansao atribui o mesmo conjunto de dependéncia da
premissa para as conclusoes (Figura 49), entdo em SC(N) de fato temos A ~ B; «
At ~ Bj ou A® ~ B, para qualquer B; € CONC(N).
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4. Hd um link de contracio final em N (a conclusao do link é uma conclusao de
N ): este caso é mais simples que a expansdo. Considere | = {(B*'/S;, B/S; U
Sa), (BP?/Sy, B/S; U Sy)} a contragdo final. Chamemos de N’ o resultado da
remocao de [ juntamente com a conclusao da contragao (semelhante a Figura 48).
Todo meta-chaveamento de N’ é uma arvore e esse link nao altera a meta-condicao
intuicionista com dependéncia (nenhum territério de um link — —I adicionaria
a conclusao da contragao porque ela é uma conclusao de N e assim o territério
teria mais de uma conclusdao), logo da hipotese de indugao temos uma derivagao I1
terminando em Ay, ..., A, F BPY, BP?2 ... B,. Chegamos a SC(N) com uma
contragao a direita:

IT
Ay, ..., A, Bt BPZ B
Ay, ..., A, FB, ..., B,

CR

O link de contragao atribui S; U S; ao conjunto de dependéncia de B. Isso esta
de acordo com a regra de contragao de c-LD, a qual exige que A; ~ B < A; ~
BP! ou A; ~ BP? para todo A; € PREMIS(N).

5. Existe um link — —1 final em N (a conclusdo principal do link é uma conclusao de
N ): este caso foi o obstaculo encontrado na tentativa de provar o Teorema 3, mas
agora mostramos como usar as dependéncias, territério e c-LD para supera-lo. Seja
| ={(B/Sg, A(k)/{k})™, (B/Sp, A— B/Sg—A{k})} olink — —I finale N’ o

resultado da sua remoc¢ao (juntamente com o vértice de A — B) de N.

Entao N’ é um N-Grafo intuicionista com dependéncia e pela hipdtese de inducao
obtemos uma derivacao Il para Ay, ..., A,, AFB, By, ..., B,,. Como N atende
a Definicao 35, tA — B possui apenas uma, conclusao e todas as férmulas as quais
possuem k no conjunto de dependéncia estao em tA — B, portanto a tinica conclusao
de N’ onde k pode ocorrer é B. Dessa forma em II temos que A o4 B; para2 < j <m

e isso nos permite usar a regra — R+ para chegarmos a SC(N):

IT
Ay, o A AEB, By o B
N
Al, cey Anl—A—>B, B, ..., By,

6. Embora haja mais de um link em N, nenhum deles é expansdo inicial, nem contra¢ao
e nem — —I finais: conforme ja visto na tentativa de prova do Teorema 3, existe
uma ocorréncia de férmula A tal que wA = N. O unico detalhe a acrescentar seria,
ao separar os dois N-Grafos dos impérios de A, aplicar um indice (inteiro) a A no
império do sul porque esta féormula é uma premissa de eA, e computar novamente

as dependéncias. Feito isso, usamos a regra do corte:
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SC(eAM) SC(eA,)
DFAL A ATyEA,
F17 FQ - Ala AQ

Note que as exigéncias da regra do corte de ¢-LD sao atendidas:

e as conexoes no sequente inferior entre I'y (I'g) e Ay (Ay) sao herdadas;

e nao ha conexoes entre I's e Ay, pois A é uma premissa de eAy, sabemos que

eA"NeA, = {A} e as dependéncias seguem a dire¢do das arestas;

e para quaisquer férmulas y; € I'; e dy € Ay temos y; ~ d2 < (71 ~ A no império

do norte e A ~ d9 no do sul.

]

Considere um N-Grafo intuicionista sem as dependéncias. Pelo Lema 21 podemos
aplicar as dependéncias e o resultado ird atender a Definicdo 35. Com o Teorema 4 é
possivel obter uma derivagao em c-LD no fragmento proposicional. Uma vez que esse
fragmento é equivalente a légica intuicionista proposicional (KASHIMA, 1991; PAIVA;
PEREIRA, 2005), temos o corolario a seguir:

Corolario 5. A proposicio do Teorema 3 é verdadeira.

4.5 Conclusao

Neste capitulo estudamos como obter uma versao intuicionista para os N-Grafos.
Ja havia uma, a qual se baseava em LJ' (QUISPE-CRUZ et al., 2014), mas descobrimos
alguns problemas, como na prova de completude. Iniciamos uma busca por um novo critério
de corretude adequado. O desafio era verificar se, num calculo de multipla conclusao em
que a derivacao é nao-sequencial e a mesma representa varias derivagoes em calculo de
sequentes, toda vez que um conectivo “—” ¢é introduzido, o grafo de prova representa ao

menos uma derivagao no célculo de sequentes com apenas uma féormula no sucedente.

Tentamos usar o império do norte para validar a cardinalidade no momento de
descarte das hipdteses (Definigao 30). Essa estratégia mostrou-se falha e motivou a definigao
de um novo tipo de sub-N-Grafo inspirado nas subnets de MLL™: o territorio de um link

chaveavel.

No Capitulo 2 vimos outras duas alternativas de calculos de miltipla conclusao
para a logica intuicionista proposicional: ¢-LLD e FIL. No lugar de restringir a cardinalidade
do consequente no descarte de hipoteses, ambos usam o conceito de dependéncia entre
formulas. Mais uma vez partimos da dissertacao de mestrado de Marcela Quispe Cruz
(QUISPE-CRUZ, 2009), onde havia a ideia de um sistema para N-Grafos baseados em FIL.
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Juntamos os conceitos de dependéncia e territério e chegamos a um critério de corretude

(Definigao 35) para N-Grafos com dependéncia.

Provamos como transformar qualquer derivacao neste novo sistema numa equiva-
lente em c-LD (Teorema 4). Uma vez que toda derivagao nos N-Grafos intuicionistas pode
ser traduzida em uma correspondente nos N-Grafos com dependéncia (Lema 21), conclui-
mos pelo Corolario 5 que na verdade os conjuntos de dependéncia nao sao indispensaveis

para validar a derivacao porque a meta-condi¢ao intuicionista com territorio ja é suficiente.
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5 PROOF-NETS INTUICIONISTAS

5.1 Introducao

Conforme comentado brevemente na Secao 3.3, Robinson definiu um sistema de
proof-nets para a logica classica proposicional ao adaptar os conceitos da abordagem de
Girard para o fragmento MLL™ com o critério de Danos & Regnier. A surpresa principal
do seu trabalho, como ele mesmo afirma, é que nao ha novidade alguma: as propriedades
e provas definidas no sistema para a logica linear sao “traduzidas” para o seu sistema
praticamente sem alteragoes (ROBINSON, 2003).

Uma diferenca importante para os N-Grafos é que nas proof-nets para a logica
classica as regras sao inspiradas no calculo de sequentes, enquanto no Capitulo 3 vimos
que nos N-Grafos as regras logicas seguem o formato da dedugao natural. Ainda assim
mostraremos que a ideia utilizada para obter uma versao intuicionista no Capitulo 4

também se aplica as proof-nets de Robinson.

Isso comprova que a mesma é abstrata e versatil o suficiente e que os N-Grafos
(assim como o sistema estudado neste capitulo) sdo vistos nesta tese apenas como uma
ferramenta para o estudo das diferencas entre a légica intuicionista e classica sob uma
perspectiva geométrica: considere o descarte da hipotese A em B para obtermos A — B
numa derivagao classica nao sequencial com multipla conclusao. Entao nosso critério de
corretude, a partir de propriedades geométricas, aceita a prova como intuicionista se na

menor subderivacao ha apenas uma conclusao (A — B).

Iniciamos com a versdo original do célculo (classica). Em seguida utilizamos a
mesma abordagem anterior: apresentamos o critério de corretude intuicionista e provamos
a completude com um mapeamento para LJ'. Para a prova de corretude aplicamos rétulos,
0s quais sao um recurso para a traducao para c¢-LD, e mostramos a correspondéncia entre

eles e o critério de corretude intuicionista.

5.2 Sistema classico

Os melhores resultados de proof-nets em logica linear ocorrem com o fragmento
multiplicativo. A conjungao aditiva (conectivo &), por exemplo, requer a adogao de “caixas”:
marcas de sincronizagdo na proof-net, ou seja, momentos em que € restaurada a estrutura
sequencial da derivacao (GIRARD, 1987). Como na légica cldssica nao ha restrigdo para as
regras de contracao e enfraquecimento, nao existe distin¢ao entre conectivos multiplicativos

e aditivos.
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T, A, BFA THA A T'FB, A
T, ANBFA . T'FAAB, A, A7
LAFA T, BEA THA B, A
T I, AVBFA, A " TFAvB A"
TF " Fr 't

Tabela 7 — Regras multiplicativas.

Entao Robinson adota a versao multiplicativa do calculo de sequentes como padrao
para o seu sistema. A Tabela 7 apresenta algumas regras multiplicativas. As regras para
os conectivos da implicagdo e negagdo permanecem como na Tabela 2, enquanto as demais

(axioma, corte e estruturais) permanecem inalteradas (Tabela 3).

Uma diferenca importante é que Girard usa féormulas apenas no lado direito do
sequente. Assim a negacao e a implicacdo nao sao tratados como conectivos primitivos,
mas definidos indutivamente por meio dos demais (utilizando conjuncao, disjuncao e as leis
de De Morgan). Robinson usa férmulas dos dois lados do sequente e isso serd importante
mais tarde ao definirmos uma versao para a légica intuicionista, visto que esta nao permite
que um conectivo bindrio seja definido por meio de outros (nem todas as leis de De Morgan

sao aceitas por ela).

As ocorréncias de formula estao inseridas em circulos, e marcadas com as letras L e
R para indicarem que pertencem ao lado esquerdo ou direito do sequente, respectivamente.
H& uma regra no sistema para cada uma do calculo de sequentes, com a excecao das de
permutagao, para as quais nao ha nenhuma. Cada ocorréncia de uma regra é representada
por uma caixa. H4 um direcionamento das arestas entre ocorréncias de férmulas e regras.
As arestas partem das férmulas que sao premissas para a respectiva regra, da qual partem

as arestas para as formulas que sao conclusoes.

5.2.1 Estruturas de prova

As defini¢des formais sdo herdadas da légica linear.

Definicao 36 (estrutura de prova (ROBINSON, 2003)). Uma estrutura de prova é um

grafo finito direcionado bipartido cujas familias de vértices sao rotuladas como seque:

e por uma regra do cdlculo de sequentes;
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A

AR

ANB:R

A

VR

g

AVvB:R
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A—B:R
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= = N
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Figura 54 — Links logicos.

R

e ou por uma formula proposicional, juntamente com a marca L ou R.

O grafo também deve atender as sequintes restrigoes:

1. os vértices adjacentes a cada vértice de regra devem formar grafos como os ilustrados

na Figura 54 ou Figura 55;

2. cada no com formula possui grau de entrada igual a um e grau de saida no mdximo

um.
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Figura 55 — Links estruturais e identidade.

Nos links de enfraquecimento exibidos na Figura 55, a formula B pode ser marcada

por L ou R.

Definigao 37 (premissa' e conclusio). Um vértice de uma ocorréncia de férmula é uma

premissa (conclusao) de uma proof-net quando possui grau de saida zero e é marcada por

L (R).

Definicao 38 (subestrutura (ROBINSON, 2003)). Uma subestrutura de uma estrutura

de prova é um subgrafo desta que também é uma estrutura de prova.

Definicao 39 (porta (ROBINSON, 2003)). Uma porta de uma subestrutura de prova
¢ um vértice de uma ocorréncia de formula na fronteira da subestrutura, ou seja, com
grau de entrada igual a um e de saida igual a zero. Em outras palavras, uma porta é uma

premissa ou conclusdo da subnet.

Considere uma ocorréncia de férmula A numa estrutura de prova. Para obtermos

uma subestrutura com A, a condicdo 2 da Definicao 36 exige que este vértice apresente

L A rigor uma proof-net possui apenas conclusdes. Porém, aqui vamos chamar de premissa as conclusdes

que apresentam a marca L.
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Figura 56 — Estrutura de prova para AV B+ A A B (ROBINSON, 2003).

grau de entrada um, o que nos obriga a subirmos e adicionarmos o né da regra que possui
A como conclusao. Entao a condi¢ao 1 exige incluir as premissas desta regra (caso possua
alguma). Aplicando a condi¢ao 2 a essas premissas, subimos também para as regras que as
geram como conclusoes e assim por diante. Como o link de axioma é o tinico sem premissa,
esse processo s6 termina nele. Por isso todas as subestruturas sdo fechadas sob premissas

hereditarias.

As estruturas de prova nem sempre representam derivagoes vélidas (Figura 56). O

critério de corretude classifica-as como validas ou invalidas logicamente.

5.2.2 Critério de corretude

Defini¢ao 40 (chaveamento, n6 chaveavel (ROBINSON, 2003)). Um chaveamento (Danos-
Regnier) o € a escolha da aresta de uma das premissas de cada um dos nds das regras

AL, VR, — R, C'L, CR. Dizemos que esses nos sio chaveaveis.

Definig¢ao 41 (grafo de chaveamento (ROBINSON, 2003)). Considere R uma estrutura
de prova e o um chaveamento associado. Entdo o grafo (Danos-Regnier) de o, DR(R, o),

corresponde ao sequinte grafo nao direcionado:

e seus vértices sao 0s vértices de formulas proposicionais de R;
e suas arestas ligam conclusoes dos nos de regras de R a hipoteses da sequinte maneira:

— se a regra nao for chavedvel, entao a conclusao € ligada as premissas;
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— se a regra for chavedvel, entao a conclusao € ligada apenas a premissa escolhida

por o.

As excegoes sio os nos de axioma e corte, 0s quais unem as duas formulas proposici-

onais do link.

Definigao 42 (proof-net (ROBINSON, 2003)). Uma estrutura de prova R é uma proof-net
quando para todo chaveamento o associado, DR(R, o) € aciclico e conexo (como um grafo

nao direcionado).

Definigao 43 (subnet (ROBINSON, 2003)). Uma subnet de uma proof-net é uma subes-

trutura de prova que também é uma proof-net.

O que determina se um link deve ser chaveavel? Robinson observa que a técnica
de Danos & Regnier nao depende da logica envolvida: embora definida inicialmente para
a logica linear, também pode ser aplicada a outras logicas, como as suas proof-nets e
os N-Grafos, os quais foram inicialmente definidos para a légica classica. Considere, por

exemplo, as regras da conjunc¢ao na Tabela 7 e os respectivos links na Figura 54.

No calculo de sequentes, as duas premissas (A e B) da regra AL provém do
mesmo sequente. Entdo numa derivacao em proof-nets, ambas ji devem estar previamente
conectadas em todos os chaveamentos. Logo o link AL s6 pode ligar a conclusao a uma
das premissas num chaveamento, caso contrario um ciclo seria formado. Portanto esse link

deve ser chaveavel.

Na regra AR o cenario é diferente. Note que as premissas A e B pertencem a
sequentes distintos. Assim um link AR é aplicado para conectar duas derivacoes disjuntas.
Se um chaveamento ligar A A B a apenas uma das premissas, ndo havera um caminho da

conclusao do link até a outra premissa. Por isso o link nao deve ser chaveavel.

Na Figura 57 exibimos uma proof-net correspondente ao N-Grafo da Figura 10.
Assim como temos destacado as contragoes e expansoes nos N-Grafos, também exibimos
as arestas dos links chaveaveis pontilhadas. Um ponto interessante sao as ocorréncias
diferentes de expansoes e contragoes no N-Grafo em relagdo as contracoes na proof-net,
visto que Robinson adota regras multiplicativas para todos os conectivos. Para facilitar a
visualizacao do critério de corretude e os ciclos validos, todas as arestas dos links chavedveis

sao desenhadas com pontilhados.

5.2.3 Subnets

Aqui apresentamos alguns conceitos e propriedades de subnets. Como muitas provas
sao andlogas as de MLL~ (BELLIN; WIELE, 1995) e ja foram adaptadas no Capitulo 3

aos N-Grafos, nao as exibiremos.
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Figura 57 — Proof-net para AN (BV C)F (AANB)V (AAC).

Considere Ry e Ry subnet de uma proof-net R.
Lema 22 (Uniao (ROBINSON, 2003)). Ry U Ry € uma subnet sse Ry N Ry # 0.
Lema 23 (Intersecgdo (ROBINSON, 2003)). Se RN Ry # 0, entdo RN Ry € uma subnet.

Definicao 44 (império, reino (ROBINSON, 2003)). Seja A uma ocorréncia de formula
em R. O império (reino) de A, representado por e(A) (k(A)), é a maior (menor) subnet

de R que possui A como porta.

Definicao 45 (territério (ROBINSON, 2003)). Seja ¥ um conjunto de ocorréncias de
formula em R. O territério de ¥ (t(X)) é a menor subnet de R contendo todas as formulas

de ¥ (nao necessariamente como portas).

O Lema 23 garante que t(X) sempre existe. Quanto ao império, hd duas maneiras

equivalentes de construi-lo, conforme foi feito nos N-Grafos.

Definig¢ao 46 (o(R, A) (ROBINSON, 2003)). Considere A uma ocorréncia de formula
numa proof-net R com um chaveamento associado o. o(R, A) € o subgrafo de DR(o, R)

definido como:

e se A € premissa de algum link, entao remova todas as arestas que passam de A para
alguma conclusao deste link (se A for premissa de um corte, remova a aresta de A

para a outra férmula do link) e pegue como resultado a componente que possui A;

e se A nao é premissa de regra alguma, tome DR(o, R).
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Lema 24. O império de A existe e € dado pelas sequintes construcoes equivalentes:

1. N, o(R, A), onde o varia sob todos os chaveamentos de R;

2. 0 menor subconjunto de ocorréncias de formulas de R fechado sob as condicoes

abaizo:

a) A€ e(A);
b) e(A) € fechado sob premissas hereditdrias;

c) se Xo e Xi sao conclusées de um axioma e X; € e(A), entao X;_; € e(A);

d) seV éum vértice de regra nao chavedvel com premissas X1, ..., X, conclusoes
Yi, ..., Y., Xi €e(A), epara algum i, X; # A e X; € e(A), entdo para todo j,
Y € e(A);

e) se V. é como o passo anterior, porém chavedvel e para todo i, X; # A e
X, € e(A), entdo para todo j, Y; € e(A);

f) se Xo e X1 sdao premissas de um corte, X; # A e X; € e(A), entao X;_; € e(A).

Lema 25 (aninhamento de impérios). Sejam A e B ocorréncias de formulas distintas
numa proof-net. Se A € e(B) e B ¢ e(A), entdo e(A) C e(B).

Demonstragio. A prova segue o argumento de (GIRARD, 1991), que foi adaptado para
os N-Grafos no Lema 4. O

Como o império de A sempre existe, ha pelo menos uma subnet com A como porta.
Pelo Lema 23, concluimos que k(A) também existe. Os reinos sdo importantes pois definem
uma ordem parcial entre as férmulas as quais sao conclusoes de regras que possuem apenas
uma conclusdo (ou seja, nao sao conclusoes de axioma ou enfraquecimento) (ROBINSON,
2003).

Definigao 47 (ordem parcial (ROBINSON;, 2003)). Sejam A e B ocorréncias de formulas.
Entio A < B sse A € k(B). Se M e N sdo nds de regras (com a excegio da regra do
corte), entao M < N sse X <Y, onde X eY sdo conclusoes de M e N, respectivamente.

Lema 26 ((ROBINSON, 2003)). Sejam Vi e Vy vértices de regras numa proof-net R tais
que Vi possui A como uma de suas premissas e C' como uma de suas conclusées, enquanto

Vo apresenta B como uma premissa e D como uma conclusio. Considere que A # B e

B € e(A). Entio D € e(A) sse C ¢ k(D).

Demonstragio. (Ida) Suponha que D € e(A). Entao e(A) é uma subnet que contém D
e assim k(D) C e(A). Uma vez que A é uma porta de e(A), temos C' ¢ e(A). Como
k(D) C e(A), obtemos C ¢ k(D).
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Figura 58 — Proof-net com um link —L final.

(Volta) Agora suponha que C & k(D). Como e(A)Nk(D) # 0 (pois ambos possuem
B), e(A) U k(D) é uma subnet (Lema 22). Dado que C' ¢ k(D), entao k(D) ndo possui o
vértice de regra V;, o qual conecta A e C. Portanto A ainda ¢ uma porta de e(A4) U k(D).
Isso implica que e(A) U k(D) = e(A) e assim k(D) C e(A). Como D € k(D), também
temos D € e(A). O

Com essas propriedades, estamos aptos para a prova de corretude da versao classica.

Teorema 5 (Sequentizacao (ROBINSON, 2003)). Considere R uwma proof-net. Entao é

possivel obter uma derivacao equivalente em cdlculo de sequentes.
Demonstragdo. A prova é por inducao no nimero de nés de regras de R.

1. R possui apenas um no de regra: esse nd deve ser um axioma com conclusoes A : L e
A:R,ouum LL, ouum TR. A derivacao correspondente € AF A, ou L F oubk T,

respectivamente.

2. R possui algum no de regra final com apenas uma premissa: esse n6 deve ser =L, ou
=R, ou WL, ou WR. Considere R’ o resultado da remocao de R deste né de regra,

juntamente com as suas conclusoes.

e —[: entao R ¢é como na Figura 58. Qualquer chaveamento ciclico ou desconexo
em R’ implicaria num chaveamento ciclico ou desconexo em R, respecetivamente.

Entao R’ é uma proof-net menor que R .Pela hipétese de indugao, temos uma

derivacao II em calculo de sequentes para R’ terminando em A, Ay, ..., A,
B, Bs, ..., B,. A derivacao correspondente para R é obtida aplicando a regra
-L:

I1

Ay, Ay, ... Ay FB,Bs, ..., B,
AL Ay, .. A, —-BF By,....B,

-L
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Figura 60 — Proof-net com um link WL final, cuja premissa é uma férmula do lado
esquerdo.

e —R: aqui R é como na Figura 59. Semelhante ao caso anterior, R’ também sera
uma proof-net. Assim a hipdtese de inducao nos fornece uma derivacao Il para
Ay, .. AW AFEB By, ... B,

i
At ..., Ap,AF B, By, ... B,
Ay,..., A, F-A B, DB,,..., B,

e W L: aqui o link pode ter como premissa uma férmula do lado esquerdo (Figura

=

60) ou do lado direito. Vamos supor sem perda de generalidade que temos o
primeiro cendrio. A hipétese de indugao nos garante uma derivagao Il para R’
Aq,... A, By, By, ..., B,. A sequentizacao de R é obtida aplicando a regra
W L:

i
Ay, ...,Ant By, Bs,....B,
Ai,.... A AF By, By, ....B,

e W R: é anélogo ao caso W L.

WL

3. R apresenta um link chavedvel no final: esse né de regra deve ser AL, VR, — R, C'L

ou C'R. Uma vez que um chaveamento escolhe apenas uma das premissas de um
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Figura 61 — Proof-net com um link — R final.

link chavedavel, como R é uma proof-net, ao removermos um link chaveavel no final,
nao alteramos a conectividade nem a aciclicidade dos chaveamentos da estrutura de
prova resultante. Portanto, a remoc¢ao de um link chaveavel final de uma proof-net

resulta numa proof-net menor.

Considere o caso em que o né de regra final seja — R (Figura 72). A hipétese de
indugao gera uma derivagao II para Aq,..., A, A+ B, By, ..., B,. Para sequentizar

R, basta aplicar a regra — R:

IT
Ay, A, AFB,By.... B,
Al,...,AmFA%B,Bg,...,Bn

—R

Os casos dos outros links chaveaveis sao semelhantes: apds a hipétese de inducao,

basta aplicar a regra do calculo de sequentes com o mesmo nome do respectivo link.

4. Todos os nds de regras finais de R possuem mais de uma premissa e ndao sao
chavedveis: escolha um né maximal em relagdo a <, digamos que seja N (Figura
62). Como N nao é chaveavel e e(A) e e(B) sao subnets, elas devem ser disjuntas.
Afirmamos que R = ¢(A) Ue(B) U {C}. Suponha que ndo: deve haver um link com
premissa D e conclusao E tal que D € e(A), mas E ¢ e(A). Pelo Lema 26, temos
que C € k(F). Partindo de E e seguindo a direcao das arestas, considere M qualquer
n6 de regra final abaixo de E. Entdao C' € k(M), o que nos permite concluir que

N < M, contradizendo nossa escolha de que N era maximal.

Portanto de fato temos R = e(A) U e(B) U {C}. Pela hipétese de indugao ha
sequentizacao para e(A) e outra para e(B). Obtemos uma derivagao para R juntando

essas duas pela regra correspondente ao né6 N no calculo de sequentes.
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Figura 62 — N6 de regra maximal N (ROBINSON, 2003).

1L

C D> Cair>

Figura 63 — Novo link | L.

5.3 Critério de corretude intuicionista

A partir desta secao e até o fim deste capitulo, aplicaremos as ideias vistas no
Capitulo 4 as proof-nets de Robinson a fim de definirmos uma versao intuicionista para elas.
O primeiro passo é a definigdo de um novo conjunto de links tendo em vista os calculos LJ’

e ¢-LD, os quais serdao usados para as provas de completude e corretude, respectivamente.

Esses dois calculos nao adotam regras especificas para a constante T, portanto nao
sera mais utilizado o link T R. Uma vez que c-LD, conforme visto na Secao 2.4, apresenta
um axioma | - A (onde L ~ A), o link LL da Figura 55 sera substituido pelo da Figura
63. Também serao removidos os links da negagao (—L e =R): o conectivo serd definido por

meio da implicagao: " A=A — L.

Definig¢ao 48 (proof-net intuicionista). Seja R uma proof-net sem os links =L, =R, TR
e com os eventuais L L conforme consta na Figura 63. Dizemos que R € intuicionista se
para cada link — R com conclusio A — B : R, k(A — B) tem apenas uma conclusao (a

propria formula A — B : R).

Usamos os mesmos exemplos dos N-Grafos mostrados no Capitulo 4 para apresentar
aqui derivagoes no sistema de Robinson. Com isso, ilustramos de que forma o critério de
corretude separa as proof-nets intuicionistas das classicas. A Figura 64 contém proof-net

para F =——=A — —A e nao fere a Defini¢do 48, logo ¢é intuicionista.

Na Figura 65 temos a proof-net intuicionista correspondente ao N-Grafo exibido
como contra-exemplo para a meta-condigao intuicionista com territério (Figura 31). O

reino de C' — A : R é formado pelas suas premissas hereditarias (todos os nés de que
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Figura 64 — Proof-net correspondente ao N-Grafo da Figura 29.

podemos partir, seguir a diregdo das arestas e chegar em C' — A : R), juntamente com
a ocorréncia A : L conclusao do link W L. Esse conjunto de ocorréncia de férmulas esta
destacado em azul. Portanto k(C' — A) possui apenas uma conclusdo (a propria formula).

Ja as ocorréncias de férmulas de k(B — D) estao destacadas em verde e esse reino também
possui apenas uma conclusao.

O critério intuicionista também detecta corretamente as derivacgoes classicas rejei-
tadas pelo intuicionismo. Na Figura 66 temos uma proof-net para - A — B, B — A. Esse
sequente ja foi estudado no capitulo anterior. Foi visto um N-Grafo para ele (Figura 30)
e a meta-condi¢ao com territério encontrou uma ocorréncia B como outra conclusao do

territorio de B — A. Agora esse comportamento se repete: B também é uma conclusao de
k(B — A). As férmulas dessa subnet estdo destacadas em azul.

Uma tentativa de derivar a lei de Peirce nas proof-nets de Robinson (Figura 67) é

rejeitada aqui pela mesma razao por que a Definicao 33 rejeitou o N-Grafo da Figura 39:
k(A — B) apresenta A como conclusao.



Capitulo 5. PROOF-NETS INTUICIONISTAS 107

— R VL — R

Figura 65 — Proof-net correspondente ao N-Grafo da Figura 31.

5.4 Completude

A Definigao 48 tem como um dos objetivos eliminar as derivagoes rejeitadas pelo
intuicionismo. Sera que ela também suprime algumas derivagodes intuicionistas? Nesta se¢ao
provaremos a completude, confirmando que nenhuma proof-net intuicionista é rejeitada

pelo novo critério. Antes da prova deste teorema, apresentamos dois lemas auxiliares.

Lema 27. Toda proof-net intuicionista R possui ao menos uma conclusao.

Demonstragio. Na verdade provaremos que na construcao de qualquer proof-net com o

novo conjunto de links, sempre havera ao menos uma conclusao.

1. R apresenta apenas um link: entdo este deve ser um axioma ou um L L (Figura 63).

Em ambos os casos hd uma conclusao.

2. R € formada pela adi¢ao de um link chavedvel [ a fronteira de uma proof-net R':

e [ ¢ AL ou CL: pela hip6tese de inducao R’ j4 tem ao menos uma conclusao.
Como [ nao possui férmulas do lado direito como premissa, as conclusoes de R

sao exatamente as mesmas de R’.

e | ¢ VR, ou — R, ou CR: como a conclusao desses links ja é uma férmula do

lado direito, R certamente terda ao menos uma conclusao.

3. R é formada pela jungao de duas proof-nets Ry e Ry por um link | nao chavedvel:
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\ 4

Figura 66 — Proof-net correspondente ao N-Grafo da Figura 30.

e [ é AR: como a conclusao deste link ja é uma férmula no lado direito, havera

ao menos uma conclusao em R.

e [ ¢ VL: como as conclusoes de R sdo exatamente as conclusoes de Ry e as de

R5, a hipotese de indugao garante que R também satisfaz a propriedade.

e [ é— L ouCUT: em ambos os casos [ possui uma premissa com férmula do
lado esquerdo e outra do lado direito. Seja Ry a proof-net que fornece a férmula
do lado esquerdo. Entdo R; apresenta ao menos uma conclusao (hipétese de
indugao) e esta é também uma conclusdo de R, pois [ nao utiliza nenhuma

conclusao de R;.

4. R ¢ formada pela adicao de um link de enfraquecimento a uma proof-net R': a
hipétese de indugao nos garante que R’ tem ao menos uma conclusao. Uma vez que
os links WL e W R, embora usem uma féormula B como premissa, também possuem

essa mesma formula como conclusdo, existira pelo menos uma conclusao em R.
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Figura 67 — Proof-net correspondente ao N-Grafo da Figura 39.

]

Lema 28. Considere uma proof-net intuicionista com premissas A, As, ..., A,, mas
com apenas uma conclusio B. Entdao se unirmos as ocorréncias A : L e B : R por um link

— R, o resultado R também serd uma proof-net intuicionista.

Demonstragio. Como R provém da adicao de um link chaveavel a uma proof-net, também
serd uma proof-net. Resta mostrar que R é intuicionista. Dado que originalmente tinhamos
uma proof-net intuicionista, R s6 nao serd intuicionista se k(A — B) possuir mais de uma

conclusdo. Suponha que k(A — B) apresente alguma outra porta C : R.

k(A — B) é uma subnet que apresenta a férmula C' como porta, logo A — B € e(C).
Uma vez que C': R nao é uma conclusao de R, esta formula deve ser premissa de algum
link /}. Os tnicos links os quais recebem uma féormula do lado direito como premissa e nao
geram férmula do lado direito como conclusao sio — L e CUT. Partindo de I} e seguindo
a direcdo das arestas, seja 1, 13, ..., [}, uma sequéncia de links tal que [}, é o primeiro

que nao tem como conclusdo uma férmula do lado direito.
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Seja Cy : R a premissa de [}, que tem C : R como premissa hereditria (ou seja,
h4 um caminho direcionado de C': R para Cy; : R) e Dy : L a outra premissa de [},. Entao

e(C) C e(Cy1). Dado que I}, nio é chaveavel (ele é — L ou CUT), e(Cyy) Ne(Dy) = 0.

O império e(D;) é uma subnet intuicionista: caso contrario, a proof-net original
nao seria intuicionista. Assim em e(D;) ha pelo menos uma conclusdo Cy : R (Lema 27), a
qual nao é uma conclusao de R porque R possui apenas A — B : R como conclusao. Note
que Cy : Re A — B : R sao de fato ocorréncias de formulas distintas, pois A — B € e(C),
e(C) C e(Cr1), Cy € e(Dy) e e(Crr) Ne(Dy) = 0.

O império e(D;) também é uma subnet que possui Cy : R como porta, portanto
e(Dy) C e(Cy). Como o link I}, nio é chavedvel e Dy € e(Cy), Ciy € e(Cy) (construgio 2
do Lema 24). Uma vez que C' é uma premissa hereditaria de C; e ja temos Cy; € e(Cy),
obtemos C' € e(Cy) e Cy & e(C). Pelo Lema 25 inferimos e(C') C e(Cy).

Isso significa que todas as ocorréncias de formulas visitadas até aqui pertencem ao
império e(Cy). Mas como Csy : R nao é uma conclusao de R, esta férmula deve ser premissa
de algum link /7. Conforme anteriormente, considere a sequéncia de links 12, 13, ..., [2,
tal que %, é o primeiro que nao tem como conclusao uma férmula do lado direito. Seja
Ciz : R a premissa de I3, que tem Cy : R como premissa hereditaria. Como Cys & e(Cs), a

formula (s ainda nao foi visitada.

Logo podemos repetir o procedimento e sempre encontrar férmulas novas do lado
direito que nao sao conclusoes de R. Mas a proof-net tem apenas um numero finito de nos
e em algum momento a férmula nova do lado direito deve ser uma outra conclusao de R:
contradi¢ao porque R tem apenas A — B como conclusao. Portanto a suposicao de que

k(A — B) tem outra porta do lado direito deve ser falsa e R ¢ intuicionista. O]

Teorema 6 (Completude). Dada uma derivagio Il de Ay, ..., Ayt By, ..., B, em LJ,
é possivel construir uma proof-net intuicionista R cujas premissas e conclusoes estao em
correspondéncia um-para-um com as ocorréncias de formula Ay, ..., A, e By, ..., By,

respectivamente.

Demonstracao. Procedemos por indugao na estrutura de II.

1. II consiste de um axioma da forma A F A: entdo R é simplesmente um link de

axioma (Figura 55).

2. I1 ¢ obtido de Iy por AL;:

I
Ag, ooy Awy AF B ..., By
Ay, ..., An, ANBEB, ..., B,

Pela hipotese de inducao temos uma proof-net intuicionista R; para II;. Como

Robinson adota uma versao multiplicativa do calculo de sequentes e para LJ’ temos
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AL

Figura 68 — Prova de completude para a regra AL;.

utilizado a aditiva para esta regra (para simular os links dos N-Grafos), é necessario
adicionar um link de enfraquecimento a Ry antes do 16gico. Obtemos R acrescentando
os links W L e AL conforme a Figura 68. Como o link AL é chaveavel, o ciclo formado
por ele e pelo link WL ¢ valido. Uma vez que manipulamos apenas férmulas do lado

esquerdo, a Definicao 48 permanece satisfeita.

3. II € obtido de I1; por ALs:

11
Ay, ..., A,, BBy, ..., B, L
Ay, ..., An, ANBFBy, ..., B,
Este caso é idéntico ao anterior.
4. 1I € obtido de 11y e Il por AR:
Hl HZ
oo, AlFA B, ..., B Ci, ..., CyEB, Dy, ..., D, .
(.. A.Ci, .. CiFAAB, B, .. B,Dy,.. D

Da hipotese de indugao temos as proof-nets intuicionistas Ry e R, para II; e Ils,
respectivamente. Unimos R; e Ry por meio de um link AR para chegarmos a R
(Figura 69). Como a juncao envolve duas proof-nets disjuntas com um link nao-
chaveavel, o critério de corretude classico é atendido. Agora considere X — Y : R
a conclusao de algum link — R em R;. O novo link AR pode afetar o reino de
X —=>Y:R?

Isso ocorreria apenas se k(X — Y) crescesse por A : R seguindo a dire¢ao do novo

link AR, porém R; é uma proof-net intuicionista e isso implica que A € k(X — Y)
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Figura 69 — Prova de completude para a regra AR.

porque k(X — Y) deve possuir apenas uma conclusdo. Aplicamos o mesmo raciocinio

a Ry e concluimos que R é intuicionista.

5. II € obtido de I1; por VRy:

11y
Al ooy A A By, oo By
Ay, ..., AWk AVB, By, ..., B,

A hipétese de indugao garante a existéncia de uma proof-net intuicionista Ry para
IT;. Aqui também é aplicado um link de enfraquecimento antes do 16gico (Figura
70), semelhante ao caso da regra AL;. A adicao dos links W R e VR a partir da
ocorréncia de formula A : R nao afeta o reino de nenhuma férmula de algum link
— R pelo mesmo motivo do caso da regra AR. Concluimos que a o resultado é uma

proof-net intuicionista.

6. IT é obtido de Iy por VRs:

1L
Ay, oo, AnEB, By, ..., By, R
Ay, ..., AWFAVB, By, ..., B,
Mesmo procedimento utilizado no caso da regra VR;.
7. 11 € obtido de 11, e 11y por VL:
H1 H2
Yoo, AL, AF DBy, ..., B Ci, ..., Cy,, BEDy, ..., D; 5
\%
oo AL Gy .., Cy, AVBEDBY, ..., B, Dy, ..., D;

Considere as proof-nets intuicionistas Ry e Ry para II; e Il respectivamente, oriundas

da hipdtese de indugao. Chegamos a R por meio de um link VL de acordo com a
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VR

Figura 70 — Prova de completude para a regra VR;.

Figura 71 — Prova de completude para a regra VL.

Figura 71. Como este link nao é chaveavel, R sera uma proof-net (semelhante ao
caso AR).

Seja X — Y : R a conclusdo de um link — R em R; tal que A € k(X — Y). Entao
A . L é uma porta da menor subnet que apresenta X — Y : R como porta. Logo
o reino de X — Y : R nao descera ao novo link VL por A : L porque o reino ja
computa a menor subnet. Note que o contrario ocorre caso a Definicao 48 adotasse
império no lugar de reino: se A € e(X — Y'), entdo o império desceria de A : L para

o link VL adicionando todas as formulas de Rs, que pode possuir outras conclusoes.

8. II obtido de 11; por — R:

1T,
A Ay, AnEB
A, ..., A, FA>B
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Figura 72 — Prova de completude para a regra — R.

Figura 73 — Prova de completude para a regra — L.

Atentemos para a exigéncia de LJ’ para haver apenas uma férmula no consequente
antes apilcacao da regra. Da hipotese de indugao temos uma proof-net intuicionista
Ry para II; e adicionamos um link — R conforme a Figura 72. Este cenario é o mais
complexo da prova de completude: é preciso provar que o resultado é uma proof-net

intuicionista, mas ja o fizemos no Lema 28.

9. II € obtido de 11; e Iy por — L:

1L 1,
Lo MFA B ... B G, .. C,BED, ..., D
... A C, .. C,A=SBFB, . . B, Dy, .. D

Pela hipotese de inducdo temos duas proof-nets intuicionistas Ry e Ry para II; e Ily,
respectivamente. Obtemos R conectando R; e Ry com um link — L (Figura 73). A

justificativa de que R é uma proof-net intuicionista segue dos casos VL e AR.
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Figura 74 — Prova de completude para a regra W R.

IT é obtido de 11y por W L:

1L
As, ooy Anb By Boy oy B
A, A, ..., A, F By, By, ..., B,

Da hipdtese de inducao temos uma proof-net intuicionista R; correspondente a II;.
Basta adicionarmos um link WL a qualquer premissa ou conclusao de R; para
chegarmos a R (Figura 60). A adi¢do do link WL nao altera a conectividade nem a

aciclicidade da proof-net, tampouco influencia o reino de algum link — R.

IT € obtido de 11; por W R:

I
Al oy AnbBo o B
A, ..., A,FB, By, ..., B,

Este cenario é similar a WL e estd ilustrado na Figura 74. A justificativa de que o

resultado é uma proof-net intuicionista segue dos casos ja analisados.

IT ¢ obtido 11y por CL:

I
A, A, Ay o At By, B, o, B
A, Ay, ..., A F By, B, ..., By

A hipotese de induc¢ao nos fornece uma proof-net intuicionista R; para II;. Simples-
mente acrescentamos um link C'L a R; de acordo com a Figura 75. O resultado
também é uma proof-net intuicionista (pela mesma justificativa utilizada na regra
ALy).

IT ¢ obtido de I1; por CR:

1T
Ay, ..., A+ B, B, By, ..., B,
A, ..., A FB, By, ..., B,

CR
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A
Figura 75 — Prova de completude para a regra C'L.

Figura 76 — Prova de completude para a regra CR.

Considere R; a proof-net intuicionista para Il; a partir da hipétese de inducao. Ao
adicionarmos um link C'R, temos R (Figura 76). Concluimos que R é uma proof-net

intuicionista a partir das justificativas apresentadas no caso da regra VR;.

55 Corretude

Seguindo a estratégia aplicada aos N-Grafos, definimos uma versao rotulada das
proof-nets intuicionistas. Cada ocorréncia de formula vai guardar, além da informacao do
lado do sequente a que pertence (L ou R), um conjunto de indices, a fim de computar as
premissas de que a mesma depende. Entretanto a forma como as dependéncias fluem aqui

¢ um pouco diferente do capitulo anterior.

Nos N-Grafos, assim como na dedugao natural, as premissas ficam na parte superior
da derivagao, enquanto as conclusoes na inferior. Entao as dependéncias partem de cima
(das premissas) para baixo (conclusoes). Nas proof-nets de Robinson, tanto as premissas

quanto as conclusoes, ficam na parte de baixo (ambas possuem grau de saida zero).
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Ao partirmos de uma premissa A num N-Grafo, basta seguirmos a dire¢do das arestas
dos links para computarmos a sua “influéncia” nas demais ocorréncias de féormula. Mas ao
iniciarmos numa premissa A : L numa proof-net, precisamos subir para computarmos as
férmulas que dependem dela (essa é a tinica alternativa, pois a premissa de uma proof-net
possui grau de saida zero). J& para uma conclusao B : R, a informagao das premissas das

quais ela provém deve vir de cima.

A regra geral para computarmos os rétulos das formulas é:

e as dependéncias sobem pelas formulas do lado esquerdo;

e ¢ descem pelas féormulas do lado direito.

Por exemplo: considere X : R/Sx e Y : R/Sy conclusbes de duas proof-nets. Os
conjuntos Sy e Sy carregam todas as premissas necessarias para as dedugoes de X e Y,
respectivamente. Se aplicarmos um link AR a elas para chegarmos a X AY : R, entdo esta
formula vai carregar as dependéncias de X e de Y: seu conjunto deve ser Sy U Sy. Note
que o fluxo foi de cima (as premissas X : R/Sx e Y : R/Sy do link AR) para baixo (a

conclusao do referido link).

Por outro lado, se houver um link VL com conclusao AV B : L ligando duas proof-
nets R4 e Rp com premissas A : L e B : L, respectivamente. Entao todas as ocorréncias
de formula que dependiam de A : L em R4, passarao a depender de AV B : L O mesmo
vale para B : L em Rp. Portanto a dependéncia foi de baixo (concluséo do link) para cima

(as premissas de VL).

A Figura 77 e a Figura 78 exibem o funcionamento das dependéncias nos links. As
setas que nao pertencem aos links representam a intuicao descrita acima: a subida pelas
formulas do lado esquerdo e descida pelas do lado direito. Alguns links merecem atencao
adicional, como o — R, o qual é o inico que descarta hipétese e quem de fato utiliza as

dependéncias.

Assim a conclusao deste link remove o indice n da hipdtese cancelada A : L do
conjunto S da outra premissa B : R. Semelhante aos N-Grafos, aqui também ¢é atribuido
um indice distinto para cada premissa da proof-net. Outro especial é o da regra do corte,
onde foi adotada a notacao de FIL (PAIVA; PEREIRA, 2005) para representar o seu

funcionamento.

Como o link CUT nao é chaveavel, ele conecta duas proof-nets disjuntas. Considere
Ry a que fornece a premissa A : L/{n} paraolinke Ry ade A : R/S. Entao potencialmente
em Ry ha ocorréncias de férmulas que dependem de A : L/{n} (ou seja, possuem n em seu
conjunto). Por outro lado Ry é uma derivagao para A (potencialmente hé outras conclusoes
em Ry também), mas esta férmula traz consigo um conjunto de dependéncia S. Portanto

ao ligarmos as duas proof-nets com o link CUT, toda férmula que dependia de A : L/{n}



Capitulo 5. PROOF-NETS INTUICIONISTAS 118

A:L/S

R
R
;

d

ANB:L/S
A:L/S

AVB:L/S

A/\BZR/SlLJSQ

o

A\/BZR/SlUSQ

R

A— B:R/S - {n}

¥is
Oié

A*)BZL/SQ

Figura 77 — Links l6gicos com dependéncias.

em R, terd essa dependéncia removida e sera adicionada todas as formulas de que A : R

provém (S). Esse é o significado da notagao [n|S] do sistema FIL.

Também ressaltamos os links de enfraquecimento. Até o presente momento (versao
cldssica e intuicionista sem rétulos), nao havia distingdo quanto ao lado (L ou R) da
premissa de um link de enfraquecimento (férmulas B da Figura 55 nos links WL e WR).
Como o lado da féormula influencia no fluxo dos indices das premissas na proof-net, para
cada regra de enfraquecimento do calculo de sequentes, exibimos dois links na Figura 78

(um caso para a premissa ser do lado esquerdo, e outro para a mesma ser do lado direito).

Definigdo 49 (estrutura de prova rotulada). Uma estrutura de prova rotulada é uma

estrutura de prova que:

e adota os links da Figura 77 e Figura 78;

e para cada ocorréncia formula A : L a qual é premissa da estrutura de prova ou de
um link — R € atribuido {n} como conjunto de dependéncia, onde n é um natural

distinto para cada uma essas ocorréncias de formula.
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Ax @ A:R/S

>
1:R/S, @

WL WR

G T

1L

Figura 78 — Links estruturais e identidade com dependéncias.

A:LJS A:L/S A:R/S, A:R/S,
CL CR
WL WR

6

Definicao 50 (proof-net intuicionista rotulada). Uma estrutura de prova rotulada R é

uma proof-net intuicionista rotulada quando:

e para todo chaveamento o associado, DR(R, o) é aciclico e conexo (como um grafo

nao direcionado);

e para cada link — R com conclusio A — B : R/S — {n}, k(A — B) tem apenas
uma conclusdo (a propria formula A — B : R) e apenas as formulas de k(A — B)

possuem n no seus conjuntos de dependéncia.

Para rotular uma proof-net intuicionista, basta atribuir para cada premissa dela e

de links — R um indice {n} distinto e em seguida computar os rétulos conforme os links



Capitulo 5. PROOF-NETS INTUICIONISTAS 120

Ax Ax

A:R/{2} 1:L/{2,3} @

Ax — R

— R
-——A—-A:R/0

Figura 79 — Proof-net da Figura 64 com dependéncias.

da Figura 77 e Figura 78. Figura 79 exibe a proof-net intuicionista da Figura 64 apds esse
procedimento. Nela hé trés links — R. Analisemos os reinos da conclusao de cada um

deles:

e ——A: R/{2}: aqui a hipétese =A : L/{3} é cancelada. k(-—A) é formado pelas
férmulas que possuem o indice 3 no conjunto, além das ocorréncias A : L/{2}
e A: R/{2} (conclusoes de um link de axioma). Essa subnet possui apenas uma
conclusao (o proprio = —A : R/{2}) e nenhuma férmula fora dela depende da hipdtese

cancelada = A : L/{3}. Portanto o critério é atendido.

e = A : R/{1}: descarta-se a hipdtese A : L/{2}. k(—A) é toda a proof-net, com a
excecao do vértice da ocorréncia de féormula =——A — —A: R/() e o seu respectivo
vértice da regra — R. Logo essa subnet apresenta somente uma conclusao e todas as

férmulas que dependeriam de A : L/{2} estao contidas nela.

e -——A — A : R/D: a ocorréncia de formula —=A : R/{1} deixa de ser premissa da
derivagao. k(—-——=A — —A) é toda a proof-net, a qual exibe apenas uma conclusao,

satisfazendo o critério.
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Figura 80 — Proof-net da Figura 65 com dependéncias.

Também rotulamos a proof-net intuicionista da Figura 65 e adotamos o mesmo
esquema de cores: as férmulas em azul representam k(C — A), enquanto as verdes sao
k(B — D) (Figura 80). Observamos que todas as férmulas que dependem da hipdtese
cancelada C' : L/{3} estdo em azul e todas que possuem o indice 2 estdo em verde, a
Definigao 50 é atendida.

Além de validar os exemplos intuicionistas, o critério também filtra as derivagoes
pertencentes apenas a logica classica. Figura 81 é a versao com dependéncias do sequente
A — B, B— A. A tentativa de cancelar a hip6tese B : L/{1} na ocorréncia A : R/{1,2}
para chegar a B — A : R/{2} é rejeitada pelo intuicionismo, pois k(B — A), representado
em azul, possui outra conclusao e hd também a ocorréncia A — B : R/{1}, a qual estd

fora do reino, mas mesmo assim ainda carrega uma dependéncia de B : L/{1}.

Outra derivagao rejeitada pela logica intuicionista que temos discutido neste tra-
balho é a lei de Peirce. A proof-net correspondente com rétulos é ilustrada na Figura 82,
onde mais uma vez é destacado k(A — B). Além da conclusao extra dessa subnet, ha

férmulas fora dela que ainda dependem da hipétese cancelada A : L/{1}.

Nos quatro exemplos que temos utilizado para compreensao, a Definicao 48 e
a Definicdo 50 se comportaram da mesma maneira. O lema a seguir trata dessas duas
defini¢bes e em seguida mostramos como transformar uma proof-net intuicionista rotulada

numa derivacao equivalente em c-LD.

Lema 29. Seja R uma proof-net intuicionista (Definicio 48). Entao o resultado da

aplicacao dos rotulos a R satisfaz a Defini¢iao 50.

Demonstragao. Seja R o resultado da aplicacdo dos rétulos a R. Suponha que R’ nao
respeita a Definicao 50. Entao existe ao menos um link — R com premissas A : L/{n} e
B: R/S e conclusio A — B : R/S — {n} tal que:
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A:L/{1,2} A:R/{1,2}

Figura 81 — Proof-net da Figura 66 com dependéncias.

e cm k(A — B) ha mais de uma conclusao;

e ou alguma ocorréncia de férmula C' com conjunto de dependéncia So é tal que
C & k(A— B), masn € Sc.

Se o primeiro cendrio ocorre em R’, entdao k(A — B) também possui mais de uma
conclusao em R, o que nao é permitido (pois R é uma proof-net intuicionista). Logo o
segundo caso deve ocorrer. Portanto é possivel partir de A : L/{n} e seguir o fluxo das

dependéncias dos links de forma que n chegue até a ocorréncia de férmula C'.

Uma vez que A € k(A — B) e C ¢ k(A — B), em algum momento o indice n
passa de uma féormula do reino para outra fora dele. As possibilidades para sairmos do

reino num link [ sdo:
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(A B)— A: L/{2] @

— R

((A—B)— A) — A: R/{1}

Figura 82 — Proof-net da Figura 67 com dependéncias.

e passando de uma conclusao de | para uma premissa de l: como toda subnet é fechada
sob premissas hereditérias, se a conclusao do link pertence a k(A — B), a premissa

também pertencera. Assim este cenario nao ocorre.

e passando de uma conclusdao de | para outra conclusao de l: os links que possuem mais
de uma conclusao e permitem o fluxo da dependéncia entre elas sao o de axioma,
1L, WL quando a premissa ¢ do lado direito e W R quando a premissa ¢ do lado
esquerdo (Figura 78). Aqui a conclusao do lado esquerdo pertenceria a k(A — B),
enquanto a direita nao. Todavia, se isso acontecer, k(A — B) sequer seria uma

subestrutura de prova.

e passando de uma premissa de | para outra premissa de l: os links com mais de uma
premissa e em que a dependéncia flui de uma para outra sao — L (Figura 77) e
CUT (Figura 78). Em ambos a dependéncia vai de uma ocorréncia de férmula do

lado direito (a qual pertenceria a k(A — B)) para outra do lado esquerdo (a qual
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estaria fora de k(A — B)). Isso implicaria que a premissa do lado direito de [ seria
uma porta (conclusdo) de k(A — B), mas sabemos que k(A — B) tem apenas uma

conclusao, invalidando este cenario.

e passando de uma premissa de | para uma conclusdo de [: os links em que a dependéncia
parte de uma premissa para uma conclusao sao AR, VR, — R (Figura 77), CR, WL
quando a premissa ¢ do lado direito e W R também quando a premissa ¢ do lado
direito (Figura 78). Em todos eles a dependéncia fluiria de uma férmula do lado
direito (que seria de k(A — B)) para outra formula fora de k(A — B). Portanto a
premissa do link seria uma porta (conclusao) de k(A — B): contradi¢gdo como no

caso anterior.

Portanto, se R é uma proof-net intuicionista, entao é impossivel o indice n sair de

k(A — B) em R'. Logo R’ seré de fato uma proof-net intuicionista rotulada.

]

Teorema 7 (Sequentizagdo). Dada uma proof-net intuicionista rotulada R, hd uma
derivagio em calculo de sequentes SC(R) de Ay,..., Ay b By,..., B, em c-LD cujas
ocorréncias de formulas Ay, ..., A, e By,..., B, estdo em correspondéncia um para um
com as premissas e conclusoes de R, respectivamente, e A; ~ B se e somente se o indice

da premissa A; pertence ao conjunto de dependéncia de B;.

Demonstracio. A prova é por indugao no nimero de nés de regras de R, conforme na

prova do Teorema 5.

1. R possui apenas um no de regra: esse nd deve ser um axioma com conclusoes A :
L/{n} e A: R/{n}, ou um LL com conclusoes L : L/{n} e A: R/{n}. A derivagao

correspondente é A Acom A~ A, ou L - A com L ~ A, respectivamente.

2. R possui algum no de regra final com apenas uma premissa: esse né deve ser WL,
ou WR (diferente da prova do Teorema 5, nao temos mais os links da negagao pois
aqui ~A=A— 1).

e WL onde a premissa é uma formula do lado direito B; : R/S;: seja A :
L/{k} a férmula adicionada pelo link. Entdao a outra conclusdo do link é
B; : R/S; U{k} (Figura 83). Pela hipétese de indugao temos uma derivagao 11
para Ay, Ag, ..., An F By,...,B;, ..., B,. Entao SC(R) é obtida aplicando a
regra W L e escolhendo conectar a nova premissa A a premissa do link (ou seja,
A~ By):

i
Ay,...,A,FBy..... By, ..., B,
Ai,...,Aw, A" By, Bs,....B,

WL
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Figura 83 — Proof-net intuicionista rotulada com um link W L final, cuja premissa é uma
formula do lado direito.

e WL onde a premissa é uma formula do lado esquerdo: seja A : L/{k} a nova
férmula adicionada pelo link e A; : L/{n;} a outra conclusao. Entao a premissa
do link é a ocorréncia A; : L/{n;, k} (Figura 78). Entdo em R toda ocorréncia
de formula (inclusive as conclusoes de R) que dependia de A; : L/{n;} também
dependia de A : L/{k}. Considere R’ o resultado da remogao deste link WL
juntamente com suas conclusoes de R e a remocao de k de todos os conjuntos
de dependéncia. Da hipétese de inducao chegamos a uma derivacao II em
c-LD para R": Aq,...,A;,..., A F B1,Bs, ..., B,. Como c-LD s6 permite
conectar a féormula principal do enfraquecimento a uma tnica conclusao e em
R pode haver um ntimero arbitrario  de conclusoes que dependem da férmula
do enfraquecimento, é preciso realizar x enfraquecimentos a esquerda em II
(sempre adicionando a mesma férmula A) e em cada um deles conectar a nova
férmula a uma conclusdo B; que dependia de A : L/{k} em R. Em seguida
contraimos todas as premissas x adicionadas (aplicamos x — 1 contragoes a

esquerda) até chegarmos a uma tunica ocorréncia de férmula.

1
A,...,A,F By, ....By, ..., B,
WL
A,...,ALA,...,AFB.B,,...,B,
CL

Ay,..., AL, AF-B,Bs,....B,
e W R: os dois casos decorrentes das duas versoes deste link sao mais simples que

0s anteriores.

3. R apresenta um link chavedvel no final: esse n6 de regra deve ser — R, CL, CR,
AL, ou VR.

e o link final é — R: sejam A : L/{n} e B : R/S as premissas do link e
A — B: R/S —{n} sua conclusao. Seja R’ o resultado da remocao deste link
de R. Da hipdtese de indugao temos uma derivagao Il para R’ terminando em

Ay, ..., A, AFB, By, ..., B,. Una vez que R é uma proof-net intuicionista
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rotulada, k(A — B) apresenta apenas uma conclusao e a unica conclusao de R’
em que n pode ocorrer é no conjunto de B. Portanto em II temos A «¢ B;, para
todo ¢ > 2 e assim podemos aplicar a regra — R+ de c¢-LD a II para chegarmos

a uma derivagao para R:

IT
Ay oy An, AEB, By o Bu
H
A17 ceey Am}_A—)B, B, ..., B,

e 0 link final é CL: sejam A' : L/{n} e A? : L/{n} as premissas do link e
A : L/{n} sua conclusdo. Se removermos este link para obtermos, A' : L e
A? : L passam a ser premissas. Atribuimos indices distintos e computamos os

novos rotulos para obtermos uma proof-net intuicionista rotulada menor R'.

Pela hipétese de inducao temos uma derivacao II para A, A% A, ..., A, F
By, B, ..., B,. Entao chegamos a SC(R) com uma contragao a esquerda:
II
A A A, ..., A,F By, By, ..., B”CL
A A, ... A,FB. By ... B,

Em c-LD é exigido que A ~ B; < A! ~ B; ou A? ~ B; para todo 1 < i < n.
Como R adota um tunico indice para as formulas do link C'L, o resultado estéa

de acordo com as regras de c-LD.

e 0 link final é C'R: este caso mais simples que o do link C'L, pois nao é preciso

processar novos indices ao remover o link final.

e o link final é NL: sejam A : L/S e B: L/S as premissas deste linke AANB : L/S
sua conclusao. Conforme feito no caso C'L, removemos este link e, uma vez
que A: L/S e B: L/S tornam-se premissas, atribuimos indices distintos para
cada um deles e os rétulos das demais ocorréncias de formulas sao calculados.
Considere R’ essa nova proof-net intuicionista rotulada menor. Da hipétese de
inducdo temos uma derivacao Il em c-LD para A,...,A,,,A, B+ By, ..., B,.
Como Robinson usa regras multiplicativas e Kashima aditivas, sdo necessérios

duas aplicagoes da regra da conjunc¢ao e uma contracao a esquerda:

II
A....ApABFB, ..., B,

Ay A AABBEDB, .., B,

A,..., A, ANB,AABF By, ..., B, 2@
Ay,..., A, ANBFBy, ..., B,

Dado que C'L unifica as conexodes, temos AANB ~ B; < A~ B;ou B ~ B;
para todo 1 <17 < n.

e o link final é VR: é semelhante ao caso anterior.
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4. Todos os nos de regras finais de R possuem mais de uma premissa e ndao Sao
chavedveis: toda proof-net intuicionista rotulada (Definigao 50) também é uma proof-
net (Defini¢do 42) se abstrairmos os rétulos e o novo link L L, entdo aqui qualquer
link / final maximal em relagao a < possui a propriedade split (ao ser removido
juntamente com a sua conclusdo, o resultado sao duas proof-nets disjuntas). Entao a
sequentizacao ¢é obtida a partir da regra de c-LD correspondente a [, que pode ser
AR, VL, — L ou CUT. Por exemplo: suponha que [ é do tipo AR, suas premissas
sao A: R/S4 e B: R/Sp e sua conclusao é AA B : R/S4 U Spg. Pela hipétese de
indugao temos duas derivagoes I e I, para e(A) e e(B), respectivamente. Entao

SC(R) é obtida aplicando a regra AR de ¢-LD (Figura 69, mas com os rétulos):

Hl HZ
b AFA B, ... B G ..., GEB Dy ... Dy
(. A.Ci, .. CiFAAB, B, .. B, Dy, .. D "

Como o link A atribui S4 U S como conjunto de AA, o formato da regra AR de
c-LD é respeitado: A ~ ANB < Al ~AeC.~ANB& C.~Bparal <a<i
el <c<k.

]

Corolario 6. Seja R uma proof-net intuicionista. Entdao, pelo Lema 29 e Teorema 7,

podemos concluir que R representa uma derivacao aceita pela l6gica intuicionista.

5.6 Conclusao

No Capitulo 3 ja foram discutidas algumas diversidades entre N-Grafos e as proof-
nets (tanto as de Girard, quanto as de Robinson). Na Segao 5.2 foi exibida a prova de
sequentizacao do sistema classico, a qual usa subnets para encontrar o né split terminal
essencial para o Teorema 5, enquanto a sequentizacao para os N-Grafos via sub-N-Grafos
busca um split no meio da prova (Teorema 1) e usa os conceitos de império do sul e total,

que sao generalizagoes das subnets.

Apesar disso, a estratégia utilizada no Capitulo 4 para obtermos a versao intuicio-
nista para os N-Grafos pode ser aplicada praticamente da mesma maneira para o sistema
de Robinson. Como aqui ja existe o conceito de menor subderivacao valida para qualquer
ocorréncia de formula (reino), ndo foi preciso desenvolver um novo tipo de subnet para

definirmos o critério de corretude intuicionista.

Assim com a Definicdo 48 provamos que ha uma proof-net intuicionista para
qualquer deriva¢ao em LJ’ (Teorema 6). Para provarmos que toda proof-net intuicionista

de fato representa um teorema da légica intuicionista, aplicamos o conceito de dependéncias
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e mostramos que sempre ¢é possivel chegar a uma derivagao equivalente no fragmento
proposicional de c-LD (Teorema 7), o que nos permitiu chegarmos ao Corolério 6, concluindo

que a abordagem para a versao intuicionista dos N-Grafos também se aplica aqui.
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6 CONCLUSAO

Os N-Grafos foram originalmente propostos como um sistema de multipla conclusao
para a logica classica proposicional e suas regras sao inspiradas em deducao natural. Além
de apresenta-los no Capitulo 3, também mostramos com estender o critério Danos-Regnier
para contemplar o conectivo da implicagdo e sequentizamos o sistema completo (Teorema
1) importando a nogao de subnets de proof-nets. Isso nos forneceu as ferramentas para
trabalharmos com subgrafos especiais, os sub-N-Grafos, os quais nos possibilitaram criar o

conceito de territorio para o nosso sistema.

Com a meta-condigao baseada em territério (Definigao 33), chegamos a uma nova
defini¢do para os N-Grafos intuicionistas e provamos a completude com um mapeamento a
partir do célculo de sequentes de Maehara (Teorema 2). A outra dire¢ao deste mapeamento
¢ mais dificil: podemos ter um N-Grafo com um link — —17 final e mais de uma conclusao,

entretanto a regra — — R de LJ’ requer apenas uma concluséo.

Entao adicionamos rotulos aos N-Grafos para expressar a dependéncia entre pre-
missas e conclusoes, uma abordagem similar a aplicada pelos calculos FIL e ¢-LD. Assim
pudemos provar a corretude dos N-Grafos com dependéncias mostrando como construir
uma derivacao equivalente em c-LD. Os indices nas premissas e os conjuntos nas demais
formulas apenas tornam explicitas as dependéncias existentes, mas nao sao de fato neces-
sarios para o sistema, conforme provado no Lema 21, o qual garante que todo N-Grafo

intuicionista pode ser transformado num equivalente com rétulos.

A diferenca entre a légica proposicional classica e a intuicionista se apresenta em
LJ’ com uma restricao na cardinalidade da regra da implicagao. Os calculos FIL e c-LD
interpretam essa diferencga explicitando a relagao de dependéncia entre as férmulas e nos
mostram que num sistema intuicionista algumas hip6teses nao sao globais (podem ser

descartadas apenas localmente) com relacao as conclusoes obtidas por elas.

A perspectiva geométrica inerente aos N-Grafos nos ajuda a visualizar as partes
da derivacao que tém essa dependéncia em relagao as premissas descartadas, dando-nos
as ferramentas para a realizacdo de cortes cirirgicos mesmo em provas intuicionistas
(Teorema 4). Utilizando propriedades geométricas do grafo, definimos o territério e um
critério de corretude capaz de realizar o trabalho equivalente ao mecanismo de indexacao

na hora de validar uma prova classica como intuicionista.

Ao final do Capitulo 4 nés usamos os N-Grafos como uma ferramenta para definirmos
um critério de corretude global capaz de recuperar a natureza sequencial de uma derivacgao
em sequentes num sistema de multipla conclusao nao-sequencial e também de validar a

restricao de cardinalidade imposta localmente pela regra de introducao do conectivo da
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implicacao. Esse estudo mostrou que:

e 0 mecanismo indices foi utilizado na prova de corretude, mas vimos que é possivel

verificar se uma derivagao classica é intuicionista sem eles;

e mesmo sem a adigdo de rétulos, ndo é preciso sacrificar a simetria (impondo uma

unica conclusdo ao calculo);

e também nao é necessario adicionar burocracia a versao classica do sistema para obter

esse resultado.

O Capitulo 5 deixou evidente que os N-Grafos foram usados apenas como uma
ferramenta para obter esses resultados, pois a mesma estratégia se aplica ao sistema de
Robinson: adotamos a mesma ideia para a definicao do critério de corretude intuicionista e
com isso provamos a completude em relagdo a LJ" e corretude a ¢-LD. Um trabalho futuro
¢ a escrita de um artigo sobre esse sistema intuicionista e investigar se a estratégia serve

para outros sistemas de multipla conclusao criados originalmente para a légica classica.

Outro trabalho a ser realizado é o estudo de uma versao rotulada no estilo Curry-
Howard nos N-Grafos. Ja existe o sistema de deducao natural com férmulas acompanhadas
de termos do A-célculo. Assim uma pesquisa relacionada a essa tese seria verificar como os
termos no A-calculo refletiriam no critério de corretude intuicionista dos N-Grafos e até
mesmo numa possivel normalizagao desta versao, a qual seria comparada a normalizacao
ja existente para a versao classica baseada em sub-N-Grafos (ANDRADE et al., 2016).

Uma proposta que surge naturalmente é analisar os trabalhos ja realizados na
versao original (classica) dos N-Grafos e verificar o comportamento na versao intuicionista,
como o estudo dos ciclos do doutorado de Alves (ALVES, 2009), ou ainda uma versao
dos N-Grafos para sistemas ecuménicos, os quais permitem expressar simultaneamente as
logicas classica e intuicionista (DOWEK, 2015).

Nesta tese a complexidade da versao intuicionista foi discutida de maneira breve,
pois a implementacao do codigo sistema nao faz parte do escopo deste trabalho. Assim uma
possibilidade é o estudo da implementacao de um provador em N-Grafos a partir de um
sequente. Esse trabalho permitiria uma visualizacao da derivagdo de uma maneira menos
burocratica que o formalismo de Gentzen e ainda assim manteria a multipla conclusao
(simetria), além de envolver o desafio de como um software desenharia um N-Grafo de

maneira adequada (encontrar uma representagao planar).
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APENDICE A - MAPEAMENTO DE
N-GRAFOS COM UM UNICO LINK PARA O
CALCULO DE SEQUENTES

Exibimos aqui como os N-Grafos intuicionistas formados por um tnico link podem
ser derivados em c-LD. Esse procedimento faz parte da prova do Teorema 4. As regras de
c-LD sao apresentadas na Secao 2.4 e os links dos N-Grafos intuicionistas que por si 86
ja representam derivagoes validas sdo exibidos na Figura 84 (os links chavedveis nao sao
N-Grafos).

Para representar a relagao de conexao em c-LD, adotaremos indices de maneira
semelhante ao sistema FIL. Cada ocorréncia de férmula do antecedente terd um indice
distinto e cada uma do consequente um conjunto de indices. Entao a relacao A ~ B serd
representada como o indice de A pertencendo ao conjunto de B. Observe também que em
c-LD ha também o axioma | F A, onde L ~ A. Por fim, a constante T, presente nos links

dos N-Grafos, sera representada por 1. — 1.

A/S B/S 1/S
v—I1 V—1Iy (L—simple weak)
AV B/S AV B/S A/S
ANB/S AANB/S A/S
AN—FE AN—Fo (T—simple weak)
A/S B/S T/8
Ai{/s/ AQYB/S/ TQ/S/
AANB/SUS B/SUS A/Su s’
N—1I ——F T—focussing weak
AV B/S A/S
A/S B/S A/S 1/S
V—E 1 —defocussing weak

Figura 84 — Links com dependéncias.
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A(L) E A1} A(L) E A1}
AN F AV B/ "™ AABO)F A

Tabela 8 —v -1, =(A/S, AVB/S)e N—E; =(AAB/S, A/S).

B(2) - B/{2} B(2) - B/{2}
B2 FAvB/{2y "™ ANB@)F B/{2) "

Tabela 9 — Vv — Iy = (B/S, AvB/S)e N—Ey=(AANB/S, B/S).

L) F /AL
A(2), L(1)F 1/{1,2}
A2)F L — L/{2}

WL

1(1) = A/{1}

Tabela 10 — L — enfrag.simples = (L/S, A/S) e T — enfraq.simples = (A/S, T/S).

A1) = A1y B(2)F B/{2} A= A/H{1}  B(2)F B/{2}
A, BQFAAB/{1,2y M T AvBE FA/3), B/3

Tabela 11 — A—T ={(A/S, AANB/SUS"),(B/S’, ANB/SUS")} eV—E = {(AVB/S, A/S),(AV
B/S,B/S)}.

A1) = A/{1} A1) = A/{1}
AQ), Lo L@ F A/ 2y " A F A/, Lt

Tabela 12 — T — enfraq.convergente = {(T/S, A/S U S),(A/S, A/SUS)} e L —
enfraq.divergente = {(A/S, A/S),(A/S, L/S)}.

A - A/HAL}  B(2)F B/{2}
A(1), A— B(3)F B/{L,3}

Tabela 13 - - —FE ={(A/S, B/SUS’"),(A— B/S', B/SUS")}.
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