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Resumo

Estudamos propriedades oscilatérias das solugoes de uma equacao parabolica com
impulso, investigando via o método de desigualdades diferenciais, o que nos encaminhou a
estudar, principalmente Equacoes Diferencias com Impulso a fim de entendermos melhor o
comportamento das solugoes de tais equacoes quando em determinados instantes estao
sujeitas a perturbagoes. Apresentamos os processos evolutivos que estao sob influéncia
das ac¢oes impulsivas, discutindo resultados preliminares por meios de exemplos, de modo
a deixar claro o que caracteriza um processo de evolucao sujeito a efeitos impulsivos
e a alguns fen6menos vindos de sistemas auténomos. Trataremos sobre a existéncia e
continuidade locais de solugoes, visto que pode ocorrer da equagao diferencial impulsiva
nao ter solucao, deixamos claro quais condi¢oes impor a fim de que garanta a existéncia
local e continuidade. Além disso, as solugoes de sistemas diferenciais impulsivos podem
encontrar determinadas superficies um nimero finito ou infinito de vezes , experimentando
assim “batidas ritmicas”, as que nos trazem dificuldades no estudo das propriedades,
que trataremos com muita atencdo. Fazemos uma visitacao a algumas desigualdades
diferenciais impulsivas béasicas, para por fim tratamos de oscilagoes das solugdes de uma
Equacao Parabodlica com Impulsos, tratando das condigoes suficientes para a oscilagao das
solugbes de dois problemas principais, fazendo entender qualitativamente o comportamento
oscilatorio das solugoes de uma equacao parabdlica impulsiva. Deixamos assim, uma
contribuicdo ao analisar varios problemas , dados também como exemplos e desenvolvemos
uma demonstracao propria para um dos principais teoremas desse trabalho, dando assim

uma visao reformulada para problemas de equagoes diferenciais com impulso.

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais Impulsivas. Oscilagoes. Regularidades. Desigual-

dades Diferenciais.



Abstract

We studied oscillatory properties of the solutions of a impulsive parabolic differential
equation, investigating via the differential inequality method, which led us to study
mainly differential equations with Impulse in order to better understand the behavior of
solutions of such equations when at certain moments they are subject to perturbations. We
present evolutionary processes that are under the influence of impulsive actions, discussing
preliminary results by means of examples, in order to make clear what characterizes
a process of evolution subject to impulsive effects and some phenomena coming from
autonomous systems. We will deal with the local existence and continuity of solutions,
since it may occur that the impulsive differential equation has no solution, we make
clear which conditions to impose in order to guarantee local existence and continuity.
Moreover, solutions of impulsive differential systems can find certain surfaces a finite or
infinite number of times, thus experiencing "rhythmic beats", which bring us difficulties
in the study of properties, which we will treat very carefully. We make a visitation to
some basic impulsive differential inequalities, for finally we deal with oscillations of the
solutions of a Parabolic Equation with Impulses, treating the sufficient conditions for the
oscillation of the solutions of two main problems, making qualitatively understand the
oscillatory behavior of the solutions of an equation parabolic impulsive. We thus leave
a contribution by analyzing various problems, also given as examples and developing a
proper demonstration for one of the main theorems of this work, thus giving a reformulated

view to problems of differential equations with momentum.

Keywords: Impulsive parabolic equations. Oscillation. Regularity. Impulsive differential

Inequalities.
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1 Introducao

Este trabalho teve como foco inicial o estudo do artigo (BAINOV; MINCHEV, 1996),
Oscillation of the solutions of impulsive parabolic equations, no decorrer, porém, notamos
a necessidade de serem desenvolvidas duas linhas de raciocinios que se complementam no
artigo: Equagoes Parcias Parabdlicas e Equagoes Diferencias Impulsivas (ver (LAKSHMI-
KANTHAM; BAINOV; SIMEONOV, 1989)) que davam resultados principalmente nas

desigualdades muito utilizadas no mesmo.

Entao, diante desse fato optamos seguir pelo estudo das Equagoes Diferenciais
Impulsivas que se apresentou bastante atraente com o seu processo de evolugao, onde
em determinado instantes experimentavam mudanca de estado, mostrando naturalidade
para futuras aplicagoes na biologia, na dindmica populacional entre outros (ver (BAINOV;
SIMEONOV, 1993)).

Assim, iniciamos descrevendo um problema de evoluc¢ao impulsivo, dando trata-
mento a trés tipos principais de problemas: os de tempos fixados, os de tempos variaveis e
por ltimo, os processos auténomos. Na sequéncia a existéncia local de solugao e a conti-
nuidade local que requerem condicoes especificas para serem garantidas, e neste momento

iremos impor certas condigoes, onde pontuamos quais casos problematicos devemos excluir.

Finalmente, no capitulo 4 fazemos algumas estimativas por desigualdades diferenci-
ais impulsivas. Com tudo isso adentramos no tltimo capitulo onde 14 estamos preocupados
em entender qualitativamente o comportamento oscilatorios das solugoes de uma equagao

parabdlica impulsiva.

No decorrer do trabalho contribuimos ao analisar varios problemas, dados como
exemplos, e desenvolvemos uma demonstragao propria para um dos principais teoremas
desse trabalho: teorema 4.1.3 encontrado no capitulo 3, onde, em principio, foi somente
uma observagao do texto (LAKSHMIKANTHAM; BAINOV; SIMEONOV, 1989) demos
uma demonstragao prépria, para podermos ver os problemas de impulso por uma visao

reformulada.



2 Equacao Diferencial Impulsiva

Nesse capitulo vamos apresentar os processos evolutivos que estao sob influéncia das agoes
impulsivas e discutiremos alguns resultados preliminares por meio de exemplos, de modo a
esclarecer o que caracterizam um processo de evolucao sujeito a efeitos impulsivos, basica-
mente veremos trés tipos de sistemas diferenciais impulsivos, e nos capitulos subsequentes

discutiremos alguns resultados importantes da teoria de Equagoes Diferenciais Impulsivas.

2.1 Descricdo dos Sistemas com Impulso

Consideremos um processo de evolucao descrito por:

(i) Seja f: Ry x Q@ — R", Q C R™ aberto e

¥ = f(t, z); (2.1.1)

(ii) os conjuntos M(t), N(t) C Q para t € Ry;

(iii) o operador A(t): M(t) — N(t) parat € R,.

As informagoes sobre os conjuntos M(t) e N(t) ficardo mais precisas nos exemplos
que virao, mas antecipamos que a solugao experimentara de impulso no instante que
intersectar o conjunto M () sendo instantaneamente transferida para o conjunto N(t) de

onde prosseguira a solugao.

Seja z(t) = x(t,to, xo) uma solugao do sistema (2.1.1) a partir de (to,xg). O
processo de evolucdo se comporta da seguinte maneira: O ponto P; = (¢,z(t)) comeca
o seu movimento a partir do ponto inicial P, = (o, (o)) e move-se ao longo da curva
{(t,z) : t > to,x = x(t)} até o tempo, que chamaremos de ¢y, t; > ty em que o ponto
P, encontra o conjunto M (t). Em ¢t = t; o operador A(t) transfere o ponto P, para o
ponto Py = (t1,21) € N(t1) onde z{ = A(t)z(t1). Em seguida o ponto P continua se
movendo ao longo da curva com x(t) = z(t,t;,x]) como a solugio de (2.1.1) a partir de
Py = (t1,x]) até atingir o conjunto M (¢) num outro instante ty > ¢; e assim como antes
o ponto P, ¢ transferido para o ponto Pyt = (ta,23) € N(ty) onde x5 = A(t2)z(t2). E

assim enquanto existir solugao de (2.1.1) o processo de evolugao continua.

Vamos chamar a relacgao (i), (ii) e (iii) acima de Sistema Diferencial Impulsivo
(SDI), a curva descrita pelo ponto P; de Curva Integral e a fun¢ao que define a Curva
Integral de Solugao do SDI.

Uma solucao de um SDI pode ser:
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a) uma fungao continua, se a curva integral ndo intersecta o conjunto M (t) ou intersecta

no ponto fixo do operador A(t), no instante t;

b) uma funcao continua por partes tendo um niimero finito de pontos de descontinuidade
de primeira espécie, se a curva integral encontra M (¢) em um nimero finito de pontos

que nao sao os pontos fixos do operador A(t) (observe a figura 1);

¢) uma fungdo continua por partes tendo um nimero enumeravel de descontinuidade
de primeira espécie, se a curva integral encontra o conjunto M (¢) em um nimero

enumeravel de pontos que nao sao pontos fixos de A(t).

/N

rll

€2

Figura 1: Processo de evolucao

Os momentos ¢, em que o ponto P, atinge o conjunto M(t)) sdo chamados

momentos de efeito impulsivos e tais pontos sdo "instantaneamente'lancados para
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o conjunto N(tj) sendo chamados Pt;- Vamos supor que as solugoes x(t) do sistema
diferencial impulsivo sdo continuas a esquerda de t; (em alguns sistemas mais adiante
poderemos supor, analogamente, que as solugoes sdo continuas a direita), k = 1,2, .. ., isto
¢,
z(ty ) = lim x(t) = lim z(t) = z(tx).

ity t—t,

t<ty k
A liberdade que temos na escolha do conjunto de relagoes (i), (ii) e (iii) que descreve um

SDI d4 origem a varios tipos de sistemas. Discutiremos a seguir os mais tipicos.

2.1.1 Sistemas com Impulsos em Tempos Fixados

Seja o conjunto M (t) que representa a sequéncia das superficies ¢t = t;, onde {tx} é a
sequéncia dos tempos tal que t, — oo com k — 0o. Defina o operador A(t) para t = ty,

de modo que a sequéncia {A(k)} seja da seguinte forma

AR):Q — Q
r — Alk)r =z + Ii(x),

onde Iy: @ — R". Como resultado, o conjunto N(t) também ¢ definido para t = t;
fazendo N (k) = A(k)M (k). Com essa escolha de M (k), N(k) e A(k), um sistema diferencial

impulsivo simples no qual em tempos fixos pode ser descrito por

(2.1.2)

[E/:f(t,l‘), t#tk
A.T:Ik<x>, t:tk,kzl,Q,...

onde Az(t) = z(tt) —z(t") e x(th) = lim x(s). Lembre que estamos supondo z(t) continua
s>t
a esquerda de t = ty, logo Az (ty) = z(t{) — z(tx). Assim, se uma fungao x(t) é solugao de

(2.1.2), entao

{ 2 (t) = f(t, (), t€ (bt
Aft(tk) :Ik(x(t)), t—tk, = 1,2,...

O comportamento das solugoes é influenciado pelo efeito impulsivo. Os seguintes
exemplos, mostram que a continuidade das solugoes é afetada pela natureza da acao

impulsiva.
Exemplo 2.1.1. Considere a Sistema Diferencial Impulsivo

=0, t£kk=1,2,...
Az = t=k 7

r—1’

cuja solugao x(t) estd no intervalo aberto (0,1) (isto é = (0,1)). Note que a solugio

esta definida apenas para 0 <t <1, pois no momento de impulso t =1, a solucao sai do
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1
intervalo (0,1). Isto é, 0 < xp <1 ex(1T)—2(17) = = 2(17) =z +
To — 1 To — 1

< 0. Portanto z(t) = z(t, t;,x7)

<0,

< -1 =20+
To — To —

ndo é mais solucdo do sistema acima pois x(ty,t,, z7) ¢ (0,1).

pois —1 <xg—1<0 =

Observacao 2.1.1. O impulso I.: @ — R™ ndo pode ser aleatorio se queremos que o
sistema continue tendo solugao, teremos que garantir x + Ix(x) € Q, por exemplo, basta

que VY € Q se |I(x)| <1y, onde r, =sup{r € R: B,.(x) C Q}.

Exemplo 2.1.2. Considere o Sistema Diferencial Impulsivo, com €2 = R

k
o =1+ a2, t;«é%:tk,kzl,z...

_kr

Ar = —1, tk 1

Desconsiderando o impulso a solugdo da EDO o' = 1+ 22 ¢, tan(t — \), definida em

A — g <t< A+ g, com dado inicial x(ty) = xo e A = tg — Arctan(xy).

Para simplificar a andlise, vamos estudar as solugoes do sistema com impulso com

o tempo inicial to = 0.

N

Figura 2: visualizagao

Um caso simples de analisar é xog = 0 (ver figura 2); a solug¢io inicialmente é

x(t) = tan(t), desconsiderando o impulso estd definida no intervalo [0, g), no tempo

t, = Z sofre o impulso (o primeiro), x1 = z(t;) = tan (Z) =12y =1+Az=1-1=0.

A solucao continua:
¥ =1+ 2?

()=
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cuja solugao € x(t) = tan(t — %) definida para t > E, até sofre o proximo impulso em
kr (k+ D)m

ty = g Em geral a solugio € x(t) = tan(t — k%) parat € <47 4

), que € periodica
70
(t > 0) de periodo I

O caso geral, xg € R, \g = —Arctan(zg). A solugdo inicialmente é x(t) = tan(t—\o)
s T
que permanece com esta expressao enquanto 0 < t < 5 A et < 1 Temos duas situacoes

distintas

Z € [O,g+>\o) ou
o T 7

No primeiro caso, — < 5 Arctan(zy); Arctan(xg)

1 = 729 < 1. No segundo caso,
Zo Z 1.

T
Caso 1: xo > 1. O tempo t; = 1 nao estd no dominio da solugdo, temos

o + tan(t

para 0 <t < g — Arctan(xy) = g + Ao-

T
Caso 2: 1y < 1. A solugdo estd definida no tempo t; = — quando sofre o primeiro

1 1 2
impulso ©1 = x(ty) = x(%) = 1+i0,mf =1+ Azx = +i0 -1 = : $(;
— Zo — Zo — Zo

trecho da solucdo é x(t) = tan(t — A1), onde A\; = t; — Arctan(z]) = g — Arctan(x). A

- . T T
solugdo fica com esta expressao enquanto 1 <t< M+ = et< ==ty temos que saber

m , ) n . 1
sety < A\ + 5 que € equivalente x7 < 1, ou seja o < —.

T
2

1
Se 3 < wo < 1, a solugio ndo sofre o sequndo impulso (z{ > 1).

tan(t — Ag), 0<t< -
x(t) = T 4o
tan(t — A1), — <t< M+
4 2
N = % — Arctan(z7)
t—XN = (t—%)—i—Arctan(xf),%<t<)\1+£

tan(t — g) +af

x(t) =

1 — i tan(t — Z)

1
Caso 3: x5 < 3 (7 < 1). ty = g estd no intervalo do dominio de tan(t — \y)
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3

que contém —.

4

m
tan(z) + a7 14 ot

1 —xftan(z) 1—ay

re = z(ty) = tan(g —A\) =

+
2z

—1_
1—2

+

T
Ty = x9—1= Ao = 5~ Arctanzy

A solugao fica com a sequinte expressao

tan(t — )\0), 0<t<
tan(t — A1), — <t <
tan(t — A\2), — <t<
com certo valor de n e sofrerd ou ndo o préximo impulso (3°) depende se x5 < 1 ou
+
Ty < 1.

Somos levados a estudar a sequinte sequéncia recursiva:

+
2z,

— gzt
1—af

+ _ + + 41
Ty = To, Ty = se x, # 1;

Note que se 1o = xg # 0 temos, z7 # 0 enquanto a sequéncia estiver definida . Para
dai 1 1—af 1( 1

ap, = —, dai apyq = = ===
ooy 5 A 2w 2 ay

1
— 1), portanto a,,1 = §(an — 1), enquanto

1 1 1 1
an 20, a0 = —. ap1+1=-a,—=+1 a1 +1==(a,+1). Assima, +1 é
' 2 2 2

uma PG de razdo 3 Logo a,, = (14 ap)2™™ — 1, que fica bem definida enquanto a,, # 0,

(1+a))2" #1 . ag #2" — 1.

Nossa sequéncia a, esta definida ¥n se ag ¢ {2 — 1: n € N}. Voltando para

$02n
Smein jo rt —  —
sequencia T, . Entao €z, = @ 1— ;Car(2” — 1)

, sexy ¢ {ﬁ n € N} entao x;b existe
para todo n € N.

2z
Vamos determinar os pontos fixos da transformagio r — ] , x # 1.Assim
-

2z

1—x
e somente se, x, = 0 ou x, = 1. Assim se xo = 0 temos x, = 0 Vn, e se xog = 1 temos

—r<=2r=x—2> . 2°+2=0,2=0 oux = —1. Desta forma x, = Tn1 Se,

T, =1 VYn. A situacio xo =1 € similar ao caso ja estudado xo = 0. A solugdo de

v =142 t;ékz

4

Ar=-1, t=k—

1
z(0) = —1
é T
tan(t — —), 0§t<1
(1) = k+1 k k+1
tan(t — FHDTY N pe z)”
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Figura 3: caso rg = —1

T
Para t > 0 € periodica de periodo 1

1 oo
Outro fato facil de verificar é que limz = —1, se xq ¢ {2n 1} U {0}.
- n=1

Vamos enunciar um lema que serd muito util para caracterizar todas as solugoes.

Lema 2.1.1. Dado n > 1, sdo equivalentes:

1

< .

(b) x;r estdbemdeﬁnidaselgjgn,ex;r<1, se0<j<n-—1.

. 1
Demonstragao. ((a) = (b)) Como 27 é crescente temos xy < 57 1 para todo 0 < j < n,
em particular (29 — 1)zy # 1, assim

+ JTOQJ

T (@ - 1)

estd bem definido para 0 < 7 < n. Continuando,

+ 1 $02j -1+ (L’O(Qj - ].) I0(2j+1 - ].) —1 1-— $0(2j+1)
J 1-— $0(2J — 1) 1-— 370(23 — 1) 1-— 1’0(21 — 1)
1 — (2
. Verificar se T < 1 é verificar se ol : ) > (. Como
7 1= 20(2 — 1)

1—29(27 —1) >0, Vj <n,

temos

;7 <1,j<n-1
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2J
((b) = (a)) Como z; = T ;0(()2]‘ 1y se 2 estd bem definido entdo o # 5 1
No caso (z]) existe se j < n e garantimos xo # ST Vi e{1,2,...,n}. Ja verificamos
+ / . 1-— x0(2j+1) RT .
que x7 < 1 é equivalente . > 0, multiplicando todos, 0 < j <n —1,
7 1— 2o(20 — 1)
1—20(2" — 1) \ [1—xp(271 — 1) -2 = D)) (1-a2 =D _
1—,1'0(2”_1 — ].) 1-[L’0(2n_2 — ].) 1 —x0(2—1) 1 —Io(l—l) ’
. . ) 1

simplificando temos 1 — z¢(2" — 1) > 0, ou seja, g < STRIEE ]

Estamos em condicoes de escrever as solucoes para todos os valores de xy.

Se xo < 0 a solugao do problema é

tan(?
tan(,f_/\(]):w, OStSE:M
(t) = 1 — xq tan(t) 4
z} 4+ tan(t — t,)
tan(t — \,) = t, <t <t

1 —azttan(t — \,)’

que experimenta todos os impulsos, pois xy < Vn > 1, serd periodica apenas nos

2n —1’

casos em que xo =0 ou xg = 1. (A, = t, — arctan(z;))).

o xo + tan(t) 7r
0 >0 tudad t)y=tan(t— X)) = ————, 0>t < =+ Ag.
caso xo > 0 jd foi estudado e x(t) = tan( 0) T~ zotan(t)’ 0= 2+ 0
1 1 1 1
Para os outros casos (0,1) = ’20:1[2%1 g 1). Sexq € [2%1 o 1), a solugao
sofre exatamente n impulsos,
tan(t
tan(t_)\o)zw7 OStStl
1 — xq tan(t)
+
x; + tan(t —t;)
z(t) =< tan(t—\;) = 2 o ti<t<tig,1<j<n .
z} + tan(t — t,) 7r
tan(t — \,) = — , L, <t< A\, + =
an( ) 1 —x,tan(t —t,) * 2
Est dil < <71 l (2.1.1) texl < 1,1 <j <
1. T ;
stamos usando oo—r— < @ g O lema garante ] 1 <5<

n—1; x5 > 1.

2.1.2 Sistemas com Impulsos em Tempos Variaveis

Seja { Sk} uma sequéncia de superficies dadas por Sy: t ='y(x), k =1,2,...,2 € Q, com

[p(x) < Tria(x) e klim ['x(x) = co. Entao temos o seguinte Sistema Diferencial Impulsivo:
—00

{x’:f(w), t # Ti(z) (213
Ar = Ix(z), t=Tk(z),k=12,...
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Sistemas com tempos varidveis de efeito impulsivos como (2.1.3) oferecem problemas
mais dificeis comparados com sistemas de tempos fixos de efeito impulsivo. Por exemplo,
note que os momentos do efeito para o sistema (2.1.3) depende das solugoes, i.e., t; =
[k (x(tx)) para cada k. Assim, solugoes a partir de diferentes pontos terdo diferentes pontos
de descontinuidades. Também, uma solucao pode atingir a mesma superficie Sj varias vezes
e chamaremos tal comportamento de fenémeno de batimentos. Além disso, diferentes
solugoes podem coincidir-se depois de algum tempo e comportam-se, a partir dai, como
uma unica solugao, este fenémeno é chamado confluéncia, comumente temos perda de

unicidade. Apos a definicao seguinte, trataremos de um exemplo que ilustra estas situacoes.

Definicao 2.1.1. Espaco de fases é a colegio das solugoes de um sistema. Cada curva

representa uma solucao para uma condicao inicial diferente.

Definicao 2.1.2. Para a funcgdo sinal adotamos:

1, sex >0
sinal x = 0, sex =20

-1, sex <0

Exemplo 2.1.3. Considere a SDI.

¥ =0, t#Tg(x), t>0
Az = 2?(sinal(z)) —z, t=Tk(x), k=1,2,...;

onde I'y(z) = x + 6k para |z| < 3.

Temos como solugao da EDO cldssica x(t) = cte, porém essas solugoes deizam de
ser continuas quando intersectam alguma superficie Sy, onde sofre o efeito impulsivo nos
dando uma nova solugdo no espago de fases, isto é x(t;) — z(ty ) = 2*(sinal(x)) — x(ty),

como x(t;,) = x(ty,), temos x(t) = x*(sinal(x)). Vejamos o0s casos sequintes:

1. As solugées x(t) com condicao inicial x(0) = xo com |zo| > 3 sao livres de efeitos

impulsivos uma vez que nao tem intersecgio com as superficies Sy (ver figura 4);

2. As solugoes x(t) que comegam nos pontos (0,xq), 1 < xo < 3, sofre efeito impulsivo
um numero finito de vezes. Por exemplo, considere a solugao z(t) com x(0) = 21
atinge a superficie Sy trés vezes e nao encontra qualquer superficie Sy depois do
tempo ts = 2. Visto que z(t]) = (27)2(sinal(+)) = (22), analogamente x(t5) =2 e
w(t]) =4, onde t, =27, t5 =22 ¢
em (0, 2%) e (0,4) unem-se para t > 2 e portanto, exibem o fenémeno de confluéncia.

(ver figura 5);

t3 = 2. Observe que, as solugoes que comegcam

3. Se o ponto inicial xqy é tal que 0 < xo < 1, entdo a solugio z(t) atinge as superficies Sy

em um nidmero infinito de instantes ty tal que limt, = oo, assim como lim x(ty) =0
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L ]
1
p
1
y

Figura 4: Solugoes livre de efeitos impulsivos

Figura 5: Solugdes entre 1 e 3 sofre efeito impulsivo um nimero finito de vezes

basta notar que 0 < xg < 1, entdo Yk, x(tgs1) < x(tg). Por exemplo xy = x(0) = %,

entio () = 55 e em sequida z(t3) = 55. (ver figura 6);

4. Por outro lado, a solugio z(t) com —1 < xg < 0 encontra Sy um nimero infinito de

instantes ty, mas nesse caso lim ty =6 e klim x(tg) = 0. (ver figura 7);
o0 —00

5. As solugoes que iniciam nos ponto (0,0),(0,1) e (0,—1) atingem as superficies Sy

2

nos tempos ty que sio os pontos fixos do A(t) = x*sinal(x), por esta razao nao hd

efeito impulsivo. (ver figura 8).

2.1.3 Sistemas Auténomos com Impulsos

Sejam os conjuntos M(t) = M, N(t) = N, e o operador A(t) = A independentes de t e
tome A: M — N definido por Az =z + I(x), onde I: Q@ — R". Considere o sistema
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Figura 6: Solugoes que iniciam entre 0 e 1 sofrem infinitos impulsos, em superficies Sy
distintas

Figura 7: Nesse caso temos exibido o fenémeno de batimentos

diferencial impulsivo

{ V=g, g M 214

Ax=1I(z), €M
Quando qualquer solugao x(t) = x(t,0,z¢) atingir o conjunto M em algum momento
t, o operador A transfere instantaneamente o ponto x(t) € M para o ponto y(t) =
x(t) + I(x(t)) € N. O exemplo que daremos para este tipo de sistema serd tratado no
capitulo seguinte, pois queremos trabalhar detalhadamente alguns fen6menos interessantes

que ele nos propode.
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Figura 8: Nesse caso nao temos impulsos pois as solugoes passam pelos pontos fixos de

A(t)
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3 Um Sistema Auténomo com Impulsos

Aqui trataremos um exemplo de um sistema autéonomo impulsivo, observando varias

possibilidades interessantes de fendmenos que podemos encontrar.

Consideremos entdo o Sistema Diferencial Impulsivo em R?
Ty =—x1, vh = —axy, a>0,x¢ M (3.0.1)
A: M — N,

onde os conjuntos M, N C R? sdo definidos por M = {z € R? : 5z + 23 =8}, N ={z €
R? : 27 + 23 = 4} e A atribui a cada ponto z € M a um ponto y € N de forma radial,
A= 2z

=&
Claramente, conjuntos M e N, tratam-se de um elipse com eixo maior vertical
(a = 2v/2) e eixo menor horizontal (b = 24°) e uma circunferéncia de raio 2 , respectiva-

mente. (ver figura ?7)

Figura 9: Os conjuntos M e N

E facil ver que M NN = {(1,v/3), (=1,v/3), (=1, —v/3), (1, =v/3)} e que formam

também o conjunto dos pontos fixos do operador A. Vendo o sistema (3.0.1) como uma
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EDO classica, ou seja, vamos desconsiderar, temporariamente, o efeito impulsivo e resolver:

Ty = —x, Th = —axs, a>0 (3.0.2)
21(0) = 210, 22(0) = T2
cujas solugoes sao dadas por
t) = —t

9(t) = 220 exp(—at)

logo, se 19 # 0 podemos escrever

2,0
[z1,0]*”

chamemos ¢ = assim

Ty = |z |*

Observacgao 3.0.1. As orbitas (sem impulsos) convergem para a origem se o > 0, isto

¢, a origem é equilibrio estavel nesse caso. Basta notar que quando t — 00, o ponto
($1,l’2) — (0,0)

Vejamos o esbougo de algumas fases para os seguintes caso:

Figura 10: Caso 0 < a < 1

Definicao 3.0.1. Chamaremos separatrizes as orbitas que passam pelos pontos fizos do

operador A. (ver figura 13)

Note que as Orbitas que passam pelos pontos fixos sao continuas, ou seja, ali as

solugoes nao sofrem efeitos impulsivos.
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Figura 11: Caso a =1

Figura 12: Caso a > 1

Observacao 3.0.2. Para facilitar chamaremos as orbitas que passam pelos pontos fixos
de A por v1, V2, 73 € Y4 referentes ao primeiro, sequndo, terceiro e quarto quadrantes,

respectivamente.

Por questao de simetria, analisaremos o comportamento das solugdes do (3.0.1) no

primeiro quadrante, para todos os casos.
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Figura 13: Separatrizes para o caso a > 1

1. 0 < a< 1 (ver figura 14)

Figura 14: caso 0 < a < 1

a) Cada solugao com valor inicial (21, 2,0) dentro da regido delimitada pela elipse

tende para origem e ¢ livre de efeitos impulsivos;

b) solugoes que iniciam em (1, Z20) pertencentes a 7, convergem para origem
livres de impulsos, visto que tal érbita é continua ao passar pelo ponto fixo
(1,V3);

¢) solugoes iniciadas acima de 7, tocam M apenas uma vez. Por exemplo, se

(21,0, Z2,0) pertence ao eixo vertical, com 50 > 2v/2, a solugao de (3.0.1) é dada
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por uma Orbita descontinua formada por dois arcos, que para este caso sao dois

segmentos.

d) Para solugoes iniciadas abaixo da separatriz -; temos que considerar duas

situacoes:

. . .« . 2 2
i) Ponto inicial (z10,20) tal que, 0 < x99 < x¢(V3, bal, + z3, > 8.
Intersecta M um nimero infinito de vezes, convergindo para o segmento

B1A = [20 2] x {0}.

ii) Ponto inicial (x1,220) pertencente ao eixo horizontal exterior a elipse, ou
21/10
5
toca pela primeira vez no ponto (

seja, T1,0 > e x99 = 0, desenvolve uma solucao periddica depois que

@, 0) e é instantaneamente langada

para o ponto (2,0).

Para este tltimo caso, vamos determinar a érbita (solugao) explicitamente e o

periodo.

Temos

{ Jfl(t) = xl,O exp(—t), 0 S t S tl (3 O 4)

xo(t) =0
sabendo que t; é o tempo onde a solugao intersecta pela primeira vez a elipse, assim
z1(t)) = /2, temos entdo

ri0exp(—t1) = (/¢

exp(—t1) = 2105
1,0

exp(t;) = e
Note t; > 0 pois z19 > \/g, assim
th=Inz o+ ;(ln5 —In3g)
Neste momento a solugdo é transferida para o ponto (0,2), isto é
x1(ty) =2
de onde inicia-se uma nova orbita
21(t) =2exp(—(t —t1)), t1 <t <ty

onde ty é o tempo onde x4 (t) toca pela segunda vez a elipse,

2/10

$1(t2) = 5
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Seja T' =ty — t1, assim

2v10
2exp(—T) = \g_

5

exp(T) = ﬁ

by

exp(T) = /15
T = In 2

T = —-(Inb—In2)>0
assim

to =10, +T

e a oOrbita segue periddica
tn:t1+(n—1)T

quando
xo =0,V

Z1,0 exp(—t), 0<t< t1
.Z’l(t =
2eXp(_(t - tn))a tn <t S tn+1

Portanto 1 (t) é periédica para t > t; de periodo

1
T:flné,
2 2

2. a =1 ( ver figura 15)

a) Cada solucdo com valor inicial (21, Z2,0) tal que 527y + 235, < 8, com 219 > 0

e x99 > 0 convergem para origem livre de efeitos impulsivos;

b) Solugdes que iniciam em (z7 9, z20) pertencentes a 7y, convergem para origem
livres de impulsos, uma vez que as érbitas permanecem continuas quando passa

pelos pontos fixos;

¢) Solugdes iniciadas acima de 7, tocam M apenas uma vez, e sdo formadas por

orbitas descontinuas dadas por dois segmentos;

d) Solugoes iniciadas abaixo de 7 sdo érbitas periédicas apés a primeira interse¢ao

com M. Com efeito, seja Ay = (z1(t1), z2(¢1)) o ponto onde a solugdo toca pela

2$1(t1) 2w2(t1)
lz(t1)] * |=(t1)]

primeira vez a elipse e seja Ay = (z1(t]), z2(t])) = ( ), o ponto em
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Figura 15: caso a =1

N para onde a solugao foi transferida, lembre que z(t) = (x1(t), z2(t)). Assim a

nova solucao parte do ponto A,, isto é
z(t) = (z1(t]) exp(—(t — t1)), 2o (¢ )exp(—(t — t1)), 61 < t <ty
que logo em seguida no tempo t, intersecta a elipse no ponto Ay, isto é

T(ty) = (21 (t]) exp(—(t2 — t1)), 22 (t]) exp(—(ta — t1)) = A,

assim,
2x (tl)
z1(t) = exp(—(t2 — 1))
(1)
x(t
2O~ exp(—(ta 1)
temos,
1 2 to—1 T
n =1l — 11 =
|z (t1)]
portanto,
2
T=1In
|(t1)]

3. a > 1 (ver figura 16)

a) Cada solugao com valor inicial (21, 22,0) dentro da regido delimitada pela elipse
tende para origem e é livre de efeitos impulsivos;

b) solucoes que iniciam em (z10,z20) pertencentes a ; convergem para origem

livres de impulsos, visto que tal érbita é continua ao passar pelo ponto fixo

(1?\/3);
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c¢) solugoes iniciadas acima de ~y;, tocam M apenas uma vez. Por exemplo, se
(21,0, T9,0) pertence ao eixo vertical, com x99 > 2v/2, a solugdo de (3.0.1) ¢ dada
por uma orbita descontinua formada por dois arcos, que para este casa sao dois

segmentos.

d) Solugdes com ponto inicial abaixo da separatriz v;, intersecta o conjunto M

um namero infinito de vezes, se xo > 0

e) Ponto inicial (10, %2,0) pertencente ao eixo horizontal exterior a elipse, ou seja,

T19 > 2—%10 e x99 = 0, desenvolve uma solucao periédica depois que toca pela

)

primeira vez no ponto (2—%10, 0), com periodo %ln g, como feito anteriormente.

Figura 16: caso a > 1

Neste momento vamos mudar o problema (3.0.1), consideraremos o = 0. Assim o

sistema novo é:

) =—x,25=0, v¢ M

(3.0.5)
A: M — N

com M, N e A como antes.

Desconsiderando o impulso o problema pode ser visto como uma EDO cléssica de

solucao e espaco de algumas fases como na figura 17.

) = —x1, x5 =0, (3.0.6)
71(0) = 71,0, 72(0) = 20
cujas solugoes sao dadas por
z1(t) = 210 exp(—t), (3.0.7)

i) (t) = 27270

Novamente, nos restringiremos, ao primeiro quadrante. Entao temos os seguintes

comportamento das solugoes (ver figura 18 ):
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> . <
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Figura 18: comportamento solugao caso o = 0

2v/10

Solugodes que iniciam em (9, T20) com zao > ==, sao livre de efeitos impulsivos e

convergem para o ponto (0, za0);

Solugoes que iniciam dentro da regiao delimitada pela elipse, sao livres de efeitos

impulsivos e convergem para (0, za0);

Solugbes que iniciam em (1, Z20) com V3 < o0 < 27310 toca M apenas uma vez,

que é uma solucao descontinua composta por duas érbitas;

Solucoes que iniciam no eixo horizontal com xyo > 21/2 se tornardo periédicas

quando tocarem em M pela primeira vez, os calculos seguem como antes para o > 0;

Se as solugbes iniciam em (371,0, :UZO) com Tag = /3 sdo continuas , pois se trata de

pontos pertencentes a separatriz;

Finalmente, as solu¢oes que iniciam nos pontos (21, Z20), tais que 5x%,0 + x%’o > 8

el <mgp < \/§, tocam em M um namero infinito de vezes e além disso a série dada
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por E At é convergente e Jim x( ) = Jim (z1(t), 22(t)) = (1,4/3) que nos permite

n=1
prolongar a solucao depois de um certo tempo no ponto (1,v/3), e neste momento

ainda teremos o fenémeno de confluéncia com solu¢oes que se movem na separatriz.

e0<x20<\/§ no

8— :1:20

Note que a solugao a partir de (x1,9,229), com 19 >

tempo t = t1, x(t1) toca pela primeira vez M. Isto é

8 — 12
x(t) = ( 52’07172,0)

e sendo transferida, instantaneamente, pelo operador A para um ponto em N, ou

5 8 — 12
x(tf) = W ( 52’0,%,0) = (11,221)
2,0

A partir dai a nova condicao inicial é

( ) 8 — .T%’O 5
11, = s T
1,1, T2.1 21 a2\ 2+ 37%,0 2,0

5
2+ 13,

seja

note que

" T2 > T20

com solugao

(3.0.8)

Qll(t) =1, exp(—(t — tl)), tl <t< t2
$2<t) = 33271

assim novamente, quando t = ty, x(t3) € M,

8 —=x
x(te) = ( 52’1,$2,1)

que serd transferido instantaneamente para um ponto x( t+ ) em IN. Isto é

—ZC
t T19, \ 21
( ) ( 12 22 ( 2+ZE21 2+I‘21 )

e assim sucessivamente para cada t, com t; < ty < .... < t, < ... chame At, =

tny1 — tn, logo Vt, tal que t, <t < t, 21(t) = z1exp(—(t —t,)) e 7a(t) = a4

Portanto,
8 — x% n
Tintl = 2+ l'%
n
5
Tont+1 = 2+ l’% *Ton
,n
e

z(th) = (210, T2,) €N
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8_ 2
2(t,) = ( ?”“,xz,n_l) e M

perceba que 0 < Ty, < Tony1 < V3 el < Ty, < T1,, logo (T1,) € (z2,) sd0
convergentes, olhando para a rela¢ao de recorréncia concluimos que (z2,,) — \/3,
quando n — oo para em seguida concluir que (z;,) — 1 quando n — oo, assim,

(Z1m, T2.n) — (1,4/3), ponto onde passa a separatriz do 1° quadrante.

[ee)
Sabe-se que At,, — 0. Mas nos cabe a pergunta Z At,, converge?

Afirmacao 1: Z At, converge se e somente se Z AS,, converge, onde AS, é o

comprimento de curva z(t), t, < t < tp41, 1sto é, AS, = z1(t}) — x1(tp1) =

Tin — T1,n €XP <_Atn)

Demonstragio. Sejam t, < t < t,1 e z1(t). Note que x1(t), é decrescente neste
o0

intervalo, entdo garantimos que > AS,, sao de termos positivos, perceba que o termo
n=1

x — 2(t) é constante. Tomemos AS,, = x1,, — T1,exp (—At,) e dividindo em ambos

os termos por At,, obtemos

AS, 1 — exp(—At,)
At bn At,, ’

logo
AS,

li =1

usando o seguinte resultado (LIMA, 2004).

Teorema 3.0.1. (Comparag¢io no infinito) Sejam Y a, e > b, séries de termos

positivos. Se lim ‘;” =c # 0 entao > a, se, e somente se, Y. b, converge.

]

(o]
Portanto, se mostramos que Y. AS, é convergente, teremos a convergéncia da série
n=1

S At,
n=1

Afirmacgao 2: }° AS, < +o0,
n=1

Demonstracao. Com efeito
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8 — Ton
g—a2 \ | *m + 5
AS, = Tin — ;
5 8 — Ton
Tin
5)
8 — a2
xin o - 2,n
B 8 — a3,
Tin + - 2n

5

2 2
5:171771 + ‘,L‘Q,TL - 8

a2
5 <$17n + : 52’n>

51’%’71 + x%,n -8
5$1,n + vV 10 - 5552,71

Note que (21, z2,,) € IN, disto temos

2 2 _
$1,n + xQ,n =4
logo, 2 =4 — 2, dai

51’1771 + \/40 — 51‘%771

20 — 523, + 23, — 8

5$17n + \/40 — 51‘%7”

12 — 4x§7n

51‘1771 + \/40 — 5[15%7“

AS, =

1 (3—a2,)
5ZL’17n + 1/40 — 51‘%’n 7

4
Note que

5T1p + (/40 — 523,
AS,

hm — = hm Oy = —

Seja «,, =

2

o0
Entdo podemos usar novamente o teorema (3.0.1) e determinar se - (3 —3,,) é ou

n=1

(o.@)
nao convergente, para saber sobre a convergéncia de Y. AS,. Facamos, z, = 73 |

n=1
que implica z, e 3, COMO Ty pt1 = /ﬁxm entao
Dz,
Zn4+1 = 9 + 2

— 2
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chamamos a,, = 3 — z,. Vamos estudar a convergéncia de a,,, usando o teste da razao,

(LIMA, 2004):

assim,

Qp+1
G,

3— Zn+l

3— 2z,

_ 5Zn_
3 2+2zn

3 — 2,

6+ 3z, — 5z, 1
2+ 2z, .

23— zy,) 1
24 2z, 3-
2

2+Zn

3 — 2z,

Zn

a 2
<
a, n—oo h

o
assim Y a,, converge, portanto >, AS converge. ]

Sabemos que

n=1

52y,

24 z,
2=1T50=\

Zn+l =

Vamos tentar achar a expressao explicita para z,.

Afirmacgao 3: z, =

2

n

4+ b\

L 2 2+Z:22+7)\
! 21\ T oo
5A 24N 5%
24N 247N 224 7)
53\
23 4+ 39\
5TL
2% + b\

Z9 =
3 =
Zn =

(3.0.9)

,onde b, = 5"+ 2b,, paran >2e by = 1.
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Demonstracao. Basta fazer,
52,
n = ) =A
il 24z, =0
57’L
55—
()
= =
9 v
(=)
5n+1/\
_ 2" 4+ b, A\
27t 4 2b, A + 5"\
2" + by A
5n+1)\
o274 (2b, + 57)A
5n+1A
= on+1 + byt A
O]
Afirmacgao 4: b, = Z 2057
itj=n—1
i,jeN
Demonstragio. Com efeito,
by = 1
by = 2+5
by = 2(2+5)+52=2*4+2.5+5
by = 2(2°4+2-5+5)+5=2"4+2.54+2.5°+5°
Vamos mostrar por indugao que b,, é da forma b, = Z 2'57. De fato,
i
bn+1 = 2bn + 5n’
por hipétese de indugao
bpyr = 2y, 2'57 45"
itj=n—1
i,jeN
= 2 ) 2%/
1+j=n
i,jeN
O

Finalmente, podemos escrever explicitamente 1, e xa,.

B 5\
o Y 2l

i+j=n—1

Zn



Capitulo 3. Um Sistema Auténomo com Impulsos

34

5\
v+ Ny 25

i+j=n—1

x2,n -

2 2 4.2 2 . — ./
Tyn + Lon = 47 Tin = 4 - Lons Tin = 4—zy

272 Y (2775) + 57

2 5"\ i+j=n—1
’ 24N > 25 2N D 2
i+j=n—1 i+j=n—1

2nt2 4\ (5” + > (2”253'))

i+j=n—1

e Ay 25

i+j=n—1

2V A (5” +4 > (2"5]’))

B i+j=n—1

Lin =

v+ Xy 25

i+j=n—1

Onde termina os estudos do problema (3.0.5).
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4 Existencia e Continuidade

Neste capitulo trataremos sobre a existéncia e continuidade locais de solugoes. Uma vez
que uma equacao diferencial impulsiva pode nao ter solugao, temos que impor condig¢oes

que garantam a existéncia local e continuidade local.

Além disso, as solugoes de sistemas diferenciais impulsivos podem encontrar de-
terminadas superficies um nimero finito ou infinito de vezes, veja exemplos anteriores,
experimentando assim “batidas ritmicas”, as que nos traz dificuldades no estudo das

propriedades qualitativas das solugoes.

4.1 Existéncia Local e Continuidade Local

Sejam €2 C R™ um aberto e D = R, x ). Vamos supor, para cada k = 1,2,..., que

T € C[Q, (0,00)], Ti(x) < Thy1(x) € klim 7r(z) = oo para cada = € €. Por conveniéncia de
—00

notacao, introduziremos 75 = 0 e suponha também que Si: t = 7(z) sdo superficies dadas

pelos graficos das fungoes 7, que estao em D.

Antes de continuarmos ¢ importante observarmos que:

Observacao 4.1.1. O conjunto dos pontos que determinam Sy é fechado em D.

Demonstragdo. De fato, basta observar que S, = a;,'(0), onde ap: D — R, ay(t,x) =
t — (). O

Observagao 4.1.2. O conjunto S = Uy~ Sk € fechado em D.

Antes de demonstrar a observagao (4.1.2) vamos apresentar uma definigdo e um

lema:

Definig¢ao 4.1.1. Um ponto (t,x) é chamado ponto regular se t # 1(x), Yk > 1, caso

contrdrio € chamado ponto irreqular; note que S € o conjunto dos pontos irrequlares.

Lema 4.1.1. Dado (t,z) € D, existe um dnico k > 1 tal que tp_1(z) <t < 73().

Demonstracio. Se t = 0, entao k = 1 realiza o desejado. Desta forma falta provar apenas
ocasot>0;sejaJ=J(tz)={keN|t<7(r)}, este conjunto estd bem definido e é
diferente do vazio uma vez que klg& k() = oo para cada x € ). Pelo principio da boa
ordem (ver (HALMOS, 2001)), existe um tnico menor elemento de J, chamaremos esse
nimero natural de ky = ko(t,z). Note 0 ¢ J desde que t > 0 e 7o = 0, assim ky > 1 e
ko — 1 ¢ J. Portanto 7y,_1(z) <t < 7p, ().
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Agora vamos provar a observagao (4.1.2).

Demonstracao. Vamos mostrar que o conjuntos dos pontos regulares, que é o complementar

de S em D, é aberto. Seja (t,x) € A=D —S.

Caso 1: ¢ > 0. Pelo lema acima existe um tinico ky > 1 tal que 7,1 (x) < t < 73, (2),

como o ponto ¢é regular, a primeira desigualdade ¢é estrita
Tho—1(T) <t < gy ()

Agora seja € > 0 tal que 7,—1(x) <t —2e <t <t+ 2 < 7, (). Entéo existe 6 > 0 tal
que

e Bs(x) C Q, pois Q é aberto;

o y € Bs(x) = |Thy-1(y) — Tip—1(x)| < € € |7k, (y) — Tk (2)| < €, usando a continuidade

das fungoes envolvidas.

Assim se t' € (t —e,t +¢) e y € Bs(x) vale que

Tko (y) > Tko('r) —¢

subtraindo ¢’ nesta expressao e usando o fato que t’ <t +¢

T () — 1" > Ty () — (' +€) > 0

fazendo, analogamente para
Tk()(y) < Tko(x) te

resulta que
Tko—l(y) < t' < Tk (y)

usando que 7% (y) é crescente, concluimos t’ # 74 (y), Yk € N. Portanto (t—¢, t+¢) x Bs(x) C
A.

Caso 2: Se t = 0, o ponto (0, z) sempre é ponto regular. Dai o conjunto
Ar = {(t,x) € DIt < 7i(2)} = a7 ((—00,0))

é uma vizinhanga para (0, z) em D formado apenas por pontos regulares. Logo A é aberto
relativo a D. O]
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Agora iremos trabalhar com o seguinte Sistema Diferencial Impulsivo de valor

inicial:

o= ftx) t# ()
ZB(tS_) = Zo,

onde f: D — R" e [: Q) — R".

Primeiro definimos solucao deste sistema.

Definigao 4.1.2. A fungio x: (to,to +a) — R, tg > 0, a > 0, é chamada solug¢io do
(4.1.1) se

i) 2(t§) =20 e (t,x(t)) € D para t € [ty,to + a);

it) x(t) € continuamente diferencidvel e satisfaz x'(t) = f(t,z(t)) para t € [to,to+ a) e

t # m(x(t)),

iii) se t € [to,to+ a) et = m(x(t)), entao x(tT) = x(t) + Ix(x(t)), vamos impor que
x(t) = lim x(s) e que existe § > 0 tal que s # 7;(x(s)), Vj, t <s <t+9.
s—t—

Observacao 4.1.3. A condigao (iii) da defini¢ao acima garante que se (t*,x*) = (t*, z(t*))
¢ um ponto irregular da solugio (to < t* < to+a) ou (t,x(t)) € reqular Vt, t* <t <ty +a
ou existe o primeiro ponto irreqular depois de (t*,z(t*)), mais precisamente, existe t}
pertencente ao intervalo (t*,tg+a) tal que (t7,x(t7)) é ponto irreqular e Vt com t* < t < t7,
(t,z(t)) é ponto reqular. A demonstrac¢io seque do fato que, se existe um ponto irreqular
depois de t* podemos fazer t* = inf{t € (t*,to + a)|(t,x(t)) € irregular} e verificar que

(1, z(t})) € o primeiro ponto irregular depois de t*

Note que, ao invés da habitual condi¢ao inicial x(ty) = x¢, estamos impondo a
condicdo de limite z(t) = zo que, em geral, é natural para sistemas da forma (4.1.1),
desde que o par (tg, o) possa ser tal que to = 7(x¢) para algum k. Sempre que tg # 71 (z0)
para todo k, nés devemos entender a condico inicial z(t]) = xo sendo z(ty) = z. E bom
observar também, que mesmo f sendo continua (ou continuamente diferenciével) o sistema
(4.1.1) pode nao ter solucdo, pois =’ = f(t,z), x(ty) = zo, pode estd totalmente sobre
alguma superficie Sy, para algum k. Por exemplo, podemos considerar ' = 1, t # 7 (x) e
o restante das condi¢oes como no exemplo (2.1.3) do capitulo 1. Percebe-se que nao existe
solugdo através do ponto (1, 1), pois nesse caso a solucao esta contida na superficie Sy. Por
causa de casos como esses precisamos impor algumas condigbes sobre 74, ou f(¢, ) além da
continuidade, a fim de estabelecermos uma teoria geral de existéncia para (4.1.1). Tendo

em mente estas observacoes, vejamos o seguinte teorema.

Teorema 4.1.1. Assuma que
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i) f: D — R™ é continua;
i) T 1 @ — (0,00) sdo diferencidveis;

iit) se ty = mp(x1) para algum (t1,21) € D e k > 0, entdo existe 6 > 0 tal que

Ot ()
o L) #1

para (t,x) € D tal que 0 <t —t; <6 e |z — x| < 6.

Entao, para todo (ty,x0) € D, existe uma solugdo x: [tg,tg + a) — R™ do sistema (1.2.1)

para algum a > 0.

Demonstragio. Claramente, se (to, zo) ¢ ponto regular, entdo z(¢) é uma solugdo da EDO

(ou seja do SDI desconsiderando o impulso) ,

{f_f@x) (4.12)

$<t0) = T,
usando que o conjunto dos pontos regulares é aberto, existe a > 0 tal que (¢, z(t)) continua

regular com ty < t <ty + a, logo x(t) é uma solugao de (4.1.1).
Caso (to, o) seja ponto irregular, ty = 74(x¢) para algum k > 1 e z(t) solucao da
EDO (ver (SOTOMAYOR, 1979)),ty <t <ty + a; defina
W(t) =t = 7(x(t)),
entao vk (tp) = 0 e derivando v, (t) (regra da cadeia) e com a condicao (iii)

() =1- 79D 14 am)) £ 0

sety <t <tyg+a.

Portanto, vx(f) ou é estritamente crescente ou decrescente nesta vizinhanga, assim
t # 7,(z(t)) para 0 < t —ty < d para 0 < 0 < a. Para mostrar que (¢, z(t)) ¢ S; para todo
j. Defina

L(t) =t — 7;(x(1))
temos
Fk-Jrl(t) < Fk(t) < kal(t)

em particular
Fk+1(t0) < Fk(t0> =0< Fk—l(to)

como as funcoes I'y11 , 'y 1 s@o continuas
Fk+1(t0) <0< Fk—l(to)

quando ty <t <ty + J, diminuindo o valor de 0 se necesséario. Concluimos que (¢, z(t)) é

regular Vt € (tg,to + d). Assim z(t) é uma solugao local do problema (4.1.1). O
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Observagao 4.1.4. Olhando com atengao a demonstragao do teorema (4.1.1), constatamos
que é essencial que Sy nao contenha um pedago da solucao da EDO correspondente, que

foi garantido pela hipdtese (iii), entao notamos que esta hipétese pode ser trocada por

iii*)
aTk (ZL’)
ox

Observagao 4.1.5. Ainda sobre a demonstragao do teorema. A hipdtese de que Tp(x) —

Sltx) #LV(tx) € Sy ek e N (4.1.3)

00, k — 00 € usada apenas para provar que S = Uz—, Sk € fechado.

Pensando desta maneira vamos reformular o problema (4.1.1), para o problema:

{ o' = f(t,x), seh(t,x) #0 (4.1.4)

Azx =1(t,z), seh(t,x)=0

onde f: D — R" continua, D = R, x 2, Q C R® aberto, h: D — R, [: ) — R" e
x+I(x) €, Vo e

E nesta nova abordagem

S =h710)

¢é fechado, pois h é continua e a imagem inversa de um fechado por uma funcao continua é
fechada.

A nova versdo do teorema (4.1.1) tem a seguinte formulagao:

Teorema 4.1.2. : Assuma que

(i) f: D — R" € continua;
(i) h: D — R € diferencidvel;

(i) Vh(t,x). (1, f(t,x)) # 0, V(t,z) € S.
Entdao ¥ (to, xg) € D existe uma solugdo x: [tg,to + a) — Q do sistema (4.1.4)

Demonstragio. Caso 1: (to,zo) é regular h(to,zo) # 0. Pelo teorema de Peano (SOTO-
MAYOR, 1979) o PVI, 2/ = f(t,x), x(ty) = xo tem solugao x(t), to < t < to + J. Seja
~v(t) = h(t,z(t)), temos y(tg) # 0, por continuidade, existe 0 < a < 4 tal que tg < t < tp+a
ey(t) #0se (t,z(t)) & S, x(t) é solucdo de 4.1.4.

Caso 2: (to, o) é ponto irregular. h(ty, zo) = 0. Mais uma vez considere a solugao
do PVI 2’ = f(t,x), x(ty) = xo, definida para to <t < t+ d. Seja y(t) = h(t,z(t)), dai
v (t) = Vh(t,z(t)). (1,2'(t)) # 0. Existe 0 < a < J tal que

o Se ' (tg) > 0= ~(t) > (ty), to <t < to+ 9.
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o Se v (ty) < 0= (t) <(ty), to <t < tg+ 0.

Em ambas as situagoes v(t) = h(t, z(t)) # 0, to <t < to+ a, mostrando que x(t) é solucao
de 4.1.4. [

Vamos verificar que esta nova formulacao inclui o caso anterior, que o sistema

(4.1.1) é um caso particular (4.1.4), antes necessitaremos de alguns resultados preliminares.

Definicao 4.1.3. Uma cobertura aberta {U,}5°, de A C R™ € localmente finita se ¥(t, x) €
D eziste r > 0 tal que {n > 0: B.(z) N U, # 0} € finito.

Lema 4.1.2. (Parti¢io da Unidade) Dada uma cobertura aberta localmente finita de A,

existe p,: A — R de classe C*, 0 < @, (z) <1 tal que supp(p,) C U, e
> on(x) =1
n=0

Demonstracao pode ser vista no (LIMA, 2000)

Teorema 4.1.3. Dados 1, € C(,(0,400)) tais que 7(x) < Tpi1(z) e limy oo Te(z) =
+o00. Seja Sy = {(m(x), x): x € Q}. Entdo eziste h: D — R continua tal que

h=H0) = G Sy

Se adicionalmente 1, € diferencidvel e

a’/'k

S (@) f(t2) £1,¥(t,x) € Sy,

podemos escolher h tal que h € diferencidvel e
Vh(t,x). (1, f(t,z)) # 0,
V(t,x) € S.
Demonstracao. A primeira parte do teorema tem uma demonstracao trivial, basta definir
h(t,z) = d((t,x),95)).

Esta construgao dificulta a demonstragao da segunda parte, por isto optaremos por outro

caminho

Defina
U.={t,z) € D: 1p_1(x) <t < mpa1(x)}, k>1

Up={(t,x) € D: t <m1(x)}.
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O lema 3.1.1 garante que D = 32, Uy = D. Observe que U, N U; # 0 se, e somente se,
|k — j| < 1. Assim {Ug} é uma cobertura localmente finita. Logo existe uma parti¢ao da

unidade relativa a esta cobertura. Defina

Ww=mﬁw+§FW%WMFm@)

Vamos verificar que h tem as propriedades desejadas.
e hH0)=S5=UZ,S;.

Note que S;NU, =0, Vj # k, (t,z) € Sj; px(t,x) =0, Vj # k, pois supppy C Uy,
com isso h(t,z) = (=1)7p;(t,z)(t — 75(x)), logo h(t,z) = 0 mostrando que S; C h~ .
Portanto S C h™1(0).

Suponha por absurdo que h=(0) € S, isto é, existe (¢,z) € D tal que h(t,z) =0
e (t,x) ¢ S. Pelo lema (4.1.1), existe j > 0 tal que 7;(x) <t < 7j41(x). Se 7 > 1, como
(t,x) ¢ S, entdo 7;(z) <t < 7j41(x), logo (t,x) € Uy, se e somente se k=jouk=j+1e
ei(t,x) =0,se k#j,j + 1. X520 on(t, ) = ¢;(t, @) + @54 (t, 2) =1,

h(t,x) = (=1)¢;(t, 2)(t = 75(x)) + (=17 o (t, 2)(t — 7511 (2))
h(t, x) = (=17 (t, 2)(t = 75(2)) + @j41(t, 2)(7j41(2) — 1)]. Observe que ¢ — 7;(x)
e Tj41(x) — t é sempre positivo. Seja A = min{t — 7;(z), 7j11(x) — t} > 0. Assim
it ) (t = 75(2) + it 2)(1j00(x) — 1) = Me; (1, 2) + 9t ) = A > 0.
Logo h(t,z) # 0. Absurdo! Pois contraria o fato de h(x,t) = 0.

Se j =00 <t < n), h(t,r) = golt,2) — (t — 7(x))pa(t, ). Sefa A =
min{1l, 7 (x) —t} > 0, h(t,z) > A > 0. Novamente absurdo, pois contraria o fato de
h(z,t) =0, logo h~1(0) C S o que finaliza a demonstragao h(0) = S = U2 Sy

Note que h tem a mesma regularidade dos 74, k > 1 desta forma, quando os 75 sao

diferencidveis h sera diferenciavel.

Na vizinhanca Vi = U, N (supppr_1)¢ N (supppr.1)© de S, temos

h(t,x) = (1) i(t, ) (t — mu(2)),

como
vilv, =0, Vj # k,
V(t,x) € Vy e N
> it z) = pp(t,z) = 1.
j=1
Temos

h(t,z) = (=1)*eu(t, 2)(t — 7(z))
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Vh(t,z) = (~1)*(1, 87'5;“’))
Portanto
Vh(t, ). (, £(t.2) = (1)1 - 220 g0 a9) %0
se (t,x) € Sk. O

Agora depois de convencidos que essa é uma forma mais geral do que o teorema

(4.1.1), vamos definir uma solugdo do problema (4.1.4)
Definigao 4.1.4. A fungdio x: (to,to +a) — R, tg > 0, a > 0, é chamada solug¢io do
(4.1.4) se
i) z(t) =z e (t,z(t)) € D para t € [to,to+ a);
(it) x(t) é continuamente diferencidvel e satisfaz x'(t) = f(t,x(t)) se h(t,z) # 0;

(1it) se h(t,xz(t)) =0, entdo x(tT) = x(t) + I(t, z(t)), vamos impor que x(t) = z(t~) =

lim z(s) e que exista 6 > 0 tal que
s—t—

h(s,z(s)) #0,Vt < s <t+0.

Note que a observagao (4.1.3) continua valida para esta nova formulagao.

Seguiremos agora para um outro resultado.

Definigao 4.1.5. Uma solugio x(t), to <t < b é dita maximal se ndao existe z: (o, b+

e) — R" outra solugio do sistema tal que
Z|(t0,b) =T

Precisaremos de um lema classico de EDO.

Lema 4.1.3. Se f: [0,4+00) X @ — R" ¢ continua e xy € Q,t > 0,7 > 0, com
B(x0) C Q, entdo existe 6 > 0 tal que: Se y: [t1,t1 +a) — R", a <6, € solugio da EDO

{yzf@mm

y(t) = =

com ty € [0,T], |zg — x1] < d, entdoy(t) € B,(xy), Vt € [t1,t; + a).

Para demonstracao ver (SOTOMAYOR, 1979).

Teorema 4.1.4. (Comportamento da solu¢ao mazimal)

(i) f: D — Q continua,
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(i) h: D — R continua;

(iii) 1: D — R™ continua tal que x + I(t,x) € Q, V(t,x) € S = h71(0).

Entao para toda solugao mazimal do sistema (4.1.4) com intervalo de defini¢ao limitado
[to, D), b < +o0, entdo
x(t) — 09,

t—b—

desde que tenhamos uma das condicoes;

(a) h(t,x) =0= h(t,z+ I(t,x)) # 0,
(b) h € C'(D,R) e se h(t,z) =0 entdo h(t,z + I(t,x)) =0 e

Vh(t,z+ I(t,z)). (1, f(t,z+ I(t,x))) #0

Demonstracao. Supor por absurdo que
t) - 00

isto é, existe um compacto K tal que exite (¢,)°, satisfazendo
to <tn <tnt1, tn /‘ b, ZE(tn) € K.

Extraindo uma subsequéncia se necesséario, podemos supor z(t,) — x* € K C 2. Vamos

analisar o ponto (b,z*) € D.
Nosso objetivo é provar que z(t) — x*, quandot — b~
Caso 1: (b, z*) é ponto regular.

Como o conjunto dos pontos regulares é aberto, existe r > 0 tal que |t — b <
7, |x —a*| < 2r tem-se que h(t,z) # 0. Existe ng tal que b—r < t, <b+re|z(t,) —a* <
r, ¥n > ng. Aplicando o lema (4.1.3) com xg = z*, tg = t,,, T = b+ r encontraremos
um ¢ > 0. Como x(t,) — z*, Iny tal que |z(t,,) — z*| < e b —t,, <J. Vamos mostrar
que z(t) € B.(z*) se t,, <t < b, em particular o ponto (t,z(t)) é regular. Suponha que
existe s; € (t,,,b) tal que (s1,z(s1)) é o primeiro ponto irregular depois de t,,. Assim
x(t) para t € (t,,,s1) é solugdo da EDO (sem impulso), usando o lema (4.1.3) como
51—ty < b—1t, < dtemos x(t) € B.(x*), Vt; <t < 5. Assim lim x(t) = x(s1) €

t—s;

B,.(z*) C By, (z). Portanto (s1,z(s1)) é ponto regular. Absurdo!
Concluimos que h(t, z(t)) # 0, Vt,,, <t <b.

Seja M = nax (f(t,z)). Dado € > 0 existe mgy € N* tal que
le—a*|<r

£

b—tmy < =
°<2(M+1)
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<€
5

"l

|2 (tm,) —
Para t,,, <t <,
|2(t) = 2" < [a(t) = 2(tm )| + [2(tmy) — 27
Como z(t) — x(tm,) = fttmo f(s,z(s))ds, temos que

€

[2(8) = 2(tmo)| < Mt = tmg) < My

<&
2
e |z(t) — z*| < e se ty, <t <b. Resumindo, finalmente provam que

li t) =a".
el =2

Seja y a solugdo da EDO
y'(t) = f(ty)
y(b) =z~

Pelo teorema de existéncia, y esta definida para b <t < b+ . Diminuindo o valor de ¢, se

necessario, podemos supor que h(t,y(t)) # 0. Defina

z(t), to<t<b
2(t) =
y(t), b<t<b+e

E fécil ver que z é solucdo do sistema que estende a solucdo maximal. Contradicao!

Caso 2: (b, z*) é ponto irregular. Como antecipamos, nosso objetivo é provar que
x(t) — x* quando t — b~. Suponha por absurdo que nao, logo existe o > 0 e b, — b~
to < by < bpy1 < b tal que |z(b,) — x*| > 1.

Defina y* = 2* + I(b,z*) € Q. Fixe r, 0 < r < ry, tal que Ba.(z*) C Q. Seja § > 0
do lema (4.1.3), § < r. Podemos escolher ny > 1, b — ¢ < t,, < b com |x(t,,) —x*| <,
em seguida escolha m; > 1 de forma que t,,, < b,,, < b. Caso (t,,,z(t,,) seja um ponto
irregular, faca a; = t,,. Caso (t,,, z(t,,) seja regular, a solucao x(t), t,,, <t < b comega
dentro de Bs(2*) C B,(z*) mas ndo permanece todo tempo dentro de B, (z*), logo sofre,

pelo menos, um impulso, faga a; o primeiro momento de impulso depois de t,,, isto é,
(t,x(t)) € Br(z")\S se tp, <t <ay < by,

(a1,x(ar) € S, |x(ar) —z*| <.

Em qualquer uma das situagoes

tnl S ay < bm17 |x(a1) - x*’ S T, (a‘17‘r(a1>) S S
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Repedindo o procedimento anterior, trocando r por r = %; d2 do lema (4.1.3) com
9 (0y < 73), sejam ng > ny, my > my, tais que |z(t,,) — % < da, a1 < tpy, < by, < be

tny < G < by, h(az, z(az)) =0, |x(az) — x*| < rg.
De forma recursiva encontramos (a;), (tn;), (bm,), tn; < a; < by, < b; (a5, 2(a;)) €
S,a; = b7, |z(a;) — | <r; = %, assim z(a;) — x*. Como I(t,z) é continua, temos que

y; = v(aj) = x(a;) + I(a;, 2(a;)) — y* = 2" + 1(b,2")

(construimos a; — b~, (a;,x(a;)) irregular, z(a;) — =%, #(a]) — y*). Para cada j,
podemos escolher s;, a; < s; < b, suficientemente préximo de a; tal que h(s;,z(s;)) # 0 e

s; = b7, x(s;) = y*.
Usando a hipétese (a), (b, y*) é ponto regular e s; — b~, x(s;) — y*, recaindo no
caso 1, logo z(t) — y* que é uma contradigdo, pois z(t,) — z* e |z(b,) — x*| > 9. Logo
t—b—
x(t) — z*.
t—b—

Considere y(t) uma solugao da EDO

{ Y = f(t,y)
y(b) = y*

para b <t < b-+n. Como (b,y*) é regular, para n > 0 suficientemente pequeno é solugao

do sistema (4.1.4) (com impulso). Assim

z(t), to<t<b
Aty =1 @, t=b
y(t), b<t<b+n

¢ uma extensao da solucao maximal, chegando numa contradicao. Logo

z(t) — 00

t—b-
Como (b, z*) é irregular,concluimos que (b, y*) também é irregular e Vh(b, y*+1(b, b*)). (1, f(b, y*+
1(b,y7))) # 0.

Como h € C' e f continua, existe ¢ > 0 tal que Vh(s,y). (1, f(s,y)) # 0se [s—b| <
e e|y—y*| < g, sendo mais especifico, podemos exigir que Vh(s,y)- (1, f(s,y)) # 0 tenha o
mesmo sinal que Vh(b,y*) - (1, f(b,y*)) # 0. Vamos considerar Vh(b, y*) - (1, f(b,y*)) > 0.

Como consequéncia deste fato, para toda solugdo da EDO
y' = f(ty)
y(s0) = Yo

definida para sop <t < so+ d, onde sp e so+d € (b—¢€,b+¢), d > 0 pequeno, temos que
a(t) = h(t,y(t)) é crescente, pois o/ (t) = Vh(t,y(t)) - (1, f(t,y(t))) > 0.
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€
Usando mais um vez o lema (4.1.3), agora em torno de y*, r = —, encontramos
0 <d < 5. Seja gy tal que b — 8 < aj, <b, h(a;,x(a;,)) =0, y;, = x(a;)", ly;, —y*| <0.

Como y;, = z(aj,) + I(a;,, z(aj,)), (aj,,yj,) € ponto irregular.

Seja s* o proximo momento de impulso, entao

z(t) € B (y), aj, <t <s", z(s") € Bz(y").
Dai h(s*,z(s*)) = 0, s6 que h(a;,z(a};)) = 0 que entra em contradigao com o fato de que
h(t,x(t)) é crescente em a;, <t < s*. Logo z(t) = x*.
o
Para finalizar, a solucao da EDO
y' = f(t,y)
y(b) =y~

definida em b < ¢t < b+ n para n suficientemente pequeno tal que h(t,y(t)) > 0, Vb < t <

b+ 7. Logo podemos estender a solugao maximal

z(t), to<t<b
2(t) =3¢ x*, t=0b
y(t), b<t<b+n

Assim finalizamos a demonstracao de que em qualquer dos casos

2(t) — 0

t—b~



5 Desigualdade Diferencial Impulsiva

Vamos expor aqui duas desigualdades basicas da teoria de impulso.

47

Seja PC' a classe das fungoes continuas por parte de R, em R, com descontinuidades

de primeira espécie em t = t;,, k = 1,2, ..., bem como PC", a classe das funcdes continuas

por partes que tém derivadas continuas nos pontos de continuidades e as fungoes e derivadas

sO tém descontinuidades de primeira espécie.

Teorema 5.0.1. Assuma que

(Hp) A sequéncia {t;} satisfaz 0 <tqg <ty <ty < .., com klim tr = 00;
—00
(Hy) m € PC'YR',R] e m(t) é continua a esquerda em ty, k=1,2,....;

(Hs) para k =1,2,...,t >t

m/(t) < p(t)ym(t) +q(t), ¢ # 1y

onde q,p € C[RT,R], d, >0 e by sao contantes.

Entao,

m(t) < m<t0>( Il dk) exp ( /p<s>ds>

to<tp<t

+ > bk( 11 dj) exp /p(s)ds

to<trp<t b <t;<t th
¢ ¢

—|—/ IT di ] |exp /p(a)da q(s)ds, t >ty
to s<tp<t s

Demonstracio: Seja t € [to, t1]. Na inequagao
m'(t) < p(t)m(t) + q(t)

t
multiplicando por exp <— [ p(a)da), temos
to

m'(t) exp (— / p(a)da) — p(t)m(t) exp (— / p(U)dU) < q(t) exp (— / p(o)do

to to to

(5.0.1)

(5.0.2)

(5.0.3)

|
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logo,

ccli (m(t) exp (_t/p(a)da)) < q(t)exp (—/p(o’)do')

integrando em s € [, t]
s=t t s
< /q(S) (exp (—/p(a)d0>) ds
s=to to

m(t) exp (—7p(a)da)
m(t) exp (—]p(cr)dff) < m(to) + ]q(S) (exp (—7P(U)d0)> ds

t
multiplicando pela exp ( f p(a)da)
to

m(t) < m(to) exp ( / p(a)da) +

to

]q(S) exp (]p(a)da - ]p(a)da) ds]

como g < s <t

m(t) < m(to) exp (7p(a)d0) + 7q(s) exp (7p(a)d0) ds

Note que se t € [to,t1] entdo o conjunto {k € N : t; < t, < t} = ¢ (usualmente

convenciona-se [[d; =1 e > d; = 0). Logo (5.0.3) ¢ verdadeira para este caso.
jeb jeb
Assuma que (5.0.3) é valida em t € [to,t,,] com n > 1, hip6tese de inducdo em n.

Vamos entao mostrar que para t € (t,,t,+], com procedimento parecido ao anterior, isto é
m/(t) < p(t)m(t) + q(t)

t
que multiplicando dessa vez por exp (— [ p(a)da) (note que, 3¢ > 0 tal que t €

tn+€
[tnves tna])

;lt (m(t) exp (— /p(a)do)) < q(t) exp (— /p(g)dg)

tn+e tnte

que integrando em s € [t,, + &, t,11]

m(t) exp (— ] p(a)da) <m(t,+¢)+ 7 q(s) (exp (— 7 p(a)da)) ds

tn+e tn+e tn+e

t
multiplicando pela exp ( S p(a)da)
tn+e

m(t) < m(t, +¢)exp ( ] p(a)da) + 7 q(s) exp (jp(a)da) ds

tn+e tn+e S
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fazendo € — 0
m(t) < m(t})exp (7p(a)da> /q s) exp (/ )da) ds

m(th) < d,m(t,) + by

m(t) < (d,m(t,) + b,) exp (/p(a)da) + /q(s) exp (/p(a)da) ds

Por hipétese de indugdo para t = t,, entdao substituiremos m(¢,) na inequagao acima por

m(t,) < m(to) ( 11 dk)exp(/p )

to<tp<tn

L2 (froe)
to<tp<tn th<tj<tn

+/( 11 dk)exp(/p da) 5)ds

como

logo

to s<tp<tn
obtemos
¢ ¢
m(t) < m(ty) H di, | exp /p(a)da + Zbk H d; | exp /p(a)da
to<tp<tn+1 tk<t'<tn+1 th
+b, exp /p / H di | exp /p )do s)ds
tk<t]<tn+1 s<tp<t
+/q dsexp(/p da)ds
Note que,
d;=1
tp<tj<tn41

entao na terceira parcela da desigualdade na soma acima nao altera a desigualdade.
E podemos rescrever a ultima parcela da soma da seguinte maneira
/q s) exp /p )do ds—/q Hdk exp /p Ydo | ds
tn tn s<tp<t
pois

I dn=1.

s<tp<t



Capitulo 5. Desigualdade Diferencial Impulsiva 50

Portanto, ajustando segue;

m(t) < m(ty) ( 11 dk)exp(/p )

S (L)oo fros)
/ ( 1 <tdk) (eXp /p(a)da) q(s)ds, t>tg (5.0.4)

]

Para a demonstragao do teorema abaixo ver (LAKSHMIKANTHAM; BAINOV;
SIMEONOV, 1989).

Teorema 5.0.2. Assuma que (Hy) e (Hy) sao assequradas. Suponha ainda que

(H3) p € C[R,R], g € C[R, (0,00)], g(Au) u(N)g(u) se A >0, u € R, onde u(A) > 0 se
A >0y

(Hy) se k=1,2,... tto,
m'(t) < p(t)g(m(t)), t#ty, (5.0.5)

m(th) < dpym(ty), onde dy 0. (5.0.6)

entao, se tg <t <'T, a sequinte estimativa é garantida

t
d
m(t) <G| Gm(te) T[ + / [T~ p(s)ds | . (5.0.7)
to<tp<t s<tk<t:u(dk’)
u ds 1 ..
onde G(u) = [—, G ' (u) € a inversa de G(u) e
09(s)
T =sup{t >t G(m(to) [[ dw) —{—/ p(s)ds| € dom G™*
to<tk<t s<tk<tlu

rds
= | = > 0.
G(u) Zg(s), para u > o
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6 Oscilacoes das solucoes de um Equacao Pa-

rabolica com Impulsos

Neste capitulo, consideramos propriedades de oscilacao das solugoes de uma equacgao

parabdlica impulsiva, tratado em (BAINOV; MINCHEV, 1996).

6.1 Consideracoes Preliminares
Seja  C R” dominio limitado com fronteira suave 99 e Q = Q U 9. Suponha que
O=th<t; <...<tp<...

sdo numeros dados tais que
lim ¢, = +o00.
k—o0

Definimos:
e G=(0,+400) x 2
e GO =[0,+00) x Q

e ') = {(t,.fl?): t e (tk,tk+1),$ € Q}

r=|JTIy
k=0

Tw={(t,2): t € (tp, tps1),z € Q}

k=0
Seja Cipmp[G, R] a classe de todas as fungoes

u: GO — R
tal que

1. as fungdes ulp, , b =0,1,..., sdo continuas
2. paracada k =1,2,... et = 1, existe
lim u(q,s) = u(t™,z), r €Q,

(¢,8) = (t,2)
qg<t
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3. para cada k=0,1,2,... et = t, existe

lim u(q,s) = u(t™,z), z € Q,
(¢,8) = (¢, )
qg>t

4. para cada k=0,1,2,..., temos

Seja Cimp[Ry, R] a classe de todas as fungoes

a: Ry — R

tal que
1. as fungoes o, ¢,,,), k¥ =0,1,..., sdo continuas
2. para cada k =1,2,... existe

3. para cada k =0,1, ..., existe

lim  a(s) = a(t)),
s — tk
s >t

4. a(ty) = a(ty).
Nos consideraremos a Equagao Parabdlica Linear.
(1) we(t,x) = a(t)Au(t,z) — p(t, z)u(t, ), para (t,z) € I, sujeita a condigdes de impulso;
(2) u(ty, ) = u(ty,z) + gr(te, z,u(ty)), para € Q,k = 1,2,... e condigdes de fronteira;
(3) g—;;(t, x) +y(t, x)u(t,z) =0, para t # t, x € 08

(4) u(t,z) =0, para t # tg, x € 0NQ.

As funcoes a: Ry — R, p: GO — R, v: Ry x 90 — R, gu(tp,.,.): QxR —
R, k=1,2,..., sao dadas.

Definigdo 6.1.1. A fungio u: G — R ¢é chamada solugio do problema (1) - (3)

((1),(2),(4)) se :
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(i) u € Cinp[G,R] , onde existem as derivadas us(t, ), Uy, (t,7), i =1,...,n, para
(t,z) € I' e u satisfaz (1) em T.

(i1) w satisfaz (2) e (3) ((2) e (4)).

Definigao 6.1.2. A solugdo ndo nula da equacao w(t,x) = a(t)Au(t,z) — p(t, z)u(t, z),
para (t,z) € I, sujeita a condigoes de impulso é dita nao-oscilante se existe um nimero
>0 tal que u(t,x) tem o sinal constante para (t,z) € [, +00) x Q. Caso contrdrio a

solugdo € oscilante.

Introduzimos as seguintes hipoteses:

(H1) a € Cimp[Ry, Ry ;
(HZ) pE Cimp[G(O)aR]3
(H3) gi(tr,.,.) €COAXR,R), k=1,2,...;

(H1) 7 € Cimp[Ry x 0, Ry]

Denote:

P(t) = min{p(t, z), = € Q}

Note que de fato existe tal P(t) = min{p(t,z); 2 € Q}. Pois quando t ¢ {t;}32,,
temos de imediato que {p(t,z);z € Q} admite minimo, visto que p(t, z) é continua num

compacto. Agora para garantirmos o minimo no caso em que t = t;, basta mostrar que
lim p(ty, y) = p(te, v)-
Suponhamos que néo ocorre o limite acima, logo 3 > 0, > 0, Iy € Q tal que

0<|y—=z|<d , [p(ty,y) — p(ty,x)| > ¢.

Reescrevendo em termos de sequéncia, isto é, tomando § = 1/n, Iy, € 0,0 < |y, —z| < 1/n

€ |p<t1€7yn) _p(tk,l')| > &, assim
(p(tr, x) — /2, p(te, @) +€/2) O (p(ts Yn) — €/2, P, yn) +€/2) = 0.
Sabemos pela defini¢ao de p(t, x) que, para cada n,

lim (s, 2) = p(te, Yn)-
(S,Z) — (tkayn)
s >ty
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Como (t41/5. Yn) —> (ti, yn) quando j —s oo, entdo p(tx + 1/, ) — p(tx, y))- Logo

existe j,, tal que j,, > j implica
p(tk + 1/ Jm, yn) — Pk, yn)| < /2.

Note que podemos construir uma sequéncia (j,,) de forma que j,4+1 > jm € que j, — 00,
assim
Ptk + 1/ gms Yn) — P(ti, Yn)-

Em particular
p(tk + 1/]717 yn) — p(tk, l‘)

quando n — oo. O que é um absurdo pela escolha da sequéncia (y,).

6.2 CondicGes suficientes para a oscilacdo das solucoes para o pro-

blema (1) - (3).
Lema 6.2.1. Assuma

1. (Hl)> <H2)7 (H3>7 (H4)
2. ue C*(T)NCHL) € solugio positiva do problema

E(J) ut(tv'r) = a(t)Au(t,x) —p(t7$)U(t,[E), para (t,l’) < F;
E(2) u(ty, ) = u(ty,z) + ge(te, T, u(ty)), para x € Qk = 1,2, ... e condicbes de

fronteira;

E(3) g—f](t,x) + v(t,x)u(t,x) =0, para t # ty, v € 0L.
em G.

3 gr(te, 2, &) < Lpé, k=1,2,..., x € Qeé& Ly € Ry sio constantes.

Entao a fungdo v(t) satisfaz a desigualdade diferencial impulsiva

?;(t) FP(t(t) <0, t £t (6.2.1)
o(t) < 1+ Lw(t), k=1,2,... (6.2.2)

Demonstragdo. Integremos a equagdo (1) com respeito a x sobre o dominio €.

w(t, x) = a(t)Au(t,x) — p(t, v)u(t, x)
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[ Suttwydr = [ adu(t,a)de ~ [ plt,vyut, x)dr
ccli/s)u(t’x)dx = a(t)/QAu(t,x)dx—/Qp(t,x)u(t,x)dx

Fagamos estimativas para a penultima e tltima integrais na ultima equagao. Pela
férmula de Green (ver (EVANS, 1998)) e pela (Hy) temos ao nosso favor a equagao

3 que podemos substituir, logo

Ju
<
/ Au(t, x)dr = /BQ —nda = _/a Y(t, z)u(t,z)do < 0.

Além disso

/Q p(t, x)ult, z)de > P(t) / u(t, z)dz = P(t)o(t)

Q
pois P(t) = min{p(t,z), v € Q}.

Em virtude de (2) e (3) obtemos a partir de (1) que
L fqu(t,z)dr = a(t) [yq g—zda — Jop(t, x)u(t, z)dx
%v(t, z)+ [op(t, z)u(t,z)dr = a(t) [5q g—:;dcf
Lo(t,x) + P(tyv(t,z) < Lo(t,z) + fop(t, z)u(t, z)de = a(t) [y, g—j;da <0

%U(tax> + P(t)v(t,z) <0, t # tg. Para t = t), temos que, de (6.2.2)

u(tk,x) = u(tlgax)"i_gk(tkaxau(tl;?m))
u(tg, x) —ulty,x) = gr(ty,z,u(t,,x))

Integrando com respeito a x no dominio €2

/Qu(tk,:v)d:v—/gu(t,;,x)dx = /ng(tk,x,u(t,:,$))d$

(ty) —olty) = /ng(tk,x,u(t,;,x))da;ngu(t,;,x)

Entao
v(ty) < (14 Li)v(ty ), k=1,2,...
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Definigao 6.2.1. A solugio v € Cipp[Ry, Rl N CHUL o(tk, trr1), R) da desigualdade

diferencial

.ﬁ@+P@MﬂSQ t# b

e v(ty) < (14 Ly)v(ty), k=1,2,..

¢ chamada eventualmente positiva (negativa) se existe t* > 0 tal que v(t) > 0 (v(t) < 0)

para t = t*.

Teorema 6.2.1. Sejam as sequintes condigcoes satisfeitas,

1. (Hy) — (Hy)

2. gp(tr,w, &) € LpE , k= 1,2,..., 2 € Q, £ € Ry, Ly > 0 sdo constantes e
gk(tk7x7§) - gk(tkvxv _é)

3. Toda solugio eventualmente positiva da desigualdade diferencial (6.2.1) e (6.2.2)

tende a zero quando t — oo.

Entdo toda solucio ndo nula u € C*(I') N CYT) do problema (1) - (3) ou oscila no
dominio G ou a sequinte igualdade é vdlida:
lim [wu(t,z)de =0

t——+o0
Q

Demonstra¢io. Suponha que a conclusdo do teorema nao é verdadeira, isto é, u(t,x) é
solucdo nio nula do problema (1)-(3) é de classe C?(T') N CY(I) e tem sinal constante
no dominio G, = [p, +00) X Q, p>0e tli)rgo éu(t, x)dxr # 0. Sem perda de generalidade
podemos assumir que u(t,z) > 0 para (t,z) € G,.Em seguida pelo lema 3.1 segue que
a fungado v(t) é solugao positiva da desigualdade diferencial (6.2.1) ,(6.2.2) para t > u e
tlggo v(t) # 0, que contradiz a condi¢ao (3) do teorema. Analogamente se consideramos
u(t,z) < 0 em [pu,+00) X Q. Seja w(t,x) = —u(t,z), w, = —uy, Aw = —Au, assim
wy = a(t)Aw(t,z) — p(t,x)w(t,z) e w(ty,x) = w(t,, ) + gr(ty, z,w(ty, x)) usando (2)
do teorema, logo reduzimos o problema a uma solugao positiva e assim segue analogo o

resultado. [

Teorema 6.2.2. Considere as sequintes condicoes:

U)/MP@%=+M;

(2) Y Ly<+o0, Ly>0, k=1,2,....
k=1
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Entao cada solugio eventualmente positiva da desigualdade diferencial (6.2.1) , (6.2.2)

tende para zero quando t — +0o0.
Demonstragio. Seja v(t) solugao eventualmente positiva de

* V) 4 plto(r) <0, 1 # 1

ok o(ty) < (1+ L)o(ty), k=1,2,...

isto é, existe ponto (t*) > 0 tal que v(t) > 0, Vt > t*.

Antes de tudo, observamos que para t € (¢;,t;11) vale

dv
« S+ POl <0

o o(ty) < (14 Ly)o(ty).

Seja r € (t;,tj41) tal que r < ¢, isto é, t; < r <t < t;;1, multiplicando (I) por

exp / s)ds temos

)(exp / s)ds) + P(t)v(t)(exp /

jt (v(t)(exp / t P(s)ds)) |

Tomando g(t )(exp / ) é nao crescente , assim g(t)
implica que
t T
v(t) exp (/ P(s)ds) < v(r)exp (/ P(s)ds) <wv(r).
Dai,
t
v(t) <v(r)exp (—/ P(s)ds).

Tomando o limite na desigualdade (III), quando r — ¢;,

¢
lim o(t) < lim o(r)exp (—/ P(s)ds).
’I“—>tj T—)tj r
7“>t]' 7">tj

Dai,
o(t) < U(tj)exp(—/t P(s)ds).

J

Agora tomando o limite da desigualdade (IV) quando ¢t — t;44, temos

< g(r) o que
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t
lim wo(t) < lim o(tj)exp(— / P(s)ds).
t— tj+1 t— tj+1 i

t >t t >t

Dai,
o(t5) S vlt)exp (= [ Pls)ds),

J

que usando (**) para t = t;;; temos

v(tjen) < (1+ L)t ),

logo
tjt1
o(tien) < 1+ Lol exp [ Pls)ds.

Assumindo t* <t < ti,, onde t;, é a primeira singularidade de v, analogamente
aos calculos anteriores remos
t
v(t) < v(t*)exp—/ P(s)ds
t*

assim, quando t — t,, com t < ty,, entao

tkl

v(ty) < o(t")exp — P(s)ds.
t*
Como
U(tkl) < (1 + Lkl)v(tl;)v
obtemos .
k
o(t) < v(t*)(1+ L) exp— [ P(s)ds.
t*
Agora assumindo t* < ty, <1t < ty,, temos
thy t
v(t) <v(t*)(1+ Lg,) exp —/ P(s)dsexp— | P(s)ds.
t thy

Portanto .

v(t) <v(t")(1+ Ly, ) exp — ; P(s)ds.

Fazendo t — t,, com t < t,, entao

tkz

o(ty) < o(t*)(1 + Lkl)exp—/ P(s)ds,

t*

que usando
v(tr,) < (1+ Ly, Jv(ty,)

temos
tk2

W(try) < v (1 + Li, ) (1 + Li,) exp —/ P(s)ds.

t*
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Logo se t € (t*, tx,],

o(t) <o) [ (1+ij)exp—/tjp(s)ds.

*
t <tkj <t

A este ponto ja estamos convencidos de que é possivel estimar v(t) quando existe
alguma singularidade ty, tal que t* < t, <t < tg,. Observando que [t*, +00) = [t., tg, ) U
[ty i) U . ., j& temos provado que para t € [t*,t;, ) vale a desigualdade acima. Assumindo
que vale pra t € [t*, t;, ) provemos por indugdo que temos o resultado para t € [t*, ty, ., ).

Ou seja, para t € [t* 1y, ),

o) <o) I (1+ij)exp—/tjp(s)d8

t* <ty <t

, fazendo t — t;, , com t < t, , entao

t n
o(ty) <o) [ @ +Lk].)exP_/’f P(s)ds
e <ty <t t
que por (*¥) t
kn
o) <o) T1 (G Lye— [ Pls)ds.
<t < ti, ¢

Agora sendo t € [ty , ... ),

v(t) < v(tkn)exp—/t P(s)ds

v(t) < o(t*) t*gq(l + L;)exp — [/tjkn P(s)ds + t; P(s)ds] :
Portanto - \
o(t) <o) T (1+L)exp— [/t P(s)ds}

tr<t; <t

Finalmente calcularemos o limite desta ultima desigualdade quando ¢t — oo, isto é,

H (1—|—Li)eXp—{/tt

t—o00 t—o00 *
t*<t; <t

lim v(t) < lim [v(t*)

P(s)ds]]

= lim ov(t) <0
t—+o00
pois
) t +o0o
tlgrnoo exp— | P(s)ds = exp — i P(s)ds =0
e [T",(1+ L;) é limitado. De fato
et =1+1, +§—?+... = (14 L) <eM = (1+L)(1+Ly)...(1+L,) < efatletln
+oo
Mas s = ZLi < 400.

=1
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Logo
+o0

[T1+L)<e

i=1
Por outro lado, v(t) > 0 = lim;—, 1« v(t) > 0 desde que v é solucao eventualmente positiva.

Concluimos entao limy_, o, v(t) = 0. O

Corolario 6.2.1. Sejam as condigoes

1. (Hy) — (H,)

2. gp(th, &) € Ll , k=1,2,..., 2€Q, £€ Ry, Ly >0 sdo constantes tais que
n=1
o Ly < o0

3' gk(tk7x7 5) - gk(tk”‘r? _5)7 K = 1727 ety x E Q

4. 7P(s)ds = +o00.

Entdo a solucio ndo nula u € C*(I') N CY(T') do problema (1) -(3) ou oscila no
dominio G ou a sequinte igualdade vale:
lim [u(t,z)de =0

t—o0
Q

n=1 >
Demonstracao. Dos fatos, > Li < 400 e /P(s)ds = 400 concluimos pelo teorema 2.3.2,

que cada solugao eventualmente positiva da desigualdade diferencial (6.2.1) , (6.2.2) tende
para zero quando t — +o00. A partir disto, com as hipdteses (1), (2) e (3) podemos usar o
teorema 2.3.1 e assim concluir , que a solucdo nao nula u € C?(I') N CY(I") do problema

(1), (3) ou oscila em G ou

lim [u(t,z)de =0
t—00
)

6.3 Condicoes suficientes para oscilacao de solucées do problema

(1), (2). (4)

Considere o seguinte problema de Dirichlet

A —0em
prap=0en (6.3.1)
Plso =0

onde a = cte. Sabe-se da referéncia (COURANT; HILBERT, 1965) que o menor autovalor

ap do problema (6.3.1) é positivo correspondente a autofuncao @y que satisfaz ®y(z) > 0
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para x € ().

Introduzimos a notacao

w(t) = /u(t, x)po(x) de, t =0 (6.3.2)
Q
Lema 6.3.1. Sejam as condigoes:

1. (Hy) — (Hs)
2. u € C*I) N CYL) € solugdo positiva do problema (1), (2), (4) em G
3. gt 2,8) 2 Lyl , k=1,2,..., 2€Q, £ € Ry, L, >0 sdo constantes.

Entao a funcao w satisfaz a sequinte desigualdade diferencial impulsiva:

dw

— (1) + ava(thw(t) + P(Hw(t) < 0 para t £ (6.3.3)

w(ty) < (1+ Lw(ty), k=12, .. (6.3.4)

Demonstra¢io. Tomemos a equagao (1)
w(t, ) = a(t)Au — p(t, r)u(t,x), (t,x) €T
multiplicando-a por ¢g(z) autofuncao
w(t, )0 (x) = a(t) Aupo(x) — p(t, v)ult, x)po(z), t # b

Facamos agora a integral com respeito a z, sobre €2,

/ut(w)wo(x)dx = /a(t)Ausoo(l’)dx - /p(t,w)U(tax)wo(w)dfc

Q Q Q

d
%/u(t, x)po(zr)dr = a(t)/Awpg(m)d$ - /p(t, x)u(t, x)po(r)dx (6.3.5)
Q Q Q
Usando a féormula de Green na primeira parcela do lado direito da igualdade,

/Au(t,x)gpo(:c)d:c :/ (t, ) Apo(x d:c—l—/ (t,x) z)dr — /goo

Q

Observe que em nosso problema u(t,z) = 0 em 02 assim como @glgo = 0. E em Q,

Ap = —app. Logo, por (6.3.1)

—ao/u(t, z)po(z)dr = —apw(t) (6.3.6)
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Onde ag > 0 menor autovalor do problema (6.3.1). Além disso
/ pt, 2)ult, 2)po(z)dz > P(w(t). (6.3.7)
Q

Fazendo uso de (6.3.6) e (6.3.7), obtemos por (6.3.5) que

dw

—¢ () +aoauw(t) + POw(t) <0, t # b

Para t = t;, temos que
w(t) = wity) < Li [ulty, 2)go(w)de = Liw(ty),
Q

isso é
w(ty) < (14 Lyw(ty), k=1,2,...

]
Analogamente ao teorema (6.2.1) podemos provar o seguinte teorema.
Teorema 6.3.1. Sejam as condicoes:
1. (Hy) — (H3)
2. gp(tr,m, &) € LpE , k= 1,2,..., € Q, £ € Ry, Ly > 0 sdo constantes e

gk(tka x, 6) = gk(t/m x, _6)

3. Toda solugio eventualmente positiva da desigualdade diferencial (6.3.3) e (6.3.4)

tende a zero quando t — oo.

Entdo toda solugio ndo nula w € C*(I') N CY(T) do problema (1), (2), (4) ou oscila no
dominio G ou a sequinte iqualdade € valida:
tliglo u(t, x)po(x)dr =0
Q

Demonstracio. Vamos supor que a conclusao do teorema é falsa, isto é, a solucao do
problema (1), (2), (4) ndo nula, v € C*(I") N CY(I") e tem sinal constante no dominio
Gy = [, +0) x Q, u>0e tlgglo éu(t,x)dx # 0. Sem perda de generalidade podemos
assumir que u(t,z) > 0 (j4 que é ndo nula) para (t,z) € G,. Em seguida pelo lema
(2.3.1) segue que a fungdo w(t) é solugao positiva da desigualdade diferencial (6.3.3) e
(6.3.4) e que a funcao w(t) = éu(t, x)po(x)dr para t > p e }H&w(t) # 0, que contradiz
a condicao (3) do teorema. Analogamente se consideramos u(t,z) < 0 em [, +00) x 2.
Seja r(t,x) = —u(t,z), 1 = —uy, Ar = —Au, assim r, = a(t)Ar(t,z) — p(t,z)w(t,x) e
r(tg, x) = w(ty, x) + gr(tk, x, r(tk, x)) usando (2) do teorema, logo reduzimos o problema

a uma solucao positiva e assim segue analogo o resultado. O]
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Teorema 6.3.2. sejam as sequintes condicoes

1. (H)

+o0o

2. /P(s)ds = 400

8.3 Lp<4oco, Lp=20, k=1,2,..
k=1

Entao toda solugao eventualmente positiva da desigualdade diferencial (6.3.3), (6.3.4) tende

a zero quando t — 400

Demonstragio. Seja w(t) solugao eventualmente positiva de

* Ci;:(t) + apa(t)w(t) + p(t)w(t) <0, t #ty

w(ty) < (1+ Lw(ts), k=1,2,...

isto é, existe ponto (t*) > 0 tal que w(t) > 0, V¢t > t*.

Antes de tudo, observamos que para t € (t;,t;41) vale

dw
-y + apa(t)w(t) + P(t)w(t) <0 ;

o w(ty) < (1+ Ljw(t;).

Seja r € (t;,t;41) tal que r < ¢, isto é, t; < r <t < t;;1, multiplicando (I) por
t
exp/ apa(s) + P(s)ds temos

exp/ apa(t)w(t) + P(s)ds) + [apa(t) + P(t exp/ apal(t ds) <0

jt (w(t)(exp /Tt apa(s) + P(s)ds)) <0.

t
Tomando g(t) = w(t)(exp/ apa(s) + P(s)ds), g(t) é ndo crescente , assim g(t) <

g(r) o que implica que

w(t) exp (/Tt apa(s) + P(s)ds) < w(r)exp (/TT apa(s) + P(s)ds) < w(r).

Dai,
w(t) < w(r)exp (—/T apa(s) + P(s)ds).
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Tomando o limite na desigualdade (III), quando r — ¢;,

t
lim w(t) < lim w(r) exp(—/ apa(s) + P(s)ds).
r—tj r—tj r

r >t r >t

Dai,
w(t) < w(t;)exp (— / apa(s) + P(s)ds).

tj

Agora tomando o limite da desigualdade (IV) quando ¢t — t;41, temos

t
lim w(t) < lm w(t;)exp(— / apa(s) + P(s)ds).
t—ti1 t— i1 tj

t >t t> 141

Dai,
w(t;,y) < wit;) exp (— /t ava(s) + P(s)ds),

J

que usando (**) para ¢t = t;;; temos
w(tien) < (14 Lj)w(ti,),

logo
ti+1
w(tjs1) < (1+ Lj1)w(t;)exp —/t apa(s) + P(s)ds.

i
Assumindo t* <t < tg,, onde t;, é a primeira singularidade de w, analogamente
aos calculos anteriores remos
t

w(t) < w(t*)exp —/ apa(s) + P(s)ds

t*
assim, quando t — t,, com t < t,, entao

2%

w(ty) < w(t*)exp — /t apa(s) + P(s)ds.

Como
w(tlﬂ) < (1 + Lkl)w(tl;)’

obtemos .
k
w(ty) < w(t')(1+ Liy)exp— [ agals) + P(s)ds.
t*

Agora assumindo t* < t;,, <1 < ty,, temos

tkl

w(t) < w(ty,)exp —/ apa(s) + P(s)ds.

t*

Portanto

w(t) <w(t*)(1+ L, ) exp — /tkl apa(s) + P(s)dsexp — t apa(s) + P(s)ds.

i try
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Portanto .

w(t) < w(t*)(1 + Ly, ) exp — /t aoa(s) + P(s)ds.

Fazendo t — ty,, com t < t,, entao
t
w(ty) < wlt')(1+ Li)exp— [ aga(s) + P(s)ds,
t*

que usando
w<tk2) < (1 + Lkz)w(%)

temos
wlty,) < wt)(1+ L) (1 + Ly,) exp — /t aoal(s) + P(s)ds.

t*
Logo se t € (t*, tg,),
t

wt) <w(t) ] 1+ Ly)exp —/ apa(s) + P(s)ds.

t*
t* <ty <t

A este ponto ja estamos convencidos de que é possivel estimar w(t) quando existe
alguma singularidade t;, tal que t* < ¢, <t < t,. Observando que [tx,+00) = [t,, by, ) U
[thys thy) U . ., j& temos provado que para t € [t*,t;, ) vale a desigualdade acima. Assumindo

que vale pra t € [t*,t;, ) provemos por indugao que temos o resultado para t € [t ty, ., ).

Ou seja, para t € [t*, 1, ),

w(t) <w(t) [[ O+ Li)exp— /tj apa(s) + P(s)ds,

<t <t

fazendo ¢ — tj,, com t < t;,, entao

w(ty ) <w®) ] 1+ Ly,)exp— /ttk” apa(s) + P(s)ds

t*<t; <tkn

que por (*¥)

t n
w(ty,) < w(t") 11 (1+ L;)exp— / ' apa(s) + P(s)ds.
t* < t; < tkn t
k1 <i<kn

Agora sendo t € [ty tg, ),

w(t) < w(ty,)exp — /ttkn apa(s) + P(s)ds

w(t) <w(t) [ (1+Li)eXp_V:n aoal(s) + P(s)ds + [

tr<t; <t

ava(s) + P@)d% .

tky,

Portanto ,

wt) <w(t) [ (1—|—Li)exp—[/

t*
t*<t; <t

apa(s) + P(S)ds].
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Finalmente calcularemos o limite desta ultima desigualdade quando t — oo, isto é,

t

H (l—l-Li)eXp—{/

i i
& e <t <t tr

lim w(t) < lim [w(t*) apal(s) + P(S)dsu

= tlim w(t) <0, pois

—00

lim exp — {/t apa(s) + P(s)ds + t P(s)ds} =0

t—o00 t* t*

e [T",(1+ L;) é limitado. De fato

el =141, +g—§+... = (1+L)<elr = (1+ L)1+ Ly)...(1+ L,) < elrtletedn
+o0o
Mas s = Z L; < +00. Logo
i=1
+0o0

[Ta+L)<e

i=1
Por outro lado, w(t) > 0 = Jim w(t) > 0 desde que w é solugao eventualmente positiva.

Concluimos entao Jim w(t) = 0.

Observacao 6.3.1. Necessitamos no decorrer da demostra¢ao acima que

® ” apa(s) + P(s)ds = +o0

*

0 que nos dd a possibilidade de impor hipdteses novas, tanto na fung¢ao a(s): Ry — R,

quanto na fungio P(s):

(1) [ a(s)ds < +oo, entdo ® <= [;° P(s)ds = +o0.

(II) [ a(s)ds = +o0 e ’fOL P(s)ds‘ <r, VL = ®.

]
Corolario 6.3.1. Sejam as condigoes
1. (Hy) — (Hs)
2. gp(tr, &) € Lif , k=1,2,..., 2€Q, £€ Ry, Ly >0 sdo constantes tais que
n=1
S L < 400

3. gk(tk,x,g) = gk(tk,l‘,—f), K = 1,2, ., T E Q

4. 7P(s)ds = +o00.
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Entdo toda solugio ndo nula w € C*(I') N CY(T) do problema (1), (2), (4) ou oscila no
dominio G ou a sequinte igualdade € vdlida:

tLiLnoo u(t, z)po(x)dr =0
0

n=1 o
Demonstragio. Dos fatos, Y Ly < 400 e /P(s)ds = 400 concluimos pelo (6.3.2) , que

toda solucao eventualmente positiva da desigualdade diferencial (6.3.3), teorema (6.3.4)
tende para zero quando t — 400, isto é, tli)rgow(t) =0.
Com mais esta hipdtese juntamente com as hipéteses (1), (

(6.3.1) daf concluimos que a solugdo nao nula u € C*(T') N C*(T") do problema (1), (2), (4)

ou oscila em G ou

2) e (3) podemos usar o teorema
L=

lim [u(t,z)e(x)de =0

t—o00
Q
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