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Resumo

Neste trabalho, descreveremos através de uma abordagem geométrica a dinamica
e o comportamento cadtico em Sistemas Hamiltonianos. Para tal fim, discutiremos as
hipéteses necessarias para realizarmos a geometrizagao da dinamica, que nos possibilita
relacionarmos as trajetérias de um sistema hamiltoniano com as geodésicas de sua variedade
equipotencial, munida de uma métrica adequada. Inicialmente analisaremos o caso em que
a variedade ¢ isotrdpica, onde encontraremos, apés estudar a equagao de Jacobi associada,
que o sistema apresentara caos sempre que sua curvatura seccional for negativa. Para
0 caso nao isotrépico, em baixa dimensao, veremos que o mecanismo de instabilidade
paramétrica caracteriza a ocorréncia do caos. Assumindo algumas hipéteses geométricas e
estatisticas, no limite termodindmico, ao relacionarmos a média e a flutuacao da curvatura
de Ricci, obteremos uma expressao analitica para o maior expoente de Lyapunov que dara
suporte ao mecanismo de instabilidade paramétrica. Finalmente, faremos uma aplicacao
original da teoria desenvolvida para o modelo XY na presenca do Campo. Os resultados
encontrados estao em acordancia com a termodinamica do modelo e contribuem para um

melhor entendimento dos aspectos geométricos associados da dinamica do mesmo.

Palavras-chave: Geometrizagao da Dindmica Hamiltoniana. Caos. Expoente de Lyapunov.
Modelo XY com Alcance Infinito.



Abstract

In this work, we will describe through a geometric approach the dynamic and chaotic
behavior in Hamiltonian systems. For this purpose, we discuss the hypothesis necessary to
accomplish the geometrization of dynamics, which enables us to relate the trajectories of
a Hamiltonian system with the geodesics of its equipotential manifold, provided with a
suitable metric. First we will analyze the case of isotropic manifold, which we will find,
after studying its Jacobi equation associated, that the system will present chaos whenever
its sectional curvature is negative. For non-isotropic case, in low dimension, we will see
that the parametric instability mechanism characterizes the occurrence of chaos. Assuming
some geometric and statistics hypothesis, in the thermodynamic limit, which relate the
mean and the fluctuation of Ricci curvature, we will obtain an analytical expression for the
Lyapunov exponent which will support the parametric stability mechanism. Finally, we
will make an original application of the theory developed for the XY model in the presence
of the Field. The results found are in accordance with the thermodynamics of the model

and contribute to a better understanding of the geometric aspects of their it dynamics.

Keywords: Geometrization of the Hamiltonian Dynamic. Chaos. Lyapunov Exponent.

XY model with infinite range.
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1 INTRODUCAO

Previsao exata. Esse era o termo o qual muitos meteorologistas estavam em busca
em suas simulagoes numéricas na década de 50 e 60. Prever o tempo seria de fato uma
descoberta revoluciondria e implicaria posteriormente no poder de modifica-lo e controla-lo.
Von Newman e outras inimeras pessoas acreditavam nesse fato. Entretanto, as simulagoes
do matematico e meteorologista Edward Lorenz mostraram que dada certas interferéncias
essa previsao que todos almejavam era impossivel e iniciara entao uma espécie de arte-

ciéncia denominada Caos.

Lorenz observou que, partindo de condigoes iniciais semelhantes, as simula¢des produziam
padrdes que se distanciavam cada vez mais até que tal semelhanca desaparecia por completo,
mas nao padroes aleatorios, e sim um tipo de desordem ordenada. Essa era a continuidade

de uma ciéncia que por volta de 1883 surgiu através dos trabalhos de Henri Poincaré.

Poincaré demonstrou que particulas simples sujeitas a condigoes iniciais distintas movendo-
se em uma superficie bidimensional poderiam apresentar movimentos complexos e instaveis
e essa instabilidade implicaria na impossibilidade da previsibilidade ao longo prazo. A
sensibilidade as condigoes iniciais e a imprevisibilidade do comportamento das solugoes do

sistema caracteriza o que chamamos de Caos deterministico.

O Caos nos permite ver ordem e padrao onde antes s6 havia a aleatoriedade, a imprevi-
sibilidade e a irregularidade (1). E bem mais que um campo teérico, é uma ciéncia do
cotidiano. Podemos encontra-lo na beleza dos flocos de neve, nas colunas aleatorias de
fumaca, num aviao em voo, nos cristais de gelo, nas interligacdes dos vasos sanguineos,
nas cotacoes da bolsa de valores, num simples jogo de bilhar ou até mesmo nos nossos

planos para o futuro.

O Caos apresenta uma longa escala de aplicabilidades em diversas areas da ciéncia e o
interesse dessas areas esta voltado, nos tultimos 40 anos, para a questao do comportamento
cadtico das solugoes de sistemas dinamicos que modelam problemas que anteriormente

nao tinham relevancia cientifica.

Quando trabalhamos com sistemas cadticos algumas questoes sao naturais: Como medir (ou
quantificar) o caos? Como determinar quais regides apresentarda comportamento cadtico?
Um texto introdutério para responder esses questionamentos de modo simples e bastante
didético pode ser visto em (2) e (3). Neste trabalho responderemos essas questoes, mas
nos limitaremos aqui ao estudo de sistemas hamiltonianos, em particular, apresentando

uma abordagem geométrica.
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Esta dissertacao possui a seguinte estrutura: No capitulo 2, apresentaremos os fundamentos
basicos da dinamica Hamiltoniana, em particular como emerge o comportamento cadtico

em sistemas hamiltonianos nao integraveis.

No capitulo 3, realizaremos a geometrizacao da Dindmica onde é possivel relacionarmos
as trajetérias dos sistemas com as geodésicas da variedade equipotencial munida de
uma métrica adequada, a saber a métrica de Jacobi e Eisenhart. Ainda neste capitulo,
estabeleceremos também a relagao entre curvatura e estabilidade que pode ser descrita
pela equacao de Jacobi, que constitui uma ferramenta fundamental para analise do

comportamento caotico.

No capitulo 4, iniciaremos pelo caso de simples caracterizagao de Caos, a variedade
isotropica. Para o caso de variedades nao isotropicas veremos que o caos esta assegurado
pelo mecanismo de instabilidade paramétrica que sera plenamente justificivel no limite
termodinamico, uma vez que obteremos uma expressao analitica para o expoente de

Lyapunov supondo algumas hipdteses geométricas e estatisticas.

No capitulo 5, aplicaremos a teoria descrita nos capitulos anteriores para o modelo XY com
alcance infinito, que no limite termodindmico pode ser descrito pela teoria do campo médio.
Nas sec¢oes iniciais, objetivando validar a teoria anteriormente descrita, reproduziremos
o caso para o campo h = 0 em acordancia com as referéncias (4) e (5) e na segao 5.4
apresentaremos nossa contribuicao original que consiste na generalizagdo do modelo para

o campo h # 0. Finalmente, apresentaremos conclusoes e perspectiva futuras.
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2 DINAMICA HAMILTONIANA

2.1 Sistemas hamiltonianos

Seja {2 um espago de fase 2N-dimensional e x = (q1, ..., qn, D1, ---, DN) € 2.

Definicao 1. Um sistema hamiltoniano é um conjunto com 2N equagdes diferenciais,

denominadas equacoes de movimento canonicas, definido por:

oH
S — 2.1
p; 0 (2.1)
oH
o 2.2
G =Gy (2.2)

comi=1,...,NeH=H(p,q,t) é a fungdo Hamiltoniana.

As coordenadas p = (p1,...,pn) € 4 = (q1, ..., g ), correspondem ao momento e a posigao,

respectivamente, e determinam o estado do sistema com N graus de liberdade.

Note que, no caso em que o hamiltoniano nao possui dependéncia temporal explicita,

H = H(p,q) é uma quantidade conservada, isto é, H = H(p,q) =k , k € R.

De fato, pelo teorema de Schwarz:

. OH. OH., OHOH O0HOH
R~ T Pl

op oq dq Op  Op dq
Uma propriedade relevante dos sistemas hamiltonianos é que a estrutura dos mesmos sao

preservadas por transformagoes de coordenadas simpléticas, como veremos a seguir:

Definigao 2. Um espaco linear simplético, ou espago simplético, é um par (V,w), onde V é
um espagco vetorial 2/N-dimensional sobre o corpo dos reais ou complexos e w : VXV — R
¢ uma forma bilinear, nao degenerada e alternada.

A forma w é chamada forma simplética.

Exemplo 1. Considere V = R com base candnica {ei,...,e,,€pn41, ..., €2, }. Entdo,
On Iy

—Iy On

w(u,v) = —u'Sv define uma forma simplética, onde S = e ul é o vetor u

transporto.
Definigao 3. Seja (V,w) um espago simplético. Uma base simplética de V é uma base

{v1, ey Uny U1, ey Vop } tal ques

LL)(’UZ‘, Uj) = S’ij7
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onde S;; é a 7, j-ésima entrada da matriz S definida no exemplo acima.

Definicao 4. Dada uma forma simplética w e uma aplicacdo diferencidvel H : R?Y — R,

podemos definir o campo hamiltoniano, Xy, em R?Y de modo que

w(Xu(z),y) = —D,H(z) Vr,ye R*?.

Note que, sendo:

< SXu(z),y >= w(Xu(r),y) = _DyH(x) = —(V.H,y),

entao,
Como S™! = —S, 0 campo hamiltoniano é dado por:
t=Xpu(x)=5-V,H, (2.3)
o
8[)’21
oH

onde V,H = VH(z,t) = | Oz
OH
Oray

Definigao 5. Uma matriz A € Myywon(R) é dita p-simplética se satisfaz
A'SA = puS.

Quando p = 1 entao A é dita simplética. Denotaremos o conjunto de todas as matrizes
simpléticas em My yon(R) por Sp(2N, R).

As matrizes simpléticas possuem propriedades relevantes. Se B é u-simplética entao B é
nao singular e satisfaz

B! = —uSB'S.
Se A, B sao p-simpléticas entao A', B* e A - B sao p-simpléticas. Disto, resulta que
Sp(2N,R) é um grupo. Além disso, se A é autovalor de B, A™! também ¢ autovalor de B,

e sendo det B o produto dos autovalores, segue-se que det B = 1 (6).

Definicdo 6. Seja £ : U x I — R*N com U C R* I c R e 7 € [ fixo, uma aplicacdo

diferenciavel. E/ é dita uma transformacao simplética se a jacobiana de E com relacao a x,

oFE
(J.F) = — é uma matriz simplética, isto é ,

ox
t
OF OF

para todo (z,7) € U x I.
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Exemplo 2. Seja
C:RY x (0,27) = R*—~U
com
U={(z,y) € R*/x > 0,y = 0},
definida por:
¢(r,0) = (rcos(f),rsin(0)).
Claramente ¢ ¢ um difeomorfismo. Entretanto,

2, 1\ 40 ;
(w(x)> S%(x) =rS, x=(r,0)eR" x(0,2m).

Consequentemente, ¢ nao ¢ uma transformacgao simplética.

Teorema 1. A transformacao de coordenadas simpléticas E(x) = ¢, independente de t,

transforma o sistema hamiltoniano (2.3) em um novo sistema hamiltoniano definido por:
¢ =SV, H, (2.5)

onde o novo hamiltoniano H é definido por: H(p,t) = H(E(p,t),1), sendo & a inversa da

aplicacao E.

Demonstragao. Inicialmente observemos que além da existéncia da aplicacao &, podemos

garantir que a mesma é diferenciavel.

De fato, uma vez que D, E = J,FE é simplética, entao, D, F ¢é isomorfismo. Pelo teorema

da funcao inversa, E' é um difeomorfismo.

Note que :
r=¢(E(x),t) =&(p,t). (2.6)
Logo,

Portanto, segue-se que:

> = Plat)-it D)
L P L TR
0F

oF oH
= %(%t) S ax(%t))
t
OF oH OF
= %(93715)'5 %‘%(% ))
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Para o caso em que o hamiltoniano depende de ¢ temos o seguinte resultado:

Teorema 2. Considere a aplicacio simplética E conforme a defini¢io (1.6), e suponha

que, para cada t fizo, o conjunto
Vi={peRM;(p,t) eV x I}

¢ um aberto em R?N eV = E(U x I). Entdo E transforma o sistema hamiltoniano (1.3)

em um novo sistema hamiltoniano, cuja funcao hamiltoniana € definida por:

H(p,t) + Rp, 1),

onde R :V — R é uma funcao diferencidvel tal que:

oF
a(l’, t) = V@R

Demonstragdo. Utilizaremos os seguintes resultados (6):

Teorema 3. Seja F : U C R¥ — R¥ uma funcdo diferencidvel. Entdo, uma condicdo

necessdria e suficiente para que F = Vf, sendo f : U — RF, é que a jacobiana seja

simétrica.
Defina: oF
F:=5 —(x,t).
5 S
Disto,
OF 0 [0F
%(%t) = 5 I (&f(x’t))
0 [0OF
= . 2 ==t
b )
0’FE 0&
_ ) (0t 2.7
i) (e 27)
onde, na equagao acima foi utilizada a equagao (2.6).
Demonstremos que a expressao anterior é simétrica.
Derivando (2.4) com relac¢ao a ¢t obtemos :
O?E! oF ok O*FE
(x,t)- S —(z,t) + —(z,t) - S (x,t) = 0. (2.8)

otox ox ox " Otox



18

Aplicando
aZ(ET)fl( ) 82E71
otor Y Totow

respectivamente, e substituindo z = £(¢p,t) em (2.8):

(x,1), (2.9)

I(ET)™! PET O’FE OFE~1 B
Uma vez que:
OE1 o0&

e

a(ET)—l _ a(E—l)T

Tg(f(%t)a@ = Tf(f(%t),t)?
entao,

oFT oF
Como (2.7) é simétrica segue-se pelo teorema (1.3) citado que:
oF

onde f é uma funcao real.
Definindo f =R : ¥V — R concluimos a demonstracao. O

Uma segunda propriedade para sistema hamiltoniano, consiste no fato que o volume de

qualquer regiao do espago de fase é invariante sob transformacoes simpléticas.
De fato:

Considere & uma regiao no espaco de fase, que ¢ mapeada por uma transformacao simplética

.~ /
numa regiao S .

Definicao 7. O volume {2 da regiao S é dado por:

Q:/dq1-...-qu-dpl-...-an:/dzNz
S S

P

PN
q1

onde, z é um vetor 2/N-dimensional, z =

0y
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Da defini¢do acima temos que:

Q:/f%
S
R s
S/
onde, ( é um vetor 2N-dimensional, cujas coordenadas sao dadas pelas transformagao
simplética,
Py
Py
z =
1
@n

Pelo teorema da Mudanga de Varidveis temos que:

Qﬁi/dmC:/|®umdwz
s’ S
onde, M é a matriz jacobiana da transformacao simplética.

Como M satisfaz a condicao simplética, entao, det M = 1, disto:

0= [N [ @i=0
S S

Consideremos S’ uma regiao no espaco de fase com volume 2° no instante ¢ty e St uma
regiao com volume (2¢, obtida pela evolugdo temporal. Uma vez que, a evolucao temporal

gerada pelo hamiltoniano é uma transformagcao simplética, segue-se que:
20 =0t
Este resultado é conhecido como Teorema de Liounville.

Portanto, sistemas hamiltonianos conservam volume e consequentemente nao possuem
atratores, ou seja, podem admitir apenas pontos fixos instaveis, trajetorias heteroclinicas
e/ou homoclinicas e regides cadticas, como veremos na préxima se¢ao. Além disso, se o
espacgo de fase for limitado, as trajetorias retornarao sobre si infinitas vezes, conforme o

seguinte teorema (7):

Teorema 4. (Recorréncia de Poincaré)
Seja f: M — M uma transformacao mensurdvel e seja M uma medida finita invariante
por f. Seja E C M qualquer conjunto mensurdvel com u(E) > 0. Entdo, para p-quase

todo ponto x € E ezistem infinitos valores de n para os quais f™(x) também estd em E.
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A discussao sobre o tempo de retorno dos pontos e a apresentacao da versao topologica

desse teorema podem ser vistos no Apéndice D.

2.2 Dinamica Cadtica

2.2.1 Expoente de Lyapunov

Considere um sistema dindmico. Esse sistema apresenta comportamento cadtico? Em caso
afirmativo, dadas trajetorias com condicoes iniciais suficientemente proximas, qudo rdpido

elas se distanciam no espago de fase?

Com base nesses questionamentos, Lyapunov desenvolveu um mecanismo denominado
expoente de Lyapunov A, onde é possivel medir a taxa de divergéncia das trajetorias. Uma

analise do maior expoente nos permitira dizer se o sistema tera comportamento cadtico.

Apresentaremos apenas uma ideia intuitiva do exponente de Lyapunov. A defini¢do precisa

decorre da Teoria Ergédica, que pode ser encontrada em (8).

Seja M um espaco de fase n-dimensional. Considere um sistema dindmico cujas trajetorias

satisfazem o seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias:

Jfl = Xl(l’l,...,l'l), (210)

[L"n = Xn(ZEh ...,1'1).

Seja z(t) = (x1(t), ..., z,(t)) uma trajetéria arbitraria com condigao inicial z(0) = zg e y(t)

uma trajetéria cuja condigao inicial é suficientemente proxima de z(0).

O comportamento de z(t) e y(t) é descrito pela evolugao temporal do vetor,

§(t) = y(t) — z(b), (2.11)

que satisfaz as equacoes da dinamica tangente dada por:

(V) .
& =— (aqiaqj ) &j- (2.12)

A norma de &, )
()] = (Z&f) ,
i=1

mede a distancia entre as trajetérias x(t) e y(¢).

No caso em que z(t) é instavel a perturbagao £(t) cresce exponencialmente de modo que:

[€(0)] o< [£(0)] exp(At). (2.13)
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O Ezpoente de Lyapunov X, é definido como a taxa de crescimento exponencial de &,

A= tli)rgo log Eéé))n, (2.14)

que mede a instabilidade das trajetorias.

Portanto, um comportamento cadtico é caracterizado pelos valores nos quais A > 0.

2.3 Caos em Sistemas hamiltonianos

2.3.1 Sistemas Integraveis

Defini¢ao 8. Uma funcao f(p(t),q(t)) é dita uma constante de movimento para um
sistema dindmico, se f(p(t),q(t)) =k, k € R.

E ficil ver que, se o hamiltoniano H é independente de tempo, H é uma constante de

movimento.

Considerando f uma constante de movimento e H o hamiltoniano independente de t,

entao :

_d,_0f db o da_ o o o o _
S dt”  Op dt Oq dt  Oq Op Op aq—[va] (2.15)

onde [,] corresponde ao colchete de Poisson.

Definicao 9. O paréntese de Poisson é uma aplicagdo que a quaisquer duas fungoes do

espago de fase Gy, Gy associa uma terceira funcao, |Gy, Gs], dada por:

0G, 0G, 0G; 0G,

=% Ot Ot 2.1

As propriedades da aplicacao, |G, Gs], assim como detalhes adicionais podem ser vistas
em (6).

Se [fi, f;] = 0 para todas as constantes de movimento f;, f; com 7,7 =1, ..., N, dizemos

que fr com k=1, ..., N sdo constantes de movimentos involutivas.

Definicao 10. Um sistema hamiltoniano independente do tempo com N graus de liberdade
é dito integrével se tem N constantes de movimentos independentes f;(p(t),q(t)), i =

1,..., N, e as mesmas sao involutivas.

A hipo6tese de um sistema hamiltoniano integravel possuir N constantes de movimentos

independentes restringem as trajetorias no espaco de fase para um espago N-dimensional.
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Além disso, o fato dessas constantes serem involutivas restringem essas trajetérias a um

subespago invariante que é isomorfo a um N-toro (9).

Um questionamento natural seria o seguinte:
Considerando um sistema integravel, é possivel obtermos uma mudanca de varidveis

(p,4) = (po, o) de modo que o novo hamiltoniano Hy dependa unicamente de py ¢

Nao apenas é possivel como ha intimeras possibilidades. No contexto topolégico do N-toro,

a mudanca de variaveis adequada serda a mudanca ag¢do-angulo,

(p,a) = (Po,q0) = (I,6),

onde I = (Iy,...,Iy),

1
I = 7% p-dq (2.17)
27 Sy,

e 7; corresponde a um caminho irredutivel no N-toro.

O teorema de Poincaré-Cartan (10), nos garantird que a deformagao dos caminhos «; no

N-toro nao altera o valor de (2.17).

O conjunto de varidveis dngulo (64, ..., 0) define o conjunto de frequéncias w = (wy, ..., wy)

do sistema. A razao entre duas frequéncias

Wi .o

—=a, Vij=1,...,N,
Wi

é chamado de niumeros de rotacao.

Se a € Q entao o toro o qual a trajetoria se encontra sera denominado de toro racional e
o movimento dessas trajetorias sera periodico. Caso contrario, tem-se o toro irracional e o

movimento é dito quase periddico (11).

Definimos S(po, q,t) a funcdo geradora de uma transformagao canoénica em fungao da
“velha posicao" p, e do “novo momento" qg, onde é possivel realizarmos a mudanga de

variaveis descrita anteriormente.

Em termos de S(po,q,t) com (po,do) = (I,#), a mudanga de varidaveis é especificada por:

g - 95Ua)
or "’

~ 98(1,q)
P = Ta

e o novo hamiltoniano em termos das novas variaveis ¢ dado por:

9S(I,q) )

Hy(I) = H(aq,q (2.18)
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Uma vez que o novo hamiltoniano é independente de 6, as equacoes de Hamilton corres-

pondem a:
dl - O0Ho(I) 0
da 00
a9 OHo(I)
a oI

que integradas fornecem a solugao do sistema:

I(t) = k, keR
o(t) = wt+o. (2.19)

Esse resultado nos é dado precisamente pelo seguinte teorema (7):

Teorema 5. (Liouville-Arnold) Considere um sistema hamiltoniano integravel com N

graus de liberdade. Entdao:

(a) Ezistem varidveis canonicas (Vq,...,vn, J1, ..., Jn) tais que H = H(Jy, ..., Jn), de
modo que a solu¢do das equagoes de movimento nas novas varidveis é:
Ji = k, keR
vi = wit+uvy, i=1,.. N. (2.20)
0OH
0J;

(b) As equagoes de Hamilton nas varidveis originais (p,q) podem ser resolvidas por

onde, w; =

quadraturas.

(c) Se o conjunto das hipersuperficies de nivel das constantes de movimento em involugao

f; definido por:

¢ compacto e conexo, as varidveis canonicas (J,v) sao varidveis agiao-dngulo e o
OH
movimento é multiperiodico com frequéncia w; = 57
i

Uma vez que:
Ji - k’, k € R,

entao, determinadas variagoes nas condi¢oes inciais crescem linearmente com o tempo,
logo, o movimento do sistema integravel é dito reqular. No caso de sistemas nao-integraveis,
em determinadas regioes no espaco de fase, os mesmos podem ter dependéncia sensivel as
condicoes iniciais, ou seja, pequenas variagoes nas condigoes iniciais tornam impossivel

prever o comportamento do sistema. Neste caso o movimento é dito irreqular ou caético.

Deste modo, se um sistema dinamico ¢ integravel entao o mesmo nao pode ser caético.
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2.3.2 Perturbacio de Sistemas Integraveis

Dado um sistema integrdvel, o que podemos afirmar sobre a integrabilidade do mesmo apds

uma perturbacao?

Inicialmente, acreditava-se que a menor perturbacao destruiria completamente a integra-
bilidade do sistema. Entretanto, o que acontece de fato, sob certas condigoes, é que se
a perturbacao é suficientemente pequena, alguns dos toros cujas trajetorias sao quasi-

periddicas “sobrevivem"a perturbacao e sao apenas deformados.
Os toros “destruidos'sao distribuidos entre os que sao preservados de uma maneira irregular.

Este resultado nos é dado por Kolmogorov, Arnold e Moser, conhecido como teorema

KAM.
Resta-nos saber: O que acontece nas regioes onde os toros sao destruidos?

O teorema de Poincaré-Birkhoff (12), nos dé a solucao para esse questionamento e nos

mostra a origem do Caos hamiltoniano.
Considere uma perturbac¢ao do hamiltoniano integravel Hy(I) em termos das variaveis
acao-angulo

H(I,0) = Ho(I)+eHq(I,0), (2.22)
sendo Hi(1,0) o termo perturbativo.

Buscaremos determinar novas variaveis agao-angulo (1, 6) através da fungao geradora S,

para encontrarmos uma solugao aproximada do sistema, de modo que, o hamiltoniano

H(as 9) = H(I), (2.23)

perturbado satisfaga

%7
onde, em termos da funcao geradora, I = M el = w
ol ol
Considere a nova fung¢ao S como:
S(I,0)=0I+¢€S(1,6). (2.24)

Note que:

oS(I1,6) -  9S.(1,0)
50 ]+€7a‘9 i

(2.25)

Substituindo (2.25) em (2.22):

A = H, (i + Easl(;ei,e)) eH, (i 4 Easla(g,e)’ 9) (2.26)
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Expandindo (2.26) até primeira ordem, obtemos:

ad) = Hy +68£° : 8318(5’ 6) +6<H1(I 0) + d (1, 9)( %zl o)) +0(e)
= Hy() +ea£° : asla(g, ) <H1(I 0) + ea;;dHl(I 0)(1, )) + O(€?)
= Hy(I) +ea£° : 8818(5, f) + € <H1(I 0) + e 88591 : 88[?) + O(€?)
= Ho(f)+68£° : 85155’ f) +eHy(1,6) + O(e?). (2.27)
Para que, o lado direto de (2.27) niio dependa de 6, devemos ter:
w(I) - 8518(5’6) = —H,(1,0) (2.28)

onde w(/l) = 8£

Suponhamos H; e S; periddicas, integravel e absolutamente integravel em termos de 6.

¢é a frequéncia do sistema perturbado.

Disto podemos expressar Hy e S; como séries de Fourier (13):

=3 Sip(D)e™ (2.29)
k£0
=Y Hyp(D)e™ (2.30)
k£0
com k = (myq,...,my),¥m; € Z.
Sendo -
OSULO) _ 515~ g, (1) = iksi (T, 6). (2.31)
06 iz
e substituindo (2.30) e (2.31) em (2.28):
w(l)ik - Si(1,0) = =3 Hyu(1)e* (2.32)
k0
B . H, k(f)ez’ke
Sy(1,0) = ¢S L 2.33
Logo, por (2.24):
_ _ . Hl k([) k0
S(1,0)=0I+ie) —————r 2.34
(1,0) g;g o) (2.34)

Omitiremos aqui a discussao sobre a convergéncia da série em (2.32). Detalhes em (10) e
(13).
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Note que (2.34) nao esté definida para valores de I para os quais,

wI) k=0 (2.35)

Definiremos como toros ressonantes do sistema perturbavel, os toros para os quais [

satisfaz (2.35). Esses toros sao destruidos pela perturbagao.

- ~ W, . -1
Os toros nao ressonantes correspondem a relacdo — irracional. Esses toros sao ligeiramente
w2
deformados, conforme o teorema KAM:

Teorema 6. (Kolmogorov - Arnold - Moser) Consideremos um sistema hamiltoniano

perturbado,

H(I,G) = HO(I) + €H1<I,6),

com € suficiente pequeno. Entdo, a maioria dos toros associados com Hy sao deformados
sob a agao da perturbagdo mas, sao ainda invariantes para o fluxo do Hamiltoniano H.
Esses toros correspondem aos toros com frequéncias irracionais que satisfazem a condi¢ao
Diofontina
k- w| > y(e)[|K|I7Y,  Vk € Z" — {0}
> (e 7

onde y(€) — 0 quando € — 0.

Analisaremos agora, de modo sucinto, o que acontece nas regioes onde 0s toros sao

destruidos. Consideremos o caso N = 2.

Suponha que:
H(I,H) = HO(I) + 6H1<[,6),

com [ = (I,15) e 6 = (01,05), é conservativo.

Consideremos a se¢ao de Poincaré ¥ = {([y, I3, 61,05); [; = 0, H = const.} e definimos a

aplicacgao:

M(Tna en) = (Tn—‘rlv 0n+1)) (236)
T'n+t1 = Tp

Opi1 = 0p+2ma(r,)

M Tn _ Tn—i—l :
Qn 071-1—1

correspondente ao mapa de Poincaré para o hamiltoniano integravel, através da mudanga

ou analogamente:

de variaveis para coordenadas polares, onde,

alr) = —
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é o numero de rotagado.

Com esta mudanca de variaveis, deformamos as curvas concéntricas fechadas em circulos e

o angulo de rotacao depende unicamente de r.

Definimos a aplicagao:

A4;(rn79n) = (Tn+179n+1); (2.37)
Tny1 = Tn +‘6f(rn>9n)>
Opi1 = Op+2ma(r,) +eg(rp, 0,).

M ) = [T (2.38)
en 0n+1

correspondente ao mapa de Poincaré para o hamiltoniano perturbado, onde, f e g dependem
de f{b

ou equivalentemente:

Seja 7 o raio de um circulo C, de modo que:

Realizando n interacoes, temos que:

0 0) = (rten) (o) )
0 0 + 2warn 0+ 2mm 0

Disto, todos os pontos p € C sao pontos fixos do mapa M™.

Considere dois circulos, C, C tais que

Y

respetivamente, e o sentido da aplicacao ¢ dado por:

M (p) = horério, se p € C; (2.40)
br= antihorario, se p e C. '

conforme a figura (1.1) - (a).
Ao aplicarmos M, com ¢ suficientemente pequeno o sentido da aplicacao é preservado.

Seja 0y um angulo fixo. Como em C e C os sentidos das rotagoes sao opostos, entao, por
continuidade, existe um ponto p préximo a C' de modo que nao ha rotagao e sua trajetéria

é apenas radial sob a aplicagdo M., como ilustrado na figura 1.1 - (b).
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Figura 1 — (a) Circulos C, C' e C com o(7) < @, a(r) = ™o a(r) > o respectivamente.
n n n

(b) Angulo fixo 6, e ponto P, que sob a acdo de M, pode ter apenas movimento
radial.

Considerando um ponto p préximo a C, para cada angulo 6;, obteremos uma curva R, que
tende a C' quando € — 0 (figura 1.2 - (a)). Ao aplicarmos M, sobre a curva R, geraremos
uma nova curva, conforme figura 1.2 - (b), uma vez que, R, nao é invariante pelo mapa
M.. Observe que, R, e M.(R.) possuem a mesma area, decorrente da caracteristica de

preservar area do mapa de Poincaré.

Figura 2 — (a) Curva R, contendo todos os pontos que nao rodam sob a agao de M.. (b)
Curvas R, e M,.. Os pontos hy, ha, €1 € ey sdo pontos fixos de M., sendo h; e
ho pontos instaveis e e; e e; pontos estaveis.

Os pontos p € (R. N M(R.)) sdo pontos fixos de M,. Classificaremos esses pontos fixos.

Consideremos a aplicagao linearizada M, em torno do ponto fixo:

Ti+1

0] \6,
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onde, A é a matriz Jacobiana no ponto fixo.

A classificacao dos pontos fixos é dada através dos autovalores da matriz A. Sabe-se que

det A = A1 - Ay e como det M, = 1, segue-se que:

1

Ay = —.
2 "

(2.41)

Portanto, os autovalores sdo nimeros reais (pontos fixos hiperbélicos) e nimeros complexos

(pontos fixos elipticos) para os quais se verifica (2.41).

Conforme o teorema de Poincaré-Birkhoff, os pontos fixos elipticos e hiperbdlicos sao

aqueles que restam apos a perturbacao.

Quanto a estabilidade desses pontos, note que, conforme figura 1.3, os fluxos préximos aos
pontos e; e ey circulam em torno dos mesmos. Disto, os pontos e; e ey sao estaveis. Por

outro lado, os pontos h; e hy sao instaveis.

Cada ponto fixo eliptico esta envolvido por curvas fechadas que correspondem a novos
toros formados pela decomposi¢cao do anterior. Em alguns desses toros podemos aplicar o
Teorema KAM e os demais se decompoe de acordo com o teorema de Poincaré-Birkhoff,

formando uma estrutura similar a toros encaixados (14).

A origem do caos hamiltoniano, se da através dos pontos fixos hiperbdlicos.

Definigao 11. A Variedade Estavel W, de um ponto de equilibrio instavel xy é o conjunto
invariante de pontos x do espaco de fases tal que a trajetéria de x tende assintoticamente
a esse ponto, isto é,

x € Wyse lim Mz = x.
n—oo

Definigao 12. A Variedade Instavel W, de um ponto de equilibrio instavel zy é o conjunto
invariante de pontos x do espacgo de fases tal que a trajetoria de x, quando propagada
para tras no tempo, tende assintoticamente a esse ponto, isto é,
reW,se lim Mz =x
n——oo
Como ilustrado na figura (1.3), para cada ponto hiperbélico teremos duas variedades inva-

riantes W, (zg) e Wi(xg), instavel e estdvel respectivamente, que nao se auto-interceptam

mas interceptam uma a outra. Um ponto p € W,, N W, é dito homoclinico a x.

Uma vez que as variedades W, e W, sao invariantes, dados p; € Wy e p, € W, temos que
M. (p1) € Wy e M.(pa) € W,.

Sendo p € W,NW, entao p € W, e p € W,. Portanto, a existéncia de um ponto homoclinico
a xg leva a existéncia de infinitos outros pontos homoclinicos a xy pela érbita de p a qual

é chamada de drbita homoclinica.
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Wu\\<_h\ W
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Figura 3 — Curvas fechadas nos pontos elipticos e; e e e variedades estéveis W e instdveis
W, nos pontos hiperbélicos hy e ho

Como mapas de Poincaré preservam area e as variedades Wy e W, nao se auto-interceptam
entao em dada regioes as mesmas ficaram mais longas e retorcidas causando o que
denominamos de emaranhado homoclinico, que por sua vez esta associado ao movimento

caotico.

Figura 4 — Ilustracao do emaranhado homoclinico, um mecanismo responsavel pelo Caos.
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3 GEOMETRIZACAO DA DINAMICA HA-
MILTONIANA

Neste capitulo apresentaremos uma abordagem geométrica que nos permite uma corres-

pondéncia entre o fluxo hamiltoniano e o fluxo geodésico.

E importante ressaltarmos que a formulagao geométrica nao ¢ tinica, uma vez que existem
muitas possibilidades para escolha do espaco ambiente e da métrica. Consideraremos aqui,

a métrica de Jacobi e a métrica de Eisenhart.

3.1 Formulacao Geométrica da Mecanica

Considere (M, ¢g) uma variedade Riemanniana e V' : M — R uma funcao diferencidvel em
M.

Um sistema mecanico é definido pela tripla (M, g, V). A variedade M é chamada de espago
de configuracoes. O fibrado tangente 7 M é chamado espaco de fase. Um ponto p € T M é

o estado do sistema mecanico.

A energia cinética T do sistema é uma funcao
T:TM — R,

definida por:

1
T(v) = 5 <vU >,

onde o produto escalar < v,v >, para todos os vetores tangentes v, provém da métrica
Riemanniana.
A funcao diferenciavel V' é a funcao de energia potencial do sistema.

A energia total,
E:TM — R,

¢ dada por:
Ew)=Tw)+V(mv) veTM,
onde 7w : TM — M é a fungao projecao.

A trajetdria do sistema (M, g, V') é um caminho diferenciavel v em (M, g) que satisfaz

as equagoes do movimento de Newton, isto é,

D
%7’(75) = —gradV,
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D
onde — ¢ a derivada covariante com relagdo a conexao Riemanniana de (M, g).

dt

Em coordenadas,
d?q dg; dg; OV
PRI it i e
i,j qk
onde Ff; sao os simbolos de Christoffel.

Note que se V' = 0, entao:

d*qy r dqi dg;
—— rE—2-Y — 3.1
o = (3.)

ou seja, a trajetéria é a geodésica de (M, g).

Proposicao 7. (Conservacio de Energia) A energia total E : TM — R é constante ao
longo da trajetoria y(t).

Demonstragao.

E(y(1),7'(1) = T (1) + V(1)

L BHW.A 1) = let(;wmxt»)+jtv<v<t>>

= (A1), 7(0) + lgrad V(3(1)),7/ (1)

= (=grad V(y(1)),7'(t)) + {grad V(~(t)),~'(t))
-0

]

Uma vez que a energia total, £ =T + V| é constante e T' > 0, as trajetérias de energia

total E estdo no subespaco My C M, definido por:

ME:E)MEUME

onde, Mg ={z e M :V(z) < E} e dMg={x e M:V(x)=FE} (9).

3.2 Trajetérias e Geodésicas

Nesta secao apresentaremos dois resultados que nos permitem descrever uma relagao entre
as trajetorias do sistema dindmico com as geodésicas da variedade Riemanniana (M, g)

munida de uma métrica apropriada, a saber : Teorema de Jacobi e Teorema de Eisenhart.
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3.2.1 Métrica de Jacobi

Consideremos um sistema dindmico auténomo, cujo Lagrangiano £ : TM — R é
definido por:
1
L(v) = 5 <vv> =V (mv). (3.2)

Em coordenadas locais,

Lla,4) = T(@) ~ V{a) = Jouids — V(a) (33)

1
onde g;; € o tensor da métrica associada e a energia cinética, T' = 3 9ij¢iq;, corresponde a

uma fung¢ao homogénea quadratica da velocidade generalizada.

O hamiltoniano do sistema é dado por:

1
H(p,q) = 59:PiP; + V(q). (3.4)

O movimento das trajetérias desse sistema no espacgo de fase satisfaz o principio de
Hamilton ou principio da minima agao:
t1
) L(V'(t))dt = 0. (3.5)
to
Sendo o hamiltoniano, H =T+ V = E, uma quantidade conservada ao longo da trajetoria

v(t) e a energia cinética uma fun¢do homogénea, pelo teorema de Euler, podemos escrever

o principio de Hamilton como o principio de Maupertuis’ do seguinte modo:

5 "oy (#))dt = .

to
Disto,

t1

(27)z(2T)z dt

s 3
[\]
~
QL
~
I

r\

0
t1

(2(E — V)2 (2T)z2dt

|
S

1

(2(E — V)('(£),7'(£))) 2 dt.

I
T~

0

Portanto, as trajetérias satisfazem:
t1
5 [ (2B =V){/ (), (1)zdt =0,
to
que corresponde a uma geodésica em (Mg, gg), onde, gg := 2(F — V)g.

Demostraremos este resultado formalmente.



34

Definicao 13. A métrica de Jacobi, gg, de um sistema dindmico é dada por:

gp(r) = 2(E = V)g(x).
Para demonstrarmos o resultado mais importante dessa se¢ao, consideremos o seguinte
lema, cuja demonstracdo pode ser vista em (15):

Lema 1. Seja V a conexdo da variedade Riemanniana (M, g) e V a conexdo de (M, j),

onde g é a transformagao da métrica g(z) definida por:

g = exp® g(x),

e p: M — R éuma funcao diferenciavel dada por:

o) = ECE=V)

Entao, para todo campo vetorial X,Y temos que:

VxY = VxY + AxY,
onde AxY =dp(X)Y +dp(Y)X — g(X,Y)gradp.

Teorema 8. (Jacobi) As trajetorias de (M, g,V') de energia total E sao as geodésicas da

variedade Riemanniana (Mg, gg).

log(2(E -V
0g(2( )), aplicando a exponencial temos que:

Demonstragio. Sendo p(z) =

2
exp?@ = 2(E — V), (3.6)
Como FE é uma constante, entao:
exp?@ dp = —dV. (3.7)
Assim,
2(E —V)grad p=—grad V. (3.8)

Seja y(t) uma trajetéria de energia E, ou seja,

Vv (t) = —grad V (3.9)

2T(Y' () = (7' (1),7' (1)) = 2(E = V(7(1))- (3.10)

Pelo lema anterior, temos que:



Por (3.9):

Vo (t) = —grad V + A/,

Determinaremos A,

Ay = dp(Y ) +dp(Y)Y = 97",y )grad p
= 2dp(y')y = (1), 7 (t))grad p
= 2dp(y)y' = 2(E = V(3(1)))grad p
= 2dp(y)y + grad V

Portanto (3.11) é dado por:
Vo (t) = 2dp(v' )y
dt 1

Consideremos uma reparametriza¢ao do tempo ¢t = t(s) de modo que — Friiert
s

Disto:

Logo,
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(3.11)

(3.12)

(3.13)

Portanto, as trajetdrias do sistemas com energia total E sdo geodésicas de (Mg, gg),

conforme queriamos demonstrar.

]
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3.2.2 Métrica de Eisenhart

Na secao anterior, obtivemos um resultado de suma relevancia, o Teorema de Jacobi, para
as trajetorias do sistema confinadas em Mp com a métrica gg. Entretanto, é possivel

claramente notar que, na fronteira de Mg a métrica de Jacobi é degenerada e singular.

Como uma abordagem alternativa para a geometrizacao da dindmica, apresentaremos
o Teorema de Eisenhart, que determina que, as trajetorias do sistema sao projecoes das
geodésicas em um espaco de configuracao N + 1-dimensional, denominado de espago-tempo,

com métrica Gg nao-degenerada e nao singular.

De acordo com Szydlowski, (16), a abordagem de Eisenhart nos proporciona algumas

vantagens:

e A dinamica é aplicada sobre o fluxo geodésico em uma variedade diferenciavel sem

fronteira;

e A identificacao das trajetérias do sistema com geodésicas no espaco de configuragoes é
bijetiva, o que nao ocorre na métrica de Jacobi, uma vez que nem todas as geodésicas

sobre o espago de Jacobi correspondem a uma trajetoria do sistema.

Consideremos um sistema dindmico com N graus de liberdade, cujo lagrangiano é dado

por: '
L= igijQin —Vi(q). (3.14)

Seja M x R? o espaco de configuracdes (N +2)-dimensional com coordenadas ¢;, i = 0, .., N
e t = qy+1 uma coordenada real, munido de uma métrica, Gg, pseudo-riemanniana e nao
degenerada, no qual as geodésicas em (M x R? Gg) possuem elemento de comprimento

de arco dado por:
ds® = (Gg)apdaadqs = gi;ddig; — 2V (q)(dgo)? + 2dgodqn 11 (3.15)

onde o, 3=0,... N+1et,7=1,...,N.
A métrica Gg é chamada métrica de Eisenhart (17).

A representacao matricial de G é dada por:

—2V(q) o .- 0
0 95 - gn O
Gg = : SRS (3.16)
0 gnj " gNN
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com (g;;) a matriz da energia cinética, que de acordo em (2.2.2) é a matriz identidade.

Sua matriz inversa corresponde a:

0
1 0
Ggl=1|: 1 1 | (3.17)
00 ---1 0
0 --- 0 2V

A relagao entre as geodésicas e as trajetorias do sistema é dada pelo seguinte resultado:

Teorema 9. (Eisenhart). As trajetorias de um sistema dindmico Hamiltoniano sdo
obtidas com a projecio candnica das geodésicas de (M x R%* Gg) no espago-tempo, T :
M x R? — M x R. Entre o conjunto de geodésicas, somente aquelas cujo elemento de

comprimento de arco é positivo definido e dado por:

ds* = dt*? (3.18)
onde ¢ € R, correspondem as trajetorias do sistema.

A demonstrac¢ao pode ser encontrada em (17).

Em seguida, determinaremos uma condi¢do para as coordenadas qg € gy+1 (9), (17).

Consideremos que em (3.14), a matriz da energia cinética do sistema é diagonal, isto é,
9ij = 0ij

onde 9;; corresponde ao delta de Kronecker, definido por:

. o
5 :{ e = (3.19)
0, se 1 # 7.

Neste caso, um célculo direto nos mostra que, os simbolos de Christoffel (Veja apéndice

A.2) nao nulos sao dados por:

’ oV
Tiy= T3t = %0 (3.20)
Deste modo, as equagoes da geodésica, (3.1), correspondem a:
d*qo
— =0 3.21
ds? ’ (3:21)
d%q; - dgo d

ds* ' "%ds ds
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d3i190  ne1dqo dg;
N2 28—, 3.23
ds? % ds ds ( )

Tomando ¢ = 1, temos por (3.18) que ds = dt. Portanto, pela equagio (3.21):

d*q .

— = 3.24
dt? (3:24)
Da equagao acima:
dqo
— =k 3.25
dt Y ( )
com k € R.
Tomando k = 1, segue-se pela equacao (3.22):
= — 3.26
o que nos da:
dg; dL
— = 3.27
dt dt (3:27)
Substituindo (3.25) e (3.27) em (3.23), obtemos:
d2qN+1 dL
__aL 2
dt? dt (3:28)
Finalmente, da equagao (3.24):
qo = t?

as N primeiras equagoes de (3.26) correspondem as equagoes de Newton e da equagao
(3.28):

t
gN+1 = Clt + Cy — / LdT, (329)
0

que corresponde a relacao entre a coordenada gy.1 € a agao.

3.3 Curvatura e Estabilidade

Como visto na secao (1.2.1), a estabilidade/instabilidade das trajetorias dos sistemas
dindmicos podem ser definidas através do critério de Lyapunov que, em linhas gerais,

consiste em analisar a evolucao temporal de uma pequena perturbacao na trajetoria dada.
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Seja
Gi = qi + &,
a trajetoria perturbada.

As trajetérias §; e g; satisfazem as equacoes do movimento de Newton e a pertubacao &;

obedece a equagao da dinamica tangente, (2.12), que no caso do sistema hamiltoniano

. [0°V(q)
f=- ( o )@-. (3:30)

corresponde a [2]:

Se |£| ndo cresce exponencialmente entao a trajetéria é estavel, caso contrario a trajetoria

¢é instavel e o movimento é cadtico.

Com a geometrizagao da dindmica a estabilidade/instabilidade das trajetérias podem ser

analisadas através da estabilidade/instabilidade das geodésicas.

Considere §; e ¢; geodésicas suficientemente préximas. O vetor separacdo dado por:

Ji = G — G,
satisfaz a equacao de Jacobi:
D?J , ,
o+ RUI(). 7 (9)7/(5) =0, (331)
que em coordenadas:
D Ry (Cfi‘-’flql) Jo=0, (332)

D A
onde 7568 derivada covariante sobre a geodésica q(s) e R, sdo as componentes do tensor
s

curvatura de Riemman.

De fato, seja p € M e Z uma vizinhanca de p, onde a partir de Z, definimos uma familia

de geodésicas:

D, = {3,(s) =1(s,7) / T € R}.

Fixemos (s, 7). Denotemos por #(s) o campo tangente de (s, 7p) em s, ou seja, 0 campo

vetorial cujas componentes é dado por:

Yi = 3.33
W= (3.33)
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e por J(s) o campo vetorial de 7. (s) em 7y para s fixo:

dr

J; (3.34)

O campo J é denominado campo de separacio das geodésicas e mede a distancia entre

geodésicas, conforme a figura abaixo.

[Familia de Geodésicas (s, 7) distribuidas na vizinhanga Z. |

por: J(s) = (07(@? T)) -]

Figura 5 — Representacao da familia de geodésicas e do campo de separacao J (9).

Mostremos que J é um campo de Jacobi. Inicialmente note que:

14, J] =0,
onde, [,] é o comutador, definido por:
[V, WI(f) = V(W(f)) = WV (). (3.35)
Em coordenadas locais,
[Mwbznzg—wgz, (3.36)

com V' |, W campos vetoriais.

De fato, por (3.36), (3.34) e (3.33) temos:
Ox; "0x;  0s Ov; Ot Or; Os  OT
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Sendo

ds os\or ) or\ds| or’

4, J] = 0. (3.37)

conclui-se que:

Calculemos a segunda derivada covariante do campo J, V%J.

Uma vez que a conexao de Levi-Civita é simétrica (Apéndice A):

[, J] = VsJ = V. (3.38)
Por (3.37):
ViJ =V 7,
e como 7y é uma geodésica,
V9 =0.
Disto,
ViJ = V4(VsJ) = V5(VsH) = V4, V5. (3.39)

Pela defini¢do do tensor curvatura (Apéndice A) e por (3.37) obtemos:

VEJ = R(,J), (3.40)

correspondente a equagao (3.31), pois, R(Y,J)y = —R(J,~")Y'.

De modo anélogo a [{], o crescimento (ou ndo crescimento) exponencial de |.J| determina
a estabilidade/instabilidade da geodésica e, uma vez que a equagao de Jacobi depende
do tensor curvatura, a evolugao de J é determinada pela curvatura da variedade que

obviamente dependera da métrica.

Portanto, determinaremos explicitamente as expressoes para a curvatura, dada a métrica

de Jacobi e a métrica de Eisenhart.

3.4 Curvatura de (Mg, gp)

Considere V a conexdo Riemanniana da variedade (M, g) e V a conexdo de (M, gg), onde

gr ¢ a métrica de Jacobi introduzida na definigao (3.6).

A relacdo entre V e V é dada por:

VxY = VxY + AxY,



conforme o Lema (2.1).

Seja
R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ —Vxy|Z,

a curvatura de (M, g). (Veja apéndice A.4)
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Podemos expressar, em coordenadas locais, o tensor curvatura R}, em temos dos coefici-

entes I}, da conexao Riemanniana V:

% et % s a % 8 %
jkl:Fjstl_stFjl_f—aiijkl_aimkrjl'

Em termos da conexiao V temos que (15):

J

i 1S

com A% = p;0}, + prdk + gi;p', onde, p; = gp. P =9 Ps
j
Disto,
R;kl = R + S
com

S]i'kl = —ijfszi + lefsii - gjlcpé' + gjlpgc — (dp, dp) (gijéli - 9;‘15;2)7

8 7 s
onde, pj, = (Vaikd”> Gz, PR CPL= 9 P

Definiremos um 2-tensor simétrico C' em (M, gg) por:

1
C(X,Y) = ~(n—2)[Hess p(X,Y) — dp(X)dp(Y') + 5 {dp, dp){X, Y)],
cujas componentes sao dadas por:

1

Cik = —(n — 2)[pjr + §<dp, dp) k).

Seja

Ci = —(n = lp} + 5(dp, dp)5]] = 6" Cir
Entao, por (3.44):
1

1
5k + 5{dp, dp)gik = —pik-

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)
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Por (3.45):
mcl + §<dp7 dp>5l =P
Logo:
Sha = ﬁcﬂ"“ + §<dp, dp) g,k | 0] — mcjl + §<d/)> dp)gi | 0x +

1 i1 i i 1 e i ci
+ Gk (ch + §<dp7 dﬂ>5z5l) — 95 (HCk + §<dp, dp>5k5l)

n —

Portanto, podemos expressar (3.42) da seguinte forma:

R(X,Y)Z =R(X,Y)Z +

n i S[CO2)X = C(X, 2)Y +g(V, 2)CX — g(X,Y)CY].
(3.47)

onde C' é um 1-tensor dado por:

g(CX,Y)=C(X,Y).

O tensor de Ricci é definido por:

R(X.Y) = R(X,Y)— (n—2)[Hess p(X,Y) —dp(X)dp(Y)] ~ [(n—2) (dp. dp) + Al (X, V),

(3.48)
onde Ap é o Laplaciano de p.
Em coordenadas locais:
Ry = —(n— 2)psn — [(n — 2){dp. dp) + Apl(X, V), (3.49)
obtido, contraindo (3.42) com relagao a (i,1).
Realizando outra contracao, temos a curvatura escalar dada por:
ePR =R —-2(n—1) Ap+?(dp,d,0) : (3.50)

Determinaremos esses conceitos em termos da energia Potencial V.

Sendo,
Hess p(X,Y) = (Vxdp)Y, (3.51)
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por (3.7) temos que:
1 —1
Hess p(X,Y) = —@(VXdV)Y—i— X = av |y

- Ly + ( (2dp X )e2p> dv) Y

e2r edr

— L HessV(X.Y) - eidV(X)dV(Y). (3.52)

e2

Denotemos:

(dV,dV) = |[VV 2.

Substituindo (3.52) em (3.43):

C(X,)Y) = —(n—2)|Hess p(X,Y) —dp(X)dp(Y) + ;(dp, dp)(X,Y)

= —(n—-2)| - (jpdV(X)dV(Y) — ;p[—]ess V(X,Y) —dp(X)dp(Y) + ;(dp, dp)(X,Y)

4p

2

— (n—2) [eQF’Hess V(X,Y) 4 e*dp(X)dp(Y)

(dp,dp){X,Y)

edr

Note que:
(dV,dV) = e*(dp, dp),

e uma vez que, ¢ = 2(E — V'), obtemos:

o on—2 IVV|?
Em coordenadas locais,
n—2 1 9

Considerando um sistema mecénico simples (M, g, V'), o 2-tensor simétrico C' é denominado

dois-tensor mecanico de (M, g, V).
A curvatura de (Mg, gg) é expressa em termos do 2-tensor mecanico C.

Sendo:
Ap =tr Hess p.

(3.53)



Temos que,
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2 1
Ap = tr(—de®dV—€2pHessV)

2 , 1
= S IVVIE - A (3.56)

Substituindo (3.56) em (3.48), obtemos a expressao correspondente a curvatura de Ricci:

KR(XJ Y) =

_|_

Kn(X,Y) = (n—2) ( _ jpdV(X)dV(Y) _ elzpﬂess VX, m)
(n = 2)dp(X)dp(Y') — (n —2)(dp,dp) — Ap(X,Y)

Ric(X,Y) - (n—2) ( - jpdV(X)dV(Y) - eipHess V(X, Y))
(n— Q)QL)dV(X)dV(Y) _(n— Q)dL(dv, VY (X, V)
(— jp|v1/|2 — elszv> (X,Y)

Ric(X,Y) — (n — 2)% (3dV(X)dV(Y) +e* HessV (X, Y))

e*P

1

etr

( — (n =2)[VV{X,Y) + 2|VV (X, Y) + AV (X, Y>)

Ric(X,Y) — (”e:pm (SdV(X)dV(Y) + e*HessV (X, Y))
i(—(N —4)|VVHX,Y) + 22 AV(X,Y))

Ric(X,Y) + 4(E1_V>2[2(E —V){(n —2)Hess V(X,Y) + A(X,Y)}
3dV(X)dV(Y) — (n — 4)|[VV[*(X,Y)]. (3.57)

Em coordenadas locais:

Rjk = Rjk-i-

4(Eiv)2[2(E — V){(n - 2)9;0, + AVgy}

+ 3(n—2)0,VO,V — (n — 4)|VV|*g;i]. (3.58)

Substituindo (3.56) em (3.50) temos que a curvatura escalar é dada por:

- —1
R:R+4m )

W[_(n —6)|[VV]* +2(E - V)AV]. (3.59)
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3.5 Curvatura de (M xR, Gpg)

Com a métrica de Eisenhart, os conceitos de curvatura apresentados na se¢do anterior
tornam-se mais simples, o que do ponto de vista operacional é sem dividas uma grande

vantagem.

Sabe-se, por (2.2.2), que os simbolos de Christoffel ndo-nulos correspondem a:

Iy = 0;V. (3.60)

Portanto, o tensor curvatura nao-nulo é dado por:

ROin = alajv (361)

Contraindo (i, j), obtém-se o tensor de Ricci:

Roo = AV. (3.62)

Logo, a curvatura de Ricci (Veja apéndice), é dada por:

Kp=AV (3.63)

Com mais uma contracao e de acordo com (3.17), temos a curvatura escalar:

R = gOOROO =0. (364)

Observe que, no caso da métrica de Eisenhart as expressoes acima sao relativamente
simples e claramente temos uma relacao entre elementos da dinamica e da geometria. De
fato, o tensor métrico Gg contém apenas a energia potencial V. Os simbolos de Christoffel
sao iguais a forgca V. Os componentes do tensor curvatura de Riemann contém unicamente

a segunda derivada da energia potencial 9;0;V .

Em caso geral, independente da escolha da métrica é possivel estabelecermos essa relacao

dada por:
Dinamica Geometria
(tempo) ¢ +— s (comprimento de arco)
(energia potencial) V' — g (métrica)
(forca) oV +— I (simbolos de Christofell)

("curvatura'do potencial) 9?V, (OV)? <— R (curvatura da variedade)

Tabela 1 — Relagao entre elementos da dindmica e geometria (9).



47

3.6 Equacao da Evolucao da Geodésica via Métrica de Jacobi.
Nas se¢oes anteriores vimos que, ao considerarmos uma pertubacao da geodésica,
G =g+ Ji

a evolucao do campo J ¢é descrita pela equagao de Jacobi:

D?J; - (dg; dq
—— 4+ R L= 3.65
ds? + W(ds ds )% (3.65)
onde,
— e, | =2 )
ds ds + jk<d5>Jk’ (3.66)

é a derivada covariante (veja apéndice A.2).

Nosso objetivo, é expandir a equacao (3.65) e obter uma expressao explicita para a mesma,

utilizando a métrica de Jacobi.

Pela definigao (3.66):

D?J; d (dJ; - dq; - dq (dJ. dq;
L= 2Ty, r:—= S s,
ds? ds(ds + Jkdsjk>+ s ds \ ds * Jkdsjk
d?J dFék dg; - d%q; - dq; dJy cdg; dJ,
= — = J 4T, —L g 4, L 28
ds2+ ds ds £t Ik g2 bt * ds ds+ s ds ds+
Sabemos que:
d?q; - dqy dgp
—= 4 == =0 3.68
ds? M ds ds ’ (3.68)
¢ ar or
i id
ik Jk aqi
= —. 3.69
ds oq ds ( )
Portanto:
D?J;  d*J; - dg; dJy T, , . dq; dg;
t = Lo, % J rers —rors | ——J. )
ds? ds? T2 ds ds * dqi st = Rty ds ds I (3.70)

De acordo com a secao 2.4, as componentes do tensor curvatura R;kl podem ser expressas

em termos de I'};:

% i TS 3R pb] 0 % 0 %
i = Ul = Tl + aiqkrsj - aT]lej- (3.71)



Substituindo (3.70) e (3.71) em (3.65), obtemos:
0 = dQQ 2r;k62q; ddi’“ + ( arql + TS, — T4 )‘j;” ‘fiqﬂj
+ T%Fzﬂ fg C;q; Jp + (r;'.sr;, —TiTS, — ;q r@) Z‘g ‘;q; I
(3

que é independente da métrica da variedade.
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(3.72)

A métrica de Jacobi é uma métrica conforme da métrica da energia cinética, ou seja,

—2f

(ge)ij =€ .

Uma vez que estamos considerando a;; = 9,5, entao :

(9e)ij = e~ 635 (3.73)
Os coeficientes de Christoffel para esta métrica sao dados por (18):
F;k = _5;'f7j — 5;f71§ + 5jkf,i; (374)
onde o7
fimaf=2f (3.75)
Multiplicando (3.72) por o2 temos que:
d*J; . dg; dJy T\ dg, dg;
* 4 oI J 2 22 J, =0. 3.76
e2fds + ik efds efds * Oqr ) ds ds b (3.76)
Sendo
= —0jifs — Oisfj + 0s5 [, (3.77)
entao: .
or;
90 = —0ji f.sk — Oisf jk + 055 f i (3.78)
com f g = 0% f.
Usando a relacdo ds? = dt? e pelas relacoes acima:
d?J; dq; dJ, dgs dq;
0 = dtQ + 2( —O0kifj — Oijf ok + ik S )dtj dtk + < — 0jif sk — Oisf jk + 5sjf,ki> s CT]Jk
dqz- dJk dqs dg; dgs dg; dgs dg;
= dt2 <f 5]k )dt S]fkl JJk ]zfsk ds dJJk zsf,]k ds dJJ
dqz dJk dq; dg; dqz dq
= dt2 _'_ 2<fz Jk ) dt (sz 57,Zf]k dj ds - Zijk — Ji
in dJk dQJ d%
= 2 e =2 Jp. 3.79
dt2+ < Jkdt t) (f’“ T4 ds (3.79)



49

Finalmente, considerando:

f= ;m B(E - V)} , (3.80)
obtemos:
oV
fn = (?(T—V)’
OV (G:V)(9;V) .
fiw = HE—-V) oE-V)?
e = 2B V). (3.81)

Substituindo estas relagoes em (3.79), temos que a equagao de jacobi é da forma:

0= tE-v <a Vi'yl =0V dt) g T (OuV)
1 > (0xV)(9;V) \ dg; dg;

3.7 Equacao da Evolucao da Geodésica via Métrica de Eisenhart.

Considerando agora, a métrica de Eisenhart, daremos uma expressao explicita para a

equagao (3.72).

Com esta métrica, os unicos simbolos de Christoffel nao nulos, conforme (3.20), sao dados

por:
I, = (g;) e THH = (- gD (3.83)
Escrevendo a equacao (3.40) para 0,7 =1,..., N e N + 1 separadamente, temos que:
0 = iiﬂ + Rg.’m@qf C;QZ>J0 Ry, C;qoj Cflq; (3.84)
0 = ZZ;‘QJWR&O(‘;%) J; + Riy, Zqo Jociqu R;OOCgJOZq;. (3.85)
0 = DZJSﬁ“ ngjlflq’JO 62% Rfj;lcflq’J C;qso. (3.86)
Pela definigao (3.66):
Z‘f = CZ” +T k(i‘b)(]k, (3.87)
e como I'Y), = 0:
Z‘f _ Z‘f. (3.88)

Por (3.61):
RY, = 0. (3.89)
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Segue-se que (3.84):

oo s
Logo, Jy possui aceleragao nula.
Sem perca de generalidade, definimos:
Cil‘io =0 =0, (3.91)
Novamente pela defini¢ao (3.40):
Zsji = ‘fl‘f gkcfl‘fjk. (3.92)
Sendo, Cfiqso = 0, temos que:
2 2
Z 8‘2]1' = ‘;Sf. (3.93)
Deste modo a equagao (3.85) é dada por:
cjsii + az;vqk (Ci;f) Je =0 (3.94)
Pelo teorema de Eisenhart, ao longo de uma geodésica:
ds* = (dqy)* = dt?, (3.95)
e assim a equacgao (3.94), correspondente a:
& OV Jy =0 (3.96)

dt? + 0q;0qy,

é equivalente a equagao da dindmica tangente (3.30), fazendo J = &.

Esta relagao nos permite estabelecer uma ligacao entre o expoente de Lyapunov e a

formulagao geométrica, conforme veremos no préximo capitulo.
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4 GEOMETRIA E CAOS

Neste capitulo descreveremos o caos hamiltoniano através de uma abordagem geométrica,
utilizando como ferramenta a equagao de Jacobi. No decorrer do mesmo, apresentaremos

alguns casos com o intuito de obter informacgoes para responder o seguinte questionamento:

Qual é a principal caracteristica da curvatura para que o sistema apresente comportamento

cadtico?

O expoente de Lyapunov, (veja se¢ao (1.2.1)), é um mecanismo que mede o grau de
instabilidade das trajetorias, e, sendo o mesmo positivo, o sistema apresenta comportamento
cadtico. Entretanto, para muitos sistemas de interesse fisico, em poucos casos é possivel
calcular os expoentes de Lyapunov analiticamente. Além disso, através do expoente nao é

possivel obter nenhuma informacoes a respeito da origem do Caos.

Para explicar a origem do Caos, o mateméatico americano Smale, criou em 1960, um
mecanismo denominado Ferradura de Smale, uma transformacao que associa dilatacao,
contracao e dobradura, transformando um quadrado unitario definido no espacgo de fase

em uma ferradura.

Smale também demonstrou que o comportamento recorrente da transformagao ferradura é
estruturalmente estavel, ou seja, mesmo apos deformagoes a dindmica do sistema continua
invariante. No entanto, apesar de explicar a origem do caos, a Ferradura de Smale nao nos
fornece nenhuma ferramenta quantitativa para medi-lo, como também é um mecanismo

complexo para aplicagdo pratica em sistemas com muitos graus de liberdade.

A abordagem geométrica que apresentaremos, nos permite, em alguns casos, unificar o
mecanismo para medida do caos com a compreensao de sua origem, além de possibilitar

uma estimativa para o calculo analitico do Expoente de Lyapunov no limite termodinamico.

E valido ressaltar que essa abordagem nao constitui uma teoria geral, uma vez que,
apenas para o caso de variedades compactas com curvatura negativa em todo ponto essa
abordagem é rigorosamente valida e na maioria dos modelos fisicos com muitos graus de

liberdade nem sempre temos curvatura negativa.

Deste modo, nao temos uma resposta definitiva para o questionamento do inicio do capitulo,
mas, veremos que mesmo quando a curvatura é completamente positiva, (ou positiva
apenas em alguns pontos da variedade), é possivel haver caos através de um mecanismo

denominado de instabilidade paramétrica que ocorre em variedades nao isotrépicas.

No caso de variedades isotropicas, a equacao de Jacobi é relativamente simples e obteremos

informagoes a respeito de variedades com curvatura positiva, como veremos a seguir.
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4.1 O Caso Mais Simples: Variedades Isotropicas.

Conforme vimos na (secao 2.3), a instabilidade do fluxo geodésico é determinado pela
evolucao do campo de Jacobi J, que por sua vez, depende unicamente da curvatura. No
entanto, o nimero de componentes independentes do tensor curvatura em uma variedade V-
dimensional, por exemplo, corresponde a 112n2(n2 —1) (19). Isto torna bastante complicado

obter uma solugao explicita para (3.40) em sistemas com muitas graus de liberdade.

Um caso bastante simples para esta equacao pode ser visto se considerarmos a variedade

isotropica.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana (ou pseudo-Riemanniana) isotrépica N-dimensional,
v :[0,1] — M uma geodésica normalizada em M e seja J um campo de Jacobi ao longo
de v, com condigoes iniciais J(0) = 0 e J'(0) = w(0), onde w(s) é um campo paralelo

normalizado e normal ao longo de 7. Entao a equagdo de Jacobi, (3.31), é da forma:

D?J
KJ=0. 4.1
T2 T (4.1)
De fato, por hipétese, |[v/| = 1 e de acordo com o seguinte lema:

Lema 2. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina uma
aplicagao trilinear R’ : T,M x T,M x T,M — T,M por:

<R/<X?Y7W)>Z> = <X7 W><K Z) o <Yv W><X7 Z>>

para todo X,Y, W, Z € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual Ky se e

somente se
R=KyR, (4.2)
onde R é a curvatura de M.
temos que:
(R(Y', ], T) = K{(%ﬂ(i T) — (v, T){J, 7’>} = K(JT). (4.3)

Note que, nessas condigoes, a equagao (4.1) é uma E.D.O de segunda ordem. Com o intuito

de analisarmos o comportamento das solugoes, determinaremos as mesmas explicitamente.

Sendo a equagao (4.1) homogénea e com coeficientes constantes, buscaremos encontrar
solugoes da forma:
J(s) = e (4.4)

Logo,

J'(s) = XeM;
J(s) = AN
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Para que (4.4) seja solugao de (4.1) devemos ter (A2 + K )e** = 0, ou seja podemos associar

(4.1) a equagao caracteristica
)\2 +ag = O, ap € R7 (45)
onde o expoente A em (4.4) é equivalente as raizes de (4.5).

e 1° Caso: K > 0.

Sendo K > 0 a equagao (4.1) é da forma:

d*J
YLK =
752 +KJ =0,

cuja equacao caracteristica correspondente a A\? + K = ( possui raizes \; = vV Ki e
Ao = —V K.

Utilizando a relacdo de Euler, exp®®

= cos(bz) + isin(bz), a solucao ¢ dada por:

J(s) = VK cos(VKs) + caVEK sin(VKs), ¢,c0 €R.

Tomando a condigdo inicial J(0) =0 e J'(0) = w(0) temos que:

e 2° Caso: K =0.

Neste caso, a equagao (4.1) é da forma:

cuja solucao ¢ dada por:

J(s) =1 + cas.

Tomando a condigao inicial J(0) =0 e J'(0) = w(0), temos que:

J(s) = sw(s).
e 3° Caso: K < 0.

Em caso andlogo aos anteriores, temos que a equacao (4.1) é da forma:

d?J
— +KJ=0
ds? + ’
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cuja equacao caracteristica A2 + K = 0 possui raizes \; = v—K e Ay = —/—K.

A solugao é dada por:

J(s) = c1vV—K cosh(v/—Ks) 4+ c;v/—K sin(v—Ks), ¢1,c5 € R.

Tomando a condigao inicial J(0) =0 e J'(0) = w(0) temos que:

inh(v/—K
J(s) = ww(s>.
Logo as solugoes de (4.1) sao dadas por:
sw(s), se K =0,

w(s) .
J(s) = s sin(vKs), se K >0, (4.6)
wis)
sinh(v—Ks), se K <0.
5, Sinh(V—Ks)
Note que, para K < 0 as solugoes sao exponencialmente instaveis. O expoente de instabili-

dade dado por (—max;(K))? equivale neste caso a v—K (20).

Um fato importante que devemos também observar é que, ao considerarmos a variedade
isotrépica, a curvatura positiva nao ¢ um mecanismo para gerar caos, pois, tomando a
norma do campo J em (4.6) com K > 0, e sabendo que w(s) é limitado, entao, J nao

cresce exponencialmente.
Disto, podemos enunciar uma primeira caracterizacao para curvatura positiva:

A fim de obtermos um comportamento cadtico e sendo a curvatura positiva, ndo devemos

considerar a variedade isotropica.

4.2 Um Segundo Caso: Instabilidade Paramétrica.

Consideremos agora (M, g) uma variedade Riemanniana, com dim M = 2. Neste caso, o

tensor curvatura é dado por:
R(Y, Iy = K({J.A' ) = (. A))),

onde K é a curvatura gaussiana, que é equivalente a curvatura seccional (18).

Uma vez que estamos considerando campos de Jacobi que sdo normais a 7/,

(J,7") = 0. (4.7)

Além disso, como v é normalizada, segue-se que:
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Disto, a equagao (3.31) é da forma:

D?J
ds?

+ K(s)J =0, (4.8)

1
com K(s) = 572(3) e R(s) a curvatura escalar no ponto p € y(s).

As solugoes de (4.8) podem induzir crescimento exponencial em dois casos:

(1) A curvatura K(s) possui valores negativos (veja ilustracao na figura 3.1 - (a));

(2) A curvatura K(s), ainda que positiva em todos os pontos da variedade ou exclusiva-
mente positiva em alguns pontos, varia de modo a produz um mecanismo denominado

instabilidade paramétrica, ilustrado na figura 3.1 - (b) e que serd abordado nessa
Secao.

[Mlustracao de variedade de curvatura constante, no qual as geodésicas sao

/N N
/"/ \ \\\ // /l .."
/ N | \\
[
[ oo J
‘l‘ [ "
[ [ 1 =
| \ ﬁ
| —— J ‘\ff\

exponencialmente instaveis. | k<0 [Mustragao

de duas geodésicas v, e v partindo de pontos suficientemente proximos, no quais as
flutuagoes da curvatura induz a instabilidade paramétrica.]

Figura 6 — Ilustracdo de como os valores da curvatura induz o caos (9).

O mecanismo de instabilidade paramétrica é comum em sistemas com algum parametro
variando com o tempo, chamados de sistemas paramétricos. Podemos citar como simples
exemplos de sistemas paramétricos, um péndulo cujo comprimento do fio varia com o

tempo e uma crianga em um balanco sem ser empurrada por ninguém.

No caso em que os parametro oscilam com o tempo, temos uma oscilacao paramétrica.



o6

O comportamento dos sistemas paramétricos com pequenas oscilagoes pode ser descrito

pela equagao:

#(t) 4+ wi (14 hcos(wy — ¢o))z(t) = 0, (4.9)
onde wy é frequéncia natural de oscilacao do sistema, w é a frequéncia do paradmetro, h é a
amplitude de variagao da frequéncia natural e ¢y uma constante.

A equagao (4.9) é chamada equagao de Mathieu.

2wy . R . .
Quando w ~ — com n € Z, a amplitude das oscilagbes aumenta rapidamente (ressondncia

paramélrica) e o sistema encontra-se em instabilidade paramétrica (21).

A equagao (4.9) é um caso especial da equagao de Hill,

Ip(e)e(0)] + a(t)a(t) =0, (4.10)

com p(t), q(t) periddicas e p(t) € C° nao-nula.
De fato:

Seja t — 7 uma mudanca de variavel de modo que:

Aplicando a regra do produto ao primeiro termo de (4.10) temos que:

p(t)z(t) + p(t)z(t) + q(t)x(t) = 0. (4.11)
Note que:
dz(:) - Cj; : ;li — (1) - p(t). (4.12)
Logo,
P~ ity p)
= [&(7) - p(t) + 2(7) - p(t)]p(t). (4.13)

Pela mudanga de varidveis acima, multiplicando (4.11) por p(t) e substituindo (4.13) em
(4.11), obtemos:

+ p(T)q(T)x(T) = 0. (4.14)

Definindo:
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e por simplicidade fazendo 7 — ¢, a equagao (4.14) é equivalente a:

d*x(t)
dt?

+ @ (t)x(t) = 0. (4.15)

No caso em que:
P*(t) = wy(1 + heos(w(t))),

temos a equagao (4.9).

A equagao (4.8) pode ser vista como a equacao (4.15) tomando s =t e p(t) = /K(s)

como a frequéncia.

Sendo K (s) periddica e integravel, podemos expressa-la em série de Fourier:

K(s) =Ko+ i[an cos(nws) + by, sin(nws)], (4.16)

n=1

2m , . -
onde w = — e [ é o comprimento da geodésica.

l
Observe que quando a; # 0 e os demais coeficientes de (4.16) sao nulos, entao a equagao

(4.8) corresponde a equagao de Mathieu, no qual é possivel expressarmos analiticamente a

solucao e determinarmos as regides estaveis e instaveis no plano de fase através do expoente
de instabilidade (22).

Por outro lado, nem sempre é possivel obter resultados analiticos para um K (s) qualquer.
Desta forma, ainda nao hé demonstragao rigorosa que o mecanismo de instabilidade induza

caos. Este fato ainda é uma conjectura.

No entanto, para sistemas com muitos graus de liberdade é possivel relacionarmos a
variagao da curvatura e o maior expoente de Lyapunov, permitindo-nos determinar a

instabilidade/estabilidade das geodésicas como veremos nas proximas segoes.

4.3 Hipdteses de uma possivel teoria geométrica para o caos ha-

miltoniano

Consideremos uma variedade Riemanniana (M, g) cuja dimensao é suficientemente grande,
ou seja, estamos considerando um sistema com muitos graus de liberdade. No que se segue,
assumiremos algumas hipdéteses geométricas e estatisticas com o intuito de tornarmos a
equacao de Jacobi, (3.31), independente da dindmica, ou seja, da evolu¢ao da geodésica,

mas somente da flutuagao e da média da curvatura de Ricci da variedade.

4.3.1 Hipdteses Geométricas e Estatisticas

Hipéteses Geométricas
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1. Suponhamos que a variedade é quasi-isotropica, ou seja, o tensor curvatura e o

tensor de Ricci, respectivamente, sao aprorimados por:
Rijkl ~ K<3)(gikgjl - gilgjk);

Rij ~ K(S)glk

Com esta aproximacao, a equacao de Jacobi é da forma:

&2,
ds?

+ ]{?R(S)Jj + (SK(S)JJ = 0,

onde 6K (s) = K(s)— K corresponde ao desvio do valor médio da curvatura seccional
K.

2. A wariacao local da curvatura de Ricci mede a variagao local da curvatura seccional,
isto €,
5K<S) = 5KR(S)

Deste modo, obtemos a equacao efetiva da instabilidade dinamica:

d2<] KR(S) — <KR>
[ k; p—
P + R(S)J+ N1 0,

com (Kgr) a média da curvatura de Ricci da variedade.

Hipoteses Estatisticas

3. 0K (s) é um processo estocastico Gaussiano.

Disto, juntamente com as hipdteses anteriores, obtemos uma aprorimacao para

K (s): ) )
0K (s) ~ ﬁ@QKR)EU(S)y

onde n(s) € o processo Gaussiano com medida zero e varidncia unitdria e (-)s € a

média temporal ao longo da geodésica.

4. Suponhamos a ergodicidade.

Consequentemente, substituimos (-)s por (-),, com p uma medida invariante, a saber,

a medida microcanonica.
Portanto, a equagdo da hipdtese (1) é do tipo oscilador estocastico dada por:

d*y

72 Q(s)y =0,

1 1
com Q(s) = (kr), + —=(0*KRg){ - n(s) e Y representa alguma componente de J.

VN
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5. Defina a fungao de correlagao, g, de Q(s) e posteriormente de Q(t).

Suponhamos Q(t) wm processo estaciondrio e §-correlacionado. Assim,
To(ty, te) = Todd(t),

onde T € a correlagao da escala de tempo caracteristico do processo estocastico.

Para discutirmos as hipdéteses acima, em particular as trés ultimas, faz-se necessario um
conhecimento basico em Teoria da Probabilidade, Mecanica Estatistica e teoria Ergéodica.
Assumimos que o leitor ja estd familiarizado com a teoria Ergddica, uma vez que, a
mesma foi apresentada na se¢do (1.2.1) e no apéndice (A.6). Quanto a mecénica estatistica,
visando uma melhor compreensao no decorrer do texto, nos limitaremos a apresentar os
conceitos basicos utilizados nas hipéteses. Maiores detalhes podem ser vistos em (23), (24),

(25) e (26).

Inicialmente, introduziremos o tensor projetivo de Weyl que mede o desvio de isotropia da
variedade (27).

Definigao 14. O tensor projetivo de Weyl, W, em uma variedade N-dimensional (N > 2)

1
é um (3) - tensor cujas componentes sao dadas por:

1

W?kl = R;‘kl - ﬁ

J

(Rjub}, — Rj6)). (4.17)

De maneira 6bvia, quando a variedade ¢ isotropica, o tensor de Weyl é nulo.

De (4.17) temos que:

Ry = Wi + m(Rﬂ% — Rjxdy). (4.18)

Consideremos o tensor de Weyl na forma compacta:

W (5), J()7 () = ROV (5), J () (5) < [Rice(y/(s),7/())(s) — Rice(s/(s), J (s))7/(s)].

N -1
(4.19)
onde, Ricc(s) corresponde ao tensor de Ricci.
Logo, a equagao (3.40) é da forma:
VQJ S 1 / ’ . / /
L Rice(y/(5),7/(9)(5) — Rice(a/ (), J ()7 ()]
+ W(Y(s),J(s))(s) = 0. (4.20)

Observe que no caso em que a variedade é isotrépica o terceiro termo,

N g Rice(r (), ()7 (s) = 0.
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De fato, de acordo com o lema (3.1):

R=KyR, (4.21)
e consequentemente,
Rice(s) = K(9)g. (4.22)
Em coordenadas,
Rijw = K(gikgj — 9ugjk); (4.23)

Logo,
Rice(v'(s), J(s)) = Ko - g(7/(s), J(s)) = Ko(7'(s), J(s)) =0,
conforme (4.7).

Considere a seguinte decomposicao do campo de Jacobi J:

J(s) = Z Ji(s)e;(s), (4.25)

com {ei(s),...,en(s)} uma base ortonormal de transporte paralelo de vetores.

Entao: 2 P2
g2 = > K;ei(s). (4.26)

)

Por questao de simplicidade e até mesmo para nao sobrecarregar o texto, a partir de agora
utilizaremos: 7'(s) =/, J;(s) = J; e e;(s) = e;.
Note que:
W, I = 2 W)Y e
J

— Z<W('}//,Zjiei)7/aej>ej

J

= D (W eV e;)ie;. (4.27)
]
De maneira analoga,
Rice(y/, )y =D (Ricc(v, €)', e;) Jie;. (4.28)
,J
Entéao, podemos reescrever (4.20) como:
d?J;

2
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Kg
= 3 4.
kr N1 (4.30)
wi; = (W, ey, es); (4.31)
; ' oA o
(i) )

N -1

Observe que kg ¢ independente do sistema de coordenadas. No entanto, w;; e 7;; ainda

dependem da dindmica e de ex(s).

A hipétese da variedade ser quasi-isotrépica é definida como uma aproximagao de (4.21) e
(4.22), isto ¢é,

Ricc ~ K(s)g, (4.34)

com K (s) ndo mais constante.

Substituindo (4.34) em (4.32) e fazendo o produto por J;:

>orig(s) i = Z<<K(S)<7\;’ii>17/’ej>Ji>

(K0 e) (e
- (KLl eihalh)
K(3)<7/7%:Ji€i><7/a€j>

=2 N1

J

ihj

K(S) <7,7 Xl: Jiei><7/7 e]'>

= X N-1

J

S (K(S)W,J)W,@j))

7 N—1
= 0. (4.35)
onde, na quarta igualdade, usamos a decomposigao (4.25).
Pelo resultado de (4.35), a equacao (4.29) é da forma:
d?J;
T T hedj+ > wi;J; = 0. (4.36)

1]

Daremos agora uma aproximagao para (4.31).
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Pela defini¢do do tensor de Weyl (4.19) :
wy = (W, e e5)
1 1
= (R(Y e ¢j) — 57— Rice(v',7)ei, €) + 7 (Rice(v, )7, ¢5)

N -1 N -1
~ (KGR eses) = 5 (K (5)g( 7 Jeires) +
+ ]\[1_1<K(8)9(7’,e¢)7/7€j>
S KO) (A eies) — (oo )0 ) = s K7 ) en ) +
b K el e)
S SR Newes) = e ) s, (4.37)

onde, 0K (s) = K(s) — K corresponde ao desvio da curvatura seccional a partir de seu
valor médio K, ou seja, 0K (s) mede a flutuagao da curvatura seccional devido ao desvio

local de isotropia (27).

Disto,

1,]

> wiid; = 0K (s) > (V.7 N es e5) — (€700 e5)) s

0K (s)(J; — (32 Jie V) e5)

OK(3)(J; — (1.7) (. e))
5K (s)];. (4.38)

2widi & 0K ()Y (V7' ) e ) — (e, V) €5)) i

Q

Q

Q

Portanto, a equagao (4.36) é dada por:

&,
W + k‘RJj + 5K(S)J] =0. (439)

Observe que a segunda hipétese ¢ bastante plausivel com a primeira, uma vez que, para

uma variedade isotrépica:
Kpg

N-1
e ao considerarmos a variedade quasi-isotrépica, tomando o fato que a curvatura de Ricci

K =

mede o grau de perda local de isotropia (28), uma boa aproximacao para a variagao da

curvatura seccional é determinada pela variacao da curvatura de Ricci:

K (s) ~ 0K p.
Assim, a equacdo (4.39) é da forma:

d2J KR(S)J+ KR<S) — <KR>
ds* N -1 N -1

= 0. (4.40)
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com (Kg) a média da curvatura de Ricci.

De modo geral, K(s) é obtida pela soma de um grande niimero de componentes inde-
pendentes (27). Considerando N suficientemente grande e pelo teorema do limite central
(25):

Teorema 10. Seja X, Xs... uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes e iden-
ticamente distribuidas, com medida p e variancia o*. Entdo a distribuicao de
X1+ ...+ Xy —Npu
ov N

tende a uma distribuicao gaussiana quando n — 0o,

temos que 0K (s) deverd ser um processo estocastico Gaussiano.

Pela segunda hipotese:
P(0K) ~ P(0Kg), (4.41)

com P a distribuicao de probabilidade.
Como dK (s) e IKRg(s) possuem medida zero, entdo o primeiro cumulante é nulo.

De acordo com (4.41), a relacdo do segundo cumulante, que no processo Gaussiano

corresponde a variancia, é dada por:

(K (s) = P % 5o ((n(s) — (K)o (442)

onde (-)¢ é a média temporal ao longo da geodésica.

Entao, uma aproximagao para o processo estocastico 4K (s) é dada por:

SK(s) ~ N1_1<52KR>§ n(s), (4.43)

com 7(s) um processo Gaussiano com média zero e varidncia unitéria.

Antes de prosseguirmos com a discussao das hipdteses, definiremos alguns conceitos de

mecinica estatistica.

Em linhas gerais, a Mecanica FEstatistica ¢ uma teoria probabilistica que estabelece a

conexao entre o mundo macroscépico (termodindmica) e o microscépico (mecénica).

Seu objetivo é modelar a estrutura microscopica da matéria através de um tratamento
dindmico e estatistico capaz de fazer previsoes fenomenoldgicas consistentes, em particu-
lar para o comportamento das grandezas termodindmicas de um sistema macroscopico

(sistemas de muitas particulas) em equilibrio (29).

Um estado microscépico ou microestado é definido pelo valores de todas as variaveis
dinamicas associadas ao sistema de N particulas. Na mecanica Estatistica classica, este

estado é bem definido pelos valores do momento e posi¢ao da particula.
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Uma caracteristica da Mecéanica Estatistica consiste no formalismo de ensemble, uma
vez que estamos tomando valores médios de uma grande quantidade de elementos ou

observagoes.

Considere um sistema hamiltoniano auténomo, isto é, H(p,q) = E, conforme visto no

primeiro capitulo.

Seja p(p, q,t) a funcao densidade de probabilidade que caracteriza o niimero de pontos na

regiao do espaco de fase no tempo t.

O conjunto de pontos (p, q) cuja probabilidade no tempo ¢ é p(p, ¢,t)dp - dg formam um

ensemble estatistico.

Partindo do pressuposto que sistemas fisicos reais nao sao perfeitamente isolados, ou seja,

interagem com outros sistemas, tomemos a energia com valores entre £ e F + 0F.
O postulado fundamental da Mecanica Estatistica, estabelece que:

Em sistemas em equilibrio com energia entre E e E+ 0F, todos os microestados acessiveis

sao igualmente provdveis.

Formalmente:

1
e SGESH<p,Q)§(5E,

p(p,q) =< T'(E (4.44)

) Y
0, caso contrario,

onde
E<H(p,q)<éE

¢ o volume do espaco de fase ocupado pelo sistema.
Os pontos nesse volume definem o ensemble microcanonico.

As justificativas para este postulado sdo baseadas na hipétese Ergidica (veja Apéndice C).

Defini¢ao 15. A média temporal de uma fungao f(p,q) ao longo de uma trajetéria no

intervalo de tempo (tg,to + 1) é definida como:

(e =7 [ F0l0), )it

Definicao 16. A média de ensemble do mesmo observavel é definida como:

(f)e = /f(p,Q)p(p,Q)dp-dq
1

f(p,q)dp - dq (4.45)

I'E) /E<H(p7q)<6E

Se o sistema é Ergodico entao:
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Exemplo 3. Suponhamos que realizaremos uma simulagdo computacional de um liquido
classico e estamos interessados em calcular o valor quadratico médio da velocidade das
particulas. Ao utilizarmos a média temporal tomaremos a média da velocidade instantanea

medida em intervalos quasi-regulares, tornando a simulacao muito longa.

No entanto, podemos realizar simulagoes idénticas em paralelo e calcular a mesma média
tomando valores das velocidades nos diferentes sistemas, tornando a simula¢ao mais curta.
Neste caso, utilizamos a média no ensemble. Se o sistema for ergédico, ambas as médias

coincidem.

Retomemos a discussao das hipoteses.

Com o intuito de obtermos uma equacao de estabilidade independente da dindmica

suponhamos a ergodicidade.

Como definido anteriormente, a hipotese ergddica nos permite substituirmos a média
temporal por uma média no ensemble estatistico, calculada com uma medida invariante
adequada. Uma vez que estamos considerando a variedade mecanica, a escolha natural é a

medida microcanonica.

Deste modo, a equagao (4.43) ¢é da forma:

1 1
IK(s) & = (02K (o) (4.46)
Portanto, a equacao de instabilidade é dada por:
Y 1 g
ot (ke R (9] 0 =0, (a.47

onde 9 representa alguma componente de J.

Note que kg é substituido por (kg),, pois, com N suficientemente grande a variedade
é quasi-isotropica e a variacao de kg tende a zero. Observe também que como estamos
considerando sistemas com N suficientemente grande e tomando o limite termodinamico,

entao substituimos N — 1 por N na equagao (4.46).
A equagao (4.47) é uma equagao independente da dindmica que mede o grau de instabilidade
da mesma. Além disso, como (kg), e (0*Kg), sdo medidas microcandnicas, as mesmas

E
sao fungoes da energia do sistema ou da energia por grau de liberdade € = N

1 1
Denotando, Q(s) = (kr), + ﬁ<52KR)ﬁ -n(s), a equagdo (4.47) é do tipo oscilador

estocastico:
dQ—w +Q(s)Y =0 (4.48)
ds? 7 '

onde Q(s), o quadrado da frequéncia, é um processo estocastico Gaussiano.
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Para que o processo 2(t) seja completamente definido, precisaremos determinar sua fungao

de correlacgao:

Fa(ty, t2) = (Qt1)Qt2)) — (Q2t1))(Q2t2))-

Sendo §2(f) um processo estaciondrio e d-correlacionado entao:

To(ty, ts) = To(|ts — t1]) = Ta(t) = Todd(),

onde T é a escala caracteristica de tempo dada por:

vk
-~ 2Vkovko + o

T + 7k, (4.49)
obtida como a combinagao das escalas de tempo 71 e 75, no qual, 7, é associada ao tempo
necessario para percorrer a distdncia média entre dois pontos conjugados ao longo da

geodésica e 1 é relacionada com a flutuagao local da curvatura.

De posse dessas hipéteses, buscaremos determinar uma féormula analitica para o expoente

de Lyapunov.

4.4 Férmula Geométrica para o Expoente de Lyapunov

Considere a equagao do oscilador estocastico:

4>y
—5 T Asjy =0, (4.50)

Nosso objetivo ¢ medimos o grau de instabilidade das solugoes.

Conforme apresentado nas secoes anteriores, a métrica de Eisenhart nos permite relacio-
narmos o comprimento do arco s ao longo da geodésica com o tempo ¢, e esta relacao é
relativamente simples:

(dgo)* = dt? = ds*.

Disto, a equagao (4.50) pode ser escrita da forma:

4> B
5 TP =0, (4.51)

Sendo de interesse de nosso estudo sistemas Hamiltonianos da forma (3.4), o expoente de

Lyapunov para tais sistemas é dado por (9):

s G +.. + &)+ &) + ..+ &)
A= s e T e 0+ £0) £+ &(0)

(4.52)



67

onde &;, i = 1,..., N sao componentes do vetor £(t) que descreve a evolugao temporal das

trajetorias.

Com a geometrizagao, cada componente de £(t) pode ser identificada com as componentes
de J. Como 9 por defini¢cdo, corresponde a alguma componente de J entao a equacao
(4.52) é da forma:
1 2(t) 4 2(t
A= Jim log LW HEE) (4.53)
t=o0 2t 7 p2(0) 4 ¥2(0)

com #(t) solugao de (4.50).

Do mesmo modo que a equacgao diferencial estocéstica, as solugoes de (4.50) estao definidas

sobre uma média. Disto, reescrevendo (4.53) temos que:

(W2(0)) + (W2(0)
(W2(0)) + (42(0)) (454)

1
A= lim — log
t—oo 2t

Utilizando o algoritmo desenvolvido por Kampen em (30) para a equagao do oscilador
estocéstico, temos que a evolucéo do vetor do segundo momento ((12), (¢2), (1)1))), obedece

a seguinte equagao:

(@ 00 2 (W
Gl =] e 0 20| W (4.55)
wi)) \-2 1 0 ) \@wd)

onde € e 0 é a média e a varidncia de Q(t).
Podemos determinar €y e 0 explicitamente. Com a métrica de Eisenhart temos que:

1

Qo = <kR>u:N<<(AV)>u;
o= (k)= AV, — (AV)2) (4.56)

A solugao de (4.55) é dada através da diagonalizagdo da matriz,

0 0 2
O'?) 0 —290
—p 1 0

A equacdo caracteristica \* + 4Qp\ — 2047, nos fornece dois autovalores complexos
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conjugados, a saber,

[un

1 3 2Q
ap = —6(27037 + 3(27057 + 3\/ 19203 + 81067’2> + 0

+

3
(270—327 +3,/19208 + 810—372>

1 1 3 40
+§i\/3 5(270327 +3 (270327 + 3\/ 19203 + 81a§T2> + 0 -
3
(270327 + 3\/ 19203 + 8103572)
(4.57)
(§]
1 3 920
g = —8(270?27 + 3(270?27 + 3\/19298 + 810672> + 0 _—
3

(270—37 +3,/19208 + 810—372>

1 1 3 40)
—=iV3 5(270?27' +3 <27‘7s227' + 3\/19293 + 81067’2> + 0

? :
(270327 +3,/19208 + 810;572>
(4.58)
e um autovalor real:
1
1 3 40
az = §(2705227 +3 (270?27 + 3\/19293 - 810672> — 0 T
3
<27agr +3,/19208 + 81aér2>
(4.59)
no qual relacionamos com a evolugio de (%) + (1)?):
(W2() + (1) = (($*(0)) + (&(0))) - . (4.60)
Substituindo (4.60) em (4.54), o expoente de Lyapunov é dado por:
A=
2
Logo, substituindo (4.59) na equagdo acima:
1 40,
A(Q S O .
( 070-077—) 2 ( 3A) (46]‘)
onde,
2 4 ’ 2 3
A= 2057 + 3 + (204 7)2 (4.62)
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A equacao (4.61) nos fornece uma férmula analitica para calcular o expoente de Lyapunov

e consequentemente determinarmos o grau de instabilidade.
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5 APLICACAO

Neste capitulo aplicaremos a teoria geométrica descrita anteriormente para o modelo XY

de campo médio.

O modelo XY de alcance infinito é definido pelo seguinte hamiltoniano:
N 2 ¢ N N
H(p,0)=> L+ +— > (1—cos(f; —0;)) —h>_cosb,, (5.1)
o2 2N T i=1
onde 6; € [0, 27] representa a posigao da i-ésima particula, p; o respectivo momento, N o

numero de particulas e h um campo externo na direcao x do referencial escolhido.

Para os vetores de spin m; = (cos 6;,sin §;) para cada i, interagindo com mesma forga, o

modelo XY descreve o sistema planar de Heisenberg.

Quanto a constante ¢ > 0, as particulas tendem ao alinhamento paralelo de spins (caso
ferromagnético). Para ¢ < 0, as particulas tendem ao alinhamento anti-paralelo de spins

(caso anti-ferromagnético).

Consideremos o caso ferromagnético, em que o modelo é caracterizado por uma transicao

de fase de segunda ordem com parametro de ordem, a magnetizagdo, definido por:
1 & 1 &
M(0) = (m, (), my(0)) = | =D cosb;, —> sinb; |. (5.2)
N3 N3

Dinamicamente, o sistema evolui conforme a equacao:

b = —c|[M]|sin(6; — ¢;). (5-3)

No limite termodinamico, a mecénica estatistica de equilibrio desse modelo é descrita pela
teoria do campo médio (5). No caso em que h = 0 a equagdo (5.1) é da forma:

2 N

H(p,0) =3 % 5 0 (1= cos(f = 6;) = K + V(0), (5.4)

=1 1,7=1

cuja solucao pode ser determinada em termos da fungao de particdo conforme veremos a

seguir.
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5.1 Ensembles Termodinamicos: Microcanonico e

Canonico

Considerando o ensemble microcanonico, a solucao é obtida através da fun¢ao de particao

dada por:
Z(8,N) = [~ dBexp(~BE)Q(E, N), (5.5)
0
com Q(E, N) o volume no espago de fase definido por:
OB, N) = [ @ pd6,5(H(p,0) - E). (5.6)
Uma vez que, U = N podemos reescrever (5.5) como:
o 1
Z(8,N) =N [~ dUexp {N (—6U + - log(F, N))} . (5.7)
0

Calculando a integral acima pelo método do ponto de sela (apéndice D), temos que:

—BF(8) = maxy(=pU + S(U)), (5:8)
i
oU’

A solugao para o ensemble microcanonico pode ser encontrada em (31). Uma vez que no

onde S(U) = lim NlogQ(E N)ef=—

limite termodinamico os ensembles canonicos e microcanonicos sao equivalentes, sera mais

instrutivo detalhar a solucao canoénica deste modelo neste trabalho.

A solugdo candnica para o modelo (5.4) é obtida calculando a fungao de particao:

N
2(8,N) = [ 1] dpidts exp(~5H), (5.9)
i=1
1
onde f = ——, com kg = 1 a constante de Botzmann e T a temperatura.

kT

Inicialmente observe que para o sistema (5.4) temos que:

26.8) = [ T dnavessl-s1)
_ /Hdp,d@ exp ( 3 [f;g + V(H)] )
= /Hdp,d@ exp (
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Sendo
/Rexp(—axQ)dm = \/Z,
entao: N
2(5,N) = (?) 2B, N), (5.11)
Z.(8,N) :/Hdeiexp(—ﬁ‘/(ﬁ)). (5.12)

Calculando a norma ao quadrado de M e utilizando a identidade trigonométrica 2 cos(z) cos(y) =

cos(z — y) + cos(x + y) e 2sin(zx) sin(y) = cos(x — y) — cos(z + y), obtemos que:

c & cN
= oy 3 (0 = cosh — ) = (1~ MIP) (51)
Logo,
N
2.8,N) = [ T db:exp(~pv (9))
i=1
cN cN
= exp (— ﬁ2) : /HN exp (ﬂ2HMH2) d™eo. (5.14)
Utilizando a transformagao de Hubbard-Stratonovich:
Av? 1 ptoo ptoo
exp (;) = —/ / du exp ( —u? 4+ V2Au - v), (5.15)
mwJ—0 J—x0

com u, v vetores bidimensionais e A > 0, temos que:

N 1 ptoe [hoo N
exp(ﬁc2 M2>_7T/—oo /_OO dueXp(—u2+2 502 uM) (5.16)

Portanto:
Z.(B,N) = exp( BC;V) /HN71TX [/_Zo/_:oduexp(—u2+2\/502Nu-M)] avo
= exp ( BC;V) NG 71r X /_;OO /_;Oo du exp(—u?)-

exp (2\/ u - M)] d™e. (5.17)



Pela definigao (5.2) a equagao acima tem a forma:
N 400 pHo0
Z(B,N) = exp( 5 ) / [ duexp(—u?)
/ N
exp ( v N2 “ Z u1 cos 61 + us cos 92)>] dVeo
1 +oo p+oo
= exp( 62) / % / / du exp(—u?)-
N ﬂC
izl_[lexp 2 N (u1 cos 0y + uycosby) | | dVO
N 1 o2r NV 400 p4oo
= exp (—562) ;/0 izl_lldé’i- {/OO [m du exp(—u?)-
Be N
H exp o (uy cos by +ugcosby) || dV0
“+o0o

= exp (— 50;\[) (2m)* e exp(—u?) x [2%[0 (2 be

2N
onde Iy(z) é a fungao de Bessel modificada de ordem zero definida por:

1 2

[O(Z) = —

df exp(uq cos 01 + uy cos bs).
21 Jo

. o | N
Realizando uma mudancga de variaveis u — z ﬁ’ obtemos:
c

Z(8,N) = (mN N/Ooexp< <22—10g[10( )]+@C>>dz.

Be 25

Deste modo, a funcao de particao é da forma:
NN e
2(5,N) = 2m)" 5 [ exp(-=Nu (=, 5))d

onde,

0 = 55 = oatin(2) - y1ox (%) + 5
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(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

Calculando a integral acima ¢é possivel determinarmos a energia livre de Helmholtz.

De fato, a energia livre de Helmholtz ¢é definida por:

F = lim _(;7V> log Z(B, N).

N—oo

(5.22)
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Calculando a integral em (5.20) pelo método do ponto de sela (veja apéndice D) obtemos:

—fBF = ;log (2;) — 626 + max, (22520 — 10g(271’[0(2))>, (5.23)
com z satisfazendo a equacao auto-consistente:
0:4(Z,8) =0,
ou seja, ; ;
0.0(Z,B) = ;C - ];8 —0 = ;C — ];8 — M(z, 8), (5.24)
onde utilizamos ;i[n(x) = g[n(x) + I,41(2), a fungdo ¢ é definida em (5.21) e M

corresponde a magnetizagao.

Para fc < 2, a equagao (5.24) admite a solugao z = 0 correspondente a magnetizacao nula.

c 3¢
Para (¢ > 2 temos uma solug¢do nao-nula z = z(3). Em fc = 2, isto é, T, = g €=,
temos duas solugoes simétricas através de uma bifurcacao forquilha e uma descontinuidade

em 8§F indicando uma transicao de fase de segunda ordem (32).

Este resultado pode ser analisado através do parametro de ordem M conforme a ilustracao

(5.1), que estd em total acordancia com a ilustragdo apresentada em (31) e (5).

A energia interna do sistema por particula U é definida por:

_y_oBr 1 1.
e=U="p0 =55t (- IMIP), (5.25)

I T T I y
Figura 7 — Modelo XY de Alcance Infinito a campo nulo. (a) Magnetizagdo M com fungao

da Energia por particula do sistema U. (b) Temperatura T como fung¢io da
Energia por particula U.

Nosso objetivo agora é determinarmos a média microcanonica da curvatura e da flutuacao
da média de Ricci e, consequentemente, obtermos uma estimativa para o expoente de

Lyapunov, \;(g), para posterior andlise nas vizinhangas da energia critica do modelo.
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5.2 Elementos Geométricos

Utilizando a métrica de Eisenhart, determinaremos a média microcandnica da flutuacao e
da curvatura de Ricci, que no limite termodinamico pode ser calculada via o ensemble

canonico.

A média canénica (f). de um observavel f(q) pode ser calculada como:

(fe=12)" [ dafla)e @, (5.26)

N
onde dqg = [ dg; e Z(B) = [ dge PV @ corresponde a funcio de particio.
i=1

No limite termodinamico a média microcanénica, (f),(¢), coincide com a média canénica,

isto é:
(Fhu(e) = (f)e(B)

£(8) = 55— 05 108 Z.(5) } 20

Observe que, para N finito, a equagao acima nao é valida, assim como para a flutuagao
@) ={(f = (/)2

A relagao entre a flutuagao da média candnica e da média microcanonica é dada pela
férmula de Lebowitz-Percus-Verlet (33):

2 TA(f), 2
06 = @110) - 2 |2 (529)
onde ¢y = —f\jaggc é o calor especifico a volume constante.

Sendo H=F ec= ik energia por grau de liberdade, (5.28) pode ser escrita da forma:

e = @ -2 [A4O)
- (52f>c(6)+522;<Naé;>c)_1 [a“@)g(mr (5.29)
- (52f>c(ﬁ)+<aé;>c>l [W] (5.30)

Com a métrica de Eisenhart, a curvatura de Ricci é dada por:

Kr(q) = AV,
. . Kgr
enquanto a curvatura média definida como kr = N1 corresponde a:
1 X o*v(9)

kR:N—lz 97 (5.31)

=1
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Sendo:
c & c 9
=N 2_: (1 —cos(#; —0;)) = ﬁ(N —cos(6; — 0;)),
entao:
8‘/ N N
% 2N Z: sin(6; — 6;) — ile sin(6; — 6,) |, (5.32)
e
o?V c N N
— = — (0 s(0; —6)) | - 3
967 ~ 2N (1;1 s+ 2 coslle =) (53
Fazendo ¢ = j e considerando a paridade da fungao cosseno, temos que:
NV e X
AV =) — = — cos(0; — 6;). (5.34)
XN

Portanto, como estamos no limite termodinamico:

_ Ll i\f: = c——+ Z cos(f
R NN =1 - l,i=1 b
2c
- c— W Zcos (6, —
2 c N
= Cc— ﬁ (2]\7 (lﬂz::l(l — COS((gl - 91))))
2

Pela definigao (5.13), podemos escrever a curvatura média em termos do pardmetro de

ordem: )
o _ 2
kr=c N_1V((9) c||[M]|-. (5.36)
Definindo as seguintes relagoes:
(V(0))e = —0slog(2)
(V(0) = (V(0)))*)e = 03log(Z) (5.37)
obtemos,
2
(kr)e = c+ Naﬂlog(Z) (5.38)
4
(*KR)e = N glog(Z). (5.39)
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5.3 Estimativa Analitica para o Expoente de Lyapunov

Para estimarmos o expoente de Lyapunov, consideremos os dois casos a seguir:

e 1° Caso: € < &,.
Neste caso, o método de ponto de sela (apéndice D) nos fornece a seguinte estimativa

para a funcao Z(3, N):

Nz -1
Z:(8,N) % (2m)™ 5 exp(= N (z, )V (NO3((z,8)) *, (5.40)
que no limite termodinamico resulta em:
o1 1 1 pN 1 .
lim —1 = — zZ)) — —log — + — ~ (Z). 41
A 2 log(Z) = H(NY(2)) — grlog 5 + 1 logexp(i) = ¥(2).  (5.41)
Disto: .
05 108(2) ~ —05(0(=(8), 5)). (542
Portanto, pela aproximacgao acima:
2
(k) = e+ ~05108(2) = ¢ = 205(6(2(8), 6)) (543
Observe também que:
_ dz
Is(v(2(8), B)) = %@w\z + Osvl=. (5.44)
Logo,
dz
(kr)e ~ c —205(¥(2(B),B)) = ¢ — 2%@?”2 — 2059 (5.45)
Calculando explicitamente as derivadas do lado direito da equacao acima
dz zdz d dz
— = ——— —(logly(Z))— 4
¢ zZ dz Z2 d dz 1
zZ dz Z zZ c
s=———————(logly(Z))—= + =+ — 4
obtemos:
dz c z? 1
(ke 0= 250,015 — 050k = 0 =2 (2 -t 25) )

Usando a equivaléncia entre os ensembles canonico e microcanonico no limite termo-

dinamico: ) )
zZ M 1
= - - (5.49)

<kR>ﬂ ~ W T e 5
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A flutuagao de kg serd determinada de acordo com (5.30), ou seja:

Ph) = @h+ (20e) " [HEOT g

Calculando 0g(e).:
0fe)e _ —2— B*(°Kp).

o 7 (5.51)
e uma vez que Jg(kg). = ;(62[(3)0 :
432 1
(0%kr)y = (0°Kg)e+ — /3’25(52KR> 1(<52KR>)2
e B2 KR),
= (0°KRg). <1+ 5 ﬁ252KR>>
-1
- (1—% ) : (5.52)
onde B B
<52KR>C = ;8; log Z. ~ 54220 (3@2 - ;) + 642 (553)

Substituindo (5.49) e (5.53) na expressao (4.61) obtemos o maior expoente de

Lyapunov.

Quando € — ¢, temos que, a seguinte lei de escala, nos fornece (5), (34):

O’:\»—A

AL X (€ —€c)s. (5.54)

A dependéncia das quantidades geométricas expressas em (5.49) e (5.53) em relagao
a U estao de acordo com os resultados obtidos em (5) e sdo representadas na seguinte
ilustracao.

2° Caso: € > e..

Neste caso, uma aproximacao Z(3, N) é dada por (5):

—N -1
Z@Mz@ﬂwd fﬁ@—%). (5.55)
Sendo € > &, ||M][? é de ordem O(N '), disto, usando:
ke = cl[MJ[? = 5 + O(N2), (5.56)

obtemos:

(kb = ¢+ 05 log(Z) — < + O(N?). (5.57)
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Figura 8 — Modelo XY de Alcance Infinito: (a) média da curvatura de Ricci e (b) flutuagao
da curvatura de Ricci como funcao da Energia U abaixo da transicao de fase
3

em €, = 3.

Por (5.55):

log(Z) = N log(2m) — NQBC — log <1 - B;) . (5.58)

e consequentemente:

95 log(Z) = —]\;C + (2_050) = jzvaﬁ log(Z) = —c+ (22f % (5.59)
Logo, (5.57) é da forma:
(kr)y = _Be +O(N7?). (5.60)
N(2 — Se)
Note que no limite termodinadmico, temos que (kg), = 0.
Conforme (5.59):
0% log(Z) = c*(2 — Be) 2 (5.61)
Consequentemente:
(0*kn)e = w0 108(Z) = (2 = o) = O(N), (5.62)

e em caso andlogo ao anterior, no limite termodinamico (6%kg). = 0.

1 c
Uma vez que, €(f) = 23 + 37 © termo de correcao para determinarmos a média

microcandnica da flutuacio da curvatura é O(N~2) podendo ser assim negligenciado.

Desta forma:
(6%kR), =~ (°KRp)e + O(N7?) = O(N 1), (5.63)

que similarmente aos casos anteriores, no limite termodinamico, (6%kg), = 0.
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Substituindo os termos de maior ordem em (4.61):

AseviBe ooy (5.64)
(2 = Be)?

1~

Nesta regiao € > ¢, temos que (34), (35):
A oc N73, (5.65)

ou seja, A\; — 0 quando N — oo.

Conforme ilustracao abaixo, é possivel observar que neste modelo, no limite termodinamico,
o expoente sofre mudancas drasticas devido a transicdo de fase. Para ¢ < ¢, o expoente é
positivo, ou seja, esta regiao o sistema apresenta uma sensibilidade as condigoes iniciais.
Na energia critica e para € > g., uma vez que, a média e a flutuacao da curvatura de Ricci
sao zero, o valor do expoente cai para zero e permanece no mesmo respectivamente, nesta

regiao o sistema é integravel (9).

E importante lembrarmos que a férmula analitica (4.61) para obtermos o expoente de
Lyapunov, considera apenas pequenas flutuagoes na curvatura, o que de fato, pode nao
ocorrer em sistema com transicao de fase. Portanto, de modo geral, na vizinhanca de
transicao de fase, pode nao haver uma boa aproximagcao entre os resultados de A\; obtidos

por simula¢do numérica e os resultados analiticos em (4.61).

0.25
0.20
0.15
A1

0.10

0.05+

T T T T T T T
0.1 02 03 04 05 06 07

€

Figura 9 — Ilustracdo do maximo Expoente de Lyapunov no limite termodindmico como

funcao da energia abaixo da transi¢ao de fase em €, = %.

5.4 Modelo XY de Alcance Infinito com h # 0

Uma vez que reproduzimos de maneira exata os resultados para o modelo XY a campo

nulo, podemos dar um passo adiante e analisar um problema original, a saber, o modelo
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XY de alcance infinito para um campo arbitrario na dire¢do x do referencial escolhido.
Neste caso, o modelo é definido pelo seguinte hamiltoniano:
2 ¢

N N N
=) L4 (1 —cos(0; —0;)) —h» cosb,. 5.66)
2 2N ;

=1 7,7=1
Este modelo j4 foi discutido em (36) e (37) e possui propriedades termodinamicas relevantes,
por exemplos, metaestabilidade e loops de Van der Walls para 0 < h < 1.

Nosso objetivo é determinarmos a solucao, as quantidades geométricas e consequentemente
obtermos uma estimativa para o expoente de Lyapunov e comparar as quantidades

encontradas com a termodinamica do modelo.

Em caso andlogo ao caso h = 0, a solu¢do canoénica para (5.66) é obtida calculando a

funcao de particao:

Z(8,N) / HdpldQ exp(—BH), (5.67)

ou equivalentemente:

Z(B,N) = (?) - Z(B,N), (5.68)

onde N
2.(8,N) = [ T dbsexp(~3V(0)), (5.69)
V(e):;\[gju—cose —9,) hZCOSH =Ny hgjcosei. (5.70)

Substituindo (5.70) em (5.69) temos que:

25 N) = [ TLdbexp(=BV (6)

= exp (—BCN) ~/ﬂd9i (BCNHMHQ) - eXp (ﬁhicos&,) (5.71)
2 i=1 2 i=1

Utilizando a transformagao de Hubbard-Stratonovich:

Av?\ 1 oo e
() L Do) om

com u, v vetores bidimensionais e A > 0, temos que:

N 1 pAoo oo N
eXp(BC2 M2):7T/00 [m duexp(—u2—|—2 pe uM) (5.73)

2
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Portanto:

S 7 e[ e G

exp ﬁhZCOSQ )1

S
. ( N
_ expE ) Hd&l—x [/W/mduexp )exp<2 *B(;Nu.M)

exp BhZCOS@ )1 (5.74)

Pela definigao (5.2) a equagao acima tem a forma:

8) Al [ e

BCN

exp (2 5 N2 Z Uy cos B + ug cos (%))] - exp <5h i cos 91)

—BC;V) ~71T/Hd9i X /+OO /+OO du exp(—u?)-
i=1 o0 T

N 50 N
H exp | 2 o (ug cosby +ugcosby) || - exp <6hz cos Qi>

Z(B,N) = exp

=1

Us N o0 oo
= exp (— BC;V) . 71r/02 i:r[lexp (Bhcos ;) db; - {/_; /_; du exp(—u?)-
N 56
g exp (2\/ ﬁ(ul cos 61 + us cos 02))]
N
— exp (—505) (27r[0(5h))N/_:0 /_:o exp(—u?) x [%JO (2,/26]310)] du,

onde utilizamos que f3" exp (Bhcos @) df = Io(Bh) com Iy(Sh) a funcio de Bessel modifi-
cada de ordem zero.

: o | N
Realizando uma mudanca de variaveis u — z ﬁ’ obtemos:
c

2458 = (rtpn) S [~ e |- (2~ toathoe) + )| d=, 679
Uma vez que:
(2mIo(Bh))N = exp(N log(2nIy(SR)))

Tty = Z[k
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Entao:

Z.(3,N) = évc/oooexp l— (2;—log(27rfo(z+ﬁh)) 56)]@. (5.76)

Deste modo:

Z(3,N) = gi/oooexp[—NW(z,ﬁ,h)]dz. (5.77)

com

2
Y(z,B,h) = 2;20 - ;log(%r]o(z +Bh)) — —510g <2g> + g

Calculando a integral pelo método ponto de sela em (5.77), a energia livre de Helmoholtz

definida em (5.22) corresponde a:

_c |2 1 27
F = 5 —i— 5 |25c —log 2nly(z + Bh) — 5 log ( 3 )] (5.78)
com z satisfazendo a equagado auto-consistente:
azw(za 6a h) =0,
ou seja,
z  Ii(z+ ph) z  Ii(z+ Bh)
0.Y(2,6,h)=————-==0 = —=——"—C=DM(z,5,h). 5.79

Conforme (37) e (36) para 0 < h < 1 a equagao auto-consistente (5.79) apresenta trés
conjuntos solugoes, cujo diagrama de M em funcao da temperatura 7', da energia potencial
por spin E(0; h) e da energia por particula £ = U podem ser visto nas figuras 10 — (a),
10 — (b) e 10 — (¢) respectivamente.

O primeiro conjunto solugao com M paralelo a h para T' > 0 e antiparalelo para T < 0
corresponde as solugoes estéaveis, representado em 10— (b) pelas linhas continuas e tracejadas

respectivamente. Essas solugoes estaveis sao caracterizadas por —— < 0 para h > 0 e

oM or
87T>Oparah<0

O segundo conjunto com M paralelo a h para T" > 0 corresponde a solu¢des metaestaveis,
_ oM oM _ L
tais que a7 >(0parah >0e 9T < 0 ilustradas para h = £0.25 e h = 0.5, que iniciam
em T =0 com M = +1 e existem apenas até uma temperatura maxima Ty (h), definida

. : M
por uma singularidade em 5T | T =Tpan (h) = OO

O terceiro conjunto solugao correspondente as solucoes instaveis, com M anti-paralelo a h

oM M
e T > 0, sao caracterizados por 9T < 0Oparah>0e T > ( para h < 0, representadas

pelas linhas tracejadas que iniciam em 7" = 0 com M = —h e satisfazem as solugoes

metaestaveis até Tinax(h).
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Figura 10 — Modelo XY de Alcance Infinito para h # 0: (a) magnetizacdo M como fungao
da energia potencial por spin E(0;h). (b) Magnetizagdo M como fungao da
temperatura 7. (c) magnetizagdo M como funcao da energia por particulas
E = U. As linhas continuas e pontilhadas correspondem respectivamente a
T>0eT <0 (37).

Em h =1, Thax(h) = 0 e para |h| > 1 todas as solugdes sdo estaveis.

A energia interna do sistema por particula é dada por:

ApF) ¢ 1

55 =5 M2)+i—hM (5.80)

U= 55

Determinaremos agora as quantidades de nosso interesse, a saber, A média e flutuacao da

curvatura de Ricci e o expoente de Lyapunov.

De maneira analoga as se¢oes anteriores, uma vez que:

N N
Z (1 — cos(f -))—hZCOS@i:%( — cos(0; hZcos@z,
=1 i=1
entao:
v ¢ [N N N
— = — D sin(6,—6;) — > sin(; —6,) | +hD_sinb;. (5.81)
00, 2N 1,j=1 il=1 i=1
e
92V e [N N N
— = — cos(0), s(0; —0,) | +h) cosb;. (5.82)
o = N (Z )2 s ) 2

Fazendo ¢ = 5 e tomando o fato que a fungao cosseno é uma fungao par, temos que:

N o2V N
AV = Z 0 = N Z cos(, — 0;) + h Y _ cosb;. (5.83)

i=1
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Por (5.35) temos que:

krp = ¢— —— Z —cos(0; — 6;)) — ——h>_cos; + ——h_cosb;
-1 3 N—-1 =
+ —hZCOSH
i=1
X v+ ihfj 0; (5.84)
= c N1 N 121003 ;. .
Utilizando (5.2):
2
e consequentemente:
(kr)e = ¢ = 57— (V(O))e + 3h(m,).. (5.86)

Pelas relagoes definidas em (5.37) obtemos:
2
(kr)e = 6+N8510g(Z)+3h<mm>c (5.87)
4
(*KR)e = Na; log(Z). (5.88)

Finalmente, obteremos uma estimativa para o maior expoente de Lyapunov.

Sendo Z. definida em (5.69), no limite termodindmico,utilizando o método do ponto de

sela temos a seguinte aproximagao:

1
 log(Z:) ~ (=, 5. h). (5.50)
Disto: )
O l08(Z2) ~ —05( (= 5, ). (5.90)
Pela equagao (5.87)
(kr)e = c+ 85 log(Z.) + 3hm, ~ ¢ — 203(5Y(Z, 5, h)) + 3hm,. (5.91)
Sendo g
03(4(2(0), §) = 50:(B)l= + 05(BY)= (5.92)
entao:

(kr)e ¢ —205(¢(2(8), B)) = ¢ — 2 0 (BY)|z — 20(BY) |z + 3hm,. (5.93)

B
Calculando explicitamente as derivadas do lado direito da equacao acima:
dz d dz
50Ul = 55— pllos2mh(z + 8) 70 (5.94)

BedB  dz dj



Ol = = — - i log 2r1( + Sh)) (35 + h) - 216,

temos que:

dz c 72 1
~e—220s — 205z =c—2( = — - M .
(kRr)e =~ c dﬁazwlz Opthlz = ¢ (2 2 +2ﬁ h>+3hmm

onde, jz(log 21ly(Z + Bh))h = Mh.
Portanto,

2
Pela equacao (5.79):

1 1
(kR) ~ EM2 -3 + 2Mh + 3hm,

Determinemos agora a flutuagao de ki conforme a definigao (5.30).

Sabemos que:

_ opF) _ 1 2
e = 05 25 + - (1 M*) — hM
1 1 (cN 5 1 1
= 3 N( (1—M))—NhZCOSQi—I—Nh;COSQi—Mh
1 1 (ecN 9
— 7& N( (1—-M7) hZcosG) Mh + hm,
1
= 5 NV(Q) Mh + hm,.
Consequentemente: .
(€)e = N<V(9)>c — Mh + h(m,).,
¢ 1 1
Op(e)e = T 28V (0))c — hOs(M).
Por (5.37) e (5.39):
1
Op{e)c = 25 Z<52KR> hd(M).

Deste modo, a flutuacao da curvatura de Ricci é dada por:
432 1
—432h0; — 2 — (262K R). (KR’
_ (1 + B Kr)e )
—432h0s — 2 — [2(2KR).
32 52KR> -1
( 24 45°h0s(M )) 7

(0%kp)y = (6°Kg)e+

== 62KR 1—|—

36

(5.95)

(5.96)

(5.97)

(5.98)

(5.99)

(5.100)

(5.101)

(5.102)

(5.103)
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com
4 4z z 4

Substituindo as quantidades geométricas:
Qo = (kg), e o0f=(6%kg),,

na expressao (4.61) obtemos o maior expoente de Lyapunov.

A dependéncia das quantidades geométricas expressas em (5.98) e (5.103) em relacao a
energia potencial por particula £ e em relagdo a energia por particula U tomando ¢ =1,
sao representadas nas ilustragoes 11, 13, 16 e 17 para os campos h = 0.25, 0.5, 0.75, 1.0 e
1.5. As linhas em vermelho correspondem as solugoes metaestaveis que sao apresentadas
nos campos h = 0.25, 0.5 e 0.75 e as linhas em azul e preto correspondem as solugoes para
T >0 e T < 0 respectivamente. Observe que, para energia por particula U nao temos a
existéncia da temperatura negativa devido ao termo cinético que ¢ um termo quadratico.
O intuito de plotarmos também com a energia potencial é que a mesma nos fornece uma

analise mais clara, uma vez que, ¢ limitada.

Os resultados geométricos que obtemos estao em boa sintonia com os resultados analiticos
e com a dindmica para este modelo. Inicialmente note que tomando A = 0 nas expressoes
geométricas, retomamos ao modelo apresentado por (5) tanto para a média e flutuacao da
curvatura de Ricci quanto para o expoente de Lyapunov. Observe também que a eznergia
potencial U de fato possui minimo em Uy, = —|h| e méximo em Upax = ; + 2 para
0<h<1eUyx =hparah > 1.

Em caso andlogo a termodinamica, o ponto h = 1 altera toda a dindmica do modelo. Neste
ponto a média da curvatura de Ricci ilustrada na figura 11 passa a ser negativa. Note
que tanto em 14 quanto em 20 existe uma divergéncia para E. = 0.5 correspondente a
temperatura infinita e esta divergéncia foi suprimida para h > 1. O mesmo ocorre em 17 e
20, entretanto, como agora temos a energia por particula e a mesma nao é limitada entao

essa divergéncia nao ocorre necessariamente na energia critica U.,.

Como pode ser visto nas ilustragoes 18 e 19 o expoente de Lyapunov tende a zero nas
solugoes metaestaveis o que era de esperar, uma vez que, termodinamicamente as solugoes

metaestaveis tendem a solucao estavel na presenca de uma pertubacao.

Quanto ao comportamento do sistema é possivel observar na figura 20 e 21 que para
0 < h <1 o expoente de Lyapunov é positivo o que nos prediz que o sistema ¢é sensivel
as condigoes iniciais nesse intervalo. Entretanto, para o caso h > 1 o expoente tende a
zero, isto indica, supondo a validade da teoria existente, que na regiao h > 1 o sistema ¢é
integravel e na regiao 0 < h <1 o sistema ¢é nao integravel. Portanto, a integrabilidade

pode esta associada a metaestabilidade.
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Figura 11 — Média da curvatura de Ricci como funcao da Energia E, no modelo XY de
alcance infinito, para os campos: (a) h = 0.25, (b) h = 0.5, (¢) h = 0.75,
(d) h=1.0e (e) h =1.5. As linhas em vermelho correspondem as solugoes
metaestaveis que sao apresentadas nos campos h = 0.25, 0.5 e 0.75; as linhas
em azul e preto correspondem as solugoes estaveis para 7' > 0 e T < 0

respectivamente.
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Figura 12 — Modelo XY de Alcance Infinito: média da curvatura de Ricci para as solugoes
metaestaveis como fungao da Energia U nos campos (a) h = 0.25, (b) h = 0.5
e (¢c) h =0.75.
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Figura 13 — Média da curvatura de Ricci como funcao da Energia U, no modelo XY de
alcance infinito, para os campos: (a) h = 0.25, (b) h = 0.5, (¢) h = 0.75,
(d) h =1.0 e (e) h = 1.5. As linhas em vermelho correspondem as soluges
metaestaveis que sao apresentadas nos campos h = 0.25, 0.5 e 0.75 e as linhas
preto correspondem as solugoes estaveis para 1" > 0.
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Figura 14 — Modelo XY de Alcance Infinito: flutuacao da curvatura de Ricci para as
solugbes metaestaveis como fungao da Energia E nos campos (a) h = 0.25,
(b) h=0.5¢e (c) h =0.75.
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Figura 15 — Modelo XY de Alcance Infinito: flutuagao da curvatura de Ricci para as
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Figura 16 — Flutuacao da Média da curvatura de Ricci como fun¢do da Energia E, no
modelo XY de alcance infinito, para os campos: (a) h = 0.25, (b) h = 0.5,
(¢) h=10.75, (d) h =1.0 e (e) h = 1.5. As linhas em vermelho correspondem
as solucoes metaestaveis que sao apresentadas nos campos h = 0.25, 0.5 e
0.75, as linhas em azul e preto correspondem as solucoes estaveis para 7' > 0
e T' < 0 respectivamente.
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Figura 17 — Flutuacao da Média da curvatura de Ricci como fungao da Energia U, no
modelo XY de alcance infinito, para os campos: (a) h = 0.25, (b) h = 0.5, (c)
h=0.75, (d) h =1.0 e (e) h = 1.5. As linhas em vermelho correspondem as
solugoes metaestaveis que sao apresentadas nos campos h = 0.25, 0.5 e 0.75 e
as linhas em preto correspondem as solugoes estaveis para T > 0.
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Figura 18 — Ilustracao do maximo Expoente de Lyapunov no limite termodinamico como
fungao da energia F para as solugoes metaestaveis nos campos: (a) h = 0.25,
(b) h=0.5¢ (c) h=0.75.



=
0.12 & "\3
0.0054
B
0.10
0.004 o
0.0 B R
o $
H
A ; A1 0003 b
1 0064 s §
$ s
& o §
4 &
0.002 s
0044 yd
0&
0.001
0.02
[] = o 0 s o5 H 052 034 ol nssU 080 082 084
o
0.00009- °
0.00008+
0.000074 °
0.00006 J
o
A 0.000054 N
0.00004 .
000003 o S
o 3
B b
B P
000002 o s
o H
000001 o i
» _/i
0~ T T T
076 077 078 079

92

Figura 19 — Ilustracdo do maximo Expoente de Lyapunov no limite termodindmico como
fungao da energia U para as solugbes metaestaveis nos campos: (a) h = 0.25,

(b) h=0.5e (c) h =0.75.
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Figura 20 — Ilustracdo do maximo Expoente de Lyapunov no limite termodindmico como
funcdo da energia E para os campos: (a) h = 0.25, (b) h = 0.5, (c) h = 0.75,
(d) h=1.0e (e) h =1.5. As linhas em vermelho correspondem as solugoes
metaestaveis que sao apresentadas nos campos h = 0.25, 0.5 e 0.75, as linhas
em azul e preto correspondem as solugoes estaveis para 7' > 0 e T < 0
respectivamente.
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7 40

Figura 21 — Tlustracao do maximo Expoente de Lyapunov no limite termodinamico como
funcdo da energia U para os campos: (a) h = 0.25, (b) h = 0.5, (c) h = 0.75,
(d) h =1.0 e (e) h = 1.5. As linhas em vermelho correspondem as solugoes
metaestaveis que sao apresentadas nos campos h = 0.25, 0.5 e 0.75 e as linhas
em azul correspondem as solugoes estaveis para 1" > 0.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTU-
RAS

Neste trabalho, estudamos a dindmica hamiltoniana e discutimos a existéncia de solu-
¢Oes com comportamento cadtico através de uma abordagem geométrica. No capitulo 1
apresentamos de forma geral o formalismo hamiltoniano e o expoente de Lyapunov que
consiste em um mecanismo para medir a sensibilidade as condigoes iniciais de um sistema
dindmico.

No capitulo 2, realizamos a geometrizacao da dinamica e obtivemos uma relagao entre a

equacgao de Jacobi e a estabilidade/instabilidade do sistema.

No capitulo 3 supondo algumas hipdteses geométricas e estatisticas obtemos uma forma
analitica para o expoente de Lyapunov em funcao da combinacao linear das escalas

caracteristicas de tempo, da média e da flutuacao da curvatura de Ricci.

No capitulo 4 aplicamos a teoria descrita nos capitulos iniciais para o modelo XY de
alcance infinito. Nas sec¢Oes iniciais consideramos o caso h = 0, que nos permitiu validar
a abordagem geométrica utilizada. Na tltima se¢ao apresentamos a nossa contribuicao
original para esta pesquisa que consiste na extensao da teoria proposta para o modelo XY
de campo médio para um campo arbitrario i na direcdo x do referencial escolhido, o que

nos possibilita uma melhor compreensao para a dindmica do respectivo modelo.

Como perspectivas futuras, do ponto vista formal, serd interessante inicialmente inves-
tigarmos a expressao (3.19) correspondente ao tensor de Weyl, que mede a perda local
de isotropia, com o intuito de um melhor entendimento da validade desta hipdtese. A
investigacao desse tensor é impulsada pelo fato que, a teoria geométrica aqui descrita ainda
nao é uma teoria geral, e os resultados obtidos nem sempre possui uma boa aproximacao
para cada modelo. Além disso, resultados recentes indicam que esta hipdétese apresenta

uma boa funcionalidade apenas em variedades de topologias triviais (28).

Uma vez que observamos que o expoente de Lyapunov tende a zero para h > 1, indicando
que na regiao onde este fato ocorre o sistema pode ser nao integravel, faz-se necessario
investigarmos também, de modo mais minucioso, se existe uma possivel relagdo entre

integrabilidade e metaestabilidade.

E importante ressaltarmos que a abordagem geométrica ndo constitui o tinico meio para
calcular o expoente de Lyapunov. A escolha da mesma é devido ao fato que através
dessa abordagem ¢ possivel obtermos uma estimativa para o expoente de Lyapunov e
consequentemente compreendermos de maneira mais clara a origem do caos. De fato,

introduzindo a métrica adequada, que no nosso caso foi a métrica de Eisenhart, obtemos
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uma estimativa analitica razoavelmente simples para o expoente de Lyapunov. Apesar da
geometria de Eisenhart nos fornecer expressoes relativamente simples, a mesma apresenta

uma estrutura matematica com poucas propriedades.

Por esse motivo, sera importante investigarmos a estimativa para o expoente de Lya-
punov introduzindo outras métricas e outras medidas, como por exemplo a métrica
Finsleriana que além de apresentar uma boa estrutura geométrica com propriedades “ri-
cas"matematicamente para trabalharmos com sistemas dinamicos envolvendo interagoes
eletromagnéticas é possivel generalizarmos o teorema de Schur para variedades Riemanni-

anas de curvatura constante.

Quanto a aplicacao, dada a potencialidade dessa ferramenta, a inimeras perspectivas de
analisarmos o comportamento cadtico de sistemas hamiltonianos que modelem os mais

diversificados problemas.

Os resultados obtidos nessa dissertacao contribuiram para um melhor entendimento das
propriedades geométricas e dindmicas associadas a termodindmica do modelo XY de
alcance infinito na presenca do campo, em particular, a relagdo entre integrabilidade do

sistema e a presenca de solugoes termodinamicas metaestavel.

A valida desses resultados devem ser objetivos de investigagoes futuras com uma funda-

mentagao mais rigorosa.
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APENDICE A — CONCEITOS BASICOS
DE GEOMETRIA RIEMANNIANA

Apresentaremos os conceitos basicos e alguns dos resultados principais da Geometria
Riemanniana, visando facilitar a leitura do trabalho desenvolvido. As demonstragoes e

maiores detalhes sdo aqui omitidas, podendo ser encontradas em (9), (18) e (38).

A.1 Meétrica Riemanniana

Seja M uma variedade diferenciavel e p € M.

Definicao 17. Um (0, 2)-tensor g, é dito tensor métrico Riemanniano se é simétrico, ou
seja,

gP(X7 Y) - gp(y7 X)v
e nao-degenerado, isto é,
96p(X,Y)=0, XeT,M &Y =0.

Definigdo 18. Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em M é uma
aplicacao:
gp : TpM < T,M — R (A.1)

que associa a cada ponto p € M, um produto interno g,(u,v) = (u, v), de forma diferen-

cidvel.

Se (A.1) é positiva definida entao, (M, g) é uma Variedade Riemanniana. Caso contra-
rio, (M, g) é uma variedade pseudo-Riemanniana e a métrica g é dita métrica pseudo-

Riemanniana.

Exemplo 4. O par (R", g), onde g é o produto interno usual de R" é uma variedade

Riemanniana.

Exemplo 5. (A métrica Riemanniana produto) Sejam M; e M, variedades Riemannianas
e consideremos o produto cartesiano M; x M, com a estrutura diferenciavel produto.

Definimos em M; x M, a seguinte métrica Riemanniana:
(U, V) (pg) = (AT, A1) p4-(U, V) (p,q) = (dTou, dmav) g, ¥ (p,q) € Mix My e u,v € Tip g MixMs.

Entao M; x Ms, g é uma variedade Riemanniana. Um caso particular é dado pelo toro
definido por :
T":Slx...xsl
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Exemplo 6. O par (M x R? Gg), onde Gg é a métrica de Eisenhart definida na segao

(2.2.2), é uma variedade pseudo-Riemanniana.

Na maioria das vezes, na literatura fisica, o elemento de comprimento de arco (quadratico)

definido como:

ds* = gijdx;dx;.

é denotarmos como métrica.

E possivel obtermos uma relacao entre duas métricas em uma variedade diferenciavel,

conforme defini¢ao abaixo.

Definicao 19. Duas métricas (,) e ((,)) em uma variedade diferenciavel M sao conformes
se existe uma funcao diferenciavel f : M — R, positiva, tal que para todo p € M e todo

u,v € T,M se tenha

A.2 Diferenciacao Covariante

Defini¢ao 20. Seja M uma variedade diferencidvel e X(M) o conjunto dos campos de

vetores de classe C'*° . Uma conexao afim em M é uma aplicacao
Vi iX(M)xX(M)— X(M),
definida por V(X,Y) = VxY, para todo X,Y,Z € X(M) e fungoes f,g € C>*°(M), tal
que:
(i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ
(ii)) Vx(Y+2) =VxY +VxZ

(it}) Vx(f-Y) = X())Y + VxY.

onde X (f) é a derivada de f na diregao de X .

Proposicao 11. (Derivada covariante) Seja M uma variedade diferencidvel com conexdo

afim V. Entao, existe uma unica aplicacio V +— s ao longo da curva diferencidvel

c: I — M denominada derivada covariante de V ao longo de c, tal que:

D DV DW
(a) £<V+W> = + o
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df
p) — & -
o) Dvy =Ty f2
DV
(c) Se V(t) =Y (c(t)), isto é, se V € induzido por um campo de vetores, entdo i

Vae/arY, onde Y € X(M)

Note que dados p € M e X, Y € X(M), a conexao afim VxY depende apenas do valor do

campo X no ponto p e dos valores do campo Y ao longo de uma curva diferenciavel a.
De fato,

Considere um sistema de coordenadas
x:UCR" = VNM

definido numa vizinhanga Vdepe X => 2,X; e Y =) y;X

i=1

onde, X; =

3@- )
Disto,

VxY = vnxlxz(ijijj)
w(v&(,z”:lijj>>

T (Xi(yj)Xj + yiVXZvXj)

I
M:

(2

I
M= I

1,j=1

<.
Il

(A.2)

Denotando Vx,X; = > I'" X temos que
k=1

T (Xi(yj)Xj Yy ['z‘];'Xk>
k=1

1

(zn:l’iXi(yk) + zn: xiyi]}';)Xk

i=1 ij=1

(X(yk) + Zn: xiyiFiI;)Xk

,j=1

.

TR
NERTNGE

£
Il
—

I
M=

b
Il
—

Proposigao 12. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Uma conexao V em (M, g) é
compdtivel com a métrica se e so6 se para todo par Ve W campo de vetores ao longo da

curva diferencidvel ¢ : I — M tem-se:

d DV DW
—(V. W) = W V.= tel.
dt<’ ) <dt > <’dt>’ <
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Corolario 13. Uma conexdio V em uma variedade Riemanniana (M, g) é compdtivel com

a métrica se e somente se:

Definicao 21. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidavel M é dita simétrica
quando
VxY —-VyX =[X)Y], VXY eX(M)

onde [X,Y] é o Colchete de Lie.

A condi¢ao VxY — Vy X = 0 implica que FZ’; =TI ]’j

Teorema 14. (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana (M, g), existe uma tnica

conezxdo afim V em (M, g) satifazendo:

(a) V € simétrica;

(b) V é compdtivel com a métrica Riemanniana.

A conexao V é denominada conexao de Levi-Civita ou Riemanniana.

As fungoes diferencidveis FZ’; sdo os componentes da conexdo V ou os simbolos de

Christoffel da conexao, definidos por:

1 0 0 0
w9 zk: {@xi 9ii + 0z ki Oxy, gw}g

onde g;; = (X, X;).

Em termos dos simbolos de Christoffel, a derivada covariante é definida por:

DV dv® dx’
— = — Ik }X A3
dt ; { dt + Z Z]U] dt k ( )

A.3 Geodésicas

Definicao 22. Uma curva parametrizada v : I — M ¢é uma geodésica em t;, € [ se
D /d
7 (dZ) = 0 no ponto ty; se v ¢ uma geodésica em ¢, para todo t € I, dizemos que y é

uma geodésica.

/ 7’ . Ve .
Como a norma do vetor tangente ~ é constante , o comprimento de arco s de uma geodésica

¢é proporcional ao parametro.

d
dZ‘dt — ot — to)

s(t) = /tt
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Quando o parametro é o comprimento de arco ¢ = 1 entao dizemos que a geodésica esta

normalizada.

Considerando um sistema de coordenadas e de acordo com a equagao (A.3), v serd uma

geodésica se e somente se :

, dxt dx? ) 9]
Oxk”

dry d*xy,
<dt> ;( dt? +; Yodt dt
O sistema de equacoes
d?zy, dxt da?
J il
dt? 2.1 dt dt 0

4]

sao denominadas equagoes das geodésicas.

A.4 Curvatura

Definicao 23. A curvatura de R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia

que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicacgao
R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[X,Y]Z, 7 € f(M),

onde V é a conexao Riemanniana de M.

Sendo M = R"™ entdao R(X,Y)Z = 0. De maneira intuitiva, a curvatura R mede o quanto

a variedade M deixa de ser euclidiana.

Considerando um sistema de coordenadas, podemos escrever as componentes do tensor

curvatura como: ) )
7 T
TR Dk oxJ

Definigao 24. Uma variedade (M, g) é chamada flat quando o tensor curvatura é nulo.

Proposigao 15. A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das sequintes

propriedades:
(i) R € bilinear em X(M) x X(M), isto é,

R(fX14+9X2,Y1) = fR(X1,Y1+gR(X2, Y1),
R(X1, fY1+gYs) = fR(X1, Y1+ gR(X1, Xo), (A.5)

com f,g € D(M) e Xy, X5, Y1,Ys € X(M).
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(ii) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) é

linear, isto €,
RX,Y)Z+W) = R(X,Y)Z+ R(X, Y)W,
RX,)Y)fZ = fR(X,Y)Z, (A.6)
com feDM) e ZWeX(M).
Proposicao 16. (Primeira Identidade de Bianchi).

R(X,Y)Z +R(Y,2)X + R(Z,X)Y = 0. (A.7)

Relacionado com a curvatura encontramos a curvatura seccional que definiremos a seguir:

Proposicao 17. Seja o C T,M um subespaco bi-dimensional do espago tangente e sejam

x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao:

(R(z, y)z, y)
K(x,y) = ———-+~ A8
() = S (A8)
nao depende da escolha dos vetores x,y € o.
Definicao 25. Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional o C T}, M o nimero
real K(z,y) = K(0), onde z,y é uma base de o, é chamado curvatura seccional de o em p.

Se dimM = 2 entao a curvatura seccional K coincide com a curvatura da superficie, ou

seja, K é o produto das curvatura principais.

Definicao 26. Seja dimM = n e seja (eq,...,e,) uma base ortonormal em T,M. Seja

xr =ey e (er,...,e,-1) uma base do hiperplano em 7, M ortogonal a x. A quantidade:

n—1

Kr=> (R(z €)z,e;) (A.9)

=1

¢é chamada curvatura de Ricct em p na direcao x.

Podemos também determinar a curvatura de Ricci através de um (0, 2)-tensor chamado

tensor curvatura de Ricci cujo componentes é dado por:
_ pJ

Desde modo, a curvatura de Ricci é dada por:

KR = RikZEiZL‘j.

Contraindo o tensor de Ricci obtemos:

R = glkRzka
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que corresponde a curvatura escalar.

Um caso bastante interessante que desempenha um papel fundamental na Geometria
Riemanniana sao as variedades Riemannianas de curvaturas constantes que traremos a

seguir.

Definicao 27. Uma variedade é isotropica se K nao depende da escolha do plano o e

nem da do ponto p, ou seja, K ¢é constante.

Lema 3. Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina uma
aplicagao trilinear R’ : T,M x T,M x T,M — T,M por:

<R/<X>Y7W)>Z> = <X7 W><K Z) o <Yv W><X7 Z>>

para todo X,Y, W, Z € T,M. Entao M tem curvatura seccional constante igual K se e

somente se

R = Ky R, (A.10)
onde R é a curvatura de M.

Corolario 18. Sejam M wma variedade Riemanniana, p um ponto de M e {ej,...,en},
n = dimM, uma base ortonormal de T,M. Escreva R, = (R(e;, e;)ex, er), i,7,k,1 =

1,...,n. Entio K(p,0) = Ky para todo o C T,M, se e somente se
Rijii = Ko(0irdj1 — 6udjn),
com &; o simbolo de Kronecker.
Portanto, pelo corolario acima os componentes do tensor de Ricci sao:
Rij =K Gij,

e temos a seguinte relacao:

TN-1 T NN-T)
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APENDICE B - MEDIDA E INTEGRACAO

Nesse apéndice apresentaremos as defini¢oes e alguns resultados da Teoria da Medida e
Integracao. De modo analogo ao apéndice anterior nao faremos uma exposicao exaustiva.

Resultados e comentarios podem ser vistos em (39).

B.1 Espacos Mensuraveis

Seja €2 um conjunto arbitrario.

Definicao 28. Uma colecao S de subconjuntos de €2 é um semi-anel em 2 quando:

(i) 0 eS;
(ii) se Sy e Sy € S entdao S; NS, € S;
(ili) se Sy € S estdo em S entdo existem S; € S disjuntos tais que S — Sy = % S;,
j=1

m < +00.

Como um exemplo basico de um semi-anel podemos citar a cole¢do de todos os intervalos

limitados em R.

Definicao 29. Um anel de conjuntos é qualquer colecao A de subconjuntos de €2 tal que:

(i) 0 € A;
(ii) se A; e Ay € Aentdo AN Ay, AiUAy e AiNAS €S, com A={z e A|zx ¢ A}

Definicao 30. Uma o-algebra em 2 é uma colecao A de subconjuntos de §2 tal que:

(i) 0 € A;

(ii) Dados A, € A entao U2, A, e AS € A.
Observe que também é valido N2, A, € A uma vez que N2 A, = (U2 A%) e Q =
0c € A. E claramente notdvel que as o-algebras sao anéis.

Exemplo 7. Os conjuntos {(), 2} e P(Q2), com P(Q) as partes de 2, sdo o-dlgebras de

e sao respectivamente a menor e a menor o-algebra contidas em ().

Defini¢ao 31. Dada uma familia C de subconjuntos de €2, definimos a o-algebra gerada

por C como a intersec¢gdo nao-vazia de todas as o-dlgebras que contém C em ().
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Sendo A uma o-algebra de 2, dizemos que o par (£2,.4) é um espago mensurdvel, e todo

A € A é denominado conjuntos mensurdveis.

B.2 Espacos de Medida
Definicao 32. Uma fungao i : A — [0, +00] diz-se uma medida, se:

(i) u(@) = 0;

(i) p(Ujen Ai) =

8

I
_.

p(A;) com A;NA; =0 Vi, j.

(]

Exemplo 8. Seja 2 um conjunto arbitrario e A = P(Q2). Fixado p € Q, a funcao
9, + A — [0, 1] definida por:

1 A;
{ se peE Aj; (B.1)

0 se p¢ A

¢ uma medida denominada medida de Dirac em p.

Existem alguns tipos de medidas que desempenham um papel importante na teoria:

Defini¢ao 33. Uma medida u é finitamente aditiva se pu(0) =0 e p(U, A;) = g w(A;)
i=1

com m < +o0o. Quando p(2) = 1 entdo dizemos que p é a medida de probabilidade.

Definicao 34. Uma medida u é reqular se para todo S € S seja vélido:
w(S) = inf{u(G) | G aberto, G 2 S,G € S}.
Teorema 19. Toda medida finitamente aditiva e reqular u: S — [0,400] € o-aditiva.
As medidas de um modo geral, satisfazem as seguintes propriedades:
Proposigao 20. Sejam {A;}ien C A. Entio:

1. Se A; C A;, entao pu(A;) # p(A;);

2. Se Ay, ..., A, sao dois a dois disjuntos entao p(Ur, A;) = i w(Ay);

8. pUien Ai) = 3 n(Ai);

7

4. Se Aj C Ajpy, entdo p(UZ) Ai) = lim p(A;);

Il
—

4. Se A; D Ajyr e p(Ar) < oo, entao p(N52; A;) = lim p(A;).

n—o0
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Sendo X C €2, dizemos que uma propriedade vale q.t.p em X, ou seja, em quase toda parte
em X, quando existe um conjunto de medida nula A C X tal que a propriedade vale para

todo z € X — A.

Definig¢ao 35. Um espago de medida é (Q, A, v), onde € é um conjunto, A é uma o-algebra

ev:A—[0,+00] é uma medida o-aditiva.

Definigao 36. A o-algebra A é completa relativamente a medida v : A — [0, +00] quando
dado qualquer A € A tal que v(A) = 0, entao para todo ' C A vale E € A. Neste caso

diz-se que (92, A, v) é um espago de medida completa.

B.3 Funcbes Mensuraveis

Defini¢do 37. Uma funcao f: Q — R ou [—o0, +00]| é A-mensuravel quando para todo
r € Rvale [f >r] € A, com

[f >r]={z e Q] f(z) >r}=f((r,+00)).

Proposicao 21. Dada f : Q2 — R"™, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) f € A-mensurdvel;
(ii) Para todo aberto G C R™ vale f~1(G) € A;

(iii) Para toda fungdo continua v : R" — R a fungdo composta ¥ o f : Q@ — R €

A-mensurdvel.

Exemplo 9. Dado um conjunto B C X, a fun¢ao caracteristica de B definida por

xp(z) = (B.2)

1 se xebB;
0 se z¢B.

é mensuravel se e somente se B for mensuravel.

As func¢des mensuraveis possuem algumas propriedades de suma importancia no qual

enunciaremos a seguir:

Proposicao 22. Sejam f,g: Q) — [—o00,+00] fungoes A-mensurdveis. Entdo:

(i) A funcio f+g:x— f(x)+ g(z) é A-mensurdvel;

(ii) A fungio f-g:x — f(z)-g(x) é A-mensurdvel; Além disso, se f, : Q) — [—00, +00]

¢ uma sequéncia finita ou enumerdvel de fungoes A-mensurdveis, seque-se que:
(iii) A fungao sup, f, : © — sup, fn(z) € A-mensurdvel;

(v) A funcgao inf, f, : x — inf, fn(x) € A-mensurdvel.
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B.4 Integracao

Consideramos a fung¢do caracteristica 14 de um conjunto A C e § um semi-anel de

subconjuntos de 2. As fungoes S-simples sao as fungdes do tipo
h = erlsj Q= R,
j=1

onde os S; sao os conjuntos disjuntos, S; € S, r; € R e m ¢ finito.

Defini¢ao 38. A integral de h relativamente a uma medida p : § — [0,400) é definida

por:

1) = > rin(S)).

Ao lidarmos com fungao mensuravel f : ) — [—o00, +00], definimos as fungdes nao-negativas

e mensuraveis ft e f~ por:
fH(z) = max{f(z),0} e f~(z) = max{—f(z),0}.
Neste caso a integral de f corresponde a:

I(f) =1(f") = I(f").

Definicao 39. Se uma fungao A-mensuravel [ : Q — [—o0, +oo] é tal que I(fT) ou I(f7)

finito, entao dizemos que f é semi-integravel. Se ambas sao finitos entao f é integravel.

Definimos o conjunto £'(Q, u, R) = {F : Q — R | f é integravel}.

Proposigao 23. O conjunto LY(Q, 1, R) é um espago vetorial real e T : LY(Q, u, R) — R

¢ um operador linear. Isso significa que dados f e g € LY(Q, u, R), entdo:

(i) f+9€LNQuR) eI(f+g)=1(f)+1(g).

(ii) Para todor € R wvalerf € LY(Q, u,R) e I(rf) =rI(f).
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APENDICE C - TEORIA ERGODICA

Nosso objetivo no presente apéndice é fornecer algumas nog¢oes elementares de Teoria

Ergddica. Para demonstragoes e resultados complementares veja (12).

C.1 Medidas Invariantes

De modo geral a Teria Ergddica estuda sistemas dindmicos que possuem medidas invariantes
sob a a¢do da dindmica. Iniciaremos com algumas defini¢bes e resultados de medidas

invariantes.

Definigao 40. Seja (2, A, ;1) um espago de medida e f : Q — Q uma transformagao que

mensuravel. Dizemos que a medida p é invariante por f se

wE)=p(f"Y(E)) ¥V E CQmensuravel. (C.1)
Neste caso podemos dizer que f preserva u. Esta definigdo pode ser estendida para fungoes
que nao sejam necessariamente transformacoes.

Definicao 41. Seja f : (2 —  uma transformacgdo mensuravel e y uma medida em (2.

Entao f preserva u se, e somente se,

[ édu= [ oo sdn (C.2)

para toda funcao ¢ : {2 — R integravel.

C.2 Ergodicidade

A hipotese ergddica é uma hipotese formulada pelo fisico Boltzman com o intuito de obter
o formalismo matematico para sua teoria que consiste em descrever o comportamento dos

gases.

A mesma afirma que: Considerando fluzos hamiltonianos, o tempo médio de visita a

qualquer conjunto mensurdvel E existe e ¢ igual a medida de E para quase todo x.

Formalmente:

Proposicao 24. Seja p uma medida de probabilidade e f : 2 — € uma transformacgao

mensuravel. Se em um sistema é vdlido a hipotese, entdo:

117@7172 p(f(z) = /sodu~ (C.3)
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Veremos agora algumas equivaléncias para o sistema ergodico.

Definicao 42. Uma transformagdao mensuravel f : Q — Q diz-se ergddica para uma

medida de probabilidade invariante u, se, para todo conjunto f-invariante A, é valido
u(A) =0ou p(A) = 1.

Proposicao 25. Seja p uma probabilidade invariante de uma transformagcio mensurdvel

f:Q — Q. As sequintes condicoes sao equivalentes:

(i) O sistema (f, ) € ergddico;

(7i) Para qualquer par de conjuntos mensurdveis A e B wvale:

1 n—1

lim - X_: u(f7(A) N B) = u(A)u(B);

1 1
(7ii) Para quaisquer fungoes p € LP(u) e ¢ € Li(p), com —+ — = 1, vale:
p q

i © ZO [Wioywdn = [ wdp [y

O resultado a seguir constitui um importante resultado para uma classe ampla de trans-

formacao.

Teorema 26. Seja f : Q0 — Q wma transformacgdo continua em um espa¢o métrico

compacto. Entdo existe pelo menos uma medida de probabilidade em € que € invariante

por f.

Observe que sendo p; e po meidadas de probabilidades invariantes pela transformacao
mensuravel f : Q — €, entao, p = (1 — )y + tpe também é uma medida de probabilidade
invariante para ¢t € (0,1) arbitrario. Portanto, o espago das probabilidades M;(f) é

convexo.

A proposicao a seguir afirma que as medidas ergddicas sdo extremais deste convexo.

Proposicao 27. Uma medida de probabilidade invariante p é ergodica se e somente se,
ndo € possivel escrevé-la na forma pu = (1 —t)p1 +tuy comt € (0,1) e py, o probabilidades

variantes distintas.

C.3 Resultados Classicos

O inicio do estudo da Teoria Ergddica foi marcada por alguns resultados classicos, no qual

faz-se necessario enuncia-los aqui.
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Teorema 28. (Recorréncia de Poincaré - Versao Mensurdvel)
Seja f: M — M uma transformacao mensurdvel e seja M uma medida finita invariante
por f. Seja E C M qualquer conjunto mensurdvel com u(E) > 0. Entdo, para p-quase

todo ponto x € E ezistem infinitos valores de n para os quais f™(x) também estd em E.

Teorema 29. (Teorema de Kac)
Seja f: M — M, p uma medida invariante finita e E2 um subconjunto com medida positiva.

Entao a funcao pg € integrdvel e

|, prdn = p(M) = u(Ep).
onde

pp(r) = min{n>1: f"(z) € £} (C.4)
Ef = {zeM: f"(x)¢ EVYn>0.} (C.5)

Observe que quando o sistema (f, u) é ergddico o conjunto Ej tem medida nula e conse-

quentemente o teorema de Kac nos fornece:

1 _ u(M)
mm!”w‘mm’ (C6)

ou seja, o tempo médio de retorno, (equagio do lado esquerdo), é inversamente proporcional
a medida de F.

E importante ressaltarmos que o tempo de recorréncia pode ser drasticamente grande

conforme veremos no exemplo abaixo.

Exemplo 10. Consideremos duas urnas. A primeira contém 100 bolas enumeradas de 1 a
100 e a segunda esta vazia. Consideremos também um saco contendo 100 folhas de papel

numeradas de 1 a 100 que seré o nosso gerador de ntimeros aleatorios.

A cada segundo um pedaco de papel é retirado da bolsa, o niimero é observado e a tira
com o papel é devolvido ao saco. Desse modo a urna onde se encontra a bola cuja papel

com o numero foi retirado passara a outra urna.

E altamente improvavel que o sistema retorne ao seu estado inicial, ou seja, as 100 bolas na
primeira urna, mas, o teorema da Recorréncia de Poincaré diz que esta situacao ocorrera
quase que certamente embora tenha-se que esperar um tempo suficientemente grande para

que isso ocorra. Calculemos explicitamente esse tempo de retorno.

Seja z; = {0, ..., 100} o nimero de bolas na primeira urna depois de j segundos. Entéao a

[e.9]

sequéncia () 720 corresponde ao nimero de bolas na primeira urna em cada tempo.

Observe que a cada segundo o nimero de bolas na primeira urna aumenta ou diminui 1.

Deste modo a sequéncia é dada por:

> =A{(z;)320 | z; € {0, ..., 100}, |z; — xj41| = 1 para j = 0,1,2...}.
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> corresponderd a uma matriz de transicdio A = (a;;) onde a;;41 = a;;+1 = 1 para

t=0,...,100 e a;; = 0 caso contrério.

Seja p; a probabilidade de termos i-ésimas bolas nas primeiras n-ésimas:

1 100
Di = W ; .

Tendo 7 bolas na primeiras urnas entao no proximo estagio teremos ¢ — 1 ou 2 + 1 na
primeira urna. O ntimero de bolas sera ¢ — 1 se o niimero aleatério retirado for equivalente
ao nimero de uma bola na primeira urna. Como existem ¢ bolas entao a probabilidade

?
para que isto ocorra é 100° Logo, a probabilidade condicional P;;_; que existe ¢ — 1 bolas
1

na primeira urna é 100"

Similarmente, a probabilidade condicional F;;;; que exista ¢ + 1 bolas na primeira urna é
100 — ¢

100
Definindo a matriz estocéstica:

0 1 0 0 0

1
Loy By g
00, 100
0 m 0 m O cee (C.?)
o o > g 2
100 100

Note que P;; # 0 se e somente se A;; = 1, logo, P e A sao compativeis. E facil verificar
que pP = p, ou seja, temos uma medida de Probabilidade definida em ) e além disso up
¢é ergddica.

Consideremos o cilindro A = [100] de comprimento 1 que representa a existéncia de 100
bolas na primeira urna. Pelo teorema de Poincaré se iniciamos em A retornamos para A
infinitamente depois e pelo teorema de Kac temos que:

1 _ 9100
up

segundos,
equivalente a 4 x 10?2 anos. Um tempo drasticamente grande.

Agora apresentaremos a versao Topologica de alguns resultados.
Um ponto x € M é recorrente para uma transformacao f : M — M se existe uma

sequéncia n; — oo em N tal que f™ (z) — (z).

Teorema 30. (Recorréncia de Poincaré - Versio Topoldgica)

Suponhamos que M admite uma base de abertos. Seja f : M — M uma transformacao
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mensuravel e seja M uwma medida finita em M invariante por f. Entao, p-quase todo

ponto x € M é recorrente para f.

Teorema 31. (Recorréncia de Birkhoff)
Se f: M — M ¢é uma transformagao continua num espaco métrico compacto M, entao

existe algum ponto recorrente x € ) que € recorrente para f.
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APENDICE D - METODO DO PONTO
DE SELA

Em linhas gerais, o método do ponto de sela consiste em obter a forma assintotica para
integrais do tipo :
I(N) = / eWNF @y, (D.1)
c

com N suficientemente grande, f(z) uma fungdo analitica e C' o contorno no plano
complexo.

A ideia do método é deformar o contorno com o intuito de passar pelo ponto estacionario

numa direcao adequada.
Seja
f(z) = ulz,y) +iv(z,y). (D.2)

As condigoes de Cauchy-Riemann nos permite mostrar que dado zy um extremo arbitrario
da superficie u(z,y), o mesmo é um ponto de sela e além disso zy também é um extremo
de v(z,y), ou seja,
/
f (Zo) = 07
com zg um ponto de sela.

Consideremos a expansao de Taylor em torno de zj:

f(z) = f(z0)+ f'(20)(z — 20) + 1f”(zg)(z —20)% + ...

2
— f(e0) + +; F(z0) (2 — 20)? + .. (D.3)
Denotando:
) = pe D.4
(z—2) = se“, (D.5)
obtemos:
F(2) = Fz0) + 5pse @, (D6)

Sendo f da forma (D.2) e pela férmula de Euler, ¢ = cos(0) + isin(f) temos que:

1
u(r,y) ~ u(wo,yo) + 5p52 cos(0 + 2¢)

l

v(z,y) =~ v(xo, )+ ;ps2 sin(f + 2¢). (D.7)
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Com o intuito de passarmos por um ponto de sela na direcdo da parte real, tomemos
cos(f + 2¢) = —1 correspondente a sin(6 + 2¢) = 0, isto é,

U($7 y) ~ /U(:C()a yO)

Deste modo, (D.1) possui a seguinte forma assintética:

I(N) ~ eWV/G0) /+Oo (2P eit g (D.8)
=
or\° .
_ Ny [ 2T i D.9
! 8 7-‘- 7’ . . ~ . . .
onde p = |f"(20)] € ¢ = —3 + 5 ¢a inclinacao do contorno cujo sinal depende do sentido

do percurso do caminho deformado.
Para N > 1, temos que:

— 2;[ PN 4 L logexp(id) ~ f(z0) (D.10)

ilog.T(N) = i(Nf(z())) 2r N

1
N N 8



