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Resumo

Nesta dissertacao, nosso objetivo principal é apresentarmos, em detalhes, as estimativas
para o primeiro autovalor do operador linearizado L, obtidas em 1993 pelos autores
Hilario Alencar, Manfredo Perdigao e Harold Rosenberg. Iniciamos este texto com alguns
conceitos e nogoes a respeito de Geometria Riemanniana. Em seguida, apresentamos as
defini¢coes da r-ésima curvatura média H, e das transformagoes classicas de Newton. Logo
apo6s, definimos o operador linearizado L, e apresentamos um resultado que trata de sua
elipticidade em uma variedade compacta, conexa, sem bordo e orientada, com curvatura
H,. | estritamente positiva. Apds mostramos uma caracterizacao para o primeiro autovalor
do operador L,, e apresentada a teoria, descreveremos as estimativas para o primeiro
autovalor considerando o operador L, definido em hipersuperficies imersas no espaco
euclidiano R™*!, bem como, no espaco hiperbdlico H™*!. Finalizamos esta dissertacao
apresentando a aplicacao obtida pelos autores referidos anteriomente, envolvendo um

problema de estabilidade que preserva volume de hipersuperficie em R™*!,

Palavras-chave: Geometria Riemanniana. Transformacoes de Newton. Operador lineari-

zado. Primeiro autovalor. Hipersuperficies. Estabilidade.



Abstract

In this dissertation, our main objective is to present, in detail, as estimates for the first
eigenvalue of the linearized operator L, obtained in 1993 by the authors Hilario Alencar,
Manfredo Perdigao and Harold Rosenberg. We begin this text with some concepts and
notions about Riemannian Geometry. Next, we present the definitions of the rth mean
curvature H, and Newton’s classical transformations. Afterwards, we define the linearized
operator L, and present a result that deals with its ellipticity in a compact, connected,
non-edge and oriented manifold with strictly positive curvature H,,;. After showing a
characterization for the first eigenvalue of the operator L,, and presented the theory,
we describe the estimates for the first eigenvalue considering the operator L, defined
in hypersurfaces immersed in the Euclidean space R,,.1, as well as in the hyperbolic
space H,,.1. Finish this dissertation presenting the application obtained by the authors
mentioned above, involving a stability problem that preserves volume of hypersurface in

Ryt

Keywords: Riemannian Geometry. Transformations of Newton. Linearized operator. First

eigenvalue. Hypersurfaces. Stability.
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1 INTRODUCAO

Se denotarmos por A o operador da segunda forma fundamental, as transformagdes cléssicas
de Newton sao definidas por T, = I, se r =0, T, = S, 1 — AT,_,ser =1,....m — 1,
e T, =0,ser > m,onde S, sao aplicagoes simétricas elementares dadas em funcao
das curvaturas principais k1, ..., k,, do operador A. Associado a cada transformacao T,

defini-se o principal objeto de estudo desta dissertacao, o operador linearizado:

Ly (f) = te(T,(Hess f)),

onde f é qualquer funcao diferenciavel definida em M e Hessf denota o hessiano de f.

O operador L, é descrito na literatura por expressoes distintas desta qua apresentamos
acima. Em estudos de estabilidades feitos por Reilly’s (1), o operador L, surge na expressao
da derivada de S,1;, enquanto Cheng e Yau (2), o descrevem pela expressao -, ;(nHd;; —
hij) fij. O importante resultado sobre o L, foi obtido por Rosenberg (3), quando mostrou

que L,.(f) = div(T,'V f), obtendo com isso vérios resultados validos para a divergéncia.

Nosso principal objetivo é descrever as estimativas e aplicagao a respeito do primeiro

autovalor do operador L,, tal como obtido por H. Alencar, M. do Carmo e H. Rosemberg
(4).
Além das estimativas que descreveremos, outras foram obtidas, por exemplo, Reilly (5),

com M compacta, conexa e sem bordo, imersa em R™+!,

)\1 )
Vol / H? (1.1)

ocorrendo a igualdade precisamente quando M ¢ imersa na esfera de R™*!; e se n = m,

entao a igualdade significa que M é uma esfera.

Heintze (6), obteve alguns resultados sobre o A;, em particular, quando M é imersa no
espaco hiperbolico H™*!. Entretanto, uma melhor estimativa em H™*!, foi obtida por A.
El Soulfi e S. Ilias (7), dada por:

At

Mt /H2dM m <2 1.2

m - Vol - (1.2)
ocorrendo a igualdade precisamente se M é imersa em uma esfera geodésica de raio

amsh(\/@.

Durante estudos de estabilidade, A. El Soulfi e S. Ilias aplicaram este resultado, conside-
rando imersoes em espaco de curvatura média constante; assim obtiveram o teorema de
Barbosa, do Carmo (8) (no espago ambiente R™*1) e o teorema de Barbosa, do Carmo,
Eschenburg (9) (no espago ambiente S™*1 e H™1):
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“As hipersuperficies estaveis M™ de curvatura média constante, imersa no espago

R™+L SmHL oy H™ L sdo precisamente hiperesferas geodésicas.”

Organizamos esta dissertacao em seis se¢oes. Na secdo 2, apresentaremos alguns conceitos
e resultados basicos de Geometria Riemanniana. Logo apds, na se¢ao 3, introduziremos as
Transformacoes de Newton 7, e o operador L,, do qual abordamos sobre sua elipticidade.
Na segao 4, descreveremos os resultados obtidos por Alencar, do Carmo e Rosenberg (4).

Mostraremos inicialmente a seguinte estimativa para A;:
2
M /M H,dM < co(r) /M H2,,dM,

onde M™ est4 imersa em R™*!, compacta, sem bordo, orientada, com curvatura H, ; > 0,
eco(r)=(m-—r) (T), obtendo a igualdade precisamente quando M é uma esfera. Além

disso, supondo H,; constante, mostraremos como consequéncia direta que:

r+2
A Zco(r)H

Ainda na secao 4, mostraremos o caso em que {2 é uma variedade imersa isometricamente

em R™™ com M =9Q e H..; >0 em M, obtendo a estimativa:

co(r) V
“m+1)2V

1

(M)
H.dM.
(Q)? /M "
Finalizando essa se¢ao, para o caso em que M é compacta, sem bordo, e imersa no espago
H™ ! com curvatura H,,; > 0, mostraremos que:
+=3
A1 - 1H,

<Hyy+ 25— HI,
Co('f’) +1 + 9 ﬂ? 22r4+1

onde H = sup H, H = inf H, e co(r) = (m —r) (T) Essencialmente quando H, ; é

constante maior do que 1, veremos que:

A 1 e
T < Hr - r+1 17
CO(T) = +1 + 9 r+1

onde H,,; = sup H,,;.

Com objetivo de mostrar uma aplicagdo, na se¢ao 5 abordaremos um problema de estabili-
dade de Hipersuperficies em R™*!. Decorrente dos teoremas obtidos por H. Alencar, M. do
Carmo e A.G. Colares (10) e por L. Barbosa e M. do Carmo (8), utilizaremos estimativas
mostradas na se¢ao 4 para descrever o seguinte resultado, obtido por H. Alencar, M. do

Carmo e H. Rosemberg (4):

“Uma imersao de M™ em R™ com H,., constante, é r-estdvel se, e somente se,

M € uma esfera.”
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2 PRELIMINARES

Consideremos como requisitos necessarios conceitos sobre variedades diferenciaveis que
podem ser consultados, por exemplo, nas referéncias (11) e (12). Nesta se¢ao apresentaremos
as defini¢oes basicas e alguns resultados de Geometria Riemanniana utilizados neste texto.
Os comentarios e as demonstracoes apresentadas sao, basicamente, as encontradas nas

referéncias (13, 14, 15).

E sabido que as propriedades métricas do espaco euclidiano R™ sdo determinas pelas
coordenadas cartesianas canonicas e que em uma variedade diferencidvel ndo existem
tais coordenadas. Assim, para definir nogoes de distancia, angulos e volumes é necessario
acrescentar, em particular, um campo tensorial chamado de métrica Riemanniana que

definiremos a seguir.

2.1 Meétrica Riemanniana

Definig¢ao 1. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica Riemanniana em M é
uma aplicacao g, : T,M x T,M — R que associa a cada ponto p € M, um produto interno
denotado por g,(u,v) = (u,v),, de tal forma que é diferenciavel no seguinte sentido: se
considerarmos um sistema de coordenadas x,, : U, C R™ — M, em p, entao as aplicacoes
gij : Uy C M — R definidas por g;;(z1, ..., Tm) = (%(q), 92 (q)) sdo diferencidveis, para

Ty

todoi,j =1,...,m, com q = x(x1, ..., Tm) € Xo(Uy) € 8%i(q) = dz,(0,...,0,1,0,...0).

Por exemplo, se M = R™ o produto interno usual dado por (X, Y )gm = XY = f; X;Y;,
i=1
com X = (Xy,...., X)) e Y = (Y1,...,Y,,) em R define-se uma métrica Riemanniana em

R™ dada por g;j(e;, e;) = d;5, onde e;,e; € {e;}; é uma base ortonormal de T),M.

Defini¢ao 2. Uma variedade Riemanniana é um par (M™, g) onde M é uma variedade

diferenciavel e g é uma métrica Riemanniana em M.

Dada uma variedade diferenciavel, uma pergunta natural é se podemos definir uma métrica

Riemanniana nessa variedade. A resposta é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 1. Toda variedade diferencidvel admite uma métrica Riemanniana.

Demonstragio. Considere M uma variedade diferenciavel, a familia {f, : M — R} uma
particdo da unidade subordinada a cobertura aberta localmente finita {x,(U,)}, onde a

aplicacao x,, : U, C R™ — M é um sistema de coordenadas. Logo, cada f, é uma funcao



13

diferencidvel com suporte (f,) contido em xo(Uy), onde 0 < fo <1e > f, =1 em M.

Para cada « definimos,

(U, v)a = ((dxa) ™" (u), (dxa) ' (v)) R,

para todo u,v € T,M e todo p € x,(U,), onde (dx,)~* denota a aplicacao inversa da

derivada de x. Utilizando a particdo da unidade, definimos:
Zfa ((dxq)” ( ), (dxa)_l(U»Rm»

para todo w,v € T,M e todo p € M. Deste modo, temos um produto interno definido
positivo , pois pela definicao de f,, existe o/ tal que f, (p) > 0. Logo, supondo u € T, M,

u # 0,
Zfa ((dxa) ™ (u), (dxa) ™" (w))rm > fur(p){(dXar) ™ (w), (dXar) ™ (u))rm > 0
O

Defini¢do 3 (Imersao). Sejam M™ e N™"* variedades diferencidveis. Uma imersao de M
em N, é uma aplicacdo diferencidvel x : M — N, tal que (dw), : T,M — T, N ¢ injetiva
para todo p € M.

Pelo Teorema 1, em qualquer variedade diferenciavel podemos definir uma métrica Rieman-
niana. Agora, se N é variedade Riemanniana e x : M — N é uma imersao, a proposicao a

seguir, nos permite definir uma métrica Riemanniana em M.

Proposigao 2. Seja (N™** g) uma variedade Riemanniana e x : M™ — N™* uma
imersao. Entdo, para todos v,w € T,M, a igualdade (v,w), = go(p)((dx),(v), (dx),(w))

define uma métrica Riemanniana em M™.

Demonstragio. Devemos mostrar que (v, w), ¢ simétrica e positiva definida. Para isso,

consideremos p € M e v,w € T,M. Como g é simétrica,
(v, w)p = Gop) (dr)p(v), (d)p(w)) = Gup) ((dr)p(w), (dz)y(v)) = (W, V).
Como ¢ é uma métrica em N™* tem-se que (v,v), > 0, e, se (v,v), = 0, entdo
9u(p) ((dz)p(v), (dz)p(v)) = 0.

Consequentemente, (dz),(v) = 0. Mas, por hipdtese z é uma imersao, e portanto (dz),(v)

¢ injetiva. Logo, v = 0. O]

Definigao 4. Sejam (M, g1) e (M, go) variedades Riemannianas. Diz-se que um difeo-

morfismo f : M; — M, é uma isometria se

91 (uv U) - gZ(dfP(u)7 dfp<v))a

para todo u,v € T,M; e todo p € M.
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2.2 Conexoes afim

Nesta subsec¢ao, introduziremos a nocao de derivagao, chamada de conexao afim, em uma
variedade diferenciavel. Em seguida, vamos atribuir as propriedades chamadas de simetria e
de compatibilidade, que relaciona a conexao com a métrica Riemanniana de uma variedade.

Dessa forma defini-se a conexao Riemanniana, ou de Levi-Civita.

Defini¢ao 5 (Conexao afim). Seja M uma variedade diferencidavel. Uma conexao afim em
M é uma aplicacao
V:X(M)xX(M)— X(M), denotada por V(X,Y) = VxY, tal que:

(1) fo+gyZ = vaZ + ngZ,
(ii) Vx(Y—l- Z) =VxY +VxZ7,

(ili) Vx(f-Y)=X(f)Y + fVxY, (onde X(f) significa, a derivada de f na diregao
de X)

para todo X,Y,Z € X(M) e fungoes f,g € C°(M).

Proposicao 3 (Derivada covariante). Seja M uma variedade diferencidvel com conexdo

afim V. Entao, existe uma unica aplicacao V s ao longo da curva diferencidvel

c: I — M denominada derivada covariante de V' ao longo de c, de modo que, para todo
VW eX(M):

DV DW
(a) —(V—I—W) o + — T

) vy =Ty

(c) SeV(t)= Y(c(t)), isto ¢, se V' ¢ induzido por um campo de vetores, entdo vale a

D
iqualdade dlf = Vs, onde Y € X(M).

+f—

Demonstragio. Sejam p € M e campos V,W € X(M). Consideremos um sistema de

coordenadas x : U C R™ — M. Se X; = ai e ¢ ¢ uma curva diferenciavel passando por p,

o campo V é dado por V(¢ Z v; X ). Supondo que exista uma correspondéncia
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V — B satisfazendo as propriedades (a),(b) e (c), temos que:

DV D X
L dt(; v; X;)
= > dv]X + ZU] ( pelas as propriedades (a) e (b))
— dt dt
" dv; .
= 27X+ o VayaX;) (por (c), pois V(1) = X(c(t)))
j=1
" dv
= X;+v;V m X expressao local: ¢(t) = x(x1(%), ..., T (T
ST e KD (1) = X(01(0): (1)

i=1
n dvj

- X4

dx;
J+Z x“JVXX

DV
Portanto, se V' — T existe satisfazendo as condig¢oes da proposicao, temos que:

D = d d
d}f/_ U]X +Z szijX (21)

Logo, se existe outra aplicacao que admita as trés condi¢oes da proposicao, esta deve ser

dada pela mesma férmula (2.1), portanto sera tunica.

Para mostrar a existéncia, definimos —— em coordenadas x(U) da forma (2.1). Pela
propria construgao é imediato que (2.1) satisfaz as propriedades (a),(b) e (c). Se y(W) é
outra vizinhanga coordenada, com y(W) Nx(U) # (), e se definimos — em y(W) pela

féormula (2.1), as definigoes concordam pela unicidade de em x(U). Deste modo, a

dt’
definicao pode ser estendida para todo M. O
Como pode ser visto em (14), dados p € M e X € T,M, a conexao afim VxY depende
apenas do valor do campo X no ponto p e dos valores do campo Y ao longo de alguma
curva diferenciavel ¢ tangente a X no ponto p. De fato, se consideramos x : U C R™ — M

um sistema de coordenadas em p, e os campos vetoriais X, Y em X(M), escrevemos
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X = inXi eY = Zijj. Segue que:
i=1 =1

VxY = Vau _(ijjxj)

=1
= i ; (Xi(yj)Xj + yiVXiXJ>

= i z; (Xi(yj)Xj + Yi i Fil;Xk)

ij=1 k=1

= f: (f:szz(yk> + f: xiyirz’l;')Xk

k=1 i=1 ij=1

= i (X(?/k) + i xiyiﬂl;‘)Xka

k=1 ij=1

onde, a partir da quarta igualdade utilizamos as fungoes diferencidveis I7; k. V = R, com
i,J,k =1,...,m, definidas por Vx, X; = Z Fink chamadas de Simbolos de Christoffel.
i

Defini¢ao 6 (Campo Paralelo). Seja M uma variedade diferencidvel com conexao afim.

Um campo vetorial ¢ — V' € T,y M, ao longo de uma curva diferenciavel ¢ : I — M ¢

DV
chamado de paralelo (em respeito a V) quando e 0, para todo t € I.

Por (2.1), temos que:

Dv X d dx; Tod dr; &
=X ﬁz TovxX;) = (22X, +z SO TEX
Jj= Jj=1 k=1
™ duy m d:l:Z &
= D (- + > —uil(a())Xe.
= dt 5T dt J
Isto significa que V é paralelo se
dvr, = &~ ok dz;
dt + Z zg(x(t)) dt U] 07 Vk ’ "z

ij=1

em qualquer sistema de coordenadas. Note que, sendo este um sistema linear de primeira
ordem, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes para Equacoes Diferenciais
Lineares, dados uma curva c¢ : I — M, um ponto p € M e um vetor v, € T,M, existe um
tnico campo vetorial V' : I — T'M paralelo ao longo de ¢ tal que V(0) = v,. Provando

assim, a seguinte proposicao:

Proposicao 4 (Transporte Paralelo). Sejam M wuma variedade diferencidvel com uma
conexao afim V, ¢ : I — M uma curva diferencidvel em M e Vo € T.M. Entao, existe
um unico campo de vetores paralelos V' ao longo de ¢, tal que V (to) = V. V(t) é chamado

transporte paralelo de V (to) ao longo de c.
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2.3 Conexao Riemanniana

Proposicao 5. Sejam M uma variedade Riemanniana e X,Y,7Z € X(M). Sao equivalen-

tes:

1. X(Y,Z) = (VxY,2)+ (Y,VxZ), VX,Y,ZcX(M).

d DV DW

3. a fungao t — (P, P2)(t) € constante para todo par Py e Py de campos paralelos.

YV(t), W(t) € X(M), t € I.

onde em 2 e 3 a derivada é definida ao longo de uma curva diferencidvel em M.
DP,  DP
dat — dt

d
temos — (Py, P») = 0. Logo, (P;, P,) é constante e a condi¢ao (3) ¢ satisfeita.

Demonstragio. (2) = (3) : Se Py e P, sao paralelos, entao = 0. Por (2),

(3) = (2) : Sejam ¢ : [ — M uma curva diferenciavel em M, to € I e {ey, ..., €, } uma base
ortonormal de 7., M. Pela proposi¢ao 4, para cada e; existe um tinico campo paralelo
P;(t), tal que Pi(ty) = e;. Supondo que vale (3), tem-se que o produto é preservado e em
particular, {P(t), ..., Pn(t)} é uma base ortonormal de T4 M para todo t € I. Assim, se
V,W € X(M), podemos escrever, ao longo de c(t),

V:ZviPi e W:ijPj.
i=1 Jj=1

Calculando o produto em cada coordenada tem-se:

Dy = jt(iilvi(t)wi(t))
" odv; d
= Z(%wi—i—vi%wi).

i=1

Por outro lado,

G = G
0

T dv; DPﬁ n
< : (dt z+vz dt )aj:1wj ]>

K3
" dv;

= (Z P wh)
j=1

%

Zm dv;
ig= dt Y
m dUz‘
= Sy Y. 2.2

=1
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DW m dwy;
De modo andlogo obtemos (V, W> =Y vid—ut]. Somando as duas igualdade obtidas,
i=1
D o du; d DV DW

(3) = (1) : Supondo que o item (3) é verdadeiro. Fixado um ponto p, seja ¢ : I — M uma
curva diferencidvel passando por p na direcao de X, isto é, ¢(ty) = p com %h:to = X(p),
to € I. Como X (-, -) é a derivada da fungdo produto na dire¢ao de X. Pela proposigao (3),

restringindo o campo a curva c, tem-se que:

d
X(p)(Y,Z) = — <Y, Z > li=o

dt
Y DZ
Z Y, —

(
= (Vo)Y,Z)+ Y,V 2),

pois, a restricao do campo a vizinhanga, implica que a derivada covariante coincide com a
conexao na dire¢ao da curva (prop: 3).
(1) = (3) : Sejam Y e Z campos paralelos. Supondo que vale (1) e considerando a restri¢ao

do campo X a curva c, tem-se:

X(Y,Z) = VXY Z) + (Y, VXZ
= 7Z 7Z = 0.
dt dt
Logo, t — (Y, Z)(t) é constante. O

Defini¢ao 7 (Compatibilidade da conexao). Sejam M uma variedade diferenciavel com
conexao afim V, e uma métrica Riemanniana g em M. Dizemos que V é compativel com

a métrica g se qualquer item da proposicao (5) se verifica.

Defini¢ao 8 (Simetria). Uma conexao afim V em uma variedade diferenciavel M é dita

simétrica se

ViY —VyX =[X,Y] VX,V eXx(M),
onde [X,Y] é o Colchete de Lie.

Observemos que ao consideremos um sistema de coordenadas x : U C R™ — M em p,
m m

e campos vetoriais X, Y em X(M). Escrevemos X = ) z;X; e Y = > y;X;. Nota-se
i=1 j=1
facilmente que o colchete de Lie é antissimétrico, ou seja,

i=1 i=
Teorema 6 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana (M, g), existe uma tnica

conexdo afim V em M que é simétrica e compativel com a métrica Riemanniana g. Tal

conezxdo é denominada conexdo Riemanniana (ou de Levi-Civita ).



19

Demonstragio. (Unicidade) Suponhamos que existe uma conexao V em (M, g) simétrica
e compativel com a métrica g. Lembremos que em cada ponto o produto interno é
degenerado e bilinear. Assim, para calcularmos V xY é suficiente obtermos (VxY, Z), para

X,Y,Z € X(M). Utilizando alternadamente a propriedade 5 e a defini¢ao 8, seque que:

(VxY,Z)= X(Y,Z) - (Y.Vx2)

= XY, Z)— (Y, VX + X, Z])

= XY, Z)— (Y, VX)) - (Y,[X, Z])

— X(Y.Z) - Z(Y,X) + (VY, X) — (Y, [X. Z])

= XY, Z2)-Z{Y, X))+ (VyZ+[2,Y],X) = (Y, [X, Z])

= X(Y,Z) - Z{Y,X) +(VyZ, X) + (2, Y], X) = (Y, [X, Z])

= XY, 2)-Z(Y, X)+Y{(Z X)—(Z,VyX)+{([Z,Y],X) = (Y,[X, Z])

= XY, Z2)-Z{Y, X)+Y{(Z X) - (Z,VxY + [Y, X])
H([Z,Y].X) - (Y,[X. 2))

= XY, Z)-Z(Y,X)+Y(Z X)
—(Z,VxY) — (Z,[Y, X]) + ([2.Y], X) - (V. [X, Z)

Entao,

2AVxY, Z) = XY, Z) = Z{Y, X)+Y(Z, X) = (£, [Y, X]) +([Z, Y], X) = (V, [X, Z]). (2.4)

Logo, se existe uma conexao V em M, compativel e simétrica, temos que V xY é unicamente

determinada pela equagao (2.4) a qual é chamada férmula de Koszul.

(Existéncia) Para mostrarmos que existe uma conexao compativel e simétrica, definimos
V pela equagao 2.4. Entao,
2AVxY -V X, Z)= 2(VxY,Z)—-2(Vy X, Z)
= XY, 2)-Z(Y, X)+Y{(Z X)—(Z,|Y,X]) + ([Z,Y], X)
- Y [X, Z]) - Y(X,Z)+ Z(X,)Y) = X(Z,)Y) + (Z,[X,Y])
- ({2 X],Y) + (X, [V, 2])
= A[X,Y],2).
Logo, [X,Y] = VxY — Vy X. Da defini¢ao (8) concluimos que V é simétrica. Para mostrar
que V é compativel com a métrica g, utiliza-se o item (1) da proposicao (5).
2((VxY, Z) + (Y,VxZ)) = 2VxY,Z)+2(Y,VxZ)
= XY, 2)-ZY,X)+Y(Z X)—(Z]Y,X])
H([2.Y),X) = (V,[X, Z]) + X(Z,Y) = Y (Z,X)
+2(Y, X) = (v, [2, X]) + (Y, 2], X) = (£, [X, Y])
= XY, 2)+ X(Z,Y)=2X(Y,Z).

Com isso concluimos a demonstragao do teorema. O
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2.4 Tensores

Nesta subsecao, vamos apresentar uma (breve) revisao sobre as nogoes de tensores. Mais
detalhes podem ser encontrados na referéncia (15). Inicialmente, consideremos V;, com
1 =1,...,n, um modulo sobre um anel K e seja V =V; x --- x V,,,. A definicdo usual de
soma e de multiplicacao por elementos de K, faz de V' um modulo sobre K. Denote por

V* o conjunto de todas as fungoes k-lineares de V' sobre K, chamado dual de V.

Defini¢ao 9 (Tensor). Sejam 7 > 0 e s > 0 inteiros nao simultaneamente nulos. Uma

fungao k-multilinear A : (V*)" x V® — K é dita um tensor do tipo (r, s) sobre V.

O conjunto de todos os tensores do tipo (r, s) sobre V' é um médulo sobre K considerando

as defini¢des usuais de soma e multiplicacao por elementos de K.

Observe que: se 7 = 0, entao A : V* — K; quando s = 0, temos que A : (V*)" — K; e
quando r = s = 0, temos um tensor do tipo (0,0) que é simplesmente um elemento do
anel K.

Seja. M™ uma variedade diferencidvel e X*(M) o dual de ¥(M). E sabido que ¥(M) tem

uma estrutura linear quando considerado como "escalares'os elementos de C*(M).

Defini¢ao 10. Um campo tensorial do tipo (r,s) em M é uma aplicacao multilinear que

atribui para cada ponto p € M, um tensor
T:X"(M™)" x X(M™)* = C™(M)
onde X*(M™) denota o médulo dual de X(M™).

Por exemplo, um campo vetorial é um campo tensorial do tipo (0, 1), isto é, uma aplicagao
que para cada ponto p € M, atribui um tensor X, € T,M. Outro exemplo, ¢ o campo
tensorial df do tipo (1,0) que leva cada ponto p € M em (df),, onde df, : T,M — R ¢é a
derivada de f em p. Este tensor ¢ dito a diferencial de f, e para cada v € T,M, temos a

derivada direcional de f em p na direcao do vetor v, denotada por (df),(v) =v - f.

Definig¢ao 11. Seja Z € X(M). A derivada covariante de um tensor 1" do tipo (0, s) ou

(1,s) em relagdo a Z, é um campo tensorial definido por:
vIi\vi,...Y.,Z2)=2Z(T(Y1,...Y.) = T(VzY1,...Y,) — ... =T(Y1,..,VzY,), (2.5)

para qualquer Y € X(M).

2.5 Operadores diferenciais

Definigao 12. O gradiente de f, denotado por grad f, é o inico campo vetorial definido

em M que satisfaz:

(grad f(p),v) = df,(v), pe M, vel,M.
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Definigao 13. Sejam M™ uma variedade Riemanniana. Fixado X € X(M), para cada

p € M, a divergéncia de X em p, é o campo dado por:

div : X(M) — C™(M)
X — (div X)) =tr(Y(p) = VyX(p)),

onde Y € T,M.

Seja M™ uma variedade Riemanniana e p € M. De acordo com (14), é possivel mostrar que
existem uma vizinhanga U do ponto p, U C M, e campos de vetores Ey, ..., E,, € X(U),
ortonormais em cada ponto de U, tais que, em p, Vg, E;(p) =0, Vi,j =1,...,m. De fato,
pode-se considerar U uma vizinhanca normal do ponto p, {e;}"; base ortonormal de T),M,
e definir {E;}, pelo transporte paralelo da base e;",. Assim, E; serdo ortonormais e

pela construcao dos campos FE; obtém-se o resultado.

Uma tal familia {E;}7, de campos de vetores é chamada um referencial (local)
geodésico em p.
Proposicao 7. Seja {Ey, ..., Ep,} uma base ortonormal de T,M. Tem-se que:
(a) grad f(p) = Z(El(f))El(p), onde f € C°(M). (2.6)
i=1
Se Ey, ..., E,, é um referencial local geodésico em p € M, entdo,

() divX(p) =3 E(f)(p). onde X — i X (2.7)

i=1

Demonstragio. (a) Por defini¢do de gradiente de f, temos que:
E;(f(p)) = (grad [, Ej)p.

Escrevendo grad f = Z%‘Ei, segue que:
i=1

NE

<g7“ad f, E]>p = < OézEl,E]>

1

ai(E;, Ej)

I
NER

=
—_

m
Oéiéij = ij.
1

Para todo, j = 1, ..., m. Logo, pela definicao de gradiente de f temos que E;(f(p)) = «;.

Concluimos que,

g J(p) = >k = 3 B () B
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Se {W}7, ¢é outro referencial geodésico local em U, escrevemos W; = a;; E;. Logo,
i=1

(cij(q)) é uma matriz ortogonal para todo ¢ em U, porque Ej, ..., E,, sdo ortonormais.

Assim,

m

kiwk(f@))m — S ay B )aw Fr

i7j7k:1

=Y ayan B/ (0)Ey

1,5,k=1

= NGB () Ex
ik=1

= D_E(f(p)E:
i=1
Isto é, o item 2.6 ndo depende do referencial local geodésico considerado. (b) Suponha

que Ei, ..., E,, é um referencial geodésico local definido em uma vizinhanca U de p € M.
Como {E;}™, é uma base de T,M, escrevemos X = » _ f;E;. Por defini¢do da divergéncia

j=1
de X, no ponto p, tem-se que:

i=1
onde V é a conexao Riemanniana em M. Utilizando a compatibilidade da conexao (prop:5),
no ponto p,

m

— SO(EAX, B — (XY

i=1

= Z Ez<z ijj7 E@>
i=1 j=1

= ;Ez'(fz')~

]

Definigao 14. Seja M uma variedade Riemanniana munida da conexao V e f uma funcao
diferencidvel em M. O Laplaciano de M é o operador A : C*°(M) — C*°(M) definido por:

Af = div(grad(f)).
Proposicao 8. Seja {E;}, um referencial geodésico em p € M™. Entdo:

(@) Af(p) = f;Ei(Ei(f))(p) (2.8)

(b)) A(f-g9) = fAg+gAf+2{grad f, grad g) (2.9)
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Demonstragio. (a) Como {E;}", é um referencial geodésico local em uma vizinhanga U

de p € M, pelas equagoes (2.6) e (2.6) temos:

grad f(p) = S(E(EG) o div X(p) = Y B(f)(

i

Entao,
Af = div(grad ) = 3-(V (arad ). B) = 3-(Ve, (3 B (N)E). ).
Note que, i i "
in(jflej( Ej) = ]fjll( ))E; +EVEE] :jf:l<Ei(Ej(f)))Ej.
Logo,
Af = S BE()ELE) = . BB ().

i=1 j=1 =1

(b) Agora vamos mostrar que A(f - g) = fAg+ gAf + 2(grad f,grad g). Pelo item (a),

ZE . Entéio,
Alfg) = iEi(Ei(ﬂg))
= 3 E(/E() +9BA)
= 3 (BB + BB + sBE) + BE))

m m

EE9) + 93 EAE() + 3. E)E) + 3 E(f)Eig)

1 i=1 i=1 =1

I
>

= [Ag+gAf+ (Y Eg)BL Y B(NE) + (3 BB, S E9)B)

= fAg+ gAf+ 2(grad f,grad g)

Suponhamos, por exemplo, que M = R™. Sejam p € R™ e {a‘zl ’8z } uma base

ortonormal para 7,R™. Note que neste caso, o grad f coincide com o Laplaciano usual,

of o*f
Al = Z ox; (6%) —~ Ox}

Definicao 15. Sejam M uma variedade Riemanniana com conexao V e f: M — R uma

isto é,

funcao diferenciavel. O Hessiano de f em p € M, é o operador linear definido por:
Hess f: T,M — T,M
X +— Hess(f),(X) = (Vxgrad f),, VX eT,M.
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2.6 Curvatura

Nesta subsecao apresentaremos a definicdo de curvatura Riemanniana, denotada por R.
Observemos que em R™ a curvatura R ¢ nula, o que permite uma interpretacao intuitiva
a respeito de R, de modo a permitir “medir” o quanto uma variedade M deixa de ser

euclidiana. Em seguida, introduziremos a defini¢do de curvatura seccional.

Definicao 16. A curvatura Riemanniana, denotada por R, de uma variedade riemanniana
M é uma correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicacdo R(X,Y) :
X(M) — X(M) dada por:

R(X,Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ+ Vixy|Z, Z e X(M),

onde V é a conexao Riemanniana de M.

Se M = R™, entao R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z € X(M). De fato, consideremos a
base canonica {e;}™; do R™. Escrevemos X = ZXiei, Y = ZYiei e = Z Z;e;. Note

que e; € constante, logo Vye; = 0. Dai,
VyZ = vy<z Ziez) - ZWE S Y(Z)ei =YY (Ze:
Segue que:
ViWyZ = Vx( LY (Z)e)
= > Y(éi)vxei +2_ X(Y(Z))e:
= ;X(Y(Zi))ei.
De modo andlogo, obtemos VyVxZ = Z Y (X(Z;))e;. Logo,
VxVyZ —VyVxZ = Z X(Y(Z))ei — Z Y(X(Z))e

= Y. (X(Y(Z) - Y(X(Z))))e

%

Ou seja,
VxVyvZ - VyVxZ = > ([X,Y]Z)e;.
Assim,
VxVyZ —VyVxZ =Vixy|Z.
Portanto,

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VixyZ = 0. (2.10)

A proposicao a seguir, mostra que a curvatura R define um tensor, chamado tensor de

Riemann.
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Proposicao 9. Sejam X1, X0, Y1, Yo, XY, Z, W € X(M), e f,g € C*(M,R). A curvatura

R de uma variedade Riemanniana (M, g) satisfaz as sequintes propriedades:
e R ¢ bilinear, isto €
R(f X1+ 9X5, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1).
R(Xy, fY1+gY2) = fR(X1,Y1) + gR(X1, X1).
o R(X,)Y): X(M)— X(M) € linear, isto ¢,
RX,Y)Z+W)=R(X,Y)Z+ R(X,Y)W.
R(X,)Y)fZ = fR(X,Y)Z.
A demonstragao dessa proposi¢ao pode ser consultada em (14) pag. 101.

Definicao 17. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com conexao V. O 4-tensor

curvatura R é definido por
R(X,Y,Z.W) = g(R(X,Y)Z,W).

Definicao 18. Sejam II C M um subespaco 2-dimensional de T,M e X,,Y, uma base

para II. A curvatura seccional de Il é o nimero real definido por:

o . g(R(XP’}/p)XZNY;?)
Bl):= KXY) = e Bl — (5, v

Em (15) pag. 78, encontramos a prova de que K (X,Y’) nao depende da escolha da base
{X, Y}

O teorema a seguir, cuja demonstracao pode ser consultada em (14), permite identificar
uma variedade Riemanniana completa, conexa e de curvatura seccional constante com os

espacos: Hiperbdlico, euclidiano e a esfera.

Teorema 10. Seja M™ uma variedade Riemanniana completa com curvatura seccional
constante c. Entdao, o recobrimento universal M de M, com a métrica de recobrimento, é

isométrico a:
(a) H™, se c=—1,
(b) R™, se c =0,

(c) S™, se c=1.
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Modelo de Lorenz-Minkowski

Seja g uma métrica Riemanniana. Por defini¢do, g é definida positiva, simétrica e
nao degenerada. Como pode ser visto em (15), modificando estas condi¢oes pode-se obter
generalizagoes da métrica g. Por exemplo, o caso da métrica que nao é definida positiva

chamada de Semi-Riemanniana.

m—+1 9 9 .
Z Ty — Tp,49 € aSS0Cl1amos a

Consideramos agora, em R™2 a forma quadréitica Q(z) =
i=1

m+1
Q a forma bilinear (-,-) : R™*? x R™*? — R dada por (u,v) = Y 4jV; — UpioUmie, da
i=1

qual define-se um produto interno chamado métrica de Lorentz, fazendo (vi,v5)p, =0 se
i # J; (vi,v)p=1,set=j#m+2 e(v,vj),=—1lsei=j=m+2.

A métrica de Minkowski é definida por:

(,) : TR™ x T,R™? R

(u,v),  — (u,v), VpeR™2 Vuve T,R™
O modelo de Lorentz-Minkowski para o espapo hiperbélico é dado por:
H = {(%,2) [ |X —a? = —1), @2.11)

onde X = (T, ..., Tmy1), T = Tmio > 0, | X| é a norma Euclidiana em R™!.

2.7 Imersoes isométricas

Nesta subsecao, estudaremos sobre variedades Riemannianas que surgem como subvari-
edades de outras variedades Riemannianas. Logo depois, introduziremos o conceito da

segunda forma fundamental de uma imersdo em uma variedade Riemanniana.

Definicao 19 (Mergulho). Sejam N e M variedades Riemannianas. Um mergulho é uma
imersao x : M — N ( defini¢do 3) tal que 2 : M — (M) C N é um homeomorfismo
e x(M) tem a topologia induzida de N. Caso M C N, ei: M — N é um mergulho,
chama-se M de subvariedade de N.

Sejam M™ e M variedades Riemannianas. Consideremos uma imersio isométrica
x: M™ — . Entao, pela forma local das imersoes (toda imersao é localmente um
mergulho, consultar em (12)), para cada p € M, existe uma vizinhanga V' C M, de p
, onde z é um mergulho sobre sua imagem. Portanto, z(V') é uma subvariedade de M.
Note que x se comporta localmente como uma inclusao, logo, para simplificar a notagao,
identifica-se V' com z(V), e cada v € T,M com (dz),(v) € Ty, M. Assim, pode-se tratar,
localmente, M como um subconjunto de M. Logo, para cada p € M, o espaco tangente

T, M pode ser decomposto da forma:

T,M = T,M & (T,M)*, (2.12)
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onde (T,M)* ¢ a componente normal de T, M.

Portanto, cada elemento v € T, M pode ser escrito de modo tinico da forma v = v 4 v+,
onde v*" € T,,M ¢é a componente tangencial de v e v+ € (T,M)* é a componente normal v.
Uma imersao x : M — M tal que g, (dz,(X),dz,(Y)) = g,(X,Y), onde g e g sdo as
métricas de M e M, respectivamente, é dita uma imersao isométrica.

Seja V a conexdao Riemanniana de M. Tome X,Y,Z € X(U), onde U C M é aberto, e
considere X,Y,Z € X(U) suas respectivas extensoes locais no aberto U, de modo que
UcCUCcC M. Assim, Y’U =X, Y‘U =Ye 7’U = /. Tomando a projecao ortogonal da
conexdo Riemanniana em M, vamos mostrar que (V)" é a conexao Riemanniana de M

relativa a métrica induzida, ou seja, a igualdade:
VyxY = (VYY) (2.13)
Como V é compativel com a métrica Riemanniana em M, entdo, em p € U,

X(Y,7) = X(Y.Z)
(V+Y.Z) + (Y, VxZ)
(VxY,

- Z) + (Y, VxZ).
- ok P
Consideremos em M, as extensdes de X e Y (% e %, resp.), descritas por X = Y @; o
¢ v i=1 i
-k _
eY =3 5, aa Utilizando a expressao do Colchete de Lie em coordenadas locais, como
Jj=1 Yj
pode ser consultada em (13), segue da linearidade da aplicacao projecao que,
E( 0B —om\ o)
XY (p) = (a» i3, ai)
[ ] ( ) (27]221 Jayj jayj al,Z
i aB; Oa; \ 0
= 2 \Yay, "%, )3
ij=1 Yj ) OF;
= [X,Y](p) (2.14)
Dai,
[X.Y](p) = [X,Y]'(p)
= (vy? 7Y7)
= (VxY)' = (VyX)'
= VxY —-VyX (2.15)

Portanto, da equagao (2.15) concluimos que a igualdade (2.13) define V como a conexao

Riemanniana de M.
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2.8 Segunda Forma Fundamental
Defini¢ao 20. (Segunda Forma Fundamental) Definimos a segunda forma fundamental
de M™ em M™™ pela aplicagio B : (M) x X(M) — X(M)*, dada por:
B(X,Y) = V5Y — VY,
onde V e V sio, respectivamente, as conexdes em M e M; XY € X(M) e X,Y € X(M).
Observe que B é a componente normal da conexao riemanniana e como pode ser visto em

(14), B esté bem definida e ndo depende das extensoes de X e Y.

Proposicao 11. Seja f € C*°(M). Para todo X,Y € X(M), a aplicagio B é:
(i) bilinear: B(fX,Y) = B(X, fY) = fB(X,Y);
(ii) simétrica: B(X,Y) = B(Y, X).

Agora, utilizando a segunda forma fundamental em M, definimos para cada n, € (T,M)*,

com p € M, uma aplicagao bilinear e simétrica H, : T,M x T,M — R dada por:
H,, (X, Yp) = (B(X,,Yy), ), V Xy, Y, € T,M.
Assim, fixado 7, tem-se uma forma quadratica H, :T,M — R, dada por
H,,(Xp) = Hy, (Xp, Xp) = (B(Xp, Xp), 1),

chamada de segunda forma fundamental de f em p na direcao do vetor 7,. Note que pela

proposicao acima, B ¢ um objeto tensorial que s6 depende dos valores de X e Y no ponto
.

A aplicagdao H, estd associada a um operador autoadjunto A, : T,M — T,M que satisfaz:

<A77p(Xp)7Y1;> = H??p(vaY;)) = (B(Xp, Yy), mp),

para todo X,,,Y, € T,M. Fixado X, A, (X) é o tnico vetor tangente tal que:

(B(X,Y),n) = (A,,(X),Y) = (A4, (Y), X), VY eT,M. (2.16)

Tp

Proposicao 12. A aplicagio A,, : T,M — T,M, em termos da derivada covariante, é

dada por:
Ay, (Xp) = =(Vxn),

onde n € uma extensao local de 1, normal a M.

Demonstragio. A demonstracao segue diretamente da equagao (2.16) com a definigao (20),

lembrando que (X,n) =0, VX € X(M). O
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Definicao 21. Seja (Mmﬂ, g) uma variedade Riemanniana e M™ uma subvariedade com
métrica induzida pela imersao z : M™ — Mo campo vetorial curvatura média de x
em M é dado por:
H = itrau(;o A,
m

. < . < Sl L1
Quando a codimensao da imersao x : M™ — M é igual a 1, z(M) é dita uma

Hipersuperficie de M.

Seja p € V. C M e n, um vetor unitario normal a M em p. Como o operador de Segunda
Forma A, :T,M — T,M é simétrico, existe uma base ortonormal de T, M formada por
autovetores {(E1),, ..., (Em),}, correspondentes ao conjunto de autovalores Ay, ..., A,,. Se
M e M sdo orientaveis e estdo orientadas, entdo o vetor 1 é unicamente determinado, e se,
além disto, {(E4)p, ..., (Em)p} for uma base e a orientacao de M, e {(E1)p, ..., (Em)p, 1}
uma base e a orientagdo de M, o vetores (E;), sio chamados de diregoes principais e os
\; = k; s@o as curvaturas principais da imersao x, em p.

Sejam, X,Y € T,M C T,M linearmente independentes, K(X,Y) e K(X,Y), respectiva-
mente, as curvaturas seccionais de M e M, no plano gerado por X e Y. Neste contexto, o

teorema a seguir relaciona as curvaturas de M e M com a segunda forma fundamental.
Teorema 13 (Gauss). Sejam p € M e X, Y wvetores ortonormais de T,M . Entdio

K(X,Y)=K(X,Y) = (B(X,X),B(Y,Y)) - |B(X,Y) (2.17)

A demonstracao desse teorema pode ser consultada em (14).
No caso de uma hipersuperficie x : M™ — Wmﬂ, a férmula (2.17) tem uma expressao
mais simples. Para ver isso, seja p € M e n € (T,M)*, como 4, é autoadjunto, tem-se
uma base ortonormal {(E;),}i~,, de T,,M, que diagonaliza A, , formada por autovetores,
isto é, com valores A, (E;) = N\iE;, i = 1,...,m. Assim,
H,,(Ei, Ei) = (B(E;, Ei), 1)

- <A77Ei, EZ>

= (MEL E) = N
sei=1,...,m,eH, (E;, E;) =0sei # j. Como B(X,Y) = (B(X,Y),n)n = (A,(X,), Yp)n,
temos que

K(E;, Ej) - K(E;, E;) = (B(E;, E), B(Ej, Ej)) — (Ay(E), Ej)?
= (Ay, (E3), Ei)(Ay, (Ej), Ej)

(ME:, E)(NE; E;.)

Como a base é ortonormal, obtém-se:
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Seja X (M)t o espago dos campos diferenciaveis de vetores normais a M. A segunda forma

fundamental da imersao x : M — M pode ser vista como um tensor, fazendo:

B:X(M)x X(M)x X(M)* — C®(M)
(X,Y,n) = B(X,Y,n) = (B(X,Y),n). (2.18)

A derivada V do tensor B ¢ definida por:
(VAB)(Y.Z1) = X(B(Y, Z,n) = B(V Y. Z,n)— B(Y, V. Z, ) — B(Y, Z,Vn). (2.19)

A proxima proposicao introduz uma das equagoes ditas fundamentais de uma imersao

isométrica, sua demonstragao da pode ser vista em (14), padgina 151.

Proposigao 14 (Equagao de Codazzi). Seja R a curvatura riemanniana em M. Com a

notacao acima,

(R(X,Y)Z,n) = (VyB)(X, Z,n) — (VxB)(Y. Z,7) (2.20)

Da definigdo (18), segue que se M tem curvatura seccional constante, entdo temos a

igualdade (R(X,Y)Z,n) = 0. Logo, a equagdo de Codazzi passa a ser,

(vyB)(X, Z’ 77) = (va)(K Z’ 77) (2'21>
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3 AS TRANSFORMACOES DE NEWTON E
O OPERADOR Lp

Nesta sec¢ao, introduziremos as defini¢oes e alguns resultados sobre a r-ésima curvatura
média de uma imersao, as transformacoes de Newton, e sobre o principal objeto de estudo

deste texto: o operador linear diferenciavel de segunda ordem denotado por L,.

As fungdes o, : R™ — R, definidas pela igualdade o, (wy, ..., wy,) = >
11<12<...<ip
(r=20,...,m) com oy = 1, sdo chamadas fungoes simétricas elementares (16).

Wi Wiy ...

Agora, seja x : M — M uma imersao isométrica, onde M™ é uma variedade Riemanniana

. T ;. . . . . 7m+1
compacta e conexa, cuja métrica é induzida da variedade Riemanniana M~ (c).

Denotemos por p(t) o polindémio caracteristico da matriz associada ao operador da segunda
forma A,. Sabemos que a segunda forma ¢ bilinear e simétrica, assim o operador A, é
autoadjunto e portanto diagonalizavel. Logo, existe uma base para a qual A, é representado

por uma matriz diagonal. Desse modo, seu polinomio caracteristico é tal que:

t—k 0 0 0
0 t—ky O 0
p(t) = det(t] — [A,)) = det 0 0
0 0 t—Fkyn 0
0 0 0 t—k,

= (t—Fk)(t—ko) - (t — k1)t — k).
Segue que p(t) é igual a:

tm — (Zk’ztm_'l) +Zklk’jtm_2+—|—<—1)m Z kil .. 'kir tm—r+- ..

i<j i <<y

(1)K - .

O termo em destaque na expressao anterior é uma funcao simétrica, da qual decorre a

seguinte defini¢ao:

Definicao 22. Seja x : M™ — M uma imersio isométrica, onde M é uma variedade
Riemanniana cuja métrica é obtida pela imersao x, com segunda forma fundamental B.
Sejam k1, ..., k,, as curvaturas principais associadas a B. Defini-se a fung¢oes simétricas
elementares S,., associada a segunda forma B por:

Z ki, -k

1< . <l

So =1, Se(k1y ooy bm) = (1 <r<m), S,=0 (r>m). (3.1

Assim, considerada uma funcao simétrica S,., aplicada nas curvaturas principais de uma

imersao x, pode-se obter informacoes sobre a geometria da variedade M, em questao.
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s o~ - . “7m+1 . ~ . J
Defini¢ao 23 (r-ésima Curvatura). Seja x : M™ — M uma imersao isométrica, onde

M™ é uma variedade Riemanniana, cuja métrica é induzida da variedade riemanniana
——m+1 ;. T . ~ . T , .
M ", A r-ésima curvatura média da imersao isométrica x é definida por:

S, .
Diretamente da definicdo de S,., tem-se que: Hy =1, H; = Zl ¢ a curvatura média, e H,,
m

é a curvatura Gauss-Kronecker.

Vamos agora apresentar algumas proposigoes sobre a r-ésima curvatura de uma imersao z,

que sao essenciais para esse texto.

No entanto, para mostrarmos a primeira proposicao, conhecida por Equagao de Newton,
faz-se necessario, enunciarmos o seguinte lema que pode ser encontrado em (17) e (18),
cuja demonstracao utiliza sucessivas vezes o Teorema de Rolle’s, de modo que entre dois
zeros de um polindmio F, existe um zero de sua derivada F’ e cada zero de F com ordem r

(r > 2) é um zero de F’ com ordem r — 1.

Lema 1. Se o polinémio
F(z,y) = cox™ + 2™ 'y + ... + cny™,

tem todas as suas raizes x/y reais, entdo o mesmo é verdade para todas as equagdes nao
idénticas obtidas a partir de F' por diferencia¢oes parciais em relacao a = e y. Além disso,
se E' é qualquer destas equacoes, e tem uma raiz multipla «, entdo @ é também uma raiz,

de multiplicidade superior maior que 1, da equacgao cujo E foi obtida por diferenciacao.

No que se segue neste capitulo, H, ¢ a r-ésima curvatura com respeito a imersao x, como

consta na defini¢ao (23).

Proposicao 15 (Equacao de Newton). Se as curvaturas principais ki, ..., ky, sao positivas,
entao,
HE ZHrleT‘«Fl: Vrzl,...,m—l.

Demonstragio. Considere a funcao auxiliar f(z,y) = (x + ky)(x + kay) - - - (2 + kny).
Note que:

f(zy) = (@+ky)(z+ky) (2 + kny)
= 2" 4 (k1 + ...+ )™ty + (Zkikj)xm_2y2 +o ke kpy™
i<j
= Spa™ 4+ Siz™ ly + Sox™ 2t + L+ Spy™

= Hyx™ + (ﬂf) Hyx™ 1ty + <ZL> Hox™ %% + ...+ H,y™. (3.2)
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Supondo ki, ks, ..., k,, ndo nulos, por definicao, H,, = S, = ki - ko - ... - kp, # 0. Assim,
(xz,y) = (0,y) ndo é raiz de f, pois do contrario, se x = 0 (y # 0) pela equagao (3.2) tem-se
que H,y™ =0, isto é, H,, = 0, contradigao! Logo, pelo Lema (1), x/y = 0 ndo pode ser

raiz multipla de qualquer equagao derivada de f.

Vamos efetuar uma série de diferenciagdes em f, a fim de obtermos uma equagao que

apresente apenas H,,H, | e H, 1, das fun¢des H;. Expandindo f, obtemos:

1

I m HrflxM7T+1yril+ m ermfryT_i_ m Hr+1xmfr71yT+l+
r—1 r r+1

m m m
f(xay) = Hol’m + < >H15L‘mly + <2>H2xm2y2 + ...+ <T _ 2) HT72xmfr+2yr—2 -+

m
H/r' mir72 T 2 s Hm mu
T (T 2) 2 Y4+ Huy

Efetuamos (m — r — 1) diferenciagoes em f com relagao a variavel z,

gm—rt m! w1 (m=1)1(m ,
8xm—r—1f(x7y) = (r+1)‘HOI + rl 1 Hlx Y+
(m—2)! (m 1o (m—r+2)1{ m 3 ro
—— Hyx" e — H,_ "
e r\e)r v et Y i
— !
L lm ;+><¢nJHFW@P1
! r—

m

+(m —r)! <T:> H.xy"+ (m—r—1)! (7’ . 1) H, 1y .

Agora, efetuamos (r — 1) diferenciagoes em (3.3) com relagao a varidvel y, e obtemos:

(m—r+1)!

o) = (" e

r —

arf 1 amfrfl
ayr—l ( Oxm—r—1

+(m —r)lr! <m> H,xy
T

cim—r— 1 ‘; D! (T 7_": 1) Ho® (3.3)
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Denotando a equacio (3.3) por f(x,y). Observemos que:

flzy) = <m_T+1)!(r—1)!< m1>Hr_1x2

2 r—

+(m —r)!r! <m> H,xy
r

(r+1D!/ m 9
—r—1)! H,
+(m —r ) 5 r 1 +1Y

(m =1 —1)T m! 2
2 MM Hy—
+ ——H.x
+MM m .
2 o pr—
m) m)
= TH,«_lxz +m!H,zy + 7H7a+1y2.

Portanto,
= m! m!
f(x7 y) = ? T—1x2 + m‘ery + ?Hr+1y2- (34)

Seque que dois consecutivos H, em particular, H, e H,,; nao podem ser nulos. De fato, se
H.=H,..,=0,
fz,y) = Hy_a® + 2Hzay + Heeq” = Hy_12°,

Neste caso, f(0,y) = 0, isto é, z/y = 0 seria raiz do polinémio f, obtido de f por uma
série de diferenciagoes, contradizendo o Lema (1). Portanto, suponha z/y # 0 raiz de f,
dai

fy) =y (@/y+ k) (@/y+ ko) (x/y + kn) =0,
Segue que x/y = —k; € R, e pela equacio (3.4), f tem suas raizes x/y reais. Assim,

| |
%Hr,le +m!H,xy + %Hrﬂgf =0,

multiplicando por %,

H,_2* +2H,xy + H,,1y* = 0. (3.5)
Segue que o discriminante de f deve ser positivo. Logo,
(2H,)*> —4H, H,,1, >0 < 4H? —4H, \H,..1 >0
& H?>H, H,..

Proposicao 16. Supondo as mesmas hipoteses da proposicio anterior, tem-se que
H, > H}. (3.6)

Equivalentemente,

=

1
H >H; >..>H >HY" = k... k, (3.7)
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Demonstra¢io. Mostramos por inducao em r. Utilizando a equagao de Newton, (15), se
r = 1 entao,

H12 Z HOH2 == H2 (Ho = 1)

1 r—1
Entao, H; > Hy. Assumindo por hipétese de inducao que H,_; > H," , segue que

H? > H, H.., (prop 15)
> HTT%H,,H (hip. indugao)
= HH "Ho
~ H > H "H.. (H, > 0r)

1
Multiplicando por Hy, temos
1 11
HrHrT Z HrrHr THTJ’_l,

Ou seja,
r+1

HT'r Z HT+17

T -
r+1

11
Isto porque Hy H, " = H? = 1. Por fim, elevando a poténcia,

r+1 r

(Hy" )’"jr1 > (Hypy1)™T,

Logo,
H, > H}.

r

O
Proposicao 17. Seja x : M™ — M uma imersao isométrica, onde M™ e M sdo
variedades Riemannianas, a primeira compacta, conezxa e orientavel, e a sequnda orientada.
Se H..1 >0, entao H., >0 em M™.
A demonstragao dessa proposi¢ao pode ser vista em (19).

Proposicao 18. Supondo as mesmas hipéteses da proposi¢io (15), seque que:

HlHr 2 Hr+17 T Z O

Demonstracao. Mostremos por inducao em r. Por definicao, Hy = 1. Logo, para r = 0
temos HyHy = H,.1 = H,. Suponhamos por hipdtese de inducao que a desigualdade seja
verdadeira para r — 1, isto é, que H1H,_; > H, para todo r > 0. Como as curvaturas

principais sao positivas, H, > 0, dai,
H\H,_H, > H.
Na proposicao (15), vimos que H?> > H, 1 H,, 1, entdo,

HlHrler Z HrlerJrl-
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Como k; > 0 para todo i, H,_; > 0, portanto,

HlHr Z Hr—i—l

3.1 Transformacoes de Newton

Definigao 24. A r-ésima transformagao de Newton ¢é a aplicagdo T, : X(M) — X (M),
definida por:

1, ser =0,
T. = 3 (—1)7S,_; A7, ser=1,...m—1,
j=1
0, se r > m.

onde I é o operador identidade em X(M) , S, é a funcao simétrica como definida em (3.1)
e A denota o operador da segunda forma. Note que:

T, = S(-1pS

Jj=0

= ST — S, A+ S, s A%+ .+ (1) A"
= S, T+ AS, 1T+ S, sA+ ...+ (=1)"tA™
= S, — AT, ;. (3.8)

Assim, o operador T, pode ser definido indutivamente por:

I, ser =0,
T, =< S, 1—AT,_4, ser=1,...m—1
0, ser >n.

Proposicao 19. O operador de Newton T, comuta com o operador da sequnda forma A.

Demonstragdo. Vamos mostrar por indugao em r que T,A = AT,. Para r = 0, pela
definicao de T, temos que TyA = [A = Al = AT,. Supondo que T, 1A = AT, 4, temos

que:

AT, = A(S,I- AT, )
= A(S.I-T,1A) (hipétese de indugao)
= AS,. I - AT, 1A
= S, IA- AT, 1A
= (S, 1 —AT,_1)A=T,A.
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Proposicao 20. O operador T, é auto-adjunto:

Demonstragio. Dados X, Y € X(M), devemos mostrar que (T, X,Y) = (X, T,Y). Note
que se r = 0, por defini¢do, Ty = I, que é auto-adjunto. Supondo por hipdtese de inducao
que (T,_1 X,Y) = (X, T,_1Y). Segue que

(I.X,Y) = ((SI—-AT,_1)X,Y) ( definigao de T;.)
= (51X — AT, 1 X,Y)
= <STIX7 Y> - <ATT—1X7 Y)

Como A é autoadjunto, temos que (AT, 1 X,Y) = (T,_1 X, AY). Dai, usando a hipétese
de indugao, (T, X, AY) = (X, T,_1AY). Além disso, vimos na proposi¢ao (19) que T,

comuta com A, logo:

(T,X,Y) = (X,S1V) — (X, AT._,Y)
= (X,S,IY — AT,_,Y)
= (X,(S.1—AT.,)Y)
= (X,T,Y).
Portanto, (1, X,Y) = (X, T,Y). O

Sejam ki, ..., k,, os autovalores da transformacao A. Denotemos por A; a restricao da
transformacgao A ao subespago gerado pelas diregoes E; correspondentes aos autovalores
kiyi=1,...,n. Seja S.(A;) a soma S, com excegdo dos termos em que aparece o autovalor
k;. Desse modo, podemos expressar .S, como a soma de duas parcelas, k;S,_1(A;) em que

aparece o termo k;, e S,(A;) que ndo aparece o termo k;. Assim,
Sr(A;) =S, — kiSr—1(A;). (3.9)

Proposicao 21. Seja M™ uma variedade Riemanniana (M™ — M H) e{Ey, ... E,}
uma base ortonormal de M, formada por autovetores de A. Entdo, S,(A;) sao autovalores

de T} correspondentes aos autovetores E, ..., E,,, ou seja,
T.(E;) = S.(A;)E;. (3.10)
onde

TT = Z(—I)JS,_]AJ
7=1

Demonstracio. A demostracao segue por indugdo em r. Supondo r = 0, pela defini¢do da

r-ésima transformacao de Newton (pag. 36) e das fungoes simétricas (pag. 31), temos que
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To=1¢eSy=1,logo Ty(E;) = I(E;) = E; = So(A;)(E;). Suponhamos por hipdtese de
inducdo que a equacao (3.10) é valida para r — 1. Da definigao de T,., segue que,
TT‘(E’L) = (ST‘I - AzTr—1>(E7,)
- S,,-(El) - AZTT—l(Ez)

Como T, comuta com A, e F, ..., E,, sdo autovalores de A,

TT(E’L> = S’V‘(E’L> - TrflAi(Ei)
= Sr(Ez> - Tr—lki(Ei)
- S’r(Ez> - kiTr—l(Ei)7
onde k; (com i =1,...,m) é autovalor de A. Portanto, segue da hipétese de inducao e da
equacgao (3.9) que:
= (S — kiSr—1(Ai)) (E3)
= S.(A)E;. ( decorre de 3.9 )

]

Proposicao 22. Seja M™ wuma variedade Riemanniana (M™ < MWH) munida da
conexdo V. Para todo X € X(M), tem-se que:

tr(T,-1VxA) = (grad S,, X).

onde A € o operador de sequnda forma.

Demonstragio. Seja {F, ..., E,,} uma base ortonormal formada por autovetores de A
associados aos autovalores ki, ..., k,,. Pela definicao de traco de um operador,

m

tI'(TT,1VXA) = Z<Tr71(vXA)ElaEl>

i=1

Como T,_; é autoadjunto, e S,_1(A4;) é autovalor de T,._; associado ao autovetor E;,

tr(T,_1VxA) = (VxA)E;, T, 1 E;)

NE

@
I
—_

I

s
Il
—

(VxA)E;, Sp—1(Ai)(E:))

Sr-1(A)(VxA)E;, E;),

Il

ﬁ
Il
N

Dai,

m

tr(TrfleA) = Z Srfl(Az><vX<AEz) - A<VXEZ)7 EZ>7

=1
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Como E; é autovetor de A, V i, temos que A;F; = k;E;. Além disso, A é autoadjunto.

Portanto,

(T, 1 VxA) = 38, 1(A)(Vx(kiE) — A(VxE), By)

114:

I

@
Il
=

Sr1(A) (Vi (ki By, Ei) — (A(VXE;), ;)

Il

@
I
-

Sr1(A)((Vx (KiEs), Ei) — (Vx E;, A(Ey)))

Sr—1(A)((Vxki By, Bi) — (Vx B ki Ey)),

I

s
I
—

Da compatibilidade de V,

BT VxA) = Y S (A)(X (k) B B) + klVaBr 5] — VB )

i=1
Pela definigao de S,, isto é, para S,._1(A;) segue que,

tr(T,_ | VxA) = isr—l(Ai)X(ki)

m

= D (X(k) > kiy -+ ki)

=1 7;1<...<Z‘771,7;17£i
= Z Zkle(kn)/ﬂ
7;1<...<Z‘771,7;l7£i te=1
Mas, a ultima igualdade significa a derivada de S, na direcao de X. Portanto, pela defini¢ao
do gradiente de S, concluimos que tr(7,_1VxA) = X(S,) = (grad S,, X). O

m .
Supondo k; > 0 para todo i. Seja wj(ky, ..., ky) = > k. Vamos mostra, por recorréncia, a
=0

seguinte igualdade conhecida como identidade de Newton:
r—1

> (1Y Sjw—j = —(=1)"rS,, comr=1,..n. (3.11)

J=0

m m
Primeiro tomamos j = 0. Dai, temos que wy = 3 k? = 3 1 = m. Agora, se j = 1,
i=1 i=1

i(kl) =951, (3.12)

=0
Para j = 2,
SNk o= D k42 kiki, —2 ) ki ki,
1=0 =0 11 <tg 11 <ig
= Q- kIO k) =2 kiks,
1=0 =0 11 <12

=0
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k Z i1 7/2 Zkzl i Z kilkigkig + Z kilki2k

N
I
Ms

1=0 =0 11 <i9<i3 11 <t9<i3
= O k) Z Zk‘ukzzzk‘ +3 Z ki ki,
=0 11 <12 11 <12<13
Entao,
i=0 i=0 i=0
Por fim, tomando 5 = 4,
Sk = (Zk4+ S ik ) ( S k= 3 kkk:2>
=0 11,12=1 11,02=1 11,82,i3=1
BED i176i2 11 #1913
S EmkkE 4 Y mhﬁﬁh>—4 S kakikiki
i1,i2,i3=1 11 <ig<iz<ig=1 11 <i9<iz<ig=1
i1#£i2 713

Isto é,

Sk = S kYK Z k“k;ZQZkQJr Z ki kiykiy > ki

i=0 i=1 =1 i1 <ig=1 i1 <ig<iz=1 i=1

—4 Z ki ki kiski,
11 <ig<iz<ig=1
= 51>k} =S K+ S5 ki — 48y (3.15)
i= i=1 i=1

Agora, repetindo o procedimento acima r vezes, obtemos:

Wop = m

w = 5

Wy = Slwl — 282

w3y = 81WQ — SQCUl + 35’3

Wy = Slwg — Sgwg + Sgwl — 454

Z(Uj = Z Sle‘,l — Z Sgwj,Q + ...+
j=0 j=2 j=3
+ > (1) S awig + (1) Semwr — Y (—=1)75S; +m (3.16)

Considerado as r — 1 somas,

r—1 r—1

r—1
dowj =2 Swj1 - ZSzwg 24 A (1) S gwr = > (1) S; +m. (3.17)

Jj=2 J=3 j=1
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Subtraindo a equacao (3.17) da equagao (3.16),
r r—1
Wy, = ij — ij = S1wr_1 — Sowr_g + .. + (=1)" S, _gwy — (=1)"1S,.. (3.18)
=0

J=0

Como Sy =1,
Sowyr = S1wr_1 — Sowr_g + ... + (=118, _gwy — (=1)"7S,. (3.19)
Dai,
Sowy — S1wp_1 + Sowr_g + Sswy_3 + ... — (=1)7LS, gwy = —(=1)"rS,, (3.20)

Assim, obtemos a equagao procurada:
r—1 )
> (-1 Sjwr—j = —(=1)"rS,, (3.21)
j=0

para todo r =1, ..., m.

Utilizando a igualdade de Newton, que acabamos de mostrar, podemos demonstrar a

seguinte proposigao:

o~ . ——Fm+1 . . . Vi . ~
Proposicao 23. Sejam M™, M variedades Riemannianas, x : M — M uma imersao
isométrica. Considere T, a r-ésima transformacgao de Newton associado ao operador da

sequnda forma fundamental A. Tem-se que:
(a) tr(T;) = (m —r)S;,
(b) tr(AT,_1) =1rS,.

Demonstragio. (a) Sejam ky, ..., k,, autovalores de = e {F, ..., F},,} uma base ortonormal

formada por autovetores associados a segunda forma A. Assim sendo, k; é autovalor de A

e kJ é autovalor de A7. Como T,(E;) = ZT: (—1)18,_; AT E;,
0

tr(7,) = i(Tr(EZ),Eﬁ

- ii}(—l)j&_jmj(ﬂ), i)
_ ié(_njsr_j(k{Ei,Ei)
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Assim,

m .
Substituindo Y~ k] por w; obtemos,
i=1
T

(L) = D (=1)Sr—jw

3=0
= SW0+Z r ]wj

Tomando j = r — &, lembrando que wy = m, e em seguida utilizando a equagao (3.21),

r—1
tr(7,) = er+Z(—1)T_”Ser_H

= mS,+ (-1) Tz_%(—l)kSnwrn

= mS, +( 1)7’Ti:l(—1)"35,.€u;r_,.i

= er - (_1>r€:1>TTSr

= mS, — (=1)*8,

= (m—r)S,. (3.22)
]

Demonstragio. (b) Como A é um operador autoadjunto,

tI‘(ATT_l) Z ATT 1 E>

= 2 A(Tra(E), A(E)).
Na proposigao (21) vimos que S, (A4;) é autovalor de 7)., logo,

AT = S (S (A)E, kE))

= S kS, (A

Mas, S,.(A;) = S, — k;S,—1(4;) (equacao (3.9), pag. 37 ). Sendo assim,

m

tr(AT,—1) = > (Sr — S:(4))

i

= Y8 -84

= mS, —tr(T}).
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Em fim, utilizando o item (a), concluimos que:

tr(AT,_1) = mS, — tr(T,) = mS, — (m —1r)S, =rS,.

Proposicao 24. Se T' é um operador autoadjunto, entao (VgT') é autoadjunto.

Demonstragio. Sejam Y, Z € X(M). Utilizando a definigao (5) e a compatibilidade da

conexao,
(VeT)Y,Z) = (Vu(TY)—TVgY,Z)
= (Vg(TY),Z) —(I'VgY, Z)
— E(TY,Z) — (TY,VZ) — (TV Y, Z).
Como T é autoadjunto,
(VeT)Y.Z) = E(Y,TZ)—{Y,TVpZ)—(VEY,TZ)

= (Ve¥TZ)+ (Y, Ve(T2)) - Y, TVZ) — (NeYTZ)

= (Y, Vp(T2)) - (Y, TVpZ)
Portanto,
(VET)Y,Z) = (Y, VE(TZ)-T,VEZ)
_ Y (VaT)Z). (3.23)
O

Teorema 25. Seja v : M — M uma imersao onde M tem curvatura seccional constante.

O operador T, ¢ livre de divergéncia, isto €,
Z(VEZ.TT)EZ- =0, onde Ey, .., E,, ¢ base de T,M.

i=1

Demonstracao. Vamos mostrar por inducao em r. Suponha r = 0. Pela defini¢ao de T,

temos que Ty = I, logo:
i(inTo)Ei - i(inI)Ei —0.
Suponhamos por hipdtese de indugao que g:l(inTr—l)Ei =0. Como T, = S,I — AT,_1,
i(inTr)Ei = i(in(SrI — AT, 1)) E;
_ f:l(VE,.(SrI) Vi (AT, ) E,
= f: Vg (S 1)E; — i Vi (AT, 1) E;

i=1 i=1

— grad S, — S (VAT B — > AVe (T B (3.24)

i=1 i=1
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Como Vg, A é autoadjunto,,

m m

D AVEAT)E,X) = Y ((T1)Ei, (Ve A)X). (3.25)

i=1 =1
Pela equacao de Codazzi (prop: 14) e pelo fato de M ter curvatura seccional constante,
temos que (Vg A)X = (VxA)E;. Assim sendo,

m m

;<(VEiA><Tr_1>Ei,X> = ;«Tr_l)Ei,(vXA)EZ-)

= 2 A(VxANT,-1)E; E;)
- EEVXATT,l). (3.26)
Utilizando a proposigao (22, pag. 38),
S (VAT X) = (grad . ), (3.27)
para todo X € X(M). Isto significa que,
S (Vi A)(Ty_1)E: — grad S, (3.28)

i=1
Substituindo a equacgao (3.28) na equacao (3.24),

m m

Z(VEZTT)EI = grad Sr — Z(VE1A>(TT—1)E2 — iAsz (T,«_l)Ei

i=1 =1 =1

— gradS; — grad S, — 30 AV (T, 1) B

Mas, pela hip6tese de inducao Tf: Vg, (T.—1)E; = 0. Logo, in: (Vg,T,)E; = 0. O
i=1 i=1

3.2 Operador L,

Nesta subsecao, apresentaremos a definicado do operador L, e algumas de suas
propriedades. Em particular, apresentaremos a demonstragao de que L, é um operador
eliptico se a curvatura H, > 0 . Assim sendo, como pode ser visto, em resumo no apéndice
(A), é possivel supor a existéncia de seu espectro permitindo obter uma estimativa para o

primeiro autovalor de L., (4).

No que se segue nesta secao, M +1(c) representa o espaco hiperbélico H™*! se ¢ = —1, o

espaco euclidiano R™*! quando ¢ = 0, ou S™*! se ¢ = 1.

Definicao 25. Sejam M™ e M variedades Riemannianas, f : M™ — R uma fung¢ao

diferenciavel. Tome r € N, com 0 < r < m — 1. Defini-se o operador

L, : C=(M) — C=(M)
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por:

L.(f) = tr(T.(Hess f)).

Quando r = 0, obtemos Lo(f) = tr(Ty(Hess f)) = tr(Hess f) = Af. Ou seja, o operador

L, pode ser considerado uma generalizacao do Laplaciano.

Proposicao 26. Sejam M™ uma variedade Riemanniana, com conexdo NV, x : M — M

uma imersdo onde M tem curvatura seccional constante. Entdo,
L,(f) = t(T,(Hess [)) = div(T,(grad f)), (3.29)

para toda fungdo diferencidvel f: M — R.

Demonstragao. Seja {E;}7, uma base ortonormal. Pela definigao (15, pag.23 ), temos que
Hess(f),(X) = (Vxgrad f),. Dai,

m

tr(7,(Hess f)) = tr(T.(Vxgrad f)) => (T.(Vggrad f), E;). (3.30)

i=1

Por outro lado, pela definigdo de divergente ( pag.21), (isto é, [Y — Vytr grad (f)] )

div(T,(grad f)) = tr(VyT,(grad f)) (onde Y € T,M)

m

= > (Vg T.(grad f), Ey). (3.31)

i=1
Como (Vg,T,) é autoadjunto ( prop: 24) e T, é livre de divergéncia,

m

S (VeTi(erad £),B) = S (Ve T)(erad £), B + (T,(Ve(grad 1)), E))

i=1 i=1

- WJri (Vg (grad f)), E3),

m m

> (VT (grad f), Ei) = > (T.(Vg,(grad f)), E:). (3.32)

i=1 =1

Utilizando as equacoes (3.30), (3.32) e (3.31),

o

Assim,

m

(T (Hess f)) = Y- (T (Vigrad £)), ) = S (V5T (grad f), B:) = div(Ti(grad f).

i=1 =1
Logo,
tr(T,.(Hess f)) = div(T,(grad f)).

[]

Portanto, no caso de uma imersao em um espaco com curvatura seccional constante,

pode-se expressar o operador L, pela divergéncia de T, (grad f).
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Proposicao 27. Sejam M™ uma variedade Riemanniana, x : M™ — R™ uma imersao
isométrica, e n um campo unitdrio normal a M em R™. O operador L, tem a sequinte

forma:
L.(|z]*) = 2(m — r)S, + 2(r + 1)S,1(x, n), Vr=0,.,m-—1

Demonstragio. Sejam p € M™ e B = {E\(p), ..., Em(p)} € T,M uma base ortonormal que
diagonaliza o operador da segunda forma A,, em p. Denotemos por {£;}7,; um referencial
geodésico que estende a base B a uma vizinhanca do ponto p, e por V e V as conexoes

Riemannianas de M™ e R™*! respectivamente.

Inicialmente, vamos mostrar que Vg, E; = k;n, onde ki, ..., k,, sdo autovalores do operador
A,. Podemos escrever Vg, E; = (Vg,E;)" + (Vg E;)*, onde o primeiro termo ¢ a compo-
nente tangente e o segundo termo é a componente normal de Vg, E;. Pela equagao (2.13),
temos que Vg, E; = (Vg E;)T, mas como {E;}™, é um referencial geodésico obtemos
Vg Ei(p) = 0. Como (E;,n) = 0, derivando na dire¢ao de E;, temos E;(E;,n) = 0, dai
(Vg Ei,n) = (E;, —Vg,n). Além disto, sendo (n,n) = 1, temos que (Vg,n,n) = 0, dai
Ven = (Vgn)". Portanto,

(Vi Eiyn) = (Ei, ~(Vem)"). (3.33)
Pela proposigao (12), segue que
(Vi Eiyn) = (Ei, ~(Ven)") = (B, Ay(Ei)) = (Ei, ki Ei) = ks

Portanto,

Utilizando a defini¢do do operador L, (Def: 25, pag: 44) e do Hessiano (15, pag. 23)

obtemos:

Lr(’$|2) = tr(T.(Hess |$!2))
= ;(Tr(Hess |z |*)E;, E;)
i(TT(VEigrad |z|*)E;, E;)

=1

(Como T, é autoadjunto e T,.(E;) = S,(4;)E;)

— 3 (Tngmad )5 T D)
— S (Tnsmad kP)B, S, (A)E)
= 3 S, (A)(Vgrad |fP)Es ).

i=1
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Pela proposicdo (2.6), temos que grad |z|> =Y (E;(|z|*))E;. Entéo,

LilaP) = 30 S ANV e, S (E (e E)). B

= i:ST(Az-)<(Ez-(§jl(Ej<|xy2)))Ej(p> + i(Ej(|x|2)wai>,
= S S ANE(E B () B ), B

pois o referencial é geodésico. Observe que x denota o vetor posicao da imersao, logo
Ei(x) = E;. Assim,

Lie) = 3" S ANE(S (B (o) B ). By

— 23 S (AN E(( i),

=1

Mas, E;((E;,z)) é a derivada da funcao (F;,z) na direcdo do campo E;. Assim, da
compatibilidade de V, E;((E;, x)) = (E;, E;(z)) + (x, Vg, E;). Logo,

m

L(af) = 2(§ST<A1><E“EZ-<:(:>>+;sr<Ai><x,inEi>)
_ 2(2 (A, !E!2+ZS ) Vi )

m

S (A) + 3 80 (A) (e, inEZ)).

=1

(o

@
Il
—

:2<

No inicio desta demonstragao, vimos que Vg, E; = k;n, (equagao (3.34)). Dal,

3

NE

L(|z[*) = 2> S.(4)+2

1 =1

Sp(Ai) (i, ki)

3

= 2 Sr(Ai)+2iSr(A~)ki<x,n>
o7 2 AT (o) ( pela e 3.10)

Utilizando a proposicao (23, pag.41), concluimos que:

L.(|z]*) = 2(m—7)S, +2(r +1)S,11{z,n) (3.35)
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Teorema 28 (Teorema da Divergéncia). Seja M uma variedade Riemanniana compacta,

com bordo OM e X € X(M). Considere n um campo unitdrio normal a OM, entdo

/M divX dM = /a (Xn) da, (3.36)

Em particular, se M é compacta e sem bordo, temos que

/ divX dM = 0. (3.37)
M

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em (13).

Teorema 29 (Férmula de Minkowski). Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta,
conexa, orientdvel e sem bordo. Considere x : M™ — R™! uma imersao isométrica e n

um campo unitario normal sobre M™. Entdo,

/(HT+HT+1<X,77>):O, Vr=0,..,m— 1. (3.38)
M

Demonstragao. Na proposigao (27), obtemos a igualdade:
L.(|z*) = 2(m — r)S, + 2(r + 1)S, 11 (z,n), Vr=0,..,m—1 (3.39)

Pela definigao de curvatura média ((23) pag. 32 ), temos que:

| —7r)!
H - S, :r.(m T)'Sr, l<r<n
(m) m!
Lri(m—r—1)!
Portanto, multiplicando a igualdade (3.39) por 57” (m T ) , obtemos
m!
1ri(m—r—1)! 9 1ri(m—r—1)! Lrl(m—r—1)!
5 m! LT(|$‘ ) = 5 m! 2(m - T)ST + 5 ml 2<T + 1)Sr+1<x777>
rl(m —r)! r+ )l(m—r—1)!
=g, CEDR = D )
m! m!
= H,+ H,1(z,n), Vr=0,...,m—1.
Entao,
Lrim—r—1)!
ET (m - P Le) = Hy+ Hoon(on),  ¥r—=0,m—1.
m!

Integrando sobre M™ ambos os lados desta igualdade,

/. Lrtm = r = Dby oy = [ Hek o). (3.40)

2 m)!

Utilizando proposigao (26, pag: 45) e o Teorema da Divergéncia, temos que

fuw g™ elaf) = g [ ditTrad o) =0

2 m)! m!

Substituindo esse resultado em (3.40), obtemos a igualdade desejada,

/ (Hy + Ho (X, ) =0,  ¥r=0,..,m—1.
M
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Proposicao 30. O operador L, ¢ eliptico se, e somente se, T, € positivo definido, ou seja,

se 0s autovalores S,(A;) de T, sao positivos.

Demonstragio. Sejam {Ej, ..., E,,} base ortonormal de T,M e f € C*(M). Pela proposi-
¢ao (3.50), o grad f = Y (E;(f))E;. Segue da defini¢cao do Hess e da compatibilidade da
i=1

conexao que:

f:l(Hess IIE;) = Zm:lVEj(grad f)
= Vs (L EUNE)
- f_: (EJ<E (f)E +E(f)VEE)

Usando os simbolos de Christoffel, tem-se que Vg, E; = f; I‘fiEk, dai,
k=1

S(Hess )(E) = 3 (BE)E+ Y. E(T5E)

= 3 (BEGNE) + 3 (B(OTLE)
= (st S mioni)r)

Aplicando o operador T,

TT<Hess(f))Ej> - T(i(( +ZEk ) ))

= 3 (BEU) + B0 ) 1)

1,j=1

Pela definicao do operador L,,

L.(f) = tr(T,(Hess f))

= <z§:1< +ZEk F;k) r(Ei), Ej)
_ i( +2Ek T (T (B ),

isto é,
L.(f) = > (Vg/(THess f), Ej)
J

= Z<Trij (gmd f)7 EJ
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Por defini¢do de operador eliptico (ver no apéndice 29), L, é um operador eliptico se
a matriz ((T,.(E;), E;)) = S,(A;)d;; é positiva definida. Isto significa que os autovalores
Sr(A;) do operador T, devem ser positivos. O

Proposicao 31. Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta, conexa, sem bordo e
. 7m+1 . ~ . s . ~ s
orientada, e x - M™ — M (¢) uma imersdao isométrica. Se H..1 > 0, entao L, é um

operador eliptico.

Demonstragio. Pela proposicao anterior devemos mostrar que S.(A4;) > 0. De acordo
com (20), desde que Mmﬂ(c) é conexo e M é compacto, existe um ponto p € M tal que
todas as curvaturas principais de z tem o mesmo sinal. Por uma escolha adequada do
campo normal, podemos assumir que todas sao positivas em p, logo por continuidade, sao
positivas em um aberto U contendo p. Portanto, de (3.1, pdg. 31) e (23), todas as fungoes
H;, S; e S;(A;) sao positivas, em U.

Consideremos o conjunto:
G.={peM:S.(k)>0,i=1,..,m}.

Vamos mostrar que G, é aberto e fechado. Pela continuidade de S,.(k;), temos que G, é
aberto. Seja ¢ € G, onde G,. denota o fecho de G,.. Novamente da continuidade de S,.(k;),
Sr(k;) >0, em g,

Sr-l—l(ki) = Sr+1 - kzsr(kz)
Agora, supondo por contradigao que S, (k;) = 0 em ¢, obtemos S, = S,;1(k;). Mas, por

hip6tese H,.1 > 0, logo pela defini¢ao (23) temos que S,; > 0, portanto S, 1(k;) > 0.
)

Mais uma vez utilizando a definigao (23), isto é, (T) H, = S,. Segue que,

m
0< ST+1<ki) - (’I“ + 1) Hr+1-

1 1 1
De acordo com a proposigao (16) temos Hy > Hy > ... > Hr > H[1, logo

r

0 < Sr(ki) = ( " )Hr-i-l(ki) < ( . )Hr(k?i)ﬁl‘

r+1 r+1

Usando novamente a definicao (23) e a hipdtese S, (k;) = 0, temos que

o< Sl = (1 Jatio < (1 )ty ® < (Tl)(scffs)) "o

Contradicao. Entao, S,(k;) > 0, portanto ¢ € G;. Como ¢ foi tomado arbitrariamente em

G, tem-se G; C G;. Portanto, G, é aberto e fechado, e como M ¢ conexa, temos que

G, = M. Logo, S,(A;) > 0 em M. Assim, concluimos que L, é um operador eliptico. [J
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Proposicao 32. Seja M™ uma variedade Riemanniana conexa, compacta e sem bordo.
. 5 m+1 . ~ . £y . ) .
Considere x : M™ — M " (c¢) imersdao isométrica, onde ¢ € a curvatura seccional de x, e

n uma direcao de M, entao:
L.(x) = co(r)(Hy11m — cH,x), (3.42)

onde co = (m — ) (T) e Lp(x) = Ly(x1, ..., xmy1) = (Lp(x1), oy Lp(@pni1).

Demonstragdo. Suponha ¢ = 0.Tem-se que MmH(O) = R™"! e z(M) é uma hipersuper-
ficie imersa em R™*!. Assim, podemos expressar R™+! = T,M @ [n], Vpe M. Fixado
i

v € R™! temos que v = v' 4+ v+, onde v’ é a componente tangente de v e v+ é a

componente normal de v. Denotemos por z = z(p) o vetor posigdo da imersao x em um
ponto p € M. Defina a funcao (z,v) : M — R. Dado X € TM,

(grad (z,v), X) = X({(z,v)) .
= (X,v) + <a77%5 (v é fixo)

= (UT+vl,X>
T, X) + T
Assim,
(grad (z,v), X) = (', X). (3.43)

Logo, grad (z,v) = v'. Escrevemos v = gn. Temos, v = v' +gn com g = (v, n). Portanto,

T T

v’ =wv—(v,n). Logo, grad (x,v) =v' =wv — (v,n)n. Segue que:

Vegrad (z,v) = Ve (v—(v,n)n)

— L0 _
= %_ Vez'(<v7 77>77)

= —ei(<U, 77>)77 - <U7 77>veﬂ7~ (344)

Tomando a projecao tangente,

(Veigrad <ZE, U))T _ (—ei<v, 77>77 . (%U)veﬁl)T — —<U, 77>(ve7;77)—r — <U, 77>An(@i)' (345)
Utilizando a proposicao (26),

L.((z,v)) = tr(T.(Hess(z,v)))
= div(T,grad(z,v))

m

= Y (Ve (Tograd(z,v)), e;).

i=1
onde {e;} é uma base ortonormal geodésica em T, M. Da compatibilidade da conexao,

m m m

> (Ve (Trgrad(z,v)),e;) = > ((Ve,T,)grad(z,v),e;) + Y (T.(V,,grad(z,v)), ;).

i=1 =1 i=1
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Como V., T, é autoadjunto e 7, é livre de divergéncia.

S (Ve Tgrad(e, o), e} = {grad(e,v), (Vo Te)
_ (grad(m,w,iwo (3.46)

Logo,
L.((z,v)) = i(Tr(Veigrad@, v)), €;).

Mas, (V,grad (z,v))" = (V,,grad {x,v)), entio pela equagao (3.45), obtemos a igualdade
(Veigrad <I7U>) = <U>77>A77(6i)' Dal,

IR

-
Il
—

Li((z,0)) = 3 (T:((v,n)Ay(es)), €:).

I
NE

(v, m)T(Ay)es, ei)

v, (T (Ay))-

I
—

o~

Como T, comuta com A,, temos que tr(7,(4,)) = tr(A4,7,). Utilizando a proposi¢ao (23,
pég. 41 ) e a definicao de H,,

<U7n>tr(A77TT> = <Ua77>(7”+1)5r+1
= e+ n(, 7 )i

m!
= (e Dy oy
m!
= (v,m)(m— T)mﬂrﬂ
= (v,n)co(r)Hypa.
Portanto,
Ly({@,v)) = (v, m)eo(r) Hy1. (3.47)

Seja {e1, ..., emi1} base candnica de R™*! (obs.: e; sdo distintos dos anteriores) . Entao, o

m—1
vetor posicdo = z(p) € Y (z,€e;)e;. Segue que
i=1

m+1

L.(x) = ;LT((x,ei))ei

m+1

= Z (ei,m)co(r)Hyqae;
i=1
m—+1

= co(r)H, Z (ei, me;
i=1

= co(r)H, 417 (3.48)
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Portanto se a curvatura seccional ¢ = 0, concluimos que
L.(x) = co(r)Hygam. (3.49)

Agora, suponhamos ¢ # 0. De acordo com o Teorema (10), temos duas possibilidades:
Mm“(—l) = H™"'(-1) ou MmH( 1) = S™*(1). Em ambos os casos vale a inclusdo

WH(C) C R™*2(c¢). Assim, dado p € M, podemos escrever R™"2 = T, M & [n] @ [z].

Seja v € R™*2, fixo. Entdo, v = v + v1. Expressando v+ = gn + pz, onde n é ortogonal
a xz, em M, segue que v =v' + gn + pux. Multiplicando por n obtemos g = (v, n), e por z,

obtemos p1 = c¢(v,z), com ¢ =1 ou ¢ = —1. Portanto, v =v" + (v, n)n + (v, x)x. Dai,
grad (z,v) =v" =v — (v,n)n — c(v, ). (3.50)
Logo,
V.erad (x,v) = V.(v— {(v,n)n— clv,z)z)

_ 0_ _
= M_ V€¢(<v7 77>77) - cVei(@,w)x)
= —ei({v,m)n — (v, mVen — ces((v,2))x — c(v, 2)Vex. (3.51)

onde {e;} € T,M. Tomando a projecao tangente,

(veigrad <LE, v>>T = (—€i<’U, 7]>77 - <U7 77>ve177 - Cei(<v7 a:)):z: - C<U7 x>veix>—r
= —(un)(Ven)' = c{v,2)(Ver)'
= (v,mA,(e;) —c(v, x)e;. (3.52)

Utilizando a definicdo do operador L,, a proposigao (26, pag. 45 ) e a definicao de

divergéncia,

L.((z,v)) = div(T,grad(z,v))
m—+1
= Z <<veiTrgrad<x7 U>7 €Z>> (353)
i=1
Pela compatibilidade da conexao,

m+1 m—+1 m+1

> ((VeiTrgrad(x,v),ei» = > (V. T,)grad(z,v),e;) + > _(T.(Ve,grad(z,v)), e;)
=1 i=1 i=1
mt1 m1
= > (grad(z,v), (MFJe;) + Z V.. grad({z,v)), e;),
i=1
Assim,

m+1

L.((z,v)) = Y (T,(Vegrad(z,v)),e;), (3.54)

i=1
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Utilizando a projecao tangente, como na equagao (3.52), segue que,

Ly((z,0)) = T§<Tr(<vm>z‘ln(ei)—C<v7$>Ei)7€z>

= 2 (T({v.n)Ay(en), &) = Y (To(c{v, 2) i), e)

i=1 i=1
= (v,mtr(T.(A4,)) — c{v, x)tr(T,).
Vimos na demonstragao para ¢ = 0 que (v, n)tr(7,.(A,)) = (v,n)co(r)H,41. Note que,

c(v,e)tr(T,) = —c{v,x)y(m—1)S,

Portanto,

L((z,v)) = (v,mtr(T.(Ay)) — (v, 2)tr(T;)
= (v,n)co(r)H, 41 — (v, z)co(r)H, (3.55)

Agora, seja {ey, ..., €mi1, €mio} base candnica de R™*2 (obs. { E;} distintos dos anteriores).
m+2

Assim, z = x(p) € X (x,e;)e;. Segue que,
i=1

m-+2

L.(x) = ZL z,€;))

m+2 m—+2

= Y (e, mco(r)Hrsre; — Y cleg, x)co(r)Hye;

i=1 i=1

m—+2 m+2
= H, iy Z ei,me; — co(r)H, > cle;, x)e;
i=1
= cor )Hr+177—00( JHcx
Portanto, se ¢ # 0,
L.(x)= c(r)(HHm - cer). (3.56)

]

A seguir anunciamos a caracterizagdo variacional do 1° autovalor do operador L,

quando este é eliptico.

Proposicao 33. Seja M uma variedade diferencidvel, conexa, compacta, sem bordo e
orientada, imersa isometricamente em R™ (ou H™). Se L, € eliptico, entdo seu

primeiro autovalor denotado por \i, tem a sequinte caracterizacao:

Alz—mf[fofog D[ av = ]
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O caso particular em que r = 0 pode ser visto em (21). Para o caso geral, pode ser visto
em (22) e (23).

Considerando uma imersao isométrica x : M™ — R™ dado um ponto p € M™, como
r = z(p) € R™ temos que & = (21, ..., Tpmy1). Assim, podemos supor que [y, x;dM =0

para todo j = 1,...,m+ 1, onde z; : M — R, pois se [}, x; dM = r com r # 0, fazemos,
.%j X;
o dAM = / -~ dM —/ I dM
/M(x] vol(M)) e M vol (M)

1
- AM -7 [ M
/ij " M vol(M)

Entao,

/M(xj B volZM))dM - /M 2 dM —v =0.

Portanto, utilizando a proposi¢ao anterior, temos que:

JyxL(x) dM

N < —
L= a2 dM

(3.57)
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4 ESTIMATIVAS DO PRIMEIRO AUTOVA-
LOR DO OPERADOR Lp

Esta é a principal secao deste trabalho. Nela, apresentaremos as estimativas para o primeiro

autovalor do operador L,, obtidas por H. Alencar, M. do Carmo e H. Rosemberg (4).

4.1 Hipersuperficies em R"*1

Teorema 34. Seja M™ uma variedade riemanniana compacta, orientada, sem bordo, e
imersa isometricamente em R™*L. Considere A o primeiro autovalor do operador L,, com

r=0,...m—1. Se H..1 >0 em M, entdo

r

)\1/ H, dM < co(r)/ H?. | dM, onde co(r) = (m —1) (m))
M M

e a igualdade ocorre precisamente se M é uma esfera.

. . w7l . <. Lo .
Demonstragio. Seja x : M — M (0) = R™! uma imersio isométrica. Como M ¢é

compacta e imersa em R™"! supomos que [, z; dM = 0, para todo j = 1,...,m + 1, onde
x; = M — R. Logo, pela equagao (3.57, pag. 55) temos a seguinte caracterizacao para o

primeiro autovalor do operador L,

A < _fM ijTz(x) dM’
Sy i dM

Isto é,

Al/ 22 dM < —/ z;L,(z) dM. (4.1)
M M

Como o espago ambiente é R™*1 cuja curvatura seccional é ¢ = 0, pela proposigio (32,

pag. 51), temos que L, (x) = co(r)H,41m. Assim,

A1 /M a:? dM < —/M wjco(r)Hypan; dM,

onde n; € a i-ésima coordenada de 1. Somando de 1 a m + 1,

M [ el ad < = [ cofm)Hys ) dM,
M M

Pela formula de Minkowski ( Teorema 29, pag. 48), temos que:

)\1/ |22 czMg/ co(r)H, dM. (4.2)
M M



o7

Como H,,; > 0, multiplicando a desigualdade acima por [,, H? '+, dM, obtemos,

/M co(r)H, dM /M H2,, dM > A, /M 1X |12 dM /M H2,, dM. (4.3)

Por Cauchy-Schwarz,
M /M [|? dM /M H2,, dM > Al(/M ]| Hy 1) dM, (4.4)

e como |z = (z,n),

2 2
A /M lelHyar) dM = A /M<x,n>Hm) dM. (4.5)
Assim, substituindo (4.4) e (4.5) em (4.3),

Ml [ HEav = ([ (e H) au (4.6)

Utilizando, mais uma vez, a formula de Minkowski, agora no lado direito da desigualdade
(4.6), obtemos,

A /M(x,n)HTHf M =\ /M H,)" dM. (4.7)
Portanto,

/CO(T)H dM/ H? dM>)\1(/ H,)" dM.
M " o T - Mo

Como H,y; > 0, pela Proposigao (17, pag.35 ), temos que H, > 0. Logo, dividindo a
2
desigualdade anterior por ( S Hr) dM , obtemos o resultado desejado:

A < co(r) Ju Hipy dM
- v Hy dM

(4.8)
Se considerarmos por hipdtese a igualdade:

A / H, dM = co(r) / H2, H, dM
M M

Serao da mesma forma igualdades as demais desigualdades que utilizamos para obter (4.8).

Em particular, teremos uma igualdade em (4.5), portanto,

(/M ||$||1Lfr+1d]\4>2 = (/M@,n)HTHdM)Q (4.9)

Como H, >0 em M, pela férmula de Minkowski (29, pag. 48),

/ (e, 0) Hysr dM = / H, dM > 0 (4.10)
M M
Logo,
/ || Hyir dM = / (&, n)Hys1 dM (4.11)
M M
Isto significa que x = kn para alguma funcao k. Assim,
Vi, (|2]*) = Vi ({2, 2)) = 2Vpa,2) = 2(E;, v) = 2k{Ex7) = 0, (4.12)

Portanto, ||z|| é constante, e M é uma esfera. O
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Corolario 35. Se adicionarmos as hipoteses do Teorema 34, a hipotese H, 1 constante,

entao
r42

A < co(r)H

e a iqualdade ocorre precisamente quando M é uma esfera.

Demonstra¢io. Na proposigao (16, pag. 34 ), obtemos a desigualdade H, > H, Tﬁ, ocor-

r

rendo a igualdade se M é uma esfera. Pelo Teorema 34, temos que:

A < 00(7’) Ju H3+1 dM
- v Hy dM

(4.13)

Como H,,; é constante,
Sy dM
H?, M
CO(T) r+1 fM Hr dM
Jy dM
v HE dM
HYy fy dM
HE Sy dM
r+2

= CO(T> rﬁj'

At

IN

IN

colr)H2,, (prop: 16)

= co(r

Portanto,
r+2

)\1 § Co(’l“)HT_H . (414)

T

Quando M é uma esfera obtém-se com procedimento andlogo a igualdade desejada. [

Teorema 36. Seja ) uma variedade compacta de dimensdo m+1 com M = OS2, onde
M™ é uma variedade Riemanniana. Assuma que 0 € imersa isometricamente em R™1,
de modo que H, 1 >0 em M. Seja A\ o primeiro autovalor do operador L,. Entdo,

co(r) V
(m+1)2V

e a igualdade ocorre precisamente quando M é uma esfera. Onde V(M) e V() denotam,

A1 <

Egg /M H, dM, (4.15)

respectivamente, os volumes de M e de Q, e como no Teorema anterior co(r) = (m—r)(:’f).

Demonstragio. Sejam {E1, ..., Epy1} uma base ortonormal em T,M e z : Q@ — R™! uma
imersao isométrica. Denotemos x o campo vetorial posicdo em um ponto de 2. Da defini¢ao
(13), segue que,

m+1

dive = Y (Vgaz, E)

i=1

m+1

= Z<(E1$17-'-7Em+1wm+l)7Ei>
i=1
m—+1

= Y (B, E)  (Bix) =E)
i,j=1
m+1

= Y (B, E)

i=1
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Logo,
div(z) =m + 1. (4.16)
Como 02 = M, pelo Teorema da Divergéncia (pédg. 48),
/divx dQ :/ (x,m) dM (4.17)
Q M

Utilizando as igualdades (4.16) e (4.17), obtemos:

(m+ )V(Q) = / div z dQ = / (w,n) dM < / ||| dM, (4.18)
Q M M
Elevando ao quadrado e utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que:
(m +1)2V(Q)? < (/ |2 dM) V(M). (4.19)
M
Logo,
(m +1)*V () / 2
< dM. 4.20
von < e (4.20)

Multiplicando por A; e utilizando a equagao (4.2) da pég. 56,

(m+1)2V(Q)

MY

2
< )\1/ ||2 dM g/ co(r)H, dM. (4.21)
M M

Portanto,

co(r) V(M) /
A< H, dM.
S m+1)2V(Q)2 u
Supondo uma igualdade na desigualdade (4.15), teremos também uma igualdade em (4.18),
isto é,

/M(x,mdM — /M 1X || M (4.22)

Logo, como vimos na equagao (4.12), na pag. 57 , ||x|| é constante e M é uma esfera. [

4.2 Hipersuperficies em H™*!

Seja M™ C H™T! uma hipersuperficie fechada. Denotemos por X = (#,z) € R™"? um

ponto de H™*! no modelo de Minkowski (equacio 2.11, pag.26 ).

Teorema 37. Se M é uma hipersuperficie fechada imersa isometricamente em H™H! e

H,.1 >0 em M, entao,

-3
A — 1H
- <Hr+1+7 =

_H 423
CO(T) — ) ﬂz ==r+1> ( )

onde H € o supremos de H, H o infimo de H, \; é o primeiro autovalor do operador L, e
co(r) = (m—r)(7).
Além disso, se H,+1 € constante (necessariamente H,.1 > 1), entdo

)\1 1 i3

2L < H, —H 1. 4.24
o) = 41+ 5+ ( )
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Demonstragio. Sejam z : M™ — H™! uma imersdo isométrica e (Z,z) € H™"! . Denote
por n o campo vetorial unitario normal a f(M) em H™" com diregdo oposta ao vetor

curvatura média. Decorre da proposi¢ao (32) que:
L(2) = —cor) (Hysan — o), (4.25)

Como H™*™ c R™*2, representando m + 2 equacoes para as funcoes coordenadas de n e

x, obtemos:
Ly(x;) = —co(r)(Hpq1m; — Hyxj), (4.26)

Multiplicando essa equacao por —x;,
—x; Ly (2;) = co(r)(Hppamja; — Hoa3). (4.27)

Como estamos considerando o espago ambiente euclidiano, podemos aplicar a estimativa (
equagao 3.57,pag. 55):
M / 22dM < — / ;L (z;)dM. (4.28)
M M

Assim sendo, substituindo a equacao (4.27) em (4.28), temos que:
)\1/ Z’QdM S / Co(T)(HTJrl?]j[B]' — HT.CE?)CZM (429)
M M
Considerando a soma de 0 a m + 1, obtemos:
M / 72dM < / co(r)(Hoir (7, 7) — H,|E[2)dM. (4.30)
M M

onde 7j é a projecao de n em R™*1,

Como R"™*? = T,M & [n] & [z], tomando e = (0, ...,0,1) € R™"2 podemos expressi-lo por
e =e' + pux — gn. Para obtermos u e g, notemos que (z,n) = 0 e (r,z) = —1. Isso implica

que —(e,z) = e —(e,n) = g (o que pode ser visto também em (9)).

Assim, com procedimento andlogo ao que fizemos na pagina (53) para obter a equagao

(3.50), segue que:

gradpu=c' =e+ (e,z)x — {e,n)n = e — px + gn. (4.31)

Além disso, temos que (Z,7) = pg e |7]* = p? — 1, onde (Z,x) € H™HL.
Utilizando as igualdades:
o (e,e)=—1;

(e, —pz) = (e, (e, x)x) = pi*;
o (e,gn) = gle,n) = —g*
o (—pw,—px) = px,x) = —p’;
o (gn.gm =g".
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Obtemos:
0 < |grad pl?
= e — pz+ gnl?
0

= —1+2(e,—uz) + 2{(e, gn) + (—px, —px) + (=pasgn) + (gn, gn)

= —1+217 =20 — 1> +¢°
Entao,

P <. (4.33)

Utilizando a equacio anterior e a igualdade |Z|? = p? — 1, temos:

2, 2 2 | 2
prtg _pt A1, 1 s ]
< < =pu°— = = —. 4.34
pg < =5 < 5 g =g (4.34)
Como (Z,7) = ug,
1
(@,7) < |3+ 5. (4.35)
Por hipétese, H,y; > 0, assim pela proposicao (16, pag. 34) H, > H,[. Logo,
H, > H;}, (4.36)
onde H =inf H.
Multiplicando (4.36) por —|Z|? e integrando sobre M, obtemos:
—/ H,|7[2dM < —ﬂﬁ/ 72dM. (4.37)
M M

Agora, considerando a integral [, H,1(Z,7)dM e utilizando a equagao (4.35), temos que:

1
/HT+1(f,ﬁ>dM < /HT+1(|i|2+—>dM
M M 2
1
= /Hr+1‘3~3’2dM+*/ HydM
M 2 /M
_ 1
< [ Healala+ 5 [ HeadM (4.38)
M 2 Jm
onde H =sup H.

Dividindo a equagao (4.30) por co(r), obtemos,

c:(;) [ J#PaM < [ (Hyo(, ) — Hyl2?)am (4.39)

Substituindo (4.38) e (4.37) em (4.39), temos,
At

co(r)

_ 1 _r_
/M #|2dM < /M H, a2 + 5 /M HyordM — HTT /M #2dM (4.40)
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Dividindo essa tltima desigualdade por [y, |#|*dM, obtém-se:

N 1 [y HopdM
< Hopq 4 = M 188 g 441
o) =g gy epda A

I

Vamos agora estimar a integral I. Integramos a equacio (4.25):

/M Lo (2)dM = —co(r) /M(Hmn — Hyz)dM. (4.42)

Como L,(x) é um operador divergente (proposi¢ao 26, pag 45), pelo Teorema de Stokes

temos que [y, L.(z)dM = 0, assim,
/ Hyyqn dM = / H,z dM. (4.43)
M M

Mas, |Z|? = pu? — 1 > ¢?, isto ¢, |Z|* > ¢*. Logo, integrando sobre M e multiplicando por
S H21dM, temos que:

/ 7 |2dM / H2,dM > / M / H2,,dM. (4.44)
M M M M

Por Cauchy-Schwarz,
2

/M PdM /M H2,,dM > ( /M gHTHdM) (4.45)

Utilizando a igualdade (4.43), e sendo p > 1, temos:

(fymest) = (fymass' ([ mas) o

Agora, substituimos (4.46) em (4.45), e em seguida, utilizamos o resultado desta substitui¢ao

na equagao (4.44), obtemos assim a desigualdade:
2
/ #2dM / H2,dM > ( / HTdM> (4.47)
M M M

2
Dividindo por (fM HrdM> , temos que:

1 fM H3+1dM
~12 = 2"

Multiplicando por [y, H,,1dM e utilizando as desigualdades H,,; < H,y; e H, > H,,

temos que:

(4.48)

fM Hr+ldM < fM HT—I—ldM fM HE—}—ldM
T 1~12 = 2 .




63

Dai, obtemos:

Ju HyprdM < Jog HrrdM [y H? dM

Ja |Z[2dM - — Sy H.dM [, H.dM

Hyp [y dMH, [y M

=3

H

= };;1. (4.49)

IN

Para concluir a demonstracao da primeira parte do Teorema, basta substituir esta desi-
gualdade acima na equagao (4.41), o que resulta na estimativa desejada:

73

A — H
< H, L g 4.
o) = + oHZ (4.50)

Por fim, supondo que H,,; é constante (maior do que 1) temos que H,, = H,,; e

r

H, = H,. Pela proposigao (16, pag. 34), temos que H, > H Zﬁ Elevando esta equagiao ao

quadrado:
H? > H;j; (4.51)
Como estamos supondo H,,; constante maior do que 1, temos que H2 < 12+T1 Multipli-
HrrJfl
cando por H? ,,
H? H? 43
+1 +1 r
< o= (4.52)
" Hr+1
Logo, concluimos que se H,,; é constante ,
)\1 r+3
< Hr—l—l + HT+ HTTJ-H
co(r)
r+3
r+1 1
< HT‘+1 r—tl Hr—tl
H lYﬁii H
S Hr—i—l_‘_HH_l —1
r+3
< H.+H7 -1 (4.53)

r43

Portanto, co)\i(lr) <H. . +H -1 -
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5 APLICACAO

Nesta secao, vamos abordar um problema de estabilidade referente a esfera no
espaco R™*. No entanto, nosso objetivo ¢ apenas de aplicar uma estimativa que mostramos
no capitulo 4, por isso, nao vamos apresentar detalhes sobre o estudo de estabilidade,
somente o necessario para compreendermos a aplicacao. Mais detalhes sobre esse assunto,

podem ser obtidos nas referéncias (9), (10) e (20).

5.1 Estabilidade de Hipersuperficies em R

5.2 O Problema Variacional

O conceito de estabilidade para hipersuperficies de variedades Riemannianas foi

introduzido por Barbosa, Carmo e Eschenburg em (9).

No que se segue, M™ é uma variedade Riemanniana compacta com OM = () cuja métrica
;. . . ~ . S 5 m+1 “5m—+1 , .
¢ induzida pela imersao isométrica x : M™ — M " (¢), onde M (c¢) é uma variedade

Riemanniana com curvatura seccional constante c.

Definicao 26. Uma variacdo da imersao r em M é uma aplicacao diferenciavel X
(—e,€) x M™ — M (c), € > 0, tal que:

(i) Para cada t € (—e¢,¢€), tem-se

7 m+1

X, {thx M™~ M — 3" (o)
t = Xi(p) = X(t,p),

é uma imersao.

O campo variacional de X é dado por % o € X(M). Supondo f = (%,Nt), onde

N; é um campo normal unitario ao longo de X, e considerando a projecao do campo

variacional, tem-se:

0X;

B OX\T
&f—th+(8zf) :

.
Uma variacao é dita normal se o campo variacional é paralelo a Ny, isto é, se (%’i’f) = 0.
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O funcional r-area associado a variacio X : (—e,¢) x M — M. é a aplicagao A, :
(—e,¢) — R dada por
A (#) :/ Fy(Shs ) S)dM,, (5.1)
M

onde S, = S,(t), dM; é a forma volume em M induzida pela imersdao z; e F, é definido

recursivamente por

1, ser =20
F.(A) =14 5y, ser=1

S, + C(n;f;rl)FT_g, se2<r<m-—1.

Note que para r = 0, Ay(t) = [,; dM; é o funcional drea cldssico.

O volume V' (t) da variagdo X é dado por
Vi) = [ Xd,
[0,t]x M

onde dM ¢é a forma volume de M e X*dM é o pull-back da forma volume de M para
(—€,€) x M. Dizemos que uma variagdo preserva volume, se V(t) = V(0), para todo
t e (—ee).

Proposicao 38. Scja X : (—¢;¢) X M™ — M uma varia¢io da imersio x. Entdo a

primeira varia¢cao do volume em t =ty é dada por
Vilto) = | fidMy,
onde fi,(p) = (5 (o, p), Nio(p))-

Demonstragio. Veja em (9). O

Assim, uma variacao preserva volume se, e somente se, [,, f; = 0.

Vamos considerar agora o problema de minimizar o funcional

A i (—ee) — R
t — A1)

para toda variacdo de  : M — M, que preserva volume.

Definigao 27. O funcional de Jacobi associado a este problema variacional é a aplicagao
J, : (—€,¢) — R dada por
Ji(t) = Ad() + AV (2)

onde \ é uma constante a ser determinada pelo problema.



66

Note que, no caso de variagoes que preservam volume, os pontos criticos de J, sao os

mesmos de A,.. De fato, se a variagao preserva volume, V'(t) = 0 para todo t e
J(t) = AL(t) + AV/(t) = AL(D).

o~ , . . .~ . o ym+l . . .
Proposicao 39 (Férmula da Primeira Variacao). Seja M. "~ wma variedade Riemanniana
. . 5 m+1 . ..
orientada com curvatura seccional constante ¢ e x : M™ — M, uma hipersuperficie

fechada. Se X : (—e€,€) x M™ — MTH ¢ uma variacao de x que preserva volume, entao
J(E) = A(t) = ~b, [ Hpaf dM,

onde b, = (m —r) (T) =(r+1) (T’L).

Demonstragio. Veja em (9). O

Como consequéncia das proposi¢oes anteriores, temos que
J(t) = A(t)+bAV'(1)
= b [ Hea@®f+A [ f
M M
= | b Hea(®) + Nf. (5.2)

Vamos escolher a constante A de modo que, se a curvatura H,,; da imersao for constante,

entao t = 0 é um ponto critico do funcional de Jacobi. Assim, devemos tomar A\ = b, H,.1(0).

o~ . mm+l . . . .
Proposicao 40. Seja M, ~ wma variedade Riemanniana orientavel com curvatura sec-
. 5 m+1 . . ~ .
cional constante c e x : M™ — M _ = uma hipersuperficie fechada. Sao equivalentes as
sequintes afirmacoes:
1. x tem curvatura H,.,1; constante

2. Para toda variagio de x que preserva volume, temos que AL(0) = 0;

3. Para toda variagio de x que preserva volume, temos que J).(0) = 0.
Demonstragio. Veja em (8) O

A proposigao anterior nos diz que os problemas variacionais (ii) e (i4i) sdo equi-
valentes e os pontos criticos de ambos sao as imersdes com r—ésima curvatura média
constante. Para obter as imersoes que sao minimos locais devemos calcular A”(0), a
segunda variacao do operador r—Area em ¢t = 0. Note (ue para as variacoes que preservam

volume ¢é suficiente calcular J/(0).

. Utilizando a férmula

aSrJrl [ m aHT+1
o () ot
obtida por Robert C. Reilly, em (1), segue da equagao (5.2) a férmula da segunda

Sabemos que S, = (TT1) H, 1, logo
8ST+1
d

o

variagao apresentada no préximo teoremas:
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Teorema 41 (Férmula da Segunda Variagao). Se x : M™ — M, " tem H,.y constante,

entao

O = [ =0+ DFLF) + [+ elr + D Hy o = me(r) HyHa 2 M.

5.3 r—Estabilidade

.~ .=l : . . o .
Definicao 28. Seja M, uma variedade Riemanniana orientavel com curvatura seccional
—7m+1 . ;. .
constante ce x : M™ — M_. ~ uma hipersuperficie fechada com H,; constante. Dizemos
—Fm+l . -
que x : M™ — M_ " é r-estavel se A”(0) > 0 para toda variagdoX : M™ X (—€;€) —

w7 m

+1
M, de x que preserva volume.

Considere o conjunto

gz{fecm\/ fdM:o}.

M

Proposicao 42. z : M™ — WH ¢ r-estavel se, e somente se, para todo f € G, temos
que J;'(0)(f) = 0.

Demonstragio. Ver em (9) O

Teorema 43. Seja M™ uma hipersuperficie fechada em R™! com H,,, constante (posi-

tiva). Entao, M € estdvel se, e somente se, M é uma esfera.

Demonstragio. Seja f a primeira autofungao do operador L. Assim, L,(f) + A\ f = 0.
Suponhamos por hipétese que M é estavel. Pela Proposicao anterior, temos que J”(0) > 0.

Logo, substituindo L,(f) = —A; f na equagdo do Teorema (41), segue que:

J 1+ DX+ (04 e+ D) Hyvp = me(r) HiHy ] > 0. (5.3)

r+2

Aplicando a desigualdade Ay < ¢(r)H, ] obtida no Corolario (35, pag. 58), temos:

[ 16+ De(r) BT+ (r + De(r + 1) Hyyo — me(r) HiHy ] f2 2 0. (5.4)
Por enquanto, consideremos a expressao:
(r+ 1)e(r)H + (r + Delr + 1) Hyss — me(r) Hy Hyp. (5.5)
Note que:
(4 Delr +1) = (r -+ 1)(m — (r + 1)) ! — (m— (r+ )elr).

(r+Dm—(r+1))!

Logo, (5.5) é reescrita por:

r+2
1

(r+1c(r)H + (m—(r+1))c(r)Hrpo —me(r)Hi Hpp. (5.6)
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Utilizando a desigualdade H1H, 1 > H,.2, (H,11 > 0) obtida na proposigao (18, pag.35)
na desigualdade (5.6), obtemos:

r42

(r+ De(r)H/5 + (m = (r + 1))e(r) Hro — me(r) Hy Hyp
42
< (r+De(r)Hfy + (m— (r+1))e(r)HiHy — me(r) HiHypg
LJ'_Q
— (r+ Ve(r) HE — (r+ 1)elr) By Hyy
42
= (r+ De(r) (5 = HiHy4.) (5.7)
Além disso, pela proposicao (16, pag.34 ) temos que Hy > H[H Como H,,; > 0 temos
r42

H\H, .1 > H{{. Substituindo em (5.7):

r+1

(r+ 1)e(r)(H31 — HiH,p1) <0. (5.8)
Isto significa que:
(r + 1)C(T)HT:E + (m— (r+1))e(r)H,yo — me(r)H1H, 1 < 0. (5.9)
Logo,
[+ D) HES + (o 1)elr + 1) Heo = mer) HyHy ] f2 <0, (5.10)

Utilizando esta tltima equagao com a proposi¢ao (5.4), temos que J”(0) = 0, o que
significa pela proposicao (15, pag.32) que M é totalmente umbilica. Portanto, M é uma

esfera.

Se supormos por hipdtese que M é uma esfera, pela proposigao (16) teremos H; = H[jll.

Logo, a equagdo (5.7) é igual a zero, assim,

) = [~ De(r)HL + [(r 4 De(r + 1) Hyso — me(r)Hi Byl f2 = 0. (5.11)

Segue da proposicao (42) que M é estavel. ]
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APENDICE A - OPERADOR ELIPTICO

Introduzimos esta se¢do com o proposito de apresentar a definicdo de um operador eliptico,
e mostrar que dado um operador L eliptico e simétrico, definido em uma variedade M é
possivel supor a existéncia de uma sequéncia crescente de niimeros reais, ditos autovalores
do operador L. Desses, o menor deles é chamado de primeiro autovalor do operador L.
Para mais detalhes sobre operadores Elipticos, o leitos pode consultar (24), onde é possivel

encontrar todas as defini¢oes e demonstragoes dos teoremas apresentados neste capitulo.

E importante observar que o operador L, apresentado na se¢ao (3.2) nem sempre é eliptico.
Assim, os resultados apresentados aqui sao validos para esse operador apenas quando a

r-ésima curvatura média H,; é positiva, de acordo com proposicao (31, pag. 50).

Seja U C R™ um aberto e C2°(U) o conjunto das fungoes de classe C*°(U) com suporte

compacto. Se u € C*(U), k€N, e a = (aq, ..., ) € N,

olel
Dou=—4 Al
YT 92, dao (A1)

onde « é tal que |a| = a; + ... + ayy.

Um operador diferenciavel de segunda ordem é da forma

m

Lu=-Y [a”xuz} —|—sz Uy, + c(x)u (A.2)
ij=1
ou,
Lu= > a”(2)ug,q, +Zb’ )y, + c(x)u (A.3)
ij=1

O operador L é dito estd na forma divergente se é dado por (A.2), e na forma nao
divergente caso for dado por (A.3). Se a” € C'(U), entdo as duas formas acima de
expressar o operador L sdo equivalentes. Doravante, assumimos que a”(z) = a’*(x) para

todos 7,7 = 1,...,n, isto é, que a matriz (") é simétrica.

Definigao 29. O operador L ¢é dito eliptico se os autovalores da matriz (a”’) sao niao nulos

e tem todos o mesmo sinal.
(Ou seja, a matriz (a™/) ou é definida positiva ou é definida negativa.)

Definicao 30. Se existe uma constante 6 > 0 tal que

m

Z 2)&:&5 > 01€|”, (A.4)

para quase todo x € U e todo £ = (&1, ...,&n) € R™, 0 operador L é dito uniformemente

eliptico.
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De acordo com a definicao (30), para cada x € U, a matriz (a”) é positiva definida, com

menor autovalor maior ou igual a 6.

Teorema 44. Eziste um conjunto no mdximo enumerdvel ¥ C R tal que

(A.5)

Lu=Xu+f, se emU
u=0 se em IOU.

possui solugdo unica para cada f € L*(U) se e somente se X ¢ .
(i7) Se 3 € infinito, entdo ¥ = {\g}321, com A\ < Apy1 € Ay — 00.

Definicao 31. O conjunto X descrito no Teorema anterior é chamado espectro do operador
L.

Supondo que L seja um operador da forma divergente, isto ¢,

m
Lu=— Y (a"ug,).,, (A.6)
ij=1
onde a” € C°°(U). Suponhamos ainda que L tem a condi¢do de ser uniformemente eliptico,
e que (a”) seja simétrica. Assim, o operador L estd associado a uma forma bilinear B, de

modo que Blu,v] = Blv,u], onde u,v € Hj.

Nessas condicoes vale o seguinte teorema:

Teorema 45. (Autovalores de operadores elipticos simétricos)

(i) Cada autovalor de L é real.

(17) ¥ = { e}, onde 0 < Ay <Xy < A3 < -+, e Ay = 00 quando k — o0

(iii) Eziste uma base ortonormal {w;,}s2, de L*(U), onde wy, € H}(U) é uma autofungio

correspondente para .

{ Lu=Mu, se emU (A7)

u=0 se em OU.

Definicao 32. )\, ¢ dito o primeiro autovalor do operador L.
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