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RESUMO

O método bootstrap, introduzido por Efron! (1979), tornou-se uma importante ferramenta
estatistica para contornar problemas inferenciais em pequenas amostras ou quando a teoria
assintotica é intratavel, podendo ser utilizado, por exemplo, na construcao de intervalos de
confianca, para realizar correcao de viés de estimadores e para realizar testes de hipoteses.
Quando se trata da classe de modelos de regressao beta proposta em |Ferrari e Cribari-
Neto| (2004)), utilizada na modelagem de varidveis continuas no intervalo (0, 1), o método
tem um importante papel na construcao de intervalos de predigao e na realizagao de testes
de hipdteses. A presente tese tem como objetivo abordar os principais métodos bootstrap
utilizados para realizar inferéncias sobre os parametros dessa classe de modelos, avaliando
os desempenhos das principais variantes de tal método. Para tanto, inicialmente sao
expostas adaptagoes do método bootstrap tendo como objetivo a realizacao de testes de
hipéteses encaixadas e nao encaixadas. Nesse cenario, propomos uma versao bootstrap
duplo rapido para os testes com o objetivo de obter maior precisao nos resultados sem
alto custo computacional. Adicionalmente, um estudo sobre a construgao de intervalos
de predicao em modelos de regressao beta é realizado. Levando em conta os métodos
percentil e BC, adaptados em |Espinheira et al.| (2014)), propomos uma adaptagao do
método t-bootstrap e as versoes bootstrap duplo do mesmo e do método percentil. O
desempenho de cada método é entao avaliado na busca de determinar a melhor abordagem

para cada situacao.

Palavras-chave: Bootstrap. Bootstrap duplo rapido. Intervalos de predicao. Regressao

beta. Teste da razao de verossimilhancas.



ABSTRACT

Introduced by Efron (1979), the bootstrap became an important statistical tool, being
used to overcome inference problems on small samples or when the asymptotic theory is
intractable. The method can be used, for example, for constructing confidence intervals,
for performing bias correction of estimators and for carrying out hypothesis testing
inference. In the beta regression model, proposed by Ferrari and Cribari-Neto (2004)
which is used to model continuous variables in (0, 1), the bootstrap method plays an
important role in the construction of prediction intervals and hypothesis testing. This
thesis deals with the use of bootstrap methods for perfoming statistical inference in beta
regression models. We present adaptations of the bootstrap method for perfoming nested
and nonnested hypothesis testing inference. Next, we propose fast double bootstrap
variants of the tests in order to achieve more accurate inferences without the high
computational cost required by the standard double bootstrap. Additionally, a study
of prediction intervals in the class of beta regression models is performed. We introduce
t-bootstrap prediction interval and the double bootstrap versions of the percentil and
t-bootstrap prediction intervals. The performance of each method is then evaluated in

the quest to determine the best approach for each situation.

Keywords: Beta regression. Bootstrap. Fast double bootstrap. Likelihood ratio test.

Prediction intervals.
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Capitulo 1

Introducao e suporte computacional

1.1 Introducao

Surgido como uma variante do método jackknife (Quenouille (1949)); Tukey (1958))), o
método bootstrap introduzido por [Efron (1979) se tornou uma importante ferramenta
estatistica, sendo aplicado para contornar problemas de inferéncias em pequenas amostras
ou quando a teoria assintotica é intratavel. Entre as principais aplicagoes do método estao:
a construgao de intervalos de confianca, a correcao de viés de estimadores e a realizagao
de testes de hipoteses.

Ao longo dos anos, o bootstrap foi vastamente aplicado e estudado, o que resultou no
surgimento de algumas variantes que permitem melhorar ainda mais o seu desempenho,
ainda que com um certo custo computacional. Na vertente nao-paramétrica, os métodos
bootstrap suavizado (Efron, |1979)), bootstrap bayesiano (Rubin et al. [1981), e bootknife
(Hesterberg, [1999) se destacam. J4 em um quadro mais geral, Efronl (1983) introduziu o
bootstrap duplo, posteriormente estudado por Hall (1986), Beran| (1987) e Hall e Martin
(1988), que o utilizaram para alcancar considerdvel melhoria na acurdcia de intervalos
de confianca, ainda que com alto custo computacional. Com o intuito de contornar esse
alto custo computacional, Davidson e MacKinnon| (2000)) propuseram o bootstrap duplo
rapido. Por sua vez, a aplicagao do método a modelos de regressao foi estudada em [Wu
(1986)). Tais estudos formam a base para a utilizagdo do método na classe de modelos de

regressao beta.
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Capitulo 1. Introducao e suporte computacional 18

Proposto por Ferrari e Cribari-Neto (2004]), o modelo de regressao beta é utilizado na
modelagem de varidveis continuas no intervalo (0, 1), como taxas e proporgoes. Quando se
trata dessa classe de modelos, o método bootstrap tem um importante papel na realizagao
de testes de hipdteses (Cribari-Neto e Queiroz, 2014) e na construcdo de intervalos
de predigao (Espinheira et al.; 2014)) . Inferéncias em grandes amostras nessa classe
de modelos podem ser realizadas através do teste da razao de verossimilhancas, cuja
estatistica de teste possui, sob certas condicoes de regularidade e sob a hipdtese nula,
distribuicao limite qui-quadrado. No entanto, em pequenas amostras, tais inferéncias
encontram um problema: a aproximacao da distribuicao nula exata da estatistica da
razao de verossimilhancas pela distribuicao nula limite pode ser pobre e gerar distorgoes
no tamanho do teste. Neste cenario, a utilizacao de esquemas de reamostragem bootstrap
surge como uma boa alternativa para contornar tal situacao e obter resultados mais
préximos ao esperado.

Por sua vez, a utilizacao de modelos de regressao ajustados para prever valores de
uma variavel resposta associados a um novo conjunto de valores para as covariadas é uma
pratica comum na estatistica. No entanto, a utilizacao de uma predicao pontual muitas
vezes pode nao ser a melhor escolha, ja que, como apresentado em Zerbinatti (2008),
o modelo de regressao beta pode muitas vezes subestimar a resposta. Sendo assim, a
obtencao de um intervalo de predicao, associado a um certo nivel de confianca, para
tal resposta surge como uma opcao interessante. Neste cendrio, [Espinheira et al.| (2014)
propuseram intervalos de predi¢ao baseados nos métodos percentil e BC, para modelos
de regressao beta, avaliando e concluindo o bom funcionamento dos mesmos.

A presente tese visa avaliar o desempenho do método bootstrap e suas principais
variantes em aplicagoes a classe de modelo de regressao beta proposta em [Ferrari e
Cribari-Neto| (2004). Para tanto, propomos a versao bootstrap duplo rédpido para a
realizacao de testes de hipoteses nessa classe, avaliando o desempenho da mesma contra
a versao bootstrap usual e corrigida via fator de Bartlett bootstrap. Ja no que se refere
a intervalos de predicao, propomos a versao t-bootstrap para tais intervalos, além das
versoes bootstrap duplo da mesma e da versao percentil. A avaliacao dos métodos é
realizada através de simulagoes de Monte Carlo considerando o bootstrap paramétrico.
Adicionalmente, uma andlise do impacto da mé especificacao do modelo sobre os intervalos

construidos é realizada.
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1.2 Organizacao da tese

A presente tese esta dividida em seis capitulos. O primeiro capitulo apresenta, além de
uma introducao aos problemas a serem abordados durante esse trabalho, informagoes
sobre o suporte computacional utilizado no mesmo. O segundo capitulo traz uma revisao
sobre o método de reamostragem bootstrap e suas principais variantes, tais como o
bootstrap duplo e o bootstrap duplo rapido. Além disso, o capitulo apresenta o método
de simulacao warp-speed, baseado na teoria do bootstrap duplo rapido e proposto por
Giacomini et al.| (2013)).

Por sua vez, o terceiro capitulo introduz o modelo de regressao beta e aborda a questao
de realizacao de testes de hipdteses nessa classe de modelos através da estatistica da
razao de verossimilhancas, abordando os métodos bootstrap duplo e correcao de Bartlett
bootstrap como formas de melhorar o desempenho do teste. Adicionalmente, propomos a
versao bootstrap duplo rapido do mesmo, como alternativa ao problema de aproximagao
assintdtica da distribuicao nula exata da estatistica de teste e visando uma melhor precisao
do teste sem o alto custo computacional exigido pelo bootstrap duplo. Simulagoes de
Monte Carlo sao apresentadas para avaliar os desempenhos dos métodos e aplicagoes a
dados reais sao realizadas.

Ja no quarto capitulo, voltamos nossas atencoes para testes de hipoteses nao
encaixadas. Os testes J e M J, propostos por Davidson e MacKinnon (1981)) e Hagemann
(2012), respectivamente, assim como suas versoes bootstrap para modelos de regressao
beta, propostas por Cribari-Neto e Lucena| (2015), sao utilizados para a obtengao de uma
versao bootstrap duplo rapido dos mesmos. Os desempenhos de tais versoes dos testes
sao avaliados via simulacoes de Monte Carlo e aplicagoes a dados reais sao realizadas.

O quinto capitulo aborda o conceito de intervalos de predicao para a classe de modelos
de regressao beta. Focamos na proposta da versao t-bootstrap de tais intervalos e
das versoes bootstrap duplo do intervalo percentil e ¢t-bootstrap. Os desempenhos dos
intervalos sao avaliados via simulacoes de Monte Carlo e aplicagoes a dados reais sao

realizadas. Por fim, o sexto capitulo apresenta as consideragoes finais do presente trabalho.
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1.3 Suporte computacional

As avaliagoes numéricas obtidas ao longo dessa tese foram realizadas utilizando a
linguagem de programacgao matricial 0x, na sua versao 6.2. Desenvolvida por Jurgen
Doornik em 1994, tal linguagem encontra-se disponivel em http://doornik.com. Para
mais detalhes, ver Doornik e Ooms| (2007).

Para os Capitulos [3 e [, foi utilizado um computador com sistema operacional
Mac 0S X Yosemite, processador i5, 128GB de armazenamento em flash e 4GB de
memoéria LPDDR3. J& para as simulagoes do Capitulo [ foi utilizado um computador
com sistema operacional Ubuntu 12.04, processador i7 com 8 niicleos, 1TB de disco rigido
e 8GB de memoéria RAM.

Por sua vez, os graficos presentes neste trabalho foram produzidos utilizando o software
R, em sua versao 3.1, no sistema operacional Mac 0S X Yosemite. O R é um software
de dominio publico criado por Ross Thaka e Robert Gentleman em 1993, e encontra-se
disponivel em http://r-project.org. Para mais detalhes, ver |lhaka e Gentleman| (1996))
e Venables e Smith| (2004)).
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Métodos bootstrap

2.1 Introducao

Desde que foi introduzido por Efron| (1979), o método bootstrap se tornou uma importante
ferramenta estatistica sendo utilizado, por exemplo, na construcao de intervalos de
confianca, para correcao de viés de estimadores e em testes de hipdteses. O método
tem como ideia central tratar a amostra como a prépria populacao e, a partir dela,
obter réplicas da amostra original, seja por reamostragem com reposi¢ao (bootstrap
nao-paramétrico) ou pelo ajuste do modelo ao qual os dados pertencem (bootstrap
paramétrico). Considere a amostra aleatéria n-dimensional y = (y1,...,%,)" cujos os
valores sao realizagoes de variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas
(ii.d.) com funcdo de distribuicio F. Seja § um parametro de interesse e 6 = 7(y) seu
estimador. Inferéncias sobre 6 podem ser realizadas utilizando a estatistica 7, bastando
conhecer ou estimar sua fungao de distribuigao amostral. Para tanto, gera-se um nimero
grande de pseudo-amostras y* = (yf,...,%*)" e estima-se a distribuicio amostral de 7 a
partir da distribui¢ao empirica de 7* = 7(y*).

Durante os anos, varios autores estudaram o método e apresentaram versoes que visam
melhorar ainda mais seu desempenho. Entre eles vale destacar |Rubin et al.| (1981)) e
Hesterbergl (1999) que propuseram versoes do bootstrap nao-paramétrico, Efron (1983))
que propds o bootstrap duplo como forma de aprimorar a correcao de viés bootstrap,

depois utilizado por |Hall (1986)), Beran| (1987) e [Hall e Martin| (1988) para obtengao de

21
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intervalos de confianga mais acurados, e [Davidson e MacKinnon| (2000) que propuseram
o bootstrap duplo rapido, como alternativa ao alto custo computacional do bootstrap
duplo.

Nesse capitulo, faremos uma revisao das principais versoes do método bootstrap. Na
Secao ¢ apresentada a versao nao-paramétrica do método assim como algumas de suas
variantes. Por sua vez, na Secao tratamos da versao paramétrica do mesmo, enquanto
nas Secoes e apresentamos as versoes bootstrap duplo e bootstrap duplo répido,
respectivamente. Por fim, na Secao [2.6] é apresentado o método de simulacao warp-speed,

que tem como base a teoria do bootstrap duplo rapido.

2.2 Bootstrap nao-paramétrico

Considere a amostra aleatéria n-dimensional y = (yi,...,y,)', cujos valores sio
realizacoes de variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas e denote
por F sua fungao de distribuigdo desconhecida. No bootstrap nao-paramétrico (ou
naive) as pseudo-amostras y* = (yi,...,y:)’ sdo geradas selecionando observacoes
independentemente e com reposigao a partir da amostra original y, ou seja, amostrando

da funcao de distribuicao empirica discreta,
- * * 1
F(y;) =Pr(y; = yi) = E’

emquet=1,...,n.
Dessa forma, dada uma estatistica de interesse 7, pode-se obter a estimativa bootstrap

da funcao de distribuicao da mesma através do seguinte processo:
1. Gere uma pseudo-amostra y* a partir de y, com reposicao.
2. Calcule a estatistica de interesse para a amostra gerada, 7% = 7(y*).
3. Execute os passos 1 e 2 um numero grande (B) de vezes.
4. Utilize a distribuicao empirica de 7* como estimativa da distribuicao de 7.

Ao longo dos anos, algumas variantes da versao naive do método foram propostas
visando melhorar o desempenho do mesmo, como por exemplo o bootstrap bayesiano, o

bootstrap suavizado e o bootknife.
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2.2.1 Bootstrap bayesiano

Funcionando de maneira similar ao bootstrap naive, o bootstrap bayesiano (BB) foi
proposto em [Rubin et al.| (1981). Tal método tem como principal diferenca do método
tradicional o fato de que ao invés de amostrar com reposicao a partir de uma amostra
vy = (y1,...,y,) com cada y; tendo probabilidade 1/n de ser selecionado, usa-se uma
distribuicao de probabilidade a posteriori para cada y;. Tal distribuicao é centrada em
1/n, mas varia para cada y;. Mais especificamente, uma réplica BB pode ser gerada da

seguinte maneira:

1. Considere a amostra aleatéria y = (y1,...,yn)";

2. Gere uma amostra aleatéria u = (ug,...,u,_1) de tamanho n — 1 da distribuicao
uniforme U(0, 1);

3. Ordene os valores de u tais que u@) < uay < -+ < Up—1) < U, com ug) = 0 e

U(n) = 1;
4. Obtenha o vetor de probabilidades g = (g1,...,g,)", em que g; = U@y — U@—1);

5. Reamostre com reposicao de y associando a cada y; a probabilidade g; de ser

selecionado.

Note que para cada pseudo-amostra do BB, um novo vetor de probabilidades g é gerado.

Rubin et al. (1981)) ressalta que o bootstrap naive e o bayesiano sao bastante similares,
ja que, operacionalmente, diferem apenas na maneira em que as probabilidades sao
associadas a cada y;. De fato, se fi(b) representa a proporgao de vezes que y; aparece

()

)

E (fi(b)> =K (gﬁ“) =1/n,
() o) 211

n n3

1
Cor <fi(b), f}b)> = Cor (gl(b), J(.b)) S

n—1

na b-ésima réplica bootstrap e g;’ representa o valor de g; para tal réplica temos que

em que E(-), Var(-) e Cor(-) denotam valor esperado, variancia e correlagao,
respectivamente (ver Apéndice A). Segundo Rubin et al. (1981) tais propriedades vao
garantir que a distribuicao BB de 6 serd similar a distribuicao bootstrap de 7 em muitas

aplicagoes. No entanto, o autor destaca que as interpretagoes das distribuigoes obtidas por
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cada processo serao diferentes, ja que o bootstrap usual estima a distribuicao amostral
de 7 enquanto o BB simula a distribuicao posteriori do parametro 6, o que seria uma

vantagem na realizacao de inferéncias sobre tal parametro.

2.2.2 Bootstrap suavizado

Proposto em |[Efron (1979)), o bootstrap suavizado é uma modificagdo do bootstrap
naive geralmente utilizado quando se suspeita que a distribui¢ao subjacente dos dados
¢ continua, ja que nessas condicoes amostrar de uma distribuicao continua parece uma
escolha melhor do que amostrar a partir da funcao de distribuicao empirica, que é discreta.
Para tanto, o método considera uma versao suavizada da funcao de distribuicao empirica,
obtida via estimativa de densidade kernel.

Considere 4y = (y1,...,%»)" independente e identicamente distribufdos de uma
distribuicao F' desconhecida com densidade f. Seja Fa funcao de distribuicao empirica
de y, que associa massa de probabilidade 1/n para cada y;,i = 1,...,n, e seja F\h a

estimativa kernel de F', com densidade ﬁl, dadas por

n
~

Fa(t) =n™' YK ((t =y /h) e Fuft) = () D k((E—w)/0), (21)

i=1
em que k é uma fungao kernel tal que K(t) = ffoo k(y)dy, geralmente escolhida como
sendo a densidade normal, e h > 0, é denominado o parametro de suavizagao. Sob certas
condicoes, assintoticamente, fAh converge para a verdadeira densidade f da distribuicao
subjacente dos dados (Silverman, (1986)).

Segundo |[Shakhnarovich et al.| (2001), a estimagao via kernel pode ser uma tarefa de
alto custo computacional, no entanto, para amostrar de ﬁh nao é necessario computar
explicitamente as equagoes em . O autor observa que tal procedimento é equivalente
a adicionar uma pertubacao obtida de K a y; obtido a partir de F. Dessa forma, o

processo de reamostragem via bootstrap suavizado é feito da seguinte maneira:
1. Considere a amostra aleatéria y = (y1,...,vn) "
2. Gere uma pseudo-amostra y* = (y7, . .. ,y;;)T a partir de y com reposicao.

3. A amostra bootstrap suavizado é obtida como

yg:yj—i—fi,i:l,...,n,
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em que & é uma pertubagao, comumente obtida a partir de N (0, h?).

Hesterberg (2004) e Chihara e Hesterberg (2012) sugerem a utilizacao de h = s/4/n, em

que

n

1
Pr(y' < w) = - ZPr(y* + hz < w),

i=1

Pr(yfsm:%i@(w;y*) 22)

i=1
em que ®(-) denota a funcao de distribuigao normal padrao. A Equacao (2.2) é uma

funcao de distribuicao continua com densidade
—~ 1 < w— y*
=i o0 ("),

que é um estimador kernel. Uma visao geral do método de estimacao de densidade kernel

pode ser encontrada em [Silverman (1986)).

2.2.3 Bootknife

Hesterbergl (1999) sugere um procedimento de suavizagao alternativo ao realizado no
bootstrap suavizado. No bootknife (ou amostragem jackboot), as amostras bootstrap sao
geradas a partir de uma amostra jackknife, obtida omitindo uma observacao da amostra
original. O autor ressalta que as omissoes podem ser realizadas de forma aleatoéria, mas

que melhores resultados sao obtidos através de um procedimento de estratificacao:

1. Considere a amostra aleatéria y = (y1,...,%,)' e seja B o ntimero de réplicas

bootstrap a serem realizadas.
2. Seja k = |B/n|, em que |-| denota a fungao piso.

3. Para cada i = 1,...,n, gere k amostras bootstrap a partir de y(;) com reposicao,

em que y(; ¢ a amostra jackknife de y obtida omitindo a i-ésima observacao.
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4. Gere um vetor v de tamanho (B —nk) a partir dos nimeros 1, ..., n, sem reposicao,

e gere as réplicas bootstrap restantes a partir de y;), com j € v.

Dessa forma, cada observacao serd omitida k£ ou k + 1 vezes. Estudos de simulacao
realizados por Hesterberg| (1999)) indicaram que o método funciona bem quando se trata

de intervalos de confianca.

2.3 Bootstrap paramétrico

Seja y = (y1,...,y,)" uma amostra aleatéria cujos valores sdo realizacoes de varidveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas com func¢ao de distribuicao Fy, em
que 6 é o parametro que indexa a distribuicao. No bootstrap paramétrico, as pseudo-
amostras y* = (yi,...,y)", sdo geradas a partir de F;, em que  é um estimador
consistente de 6.

Dessa forma, pode-se obter a estimativa bootstrap da funcao de distribuicao de uma

estatistica de interesse 7 a partir do seguinte processo:

1. Gere uma pseudo-amostra y* = (yi,...,y:) ", em que y; ~ Fj.

2. Calcule a estatistica de interesse para a amostra gerada, 7 = 7(y*).
3. Execute os passos 1 e 2 um numero grande (B) de vezes.

4. Utilize a distribuicao empirica de 7* como estimativa da distribuicao de 7.

2.4 Bootstrap duplo

Sugerido originalmente por Efron (1983), o bootstrap duplo (BD) ganhou destaque com os
estudos realizados por |Hall e Martin| (1988]) e Beran| (1988)), que utilizaram o método como
forma de melhorar a acuracia de intervalos de confianga. Para tanto, o bootstrap duplo
utiliza de um segundo nivel de reamostragem, em que para cada uma das B; amostras
bootstrap de primeiro nivel sao geradas B, pseudo-amostras de segundo nivel. Dessa
forma, temos que no total sao geradas By X By amostras bootstrap, o que faz com que tal
procedimento tenha um alto custo computacional. Uma visao geral do método em testes

de hipédteses serd apresentada no Capitulo [3]
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2.5 Bootstrap duplo rapido

Em busca de melhorar o desempenho do bootstrap usual sem o alto custo computacional
exigido pelo bootstrap duplo, [Davidson e MacKinnon (2000) propuseram o método
bootstrap duplo rédpido (BDR). Em tal procedimento, para cada réplica bootstrap de
primeiro nivel, ajusta-se o modelo para a pseudo-amostra e utiliza-se as estimativas dos
parametros para gerar uma unica amostra bootstrap de segundo nivel. Dessa forma,
sao geradas apenas 2B amostras bootstrap, fazendo com que o custo computacional seja
significativamente menor do que no BD.

Algumas aplicagbes do método podem ser encontradas em [Davidson e MacKinnon
(2002b) e MacKinnon| (2006). Ja em Davidson e Trokic (2011) sdo apresentados de
maneira iterativa os métodos bootstrap triplo rapido e de ordens superiores. Uma visao

mais ampla da utilizacao do BDR em testes de hipoteses sera apresentada nos Capitulos

BleMd

2.6 O método warp-speed

Proposto em |Giacomini et al.| (2013)), utilizando como base os estudos realizados por
White (2000) e Davidson e MacKinnon (2000) em relagdo ao bootstrap duplo réapido,
o método de simulacao warp-speed tem como objetivo principal reduzir o alto custo
computacional de simulacoes de Monte Carlo em inferéncias bootstrap. Para tanto, o
método foca em reduzir o nimero de estatisticas computadas durante o processo. De
fato, em uma simulacao de Monte Carlo tradicional, se B representa o nimero de réplicas
bootstrap e K o nimero de réplicas de Monte Carlo, a simulacao envolve computar K x B
vezes a estatistica de interesse. Como B, K devem ser grandes, o método tem um alto
custo computacional. Por sua vez, na simulacao warp-speed, gera-se apenas uma amostra
bootstrap para cada réplica de Monte Carlo, o que faz com que a simulacao envolva o
calculo de apenas 2K estatisticas, as K estatisticas associadas as réplicas de Monte Carlo
e as K estatisticas associadas as réplicas bootstrap, que serao utilizadas para estimar a
distribuicao da estatistica de interesse.

Giacomini et al. (2013) avalia o desempenho do método através de simulagoes para
a taxa de cobertura em intervalos de confianca, nas quais verifica que o método warp-

speed apresenta resultados proximos aos obtidos via o método de simulagao usual, além
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de apresentar uma convergencia mais rapida ao nivel de confianca do que as taxas obtidas
via o método de simulagao usual. O autor ainda ressalta que melhores resultados sao
alcancados quando o numero de réplicas de Monte Carlo, K, e de observacoes, n, sao

grandes. Voltaremos a tratar do método de simulagdo warp-speed no Capitulo 5
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Testes de hipoteses via esquemas

bootstrap

3.1 Introducao

Em um modelo de regressao, quando a variavel resposta é restrita ao intervalo (0, 1), como
no caso de taxas e proporcoes, é comum a utilizacao de transformacoes para que a mesma,
assuma valores em R (a reta real). No entanto, nesse caso, os parametros nao podem mais
ser interpretados em termos da média da resposta original e os valores ajustados para
a variavel de interesse podem cair fora do intervalo unitario padrao. Para contornar tal
situacao, em Ferrari e Cribari-Neto| (2004)) foi proposta uma classe de modelos de regressao
beta. Em tal classe, a variavel resposta segue distribuicao beta e o modelo é construido a
partir de uma reparametrizacao da densidade da mesma. Durante os 1ltimos anos, essa
classe de modelos vem sendo bastante estudada. Trabalhos como Ospina et al. (2006) e
Ferrari et al. (2011), tratam sobre inferéncias e estimagdo na mesma, enquanto Smithson
e Verkuilen| (2006) e Simas et al| (2010) apresentam uma generalizacdo do modelo de
regressao beta proposto em [Ferrari e Cribari-Neto| (2004), assumindo uma estrutura de
regressao para o parametro de precisdo. Por sua vez, |(Ospina e Ferrari (2012) introduzem
uma extensao dos modelos de regressao beta, os modelos de regressao beta inflacionados,
que sao caracterizados por acomodar dados que contém zeros e/ou uns.

Quando se trata de fazer inferéncias sobre os parametros de um modelo de regressao

29
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beta, pode-se utilizar o teste da razao de verossimilhancas (RV'). Sabe-se que, em
condigoes regulares e sob a hipotese nula, a estatistica de teste tem distribuicao limite
qui-quadrado x2. No entanto, em amostras pequenas tal aproximacao pode ser pobre,
o que pode ocasionar distor¢gdes no tamanho do teste. A corregao de Bartlett (Bartlett,
1937)) e o ajuste de Skovgaard (Skovgaard, [2001)) podem ser utilizados para contornar tal
problema, contudo, o uso de esquemas de reamostragem bootstrap surge como uma boa
alternativa aos métodos supracitados. Quando se trata de melhorar o desempenho do teste
RV, tal método pode ser utilizado para a estimacgao do fator de correcao de Bartlett em
situagoes em que a derivacao analitica do mesmo é dificil (Rocke, |1989). Alternativamente,
o desempenho do teste pode ser aprimorado com base em valores criticos obtidos a partir
de um esquema de reamostragem bootstrap, ja que o mesmo permite estimar a distribuicao
nula da estatistica de teste, evitando assim o uso de uma aproximacao assintética.

Neste cenario, a regra de decisao do teste pode ser expressa em termos do p-valor
bootstrap. No entanto, vale ressaltar que as vezes os p-valores bootstrap sao bem
diferentes dos assintéticos, o que, segundo |Davidson e MacKinnon| (2007), nos indica
a imprecisao do ultimo, mas nao nos garante a precisao da versao bootstrap. Nessa
situagao, pode-se recorrer a uma versao modificada do método que tende a apresentar
uma melhor precisdo, o chamado bootstrap duplo (Efron, [1983)), que ainda assim possui
uma desvantagem: seu alto custo computacional. Como alternativa a este problema, em
Davidson e MacKinnon| (2000), os autores sugerem o bootstrap duplo rapido, que permite
alcancar maior precisao com custo computacional reduzido.

O objetivo desse capitulo é apresentar algoritmos para a realizacao de testes de
hipoteses baseados em esquemas de reamostragem bootstrap, BD, BDR e da estatistica
da razao de verossimilhancas modificada pela correcao de Bartlett bootstrap. Na Segao
é feita uma rapida apresentacao do modelo de regressao beta com precisao constante
e variavel. Na Secao [3.3] é apresentado o teste assintético da razao de verossimilhancas.
J& na Secao sao apresentados os esquemas de reamostragem bootstrap, BD e BDR,
para obtencao de p-valores. Por sua vez, a Segao traz algoritmos para a realizagao de
testes de hipdteses baseados em esquemas de reamostragem em modelos de regressao beta.
Os desempenhos dos testes supracitados sao avaliados via simulagoes de Monte Carlo na
Secao [3.6] e aplicacoes a dados reais sao realizadas na Segao [3.7] Por fim, as conclusoes

sao expostas na Se¢ao [3.8
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3.2 O modelo de regressao beta

Seja y uma variavel aleatéria com distribuicao beta. Entao, sua funcao de densidade é

dada por

m(y;p, q) = T T’ (1-y)* ' 0<y<l, (3.1)

em que p,q >0 e ['(:) é a funcao gama, I'(z) = [[7y*'e ¥dy. A média e variancia de y

sao dadas, respectivamente, por

E(y) = —— e Var(y) =

ptg

pq
P+ q)?p+q+1)

Em Ferrari e Cribari-Neto (2004) é proposta uma reparametrizagao da densidade beta

tomando

p=up e q=(1-pg.

Desta forma, a densidade em (3.1)) pode ser reescrita como

I'(¢) y
(1) (1 = p)9)

em que p € (0,1) e ¢ > 0 é denominado o parametro de precisao. Nesse caso, denotamos

Ho=1(1 — o)==l g <y < 1, (3.2)

Flysmd) = &

y ~ B(u, P) e temos que

pd—p)

E(y)=p e Var(y) = o

A Figura|3.1| apresenta algumas densidades beta reparametrizadas para alguns valores de
e .

Considere agora o vetor n-dimensional de variaveis aleatérias independentes, y =
(y1,---.yn) ", tal que para cada t = 1,...,n, y tem densidade (3.2)), com E(y,) = y; e
parametro de precisao ¢. O modelo de regressao beta com precisao constante pode ser

escrito como

k
9(m) =Y @iy = m, (3.3)

j=1
em que [ é um vetor k-dimensional de parametros desconhecidos e x,..., x4 sao

observagoes de k varidveis independentes conhecidas (kK < n). Se o modelo possui
intercepto tem-se z;; = 1, para todo ¢t. Por sua vez, g(-) é uma fungdo com dominio

em (0,1) e imagem em R, estritamente mondtona e duas vezes diferencidvel, denominada
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Figura 3.1: Densidades beta para diferentes valores de (u, ¢).

funcao de ligagao. Entre as fungoes de ligagdo mais utilizadas estao: logit, g(u) =
log{4/(1 — p)}; log-log, g(u) = —log{—log(u)} e probit, g(u) = ®~* (1), em que O(-) é a
funcao de distribuicao normal padrao.

Uma extensao do modelo de regressao beta foi introduzida por |[Smithson e Verkuilen
(2006)) e formalmente proposta por [Simas et al| (2010) admitindo-se uma estrutura de
regressao para o parametro de precisao. Neste caso, para uma amostra y = (Y1, ..., %),

em que y; ~ By, @), supoe-se que ¢, satisfaz

m
h(¢:) = E Zti%i = Ot,
i=1
em que v é um vetor m-dimensional de parametros desconhecidos e z,..., Zy, SA0

observagoes de m covaridveis conhecidas (m + k& < n) e h(-) é uma fungao de ligagdo com
dominio em (0,00) e imagem em R, estritamente mondtona e duas vezes diferencidvel.

Comumente, sao utilizadas as fungoes de ligacao logaritmica, h(¢;) = log(¢;), e raiz
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quadrada, h(¢;) = /¢

A estimacao dos parametros do modelo de regressao beta é tipicamente feita através
do método da maxima verossimilhanca. A funcao de log-verossimilhanca tem a seguinte

forma:

(B, =D s, b), (3.4)

em que

Ci(pe; @) = log T'(dy) — log T'(paedy) — log T'((1 — pur)by)

+ (e — 1) log ye + {(1 — pur) e — 1} log(1 — yy).

Como iy = g~ *(n;) e ¢y = h™'(d;) sdo, respectivamente, fungoes de 3 e 7, pode-se
obter a fungado escore através da diferenciagao de (3.4)) em relagdo a estes parametros
desconhecidos. Sendo assim, temos que as funcgoes escore com respeito a [ e 7,

respectivamente, sao dadas por

Us(B,7) =X"VT(y* — p*),
U’Y(ﬁ77) :ZTHCL,

em que X ¢ uma matriz n X k cuja t-ésima linha é ], T = diag{1/¢'(t1), ..., 1/ (11n)},
y* = {yi R ’y;;}T’ ,u* = {MT? s 7M;}T7 V = diag{¢17 crt ¢n}7 y; = log{yt/(l - yt)} €
i = 9(ud) — 9((1 — p)o), em que () é a funcio digama, Y(w) = dlogI(w)/duw,

w > 0. Por sua vez, Z é uma matriz n X m cuja t-ésima linha é 2", a = (a1,...,a,)",

com a; = Ol (e, ¢1) /00y, e H = diag{1/h'(¢1),...,1/W (¢dn)}.

Os estimadores de maxima verossimilhanca sao obtidos como solugao do sistema

Us(B,7) =0
UV(B:V) - 0

que nao possui forma fechada. Sendo assim, ha a necessidade de se utilizar algum
algoritmo de otimizacao nao-linear, como por exemplo Newton-Raphson, BFGS, BHHH,
entre outros. Para mais detalhes veja Press et al. (1992) e |Nocedal e Wright| (1999). Vale
notar que tais algoritmos exigem a especificagao de valores iniciais para serem utilizados
no processo iterativo. Em [Ferrari e Cribari-Neto| (2004) os autores sugerem como valor

inicial para (8 a utilizacao da estimativa de minimos quadrados deste vetor de parametros
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obtida da regressao linear das varidveis respostas transformadas g(y), . .., g(y,) sobre X,
ou seja, (X X)X v, em que v = (g(y1),...,9(yn))". Por sua vez, para o parametro

de precisao é sugerido pelos autores o valor inicial

n t=1 7 .

ot
em que ji; é obtido aplicando-se ¢g7'(-) ao t-ésimo ajuste da regressio linear de
9(y1), -, 9(yn) sobre X, ouseja, ji = ¢~ (X' X)X v), e 67 = ¢"é/[(n—k){g' (i) }*],
onde ¢ = v — X(XTX)'XTv é o vetor de residuos obtido por minimos quadrados
ordinarios.

No caso de precisao varidvel, em |Cribari-Neto e Zeileis| (2010)), é sugerida a utilizacao
da expressao como estimativa para o intercepto de 7, levando em conta a funcao de
ligacao utilizada, e os demais coeficientes iguais a zero.

Os estimadores de maxima verossimilhanca, 3 e 7, possuem, em tamanhos amostrais

grandes e sob certas condicoes de regularidade (Serfling, [1980), distribuigao aproximada

-~

//8\ ~ Nk+m B 7K_1

v v

)

em que K~! é a inversa da informacao de Fisher (ver Apéndice B), dada por
KP8 KB

K=K (B.7) =
K78 K7

em que

KPP =(X"VWX - X"CTHZ(Z'DZ)'\Z"HTC" X)),

KA =(K"P)" = —KPFPXTCTHZ(Z"DZ)™,

K" =(Z"DZ) I, + (Z"THTC"X)KFP* X TCTHZ(Z"DZ)™'}.
Aqui, W = diag{w; ..., w,}, com

1

wy = {1 (papy) + ' ((1 — Mt)¢t)}m7

C = diag{cy,...,c,}, com

cr = ¢ [V (pede)pe — (1 = pe) o) (1 — pur)],

e D = diag{d,,...,d,}, com

dy = V' (o) iy + V' (1 — ) de) (1 — pe)® — ' (),

em que v¢/'(+) é a fungdo trigama e I, é a matriz identidade de dimensao m x m.
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3.3 Testes de hipoteses

Seja y = (y1,...,yn) " um vetor n-dimensional de varidveis aleatérias independentes, tal
que para cada t =1,...,n, y; tem densidade (3.2)). Considere o modelo de regressao beta

com precisao variavel dado por
k
9(pe) = Z i3,
i=1
W) = 2
j=1

Seja @ = (B",7")" o vetor dos parametros que indexam o modelo. Podemos particionar ¢
como = (w', ") ", em que w = (wy,...,w,)" denota o vetor de parametros de interesse
e = (Y1,...,%,)" o vetor de parametros de pertubacao, com 7 + s = m + k.

) contra H; : w # w®, em

Suponha que queremos testar a hipdtese nula Hy : w = w!
que w é um vetor r-dimensional. O teste pode ser realizado utilizando a estatistica da

razao de verossimilhancas, dada por
RV = 2{((@,%) — ((w, )}, (3.6)

em que ¢(w,1)) é a fungao de log-verossimilhanca e (w(O)T, Y T)T é o estimador de méxima
verossimilhanca restrito de (w',1")" obtido impondo a hipétese nula. Sob certas
condicoes de regularidade e sob Hy, a estatistica RV converge em distribuicao para
uma y? (Serfling, [1980)). Assim, o teste pode ser realizado utilizando valores criticos

da distribuigao assintética x2.

3.4 Testes de hipoteses baseados em bootstrap

Em pequenas amostras, a aproximacao da distribuicao nula exata da estatistica de teste
pela distribuicao qui-quadrado pode ser pobre, resultando em taxas de rejeicao nulas
distorcidas. Para contornar tal situagao pode-se utilizar um esquema de reamostragem
bootstrap, ja que este permite estimar a distribuicao nula da estatistica de teste, evitando
assim a utilizacao de uma aproximacao assintética. Nosso objetivo nessa segao é obter p-
valores baseados em esquemas de reamostragem bootstrap, BD e BDR que nos permitam

melhorar o desempenho da estatistica de teste nesse cenario.
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3.4.1 Testes bootstrap

Considere a amostra aleatéria n-dimensional y = (yi,...,yn)', cujos valores sdo
realizacoes de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas. Seja 7
uma estatistica de teste e 7 o valor que a mesma assume para a amostra y. Suponha que
T ¢ assintoticamente pivotal, ou seja, possui distribuicao nula limite livre de parametros
desconhecidos. Nesse caso, o bootstrap fornece um refinamento assintético, ou seja, o
teste bootstrap tende a diminuir a distor¢ao no tamanho do teste em relacao a sua versao
assintotica (Beran, |1988).

Seja F' a fungao de distribuigao acumulada (FDA) de 7 sob a hipdtese nula. Para um
teste que rejeita a hipdtese nula quando 7 cai na cauda superior pode-se determinar o
p-valor de 7 como 1 — F(7), mas na maioria dos casos ndo conhecemos F. Para resolver
tal situacao podemos fazer uma estimativa de F' utilizando o método bootstrap. Para
tanto, geramos B amostras bootstrap y* impondo Hj e, para cada uma delas, calculamos
os correspondentes 7 = 7(yf), com ¢ = 1,..., B. Dessa forma, podemos estimar F(7T)
pela funcao de distribuigdo empirica dos 75, F5(T), ou seja,

B
L * (A 1 * ~
@) = Fp(?) = 5 D107 <7),
=1

em que [(-) é a fungao indicadora. Dessa forma, definimos o p-valor bootstrap como a

proporgao das amostras bootstrap cujos 77 sao maiores do que 7. Ou seja,

p*(7) =1-Fg(7 Z 5> T). (3.7)

Para um determinado nivel de significancia a € (0, 1), rejeitamos a hipdtese nula quando
p*(T) < a.
Quando ha interesse em realizar um teste bilateral, pode-se calcular o p-valor bootstrap

para cada teste unilateral e calcular o p-valor do teste bilateral como

B B
1 1
p*(T) = 2min <E;I(Tj <7), E;I(Tf > ?)) )

Nessa situagao, rejeitamos a hipdtese nula quando 7 se encontra abaixo do quantil «/2

ou acima do quantil 1 — a/2 de F}(7).



Capitulo 3. Teste de hipdteses via esquemas bootstrap 37

3.4.2 Testes bootstrap duplo

Proposto em |[Efron| (1983)), o bootstrap duplo tem como vantagem, pelo menos em
teoria, o fato de fornecer p-valores mais precisos do que os da versao simples do
bootstrap. Considere a amostra aleatéria n-dimensional y = (y1,...,%,) ", cujos valores
sao realizacoes de variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, com
funcao de distribuicao Fy. A obtencao do p-valor bootstrap duplo pode ser realizada

através do seguinte processo:

1. Gere B; pseudo-amostras de primeiro nivel y* impondo Hy a partir de Fj, em que

f ¢ uma estimativa de 6 obtida a partir de y.
2. Para cada amostra bootstrap de primeiro nivel, compute 7 = 7(y}), i = 1,..., B;.
3. Calcule o p-valor bootstrap de primeiro nivel, como na Equacao (3.7)), por exemplo.

4. Para cada amostra bootstrap de primeiro nivel, gere By pseudo-amostras de segundo
nivel y** impondo Hy a partir de I3, em que aj é a estimativa de 6 obtida a partir

da i-ésima amostra bootstrap.

5. Para cada amostra bootstrap de segundo nivel, compute 7;7* = T(y;-*;), 1=1,..., By,

jzl,...,Bg.

6. Obtenha os p-valores bootstrap de segundo nivel,
1 &
D = E;I(sz > 7).

7. Obtenha o p-valor bootstrap duplo como a proporcao dos p-valores bootstrap de

segundo nivel que sao menores ou iguais do que o p-valor de primeiro nivel. Ou seja,
1 &

pp (7) = B > I <p (7). (3.8)
i=1

Intuitivamente, se os 7 tendem a ser menos extremos que 7, entao p* serd pequeno e
o teste baseado no esquema bootstrap tendera a ser liberal. Neste cenario, é razoavel
esperar que os 7;;° tendam a ser menos extremos do que os 7 e, portanto, que os p;*
tendam a ser pelo menos tao pequenos quanto p*. Consequentemente, o p-valor bootstrap

duplo tendera a ser maior que o p-valor bootstrap usual, tornando o teste menos liberal.



Capitulo 3. Teste de hipdteses via esquemas bootstrap 38

Note que para cada uma das B; amostras bootstrap de primeiro nivel geramos Bs
amostras de segundo nivel. Entao, calculamos no total BB, estatisticas de teste. Esse
nimero elevado é a principal desvantagem do bootstrap duplo, ja que isso o torna um

procedimento de alto custo computacional.

3.4.3 Testes bootstrap duplo rapido

Davidson e MacKinnon| (2000) propéem um método para aprimorar o desempenho de
testes bootstrap sem o alto custo computacional exigido pelo bootstrap duplo, o bootstrap
duplo rapido. Em tal procedimento, gera-se apenas uma amostra bootstrap de segundo
nivel para cada pseudo-amostra de primeiro nivel, fazendo com que o custo computacional
seja significativamente menor do que no BD. Segundo os autores, tal reducao é possivel
assumindo que a distribuicao dos 7;5* nao depende de 7;° (MacKinnon, 2006)).

Considere uma amostra aleatéria n-dimensional y = (y1,...,%,)", cujos valores sao
realizacoes de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, com funcao
de distribuicao Fy. De maneira geral, a partir da amostra original y sao geradas, impondo
Ho e a partir de Fj, By pseudo-amostras y;,j = 1,..., By, a partir das quais sao obtidas
as estatisticas 77 = T(yj) Em seguida, para cada y;,7 = 1,..., By, é gerada, impondo

Hoy e a partir de F

5+, uma amostra bootstrap de segundo nivel y7*, para qual é obtida a
J

estatistica 7" = T(y;-‘*). O p-valor bootstrap duplo rapido é definido como
1 &
Por(7) = 52101 > Q5 (1= p" (7)), (3.9)
i=1

em que @*B*l(l — p*(7)) denota o quantil 1 — p*(7) de 7}* e p*(7T) é obtido como visto na
Equacao . Intuitivamente, suponha que os 7;° tendem a ser menos extremos do que
T, entao p* serd pequeno e o teste baseado no esquema bootstrap tenderd a ser liberal.
Sendo assim, é razoavel esperar que os 7, tendam a ser menos extremos do que os 7}
Nesse caso, @*gl(l — p*) deve ser menor do que 7 e, consequentemente, pjy, sera maior do
que p*, tornando o teste menos liberal.

MacKinnon| (2006) prova a equivaléncia das equagoes e . Para tanto, o autor
verifica que, quando By — 00, a Equacao pode ser escrita como

Ppr(T) = Pru(m > Q7 (1 —pY)),
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em que Q@ (x) = limp, ;0 @g‘; (x) e o subscrito , indica que a probabilidade foi tomada

com respeito a distribui¢ao dos 7. Por sua vez, a Equacao (3.8]) pode ser escrita como
pp (T) = Pro(Pr..(7 > 1) <p*(7)), (3.10)

em que o subscrito ,, indica que a probabilidade foi tomada com respeito a distribuicao

dos .. Por definicao, temos que

Sendo assim, a Equacao pode ser reescrita como
pp (T) = Pru(Pri (7] > 77) < Pr.(7 > Q™ (1 —p"))).
Assumindo que a distribuigao de 77" nao depende de 7", temos que
Pr. (7 > 77) < Pra.(7] > Q™ (1 —p"))
se, e somente se,
T > Q7 (1 —pY).

Mas Pr, (7 > Q™ (1 — p*)) = P5r(7). Ou seja, quando B; e B, tendem ao infinito, o
p-valor bootstrap duplo rapido é equivalente ao p-valor bootstrap duplo.

Note que, mesmo quando escolhido B, relativamente pequeno no bootstrap duplo,
o BDR se mostra uma boa opg¢ao, ja que neste sao calculadas 2B, estatisticas contra
B1Bs no BD. Portanto, o BDR se mostra uma boa alternativa para se alcancar maior
precisao sem alto custo computacional. Davidson e MacKinnon| (2000) ressaltam que,
assim como o bootstrap duplo, nem sempre o BDR apresenta resultados mais precisos
que os do bootstrap usual. Em [Davidson e MacKinnon| (2002b), MacKinnon| (2006) e
Davidson e MacKinnon| (2007)), os autores realizam simulagoes comparativas entre o BDR,
o BD e o bootstrap usual em diferentes aplicagoes. Tais simulagoes indicam um melhor
desempenho dos métodos que contam com um segundo nivel de reamostragem quando o
tamanho amostral é pequeno. No entanto, quando o tamanho amostral é grande, nota-se
uma equivaléncia dos métodos em boa parte dos casos. Além disso, em uma comparacao
direta entre o BDR e BD, os resultados apresentados em Davidson e MacKinnon| (2007)

mostram um desempenho bastante proximo dos dois, com o BDR apresentando um melhor
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desempenho em alguns cendrios. Dessa forma, o método pode tanto ser utilizado como
substituto do bootstrap tradicional como em conjunto com ele, como, por exemplo, em
casos em que o p-valor bootstrap esta préximo ao nivel do teste ou quando o mesmo é

muito diferente do p-valor assintético.

3.5 Algoritmos para os testes bootstrap

Considere a hipétese nula apresentada na Segao [3.3] Os algoritmos a seguir apresentam
as versoes bootstrap, BD, BDR e correcao de Bartlett bootstrap para o teste da razao de
verossimilhancas.

A versao bootstrap do teste RV pode ser descrita como a seguir.
Algoritmo 3.5.1. (Bootstrap)
1. Calcule a estatistica de teste de interesse, RV;

2. Gere uma amostra bootstrap y*, sob Hy, com y; ~ B(ji, &t), em que fi; = g_l(xtTB)
e th = h7Y(27). Aqui, B e 7 sao as estimativas de méxima verossimilhanca sob a

hipétese nula;
3. Calcule a estatistica RV* associada a amostra bootstrap;
4. Execute os passos 2 e 3 um nimero grande (B) de vezes;
5. Calcule o quantil de interesse da distribui¢ao empirica de RV,*, i =1,..., B;

6. Realize o teste utilizando a estatistica RV calculada no passo 1 junto com o valor

critico de bootstrap obtido no passo 5.

Rejeitamos a hipotese nula Hy quando a estatistica RV é maior que o quantil estimado.
A regra de decisao pode ainda ser expressa em funcao do p-valor do teste e de sua

estimativa bootstrap. O p-valor aproximado via esquema bootstrap é dado por
1B
P(RV) = ;[(RVi > RV).

A hipétese nula é rejeitada se o p-valor for inferior ao tamanho nominal adotado. Com
o intuito de obter um p-valor bootstrap mais preciso, pode-se utilizar a versao bootstrap

duplo do teste seguindo o préximo algoritmo.
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Algoritmo 3.5.2. (Bootstrap duplo)

1. Calcule a estatistica de teste de interesse, RV;

2. Gere uma amostra bootstrap y*, sob H,, com y; ~ B(fi, qgt), em que [i; = g‘l(xtTB)
e ¢y = h=1(2[%). Aqui, B e 7 sdo as estimativas de médxima verossimilhanca sob a

hipdtese nula;
3. Calcule a estatistica RV* associada a amostra bootstrap;

4. Gere uma amostra bootstrap de segundo nivel y**, sob H,, com y;* ~ B(;, é;‘), em
que fif = g Y] 5*) e ¢F = h™ (] 7%). Aqui, B* e 5* sdo as estimativas de maxima

verossimilhanca sob a hipétese nula obtidas utilizando y* como variavel resposta;
5. Calcule a estatistica RV** associada a amostra bootstrap de segundo nivel;
6. Execute os passos 4 e 5 um nimero grande (Bs) de vezes;

7. Obtenha os p-valores de segundo nivel, dados por
1 &
== I(RV:* > RV);
p; B2 Zl ( % A )7

8. Execute os passos 2 a 7 um nimero grande (B;) de vezes;

9. Obtenha o p-valor de primeiro nivel, dado por

B1

1
p*(RV) = — > I(RV]" > RV);
=1

B

10. Obtenha o p-valor bootstrap duplo, dado por
1 &
S(RV) = — I(p* <p"(RV));
P (RV) 81; (" < p*(RV));
11. A hipétese nula H, é rejeitada se pj; é menor que o nivel nominal adotado.

Para contornar o alto custo computacional do procedimento de bootstrap duplo pode-

se recorrer a versao bootstrap duplo rapido do teste, apresentada no algoritmo abaixo.

Algoritmo 3.5.3. (Bootstrap duplo rdpido)

1. Calcule a estatistica de teste de interesse, RV;
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2. Gere uma amostra bootstrap y*, sob Hy, com y; ~ B(fi, ggt), em que fi; = g_l(x;rﬁ)
e th = h7Y(27). Aqui, B e 7 sao as estimativas de méxima verossimilhanca sob a

hipétese nula;
3. Calcule a estatistica RV™* associada a amostra bootstrap;

4. Gere uma amostra bootstrap de segundo nivel y**, sob Hy, com y;* ~ B(fiy, gzgf), em
que fif = g~ Yz 5*) e ¢F = h™' (] 7*). Aqui, 3* e 5* sdo as estimativas de maxima

verossimilhanca sob a hipétese nula obtidas utilizando y* como variavel resposta;
5. Calcule a estatistica RV** associada a amostra bootstrap de segundo nivel;
6. Execute os passos 2 a 5 um nimero grande (B) de vezes;

7. Obtenha o p-valor de primeiro nivel, dado por

B
1
p*(RV) = 5 ;1 (RV;* > RV);

8. Obtenha o quantil 1 — p* de RV**(i =1,..., B), Ag(l —p*(RV));

9. Obtenha o p-valor bootstrap duplo rapido, dado por
1 B
FRV) = & Z I(RV; > Q (1= p"(RV)));
10. Rejeita-se a hipotese nula Hy se pi* é menor que o nivel nominal adotado.

Por fim, uma outra alternativa para contornar o problema de desempenho da
estatistica RV em pequenas amostras é considerar uma versao corrigida da estatistica
de teste. Em [Bartlett| (1937)), foi proposta uma corregao para tal estatistica, depois
generalizada em Lawley| (1956]), que permite reduzir a ordem do erro de aproximagao
qui-quadrado de O(n™!) para O(n™2). A estatistica modificada é dada por

RV
RVBC = TJ

em que ¢ = E(RV)/r é o fator de corre¢ao de Bartlett e r ¢ o nimero de restri¢oes impostas
pela hipétese nula. Aqui, estamos interessados na utilizacao da versao bootstrap de tal
corregao, proposta em Rocke (1989), para realizar o teste desejado. A estatistica RV

corrigida pelo fator de correcao de Bartlett bootstrap é dada por

r RV
RVBbc = W?
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em que RV* = % Zle RV*. Tal procedimento pode ser feito seguindo o algoritmo a

seguir.
Algoritmo 3.5.4. (Corre¢do de Bartlett bootstrap)

1. Calcule a estatistica de teste de interesse, RV;

2. Gere uma amostra bootstrap y*, sob H, com y; ~ B(fi, ggt), em que fi; = g_l(xtTB)
e gy = h=1(2[ 7). Aqui, B e 7 sdo as estimativas de mdxima verossimilhanca sob a

hipdtese nula;
3. Calcule a estatistica RV* associada a amostra bootstrap;
4. Execute os passos 2 e 3 um nimero grande (B) de vezes;
5. Obtenha a estatistica RV corrigida, RVpgp.;

6. Rejeite a hipétese nula se RVpye > x7_,,-

3.6 Simulacoes

Nesta secao serao apresentados resultados de simulacoes de Monte Carlo realizadas para
avaliar os desempenhos do teste da razao de verossimilhancas e suas versoes bootstrap
(RV™), do teste que usa corre¢ao de Bartlett bootstrap (RVpy.) e do teste bootstrap duplo
rapido (RV**) em pequenas amostras. Nas simulagoes a seguir foram consideradas 5000
réplicas de Monte de Carlo e 500 réplicas bootstrap.

Inicialmente, foi considerado o modelo com parametro de precisao constante e funcao

de ligacao logit dado por

log <1 fe ) = (1 + Baxio + B3243.
— Mt

A hipétese nula considerada foi Hy : B3 = 0. Os testes foram realizados para trés
tamanhos amostrais, n = 10, 20 e 40, nos quais os valores das covariadas x;; foram obtidos
aleatoriamente da distribui¢ao uniforme padrao U(0,1). Além disso, foram consideradas
trés configuragoes para o intervalo em que a média da varidvel resposta assume valores,

obtidos através das seguintes especificacoes dos parametros: [, = —2.40,8, = —1.45

que fornece p € (0.020,0.080); 51 = 1.45,5;, = —2.82 fornecendo p € (0.20,0.80); e
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p1 = 2.9,y = 0.9, que fornece p € (0.94,0.98). Adicionalmente, foram considerados trés
valores distintos para o parametro de precisao, a saber: ¢ = 20, 100, 500.

As Tabelas [3.7], 3.2] e [3.3] apresentam os resultados de tais simulagoes. Nota-se que o
teste RV é bastante liberal em pequenas amostras. Por exemplo, na Tabela [3.1} quando
p € (0.020,0.080), n = 10 e a = 10%, a taxa de rejeigao do teste RV foi de 18.16%,
valor bem acima do nivel adotado. Por sua vez, todas as versoes do teste RV baseadas
em esquemas de reamostragem apresentaram taxas de rejeicao mais proximas ao nivel
desejado, ou seja, mais proximas do nivel nominal adotado, do que a versao assintética.
Por exemplo, no mesmo cenario citado acima, as versoes RV*, RV** e RVpy. apresentaram

taxas de rejeicao de 10.20%, 10.08% e 9.94%, respectivamente.

Tabela 3.1: Taxas de rejei¢ao nula (%) no modelo com ¢ = 20 no teste de Hy : S5 = 0.

1 € (0.020,0.080) o =10% o =5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 18.16 13.54 12.00 11.26 756  6.20 3.54  2.00 1.50
RV* 10.20  10.14 10.38 476 524  5.06 118 1.18 150
RV** 10.08 9.92  9.86 4.90  4.86 5.02 0.98 1.02 1.14
RVBbe 9.94 10.08 10.36 4.80 5.08 5.16 1.00  1.06 1.22
1 € (0.20,0.80) o =10% o =5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 18.10 13.06 12.00 1112 748 6.38 344 178 1.50
RV* 9.92  9.98  10.68 486 490 5.44 138 114 114
RV** 9.74  9.98  10.50 482 466 5.26 130 114 112
RVBbe 9.82  9.90  10.42 486 4.82 5.40 120 1.06 1.16
1 € (0.94,0.98) o =10% o =5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 18.66 13.58 10.94 1182 7.62 5.90 3.78  1.80 1.20
RV* 10.86 10.28  9.76 568 524 5.06 140 116 0.94
RV** 10.88 1022 9.84 564 498 5.14 1.06 1.00 0.86
RVBbe 10.78  10.04  9.48 530 526 4.94 118 094 0.76

No geral, as versoes bootstrap duplo rapido do teste RV e corrigida pelo fator de
Bartlett bootstrap apresentaram desempenho superior ao teste que usa a versao bootstrap
usual, principalmente ao nivel nominal de 1%. Por exemplo, na Tabela quando
p € (0.020,0.080), n = 40 e a = 1%, as taxas de rejeicao nula dos testes RV* e RVpy,
foram de 0.96% e 1.06%, respectivamente, enquanto a obtida via bootstrap usual foi de

1.26%.
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Tabela 3.2: Taxas de rejeigao nula (%) no modelo com ¢ = 100 no teste de Hg : f3 = 0.

1 € (0.020,0.080) o =10% o =5% o=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 18.34  13.86 11.66 11.20 7.50 6.36 3.72  1.60 1.46
RV* 9.92  10.30 10.14 528 4.84 5.30 0.90 1.08 1.34
RV** 9.88 10.06 9.86 500 4.60 5.14 0.86 1.08 1.14
RVBbe 9.84 10.28  9.88 522 470 5.20 0.80 1.00 1.04
1 € (0.20,0.80) o =10% o =5% o=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 18.20 12.96 12.46 10.84 7.14  6.52 3.64 174 1.56
RV* 9.62 9.66 11.10 520 4.96 5.52 122 1.04 1.22
RV** 9.62  9.80 10.90 504 456 5.6 118 0.80 1.00
RVBbe 9.72 958 11.14 502  4.76  5.42 0.98 098 1.08
1 € (0.94,0.98) o =10% o =5% o=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 18.58 13.82 12.08 1128 7.72  6.24 3.90 178 1.50
RV* 10.02  10.34  10.32 536 5.10 5.18 110 1.08 1.26
RV** 10.04 10.06  9.98 514  4.82 5.10 118 096 1.18
RVBbe 10.00 10.42  10.56 516  4.90 5.02 1.02 094 1.10

Tabela 3.3: Taxas de rejeigao nula (%) no modelo com ¢ = 500 no teste de Hg : f3 = 0.

1 € (0.020,0.080) o =10% o =5% o=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40

RV 1764 14.16 11.48 10.92 7.66 5.66 348 198 1.60
RV* 9.66 10.60  9.96 506 5.50 5.00 098 132 1.26
RV** 9.38 1048  9.60 474 554  4.90 094 1.08 0.96
RVgbe 9.74 1044  9.88 502 544 474 0.80 0.94 1.06
1 € (0.20,0.80) a=10% o =5% o=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40

RV 1824 1340 11.46 1122 7.78 5.78 3.94 204 1.12
RV* 1022 1042 10.26 532 554 472 122 130 1.02
RV** 1026 1024  9.78 530 550 4.60 0.96 1.24 0.96
RVBbe 10.02 1024 9.84 510 540 4.74 1.06 120 0.82
1 € (0.94,0.98) o =10% o =5% o=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40

RV 18.02 1358 11.62 11.16  7.70  6.04 354 1.84 1.32
RV* 9.98  10.52  10.02 514 540 5.16 116 116 1.24
RV** 9.96 10.22  9.88 492 518 5.10 1.06 098 1.20

RVBpe 10.08 10.42 9.86 4.84 5.28 4.92 095 0.86 0.98
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Dando continuidade a avaliagao dos testes, foi considerado o modelo com funcao de

ligacao logit para a média e logaritmica para a precisao, dado por

log (1 L ) = (1 + Baxio + B3243,
— e

log(¢¢) = 1 + Y22

Foram considerados trés tamanhos amostrais, n = 10,20 e 40, em que, para n = 10, os
valores das covariadas x;; = z; foram obtidos aleatoriamente da distribuicao uniforme
padrao U(0, 1). Por sua vez, para n > 10, a amostra anterior foi replicada até a obtengao
do tamanho desejado, visando manter constante o grau de heterogeneidade da dispersao,
dado por A = @max/Pmin. Além disso, foram consideradas trés configuragdes para o
intervalo em que a média da variavel resposta assume valores, obtidos através das seguintes
especificagoes dos parametros do submodelo da média: f; = —2.29, 8, = —1.59, B3 = 0.7
que fornece p € (0.02,0.12); 8y = 1.7, 8, = —3.07, 3 = 0.7 fornecendo p € (0.28,0.90);
e b1 = 29,0, = 0.9,5; = —0.7 que fornece p € (0.92,0.98). Adicionalmente, foram
considerados trés valores para o grau de heterogeneidade, A = 20, 50, 100, obtidos através
das seguintes especificacoes dos parametros do submodelo da precisao, respectivamente:
Y1 =23,7% =335 11 =23, 72 =43T;e 11 =2.3,7, = 5.14.

As Tabelas [3.4] e apresentam os resultados para os testes considerando a
hipdtese nula Hy : f5 = 0 (r = 1) variando o grau de heterogeneidade. Os resultados
indicam, assim como no caso de precisao constante, que a versao assintotica do teste
RV é bastante liberal e que a utilizacao de suas versoes bootstrap permite a obtencao
de resultados mais préximos do esperado, ou seja, a obtengao de taxas de rejeicao mais
préximas ao nivel nominal adotado.

No geral, nota-se que a versao do teste baseada no bootstrap duplo rapido apresenta
o melhor desempenho na maior parte dos casos. Por exemplo, na Tabela quando
p € (0.20,0.80), n = 20 e a = 5%, temos que a taxa de rejeicao nula do teste RV** foi
de 5.14%, enquanto as taxas associadas as versoes RV* e RVpy,. foram, respectivamente,
5.54% e 5.24%.

Por sua vez, as Tabela [3.7] e apresentam os resultados considerando a hipotese
nula Hy : P = P3 = 0 (r = 2). No geral, percebe-se novamente desempenho liberal da
versao assintdtica do teste RV, com as versoes baseadas no bootstrap apresentando um

melhor comportamento.
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Tabela 3.4: Taxas de rejeigao nula (%) no modelo com A =20 e r = 1.
1 € (0.020, 0.080) a=10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 23.60 1448 12.44 16.08 7.84 6.48 6.70 2.08 1.68
RV* 10.02  9.86  10.50 4.86 478 5.30 110 1.16 120
RV** 10.38  10.00  10.56 536  4.84 5.26 1.06  0.98 1.12
RVppe 9.92 970 10.40 476  4.92 530 0.98 110 0.90
w € (0.20,0.80) a=10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 23.22 1512 11.94 1530 822  6.40 594 222 150
RV* 9.26  10.30  10.02 4.54 554 518 108 1.16 104
RV** 9.60 10.14 10.10 4.84 514 5.06 0.96 0.96 1.04
RVppe 9.16  10.26  9.82 442 524  5.20 0.94 094 0.94
1t € (0.95,0.98) a=10% o =5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 22,52 14.22  11.72 14.58 7.98 6.44 570 248 130
RV* 894  9.96 10.16 4.58 512 4.90 110 150 0.90
RV** 9.16  9.72  10.06 4.82 524 470 1.04 1.20 0.78
RVppe 8.90  9.86 10.30 454 502 478 0.86 1.32 0.76
Tabela 3.5: Taxas de rejeigdo nula (%) no modelo com A =50 e r = 1.
1 € (0.020, 0.080) a=10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 22.82  14.82 12.52 1522 8.88 6.82 598 258 1.72
RV* 9.24 1048 10.58 4.64  5.60 5.62 0.84 1.42 1.36
RV** 9.44 1032 10.56 470 548 5.68 0.86 1.10 1.16
RVppe 9.44 1044 10.34 444 538 540 0.64 120 1.24
1 € (0.20,0.80) a=10% o =5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 22.82 1584 11.76 1520 884 6.74 566 240 1.62
RV* 9.88 1056  10.24 478 516 5.16 128 1.30 1.22
RV** 9.66 1056 10.26 470 548 5.24 0.98 1.34 1.06
RVppe 9.86  10.36  10.24 448 510 5.4 104 1.02 114
u € (0.95,0.98) o =10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 23.36  14.92 1176 1528 9.40 6.46 590 252 1.58
RV* 9.24 1090 10.42 4.66 564 5.32 1.04 122 124
RV** 9.36  10.88 10.30 4.50 534 5.46 0.92 128 1.04
RVppe 9.28 1098 10.18 470 528 5.06 074 104 1.10
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Tabela 3.6: Taxas de rejeicao nula (%) no modelo com A =100 e r = 1.

4 € (0.020,0.080) a=10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 2248 13.96 11.98 1442 7.84 6.50 5.60 236 1.54
RV* 8.96 9.28 10.14 4.56 4.74  5.22 1.10 1.14 1.20
RV ** 8.82 9.26 10.06 4.60 5.00 5.32 1.00 0.78 1.04
RVBbe 9.00 9.36 9.84 4.46 4.72  5.10 0.88 0.86 1.04
w € (0.20,0.80) a=10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 23.88 15.02 12.30 1592 8.42 6.96 6.02 248 1.74
RV* 10.12  10.14 10.42 5.24 4.92 5.48 1.26 1.14 1.50
RV ** 9.98 10.06 10.44 5.22 4.96  5.56 1.12 1.06 1.16
RVBpe 10.26  10.24 10.18 4.96 5.10 5.34 098 0.90 1.20
1 € (0.95,0.98) o =10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 21.94 1492 11.78 14.86 8.50 6.62 5.78 212 1.36
RV* 9.62 10.10 10.16 4.88 5.12  5.36 096 1.06 1.02
RV** 9.56 9.98 9.92 4.68 5.00 5.24 0.88 1.04 0.98
RVBpe 9.64 9.96 10.10 4.88 4.90 5.16 082 094 0.80

Tabela 3.7: Taxas de rejeigao nula (%) no modelo com A =20 e r = 2.

= 0.092 a=10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 27.20 15.60 12.40 18.26 9.24 6.56 7.28 2,50 1.60
RV* 9.84 9.86 9.68 4.98 4.86 5.18 1.26 1.28 1.14
RV** 10.30 9.44 9.52 4.78 4.70 5.04 098 1.08 1.04
RVBpe 9.56 9.50 9.54 4.76 4.66 4.90 096 1.10 0.88
u=0.85 a=10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 27.78 1698 13.18 18.80 10.00 7.34 756 2.90 1.60
RV* 10.24 10.74 10.62 5.24 5.20 5.72 1.02 1.32 1.26
RV ** 9.84 10.82  10.52 5.16 5.30 5.48 096 1.08 1.18
RVBpe 10.06 10.48 10.48 5.06 5.12 5.38 0.86 1.20 1.04
nw=0.95 a=10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 26.52 16.32 12.76 17.76 9.66 6.34 6.70 2.70 1.48
RV* 9.48 10.40 9.94 4.38 4.94 4.98 098 1.12 1.06
RV** 9.62 10.06 9.66 4.60 4.88 4.88 094 1.00 1.02
RVBpe 9.48 10.26  10.04 4.16 4.86 5.00 0.86 0.92 0.90
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Tabela 3.8: Taxas de rejeigao nula (%) no modelo com A =50 e r = 2.

= 0.092 a=10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 27.06 16.50 11.96 18.28 9.18 6.82 7.30 276 1.46
RV* 9.90 9.80 10.12 5.10 5.02 5.54 1.32 1.26 1.16
RV** 9.96 9.72 10.06 4.98 4.86 5.20 1.10 1.18 1.16
RVBbe 9.76 9.82 10.06 4.88 5.02 5.30 1.02 094 0.96
1= 0.85 a=10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 26.36 16.44 12.72 18.32 9.88 7.14 7.06 286 1.60
RV* 9.86 10.58 10.14 4.94 5.52  5.30 1.04 1.22 1.24
RV** 9.84 10.56 9.88 4.80 4.96 5.16 092 1.18 1.10
RVBpe 10.02  10.50 9.84 4.84 5.64 5.10 0.64 1.10 0.98
1= 0.95 a=10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 26.70 16.68 12.38 18.40 9.44 7.00 7.24 2.88 1.52
RV* 10.38 10.18 10.02 5.20 5.36  5.40 1.18 1.26 1.24
RV** 10.50 10.18 10.02 5.02 5.42  5.02 092 1.10 1.10
RVBpe 10.36  10.00 9.96 5.12 5.32 5.08 096 1.00 1.02

Tabela 3.9: Taxas de rejeicao nula (%) no modelo com A = 100 e r = 2.

= 0.092 a=10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 28.36 16.32 13.30 19.12 9.66 7.06 790 276 1.60
RV* 10.90 10.34 10.54 5.46 5.22 4.92 1.24 1.18 1.20
RV** 10.82 10.20 10.44 5.30 5.08 5.16 1.18 1.02 1.10
RVBpe 10.80 10.02 10.28 5.24 4.84 4.84 0.92 0.98 1.08
u=0.85 a=10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 28.32 1644 1224 19.10 9.38 6.66 7.66 262 1.54
RV* 10.40 10.10 9.64 5.50 5.02 5.06 1.04 1.04 1.20
RV** 10.12  10.08 9.56 5.20 5.10 4.90 1.08 0.86 1.26
RVBpe 10.30  10.08 9.50 5.18 4.80 4.88 090 1.00 1.08
©=0.95 a=10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40
RV 27.36 16.34 12.82 18.44 9.50 6.80 6.78 240 1.42
RV* 9.96 10.18 10.16 4.90 4.80 5.08 1.12 1.08 1.14
RV** 9.84 10.10  10.10 4.62 4.88 4.98 090 1.12 1.18

RVBpe 9.72 10.22  10.22 4.80 4.54 4.96 0.80 0.92 0.98
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Além disso, nota-se que as versoes RV** e RVp,. apresentam desempenho superior
ao da versao RV™* na maior parte dos casos, valendo ressaltar novamente o desempenho
de tais versoes quando @ = 1%. Por exemplo, na Tabela [3.8, para = 0.092, n = 10 e
a = 1%, as taxas de rejeicao nula obtidas pelos teste RV** e RVpy,. foram iguais a 1.10%
e 1.02% enquanto a da versao RV* foi igual a 1.32%.

Ja a Tabela [3.10] apresenta os resultados para os testes realizados no submodelo da
precisao, que reforcam a superioridade das versoes do teste RV baseadas em esquemas
de reamostragem bootstrap. Aqui, as versoes baseadas no bootstrap duplo rapido e
na correcao de Bartlett bootstrap seguem apresentando desempenhos mais préximos do
esperado do que a baseada no bootstrap usual, na maioria dos casos. Por exemplo,
para n = 10, quando p € (0.92,0.98) e a = 5%, temos que a taxa de rejeicio da versao
bootstrap usual foi de 4.54%, enquanto as das versoes BDR e corrigida por Bartlett foram

4.98% e 4.74%, respectivamente.

Tabela 3.10: Taxas de rejeicao nula (%) no submodelo da precisao.

€ (0.025,0.13) o =10% o =5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40

RV 26.36  14.88 11.96 18.76  8.98  6.82 8.80 270 1.46
RV* 9.26 998  10.12 472 492 554 0.94 130 1.16
RV** 9.42 10.18 10.06 490 486 5.20 092 1.16 1.16
RViype 9.74 978  10.06 496 500 5.30 0.78 110 0.96
1 € (0.26,0.87) o =10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40

RV 24.24 1486 12.58 16.78 854 7.14 7.28 230 1.88
RV* 9.32  9.96 10.86 462 482 5.62 112 1.06 1.50
RV** 9.14 970 10.72 440 462 5.32 0.88 1.14 1.32
RVgype 954 992  10.62 5.02 472 5.44 118 1.00 1.26
1 € (0.92,0.98) o =10% a=5% o=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40

RV 24.84 14.34 12.50 17.54 832 6.66 8.04 222 1.56
RV* 9.46  9.72  10.38 454 514 5.16 1.04 1.06 1.12
RV** 1024 9.66  10.32 498 512 5.20 0.90 0.96 1.04
RVBbe 956  9.64 10.20 474 506 5.10 0.94 0.84 0.92

Dando continuidade aos estudos de simulacao, decidimos avaliar como a variacao do
numero de réplicas bootstrap afeta os testes baseados em esquemas de reamostragem.

Para tanto, consideramos o modelo com funcao de ligacao logit para a média e logaritmica
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para a precisao, dado por

log (1&) = (1 + Baxio + B33,
— Mt

log(¢¢) = 1 + Y22

Para as simulagoes foram considerados B = 250, 500, 1000, x € (0.50,0.96) e A = 100.
Os resultados apresentados na Tabela [3.11| mostram que a reducao no nimero de réplicas
bootstrap afeta fortemente as versoes bootstrap do teste RV, mas mantem o RV** e
RVpgp. como melhores opgoes, com o 1ltimo mostrando um desempenho mais proximo
do desejado. Por sua vez, o aumento do nimero de réplicas, de modo geral, apesar de
fornecer melhoras em alguns cenarios, causou distorgoes em outros. Vale notar que o teste
RV*, com B = 1000, ainda apresenta, no geral, um desempenho inferior ao dos testes
RV* e RVpp., com B = 500. Além disso, de maneira geral, o melhor desempenho foi

alcangado com o teste RV** com B = 500.

Tabela 3.11: Taxas de rejeicao nula (%) obtidas a partir da variacao do nimero de réplicas

bootstrap.

B =250 a=10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40

RV* 11.20 10.14 11.34 5.50 5.62 6.10 1.42 1.54 1.62
RV** 10.96 10.20 10.82 5.48 554 5.98 1.34 1.54 1.48
RVBpe 10.94 9.92 11.12 538 5.26 5.62 1.04 1.02 1.46
B = 500 a=10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40

RV* 9.82 10.12 10.42 5.12 5.38 5.40 1.14 1.42 1.08
RV** 10.00 9.98 10.26 5.28 5.30 5.12 0.98 1.26 1.06
RVBpe 9.68 10.06  10.42 5.10 5.36 5.34 1.06 1.20 0.94
B = 1000 a=10% a=5% a=1%

n 10 20 40 10 20 40 10 20 40

RV* 9.08 10.10 10.52 4.56 4.78 5.00 1.08 0.98 1.18
RV** 9.12 9.88 10.56 4.30 494 5.12 1.06 0.84 1.06
RVBpe 9.16 9.98 10.46 4.48 4.78 4.96 0.96 0.86 1.00

No geral, nota-se que os teste baseados em esquemas de reamostragem bootstrap
apesentam desempenho melhor que o teste assintético. Além disso, na maior parte dos
casos, uma comparagcao direta entre as versoes BDR e bootstrap usual do teste RV indica a

superioridade da versao BDR. Dessa forma, o método mostra-se indicado para a realizacao
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de testes de hipoteses em pequenas amostras. Vale ressaltar que tal método nao produziu

um alto custo computacional nas simulagoes, que duraram em média 15 horas cada.

3.7 Aplicacoes

Nesta secao, os testes supracitados serao aplicados a quatro conjuntos de dados reais,
permitindo assim uma visao do funcionamento dos métodos estudados em diferentes
tamanhos amostrais. Para avaliar a qualidade do ajuste dos modelos consideramos o

pseudo-R%, (Nagelkerke (1991)), que ¢ dado por

RQ —1— (Lnull ) 2/m
RV szt ’

em que L,,; ¢ a fungdao de verossimilhanca maximizada do modelo sem regressores e

L € a funcao de verossimilhanga maximizada do modelo ajustado, e a adaptacao do
mesmo para modelos de regressao beta com precisao variavel, introduzida em [Bayer e

Cribari-Neto| (2014)), dada por

n—1 ’
n—(1+a)k—(1-aym) ’
em que 0 < a < 1ed >0, além do Critério de Informacao de Akaire (AIC) (Akaike,
1973) e do Critério de Informagao Bayesiano (BIC) (Akaike (1978) e Schwarz et al. (1978)).

ﬁ?szl—u—Rﬁw)(

Por sua vez, para analisar possiveis indicios de ma especificagao foi seguida a proposta
apresentada por |Cribari-Neto e Lima) (2007), baseada no teste RESET, introduzido por
Ramsey (1969). Tal teste consiste na inclusdo do quadrado do preditor linear 7 como
regressor no submodelo da média do modelo e, em seguida, avaliar a sua exclusao, ou
seja, avaliar se a inclusao de tal preditor melhora o ajuste do modelo. Além disso, para
a avaliagao grafica, foi considerado a adaptacao para o modelo de regressao beta com
precisao varidvel do residuo ponderado padronizado 2 (Espinheira et al.| 2008) proposta

em |Ferrari et al.| (2011)),

Yy
ry = —@\t(l — hrt), (311)
em que y; = log{y:/(1—ys)}, pi = Y (psde) — V(1 — pe)be) € ve = ' (pepe) + " (1 — pae ) Pt

Aqui, hj, é o t-ésimo elemento diagonal de

H = (WW)2X(XTVIWX) ' XT(VIV)/2,



Capitulo 3. Teste de hipdteses via esquemas bootstrap 53

em que X é uma matriz n X k de covariadas, W = diag{wi,...,w,} com w; =

G /{9 ()} e V = diag{¢r,..., ¢u}.

3.7.1 Aplicagao 1: Fator de simultaneidade

Analisado originalmente em Zerbinatti (2008), o conjunto de dados possui 42 observagoes
obtidas a partir de um trabalho de medicao realizado pelo Instituto de Pesquisas
Tecnolégicas (IPT) e pela Companhia de Gés de Sio Paulo (COMGAS), visando &
construcao de um banco de dados de fatores de simultaneidade e suas correspondentes
capacidades maxima de consumo, conhecidas como poténcias computadas.

O fator de simultaneidade é uma peca chave no desenvolvimento de projetos de
instalagoes prediais, ja que superestimar tal fator gera custos desnecessarios as companhias
de gés e subestiméa-lo compromete o fornecimento de gas natural e a seguranca dos
usuarios. Tal fator permite obter um indicador da vazao méaxima que ocorre em um trecho
da tubulacao através da equacao Qp = F' X Quax, em que Qp é a vazao adotada em um
trecho, F' é o fator de simultaneidade e Q. € a vazao maxima possivel. Dessa forma, o
fator de simultaneidade é interpretado como a proporcao da vazao de fato utilizada e a
maxima possivel, assumindo valores no intervalo (0, 1).

Em Zerbinatti (2008) e [Espinheira et al| (2014), os autores consideram o modelo
de regressao beta com precisao constante e funcao de ligacao logit para modelar o
fator de simultaneidade em funcao da covariada poténcia computada, utilizando uma
transformacao logaritmica na mesma. Aqui, tal modelo serd considerado o modelo M1 e
estamos interessados em avaliar se hé indicios de precisao variavel. Dessa forma, o modelo

de estudo é dado por

M2 :log (1 'ut’u ) = b1 + By log(w),
t

log(¢) = 71 + 72 log(x2).

A estatistica RV obtida para a hipétese nula de precisao constante, Hy = 75 = 0,
foi igual a 3.25, com p-valor = 0.07, o que indica a rejeicao da hipdtese nula ao nivel
nominal de 10%. No entanto, o p-valor bootstrap (p-valor = 0.10) indicou a nao rejeigao
da hipétese nula ao nivel nominal de 10%. Como o p-valor bootstrap mostra-se préximo
do nivel nominal, foram utilizados os métodos bootstrap duplo rdapido e a correcao de

Bartlett bootstrap para averiguar os resultados. A rejeicao da hipdtese nula ao nivel de
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10% foi indicada pela versao do teste corrigida por Bartlett via bootstrap com p-valor
igual a 0.09 e reforcada pela versao bootstrap duplo rapido do teste, com p-valor igual a
0.07. Dessa forma, decidimos seguir com o modelo com precisao variavel.

As estimativas dos parametros e os respectivos erros-padrao para tal modelo sao

apresentados na Tabela [3.12]

Tabela 3.12: Estimativas e erros-padrao para o modelo final utilizado na modelagem dos dados

do fator de simultaneidade.

S Ba T Y2
Estimativa —-1.717 —0.797 4.001 0.542
Erro-padrao 0.091 0.085 0.326 0.296

A Tabela apresenta as medidas de qualidade de ajuste obtidas para os modelos
M1 e M2. Nota-se que, com excecao do critério BIC, todos os critérios favorecem o modelo
M?2, j4 que quanto maior os pseudos-R? melhor o ajuste do modelo, e quanto menores os
valores de AIC e BIC, maiores os indicativos de que o modelo correspondente é adequado.
Além disso, o teste RESET (x? = 0.008, p-valor = 0.929) nao forneceu indicios de m4

especificagdo para tal modelo, assim como o grafico normal de probabilidades (Figura

59).

Tabela 3.13: Medidas de avaliacdo dos modelos selecionados para os dados do fator de

simultaneidade.
Modelo R%,, R%py AIC BIC
M1 0.722 0.705 —170.779 —165.566
M2 0.743 0.722 —172.031 —165.081

3.7.2 Aplicagcao 2: Gastos com alimentacao

Foram utilizados os dados apresentados em |Griffiths et al.| (1993, Tabela 15.4) referentes a
gastos com alimentacao, renda (x2) e nimero de pessoas (z3) por domicilio em uma cidade
dos Estados Unidos. |Ferrari e Cribari-Neto (2004) modelaram a proporgao de gastos com

alimentacao (y) como fungao das covariadas x5 e z3 utilizando um modelo de regressao
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M1 M2

Residuos
0
Residuos

Quantis normais Quantis normais

Figura 3.2: Graficos dos residuos ponderados padronizados 2 com envelopes simulados para os

modelos M1 e M2 utilizados na modelagem dos dados do fator de simultaneidade.

beta com precisao constante. Ja em |Cribari-Neto e Zeileis| (2010), os autores sugerem o
uso do modelo com precisao variavel com funcao de ligacao logit para o submodelo da

média e logaritmica para o submodelo da precisao. Aqui, o modelo inicial é dado por

M1 : log (1 'utu ) = b1 + Boxo + B3243
- Mt

log(¢¢) = 11 + Yoso + Y343,

t=1,...,38. Inicialmente, foi testada a hipdtese de precisao constante, Hy : y5 = v3 = 0.
A estatistica RV foi igual a 7.87, com p-valor = 0.02, o que indica a rejeicao da hipotese
nula ao nivel nominal de 5%. Tal decisao foi confirmada por todas as versoes bootstrap
do teste com p-valores iguais a 0.03, 0.01 e 0.03 associados a RV*, RV™ e RVp.,
respectivamente. Ou seja, a versao BDR do teste nos permite rejeitar a hipétese nula
com mais confianga.

Dando continuidade aos testes, foi testada a hipdtese nula Hy : 73 = 0. Para tal
hipdtese, todas as versoes do teste RV indicaram a rejeicao da hipétese nula com p-valores
iguais a 0.01, 0.02, 0.04 e 0.01 associados a RV, RV*, RV** ¢ RV, respectivamente. Por
sua vez, os testes para a hipétese nula J; : 75 = 0 indicaram fortemente a nao rejeigao

da mesma com todos os p-valores acima de 0.68. Dessa forma, adotamos o modelo dado
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por

log (1 L ) = (1 + Baxio + B3243,
— e

log(¢y) = 71 + Y3243

Em seguida, testamos a hipdtese nula Hy : f3 = 0. Os p-valores associados ao teste
assintético e a versao baseada na correcao de Bartlett bootstrap foram iguais a 0.02. Por
sua vez, os p-valores associados as versoes bootstrap usual e BDR dos testes foram iguais
a 0.03. Ou seja, todas as versoes do teste RV indicaram a rejeicao da hipétese nula. Por
fim, testamos a hipdtese nula H, : G, = 0. Tal hipdtese foi rejeitada por todas as versoes
do teste com p-valores préximos de zero.

As medidas de qualidade de ajuste obtidas para tal modelo foram: R%, = 0.517 e
Rpy =0452¢aF igura apresenta o grafico normal de probabilidades para o modelo
selecionado. Vale ressaltar que o teste RESET (x? = 5.024, p-valor = 0.025) indiciou haver
sinais de ma especificacao do modelo. Voltaremos a tratar desse conjunto de dados no

proximo capitulo.

Residuos

Quantis normais

Figura 3.3: Grafico dos residuos ponderados padronizados 2 com envelopes simulados para o

modelo final utilizado na modelagem dos dados de gastos com alimentagao.

3.7.3 Aplicacao 3: Recém-nascidos com baixo peso

Segundo o America’s Health Rankng] no ano de 2015, nos Estados Unidos, cerca de

8% dos recém-nascidos apresentaram quadro de baixo peso, ou seja, pesavam menos

http://americashealthrankings.org
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de 2,5 quilogramas. Tal fato, geralmente, é associado a uma insuficiéncia placentaria
que pode ter como causa fatores mutaveis, ou seja, fatores em que o individuo pode
influir, prevenindo ou tratando. Além disso, casos de gravidez prolongada e nascimentos
prematuros também costumam ser relacionados a tal situacdo. Aqui, através de dados
obtidos a partir do America’s Health Ranking e do relatorio anual The State of Obesz’tyﬂ
modelamos a proporg¢ao de recém-nascidos com baixo peso do ano de 2015 (y) levando em
conta os nascimentos prematuros e fatores comportamentais associados a populacao dos
50 estados e distrito federal dos Estados Unidos. Sendo assim, nosso conjunto de dados
¢ composto por b1 observacoes, cujas as covariadas sao: a porcentagem de nascimentos
prematuros (x3); a porcentagem de adultos que consumem bebidas alcodlicas em excesso
(z3); a porcentagem de adultos fumantes (x4); a porcentagem de adultos com indice
de massa corporal maior ou igual que 25 (x5), representando a situagdo de sobrepeso;
e a quantidade média de vegetais (zg) e frutas (z7) consumidas diariamente por cada
habitante das 51 regides analisadas.

Nosso modelo inicial é dado por

log ( utﬂ ) = P14+ Boxio + Psxis + Batrs + Bstis + BeTis + Lraer,
t
log(d:) = 71 + Y22 + V3Tt + VaTea + V5Tas + YeTee + VrTer-

A hipétese nula de precisao constante nao foi rejeitada por nenhuma versao do teste com

todos os p-valores acima de 0.95. Dessa forma, adotamos o modelo com precisao contante,

log (1 I“t“ ) = B1 + Boxo + Psxis + Lais + Bsis + BeTis + Lrayr.
— e

Os testes da hipotese nula Hy : f7 = 0 indicaram a nao significancia da variavel x7, com

p-valores acima de 0.32. Dessa forma, adotamos o modelo dado por

log (1 Mtlu ) = B1 + Baxeo + B33 + Latia + Bsxs + Boe.
- Mt

Em seguida, foi testada a hipdtese nula Hy : fg = 0, para a qual os testes também

indicaram a nao significancia da variavel xg, com p-valores acima de 0.68. Sendo assim,

adotamos o modelo dado por

log (1 Mtlu ) - Bl T 52%@ + 63$t3 + 54wt4 + 653%5.
- Mt

’http://stateofobesity.org
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Por sua vez, os testes indicaram unanimemente a significancia da variavel x5, com todos
os p-valores préximos de zero. No que tange ao teste da hipotese nula Hy : 54 = 0, os
p-valores associados a RV, RV*, RV** e RVpg,. foram, respectivamente, 0.01, 0.03, 0.04
e 0.02., indicando a rejeicao de tal hipdtese nula ao nivel de significancia de 5%. Por fim,
os testes de Hy : B3 = 0 e Hy : B2 = 0 indicaram a significancia das variaveis x3 e xo com

todos os p-valores préximos de zero. Dessa forma, nosso modelo final é dado por

log (1 MM ) = B + Boxo + B3z + Latia + B5xs.
- Mt

As estimativas dos parametros e seus respectivos erros-padrao se encontram na Tabela

B.14.

Tabela 3.14: Estimativas e erros-padrao para o modelo final utilizado na modelagem dos dados

de recém-nascidos com baixo peso.

A Ba B3 Ba Bs ¢
Estimativa —2.269 7.779 —-1.130 1.139 -1.677 2636.5
Erro-padrao 0.265 0.694 0.354 0.426 0.415 522.2
As medidas de qualidade de ajuste obtidas para o modelo foram R%,, = 0.806 e

R? ry = 0.776, indicando assim que o modelo se ajusta bem aos dados. Por sua vez,
nem o teste RESET (x? = 0.076, p-valor = 0.783) nem o grafico normal de probabilidades
(Figura indicaram haver indicios de mé especificacao do modelo.

3.7.4 Aplicagao 4: Prémios da Ford na NASCAR

O conjunto de dados é formado por 267 observacoes referentes as corridas da Winston Cup
(atualmente, Sprint Cup) da NASCAR (Associagdo Nacional de Automobilismo Stock
Car, em portugués) entre os anos de 1993 e 2000. Os dados foram estudados por Winner
(2006) e tém como varidvel resposta (y) a proporgao de prémio em dinheiro ganho pelo
time da Ford nas corridas. As covariaveis sao: a proporcao de carros que sao da Ford por
corrida (x2); o comprimento da pista em milhas (z3); o bank (x4), que representa o grau de
inclinagao de cada pista nas curvas; o logaritmo do nimero de voltas (z5); e oito varidveis
dummy representando os anos das corridas (1993-2000). |Winner| (2015) utiliza um modelo

de regressao beta com precisao constante e funcao de ligacao logit para modelar os dados.
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Residuos

Quantis normais

Figura 3.4: Grafico dos residuos ponderados padronizados 2 com envelopes simulados para o

modelo final utilizado na modelagem dos dados de recém-nascidos com baixo peso.

Aqui, tal modelo serd denominado modelo M1 e, adicionalmente, consideraremos uma
estrutura de regressao para o parametro de precisao. Sendo assim, nosso modelo inicial é

dado por

13
log ('u—t#> = B1 + Boia + B33 + Batia + Bss + Z Bnin,
t

n=6
13

log(¢r) = 71 + Yalez + Y3Ts3 + YaTea + VsTes + Y VnTen-

n=>6

A hipétese nula de precisao constante foi rejeita por todas as versoes do teste, com todas
apresentando p-valor < 0.01. Em seguida, testamos a exclusao das variaveis dummy de
tal submodelo. Todas as versoes do teste RV indicaram a rejeicao da hipdtese nula com
p-valor < 0.01. Para os demais parametros do submodelo da precisao, todas as versoes
do teste indicaram unanimemente a nao significancia das variaveis o, x3, x4 € x5, com

p-valores sempre muito proximos. Dessa forma, adotamos o modelo

13
1
log <—tﬂ> = B1 + Boxia + Baxys + Bata + PsTis + Z Bnin,
t

n=~6
13

1Og(¢t) =M + Z/antn-

n=>6

Em seguida, passamos para os teste sobre os parametros do submodelo da média. A

hipétese nula Hy : G = -+ = [13 = 0 foi rejeitada com p-valor = 0.01 para todas as
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versoes do teste. Por sua vez, a hipdtese nula Hy : G5 = 0 foi rejeitada unanimemente
com p-valores < 0.01. J4 o teste de Hy : §4 = 0 indicou a nao significancia da variavel xy,
com todos p-valores acima de 0.31. Por fim, as hipéteses nulas Hy : 3 =0e Hy: o =0

foram rejeitadas unanimemente com p-valor < 0.01. Logo, nosso modelo final é dado por

13
M2 : log <1 i > = B1 + Boir + B33 + Bsr4s + Z Bnin,
n=>6

— Mt
13

log(gbt) =M + Z/ynxtn-

n=>6
As estimativas dos parametros e os respectivos erros-padrao para o modelo M2 sao

apresentados na Tabela [3.15]

Tabela 3.15: Estimativas e erros-padrao para o modelo M2 utilizado na modelagem dos dados

da NASCAR.

B B B2 B3 Bs Be Br Bs Bo B1io

Estimativa 0.545 2433 -0.139 —-0.259 —-0.206 —0.027 —-0.173 —0.189 —0135
Erro-padrao 0.460 0.399 0.036 0.068 0.089 0.092 0.090 0.088 0.063

B 611 512 613

Estimativa —-0.150 —-0.179 —0.181
Erro-padrao 0.068 0.065 0.070

0l 7 Y6 Y7 8 Yo Y10 Y11 Y12 Y13

Estimativa 3.923 0.631 0656 0.960 0.505 1.559 0.595 1.819 0.535
Erro-padrao 0.270 0.379 0.375 0.376 0.375 0.373 0.369 0.367 0.367

O teste RESET nao indicou que ha indicios de m& especificacado no modelo M1
(x* = 1.54, p-valor 0.215) nem no modelo M2 (x* = 1.509, p-valor = 0.219). As medidas
de avaliacao apresentadas na Tabela favorecem o modelo M2, assim como os graficos

normais de probabilidades apresentados na Figura |3.5

Tabela 3.16: Medidas de avaliagao dos modelos M1 e M2 utilizados na modelagem dos dados
da NASCAR.

Modelo R%y, R?gy AIC BIC

M1 0.390 0.347 —825.998 —775.776
M2 0.457 0.410 —842.793 —767.461
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M1 M2

Residuos
Residuos
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Figura 3.5: Gréficos dos residuos ponderados padronizados 2 com envelopes simulados para os

modelos M1 e M2 utilizados na modelagem dos dados da NASCAR.

3.8 Conclusoes

Os modelos de regressao beta sao uma importante ferramenta na modelagem de dados que
assumem valores no intervalo (0,1). Inferéncia por testes de hipdteses em tais modelos
pode ser realizada utilizando-se a estatistica da razao de verossimilhancas. No entanto, as
inferéncias se baseiam em aproximagcoes assintéticas e, consequentemente, podem conduzir
a testes de hipoteses com tamanhos distorcidos em pequenas amostras.

Neste cenario, a utilizagao de esquemas de reamostragem bootstrap mostra-se uma
Otima ferramenta para contornar tal problema, ja que permite estimar a distribuicao nula
da estatistica de teste, evitando assim a utilizagao de uma aproximacao assintotica. Nesse
capitulo, consideramos algumas versoes bootstrap do teste da razao de verossimilhancas
visando obter um melhor desempenho do mesmo. Os resultados numéricos obtidos com
dados simulados indicaram a superioridade das versoes baseadas em bootstrap quando
comparadas com a versao assintética do teste e, além disso, ressaltaram um melhor
desempenho da versao bootstrap duplo rapido quando comparada com a versao bootstrap
usual.

Dessa forma, recomendamos a utilizagao do bootstrap duplo rapido para a realizacao
de testes de hipdteses em pequenas amostras, ja que o mesmo apresentou taxas de rejeicao
mais proximas dos niveis nominais do que a versao bootstrap usual na maior parte

dos casos avaliados e sem um alto custo computacional. Além disso, o método pode
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ser utilizado aliado a versao bootstrap usual, em casos em que haja duvidas sobre o

desempenho da ultima.



Capitulo 4

Testes de hipoteses nao encaixadas

via esquemas bootstrap

4.1 Introducao

Dois modelos de regressao linear sao ditos nao encaixados quando um nao pode ser obtido
como caso particular do outro a partir de restricoes lineares sobre seus parametros. Neste
cenario, quando se trata de testes de hipdteses nao encaixadas, o teste J proposto em
Davidson e MacKinnon| (1981)) é o procedimento comumente mais utilizado. O teste utiliza
a construcao de um modelo ampliado de modo que cada um dos modelos a serem testados
pode ser obtido como um caso particular deste novo modelo. Seja M = {1,..., M}.
Considere M modelos de regressao linear nao encaixados associados a y = (y1,...,9n)",
ou seja, nenhum desses modelos pode ser obtido a partir de restricoes sobre os parametros

dos demais. O modelo ampliado pode ser escrito como

M M

y=11-— Z N X0, + Z NX0; + u,
=1, =1,
l#m l#m

em que \; é um escalar; X, é a matriz de dimensao n x k,, de regressores do m-ésimo
modelo; 6, é um vetor de k,, parametros desconhecidos; u é um vetor de erros aleatorios.
Para realizar o teste J, substitui-se os parametros dos modelos que nao estao sendo

testados por suas respectivas estimativas. Dessa forma, se desejamos testar o m-ésimo

63
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modelo, utilizamos

M M
=1, =1,
l#m l#m

em que é\l ¢ o estimador de minimos quadrados do vetor 6;, ou seja, él = (X" X)X y.
O teste J para avaliar se o m-ésimo modelo, m € M, é o correto na presenca de M — 1
modelos alternativos é realizado testando A, = 0, para [ € M \ {m} (ou seja, [ € M e

[ # m) na Equacao (4.1) a partir da estatistica

Aqui,

Wi =12 (yT PIMy)iene fm)

S =1y PiMon S Mo Pry) v ns gmy

em que Py = Xp(X)X0) "X, My, = I, — Py e Q, = diag{@?,,,...,0%,,} ¢ uma
matriz diagonal criada utilizando o vetor de residuos quadrados (47, = y; — xjmgm)
Sob a hipétese nula, tal estatistica tem distribuicao assintética x? com M — 1 graus de
liberdade. Intuitivamente, o modelo nao é rejeitado quando a adicao dos preditores dos
demais modelos nao fornece melhora notavel no ajuste dele. Caso contrario, o modelo é
rejeitado. Nesse cendrio, pode-se ter o caso em que todos os modelos sao rejeitados ou o
caso em que nao se rejeita mais de um modelo. Isso nos leva a uma grande desvantagem
do teste J: quando héd um grande niimero de modelos nao encaixados faz-se necessaria
uma sequéncia de testes em que cada hipdtese nula (o m-ésimo modelo esta corretamente
especificado) é considerada. Para contornar esta situacao, |Hagemann (2012) propos o
teste MJ, que é usado para identificar se o modelo verdadeiro se encontra entre os
modelos testados, dessa forma evitando essa sequéncia de testes e possiveis distorc¢oes
de tamanho. Sob certas condigoes de regularidade, o autor mostra que, se m* € M é
o modelo correto, entao J, - tem uma distribuigao assintética bem definida enquanto
limy, 00 P(Jpm > A) = 1, para todo m € M\ {m*} e para todo A € R. Ou seja, as demais

estatisticas divergem para infinito. Dessa forma, o modelo candidato a modelo correto é
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justamente aquele que apresenta a menor estatistica J. Logo, podemos rejeitar a hipdtese
de que o modelo correto se encontra entre os testados baseado na estatistica J minima.

Entao, dados M modelos, a estatistica M J é dada por
MJ = min{Jl, ceey JM}

Hagemann| (2012) verifica que, sob certas condiges de regularidade e se o modelo correto
m* se encontra entre os modelos candidatos, J,,,+ tem distribuigao assintética x3,_;.

No que se trata de modelos de regressao beta, os modelos nao encaixados podem
apresentar diferencas em relacao aos regressores e/ou fungao de ligagao do submodelo da
média, da precisao ou de ambos. |Cribari-Neto e Lucena (2015)) adaptaram os testes J e
M J para modelos de regressao beta e, além disso, apresentaram versoes bootstrap dos
mesmos. As avaliagoes dos desempenhos dos testes, realizadas pelos autores via simulacoes
de Monte Carlo, evidenciaram um melhor desempenho da versao bootstrap dos testes em
comparacao ao desempenho de suas respectivas versoes assintéticas. Ja em (Cribari-Neto
e Lucenal (2017), os autores propuseram variantes dos testes J e M.J para a classe de
modelos GAMLSS (Rigby e Stasinopoulos, 2001, [2005).

Este capitulo tem como objetivo apresentar a versao bootstrap duplo rapido dos testes
supracitados e avaliar seu desempenho em pequenas amostras via simulacoes de Monte
Carlo. Para tanto, na Secao 4.2 é feita uma rapida apresentacao dos teste J e MJ em
modelos de regressao beta, assim como de suas versoes bootstrap, como apresentadas
em (Cribari-Neto e Lucena (2015). Adicionalmente, sdo apresentados algoritmos para
a realizagao das versoes BDR dos testes. Por sua vez, a Segao traz os resultados
numéricos das simulagoes de Monte Carlo para avaliar o desempenho dos testes J, M J e
de suas versoes via esquemas bootstrap. A Secao [4.4] apresenta aplicacoes a dados reais

e, por fim, na Secao |4.5| sao expostas as conclusoes.

4.2 'Testes J e MJ em modelos de regressao beta

Modelos de regressao beta, no caso de dispersao varidvel, sao constituidos por uma
estrutura de regressao para a média e outra para a precisao. Dessa forma, modelos nao
encaixados podem diferir na especificacao dos regressores ou funcoes de ligagao da média,

da precisao ou de ambos. Suponha que hé interesse em testar M modelos de regressao
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beta nao encaixados. Neste caso, temos

M; 39(#) =n = X5

h(¢) = 6; = Ziyi,

para i € M = {1,..., M}; p e ¢ sdo vetores n-dimensionais contendo os parametros de
média e precisao de cada modelo, respectivamente; g : (0,1) — R e h : (0,00) — R sao
funcoes de ligacao; n;, d; sao preditores lineares; X; e Z; sao matrizes n X k; e n x m; de
regressores € 3; = (B1,, -+, Be) €V = (V1,,---,%m;) a0 vetores de parametros.
Suponha que queremos avaliar se o [-ésimo modelo é o correto, para algum [ € M.
Inicialmente, devemos identificar quais modelos diferem do modelo M; no submodelo da
média e/ou precisao. Denote por d M) € dpy o nimero dos demais modelos que diferem
de M; em relacao ao submodelo da média e da precisao, respectivamente. Em seguida,
estimamos os parametros de tais modelos via maxima verossimilhanca e incluimos os
preditores estimados 7; e 25\, de tais modelos como covariadas adicionais, respectivamente,
nos submodelos da média e precisao de M;. A estatistica J da razao de verossimilhangas

para testar a exclusao conjunta de tais preditores é dada por

=2{1(37) =1 (5}
em que ¢ (f3,7) é a funcdo de log-verossimilhanga e (5 , ﬁ) e (ﬁN ,’y) sao os estimadores
de méxima verossimilhanca de (/3,7) obtidos do modelo ampliado e do modelo M,
respectivamente. Note que dys() e dp(y covariadas adicionais sao incluidas nos submodelos
ampliados da média e precisao, respectivamente. O modelo M, é rejeitado ao nivel de
significincia a se Ji > Xi_a 4y, +dp -
Por sua vez, o teste MJ pode ser realizado computando-se individualmente todas as
estatisticas J e entdo fazendo MJ = min{.Jy, ..., JJy/}. A hipdtese nula de que o modelo

correto estd entre os modelos testados é rejeitada se MJ > x?__ _, em que 7 é o nimero

de graus de liberdade no teste J correspondente a estatistica J minimal.

4.2.1 Testes J e MJ via esquemas bootstrap

Em |[Yanqgin e Qi (1995), Godfrey| (1998) e |[Hagemann| (2012)), os autores verificam através
de simulacoes que a realizacao dos testes J e MJ em pequenas amostras tende a resultar

em taxas de rejeicao distorcidas. Como forma de contornar tal problema, os autores
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indicam a utilizacao de versoes bootstrap dos mesmos. Ja em Davidson e MacKinnon
(2002a)), os autores avaliam a versao bootstrap para o teste J para modelos de regressao
linear. A partir de simulacoes de Monte Carlo os autores concluem que a versao bootstrap
do teste funciona bem na maior parte dos casos, mas que para alguns casos o teste ainda
apresentava taxa de rejeicao acima do esperado. Dessa forma, Davidson e MacKinnon
(2002b) propuseram a versao bootstrap duplo rapido do teste J para modelos de regresao
linear, verificando que o mesmo apresenta um melhor desempenho que a versao bootstrap
usual do teste. Por sua vez, Cribari-Neto e Lucena (2015) apresentaram as versoes
bootstrap do teste J e M J para modelos de regressao beta, verificando o bom desempenho
dos mesmo em tal classe de modelos. Aqui, introduzimos as versoes bootstrap duplo rapido
dos testes J e M.J para esta classe de modelos.

Considere o vetor n-dimensional de varidveis aleatérias independentes, y =
(y1,...,yn) ", tal que para cada t = 1,...,n, y; ~ B(us, ¢). Sejam X1, X» e Z matrizes
de regressores e 71, 72 e  preditores lineares. A versao bootstrap do teste J para testar

dois modelos,

M; 39(#) =n = X6

h¢) = b =2,
1 = 1,2, pode ser descrita como no seguinte algoritmo.

Algoritmo 4.2.1. (Teste J bootstrap)

1. Estime o modelo M, obtenha o preditor estimado 7, e adicione-o como covariada

no modelo M;. Em seguida, estime o modelo ampliado;
2. Calcule a estatistica J;

3. Gere uma amostra bootstrap y*, com y; ~ fB(ﬁt,qgt), em que iy = g’l(:BtT//B\l) e
(Zt = hH(z/ 7). Aqui, 31,% sao as estimativas de maxima verossimilhanca sob o

modelo M;;
4. Estime o modelo ampliado utilizando y* como variavel resposta e calcule J*;
5. Execute os passos 3 e 4 um nimero grande (B) de vezes;

6. Obtenha o quantil 1 — « de (J7, ..., J5), denotado ¢ _n;
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7. Rejeite M, se J > ¢1_,.

A decisao pode ainda ser tomada através do p-valor bootstrap:
1 B
(J) == I1(JF > J).
P = g 10> )
O Modelo M; é rejeitado se p* é menor do que o nivel nominal adotado.

Para se obter uma melhor precisao do teste sem alto custo computacional, pode-se

recorrer a versao bootstrap duplo rapido do teste J, descrita no proximo algoritmo.

Algoritmo 4.2.2. (Teste J bootstrap duplo rdpido)

1. Estime o modelo My, obtenha o preditor estimado 7, e adicione-o como covariada

no modelo M;. Em seguida, estime o modelo ampliado;
2. Calcule a estatistica J;

3. Gere uma amostra bootstrap y*, com y; ~ B(ﬁt,@), em que iy = g_l(:czgl) e
</b\t = h7 1 (z/71). Aqui, B\lﬁl sao as estimativas de maxima verossimilhanca sob o

modelo M;;
4. Estime o modelo ampliado utilizando y* como variavel resposta e calcule J*;

5. Gere uma amostra bootstrap y**, com y;* ~ B(u;, 5;*), em que iy = g_l(:ctTBik) e
ggj = h7 (/7). Aqui, Bf, 71 sao as estimativas de maxima verossimilhanga obtidas

a partir do modelo M; utilizando y* como varidvel resposta;
6. Estime o modelo ampliado utilizando y** como variavel resposta e calcule J**;
7. Execute os passos 3 a 6 um numero grande (B) de vezes;

8. Obtenha o p-valor de primeiro nivel, dado por

P = ST > )

i=1
9. Obtenha o quantil 1 — p* de (J7*,...,J5), denotado @*Bf(l —p*(J));

10. Obtenha o p-valor bootstrap duplo rapido, dado por

PEC) = 3 310 > Q-5 ()

=1
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11. Rejeite M; se pjr(J) é menor que o nivel nominal adotado.

Para testar o modelo M, o procedimento é anélogo, assim como no caso de haver mais de
dois modelos a serem testados.
Agora, focamos na versao bootstrap do teste M.J, que encontra-se descrita no

algoritmo abaixo.
Algoritmo 4.2.3. (Teste M.J bootstrap)
1. Calcule a estatistica M .J;

2. Gere uma amostra bootstrap y*, com y; ~ B (I, qgmt), em que fly,; = g’l(as;té\m)
e éﬁ\mt = h7 Y2 Am). Aqui, Bmﬁm sa0 as estimativas de méxima verossimilhanca

sob o m-ésimo modelo;
3. Calcule a estatistica M J*;
4. Execute os passos 2 e 3 um nimero grande (B) de vezes;
5. Obtenha o quantil 1 —a de (M J,..., M J}), denotado ¢;_q;
6. Rejeite a hipdtese nula se MJ > ¢_,.

Adaptando o algoritmo anterior, podemos realizar a versao bootstrap duplo rapido do

teste MJ como descrito no préximo algoritmo.

Algoritmo 4.2.4. (Teste M.J bootstrap duplo rdpido)
1. Calcule a estatistica M J;

2. Gere uma amostra bootstrap y*, com y; ~ B (I, qgmt), em que fly,; = g_l(x:ntgm)
e <$mt = h Y2 Am). Aqui, Emﬁm sao as estimativas de méxima verossimilhanca

sob o m-ésimo modelo;
3. Calcule a estatistica M J*;

o *ok Sk Tk ~x __ =1/, T Dk
4. Gere uma amostra bootstrap y*™*, com y;* ~ B(pr,,, ¢5,), em que it = g~ ' (x,,,05)
e ¢, = h7 (2] 7%). Aqui, 55,7 sdo as estimativas de maxima verossimilhanca

sob o0 m-ésimo modelo utilizando y* como variavel resposta;

5. Calcule a estatistica M J**;
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6. Execute os passos 2 a 5 um nimero grande (B) de vezes;

7. Obtenha o p-valor de primeiro nivel, dado por

1 B

p(MJ) = — > 1M > MJ);

i=1
8. Obtenha o quantil 1 — p* de (M.J;*, ..., MJ%), denotado Q% (1 — p*(M.J));

9. Obtenha o p-valor bootstrap duplo rapido, dado por

pE(MT) = 3 ST > Qi (1 p (M)

i=1

10. A hipdtese de que o modelo correto se encontra entre os testados é rejeitada se

p3r(MJ) é menor que o nivel nominal adotado.

Os algoritmos apresentados nessa secao podem facilmente ser adaptados para a realizagao
de testes referentes a outras diferencas entre os modelos, sejam em relagao aos regressores

ou fungoes de ligacao.

4.3 Simulacoes

Nessa segao sao apresentados resultados de simulagoes de Monte Carlo realizadas para
avaliar os desempenhos dos testes J e M.J e de suas versoes bootstrap (J* e MJ*) e
bootstrap duplo rapido (J** e M J*) em pequenas amostras.

Ao todo, foram considerados cinco cendarios distintos, nos quais dois modelos
apresentam diferencas em relagao aos regressores ou funcoes de ligacao. Inicialmente,
foi gerada uma amostra com 10 observacoes das variaveis explicativas, selecionadas
aleatoriamente da distribuigdo uniforme padrao U(0,1). Em seguida, tal amostra foi
replicada até atingir os tamanhos amostrais considerados nas simulagoes, n = 20,30 e
40, visando manter o grau de heterogeneidade (A = @ax/Pmin) constante. As amostras
foram entao utilizadas para avaliar os desempenhos dos testes supracitados. O niimero
de réplicas de Monte Carlo foi 10000 e os niveis nominais adotados foram o = 10%, 5% e
1%. Por sua vez, para as versoes dos testes J e M.J via esquemas de reamostragem foram

utilizadas 1000 réplicas bootstrap.
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Para os trés primeiros cendrios os valores dos parametros foram fixados em [, =
1.0, 85 = 2.5, 83 = —=3.0, 77 = 1.5 e 75 = 1.1. A partir desses valores, u assume valores no
intervalo (0.29,0.95) e o grau de heterogeneidade da precisao é de aproximadamente 2.68.

No cenario 1, foram considerados dois modelos que diferem nos regressores do

submodelo da média,

My = log (ﬁ“ ) = [+ PoTia + B3tz € My: log (ﬂt ) = B1 + o + PaTu,

Lt ot
log(¢:) = 11 + Ve log(¢:) = 11 + Y22,
em que t =1,...,n. Aqui, o modelo M; foi adotado como correto, ou seja, foi utilizado
no processo de geracao de dados. Tal modelo tem como regressores do submodelo da
média x5 e x3, enquanto o modelo My tem como regressores desse submodelo x5 € z4. A
Tabela contém as taxas de rejeicao dos testes supracitados. Os resultados indicam
que, para n = 20 e 30, as versoes bootstrap usual e BDR dos testes se mostraram as
melhores opcoes para todos os niveis nominais. Entretanto, para n = 40 e 10%, os
testes assintOticos apresentaram resultados mais proximos do nivel nominal. Além disso,
o melhor desempenho dos testes bootstrap usual ¢ BDR ocorrem para o = 1%. Por
ultimo, nota-se um desempenho liberal para as versoes assintéticas dos testes, enquanto
as versoes bootstrap apresentam desempenho mais conservativo, com as versées BDR dos
testes apresentando melhor precisao do que as versoes bootstrap usual na maior parte dos

Casos.

Tabela 4.1: Taxas de rejei¢ao nula (%) nos modelos que diferem nos regressores do submodelo

da média.
a=10% oa=5% a=1%
n 20 30 40 20 30 40 20 30 40
J 14.91 12.29 11.05 872 6.59 5.99 2.78 1.86 1.55
J* 8.62 8.44 8.73 4.46 4.29 4.22 0.93 094 1.07
J** 8.74 8.61 8.74 4.50 4.42 4.26 0.94 1.06 1.11
MJ 14.88 12.29 11.05 8.66 6.58 5.99 2.73 1.86 1.55
MJ* 8.73 8.47 8.74 4.53 4.33 4.22 0.97 094 1.07
M J** 8.75 8.61 8.72 4.59 4.40 4.24 097 1.05 1.11

No segundo cenario, os modelos considerados diferem nos regressores do submodelo
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da precisao:

M : log <15Lt> = b1+ Paxio + P3viz € My: log ( - > = b1 + Bazia + B33,

1—put
log(¢:) = 1 + Yo log(¢r) =71 + 13713
t=1,...,n. O modelo M;, adotado como correto, tem como regressor no submodelo da

precisao rs enquanto o modelo M, tem x3 como regressor. De acordo com a Tabela 4.2
de modo geral, as versoes bootstrap dos testes apresentam melhor desempenho do que
as versoes assintéticas. Além disso, nota-se que, para n = 20 e 40, a versao bootstrap
usual do teste J é a melhor escolha para todos os niveis nominais. Por sua vez, no que se
trata do teste MJ, a versao BD R do mesmo apresenta o melhor desempenho para todos
os niveis nominais e tamanhos amostrais avaliados. Por exemplo, para n = 20 ao nivel
nominal de 10%, a taxa de rejeicao do teste M J** foi de 8.38, enquanto a do teste M J*
foi de 7.22.

Tabela 4.2: Taxas de rejeicao nula (%) nos modelos que diferem nos regressores do submodelo

da precisao.

a = 10% a=5% a=1%
n 20 30 40 20 30 40 20 30 40
J 17.79 13.80 12.63 10.87 7.45 7.18 3.63 2.04 1.57
J* 11.38 10.18 10.34 6.08 5.08 b5.45 1.45 1.10 1.06
J** 11.39 10.14 10.34 6.26 5.06 5.53 1.53 1.16 1.09
MJ 6.26 5.37 5.48 3.00 231 2.53 0.59 0.42 0.37
MJ* 7.22 7.87 8.52 3.26 3.20 3.86 0.52 0.39 0.58
M J** 8.38 8.53 8.86 3.76  3.53 3.96 0.62 0.58 0.71

Por sua vez, no cenario 3, foram considerados modelos que diferem tanto nos

regressores do submodelo da média quanto nos regressores do submodelo da precisao:

M : log <1f_iu> = 1+ PoTa + B3tz € My: log (L> = B1 + Boio + BT,

1—,LL1,
log(¢:) = 71 + e log(¢r) = 71 + 1373
t=1,...,n. Osresultados apresentados na Tabela mostram que as versoes bootstrap

dos testes J e MJ apresentam taxas de rejeicoes bem mais préximas dos niveis nominais

considerados do que as versoes assintoticas dos mesmos. Nota-se ainda que, com exce¢ao



Capitulo 4. Testes de hipéteses nao encaixadas via esquemas bootstrap 73

do caso em que n = 20 ao nivel nominal de 1%, as versoes baseadas no BDR apresentam
um melhor desempenho dos que as versoes baseadas no bootstrap usual, para todos os
niveis nominais e tamanhos amostrais considerados. Por exemplo, para n = 40 e a = 5%,
temos que as taxas de rejeicao nula dos testes J e MJ baseados no BDR foram 4.96%
e 4.98%, respectivamente, enquanto as taxas de rejeicao associadas as versoes bootstrap

usual dos testes J e M J foram 4.79% e 4.81%, respectivamente.

Tabela 4.3: Taxas de rejei¢ao nula (%) nos modelos que diferem nos regressores do submodelo

da média e precisao.

a=10% o =5% a=1%

n 20 30 40 20 30 40 20 30 40

J 20.16 14.86 13.20 12.96 8.51 7.39 4.69 226 1.97
J* 9.58 9.12 9.38 4.75 4.35 4.79 1.28 0.91 0.93
J** 9.83 9.23 9.54 493 4.40 4.96 1.37 1.00 1.04
MJ 20.10 14.85 13.20 12.80 8.49 7.39 4.61 2.25 1.97
MJ* 9.59 9.14 9.38 4.85 4.35 4.81 1.25 0.92 0.93
M J** 9.85 9.21 9.55 497 4.41 498 1.33 1.00 1.02

Para os dois ultimos cenarios, os valores dos parametros foram adotados como sendo
B = 10,8, = 1.7,53 = —=2.0, v1 = 1.5 e 7o = 1.1. A partir desses valores, u
assume valores no intervalo (0.28,0.91) e o grau de heterogeneidade da precisdao é de

aproximadamente 2.68. No quarto cenario, foram considerados os seguintes modelos:

My —log{—log ()} = Bi + Basa + B3ziz ¢ My log <1ﬁiu> = b1 + Poxio + Paes,

log(¢¢) = 71 + Y2ts2 log(¢¢) = 71 + Y22

t =1,...,n. Nota-se que os modelos diferem em relacao a funcao de ligacao do submodelo
da média. Enquanto o modelo M, adotado como correto, tem funcao de ligacao log-log,
o modelo M, adota funcao de ligagao logit. Os resultados apresentados na Tabela
indicam um melhor desempenhos das versoes bootstrap dos testes em comparagao com
suas versoes assintéticas na maior parte dos casos avaliados. Além disso, verifica-se que
a versao bootstrap usual do teste J apresenta taxas de rejeicao mais proximas dos niveis
nominais para o = 10% e 1% do que as versoes BDR, com excecao do caso em que n = 20

e a = 1%. Por sua vez, as versoes BDR do teste M.J apresentam melhor desempenho que
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a baseada no bootstrap usual para a« = 10% e 5%. Por exemplo, para n = 30 e a« = 10%,
temos que a taxa de rejeigao associada a M J* foi 10.21% enquanto a associada a M J**

foi 10%.

Tabela 4.4: Taxas de rejeigao nula (%) nos modelos que diferem na funcao de ligagdo do

submodelo da média.

a = 10% oa=5% a=1%

n 20 30 40 20 30 40 20 30 40

J 16.15 13.89 12.47 9.67 7.86 6.74 3.01 198 1.59
J* 9.95 10.15 9.98 5.26 4.90 4.87 1.10 1.19 1.15
J** 9.93 10.24 10.03 520 4.98 5.04 1.08 1.21 1.17
MJ 11.55 9.31 8.60 6.64 4.92 4.30 1.93 1.18 0.99
MJ* 10.32 10.21 10.60 542 5.02 5.21 1.07 1.07 1.07
M J** 10.04 10.00 10.46 5.27 5.00 5.15 1.00 1.14 1.24

No ultimo cenario, foram considerados os modelos

My . —log{—log (u)} = p1 + Bowo + Bsys e My : log (ﬁi“) = 1 + PaTiz + P33,

Vor =71+ 1T log(¢r) = 71 + Ve,
t=1,...,n. O modelo M;, adotado como correto, usa fungoes de ligacao log-log e raiz

quadrada enquanto o modelo M emprega funcoes de ligagao logit e logaritmica.

As taxas de rejeicao nula apresentadas na Tabela indicam melhor desempenho
das versoes bootstrap dos teste J e MJ quando comparadas as versoes assintéticas dos
mesmos. Por sua vez, a versao bootstrap usual do teste J apresentou, na maior parte dos
casos, taxas de rejeigao mais proximas dos niveis nominais considerados. J& para o teste
MJ, a versao baseada no bootstrap duplo rapido mostrou-se a melhor opcao na maior
parte dos casos avaliados. Por exemplo, para n = 40 e a = 5%, temos que a taxa de
rejeicao associada a versao bootstrap usual do teste MJ foi 5.24% contra uma taxa de
rejeicao de 5.06% associada a versao BDR.

No geral, nota-se que as versoes BDR dos testes J e M.J mostraram-se capazes de
melhorar o desempenho dos testes sem exigir um alto custo computacional. Aqui, cada
simulacao levou em média 60 horas para ser realizada. Vale destacar que a escolha do

numero de réplicas bootstrap, B = 1000, foi feita com base na recomendacao sugerida por
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Tabela 4.5: Taxas de rejeicao nula (%) nos modelos que diferem nas fungoes de ligacao dos

submodelos da média e precisao.

a=10% a=5% a=1%
n 20 30 40 20 30 40 20 30 40
J 21.10 15.65 13.72 13.22 8.99 7.79 4.53 2.70 2.00
J* 10.19 9.59  9.89 5.30 5.10 4.88 1.11 1.18 1.06
J** 10.23  9.77  9.75 547 5.16 5.05 1.18 1.32 1.04
MJ 16.82 12.21 10.40 9.96 6.85 5.95 3.12 1.89 1.33
MJ* 10.46 10.20 9.98 5.45 5.06 5.24 1.12 1.20 1.11
M J** 10.15  9.89 9.89 540 5.08 5.06 1.12 1.19 1.09

Davidson e MacKinnon| (2002a), que indicam tal nimero como o minimo para realizagao
de tais testes. De fato, simulagoes omitidas aqui, com B = 500, apresentaram uma maior

distorcao no tamanho dos testes para as versoes bootstrap.

4.4 Aplicacoes

Nesta secao sao apresentadas quatro aplicacoes a dados reais, nas quais os testes J, M J e
suas versoes bootstrap e BDR sao utilizados para avaliar qual a melhor fungao de ligagao
para cada modelo. Para tanto, para o submodelo da média foram consideradas as fungoes
de ligacao: logit com g(u) = log(u/(1 — p)), log-log com g(u) = —log(—log(u)), log-log
complementar (cloglog) com g(u) = log(—log(1l — i) e a funcdo de ligacdo Cauchy com
g(p) = tan[w(p — 0.5)]. Para o submodelo da precisao foram consideradas as fungoes de

ligagao: logaritmica com h(¢) = log(¢) e raiz quadrada com h(¢) = /¢.

4.4.1 Aplicacao 1: Gastos com alimentagao

Na Se¢ao [3.7.2] modelamos a proporcao de gastos com alimentagao por domicilio em uma

cidade dos Estados Unidos utilizando o modelo de regressao beta dado por

M1 : log (1 ,Utu ) = By + Bomwyo + P33
—

log(¢y) = 71 + Y3243
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No entanto, verificamos que o teste RESET (y? = 5.024, p-valor = 0.025) indiciou haver
sinal de ma especificacao do modelo. Sendo assim, decidimos avaliar se a troca das func¢oes
de ligacao escolhidas podem melhorar o ajuste do modelo. Para tanto testamos o modelo
M1 contra modelos com diferentes fungoes de ligacao.

A Tabela apresenta os resultados para os testes contra modelos com diferentes
funcoes de ligacao no submodelo da média. Tais resultados indicam que todos os modelos
testados apresentam problemas de ajuste aos dados. De fato, se considerarmos o nivel
nominal de 10% todos os modelos seriam rejeitados. Por sua vez, considerando o nivel
de 5%, a decisao fica entre os modelos com funcao de ligacao logit e Cauchy. Em uma
comparacgao direta entre tais modelos, temos que o modelo com funcao de ligagao logit
é rejeitado ao nivel nominal de 5% pela versao assintética (p-valor = 0.018) e bootstrap
usual (p-valor = 0.018) do teste J, e ao nivel nominal de 1% pela versdo BDR (p-valor
= 0.009). Por sua vez, o modelo com fungao de ligacdo Cauchy nao foi rejeitado pela
versao bootstrap usual do teste J (p-valor = 0.061) ao nivel nominal de 5%, mas foi
rejeitado pela versao assintética e BDR do teste, ambas com p-valor = 0.042. A rejeicao
de tal modelo é reforcada pelo teste M .J, que indicou a rejeicao da hipotese nula de que o
modelo correto se encontra entre os testados tanto em sua versao assintotica quanto em

suas versoes bootstrap, com o p-valor BDR permitindo tal rejeicao com mais seguranca

(p-valor = 0.031).

Tabela 4.6: p-valores dos testes J e MJ e de suas versoes bootstrap e bootstrap duplo rapido

para os modelos utilizados na modelagem dos dados de gastos com alimentagao.

Modelos Ji JT Ji* Ja J5 J3* MJ MJ* MJ*

logit vs. log-log 0.055 0.081 0.077 0.029 0.039 0.045 0.055 0.072 0.071
logit vs. Cauchy 0.018 0.018 0.009 0.042 0.061 0.042 0.042 0.044 0.031
logit vs. cloglog 0.023 0.033 0.033 0.030 0.046 0.046 0.030 0.042 0.042
log-log vs. Cauchy 0.016 0.026 0.023 0.064 0.075 0.056 0.064 0.043 0.029
log-log vs. cloglog  0.022 0.041 0.041 0.052 0.083 0.096 0.052 0.066 0.070
cloglog vs. Cauchy 0.022 0.033 0.035 0.039 0.064 0.078 0.039 0.047 0.069

Para efeito comparativo, adotamos o modelo com fungao de ligacao Cauchy como
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Modelo 2:
M2 : tan[m(puy — 0.5)] = 81 + PBowiz + Pays
log(o1) = 71 + Y324s.

A Tabela [£.7 apresenta as medidas de qualidade de ajuste para os modelos M1 e M2,

as quais indicam a superioridade do modelo M?2.

Tabela 4.7: Medidas de avaliacao dos modelos selecionados para os dados de gastos com

alimentacao.

Modelo R%., R%., AIC BIC
M1 0.517 0.452 —88.370 —80.182
M2 0.538 0.475 —90.022 —81.834

No entanto, o teste RESET para o modelo M2 (x? = 4.193, p-valor = 0.041) indica
haver sinais de m& especifica¢ao, assim como para o modelo com funcao de ligacao logit,
o que pode justificar a rejeicao de tais modelos pelos testes J e M J.

Por sua vez, a Figura traz os graficos normais de probabilidades para ambos os
modelos, que nao indicam haver fortes indicios contra nenhum dos modelos, ja que, no
geral, os residuos permanecem dentro das bandas de confianca dos envelopes simulados.
Dessa forma, o modelo com funcao de ligacao Cauchy parece mais adequado a modelagem
dos dados, ainda que a busca de um modelo que se ajuste melhor aos mesmos seja
recomendada.

Por fim, testamos o modelo M2 contra o modelo

M3 : tan[m (s — 0.5)] = B1 + Poxie + L3143,
\/E =71 T V3Lt3.

A Tabela [4.8] apresenta os resultados para tal teste, nos quais pode-se notar que a
versao assintotica do teste J rejeita o modelo com funcao de ligagao raiz quadrada ao
nivel de 10%), enquanto as versoes bootstrap do mesmo nao rejeitam tal modelo. Por sua
vez, nenhuma versao do teste MJ rejeitou a hipdtese nula de que o modelo correto se
encontra entre os testados. Tal teste selecionou a partir das estatisticas J do modelo M2

(J = 2.446) e M3 (J = 3.390), o modelo M2 como correto.
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Residuos
Residuos

Quantis normais Quantis normais

Figura 4.1: Gréaficos dos residuos ponderados padronizados 2 com envelopes simulados para
os modelos M1 e M2, respectivamente, utilizados na modelagem dos dados de gastos com

alimentacao.

Tabela 4.8: p-valores dos testes J e M J e de suas versoes bootstrap e bootstrap duplo rapido

para os modelos M2 e M3 utilizados na modelagem dos dados de gastos com alimentacao.

M2vs. M3 J1 J1e o Jr J2 J2xo g2 MJ MJ* MJ*

log vs. raiz  0.118 0.188 0.170 0.066 0.121 0.134 0.118 0.161 0.158

A Tabela 4.9 apresenta as estimativas dos parametros e respectivos erros-padrao para

o modelo M?2.

Tabela 4.9: Estimativas e erros-padrao para o modelo M2 utilizado na modelagem dos dados

de gastos com alimentacao.

B1 B2 B3 71 Y2
Estimativa —0.635 —0.010 0.114 5.372 -0.436
Erro-padrao 0.190 0.003 0.035 0.534 0.134

4.4.2 Aplicacao 2: Oxidagao da amonia

Analisado originalmente em [Brownlee| (1965, p.454), o conjunto de dados possui 21
observagoes referentes a 21 dias no processo de oxidagao da amonia durante a producao

de &cido nitrico. A varidvel resposta (y) é a proporcao de perda na conversao de amonia
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em acido nitrico e as varidveis explicativas sdo a corrente de ar (x2), a temperatura da
agua (z3) e a concentragao de dcido (z4). Ferrari e Pinheiro| (2011) utilizam o modelo de

regressao beta dado por

M1 :log (1 Mt,u ) = b1 + Pazia + Baxys,
t

log(é:) = 71 + Y242,

para a modelagem dos dados. No entanto, de acordo com o teste RESET (x? = 4.111,
p-valor = 0.043), tal modelo apresenta indicios de ma especificacdo. Aqui, estamos
interessados em avaliar se a troca da funcao de ligacao escolhida pode melhorar o ajuste
do modelo selecionado.

A Tabela apresenta os p-valores para os testes realizados sobre tal modelo. Nota-
se que o modelo com funcao de ligagao Cauchy foi rejeitado em todos os cenarios por
todas as versoes do teste J. Por sua vez, os modelos com funcao de ligacao logit e log-log
complementar s6 nao foram rejeitados ao nivel nominal de 10% pela versao assintética do
teste J quando testados contra o modelo com funcao de ligagao Cauchy. No entanto, as
versoes bootstrap dos mesmos nao os rejeitaram em nenhum cenario. Por exemplo, para
o teste do modelo com fungao de ligacao logit contra o modelo com funcao de ligacao log-
log, tivemos que o teste J associado ao modelo com fungao logit apresentou p-valor igual
a 0.057 enquanto a versao bootstrap do mesmo apresentou p-valor 0.122. Nesse cenario,
a utilizacao da versao BDR do teste J confirma a decisao tomada via a versao bootstrap
usual e nos permite nao rejeitar tal modelo com mais confianca, p-valor = 0.130. Além
disso, nota-se que o modelo com funcao de ligacao log-log foi o modelo selecionado pelo
teste MJ em todos os cenarios do qual fazia parte. Dessa forma, adotamos o modelo

dado por

M2 : —log{—1log(u:)} = B1 + Baxa + Paxys,

log(¢:) = 11 + Y2,

Dando continuidade aos estudos, testamos tal modelo contra o modelo com funcao de

ligacao raiz quadrada para o submodelo da precisao, dado por

M3 : —log{—log(u:)} = B1 + Baxso + Pays,
\/5 =Y + V2Te.
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Tabela 4.10: p-valores dos testes J e M J e de suas versoes bootstrap e bootstrap duplo réapido

para os modelos utilizados na modelagem dos dados de oxidacao da amonia.

Modelos J1 J1e J1 J2 J2x o J2 MJ MJ* MJ*

logit vs. log-log 0.057 0.122 0.130 0.258 0.320 0.289 0.258 0.162 0.133
logit vs. Cauchy 0.246 0.318 0.290 0.00 0.001 0.001 0.246 0.317 0.289
logit vs. cloglog 0.082 0.151 0.158 0.075 0.125 0.123 0.082 0.146 0.152
log-log vs. Cauchy 0.559 0.632 0.642 0.00 0.00 0.00 0.559 0.631 0.641
log-log vs. cloglog  0.263 0.351 0.342 0.054 0.107 0.115 0.263 0.224 0.227
cloglog vs. Cauchy 0.234 0.307 0.295 0.000 0.000 0.000 0.234 0.307 0.295

A Tabela apresenta os p-valores obtidos para tal cendrio. Nota-se que o modelo com
funcao de ligacao raiz quadrada para o submodelo da precisao foi rejeitado por todas as

versoes do teste J ao nivel nominal de 5%. Dessa forma, seguimos com o modelo M?2.

Tabela 4.11: p-valores dos testes J e M J e de suas versoes bootstrap e bootstrap duplo rapido

para os modelos M2 e M3 utilizados na modelagem dos dados de oxidacao da amonia.

M2vs. M3 J1 J1reJr J2 J2xo o J2rr MJ MJ* MJ™

log vs. raiz  0.105 0.204 0.226 0.010 0.023 0.015 0.105 0.156 0.176

Por sua vez, a Tabela contém as estimativas dos parametros do modelo M2.

Tabela 4.12: Estimativas e erros-padrao para o modelo M2 utilizado na modelagem dos dados

de oxidacao da amonia.

b1 B2 B3 7 V2
Estimativa —2.451 0.013 0.012 19.695 —0.192
Erro-padrao 0.063 0.001 0.003 2.077 0.034

Ja a Tabela apresenta uma comparacao entre as medidas de qualidade de ajuste
dos modelos M1 e M2, na qual pode-se notar que todos os critérios favorecem o modelo
M?2. Por fim, tando o teste RESET (x? = 1.892, p-valor = 0.169) quanto o grafico normal

de probabilidades (Figura nao indicam haver sinais de ma especificacao do modelo.
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Tabela 4.13: Medidas de avaliacao dos modelos selecionados para os dados de oxidacao da

amonia.

Modelo R%, R%y AIC BIC
M1 0.927 0.906 —187.008 —181.786
M2 0.935 0.917 —189.631 —184.408

M1 M2

Residuos
Residuos

Quantis normais Quantis normais

Figura 4.2: Graficos dos residuos ponderados padronizados 2 com envelopes simulados para os

modelos M1 e M2 utilizados na modelagem dos dados de oxidacao da amonia.

4.4.3 Aplicagao 3: Recém-nascidos com baixo peso

Na Secao |3.7.3] modelamos a proporcao de recém-nascidos que nasceram com baixo peso
nos estados e no distrito federal dos Estados Unidos, no ano de 2015, em relacao a fatores
mutaveis e de nascimentos prematuros. Aqui, temos interesse em avaliar se a troca da
funcao de ligacao escolhida pode melhorar o ajuste do modelo.

Nosso modelo base é dado por

M1 :log (1 'ut“ ) = 1 + Paxe + B3x3 + PaTs + B5Ts.
- Mt

A Tabela apresenta os p-valores obtidos para os testes J, M.J e as versoes bootstrap
dos mesmos, considerando diferentes fungoes de ligacao para o modelo M 1. Os resultados
dos testes indicam a nao rejeicao de todos os modelos via teste J e suas versoes bootstrap.
Dessa forma, selecionamos o modelo a partir do teste MJ. Aqui, o modelo com fungao de
ligacao log-log apresentou a menor estatistica J em todos os cenérios em que foi avaliado

e, portanto, foi escolhido como o modelo correto.
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Tabela 4.14: p-valores dos testes J e M J e de suas versoes bootstrap e bootstrap duplo réapido

para os modelos utilizados na modelagem dos dados de recém-nascidos com baixo peso.

J1 J1e J1 J2 J2x o J2 MJ MJ* MJ*™

logit vs. log-log 0.788 0.809 0.822 0.913 0911 0.886 0.912 0.837 0.818
logit vs. Cauchy 0.817 0.832 0.836 0.138 0.186 0.214 0.817 0.751 0.747
logit vs. clog-log 0.799 0.808 0.802 0.755 0.776 0.778 0.799 0.779 0.770
log-log vs. Cauchy  0.899 0.883 0.864 0.132 0.176 0.210 0.899 0.858 0.835
log-log vs. clog-log  0.911 0.916 0.901 0.746 0.765 0.767 0.911 0.833 0.809
clog-log vs. Cauchy 0.776 0.800 0.828 0.139 0.168 0.193 0.776 0.708 0.733

Dessa forma, nosso modelo M2 é dado por

M2 : —log{—log(p:)} = b1 + Paxa + P33 + Laxs + Psrs.

A Tabela apresenta as estimativas e respectivos erros-padrao para os parametros de

tal modelo.

Tabela 4.15: Estimativas e erros-padrao para o modelo M2 utilizado na modelagem dos dados

de recém-nascidos com baixo peso.

B 165 Bs Ba Bs ¢
Estimativa —0.866 2.868 —0.408 0.419 -0.612 2639.9
Erro-padrao 0.095 0.260 0.128 0.156 0.151 522.8

Por sua vez, a Tabela apresenta as medidas de qualidade de ajuste para os modelos
M1 e M2, através das quais também selecionamos o modelo M2. Por fim, nem o teste
RESET (x? = 0.011, p-valor = 0.917) nem o gréfico normal de probabilidades (Figura

indicam haver indicios de ma especificacao do modelo.

4.4.4 Aplicacao 4: Fator de simultaneidade

Nesta secao, voltaremos a analisar os dados estudados por |Zerbinatti| (2008), sobre o fator
de simultaneidade. Na Secao [3.7.1] vimos que o modelo que leva em consideracao uma

estrutura de regressao para a precisao se ajusta bem aos dados. Aqui, consideraremos tal
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Tabela 4.16: Medidas de avaliagao dos modelos selecionados para os dados de recém-nascidos

com baixo peso.

Modelo R%, R%y AIC BIC
M1 0.806 0.776 —378.949 —367.358
M2 0.806 0.776 —379.013 —367.422

Residuos

Quantis normais

Figura 4.3: Grafico dos residuos ponderados padronizados 2 com envelopes simulados para o

modelo M2 utilizado na modelagem dos dados de recém-nascidos com baixo peso.

modelo como modelo de base:

M1 : log (1 He ) = (1 + Bz log(z2),

— M

log(¢) =71 + 12 log(z42).

Usaremos os testes J e M J e as versoes bootstrap dos mesmos para avaliar se a troca das
funcoes de ligagao da média e precisao podem melhorar o ajuste do modelo.

A Tabela[d.T7 apresenta os resultados dos teste realizados sobre o submodelo da média.
Tais resultados indicam que apenas a funcao de ligagao Cauchy nao se ajusta bem aos
dados, sendo rejeitada por todas as versoes do teste J em todos os cenarios avaliados.
Por sua vez, entre as demais funcoes de ligacao, a funcao log-log complementar foi a
que apresentou melhor desempenho. Em todos os cendrios envolvendo tal funcao, seu

respectivo modelo nao foi rejeitado por nenhuma das versoes do teste J e foi selecionado
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como modelo correto por todas as versoes do teste M .J.

Tabela 4.17: p-valores dos testes J e M.J e de suas versoes bootstrap e bootstrap duplo réapido

para os modelos utilizados na modelagem dos dados do fator de simultaneidade.

Modelos J1 J1e J1 J2 J2x o J2r MJ MJ* MJ*™

logit vs. log-log 0.807 0.826 0.847 0.621 0.676 0.715 0.807 0.718 0.710
logit vs. Cauchy ~ 0.685 0.718 0.713 0.003 0.010 0.009 0.685 0.709 0.708
logit vs. cloglog ~ 0.831 0.861 0.850 0.912 0.936 0.944 0.912 0.877 0.892
log-log vs. Cauchy ~ 0.321 0.404 0.396 0.002 0.008 0.009 0.321 0.398 0.396
log-log vs. cloglog  0.528 0.567 0.547 0.679 0.753 0.798 0.679 0.649 0.668
cloglog vs. Cauchy 0.922 0.918 0.913 0.003 0.010 0.004 0.922 0.918 0.913

Sendo assim, adotamos o modelo

M2 : log{—log(1 — u;)} = p1 + B2 log(z2),

log(¢) = 71 + 72 log(z42).

Dando continuidade aos estudos, testamos tal modelo contra o modelo com funcao de

ligacao raiz quadrada para o submodelo da precisao, dado por

M3 : log{—log(1 — u;)} = p1 + B2 log(z),

Vo =1 + 72 log(we).

A Tabela apresenta os resultados para tal teste, nos quais podemos observar que todas
as versoes do teste J nao rejeitaram nenhum dos dois modelos e que todas as versoes do
teste M J nao rejeitaram a hipétese de que o modelo correto se encontra entre os modelos
testados. Dessa forma, como a estatistica J associada ao modelo M2 (J = 0.201) foi
menor do que a associada ao modelo M3 (J = 0.514), selecionamos o modelo M2 como

modelo correto.

Tabela 4.18: p-valores dos testes J e M J e de suas versoes bootstrap e bootstrap duplo réapido

para os modelos M2 e M3 utilizados na modelagem dos dados do fator de simultaneidade.

M2vs. M3 J1 J1e o Jr J2 J2r g2 MJ  MJ* MJ*

log vs. raiz  0.654 0.726 0.708 0.473 0.613 0.607 0.654 0.682 0.677
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Por sua vez, a Tabela [£.19] contém as estimativas dos parametros do modelo M2.

Tabela 4.19: Estimativas e erros-padrao para o modelo M2 utilizado na modelagem dos dados

do fator de simultaneidade.

B1 B2 7 Y2
Estimativa —1.817 —0.734 4.045 0.492
Erro-padrao 0.077 0.072 0.326 0.295

Ja a Tabela apresenta uma comparacao entre as medidas de qualidade de ajuste
dos modelos M1 e M2, na qual pode-se notar que todos os critérios favorecem o modelo
M?2. Por fim, tanto o teste RESET (x? = 0.085, p-valor = 0.771) quanto o grafico normal

de probabilidades (Figura nao indicam haver sinais de ma especificacao do modelo.

Tabela 4.20: Medidas de avaliacdo dos modelos selecionados para os dados do fator de

simultaneidade.
Modelo R%,., R%., AIC BIC
M1 0.743 0.722 —172.043 —165.093
M?2 0.743 0.723 —172.127 —165.176

Residuos

Quantis normais

Figura 4.4: Grafico dos residuos ponderados padronizados 2 com envelopes simulados para o

modelo M2 utilizado na modelagem dos dados do fator de simultaneidade.
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4.5 Conclusoes

Em regressao, apés estimar os modelos de estudo, é comum realizar testes afim de avaliar
se tais modelos sao compativeis com os dados observados. Quando esses modelos sao nao
encaixados, ou seja, um modelo nao pode ser obtido por meio de restricoes lineares sobre
os parametros que indexam os demais modelos, os testes J e M.J, propostos por Davidson
e MacKinnon (1981) e Hagemann| (2012), sdo as ferramentas comumente mais utilizadas.
No que se trata de modelos de regressao beta, Cribari-Neto e Lucena (2015) adaptaram os
testes J e M .J para tais modelos, além de apresentarem as versoes bootstrap dos mesmos.

Neste capitulo, foi apresentada a versao bootstrap duplo réapido dos testes J e MJ
para modelos de regressao beta, visando um desempenho mais preciso dos mesmos. Os
desempenhos de tais testes foram avaliados em testes de hipdteses nao encaixadas via
simulagoes de Monte Carlo. Os resultados indicam desempenho mais proximo do esperado
para as versoes BDR dos testes na maior parte dos casos, principalmente para o teste M J.
Verificou-se ainda que o teste apresenta melhor desempenho em testes sobre o submodelo
da média, onde se mostrou, de maneira geral, mais preciso que o teste baseado na versao
bootstrap usual. Dessa forma, indicamos o uso da versao bootstrap duplo rapido dos
testes J e MJ em pequenas amostras, ja que o mesmo se mostrou capaz de melhorar o

desempenho dos testes sem um alto custo computacional.



Capitulo 5

Intervalos de predicao bootstrap

5.1 Introducao

A utilizacdo de modelos de regressao ajustados para prever valores de uma varidvel
resposta, associada a um novo conjunto de valores das covariadas de tais modelos, é

uma pratica comum na estatistica. De fato, considere o modelo de regressao beta definido

por
glp) ==/ B =1 (5.1)
h(¢:) = ZtT’V = 0,

em que 7; e &; sdo preditores lineares, 8 = (B1,...,B) e v = (7,...,7m)" sdo vetores

de parametros e g(+) e h(+) sao fungodes de ligagao. Dado o conjunto de valores observados
iad = T ti tas observad de-

para as covariadas x; = (41, ..., %) € suas respectivas respostas observadas y;, pode-se

obter a predicao pontual do valor da variavel resposta y, associada a um novo conjunto

de valores para as covariadas z, = (r,1,...,T4%)  como
k
~ 3
Hy =g Lribi |
i=1

em que f é o estimador de maxima verossimilhanca de § computado utilizando-se a
amostra original. No entanto, [Zerbinatti (2008) mostra que modelos de regressao beta
podem subestimar a resposta. Neste cenario, a obtencao de um intervalo de predigao para

a resposta, associado a um nivel de confianga, mostra-se uma boa opcao.

87



Capitulo 5. Intervalos de predicao bootstrap 88

Em Davison e Hinkley| (1997)), os autores apresentam um algoritmo para a construcao
de intervalos de predi¢ao para modelos lineares generalizados baseados em um esquema
de reamostragem bootstrap. Por sua vez, em Bai et al. (1990)), Mojirsheibani e Tibshirani
(1996) e Mojirsheibani| (1998), os autores adaptam e avaliam os métodos propostos para a
construcao de intervalos de predicao para o estimador de um parametro escalar, baseado
em uma nova amostra. No que se refere a modelos de regressao beta, |Espinheira et al.
(2014) adaptam os métodos percentil e BC, para essa classe de modelos. De maneira geral,
considere a func¢ao R(y, ), monétona em y e que possui variancia constante ao longo de
todas as observagoes. Se ji, e a distribuigao de R(y, ) s@o conhecidas e d,, (0 < a < 1/2)
denota o a-ésimo quantil de tal distribuigao, pode-se obter os limites de predigao para
um intervalo com nivel nominal 1 — « pelos valores y; o2 € Y4 1-a/2 que satisfazem
R(Yt,0/2: h4) = daj2 € R(Y41-a/2, f14) = O1_a/2, Tespectivamente.

Sendo assim, o intervalo de predicao pode ser calculado diretamente se y é estimado
por i independentemente de y, e os quantis de R(y., 1) sd@o conhecidos. No entanto, em
geral, a distribuigao de R(y4, 1) ndo é conhecida, levando-nos a utilizagdo de esquemas
de reamostragem bootstrap para estimar tal distribuicao e determinar empiricamente
os quantis desejados para construcao de tal intervalo. Para tanto, [Espinheira et al.
(2014)) consideram os métodos percentil e BC, e avaliam os desempenhos dos mesmos via
simulagoes de Monte Carlo, que indicaram que ambos os métodos funcionam bem tanto
para modelos de regressao beta com precisao constante como para modelos de regressao
beta com precisao variavel.

Nesse capitulo, propomos a adaptacao do método t-bootstrap para construcao de
intervalos de predi¢ao. Além disso, propomos versoes do método percentil e t-bootstrap
via bootstrap duplo e realizamos uma anélise de como a ma especificacao do modelo
impacta nos intervalos construidos. Para tanto, na Secao sao expostos os intervalos
percentil e BC, como apresentados em [Espinheira et al.| (2014)). J4 na Segao 5.3 propomos
o intervalo de predicao t-bootstrap para modelos de regressao beta. Por sua vez, a
Secao apresenta algoritmos para a construgao de intervalos de predi¢ao percentil e
t-bootstrap via bootstrap duplo. Na Secao sao realizadas simulagoes de Monte Carlo
para avaliar o desempenho dos métodos supracitados. A Segao traz aplicacoes a dados

reais e, por fim, as conclusdes sao expostas na Segao [5.7]
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5.2 Intervalos de predicao

Considere o modelo de regressao beta com precisao variavel dado na Equacao , em
que xy = (T4, . .- ,xtk)T é um conjunto de valores observados para as covariadas e
suas respectivas respostas observadas. Nosso interesse reside na obtencao do intervalo de
predicao para o valor da variavel resposta y, associada a um novo conjunto de valores
para as covariadas x, = (z1q,...,745) .

Para tanto, considere o residuo

Ry, fi) = 2 (5.2)

=

U

em que E(y;) = pf e var(y;)) = vy, com vy = ' (py) + ' ((1 — pe) ). Aqui,
yr =log{y /(1 —w)} e pg = v(edn) — (1 — pe) ). (5.3)

R(y, ) é uma funcdo mondtona em funcdo de y com média nula e varidncia igual
a 1 (Espinheira et al., 2008]). |Espinheira et al. (2014 sugerem, para o processo de
reamostragem, a utilizacdo do residuo ponderado padronizado 2 (Ferrari et al. 2011))
dado por

Yo — Iy (5 4)

V(L= hiy)

com hj, representando o t-ésimo elemento diagonal de

Tt =

H* = (WIH2X(XTVIWX) ' XT(VIV)'/2,

em que X é uma matriz n X k de covariadas, W = diag{wi,...,w,} com w, =

gbtvt/{g/(:ut)}z eV = diag{¢17 ceey (ZSTL}
A partir da Equacao (5.2), para y,, temos que

Yi = 1 + VO Ry, 114)-
Tal igualdade pode ser reescrita como

_ exp{i} + VU R(y+, A4)}
1+ exp{ui + /U3 R(ys+, 114) }

que nos fornece uma expressao de y; em funcao de R(y;,i+) e das estimativas fiy e

Y+

v,. Sendo assim, pode-se notar que a obtencao dos limites de predigdo para y, esta

diretamente ligada & obtencao dos quantis da distribuigao de R(y., iy ). De fato, os



Capitulo 5. Intervalos de predicao bootstrap 90

limites inferior e superior para um intervalo de predigao com nivel nominal 1 — « para y,

podem ser obtidos por

exp{pt + /U4 R(as2) (Y4, lig) }

y+7a/2 — N — ~ )
1+ exp{p + /01 Ray2)(y+, fi+)}
exp{pd + VUL Ra—ag) (Y )}

Y+i—-a/2 =

1+ exp{p} + v/0rRa—ajo) (Y Aie)}
Em [Espinheira et al.| (2014), os autores sugerem dois métodos para determinar os quantis
da distribuicao de R(y., 14 ): obté-los estimando os quantis da distribui¢ao via bootstrap
pelo método percentil ou utilizando o método BC,. Para o segundo caso, os autores
adaptam o proposto por Mojirsheibani e Tibshirani (1996), que sugere um intervalo de
predicao para (/9\+, estimador de um parametro escalar 6, baseado em uma nova amostra.
Tal método supoe a existéncia de uma funcdo h(f) = p, monétona crescente, e
constantes a e vy tais que p — p ~ N(—vo(1 + ap), (1 + ap)?). Sob essas condigoes,
Efron| (1987) mostra que pla] = p+ o5{vo + 2o} /{1 — a(vo + 24) }, em que z, é 0 a-ésimo
quantil normal padrao e 0; = 1 — ap. Usando a transformacao inversa h~'(-) podemos

obter uma estimativa para o dada por

~ ~ 570—1—,2&
= 5.5
a=o (@ ot ), (55)

em que P(-) é a fungao de distribuigao normal padrao e a constante vy pode ser estimada

o #0, <0
v = 1<#bT>>

é\b sendo a b-ésima estimativa bootstrap de 6 e B denotando o nimero de réplicas

CcOo1mo

bootstrap. Por sua vez, a constante a é bem aproximada em modelos uniparamétricos,

de acordo com [Efron| (1987) e [Davison e Hinkley| (1997), pela expressao

Sl E[((6)3]
6 var[((§))*/2

~—

em que ¢ = dlog f(y;0)/df. Em Espinheira et al.| (2014), os autores sugerem a utilizacao

da expressao

1 E[#]
6 var[(,]3/2’
com f; = ¢(y; — pi), consequentemente £, = ¢ (y* — p), e um fator de corregio

multiplicativo dado por (n/n) /2. Os autores indicam o calculo analitico da mesma, com
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E[6}] = o0 = GH{Y" (ude) =" (1= ) )} e varlly] = v, = 6}{d/ () + ¢/ (1 — pu)én) }.

Consequentemente, E[(3] = ¢, var[l,] = v, e @ = (1/6)@+/®i/2, em que p, =
G " (e d2) =" (L= 1)94)} e ve = {0 () +¥'((1 — Fy )@+ ) Aqui,

R q

o =h"" D 27

j=1

em que 7; é o estimador de maxima verossimilhanca de v; e z;; é a j-ésima componente
de zy = (241,249,-..,2+m). Por sua vez, para a constante vy, os autores adaptam o
proposto em Mojirsheibani e Tibshirani (1996)) e indicam a utilizacao de

~ _ #:Ra p < jQm
— (b 1 +
Vo ( B )

em que R,, é a mediana de Ry,...,R,, computados a partir da amostra original pela
Equacao (5.2)), e com R,, j definido como no algoritmo a seguir. Se as réplicas bootstrap
sao indexadas por b =1,..., B, o algoritmo a seguir fornece os passos para a constru¢ao

do intervalo de predicao bootstrap via método percentil e BC,.

Algoritmo 5.2.1.

1. Parat =1,...,n selecione aleatoriamente r;; de ry,...,r,, com reposicao.

2. Construa uma amostra bootstrap (yy, X, Z), em que ¥, = (Y14, - -, Yns) ', tal que

_ exp(ﬁf + rt,b\/a)
1+ exp(@; + re6V/0r)

Yt.b
¢ obtido como solugao de R(ye, fir) = T¢p-

3. Encontre as estimativas bootstrap de (5 e ¢, Bb e q/gb, utilizando (y,, X, 7).

4. Utilizando a matriz de novos regressores, X, e Z,, juntamente com Bb e ng, obtenha

Tt by Qs 1y € Uy, que sdo vetores ny-dimensionais.

5. Para cada nova observagao ay =1,...,n4:
a) Selecione aleatoriamente 7, j a partir ri,...,7,.
b) Obtenha

eXp(ﬁZ+ + Tayib ahr)

= 1 + exp(ﬁer + Ta+,b‘ /i;\aJr)"

ya+,b
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c¢) Calcule o erro de predigao

* Sk
Yarp = Harp
-~ _ +> a4,
Ra_;,_,b(ya_;,_,ba ,ua_;,_,b) - = )
V Vay,b

em que y, = log{¥ya, /(1 — Yo, »)}. Para cada nova observacao ordene os

valores R, , tal que R,, 1) < --- < R,, (). Compute os quantis percentis

5* a - Ra o 5* a == :Ra —« 5
P +(Bla/2) © Oper + (B(1-a/2))

e os quantis BC,

Bt =Ra, (Ba/2) € Opces = Ry (BO-a/2)

a (a/2) a (1—a/2)

em que &/2 pode ser obtido como na Equagao (5.5)).

Por fim, obtenha os limites de predicao do intervalo, percentil ((5(’;+ = 0%, ) ou BC,

(6,, = (%CZJF)’ utilizando

exp (ﬂL 02, (a2 aa+>

Yo, 1 = N —
1+ exp (u;+ + 05, (a/2) va+)
exp (ﬂa + 00, (1-a/2) @a+>
ya+,S = N — ‘
1+ exp (”L +0,, (l_a/Q)\/vaJr)
Aqui, 17, e Upy sao as quantidades p* e v avaliadas em jioy = gil(x;g) e

Gar = h(2,,7), x4, € z,, sendo as a;-ésimas linhas de X e Z,.

Em [Bai et al. (1990), Mojirsheibani ¢ Tibshirani| (1996) e Mojirsheibani| (1998)), os
autores adaptam e avaliam o intervalo de confianca t-bootstrap para construir intervalos
de predicao para um estimador de um parametro escalar, baseado em uma nova amostra.
Segundo resultados de simulagoes, os autores concluem que tal método apresenta uma
maior taxa de cobertura que os intervalos construidos via método percentil e BC,, no
entanto, tende também a apresentar uma maior amplitude média. Na proxima secao
nosso interesse reside em adaptar e analisar o comportamento de tal intervalo no que se
refere a predicao do valor de uma varidvel resposta associada a uma nova observacao em

modelos de regressao beta.
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5.3 Intervalo t-bootstrap

Considere uma amostra n-dimensional y = (yi,...,¥,)' oriunda de uma distribui¢ao F
com parametro 6 e seja 6= s(y) um estimador de #. Em analogia com a estatistica ¢t de

Student, defina

em que o é o erro padrao de 0. Para construir o intervalo t-bootstrap para 6 estima-se o
e a distribuicao de 7" via bootstrap. Sendo assim, suponha que B amostras bootstrap v;,
b=1,...,B, sao geradas a partir de y. A estimativa do erro-padrao de 0 é calculada por

o= e [5-r0 T}éa

=1

o

em que 5;“ =s(y;) e

G"-X-

B
bh=1
Em seguida, para cada réplica bootstrap calcula-se

A*
b — a\_* Y
b

em que g, sao as estimativas do erro-padrao de 6;, no geral, obtidas via um segundo nivel
de reamostragem.

O intervalo de confianca para 6 ao nivel 1 — o é dado por

(0 — t{1—ay2)0,0 — L{a/2)0),

em que tz‘a) ¢ o a-ésimo quantil da distribui¢ao empirica de T}

5.3.1 Intervalo de predicao t-bootstrap

Considere Yi,...,Y,, Y.q,..., Y., varidveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas e denote por Y = (Y7,...,Y,,) aamostra original e por Y, = (Yy1,...,Y,,,) a
amostra futura. Em Mojirsheibani e Tibshirani (1996), os autores constroem um intervalo
de predicao para Y, média dos Y,;,7 =1,...,m e, consequentemente, para uma tnica

observagao. Para tanto, eles utilizam a estatistica

-1

T=(Y.-Y) {(nf1 + n*l)%ﬁn} ,
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em que

i=1

On = {n_l > _?)2} .

Os limites de predicao para Y, podem ser obtidos a partir de

Vi =Y +Eaa(m™ + 0712,

~

em que t(,) ¢ 0 a-ésimo quantil da distribuicao de
—x —x 1 1\ L~ -1
T*:(YJF—Y){(m’ o )50;3} .

. X% X% ~ ~ ~ 3 X- ~ .
Aqui, Y, Y eo; sao as versoes bootstrap de Y, Y e 0, calculadas a partir Y7*, ..., Y" e
Y, ..., Y}, . Consequentemente, os autores chegam a um intervalo de predicao para uma

unica observacao, digamos Y, 1, como um caso especifico do apresentado acima, utilizando
_ L -1
T = (Y+1—Y){(1+n_l)5an} .

Aqui, temos interesse em adaptar tal método para a criacao de intervalos de predicao
para o valor de uma variavel resposta associada a um novo conjunto de valores para as

covariadas de um modelo de regressao beta. Considere
_ P
T:(R+—R){(1+n_1)§an} ,

em que R é a média dos Ry, ..., R,, que sdo computados a partir da amostra original pela

Equagao (5.2) e

Gp = {n—l Z(Ri —i)z} : (5.6)

Se as réplicas bootstrap sao indexadas por b = 1, ..., B, o intervalo de predicao t-bootstrap

pode ser obtido como descrito no proximo algoritmo.

Algoritmo 5.3.1.
1. Parat =1,...,n selecione aleatoriamente r;; de r,...,r,, com reposicao.

2. Construa uma amostra bootstrap (yy, X, Z), em que 4, = (Y14, - -, Yns) ', tal que

exp(i; + 715V 01)
1+ exp(iy + repV/0r)

é obtido como solugao de R(ys, fir) = T¢p.

Ytb =
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3. Encontre as estimativas bootstrap de 5 e ¢, Bb e $b, utilizando (yp, X, Z).

4. Utilizando as matrizes de regressores originais, X e Z, juntamente com [, e ¢y,
obtenha fiyp, ¢rp, iy, € Urp. Utilizando as matrizes de novos regressores, X, e
Zy, juntamente com [ e ¢y, obtenha iy p, ¢y p, 11} 4, V45, que sao vetores n-

dimensionais.

5. Obtenha
~ 3
. Yip — iy I —
Rep(Yep, Bep) = u € 0y = {n 1 Z(Rtvb - be)Q} ;

em que R, =n"1 Y1 Ry

6. Para cada nova observacao a; =1,...,n4:
a) Selecione aleatoriamente 7, j a partir ry,...,7,.
b) Obtenha

eXp(ﬁZ+ —I— T&+,b 6a+)

1+ exp(ﬁ;ﬁ+ + Ta+,b\/@a+>‘

Yar b =

c¢) Calcule o erro de predigao

* ~
Yar b = Happ
-~ _ ) a4,
Ra+,b<ya+7b, :ua-t,-,b) - = )
vV Vay b

€m que y2+,b = 1Og{ya+7b/(]‘ - ya+7b)}'

d) Calcule
_ N
Tios = Ravs = R) { (1407257 }
e para cada nova observacao ordene os valores T, , tal que T, ) < -+ <
Ta,(B)-

e) Obtenha os quantis

5*
ta/2)

—_ o~ 1y L
y = R+ Ty (B0-as2)Tu(l +n7")2,

=R+ Ty (Baj2)On(l +17")2
5*

ti-a/

em que o, é calculado como na Equagao (/5.6]).
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Por fim, obtenha os limites de predicao do intervalo t-bootstrap utilizando

P (ﬁ2+ + 5:@/2) \ 6“*)

Ya,, 1 = — —
1+ exp (,u;j+ + 52‘@/2)\/@%)
P (ﬂL + 5:<1—a/2) 4 6‘”)
ya+,S =

1 + exp (ﬁ;;+ + 00 \/@t) '
5.4 Intervalos de predicao via bootstrap duplo

Ao se analisar os desempenhos de métodos de construcao de intervalos de confianga é
comum verificar que existe uma diferenca entre o nivel nominal de cobertura e a efetiva
taxa de cobertura, o que representa um viés no método. Em [Hall (1986), Beran| (1987)
e Hall e Martin| (1988]), os autores utilizam do bootstrap iterado para reduzir tal viés,
obtendo resultados mais préximos do desejado do que através do bootstrap usual. Dessa
forma, é natural esperar que intervalos de predicao obtidos via bootstrap duplo também
apresentem melhor desempenho que os obtidos via bootstrap usual. Nessa secao, focamos
na apresentagao de algoritmos para a construcao de intervalos de predi¢ao via BD.
Considere o modelo de regressao beta com precisao variavel dado na Equacao , em
que z; = (T41,...,T4) " é um conjunto de valores observados para as covariadas e y; suas
respectivas respostas observadas. Seja x, = (z41,...,24%)' um conjunto de novos valores
para as covariadas e y, a resposta associada a ele. Se as réplicas bootstrap de primeiro e
segundo nivel sao indexadas porb=1,...,Bed=1,..., K, respectivamente, a predi¢cao
de n, valores via a versao bootstrap duplo do método percentil pode ser realizada através

do algoritmo a seguir.

Algoritmo 5.4.1.

1. Parat =1,...,n selecione aleatoriamente r; de ry,...,r,, com reposicao.

2. Construa uma amostra bootstrap (yy, X, Z), em que 4, = (Y14, - -, Yns) ', tal que

_ eXP(ﬁ: + Tt,b\/@_t)
1+ exp(f; + re6V/0r)

Yt.b
é obtido como solucao de R(yy, [iy) = 7.

)

3. Encontre as estimativas bootstrap de (5 e ¢, Bb e ab, utilizando (yp, X, Z).
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4. Utilizando a matriz de novos regressores, X, e Z,, juntamente com Bb e $b> obtenha

Tty G1 by 15y € Uy, que sa0 vetores n-dimensionais.

5. Para cada nova observacao ay =1,...,n4:
a) Selecione aleatoriamente 7, j, a partir ry,...,7,.
b) Obtenha

y eXp(ﬁL + Taib 6a+)
ar,b — — — .
+ 1—|—exp(u;§+ + 7Tay p\/Vas)

c¢) Calcule o erro de predigao

* Sk
Yarp = Harp
> _ +> a4,
Ra_;,_,b(ya_;,_,b; ,ua_;,_,b) - = )
vV Vay,b

€m que y2+,b = 1Og{ya+7b/(]‘ - ya+7b)}'

6. Parat = 1,...,n selecione aleatoriamente ;4 de 714, ..., 7,5, com reposicao, em

que 1 € a versao bootstrap de (.4)).

7. Construa uma amostra bootstrap de segundo nivel (ypq, X,Z), em que ypqg =
(Yib.ds - - - Ynpd) |, tal que

exp(Hyy + Tepd/ Ut p)
1+ exp(ﬁz:b + Tt,b,d\/ iJ\t’b)

Ytbd =

¢ obtido como solucao de R(Yip.a, fitp) = Ttb.d-
8. Encontre as estimativas bootstrap duplo de 3 e ¢, 31,761 e ggbd, utilizando (yp.q4, X, Z).

9. Utilizando a matriz de novos regressores, X} e Z,, juntamente com By 4 € ¢4,

~

obtenha fi4 4.4, ®4b.d: ﬁi pa € Utb.ds que sdo vetores ny-dimensionais.

10. Para cada nova observacao a; =1,...,n4:
a) Selecione aleatoriamente 74, 54 a partir r1;..., 7.
b) Obtenha

Y eXP(ﬁL@ + Tay bdy/ ij\a+,b)
bd = — SR
a+ 1+ eXp(/L;er + Tay bdy/ UaJr,b)
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c¢) Calcule o erro de predigao

* Tk
ya+ ,b,d B Ma+ ,b,d

\V4 acur,b,d ’

Ry b.d(Yay pds Bay p,d) =

em que yZJr,b,d = log{ya+7b7d/(1 - ya+,b,d)}'
d) Calcule
K
u2+,b = K_l Z I<:Ra+,b,d S 2:Ra+,b — SR)
d=1
e) Para cada nova observagao ordene os valores u;, , e obtenha os quantis a/2 e
1 — /2, denotados ginf € Gsup, respectivamente.

f) Obtenha os quantis

(5;a+ = Rd“— (qinf) € 5* a4+ = RG"F (

(@/2) PaZa/2) dsup)”

Por fim, obtenha os limites de predicao da versao bootstrap duplo do intervalo

percentil utilizando

exp (ﬁa + 0%t */aa+>

(a/2)

Yo, 1 =
1+ exp (/72+ + 5;<a+/ )\/@H)
a/2
exXp (//ZZJF + 6;(?, s V i}\a+)
yCL+,S = .
1+ exp <ﬁ3+ + 0% /6a+)
(I-a/2)

Por sua vez, uma versao via bootstrap duplo do intervalo de predicao t-bootstrap para

y+ pode ser obtida através do proximo algoritmo.

Algoritmo 5.4.2.

1. Parat =1,...,n selecione aleatoriamente r; de ry,...,r,, com reposicao.

2. Construa uma amostra bootstrap (v, X, Z), em que 4, = (Y14, - -, Yns) ', tal que
_ exp(il; + rt,b\/a)
1+ exp(fi; +765V/0r)

¢ obtido como solugao de R(y, fiz) = Tep-

)

Yt,b

3. Encontre as estimativas bootstrap de 3 e ¢, B\b e ggb, utilizando (yp, X, 7).
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4. Utilizando as matrizes de regressores originais, X e Z, juntamente com [, € ¢,
obtenha fip, ¢rp, iy, € Uzp. Utilizando as matrizes de novos regressores, X, e

Zy, juntamente com 3 e ¢y, obtenha iy p, ¢y p, [0} 4, V45, que sao vetores ny-

dimensionais.
5. Obtenha
1
* Sk n 2
~ Yo = My -1 D2
Rip(Yeps firp) = === € Ty =" > (Rip—Re)* p
'Ut,b t=1
em que R, =n"1Y "1 Ry
6. Para cada nova observagao ay =1,...,n4:
a) Selecione aleatoriamente 74, j a partir r1,...,7,.

b) Obtenha

exp(ﬁa + Taib 7U\a+)

1 + eXp(ﬁZ+ + ra+,b Vv 6a+> ‘

ya+,b =

c¢) Calcule o erro de predigao
~ U
Ray p(Yay ps oy p) = ————,
+ + + o
em que y; = log{ya, /(1 — Yy )}-

d) Calcule
D —1\L~x -1
Toip = (Rapp — Rp) {(1 +n )201;} :
7. Parat =1,...,n selecione aleatoriamente 7.4 4 de r14,...,7,3, cOm reposicao.

8. Construa uma amostra bootstrap de segundo nivel (ypq, X,Z), em que ypqg =
(yl,b,da cee 7yn7b7d)T, tal que
eXp(ﬁZb + Teb,dn/ @\t,b)
1+ eXp(ﬂZb + Teb,d\/Vtp)

é obtido como solucao de R(Yip.a, e p) = Tt.bd-

Ytbd =

9. Encontre as estimativas bootstrap duplo de 3 e ¢, Bb,d e ggbd, utilizando (yp.q4, X, Z).

10. Utilizando a matriz de novos regressores, X e Z;, juntamente com B4 € P4,

obtenha it 44, 4.4, Iy g © V4 b4, que sdo vetores n-dimensionais.
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11. Obtenha

= Ob.d
\ Vtbd

* Sk n

R ~ _ Ytbd — Prpd -1
t,b,d(yt,b,d> Mt,b,d) = e n
Rpa=n"13" R

€m que Rpqg =N t=1 J’t,b,d-

12. Para cada nova observacao a, = 1,...,ny:

a) Selecione aleatoriamente 74, 54 a partir rq,

b) Obtenha

PN rn,b'

exp(ﬁ;’b + Tay bd\/ Vas b)
Yay,bd = —. — )
1+ eXP(Ma+7b + Tay bd Ua+,b)

c¢) Calcule o erro de predigao

* _O*
R ~ Yarpd ~ Haybd
a+,b,d<ya+,b,da ,UJzz+,b,d) =

=S )
\ Vaybd

el que yZJr,b,d = 1Og{ya+7b1d/(1 - ya+7b,d)}'

d) Calcule
_ -1
Tarsi = Rayna = Rea) {(L+07) 57, )
e) Calcule
K
Zap = K7 Z I(Ty, pa <To, )
d=1

1 — «/2, denotados ginf € Gsup, respectivamente.

g) Obtenha os quantis
* D ~ —1\1
5t(a/2) =R+ Ta+(qinf)0n<1 +n )2

* D ~ -1 1
5t(170¢/2) =R + Ta+(QS‘lP)O-n(1 +n )2

em que o, ¢ calculado como na Equagao (/5.6]).

Por fim, obtenha os limites de predicao da versao bootstrap duplo do intervalo

t-bootstrap utilizando

eXp <ﬁ:+ T 6:(a/2) v a’“*)

ya+,l - N —
1+ exp <u2+ + 5§<a/2)\/va+>
eXp (ﬁ;; T 6:(1—04/2) v 6‘”*)
y(l+,S =

1+ exp (ﬁ; + 6;“7& 1o\ /6a+>

Para cada nova observacgao ordene os valores z,, j e obtenha os quantis a2 e

100
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Booth e Hall| (1994) verificam que, quando se trata de intervalos de confianga, uma
escolha muito pequena ou muito grande para o nimero de réplicas bootstrap de segundo
nivel diminui a acurdcia do procedimento. Sendo assim, os autores consideram um
estimador para os limites do intervalo de confianga com nivel exatamente igual a (1 — «)

e verificam que o erro quadratico médio assintético é proporcional a
5 -1 2 2
M(B,K) =« 1@ B+ (1—a)K™7

em que B e K representam o numero de réplicas bootstrap de primeiro e segundo
nivel, respectivamente. Minimizando M (B, K) impondo a condigago BK = L obtém-
se B=wl??e K =w 'LY3 em que w = {(1/2)(1 — @) 2a(5/4 — a)}/3. Os autores
ainda ressaltam que, para uma maior acuréacia, o produto BK deve ser maior ou igual a

n3, em que n representa o tamanho amostral.

5.5 Simulacoes

Nesta secao sao apresentados resultados de simulacoes de Monte Carlo realizadas para
avaliar os desempenhos dos métodos de construcao de intervalos de predicao expostos
nesse capitulo. Para tanto, foram considerados trés tamanhos amostrais, n = 40, 80, 120,
para a construcao dos intervalos de predicao associados a uma nova resposta. Foram
avaliados os casos em que p € (0.02,0.08), u € (0.20,0.80) e p € (0.95,0.98). O ntimero
de réplicas de Monte Carlo foi 5000 enquanto o nimero de réplicas bootstrap foi 500. Por
sua vez, o nivel nominal adotado foi o = 5%.

Inicialmente foi considerado o modelo de regressao beta com precisao constante dado

por

log <1 'utﬂ > = [ + Boxio + P3243, (5.7)
t

em que os valores das varidaveis explicativas x, foram obtidos aleatoriamente da
distribuigao uniforme padrao U(0,1) e ¢ = 20, 50, 100.

Os resultados apresentados nas Tabelas 5.1} [.2] ¢ [5.3] indicam que os trés métodos tém
desempenhos competitivos, com o método t-bootstrap apresentando taxas de cobertura
mais proximas do esperado, ou seja, mais proximas do nivel de confianca adotado, na
maior parte dos casos. Por exemplo, na Tabela quando n = 120 e p € (0.020, 0.080),

temos que a taxa de cobertura (amplitude média) do intervalo de predigao t-bootstrap foi
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95.1% (0.1571) enquanto as dos intervalos percentil e BC, foram 94.5% (0.1459) e 94.4%
(0.1387), respectivamente. No entanto, vale notar que o intervalo t-bootstrap apresenta
também amplitude média levemente superior a dos demais intervalos avaliados. Nota-se
ainda que a medida que o valor de ¢ aumenta, a amplitude média dos intervalos caem.
Adicionalmente, as taxas de nao-cobertura para todos os intervalos avaliados mostram-se

equilibradas.

Tabela 5.1: Taxas de cobertura (%) e amplitudes médias dos intervalos de predigdo para o

modelo com precisao constante, ¢ = 20.

u u € (0.02,0.08) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 934 939 945 0.1570 0.1482 0.1459 41 40 3.1 25 21 24
BC, 93.5 94.0 944 0.1437 0.1396 0.1387 3.5 34 28 3.0 26 28
t-bootstrap  94.2 94.7 95.1 0.1763 0.1613 0.1571 40 3.7 3.0 1.8 16 1.9
W w € (0.20,0.80) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 93.5 942 94.6 0.4294 0.4236 0.4201 3.5 2.7 31 3.0 3.1 23
BC, 934 942 944 0.4286 0.4236 0.4197 3.5 2.7 32 3.1 31 24
t-bootstrap 93.6 94.2 94.7 0.4308 0.4252 0.4216 34 27 3.1 3.0 3.1 22
7 w € (0.95,0.98) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 93.3 934 93.7 0.1483 0.1412 0.1389 34 3.0 3.3 33 36 3.0
BC, 93.1 932 933 0.1384 0.1342 0.1334 39 3.7 38 3.0 31 29
t-bootstrap 94.3 94.0 94.2 0.1619 0.1496 0.1456 26 25 3.0 3.1 35 28

Dando continuidade as simulacoes, decidimos considerar uma estrutura de regressao
para o parametro de precisao. Dessa forma, adotamos o modelo com precisao variavel
com func¢ao de ligacao logit para o submodelo da média e logaritmica para o submodelo

da precisao,

log (1 i ) = (1 + Baxio + B3243, (5.8)
— e

log(é¢) = 71 + Y2262
Os valores das variaveis explicativas zy; = 2;; foram obtidos aleatoriamente da distribuicao

uniforme padrao U(0,1) e os graus de heterogeneidade da dispersao (A = Pmax/Pmin)

considerados foram A\ = 20, 50, 100.
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Tabela 5.2: Taxas de cobertura (%) e amplitudes médias dos intervalos de predigdo para o

modelo com precisao constante, ¢ = 50.

n
Percentil
BC,
t-bootstrap

I

n
Percentil
BC,
t-bootstrap
I

n
Percentil
BC,
t-bootstrap

u € (0.02,0.08)
Cobertura (%)

Amplitude média

Nao-cobertura (%)

40 80 120
93.8 945 94.0
93.7 94.2 938
94.0 94.7 94.4
11 € (0.20,0.80)
Cobertura (%)

40 80 120

0.0977  0.0937  0.0930
0.0938  0.0909 0.0908
0.1008 0.0957 0.0947

Amplitude média

40 80 120
93.5 935 94.1
93.5 93.2 94.0
93.7 935 94.1
1 € (0.95,0.98)
Cobertura (%)

40 80 120

0.2821 0.2756 0.2734
0.2816 0.2757 0.2735
0.2825 0.2761 0.2739

Amplitude média

40 80 120
93.9 93.8 94.5
93.5 93.5 943
94.4 94.1 94.6

40 80 120

0.0991 0.0954 0.0945
0.0956  0.0932  0.0926
0.1016  0.0970 0.0956

A esquerda A direita
40 80 120 40 80 120
36 29 34 26 26 26
32 28 33 31 30 29
35 29 33 25 24 23

Nao-cobertura (%)

A esquerda A direita
40 80 120 40 80 120
33 35 33 32 30 26
34 37 32 31 31 28
32 35 33 31 30 26

Nao-cobertura (%)

A esquerda A direita
40 80 120 40 80 120
3.0 32 30 31 30 25
35 36 33 3.0 29 24
26 3.0 29 3.0 29 25

Tabela 5.3:

Taxas de cobertura (%) e amplitudes médias

modelo com precisao constante, ¢ = 100.

dos intervalos de predicao para o

n
Percentil
BC,
t-bootstrap
I

n
Percentil
BC,
t-bootstrap
I

n
Percentil
BC,
t-bootstrap

4 € (0.02,0.08)
Cobertura (%)

Amplitude média

Nao-cobertura (%)

40 80 120
934 94.1 94.7
93.3 93.7 94.6
93.6 94.1 948
1 € (0.20,0.80)
Cobertura (%)

40 80 120

0.0690 0.0669 0.0664
0.0674 0.0660 0.0656
0.0699 0.0674 0.0669

Amplitude média

40 80 120
93.0 939 94.0
93.1 939 938
93.1 939 94.1
1 € (0.95,0.98)
Cobertura (%)

40 80 120

0.2002 0.1961 0.1951
0.1999 0.1961 0.1951
0.2003 0.1962 0.1953

Amplitude média

40 80 120
93.9 943 943
93.6 94.1 94.1
94.0 944 944

40 80 120

0.0718 0.0700  0.0690
0.0705 0.0691 0.0684
0.0725 0.0704 0.0694

A esquerda A direita
40 80 120 40 80 120
3.2 3.0 29 34 29 24
3.0 30 28 3.7 33 26
3.2 3.0 29 3.2 29 23

Néo-cobertura (%)

A esquerda A direita
40 80 120 40 80 120
3.7 32 29 33 29 31
3.8 31 3.0 3.1 3.0 32
3.7 32 28 32 29 3.1

Nao-cobertura (%)

A esquerda A direita
40 80 120 40 80 120
25 29 28 3.6 28 29
28 3.1 3.0 3.6 28 29
24 28 2.7 3.6 28 29
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Os resultados apresentados nas Tabela e indicam que os trées intervalos
analisados apresentam bom comportamento, com o t-bootstrap apresentando taxas de
cobertura mais proximas do desejado na maior parte dos casos.

Na Tabela quando g € (0.95,0.98) e n = 80, por exemplo, temos que o
intervalo t-bootstrap apresentou taxa de cobertura (amplitude média) de 94.7% (0.0373)
contra 94.5% (0.0369) e 94.3% (0.0370) dos intervalos percentil e BC,, respectivamente.
Adicionalmente, nota-se que as taxas de nao-cobertura para todos os intervalos avaliados

mostram-se equilibradas.

Tabela 5.4: Taxas de cobertura (%) e amplitudes médias dos intervalos de predigdo para o

modelo com precisao varidavel e A = 20.

w w € (0.02,0.08) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 93.6 94.0 94.0 0.0725 0.0705 0.0700 3.5 3.1 29 29 29 31
BC, 93.5 93.6 93.8 0.0714 0.0698 0.0694 33 3.1 29 3.2 33 33
t-bootstrap 93.6 94.3 94.3 0.0734 0.0713 0.0707 3.5 3.0 29 29 27 28
w w € (0.20,0.80) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 93.8 942 94.2 0.2136  0.2101  0.2088 3.0 3.0 32 3.2 28 26
BC, 93.6 943 94.1 0.2131  0.2100 0.2087 3.1 29 31 33 28 28
t-bootstrap 94.0 944 94.2 0.2140 0.2105 0.2092 29 29 32 3.1 27 26
w w € (0.95,0.98) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 93.0 93.3 94.0 0.0740 0.0713 0.0705 4.1 3.7 3.6 29 3.0 24
BC, 92.7 929 93.9 0.0744 0.0719 0.0714 4.2 3.7 3.6 3.1 34 25
t-bootstrap  93.4 93.7 94.5 0.0756 0.0729 0.0721 38 34 33 28 29 22

Dando continuidade as simulacoes, decidimos analisar a melhora apresentada quando
os intervalos percentil e t-bootstrap sao construidos via bootstrap duplo. Para tanto,
consideramos o modelo dado em , com p € (0.50,0.96) e A = 100, 500 réplicas
bootstrap de primeiro nivel e 125 réplicas de segundo nivel. A Tabela apresenta
os resultados para tal simulacao em que, como esperado, pode-se notar que as versoes
baseadas no bootstrap duplo apresentaram, na maior parte dos casos, uma maior taxa de
cobertura tanto para o método percentil quanto para o método t-bootstrap. No entanto,

apresentam também maiores amplitudes médias.
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Tabela 5.5: Taxas de cobertura (%) e amplitudes médias dos intervalos de predigdo para o

modelo com precisao variavel e A = 50.

n
Percentil
BC,
t-bootstrap

4 € (0.02,0.08)
Cobertura (%)

Amplitude média

Nao-cobertura (%)

40 80 120
93.7 945 9438
93.7 945 94.5
93.8 94.5 948

40 80 120

0.0245 0.0240 0.0350
0.0245 0.0239 0.0349
0.0246  0.0241 0.0351

I

n
Percentil
BC,
t-bootstrap

11 € (0.20,0.80)
Cobertura (%)

Amplitude média

40 80 120
93.2 941 946
929 93.8 94,5
93.3 94.1 94.7

40 80 120

0.0714 0.0705 0.1030
0.0711  0.0705 0.1030
0.0714 0.0705 0.1031

I

n
Percentil
BC,
t-bootstrap

1 € (0.95,0.98)
Cobertura (%)

Amplitude média

40 80 120
93.2 942 93.7
93.0 94.2 93.7
93.3 943 939

40 80 120

0.0257 0.0254 0.0365
0.0257 0.0254 0.0366
0.0259 0.0255 0.0369

A esquerda A direita
40 80 120 40 80 120
32 27 26 3.1 28 26
3.1 26 27 32 29 28
3.1 28 26 3.1 27 26

Nao-cobertura (%)

A esquerda A direita
40 80 120 40 80 120
3.5 29 28 33 30 26
36 31 3.0 35 31 25
34 29 27 33 30 26

Nao-cobertura (%)

A esquerda A direita
40 80 120 40 80 120
3.8 28 34 3.0 3.0 29
3.8 28 33 32 30 3.0
3.8 27 33 29 3.0 238

Tabela 5.6:

Taxas de cobertura (%) e amplitudes médias

modelo com precisao variavel e A = 100.

dos intervalos de predicao para o

n
Percentil
BC,
t-bootstrap

4 € (0.02,0.08)
Cobertura (%)

Amplitude média

Nao-cobertura (%)

40 80 120
94.1 941 949
94.0 94.0 94.9
94.2 942 95.0

40 80 120

0.0361 0.0353 0.0239
0.0359 0.0352 0.0238
0.0362 0.0354 0.0239

I

n
Percentil
BC,
t-bootstrap

11 € (0.20,0.80)
Cobertura (%)

Amplitude média

40 80 120
941 941 946
93.8 939 94.1
941 941 946

40 80 120

0.1054 0.1037  0.0700
0.1052  0.1037  0.0700
0.1055 0.1038 0.0700

I

n
Percentil
BC,
t-bootstrap

1 € (0.95,0.98)
Cobertura (%)

Amplitude média

40 80 120
92.7 945 94.3
92.5 943 94.2
92.8 947 94.5

40 80 120

0.0377  0.0369 0.0251
0.0377 0.0370 0.0251
0.0380 0.0373 0.0253

A esquerda A direita
40 80 120 40 80 120
3.0 32 26 29 27 25
29 3.0 26 3.1 30 26
3.0 30 25 28 28 25

Nao-cobertura (%)

A esquerda A direita
40 80 120 40 80 120
3.0 31 27 29 28 27
3.1 33 28 3.1 28 31
3.0 31 27 29 28 27

Nao-cobertura (%)

A esquerda A direita
40 80 120 40 80 120
39 31 29 34 24 28
4.0 31 3.0 35 26 28
39 30 27 34 23 28
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Tabela 5.7: Taxas de cobertura (%) e amplitudes médias para os intervalos de predigao

construidos via bootstrap duplo para o modelo com precisao variavel, com A = 100.

w € (0.50,0.96) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita

n 20 40 80 20 40 80 20 40 80 20 40 80

Percentil 92.1 93.8 93.8 0.1045 0.1003 0.0973 39 32 34 40 3.0 28

Percentil BD 98.3 98.8 98.8 0.1681 0.1439 0.1400 09 05 0.7 0.8 07 0.5

t-bootstrap 92.4 93.7 94.1 0.1048 0.1008 0.0978 36 33 33 40 3.0 26

t-bootstrap BD  92.1 94.1 94.5 0.1145 0.1062 0.1018 3.7 33 29 42 26 26

De fato, esse é um forte ponto negativo contra os intervalos de predi¢ao construidos via
bootstrap duplo, principalmente para o intervalo percentil BD, que apresentou aumento
consideravel na amplitude média em todos os casos avaliados. Por sua vez, a versao do
intervalo t-bootstrap baseada no BD apresentou, de modo geral, um melhor desempenho,
j& que na maior parte dos casos conseguiu aumentar a taxa de cobertura da versao usual
sem um aumento consideravel na amplitude média. Outro forte ponto negativo contra
a construcao de intervalos baseados no BD ¢ seu alto custo computacional; aqui, tais
simulagoes duraram em média 75 horas cada, enquanto as baseadas apenas no método

bootstrap usual duraram em média 12 horas cada.

5.5.1 Simulacoes warp-speed

Dando continuidade aos estudos de simulagao foi utilizado o método de simulagao warp-
speed. Para tanto, adaptamos o método proposto por Giacomini et al| (2013) para a
utilizacao do mesmo na construcao de intervalos de predicao. As simulagoes desta secao

foram realizadas através do algoritmo a seguir.

Algoritmo 5.5.1.

1. Gere K amostras n-dimensionais ¥, ;. Seja y,, as repostas para as quais se deseja

construir um intervalo de predicao, ay =1,...,n,.
2. Para cada & = 1,..., K selecione aleatoriamente r;,, t = 1,...,n, a partir de
T ks -« -5 ok, COM reposicdo, em que 7.y é calculado pela Equagao (5.4) a partir de

Yt k-
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3. Para cada k= 1,..., K construa uma amostra bootstrap (y;r’k, X, Z), tal que

. exp(Hy x + 715\ Vek)
L exp(ipy + i g/Dek)

é obtido como solugio de R(y! ., fiex) = Tk

4. Para cada y,, k = 1,..., K, construa um intervalo de predicao como descrito no
Algoritmo 5.2.1 ou no Algoritmo 5.3.1 utilizando a amostra y,; e as K pseudo-
amostras ytT - Dessa forma, para cada a; = 1,...,n,, obtém-se uma sequéncia de

K intervalos de predicao dada por

IP, s =1[Y14 5,Y Sa, k-

5. Calcule a taxa de cobertura associada ao intervalo:

ny K
TC = (TL+ . K)_l Z ZI(Y]G+7]§ < Yai k < YSQ+7]€).

ar=1 k=1

Giacomini et al.| (2013) ressalta que melhores resultados sao alcangados quando o nimero
de réplicas de Monte Carlo, K, e de observacoes, n, sao grandes. Além disso, o autor
verifica, através de simulacoes de Monte Carlo para intervalos de confianca, que o método
apresenta uma convergéncia mais rapida ao nivel de confianca adotado.

Nesta secao, inicialmente, replicaremos alguns cenarios avaliados na secao anterior
com intuito de comparar os resultados obtidos pela simulacao warp-speed e a simulacao
de Monte Carlo usual. Para tanto, foram considerados trés tamanhos amostrais, n =
40, 80, 120, 1 € (0.02,0.08), 1 € (0.20,0.80), p € (0.95,0.98), A = 100 e 10000 réplicas de
Monte Carlo. O modelo adotado é dado por

log (1 al ) = B1 + Poxio + Paxys,
— Mt

log(¢:) = 11 + Y222,

em que os valores das varidveis explicativas x;; = z;; foram obtidos aleatoriamente da
distribuigao uniforme padrao U(0,1).

A Tabela [5.8] apresenta os resultados para tais simulagoes, os quais mostram um
desempenho proximo ao esperado do método warp-speed. Em comparacao com os
resultados obtidos no mesmo cendrio via o método de simulacao de Monte Carlo usual

(Tabela [5.6)), nota-se que, como esperado, aqui hd uma convergéncia mais rapida das
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taxas de cobertura para o nivel de confianca adotado. No entanto, de modo geral,
os desempenhos dos intervalos permanecem os mesmos, com os intervalos t-bootstrap
apresentando as maiores taxas de cobertura na maior parte dos casos. Além disso, as
taxas de nao-coberturas mantiveram o equilibrio. Sendo assim, utilizamos o método

warp-speed para a realizacao de simulacoes adicionais.

Tabela 5.8: Taxas de cobertura (%) e amplitudes médias obtidas via método warp-speed para

o modelo com precisao variavel, com A = 100.

© w € (0.02,0.08) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 94.7 949 948 0.0249 0.0242 0.0241 25 25 25 2.8 26 27
BC, 94.3 948 94.7 0.0250 0.0241 0.0242 28 26 26 29 26 27
t-bootstrap 94.9 95.0 94.9 0.0251 0.0242 0.0242 24 24 25 2.7 26 26
m u € (0.20,0.80) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 944 947 953 0.0713 0.0705 0.0710 2.7 25 25 29 28 22
BC, 940 946 94.9 0.0714 0.0704 0.0706 29 25 28 31 29 23
t-bootstrap 94.4 94.8 95.2 0.0714 0.0704 0.0710 2.7 25 25 29 28 23
w u € (0.95,0.98) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 95.2 942 945 0.0264 0.0251 0.0251 26 29 33 39 29 22
BC, 94.7 939 94.2 0.0263 0.0251 0.0251 28 33 33 42 28 25
t-bootstrap  95.3 94.4 94.6 0.0265 0.0253 0.0253 26 28 3.2 3.8 28 22

As Figuras e apresentam as taxas de cobertura obtidas pelo intervalos
para diferentes tamanhos amostrais (n = 20,40,...,200) e graus de heterogeneidade
(A =20,100,500). Tais figuras indicam que os intervalos baseados no método t-bootstrap
apresentam melhor desempenho na maior parte dos casos avaliados. Adicionalmente,
os resultados das simulagoes para tais cendrios indicam que a medida que o grau
de heterogeneidade aumenta, a amplitude média dos intervalos caem. Por exemplo,
considerando o cendrio em que p € (0.020,0.080), n = 20 e os intervalos obtidos via
método t-bootstrap, temos que as amplitudes médias obtidas considerando A = 20, 100 e
500 foram 0.0798, 0.0255 e 0.0089, respectivamente. Vale notar ainda que os intervalos
apresentam taxas de cobertura mais oscilantes nos cenarios considerados problematicos,

11 € (0.020,0.080) e 1 € (0.95,0.98).
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Figura 5.1: Limites de predigdo obtidos via simulagoes warp-speed considerando A = 20.
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Figura 5.2: Limites de predigao obtidos via simulagoes warp-speed considerando A = 100.
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Figura 5.3: Limites de predigao obtidos via simulagoes warp-speed considerando A = 500.
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Dando continuidade as simulagoes, decidimos avaliar o impacto causado quando o
modelo utilizado para a construcao dos intervalos é mal especificado. Para tanto,

inicialmente, consideramos o modelo dado por

log (1 al ) = B1 + Baxio + Paxys, (5.9)
s

log(¢:) = 71 + 722

como o modelo verdadeiro.

A Tabela [5.9] apresenta os resultados para o cenario em que estima-se o modelo
omitindo-se a variavel x3. Nota-se que a ma especificagao tem forte impacto sobre as
amplitudes médias dos intervalos e, consequentemente, sobre as taxas de cobertura dos
mesmos. Adicionalmente, nota-se um desequilibrio nas taxas de nao-cobertura, indicando

que o modelo superestimou a maior parte dos valores preditos nao-cobertos.

Tabela 5.9: Taxas de cobertura (%) e amplitudes médias obtidas via método warp-speed

considerando ma especificacao causada pela omissao de um regressor.

i u € (0.020,0.080) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 96.6 97.2 96.7 0.0314 0.0308 0.0305 3.0 26 3.0 04 02 0.3
BC, 96.5 96.8 96.4 0.0314 0.0308 0.0305 3.0 29 33 0.5 03 0.3
t-bootstrap  96.6 97.1 96.7 0.0314 0.0309 0.0306 3.0 27 30 04 02 03
i u € (0.20,0.80) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 100.0 100.0 100.0 0.4488 0.4286 0.4238 0.0 00 0.0 0.0 0.0 001
BC, 100.0 100.0 100.0 0.4486 0.4291 0.4238 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 001
t-bootstrap  100.0  100.0  100.0 0.4482 0.4284 0.4235 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 001
1 w € (0.95,0.98) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 98.3 98.1 97.8 0.0350 0.0333 0.0330 1.7 1.9 22 0.0 00 0.0
BC, 97.9 97.6 97.7 0.0349 0.0332 0.0331 21 24 23 0.0 0.0 0.0
t-bootstrap  98.4 98.2 97.9 0.0352 0.0335 0.0331 1.6 1.8 21 00 00 0.0

Em seguida, avaliamos o impacto causado nos intervalos de predicao quando os
dados s@o gerados seguindo o modelo em ([5.9)), mas estimamos um modelo com precisao

constante. Comparando os resultados apresentados na Tabela [5.10| com os resultados
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obtidos na Tabela [5.8] nota-se que as amplitudes médias em todos os cenarios foram
maiores que o dobro das amplitudes médias originais. Por exemplo, para o intervalo
t-bootstrap construido utilizando o modelo correto, considerando n = 80 e u €
(0.020,0.080), foi obtida taxa de cobertura (amplitude média) igual a 95% (0.0242),
enquanto para o intervalo t-bootstrap construido a partir do modelo mal especificado

foi obtida taxa de cobertura (amplitude média) igual a 100% (0.0565).

Tabela 5.10: Taxas de cobertura (%) e amplitudes médias dos intervalos de predigao para o

modelo com precisao varidvel erroneamente estimado com precisao constante.

W w € (0.02,0.08) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 99.9 100 100 0.0587 0.0560 0.0584 0.1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
BC, 99.6 99.8 99.9 0.0592  0.0560 0.0573 03 01 0.0 0.1 01 0.1
t-bootstrap  99.9 100 100 0.0592 0.0565 0.0594 0.1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
w w € (0.20,0.80) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 99.9 100 100 0.1589 0.1571 0.1428 0.0 0.0 0.0 0.1 00 0.0
BC, 99.6 99.8 99.8 0.1609 0.1600  0.1430 0.1 01 0.1 03 01 0.1
t-bootstrap  99.9 100 100 0.1600 0.1578 0.1433 0.0 0.0 0.0 0.1 00 0.0
W w € (0.95,0.98) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 99.9 99.9 100 0.0588 0.0556 0.0581 0.1 01 0.0 0.0 00 0.0
BC, 99.7 99.8 99.9 0.0580 0.0543 0.0573 01 01 0.1 02 0.1 0.0
t-bootstrap  99.9 100 100 0.0597 0.0568  0.0593 0.1 00 0.0 0.0 0.0 0.0

Dando continuidade aos estudos, adotamos como modelo verdadeiro o modelo dado

por

— log{—log(u)} = b1 + Bazio + B3,

log(é¢) = 71 + Y222

A Tabela [5.11] apresenta os resultados das simulacoes warp-speed para os intervalos de
predicao construidos a partir do modelo verdadeiro e de um modelo mal especificado,
com fungdao de ligacdo logit. As maiores mudancas ocorreram no cenario em que
p € (0.20,0.80), no qual os intervalos apresentaram forte assimetria nas taxas de nao-

cobertura.
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Tabela 5.11: Taxas de cobertura (%) e amplitudes médias obtidas via método warp-speed

considerando ma especificacao na funcao de ligacao do submodelo da média.

Modelo verdadeiro: —log{—log(u:)} = B1 + Bawiz + Bazes e log(de) = v1 + Y222

W w € (0.020,0.080) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 944 942 949 0.0259 0.0247 0.0254 28 29 26 28 29 25
BC, 941 939 948 0.0260 0.0246 0.0256 29 3.0 29 3.0 31 23
t-bootstrap 94.6 94.2 95.1 0.0262 0.0247 0.0255 2.7 29 25 2.7 29 24
W w € (0.20,0.80) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 943 944 953 0.0689 0.0701 0.0702 3.1 29 26 26 2.7 21
BC, 93.9 941 949 0.0695 0.0701 0.0700 33 32 29 2.8 27 22
t-bootstrap 94.3 94.5 95.3 0.0690 0.0704 0.0702 3.1 28 25 26 2.7 22
u u € (0.95,0.98) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 944 943 945 0.0253 0.0245 0.0244 27 29 31 29 28 24
BC, 940 94.0 94.2 0.0251 0.0245 0.0243 3.0 3.0 33 3.0 3.0 25
t-bootstrap 94.4 94.4 94.7 0.0254 0.0247 0.0245 27 29 3.0 29 27 23

Modelo mal especificado: log(u:/(1 — pt)) = B1 + Baxez + Baxes € log(d:) = 71 + Y22e2

W w € (0.020,0.080) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 94.7 944 95.0 0.0259 0.0245 0.0252 21 21 20 32 35 30
BC, 941 94.0 949 0.0259 0.0245 0.0254 23 21 23 36 39 28
t-bootstrap 94.6 94.6 95.1 0.0259 0.0246 0.0253 21 20 19 33 34 3.0
W w € (0.20,0.80) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 921 919 928 0.0857 0.0832 0.0833 0.1 01 0.0 7.8 81 7.2
BC, 90.4 90.1 91.7 0.0859 0.0835 0.0840 0.1 01 0.0 9.5 98 83
t-bootstrap 91.6 91.4 924 0.0855 0.0834 0.0835 0.1 01 0.0 83 85 7.6
w w € (0.95,0.98) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 944 943 945 0.0253 0.0245 0.0244 2.7 29 31 29 28 24
BC, 94.0 94.0 94.2 0.0251 0.0245 0.0243 3.0 3.0 33 3.0 3.0 25

t-bootstrap 94.4 944 94.6 0.0254 0.0247 0.0245 27 29 3.0 29 27 24
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Por fim, consideramos como modelo verdadeiro o modelo dado por:

log (1 L ) = [ + Baxio + P3243,
s

VO =71+ Y2z0.

A Tabela [5.12] apresenta os resultados das simulacoes warp-speed para os intervalos de
predicao construidos a partir do modelo verdadeiro e de um modelo mal especificado,
com funcao de ligagao logaritmica para o submodelo da precisao. Os resultados mostram
uma leve variacao na amplitude média dos intervalos e, consequentemente, nas taxas de
cobertura. Por exemplo, para n = 40 e p € (0.20,0.80), temos que a taxa de cobertura
(amplitude média) associada ao intervalo BC, construido a partir do modelo correto foi
igual a 94.2% (0.1321), enquanto a taxa de cobertura (amplitude média) associada ao
intervalo BC, construido a partir do modelo mal especificado foi igual a 97% (0.1542).

No geral, os resultados desta secao indicam que a construgao de intervalos de predicao
a partir de um modelo mal especificado tem forte impacto nas amplitudes médias dos
mesmos. Dessa forma, a avaliacao dos modelos mostra-se um passo fundamental nas
construcao de intervalos de predi¢ao mais precisos.

Por sua vez, em relacao ao método de simulacao warp-speed, temos que as simulagoes
desta secao levaram em média 35 minutos cada enquanto as da secao anterior, baseadas no
método de simulagao de Monte Carlo usual, levaram em média 18 horas cada. Ou seja, as
simulacoes via método warp-speed apresentaram em média uma economia de quase 97%
no tempo de simulagao. Dessa forma, o método mostra-se uma ferramenta extremamente

util para simulagoes, principalmente em grandes amostras.

5.6 Aplicacoes

Nesta secao sao apresentadas trés aplicacoes a dados reais, nas quais foram considerados
os intervalos percentil, BC, e t-bootstrap, além das versoes baseadas no bootstrap duplo
dos intervalos percentil e t-bootstrap. O nimero de réplicas bootstrap foi igual a 500 para

o primeiro nivel e 125 para o segundo nivel de reamostragem.
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Tabela 5.12: Taxas de cobertura (%) e amplitudes médias obtidas via método warp-speed

considerando ma especificacao na funcao de ligagao do submodelo da precisao.

Modelo verdadeiro: log(u¢/(1 — pt)) = B1 + Baxiz + B3xes € Vo =71 + Y2242

W w € (0.020,0.080) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 946 95.1 95.0 0.0443 0.0437 0.0433 25 23 23 29 26 27
BC, 94.1 947 949 0.0443 0.0437 0.0436 2.7 25 24 3.2 28 27
t-bootstrap 94.9 95.3 95.1 0.0449 0.0444 0.0436 24 23 22 2.7 24 27
W w € (0.20,0.80) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 945 943 94.1 0.1308 0.1262 0.1246 26 28 29 29 29 3.0
BC, 942 939 938 0.1321 0.1262  0.1250 26 3.1 3.2 32 3.0 3.0
t-bootstrap 94.5 94.3 94.2 0.1313 0.1266 0.1254 26 2.8 28 29 29 3.0
u u € (0.95,0.98) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 945 94.7 95.0 0.0468 0.0451 0.0451 34 32 3.0 21 21 20
BC, 942 944 948 0.0471  0.0453 0.0456 35 3.0 28 23 26 24
t-bootstrap  94.8 952 95.3 0.0475 0.0461 0.0458 32 28 28 20 20 19

Modelo mal especificado: log(u:/(1 — pt)) = B1 + Baxez + Baxes € log(d:) = 71 + Y22e2

W w € (0.020,0.080) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 975 976 974 0.0512 0.0501 0.0497 1.1 09 0.8 14 15 1.8
BC, 96.9 973 974 0.0512 0.0501 0.0494 1.2 1.0 0.8 19 1.7 18
t-bootstrap 97.5 97.8 97.7 0.0521 0.0511 0.0509 1.1 0.8 0.7 14 14 16
W w € (0.20,0.80) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 97.5 979 97.7 0.1542 0.1504 0.1495 1.2 09 11 1.3 12 1.2
BC, 97.0 976 974 0.1542  0.1507 0.1498 1.6 1.0 1.1 14 14 1.5
t-bootstrap  97.5 979 978 0.1550 0.1508  0.1505 1.2 09 1.0 1.3 12 1.2
w w € (0.95,0.98) Nao-cobertura (%)
Cobertura (%) Amplitude média A esquerda A direita
n 40 80 120 40 80 120 40 80 120 40 80 120
Percentil 97.0 973 97.5 0.0528 0.0515 0.0514 20 18 1.7 1.0 09 038
BC, 96.5 97.0 97.2 0.0533 0.0527 0.0514 22 1.7 18 1.3 13 1.0

t-bootstrap  97.2 97.8 98.1 0.0546 0.0539 0.0534 1.7 15 14 1.1 0.7 0.5
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5.6.1 Aplicacao 1: Recém-nascidos com baixo peso

Na Secao [3.7.3] modelamos a proporc¢ao de recém-nascidos com baixo peso nos 50 estados
e distrito federal dos Estados Unidos, durante o ano de 2015, em func¢ao de nascimentos
prematuros e fatores mutaveis, tais como o tabagismo, alcoolismo e sobrepeso. Por sua
vez, utilizando os testes J, M J e as versoes bootstrap e BDR dos mesmos, na Se¢ao 4.4.3]

verificamos que o modelo com funcao de ligagao log-log, dado por

—log{—log(pt)} = B1 + Poriz + Baxis + Pattia + G545

¢ o mais indicado para a modelagem dos dados. Aqui, tal modelo serd utilizado para
construir intervalos de predicao para cada uma das 51 respostas da amostra. Para tanto,
foram geradas 51 amostras obtidas pela retirada de uma observagao da amostra original.
Em seguida, utilizamos os métodos expostos neste capitulo para construir intervalos de
predicao para a observacao omitida.

A Tabela [5.13]| apresenta as taxas de cobertura e amplitudes média para cada um dos
intervalos. Nota-se que os intervalos percentil, BC,, t-bootstrap e a versao BD do mesmo
apresentaram as mesmas taxas de cobertura, 96.1%, enquanto o intervalo percentil BD
apresentou taxa de cobertura igual a 98%. No entanto, como esperado, tal intervalo

também apresentou a maior amplitude média.

Tabela 5.13: Taxas de cobertura e amplitudes médias obtidas na construcao dos intervalos de

predicao para os dados de recém-nascidos com baixo peso.

Método Cobertura (%) Amplitude média
Percentil 96.1 0.0216
Percentil BD 98.0 0.0299
t-bootstrap 96.1 0.0217
t-bootstrap BD 96.1 0.0220
BC, 96.1 0.0218

Por sua vez, as Figuras e apresentam os limites de predicao obtidos por cada
intervalo. Nota-se que nenhum intervalo cobriu a resposta 34 = 0.063. Além disso,

apenas o intervalo percentil BD cobriu a resposta ys = 0.088.
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Figura 5.4: Limites de predicao obtidos através dos métodos percentil, t-bootstrap e de suas

versoes via bootstrap duplo para os dados de recém-nascidos com baixo peso.
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Figura 5.5: Limites de predicao obtidos através do método BC, para os dados de recém-

nascidos com baixo peso.

5.6.2 Aplicacao 2: Prémios da Ford na NASCAR

Na Segao [3.7.4] vimos que o modelo dado por
" 13
log <—tu) = b1+ Boeo + Baes + Pses + Z Brnin,
t n=>6

13
log(¢1) =+ > Ynin-
n=6

se ajusta bem aos dados da proporcao de prémio em dinheiro ganho pelo time da Ford nas
corridas da Winston Cup da NASCAR. Aqui, utilizaremos tal modelo para a construcao
de intervalos de predigoes. Para tanto, separamos a amostra em dois grupos, o primeiro
com 127 observacoes e o segundo com as 140 observagoes restantes. Em seguida, o primeiro
grupo foi utilizado para construir intervalos de predicao para as respostas das observacoes
presentes no segundo grupo.

As Figuras e apresentam os limites de predi¢ao para os intervalos de predicao
construidos. Nota-se que os intervalos percentil e t-bootstrap nao cobriram seis respostas
(Y14, Ys2, Ys9, Yos, Y109 € Y133). Por sua vez, suas versoes via BD nao cobriram apenas duas
(Y100 € Y133) € quatro (Y14, Ys2, Y100 € Y133) respostas, respectivamente. J& o intervalo BC,

nao cobriu cinco respostas (Yo, Y14, Ys2, Y100 € Y133)-
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Figura 5.6: Limites de predicao obtidos através dos métodos percentil, t-bootstrap e de suas

versoes via bootstrap duplo para os dados da NASCAR.
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Figura 5.7: Limites de predicdo obtidos através do método BC, para os dados da NASCAR.

A Tabela apresenta as taxas de cobertura e amplitudes médias para cada um
dos intervalos construidos. Nota-se que as maiores taxas de cobertura estao associadas
aos intervalos percentil e t-bootstrap construidos via BD, que apresentaram taxas de
cobertura iguais a 98.6% e 97.2%, respectivamente. No entanto, tais intervalos também
apresentaram as maiores amplitudes médias, com o intervalo percentil BD apresentando

um aumento consideravel na mesma em relagao a sua versao usual.

Tabela 5.14: Taxas de cobertura e amplitudes médias obtidas na construcao dos intervalos de

predicao para os dados da NASCAR.

Método Cobertura (%) Amplitude média
Percentil 95.7 0.2029
Percentil BD 98.6 0.3685
t-bootstrap 95.7 0.2034
t-bootstrap BD 97.2 0.2266
BC, 96.4 0.1991

5.6.3 Aplicacao 3: Fator de simultaneidade

Nesta secao, voltaremos a tratar dos dados estudados em (Zerbinatti, 2008), a respeito do
fator de simultaneidade. Na Secao [3.7.1] vimos que o modelo com funcao de ligagao logit
para o submodelo da média e logaritmica para o submodelo da precisao se ajusta bem

aos dados. Por sua vez, na Segao [£.4.4] vimos que o modelo em que a fungao de ligagao
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do submodelo da média é log-log complementar foi selecionado pelos testes J e M J como

o melhor modelo, entre os testados para os dados. Dessa forma, utilizaremos o modelo

log{—log(1 — 1)} = B1 + B2 log(ws),

log(¢) = 71 + 12 log(z42).

para avaliar o desempenho dos métodos de construcao de intervalos de predicao estudados
neste capitulo. Para tanto, foram consideradas 42 amostras formadas pela remocao de
uma observacao do conjunto de dados original e cada uma dessas amostras foi utilizada
na construgao do intervalo de predicao para a resposta omitida.

A Tabela [5.15] apresenta as taxas de cobertura e amplitudes médias para cada um
dos intervalos construidos. Nota-se que, mais uma vez, a maior taxa de cobertura esta
associada a versao do intervalo percentil construido via bootstrap duplo. Tal versao

também apresentou a maior amplitude média.

Tabela 5.15: Taxas de cobertura e amplitudes médias obtidas na construcao dos intervalos de

predicao para os dados do fator de simultaneidade.

Método Cobertura (%) Amplitude média
Percentil 95.2 0.1531
Percentil BD 97.6 0.2446
t-bootstrap 95.2 0.1527
t-bootstrap BD 95.2 0.1584
BC, 92.9 0.1413

As Figuras e apresentam os limites de predicoes obtidos pelos intervalos
avaliados. Pode-se notar que a resposta ys33 = 0.147 nao foi coberta por nenhum dos
intervalos. Adicionalmente, nota-se que a resposta y3; = 0.016 sé foi coberta pelo intervalo

percentil BD. Por sua vez, a resposta 316 = 0.276 s6 nao foi coberta pelo intervalo BC,.
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Figura 5.8: Limites de predicao obtidos através dos métodos percentil, t-bootstrap e de suas

versoes via bootstrap duplo para os dados do fator de simultaneidade.
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Figura 5.9: Limites de predicao obtidos através do método BC, para os dados do fator de

simultaneidade.

5.7 Conclusoes

A utilizacao de modelos ajustados para prever valores de uma variavel resposta, associada
a um novo conjunto de valores das covariadas de um modelo, é uma pratica comum.
Em modelos de regressao beta, a previsao pontual pode ser realizada sem grandes
complicagdes, no entanto, Zerbinatti (2008]) mostra que tais modelos podem subestimar a
resposta. Sendo assim, a obtencao de intervalos de predicao, associados a um determinado
nivel de confianga, mostra-se uma opg¢ao atraente. Em [Espinheira et al.| (2014)), os autores
propoem a construcao de intervalos de predi¢ao via método percentil e via método BC,.
Neste capitulo, foi proposta uma adaptacao do intervalo de confianca t-bootstrap para
a realizacao de tal previsao. Tal método foi avaliado via simulacoes de Monte Carlo e
apresentou um desempenho competitivo e, na maior parte dos casos, mas proximo do
desejado que os demais, apresentando maiores taxas de cobertura sem perda significativa
de precisao. Portanto, indicamos a utilizacao do método t-bootstrap para a construcao
de intervalos de predicao.

Além disso, foram propostas versoes bootstrap duplo para os intervalos de predigcao
percentil e t-bootstrap. As simulacgoes realizadas indicaram que, para ambos os métodos,
os intervalos via BD apresentam taxas de cobertura maiores do que as obtidas por suas
versoes usuais. No entanto, tais intervalos apresentaram também maiores amplitudes
médias. Tal aumento, principalmente para o intervalo percentil BD, foi significativo na

maior parte dos casos. Além disso, o método mostrou-se consideravelmente mais custoso
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computacionalmente. Adicionalmente, analisamos o impacto causado nos intervalos pela
ma especificacao do modelo utilizado para a construgao dos mesmos. Os resultados
das simulagoes realizadas indicaram que a estimacao por um modelo mal especificado
distorce a amplitude média dos intervalos, em geral, provocando um aumento em relagao
a amplitude do intervalo construido tendo o modelo verdadeiro como base. Tal fato

ressalta a importancia da avaliacao dos modelos antes da realizagao de previsoes.



Capitulo 6

Consideracoes finais

6.1 Conclusoes

Ao longo dos capitulos anteriores abordamos alguns aspectos de inferéncias bootstrap
em modelos de regressao beta (Ferrari e Cribari-Neto, [2004), avaliando algumas das
principais variantes do método. No Capitulo [, tratamos de testes de hipéteses propondo
a versao bootstrap duplo réapido (Davidson e MacKinnon, 2000) do teste da razao de
verossimilhangas em modelos de regressao beta. O método proposto mostrou consideravel
melhora no desempenho alcancado pelo teste baseado no bootstrap usual e sem exigir
um alto custo computacional. Dessa forma, tal método é uma excelente escolha para a
realizacao do teste em pequenas amostras.

Por sua vez, no Capitulo 4| tratamos de testes de hipdteses nao encaixadas. Neste
cenario, foram apresentadas as versoes bootstrap duplo rapido dos testes J e MJ,
propostos por |Davidson e MacKinnon (1981) e Hagemann (2012), respectivamente, para a
realizacao dos mesmos em modelos de regressao beta. As avaliagoes numéricas favoreceram
tais versoes, que mostraram-se capazes de melhorar, principalmente, o desempenho do
teste M J.

Por fim, no Capitulo 5], foram propostos o intervalo de predicao t-bootstrap e as versoes
bootstrap duplo do mesmo e do intervalo percentil (Espinheira et al.| 2014) para a resposta
associada a um novo conjunto de valores para as covariadas de um modelo de regressao

beta. O intervalo t-bootstrap apresentou um bom desempenho, conseguindo alcancar
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taxas de cobertura superiores as dos intervalos percentil e BC, na maior parte dos casos
avaliados. Ja as versoes baseadas no bootstrap duplo, mesmo apresentando maiores taxas
de cobertura, tém como forte ponto negativo o fato de apresentarem maiores amplitudes

médias.

6.2 Trabalhos futuros

Como foco de trabalhos futuros sugerimos:

1. Analisar métodos de inferéncias bootstrap no modelo de regressao beta nao-
linear, focando na adaptacao para tal modelo do teste P proposto em |Davidson

e MacKinnon, (1981)).

2. Investigar o desempenho das variantes bootstrap em regressao beta por minimos

quadrados parciais (Bertrand et al., 2013).
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Apeéendice A
Prova das igualdades para o

bootstrap bayesiano

Considere a amostra n-dimensional y = (yy,...,y,)". Sejay* = (yi,...,y:)" uma réplica
bootstrap obtida de y com reposicao. Se X; é o niimero de vezes que y; aparece em y*,
temos que X; segue uma distribuigdo multinomial (n, py,...,p,), em que p;, i =1,...,n,
denota a probabilidade de selecionar y; para y* (Davison e Hinkley, [1997)). Sendo assim,

temos
E(X;) =np;, Var(X;) =np;(1—p;) e Cov(X;, X;) = —npip;,

em que E(-), Var(-) e Cov(-) denotam valor esperado, variancia e covariancia,

respectivamente. Como p; = 1/n, i =1,...,n, temos

—1 1
n € COV(Xi,Xj) = ——

E(XZ) = 1, Var(XZ) = n n

Agora, sejam f; e f;, 1 # j, as propor¢oes de vezes que y; e y; aparecem em y*. Temos

que
E(f) =, Var(f)="" e Covlfif;) =g
Consequentemente, temos
Cor(fi, fj) = — ! ’
n—1
em que Cor(-) denota correlagao.
Agora, considere a amostra (n—1)-dimensional u = (u, ..., u,—1) em que u; ~ U(0, 1),
j=1,...,n—1. Ordene os valores de u tais que u@) < uay < -+ < Up_1) < U, cOmM
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u) = 0 e u,y = 1. Pyke (1965) mostra que para g; = uu) — ug-1), ¢ = 1,...,n, tem-se

B(g) = -

Consequentemente,

Sendo assim, temos

n—1 1
Varle) = sy @ CVWea) = oy
1
Cor(gi ) = ———7-
1
E(f;) =E(g:) = ﬁ;
n+l n-—1
Var(fi) = Var(Ql) n = n3 )

1

Cor(f;, fj) = Cor(g;,9;) = 7



Apendice B
Matriz de informacao de Fisher para

o modelo de regressao beta

Considere o modelo de regressao beta com precisao variavel dado por

k
glm) =Y wBi =i,
j=1

h(¢r) = Z 2% = Ot
i=1

Temos que a matriz de informacao conjunta para e v é dada por
Kpp Kpy
K(ﬁa 7) = ’
Kyg Ky

Kps = X VWX,

em que

Kg, = (K,p)' =X'CTHZ,
K, =2"DZ.

Aqui, X é uma matriz n x k cuja t-ésima linha é z/, V = diag{¢y,..., 0}, T =

diag{1/q¢' (1), ...,1/g'(pn)}, H = diag{1/h'(¢1),...,1/R (¢n)} € Z é uma matriz n X m

cuja t-ésima linha é 2. Por sua vez, W = diag{w, ..., w,}, C = diag{ci,...,c,} e D =
y t

diag{dy,...,d,}, com

wr = G ) + 0 (1 — ) de)

g (122)]%’
Cr = Py [W(Mt@bt)ﬂt - W((l — ) e) (1 — pe)]
dy = V' (o) iy + 0" (1 — ) de) (1 — pae)® — 0’ (),

em que ¢'(+) é a funcado trigama.

136



	Introdução e suporte computacional
	Introdução
	Organização da tese
	Suporte computacional

	Métodos bootstrap
	Introdução
	Bootstrap não-paramétrico
	Bootstrap bayesiano
	Bootstrap suavizado
	Bootknife

	Bootstrap paramétrico
	Bootstrap duplo
	Bootstrap duplo rápido
	O método warp-speed

	Testes de hipóteses via esquemas bootstrap
	Introdução
	O modelo de regressão beta
	Testes de hipóteses
	Testes de hipóteses baseados em bootstrap
	Testes bootstrap
	Testes bootstrap duplo
	Testes bootstrap duplo rápido

	Algoritmos para os testes bootstrap
	Simulações
	Aplicações
	Aplicação 1: Fator de simultaneidade
	Aplicação 2: Gastos com alimentação
	Aplicação 3: Recém-nascidos com baixo peso
	Aplicação 4: Prêmios da Ford na NASCAR

	Conclusões

	Testes de hipóteses não encaixadas via esquemas bootstrap
	Introdução
	Testes J e MJ em modelos de regressão beta
	Testes J e MJ via esquemas bootstrap

	Simulações
	Aplicações
	Aplicação 1: Gastos com alimentação
	Aplicação 2: Oxidação da amônia
	Aplicação 3: Recém-nascidos com baixo peso
	Aplicação 4: Fator de simultaneidade

	Conclusões

	Intervalos de predição bootstrap
	Introdução
	Intervalos de predição
	Intervalo t-bootstrap
	Intervalo de predição t-bootstrap

	Intervalos de predição via bootstrap duplo
	Simulações
	Simulações warp-speed

	Aplicações
	Aplicação 1: Recém-nascidos com baixo peso
	Aplicação 2: Prêmios da Ford na NASCAR
	Aplicação 3: Fator de simultaneidade

	Conclusões

	Considerações finais
	Conclusões
	Trabalhos futuros

	Referências
	Apêndice A – Prova das igualdades para o bootstrap bayesiano
	Apêndice B – Matriz de informação de Fisher para o modelo de regressão beta

